Capitulo 4

Recordacoes de Calculo Vetorial em Trés
Dimensoes
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ESTE breve capitulo listamos, em parte na forma de exercicios, alguns resultados importantes sobre cédlculo vetorial
em trés dimensoes. As identidades aqui listadas sao tuteis em diversas dreas da Fisica, como no Eletromagnetismo
e na Mecanica dos Fluidos. Todos os resultados que aqui apresentamos podem ser formulados com mais elegancia

e generalizados a mais dimensoes com uso de ideias de Geometria Diferencial e da teoria das Formas Diferenciais. Vide

para tal os Capitulos 35 e 36, paginas 1871 e 1980, respectivamente.

4.1 Alguns Operadores Diferenciais de Interesse

e Os simbolos de Kronecker e de Levi-Civita em trés dimensoes

O chamado simbolo de Kronecker' (ou delta de Krénecker) em trés dimensoes, denotado por 8;5, com 7, j € {1, 2, 3},
é definido por

L 1, set=7,
0ij = { 0, sei#j. (4.1)

O chamado simbolo de Levi-Civita® (ou tensor de Levi-Civita) em trés dimensdes, denotado por 5, com i, j, k €
{1, 2, 3}, é definido por

1, se(i, j, k) = ( )
Eijk = -1, se (i, j, k) (1, 3,2), (3,2, 1)ou (2, 1, 3), (4.2)
0, de outra forma.

A defini¢ao geral de simbolo de Levi-Civita é apresentada no estudo do Grupo de Permutagoes na Secdo 21.1.1.2, pdgina
1120. Suas generalizagoes para mais dimensoes sao empregadas na Geometria Diferencial, no estudo das chamadas formas
diferenciais. Naquele contexto, dedicamos a eles o Apéndice 36.A, pagina 2007.

Note as seguintes propriedades: 1. (simetria) o simbolo de Krénecker ndo se altera se os indices forem permutados,
ou seja, 0;; = 0j;; 2. ;5% é nulo se e somente se pelo menos dois dos indices sdo iguais; 3. (antissimetria) €;;, troca de
sinal se quaisquer dois dos indices forem permutados; 4. (ciclicidade) €;5;; néo se altera se os indices forem permutados
ciclicamente, ou seja, €5k = €jki = Ekij-

No que segue apresentamos algumas identidades tteis envolvendo o simbolo de Kronecker e o simbolo de Levi-Civita.

E. 4.1 Ezercicio. Este Exercicio contém uma série de identidades muito empregadas.

a. Mostre que se M é uma matriz 3 x 3, valem

3 3 3
Z(S”Mﬂ“ = My e ZMi]-(Sjk = M, . Em particular, vale Zéijtijk = dik - (4.3)
Jj=1 j=1 =1
! Leopold Krénecker (1823-1891).
2Tullio Levi-Civita (1873-1941).
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b. Mostre que, para todos i, j e k, vale
€ijk = 0i10520k3 + 0i20530k1 + 0i36j10k2 — 0i16730k2 — 0i36 201 — 0i2d 10k3 (4.4)

Sugestio para o item b. Siga os seguintes passos: 1. Mostre que o lado direito n3o se altera por permutacdes ciclicas dos indices
i, j e k. 2. Mostre que o lado direito anula-se se pelo menos dois dos indices sdo iguais. 3. Mostre que o lado direito vale 1 quando
(4, 7, k) = (1, 2, 3) e —1 quando (%, 7, k) = (1, 3, 2). 4. Conclua dos passos anteriores que (4.4) é verdadeira comparando
com a defini¢do (4.2).

c. Mostre que vale a identidade
€ijk€lmn = 0i10jmOkn + 0im0jndri + dind;j10km — 0i10jn0km — OindjmOki — OimS;10kn , (4.5)
para todos i, j e k e para todos [, m e n, ou seja,
EijkElmn — det (Sjl 6,7'm 5,7'n . (46)
Okt Okm  Okn
Sugest3o para o item c. Siga os seguintes passos: 1. Constate que o lado direito de (4.5) reduz-se a (4.4) quando (I, m, n) =
(1, 2, 3). 2. Constate que o lado direito de (4.5) ndo se altera por permuta¢des ciclicas de (I, m, n). Constate que o lado direito

de (4.5) é nulo se e somente se pelo menos dois dos indices (I, m, n) sdo iguais. 3. Constate que o lado direito de (4.5) troca
de sinal se quaisquer dois dos indices (I, m, n) sdo permutados. 4. Conclua dos passos anteriores a validade de (4.5).

A identidade (4.5) é muito dtil e implica as identidades (4.7) e (4.8), abaixo, cuja utilidade poderd ser constatada nos exercicios
posteriores.

d. Mostre que vale a identidade
Zsijkslmk = Gubjm — Gimdji - (4.7)
k=1
Sugestdo: use (4.5).
e. Mostre que vale a identidade
3 3
Zzsijkajk = 2(51'1 . (48)
j=1k=1
Sugestdo: use (4.7).
f. Mostre que vale a identidade
3 3 3
ZZZE”‘]CE»;]']C = 6. (49)
i=1 j=1 k=1
Sugestéo: use (4.8).

g. Mostre que vale a identidade

3
Z (Ei]’k Eklm + Eimk Ekjl T+ Eilk 5kmj) =0. (4.10)
k=1

Sugestdo: use (4.7).
A identidade (4.10) é denominada identidade de Jacobi® para os simbolos de Levi-Civita. "

E. 4.2 Ezercicio. Se S é uma matriz 3 x 3 simétrica, ou seja, satisfaz S;; = S;; para todos ¢, j € {1, 2, 3}, mostre que

3 3
Z Z Sijksjk =0

j=1k=1
3 3 3
para todo ¢ € {1, 2, 3}. Sugestdo: convenga-se que Z Zsiij]-k = Z ZEik]’Sk;]’ e em seguida use a simetria de S e a antissimetria
j=1k=1 j=1k=1
do simbolo de Levi-Civita. 3

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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Na Secao 36.A, pagina 2007, estudaremos generalizagoes dos simbolos de Levi-Civita e das propriedades acima para
além de trés dimensoes.

e O produto escalar e o produto vetorial

Sejam I, § e 2 trés versores ortogonais dois a dois no espaco tridimensional (R?) tais que a tripla (%, ¢, 2) seja
positivamente orientada. Cada vetor ¥ do espago tridimensional pode ser escrito na forma v = v1& + vey + v3Z, 0s
nimeros v;, ¢ =1, 2, 3, sendo as componentes de ¢ na base {Z, §, £}.

O chamado produto escalar usual de dois vetores quaisquer @ e be R3, denotado por @ - 5, ¢é definido por

3 3 3
i=1

i=1 j=1

O chamado produto vetorial de dois vetores quaisquer @ e 5, denotado por @ x 5, é definido como sendo o vetor cuja
i-ésima componente na base {Z, ¢, 2}, (@ x b);, é dada por

3
a‘x(?) - —_ e {1, 2, 3). 412
( i Zzgwka’]bk ’ (&S { ) & 3} ( )
j=1k=1
E importante notar as propriedades @ - b=b-Gedxb=—bx a, validas para quaisquer vetores @ e b.

E. 4.3 Ezercicio. Este Exercicio contém algumas identidades (iteis sobre o produto vetorial.

d‘~<5>< 5) - E.(ax Ei) =z (Eixg), (4.13)

vélidas para quaisquer vetores @, beé Sugestio: use a ciclicidade do simbolo de Levi-Civita.

x(z';xa) - (aa)é—(a.z?)a, (4.14)

valida para quaisquer vetores @, b e & Sugestdo: use (4.7).

a. Demonstre as igualdades

b. Demonstre a identidade

c. Demonstre a identidade de Jacobi* para o produto vetorial-
x<5x8)+5x<€x§)+5x(axg):6, (4.15)
vélida para quaisquer vetores @, b e . Sugestdo: use (4.14) ou (4.7), ou use diretamente (4.10).

(axg)-<5><of) - (a-a)(aaf)—(a.(f)(aa), (4.16)

vélida para quaisquer vetores @, b ced. Sugest3o: use (4.7).

d. Demonstre a identidade

Mostre que @ - (b X E’) = 0 se e somente se @, b e ¢ forem linearmente dependentes. o+

e Gradiente, divergente, rotacional e Laplaciano

Com as convencdes acima denotamos o vetor posicao no espaco tridimensional R? em coordenadas Cartesianas® por
Z = x1& + 22y + x32. Para um campo vetorial ¥ = v1Z + v2§ + v3Z, onde as coordenadas v; = v;(x1, x2, x3) sdo fungdes
diferencidveis das coordenadas Cartesianas x1, z2 € x4, definimos o divergente de ¥, denotado por V - ¢, por

ov; 0
-y oy o,

11]1

4Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
5René Descartes (1596-1650).
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Definimos o rotacional de ¥, denotado por V x ¥, como sendo o campo vetorial cuja i-ésima componente é dada por

(V x v) Z Z ik (4.17)

7j=1k=1

Para um campo escalar ¢ = ¢(x1, x2, 3), suposto uma funcao diferencidvel das coordenadas Cartesianas x1, x2 e 3,
definimos o gradiente de ¢, denotado por V¢, como sendo o campo vetorial dado por

=, . 0o 09 5¢A
Vo= gt et et

Para um campo vetorial ¥ = v1Z + v2y + v3Z denotamos por v - Vo operador diferencial

= 3 ug

= —
i=1 O

Assim, se ¢ é um campo escalar, (17 . 6) ¢ coincide com o produto escalar de v com o gradiente de ¢:
3
- d¢ -
V) = Y v = 7 (Vo)
(#- Vo > 5 o) .

enquanto que se ¢ é um campo vetorial, (17

<

) i denota o campo vetorial cuja j-ésima componente é

ou seja,

E. 4.4 Ezercicio. Demonstre as seguintes identidades:

Vigy) = ¢Vy+yVe, (4.18)
v (a-5) :axwxqwxwx@+@ﬁﬁ+@ﬁp, (4.19)
Vo(¢d) = ¢V-i+a-Vo, (4.20)
V x (¢8) = ¢>(6 ) (“)xa, (4.21)
vo(ixB) = 5 (Fxa)-a-(Fx5). (1.22)
Vx(axb) = (b-V)a-(a-V)o+(v-b)a—(v-a)b. (4.23)

Acima ¢ e 1 sdo campos escalares e @ e b sio campos vetoriais, todos diferencidveis.

Sugestbes: use a regra de Leibniz. Para (4.19) calcule @ x (6 X E) +b % (ﬁ X &’) usando (4.7). Para (4.23), use (4.7). o,

E. 4.5 Ezercicio. Mostre que se @ é um campo vetorial duas vezes diferencidvel vale
v (v x a) ~0. (4.24)
Mostre que se ¢ é um campo escalar duas vezes diferencidvel vale

x (ﬁqs) - 0. (4.25)
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Se ¢ é um campo escalar duas vezes diferenciavel, o chamado Laplaciano® de ¢, denotado por A¢, por A%¢ ou por
V2¢, é definido como sendo o campo escalar dado por

Ap = V- (%) . (4.26)
Assim, tem-se em coordenadas Cartesianas
0%
A¢p = — . 4.2

Se ¥ = v1Z 4+ vy + v3Z é um campo vetorial duas vezes diferencidvel, define-se Laplaciano de v, denotado por A, como
sendo o campo vetorial cuja i-ésima componente em coordenadas Cartesianas é

(09, = 2 - 5.

NI\D

Assim,

E. 4.6 Ezercicio. a. Mostre que se ¢ e v s3o dois campos escalares duas vezes diferencidveis, vale
Al) = (Ao +2 (Vo) - (Vo) +e(av) . (4.28)

Sugestdo: use a definicdo (4.26) e as identidades (4.18) e (4.20) ou use (4.27) e a regra de Leibniz.

b. Mostre que se @ é um campo vetorial duas vezes diferenciavel, vale
ﬁx(ﬁx&) = V(V-a@) - Ad. (4.29)

Sugestgo: use (4.7). o,

4.2 Teoremas Classicos sobre Integrais de Volume e de Su-
perficie

No que segue, listamos alguns teoremas classicos importantes envolvendo integrais de volume e de superficie de campos

em R3.

Teorema 4.1 (Teorema de Gauss) 7 Se ¥ é um campo vetorial diferencidvel definido em um volume compacto e
conexo V. C R3, limitado por uma superficie fechada, retificdvel e orientdvel OV, entdo

/V Tdz = @’U da
v

onde di(%) := n(Z)do(Z), A(Z) sendo um vetor unitdrio normal a OV em & € OV, direcionado no sentido do exterior de
V e do(%) sendo a medida de drea de OV . O

A demonstracao desse resultado classico pode ser encontrada em qualquer bom livro de Célculo de fungoes de varias
variaveis.

6Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
7Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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Teorema 4.2 (Teorema de Stokes) & Se ¢ ¢ um campo vetorial diferencidvel definido em uma superficie compacta,
conexa, orientada e retificdvel S C R3, limitada por uma curva fechada, retificdvel e orientdvel 0S, entdo

/S(ﬁxa)-da - jgsﬁ-di,

onde d& (%) := n(Z)do(Z), n(Z) sendo um vetor unitdrio normal a S em & € S, direcionado no sentido positivo de S e
dl(Z) = t(Z)dl, 1(Z) sendo um vetor tangente a S em T € AS orientado no sentido positivo de 3S e dl é a medida de
comprimento de 0S. O

A demonstracao desse resultado classico pode ser encontrada em qualquer bom livro de Célculo de fungoes de varias
variaveis.

Teorema 4.3 (Identidades de Green) ° Sejam f e g funcées definidas em um volume compacto e conexo V C R3,
limitado por uma superficie fechada, retificavel e orientdvel OV, ambas as funcoes sendo duas vezes diferencidveis no
interior VO de V e diferencidveis em V. Entdo, valem as sequintes identidades:

Primeira identidade de Green:

/ [ng + (W) : (69)} G FARC (4.30)
v av
Segunda identidade de Green:
/ (fAg—gAf) dx = {f (fﬁg—gﬁf) . dz . (4.31)
v av
Terceira identidade de Green:
Afdiz = ([ Vf-do. (4.32)
v 1%
O

Prova. A expressdo (4.30) segue imediatamente do Teorema de Gauss, Teorema 4.1, pagina 325, para v = fﬁg7 pois
V- (fﬁg) = fAg+ (6]‘) . (69), como facilmente se constata por (4.20). A expressdo (4.31) segue imediatamente do

Teorema de Gauss para ¥ = fﬁg — gﬁf7 pois V- (fﬁg — gﬁf) = fAg — gAf, como facilmente se constata por (4.20).

A expressao (4.32) segue imediatamente do Teorema de Gauss para ¥ = v/ |

As identidades de Green sao amplamente empregadas no estudo das equagoes de Poisson e Laplace.

Teorema 4.4 (Teorema do gradiente) Se ¢ € um campo escalar diferencidvel definido em um volume compacto e
conexo V. C R3, limitado por uma superficie fechada, retificdvel e orientdvel OV, entdo

| Yo d = ff o) as.

v
onde di(%) := n(Z)do(Z), A(Z) sendo um vetor unitdrio normal a OV em & € OV, direcionado no sentido do exterior de
V e do(Z) sendo a medida de drea de OV . O
Prova. Basta aplicar o Teorema de Gauss para o campo ¥(Z) = & ¢(Z), & sendo um vetor constante arbitrério. |

8George Gabriel Stokes (1819-1903).
9George Green (1793-1841).
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Teorema 4.5 (Teorema do rotacional) Se ' é um campo escalar diferencidvel definido em um volume compacto e
conexo V. C R3, limitado por uma superficie fechada, retificdvel e orientdvel OV, entdo

/V (v X 17) (Z) d®z = g;;lf ¥(7) x di = g?f ({;’(f) % ﬁ(f)) do

onde di(%) := n(Z)do(Z), A(Z) sendo um vetor unitdrio normal a OV em & € OV, direcionado no sentido do exterior de
V e do(Z) sendo a medida de drea de OV . O

Prova. A demonstracao pode ser feita componente a componente. Para a componente 1, definimos o campo vetorial

W = 0% + v — va2. Com isso, é facil constatar que (6 X 17) = V - . Assim, usando o Teorema de Gauss, Teorema
1
4.1, pagina 325, temos que

/V(ﬁxﬁ)l(f) Bz = /V(v-w) (@) &'z = (@) do = (@@ x d&),

ov ov

como facilmente se constata. Para as demais componentes a prova é andloga. |

4.3 O Laplaciano em Sistemas de Coordenadas Gerais

Nesta se¢ao apresentaremos uma identidade que permite, no espago R", expressar o Laplaciano de uma fungao escalar em
qualquer sistema de coordenadas'®, ao menos localmente. Isso é particularmente ttil em duas e trés dimensées espaciais,
pois hd muitos problemas em Fisica (vide Capitulo 45, pdgina 2583) nos quais coordenadas polares, esféricas, cilindricas
ou outras se prestam melhor ao tratamento do que coordenadas Cartesianas, permitindo, por exemplo, explorar melhor
as simetrias geométricas que se apresentam.

No que segue, denotaremos por (z!, ..., ™) um sistema de coordenadas Cartesianas em R" e por (y*, ..., y™) um
segundo sistema de coordenadas, ndo-necessariamente Cartesianas, em R™. Suporemos que as funcdes z*(y', ..., y"),
k=1, ..., n, sejam definidas em algum aberto conexo 2 C R" e sejam ao menos duas vezes diferencidveis.

Definimos a matriz Jacobiana'!, denotada por J = J(y!, ..., y™), como sendo a matriz n x n definida em 2 cujos

elementos ab sdo dados por

Tas o= 2 ",  ab=1...n
aby)"'?y T ayay)"')y ) ? - y * M
Definimos o tensor métrico, ou matriz métrica, g = g(y', ..., y") como sendo a matriz n x n definida em 2 dada por
g = JJT e, assim, para seus elementos de matriz Jab = gab(yl, .oy Y™, temos
n - »
0x¢ Oz
Gab — a—yaa—yb, a, b:]., ey, N (433)
c=1
Se A:R" — R"™ é um campo vetorial, entao o divergente de A pode ser expresso nas coordenadas (y!, ..., y™) por

\/det

onde A7 é a j-ésima componente de A no sistema (v, ..., y").

- 1 "0 i
VoA = W;a—w (Mdet(g)A) , (4.34)

10Naturalmente, o leitor mais avancado sabe que certas condi¢bes tem de ser supostas sobre o sistema de coordenadas e que tipicamente
garantam a nao-singularidade e um grau suficiente de diferenciabilidade.
1 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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Se f: R™ — R é um campo escalar, entdao seu Laplaciano pode ser expresso nas coordenadas (y!, ..., y™) por
Af = Z Z Vdet(g) (971); 91y (4.35)
\/det(g Ik oyk
] 1 k=1
sendo g~ ! a matriz inversa da matriz g.

Observe-se que as expressoes (4.34) e (4.35) s6 sdo vélidas nos pontos em que det(g) # 0 e observe-se também
det(g) = det(J) (por qué?). Assim, (4.34) e (4.35) ndo estao definidas nos pontos em que a transformagao de
coordenadas (x!, ..., ™) — (y!, ..., y") for singular (ou seja, quando det(.J) se anula).

A demonstracao das relagoes (4.34) e (4.35) é apresentada na Segdo 35.2.4, pagina 1908, e faz uso de nogoes de
Geometria Riemanniana. H& também uma maneira muito elegante de obter essas expressoes fazendo uso de formas
diferenciais. Vide Capitulo 36, pagina 1980, em particular, a Segao 36.2.3.1, pagina 1998. L& encontra-se também uma
expressio para o operador rotacional de campos vetoriais em R3.

Vamos agora tratar de exemplos simples de aplicagao de (4.35). Algumas das expressoes que obteremos serdo usadas
neste texto, notadamente no Capitulo 45, pagina 2583.

e Coordenadas polares em duas dimensoes

Em R?, além das coordenadas Cartesianas usuais (2!, 2%) = (x, y), podemos definir também coordenadas polares
(WY v3) =(p, ¢),com0< p<ooe—7< <7 e tem-se

= pcosyp, y = pseny .
E elementar constatar que a matriz Jacobiana é dada nesse caso por

cos seny
J =
—pseny pcosy

Note-se que det(J) = p e, portanto, Q@ = R?\ {0} é a regido onde a transformacao de coordenadas (z, y) — (p, ¢) é
ndo-singular. A matriz métrica g e sua inversa g~ ! sdo dadas por

1 0 1 0
g = e gl'= ,
0 p? 0 p%

(verifique!) sendo que y/det(g) = p. De posse dessas informagoes é elementar obter de (4.35) a expressao

1 0 8 1 02
Af = of + 1077 , (4.36)
pop\"op) " P 0g?
que fornece o Laplaciano de f em duas dimensoes em coordenadas polares, expressao essa valida para p > 0.

e Coordenadas esféricas em trés dimensoes

Em R?, além das coordenadas Cartesianas usuais (z', z2, %) = (2, y, 2), podemos definir também coordenadas
esféricas (y', 2, ¥°) = (r, 0, @), com0<r<oo,0<f<7me -7 << e tem-se

x = rsenf cosp , y = rsenfseny , z = rcosf . (4.37)

A coordenada r € [0, co) é denominada coordenada radial, a coordenada @ € [0, 7| é denominada coordenada longitudinal
a coordenada ¢ € (—m, 7] é denominada coordenada azimutal.

A matriz Jacobiana J pode ser facilmente calculada e obtém-se

send cos send seny cos 6
J = | rcosfcosep rcosfseny —rsend

—rsenf senp 1senf cosy 0
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E f4cil constatar que det J = r2 senf) e, portanto, a transformacio de coordenadas (z, y, z) — (r, 6, ¢) é ndo-singular
na regiao = R®\ Z, onde Z é o eixo “z”: Z = {(x, y, 2) € R?, z =y = 0}. A matriz métrica g e sua inversa g~ ! sdo
dadas por

1 0 0 1 0 0

S
I
o
3
[\
o
@
=
R
I
o

1
r2 0

S S
72 (senf)?

o
o

0 0 7r?(send)?

(verifique!) e tem-se y/det(g) = r?senf. Com (4.35) obtém-se para o operador Laplaciano em trés dimensdes em
coordenadas esféricas a expressao

_ 1 ]9 (20f 1 9 of 1 Pf
A= [67“ (r 07“>  Sond 99 <Sen909) T Gsend)2 092 | (4.38)

que também pode ser escrita como

1 62 1 9 aof 1 0% f
Al = ;W(rf) + 72 senfl 99 <sen9—) + 2(senf)? dp? (4.39)

4.4 Coordenadas Esféricas em n Dimensoes

Nesta secao sairemos dos limites do espago tridimensional e descreveremos como podemos generalizar o sistema de
coordenadas esféricas, que apresentamos acima (vide (4.37)) para os espacos R™ com n > 3. Veremos que hé nesse caso
uma coordenada radial r € [0, c0) e n— 1 coordenadas angulares, a saber, uma coordenada azimutal ¢ € (—m, 7] e n —2
coordenadas longitudinais s, ..., 6,, com 0, € [0, 7], k=3, ..., n.

e Bolas e esferas em R"

Aqui consideramos n € IN, com n > 1.

A bola (aberta) de raio R > 0 centrada na origem em R™ é o conjunto de todos os pontos de R™ que distam da
2 2
\/(xl) +oe ot (a) <R}.
A esfera unitdria em R”, denotada por $" ', é o conjunto dos pontos de R™ que distam exatamente 1 da origem:
gn—l .= {(:cl, 2, ..., :E") € R"

(n — 1)-dimensional.

origem menos que R, ou seja, é o conjunto By(R) := {(acl, 2, ..., :U") eR”

\/(x1)2 +o (x”)2 = 1}. Observe que $"~! é uma superficie (uma variedade)

Denotaremos por V;,(R) o volume (n-dimensional) da bola By(R) e por |$"~1| o volume ((n — 1)-dimensional) da
esfera $" 1. No que segue determinaremos essas duas quantidades de duas meneiras.

e Volumes de bolas e esferas em R"”

Em $77! existe uma medida de integracio invariante pela agao do grupo de rotagoes O(n), a qual denotamos
por d2,_1, e que é normalizada de sorte que fsn,l dQp—1 = ‘S"‘l‘. Logo adiante, quando apresentarmos o sistema
de coordenadas esféricas em R", apresentaremos também uma expressao explicita para essa medida em coordenadas
esféricas (eq. (4.46), pagina 332).

Lema 4.1 Para todo n € IN com n > 2 valem

n/2
571 = iﬂn (4.40)
(3)
¢ . R" 271-"/2 R™
Va(R) = ‘S ‘7 = F(%) n (4.41)

onde I € a Funcao Gama de Euler (vide Capitulo 7, pdgina 408). O
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oo o0 o0 n
Prova do Lema 4.1. A integral multipla I, := / / e~ dxy---dx, é igual a </ e d:c) S
—0o0 — 0o

— 00
(integral de Laplace). Por outro lado, podemos escrever

[ee] ee] _.2 Snfl e e] n Snfl
L, = / / e T dr A,y = |$”71|/ e ldr i |/ et ldt = B |F(E) :
Y - o 2/, 2 2

onde I' é6 a Funcio Gama de Euler, estudada no Capitulo 7, pagina 408. Assim, |[$" ! = 27r"/2/F(n/2).

E também claro que

r n—1 n—1 r n—1 n—1 R"
Vo (R) = 1r"drdQ,—1 = "7 rldr = |8 |7
0 gn—1 0

Note-se que |S"_1| = d%zvn(R)‘R:r o

Nota. A relagdo (4.40) pode ser obtida, com menos elegincia e simplicidade, por integracao direta em coordenadas esféricas em n-dimensoes.
Vide adiante, e particularmente, vide (4.48), pagina 333. &

E um fato notével que, contrariando talvez a intuigdo, a relacdo (4.41) diz-nos que para qualquer R > 0 vale
lim,, 00 Vo (R) = 0, ou seja, o volume da bola n-dimensional vai a zero quando a dimensao n vai ao infinito, e isso
para qualquer R > 0. Isso se deve ao rapido crescimento da fun¢do gama de Euler. Por (4.40), tem-se também
limy, o0 [$"71| = 0.

E. 4.7 Ezercicio. Verifique que nos casos n = 2 e n = 3 as férmulas (4.41) e (4.40) reproduzem os resultados bem conhecidos:
Va(R) = nR?, 8" = 21 e V3(R) = 27 R®, |$°| = 4. *

o Coordenadas esféricas em n dimensoes

O conhecimento de coordenadas esféricas em n dimensoes é 1til para varios propdsitos, por exemplo, para o estudo
de generalizacoes das fungoes harmonicas esféricas (usualmente definidas na esfera unitéria bidimensional, $2) para a
esfera unitaria $”, com n > 2. Essas coordenadas serao uteis também no estudo da transformada de Fourier de fungoes
esfericamente simétricas, assunto tratado na Se¢ao 39.2.3.3, pagina 2183.

Consideremos n € IN com n > 3. Seja {el, ey en} um conjunto de n vetores ortonormais em R". Se x € R”,
podemos escrever x = Y _,_, x¥ey, com z¥ = e - x = (ex, X), 0 produto escalar dos vetores ey e x.

Consideremos x # 0 e seja 0, o dngulo entre x e e, medido a partir deste dltimo. Naturalmente, 6,, € [0, 7] e
™ = ||x|| cos6,,. Doravante vamos denotar ||x| por r.

Com isso, podemos escrever

x = rcos(fp)en +X(pn_1) ,
onde x(,_1) é a componente de x no subespaco ortononal a e,, que vem a ser o subespaco gerado por {e1, ... ep_1},
subespaco este que denotaremos por [el, ce en,l}.
E relevante observar que ||x(,—1)|| = rsenf,, pois ||X(n,1)||2 =172 —12(cos,)% = r?(cosb,)?, j4 que e, e X(n—1) 580

ortogonais e ja que senf,, > 0 quando 6,, € [0, 7.

Procedendo analogamente, podemos escrever

X(n-1) = Hx(n—l)H co8(0n—1)€n—1 + X(n-2) ;
onde 6,1 € [0, 7] é o Angulo entre e,,_; e X(n—1) € X(n—2) ¢ a projecao de X(,_1) no subspaco [el, e en_g]. Temos
também
||x(n_2)H = ||x(n_1)|| senf,_1 = rsen(f,)sen(f,_1) .
Com isso, obtivemos
x = rcos(fp)e, +rsen(f,) cos(0n_1)en—1 4+ X(n_2) -

Repetindo o procedimento, teremos apds j < n — 3 passos

Xn—j) = [Xm—p || co8(On—j)en—j +Xm—j-1) »
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com
HX(”*]'*DH = Hx(n,j)H senf,_,; = rsen(f,)--- sen(f,_,)

com 6,_; € [0, 7], com X(,_;) € [el, ceey en,j} e com
J
x = rcos(f,)e, + Z r(sen(@n) e sen(en_p_,_l)) co8(On—p)en—p + X(n_j_1) -
p=1

Ao chegarmos ao passo j = n — 3 o vetor X(,—;_1) = X(2) serd elemento do subespaco [el, eg} , € poderemos escrever

X(2) = HX(Q)H (cos(cp)el + sen(cp)eg) = rsen(f,)- - sen(93)(cos(<p)e1 + sen(gp)e2>

com ¢ € (—m, .

Temos, portanto,

x = rcos(f,)e, + T§T<sen(9n) e sen(@n,pﬂ)) cos(0n—p)en—p
p=1
+rsen(d,) - - - sen(f3) sen(p)es + rsen(f,) - - - sen(f3) cos(p)e; . (4.42)
Consequentemente, para as coordenadas de x na base {el, e en},
z' = rsen(f,) sen(fs3) cos(p) ,
z? = rsen(f,) sen(f3) sen(yp) ,
3 = rsen(f,) e sen(fy4) cos(fs) ,
z* = rsen(f,) --- sen(fs)cos(by) , (4.43)
"1 = rsen(d,)cos(6,_1) ,
2" = rcos(6,) .
As relagoes (4.43) representam as transformagoes de coordenadas esféricas (7“, o, O3,..., 0, ) em coordenadas
Cartesianas (z!, 2%, ---, 2") em R™. As transformacdes inversas poder ser facilmente inferidas dai, e podem ser

expressas de diversas formas, por exemplo. como

= Ve e @)

¢ = arctan (1’2/1‘1) = arccos | —m—————1 ,
(z1)2 + (xz)Q (4.44)

f; = arccos , 7=3, ...,n.

E. 4.8 Ezercicio. Verifique! "
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e O Jacobiano e o elemento de volume de integragao

Denotando as varidveis esféricas (r, p, O3,..., 0, ) por (yl, Y2, -, y”) a matriz Jacobiana da transformacao
(4.43) ¢
ozt ... Oz
oyT dyT
7 = 8(3@1, 22, ,a:") y y
n = = . . .
8(r, o, Os,..., Hn) ol oan
ayn 6yn

Estamos interessados em calcular o determinante de J,,, o determinante Jacobiano. Este pode ser obtido por indugao em
n, a ordem de J,,, mas esse procedimento é um tanto complexo, de sorte que sugerimos um seguinte raciocinio alternativo.
O sistema de coordenadas esféricas em n dimensoes é um sistema ortogonal de coordenadas. Isso significa que as linhas
coordenadas (obtidas fixando-se n — 1 coordenadas e variando a restante em seu dominio de defini¢do) séo ortogonais em
cada o ponto de R™. Isso implica que a matriz métrica g, = J,,J! é uma matriz diagonal.

E. 4.9 Ezercicio. Convenca-se geometricamente ou algebricamente da validade dessas afirmagdes! "

-\ 2
Por (4.33), o k-ésimo elemento da diagonal de g,, é dado por 2?21 (%) , expressao cujo computo, ainda que um

tanto macante, pode ser feito com relativa facilidade. O resultado é
gn = diag (1, r*(sen(6y,) - - sen(93))2, r*(sen(6y,) - - sen(94))2, cee r2(sen(9n))2, 7"2) .
E. 4.10 Ezercicio. Verifique! "

Como det g, = (det Jn)2, temos

det J, = 7 s,erl(@n))nf2 ( sen(@n,l))nf3 . (sen(94))2 (sen(63)) .

Assim, a mudanca do elemento de volume de integracdo quando da passagem do sistema Cartesiano z', z2, ..., ™ para
o sistema de coordenadas esféricas n-dimensionais r, ¢, 03,..., 0, é

dat'---dz" —s 7"”_1(sen(9n))n72 (sell(@n,l))nf3 - (sen(94))2(sen(93)) drdedfs - - db,, . (4.45)

As coordenadas angulares ¢, 03, ..., 0, podem ser reconhecidas como coordenadas para os pontos da superficia $7 1.

Reconhecemos disso que a medida invariante d€),_; sobre a esfera unitaria $"~! é explicitamemte dada em coordenaas
esféricas por
dQ,—1 = (sen(@n))n_Q(sen(@n_l))n_3 e (sen(94))2(sen(93)) dpdfs - - - db,, . (4.46)

¢ A medida de volume da bola n-dimensional e da esfera unitaria n-dimensional

Usando (4.45) vamos determinar o volume de uma bola de raio R > 0 em R™ centrada na origem. Esse volume é
dado por

R ,m T T . 9
Va(R) = A [ﬂA A r"il(sen(@n))nd(sen(@n,l))nﬁg~-~(sen(94)) (sen(6s)) drdpdfs - - - do,

= 2#% (/OW (sen(Gn))n_2d9n) (/OW (sen(@n_l))n_gdé’n_l) (/OW (sen(e3))d93) .

Por (7.125), pagina 447, vale para todo m € IN,

/W(sene)de = 2ﬁL—+1),
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onde I' é a funcao gama de Euler, a qual dedicamos o Capitulo 7, pagina 408. Assim,

n

b = 2ol (B O (o Een)) (el )

n—2)T (%52) r'(3)

2n71ﬂ_(n71)/21—‘ (nT_l) &
(n—=2)!n

333/3018

Acima, usamos I'(1/2) = /7 (vide (7.18), pagina 415). Escrevendo (n—2)! = I'(n—1) e usando a férmula de duplicagio de
Legendre para I', relacdo (7.53), pagina 424, com a identificacio z = (n—1)/2, temos I' (25%) /(n—2)! = /722~"/T (%)

e com isso obtemos, finalmente,
27rn/2 R"

Va(R) =

O volume (n — 1)-dimensional da esfera unitaria em R™ é dado por

2,/Tn/2

d
$71 = ——V,.(R = .
N 2 I Y ey

No Lema 4.1, pagina 329, mostramos como obter esse resultado de forma mais simples e elegante.

(4.47)

(4.48)



