Capitulo 19

Introducao ao Problema de Sturm-Liouville
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presente capitulo é dedicado ao problema de Sturm!-Liouville?, um cldssico problema da teoria das equagcdes
diferenciais, com diversas aplicagoes em Fisica. Historicamente o problema de Sturm-Liouville engendrou uma
série de desenvolvimentos que conduziram, no comecgo do século XX, ao nascimento de uma nova e importante
drea da Matemadtica, a Andlise Funcional, drea essa que é de importancia fundamental para a Fisica Quantica. Ha
uma vasta literatura sobre o problema de Sturm-Liouville, sendo seus rudimentos tratados na grande maioria dos livros
dedicados a teoria das equacoes diferenciais ordinarias. Para uma referéncia geral sobre o problema de Sturm-Liouville
regular, centrada em aspectos analitico-funcionais, vide [259]. Para uma referéncia recente, vide [585]. No presente
capitulo trataremos apenas de problemas de Sturm-Liouville de segunda ordem, i.e., envolvendo equagoes diferenciais
lineares de segunda ordem, e nos restringiremos também a uma classe de problemas ditos regulares. Para problemas de
Sturm-Liouville de ordem superior, vide [267]. Na Segao 19.4.1, pdgina 1080, na Segdo 16.1, pdgina 887, assim como na
Secao 17.4, pagina 965, sao feitas algumas generalizagoes a problemas nao regulares.

1Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855).
2Joseph Liouville (1809-1882).
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19.1 Comentarios Iniciais

Intimeros problemas em Fisica envolvem a resolugao de equagoes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem e o
estudo de propriedades gerais de suas solugoes. De modo geral, uma equacao diferencial desse tipo é da forma

' + ar(x)u’ + ap(x)u = g(z), (19.1)

onde g, ap e a; sdo certas fungdes conhecidas de nimeros reais em (na maioria dos casos) nimeros reais, das quais
eventualmente exige-se certas condigoes (como continuidade, diferenciabilidade etc.). A fungdo u representa alguma
grandeza fisica e a equagao (19.1) é a expressdo matematica de uma lei fisica que essa grandeza deve obedecer.

Em muitos casos a fungdo u é definida em um intervalo fechado finito [a, b] da reta real, b > a, e é obrigada a
satisfazer certas condigoes nos extremos desse intervalo. Tais condi¢oes sao chamadas de condi¢des de contorno.

Condigoes de contorno sao ditadas ou por leis fisicas ou por restricoes fisicas ou geométricas que devem ser impostas
nos pontos a e b a grandeza representada por u. O caso mais tipico é aquele no qual impoe-se que a funcao u ou sua
primeira derivada (ou combinagoes lineares de ambas) assumem certos valores fixos nos pontos a e b.

H4 também muitas situagoes nas quais a fun¢ao u é definida em intervalos semi-infinitos, como [0, oo) ou infinitos,
como (—o0o, 00), e as condi¢bes impostas podem exigir, por exemplo, que u se anule no infinito, que seja limitada ou que
seja de quadrado integravel. No presente capitulo nao trataremos de tais casos.

e Condigoes de contorno lineares e homogéneas

Ha muitos tipos distintos de condigoes de contorno. De particular importancia sao as condi¢oes de contorno lineares
que, no caso de equacoes de segunda ordem, tém a seguinte estrutura. A fungao u estd definida em um intervalo finito
[a, b] e para certas constantes reais dadas aq, asa, f1, B2, @1 € @2 tais que (a1, a2) # (0, 0), (51, B2) # (0, 0) a fungdo
u deve satisfazer o par de condigoes

aju(a) + asu'(a) = ¢, (19.2)

Bru(b) + Bau’ (b) P2 . (19.3)

Condigdes de contorno desse tipo sao ditas lineares devido & dependéncia linear em u do lado esquerdo de (19.2) e (19.3).

Estaremos interessados particularmente em condicoes do seguinte tipo: suporemos que u esta definida em um intervalo
finito [a, b] e que para certas constantes reais aq, as, $1 e B2 tais que (g, ag) # (0, 0), (81, B2) # (0, 0) a fungao u
satisfaca o par de condigoes

aru(a) + asu’(a) 0, (19.4)

Bru(b) + B2u’(b) = 0. (19.5)
Condigoes de contorno lineares desse tipo sao ditas homogéneas devido ao lado direito de (19.4) e (19.5) ser zero.

Condigoes de contorno sao restrigoes de crucial importancia na resolugao de equagoes diferenciais. Para verificar essa
importancia, faca os seguintes exercicios simples:

E. 19.1 Ezercicio. Verifique que o problema de determinar uma fung3o u tal que u” = 0 tal que 4/ (0) = 0 e v/(1) = 1 n3o tem
solug¢des. *

E. 19.2 Ezercicio. Verifique que o problema de determinar uma fungdo u tal que u” = 0 tal que u/(0) = 0 e v/(1) = 0 tem infinitas
solugdes. ok

E. 19.3 Ezercicio. Verifique que o problema de determinar uma fung3o u tal que v’ +u = 0 com u(0) = @1 e u(mw) = @2 tem
infinitas solu¢Bes se w1 = —2 e n3o tem solucdo se 1 # —a. &

e Um teorema sobre existéncia e unicidade de solugoes

Os exemplos dos exercicios acima mostram que a questao da existéncia e unicidade de solugdes em problemas que
envolvem condi¢oes de contorno nao é uma questao trivial. E importante nesse contexto mencionar um teorema, o
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Teorema 19.1, abaixo, o qual expressa certas condigoes necessérias e suficientes para garantir a existéncia e a unicidade
de solucoes. Antes de enuncié-lo precisamos do seguinte fato.

Lema 19.1 Seja a equacdo diferencial linear homogénea de sequnda ordem u” + a1 (x)u’ + ag(x)u = 0, onde ag e a;
sao fungoes reais e continuas definidas num intervalo finito e fechado [a, b]. Sejam w1, us duas solugdes linearmente
independentes dessa equagdo definidas em [a, b] e sejam vy e vy duas outras solugdes linearmente independentes da
mesma equagdo no mesmo intervalo. Sejam ay, ag, B1, B2 constantes tais que (a1, az) # (0, 0), (81, B2) # (0, 0).
Entao,

arvi(a) + agvy(a) aiva(a) + agvh(a) aqug(a) + asuf(a) arus(a) + asub(a)
det # 0 se e somente se det #0.
Pro1(b) + Bavi(b)  Prvz(b) + Bava(b) Prua(b) + Paun(b)  Prua(b) + Faus(b)
(19.6)
O

Prova. O espaco de solucdes linearmente independentes de uma equacio homogénea de segunda ordem é bidimensional?.
Assim, se uy e ug sdo duas solugdes linearmente independentes e v1 e v2 também, entao para todo x € [a, b] vale

v1(z) Y11 V12 u ()
V2 (SC) Y21 Y22 UQ(IE)

onde 7;; sao constantes com det (731 312) # 0. Agora, como facilmente se constata,

arvi(a) + opvi(a)  Brvi(b) + Bavi(b) 71 72 | [ eaus(a) +agui(a)  Brua(b) + Bauy (D)
arvz(a) + asvy(a)  Broz(b) + Bavs(b) Y21 Y22 ) \enuz(a) + azuz(a)  Bruz(b) + Baus(b)
e, portanto, (19.6) segue do fato bem conhecido* que o determinante de uma matriz é igual ao da sua transposta. |

Teorema 19.1 Seja a equacao diferencial linear de sequnda ordem
' + ar(x)u’ + ap(z)u = g(z), (19.7)

onde g, ag e a1 sao fungoes reais e continuas definidas num intervalo finito e fechado [a, b]. O problema de encontrar
solugoes dessa equagdo que satisfacam condicées de contorno do tipo

aju(a) + agu'(a) = ¢ (19.8)

Bru(b) 4 B2u'(b) = 2 (19.9)

para certas constantes reais a1, aa, f1, P2, 1 € w2 tais que (a1, ag) # (0, 0), (1, B2) # (0, 0) tem solugdo iunica se e
somente se existir ao menos um par de solugoes independentes uy e us da equagcdo homogénea

v’ +ay(z)u + ag(z)u = 0 (19.10)
tats que

aqug(a) + aguf(a) aqug(a) + agub(a)
det £0. (19.11)

Brui (b) + Bouy (b) Brua(b) + Baus(b)

3Para estudante para o qual isso nio é obvio, o enunciado preciso é feito na Proposicio 14.1, pagina 754.
4Vide Teorema 10.1, pagina 534.
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Pela Lema 19.1, basta que (19.11) seja satisfeita por um par de solugoes independentes de (19.10), que sera satisfeita
por todo outro par de solugoes independentes da mesma equagao.

A demonstracao do Teorema 19.1 é apresentada no Apéndice 19.A, pagina 1086.

Exemplo 19.1 No Exercicio E. 19.3, pagina 1051, verificamos que o problema de determinar uma funcio u tal que u” +u =0
com u(0) = ¢1 e u(w) = p2 ou tem infinitas solugdes (caso ¢1 = —p2) ou ndao tem nenhuma solugdo (caso w1 # —p2). Vamos
analisar isso sob a luz do Teorema 19.1. Aqui temos [a, b] = [0, 7]. Com as condigdes u(0) = p1 e u(mw) = @2 tem-se a1 = f1 =1
e az = B2 = 0. Duas solugoes independentes da equagao homogénea u” + v = 0 sdo u1(z) = cos(z) e uz(x) = sen(zx). Assim,

aiui(a) + azui(a) ajuz(a) + azus(a) cos(0)  sen(0) 1 0
Brua (b) + Baui (b) Bruz(b) + Bauz(b) cos(m) sen(m) -1 0

cujo determinante é nulo. Logo, a condi¢do (19.11) (necessdria e suficiente para a existéncia e para a unicidade de solucao) é
violada e, portanto, ou a solugdo néo existe ou nao é unica, como constatado no referido Exercicio. ¢

e Relacionando problemas com condicoes de contorno nao homogéneas e homogéneas

Adiante, consideraremos apenas problemas com condigoes de contorno lineares e homogéneas. Por que nao considera-
remos também as condicoes de contorno nao homogéneas? A razao é que, como veremos, podemos sempre obter solugoes
de problemas com condigoes de contorno nao homogéneas a partir das solugoes de problemas com condi¢oes de contorno
homogéneas. A argumentagao é bem simples. Seja w uma fungdo em principio arbitréria (duas vezes diferencidvel) mas
que satisfaca

ajw(a) + agw’(a) = o1, (19.12)

Brw(b) + Bow’(b) = 2. (19.13)

Determinar uma fungéo tal w satisfazendo essas condigdes sempre é possivel (supondo (a1, a2) # (0, 0) e (81, B2) #
(0, 0)). Isso pode ser feito, por exemplo, procurando w na forma de um polindémio de grau suficientemente alto (pelo
menos 3, no caso geral) e procurando ajustar os coeficientes desse polinémio de modo que (19.12)-(19.13) sejam satisfeitas.

Para uma tal fun¢do w, vamos definir uma fungéo h(z) da seguinte forma:
hz) = w"(z) + a1(z)w'(z) + ao(z)w(z) .

Seja v solugao da equacgao
v + a1 (z)v + ap(x)v = g(x) — h(z), (19.14)

com as condigoes de contorno homogéneas

ajv(a) + agv’(a) = 0, (19.15)

Bru(b) + Ba0'(b) = 0. (19.16)
Entao, é facil verificar que a fungdo u(x) = v(z) + w(x) satisfaz

u” +ar(x)u’ + ag(x)u = g(x)

aju(a) + agu'(a) = o1, (19.17)

Bru(b) + Bou'(b) = o . (19.18)

Isso diz-nos, em resumo, que para resolver problemas com condigoes de contorno nao homogéneas é suficiente saber
determinar uma fung¢ao como w acima e saber determinar a solugao de uma equagao diferencial linear com condigGes
de contorno homogéneas. Por essa razao, daqui por diante s6 consideraremos problemas com condig¢oes de contorno
homogéneas.
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e Reescrevendo a equagao diferencial na forma de Liouville

Uma observagdo importante que devemos fazer sobre equagoes como (19.1) é que, para muitos casos, as mesmas
sempre podem ser reescritas da seguinte forma equivalente, conhecida como forma de Liouville:

(p(@)) +q(z)u = f(@), (19.19)

onde p(z) = exp ([ ai(z’)dz’), q(z) := p(z)ag(z) e f(z) := p(z)g(z). Doravante estaremos usando esta forma da

equacao mais frequentemente que a forma anterior.

E. 19.4 Ezercicio. Verifique a equivaléncia das duas formas da equag¢do multiplicando (19.1) por p(z) e usando o fato que, pela
definicdo, p'(z) = a1(z)p(z). o,

e Condicoes de contorno homogéneas caracterizam um espacgo vetorial

Um fato importante sobre problemas com condicoes de contorno homogéneas e que serd implicitamente utilizado no
que seguird é o seguinte:

Sejam fixadas as constantes oy, as, (1 e 2. Se g1 e go sao duas fungoes duas vezes diferencidveis definidas no
intervalo [a, b] tais que ambas satisfazem as condigbes de contorno homogéneas (19.4)-(19.5) entao qualquer combinagao
linear de ambas v1g1(z) + Y292(z) é também uma fungdo duas vezes diferencidvel no intervalo [a, b] que satisfaz as
mesmas condigoes de contorno homogéneas (19.4)-(19.5).

E. 19.5 Ezxercicio. Verifique essa afirmacio. o+

Em outras palavras, o conjunto de todas as fungdes duas vezes diferencidveis definidas no intervalo [a, b] que satisfazem
as condigoes de contorno homogéneas (19.4)-(19.5) é um espago vetorial (real ou complexo, dependente do caso). Esse
espago serda denotado aqui por V(ay, asz, f1, B2), ou simplesmente por V, quando nido houver confusao.

A seguinte proposicao, vilida para fungoes do espago vetorial V(aq, ag, f1, B2), serd frequentemente usada no que
segue.

Proposicao 19.1 Se f e g sao duas fungies quaisquer de V(ay, az, P1, B2), entdo valem as relagdes

fla)g'(a) = f(a)g(a) = 0 e fb)g'(b) = f(b)g(b) = 0. (19.20)

Prova. Como f e g sdo elementos de V(«1, oz, 81, f2), valem

|
]
|

g9(a) g'(a) | \ o 0 g(b) g'(b) ) \ B2 0

B2 g(a) ¢'(a) g(b) g’ (b)
determinante nulo, ou seja, valem as relagoes (19.20). |

Como (ai) # (9) e (ﬂl) # (9), as matrizes (f(a) f/(a)) e (f(b) fl(b)) nao podem ser inversiveis e, portanto, tém

e Condicoes de contorno nao homogéneas caracterizam um conjunto afim

Sejam fixadas as constantes a1, ag, 81, B2, @1 € 2. Se g1 e g2 sao duas fungoes duas vezes diferencidveis definidas
no intervalo [a, b] tais que ambas satisfazem as condi¢ées de contorno ndo homogéneas (19.2)-(19.3), entdo qualquer
combinagao linear de ambas da forma yg1(z) + (1 — 7)g2(x), 0 < v < 1, é também uma funcgdo duas vezes diferencidvel
no intervalo [a, b] que satisfaz as mesmas condigoes de contorno néo homogéneas (19.2)-(19.3).

E. 19.6 Exercicio. Verifique essa afirmac3o. o+

Em outras palavras, o conjunto de todas as fungdes duas vezes diferencidveis definidas no intervalo [a, b] que satisfazem
as condigdes de contorno nao homogéneas (19.2)-(19.3) é o que se denomina um espago afim. Vide pdgina 335.
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e Operadores de Liouville

Como iremos daqui por diante tratar de equagoes diferenciais da forma (p(z)u’) + ¢(z)u = f(z), convém introduzir
uma notacao simplificadora: .
Lu = (p(z)u') + q(z)u .

L pode ser entendido como o operador diferencial linear

L= g (se)g ) +ato).

L ¢ linear pois claramente tem-se L(au + fv) = aLu + BLv para quaisquer constantes a e 8 e quaisquer fungoes (duas
vezes diferencidveis) u e v.

Adiante, usaremos também o operador diferencial parcial

Ly = a% (p(x)a%) +q(z) -

Os operadores L e £, sao por vezes denominados operadores de Liouville.

Para uso futuro, observemos que se F(x, y) é uma fungdo duas vezes diferencidvel, entdo vale

b b
L </ F(z, y) dy) = / L F(z, y)dy . (19.21)

Apoés estas observacoes podemos passar a tratar nosso problema de forma mais sistemética.

19.2 O Problema de Sturm

e Definicao do problema

Entende-se como o Problema de Sturm o problema de determinar as solugoes da equagao diferencial
(p(x)u)) + q(x)u = f(z), ou seja Lu = f, (19.22)
para u definida no intervalo fechado finito [a, b] C R, a < b, com as condigbes de contorno lineares e homogéneas

aju(a) + agu’(a) = 0, (19.23)

Bru(b) + Bou'(b) = 0, (19.24)

onde o seguinte estara sendo suposto:

e As fungoes p, g e f sdo reais e continuas em [a, b].

e A funcdo p é diferencidvel em [a, b] e estritamente positiva: p(z) > 0, = € [a, b].

e As constantes ay, ag, 81 e B2 sdo reais e tais que (g, ag) # (0, 0) e (B1, B2) # (0, 0).

As condigbes acima s@o essenciais mas nao delimitam ainda totalmente o Problema de Sturm, pois é preciso impor

restrigoes que garantam a existéncia e unicidade de solugoes do mesmo. Como aprendemos do Teorema 19.1, devemos
impor ainda que

aqug(a) + aguf(a) aqug(a) + agub(a)
det £ 0, (19.25)

Brui(b) + Bouy (b) Brua(b) + Baus(b)

onde u; e ug sao duas solucoes independentes quaisquer da equagao homogénea Lu = 0.
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Uma vez delineado o quadro onde iremos trabalhar, passemos ao importante conceito da fungao de Green que nos
levara a solucao do problema de Sturm.

19.2.1 Solucoes Fundamentais e Funcgoes de Green

Comecemos com algumas definicoes geométricas que usaremos. Denotaremos por @ o quadrado fechado do plano R?
definido por

Q= [0 ] x [0, 8] = {(z. ) eR*: a<w<bea<y<b}.

O quadrado aberto Q° é definido por
Q" = (a, b)x (a, b) = {(:c, y) € R?: a<:c<bea<y<b}.

O conjunto dos pontos de @ (de Q°) para os quais x = y é dito ser a diagonal principal de @ (de Q°). Denotaremos por
R o conjunto formado por Q° sem a sua diagonal principal. Como é facil ver

R = {(:L', y) €R?: a<x<y<boua<y<:c<b}.

e Solucoes fundamentais e fungoes de Green

Uma fungdo de duas varidveis H(z, y) com z, y € [a, b] é dita ser uma soluc¢do fundamental do problema de Sturm
delineado acima se satisfizer as seguintes condigoes:

1. H é continua em @ e duas vezes diferenciavel em R, mas suas derivadas parciais nao sao necessariamente continuas
na diagonal principal de Q°.

2. L H(z, y) =0 para todos (z, y) € R.

b
3. Para toda fungéo g : [a, b] — R, continua, a fungao / H(z, y)g(y) dy satisfaz

b
L( / H(, y)g(y)dy> = () (19.26)

para = € [a, b].

O item 2, acima, diz-nos que uma solugao fundamental é o que se denomina uma solu¢ao fraca da equacao L, H =0
em @, ou seja, uma solugao dessa equagao, nao em todo () mas em um conjunto cujo fecho é Q.

Uma funcio de duas varidveis G(x, y) com z, y € [a, b] é dita ser uma funcdo de Green® do problema de Sturm que
delineamos acima se G for uma solugao fundamental do problema de Sturm e se a fungao

b
u(z) = / G, 1) (y) dy (19.27)

satisfizer as condig¢oes de contorno (19.23)-(19.24).

As definigbes acima dizem que se G for uma fun¢do de Green do problema de Sturm em questdo, entdo (19.27) é
a solucdo desse problema, pois satisfaz a equacgao (Lu)(x) = f(z) para x € [a, b] e satisfaz as condi¢bes de contorno
(19.23)-(19.24).

Logo adiante mostraremos como construir a fungao de Green de um problema de Sturm e, consequentemente, como
obter sua solugao por (19.27). Antes, fagcamos alguns comentdarios sobre a nogao de solu¢ao fundamental.

5George Green (1793-1841).
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e Solugoes fundamentais e a distribuigcao delta de Dirac. O significado da funcao de Green

b
Uma solugéo fundamental H de um problema de Sturm deve ser tal que L < / H(z, y)g(y) dy) = ¢g(z) para toda g

continua. Isso parece paradoxal, pois se fosse verdade que

b b
L(/ H(z, y)g(y)dy> = / LoH(z, y)g(y)dy , (19.28)

como (19.21) sugere, o lado direito deveria ser nulo, pois supomos também que £, H(x, y) = 0 para z # y. O ponto é
que a igualdade (19.28) néo é verdadeira como estd apresentada, pois dissemos que as derivadas parciais de H nao sdo
continuas na diagonal x = y e, portanto, £, H nao esta definida nessa diagonal, pois envolve derivadas parciais segundas
de H.

O que a definigao de solucao fundamental subentende, porém, é que vale
CHz, y) = 3 —y) (19.29)

em todo Q°, onde § é a distribuicao delta de Dirac®. Com esse entendimento, teremos entdo que

b b b
L(/ H(z, y)g(y)dy> = / L.H(z, y)g(y)dy / é(xz —y)g(y)dy = g(x), (19.30)

a

em concordancia, portanto, com (19.26).

Assim, podemos resumir nossas defini¢oes dizendo que uma solucao fundamental do problema de Sturm é uma funcao
que satisfaz (19.29) e que uma fungio de Green do problema de Sturm é uma funcdo G(x, y) que satisfaz (19.29) e as
condigbes de contorno (19.23)-(19.24) na varidvel x.

A relevancia da fungdo de Green de um problema de Sturm é que a mesma depende do operador £, (e, portanto, das
fungoes p e q) e das condicoes de contorno escolhidas, mas nao depende da fungdo f. Como se percebe contemplando
(19.27), G(x, y) define o quao grande é a influéncia que o valor de f no ponto y exerce sobre a solugdo u no ponto .
Dessa forma, G conteria em si informacoes fundamentais sobre como um sistema fisico descrito por uma funcao u, e
regido pela equacao Lu = f, sob as condigoes de contorno prescritas, reage a influéncia de um estimulo externo definido
por uma funcgao f.

Um desenvolvimento mais amplo das nogoes de solugao fundamental e fungao de Green em um contexto mais geral
que o presente e tendo como ponto de partida a relagao (19.29) é apresentada na Segao 39.4, pagina 2227. Vide também
Secao 45.11, pagina 2668, para um tratamento mais pratico e informal. Para nosso interesse presente a questao que agora
se impoe é: possuem problemas de Sturm fungdes de Green? A resposta é positiva, como veremos no que segue.

19.2.2 A Funcao de Green. Resolvendo o Problema de Sturm

Para construirmos a funcao de Green de um problema de Sturm faremos uso do seguinte resultado importante, o qual é
uma consequéncia direta da condi¢do (19.25):

Proposigao 19.2 Com as definicoes e hipdteses acima, existem fungoes v e va, independentes, definidas no intervalo
[a, b], tais que
Lvy = 0, Lvs = 0

e tais que
ajvi(a) + agvi(a) = 0 (19.31)

Biva(b) + Bavly(b) = 0. (19.32)

6Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
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Essas funcoes satisfazem

det # 0, ou seja v1(2)vh(z) — va(x)vi(x) # 0, (19.33)

para todo x € [a, b]. Além disso, vale também que aqvs(a) + agvh(a) # 0 e que Brv1(b) + B2v](b) # 0. O

A demonstragdo dessa proposicao encontra-se no Apéndice 19.B, pagina 1087.

e Construgao da funcao de Green

Além da equagao
(p(x)u') +q(@)u = f(z), (19.34)

consideremos também a equacao diferencial homogénea
(p(z)u') + q(z)u = 0. (19.35)

Pela Proposicao 19.2, existem solucoes independentes v; e v da equagao homogénea, tais que vy e vy satisfazem as
seguintes condigoes de contorno:

arvi(a) + agvi(a) = 0, (19.36)

511}2(()) + BQUIQ(b) = 0. (1937)
Note-se que a (19.36) é uma restrigdo a fungdo v; no ponto a enquanto que a (19.37) é uma restrigdo a fungdo v no
ponto b. Com o uso dessas fungoes vamos construir uma solugao do problema de Sturm.

Afirmamos que a fun¢do de Green do problema de Sturm considerado é a fungdo de duas varidveis G(z, y), com
x € [a, b] e y € [a, ], definida da seguinte forma:

vi(z)v2(y)
)W (a)’ paraa <z <y <b,
Gz, y) = (19.38)
v1(y)va(z)
Pa)W(a)’ paraa <y <z <b,

onde W (x) é o chamado determinante Wronskiano®, ou fun¢io Wronskiana, definido®, neste caso, por
) / /
W(z) = det = vy (x)vh(x) — ve(z)v](2) . (19.39)

Note-se que, por (19.33), W(z) # 0 para todo x € [a, b].

Que (19.38) de fato satisfaz as condigoes definidoras da fungdo de Green serd provado no que segue. Antes de
prosseguirmos, porém, vamos demonstrar um fato simples sobre a funcao Wronskiana, a saber vamos mostrar que a

"Conde Josef Hoéné de Wronski (1778-1853).
8No Apéndice 19.C, pagina 1088, mostramos a relacio entre essa definicio de determinante Wronskiano e aquela introduzida no Capitulo
14, pagina 744 (vide pagina 753).
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fungao p(z)W(x) é constante no intervalo [a, b]. Isso significa provar que (p(x)W (x))" = 0. De fato,

(W) =p'W +pW'

P (v1vy — vjv2) +p (v1vy — viv2)

= p/ (v1vh — vjv2) +p (Vvg + 010y — vi've — vivy)
= p (v1vy — vive) + p (V105 — v]vs)

= v (p'vh + pvy) — va(p'vy + pvY)

= vi(pvy)’ —v2(pvy)

= —Uv1qU2 + v2qU1

= 0, (19.40)

onde, na penultima igualdade, usamos o fato que v; e vy satisfazem a equacdo homogénea. Assim, provamos que, para
todo x € [a, b], tem-se p(z)W (z) = p(a)W (a) = p(b)W (D).

Dado que as fungoes vy e vo sao continuas, é facil ver que G é igualmente continua no quadrado @ onde esta definida.
Entretanto, as derivadas parciais G, e Gy de G nao sao continuas em (@, apresentando uma descontinuidade ao longo
da diagonal principal de @ (os pontos (z, y) € Q com z = y). Como esse fato terd consequéncias adiante, vamos nos
dedicar a estudar essa descontinuidade com mais detalhe.

Dado que v; e vy sdo diferencidveis, é claro que

vi(z)va(y
D)W (a)’ paraa <z <y<b,
Gz, y) = (19.41)
1 (y)vy ()
WVVQ(a)’ paraa<y<axz<b.

Note que, nesta ultima expressao, excluimos os pontos para os quais x = y, onde (G, nao estd definida. Entretanto,
apesar de GG, nao estar definida nesses pontos, os limites 111% Gz(z+e x)e hr% G.(z — €, x) existem mas sdo, porém,
€E—> €E—

distintos, o mesmo se dando com os limites lir% Gy(xz, x+¢€)e 111% G.(xz, x —€) (aqui € > 0). Dado que, para qualquer
€E— €E—>

€ >0, tem-se x + € > x e x — € < x, segue que (abaixo, todos os limites sdo tomados com € > 0)

: _ ui(@)vy(x)
E%Gz(ere, x) = DO (@) (19.42)
o L @)ea()
11_}1%(;95(1'76, x) = (@)W (a) (19.43)
Analogamente segue que @ (o)
lig(l)Gx(x, r—¢) = W (a) (19.44)
o L (@)ea(a)
Portanto, segue que
e @) @) W) 1
l—mGz( t+e 2) !—>0Gz( @) p(a)W (a) pla)W(a) p(z)’ (19.46)

pois, como vimos, para qualquer z € [a, b] tem-se p(a)W (a) = p(xz)W(x). De maneira idéntica, segue que

21_% Gy(z, v —¢€) — !1_% Gy(z, z+¢€) = (19.47)

o
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As relagoes (19.46) e (19.47) mostram-nos que, de fato, G, é descontinua na diagonal de @ e nos dizem também quao
grande é o salto dado pela fungdo G, quando se cruza a diagonal de @ no ponto (z, x).

Na regiao a < ¢ < y < b teremos, segundo a defini¢ao de G,

_ vi(@) va(y)\ _ (Lv)(@) valy)
it ) = £ () - -0

pois Lv; = 0 e na regiao a < y < & < b teremos

£.G(z, y) = Lo <v1(y) vg(:c)) v1(y) (Lvo)(2)

W) ) = =0

também pois Lv, = 0. Para provar que G é uma solugao fundamental resta estudarmos o que ocorre quando x = y e
estabelecermos que £,G(z, y) = d(z — y). Isso serd obtido provando que a fungéo u(z) definida por

u(x) =/ G(z, y) f(y) dy (19.48)

satisfaz a equagdo ndo homogénea (19.22). Posteriormente mostraremos que (19.48) satisfaz as condigdes de contorno
(19.23)-(19.24). Isso diz-nos que G definida em (19.38) é a fungdo de Green do problema de Sturm e que (19.48) é
a solucao procurada do mesmo. Essas afirmacoes sao conhecidas como Teorema de Green e serao provadas na Secao
19.2.2.1.

Observe-se que (19.48) pode ser escrita como

_ * ’Ul(x) b
u(z) = 7/@ vi(y) f(y) dy+m/x v2(y) f(y) dy . (19.49)

Finalizamos comentando que a fungao de Green de um problema de Sturm também pode ser escrita em termos de
uma expansao envolvendo autovalores e autofuncgoes de um problema de Sturm-Liouville. Isso serd a apresentado na
expressao (19.103), pagina 1074. Esse tltima expressdo é ainda mais relevante que (19.38), pois é vélida em situagoes
mais gerais, por exemplo, em problemas em mais de uma dimensao.

Um tratamento mais detalhado das fungoes de Green é apresentado no Capitulo 39, pagina 2138, e na Secao 45.11,
péagina 2668.

19.2.2.1 O Teorema de Green

Vamos aqui demonstrar o Teorema de Green, mencionado acima. Precisamos para tal calcular
1AV " /!
(pu") +qu = pu” +p'u’ + qu

para u(z) dada por (19.48) e demonstrar que isso é igual a f(z), para em seguida mostrar que essa u satisfaz as condigoes
de contorno (19.23)-(19.24).
Podemos provar o Teorema de Green usando diretamente (19.49) e recomendamos ao estudante fazé-lo.

E. 19.7 Ezercicio. Usando diretamente (19.49) mostre que (pu’)’ + qu = f (use que v1 e v sdo solugdes da equagdo homogénea
(pv")’ 4+ qv = 0). Mostre também que a solugdo dada em (19.49) satisfaz as condi¢des de contorno (19.23)-(19.24). o,

Vamos seguir um outro caminho similar, usando (19.48) e estudando as derivadas parciais de G. Isso é interessante
por tornar clara a relevancia de certas propriedades das fungoes de Green, refletindo fatos mais profundos da Teoria das
Distribuigoes.

Dado que G tem derivadas parciais descontinuas, é conveniente escrever

x b
u() = / Gz, ) () dy + / Gz, y) fly) dy (19.50)
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Em cada um dos pedagos em que quebramos a integral acima tem-se que G, é continua. Dali, segue que

b

W(@) = Gz, )f(z)+ / Gl ) () dy — Gla, 2)f(x) + / G, ) F(y) dy

/z Ga(z, y) fy) dy+/ Gao(z, y) fy) dy . (19.51)

E. 19.8 Ezercicio. Justifique as expressdes acima. Use, por exemplo, (19.E.23), provada no Apéndice 19.E, pagina 1093. o,

De forma inteiramente analoga tem-se que

xT

W) = linGale o - of(@) +

a

b
Guala, 9) ) dy ~ i Gule, &+ OF () + [ Guali, 9) S0)

x b
= %4‘/(1 Gz, y) f(y) dy+/x Gez(z, y) fy) dy, (19.52)

onde, na tdltima igualdade, usamos (19.47).

E. 19.9 Ezercicio. Justifique as expressbes acima. o+

Desta forma, temos que

s 4o g = B @)+ [ (o006l 1)+ 0 @G e ) + @), )] ) dy
b
+/ [p(x)Gm(ac, y) + 9 ()G (2, y) + q(z)G(x, y)] fly) dy . (19.53)

Entretanto, temos que
P()Gaa(@, y) +p'(2)Ga(z, y) + q(2)G(z, y) = 0, (19.54)

e isto vale tanto para y = [a, z) quanto para y = (z, b]. Para ver isso basta notar, por exemplo, que para y = [a, x)
tem-se que

v1(y)
p(a)W (a)

pois, por hipétese, ve é solugao da equagdo homogénea p(x)vy(z) + p'(x)vh(z) + q(x)ve(xz) = 0. O caso y = (x, b] é
analogo.

P()Gaa (@, y) + ' (2)Ga(w, y) + q()G(z, y) = [p(x)v5 () + ' (z)vs () + q(z)va2(2)] = 0,

E. 19.10 Ezercicio. Verifique! "

Assim, retomando a equagao (19.53), vemos que
p(x)u” +p'(z)u' +q(x)u = f(z). (19.55)

Estd, portanto, demonstrado que a func¢ao u dada por (19.48) é solugdo da equagao diferencial ndo homogénea. Resta
provar que essa fungao u satisfaz as condigdes de contorno (19.4)-(19.5). Deixamos a importante verificagdo desse tltimo
fato como exercicio.

E. 19.11 Ezercicio. Mostre que (19.48) satisfaz as condi¢des de contorno (19.4)—(19.5). o,
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E. 19.12 Egercicio. Considere o problema de Sturm definido pela equacdo diferencial v’ (x) = f(z) no intervalo [0, 1] com as
condi¢Bes de contorno u(0) = 0 e u(1) = 0. Mostre, usando (19.38), pdgina 1058, que a fun¢3o de Green é dada por

z(y—1), para0<z<y<1, 1
Gz, y) = ou seja, Gz, y) = §(|mfy|+2:vyf:vfy). (19.56)
(x—1)y, para0<y<z<1,

Constate que a fun¢do G, acima, satisfaz as condi¢des de contorno requeridas (como fungdo de z). De (19.56) obtém-se

y—1, para0<z<y<1,
Ga(z, y) = 0.G(z, y) = (19.57)

Y, pra0<y<zxz<1.

Constate de (19.57) que lin% Geo(z+e€ z)— lin% Gz(z—¢€, ) =1 (e lembre-se que no problema tratado p(z) = 1). Constate de (19.57)
€E— €—>

que Gz (x, y) =y — 1 + H(z — y) e obtenha disso que 92G(z, y) = §(x — y). Aqui, H é a funcio de Heaviside, definida em (14.42),
pagina 765, ou em (39.174), pagina 2192.

Obtenha explicitamente a solu¢do no caso em que f(z) = e” calculando explicitamente

u(z) = /Olcm Wiy dy = (wl)/ozyey dyw/;(y—ney dy .

Constate que express3o assim obtida realmente satisfaz a equagdo u”(z) = f(x) e as condi¢des u(0) =0 e u(1) = 0. o,

19.2.2.2 O Problema de Sturm com Condicoes de Contorno Nao Homogéneas

Com as observagoes da pagina 1053 podemos encontrar também solugoes de problemas de Sturm (Lu)(z) = f(z) com u
satisfazendo condigdes de contorno ndo homogéneas como (19.2)—-(19.3).

Seja w uma fungao duas vezes diferencidvel satisfazendo também (19.12)—(19.13). Defina-se
h(z) = (Lw)(z) .

e seja v a solucao da equagao

(Lv)(@) = f(z) — h(), (19.58)
com as condigoes de contorno homogéneas
av(a) + agv’(a) = 0, (19.59)
Bro(b) + B0’ () = 0. (19.60)

Entéo, u = v + w satisfaz Lu = f e as condigbes ndo homogéneas (19.2)-(19.3). Agora, pela solu¢do do problema de
Sturm homogéneo, sabemos que

b
v(z) = / Gl v)(f(y) — h(y)) dy .

onde G é montada como antes (vide (19.38)) a partir de solugbes v1 e ve da equacao homogénea Lvy o = 0, com vy € vy
satisfazendo (19.36) e (19.37), respectivamente. Logo, a solugdo procurada é

b b b
u(z) = / Gz, )(f() — h(y)) dy + w(z) = / G, y)f(y) dy + |wz) - / G, y)h(y)dy]

b b
/ G, y)f(y) dy + |w(z) - / Gz, y)(Lw)(y) dy] .
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19.3 O Problema de Sturm-Liouville

Seja o intervalo J := [a, b] C R e sejam p, ¢ e r fungdes reais definidas em J, tais que

e p é continua, diferencidvel e estritamente positiva em J, ou seja, p(z) > 0 para todo x € [a, b].
e ¢ é continua em J.

e 1 é continua e estritamente positiva em J, ou seja, r(z) > 0 para todo = € [a, b].
Para uma funcao u definida em J que seja pelo menos duas vezes diferencidvel, vamos como anteriormente definir o
operador diferencial L por (Lu)(x) = (p(z)u’) + ¢(x)u.

Entende-se por Problema de Sturm-Liouville regular®'®, ou simplesmente Problema de Sturm-Liouville, o problema
de se determinar a fungao u definida em J e os nimeros A tais que a seguinte equagao diferencial seja satisfeita:

(Lu)(z) + Ar(x)u(z) = 0, (19.61)

com o seguinte tipo de condicdo de contorno: vamos supor que existam constantes reais ai, as, B1 e [ tais que
(a1, ag) # (0, 0), (B1, B2) # (0, 0) e tais que o seguinte par de relagoes deve ser vélido

aru(a) + azu’(a) 0, (19.62)

Bru(b) + fo' () = 0. (19.63)

Se A for um numero tal que a equagao (19.61) seja satisfeita para alguma funcdo uy (que em geral dependerd de \)
entao diz-se que A é um autovalor do Problema de Sturm-Liouville e uy é dito ser a autofunc¢do associada ao autovalor
A do Problema de Sturm-Liouville. Essa nomenclatura surge por analogia com os conceitos de autovalor e autovetor de
matrizes na dlgebra linear. Tal se justifica pois, definindo-se o operador M := —%L, a equacao Luy+ Aruy = 0 escreve-se
na forma Muy = Auy, que é precisamente uma equagao de autovalores para o operador M.

Muitos problemas de Fisica envolvem a solucao de problemas de Sturm-Liouville. Fora isso, a solucao de problemas
de Sturm-Liouville é 1til para a resolugao de equacoes nao homogéneas como

(Lu)(z) = f(=) (19.64)

para uma funcao f dada, com condigbes de contorno como (19.62)-(19.63). A razdo para isso reside no fato que, como
veremos, a fungdo de Green associada ao problema de Sturm Lu = f com condigdes de contorno como (19.62)-(19.63)
pode ser escrita em termos das autofuncoes e dos autovalores de um problema de Sturm-Liouville.

Exemplo 19.2 No bem-conhecido problema da corda vibrante (vide Se¢ao 45.5, pdgina 2636), descrevendo o movimento trans-
versal de uma corda homogénea de densidade p > 0 e de comprimento L > 0, estendida entre os pontos a e b = a + L e submetida
a uma tensdo T > 0, temos que resolver a equagao de ondas

Pu_ a0

c =0 c = Z
ot? ozx2 TV

com z € [a, b], t € R. Pelo método de separagao de varidveis (vide Secao 18.3, pagina 988), procuramos solugdes da forma
u(z, t) = y(z)0(t) e obtemos para 6 a equacio 0(t) + Ac*0(t) = 0 e para y a equagio

y'(z) + My(z) = 0, (19.65)

A sendo uma constante de separagido. Se a corda estiver fixa em a ¢ em b, devemos impor as condigdes de contorno y(a) = 0 e
y(b) = 0. Esse problema de determinar a fungao y satisfazendo a equagao (19.65) e as condigdes de contorno acima é um problema
de Sturm-Liouville com p(z) =1, ¢(z) =0, r(z) = 1, (a1, a2) = (1, 0) e (B1, B2) = (1, 0).

No caso a = 0 e b = L, obtém-se como solucées desse problema de Sturm-Liouville as fungées yn(z) = sen(nmz/L) com
An = (nw/L)? paratodon=1,2,3, .... ¢

90s trabalhos de Sturm e Liouville sobre o problema que é hoje conhecido como Problema de Sturm-Liouville foram desenvolvidos entre
1829 e 1837.
10Um problema de Sturm-Liouville singular ser4 tratado brevemente & pagina 1080.
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Exemplo 19.3 Na Mecéanica Quantica, considere o problema de determinar a funcdo de onda de uma particula de massa m
movendo-se em uma dimensao e constrita a um intervalo finito [a, b] C R por barreiras infinitas de potencial em z <a ez >be
sujeita, no intervalo [a, b], a um potencial V(z). A equagdo de Schrédinger independente do tempo é

1 d*y

%W(m) = V(@)(z) + Ey(z) = 0,
com z € [a, b], sendo que, devido as barreiras infinitas de potencial, devemos impor as condigoes de contorno ¥ (a) = 0 e ¥(b) = 0.
Trata-se de um problema de Sturm-Liouville com p(z) = %, q(z) = =V(z),r(x) =1, A\ = E, (a1, a2) = (1, 0) e (81, B2) = (1, 0).
¢

Exemplo 19.4 No problema descrito no Exercicio E. 45.61, pagina 2701, e no problema descrito no Exercicio E. 45.62, pagina
2701, devemos aplicar o método de separagdo de varidveis para as equagoes de onda e de difusdo em duas dimensées espaciais em
coordenadas polares. Naqueles problemas, para o tratamento da parte radial devemos resolver a equagao de Bessel

2 n 2 2

2%y (@) + 2y (2) + (0*a® — 1¥) y(2) = 0

no intervalo [R1, Ra], com 0 < R1 < Ry < 00, equagdo essa que na forma de Liouville fica

(p)y) +a@)y+Ar(@)y = 0, com p(x) ==z, q@)=-—, r(@) =z, A =a.

As condigbes de contorno séo de Dirichlet: y(R1) = y(R2) = 0. Trata-se claramente de um problema de Sturm-Liouville regular
pois p e r sdo estritamente positivos no intervalo [R1, R2] com Ry > 0.

No problema descrito no Exercicio E. 45.66, pagina 2703, tem-se também um problema de Sturm-Liouville regular como os
acima, mas com condigdes de contorno mistas. ¢

19.3.1 Propriedades Basicas dos Autovalores e Autofuncoes de Problemas
de Sturm-Liouville

Na presente secao apresentaremos alguns resultados fundamentais sobre problemas de Sturm-Liouville regulares, como
descritos acima. Provaremos que os autovalores sdo simples (ndo degenerados), que sdo reais, que as autofungdes podem
ser escolhidas reais e que as mesmas satisfazem importantes relagoes denominadas relagoes de ortogonalidade. Por fim,
estabeleceremos alguns resultados sobre a positividade dos autovalores. Como consequéncia, demonstraremos na Segao
19.3.2, pagina 1072, uma relagao, denominada férmula de Mercer (eq. (19.103)), entre as fun¢ées de Green de problemas
de Sturm e os autovalores e autofungoes de um problema de Sturm-Liouville. Tanto as relagoes de ortogonalidade quando
a féormula de Mercer sao de grande relevancia em aplicagoes. Comentamos, ainda, que alguns dos resultados que seguem
serao alcancados com mais generalidade na Secao 16.1, pagina 887, do Capitulo 16.

19.3.1.1 A Simplicidade dos Autovalores

Se u1, us € V(a1, ag, B1, P2) sdo duas autofungdes de um problema de Sturm-Liouville regular com o mesmo autovalor
A, ou seja, Luj + Aru; = 0 e Lus + Arus = 0, entao é facil verificar que qualquer combinagao linear ajuy + asus é também
um elemento de V(aq, asg, B1, B2) e é também uma autofunc¢ao com autovalor \: L(ajuy + agus) + Ar(ajuy + agug) = 0.
Em outras palavras, o conjunto das autofuncées de um problema de Sturm-Liouville com um mesmo autovalor é um
espago vetorial.

Uma questao importante sobre problemas de autovalores, como o de Sturm-Liouville, é a questao da multiplicidade
dos autovalores, ou seja, a questao de saber, dado um autovalor A\, qual a dimensao do espago vetorial de todas as suas
autofuncoes.

No problema de Sturm-Liouville regular a dimensao é sempre igual a 1, ou seja, os autovalores sao simples, ou nao
degenerados. A demonstracdo é a seguinte. Sejam w1, ugs € V(a1, a2, f1, B2) ndo nulas e tais que Luy + Aru; = 0 e
Lus + Arug = 0 para um dado A. Considere-se a funcao

u(z) i ()
Wia(x) = det = uy(x)ub(z) — uf(x)us(z) .
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Vamos em primeiro lugar mostrar que p(x)Wi2(z) é constante no intervalo [a, ], ou seja, que (pW12)" = 0. De fato,

(PWh2)" = p'Wi2 +pWi, = p' (w1uy — wjus) + p (uruy — wjus)’
= — wfus) + p (s + s — s — )
= p (wuy — vhuz) +p (uruy — ufus)
= w(p'uy + puy) — uz(p'uy + puy)
= ui(puy)’ — uz(puy)’
= —ui(qua + Arug) + ua(qui + Aruq)

= 0. (19.66)

Vamos agora mostrar que Wi2(b) = 0. Como acabamos de ver que p(x)W12(x) é constante, isso implica p(x)W1z(x) =
0 para todo @ € [a, b]. Como as fungoes u; e uz sdo elementos de V(ay, az, 1, B2), temos em z = bt

ur(b) ui(d) | [ B 0
uz(b)  us(b) | \ B2 0
Agora, como ( 71) # (9), segue que det ( “*() ) 0, ou seja, W (b)=0
g ) B2 0/ g q ua(b) ué(b) ) Ja, 12 .
Pelo que acabamos de provar, p(x)Wi2(z) = 0 para todo x € [a, b]. Como p é estritamente positiva, segue que
Wia(x) = 0 para todo x € [a, b], ou seja, det (Z;gg Zigi;
formam a matriz acima sdo, para cada x € [a, b], proporcionais uma a outra, ou seja, existe y(x) tal que, por exemplo,

ui(x) = y(x)uz(z) e uj(x) = y(x)uh(z) para cada x € [a, b]. Derivando a primeira e comparando & segunda, conclui-se
que y(x) é constante, ou seja, ndao depende de .

) = 0, para todo x € [a, b]. Isso diz que as duas linhas que

Assim, verificamos que as fungdes u1 e uz sdo multiplas entre si. Com isso, mostramos que se tivermos duas autofungoes
com o0 mesmo autovalor as autofungoes sao multiplas uma da outra e o subespago que ambas geram tem dimensao 1.
Em resumo, autovalores de problemas de Sturm-Liouville regular sao sempre simples, ou nao degenerados.

19.3.1.2 O Lema de Green

e Produtos escalares

Seja C([a, b]) o conjunto das funcdes complexas continuas definidas no intervalo [a, b]. E bem sabido que C([a, b))
é um espaco vetorial. Para cada a1, aa, 1 e B2 0 espaco V(ai1, az, S1, f2), definido & pédgina 1054, é um subespago
de C([a, b]). Podemos dotar o espago vetorial C([a, b]) de varios produtos escalares'?. Dois deles nos interessarao aqui.
Para f, g € C([a, b]) definimos o produto escalar

b _
9 = [ F@ gl do. (19.67)
e também o produto escalar \
9l = [ T@ gla) re) da (19.68)

onde a funcao r é a fungao estritamente positiva caracterizada acima no problema de Sturm-Liouville. Para o espago
linear real das fungoes continuas reais definidas no intervalo [a, b] podemos também definir os produtos escalares reais

b
. g) = / f(2) g(x) dx, (19.69)

1 Um argumento andlogo funciona também em z = a.
12 A nogdo de produto escalar em um espago vetorial foi introduzida na Secio 3.1.3, pagina 272.
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/ f(x (z) dw (19.70)

(por simplicidade usamos a mesmas notagoes (-, -) e , que para o caso complexo).

e O Lema de Green

O seguinte resultado serd fundamental para o que segue:

Lema 19.2 (Lema de Green) Sejam u e v duas fungies definidas em J = [a, b], que sejam pelo menos duas vezes
diferencidveis e tais que ambas satisfacam condigoes de contorno como (19.62)-(19.63), ou seja, ambas sio elementos
do espago vetorial de fungoes V(a1, ag, b1, B2) (pdgina 1054). Entdo, tem-se

(v, Luy = (Lv, u) ,

ou seja,

/ v(x) (Lu)(x) dz / (Lv)(z) u(z) dx . (19.71)

O
Prova do Lema 19.2. Usando-se integracao por partes, tem-se
b b b
/ v(z) (Lu)(z) dv = / v(z)(p(x)u’)’ dx—i—/ v(z)q(x)u(z) dx
b b b
— [ V@) do+ o+ [ TEat)u) ds
b b
= / u(pv') dx + Epu’|l; - Upur; +/ v(z)q(z)u(z) dz
b
= / u(z) (Lv)(z) dz + Tpu | - vpu| (19.72)

Agora, escrevendo-se explicitamente tem-se que

|, — vpul, = p(b)ub)u (b) — pla)o(a)u’ (a) — p(b)' B)u(b) + pla)v/ (a)u(a)

= p(0) (v®)w' (4) ~ VB)u(d) ) - pla) (v(@)u' (@) ~ V(@)ua)) - (19.73)

Vamos agora provar que os fatores entre parénteses em (19.73) sao nulos. Como u e v satisfazem (19.62)-(19.63), tem-se

v(a) v'(a) | [ o 0 o) V()| [ B 0

I
)
I

u(a) u'(a) fa%) 0 u(b) u'(b) B2 0

ou seja,
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- . _ — b
O lado esquerdo de ambas as expressoes sdo os termos entre parénteses de (19.73). Logo, vpu'|z — v’pu|a = 0. Voltando
& (19.72), isso completa a demonstragdo do Lema de Green. |

O Lema de Green afirma que L é um operador simétrico em relagdo ao produto escalar definido em (19.67) quando
age em vetores do subespago V(a1, asz, f1, fB2).

19.3.1.3 Realidade dos Autovalores e Autofuncoes. Ortogonalidade de Autofuncoes

Como consequéncia do Lema de Green, Lema 19.2, pagina 1066, vamos aqui demonstrar algumas propriedades béasicas
comuns a todos os problemas de Sturm-Liouville regulares, tais como definidos acima. A saber, vamos provar que os
autovalores sao reais, que as autofuncoes podem ser escolhidas reais e que as mesmas satisfazem uma série de relacgoes
importantes, denominadas relacées de ortogonalidade.

¢ Realidade dos autovalores

Proposigao 19.3 Os autovalores de um problema de Sturm-Liouville, como descrito acima, sao niumeros reais. O

Prova. Para provar que os autovalores de um problema de Sturm-Liouville sao reais, seja A um autovalor e u uma
correspondente autofungao nao nula. Vamos mostrar que

b
A=X) / lu(z)*r(z) de = 0. (19.74)

Como u # 0 e r > 0 (por hipétese), temos que f: |u(2)|? r(x) dx # 0. Portanto, (19.74) diz-nos que A — X = 0, ou seja,
que A é um nimero real. Para provar (19.74), notemos que

pelo Lema de Green, Lema 19.2. Isso completa a prova. |

e Realidade das autofungoes

Proposigao 19.4 As autofungdes de um problema de Sturm-Liouville regular, como descrito acima, podem ser escolhidas
como fungoes reais. O

Prova. Seja u uma autofunc¢ao de um problema de Sturm-Liouville regular. Como o auto valor A é real (Proposi¢ao 19.3),
a equacao Lu+ Aur = 0 é real. Assim, tanto a parte real de u quanto sua parte imaginéria sao solugoes da mesma. Como
as constantes aq, ag, 1 e P2 sado reais, tanto a parte real de u quanto sua parte imaginaria satisfazem as condicgoes de
contorno nos pontos a e b. Acima, provamos que os autovalores nao sao degenerados e, portanto, a parte real de u e sua
parte imagindria nao sao linearmente independentes. Portanto, podemos tomar uma ou outra como autofungao de um
problema de Sturm-Liouville, completando a prova. |

Observagéo importante. Em funcio do fato descrito na proposiciao acima, consideraremos doravante as autofuncdes de problemas de
Sturm-Liouville regulares como sendo fungoes reais. »

e Relagoes de ortogonalidade

O teorema a seguir descreve uma propriedade fundamental de autofuncoes de problemas de Sturm-Liouville regulares.
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Teorema 19.2 Sejam uy, e uy, duas autofuncoes reais associadas a dois autovalores distintos A1 e A2, entao vale que

b

(un,, un,), = / uxn, () un, (z) r(x) de = 0. (19.75)
a
Esta relagao é chamada de relagao de ortogonalidade. O
Prova. Vamos provar que
b
(M = A2) / un, () un, () r(@) dz = 0. (19.76)

Como estamos supondo que A; # Ag, essa relagao diz entdo que (19.75) deve ser verdadeira. Como A\ e Ay séo reais, o
lado esquerdo de (19.76) pode ser escrito como

b

b
/ (Air(@)un, (2)) ur, (z) da —/ ux, (@) (Aer(z)un, (z)) do

a

b b
= 7/ (Lux, (z)) ur, () d:ch/ ux, (z) (Lux,(x)) dz = 0, (19.77)

pelo Lema de Green, Lema 19.2, pagina 1066, que se aplica aqui sem as conjugacoes complexas, pois todos os elementos
envolvidos sao reais. [ |

O que vimos no Teorema 19.2 é que autofungoes associadas a autovalores distintos de um problema de Sturm-Liouville
sao ortogonais entre si em relacdo ao produto escalar real (f, g), := f; f@)g(z)r(z)de.

19.3.1.4 Propriedades dos Autovalores

Esta segao é dedicada ao estudo de algumas propriedades gerais dos autovalores de problemas de Sturm-Liouville re-
gulares. Algumas das demonstracoes serao deslocadas a apéndices para nao desviar precocemente a atencao do leitor
para certos detalhes. O estudo posterior dessas demonstragoes, porém, é recomendado. Apresentaremos um método
para determinacao aproximada de autovalores e algumas condigoes suficientes para que um problema de Sturm-Liouville
regular tenha apenas autovalores positivos. Alguns exemplos ilustrativos de diversas instancias serao discutidos.

e O quociente de Rayleigh. Determinagao aproximada de autovalores

Seja uy uma autofuncao (tomada doravante real) com autovalor A € R, ou seja, tal que (pu))’ + qux + Aruy = 0.
Multiplicando-se essa igualdade por u) e integrando-se entre a e b, tem-se

b b b
)\/ ur(z)? r(z) do = —/ ux(z) (puly) (x) dx—/ ux(z)?q(x) dr . (19.78)

Vamos agora integrar por partes a primeira integral do lado direito. Temos,

b b )
7/ (uh\(z)) " p(z) do .

a

b
/ ur(@) (puh)' (@) dzr = (pused) (z)

Substituindo em (19.78), tem-se

v @) r(a) do = / " ((6(@)*0(0) — u@Pal)) do -+ [pla)un(alis@) —pBurGa®] . (1919

0 que permite escrever

, (19.80)



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 16 de maio de 2025 Capitulo 19 1069/3018

O lado direito de (19.80) é denominado quociente de Rayleigh'® e desempenha um papel importante na andlise de
propriedades dos autovalores de problemas de Sturm-Liouville regulares. Na Proposigao 19.5, por exemplo, usaremos
(19.79) para identificar condigoes suficientes para que todos os autovalores de um problema de Sturm-Liouville regular
sejam positivos. O quociente de Rayleigh (19.80) é também usado para a determinacdo aproximada de autovalores a
partir de aproximantes para as autofuncgoes, de particular utilidade quando as solugoes de problemas de Sturm-Liouville
nao puderem ser obtidas de forma explicita. No Exercicio E. 19.13, pagina 1069, ilustramos em uma situagao simples
como esse calculo aproximado de autovalores pode ser feito.

A expressao (19.80) serd o ponto de partida para o estudo de métodos variacionais de determinagéo de autovalores
que desenvolveremos na Secao 19.3.4, pagina 1078.

Retornemos a (19.79). Afirmamos que existem constantes y; e v2, independentes de uy, tais que

pl(a) ur(aup(a) = vrua(a)’ (19.81)

p(b) ua(b)up(b) = —y2ux(b)* . (19.82)

A demonstragao ¢é a seguinte. No ponto a, a funcdo uy satisfaz ajuz(a) + asu(a) = 0. Vamos primeiro supor que
ag # 0. Multiplicando-se a expressao por uy(a) obtém-se
g
uh(a)ur(a) = ——ux(a)?.
Q2

Nesse caso, entdo, tomamos 71 = —p(a)ql. Caso az =0, a relacao ayux(a) + azu)(a) = 0 diz-nos que ux(a) = 0. Dai, ¢
evidente que
pla)ux(a)ui(a) = yua(a)?,

para qualquer constante 1, pois ambos os lados sédo nulos. Isso provou (19.81). A demonstracio de (19.82) é anéloga,
escolhendo-se 5 = +p(b)%, caso g # 0.

Inserindo (19.81) e (19.82) em (19.79) tem-se

b b
A / ur(@)r(z) do = / () *pl) — ux(2)%a(2)) i+ ur(@)? + pur(B)? | (19.83)

0 que permite expressar o quociente de Rayleigh na forma

b
/ ((UI)\(I))Qp(x) — uA(ac)Qq(x)> dx + yrux(a)? + yaux(b)?
A= o . (19.84)

/: uy(x)?r(z) d

Para futura referéncia lembremos que nas duas ultimas expressoes temos

_p(a’)g_; ) €aso 7é 0, +p(b)% ) €aso 52 7é 0,

arbitrario , caso as =0, arbitrario , caso 3 =0.

O exercicio que segue ilustra o uso do quociente de Rayleigh (19.80) ou (19.84) no célculo aproximado de autovalores.

E. 19.13 Ezercicio-Ezemplo. Considere-se o problema de determinar a solugdo da equagdo u”(x) + Au(z) = 0 no intervalo [0, 1]
sujeita as condi¢des de contorno u(0) = 0 e u(l) = 0. Trata-se de um problema de Sturm-Liouville regular definido no intervalo
[a, b] = [0, 1] com p(z) =1, q(z) =0 e r(z) = 1 para todo z € [0, 1], sendo ainda (a1, az2) = (1, 0) e (B1, B2) = (1, 0). Como é
bem conhecido, os autovalores sdo A, = n?w? com n =1, 2, 3, 4, ..., e as correspondentes autofuncdes (n&o normalizadas) sdo da
forma uy,, (z) = sen(nwz).

Tomemos o caso n = 1. A autofungdo exata (ndo normalizada) é uy, (z) = sen(nz). Essa fun¢do anula-seem z =0, em z =1, é
positiva no restante do intervalo [0, 1] e seu maximo igual a 1 nesse intervalo. A funcdo u(;) = 4x(1—x) possui as mesmas propriedades

13 John William Strutt (Lord Rayleigh), terceiro Bardo de Rayleigh (1842-1919). Entre outros feitos cientificos, Lord Rayleigh foi o primeiro
a apresentar uma explicagdo de por que o céu é azul (“espalhamento Rayleigh”) e foi o descobridor do elemento quimico Argénio.
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e pode ser usada como aproximante de uy, (para convencer-se, desenhe um gréfico conjunto das duas funcées em [0, 1]). Inserindo u)
em lugar de uy, em (19.80) ou (19.84), teremos uma aproximagdo para o autovalor \; = 72 que pode ser calculada muito facilmente:

1
2
) /0(172:10) dx 1/3

I = = 10,

E 1/30
/ 2*(1—z)? dz /
0

o que fornece a aproximacio m = /10 = 3, 162, que possui um erro relativo de apenas 0, 66%!

Complete os detalhes dos calculos acima e procure aperfeicoar a aproximagédo para m, substituindo wy = 42(1 — x) por um outro
aproximante polinomial melhor. &

O método ilustrado no Exercicio E. 19.13, acima, foi desenvolvido por Rayleigh em 1870, que sistematizou-o,
agregando-lhe ideias do célculo variacional. Vide Sec¢ao 19.3.4, pagina 1078, ou vide as referéncias [114] ou [457] para um
tratamento sistemético do chamado método de Rayleigh, ou de Rayleigh-Ritz'*, de determinacdo de autovalores. Esses
métodos sao abundantemente empregados na Mecanica Quantica.

e Condicoes suficientes para a positividade dos autovalores

Em muitas aplicagoes de interesse fisico ocorre que os autovalores de problemas de Sturm-Liouville regulares sdo (ou
precisam ser) nimeros positivos. Vamos apresentar agora um conjunto de condigoes que sdo suficientes para garantir
i8s0.

Proposigao 19.5 Se forem simultaneamente vdlidas as condi¢oes

1. q(z) < 0 para todo x € [a, b],
2. a1 S O,

3. 6162 Z 0;

entao todos os autovalores \ do problema de Sturm-Liouville correspondente sao estritamente positivos: A > 0. O

Prova. A demonstra¢do é um tanto indireta. Seja u uma autofungdo (tomada doravante real) com autovalor A € R, ou
seja, (pu') + qu + Aru = 0. Podemos provar que A > 0 se pudermos garantir que a expressao do lado direito de (19.79)
é positiva, que é o que passamos a fazer.

No ponto a, u satisfaz aju(a) + azu’(a) = 0. Tomando-se o quadrado dessa expressao, tem-se

Au(a)? + azu'(a)? + 20 a0u(a)u’(a) = 0,
ou seja,

20100 u(a)u'(a) = — (afu(a)® + aju'(a)?) . (19.85)
Analogamente, para o ponto b,

26080 u(D)(5) = — (Bulb) + Bl () | (19.56)

Consideremos agora que ajags < 0 e S182 > 0.
A expressao (19.85) ensina-nos que ajas e u(a)u’(a) tém sinais opostos e (19.86) que [102 e u(b)u'(b) tém sinais
opostos. Portanto, se tivermos ¢(x) < 0 para todo = € [a, b], a1z < 0 e 182 > 0 a soma do lado direito de (19.79)

serd estritamente positiva. Como f; u(x)?r(z) dz > 0, j4 que r é também por hipétese estritamente positiva, segue de
(19.79) que A > 0.

Se ajag = 0, entdo u(a)u'(a) = 0 (por (19.85)). Portanto, se adicionalmente tivermos g(x) < 0 para todo = € [a, b]
e 102 > 0, entdo a soma do lado direito de (19.79) serd estritamente positiva, o que implica A > 0.

Analogamente, se $12 = 0, entao u(b)u'(b) = 0 (por (19.86)). Assim, se adicionalmente tivermos ¢(z) < 0 para
todo = € [a, b] e ajas < 0, entdo teremos novamente A > 0. Por fim, se ajas = 0 e 5182 = 0, entdo u(a)u’(a) =0 e
u(b)u’(b) = 0. Assim, com g(x) < 0 para todo = € [a, b] teremos novamente A > 0. |

MWalther Ritz (1878-1909).
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e Comentario sobre autovalores negativos

E importante dizer aqui que existem problemas de Sturm-Liouville regulares onde ocorrem autovalores negativos
(vide Exercicio E. 19.14, abaixo). No Teorema 19.3, pigina 1072, mostraremos que apesar de ser possivel a existéncia
de autovalores negativos, os mesmos nao podem ser arbitrariamente negativos, ou seja, negativos mas com médulo |A|
arbitrariamente grande. Provaremos que existe uma constante M tal que A > M. A constante M pode ser positiva,
negativa ou nula. Em verdade, em um problema de Sturm-Liouville regular pode ocorrer no maximo um ndmero finito
de autovalores negativos. Esse fato é apresentado no Teorema 19.4, pagina 1073, cuja demonstragao é apresentada ao
longo da Segao 42.8, pagina 2460, do Capitulo 42.

¢ Um exemplo

O exemplo a seguir reune situacoes que ilustram alguns dos resultados mencionados acima sobre propriedades de
autovalores de problemas de Sturm-Liouville.

E. 19.14 Ezercicio-exemplo. Seja o problema de Sturm-Liouville u” + Au = 0, no intervalo [0, 1], com as condi¢des de contorno
u(0) =0 e Bru(l) + B2u’(1) = 0.
Aquip(z) =1, q(z) =0, r(z) =1, a1 =1 e az = 0. A identidade (19.79) fica

)\/0 uw(z)? de = /0 (u/(m))2 dr —u()u'(1) . (19.87)

Caso 81 =0, teremos v’ (1) = 0. Caso B2 = 0, teremos u(1) = 0. Nesses dois casos, (19.87) fica

/\/01 u(z)? de = /01 (u'(ac))2 dz

que garante que A > 0.

No caso em que (31 e 32 sdo ndo nulos, (19.86) diz-nos que

)\/01 u(z)? de = /01 (u/(m))2 dz + ﬁ ((ﬁlu(l))2 + (Bgu/(l))Q) . (19.88)

Como se V&, se B182 > 0 tem-se A > 0, mas se 3182 < 0 poderemos ter autovalores negativos. Abaixo (item f), veremos que isso de
fato ocorre caso —f7 < B2 < 0.

~ 2
a. No caso 31 = 0 mostre que os autovalores sdo A\, = (n+ 1) 7%, n=0, 1, 2,....
b. No caso 82 = 0 mostre que os autovalores sdo A\, = n’n?, n= 1, 2, 3,....

. Determine as autofun¢des normalizadas nessas duas situag¢des.

a o

. No caso em que 81 e B2 sdo n3o nulos mostre que os autovalores positivos sdo as (infinitas!) solu¢des positivas de

\/X: f%tan (\/X) .

2

Mostre graficamente que essa equacgdo tem infinitas solugdes positivas quer % > 0 ou quer g—; < 0.

e. Para o caso 81 = — (2 mostre que também ocorre o autovalor A = 0, cuja autofuncio é u(z) = ax, o sendo uma constante arbitraria
nao nula.

f. Mostre que se 0 < fgf < 1, ou seja, se —f3? < G281 < 0, ocorre também um (dnico!) autovalor negativo, o qual é solugdo de

\/—_z —%tanh (\/—_)\) .

2

Mostre graficamente que essa equacdo n3o tem solu¢do ndo nula caso 0 > f% ou caso ,g_? > 1.

Reunindo os resultados obtidos, indique no plano Cartesiano (81, (2) a regido onde os autovalores s3o estritamente positivos, a regido
onde ocorre o autovalor zero e a regido onde, além dos positivos, ocorrem também autovalores negativos. "

e Um limite inferior para os autovalores

Ainda sobre os autovalores de problemas de Sturm-Liouville regulares, o seguinte teorema pode ser demonstrado.
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Teorema 19.3 Seja o problema de Sturm-Liouville (regular) definido pela equagao
Lu+ Ar(z)u = 0,

onde p, q e r sdo fungies reais definidas em [a, b, tais que p é continua, diferencidvel e estritamente positiva em [a, b,
ou seja, p(x) > 0 para todo x € [a, b]; q € continua em [a, b]; r é continua e estritamente positiva em [a, b], ou seja,
r(z) > 0 para todo x € [a, b]; com as condi¢des de contorno

aju(a) + azu'(a) = 0, Bru(b) + B2u’(b) = 0

para (a1, az) # (0, 0), (b1, f2) # (0, 0).

Entao existe uma constante M, que depende (em geral de forma muito complicada) das fungdes p, q e r e das constante
oq,2 € B1,2, tal que todos os autovalores A\ satisfazem A > M. O

A constante M pode ser positiva, negativa ou nula. O que esse teorema diz é que existe um limitante inferior para
os autovalores de um problema de Sturm-Liouville, ou seja, os mesmos podem até ser eventualmente negativos, mas nao
arbitrariamente negativos. A demonstracao desse teorema é apresentada no Apéndice 19.D, pagina 1089.

19.3.2 A Equacao Integral de Fredholm

Um dos passos mais tteis para se estudar um problema de Sturm-Liouville consiste em transformé-lo em uma equacao
integral. Como veremos, isso pode ser feito caso 0 nao seja um possivel autovalor.

Considere o problema de Sturm-Liouville de determinar as solugoes de
Lu = =Ar(z)u, (19.89)

que satisfagam as condigbes de contorno (19.62)-(19.63). Se A = 0 nédo for um autovalor desse problema, ou seja, se
Lu =0 com as condigoes de contorno (19.62)-(19.63) possuir apenas a solugao trivial u = 0, entdo o problema de Sturm
Lu = f com as condigbes de contorno (19.62)-(19.63) possui solu¢do tnica. Isso é elementar de se ver, pois se uy e
ug sdo duas solugoes, entdo L(u; — uz) = 0, sendo que u; — ug obviamente satisfaz (19.62)-(19.63). Pelo pressuposto,
U1 — U2 = 0.

b
Agora, pelo Teorema de Green, u(x) = / G(z, y) f(y)dy é solucdo de Lu = f com as condi¢bes de contorno

(19.62)-(19.63) e, portanto, essa é a dnica solugéo. Assim, sob a hipdtese que A = 0 ndo é um autovalor do problema
de Sturm-Liouville, toda fungdo u que satisfaz Lu = f com as condigdes de contorno (19.62)-(19.63) satisfaz também

b
u(x) = / G(z, y) f(y)dy para qualquer que seja a fungdo continua f.
a

Disso concluimos que a fungao u que satisfaz a equagao diferencial (19.89) satisfaz também

b
ule) = =3 [ Gla ) r(w) uly) dy. (19.90)
isto é, definindo-se
k(z, y) = —G(z, y) r(y) (19.91)
para x, y € [a, b, vale ,
u(z) = )\/ E(x, y) u(y) dy . (19.92)

Uma equagdo como esta, onde a func¢ao k(z, y) é continua em um intervalo fechado, é conhecida como Equagdo Integral
de Fredholm linear homogénea de sequndo tipo'®, ou simplesmente Equacdio Integral de Fredholm!S.

O estudo da equacdo integral de Fredholm é um dos capitulos importantes da Anélise Funcional e da Teoria das
Equacgoes Integrais. Iremos agora tratar apenas de aspectos bésicos da mesma que mais diretamente nos interessam. O

15Para generalidades sobre equacbes integrais, vide Capitulo 20, pagina 1094.
16Erik Ivar Fredholm (1866-1927).
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método dos determinantes de Fredholm para a solugao de equagoes integrais de Fredholm homogéneas e nao homogéneas
é apresentado com certo detalhe na Secao 20.2, pagina 1096. O leitor poderd encontrar mais material sobre a equacao
integral de Fredholm nao linear na Secao 26.2.3, pagina 1487, assim como na Secao 42.8, pagina 2460, para o caso linear.
Alguns poucos comentarios histéricos podem ser encontrados & pagina 1101.

Seja o espago vetorial C(J) introduzido acima, de todas as funcdes continuas definidas no intervalo J = [a, b)].
Podemos entdo, com o auxilio da funcao k(z, y) dada em (19.91), definir em C(J) um operador linear K dado por

b
(KN = [ kv f0) dy. (19.93)
xz € J. O operador K é denominado operador de Fredholm. A equacdo (19.92) diz-nos entdo que
1
Ku= yu. (19.94)

A respeito desse operador K podemos provar o seguinte resultado. Tomando-se em C(J) o produto escalar real (-, -)
definido acima, temos

T

(f, Kg), = (Kf, 9), (19.95)
para todo f, g € C(J).

E. 19.15 Ezercicio. Mostre esse fato. Para isso use que a funcdo de Green satisfaz G(z, y) = G(y, z). o,

Um operador linear que satisfaz uma relagdo como (19.95) é dito ser um operador simétrico ou Hermiteano, um
conceito de grande importancia em Fisica e Mateméatica. O operador K é entao um operador simétrico em relacao ao
produto escalar (-, -), .

Se A é um operador linear agindo em um espago vetorial complexo V', dizemos que um vetor nao nulo x é um autovetor
de A se houver um nimero (real ou complexo) a tal que

Az = azx. (19.96)

O ntmero « é dito ser um autovalor de A e x o autovetor associado a . O conjunto de todos os autovalores de um
operador linear A é chamado de espectro pontual'” de A.

Um fato importante sobre operadores simétricos é o seguinte: se  é um autovalor de um operador simétrico A que
age em um espago vetorial complexo V', entao o é um ntimero real. Para ver isso note que se z é o autovetor associado
a a entdo temos que, como A é simétrico

0 = (z, Az) — (Az, z) = Mz, z) — Nz, z) = (A= N)(z, z) .
Como z # 0, isso implica A = ), ou seja, A é real.

O fato de o operador de Fredholm K ser simétrico significa que seus autovalores sao ntimeros reais. Note-se que
a equagao de Fredholm (19.94) é precisamente uma equagdo de autovalores, o autovalor sendo, nesse caso, o ndmero
1/X. O que provamos acima diz-nos entdo que A dever ser um numero real, uma outra demonstragao de um fato que ja
sabiamos.

O seguinte teorema sobre o operador de Fredholm associado a um problema de Sturm-Liouville pode ser demonstrado:

Teorema 19.4 Seja K o operador de Fredholm associado a um problema de Sturm-Liouville regular, que supomos ndo
admitir autovalor nulo. Entdo K é um operador continuo. Seus autovalores formam um conjunto discreto (ou seja,
contdvel) {a, € R, n € N}. Os valores da sequéncia dos ., sao limitados (ndo divergem para £00), apenas um nimero
finito deles pode ser megativo e eles se acumulam apenas no ponto 0. Assim, tem-se que lim — = 4o0. Além disso, os

n—00 (i,
autovalores oy, sao simples: existe para cada autovalor o, apenas uma autofuncdo u, tal que

Ku, = apu, . (19.97)

Denotemos por H, o espago de Hilbert real de todas as fungdes reais em J = [a, b] tais que fab f(x)?r(z)dr < co.
Nesse espago de Hilbert o produto escalar considerado é o produto escalar real (-, -),., definido em (19.70). Vamos

170 conceito geral de espectro de operadores definidos em espacos de Banach é detalhadamente discutido na Secio 42.6, pagina 2443.
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supor que as autofungées u, sio normalizadas, ou seja, satisfazem (un, uyn), = 1. Entdo o conjunto das autofuncoes
normalizadas u, de K forma uma base ortonormal completa em H,., ou seja, todo vetor f € H, pode ser escrito como

N 00
f = ngn Z Cp Up =: Z Cn Up , (1998)
n=1 n=1
onde
b
Cn = (Up, f), = / un(z) f(z) r(x) dz . (19.99)

Mais precisamente, vale

2

N N b N
ngnoo<<f—7§:1 Cn un> , <f_,; Cn un>> = ngnoo ) (f(x)_,; Cn un(ac)> r(z)de = 0. (19.100)

A demonstracao deste teorema é elaborada e serd apresentada ao longo da Segao 42.8, pagina 2460, do Capitulo 42,
fazendo uso da teoria dos operadores compactos. O que faremos naquela segao é mostrar que o operador de Fredholm K
é um operador compacto e autoadjunto e para tais operadores valem as propriedades espectrais mencionadas acima. A
afirmagao (19.98)-(19.100), por exemplo, é parte do chamado Teorema Espectral, o qual vale para operadores compactos
e autoadjuntos, como mostrado no Teorema 42.37 da pagina 2480.

Notemos algumas consequéncias do teorema acima. Como os autovalores de um problema de Sturm-Liouville regular

An s@o da forma A, = 1/ay,, onde «,, é um autovalor de K, o teorema acima diz-nos que podemos ordenar os A,,’s em
ordem crescente:

—00 < A < Ay < A3 < - (19101)

com lim A\, = +o0o. Uma segunda consequéncia de importancia relaciona o problema de Sturm-Liouville com a fungao
n—oo

N
de Green. Seja u um vetor arbitrario de H,. Como dissemos, podemos escrever u = Nlim uV, onde vV = Elcnun, onde
—00 n=

0s ¢,’s sao dados por (19.99). Como K é continuo, temos que

N N
1
(Ku)(z) = lim (Ku™)(z) = lim en (Kup)(z) = lim — ¢p Up(x)
N —oc0 N—o0 ot N—o00 T
N 1 b
= Jim > ([ @) d ) )
— 00 el n a
b N
= / r(y) | lim Un(@)un(y) u(y) dy . (19.102)
a N —o0 el An
b
Por outro lado, sabemos que, pela definigao, (Ku)(z) = f/ G(z, y)r(y)u(y)dy. Como ambas relagoes valem para
qualquer v € H,., concluimos que ¢
G = — —_— . 19.103
0 0) = -3 (19.10)

E possivel demonstrar, o que nao faremos aqui, que a soma do lado direito da ltima expressao é absoluta e uniformemente
convergente (vide e.g. [446]). A relacdo (19.103), que é por vezes chamada formula de Mercer'®, mostra que a funcio
de Green de um problema de Sturm pode ser escrita como uma expansao envolvendo autovalores e autofungoes de um
problema de Sturm-Liouville. Esse fato é relevante tanto na pratica da resolugao de equacoes diferenciais quanto na

18 James Mercer (1883-1932). O trabalho original é: J. Mercer. “Functions of positive type and their connection with the theory of integral
equations”. Transactions London Phil. Soc. (A) 209, 415-446 (1909).
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obtencao de resultados qualitativos sobre a natureza das solugoes. Estudaremos adiante algumas dessas aplicagoes. A
expressao (19.103) é ainda mais relevante que a expressao (19.38), pagina 1058, pois é vilida em situagbes mais gerais,
por exemplo, em problemas em mais de uma dimensao, onde (19.38) ndo mais se aplica. Um tratamento mais detalhado
das fungoes de Green é apresentado no Capitulo 39, pagina 2138, e na Segao 45.11, pagina 2668.

19.3.3 Uma Aplicacao do Problema de Sturm-Liouville
Vamos aqui tratar do problema de encontrar as solugoes da equagao diferencial nao homogénea
Lu+yr(z)u = f(z), (19.104)

onde a solucdo u estd ainda sujeita as condigdes de contorno homogeéneas (19.62)-(19.63). Acima, o operador L é definido
como anteriormente e assumimos para as fungoes p, q e r as mesmas condi¢des mencionadas no inicio do presente capitulo.
A funcdo f serd assumida uma fungéo real e continua e v um ntmero real dado.

Como veremos, a solucao pode ser obtida com uso das autofungoes e autovalores do problema de Sturm-Liouville
Lu+ Ar(z)u = 0

com condigoes de contorno homogéneas do tipo (19.4)-(19.5). Chamaremos esse problema de problema de Sturm-Liouville
associado (ao problema (19.104)). Novamente suporemos que o problema de Sturm-Liouville associado ndo tem solugao
com autovalor A = 0.

Com o uso da representacao da fungao de Green em termos dos autovalores e autofungoes do problema de Sturm-
Liouville associado (férmula de Mercer, (19.103)), vamos mostrar como podemos encontrar uma expressao para a solugao
desse problema.

A equagao diferencial (19.104) pode ser escrita como
Lu = —yr(z)u+f. (19.105)

Usando, como fizemos anteriormente, o Teorema de Green, podemos dizer que a fungdo u(z) que satisfaz esta equagao
diferencial satisfaz também a equagao integral

b b
u(z) = —7/ Gz, y)r(y)u(y) dy+/ G(z, y)f(y) dy . (19.106)
Definamos b
g(x) = / G(z, y)f(y) dy . (19.107)
Usando a férmula de Mercer para a fun¢ao de Green, podemos escrever (19.106) como
> <Un, u>7~
u(a) = v Y un(x) + g(x) . (19.108)
An
n=1
E. 19.16 Ezercicio. Mostre isso. o+

Tomando-se o produto escalar de ambos os lados da igualdade com o vetor u.,, tiramos que

<1 - %) (s W), = (U, G), - (19.109)

Aplicando agora a férmula de Mercer & defini¢ao de g em (19.107), tiramos que

0o b
o) = =3+ ( [l 1) dy> wn(a) (19.110)
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e, portanto, que

1 b
(Um, 9), = —/\—/ um(y) f(y) dy (19.111)
m Ja
ou seja,
1
(um, g}, = —5—{um, f). (19.112)
m
E. 19.17 Egzercicio. Mostre esses dois tltimos resultados. *

Até agora nao fizemos quaisquer restrigoes a respeito da constante v que aparece na equagao diferencial nao homogénea
(19.104). Ha dois casos a supor. Aquele em que « nao é igual a nenhum autovalor A, do problema de Sturm-Liouville
associado e aquele caso em que v = Ag4, para algum autovalor A; do problema de Sturm-Liouville associado.

Caso 1. 7 nao é um autovalor.

Nesse caso as relagoes (19.109) e (19.111) dizem-nos que

1

b
(s )y = === [ o) £0) (19.113)

e, portanto, temos que

) b
u(z) = Z( ! / um(¥) () dy> () (19.114)

m=1 ’Y_Am

Esta férmula déd-nos a solucao do problema em termos das autofuncoes e autovalores do problema do Sturm-Liouville
associado e mostra-nos uma das razoes que tornam importante a solugdo do mesmo problema de Sturm-Liouville. A
série do lado direito converge absoluta e uniformemente em J. E interessante observar que a solucao (19.114) pode ser
reescrita na forma

b 00
u(z) = / Gy(z, y) fy) dy onde  Gy(w,y) = — > %ﬁmjy) : (19.115)

m=1
A funcao G, é, portanto, uma funcdo de Green para o problema em questao.
Caso II. v = )\, para algum s.

Neste caso o problema tratado nem sempre tem solugoes. Para ver isso, note que, supondo-se a existéncia de uma
solucdo, a relacao (19.109) diz-nos neste caso que (us, g), = 0, ou seja, por (19.112)

b
(us, f) = / us(y) f(y) dy = 0. (19.116)

Caso a fungao f seja tal que (19.116) nao é satisfeita, entdo nenhuma solugao é possivel para o problema tratado. Se
f, porém, for tal que (19.116) seja valida, teremos que a funcao @ dada por

i(z) = Z( ! / () £() dy> () (19.117)

V_Am

ms

é uma solugao do problema tratado. A solucao mais geral, porém, é dada por
u(r) = cus(x) +a(z), (19.118)

onde ¢ é uma constante, a ser determinada por alguma imposicao adicional a ser feita ao problema. E novamente
interessante observar que (19.117) pode ser reescrita na forma

b oo
u(z) = / GV(IE, y) fly) dy , onde GV(IE, y) = — Z %ﬁ"ﬁ;y) . (19.119)

m#s
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E. 19.18 Ezercicio. Prove as vdrias afirmativas acima seguindo passos semelhantes aos do caso I. "

E. 19.19 FEzercicio. Mostre que esta fun¢do u é de fato uma solugdo (substitua na equagio (19.104) e verifique também se as
condi¢des de contorno s3o satisfeitas). Mostre que ndo pode haver solugdo mais geral que esta. Para isso use o fato que o autovalor A,
é simples. x

e O caso de condigoes de contorno nao homogéneas

Vamos aqui discutir brevemente uma generalizacao do problema anterior. Procuramos uma solucao da equagao
diferencial nao homogénea
Lu+~r(x)u = f(x), (19.120)

onde a solucdo u estd ainda sujeita as condigoes de contorno ndo homogéneas (19.2)-(19.3). Acima, o operador L é
definido como anteriormente e assumimos para as fungoes p, ¢ e 7 as mesmas condi¢coes mencionadas no inicio destas
notas. A funcao f serd assumida ser uma fungao real e continua e  serd assumido ser um ndmero real dado.

Esse problema pode ser resolvido combinando métodos que ja discutimos. Em primeiro lugar constréi-se uma fungao
w que seja duas vezes diferencidvel e satisfaca as condi¢oes ndo homogéneas (19.2)-(19.3).

Procura-se entao uma supostamente existente solugao v da equagao
Lo +~r(x)v = h(z), (19.121)
com
hz) = f(z) = (L +r(@)w(z),

que satisfaga as condigoes de contorno homogéneas (19.4)-(19.5). Uma tal solugdo pode ser obtida pelos métodos da
Secao 19.3.3, pagina 1075.

E claro, entao, que u = v + w satisfara
Lu+~vr(x)u = f(z) (19.122)
e as condigbes de contorno nao homogéneas (19.2)-(19.3).

Como vimos, para que a solugao v exista é necessario que v nao seja um autovalor do problema de Sturm-Liouville
associado. Caso 7 seja um autovalor, s6 teremos solucao se (u,, h) = 0, ou seja,

(uy, f) = (uy, (L+yr)w) . (19.123)
Vale observar que
<u% (L+9yrw) = <U’Yv Lw) + <7ru% w) = <U’Ya Lw) — <Lu’Ya w) .

Note que o lado direito nao é forgosamente zero, pois aqui o Lema de Green nao se aplica, j& que w nao é elemento
do espago vetorial V(ay, ag, 81, B2) das fungdes que satisfazem as condi¢oes de contorno homogéneas (19.4)-(19.5). A
condigao (19.123) fica, entdo,

<u% = <U’Yv Lw) — <Lu% w) .

Nesse caso de v ser um autovalor podemos, como ja observamos, acrescentar a solu¢ao @ um multiplo da autofungao
U, obtendo a solugdo mais geral na forma cu.(z) + @(x).
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19.3.4 Métodos Variacionais de Determinacao de Autovalores

Inspirados no quociente de Rayleigh (19.80), definamos para uma fungao v nao nula duas vezes diferencidvel definida em
[a, b] os funcionais

NP = Lbﬁvu»%ww—vuﬁww)mw+@mwmw%w—pww@w%w,

b
D] = /v(:c)Qr(:c)d:c e

Nv]
Dlv] -

A expressao (19.80) ensina-nos que se uy é autofuncdo de um problema de Sturm-Liouville com autovalor A entao
Aluy] = A. Podemos colocar-nos a seguinte questao: o que ocorre com o funcional Afv] se o calcularmos ndo sobre uma
uma autofungao uy mas sobre uma fungao préxima a esssa? Essa pergunta revelou-se de grande importancia por permitir
uma visao em profundidade dos problemas de Sturm-Liouville e por permitir desenvolver um método muito eficiente de
célculo aproximado dos autovalores de problemas de Sturm-Liouville. No que segue vamos tentar fornecer uma resposta
a ela.

Sejam v e h duas fungdo duas vezes diferencidveis definidas em [a, b], com v nao nula, e definamos uma fungao de
e € R por
Nlv + eh]

A[’U+€h/] = m

E claro pela definicao que

Tyera - (S5l ) i+ et — (5Dl ] ) Mo+

D[v + €eh]?

_ m [(%N[v—f—eh]) — Alv +€h] (%D[weh])] . (19.124)

Estamos interessados em saber que condigoes a funcao v deve satisfazer para que a derivada %A[v + €h] seja nula no
ponto € = 0 para todo e qualquer h € V(aq, @z, f1, f2). Essa questdo é importante em fungado de sua resposta, a qual é
apresentada no importante teorema que segue.

Teorema 19.5 Considere-se o problema de Sturm-Liouville reqular definido (como usual) por
(p(x)v'(2))" + q(z)v(z) + Ar(z)o(z) = 0, Va€la, b],
aqv(a) + agv’(a) = 0, (19.125)
Bro(b) + B20'(b) = 0,

com (a1, az) # (0, 0) e (B1, B2) # (0, 0) e com p, q e r satisfazendo as condi¢des usuais jd listadas na Segdo 19.3,

pdgina 1063: 1. p € continua, diferencidvel e p(x) > 0 para todo x € [a, b]; 2. q € continua em [a, b]; 3. © é continua e
r(z) > 0 para todo x € [a, b)].

Entdo a derivada % [v + €h] anula-se no ponto € = 0 para todo e qualquer h € V(aq, as, b1, P2) se e somente se v
for uma autofungao do problema (19.125), em cujo caso A = Afv]. O

Prova. Desejamos provar que %A[v + €h| anula~se em ¢ = 0 para todo h € V(ai,as,51,52) se e somente se v €
V(au, a2, B1, B2) e satisfaz a equacao diferencial (p(x)v'(x))’ +q(z)v(z) +Ar(z)v(x) = 0 para algum X para todo z € [a, b].
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Como indica a expressdo (19.124), £ A[v + eh] anula-se em € = 0 se e somente se

<%N[v+eh]> A (%D[weh])

Um célculo explicito mostra que

—0. (19.126)
e=0

Nv+eh] = N[v] + €2N[h]

te {2 / b (v’(x)h’(x)p(:c) - v(x)h(m)q(x)) dz + [p(a) (v(a)h’(a) + v’(a)h(a)) —p(b) (v(b)h’(b) + v’(b)h(b))] } .
e que ,
D[v+ €h] = D[v] + €2DI[h] + 2€/a v(z)h(z)r(z) dz

e disso obtemos que

%N[ereh]

e

d b
%D[U + €eh] = 2/a v(@)h(z)r(z) do .

Para prosseguirmos, vamos desenvolver mais a expressao para %N [v+ eh]L:O. Para tal, vamos tratar a integral sobre
v’ ()R (z)p(x) usando integragdo por partes. Teremos

e=0
b
[ @i @@ ds = p0)6R0) - play'@hia@) - [

d
—N
o [v+ €h)

= b [(p<x>v'<x>)'+q<x>v<x>] h(z) dut [pm) (v(a)h ()= (@h(@))—p(®) (v(b)h'(b)—v'(b)h(b))] |

e=0

Concluimos que a condicdo (19.126) ¢ vélida se e somente se

—9 /: [(p(x)v'(x))/+CJ($)U($)+A[U]T($)U(I)] h(z) dx+ [p(a) (v(a)h'(a)—v’(a)h(a)) —p(b) (U(b)h/(b)_vl(b)h(b))] 0

(19.127)
A relagdo (19.127) é o ponto central da andlise que segue.

Observemos, em primeiro lugar, que se v = u), uma solugio do problema de Sturm-Liouville (19.125) com autovalor
A, entdo, como vimos, Aluy] = A e o fator multiplicando h(z) na integral em (19.127) é nulo. Além disso, pela Proposigao
19.1, pdgina 1054, as expressoes ux(a)h/(a) — vy (a)h(a) e ux(b)h'(b) — u (b)h(b) também se anulam, j4 que uy e h sdo
elementos de V(aq, ag, 81, 82). Assim, concluimos que (19.127) (e, portanto, (19.126)) é satisfeita para as autofungoes
do problema de Sturm-Liouville (19.125).

A reciproca dessa afirmagao também pode ser provada. Comecemos considerando o caso em que h € V(ay, ag, 81, f2)
tem suporte compacto contido no intervalo aberto (a, b). Isso significa que h e h' anulam-se nos extremos a e b e,
portanto, (19.127) reduz-se a

b !
/a {(p(:ﬂ)v’(w)) + q(z)v(z) + Alo]r(z)v(z) | h(z)de = 0.

Ora, a suposigdo de que essa igualdade é vélida para todo h com suporte compacto no intervalo aberto (a, b) implica

que
!

(p(m)v'(m)) + q(x)v(z) + Av]r(z)v(z) = 0 (19.128)
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para todo = € (a, b). Como A[v] é uma constante, isso mostra que v é uma autofuncdo com autovalor Av].

E quanto as condigdes de contorno? Tomemos h € V(ay, aa, f1, B2) mas agora com suporte no invervalo semiaberto
[a, b). Entéo, h e b/ anulam-se em b. Como j4 estabelecemos que v satisfaz (19.128) e temos h(b) = h/(b) = 0, a condigao

(19.127) afirma-nos que p(a) (v(a)h'(a) - v'(a)h(a)) = 0. Como p(a) # 0, concluimos que 0 = v(a)h'(a) — v'(a)h(a) =
det (ZEZ; Zigzg ) Isso significa que as linhas da matriz (ZEZ; Z:EZ%) nao sao linearmente independentes. Escolhendo h de
forma que (h(a), h'(a)) # (0, 0), Isso significa que existe 7 tal que v(a) = vh(a) e v'(a) = vh'(a). Mas isso implica que
aqv(a) 4+ azv’(a) = y(arh(a) + azh/(a)) = 0, pois h € V(aq, as, 81, f2). Mutatis mutandis, trocando os papéis dos pontos
a e b na argumentagio acima, provamos também que 51v(b) + 20’ (b) = 0. Isso estabeleceu que v € V(aq, ag, 51, f2).

Provamos, portanto, que uma fungdo duas vezes diferencidvel v definida em [a, b] satisfaz a condigdo (19.126) para
toda h € V(aq, a9, 1, 82) se e somente se for uma autofunc¢do do problema de Sturm-Liouville (19.125). |

e Significado e relevancia do Teorema 19.5

O Teorema 19.5 afirma que se considerarmos o funcional A[v] calculado em fungées duas vezes diferencidveis v
definidas em [a, b] e considerarmos perturbagdes de v por fungdes de V(aq,aa, 81, B2) essas perturbacoes terdo um
extremo (méximo ou minimo) se e somente se v for uma autofungdo de um problema do Sturm-Liouville (19.125).
Essa afirmacao permite compreender o problema de Sturm-Liouville como um problema variacional, compreensao essa
conhecida como principio de Rayleigh, que o descobriu em 1870, Reconhecemos também que os possiveis autovalores
do problema do Sturm-Liouville (19.125) sdo os valores de A[v] calculado nos extremos (maximos ou minimos) desse
funcional quando consideradas perturbagoes por fungoes de V(aq, ag, 51, f2). Esse fato permite delinear um método de
determinacao aproximada de autovalores, tal como ilustrativamente apresentado no Exercicio E. 19.13, pagina 1069,
no qual se procura perturbar aproximagoes de autofungdes por elementos de um certo subespago de V(a, ag, 51, 52)
(tipicamente composto por polinémios) e se determina qual dessas perturbagoes extremiza Afv]. Um método sistemético
de efetuar tal procedimento, devido a Ritz?°, poder ser encontrado em diversos textos, e.g. [457] ou [114]-[115].

Métodos variacionais de determinacao de autovalores sao muito utilizados na prética, especialmente em computos
numéricos, tanto por sua simplicidade de implementagao quanto por sua eficiéncia. Originalmente esses métodos foram
desenvolvidos no estudo de problemas de Sturm-Liouville, mas os mesmos podem ser empregados em outros problemas
envolvendo a determinacao de autovalores isolados, problemas esses que ocorrem em diversas aplicagoes da Mecanica
Quantica, tal como na Fisica Atémica, na Fisica Nuclear e na Fisica de Estado Sélido.

19.4 Comentarios Finais

19.4.1 Um Problema de Sturm-Liouville Singular

Em diversas situagoes deparamos com problemas do tipo de Sturm-Liouville, mas que nao se enquadram exatamente
na definicao de Problema de Sturm-Liouville Regular que desenvolvemos neste capitulo. Um exemplo importante é
o tratamento da equacgao de Bessel, dos seus autovalores e da propriedade de completeza de suas autofungoes. Esse
problema é discutido em detalhe na Secao 17.4, pagina 965.

Vamos aqui discutir brevemente uma variante do problema de Sturm-Liouville regular que consiste no problema de
determinar as solucoes da equagao diferencial

(pu') + qu+ Aru = 0 (19.129)

para u definida no intervalo fechado finito [a, b)) C R, b > a, com as seguintes condi¢oes de contorno
u(a) e u'(a) sao finitas, (19.130)
Bru(b) + Bou'(b) = 0, (19.131)

onde o seguinte estard sendo suposto:

9Phylosophical Transactions of the Royal Society, London, A, 161, 77 (1870).
20Walther Ritz (1878-1909). Trabalho original: W. Ritz “Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme der Mathema-
tischen Physik”, Journal fiir die reine und angewandete Mathematik (Jounal de Crelle), Vol. 135, 1-61 (1909).
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As fungoes p, ¢ e r sdo reais e continuas em [a, b].

A funcao p é diferencidvel em [a, ] e positiva: p(z) > 0 para x € (a, b] mas se anula em = = a: p(a) =0

e 7 é continua e estritamente positiva em J, ou seja, r(x) > 0 para todo z € [a, b].

As constantes aq, ag, 1 e 2 sdo reais e tais que (a1, as) # (0, 0) e (S1, B2) # (0, 0).

Como se percebe, a distingdo bdsica entre este problema e o anteriormente tratado reside no fato de que agora p(x)
se anula no ponto a. O fato de p anular-se em a implica que a solucao pode ser singular nesse ponto. Dai, nenhuma
condicao de contorno pode ser fixada para o ponto x = a, exceto que a solugao e sua derivada nao sejam divergentes
naquele ponto (se isso for desejado).

Um exemplo fisico que conduz a esse tipo de situacao é o problema das oscilagoes de uma corda de densidade constante
p e comprimento L, suspensa verticalmente em um campo gravitacional constante (a aceleracdo da gravidade sendo g) e
presa em uma das suas extremidades, a outra ficando livre. Esse problema é resolvido na Segao 45.5.2, pagina 2639. Se
x representa a altura e o ponto onde uma das extremidades fica presa é x = L, entao a equagao que descreve o problema

é

9] ou 0*u

=) = 22

0z \""0z) T o2
com as condigoes de contorno u(0, t) e u/(0, t) finitas e u(L, ¢) = 0. Usando o método de separagdo de varidveis e
adotando-se u(z, t) = v(z)w(t), obtém-se para w a equagao

W(t) + Mw(t) = 0

e para v
(gzv') + X = 0,

com v(L) = 0 e com v(0) e v'(0) finitos. Aqui A é uma constante arbitraria a ser determinada pelas condigoes de contorno.

A solugao é v, (z) = ¢nJo(2v/ Anz), onde Jy é a funcao de Bessel de ordem zero, ¢, é uma constante e \,, é o n-ésimo
0,42

autovalor, dado por A\, = %, onde a? ¢é o n-ésimo zero de Jy no semi-eixo real positivo. Para um tratamento detalhado

desse problema, vide Secao 45.5.2, pagina 2639. O problema para v é claramente um problema de Sturm-Liouville do

tipo mencionado acima, j& que p(x) = gz se anula em = = 0.

Esse tipo de problema de Sturm-Liouville é, por vezes, denominado Problema de Sturm-Liouville singular, e para
ele nem sempre valem os mesmos resultados que no caso anteriormente tratado, o dos problemas de Sturm-Liouville
regulares. Por exemplo, nem sempre pode ser garantida a existéncia de autovalores e autovetores (ou seja, de solugdes
para o problema). Isso pode ser visto explicitamente no ilustrativo Exemplo 19.5; pdgina 1082.

Mesmo assim, os problemas de Sturm-Liouville singulares, quando soltuveis, compartilham algumas propriedades com
os problemas regulares, tais como a realidade dos autovalores e a ortogonalidade das autofungées.

De fato, é facil ver que o Lema de Green também vale nesse caso. Seja V(31, f2) o espago vetorial de todas as fungoes
f duas vezes diferencidveis definidas no intervalo [a, b] tais que 81 f(b) 4+ B2f'(b) = 0 e que sejam finitas em & = a. Entao,
se u e v sdo elementos de V(f31, f2) tem-se
<Ua Lu> = <L’U, u> )

ou seja, by ,
/ v(z) (Lu)(z) de = / (Lv)(z) u(z) dx . (19.132)

De fato, como em (19.72) e (19.73), pdgina 1066, tem-se

/a @) (L)) de = / " (o) TN dix +500) (07 0) — () — pla) (T (0) — T@u(a)) - (19.133)

O 1ltimo termo é zero, pois p(a) = 0 e v(a)u'(a) — v'(a)u(a) é finito. O termo v(b)u'(b) — v'(b)u(b) é nulo pelo mesmo
argumento apresentado quando da primeira demonstragdo do Lema de Green, para o caso regular (vide pagina 1066 e
seguintes).
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Uma vez demonstrado o Lema de Green para o problema singular, segue de maneira totalmente andloga ao que
demonstramos no caso regular que os autovalores sao reais e que autofungoes de autovalores distintos sao ortogonais

entre si em relacdo ao produto escalar real (-,-),.:

b
(ux, ux), = / ux(z) uy () r(x) dr = 0

se A # X. Nao repetiremos a demonstragao aqui e remetemos o leitor ao que foi feito no caso regular.

E. 19.20 Ezercicio. Mostre que, assim como no caso regular, os autovalores, se existirem, sdo simples. Para isso estude a
demonstragdo para o caso regular da Se¢do 19.3.1.1, pagina 1064, e verifique que a mesma se generaliza. o,

Exemplo 19.5 [Auséncia de Autovalores em um Problema Singular] Considere o seguinte problema de Sturm-Liouville
singular definido no intervalo [0, 1]:
(@®u) + M = 0,

com u(1l) =0 e u finita em = = 0. A equagéo diferencial é
22 +2zu + du = 0 ,
que é uma equagao do tipo de Euler, de segunda ordem. A solugdo pode ser procurada na forma u(z) = 2" e obtém-se

—1£vV1-4X
T ———

Assim, para A # 1/4, tem-se

14 Toax —1-yT—ax
u(z) = Az~ 2 + Bz~ 2
Como deseja-se u(1) =0 tem-se A = —B e, assim,
R ERV =y —1-yI=ax
u(z) = A (m 2 -z 2 )

Essa solucio s6 serd finita em x = 0 se?!
—1+Rev1—4X >0 e —1—Rev1—4X > 0.

Ambas as condigdes ndo podem ser satisfeitas simultaneamente para nenhum A (pois somando-se ambas as desigualdades, terfamos
—2 > 0, o que é obviamente falso). Para A = 1/4 a solucéo ¢é u(z) = %(Alnx + B) e a condigao u(1) = 0 implica B = 0 e,
portanto, u(z) = A% Inz, que ndo é finita em = = 0, exceto no caso trivial em que A = 0. Logo, o problema tratado nao tem
solugdo para nenhum autovalor. ¢

21Qutra possibilidade seria escolher A = 0, ou seja, u(x) = 0, solugdo trivial que néo interessa como autofuncao.
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19.5 Exercicios Adicionais

E. 19.21 Ezercicio. Determine a funcdo de Green para o seguinte problema de Sturm: v’ = f(z), com aiu(a) + azu’(a) = 0,
Bru(b) + Bou’(b) =0, com z € [a, b], a < b.

Mostre que esse problema sé tem solu¢go tnica se (b — a)a1f1 + a1fB2 — Biaz # 0. o+
E. 19.22 Egercicio. a) Determine a fungio de Green do seguinte problema de Sturm u” = f(z), onde u é definida no intervalo

x € [0, 1] e satisfaz as seguintes condicdes de contorno:
u'(0) = 0, u(l) = 0. (19.134)
b) Determine os autovalores e autofun¢des normalizadas do problema de Sturm-Liouville
v+ =0,

onde u é também definida no intervalo = € [0, 1] e satisfaz as mesmas condi¢cGes de contorno (19.134).

c) Expresse a fungio de Green do problema de Sturm do item a) em termos dos autovalores e autofun¢des normalizadas obtidas em
b) e, usando a expressdo assim obtida, prove a seguinte identidade

2 = 1
8 mZ:O (2m+1)2°

d) Determine a solugdo do problema de Sturm do caso a) para f(x) = (3 — x)e”. Use para tal a funcdo de Green.

e) Mostre explicitamente que a solugdo obtida no item d) satisfaz a equagio diferencial e as condi¢Bes de contorno desejadas.

E. 19.23 Ezercicio. Determine explicitamente a func3o de Green para os seguintes problemas de Sturm:

a) v’ = f(x), com u(0)
b) v’ = f(z), com u(0)
c) u” = f(x), com u(0) u(l) +u'(1) = 0.
d) v’ +u= f(x), com u(0) =0, v (1) =0.
e) (zu') = f(z), com u(1) =0, u(e) = 0.

0, u(1) = 0.
=0, 4/ (1) =0.
=0

E. 19.24 FEzercicio. Determine explicitamente a solu¢do dos cinco problemas de Sturm acima para o caso em que f(z) = =. o+

E. 19.25 Ezercicio. Determine explicitamente a funcio de Green para o seguinte problema de Sturm:
2
(eu) — Eu = f(),
x
onde p1 > 0, com as condi¢des de contorno com u(a) =0 e u(b) =0, onde 0 < a < b < 0.

Verifique que fun¢des do tipo
v(z) =z’ + cox™H
sdo solugbes da equacdo homogénea e, com as mesmas, monte a fun¢do de Green.
A solugdo obtida vale também caso a = 0? Note que, nesse caso, a fun¢do p(z) = x ndo é estritamente positiva no intervalo [a, b].
L

. . . ~ . ka® .
E. 19.26 Ezercicio. Uma particula de massa m > 0 se move em uma dimens3o sob um potencial U(z) = % com k > 0 (potencial

do oscilador harménico). Além disso, a particula estd submetida a uma forga externa f(t) que, como a notagdo indica, pode variar com
o tempo.
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Suponha que se saiba que no instante de tempo ¢ty = 0 a particula encontra-se na posigdo z(t9) = 0 e que no instante de tempo
™ k , -
th = o onde w = {/ —, a particula encontra-se novamente na posi¢do z(t1) = 0.
w m
Determine a fun¢do de Green para o problema de Sturm associado ao problema mecinico acima e determine a trajetéria z(¢) da
particula para t € [to, t1] para os seguintes tipos de forca:
a) f(t) = At, para A > 0, constante e
b) f(t) = Bsen(wt), para B > 0, constante. -

E. 19.27 Ezercicio. Resolva os seguintes problemas de Sturm-Liouville definidos no intervalo [0, 1], determinando os autovalores e
as autofun¢des normalizadas:

a) v’ + du=0, com u(0) =0, u(l) =0.

b) uv” + Au =0, com u(0) =0, v/ (1) =0.

c) u” 4+ Au=0, com u(0) =0, u(l) +u'(1) = 0.

d) v’ +u + Au =0, com u(0) =0, u'(1) = 0. Neste caso, mostre graficamente que h3 infinitos autovalores e que, 3 medida em
que eles crescem, a distancia entre eles tende a uma constante. Ocorrem autovalores negativos? Zero é um possivel autovalor?

Ll

E. 19.28 Ezercicio. Para cada um dos casos do Exercicio E. 19.27, expresse a funcdo de Green do problema de Sturm correspondente
usando a férmula de Mercer (19.103). Importante: n3o esqueca de normalizar as autofun¢des. *

E. 19.29 FEzercicio. Resolva o seguinte problema de Sturm-Liouville definido no intervalo [1, €], determinando os autovalores e as
autofuncdes normalizadas:

com u(1) =0 e u(e) = 0.
Determine as relagdes de ortogonalidade entre as autofungdes. Verifique-as explicitamente.
Expresse a funcdo de Green do problema de Sturm correspondente usando a férmula de Mercer.

Sugestao: Verifique que fun¢des do tipo

VA1 —ivVX1
Clezf nac+026 ivx nac7
s3o as solucdes gerais de (zu’)’ + %u = 0. Mostre, dai, que as autofungdes sdo da forma
un(z) = cpsen(nmlnz),
n =1, 2,.... Determine ¢, impondo que cada u,, seja normalizada. o,

E. 19.30 Ezercicio. Resolva explicitamente o problema de Sturm-Liouville semi-homogéneo
(@) +2u = f@), well e,
x
com u(1) = 0 e u(e) = 0, v fixo, v # n?x%, n =1, 2,..., primeiramente para f genérica e depois, explicitamente, para f(z) = =™ .
L

E. 19.31 Ezercicio. Considere o seguinte problema de Sturm, definido no intervalo [0, 1]:
(") = f(x),
com u(0) = u(1) =0.

a. Determine explicitamente a fun¢do de Green desse problema.

b. Determine os autovalores e as autofun¢des normalizadas do problema de Sturm-Liouville
(e*u') 4+ Xe"u = 0,

com z € [0, 1] e com u(0) = u(1) = 0.
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Usando a férmula de Mercer, expresse funcdo de Green em termos de uma série envolvendo os autovalores e as autofuncdes
normalizadas.

Determine explicitamente a solu¢do da equacio diferencial
(eu') +5eu = f(z), z €0, 1],

com u(0) = u(1) = 0, para f(z) = /2.

E. 19.32 Ezercicio. Seja o problema de Sturm-Liouville u” 4+ Au = 0, no intervalo [0, 1], com as condi¢cdes de contorno u(0) = 0
e Bru(l) + B2u'(1) = 0.

a.

b.

Nota.

Determine os autovalores positivos no caso 31 = 0, no caso 2 = 0, e indique como determina-los no caso em que ambos 1 e (32
sdo ndo nulos. Determine as autofun¢des em cada situagdo.

Que relagdo devem satisfazer as constantes (31 e 2 para que A = 0 seja um autovalor? Determine a autofuncdo correspondente,
caso a mesma exista.

Que relacdo devem satisfazer as constantes 31 e B2 para que haja também autovalores A\ negativos? Quantos sdo os autovalores
negativos, se os houver? Determine suas autofungdes, se as houver.

Reunindo os resultados obtidos, indique no plano Cartesiano (81, B2) a regido onde os autovalores sio estritamente positivos, a
regido onde ocorre o autovalor zero e a regido onde ocorrem autovalores negativos além dos autovalores positivos.

Em a, b e ¢ n3o é necessdrio normalizar as autofung¢des. o+

E. 19.33 Ezercicio. [Adaptado de [457]].

Obtenha a fung3o de Green associada ao problema de Sturm y”(x) = f(z) com = € [0, 1] e y(0) = y(1) = 0.

Mostre que as autofungdes do problema de Sturm-Liouville
y"(z) + dzy(z) = 0 (19.135)

com z € [0, 1] e y(0) = y(1) = 0 sdo dadas por y,(z) = vz J1/3(3VAnz?), com A, positivos e satisfazendo J;/3(2v/A,) = 0.
Sugest3o. Para X # 0 a equag3o (19.135) é uma equagdo de Airy, cuja solug3o € discutira na Segdo 15.1.4, pdgina 832. A relagdo
entre suas solugdes e as fungles de Bessel é apresentada e discutida a pagina 862.

Determine as relacbes de ortogonalidade entre essas autofun¢des. Obtenha as autofungdes normalizadas. Sugest3o: use as relagdes
de ortogonalidade das fun¢Ses de Bessel.

Expresse a funcdo de Green do problema de Sturm correspondente usando a férmula de Mercer.

Determine aproximadamente os dois primeiros autovalores usando o método variacional. Sugestdo: procure aproximantes da forma
Y2 () = aaz(l — z) + c22?(1 — z).

Obtenha os zeros “exatos” de Ji,3 em alguma tabela e compare os resultados, indicando os erros percentuais.

Resolva explicitamente a equacio diferencial y” + vry = f(x), = € [0, 1], com y(0) = 0 e y(1) = 0, v fixo, ¥ # A\, para todo

n, primeiramente para f genérica e depois, explicitamente, para f(r) = ——. Sugest3o: use a identidade

V1—2a3

/0 J”(au)illf—w du = g[J% (%)r’

vélida paraa >0, v > —1.



JCABarata. Notas de Aula. Versio do 16 de maio de 2025, Capitulo 19 1086,/3018

Apéndices

19.A Prova do Teorema 19.1. Existéncia e Unicidade

Abaixo faremos uso da notagao e de resultados do Capitulo 14, pagina 744.
A equagdo u” + a1 (x)u’ + ap(x)u = g(x) é equivalente & equagao de primeira ordem
Yi(z) = A(@)Y(z) + G(z)

onde

ya2(z) —ao(z)  —ai(x) g(x)
com as identificagoes u(z) = y1(z), v'(z) = y2(z).
A solugao é da forma

Y(2) = Dix, 20)Ya, + | Dl 9)Gl)dy
zo
onde Yy, = Y (o), x¢ arbitrério.
E facil ver daf que a solucao geral da equacio v’ + a1 (z)u’ + ao(x)u = g(z) ¢ da forma
u(z) = Arui(z) + Agua(z) + up(z) ,

onde A; e Ay sdo constantes, u; e uz s@o solugdes independentes da equagdo homogénea u” + a1 (2)u’ + ap(z)u =0 e u,
¢ uma solugao particular da equagao nao homogenea u” + a1 (z)u’ + ag(x)u = g(x).

Desejamos impor as condicoes de contorno

aju(a) + asu'(a) = ¢, (19.A.1)
Bru(b) + fau' () = 2, (19.A.2)
a solugao. Isso implica
a (Alul(a) + Asus(a) + up(a)) + as (Alu’l(a) + Asuly(a) + u;(a)) = o, (19.A.3)
B (Alul(b) + Asus(b) + up(b)) s (Alu’l(b) + Aguy(b) + u;(b)) = . (19.A.4)

Esse par de equacoes pode ser escrito em forma matricial como

aquy(a) + agu (a) aqug(a) + aguh(a) A v1 — arup(a) — ozgu;(a)
_ . (19.A.5)
ﬂlul(b) —+ /BQU/I (b) ﬂ1u2(b) + ﬂQU/Q (b) AQ Y2 — ﬁlup(b) — ﬁgu;(b)
E. 19.34 Ezercicio. Verifique. "

Essa tltima equagao (cujas incognitas sao A; e As) tem solucao tnica se e somente se

aqug(a) + aguf (a) aqug(a) + agub(a)

Brua (b) + Bouf (b) Bruz(b) + Baus(b)

for uma matriz inversivel, ou seja, se e somente se seu determinante for nao nulo. Isso completa a demonstracao. |
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19.B Prova da Proposicao 19.2
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Pelas hipéteses mencionadas, existem funcgoes u; e ug independentes entre si que sao solugoes de Lu = 0 e satisfazem

(19.25). Sejam ¢11, C12, €21, C22 definidas por

c11  C12 aquy(a) + gt (a) aquz(a) + agub(a) 0 -1
Co1  Co2 Brui (b) + Bauy (b) Bruz(b) + Baus(b) 10
| @u2(e) Fazuza)  —(earu(a) + azuy(a))
Bruz(b) + Baus(b) —(Brua(b) + Baui (b))
Note-se que, por (19.25),
11 C12 aqug(a) + aguf (a) aqug(a) + agub(a) 0 -1
det = det det # 0.
Co1  C22 Brui (b) + Bauy(b) Bruz(b) + Baus(b) L0

Sejam as fungoes v (x) e vo(x) definidas por

v1(x) _ c1 €12 (Ul(ﬂf)

va(x) Co1  Co2

Pela definigao,

pois Luy; = Lus = 0. Além disso,

vi(z) vy(z) C11  C12

va(w)  vy(x) C21 C22
€ como

et ui(x)  uy(x) Y

uz () uh(x)

pois u; e uz sdo independentes, segue de (19.B.6) que

vi(z) v(z)
det # 0,

va()  vy(x)

(19.B.6)

(19.B.7)

(19.B.8)
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para todo x € [a, b], provando que v; e v2 sdo também independentes. Tem-se de (19.B.7)

a1v1(z) + v (x) v1(z) vi(x) % €11 C12 up(z) uj(x) %
a1v2(x) + avh(x) va(z) vh(x) o Co1  C22 ug(z) uh(x) o
c11 Ci2 aru () + aguf ()
Co1  Co2 aruz () + aguy(z)
Logo,
aqvi(a) + agvi(a) 11 C12 aqug(a) + aguf(a) 11 C12 —C12 0
a1vz(a) + vy (a) ca1 ca2 | \ aquz(a) + azuh(a) C21 €22 ci1 C11C22 — C12C21
(19.B.9)
que afirma, em particular, que
ajvi(a) + agvi(a) = 0. (19.B.10)
Analogamente,
Broi(z) + Bavy(z) vi(z) vi(z) | [ A e ez | |wi(z) uwi(x) ] | A
Brvz(x) + Bavy(z) va(x) vy(z) ) \ B2 ca1 co2) \u2(z) uh(z) ) \Be
c11 €12 Brui(z) + Bouf ()
c21  C22 Brua(z) + Bausy(z)
Logo,
B1v1(b) + Pavi (D) C11  C12 Bruq (b) + Bau(b) C11  C12 —C22 —C11C22 + C12C21
Brv2(b) 4 Bav5(b) Co1  C22 Bruz(b) + Pausy(b) C21 €22 21 0
(19.B.11)
que afirma, em particular, que
B1va(b) + Bavh(b) = 0. (19.B.12)

As relagoes (19.B.10) e (19.B.12) sdo precisamente o que afirmamos em (19.31) e (19.32). Note-se que de (19.B.6),
de (19.B.9) e de (19.B.11) obtém-se também que ajvz(a) + azvh(a) # 0 e que Byv1(b) + B2v)(b) # 0. Isso conclui o que
queriamos provar sobre a existéncia e propriedades das fungoes v1 e vs. |

19.C Comentario Sobre o Determinante Wronskiano

Faremos aqui um comentdrio sobre a nogao de determinante Wronskiano introduzida no Capitulo 14, pdgina 14 (vide
pagina 753) e aquele apresentado na defini¢ao. (19.39). Abaixo faremos uso de notagéo e de resultados daquele capitulo.

A equagdo Lu = 0 pode ser escrita na forma u” + a1 (z)u’ + ag(x)u = 0 que, por sua vez, é equivalente & equagao de
primeira ordem
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onde

ya2(x) —ao(z) —ai(x)
com as identificagoes u(z) = y1(x), u'(x) = y2(x).
A solucao é da forma
Y(x) = D(m) mO)Y;L‘() )
onde Y;, = Y(x0), zo arbitririo.

Se Y7 e Y; sdo duas solugoes independentes da equacao homogénea Y'(z) = A(x)Y (z), o determinante Wronskiano
(segundo a defini¢ao usada no Capitulo 14, pagina 14 (vide pdgina 753)) é

det [[Yl (), Yg(x)ﬂ .

Como comentamos acima, Y7 e Ys sao da forma

onde u; e ug sao duas solucoes independentes de Lu = 0.

E claro entdo que

det [{Y1(x), Yg(m)ﬂ et ui () uz(z) et ui(x)  uy(z)

i (x)  uy(x) uz(x)  uy(x)

A 1ltima igualdade é apenas o fato de que o determinante de uma matriz ndo muda quando a transpomos.

Por outro lado, a relagao (19.B.7) nos diz que

vi(x) vi(x) ci1 €12 ur(z) ()
det = det det . (19.C.13)

va(x) vh(x) Co1  Co2 uz(z)  usp(z)

v1 () v;(x)> e det (ul(x) ) (z)

va(2) vh(z) s (2) u;(a;)) diferem apenas por um fator constante.

Como det (¢! ¢22) é nao nulo, isso diz que det (

Agora det (Z;Ei; ?8) é o determinante Wronskiano, introduzido em (19.39). Com isso, mostramos que o determinante
2

Wronskiano do Capitulo 14, pagina 744, difere apenas por um fator nao nulo constante daquele introduzido em (19.39).

19.D Demonstracao do Teorema 19.3

A demonstracao que se segue é parcialmente derivada da referéncia [242], mas as ideias empregadas ser encontradas
de forma generalizada na literatura da Anélise Funcional dedicada a estimativas de autovalores. Nesse sentido, essa
demonstragao pode ser de particular interesse ao estudante interessado em propriedades do espectro de operadores
diferenciais lineares, por representar um caso mais simples de resultados mais gerais obtidos com recursos, por vezes,
mais elaborados.

A expressao (19.83), péagina 1069, serd nosso ponto de partida para mostrar que os autovalores A sdo limitados
inferiormente, ou seja, que existe uma constante M € R tal que A > M.

As constantes v; e 72 encontradas em (19.83) sdo niimeros reais que podem ser positivos ou negativos. Vamos
considerar os quatro casos possiveis: 1. 11 >0e72 >0;2. 71 <0e >0;3. 71 >0e v <0;4. 71 <0e 2 <O0.
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Caso 1. 3 > 0e vy >0.

Nesse caso tem-se de (19.83) que
b b
)\/ u(z)?r(x) do > —/ u(z)?q(x) dr |

pois y1u(a)? + yu(b)? >0 e fb (u’(ac))Qp(x)dx > 0, pois p(z) > 0. Logo,

a

b b
/ u(z)? q(z) dx / u(z)? (—%) r(z) dx
A > e =Jo . (19.D.14)
/ w(z)?r(z) do / u(z)? r(x) do
Sejam agora
Q= max q(x), 1= max r(z), e Ry nin r(z)
Lembrando que r(x) > 0 para todo z € [a, b], teremos *383 > 77-(%)' Como consequéncia disso, vale
0 , se@=0,
q(x) Q
———= > B = - 19.D.15
T’(l‘) = R1 , Se Q <0 , ( )
—]% , se@>0.
E. 19.35 Ezercicio. Justifique cuidadosamente as desigualdades acima. "
Retornando a (19.D.14)
b
lu(z)|?Br(z) d
A > s = B,
|u()|?r(z) da
onde B estd definida em (19.D.15). Adotando M = B para esse caso, obtemos o que se queria provar.
Caso 2. 11 <0e vy >0.
Nesse caso tem-se de (19.83) que
b b )
)\/ u(x)?r(z) de > / ((u’(x)) p(x) —u(ac)Qq(x)) dz + y1u(a)? (19.D.16)

pois yau(b)? > 0.
No Apéndice 19.D.1, pagina 1092, demonstramos a seguinte desigualdade, vélida para todo x € [a, b] e todo € > 0:

b b
2
u@? < e [ (W) dy+e@ [t dy. (19.0.17)

a a
onde ) ) )

€0 = g (7ate)
R3 sendo definido como acima: Ry = II[linb]T(I).

x€E|a,

Tomando x = a, temos

b b
e = me [ (@) dy+né@ [ uwPrdy
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sendo que a desigualdade se inverteu pois vy, < 0, por hip6tese. Inserindo isso em (19.D.16), tem-se
b b b
A [Cu@ire) de = [0 400 (@) do+ [ (n€r(a) - o)) u(w)? d

Até agora nao fixamos o valor de e. Vamos agora escolhé-lo pequeno o suficiente de modo que
p(z) +me > 0,

para todo x € [a, b]. Isso é sempre possivel, pois, por hipdtese p(x) > 0 para todo x € [a, b]. Com essa escolha a integral
f: (p(x) + 71¢€) (u’(:ﬂ))2 dz é positiva e podemos escrever

A / v> | (@) — a(a)) u@)? de = / b (1660~ 23) uwr(o) .
Com o uso de (19.D.15) isso fica

b b
3 [Cu@Pre) de = (g +B) [ utara) de

o que implica
Az (mé(e) +B) .
Adotando-se M = (1£(€) + B) para esse caso, obtemos que querfamos provar.
Caso 3. y1 >0 ey <0.
Esse caso é totalmente andlogo ao caso 2, e nao precisa ser considerado em detalhe.
Caso 4. 11 <0 ey <0.

Esse caso é também andlogo ao caso 2, mas trataremos dos detalhes. De (19.83) temos
b
)\/ ) dz > / ((u'(ac))2p(x) - u(ac)Qq(x)> dx + y1u(a)® 4+ you(b)? . (19.D.18)

Usando novamente a desigualdade (19.D.17) para © = a e x = b, temos
b

b 2
Yu(a)® +y2u(b)® > (n +72)€/ (v'(y)" dy + (1 +72)§(6)/ u(y)*r(y) dy,

sendo que a desigualdade se inverteu pois 71 < 0 e 72 < 0, por hipétese. Inserindo isso em (19.D.16), tem-se
b b b

3 [Cu@ire) de = [0+ 0n 492 (@) ot [ (n 46O - o) ula) de
a a a

Até agora nao fixamos o valor de e. Vamos agora escolhé-lo pequeno o suficiente de modo que

p(x) + (11 +72)e > 0,
para todo x € [a, b]. Isso é sempre possivel, pois, por hipdtese p(x) > 0 para todo x € [a, b]. Com essa escolha a integral
b SN2 g s
[, (p(z) + (v +12)€) (W (2))” dx é positiva e podemos escrever

b b b T
A R T N (R O R M T | (wlw)s(e)%) () r(z) de .

r(z)
Com o uso de (19.D.15) isso fica

b b
A / w(@)r(z) dz > (1 +1)E() + B) / u(a)?r(z) dz
o que implica
A > ((’h +72)&(€) + B) :

Adotando-se M = ((71 +72)&(€) + B) para esse caso, isto é o que querfamos provar. Com isso, a demonstracido do
Teorema 19.3 esta completa. |
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19.D.1 Prova da Desigualdade (19.D.17)

Seja u uma fungao qualquer duas vezes diferencidvel definida em [a, b]. Sejam x € [a, b] e 2o € [a, b]. Tem-se
T , T
u(ef? = uw)? + [ (P) dy = u(eo?+2 [ o) dy .

o o

Portanto, tem-se, para quaisquer z, zo € [a, b,

u(z)? < u(w)? +2

[ wwuw) dy\ |

Zo

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

/zj u'(y)u(y) dy‘ < Uzj (' () dy} 1/2 Uzj u(y)® dy] v :

Consequentemente, juntando as duas ultimas desigualdades,

e < uleo+2 | [ ju<y>2 7 v [ e -

T

Como z e zp sdo elementos de [a, b] é também ébvio que

/x: u(y)*dy < /ablu(y)l2 dy e que /x (o' (y))* dy < /b (u'(y))* dy ,

o a

j& que ao passarmos de uma integral em [zo, x| a uma integral em [a, b] estamos em geral aumentando o intervalo de
integragao e, em ambos os casos, o integrando é positivo. Assim,

/abU(y)2 dy] " Vab (' () dy] " :

Para qualquer € > 0 isso pode ser reescrito como

, 1/2 X 1/2
%/a u(y)? dy] le/a (u'(y))2dy] . (19.D.19)

u(z)? < u(xe)? +2

u(:c)2 < u(xo)2 +2

2
Se A e B sdo dois niimeros positivos, é facil provar a partir de (\/Z — \/E) > 0, que 2v/AVB < A + B. Usando
isso em (19.D.19) com A = %f: u(y)?>dy e B = ef; (u'(y))2 dy, tem-se

b

b
u(z)? < u(xo)2+%/ u(y)? dy+e/ (u' () dy . (19.D.20)

a

Até aqui 2 era um ponto arbitrério do intervalo [a, b]. Vamos escolhé-lo agora de modo que zg seja o ponto onde
|u(z)| assume seu menor valor nesse intervalo: |u(zg)| = H[linb] |u(z)|. Um tal ponto xo sempre existe, pois |u(zx)| é
re(a

s

continua e [a, b] é um intervalo compacto (vide Teorema 33.16, pagina 1743). Com isso teremos, obviamente,

b
/ u(y)®dy > (b—a)u(zg)?,

ou seja,
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Inserindo isso em (19.D.20), ficamos com
b 2 1 1 b
u(@)® < 6/ (u'(y))” dy + (m + ;)/ u(y)?dy . (19.D.21)

Seja agora r uma fungdo continua qualquer definida em [a, b] com r(y) > 0 para todo y € [a, b]. Definindo-se como

r(y)

antes Ry = II[liIl ] r(y) teremos & > 1, para todo y € [a, b]. Inserindo isso na segunda integral de (19.D.21), aquela
y€Ela, b 2

expressao fica

we < e f )y (=+1) " uw)r() dy (19.0.22)

€

Isso é a desigualdade (19.D.17), que queriamos provar. |

19.E Uma Relacao Util

Seja F: R? — R diferenciavel. Considere-se a funcdo f : R — R definida por

flz) = /mF(I, t) dt .

para algum a € R, fixo. Afirmamos que vale

f(x) = F(a, :c)+/zg—i(:c, t) dt . (19.E.23)

Como essa relagao parece nao ser ébvia a alguns estudantes, apresentemos uma demonstragao formal.
Defina-se H : R?> — R por

H(z, y) = /yF(:c, t) dt .

Note que f(z) = H(z, x). E claro que

OH Y OF oH
G = [(rena e @) = P,

Para uma fungéo g : R — R também diferencidvel, considere-se a fungdo h : R — R dada por h(z) := H(:c, g(:c))
Teremos, pela regra da cadeia,

g(z)
W) = G (o gle)) + G0 (o a@)d' @) = [ Gt ) det Fo gl@)g'(a)

No caso em que g(z) = x temos h = f e a Utima relagao fica

F@ = [ S e R o).

como desejavamos estabelecer.



