Capitulo 30
A Medida de Lebesgue e a Medida de Hausdorft
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presente capitulo é dedicado a construgao da medida de Lebesgue e da medida de Hausdorff segundo os passos
delineados no Teorema de Carathéodory, Teorema 29.1, pagina 1564 e no Teorema 29.4, pagina 1573. A
medida de Lebesgue! em R é o nome dado & medida de comprimento usual de certos subconjuntos adequados
da reta real. O termo “adequado” é crucial aqui pois, como discutimos no inicio do Capitulo 29, nao é para qualquer
subconjunto de R que o conceito de comprimento esta definido. E, portanto, essencial determinar o-algebras para cujos
elementos a nogao de comprimento nao envolva paradoxos como os que encontramos quando tratamos do comprimento
do conjunto de Vitali (pdgina 1557). Fora isso, desejamos que essa medida de comprimento satisfaga certas condigoes
adicionais, a mais importante sendo a invaridncia por translagoes. Desejamos também que os intervalos (a, b), [a, b],
(a, b] e [a, b) sejam todos mensurdveis e com medida b — a.

Com intuito de atingir maior generalidade apresentaremos a construcao da medida de Lebesgue nos espagos R™.
Para construir a medida de Lebesgue em R™ seguiremos a estratégia sugerida pelo Teorema de Carathéodory (Teorema
29.1, pédgina 1564): vamos primeiro construir uma medida exterior sobre os subconjuntos de R™ que seja conveniente
aos nossos propositos. O Teorema de Carathéodory, entao, afirma que existe uma o-algebra My sobre a qual a medida
exterior é uma medida. Essa o-algebra é denominada o-dlgebra de Lebesgue e a medida correspondente é denominada
medida de Lebesgue.

Em seguida, na Secdo 30.2, pdgina 1589, apresentaremos a construcio das chamadas medidas de Hausdorff?, as quais
tém relevancia no estudo de conjuntos ditos fractais, os quais aparecem em diversas areas da Fisica e da Matemadtica,
notadamente na teoria dos Sistemas Dinamicos, por exemplo, na forma de atratores de solugoes de certas equagoes
diferenciais.

A Secao 30.3, pagina 1593, é dedicada ao estudo dos chamados conjuntos de Cantor, que exibem ilustrativamente
diversas propriedades de interesse.

30.1 A Construcao da Medida de Lebesgue em R"

Construiremos a medida de Lebesgue em R" seguindo o esquema descrito na Proposi¢ao 29.2 e no Teorema 29.4 da
Secgao 29.4, pagina 1572. Para tal devemos definir os seguintes ingredientes: 1. uma colegao de conjuntos R de R™; 2.
uma fungao positiva h definida em 2R e 3. para cada A C R™ uma cole¢do €p(A) de recobrimentos contdveis de A por
elementos de R, ingredientes estes que devem satisfazer as condigoes da Proposicao 29.2 e do Teorema 29.4.

Para R escolhemos a colegao de todos os n-cubos semiabertos limitados da forma R = [a1, b1) X -+ X [ay, b,) C R"
com —oo < ap < by < oo para todo k=1, ..., n. O conjunto vazio é também honorificamente (e convenientemente)

IHenri Léon Lebesgue (1875-1941).
2Felix Hausdorff (1868-1942).
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incluido em fR. A escolha de cubos semiabertos, e ndo abertos ou fechados, deve-se essencialmente a dois fatos: 1. com
eles torna-se mais facil demonstrar a invariancia por rotacoes da medida de Lebesgue; 2. com eles torna-se mais simples
provar que a medida de Lebesgue é uma medida métrica.

Por exemplo, para n = 1 cada 1-cubo R € R é um intervalo semiaberto limitado [a, b) com —oco < a < b < co. Para
n = 2 um 2-cubo R € R é um retangulo semiaberto limitado da forma [a1, b1) x [as, b2) C R2, de lados by — a;y e by — as,
respectivamente, com —oo < ap < by < 0o, k=1, 2.

Para cada n-cubo R da forma R = [a1, b1) X -+ X [an, bp) C R™ definimos
h(R) = (bl - al) e (bn - an) (301)
que corresponde ao n-volume do n-cubo R. Definimos também h(0) := 0.

Como na Segao 29.4, para cada A C R™ denotamos por € (A) a colecao de todos os recobrimentos de A por colegoes
contaveis de n-cubos semiabertos e limitados.

Com essas escolhas € relativamente facil constatar a validade das hipoteses do Teorema 29.4, pagina 1573. Em
particular, todo A C R™ possui um recobrimento por colegoes contaveis de n-cubos semiabertos e limitados. A Proposigao
29.2, pagina 1572, e o Teorema 29.4, pagina 1573, garantem que

7, (A) = inf{H(R), Reeﬁm(A)} - inf{ 3" h(R,), Re(’:m(A)} , (30.2)

Rn,€R
definida para todo A C R"™, é uma medida exterior em R", denominada medida exterior de Lebesgue de R™.

Devemos gastar algumas palavras sobre a interpretagao de (30.2). A cole¢do SR é uma colegao de cubos n-dimensionais
e, para um tal n-cubo R, a func¢do h(R) fornece o volume de R. Assim, H(R) fornece a soma de uma colegdo contavel
R de n-cubos e Ti(A) é o menor valor possivel (o infimo) de H(R) dentre todas as cole¢oes contdveis de n-cubos que
recobrem A.

Com isso em maos, temos agora permissao para evocar o Teorema de Carathéodory (Teorema 29.1, pdgina 1564), e
afirmar que a colegao Mg formada por todos os subconjuntos A de R™ que tenham a propriedade

i(E) = np(ENA)+an(EnA°), VECR",

é uma o-algebra e que fip € uma medida em My, que denotaremos por pr,. A medida i, assim definida é chamada de
medida de Lebesgue de R™ e My é chamada de o-dlgebra de Lebesgue de R"™. Os elementos de My sao chamados de
conjuntos mensurdveis por Lebesgue de R™.

Antes de mostrarmos que a colecao Myz é de fato nao trivial (um fato que nao é ébvio até aqui), o que faremos na
Secao 30.1.1, vamos exibir duas propriedades basicas da medida de Lebesgue: invariancia por translagoes e regularidade.

e Invariancia de p; por translagoes

A medida e Lebesgue de R™ satisfaz um requerimento béasico associado a nogao usual de volume de conjuntos:
invariancia por translagdes. Mais precisamente, tem-se que para todo A € R™", A € M, e todo x € R™ o conjunto
transladado A, :={y € R", y —x € A} é também elemento de M, e tem-se pur(Az) = pr(A). A demonstragio desses
fatos é simples e é deixada como exercicio ao estudante.

E. 30.1 Ezercicio. Prove que para todo A € M,, e todo z € R" tem-se A, € M, e que ur(As:) = pr(A). Sugestdo: Prove
primeiro que para todo £ C R" e todo € R" tem-se iz (E,) = nr(E). Para isso, use a definicdo (30.2) e o fato evidente que para a
funcio h definida em (30.1) vale

h([a1 + 21, bn+21) X -+ X [an + Tn, bn +mn)) = h([al, bn) X + -+ X [an, bn)) .

Em seguida, use esse fato para mostrar que se A é mensurdvel por Lebesgue entdo A, também o é (para qualquer z € R"™), ou seja,
mostre que se iz (E) = pr(E N A) + ar (E N A°) para todo E C R™ entdo iz (E) = (F N Az) +ar(E N AS) para todo E C R™.
Conclua dos fatos acima que pr(Ay) = pr(A) para todo A € M, e todo z € R". "

A invariancia da medida de Lebesgue por translagoes tem a seguinte consequéncia, que sera evocada adiante:

Proposicao 30.1 Seja A C [0, 1] um conjunto com medida de Lebesgue positiva: 0 < pr(A) < /LL([O, 1]) = 1. Entao,
existem subconjuntos nao mensurdveis por Lebesgue em A. O
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Prova. Seguimos um argumento similar ao empregado na construcao do conjunto de Vitali, discutido & pagina 1557 da
Secao 29.1.

Consideramos em A a relagao de equivaléncia z ~ y < y — x € Q e evocamos o Axioma da Escolha (vide pagina 72
da Secdo 1.1.2.6) para construir um novo conjunto V' C A tomando um, e somente um, representante de cada classe de
equivaléncia. Seja V. := V + r, o transladado de V por r € Q. Afirmamos que V,. NV, = () sempre que 7 # s, ambos
racionais. De fato, se existir u € V. NV terfamos u =v+reu =0 +s e parav, v' € V. Logo,v—v' =s—1r € Q,
o que implica v ~ v’. Mas isso sé é possivel se v = v’ pois, ao construirmos V', tomamos um e somente um elemento
de cada classe de equivaléncia de A, o que significa dizer que elementos distintos de V' nao podem ser equivalentes. Por
outro lado, se v = v" a relacao v — v’ = s — r diz que s = r, o que contraria as hipéteses. Logo V, NVy; =0 ser, s € Q
com r # s.

Disso segue que

Ac v cl1,12, (30.3)
reQ1
onde Q; := [-1, 1] N Q. A inclusdo U V. C [-1, 2] é ébvia pois V é um subconjunto do intervalo [0, 1] e, ao

reQ
transladarmos V' por um niimero r do conjunto Q; podemos no maximo cair dentro de [—1, 2].

A inclusao A C U V, pode ser vista da seguinte forma. Se x € A, entao x pertence a uma classe de equivaléncia

reQ
V. Seja v o elemento de V que foi escolhido para comparecer em V' como o representante de V. Como z e v sdo membros

da mesma classe de equivaléncia, entdo x — v é um racional: s. Como z e v sdo elementos de A, entao sua diferenga deve
ser um elemento de [—1, 1]. Assim, vemos que s € Q1. Logo, z € Vi com s € Q;. Como isso vale para todo x € A, segue

que A C U V.. como queriamos mostrar.

reQ
Segue de (30.3) que pr(A) < Z pr(Ve) < pr([—1, 2]), ou seja,
reQq
pr(A) < Z pe(V) < 3, (30.4)
reQ

sendo o que acima usamos que pur(V;) = prn(V), pela invaridncia translacional de pr. Ora, as desigualdades em (30.4)
sao absurdas caso pr(V) exista: se pur(V) = 0 a primeira desigualdade é falsa (pois supostamente py(A4) > 0) e se
(V) >0, a segunda desigualdade é absurda. Logo, V' néo pode ser mensurdvel por Lebesgue.

Vale notar que a conclusao s6 foi possivel pois supusemos pr,(A) > 0, pois se tivéssemos ur(A) = 0, valeria, em lugar
de (30.4),0 < Z (V) =3, o que é compativel com ur (V) =0, e ndo terfamos um absurdo.
reQ

e Regularidade de puy,

A medida py, possui as seguintes propriedades. Para todo B € M, vale

pr(B) = sup{pr(C), C compacto com C C B} (regularidade interior) , (30.5)

pr(B) = inf{ur(A4), A abertocom A D> B} (regularidade exterior) . (30.6)

Aqui, a topologia considerada é a topologia usual de R", Tg». Nao apresentaremos as demonstragoes aqui e o leitor
podera encontré-las nos bons livros sobre teoria da medida (por exemplo, em [453] ou em [454]). Mencionamos que as
propriedades de regularidade acima sao importantes em varios desenvolvimentos.

Uma questao muito importante agora ¢é saber se Mgz nao é uma o-édlgebra trivial e se certos conjuntos “razodveis”,
tais como intervalos abertos, fechados e semiabertos, sdo mensuraveis por Lebesgue. A resposta a esta questao é dada
na préxima sec¢ao, onde discutiremos a relacao entre a o-algebra de Lebesgue em R"™ e a o-algebra de Borel.
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30.1.1 A o-algebra de Borel em R" e a Medida de Borel-Lebesgue

Até o momento nada indica que a o-dlgebra de Lebesgue construida acima contenha elementos nao triviais, mas prova-
remos agora que todo conjunto Boreliano de R™ é mensuravel por Lebesgue.

A chamada o-dlgebra de Borel> em R™ é, por definicdo, a menor o-algebra que contém a topologia usual de R™, Tg=,
induzida pela métrica Euclidiana de R™. Ou seja, é a o-dlgebra M[rg~] gerada pela topologia Tg=. Vide definigdo &
pégina 1538.

A afirmacdo que todo conjunto Boreliano de R™ é mensuravel por Lebesgue é uma consequéncia, via Teorema 29.3,
péagina 1571, do fato de que a medida exterior de Lebesgue é uma medida métrica.

Proposicao 30.2 A medida exterior de Lebesgue em R™, definida em (30.2), é uma medida exterior métrica (para a
defini¢ao, Secao 29.3.1, pdgina 1569). O

Prova. Observemos primeiramente que cada n-cubo semiaberto como R = [ay, b1) X -+ X [an, by) C R™ com —o0 <
ar < b < oo para todo k =1, ..., n, pode ser ser escrito como uma uniao finita de n-cubos semiabertos menores
disjuntos. Por exemplo, em n = 1 podemos escrever [a, b) = [a, ¢) U ¢, b) com a < ¢ < b. O didmetro desses
n-cubos semiabertos menores disjuntos também pode ser escolhido arbitrariamente pequeno. Por exemplo, em n = 1
podemos escrever um intervalo do tipo [a, b) com a < b na forma [a, b) = [a, ¢1) U [c1, ¢c2) U -+ U [¢m-1, b) com
a=cyp<cy << Cmo1 < ¢y =bdaforma

h—
ck:a+< a)kz, k=0,...,m,
m

e, para qualquer 6 > 0 podemos fazer |cx — cxy1| = (b — a)/m < § para todo k = 0, ..., m, tomando m grande o
suficiente (a saber, m > (b —a)/d). Com isso, é facil perceber que a definigdo (30.2) equivale a

7, (A) = ggfoinf{H(R), Reetms(A)} - g{)inf{ 3" h(Ry), Reetms(A)} , (30.7)
R,ER

para todo A C R™, onde os elementos de $Rs sao n-cubos semiabertos de didmetro menor ou igual a §.

Suponhamos agora que A e B C R"™ sejam tais d(A, B) = ¢ > 0. Se R é um recobrimento de A U B por n-cubos
semiabertos de didmetro menor ou igual a ¢ e § for escolhido menor que €, entdo é possivel afirmar que R é a uniao de
trés conjuntos disjuntos: R4, Rp e Ry, sendo R4 um recobrimento de A que nao intersecta B, Rp um recobrimento de
B que nao intersecta A e Ry que nao intersecta A nem B. Se assim nao fosse, existiria um n-cubo em R intersectando
A e B, o que s6 é possivel se seu diametro fosse maior que e.

Notemos que R4 € €x,(A), que Rp € Cx,(B) e que, importante, Ry pode ser vazio. Tem-se, portanto,
S h(Ry) = > h(Ra)+ > h(Ra)+ Y h(R,)
R,eR Rp,€RA R,€RB RnE€Ro

devido a disjungao dos conjuntos e R4, Rp e Ry. Logo,

ST h(Ra) = > bR+ Y h(Ra).

R, eR Rp,€RA R,ERB

Logo, ao tomarmos o infimo sobre Cx, (AU B) em (30.7) podemos nos restringir a conjuntos R da forma R4 URp como
descritos acima (com Ry vazio). Disso segue que

T (AUB) = inf mf{ > h(Ry), Re@ms(A)} +§1;1§)inf{ > h(Ry), Reeﬁmd_(B)} = T (A) + 7L (B),

6>0
R,ER R,€R

completando a prova que fi; é uma medida exterior métrica. |

Segue imediatamente do Teorema 29.3, pagina 1571, a seguinte afirmagao:

3Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956).
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Teorema 30.1 A o-dlgebra de Borel de R™, denotada por M|mgn~] que, por defini¢ao, é a menor o-dlgebra que contém
a topologia usual Tgn de R™ (a topologia induzida pela métrica Euclidiana de R™) € um subconjunto da o-dlgebra de
Lebesgue My, :

Mrrn] C My, - (30.8)

a

e A cardinalidade de M[7g] e de Mg

Um fato importante, mas que ndo provaremos com todos os detalhes aqui, é que a o-dlgebra de Borel M[rg~] é um
subconjunto préprio* de Mgz, ou seja, que hd conjuntos que sao mensurdveis de Lebesgue mas que nao sao elementos
da o-algebra de Borel. Exemplos nao sao simples de exibir, mas alguns deles serao apresentados na Segao 30.4, pagina
1602. Historicamente, a relagdo entre M[rr=] e My foi estudada em 1916 por Hausdorff’, que provou também que a
cardinalidade® de M[rgr»] é a de R, enquanto que a de Mgz € maior, sendo a de R® (o conjunto de todas as funcdes de

R em R).

Para discutirmos o fato de que a o-algebra de Borel M[rg»] é um subconjunto préprio de Mg facamos primeiro
notar o seguinte resultado (que, ademais, tem importancia por si s6) e que é um mero coroldrio do Teorema 29.2, pdgina
1568:

Proposigao 30.3 A medida de Lebesque py, em R™ é completa. Ou seja, se A C R™ € um conjunto mensurdvel por
Lebesgue e pp(A) = 0, entao todo B C A € também mensurdvel de Lebesgue (um fato ndo trivial!) e vale pp,(B) =0. O

Como veremos quando discutirmos o chamado conjunto de Cantor (Se¢ao 30.3, pagina 1593), ha conjuntos na o-
algebra de Lebesgue que sao nao contaveis, tém a cardinalidade de R e tém medida de Lebesgue nula. Como vimos,
todos os subconjuntos de tais conjuntos sao também mensuraveis e, portanto, a colegao de todos esses subconjuntos tem
a cardinalidade de P(R) (que é maior que a de R). Entretanto, sabe-se (por um teorema de Hausdorff) que M[rg] tem
a cardinalidade de R e portanto M[rgr] deve ser um subconjunto préprio de Mg

¢ A medida de Borel-Lebesgue

Dada a relagao (30.8) podemos considerar a restrigdo da medida de Lebesgue & o-dlgebra de Borel M[rg=]. Essa
restricado da medida de Lebesgue é denominada medida de Borel-Lebesgue. E importante notar que a maioria dos
resultados importantes da Anaélise, especialmente da teoria de integracdo, pode ser obtida considerando-se apenas a
medida de Borel-Lebesgue e muitos autores tratam-na preferencialmente & medida de Lebesgue. A medida de Borel-
Lebesgue nao é completa.

e Conjuntos contaveis de R" tém medida de Lebesgue nula

E bastante facil de ver, pela definicio, que se a € R" entdo pr({a}) = 0, ou seja, a medida de Lebesgue de um
conjunto constituido por apenas um ponto é nula. Pela aditividade da medida, é evidente dai também que a medida
de Lebesgue de qualquer subconjunto finito de R é igualmente nula, pois se {a1, ..., @y} C R™ é um conjunto com m
elementos distintos, tem-se

ML({ah ceey am}) = ML({CH}U U{am}> = HL({CH}) +"'+HL({GW}) =0,

pois pur ({ar}) =0, Vk € {1, ..., m}.
Da mesma forma, pela aditividade contavel (relagdo (29.2), pdgina 1559), verifica-se que a medida de Lebesgue de

qualquer subconjunto contdvel da reta é nula. De fato, se {ar € R"| k € N} C R™ é contdvel, com todos os ay’s distintos,
tem-se

,uL({akE]R"“cE]N}> = HL(U{ak}> = ZML({ak}) =0,

keN keN

4 Aos estudantes: um conjunto A é dito ser um subconjunto préprio de um conjunto B se A C B mas A # B.
5Felix Hausdorff. “Die Mé#chtigkeit der Borelschen Mengen”. Math. Ann. 77: 430-437 (1916).
6 A definigio de cardinalidade de conjuntos e alguns fatos basicos sobre a mesma so introduzidos na Segio 1.1.3, pagina 85.
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também pois pr, ({ak}) =0, Vk € IN. Assim, concluimos, por exemplo, que o conjunto @ dos nimeros racionais e o
conjunto Ay dos nimeros algébricos sao conjuntos de medida de Lebesgue nula em R.

Recordando a nogao de propriedade vélida quase em toda a parte, introduzida a pagina 1562, podemos afirmar que em
relacao a medida de Lebesgue, quase todo nimero real é irracional, ou que todo ntimero real é irracional ur-g.t.p., pois
s6 nao sao irracionais os nimeros racionais, que formam um conjunto de medida de Lebesgue nula. Analogamente, em
relacao a medida de Lebesgue, quase todo niimero é transcendente, ou seja, todo niimero real é transcendente pz-q.t.p.

Um ponto que nao pode deixar mencionado é que hd também subconjuntos nao enumeraveis de R que também tém
medida de Lebesgue nula. Veremos exemplos quando tratarmos dos chamados conjuntos de Cantor na Segao 30.3, pagina
1593.

30.2 As Medidas de Hausdorff

Esta secao é dedicada a construgao das chamadas medidas de Hausdorff. Vamos introduzi-las no contexto geral de espacos
métricos e, posteriormente, trataremos do caso dos espagos R™ com a métrica usual. A importante no¢ao de dimensao
Hausdorff de um conjunto Boreliano serd discutida com algum detalhe. A referéncia matemaética mais abrangente para
tais assuntos é [160]. Vide também [219].

Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d e seja 74 a topologia induzida em M por essa métrica.

Definimos o didmetro 9(E) de um conjunto F C M na métrica d por

2(E) = sup{d(z, y), z, y € B},
que claramente representa a maxima distancia possivel entre pontos de F, segundo d.

A chamada medida de Hausdorff de dimensdo s > 0 em M é definida, analogamente & medida de Lebesgue de R",
pela prescrigao do Teorema 29.4, pagina 1573, mas usando também a Proposicao 29.1, pagina 1563.

No que segue assumiremos que o espago métrico (M, d) possui a seguinte propriedade:

P. Para todo § > 0 vale que todo A C M possui ao menos um recobrimento por cole¢oes contdveis de conjuntos com
didmetro menor ou igual a d.

O exemplo mais importante que teremos em mente e que satisfaz a propriedade P é R™ com a métrica usual.

Para 6 > 0 e s > 0 fixos vamos definir os seguintes ingredientes: 1. uma colecdo de conjuntos Rs de M; 2. uma
fungao positiva hs definida em s e 3. para cada A C M uma colegdo €y, (A) de recobrimentos contdveis de A por
elementos de Ry, ingredientes estes que devem satisfazer as condigoes da Proposicao 29.2 e do Teorema 29.4.

Para Rs escolhemos a colegao de todos os subconjuntos de M com didmetro menor ou igual a §:
Ry = {RcM: AR) < 5}.
O conjunto vazio é também honorificamente (e convenientemente) incluido em 5. Para cada R € R;
hs(R) := ?(R)® (30.9)

Definimos também h4() := 0. Como na Segao 29.4, para cada A C M denotamos por €g,(A) a colegao de todos os
recobrimentos de A por colecbes contaveis de subconjuntos de M com didmetro menor ou igual a d.

Com nossas escolhas é relativamente facil constatar a validade das hipéteses do Teorema 29.4, pagina 1573, e, em
particular, a propriedade P garante que todo A C M possui um recobrimento por colegoes contéveis de conjuntos com
didmetro menor ou igual a §. A Proposicao 29.2, pagina 1572, e o Teorema 29.4, pagina 1573, garantem que

e (4) = inf{Hs(fR), R € Cy, (A)} - inf{ Y ho(Ra), R e Cx, (A)} : (30.10)
R,eR
definida para todo A C M, é uma medida exterior em M. Pela Proposicao 29.1, pdgina 1563,
i (4) = supTy’(4) = supinf {H,(R), R € Cn,(4)} = supinf{ S hy(Ra), RECxy(4)p,  (3011)
6>0 6>0 6>0 R,eR
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definida para todo A C M, é também uma medida exterior em M, denominada medida exterior de Hausdorff de dimensao
S.

Nota. Segundo [160], se escolhermos Mg como a colecdo de todos os subconjuntos 74-abertos ou 74-fechados de M com didmetro menor ou
igual a § obtemos as mesmas medidas exteriores de Hausdorff que construimos acima com nossa escolha mais geral. Essa referéncia menciona

também um teorema, demonstrado por Besicovitch?, que afirma que uma classe de medidas exteriores diferentes das de Hausdorff é obtida se
escolhermos s como sendo formado por bolas abertas de raio 6 em M. Vide referéncias citadas em [160]. L)

e Algumas propriedades das medidas exteriores de Hausdorff

A proposicao que segue fornece uma definicao alternativa 1til da medida exterior de Hausdorff de dimensao s > 0.

Proposig¢ao 30.4 Para cada s > 0 ¢ todo A C M wvale que ﬁ‘;}’s(A) > ﬁ‘;}’s(A) sempre que 0 < 61 < d2. Logo, para
todo A C M,

iy (A) = %ii%ﬁi’,s(/l) = %iminf{Hs(fR), fREQ:mO.(A)} = hminf{ Z hs(Rp), fRGQfmJ(A)} . (30.12)

—0 6—0
R,ER

Prova. Se §1 < d2 entao R, C Rs,, pois todo conjunto de didmetro menor ou igual a §; tem, evidentemente, diametro
menor ou igual a d;. Logo, para todo A C M tem-se €y, (A) C &y, (A) e, portanto, inf {HS(R), R € Cy,, (A)} >

inf {Hs (R), R € Ty, (A)}, estabelecendo que 733 *(A) > 1192 *(A). As demais afirmacoes sdo imediatas. |

Antes de explorarmos as consequéncias da Proposigdo 30.4, provemos o seguinte resultado, que serda importante
quando discutirmos a nocao de dimensao Hausdorff de um conjunto.

Proposicao 30.5 Para todo § > 0 e para cada E C M a fungao [0, 00) 3 s+ 6% ﬁ‘;f(E) € uma func¢ao decrescente,
ou seja, vale
—s —0,8 —t —0,
0 R (E) > 07" iy (B) (30.13)

sempre que 0 < s < t. O

Prova. Por defini¢do, todo conjunto R € Rs tem diametro menor ou igual a § e, evidentemente, 0 < @ < 1. Portanto,
para cada R € Ry a funcao de r definida para r > 0 por

0, 00) 3 7 — 0 "h.(R) = (@)T

¢ decrescente, ou seja, 6 *hs(R) > 6~ thy(R) sempre que 0 < s < t. A Proposigao 30.5 segue imediatamente, entao, da
defini¢ao (30.10). |

A consequéncia mais importante da Proposicao 30.4 é a seguinte afirmagao:

Proposicao 30.6 Para cada s > 0, a medida exterior de Hausdorff de dimensao s definida em (30.11) ou (30.12) €
uma medida exterior métrica (para a definicao, Se¢dao 29.3.1, pagina 1569). O

Prova. Suponhamos que A e B C M sejam tais que d(A4, B) =€ > 0. Se R é um recobrimento de AU B por conjuntos
de diametro menor ou igual a ¢ e esse § for escolhido menor que €, entao é possivel afirmar que R é a uniao de trés
conjuntos disjuntos: R4, Rp e Ry, sendo R4 um recobrimento de A que nao intersecta B, Rp um recobrimento de B
que nao intersecta A e Ry que ndo intersecta A nem B. Se assim nao fosse, existiria um aberto em R intersectando A e
B, o que s6 é possivel se seu diametro fosse maior que €.

7Abram Samoilovitch Besicovitch (1891-1970). Besicovitch foi um dos nomes que mais contribuiu & teoria matemética dos conjuntos
fractais.
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Notemos que R4 € €x,(A), que Rp € Cx,(B) e que, importante, Ry pode ser vazio. Tem-se, portanto,

R, eR Rp,€RA R,ERB R, €Rp

devido & disjuncao dos conjuntos e R4, Rp e Ry. Logo,

Do hs(Ra) = D7 ha(Ra)+ Y ha(Ra)

RpER RpERA R,E€ERB

Assim, para todo § com 0 < § < €, ao tomar o {nfimo sobre Cg, (A U B) em (30.10) podemos nos restringir a conjuntos
R da forma R4 U Rp como descritos acima (com Ry vazio). Disso segue que

S (AUB) = inf{Hs(R), Reeﬁmé(A)}—an{Hs(R), Reeﬁmé(B)} = T (A) + T (B) .
Logo, ao tomarmos o limite 6 — 0 como em (30.12), teremos
T(AUB) = m@y°(AUB) = lim %% (A) 4+ lim 7%, (B) = T3 (A) + 5 (B) .
Ap(AUB) = lm i (AUB) = lim g™ (A) + lim @y (B) = my(A) + 1y (B)

e, portanto, fif; ¢ uma medida exterior métrica. |

e A medida de Hausdorff de dimensao s > 0

De posse da construcao e dos fatos acima descritos e evocando o Teorema de Carathéodory, Teorema 29.1, pagina
1564, o Teorema 29.3, pagina 1571, e o Teorema 29.2, pagina 1568, chegamos as conclusoes expressas no seguinte teorema:

Teorema 30.2 (A Medida de Hausdorff de Dimensao s > 0) Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica
d e seja para cada s > 0 a medida exterior T3y definida em M por (30.12) ou, equivalentemente, por (30.11). Seja
Mys, a o-dlgebra formada por todos os conjuntos A C M mensurdveis sequndo Carathéodory, ou seja, que satisfazem
iy (E) =ny(ENA) +uy(ENAS) para todo E C M. A restricio de [iy; a Mg:, define uma medida, denotada por i,
denominada medida de Hausdorff de dimensao s. Fssa medida € completa e todo conjunto Boreliano de M segqundo 74 €
mensurdvel, ou seja M[rq] C Mgs para todo s > 0. O

e A dimensao Hausdorff de um conjunto Boreliano

A medida p$; restrita a M[rq] é denominada medida de Borel-Hausdorff. Note-se que M[74] ndo depende de s e,
portanto, podemos nos perguntar como varia com s a medida de um conjunto Boreliano fixo. A proposi¢ao que segue é
fundamental para isso.

Proposicao 30.7 Seja E € M[r4]. Entao, valem as seguintes afirmagoes:

1. p3(E) > p3(E) sempre que 0 < 51 < 59 < 00.

2. Se 0 < ply(E) < oo para algum t > 0, entdo 3 (E) = oo para todo s com 0 < s < t. Se 0 < u;(E) < oo para
algum t > 0, entdo pY;(E) = 0 para todo u > t. O

Prova. Por defini¢do, todo conjunto R € M5 tem didmetro menor ou igual a §. Logo, se 0 < § < 1 teremos 0 <d(R) < 1
para todo R € 5. Consequentemente, para § fixo e 0 < § < 1 e para cada R € Rs, a funcdo de s definida para s > 0
por

[0, ) 2 s — hs(R) = (d(R))®

é decrescente, ou seja, hs, (R) > hs,(R) sempre que 0 < s; < s9. Logo, pela defini¢ao (30.10), teremos para 0 < § < 1 e
0 < s1 < sy que Ty (E) > 1152 (E) para todo E C M. Pela defini¢io (30.12) tem-se 7% (E) = }iH(l) 15 (E) para todo
—

s > 0 e, portanto, segue que p7;(E) > uj3 (E) sempre que 0 < 51 < s < 00 j& que J é feito menor que 1 no processo de
limite § — 0.
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Pela Proposigao 30.5, pagina 1590, sabemos que para todo § > 0 vale
i (B) > o (7 (B)) (30.14)

sempre que 0 < s < t. Logo, se para t > 0 valer que u(E) := %ir%ﬁi’,t(E) é finito e nao nulo, teremos por (30.14) que
—
wy(E) = ;irr%)ﬂ‘sh’,s(E) = 00, para todo s com 0 < s < t.
—

A mesma (30.14) diz (trocando t — u, s — t) que
i (E) < 0 (' (B))

sempre que 0 < t < u. Logo, se iy (E) := }iﬁ(l) ﬂi’,t(E) < oo teremos pf(E) == }in(l)ﬁ‘;’,u(E) = 0 sempre que u > t. |
— —

A Proposigao 30.7 afirma que para cada E Boreliano pode haver um tnico nimero dimg (E) com 0 < dimpg (F) < 0o
tal que

oo, sel<s<dimy(E)
py(E) =
0, sedimy(E)<s<oo

ecom 0 < u%;(F) < oo para s = dimy (E). O nimero dimy(E) é denominado dimensio Hausdorff do conjunto Boreliano
L.

A seguinte proposicao é util:

Proposicao 30.8 Se Ey e FEy sdo conjuntos Borelianos e E1 C Es, entdo dimy (E1) < dimg (E2). O

Prova. Como pf; é uma medida em M[ry4] para todo s > 0, vale u$; (E1) < p3;(E2). Logo, se u3;(E2) = 0 para algum s
segue que pu3;(F1) = 0 para o mesmo s. Assim, a dimenséo de Hausdorff de F5 ndo pode ser inferior & de Fj. |

Note-se que, com a generalidade da discussao acima, podemos ter dimy(F) = oo para um dado Boreliano E. No
caso em que M = R" com a métrica Euclidiana usual, pode-se provar, porém, que dimy(F) < n para todo Boreliano
E C R". Isso é discutido no que segue.

e A dimensao Hausdorff em R”

Proposicao 30.9 Seja M = R"™ com a métrica usual. Seja K C R™ um cubo compacto. Entdo, p(K) < oco. Segue
disso que dimp (K) < n, que dimpg(R™) <n e que dimg(FE) < n para todo E C R™ Boreliano. O

Prova. K é Boreliano, por ser fechado. Tomando m € IN, podemos escrever K como uma uniao de m™ cubos fechados

menores iguais, cada um de arestas 1/m. O didmetro de cada um desses cubos fechados menores é -L/n (justifique!).

1 n _ ,,n/2 n/2 ; 7
—\/n)" =n /2. Como n™/? independe de m, concluimos

Logo, se > %\/ﬁ teremos pela definigdo que ﬁ‘sh’,"(K) <m"(
que ﬁi’,n(K) < n™?2 paratodo § > 0 e, portanto, u% (K) < n™/2, provando que u%; (K) < oo. Disso segue pela Proposigao
30.7 que p%;(K) = 0 para todo s > n, provando que dimy(K) < n. Como R™ é a soma contavel de cubos fechados
limitados (compactos), segue também que pf, (R™) = 0 para todo s > n e, portanto, que dimy(R™) < n. Da Proposicao

30.8, segue disso que dimy(E) < n para todo F C R™ Boreliano. |

A conclusao é que todo conjunto Boreliano de R™ tem uma dimensao Hausdorff finita e menor ou igual a n. A dimensao
Hausdorff pode assumir valores nao inteiros. Discutiremos a pagina 1596 que a dimensao Hausdorff do chamado conjunto
de Cantor ternério, que introduziremos e estudaremos em detalhe na Secdo 30.3, pagina 1593, vale 12 Vide também

In3"
Exercicios E. 30.11, pagina 1610 e E. 30.12, pagina 1610.
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30.3 Conjuntos de Cantor

Dentre os subconjuntos mais interessantes e curiosos da reta real encontram-se os chamados conjuntos de Cantor®. De
forma geral, um conjunto que em uma topologia métrica seja 1) totalmente desconexo, 2) compacto e 3) perfeito, é dito
ser um conjunto de Cantor. Para essas defini¢oes vide Secao 33.1, pagina 1698, e para a nocao de compacidade, vide
Secao 33.3, pagina 1724. Vide também péagina 1702.

H4 véarios exemplos de conjuntos ditos de Cantor e iremos aqui apresentar alguns deles, comegando pelo mais simples
e tradicional, o chamado conjunto de Cantor terndrio, Cy3, o qual serd primeiramente definido de maneira informal.
Em seguida, trataremos de modo mais preciso do mesmo e também de generalizagoes. Na Secao 30.4.1, pagina 1603,
apresentaremos um objeto relacionado: a chamada funcao de Cantor.

30.3.1 O Conjunto de Cantor Ternario

O conjunto de Cantor terndrio /3 ¢ informalmente definido da seguinte forma. Comegamos com o conjunto fechado
To = [0, 1] do qual subtraimos o conjunto aberto (1/3, 2/3) que consiste no conjunto aberto de largura 1/3 da largura
de Ty situado bem no meio de Ty. O que se obtemos ¢é o conjunto fechado 77 = [0, 1/3] U [2/3, 1], formado pela
uniao de dois intervalos fechados disjuntos. Em seguida, subtraimos de cada um desses intervalos fechados os conjuntos
abertos situados no meio de ambos e cuja largura é 1/3 da largura de cada um desses intervalos. Esses abertos serao
(1/9, 2/9) para o intervalo [0, 1/3] e (7/9, 8/9) para o intervalo [2/3, 1]. O que resulta disso é o conjunto fechado
T, = [0, 1/9]U[2/9, 1/3]U[2/3, 7/9] U [8/9, 1]. O passo seguinte repete os anteriores: subtraimos de cada um desses
intervalos fechados os conjuntos abertos situados no meio de ambos e cuja largura é 1/3 da largura de cada um desses
intervalos.

O processo ¢é ilustrado na Figura 30.1. A linha de cima ilustra os intervalos abertos que vao sendo sucessivamente
subtraidos do intervalo fechado Ty = [0, 1] e a linha de baixo os vdrios intervalos fechados que resultam dessa subtragéo.
O primeiro conjunto aberto subtraido é (1/3, 2/3), indicado por 1 na figura. O segundo conjunto aberto subtraido é
(1/9, 2/9)U(7/9, 8/9), indicado por 2 na figura, e assim por diante.

| var 2z w2 sizr 19127 20027 25/27 26027 |
o ( YooY ¢ N2 N4 AR -
| )= Y2 w B v B VA e | >
119 29 13 23 719 819
0 1
0 3 23 1
T L | L 1 -
1 L 1 L 1 o
0 119 29 3 23 719 819 1
T 1 [ 1 [ 1 L 1 -
2 ) 1 L 1 y 1 T 1 >
0 127 27 V9 29 727 g2 13 23 19127 20127 719 819 2527 26027 1

L A s N e S S SN s S s E——

Figura 30.1: As trés primeiras etapas da construgao do conjunto de Cantor terndrio C1 3.

O conjunto de Cantor (/3 é o conjunto que resulta desse processo ap6s infinitos passos. (/3 nao é vazio, pois os
pontos situados nas bordas dos intervalos fechados que vao sendo sucessivamente produzidos sobrevivem ao processo de
subtragdo. Isso se vé na Figura 30.1, pois os conjunto {0, 1}, que forma a borda de Tj, surge novamente em T3, T5,

8Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).
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T; etc., assim como o conjunto {0, 1/3, 2/3, 1}, que forma a borda de T3, surge novamente em T5, T5 etc., e como o
conjunto {0, 1/9, 2/9, 1/3, 2/3, 7/9, 8/9, 1}, que forma a borda de T3, surge novamente em T3 etc. C} /3 é um conjunto
fechado por ser o complemento em [0, 1] de uma unido de abertos (aqueles que vao sendo sucessivamente subtraidos).
Outra forma de ver isso é notar que T3 D Ty D 13 D Ty D ---, ou seja, T,, C T;, para todos m > n, o que nos leva a
concluir que

Cis = () Tn- (30.15)

n=0

Como se sabe, uma interseccao de fechados é também um fechado.

Um aspecto um tanto surpreendente sobre C'; /3 ¢ que seu interior é vazio, ou seja, C1/3 nao contém nenhum aberto.
Isso segue do fato que intervalos fechados que formam os conjuntos 7,, tém, cada um, largura (1/3)™ e, portanto, seu
interior vai “diminuindo” & medida que n cresce. A afirmagao que (/3 nao contém nenhum aberto pode ser provada da
seguinte forma. Se C'y /3 contivesse um aberto, conteria algum intervalo aberto (a, b) (por qué? Lembre-se da defini¢ao
de conjuntos abertos em espagos métricos). Assim, (a, b) = (a, b) N Cy /3. Por (30.15), terfamos

(a, b) = (a, b)NCy3 = (a, b)N (ﬂ Tn> - N ((a, b)an). (30.16)

Agora, para todo n grande o suficiente tal que (1/3)" < b — a, os conjuntos (a, b) NT, sdo subconjuntos préprios’

de (a, b), pois cada intervalo fechado que compde T, tem largura (1/3)™. Portanto, o lado direito de (30.16) é um
subconjunto préprio de (a, b) e a igualdade em (30.16) passa a ser absurda.

Um conjunto com a propriedade de ndo conter nenhum aberto é dito ser um conjunto denso em parte alguma (para
tais defini¢ées, vide Segao 33.1).
Por ser fechado, C /3 ¢ um conjunto mensuravel por Lebesgue, ou seja, possui um comprimento. Um ponto importante

¢ determinar a medida de Lebesgue de C/3. E facil perceber que wr(Tni1) = (2/3)pn(Ty), pois a cada etapa é
eliminado um tergo dos intervalos fechados de T),. Assim, como ur(Ty) = 1, segue que ur(T,) = (2/3)". Dafl®
pr(Chys) = limy, o0 pir (Th) = limy, 00(2/3)™ = 0, ou seja, o conjunto terndrio de Cantor Cy /3 é um conjunto de medida
de Lebesgue nula.

¢ A cardinalidade de (3

Um outro fato importante sobre C /3 é que o mesmo tem a cardinalidade de R, sendo, portanto, um exemplo de um
conjunto nao contdvel de medida de Lebesgue nula. Vamos mostrar isso e, para tal, comegaremos provando que C/3
nao é contével.

Para provar que C}/3 nao é contével, demonstremos a seguinte afirmagao, que apresentamos para futura referéncia
na forma de uma proposicao.

Proposicao 30.10 C/3 € o subconjunto de [0, 1] composto por todos os niimeros ¢ que podem ser escritos na forma
o0

c= E 3 sendo que cada t, pode apenas assumir os valores 0 ou 2. Isso equivale a dizer que c € Cy3 se e somente se

n=1
for representado na base terndria na forma ¢ = 0,t1tatsty ... onde cada “digito” t, vale ou 0 ou 2. Essa representacao
dos elementos de Cy /3 na base 3, com digitos em {0, 2}, € unica. O

Essa proposicao equivale a uma outra caracterizacao de C /3 (de fato, alguns autores definem C; /3 como o conjunto
de pontos de [0, 1] em cuja representacao na base terndria ocorrem apenas os digitos 0 ou 2). Antes de entrar na prova
dessa proposicao, recomendamos ao estudante o seguinte exercicio, que esclarece a afirmagao de unicidade, acima.

E. 30.2 Ezercicio. Sabemos que 1/3 pertence a Cy,3. Esse nimero pode ser representado na base terndria por 0,1, o que parece
contradizer a afirmacdo da Proposicdo 30.10 sobre os elementos de C' /3. Porém, essa ndo € a tinica forma de representar 1/3. Mostre que

na base terndria 1/3 também pode ser escrito como 0, 0222222 . ... Generalize isso e mostre que todo niimero que possua a representagdo
terndria 0,1 - - - t,1 (ou seja, que tenha um ndmero finito de “digitos”, o dltimo deles sendo 1) também pode ser representado na forma
0,t1---t,0222222 . . .. &

9 Aos estudantes: um conjunto A é dito ser um subconjunto préprio de um conjunto B se A C B mas A # B.
100 por qué de valer pr(Cy /3) = limp—oo pur,(Ty) é intuitivo, mas sera justificado com base em uma propriedade geral de medidas ao
discutirmos sua generalizacdo, a equagdo (30.24), pdgina 1599.
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Prova da Proposi¢cdo 30.10. Dado inteiro n > 1 tentemos localizar onde, no intervalo [0, 1], encontram-se os nimeros que
retinem as seguintes propriedades: 1. o n-ésimo “digito” na base terndria é 1; 3. entre os “digitos” seguintes (finitos ou néo)
pelo menos um é nao nulo. Tais nimeros sao da forma 0,¢1 ---t,_11¢,41 ..., sendo que pelo menos um dos t,, com m >
n+1 é ndao nulo. Alguns segundos (minutos?) de meditagio levam-nos a concluir que esses nimeros correspondem a todos
os nimeros do intervalo aberto situado entre 0,1 -+ -t,—11 € 0,¢1 -+ -t,,—12, ou seja, de (0,1 tp—11, 0,t1-+-tp—12).
Agora,

1 2
0.t tnal = Oty by + oo e 0t tna2 = Oty b1+ oo

1 2
Assim, o intervalo ( 0,t1,---tn—11, 0,t1---t,—12) é o intervalo (3_”’ 3—n) transladado de 0,¢1 -« -t,_1.

1 2
Observe-se, entao, que esse intervalo (3—n, 3—n) é um dos intervalo abertos subtraido de T;,_1 quando do processo
de construcao do conjunto C/3, a saber, o mais préximo de 0 (vide Figura 30.1). Devemos entdo nos perguntar: quais

1 2
sao os outros intervalos obtidos transladando <3—n, 3—n) por todos os nimeros da forma 0,¢y ---t,_1?7 Como todos os

numeros da forma 0,%; ---t,_1 podem ser obtidos somando repetidamente o niimero (certo?) concluimos que os

n—1
1 2 1
intervalos podem ser obtidos transladando-se (3_"’ 3_") sucessivamente por 30T a direita. Mais uma curta meditagao

nos leva a concluir que os intervalos assim obtidos ou sao precisamente aqueles subtraidos de T}, 1 quando do processo de
construgao do conjunto C' /3 ou estao contidos nos intervalos subtraidos anteriormente dos conjuntos T3, com m < n—1.

Concluimos, assim, que os nimeros da forma 0,%; - - -¢,,—11t,41 . . ., sendo que pelo menos um dos t,, com m >n+1
¢ nao nulo, nao pertencem a C /3.

O que fizemos nao exclui de Cy /3 ntiimeros que sejam da forma 0,#; ---t, 11, com t; € {0, 2}, j =1, ..., n—1. Tais
niimeros também pertencem a C /3, pois formam uma das bordas de alguns abertos (0,t1, --- t,—11, 0,t1---1,12)
que tratamos acima. Porém, o Exercicio E. 30.2, acima, nos ensina que tais niimeros podem ser também representados
como 0,t1 -+ -t,-1022222 ..., com o n-ésimo digito igual a 0 seguido de infinitos 2’s.

E. 30.3 Ezercicio. Certo? "

Com isso, a prova da Proposicao 30.10 esta concluida. |

A afirmacao da Proposi¢ao 30.10 conduz diretamente & conclusao que € /3 nao é enumerével. Por aquela proposicao,
todo ¢ € Cy/3 ¢é (fatorando o niimero 2) da forma ¢ = 2 x 0,d;dads ... na base ternaria com d,, € {0, 1} para todo n.
Assim, a demonstragao que Ci/3 nao é enumeravel é, mutatis mutandis (i.e., trocando a base decimal pela ternaria),
idéntica a demonstragao de que R nao é contavel, fornecida na Segao 1.1.3, pagina 85, na prova do Teorema 1.6, pagina
95. Deixamos os detalhes como exercicio.

E. 30.4 Ezercicio. Faca-o! "

E. 30.5 Ezercicio. Mostre que 1/4 e 1/13 pertencem a C' /3 pois, na base terndria, 1/4 pode ser representado como 0, 02020202 . ..
e 1/13 como 0, 002002002002 . ... Note que 1/4 e 1/13 ndo pertencem a borda de nenhum T;,! -

O seguinte fato serd usado em outros lugares.

Lema 30.1 Todo elemento = € [0, 1] pode ser escrito na forma x = ¢ 4 c2/2 com c1, ca € Cy3. O
oo
Prova. Todo elemento z € [0, 1] pode ser representado na forma x = Z 3—2, onde t,, € {0, 1, 2} (representacdo na base

n=1
ternéria). A soma acima pode ser quebrada em duas, uma contendo apenas termos onde cada t,, vale 0 ou 2 e outra onde
t 1 2
t, =1 x = Z L Z 0 onde N, := {n| t,, € {0, 2}}. Agora, os elementos de C /3 sdo precisamente aqueles

n
neN, 3 2 n&Ny
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cujos digitos na representacdo na base terndria sdo 0 ou 2 (Proposigao 30.10). Logo, vimos que todo z € [0, 1] pode ser
escrito na forma x = ¢; + ¢2/2, com ¢1, ¢3 € 01/3. |

Chegamos agora a

Proposigao 30.11 (/3 tem a cardinalidade de R. O

Prova. Pelo Lema 30.1, todo elemento x € [0, 1] pode ser escrito como & = ¢; + ¢2/2 com ¢y, ¢z € C1/3. Isso mostra
que [0, 1] (e, portanto, R) tem a cardinalidade de um subconjunto de Cy /3 x C1/3, cuja cardinalidade ¢ menor ou igual
a de R? que, por sua vez, tem a cardinalidade de R (Proposigao 1.12, pagina 96). Logo C1/3 x Cy/3 tem a cardinalidade
de R. Paralelamente, o mesmo argumento usado na prova da Proposicao 1.12, pagina 96, conduz a conclusao que C' /3
e U3 x O3 tém a mesma cardinalidade. Isso completa a prova. |

e O conjunto de Cantor ternario é denso em si mesmo e totalmente desconexo

Vamos provar agora que o conjunto de Cantor ternario é denso em si mesmo e totalmente desconexo. Para as defini¢oes
e fatos basicos que usaremos, recomenda-se a leitura prévia da Secao 33.1, pagina 1698.

Para mostrar que C/3 é um conjunto denso em si mesmo, sejam ¢, ¢’ € C/3 e que, portanto, tenham representacoes
em base terndria 0, cicacy . .. e 0, ¢ chch . . ., respectivamente, com ¢, ¢, € {0, 2} para todo n (Proposigao 30.10). Entéo,
se os primeiros m digitos de ¢ e ¢’ forem idénticos, teremos |¢ — ¢’| < 2/3™. Escolhendo m grande o suficiente isso pode
ser feito menor que qualquer € > 0 dado. Isso mostra que qualquer aberto contendo ¢ € (/3 contém outros elementos
de (/3 diferentes de ¢, provando que C/3 é um conjunto denso em si mesmo.

O mesmo tipo de argumento também mostra que arbitrariamente préximo a qualquer elemento ¢ € € /3 hd elementos
que nao pertencem a 01/3. Se ¢ tem a representagao terndria 0, cicacs . . ., escolhamos x € [0, 1] da seguinte forma: seus
m primeiros digitos sao iguais ao de ¢, o m-ésimo digito de x é 1 e dentre os seguintes pelo menos um é nao nulo. Um
tal x nao pertence a (3, mas a distancia do mesmo a ¢ é menor que 2 /3™. Essa distancia, porém, pode ser feita menor
que qualquer € > 0 dado, se escolhermos m grande o suficiente.

E facil de se ver que C/3 é um subconjunto desconexo de R na topologia 7r, pois um par de abertos como A; =
(=1, 1/2) e Ay = (1/2, 2) desconecta C /3 (verifique!). Pelo que acabamos de ver, dados ¢, ¢’ € Cy/3 com ¢ < ¢/, existe
x & Cyys tal que ¢ < 2 < /. Assim, os abertos Ay, , = (—1, ) e Ay , = (2, 2) também desconectam C},3. Dessa
forma, nao existe nenhum subconjunto conexo de C,3 que contenha c e ¢ (um tal conjunto seria desconectado pelos
abertos A, e Aa ;). Logo, c e ¢’ pertencem a componentes conexas distintas. Como isso vale para todos c e ¢’ em C /3
com ¢ < ¢, concluimos que as componentes conexas de (/3 possuem exatamente um elemento. Isso significa que C1 3
é totalmente desconexo, como queriamos mostrar.

Em resumo, concluimos que C; /3 ¢ um subconjunto fechado e limitado de R, mensuravel de Lebesgue, nao contével,
com a cardinalidade de R, denso em parte alguma, denso em si mesmo e totalmente desconexo. Pelo fato de (/3 ser
fechado e limitado, C; /3 é um conjunto compacto (pelo Teorema de Heine-Borel, Teorema 33.14, pagina 1742). Pelo fato
de (13 ser fechado e denso em si mesmo, (1,3 é um conjunto perfeito. Por ser também totalmente desconexo, C /3 é
um conjunto de Cantor segundo a definicao geral da Segao 33.1, pagina 1698.

¢ A dimensao Hausdorff de (3

Cada conjunto T;, é composto de 2" intervalos de largura (didmetro) 37™. E facil ver pela definicao que para s > E—g

tem-se p; (1) < 2"37°" = exp (n In3 (22 —s) ) Assim, se s > {2 teremos nl;rrgo i (Ty) = 0, mostrando que para tais

valores de s tem-se p7; (C’l /3) =0. Para s = E—g e <s< ig—g esse argumento € ainda inconclusivo, mas um tratamento
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mais detalhado (vide, e.g., [160] ou [450]) mostra que vale

In2
too, caso 0<s< %,
S J—
N (01/3) = 1 caso s = 12
’ In3
0, caso s> 2

In3 -

Assim, a dimensao Hausdorff de C /3 é % ~ 0,63.

30.3.2 Mais Exemplos de Conjuntos de Cantor

Vamos agora generalizar e formalizar as ideias desenvolvidas na construcao de /3 e construir outros conjuntos seme-
lhantes.

Diremos que um intervalo fechado [a, b] é finito se —o0o < a < b < oco. Note que excluimos a = b. Denotaremos por
So a colecao de todos os subconjuntos da reta real que sejam formados por unioes finitas de intervalos fechados finitos e
disjuntos. Assim, se F € §o, entao F é da forma

F=FRU---UF};
para algum k € IN, onde cada F; é um intervalo fechado finito F; = [a;, b;] com —oo < a; < b; < 0o e onde os Fj’s sao
disjuntos dois-a-dois, ou seja, F; N F; = ) caso i # j.
Por ser uma uniao finita de fechados, cada elemento de §p é também um conjunto fechado.

Seja f € R tal que 0 < f < 1. Denominaremos um tal f uma fracdo''. Para cada fracao f definiremos uma aplicacio
Ty : §o — o da seguinte forma: Para um intervalo finito F' = [a, b] definimos

Ty(F) = Ty([a, b]) = [a, a(1+f);rb(1_f)] U [a(l_f);rb(“rf), b| . (30.17)
Para um elemento genérico § = Fy U --- U Fj de §o, definimos
Ti(F) = Tf(Flu---qu) = Ty(F)U--- UTH(F) . (30.18)

Note que para 0 < f < 1 tem-se

ML, ELEY SRS EL (LT I

Portanto, para todo intervalo finito F', tem-se
Ty(F) C F.

Em verdade, T¢(F') é um subconjunto préprio de F. Segue facilmente disso que, para todo F € Fo,

Tf(gj) c F.

E. 30.6 Ezercicio. Verifique todas as afirmacdes acima. o+

Qual a interpretacdo geométrica de T¢? Para isso, vamos descrever o que é T¢([a, b]). Esse conjunto é obtido
subtraindo-se do intervalo fechado finito [a, b] o conjunto aberto de largura f(b — a) centrado no ponto atb que fica

2
bem no centro de [a, b]. Como é ficil ver, esse intervalo aberto é

a+b f(b—a) a+b f(b—a) al+ f)+b(1—f) a(l—f)+b1+f)
<22’2+2>< 2 ’ 2 >

HExcluimos os casos f =0 e f = 1 pois, como poder-se-4 constatar, eles levam a situagdes triviais
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Assim,

T¢(a, b)) = [a, b]\ (a(l-i-f);b(l—f)’ a(l—f)—;—b(l-i-f)) |

Operando em J = Fy U --- U Fy, a operagao Ty subtrai de cada F} o intervalo aberto de largura f centrado no ponto
intermediério de Fj.

E importante notar que se F € §o é composto por k intervalos fechados finitos disjuntos entéo, Ty (F) é composto por
2k intervalos fechados finitos disjuntos.

Como Ty é uma aplicacao de §p em Fo, podemos compor T'r consigo mesma. Denotamos, para n € IN,
T¢ = Tpo---oTy .
—_——
n Vezes

Com isso, se F' ¢ um intervalo fechado finito, T (F) é um elemento de §o composto por 2" intervalos fechados finitos
disjuntos, todos eles contidos em F'.

Para o que segue é muito importante determinarmos a medida de Lebesgue de T}l(F ), que vem a ser a soma dos
comprimentos dos 2" intervalos fechados finitos disjuntos que os compoem. Para isso, é importante ver que se F' = [a, b],
entao

(T4 (F)) = ML<Tf([a’ b])) _ m({a, a(1+f);rb(1f)} U [a(lf);rb(lJrf)’ b])

m([m a(1+f)+b(1—f)]) +ML({G(1—f)+b(1+f), bD

2 2

_ (a(1+f)+b<1—f)_a) N (b_[a<1—f)+b(1+f)D

2 2
= 1-f)b-a)
= (11— fpc(F). (30.19)

E também claro que para todo F € o da forma F = Fy U--- U F}, onde os F}; s@o intervalos fechados finitos e disjuntos,
tem-se

po(F) = pr(Fr) + -+ po(Fr) -
Segue também de (30.18) que se F = F; U --- U Fj, entao

pr(Tf(F)) = ,UL(Tf(Fl)U"'UTf(Fk)) = pur(Tr(F1)) + - + po(Ty(Fr))

k
(1—f)ZML(Fj) = (1-fluc(d),

ou seja,
pr(Tp(F)) = (1= fuc(d) . (30.20)
Desses fatos, é muito facil provar por indugao que
L (THF) = (1= )" (F) (30.21)

para todo n € IN e todo intervalo fechado finito F'.

E. 30.7 Ezercicio. Prove issol! o,

E bastante evidente por (30.17) que os bordos a e b de um intervalo fechado finito F = [a, b] satisfazem a € T;(F) e
b € T¢(F). Dai, conclui-se também que a e b sdo elementos de todos os conjuntos 77 (F). Assim,

Un, f(F) == F\T}(F) = Fn(T}F)) = F'n (T}(F))°.
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Aqui F? := (a, b), o interior de F. Como os conjuntos T} (F) sao fechados, os conjuntos Uy, f(F') sao subconjuntos
abertos de F, por serem a interseccio de dois abertos: F° e (T]?(F ))¢. Note-se que

Um f(F) - Un—i—l, f(F), VnelN, (30.22)

pois T{H(F) = Ty (T}(F)) C T}(F).

Teremos também que
w1 (Un 1(F)) = pe(F) = po(TPF) = [1— (1= ))]c(F).
Para um intervalo fechado finito para F' = [a, b] e uma fragdo f, definimos o C';(F') por

Cr(F) = [ T}(F).
nelN
O conjunto de Cantor terndrio C 3, que definimos informalmente paginas acima, corresponde a C4/3([0, 1]).

a(1+£)+b(1—f)
2

Note que Cy(F) ndo é vazio, pois contém pelo menos os pontos a e b, assim como os pontos e

w e, em verdade, todos os pontos que formam as bordas de cada intervalo fechado finito que compode os
conjuntos T?(F ), pois, como observamos acima, cada aplicacao Ty mantém esses pontos no conjunto resultante.
A primeira observagao que fazemos sobre Cy(F') é que se trata de um subconjunto fechado de F', pois é uma interseccao
de fechados. Definimos também
Up(F) == F\Cy(F) = Fn(Cy(F))" = F'n (Cy(F))", (30.23)

que é naturalmente um subconjunto aberto de F, por ser a intersecgao de dois abertos: F? e (C¢(F))¢. Vemos que

Up(F) = F'n <ﬂ T;}(F)) — F'n <U (T;}(F))c> - U (Fom (T;(F))c) = | U s().

nelN nelN nelN nelN

E possivel também provar (mas ndo o faremos aqui) que C +(F) tem a mesma cardinalidade de R. Fora isso, Cf(F') é
compacto (por ser fechado e limitado) totalmente desconexo, denso em parte alguma e denso em si mesmo e, portanto,
é perfeito. (Essas definigoes sdo apresentadas na Secao 33.1, pagina 1698). Assim, pela definicdo geral da pagina 1702,
Cy(F) é um conjunto de Cantor.

Vamos agora determinar a medida de Lebesgue de Cy(F') e de Uy (F'), comegando pela segunda. Por (30.22), podemos
aplicar a propriedade geral de medidas 3 da pégina 1561 e concluir que

L (U(F) = lim pp(Un 5(F)) = T [1= (1= )" pe(F) = pe(F), (30.24)

n—oo
jd que 0 < (1 — f) < 1. Por (30.23) tem-se também que py, (Us(F)) = pr(F) — pr(Cy(F)) e concluimos que
,LLL(Cf(F)) =0.

C¢(F) é assim um subconjunto fechado, denso em parte alguma, denso em si mesmo e com a cardinalidade de R mas
com medida de Lebesgue nula! Seu complemento em F, que é o aberto Uy, tem a mesma medida que F'!

E. 30.8 Ezercicio. Determine a dimensdo de Hausdorff dos conjuntos de Cantor C(F). o,

e Ainda mais exemplos de conjuntos de Cantor (com uma surpresa)

As ideias a construcdo dos conjuntos de Cantor Cy(F'), acima, podem ser generalizadas ainda mais. Seja {f} :=
{fj, 7 € N} uma sequéncia de fracbes. Cada f; satisfaz 0 < f; < 1, mas nao precisam ser todos iguais. Para n € NN,

defina-se

Pelas mesmas razoes que acima (confiral), cada T{"f} é também uma aplicacao de §g em §g.
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Nota. O estudante deve atentar para o fato que o n que aparece no expoente de T{"f} representa o nimero de aplicagoes que aparecem

compostas no lado direito de (30.25), ndo uma poténcia de uma tnica aplicagao. &
Para um intervalo fechado e finito F' = [a, b], tem-se também que
T{nf}(F) = Tan~-~OTfn(F) Cc F.

Como antes, os conjuntos T{”f} (F) s@o compostos por 2" intervalos fechados e as bordas desses intervalos estardo contidas
em todos os conjuntos T{";}(F) com m > n. Fora isso,

T{H(F) C T{y(F), para todos m > n . (30.26)

Em verdade os Tf’}}(F) sdo subconjuntos préprios de Tff}(F) para todos m > n. Temos também que

Up, (1} (F) 1= F\T{(F) = F(I{H(F))" = FOn (T{(F)".

Como os conjuntos T{"f}(F ) sao fechados, os conjuntos Uy, (¢} (F') sdo subconjuntos abertos de F, por serem a interseccio
de dois abertos: F e (T (F))°. Note-se novamente que

Un, (s}(F) C Un, ¢(F), Yn<m, (30.27)
por (30.26).
Definimos entao, em completa analogia com o apresentado acima, os conjuntos

Cip(F) = () Ty (F).

nelN

Ugpy(F) = F\Cypy(F) = F(Cip(F)° = FOn (Crp(R)°

C{sy(F) é também um subconjunto fechado de F', pois é uma interseccao de fechados. Uy (F') é um subconjunto aberto
de F, por ser a interseccao de dois abertos: FO e (Cyyy(F))¢. Vemos novamente que

Uiy (F) = FOn (ﬂ T{"f}(F)> = F'n (U (T{”f}(F)>c> = U (Fn (175(7)) = U Va (n(F) -

nelN nelN nelN nelN

E possivel também provar (mas nao o faremos aqui) que Cyy(F) tem a mesma cardinalidade de R. Fora isso, Cyy (F)
compacto (por ser fechado e limitado) totalmente desconexo, denso em parte alguma e denso em si mesmo e, portanto,
é perfeito (para as definigdes vide Sec@o 33.1, pagina 1698). Assim, pela defini¢do geral da pagina 1702, Cf(F) é um
conjunto de Cantor.

Quanto a medida de Lebesgue de Cysy(F'), ocorre aqui uma surpresa. Como antes, temos que fir, (U{f}(F)) =
pr(F) — pr(Cypy(F)) e que
pr(Ugpy(F)) = lim g Uy, (7(F)) -

n—o0

Vamos porém, calcular ur,(Uy, 15 (F)). Sabemos que

ur(Un, (1 (F)) = bro(F) = pr (T (F)) -

Agora,
pr (T (F)) = ne(Tr, o Ti (F) = (L= fa)uc(T{5 (F) = (1= fa)-- (1= fopc(F),

onde, acima, usamos (30.20). Dessa forma,

pr(Un, 1 (F)) = 1—H(1—fj) pr(F)
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e, portanto, usando novamente a propriedade geral de medidas 3 da pagina 1561, tem-se

n n

e (Ugsy(F)) = Jim 1*H(1*fj) po(F) = 1*7111_52@ (L= f5)| ne(F).

O ponto, porém, é que, ao contrario do caso anterior quando todos os f;’s eram iguais, nao se pode sempre concluir que

lim,, oo H?Zl(l — f;) = 0 mesmo que 0 < (1— f;) < 1 para todo j. Tomemos, por exemplo, a sequéncia f; = 1 e 15,
Teremos
n n 1 oo 1 5
. _ o . _ - _ _ - _ —7-/6
nl;rr;o H 1-1f) = nlgréo exp z; ol exp z; il e >0
j=1 Jj= j=

e, com isso,

p(Ugpy(F)) = {1—6‘”2/6} po(F) < po(F)

L (Cipy(F) = e Pur(F) > 0.

O conjunto de Cantor Cys; (F) com a sequéncia {f} dada acima tem medida de Lebesgue nao nula.

e Condigao para os conjuntos Cys,(F) terem medida de Lebesgue nao nula

Voltando a sequéncias { fj, j € IN} gerais, concluimos do Lema 30.2, a seguir, que uma condicdo necesséria e suficiente
para que Cysy(F) tenha medida de Lebesgue nao nula é que a sequéncia de fragoes {f} = {f;,0 < f; <1, j € N} seja
somavel, ou seja Y77 f; < oo.

No caso do conjunto de Cantor terndrio C /3, essa condigao é violada, pois obviamente Z]Oil 1/3 = 00, 0 mesmo se
dando para os conjuntos Cy (com 0 < f).

Lema 30.2 Se {fj, j € N} € uma sequéncia de numeros tais que 0 < f; < 1 para todo j, entao a condig&o para que

n
lim H (1—f;) > 0 € equivalente a condi¢do Zln (1—f;) < co. Essa por sua vez € equivalente & condi¢do Z f; < oo.

n— o0
Jj=1 Jj=1
O

Prova. Notemos, em primeiro lugar, que

H(l —fj) = exp —In(1 - f)]

sz

Jj=1

Logo, limy, o0 [[—; (1 = f;) > 0 se e somente se a série de ntimeros positivos >° | [~ In(1 — f;)] for finita. Estudemos
uma condigdo necessaria e suficiente para que isso ocorra. Para x € [0, 1) tem-se que z < —In(1 —z). Isso se vé notando

que a funcao
x

_— >

(1—=z) —

para x € [0, 1), o que mostra que f é crescente nesse intervalo. Como f(0) = 0, concluimos que f(x) > 0 para x € [0, 1).
Assim, Z?Zl fi<— 23;1 In(1 — f;), mostrando que se a série de nimeros positivos — Zj’;l In(1 — f;) for finita, a série
> 21 f; também o serd.

f(z) = —z—In(1 —2) satisfaz f'(z) =

Reciprocamente, suponhamos que Zj’;l f; converge. Seja M um ntmero fixo tal que 0 < M < 1. Vamos mostrar que
existe um J tal que f; < M para todo j > J. Para isso, vamos supor o contrdrio e assumir que haja uma colegao infinita
firs fijor .- tal que f;;, > M para todo I > 1. Terfamos que 2511 i = >0 i = Y2 M = oo, uma contradigao.
Assim, a colecao fj,, fj,, ... deve ser finita e podemos tomar J como o maior dos indices j;. Podemos entao escrever
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com a garantia que na, tltima soma, todo f; satisfaz 0 < f; < M para um certo 0 < M < 1 fixado.

Agora, observemos que no intervalo [0, M| a funcdo g(z) := —In(1 — z) é continua, limitada, diferencidvel e satisfaz
g"(x) =1/(1 —x)? > 0. Assim, g é convexa'? naquele intervalo e, portanto, de (5.26), pagina 353, tem-se

g(x) < g(0) + i :
ou seja,
In(1—M

“In(1-2) < f% z . (30.28)

Logo,
In(l — M)
—Zlnl—fj - Zlnl—fj S m-f) < Zm g - 20D S~ g
j=J+1 j=J+1
Todavia, a soma Zj:(,ﬂ fié ﬁnitau7 por hipétese, provando que — 2511 In(1 — f;) também o é. |
*

Vimos assim que existem intimeros conjuntos de Cantor Cy sy (F) com medida de Lebesgue niao nula. A existéncia de
conjuntos com tais propriedades é um dos fatos mais surpreendentes da Teoria da Medida. Nenhuma intuicao a justifica
ou esclarece.

Conjuntos de Cantor e outros conjuntos fractais (como a Estrela de Koch da Figura 29.1, pdgina 1567) podem ser
construidos em varias dimensées e nao sao apenas uma curiosidade matematica, pois podem ser observados na Natureza.
A Figura 30.6, pagina 1612, mostra imagens dos anéis de Saturno, os quais exibem uma complexa estrutura de lacunas
em varias escalas, muito & semelhanca dos conjuntos Cysy(F). As lacunas sdo causadas por ressonancias dos periodos
das érbitas das particulas que compdem os anéis com periodos das érbitas de alguns satélites de Saturno'. Lacunas
desse tipo ocorrem também no cinturdo de asteréides e sdo conhecidos como gaps de Kirkwood'*. No caso do cinturao
de asterdides, as lacunas sdo causadas por ressonancias com o periodo da érbita de Jupiter'®. Vide Figura 30.7, pdgina
1613.

Conjuntos como os de Cantor e outros conjuntos fractais ocorrem também em diversos sistemas dinamicos e no
espectro de certos operadores Hamiltonianos na Mecénica Quéantica. Vide para tal [118] e outras referéncias 14 citadas.
A Figura 30.8, pagina 1614, exibe a chamada “borboleta de Hofstadter’'®, que representa o espectro do Hamiltoniano
quantico de um elétron se movendo em um plano bidimensional sob a agao de um potencial periédico bidimensional e
de um campo magnético constante perpendicular a esse plano. O eixo horizontal representa o espectro de energias e
o vertical o fluxo ¢ do campo magnético em cada célula do potencial periédico bidimensional (em unidades de hc/e).
Quando ¢ é um racional da forma ¢ = p/q (com p e ¢ irredutiveis) o espectro possui ¢ bandas e ¢ + 1 lacunas. Quando
¢ é irracional, o espectro é um conjunto de Cantor.

Todos esses assuntos sao objeto de pesquisa atual.

30.4 Exemplos de Conjuntos Mensuraveis por Lebesgue mas
nao Borelianos

Como ja comentado, a cardinalidade da colecao dos conjuntos mensuraveis por Lebesgue em R é superior a cardinalidade
dos conjuntos Borelianos. Assim, hd “muitos” conjuntos Lebesgue-mensuraveis que ndo sao Borelianos. No que segue
desta secao exibiremos dois exemplos “pedagdgicos” de tais conjuntos

12 A teoria das funcdes convexas é desenvolvida no Capitulo 5, pagina 334.

13 Algumas lacunas sio causadas pela presenca de satélites dentro da regido de anéis, que absorvem as particulas que os compdem.

MDaniel Kirkwood (1814-1895). Os gaps, ou lacunas, de Kirkwood foram descobertos no cinturdo de asteréides em 1866.

15Mais comentdrios e referéncias sobre o assunto podem ser encontrados em M. V. Berry, “Regular and Irregular Motion”. Topics in
Nonlinear Dynamics (ed. S. Jorna) Am. Inst. Phys. Conf. Proc. 46 16-120 (1978). Vide também S. F. Dermott and C. D. Murray, “Nature
of the Kirkwood Gaps in the Asteroid Belt”. Nature 301, 201-205 (1983). Ambos os trabalhos encontram-se republicados em [346].

16Douglas Richard Hofstadter (1945-). Para o artigo original, vide Douglas R. Hofstadter, “Energy levels and wave functions of Bloch
electrons in rational and irrational magnetic fields”. Phys. Rev. B 14, 2239 (1976).



JCABarata. Notas de Aula. Versio do 16 de maio de 2025, Capitulo 30 1603/3018

30.4.1 A Funcao de Cantor e um Exemplo dela Derivado

Para apresentarmos nosso primeiro exemplo de um conjunto mensurdvel por Lebesgue, mas nao Boreliano, precisamos
introduzir uma interessante fungdo, denominada fun¢do de Cantor. A fungdo de Cantor foi introduzida pelo mesmo em
18847 para servir de contraexemplo a certas conjecturas sobre integracdo e diferenciabilidade de funcoes. O exemplo
que segue ¢ aparentemente devido a Hausdorff e é brevemente discutido em [219] e [185].

e A fungao de Cantor. Definicao informal

A chamada func¢do de Cantor, que denotaremos por F : [0, 1] — [0, 1], é uma curiosa fonte de contraexemplos em
Analise. Apresentemos sua defini¢do. Iniciamos definindo-a os extremos do intervalo [0, 1]: F(0) :=0e F(1) :=1. A
partir dai, a funcao é definida em intervalos abertos sucessivos, que sao os mesmos intervalos abertos que sao subtraidos
do intervalo [0, 1] quando da construgdo do conjunto de Cantor terndrio C},3, como apresentamos na Segao 30.3.1,
péagina 1593. Vide, em particular, a Figura 30.1, pagina 1593.

O primeiro aberto subtraido do intervalo [0, 1] é (1/3, 2/3). Nesse intervalo fazemos a fungdo F' valer 1/2, que é
o valor intermedidrio entre F(0) = 0 ¢ F(1) = 1. Em seguida, passamos aos intervalos (1/9, 2/9) e (7/9, 8/9). Neles
impomos que F' assuma os valores 1/4 e 3/4, respectivamente. Observe-se que esses sdo os valores intermedidrios entre
F(0) = 0 e o valor de F no intervalo (1/3, 2/3) e, respectivamente, o valor de F' no intervalo (1/3, 2/3) e entre F/(1) = 1.

Prosseguimos dessa maneira definindo F' em todos os intervalos subtraidos de [0, 1] quando da construgéo de C /35
sempre fazendo F' assumir o valor intermediario entre seus valores em intervalos adjacentes de cada etapa. Nos pontos
remanescentes do intervalo [0, 1], que sdo os pontos do conjunto de Cantor Cy /3, a fungao F' é estendida por continuidade.

O resultado é esquematicamente apresentado na Figura 30.2, pagina 1603.

A
1 | .
7/8 + —_
Sf4 [ A
5/8 + _—
U2 Lo ,
3/8 _—
V4 - —
/8  —
AR NN Yy g NP
O ) \ ] ) \ ] \NVJ \ ] ) ‘ g
127 2/27 19 29 7127 8127 U3 23 19/27 20/277/9 8/9 25/27 26127
1

Figura 30.2: Desenho esquemético do gréfico da fungao de Cantor F': [0, 1] — [0, 1].

e A funcgao de Cantor. Definicao formal

Elaboremos essa definigdo de F' de uma forma mais precisa. Cada elemento z € [0, 1] possui uma representagdo na

17G. Cantor, “De la puissance des ensembles parfaits de points: Extrait d’une lettre adressée & ’éditeur”. Acta Mathematica. International
Press of Boston, 4: 381-392 (1884). doi:10.1007/bf02418423. ISSN 0001-5962.
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o0
d
base ternéria dada por x = Z 3—Z = 0,d1dadsdy . . ., sendo d,, € {0, 1, 2}. Vimos na Proposi¢do 30.10, pagina 1594,
n=1
que os elementos de (/3 poderem ser escritos de forma tnica na base 3 com digitos 0 ou 2.
Para cada x € [0, 1] definamos p(z) como o menor indice n para o qual d,, = 1. Caso tal indice ndo ocorra na
representagao terndria, adotamos p(x) = co. Os pontos com p(x) = oo sdo precisamente os pontos de Cf /3.

Afirmamos que a unido dos intervalos abertos que subtraimos de [0, 1] na n-ésima (aqui n € IN) etapa para compor
o conjunto de Cantor é da forma

U U U {:ce[(), 1]‘0,a1a2...an,11000... <z < O,alag...an,11222...}.
nelN a1€{07 2} an71€{07 2}

Notar que 0,a1as...a,-11222---=0,a1a2...a,-12000---.

Exemplos 30.1 Para n = 1, por exemplo, sdo os nimeros x com 0,10000--- < x= < 0,12222--- = 0,20000---, ou seja,
% <z < % Para n = 2 s@o os ndmeros x com 0,010000--- < x < 0,012222--- = 0,020000--- ou 0,210000--- < = <
0,212222---=10,22000-- -, ou seja, é <z < g ou g <z < g ¢

Podemos agora definir precisamente a funcao de Cantor F(z) que descrevemos acima: para x € [0, 1] tal que p(x) é
finito (ou seja, z € [0, 1] \ C/3), definimos

dm dm 1
FI > 3 | = > gt T 3 (30.29)

1<m<p(x) 1<m<p(x)

Acima, tem-se d,, € {0, 2}.

Exemplos 30.2 Para p(z) = 1, por exemplo, os pontos do intervalo (1/3, 2/3) sdo associados a %

Para p(xz) = 2 os pontos do intervalo (1/9, 2/9), ou seja, os pontos z com 0,010000 - -- < z < 0,012222--- = 0,020000 - - - sdo
associados ao valor p . . .
m
Fz) = Y somitm =5 =1
1<m<2

pois aqui di; = 0, enquanto que os os pontos do intervalo (7/9, 8/9), ou seja, os pontos  com 0,210000--- < z < 0,212222 ... =
0,22000 - - - s@o associados ao valor

dm 1 1 1 3
F@ = > guitm —3teE = 1
1<m<2
pois aqui di; = 2. Trata-se dos mesmos valores anteriormente apresentados quando da defini¢do informal da funcdo de Cantor. ¢

Resta ainda definir o valor de /' nos pontos do conjunto C /3, para os quais p(z) = oo. Podemos adotar a prépria
definicao (30.29) com p(x) = oo e teremos

F <Zl 3—m> = Z:l ST (30.30)

Acima, tem-se d,, € {0, 2} para todo m € IN.

Cabem agora as seguintes observagoes que confirmam as propriedades que apresentamos na defini¢ao informal:

,

1. E claro pela definigdo (30.30) que F(0) = 0. Como 1 = 0,22222---, temos também por por (30.30), F(1) =

=1
St
2m
m=1
2. Tomemos dois nimeros z, y no intervalo [0, 1] com representagdes trindrias @ = 0, z1z2x3 - e y = 0, y1Y2y3 - -,

com xy, yi € {0, 1, 2} para todo k € IN. Se y > x, entdo existe algum n tal que a; = b; para todo 1 < i < n, mas
bn, > an. Assim, se p(z) < n temos também p(z) = p(y) < n e, nesse caso,

Ym 1 Lm 1 _
Z gm+1 + or(y) Z 2m+1 + op(z) 0

1<m<p(y) 1<m<p(x)

F(y) — F(x)
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pois Y, = Ty, para todo m € {1, ..., p(xz) =p(y)}. O caso p(y) < n é andlogo.

Assim, resta considerar a situagdo na qual p(y) > n e p(z) > n. Temos

b a p(y)—1 b 1 p(z)—1 1
B n n m _ _m -
F(y) - F(z) = gn+1 + Z om+1 + op(y) Z 2m+l  op(x)
m=n+1 m=n+1
(y)—1 p(z)—1
17 b 1 am 1
= Ft L g tme s X i me (305

Acima, usamos que b, — a, = 2. De fato, como p(x) > n e p(y) > n, ndo podemos ter b, = 1 nem a, = 1 e, fora
isso, b, > a,. Assim, s6 podemos ter b, = 2 e a,, = 0. Fagamos agora algumas majoragdes:

Tl 1
Z W+W > 0, poisb, >0,
m=n+1

P@TL 1 p >
Y. s tpm S Z S Z g =g PRS2

m=n+1

Inserindo isso em (30.31), temos

Isso provou que se y > z, entdo F(y) > F(z), o que significa que F' é ndo decrescente.

3. Provemos a continuidade de F, considerando |F(y) — F(:c)‘ com (sem perda de generalidade) y > x. Por (30.31),

vale
(y)—1 p(z)—1
17 b 1 am 1
m=n-+1 m=n+1
(z)—1
1 1 F 1
= + ZJr 2m 2p(y) + Z 2m 2;0(1)
(y) p(x)
15 1 1
=t D2 gmt X g
m=n+1 m=n+1
1 1 1 2 3
< — 42 — = — 4+ — = — .
= 9n + m:zn;rl om on + on on

Na primeira desigualdade, acima, usamos que a,, > 0 e b,, > 0 e na segunda desigualdade usamos que a,, < 2 e
b < 2.

O fato que |F (y) — F (ac)| < 3/2™ significa que podemos fazer essa diferenga menor que qualquer € > 0, prescrito,
fazendo n suficientemente grande. Mas isso significa dizer que os n — 1 primeiros digitos de = e de y coincidem
e, assim, |z —y| < 2/3™. Isso nos informa que F' é continua em todo intervalo [0, 1]. Por [0, 1] ser compacto,
F é uniformemente continua'® (Teorema de Heine-Cantor, Teorema 33.12, pagina 1740), o que j4 é evidente das
estimativas acima para |F(y) — F(z)| e [z — y].

18Para a definicdo de continuidade uniforme, vide pagina 1739.
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E. 30.9 Ezercicio. Resumindo a exposi¢do acima, mostre que a fungdo de Cantor F' : [0, 1] — [0, 1], definida acima, pode ser
expressa da seguinte forma:

Zgn—il’ sexeCl/gédaformaxzzg—z, com t, € {0, 2},
n=1 n=1

F(z) = (30.32)

Sup{F(y)7 Yy e C(1/37 Yy < 37} ) sex € [07 1] \01/3 )

para cada z € [0, 1]. Acima, usamos o fato de os elementos de C;,3 poderem ser escritos de forma tinica na base 3 com digitos 0 ou 2
(Proposi¢cdo 30.10, pagina 1594). A segunda linha em (30.32) expressa a continuidade de F. o,

e Comentarios sobre a fungao de Cantor

O gréfico representado na Figura 30.2, e outros similares, é por vezes figurativamente (e sugestivamente) denomi-
nado escada do diabo. E interessante observar que fungoes com graficos desse tipo nao tém sua existéncia limitada a

Matemaética, pois eles ocorrem na Fisica, como por exemplo na Mecanica Estatistical® e na Fisica dos Materiais?°.

A fungéo de Cantor possui propriedades interessantes. Ela mapeia continuamente o intervalo [0, 1] em si mesmo e é
nao decrescente. Claramente nao é injetiva. Sua derivada existe quase em toda a parte (em todos os intervalos abertos
complementares ao conjunto C/3) e é nula nos mesmos (por F' ser constante nesses intervalos). Assim, F' ¢ diferencidvel
q.t.p., com F' =0 q.t.p. Dessa forma, F’ possui uma unica extensao continua a todo o intervalo [0, 1], a saber, a funcao
identicamente nula. Com isso, porém, vemos que a fungao F' nao satisfaz o Teorema Fundamental do Célculo pois, para

1
a integracdo de Riemann ou de Lebesgue, tem-se 1 = F(1) — F'(0) # / F'(z)dz = 0.
0

¢ Um homeomorfismo “exético” de [0, 1] em si mesmo

A funcdo de Cantor definida acima permite-nos definir um homeomorfismo®! do intervalo [0, 1] em si mesmo: ¢ :
[0, 1] — [0, 1]. Essa fungao é definida por
1
o(x) = §[x+F(x)} , z€lo, 1],
onde F é a fungdo de Cantor. Adotemos no dominio [0, 1] e na imagem [0, 1] a topologia métrica usual, que coincide
com a topologia induzida por 7R, a topologia usual de R, em [0, 1].

Que @ é um homeomorfismo se justifica da seguinte forma. A funcido ¢ é continua (pois z e F'(x) 0 sdo) e é elementar ver
(evocando bem conhecido Teorema do Valor Intermedidrio, vide e.g., [339], [505], [13] ou [112]) que sua imagem ¢é todo o
intervalo [0, 1]. Fora isso, ¢ ¢ estritamente crescente. De fato, se y > z temos ¢(y) —¢(z) = 1 [(y—2)+(F(y)—F(z))] >0,
pois F(y) > F(z) caso y > z. Assim, concluimos que ¢ é uma bije¢do continua de [0, 1] em si mesmo. Como o dominio
[0, 1] é compacto e a imagem [0, 1] é Hausdorff, temos pelo Teorema 33.10, pdgina 1734, que a inversa de ¢ é também
continua e, portanto, ¢ é um homeomorfismo.

Afirmamos que pr (¢(C1y3)) = 1/2. De fato, por ¢ ser bijetora, temos que [0, 1] = ¢(Cy/3) Up([0, 1]\ C13), uma
unido disjunta. Agora, [0, 1]\ C4/3 é também uma unido disjunta de uma colegao contével de intervalos abertos, aqueles
usados quando da defini¢ao de C/3:

(1/3, 2/3), (1/9, 2/9), (7/9, 8/9), (1/27,2/27), (7/27,8/27), (19/27,20/27), (25/27, 26/27), ... etc.
(30.33)
Vide Figura 30.1, pagina 1593.

Para qualquer intervalo (a, b) C [0, 1], temos que ¢(b) —¢(a) = 5 [(b—a)+F(b) — F(a)]. Assim, como F ¢é constante
nos intervalos de (30.33), concluimos que a medida de Lebesgue de ¢([0, 1]\ Cy/3) é 1/2 da medida de Lebesgue da

19Vide para tal, e.g., Per Bak, “Commensurate phases, incommensurate phases and the devil’s staircase”. Reports on Progress in Physics
45 (6): 587-629 (1982). doi:10.1088/0034-4885/45/6/001.

200 gréfico que expressa a chamada resistividade de Hall no chamado efeito Hall qudntico fraciondrio é desse tipo. Vide,
e.g., fig. 18 em Horst L. Stormer, “Nobel Lecture: The fractional quantum Hall effect”, Rev. Mod. Phys. 71, 875 (1999).
DOI:https://doi.org/10.1103/RevModPhys.71.875

21Isto é, uma funcéo bijetora continua com inversa também continua. A nocdo de homeomorfismo é desenvolvida na Secdo 31.5.1.1, pagina
1628.
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unido desses infinitos intervalos disjuntos, que sabemos ser igual a 1. Assim, pup (gp([O, 17\ 01/3)) = 1/2 e, como
153 (gp([O, 1])) = ([0, 1]) = 1, concluimos que iy, (@(Cl/g)) =1/2.

Vemos, dessa forma, que ur, (01/3) = 0 mas pr, (gp (01/3)> = 1/2. Esse é um resultado surpreendente, pois mostra

que um homeomorfismo pode mapear um conjunto de medida nula em um conjunto de medida nao nula!

e Mais surpresas e um conjunto mensuravel por Lebesgue, mas nao Boreliano

Essas surpresas continuam. Pela Proposigao 30.1, pdgina 1585, existe D C @(01/3) nao mensuravel por Lebesgue.
E claro que o~ 1(D) é um subconjunto de C, /3 €, portanto, é um conjunto mensurdvel por Lebesgue com medida de
Lebesgue nula (vide Teorema 29.2, pagina 1568).

1

Assim, um homeomorfismo, como ¢~ ", pode mapear conjuntos nao mensuraveis em conjuntos mensuraveis!

O conjunto E = ¢~ (D), porém, nao pode ser Boreliano, o que pode ser argumentado da seguinte forma. Pelo
Corolério 32.4, pagina 1681, se E fosse Boreliano, ¢(E) seria também Boreliano, pois ¢ ~! é continua. Evidentemente,
porém, o(E) = D, que niao é mensurdvel por Lebesgue. Assim, concluimos que p~1(D) C Cy/3 C [0, 1] é um conjunto
mensuravel por Lebesgue mas nao Boreliano.

30.4.2 Bases de Hamel e a Medida de Lebesgue

Pretendemos aqui exibir um segundo exemplo explicito, extraido de [184], de um conjunto nao Boreliano mas mensurdvel
por Lebesgue, a saber, mostraremos que existem bases de Hamel?? da reta real (definidas & pagina 199 e seguintes) que
sao mensuraveis por Lebesgue sendo que, porém, nenhuma base de Hamel é um conjunto Boreliano. Comentamos que ha
na literatura pertinente diversos outros exemplos explicitos de conjuntos mensuraveis por Lebesgue, mas nao Borelianos.
Vide, e.g., [185].

Se x € R e C' é um subconjunto nao vazio de R, denotaremos por C + z o conjunto obtido transladando os elementos
de C por z, a saber, C + z := {c+ x| ¢ € C}. Analogamente, se C' e D sdo subconjuntos nao vazios de R definimos,

C+D = {ct+dlceC,deD} = | (C+d) = | (D+¢).
deD ceC

O primeiro resultado que apresentamos é o seguinte:

Proposicao 30.12 Se By ¢ um subconjunto do conjunto de Cantor Cy;3 C [0, 1] que seja mavimalmente linearmente
independente por racionais, entao B = By + 7. é uma Base de Hamel. |

Comentdrio. Notemos que Bg é mensurdvel por Lebesgue, por ser subconjunto de um conjunto de medida de Lebesgue nula, a saber, Cy/3
(vide Proposicao 30.3, pagina 1588). Portanto, ur(B) = ur(Bo) = 0 (lembrar que B é uma unido contdvel de transladados disjuntos de Bp).
Naturalmente, B é uma base de Hamel mensuréavel por Lebesgue, por ser unido contavel de conjuntos mensuraveis por Lebesgue. &

Prova da Proposi¢do 30.12. Pelo Lema 30.1, pagina 1595, todo = € [0, 1] pode ser escrito como uma combinagao linear por
racionais de dois elementos do conjunto de Cantor terndrio C /3. Por uma simples aplicagdo do Lema de Zorn (faga!),
pode-se facilmente provar que C}/3 possui pelo menos um subconjunto de elementos linearmente independentes por
racionais. Denotemos um tal subconjunto por By. Assim, todo elemento de (/3 pode ser escrito como uma combinacao
linear finita por racionais de elementos de By. Juntando isso a observagao anterior, concluimos que todo elemento de
[0, 1] pode ser escrito como combinagao linear finita por racionais de elementos de By. Repetindo-se isso em cada
intervalo [m, m + 1] com m € Z a proposigao cai demonstrada. |

Isso demonstrou que ha bases de Hamel mensuraveis por Lebesgue. Tem-se, porém, o seguinte fato, devido a Si-
erpinski??, cuja demonstracao omitiremos:

22Georg Hamel (1877-1954).
23Waclaw Franciszek Sierpinski (1882-1969). O Teorema 30.3 encontra-se em “Sur la question de la mesurabilité de la base de M. Hamel”.
Fund. Math. 1, 105-111 (1920).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 16 de maio de 2025 Capitulo 30 1608/3018

Teorema 30.3 Nenhuma base de Hamel em R € Boreliana. O

Com isso, a base de Hamel B construida acima a partir de um subconjunto linearmente independente por racionais
do conjunto de Cantor é um exemplo de um conjunto mensuravel por Lebesgue, mas nao Boreliano.

Em verdade, nem toda base de Hamel é mensuravel por Lebesgue. Vale, todavia, o seguinte fato, que provaremos
abaixo: uma base de Hamel é mensuravel por Lebesgue se e somente se sua medida de Lebesgue for nula. Precisaremos
do seguinte lema:

Lema 30.3 Se A C R ¢ um conjunto mensurdvel por Lebesgue com medida de Lebesque positiva, ou seja, py(A) > 0,
entao existe um intervalo aberto I, = (—a, «), a > 0, tal que todo elemento x de I, pode ser escrito na forma x = a1 —as,
com ayi, as € A. O

Comentdrios. 12 O Lema 30.3, acima, possui uma generalizacdo para medidas de Haar em grupos topolégicos localmente compactos (como é
o caso da medida de Lebesgue na reta real). 2° Uma demonstragdo alternativa do Lema 30.3 pode ser encontrada em [219], cap. III, §16, p.
68. 32 A afirmativa do Lema 30.3 pode valer também em casos particulares nos quais py,(A) = 0. Tal ocorre no caso do conjunto de Cantor
terndrio Cy /3. Vide para tal [185], Sec. 8.3, p. 87. L)

Prova do Lema 30.3. Comegamos observando que é suficiente supor que A seja um conjunto limitado. De fato, se A nao é
limitado com pp,(A) > 0, existird um conjunto limitado como A N [—a, a], para algum a > 0, contido em A com medida
de Lebesgue 0 < up, (A N[—a, a]) < 2a. Para ver isso, notemos que pela propriedade de regularidade interior da medida
de Lebesgue (30.5), pagina 1586, existe um compacto C' C A tal que ur(C) > 0. Como AN [—a, a] D CN[—a, a], se
escolhermos a grande o suficiente, valerd CN[—a, a] = C e, assim, teremos pi1, (AN[—a, a]) > pr(C) > 0. A desigualdade
pL(AN[—a, a]) < 2a é evidente do fato de AN[—a, a] C [~a, a] com o intervalo [—a, a] sendo mensurdvel com medida
de Lebesgue 2a.

Se a afirmagdo a ser provada vale para um tal subconjunto limitado, também valerd para todo A que satisfaca as
hip6teses. Vamos, portanto, supor A limitado com py,(A4) > 0.

Se A é limitado, existe Ko > 0 tal que A C [- Ky, Ko]. Vamos denominar A — A = {z —y, z, y € A}.

Vamos supor que a afirmagao a ser demonstrada seja falsa para o conjunto A e que exista um aberto (—r, ), r > 0,
contendo a origem e que nao estd contido em A — A. Isso significa que a sequéncia ¢, :=71/2", n € N, é tal que ¢,, = 0
e {cn, n € N} ¢ A— A. E facil ver que, para cada n # m, vale (A4 ¢,) N (A + ¢n) = 0. De fato, se isso nao
fosse verdade existiriam x, y € A com x 4 ¢, = Yy + ¢, OU s€ja, ¢ — ¢, = ¢ —y € A — A, uma contradicdo, pois
Cm — Cp =1/2™ — /2™ € (=1, r). Assim, A+ ¢, e A+ ¢, sdo disjuntos para n # m. Analogamente, vé-se que A e
A + ¢, sao disjuntos para todo n € IN.

Definamos, para m € IN,
m

A, = U (A+cn) .

n=1

Por A, ser uma uniao disjunta teremos, devido & invariancia translacional da medida de Lebesgue,

pr(Am) = Y pp(A+cn) = mpg(A). (30.34)

n=1
Paralelamente a isso, pela escolha dos ¢,, temos para n > 1,
Aten © |- (Kotos), (Ko+5:)] € [-Ko— 5, Ko+ 3] - (30.35)
AL 2n 2 2
Naturalmente, isso ainda poderia ser optimizado, mas é suficiente para a demonstragao que segue. Com (30.35), vemos

que A, C [fKO -5, Ko+ %} para todo m € N, ja que todos os conjuntos A + ¢,, estdo contidos nesse intervalo. Assim,
terfamos também por (30.34),

2Kg+r
mpr(A) = pr(Am) < 2Ko+7r pr(A) < OT .
Como essa desigualdade vale para todo m € IN, concluimos que pp(A) = 0, em contradigdo com as hipéteses. |

A consequéncia mais relevante para nés do Lema 30.3 é o seguinte resultado:
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Proposicao 30.13 Uma base de Hamel B da reta real é mensurdvel por Lebesque se e somente se up(B) = 0. O

Prova. Se B nao for mensuravel por Lebesgue nao hi o que se provar. Suponhamos entao que B seja mensuravel por
Lebesgue. Entao, ou pur(B) =0 ou ur(B) > 0. Vamos supor que pur(B) > 0. Pelo Lema 30.3 existem nimeros racionais
nao nulos r e s (ambos contidos em algum intervalo (—a, «) conveniente) tais que r = by — by e § = b3 — by, com
b1, b2, bs, by € B. Seja t = r/s, que obviamente é racional. Concluimos de r = ts que by — by = t(bs — by). Mas isso
é impossivel, pois essa expressao contraria o fato de os elementos de B serem linearmente independentes por racionais.
Logo, se B é mensuravel por Lebesgue, sé podemos ter py(B) = 0. |

A Proposigao 30.12 mostrou que a Proposi¢ao 30.13 nao é vazia, no seguinte sentido: existem bases de Hamel
mensuraveis por Lebesgue, nenhuma das quais é Boreliana.
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30.5 Exercicios Adicionais

E. 30.10 Ezercicio. Mostre que a dimensio Hausdorff da Curva de Koch®* (linha indicada na Figura 30.3) vale 1383 Supondo que

cada segmento inicial tenha comprimento 1/3, determine o comprimento total (medida de Lebesgue) da curva de Koch. *

E. 30.11 Ezercicio. Mostre que a dimensio Hausdorff do Tridngulo de Sierpiriski*® (indicado em preto na Figura 30.4) vale 128;

Supondo cada aresta inicial com comprimento 1, determine sua drea (medida de Lebesgue). o+

E. 30.12 FEzercicio. Mostre que a dimensdo Hausdorff do Tapete de Sierpiriski (indicado em preto na Figura 30.5) vale Eg; Supondo

cada aresta inicial com comprimento 1, determine sua drea (medida de Lebesgue). o+

o

Figura 30.3: Primeiras sequéncias de conjuntos que geram a Curva de Koch. Em cada etapa, todos os segmentos de reta
tém o mesmo comprimento.

AL L4

Figura 30.4: Primeiras sequéncias de conjuntos que geram o Triangulo de Sierpinski.

24Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924). A Curva de Koch foi descrita pelo mesmo em trabalho datado de 1904.
25Waclaw Franciszek Sierpinski (1882-1969).
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Figura 30.5: O Tapete de Sierpinski.
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Figura 30.6: As trés imagens acima mostram trechos em diferentes escalas dos anéis de Saturno. As imagens foram
obtidas pelas sondas Voyager 1 e 2. A Voyager 1 fez sua melhor aproximacao a Saturno em 12 de novembro de 1980 e a
Voyager 2 em 26 de agosto de 1981, a distancias de 124.000 km e 101.000 km, respectivamente.
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Figura 30.7: Histograma exibindo os Lacunas de Kirkwood do cinturdo de asteréides. O eixo horizontal representa
o periodo da érbita, em unidades do periodo de Jupiter em torno do Sol, e o eixo vertical representa o nimero de
asterdides encontrado em cada periodo. Observe que ha certas regioes do eixo horizontal onde praticamente nao se
observam asterdides. Essas regices sao as denominadas Lacunas de Kirkwood. Quase todas essas lacunas ocorrem
préximas a pontos onde o perfodo da drbita é igual a certas fragdes racionais (indicadas na figura) do perfodo de Jupiter.
H4 excegbes a essa regra, o que indica que efeitos ndo perturbativos (e nao ressonantes) desempenham um papel na
estabilidade (ou instabilidade) das 6rbitas. Esses efeitos sdo ainda hoje objeto de pesquisa da Dindmica Planetéria.
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Figura 30.8: A “borboleta de Hofstadter”. O eixo horizontal representa o espectro quantico de energias de um elétron
movendo-se em um plano bidimensional sob a agao de um potencial periédico bidimensional e de um campo magnético
constante perpendicular a esse plano. O eixo vertical representa o fluxo ¢ do campo magnético em cada célula do
potencial periédico bidimensional (em unidades de hc/e). Na figura, ¢ varia entre 0 e 1.



