Capitulo 31

Continuidade e Convergéncia em Espacos
Topoldgicos
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I3 AMOS neste capitulo estudar dois assuntos de grande importancia no contexto de espagos topolégicos, a saber, o
7 conceito geral de convervéncia (de sequéncias ou de redes, vide definicdes adiante) e o conceito geral de conti-
) nuidade de funcgoes. O conceito de convergéncia foi introduzido anteriormente para o caso especial de sequéncias
em espacos métricos (vide Capitulo 25, pagina 1454). Aqui serd dada particular atenc¢do aos espagos topolégicos do tipo
Hausdorff.

Todo estudante possui uma nogao mais ou menos clara do conceito usual de continuidade de fungoes reais da reta real.
Aqui, vamos estender este conceito a fungoes entre espacos topoldgicos gerais. A possibilidade de se estender o conceito
de continuidade das situagoes mais comuns e familiares, encontradas na topologia usual da reta real, para situagoes mais
gerais é, em verdade, uma das principais razoes pelas quais topologias mais gerais que aquelas produzidas por métricas sao
definidas e estudadas. Percebeu-se que, tomados os devidos cuidados, muitos dos resultados passiveis de demonstracao
no caso métrico estendem-se também para topologias nao derivaveis de uma métrica. Fora isso, aprenderemos, ao elevar
o nivel de abstracao com que o conceito de continuidade é apresentado, que muitas caracterizagoes distintas, gerais e
tteis do mesmo podem ser apresentadas. Uma consequéncia desse alargamento de horizontes é uma maior facilidade na
demonstragao de resultados importantes.

O leitor interessado na nogao de continuidade pode passar diretamente a Segao 31.5, pagina 1673. Sua leitura dispensa
a leitura das segoes que lhe precedem exceto, em parte, pela nocao de rede, a qual pode ser colhida na Segao 31.3, pagina
1666.

31.1 Primeiras Definicoes

Dado um espago topoldgico X, uma sequéncia z é uma funcao z : IN — X. Por vezes estamos interessados em considerar
uma sequéncia apenas por seu conjunto imagem: Imz = {z(n) € X, n € IN}. Os elementos da sequéncia sao os valores
z(n), que frequentemente sdo denotados apenas por x,. Com um certo abuso de linguagem é costume referir-nos &
sequéncia z como sendo {z(n) € X, n € N}, ou denotamo-la por {z,, n € IN} ou mesmo por {z,} ou até apenas por
T,. Em geral, essas notagoes sdo mais préticas e ndo causam confusdo. A noc¢ao tradicional de convergéncia de uma
sequéncia em um espaco métrico é a seguinte:

Seja M um espac¢o métrico com métrica d e seja {a,} uma sequéncia em M. Dizemos que {a,} converge a um
elemento a € M se para todo € > 0 existir N = N(e) € N tal que d(ay,, a) < € sempre que n > N.
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Abaixo vamos apresentar uma nova noc¢ao de convergéncia de sequéncias em espacos topoldgicos gerais que é equiva-
lente aquela apresentada acima no caso de espagos métricos. Comecemos com duas nogoes tteis. Seja x uma sequéncia
em X e AC X.

1. Dizemos que a sequéncia z estd eventualmente em A se existir um natural N = N(A) (que pode eventualmente
depender de A) tal que x,, € A para todon > N.

2. Dizemos que a sequéncia z estd frequentemente em A se houver infinitos valores de n para os quais x, € A.

Se uma sequéncia x estd eventualmente em A, entdo ela estd frequentemente em A, mas a reciproca ndo é necessari-
amente verdadeira. Por exemplo, a sequéncia de nimeros reais a,, = (—1)™ estd frequentemente no intervalo (0, 2), mas
nao eventualmente.

Nota. Nas defini¢ées aqui apresentadas estamos fazendo uso do ordenamento usual de IN. Para o caso geral vide a Se¢do 31.3, pagina 1666,
sobre redes em espagos topoldgicos. &

Definamos agora as nogoes de ponto de acumulacao e ponto limite de uma sequéncia x em X, um conjunto dotado
de uma topologia 7.

1. Um ponto z em X é dito ser um ponto de acumulacao da sequéncia x em relagao a topologia 7 de X se x esta
frequentemente em todo aberto A C 7 que contém z.

2. Um ponto x em X é dito ser um ponto limite, ou simplesmente limite, da sequéncia z em relagao a topologia 7 de
X se x estd eventualmente em todo aberto A C 7 que contém x.

Note que todo limite é um ponto de acumulacao, mas a reciproca nao é verdadeira.

E. 31.1 Ezercicio. Mostre que {—1, +1} s3o os pontos de acumulagio da sequéncia z, := (—1)" + 1/n, n € IN, na topologia
usual de R. Essa sequéncia tem limites nessa topologia? E a sequéncia x,, := 1/n2, n € IN? "

E. 31.2 Ezercicio. Seja uma sequéncia r : IN — R tal que Imr = Q (tais sequéncias existem pois @ é contdvel). Mostre que R é o
conjunto de todos os pontos de acumulag¢do de r na topologia usual de R. Mostre que r ndo tem limites na topologia usual de R.

E. 31.3 Ezercicio. Seja a sequéncia do exercicio anterior, mas agora tome a topologia discreta P(RR). Mostre que r ndo tem pontos
de acumulac3o nessa topologia se a funcdo r for injetora. o,

Se x é um limite da sequéncia x,, dizemos que x,, converge a x e escrevemos © = lim x,.
n—o0

E. 31.4 Ezxercicio. Mostre que as duas no¢des de convergéncia que apresentamos acima s3o equivalentes no caso de sequéncias em
espagos métricos. *

O ultimo exercicio nos afirma a equivaléncia, no caso de espagos métricos, dos dois conceitos de convergéncia que
apresentamos, mas é importante frisar que a convergéncia de uma sequéncia é fortemente dependente da topologia
adotada. Isso pode ser claramente visto no exemplo discutido a seguir.

Uma sequéncia {z, } em X é dita ser eventualmente constante se existir z € X e N € N tais que z,, = x para todo
n > N.

Seja, entdao, X um conjunto ndo-enumeravel (R, por exemplo) e seja a topologia co-contavel'! em X: 7..(X). Entéo,
nenhuma sequéncia que nao seja eventualmente constante tem limites em X em relacgéo a 7..(X). Isso segue do seguinte.
Seja x uma sequéncia em X e seja € X um ponto qualquer e seja ainda A := (Imz)° U {z} = (Imz N {z}°)°. Como
Imgz N {z}° é contdvel, entdo A ¢é aberto em 7..(X) e contém z. Porém, z nao estd eventualmente em A se nao for
eventualmente constante, pois ImzNA =ImzN{x}. Assim, para qualquer z € X podemos achar um aberto que contém
x onde x nao estd eventualmente. Logo, nenhuma sequéncia x tem limites na topologia considerada.

LA topologia co-contavel foi definida & péagina 1580.
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Um exemplo ilustrativo é o da sequéncia x,, = 1/n, n € IN, em R. Na topologia co-contével 7..(R) essa sequéncia nao
converge a zero, ao contrario do que ocorre na topologia usual, pois o conjunto A := R\ {1/n, n € N} é aberto, contém
r = 0, mas nao contém nenhum elemento da sequéncia x,,.

Em funcao de exemplos como esses, hd geralmente pouca utilidade no conceito de convergéncia de sequéncias em
certos espacos topoldgicos nao-métricos. O que entdo normalmente se faz nesses casos é considerar uma generalizacao
do conceito de sequéncia, conhecido como rede (“net” em inglés). Para esse novo conceito hd uma defini¢do andloga de
convergéncia que funciona de modo mais efetivo em espacos topologicos gerais. Disso trataremos na Secao 31.3, pagina
1666.

31.2 Espacos Hausdorff

Vamos neste momento introduzir um conceito que serd retomado na Segao 33.2, pagina 1753, mas que estd intimamente
ligado ao discutido acima.

Um espaco topolégico H dotado de uma topologia 7 é dito possuir a propriedade de Hausdorff? se para quaisquer
pontos distintos x, y € H existirem dois abertos A, e Ay em 7 tais que z € A;, y € A, mas A, N A, =

Um espaco topolégico que tem a propriedade Hausdorff é dito simplesmente ser um espagco Hausdorff, ou do tipo
Hausdorff. Vamos primeiro a alguns exemplos de espagos que nao tem a propriedade Hausdorff.

Seja X qualquer com a topologia indiscreta. Esse espaco nao tem a propriedade de Hausdorff. Seja X nao finito com
a topologia co-finita. Esse espago nao tem a propriedade de Hausdorff. Seja X nao-contavel com a topologia co-contavel.
Esse espago nao tem a propriedade de Hausdorff. Para esses dois tltimos exemplos, vide pagina 1580.

E. 31.5 Ezxercicio. Prove as afirmativas do dltimo pardgrafo. "

Agora temos a seguinte proposicao:

Proposigao 31.1 Todo espaco métrico tem a propriedade de Hausdorff. O

Demonstracdo. Seja M espago métrico com métrica d, sejam z, y € M distintos e seja r = d(x, y) > 0. Sejam entdo os
abertos A, = Bg(z, r/3) e Ay = Ba(y, r/3). Suponha que exista um ponto z € A, N A,. Entdo, como z pertence ao
mesmo tempo a By(x, r/3) e By(y, r/3), vale que d(z, z) < r/3 e d(z, y) < r/3. Agora, pela desigualdade triangular
tem-se r = d(z, y) < d(z, z)+d(z, y) < 2r/3. Porém, a desigualdade r < 2r/3 é absurda. Dai, ndo pode existir
qualquer ponto z em A; N A,. |

Nem todo espaco Hausdorff é métrico. A topologia de Sorgenfrey® 7[8] de R (vide Secdo 28.2.1.1, pagina 1583) é
Hausdorff (prove isso!) mas nao é métrica (vimos isso & pagina 1602).

Chegamos agora a uma propriedade importante de espagos Hausdorff, sejam eles espagos métricos ou nao.

Proposigao 31.2 Uma sequéncia em um espaco Hausdorff pode ter no mdximo um ponto limite. O

Prova. Suponha que uma sequéncia ¢ em um espago Hausdorff H com topologia 7 tenha dois limites distintos z e y.
Sejam V; > x e V,, 3 y dois abertos disjuntos de 7 contendo z e y, respectivamente. Que tais abertos sempre existem é
garantido pela propriedade de Hausdorff, que estd sendo suposta. Entao, como g converge a x e a y, temos que a,, € V,
para todo n > N(V;) e a,, € V,, para todo n > N(V,). Logo, a, € V; NV, para todo n > max{N(V,), N(V;)}. Isso
contraria a hipétese que V; NV, = 0. |

Corolario 31.1 Uma sequéncia em um espago métrico pode ter no mdximo um limite. O

2Felix Hausdorff (1868-1942).
3Robert Henry Sorgenfrey (1915-1996).
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Note que sequéncias em espacos Hausdorff podem ter muitos pontos de acumulagao.

E. 31.6 Ezercicio. Seja A a colecdo de todos os subconjuntos de R? do tipo {(z, y) € R?, coma <y <bpara —co<a<b<
oo} (faga um desenho de um tal conjunto). Seja 7[A] a topologia gerada por tais conjuntos.

1. Mostre que 7[A] ndo é Hausdorff. Para tal, tente ver se é possivel encontrar dois abertos nessa topologia que contenham os
pontos z = (0, 0) e y = (1, 0), respectivamente, mas que n3o se intersectem.

2. Mostre que a sequéncia z, = (0, 1/n), n € IN, tem por limite todos os pontos da forma (z, 0) para todo = € R. (Na topologia
usual de R? o dnico limite dessa sequéncia é o ponto (0, 0)).

31.3 Redes e o Caso de Espacos Topolégicos Gerais

Recordemos a definicao de conjunto dirigido introduzida a pagina 81. Um conjunto I é dito ser um conjunto dirigido se
for dotado de uma relagao de pré-ordenamento que denotaremos por “<”, e se for dotado da seguinte propriedade: para
quaisquer dois elementos a e b de I existe pelo menos um terceiro elemento ¢ € I tal que a < ce b < c.

Como usualmente, denotaremos alternativamente a afirmagao que a < b por b > a.

Seja I um conjunto dirigido com respeito & uma relagao de pré-ordenamento <. Se X é um conjunto nao-vazio, uma
funcao f : I — X é denominada uma rede baseada no conjunto dirigido I com respeito a <. O estudante deve observar
que uma sequéncia é uma rede baseada em IN, que é um conjunto dirigido com respeito a ordem usual dos naturais.

Redes sao, portanto, generalizagbes da nogao de sequéncias e assumem em espagos topologicos gerais um papel
semelhante ao de sequéncias em espacos métricos. A nocdo de rede foi introduzida na Topologia por Moore* e Smith®
em 19226, Alguns autores referem-se a redes como sequéncias de Moore-Smith.

De modo andlogo ao que costumeiramente se faz com sequéncias, designaremos uma rede x : I — X por {z}xer,
por {xx, A € I'}, ou simplesmente por z, sendo I e < subentendidos.

Vamos a algumas definigdes. Seja uma rede {x)}re; em X com I sendo dirigido por <.

1. Dizemos que {z}rcs estd frequentemente em A C X se para todo A € I existir um X € I com A < A tal que
Ty € A.

2. Dizemos que {z)}rcs estd eventualmente em A C X se existe A\g € I tal que ) € A para todo A = Ao.

3. Se (X, 7) for um espago topolégico, dizemos que z € X é um ponto de acumulagdo de {x)}rcr com respeito a 7 se
{zx}rer estiver frequentemente em qualquer 7-aberto que contém x. Nesse caso, dizemos que {x)}rer acumula-se
em x com respeito a 7.

4. Se (X, 7) for um espaco topolégico, dizemos que x € X é um ponto limite de {x)}rer com respeito a 7 se {zx}rer
estiver eventualmente em qualquer T-aberto que contém x. Nesse caso, dizemos que {z)}res converge a x com
respeito a 7.

O estudante deve notar que essas defini¢coes correspondem perfeitamente aquelas introduzidas para sequéncias a
péagina 1664 e seguinte.

e Sub-redes

Seja {Ta}aer uma rede em X. Uma outra rede {yg}ges em X ¢é dito ser uma sub-rede de {zq}aer se existir uma
funcao h : J — I tal que

1. yp = zp(p) para todo B € J,

2. para todo « € I existe 81 € J tal que h(5) > « para todo § € J que satisfaga § = 1.

4Eliakim Hastings Moore (1862-1932).
5Herman Lyle Smith (1892-1950).
SE. H. Moore and H. L. Smith. “A General Theory of Limits”. American Journal of Mathematics 44 (2), 102-121 (1922).
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Acima, »~; é a relagdo de pré-ordenamento do conjunto dirigido I e »=; é a relagdo de pré-ordenamento do conjunto
dirigido J.
Uma situagao de interesse é aquela na qual J C I. Nesse caso podemos tomar h : J — I como sendo a identidade

h(B) = B para todo J e as condigdes acima podem ser fraseadas da seguinte forma: {yg}ges é uma sub-rede de {xq }acr
se

1. yg = xp para todo § € J,

2. para todo « € I existe f1 € J tal que 8 > « para todo g € J que satisfaga 5 > (1.

e Redes e convergéncia

Se (X, 7) for um espago topolégico e x € X, seja J, a cole¢io de todos os 7T-abertos que contém z. Entédo, J, é
um conjunto dirigido pelo ordenamento parcial definido pela inclusdo de conjuntos “C” (i.e., M > N se e somente se
M C N).

E. 31.7 Ezxercicio. Prove essa afirmacio. "

Seja (X, 7) um espago topolégico, x € X e B C X. A colecdo I, g :={ANB, A€ J;} éum conjunto dirigido pelo
ordenamento parcial definido pela inclusdo de conjuntos “C” (i.e., M = N se e somente se M C N).

E. 31.8 Ezercicio. Prove essa afirmacio. "

Esses dois exercicios nos preparam para as seguintes proposicoes relevantes.

Proposicao 31.3 Sejam (X, 1) um espago topoldgico, x € X e J, a colegdo de todos os T-abertos que contém x. Seja
{zxa}taecg, uma rede em X com base no conjunto dirigido J,. Se a rede {xa}acy, tiver a propriedade que x4 € A para
cada A € I, entdo {xa}aecy, converge a x. O

A prova é quase imediata pelas defini¢oes e deixada ao leitor como exercicio.

Proposicao 31.4 Se (X, 7) for um espaco topoldgico e B C X, entdo x € B se e somente se existir uma rede em B
que converge a x. O

Prova. Precisamos primeiro provar que se € B entdo existe uma rede {zx}rer que converge a x com a propriedade que
) € B para todo A € I. Sabemos que todo elemento de J, tem intersecgao nao-vazia com B, pela defini¢ao de fecho de
um conjunto. Assim o conjunto J;, g, definido em exercicio acima, é nao-vazio, é um subconjunto de B e é um conjunto
dirigido pelo ordenamento parcial definido pela inclusao de conjuntos C. Por uma ligeira variacao da proposicao anterior,
é facil ver que qualquer rede baseada em J, p e que a cada A € J, p associe x4 € A converge a x e estd, claramente,
contida em B.

Vamos agora provar que se uma rede {x}res com x) € B para todo A € I converge a z, entdo € B. Se {z)\}rer
converge a x, entdo {x)}rer estd eventualmente em cada aberto A que contém z. Isso implica que cada aberto A que
contém x contém elementos de {zx}rcr, que estdo em B. Logo, AN B # (), provando que z € B. |

e Sub-redes e pontos de acumulagao

O seguinte teorema relaciona sub-redes e o conjunto de todos os pontos de acumulagao de uma rede. O mesmo serd
importante na discussao da propriedade de Bolzano-Weierstrass de espagos topolégicos compactos feita na Segao 33.3,
péagina 1772. Vide, em particular, o Teorema 33.7, pagina 1778.

Teorema 31.1 Seja {zs}acr uma rede em um espago topoldgico (X, 7). Um ponto x € um ponto de acumulagio de
{Za}acr se e somente se for ponto limite de uma sub-rede de {Tqo}acr- O
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Prova. Para cada x € X denotemos por 7, o conjunto de todos abertos de 7 que contém z. Se D é um conjunto dirigido
denotamos por >=p a relacao de pré-ordenamento em D.

Parte I: se x é um ponto de acumulagio de {4 }acr entdo x € ponto limite de uma sub-rede de {xq}acr-

Se  é um ponto de acumulagao de {x,}aecr, entdo para todo aberto A € 7, que contém z vale que {x,}aecr estd
frequentemente em A. Pela defini¢do, isso significa dizer que para todo a € I existe um Sa(a) € I com a < Sa(a) e
T, () € A.

Seja J C I definido por
J = {BA(oz)‘ Aer, o GI} .

Estabelecemos em J uma relacao de pré-ordenamento dizendo que B4 (y) > Bar(y') se Ba(y) =1 Ba(v') e A C A
(deixamos como exercicio ao estudante mostrar que > é realmente uma relagio de pré-ordenamento).

Dados 84(y) e Be(y') € J, seja v tal que v =1 Ba(y) e v =1 Be(7’) (a existéncia de um tal 4" é garantida pelo
fato de I formar um conjunto dirigido por ;). Tem-se que’ Bans(Y") =7 Ba(y) e Bans(Y") =7 Ba(Y'). Isso prova que
J forma um conjunto dirigido por > ;. Portanto, {zg}gcs é uma rede em X.

Como J C I, tem-se {x3}ges C {Ta}acr- Além disso, se Sp(vy) € J satistaz Bp(7y) =7 Ba(a), entdo Bp(y) =1 Ba(a)
e, como pela defini¢do das fungdes B4 vale Sa(c) =1 «, segue que Bp(7y) > a. Isso provou que {3} zes é uma sub-rede
de {xa}aEL

Notemos agora que se A € 7, entdo se \g := Ba(7y0) para algum o fixo, tem-se que se S5(v) = Y0, entdo B C A
e BB(v) =1 7. Como, por construcdo g, ) € B C A, concluimos que a sub-rede {x3}ges estd eventualmente em A.
Como essa afirmacao vale para todo A € 7., isso provou que essa sub-rede converge a .

Parte II: se x é ponto limite de uma sub-rede de {4 }acr, entdo x € um ponto de acumulagdo de {xs}acr.
Vamos agora supor que x é ponto limite de alguma sub-rede {yg}ges de {xq}acr. Entdo, para A € 7, existe Ao € J
tal que yg € A para todo 8 >; Ap.

Como {yg}ges é uma sub-rede de {x4 }acr, existe para cada o € I um Sy € J tal que h(8) = « para todo 8 € J
com [ > 1 (para a definigdo de h, vide a defini¢ao de sub-rede & pagina 1666). Fixemos o € I. Como J é um conjunto
dirigido por >z, existe 8’ € J tal que (a): 8’ =5 p1 e (b): B’ =5 Xo. Logo, por (a), h(8') =1 a e, por (b), yg € A.

Lembrando que yg = x5 (vide defini¢do de sub-rede a pagina 1666), concluimos que para cada o € I existe
o =h(f') €l comda -;5aex, €A Ora, isso é precisamente a afirmagdo que a rede {x4}aes estd frequentemente
em A. Como essa afirmagéo vale para todo A € 7, concluimos que a rede {x,}ocr acumula-se em z. Isso completa a
demonstracao. |

e Redes e espagos Hausdorff

O conceito de rede permite mais uma caracterizacao de espagos Hausdorff. A proposicao abaixo generaliza um fato
bem conhecido de espagos métricos.

Proposicao 31.5 Um espago topoldgico (X, 7) € do tipo Hausdorff se e somente se toda rede em X que for convergente
tiver apenas um ponto limite. O

Notacdo. Se X é um espago topoldgico Hausdorff, denotamos por limy x o limite de uma rede I 5 A — x) € X, se o
mesmo existir. <

Prova da Proposicdo 31.5. Seja (X, 7) um espaco topoldgico do tipo Hausdorff e seja {x)}rer uma rede em X que
converge a a e a b com a # b. Podemos encontrar A € 7 contendo a e B € T contendo b tais que AN B = (). Mas isso é
impossivel, pois se {z)}recs converge a a e a b, entao {x)}rer estd eventualmente em A e B, o que contradiz AN B = 0.

Vamos agora supor que o espago topolégico (X, 7) tem a propriedade que toda rede em X que for convergente tem
apenas um ponto limite. Se (X, 7) néo é do tipo Hausdorff entéo existem a e b, elementos distintos de X, tais que cada
elemento de J, tem intersecgao nao-vazia com cada elemento de Jy.

"Lembrar que se A € 7, € B € 7, entdo AN B € 7, e é ndo-vazio, pois = pertence a A e a B e ambos sdo abertos.
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Entdo, para cada par (A, B) com A € J, e B € J, podemos escolher um elemento em x4, gy € AN B a com isso,
construir uma aplicagao J, x J, — X. Gostariamos agora de identificar uma relacao de pré-ordenamento que faca de
Ja X Jp um conjunto dirigido. Essa relacao é a seguinte: (4, B) < (A, B')se AD A’ e BD> B'.

E. 31.9 Ezercicio. Verifique que isso faz de J, xJ, um conjunto dirigido. Para tal, constate quesea = (A, B)eb = (C, D) € JoxJy,
entdioc=(ANC, BND)€Jy xTpevalema<ceb<c. -

Note agora que se A € J, entdo x4, gy € ANB C Aese (A, B') = (A, B) entdao x4, py € ANB CANBC A.
Isso significa que a rede {x(4, By, (A, B) € Jo x Jp} estd eventualmente em A. Como isso vale para todo A € J,, entdo a
rede {z(4, By, (A, B) € J, xJp} converge a a. Mutatis mutandis, constata-se analogamente que a rede {x(4, ), (A, B) €
Ja X Jp} converge a b. Como a # b, isso contradiz a hipdtese e, portanto, (X, 7) é do tipo Hausdorff.

A nocao de rede é também importante por permitir uma caracterizacao do conceito de continuidade de funcées em
espagos topologicos. Trataremos disso na Secao 31.5.3 e & pagina 1681.

31.3.1 Redes em Espacos Métricos

Seja M um conjunto dotado de uma métrica d e seja I um conjunto dirigido com respeito a uma relacao de pré-
ordenamento <. Uma rede f : I — M ¢é dita ser uma rede de Cauchy em relacao a métrica d se para todo € > 0 existir
um n(e) € I (possivelmente dependente de €) tal que d(f(i), f(j)) < € para todos i e j tais que i = n(e) e j = n(e).

E bastante claro que essa definicao generaliza a nogao de sequéncia de Cauchy encontrada a pagina 1465. Naquele
caso o conjunto dirigido é o conjunto dos naturais IN com a relacao de ordem usual.

Lembremos que um conjunto M dotado de uma métrica d é dito ser completo (ou sequencialmente completo) em
relagao a essa métrica se vale a afirmacao que uma sequéncia converge em M se e somente se for uma sequéncia de
Cauchy.

Para entendermos a relagao entre as nogoes de sequéncias de Cauchy e redes de Cauchy em espagos métricos completos
a seguinte proposicao é essencial.

Proposigao 31.6 Seja M completo em relagdo a métrica d, ou seja, tal que uma sequéncia converge em M se e somente
se for uma sequéncia de Cauchy. Entdo, vale a afirmacdo que uma rede converge em M se e somente se for uma rede
de Cauchy. O

Prova. Se uma rede f : I — M é convergente, entdo existe m € M tal que para todo € > 0 existe n(e) € I tal que
d(f(i), m) < € para todo ¢ € I com a propridade i > n(e). Assim, se i e j € I sao tais que i > n(e) e j > n(e), vale pela
desigualdade triangular d(f(i), f(j)) < d(f(i), m) + d(m, f(j)) < e+ €, 0 que prova que f é uma rede de Cauchy.
Provemos agora a reciproca. Seja f : I — M uma rede de Cauchy. Entao, para todo k € N, existe n(1/k) € I
tal que d(f(i), f(j)) < 1/k para todos i e j tais que i = n(1/k) e j = n(1/k). Seja definido 21 := n(1) e escolhamos
indutivamente para cada k € IN, k > 2, um elemento z; € I tal que 2z > zx—1 € 2z = n(1/k). E claro que

21 < 29 < 23 < 24 < -+ comn(l/k) < z paratodo k€ IN.

Logo,
Tl(l/k) < 2k < Zk41 = Zg42 < -
Assim, para todos n > m > k vale d(f(zm), f(zn)) < 1/k. Portanto, { f(z), | € N} é uma sequéncia de Cauchy em M
e como M é (sequencialmente) completo, segue que { f(z), Le ]N} converge a um certo elemento m € M, o que equivale
a dizer que para todo € > 0 existe N(e) € IN tal que d(f(zn), m) < e sempre que n > N (e).
Seja agora € > 0 fixo e escolhamos k € N de forma que 1/k < e. Se i € I satisfaz i = n(1/k), vale d(f(i), m) <
d(f(i), f(zn)) + d(f(2n), m). Tomando n > max{N(e), k} teremos d(f (i), f(zn)) < € pois i = n(1/k) e z, = n(1/k)

e também teremos d(f(zn), m) < € pois n > N(e). Logo, cl(f(i)7 m) < 2e, provando que f converge (a m € M). Isso
completa a prova. |
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31.4 O Limite do Infimo e o Limite do Supremo

Seja I um conjunto dirigido e o : I — R uma funcao de I em R. Denotaremos por «; o valor de « no ponto i € I.
Define-se o limite do infimo da funcao a como sendo

liminf @ := sup inf oy , 31.1
I nel?k>7l k ( )

ou, numa notagao mais completa (e algo pedante),
limlinfa ‘= sup ({ inf ({o, k= n, kel}), ne I}) . (31.2)

Analogamente, define-se o limite do supremo da fungdo o como sendo

limsupa := inf sup ay , (31.3)
I n€l pyn
ou seja,
limsupa := inf <{sup ({ak, k>=mn, k€ I}), n e I}) . (31.4)
I

As defini¢bes acima indicam que tanto o limite do supremo quanto o do infimo dependem da nogao pré-ordenamento
adotada <. Omitiremos essa dependéncia para nao carregar a notagao.

E facil provar que sempre se tem

1imjinfoz < limsupa . (31.5)
I

Caso liminf; @ = lim sup; & o limite de o pode ser definido e é dado por

h}na = hmjinfa =limsup . (31.6)
I

Vide também a Segao 1.1.4, pagina 98, para as nocoes de limite do supremo e do infimo de colegbes contaveis de
conjuntos.

e Invariancia por redugao inicial do dominio

Que interesses ha nas defini¢oes acima? H& varios. Um deles reside na seguinte propriedade. Suponha que I possa
ser escrito como uma uniao I = Iy U J onde Iy e J tém as seguintes propriedades

1. Para todo iy € Iy existe pelo menos um j € J tal que 79 < J.
2. J é um conjunto dirigido pela mesma relagao de pré-ordenamento <.

3. Para todo j € J vale que se k = j entao k € J.

Entao, vale que

liminf @ = liminf «
J I
e que
limsupa = limsupa,
J I

ou seja, os limites do infimo e do supremo de uma fungao em um conjunto dirigido nao mudam se subtrairmos de I um
conjunto do “comego” de I (no caso, Iy). Essa propriedade, que é uma das principais razoes de ser das definigoes de
limite acima e que tem uma importancia fundamental, serd denominada aqui invariancia por reducao inicial do dominio.

Vamos prova-la para o limite do infimo. O caso do limite do supremo é analogo. Como

sup(AU B) = max{sup(A4), sup(B)},
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segue que

1imjinfoz = max{a, 8}, onde (31.7)

sup <{inf({ak, k>n, ke I}), ne Io}> ,
sup <{inf({ak, k>n, ke I}), ne J}) .

Pelas hipéteses, existe para todo iy € Iy pelo menos um elemento j(ig) € J com a propriedade que j(ig) > i9. Logo,
para cada ig € Iy tem-se

Q
I

B

{aw, k= j(io), ke I} C {ak, k= io, k€ 1}
e, assim,

inf ({ax, k= jGio), k€ 1}) = inf ({ax, k= io, ke T}).

Dado que
sup ({mf ({ak, k> ke I}), je J}) > inf ({ak, k= j(io), k € I})
segue que para cada ig € Iy fixo

sup <{inf ({ak, k> ke I}), je J}) > inf ({ak, ki, k€ I}) .

Assim,

sup <{mf ({ak, kg, keI}), je J}) > sup <{mf ({ak, k> n, keI}), neIo}> .

Como liminf; o é o méximo entre os elementos de cada lado da ultima desigualdade (veja (31.7)), provou-se que

limlinfa = sup <{inf ({ak, k>=n, ke I}), ne J}) .
Claramente, para cada n € J,
{ak, k>n, ke]} = {ak, k> n, kEJ},
pois se k = n com n € J entdo tem-se que k € J (propriedade 3 da defini¢ao de Iy e J). Assim,

1imlinfoz = sup <{inf ({ak, k>n, ke J}), neJ}) = 1imJinfa.

e Limite do supremo e limite do infimo de um conjunto

Recordemos a seguinte definicao. Seja X um conjunto com uma topologia 7. Seja A um subconjunto de X. Um
ponto x € X é dito ser um ponto limite de A se todo aberto T' € T que contiver x contiver pelo menos um ponto de A
distinto z. Ou seja, se x € T entao (T'NA)\ {z} # 0.

Denotaremos por pt(A) o conjunto de pontos limite de A. Vamos supor que X seja parcialmente ordenado. Definimos
entao
limsup A := sup(pt(4))

T

liminf A := inf(pt(A)).
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desde, é claro, que os supremos e infimos existam em X. Como antes essa definicao depende do ordenamento adotado
em X.

e Adverténcia

Seja I como antes um conjunto dirigido e seja uma fun¢do « : I — R. Denotemos por Im(a) a imagem de a.
Adotemos em R a topologia usual 7 e o ordenamento usual.

E entdo tentador fazermos a seguinte pergunta: serd verdade que liminf; o = liminf,, Im(a) e que limsup; a =
limsup,, Im(a)? A resposta pode ser sim ou ndo dependendo do tipo de ordenamento adotado em I. Vejamos os
seguintes exemplos.

Ezemplo 1. Adotemos I = IN e em IN adotemos o ordenamento usual. Tomemos como fungao a sequéncia « definida
da seguinte forma

—1—1/n, paran par
1+1/n, paran impar

O conjunto Im(a) tem dois pontos limite, a saber, —1 e +1. Assim,

liminf Im(ar) = —1 e limsupIm(a) = 1.
TR TR
E também facil de provar que
liminfa = —1 e limsupa = 1.
N N
E. 31.10 Ezercicio. Verifique isso. o+

Exemplo 2. Adotemos X = IN e em IN adotemos o seguinte pré-ordenamento <: se n e m sdo ambos pares ou ambos
impares entao n < m se n < m. Entanto, se n é par e m é impar temos sempre que n < m.

Esse pré-ordenamento coloca todos os pares como “menores” que todos os impares. Entre os pares e entre os impares
o ordenamento é o usual.

Tomemos a mesma sequéncia « definida acima. Claramente continuamos tendo

liminfIm(a) = —1 e limsupIm(a) = 1.
TR TR

Porém, com o ordenamento dos naturais adotado, temos que

liminfa = 1 e limsupa = 1.
N, < N, <

E. 31.11 Ezercicio. Verifique isso. "

e Mais sobre o limite do supremo e sobre o limite do infimo

Verificamos acima que nao é verdadeira em geral a afirmativa que o limite do supremo de uma sequéncia coincide com
o supremo dos pontos limite de sua imagem. Ha porém uma relagao entre o limite do supremo e os pontos de acumulacao
da sequeéncia.

Tomemos I como sendo o conjunto dos naturais com o ordenamento usual e seja o : I — R uma sequéncia. Adotamos
em R a topologia usual e o ordenamento usual. Seja Ac(a) o conjunto de todos os pontos de acumulacdo da sequéncia
«a. Tem-se entao que

1imjinfoz = inf(Ac(a))

e que
limsupa = sup(Ac(a)) .
1
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Nao apresentaremos a prova aqui. Observamos, porém, que esse fato é verdadeiro qualquer que seja o ordenamento
adotado em IN. Para provar isso precisamos ainda introduzir o conceito de ponto de acumulagao para fungoes definidas
em conjuntos dirigidos gerais, o que faremos na Segao 31.3 sobre redes.

E. 31.12 FEzercicio. Seja a sequéncia ¢, = sen(1/n), n = 1, 2, 3,.... Determine seus pontos de acumulagdo, limsupc, e

liminf ¢, . o

E. 31.13 Ezercicio. Sejam c,, e d,, duas sequéncias limitadas de niimeros reais. Mostre as seguintes desigualdades.

1. limsup(e, + dn) < limsup e, + limsup d,.

n— oo n—o0 n— oo
2. limsup(cndn) < <limsup cn) <lim sup dn).
n— oo n—oo n—oo

3. Para todo a > 0 vale limsup(ac,) = alimsup ¢,.
n— oo n— 00

4. Para todo a < 0 vale limsup(ac,) = aliminf ¢,.
n— oo n—o0

L]

O estudante pode estar se perguntando por que ndo temos sempre simplesmente a igualdade limsup(c, + d,) =
lim sup ¢, + limsup d,,. Veja o que ocorre no exemplo simples onde ¢, = (—1)" e d,, = —(—1)". Aqui temos lim sup(c,, +
dy) = limsup 0 = 0, mas limsup¢,, = +1 e limsupd,, = +1. Logo, limsup(c,, + d,) = 0 < 2 = limsup ¢, + limsupd,, e
a igualdade, portanto, nao é valida nesse caso.

E. 31.14 Ezercicio. Seja a, uma sequéncia de niimeros reais. Mostre que

limsup(—an) = —liminfa, .
n—oo n—o0
"
E. 31.15 Ezercicio. Sejam c,, e d,, duas sequéncias de niimeros reais tais que ¢, < d,, para todo n € IN. Mostre que
limsupe, < limsupd, e liminfe, < liminfd, .
n—oo n—oo n—oo n—oo
L

31.5 Continuidade de Funcoes em Espacos Topoldégicos

Nesta se¢ao apresentaremos diversas defini¢oes do conceito de continuidade de fungbes em espagos topoldgicos, discuti-
remos a equivaléncia dessas defini¢oes e estudaremos suas consequéncias. Como ja dissemos, a possibilidade de definir a
nogao de continuidade de fungoes entre espacos topoldgicos é parte da razao de ser da prépria nogao de topologia.

Vamos a uma defini¢ao de continuidade, que chamaremos de definicao de continuidade ntimero 1.

DC1. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios, o primeiro dotado de uma topologia Tp; e o seqgundo de uma topologia
7~. Uma fungdo f: M — N ¢é dita ser uma fungdo continua em relagdo as topologias 7oy e TN se f~1(A) € Ty para
todo aberto A de 1.

Em outras palavras, uma funcao é dita ser continua se a imagem inversa de qualquer conjunto aberto na topologia
do seu contradominio for igualmente um conjunto aberto na topologia do conjunto dominio.

A seguinte afirmagao é uma consequéncia imediata da definicao acima.
Proposicao 31.7 Sejam My, Ms e Mz espacos topolégicos com topologias Tar,, Ta, € Twms, Tespectivamente. Seja

[ My — Ms, continua em relagao as topologias Tar, € Tar,, € g @ Mo — Ms, continua em relagao as topologias Ty, e
T, - Entdo go f: My — Ms é continua em relagdo as topologias Tar, € Tar,- O
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Prova. «— Ezercicio. [ |

Uma série de questoes vém a mente de qualquer estudante que se depara com a definigao acima pela primeira vez.
Por exemplo, as seguintes: 1) No caso de fungoes reais definidas na reta real o que a definigdo acima tem a ver com
a nocao de continuidade tdo bem conhecida e ensinada? 2) Na defini¢do acima, o conceito de continuidade parece ser
fortemente dependente das topologias 7)p; e 7y escolhidas no dominio e na imagem da fungao. Pode acontecer de uma
fungao dada ser continua em relagdo a algumas topologias mas néo em relagao a outras? 3) E estranho que na definigao
acima a nocdo de continuidade seja apresentada em termos de uma propriedade da imagem inversa f~! da funcio f.
Isso tem mesmo que ser assim? 4) Serd possivel caracterizar a propriedade de continuidade diretamente em termos de
propriedades da f?

Essas questoes sao muito pertinentes e serao respondidas uma a uma no que segue.

Fazemos notar que, na definigao nova de continuidade que apresentamos acima, as topologias Ty e Tn s@o genéricas,
nao necessitando ser, por exemplo, topologias métricas em M ou N, respectivamente. Vamos, porém, discutir agora o
caso tradicional em que M e N sao iguais a reta real dotada da topologia métrica usual 7R.

e Continuidade e restricao de fungoes

O resultado a seguir, de demonstracao elementar, é frequentemente evocado:

Proposigao 31.8 Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios, o primeiro dotado de uma topologia Tpr e o segundo de uma
topologia 7. Seja f : M — N continua e seja R C M, nao vazio. Entdo, a funcio fr=f | R=f: R — N, obtida
restringindo-se a o dominio de f ao conjunto R, € continua se considerarmos N a topologia T e em R a topologia
induzida por Tp; em R. O

Prova. Seja A € 7y. Sabemos que f~1(A) C 7y, pois f é suposta continua. Assim, (fg)~1(A) = f~1(A) N R é aberto
na topologia induzida por 7p; em R, completando a demonstracao. |

e A nocgao usual de continuidade em espagos métricos

Seja f: R — R uma funcao. A nocao usual de continuidade diz que f é continua em R se e somente se para todo
x € R e para todo nimero € > 0 existir um nimero § = 6(z, €) > 0 (eventualmente dependente de x e €) tal que, sempre
que para algum y tivermos |y — z| < 0(z, €) entdo |f(y) — f(z)| <e.

Essa definigao pode ser facilmente generalizada para o caso de espagos métricos gerais.

DCEM 1. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios dotados de métricas dp; e dn, respectivamente. Uma funcgao
f: M — N € dita ser continua (no sentido usual) em relagdo as métricas dys e dy se para todo x € M e para todo
nimero € > 0 ezistir um niumero 6(x, €) > 0 tal que se y € By,,(x, d(z, €)), entio f(y) € Bay (f(x), €).

Acima, By(a, r) é a bola aberta de raio r centrada em torno de a segundo a métrica d. Uma outra forma de apresentar
a definicao acima é:

DCEM 1’. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios dotados de métricas dpr e dy, respectivamente. Uma funcgao
f: M — N é dita ser continua (no sentido usual) em relagdo as métricas dys e dy se para todo x € M e para todo

numero € > 0 ezistir um nidmero §(x, €) > 0 tal que f(BdM (z, é(z, e))) C Bay (f(ac)7 e).

Vejamos um exemplo de uma fungao real que nao é continua segundo a definigao acima. Seja a fungao

1, set>0,
H(t) = (31.8)
0, set<O0.
Entao, para = 0 e para e = 1/10 (por exemplo) néo é possivel achar um nimero 4 tal que se |y — x| = |y| < ¢ tenhamos

|H(y)— H(x)| = |H(y) — 1] < 1/10. A razao é que para qualquer y > 0 temos |H(y) — 1| = 0 que é menor que 1/10, mas
para qualquer y < 0 temos |H(y) — 1| = 1 que, obviamente, é sempre maior que 1/10.

E. 31.16 Ezercicio. Seja a fungdo g(t) = t>. Mostre explicitamente que g é continua pela definicdo acima. Como pode ser 6(z, ¢)
como func3o de x e € nesse caso? o+
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As linhas acima recordam-nos a definicdo usual de continuidade de fungdes definidas em R, tal como aprendida nos
cursos iniciais de Célculo. Qual a conexao com a nova nogao de continuidade DC1 que apresentamos acima? Vamos
esclarecer este ponto agora, provando que as duas definigoes sao equivalentes.

Seja uma fungao f: M — N tal que f~1(A) é um aberto em 7, para todo A € 7. Sejam um ponto = no dominio
da f e f(x) sua imagem. Seja A = B, (f(z), €) (com € > 0) um aberto em 7y. Pelas hipéteses, o conjunto f~1(A)
é um aberto em M que deve conter o ponto z (pois f(x) € A). Deve, portanto, haver uma bola aberta Bg,,(z, 9),
centrada em x e de raio de 6 = d(x, €) > 0 (em geral, o raio deve depender de A e, portanto, de = e €) inteiramente
contida no aberto f~!(A4). Como By, (z, §) C f~'(A), segue que f(Bg,, (x, §)) C A= Bg,(f(z), €). Isso, finalmente,
é exatamente a afirmacao que f é continua no sentido da definicao DCEM 1.

Vamos agora supor que f seja uma funcao continua no sentido da definicaio DCEM 1 e provar que ela também é
continua no sentido da definicao DC1. Isso, junto com o visto no ultimo paragrafo, mostra que as duas nocoes sao
equivalentes.

Seja A € 7y um aberto qualquer em N e vamos supor, sem perder a generalidade, que A contém elementos da imagem
de f. Sejax € f~1(A). Seja, para algum € > 0, By, (f(), €) a bola aberta de raio € centrada em f(z). Como A é aberto
e f(z) € A, teremos Bg, (f(z), €) C A se escolhermos € pequeno o suficiente (ainda com e > 0). Pela hipdtese que f é
continua no sentido da definichio DCEM 1, existe d(z, €) tal que se y € By,, (z, d(z, €)) entdo f(y) € Bay (f(z), €) C A.
Logo, y € f~(A). Mas isso significa dizer que para todo x € f~1(A) somos capazes de identificar um raio § = §(z, )
(para o € escolhido) tal que todo elemento que dista de x menos que § é também elemento do conjunto f~*(A). Isso
¢ afirmar que f~!(A) é um conjunto aberto, pela prépria defini¢io de conjuntos abertos na topologia métrica de dyy,
provando a validade das condigoes da definicao DC1.

Isso provou a equivaléncia que queriamos estabelecer e, para o caso de fungoes na reta real com a topologia 7 usual,
respondeu a pergunta 1) acima.

31.5.1 Owutras Nocgoes Associadas a de Continuidade

Além da nogao de continuidade de fungoes entre espagos métricos estabelecida acima existe também a nogao de conti-
nuidade uniforme. Sobre ela falaremos com mais detalhe a pagina 1787.

e Funcoes Lipschitz-continuas em espagos métricos

J4 nos encontramos anteriormente, por exemplo, no Capitulo 26, pagina 1523, com a nocdo de funcio Lipschitz®-
continua, ao menos no caso de funcoes reais. Essa nogao pode ser facilmente generalizada para fungoes entre espagos
métricos gerais.

Definicao. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios dotados de métricas dy; e dy, respectivamente. Uma funcao

f: M — N é dita ser Lipschitz-continua em relagao as métricas dy; e dy se existir uma constante L > 0 tal que
dy(f(2), f(y)) < Ldu(z, y), (31.9)

para todos x, y € M. [ )

A condicao (31.9) é denominada condicdo de Lipschitz e uma constante L que a faca verdadeira é denominada
constante de Lipschitz para a fungao f. E elementar provar que toda fungao Lipschitz-continua é continua no sentido
usual, caracterizado pela definicaio DCEM 1.

E. 31.17 Ezercicio. Prove issol o,

e Continuidade por partes

Uma outra nogao importante é a de continuidade por partes.

Definicao. Sejam M e N nao-vazios e dotados de topologias 7); e Ty, respectivamente. Uma funcao f: M — N
é dita ser uma funcao continua por partes em relagao as topologias 7j; e Ty se existir um conjunto finito de abertos

8Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903).
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m
disjuntos A;, ..., A, em M satisfazendo M = U Ay e tais que:
k=1

1. Paratodo k vale que (f | Ag) : A — N, arestricao de f ao aberto Ay, é continua, em relagdo a topologia induzida
por 7a; sobre Ai e em relacdo a Tn.

2. Para todo k existe uma extensao de f [ Ay sobre o fechado Ay, a qual é continua em relacdo & topologia induzida
por 7y sobre Aj e em relacdo a 7y.

[ )

Alguns autores permitem enfraquecer a condicdo de que a colecao de abertos Ay seja finita, permitindo que seja
contavel.

31.5.1.1 Homeomorfismos e Mergulhos Topolégicos

Duas nocoes de grande importancia no estudo de espagos topoldgicos sao a de homeomorfismo e a de mergulho topoldgico.

Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) dois espagos topoldgicos. Uma fungdo f : X — Y é dita ser um homeomorfismo entre
(X, 7x) e (Y, 7v) se for continua, bijetora e sua inversa também for continua.

Uma fungéo f: X — Y é dita ser um mergulho topoldgico, ou simplesmente um mergulho, de (X, 7x) em (Y, 7v) se
f for um homeomorfismo entre X e sua imagem f(X) (adotando neste conjunto a topologia relativa de 7y ).

Denotamos simbolicamente o fato de (X, 7x) e (Y, 7y ) serem homeomorfos por (X, 7x) ~ (Y, 7v) (ou simplesmente
por X ~ Y, quando as topologias forem subentendidas).

O estudante podera interessar-se pelo Exemplo 34.9, pagina 1887, que expressa a sutileza do uso da topologia induzida
na definicao de mergulhos topolégicos.

Na definicio de homeomorfismo, a condigao de a inversa f~!: (Y, 7y) — (X, Tx) também ser continua é importante,
pois simplesmente supor que f seja continua e bijetora ndo garante que f ! seja continua. O seguinte exemplo ilustra isso:
considere-se f : [0, 27) — $! (aqui, $' é o circulo de raio 1 centrado na origem em R?) dada por f(f) = (cos 0, sen@),
com 6 € [0, 27). Essa fungdo é bijetora e continua (adotando-se em [0, 27) e $! as topologias usuais), mas sua inversa
f~1:$! — [0, 27) ndo pode ser continua, pois $* é um conjunto compacto mas [0, 27) ndo é (nas respectivas topologias).
Confira o Teorema 33.5, pagina 1777.

No Teorema 33.10, pagina 1782, apresentamos um resultado ttil que indica condigoes suficientes para garantir que
uma fungao continua e bijetora sejam um homeomorfismo (ou seja, tenha inversa também continua).

Dizemos que dois espagos topolégicos (X, 7x) e (Y, 7y) sdo espacos homeomorfos se existir um homeomorfismo
f: X — Y. Dizemos que o espago topoldgico (X, Tx) é mergulhdvel no espago topolégico (Y, 7y) se existir um mergulho
topolégico f: X —» Y.

As nogoes de homeomorfismo e de mergulho topoldgico desempenham um papel importante na Topologia Diferen-
cial e na Geometria Diferencial. A nogdo de homeomorfismo é importante na Topologia em geral devido as seguintes
observacoes.

E claro que todo espago topoldgico satisfaz (X, 7x) ~ (X, 7x) (adote-se a fungao identidade). E também claro que se
(X, 7x) =~ (Y, 7v), entdo (Y, 17y) =~ (X, 7x) (pois se f : X — Y é um homeomorfismo entao sua inversa f=!:Y — X
também é um homeomorfismo). Por fim, se (X, 7x), (Y, 7v) e (Z, 7z) s@o espagos topoldgicos e f : X — Y e
g:Y — Z sdo homeomorfismos, entdo go f : X — Z é um homeomorfismo, o que nos diz que se (X, 7x) =~ (Y, 7v) e
(Y, 7v) ~ (Z, 72) entao (X, 7x) ~ (Z, 7z).

O constatado acima permite entender o fato de dois espagos topoldgicos serem homeomorfos como uma espécie de
relacao de equivaléncia, nogao que introduzimos na Secao 1.1.2.8, pagina 74. Estritamente falando, porém, nao se trata de
relacgoes de equivaléncia usuais pois, devido a certas obstrugoes l6gicas presentes na Teoria dos Conjuntos, nao faz sentido
falar no “conjunto de todos os espacos topoldgicos” e, portanto, nao podemos falar em relacoes de equivaléncia no sentido
usual entre tais objetos. O quadro onde essa nogao pode ser inserida, porém, é a Teoria das Categorias, mas por ora
nao iremos nos estender nesses comentarios. A ideia que homeomorfismos induzem relagées de equivaléncia entre espacos
topoldgicos é, porém, moralmente vélida e podemos pensar em classificar espagos topoldgicos (e suas propriedades) de
acordo com “classes de homeomorfia”. Esse é o principal objetivo de certas dreas da Topologia, como por exemplo a
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Topologia Algébrica. Remetemos o estudante interessado aos bons livros para uma continuacao da discussao sobre esse
importante tema.

E. 31.18 Ezercicio. Sejam (X, 7x) e (Y, 7v) dois espagos topoldgicos. Uma fungdo f: X — Y é dita ser uma funcdo aberta

se a imagem por f de todo conjunto Tx-aberto for Ty-aberto e é dita ser uma fungdo fechada se a imagem por f de todo conjunto
Tx-fechado for 7y -fechado. Mostre que se f for continua, injetora e ou aberta ou fechada, entdo f é um mergulho topoldgico. "

e A inclusao como um mergulho topolégico

Sejam X e Y dois conjuntos nao-vazios com Y C X. A funcdo i =iy, x : Y — X definida por i(y) := y para todo
y € Y, é denominada inclusio de Y em X, ou func¢ao inclusio, de Y em X.

E evidente que a imagem de Y por iy, x é o préprio conjunto Y: iy,X(Y) =Y e que iy, x é uma bijecao de Y em
sua imagem. E também trivial que (iy, X)_l 1Y =Y é dada por (iy,X)_l(y) =y.

Seja (X, 7x) um espago topoldgico e seja Y C X, ndo-vazio. Seja 7 a topologia induzida em Y por 7x, a qual
consiste, recordando, na colecdo de todos os conjuntos da forma ANY com A € 7x.

Temos o seguinte fato, que listamos na forma de uma proposicao para futura referéncia:

Proposicao 31.9 Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) dois espagos topoldgicos, sendo que Y C X (assumimos X e Y ndo-vazios).
Entdo, a fungao inclusio iy, x : Y — X é um mergulho topoldgico de (Y, 1v) em (X, Tx) se e somente se Ty for a
topologia induzida em'Y pela topologia Tx . O

Prova. J4 vimos que iy, x : ¥ — X ¢ uma bijecdo em sua imagem e que iy, x(Y) =Y.

J4 que (iy,X)_l(A) =Aeiy x(A) = Aparatodo A CY eiy x(Y) =Y, entdo, se 7y = 7y, a inclusdo iy, x serd
evidentemente um homeomorfismo entre (Y, 7y) e (iy,X(Y)7 T]) = (Y, 77). Como iy, x(Y) =Y, isso significa que iy, x
é um mergulho topolégico de (X, 7x) e (Y, 7v).

Vamos agora supor que iy, x seja um mergulho topoldgico de (Y, 7y) em (X, 7x). Entao, por defini¢do, iy, x ¢
um homeomorfismo entre (Y, 7v) e (Y, 77) (pois iy, x(Y) = Y). Como iy, x é continua, valerd para todo A € 77 que
(iy7x)_1(14) € 71y. Como (iy,X)_l(A) = A, isso implica que A € Ty, mostrando que 77 C 7y. Como (Z'y7x)_1 é
continua, valerd para todo A € 7y que iy, x(A4) € 77. Como iy, x(A) = A, isso implica que A € 77, mostrando que

Ty C 77. Isso demonstrou que 1y = 77. [ |

31.5.2 Outras Caracterizacoes do Conceito de Continuidade em Espacos
Topolégicos

A caracterizagao DC1 do conceito de continuidade de uma funcao entre dois espagos topoldgicos que apresentamos no
inicio da subsegao anterior é equivalente a uma série de outras caracterizagoes que discutiremos agora, as quais podem,
eventualmente, ser mais uteis que a descrita acima.

Vamos a uma outra definicao de continuidade, que chamaremos de definicao de continuidade nimero 2.

DC2. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios, o primeiro dotado de uma topologia Tp; e o seqgundo de uma topologia
7~. Uma funcdo f : M — N € dita ser uma funcdo continua em relagio as topologias Tay e Tn se fH(F) for um
conjunto fechado para a topologia Tas para todo conjunto fechado F sequndo Ty .

Em outras palavras, uma fungao é dita ser continua se a imagem inversa de qualquer conjunto fechado na topologia
do conjunto imagem for igualmente um conjunto fechado na topologia do conjunto dominio.

Desejamos provar a equivaléncia das definicoes DC1 e DC 2. Para tal, notemos que, para qualquer conjunto C C N,
vale f~1(C) = f~1(C°)¢, ou seja,
fHC) =M\ fTHNNC).

E. 31.19 Ezercicio (fdcil). Demonstre essa relaggo. -
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Com essa relagao em maos fica facil provar que se f for continua segundo DC1 entao a imagem inversa de qualquer
conjunto C' fechado em N é fechado em M. Mutatis mutandis, se f e continua segundo DC2 entao a imagem inversa de
qualquer aberto C' em N é aberto em M. Isso estabelece que as duas definigoes sao equivalentes.

Vamos agora a uma terceira definicao de continuidade que sera 1til quando tratarmos do conceito de continuidade
em espagos métricos.

DC3. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios, o primeiro dotado de uma topologia Tar € o sequndo de uma topologia
7~. Uma funcao f: M — N € dita ser uma funcdo continua em relacdo as topologias Tpr € TN se f (D) C f(D) para

todo conjunto D C M. Aqui, D € o fecho de D na topologia Tas e f(D) € o fecho de f(D) na topologia Ty .

Note-se aqui dois fatos: 1) nesta nova definigio a continuidade é caracterizada em termos de propriedades das imagens
da fungdo f e ndo em termos das suas imagens inversas; 2) acima D é um conjunto qualquer de M, ndo apenas um
aberto ou um fechado.

Vamos provar agora que a definicio DC3 é equivalente a definicdo DC2 (e, portanto, & definicgdo DC1). Para tal,
usaremos o fato (vide (1.16), pagina 64) que para A C M e B C N entao f(f~1(B)) C Be f~(f(4)) D A. Usaremos
também que se A C M e B C N sdo tais que f(A) C B, entdao f~*(B) D A.

Seja entao f continua segundo DC3 e seja F' C N, fechado. Teremos que

f(FF) c FFHF) ¢ F = F,

ou seja,

F(FT@®) < F.
Logo,

f7UE) o ).

Como um conjunto qualquer é sempre subconjunto e seu fecho, essa tltima relagao diz que f~H(F) = f~1(F), que é o
mesmo que dizer que f~1(F) é fechado. Assim, se f é continua segundo DC3 é também segundo DC2.

Seja agora f continua segundo DC2. E seja D C M, qualquer. Tomando Y = f(D), vimos acima que

(7 (FD)) < 7D (31.10)

Agora,
D c ;) < 7 (7D) -

Mas f~! (f(D)) é fechado, pois f é continua segundo DC2 e f(D) é fechado. Assim, D C f~! (f(D)), pois D é o
menor fechado que contém D. Disso segue que f (D) C f ( FHf( ))) Juntando-se isso & (31.10), concluimos que

I (ﬁ) C f(D), provando a equivaléncia desejada.

e Continuidade em um ponto. Continuidade em termos de vizinhangas

Vamos a mais uma caracterizacao util da nogao de continuidade, dessa vez em termos da nocao de vizinhanca,
introduzida a pagina 1577. Vamos antes definir o que se entente por continuidade de uma funcao em um ponto.

Continuidade em um ponto. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios, o primeiro dotado de uma topologia Tas € 0
sequndo de uma topologia Ty . Seja x € M. Uma funcao f: M — N € dita ser uma funcao continua em x € M se para
toda vizinhanga Vi) C N de f(z) € N o conjunto = (Vi) C M for uma vizinhanga de .

A seguinte definicao da nogao de continudade de fungoes entre espagos topologicos é equivalente as anteriormente
apresentadas.

DC4. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios, o primeiro dotado de uma topologia Tpr e o segundo de uma topologia
7~. Uma funcdo f: M — N € dita ser uma fungao continua em relagao as topologias Tay e Ty se for continua em todo
x € M (no sentido da defini¢io acima).

A defini¢ao de continuidade em um ponto e a definicao DC4 serdo empregadas, por exemplo, no Capitulo 40, pdgina
2308
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Vamos estabelecer a equivaléncia da definicao DC4 com a definicao DC1. Suponha f : M — N continua segundo
DC1. Seja x € M e seja Vy(,) uma vizinhanga de f(x) em N. Entdo existe um aberto A € 7y tal que f(z) € A C Vi ().
Mas isso implica que, x € f~1(A) C f_l(Vf(z)). Como por hipétese f~1(A) € a7, provamos que f_l(Vf(z)) ¢ uma
vizinhanga de z. Como x € M é arbitrario, provou-se que f é continua em todo = € M.

Vamos estabelecer a reciproca, supondo agora que f : M — N seja continua em todo =z € M. Seja A € 75. Se
f7Y(A) = 0 ndo ha o que provarmos. Seja entao f~1(A) # () e seja x € f~1(A). Claramente A é uma vizinhanga de
f(x). Logo, f~1(A) é uma vizinhanga de z, por hipétese. Assim, existe B, € 7as tal que x € B, C f~(A). Ora, essa
afirmacao é vdlida para cada x € f~!(A). Assim, provamos que

= U @t U Bc U r@=r'w.
)

zef-1(A zef~1(A) zef~1(A)

Isso provou que f~1(A) = U;cef—l(A) B, que é um 7)s-aberto, por ser uma uniao de abertos. Como A é um aberto
arbitrario de N, estabelecemos que f é continua no sentido da definicao DCI1.

e Continuidade e continuidade separada

Sejam (X, 7x), (Y, 7v) e (Z, 7z) trés espagos topoldgicos e seja f: X x Y — Z. Muitas vezes estamos interessados
em saber se a restrigao de f a uma das suas duas varidveis é uma funcao continua. Por exemplo, para yo € Y fixo, serd
a fungdo X 3 z — f(x, yo) € Z continua em relagdo as topologias 7z e 7x? Ou, analogamente, para xo € X fixo, serd a
fungdo Y 3 y — f(xo, y) € Z continua em relagdo as topologias 7z e 17y ?

Em um tal caso dizemos que f é separadamente continua. Como veremos no Exemplo 31.1, logo adiante, o fato de
uma funcdo ser separadamente continua em suas varidveis ndo necessariamente faz dela uma funcao continua!

Podemos, porém, afirmar o oposto:

Lema 31.1 Se f: X XY — Z for continua em relagao a topologia Tz (na imagem) e em relagdo a topologia produto Tx X
Ty (no dominio), entdo ela € separadamente continua em suas varidveis. Em resumo, continuidade implica continuidade
separada. |

Prova. Consideremos para cada yo € Y a aplicacdo I1,,, : X 3 z — (x, yo) € X x Y. Ela é continua, pois temos, para
Ac Tx e B € Ty,

) A, seyo€ B,
(I1,4)" (Ax B) =
(2)7 Sey0€B7

0 que mostra que a pré-imagem de um aberto de Tx X 7y é um aberto de 7x. Analogamente, para cada zg € X, tomemos
a aplicagdo Iz 4, : Y 3 y — (z0, y) € X x Y. Ela é igualmente continua, pois temos, para A € 7x ¢ B € 7y,

. B, sexy€ A,
(I2,20)" (AX B) =

0, sexgg€ A,

0 que mostra que a pré-imagem de um aberto de 7x X 7y é um aberto de Ty .

Com isso, é claro que para yo € Y fixo podemos escrever X > x — f(x, yo) € Z como fo I 4, e, para cada g € X
fixo podemos escrever Y 3 y — f(x0, y) € Z como f o I ,,. Ambas as fungdes sdo continuas por serem composicoes de
fungoes continuas. Isso demonstrou que f é separadamente continua. |

Como adiantamos, continuidade separada nao implica em continuidade. Um exemplo de livro-texto é o seguinte:

Exemplo 31.1 Seja f: R? — R definida por

0, se (z,y) = (0, 0) ,
f(@,y) = (31.11)

Ty , de outra forma.
$2 + y2
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E elementar constatar (faga-o!) que essa fungédo é separadamente continua em x e em y. Ela, porém, nao é conjuntamente continua
em ambas as varidveis. Para ver isso, considere a imagem dessa fungdo sobre as linhas retas onde y = cx, * # 0, com ¢ € R,
constante. Teremos c

fa @) = 7 .

Essa expressao é constante en x mas depende de ¢, ou seja, é constante ao longo de cada linha reta y = cx, mas varia de uma reta
para outra. Assim, se tentarmos nos aproximar de (0, 0) através da reta (z, cy) obtemos no limite um valor que depende da reta

tomada! Em outras palavras, o limite ( l)nn( )f(x, y) nao existe e, portanto, f ndo é continua no ponto (0, 0). ¢
z,y)—(0,0

E uma questao matematicamente relevante saber quando fungoes separadamente continuas sao também continuas e
hé diversos resultados indicando condigoes suficientes para tal. Esse assunto, porém, escapa do escopo destas Notas e

remetemos o leitor interessado & literatura pertinente. A referéncia [567], por exemplo, discute essa questdo para o caso
de espagos vetoriais topoldgicos.

31.5.3 Continuidade e Convergéncia

e Continuidade e convergéncia em espagos métricos

Vamos agora tratar de mais uma caracterizacao do conceito de continuidade de fungoes, caracterizacao esta especia-
lizada ao caso de fungoes entre espacos métricos. Uma primeira definigao do conceito de continuidade de fungoes entre
espagos métricos é a definicao DCEM 1, que encontra-se a pagina 1674. O ponto importante da caracterizagao que aqui
descreveremos é que a mesma trata a nogao de continuidade em termos de convergéncia de sequéncias, sendo por isso de
especial importancia pratica.

Temos a seguinte defini¢ao:

DCEM 2. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios dotados de métricas dps e dy, respectivamente. Sejam Tq,, € Ty
as topologias induzidas por essas métricas em M e N, respectivamente. Uma funcao f: M — N € continua em relagdo
as métricas dyy e dy se para todo x € M e para toda sequéncia {x,, € M, n € N} que converge a x em relagdo & métrica
dpys tivermos

flx) = lim f(z,)

n—oo
ou seja,
f(Jim o) = Jim ).
onde a convergéncia de f(x,) € N se dd em relagdo a4 métrica dy .

Vamos mostrar que esta ultima definicao de continuidade é, no caso de espagos métricos, equivalente as defini¢oes
DC1, 2 e 3. No caso de espagos topologicos nao-métricos tal equivaléncia pode nao ser valida. Lembramos o comentario
que fizemos na Secao 31.1 que hé espagos topoldgicos nao-métricos nos quais nenhuma sequéncia é convergente, fora as
sequéncias eventualmente constantes. Um exemplo é o de um conjunto X nao contavel dotado da topologia co-contavel.
Essa é a raiz da dificuldade em se estender a definicaio DCEM 2 para espacos topoldgicos nao-métricos.

Prova da equivaléncia. Vamos supor que f seja continua segundo DCEM 2 e provar que f € entao continua segundo

DC3. Seja D C M genérico e nao-vazio e seja x € D (o caso D = ) é trivial). Entdo, como M ¢é um espago métrico

existe uma sequéncia x,, € D que converge a z. Pelas hipdteses entdo, f(x) = lim f(z,). Como x pode ser qualquer
n—oo

elemento de D e como os pontos f(x,) sdo elementos do conjunto f(D), isso significa que f (E) C f(D), o que prova
que f é continua segundo DC3.

Vamos agora supor f continua segundo DC1 e vamos mostrar que ela entao o é segundo DCEM 2. Suponha que
para x € M haja uma sequéncia x,, em M convergindo a = segundo dj; e suponha que f(z,) nao converge a f(x). Entao
existe um aberto A de N contendo f(x) e tal que f(x,) ndo estd eventualmente em A. Isso significa que x,, ndo estd
eventualmente em f~1(A) (por qué?). Como pelas hipéteses f~1(A) é um aberto e z € f~1(A) (por que?), isso diz que
T, Nao converge a x, uma contradicdo. Logo nh—>Holo f(zn) = f(z) e a equivaléncia estd provada. |

E. 31.20 Ezercicio. Seja a func¢do H definida em (31.8). Adotando a topologia usual de R tanto na imagem quanto no dominio
de H, exiba sequéncias x,, em R convergindo a « = 0 tais que lim H(z,) # H(0). o,
n—r o0
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e Continuidade e convergéncia em espacgos topoldgicos gerais

Como observamos acima, a definicao de continuidade DCEM 2 nao pode ser diretamente transposta a espacos
topoldgicos gerais, pois nesses casos ocorrem dificuldades especiais concernentes & convergéncia de sequéncias. Como
aprendemos e discutimos na Secao 31.3, pagina 1666, essas dificuldades podem ser superadas com o emprego da nogao
mais geral de rede, como alternativa as sequéncias. De fato, é possivel apresentar mais uma definicao do conceito de
continuidade, equivalente as anteriores, nas mesmas linhas de DCEM 2, mas com a noc¢ao de rede substituindo a de
sequéncia.

Para uma melhor compreensao do que segue, recomendamos uma re-leitura da Secao 31.3, pagina 1666. Temos a
seguinte defini¢ao:

DC5. Sejam M e N dois conjuntos nao-vazios, o primeiro dotado de uma topologia Tpr e o segundo de uma topologia
7~. Uma funcio f: M — N € dita ser uma funcdo continua em relagdo as topologias Tpr e Tn se para todo x € M e
para toda rede {xx, X € I} em M que tem x como ponto limite na topologia Tar, a rede {f(xx), A € I} em N tiver f(x)
como ponto limite na topologia Ty .

Note que, acima, as redes {zx, A € I} e {f(zx), A\ € I} podem tem outros pontos limite além de x e f(z),
respectivamente, pois M e N nao sao necessariamente do tipo Hausdorff nas suas respectivas topologias.

Vamos mostrar que esta ultima definicao de continuidade equivale as definigoes DC1, 2 e 3.

Prova da equivaléncia. Vamos supor que f seja continua segundo DCB5 e provar que f é entao continua segundo
DC3. Seja D C M genérico e nio-vazio e seja © € D (o caso D = () é trivial). Entdo, pela Proposicdao 31.4, pagina
1667, existe uma rede {z, A € I} em D tem x como ponto limite em 7y;. Pelas hipdteses entdo, f(x) é ponto limite de
{f(zx), A € I} em 7. Como z pode ser qualquer elemento de D e como os pontos f(ry) sdo elementos do conjunto
f(D), isso significa, também pela Proposicao 31.4, pdgina 1667, que f (E) C f(D), o que prova que f é continua segundo
DC3.

Vamos agora supor f continua segundo DC1 e vamos mostrar que ela, entao, o é segundo DC5. Suponha que para
x € M haja uma rede {xx, A € I} em M que tem x como ponto limite em 7j; e suponha que f(x) ndo é ponto limite de
{f(zx), A € I} em 7. Entao existe um aberto A de N contendo f(x) e tal que {f(zx), A € I} ndo estd eventualmente
em A. Isso significa que {x), A € I} nio estd eventualmente em f~1(A) (por qué?). Como pelas hipdteses f~1(A) é um
aberto e x € f1(A) (por qué?), isso diz que x ndo é ponto limite de {zx, A € I} em 737, uma contradigao. Logo f(z) é
ponto limite de {f(zx), A € I} em 7y e a equivaléncia estd provada. |



