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1) Considere o problema de determinar a solu¢ao da equagao diferencial linear ndo-homogénea de
primeira ordem

y(t) +a(t)y(t) +o(t) = 0,

com a condicao y(0) = yo (assuma que as fungoes a e b : R — C sdo continuas). Demonstre que
sua solucao é

wwz;%ﬂm—é%@ﬂ$ﬁy

onde

2) A equagao diferencial ordindria nao-linear, homogénea, de primeira ordem
y(t) +a(t)y(t) +b(t)y(t)* = 0
é denominada equacdo de Bernoulli. Assuma que as funcoes a e b : R — C sao continuas.

I. Prove que a solucao dessa equagao com a condicao inicial y(0) = yo é dada por

y(t) = L (2)

o) (14 [ Wolpts) )

onde p é também dada por (1). Sugestao: defina v(t) = 1/y(t) e mostre que v satisfaz uma
equagao diferencial linear de primeira ordem como a do exercicio anterior.

II. Justifique a existéncia e a unicidade de solugao com base no Teorema de Picard-Lindelof.

ITI. Pode haver uma circunstancia na qual a solugao (2) existe apenas durante um intervalo finito
apos t = 07

3) Determine a solugao geral da equagdo de Bernoulli generalizada
y(t) + a(t)y(t) + b(t)y(t)" = 0,

n # 1. Sugestao: Defina w por y(t) = w(t)ﬁ e proceda como acima.




4) Considere a equagao diferencial ordinaria homogénea de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes

ai(t) + bi(t) +cx(t) = 0, (3)

onde a, b e c sdo constantes reais satisfazendo b? # 4ac e a # 0.
Essa equagao pode ser resolvida pelo seguinte método (devido a Euler). Admitamos uma solugao
do tipo

a) Mostre que para

—b+/b? — dac
2a

a equagao (3) ¢é satisfeita.
b) Mostre entao que a solucao geral da equagao diferencial (3) é
z(t) = ayet +a_et,
onde ay sdo constantes.
c) Determine ay para as condigoes iniciais z(0) = Xy, #(0) = V4.
Para Xy # 0 mas Vy = 0 faga graficos de z(t) para os casos em que
d) b > 4ac.

e) b* < dac.

Se vocé estiver curioso em saber o que ocorre se b* = 4ac, saiba que nesse caso Ay = A\_ =
—b/(2a) e a solugao geral é do tipo

z(t) = apet +a_teM'

f) Verifique que essa expressao ¢ de fato solugao da equagao (3) no caso b* = 4ac.

5) Seja a equagao diferencial ordinéria linear de ordem n

Y (1) + ana (B0 + -+ an )y () +ao(t)y(t) = f(2) -

Determine o sistema linear de n equagoes de primeira ordem equivalente e mostre que o mesmo
pode ser escrito na forma matricial

Y(t) = A@)Y(t) + B(t),

onde
y(t) 0
y'(t) 0
Y(t) = : : B(t) =
y"=2(t)
y(t) ft)



e A(t) é a matriz n X n

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Alt) =
0 0 0 1 0
0 0 0 e 0 1
—ap(t) —ai(t) —ao(t) -+ —ap—2(t) —an_1(t)

6) Considere a matriz

1= (G4
—Wo 7

a qual é relevante para o problema do oscilador harmoénico cldssico unidimensional (adote acima
wo > 0 ey > 0). Mostre que a mesma é diagonalizével se e somente se v # 2wy. Determine nesse
caso (7 # 2wp) seus autovalores e seus projetores espectrais e, usando a representacao espectral de
A determine explicitamente e/, ¢t € R.

Com base nesses resultados apresente a solugdo explicita do problema de valor inicial #(t) +
vz (t) + wiz(t) = 0, com z(0) = 2o e £(0) = vy.

7) Seja P, o espago vetorial complexo (n + 1)-dimensional de todos os polinémios complexos de
grau menor ou igual a n. Seja D = % o operador de derivacao agindo em P,.

a) Expresse D como uma matriz (n+1) x (n+ 1) agindo na base {eo, ..., €,}, onde e, = 2*/k!.
b) Mostre que a matriz que representa D ¢ nilpotente.

c) Expresse exp(tD), t € R, como matriz na mesma base.

d) Seja p(x) = ag+a1x+ - - -+ a,2™ um elemento de P,. Mostre que (exp(tD)p) () = p(x+1).

Sugestao. Mostre que isso é verdade para cada elemento da base {eg, ..., e,}.




8) As chamadas matrizes de Pauli sdo definidas por

01 0 —2 1 0
0'12:<10>, O'QZ:<Z. 0) (§ 0'31:<O_1).

a) Mostre que as mesmas satisfazem as seguintes relagoes algébricas: para todos a, b =1, 2, 3

valem
3
[0, 00 = 0a0p — b0, = 2i E EabeTc
c=1
{00, Ob} = 0uop +0b0, = 2041,

3
0,0 = Ogppl +1 E EabcOec -
c=1

b) Mostre que as quatro matrizes 1, oy, 0y, 03 formam uma base em Mat (C, 2): toda matriz
complexa 2 X 2 pode ser escrita como uma combinagao linear das mesmas.

c) Obtenha a representacao espectral das matrizes de Pauli.

d) Seja 77 := (91, 12, n3) um vetor de comprimento 1 de R?, ou seja, ||77]| = 1. Seja, 77-7 :=
o1 + n209 + 1303, onde 0, sao as matrizes de Pauli, definidas acima. Prove que

exp (i07f - &) = cos(9) 1+ isen(d) (7- ) .
Sugestao: Obtenha a decomposigao espectral de 77 - & e use-a para determinar exp (i07] - 7).

e) Determine a solucao da equagao diferencial

d
—W(t) = HWY(¢
() = R
onde (1) = (iég;) € C?% teR,eonde H := Bioy + Byoy + Bsos, sendo que os B;’s sao

constantes reais. A condicao inicial é W(0) = (ig) e C2
2




