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Apenas os exercicios indicados por (x) sdo de entrega obrigatoria.

1) (%) Sejam G e H dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. Mostre que G/Ker (p) e Ran( ) sao
grupos isomorfos, G//Ker (¢) ~ Ran (¢), com o isomorfismo sendo dado por ¥ ([glker () = ©(9), g € G.
Esse é o chamado Primeiro Teorema de Isomorfismos.

2) (*) Seja Z o grupo dos numeros inteiros com a operagao usual de soma. Tomemos n € N com n > 2.
Denotamos por nZ o conjunto {nm |m e Z}.

(a) Mostre que nZ é um subgrupo normal de Z. Como nZ é um subgrupo normal de Z, podemos
construir o grupo quociente Z/(nZ).

(b) Mostre que Z/(nZ) é isomorfo ao grupo Z,, o qual consiste do conjunto {0, 1, ..., n—1} dotado
da operacao de soma maddulo n.

(c) Mostre que a aplicagio ¢ : Z — U(1) dada por ¢(m) = exp (2Z22) é um homomorfismo entre os
grupos Z e U(1). Mostre que Ker (p) = nZ e que Ran (p) = {eXp (2727”) ,m=0, ..., n— 1}. Conclua
do Primeiro Teorema de Isomorfismos que Z,, ~ Z/(nZ) ~ {exp (2mm) m=0, ..., n— 1}.

3) Seja GL(C, n) o grupo das matrizes complexas n X n inversiveis (i.e., de determinante nao-nulo). Seja
SL(C, n) € GL(C, n) o subgrupo das matrizes complexas n x n de determinante igual a 1. Seja C\ {0} o
grupo multiplicativo dos complexos (sem o elemento zero). Mostre que a aplicacao ¢ : GL(C, n) — C\ {0}
dada por GL(C, n) 3 A+ det(A) € C\ {0} é um homomorfismo. Mostre que Ker (¢) = SL(C, n) (o que,
en passant, informa-nos que SL(C, n) é um subgrupo normal de GL(C, n)). Mostre que Ran (¢) = C\{0}.
Conclua do Primeiro Teorema de Isomorfismos que

GL(C, n)/SL(C, n) ~ C\ {0},

sendo que por C\ {0} entende-se o grupo multiplicativo dos complexos sem o zero.
Prove analogamente que

O(n)/SO(n) ~ {-1, 1} ~ Zs e que U(n)/SU(n) =~ U(1)

para todo n € N.

4) Seja G um grupo (cujo elemento neutro é eg), seja M um conjunto nao-vazio e seja vy : G x M — M
uma acao (& esquerda ou a direita) de G em M. Considere-se o subconjunto N de G definido por

N = {n€G| yn(m):mparatodomGM}.

Note-se que N nunca é vazio, pois sempre vale eq € N. Prove que N é um subgrupo de G e prove que N
é normal: N <G.




5) (%) Sejam G e H dois grupos e seja a : G X H — H é uma acao (& esquerda) de G sobre H por
automorfismos, ou seja, que satisfaz

1. Para todo g € G, a fungao ay(-) : H — H é um automorfismo de H, ou seja, ag(h)oy(h') = ag(hh'),

sendo que ay(+) : H — H ¢é bijetora com (ag) ™t = a1

2. Para todo h € H vale ae,(h) = h.
3. Para todo h € H vale o (ag (h)) = g (h) para quaisquer g, ¢’ € G.

Acima eg e ey sao as unidades de G e H, respectivamente.
Mostre que o produto Cartesiano G x H := {(g, h), g€ G, he H} é um grupo com a operac¢ao de
produto definida por

(g1, M1)(g2, h2) = (9192, hicyg, (h2)) -

Para tal, mostre que esse produto é associativo, que possui um elemento neutro e indentifique a inversa
de cada par (g, h) € G x H em relagao a esse produto. Esse grupo é dito ser o produto semi-direto de G
por H e é denotado por GO H.

6) (%) Sejam G e H dois grupos e seja o produto semidireto GQ,H, onde o : G x H — H é uma agao (a
esquerda) de G sobre H por automorfismos, como descrito acima.

I. Mostre que o conjunto

G = {(g, er), gGG}

¢ um subgrupo de GO, H e que G é isomorfo a G.

I1. Mostre que o conjunto

H = {(eg, h), hGH}
¢ um subgrupo de GO, H e que H é isomorfo a H.
ITI. Mostre que H é um subgrupo normal de GO, H.

IV. Considere as classes de equivaléncia que compGem o grupo quociente (G@aH ) /ﬁ . Mostre que
[(g. h)] = [(¢', W')] se e somente se g = ¢’. Conclua que [(g, h)] = {(g, R, h' e H} e conclua
que [(g. h)] = [(g, en)].

V. Mostre que o grupo quociente (G@aH ) / H é isomorfo a G.

VI. Explicite qual condigao « deve satisfazer para que G seja também um subgrupo normal de GO H.
Em tal caso, prove que (G@aH ) /G é isomorfo a H.




