Capitulo 11
Toépicos de Algebra Linear. 11
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presente capitulo diferencia-se do anterior por explorar aspectos mais topoldgicos de dlgebras de matrizes.
Portanto, uma certa familiaridade com as nogoes bésicas de espagos métricos (vide Capitulo 24, pdgina 1227)
é util. Discutiremos a definigao de fungoes analiticas de matrizes, em particular, a exponencial e o logaritmo.
Nosso principal objetivo, porém, é provar as seguintes relagoes: para matrizes A, B € Mat (C, n), valem:

e Férmula de Lie-Trotter:

1 1 m
exp(A+ B) = n%gnoo {exp (EA) exp (EB)} . (11.1)

Férmula do comutador:

exp (4, 81) = jim_[osp (L) exp (L) exp (<L) o (<L5)]" (112

e Série de Lie:

1
exp(B)Aexp(—B +> = [ ..., B, A]---H . (11.3)
m=1 m Vezes
o Férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (sobre a convergéncia, vide comentdrio adiante):
1 1
exp(A) exp(B) = exp <A+ B+ - [A B] + E[A’ [A, B]] + E[B’ (B, A]] +-- ) . (11.4)
e Férmula de Duhamel’:
1
exp(A + B) = exp(4) —|—/ eXp((l —-s)(A+ B)) B eXp(sA) ds , (11.5)
0

da qual se obtem a série de Duhamel:

t1 tjm—1 ™
IH—/ tlABetlAdt + Z/ / / H (e—tkABetkA) dtm...dtll. (11.6)
k=1

! Marius Sophus Lie (1842-1899). Hale Freeman Trotter (1931-)
2Henry Frederick Baker (1866-1956). John Edward Campbell (1862 1924). Felix Hausdorfl (1868-1942).
3 Jean Marie Constant Duhamel (1797-1872).
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Uma outra relacdo ttil que obteremos é a chamada Férmula de Duhamel para derivadas de exponenciais: se A(X) for
uma familia de matrizes em Mat (C, n) que depende continua e diferenciavelmente de um pardmetro A, entdo vale

A (am) _ [ amoan (4 SA(N)
™ (e ) = /. e d)\A()\) e ds . (11.7)

A série dentro da exponencial no lado direito de (11.4) é um tanto complexa, mas envolve apenas comutadores
multiplos de ordem cada vez maior de A e B. A expressdo completa encontra-se em (11.68), pdgina 598. Ao contrario
das féormulas que lhe precedem e sucedem, a féormula de Baker-Campbell-Hausdorff nao é valida para quaisquer matrizes
A e B pois, no caso geral, a convergéncia da série do lado direito s6 pode ser estabelecida para matrizes suficientemente

“pequenas”, a saber, tais que || Al|¢ e || B||¢ sejam ambas menores que 3 In (2 - @) ~ 0,12844 ... (a defini¢do da norma
operatorial || - ||¢ de matrizes serd apresentada adiante). Claro é que, nos casos felizes em que os comutadores miltiplos
das matrizes A e B se anulam a partir de uma certa ordem, a série do lado direito sera finita e, portanto, convergente.

Comentamos ao leitor mais avancado que as expressoes acima (e, mutatis mutandis, suas demonstragdes abaixo)
valem nao apenas para algebras de matrizes, mas também no contexto mais geral de algebras-* de Banach com unidade.

As férmulas acima sdo empregadas em vérias dreas da Fisica (como na Mecanica Quéntica, na Mecéanica Estatistica
e na Teoria Quéantica de Campos) e da Matemdtica (como na Teoria de Grupos). Faremos uso delas, por exemplo, nos
Capitulos 21 e 22. Suas provas serao apresentadas, pela ordem, na Proposi¢ao 11.13, pagina 585, na Proposigao 11.15,
pagina 594, no Teorema 11.1 da Segdo 11.5, pagina 598 e na Secdo 11.6, pdgina 603. A tnica demonstragdo que se pode
classificar como complexa é a da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, as demais sao simples. No correr das paginas
seguintes outras identidades tteis, nao listadas acima, serao obtidas.

11.1 Uma Topologia Métrica em Mat (C, n)

Discutiremos nesta segdo uma topologia métrica natural em Mat (C, n) a qual usaremos na Segao 11.2 para definir certas
fungoes analiticas de matrizes, tais como a exponencial e o logaritmo.

Recordando, Mat (C, n) é o conjunto de todas as matrizes complexas n x n e GL(C, n) C Mat (C, n) é o conjunto
de todas as matrizes complexas n X n inversiveis. Como j& observamos, GL(C, n) é um grupo.

e Normas de matrizes. A norma operatorial

Seja V um espago vetorial de dimensdo finita, como C"” ou R", dotado de uma norma || - ||y. Para C* 3 u =
(w1, -..,uy), por exemplo, podemos adotar |[ullcn := /|u1[>+ -+ |u,|2. Vamos denotar por L(V) o conjunto de

todas as aplicacoes lineares de V em V. E bem sabido que L(V) é igualmente um espago vetorial. Por exemplo,
L(C") = Mat (C, n) e L(R™) = Mat (R, n).

Com uso da norma de V' é possivel definir uma norma também em L(V). Para A € L(V) define-se

[[Aullv
| AllLvy = sup .
wev  ||ullv
u#0
E. 11.1 Ezercicio. Mostre que || - ||L(v) assim definida é, de fato, uma norma no espago vetorial L(V'). *
Observagoes. Note que
ALy = sup  [lAully .
ueVv
llully =1
Para A € L(V), a norma [|A||(v) definida acima é denominada norma operatorial induzida pela norma || - [[yy. Como comentaremos abaixo,

hé outras normas em L(C™) e L(R™) que nao a norma operatorial, mas que sdo equivalentes aquela. E uma consequéncia imediata da defini¢io
de norma operatorial que
lAullv < JAllLvy llullv, (11.8)

para todo vetor u € V. &

A norma operatorial tem a seguinte propriedade importante: para A, B € L(V) quaisquer, tem-se

IAB|Lovy < [Allzovy IBllzvy -
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Essa propriedade é denominada submultiplicatividade da norma || - ||1(yy. Nem toda norma em Mat (C, n) possui essa
propriedade.
E. 11.2 Ezercicio importante. Mostre isso. Sugestdo: use (11.8). *

Observag¢ao. Em Mat (C, n) é possivel provar que ||A*||piat ©, n) = llAlIMat (¢, n) © que ”A”i/[at ©n) = | A* AllMat (¢, ny (Propriedade
C*). Vide Teorema 39.11, pdgina 2021. &

E importante comentar que o procedimento de construgdo de normas em L(V) pode ser repetido. Como L(V) é
igualmente um espaco vetorial normado e de dimensao finita, podemos definir uma norma em L(L(V')) (o conjunto de
todas as aplicacoes lineares de L(V) em L(V')) definindo para A € L(L(V))

[AAllLv)
Mllzey = sup == ~
acrvy [ AllLevy
A0
E assim por diante para todos os espagos de aplicacdoes L(L(--- L(V))---).

Vamos a um exemplo. Tomemos V = C", L(V) = Mat (C, n). Seja uma matriz X € Mat (C, n) fixa. Com ela
poderemos definir um elemento denotado por ad [X] de L(Mat (C, n)) por

ad[X]A4 = [X, A] = XA - AX, A € Mat (C, n) .

E evidente que ad [X] é uma aplicagdo linear de Mat (C, n) em Mat (C, n), ou seja, um elemento de L(Mat (C, n)).
Note-se que

[ XA — AX||mat (c, [ X Allnat (e, n) + [[AX [ mat (e,
lad (Xl vat .y = sup =& < VT 2E0 < 2 X lmat . -
A€EL(V) ||A||Mat (C, n) A€EL(V) ||A||Mat (C, n)
A0 A%£0
Daqui para a frente denotaremos a norma operatorial de matrizes em C” por || - ||¢ ou simplesmente por || -||. Além da

norma operatorial, hd outras normas que podem ser definidas em L(C"). Para A € Mat (C, n) podemos, por exemplo,
definir as seguintes normas:

[Allo == max |Aul, (11.9)
a,b=1,...,n
AL = > [Awl, (11.10)
a=1b=1
non 1/2
[RUPE <ZZ |Aab|2> : (11.11)
a=1b=1
n o n 1/p
1All, = (ZZ |Aab|p> , comp>1. (11.12)
a=1b=1
A expressao (11.12) generaliza (11.10) e (11.11). A norma || A||2 é por vezes denominada a norma de Frobenius* da matriz

A.

E. 11.3 Ezercicio.  Mostre que (11.9)-(11.12) de fato definem normas em Mat (C, n). (Note que (11.10)-(11.11) sdo casos
particulares de (11.12)). Use a desigualdade de Minkowski (pdgina 1262) para (11.12). *

E. 11.4 Ezercicio. A norma de Frobenius (11.11) tem uma interpretacdo interessante. Mostre que,

(A, B) = Tr(A"B) = iiA_abBab7 (11.13)

a=1b=1

4Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917).
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A, B € Mat (C, n), define um produto escalar em Mat (C, n). Mostre que (11.11) é a norma associada a esse produto escalar, ou
seja, [|Allz = /(4, A) = /Tr(4*A). *

Observacgao. E importante lembrar o Teorema 3.2, pigina 234, que afirma que em espagos vetoriais de dimensao finita todas as normas
s&o equivalentes. Assim, em Mat (C, n) a norma operatorial ||A|l¢ e as normas ||Al|e € ||Allp com p > 1 sdo todas equivalentes. Note-se,
porém, que a propriedade de submultiplicatividade ||AB||¢ < [|Allc [|Bll¢ da norma operatorial nao é necessariamente compartilhada por

outras normas. Devido & equivaléncia de todas as normas matriciais, tem-se em geral |AB|| < ¢||A|| || B|| para alguma constante ¢ > 0. L3
E. 11.5 Ezercicio. Seja D € Mat (C, n) uma matriz diagonal: D = diag(di, ..., dn) com dr € C. Mostre que ||D|c =
max{|di|, ..., |dn|}, ou seja, para matrizes diagonais ||D||¢c = || D||c- *

e Equivaléncia entre normas matriciais

Aqui denotaremos a norma operatorial de uma matriz A por ||A].

Sejam e;, ¢ =1, ..., n os vetores da base canénica de C”, ou seja, os vetores cuja j-ésima componente é (e;); = J;;.
Se A € Mat (C, n), é claro que a i-ésima componente do vetor Ae; é (Ae;); = A;;. Dali,

‘Ae]”C Z|A |2
ij

le; &

Logo, para todo j,

Avl|2 Ae;||2 =
142 = sup | ”'2‘@ > max | eﬂ'lc = max {Y 14,0 . (11.14)
B T T T e P
Tem-se também o seguinte. Para qualquer vetor v € C", vale (Av);, = 2?21 Aijvj. Assim, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz (3.17), pagina 231,

(Av)i < | YAy <Zlvkl2> = D141 ) vl -
j=1 k=1 j=1

Dai,
lAvlE = D I(Av)l* < [ DD 145 | IIvllE -
i=1 i=1j=1
Logo,
1Av)E _ S~y 2
AP = sup B ZZ|A1’J’| . (11.15)
Uv#o i=1 j=1

Como Z |A; | > _mnax {|A”| }, segue de (11.14) que

=1

HAH2 >  max max |A1~|2
o n J
Jj=1, ..., n i=1 n

y ey

Logo, para todo i, j vale |A;;| < || 4], ou seja,
[Alls < [IA]l -

De (11.15) vemos também que
n n n n
A2 < >0 1AulP < Y0 AL = n?lAl%
i=1 j=1 i=1 j=1

Concluimos assim que em Mat (C, n)
[Alle < [[All < nl[Afl - (11.16)
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A expressdo (11.16) mostra-nos que caso tenhamos uma sequéncia de matrizes A,, com ||4,,| — 0 quando m — oo,
entdo cada elemento de matriz (A4,,);; também converge a zero quando m — oo. E vice-versa: Se (A,,);; — 0 para todos
ij quando m — oo, entdo ||A,,]| — 0 quando m — oo.

Nota. Antes de prosseguirmos, comentemos também que as duas desigualdades (11.16) sdo optimais, ou seja, nao podem ser melhoradas para
matrizes genéricas. Por exemplo, é evidente que ||1]lcc = 1 e que ||1]] = 1. Assim, pelo menos nesse caso tem-se a igualdade na primeira
desigualdade de (11.16). H4 também um caso em que se tem a igualdade na segunda desigualdade de (11.16). Considere-se a matriz M cujos
elementos de matriz sdo todos iguais a 1, ou seja, M;; = 1 para todos 4, j. Seja o vetor u de C™ cujas componentes sdo todas iguais a 1, ou

M

”” T”‘F = n. Portanto, ||M|| > n e ||M|lcc = 1. Assim, |M|| > n||M|« e, da
ujlc

segunda desigualdade de (11.16), concluimos que, nesse caso, ||[M|| = n||M||co. &

seja, u; = 1 para todo 3. E elementar ver que Mu = nu. Logo

A desigualdade (11.15) significa que ||A|| < ||All2. Ao mesmo tempo, a desigualdade (11.14) mostra que

n n n
2 2 2 2
nf|AI> = AP = |4i517 =1l 4]l2 -
j=1 j=11i=1
Logo, concluimos que em Mat (C, n)
1
WHAHQ < 1Al < [|A]2 - (11.17)
E. 11.6 Ezercicio. Mostre que em Mat (C, n)
1
—llAll < Al < nflAll (11.18)
n
Sugestdo: Mostre primeiro que ||Al|cc < Z |Aij| < n?||Alleo ou seja
i, =1
[Alle < [l < n®[|Allo - (11.19)
e, entdo, use (11.16). *
E. 11.7 Ezercicio. Mostre que as desigualdades (11.19) também ndo podem ser melhoradas. *
Nota. As expressoes (11.16), (11.17), (11.18) e (11.19) mostram-nos de modo explicito que em Mat (C, n) as normas || - ||, || - |loo, || - |1 €
|| - |2 s@o equivalentes (vide defini¢do & pégina 233). Como ji mencionamos, em espacos de dimenséo finita todas as normas matriciais s&o
equivalentes (Teorema 3.2, pagina 234). &

A importéancia de se introduzir uma norma em L(V') é que podemos dessa forma introduzir uma nocao de distancia
entre elementos desse conjunto, ou seja, podemos definir uma métrica em L(V') por d(A, B) = ||A— B||. Deixamos para
o leitor a tarefa de demonstrar que isso de fato define uma métrica em L(V). Com isso, fazemos de L(V) um espago
dotado de uma topologia métrica. Fora isso, o importante Teorema 39.2 demonstrado & pagina 2001 afirma que L(V)
serd um espaco métrico completo se V' o for. Logo, como C” e R sao sabidamente espagos vetoriais completos, assim o
serao Mat (C, n), Mat (R, n), assim como L(Mat (C, n)) etc. E possivel dessa forma falar de convergéncia de sequéncias
e séries de matrizes de Mat (C, n), Mat (R, n), assim como de elementos de L(Mat (C, n)) etc. Abaixo faremos uso
repetido desse fato fundamental.

11.2 Exponenciais, Logaritmos e Funcoes Analiticas de Ma-
trizes

No estudo da teoria de grupos e em outras areas é muito conveniente definir certas fungoes de operadores lineares, tais
como exponenciais, logaritmos etc. J4 abordamos a definicao da exponenciagao de matrizes nos capitulos 10 e 14. Vamos
aqui tentar uma abordagem mais geral.
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e Séries de poténcias de matrizes

Seja A € Mat (C, n) uma matriz n X n complexa e seja {a,, m € IN} uma sequéncia de nimeros complexos. A

expressao
N

oo
Z amA™ = lim amA™ = aol + a1 A+ asA? + azA® + - -
m=0 N=oo m=0

é dita ser uma série de poténcias convergente, caso o limite acima exista em Mat (C, n).

Nota. Adotaremos sempre a convencio que A% = 1. &

A seguinte proposicao é fundamental:

o0 o0
Proposigao 11.1 A séria de poténcias Z am A™ é convergente se Z lam| || AllE < oo. O

m=0 m=0

A importancia dessa proposicao reside no fato que Y °_ |an|||A||¢" ¢ uma série numérica e, portanto, mais simples
de lidar.

N
Prova. Sejam as somas parciais Sy := Z amA™. Teremos para M < N,
m=0
N N
ISy = Sulle = || D amdA™|| < D lamllAlE
m=M+1 C m=M-+1

Ag}(\?ra, como a série numérica Y - lam|||A||E converge, sy = Zﬁ:o lam]| ||A|l@ é uma sequéncia de Cauchy. Logo
Y omenr41 lam| [|Al¢ pode ser feito menor que qualquer € > 0 dado, desde que escolhamos M e N grandes o suficiente.
Logo Sy é também uma sequéncia de Cauchy no espago métrico completo Mat (C, n). Portanto, Sy converge em
Mat (C, n) quando N — oo. |

e Fungoes analiticas de matrizes

A Proposigao 11.1 conduz & seguinte defini¢do. Seja r > 0 e D, = {z € C| |z| < r} o disco aberto de raio r centrado
em 0 no plano complexo. Seja f : D, — C uma funcao analitica em D,. Como bem sabemos, f pode ser expressa em
termos de uma série de poténcias (série de Taylor centrada em zg = 0): f(2) = S oo fmz™, onde fm, = f0™(0)/ml.
E bem sabido também que essa série é absolutamente convergente em D,.: ool fml]2|™ < o0, se |z| < r. Podemos
entao definir

fA) = > fmA™
m=0

para toda a matriz A com ||A||¢ < r, pois a proposigao acima garante que a série de matrizes do lado direito converge a
alguma matriz de Mat (C, n), que denotamos por f(A), fazendo uma analogia ébvia com a fungdo numérica f.

A seguinte proposicao sobre essas fungoes de matrizes serd frequentemente usada no que seguira.

Proposicao 11.2 1. Sejam f e g duas fungdes analiticas no mesmo dominio D,.. Definamos (f + g)(z) :
e (f9)(z) := f(2)g9(2), z € D,. Entao, para A € Mat (C, n) com ||A|lc < r teremos f(A) + g(A) =
f(A)g(A) = g(A)f(A) = (f9)(A).

IL. Sejam f e g duas fungoes analiticas, com dominios Dy, e D, , respectivamente, e tais que a imagem de g esteja
contida no dominio de f. Podemos entao definir f o g(z) := f(g(z)). Entao, para A € Mat (C, n) com ||A|¢ < rg
teremos f(g(A)) = f o g(A). O

= f(2) +9(2)
(f +9)(4) e

Prova. <— Ezercicio. [ |

Note-se que a parte I da proposicao acima afirma que existe um homomorfismo da algebra das fung¢oes analiticas em
um dominio D, C C e Mat (C, n).
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Vamos mais adiante usar o seguinte resultado, que essencialmente afirma que as matrizes f(A) definidas acima, com
f analitica em um dominio D, C C, dependem continuamente de A.

Proposigao 11.3 Seja f funcao complexa analitica em um dominio D, C C, com f tendo a série de Taylor absoluta-
mente convergente f(z) = > poy fu 2", |z| <r. Seja também B,,,, m € N, uma sequéncia de matrizes de Mat (C, n) tais
que limy, o0 | Bm|lc = 0. Entdo, para todo A € Mat (C, n) com |A|lc <1 tem-se

lim f(A+ Bn) = f(A).

m—r oo

Prova. Comecemos com um comentério sobre o enunciado do teorema. Para que f(A + B,,) esteja definido é necessério
que ||A+ Bpllc < 7. Como |A+ Bpllc < ||Allc+ [|Bmllc e |Allc < r, a condicao é satisfeita para m grande o suficiente,
pois limy, 500 || Bim|lc = 0. Assim, estaremos supondo que m é grande o suficiente de modo que ||B,,|lc < € para algum
e tal que | A||¢ + € < r. Feita essa ressalva, passemos & demonstragao.

A prova da proposicao segue das duas observacoes seguintes. A primeira é que para quaisquer matrizes X, Y €
Mat (C, n) e qualquer k inteiro positivo tem-se a seguinte identidade algébrica, denominada soma telescdpica ou identi-

dade telescopica:
k—1

XF—yk = N xP(X —y)YEor, (11.20)
p=0
Para provar isso, basta expandir a soma do lado direito e mostrar, apds alguns cancelamentos, que obtem-se o lado
esquerdo (facal).
A segunda observagao é que se f ¢é analitica em D,, sua derivada também o é. Assim, f'(z) = Y ;- kfx 2F=1 converge
absolutamente para |z| < r, ou seja, Y peq k| fx| [2]*~! < 0o sempre que |z| < 7.

Assim,

F(A+Bn) = f(A) = > fu [(A+ Bp)k — 4% .

k=0
Usando (11.20) com X = A+ By, e Y = A, teremos
o] k—1
f(A+ Bp) kaz A+ Bp)P By, AF17P,
k=0 p=0
Logo,
k—1
[f(A+Bp) = f(Alle < [Bnlle Z|fk| Yo IA+BulgllAle
k=0 p=0

Agora, como dissemos, ||A + By, |lc < ||A]lc + € < 7 e, obviamente, ||A]¢ < ||A|lc + € < r. Portanto,

oo

k—1 0
If(A+ Br) = f(Alle < [Bmlle Y 1fsl D (1Al +€* " = [1Bullc D klfel (1Allc + )

k=0 p=0 k=0

Como comentamos acima, a soma do lado direito é finita. Como, porém, ||Bpn|lc — 0 para m — oo, teremos
limy, o0 || f(A+ Bm) — f(A)]lc =0, que é o que queriamos provar. |

e Exponenciais e logaritmos de matrizes

Com as defini¢goes apresentadas acima, podemos definir exponenciais e logaritmos de matrizes. Temos,

exp(A) i mi (11.21)

m=0
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para toda matriz A € Mat (C, n), pois a série de Taylor da fun¢do exponencial converge absolutamente em todo o plano
complexo.

Analogamente, podemos definir
mfl

n(1 + A) i (11.22)

para toda matriz A € Mat (C, n) com ||A||¢ < 1, pois a série de Taylor da fun¢ao In(1 + z) converge absolutamente em
D;.

Nota. Para [|A — 1||¢ < 1 podemos definir In(A4) por In(A) :=In (1 + (4 — 1)). L)

E. 11.8 Ezercicio. Usando a Proposi¢do 11.2, mostre que (exp(A4))™ = exp(mA) para toda matriz A € Mat (C, n) e todo m € Z.
Mostre também que

exp (In(1 + A))
para toda matriz A € Mat (C, n) com ||Allc <1 e que

1+ A

In (exp(B)) = B

para toda matriz B € Mat (C, n) com | exp(B) — 1|c < 1.

Note que
oo 1 Bllo
lexp(B) ~ 1le = |3 457 < Z LBl = Bl 1.
m=1
Assim, a condigdo || exp(B) — 1||c < 1 é satisfeita se || Bllc < In 2. *

Sobre a exponencial de matrizes temos o seguinte:

Proposicao 11.4 FEziste uma bola aberta B,.(0) de raio v > 0 centrada em 0 em Mat (C, n) tal que a aplica¢do exp :
Mat (C, n) — Mat(C, n) definida acima € um homeomorfismo (em verdade, um difeomorfismo) entre B,(0) e sua

imagem, exp(By(0)), a qual é uma vizinhanga aberta da matriz identidade 1. O
o0 1 3
Prova. Temos que, para todo A € Mat (C, n), exp(A) — 1 = A + ¢(A), onde p(A) := Z —A™ . B fécil ver que
m!
m=2

”“ﬁ(AA”)” — 0 para ||A]| = 0. exp(A) — 1 é continua e diferencidvel em uma vizinhanga de 0 (em verdade, em toda parte) e
sua derivada em 0 é a identidade. A afirmag@o da Proposigao 11.4 segue entdo do bem conhecido Teorema da Aplicacao
Inversa (vide, por exemplo, [250]). |

Junto com o dltimo exercicio, isso prova a seguinte proposigao:
Proposicao 11.5 Para toda matriz A € Mat (C, n) com ||A—1||c <1 tem-se
exp (In(4)) = A.
Para toda matriz B € Mat (C, n) com ||Blj¢ < In2 tem-se

1n(eXp(B)) = B. (11.23)

¢ Exponenciais de matrizes diagonalizaveis e o Teorema Espectral

Se A € Mat (C, n) é diagonalizavel, o Teorema Espectral (Teorema 10.7, pdgina 480) e o Cdlculo Funcional (Teorema
10.8, pdgina 482) permitem obter expressoes simples para a exponencial exp(A4) em termos dos autovalores e dos projetores
espectrais de A. De fato, seja A = Z};Zl ai By, a decomposigao espectral de A, com {a1, ..., a,} sendo seus autovalores
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distintos (1 < r < n) e Fj sendo seus projetores espectrais (dados, por exemplo, como em (10.60), pagina 483). Pelo

Célculo Funcional, Teorema 10.8, pigina 482, temos para o polindémio de Taylor p,(z) = ZZ:O %xa que

T
= an (o) By
k=1
Tomando-se o limite n — oo, segue facilmente que
-
= Z eakEk )
k=1

expressao essa de grande utilidade na determinagao explicita da exponencial de matrizes diagonalizaveis.

E. 11.9 Ezercicio. Usando também o Teorema Espectral e o Cdlculo Funcional, obtenha expressdes para o logaritmo de matrizes
diagonalizdveis (em situa¢des nas quais ele esteja definido). £

e Exponenciais de matrizes. Comutatividade

Para dois ntimeros complexos z e w é bem conhecida a validade da propriedade exp(z) exp(w) = exp(z +w) da fungao
exponencial. Podemos nos perguntar: serd essa propriedade valida também para matrizes? A resposta é que em geral tal
relacdo nao é valida, apenas em certos casos especiais. A questao de determinar o produto de exponenciais de matrizes
tem grande importancia em varias manipulacoes algébricas e muito do que seguira abordara esse problema.

Lembremos a primeiramente a seguinte proposicao.
Proposicao 11.6 Se A, B € Mat (C, n) sao duas matrizes que comutam, ou seja, AB = BA, entdo

eATB = AP = oBed (11.24)

A propriedade (11.24) é familiar quando A e B sdo nimeros, mas nao é ébvia quando A e B sdo matrizes. De fato a
relacdo acima é geralmente falsa caso A e B sejam matrizes que ndo comutam. No caso em que A e B nao comutam o
produto e“e? pode ser computado com uso da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, discutida na Secdo 11.5, pagina
598.

Prova da Proposicdo 11.6. Pela definicao

> 1 > 1

onde convencionamos que (A + B)? = 1. Como A e B comutam, vale a regra do binémio de Newton®

m
(A +B)m _ Z (m) APR™D
p

p=0
E. 11.10 Ezercicio. Por qué? Vale a regra do binémio de Newton no caso de A e B n3o comutarem? Teste alguns exemplos. &

Assim,

Te RS (D = B o

m=0 p=0 m()pO

Agora, vale a seguinte regra de mudanga de ordem de somas:

S-S

m=0 p=0 p=0m=p

5Sir Isaac Newton (1643-1727).
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E. 11.11 Ezercicio. Por qué? -

Logo,

A+B __ m—p __
A =N N BT = LA <

p=0m=p p=0

S 1 m—p
Z MB ) .

m=p
Agora, com a mudanca de varidvel [ = m — p,
oo [ee]
1 1
Z BMP — Z ~B' = BB )
—n)! |
= (m —p)! =l
Assim,

=1
eAtB = Z—'AI’GB = e¢lel .
p=0 ¥

Analogamente se prova que e =e"e”.

Podemos nos perguntar: o que ocorre se A e B ndo comutarem? H4 alguma maneira de calcular exp(A+ B) em termos
de produtos de exp(A) e exp(B) nesse caso? A resposta a essas questoes é dada por trés férmulas muito importantes,
a féormula de Lie-Trotter, a férmula do comutador e a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, das quais trataremos mais
adiante.

e Algumas propriedades de fungoes analiticas de matrizes

Os exercicios seguintes, os quais sao muito simples de provar, apresentam afirmativas frequentemente usadas sobre
fungoes analiticas de matrizes.

E. 11.12 FEzercicio. Usando a defini¢do (11.21), mostre que
P lexp(A)P = exp (PilAP) (11.25)

para matrizes n X n reais ou complexas A e P, sendo P inversivel. *

E. 11.13 Ezercicio. Usando a defini¢do (11.21), mostre que
exp(A4)”T = exp (AT) e que exp(A)" = exp (4")

para A € Mat (C, n) ou A € Mat (R, n). *

Os exercicios acima podem ser facilmente generalizados:

oo}
E. 11.14 Ezercicio. Seja f(z) := Z fmz"™ uma série de poténcias convergente para |z| < ro para algum ro > 0. Ent3o para

m=0

A € Mat (C, n) com ||A]| < ro tem-se

<§fmAm> =S (am)" e <§:fmz4m>* - ST

ou seja, f(A)" = f(A") e f(A)* = f(A"), onde f(z) := Z fmz™ = f(Z). Prove essas afirmativas. Prove também que

p! <i fmAm> P = i fm (PT1AP)™

m=0

ou seja, P~ f(A)P=f (PflAP). *
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Também muito 1til é a afirmagao contida no seguinte exercicio:

oo}

E. 11.15 Ezercicio. Sejam f(z Z fmz™ Z gmz"" duas séries de poténcias convergentes em |z| < r1 e |z]| < ra,

respectivamente. Sejam A e B € Mat ((U n) duas matrizes com Al < 71 e ||B|| < r2 tais que AB = BA. Entdo f(A)g(B) =
g(B)f(A). Prove isso. *

e O determinante de exponenciais de matrizes

O Teorema de Decomposi¢ao de Jordan (Teorema 10.22, pagina 515) permite-nos demonstrar o resultado a seguir,
muito 1util, sobre o determinante de exponenciais de matrizes. Uma primeira demonstragao do mesmo foi apresentada
na Proposicao 10.14, pagina 466.

Proposicao 11.7 Seja A € Mat (C, n) ou A € Mat (R, n). Entdo vale que
det (e?) = ™). (11.26)

E suficiente que provemos (11.26) para matrizes complexas primeiro, pois matrizes reais podem ser obtidas de matrizes
complexas do limite quando a parte imaginaria dos elementos de matriz vai a zero e a continuidade, tanto do lado direito
quanto do lado esquerdo de (11.26) em relagéo aos elementos de matriz de A, garante a validade daquela expressdo para
matrizes reais também.

Para a prova precisamos de um lema preparatério simples.

Lema 11.1 Se D € Mat (C, n) é uma matriz diagonal complexa n X n, entio
det (eD) = D)
Igualmente, se N € Mat (C, n) € uma matriz nilpotente complexa n X n, entdo

det (eN) = V) = 1,

O
Prova. A parte referente & matriz diagonal é a mais facil. Suponhamos que D é a matriz diagonal D = diag (dy, ..., d,),
sendo que os elementos da diagonal sdo os autovalores de D. Segue que e” é a matriz diagonal D = diag (edl, ey ed”).

Assim, pela Proposicio 10.4, pagina 460, det (eP) = et +dn = (D),

Tratemos agora da parte referente a matriz nilpotente N. Iremos provar provar que se N é nilpotente todos os
autovalores de eV sdo iguais a 1. Pela Proposicao 10.30, pagina 511, os autovalores de N sdo todos nulos, Assim, se
¢ é um autovetor de N teremos eN¢ = ¢, ou seja, ¢ é autovetor de eV com autovalor 1. Infelizmente, isso nao nos
permite concluir diretamente que todos os demais autovetores de eV tém a mesma propriedade mas, como veremos, isso
é verdade.

k
1
Vamos supor que o indice de N seja k, ou seja, N¥t1 = 0. Assim, e =1 + Z Nm Seja 1 # 0 um autovetor
m= 1
de eV com autovalor A e suponhamos que A # 1. De eN1) = \i) tem-se
"
A=Dp = > —N"™p (11.27)
m=1

e, assim, aplicando N* a ambos os lados, concluimos que (A — 1)N*y = 0, j4 que no lado direito aparecem poténcias
como N*+1¢) Nk+24) etc., todas nulas. Como A # 1, devemos ter N¥1) = 0. Retornando a (11.27), podemos re-escrevé-la

como
Z TR

ml
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eliminando o termo com N¥. Aplicando N*~! a ambos os lados, concluimos que (A — 1)N*~1¢) = 0, j4 que no lado
direito aparecem poténcias como N¥, N¥+t1y etc., todas nulas. Como \ # 1, devemos ter N*~1¢) = 0. Prosseguindo
dessa forma concluiremos por fim que Nv = 0. Assim, e/V1) = 19) = 1), provando que A = 1, uma contradicao.

A conclusdo é que todos os autovalores de eV sdo iguais a 1, e pela Proposicdo 10.4, pagina 460, det (eN) = 1.
Notemos que, pela Proposicao 10.30, pagina 511, os autovalores de N séo todos nulos e, assim, Tr(N) = 0. Logo,
det (eN) =1 =T Isso completa a prova do lema. |

Prova da Proposicao 11.7. Pelo Teorema de Decomposicao de Jordan, na forma do Teorema 10.22, pagina 515, existe
uma matriz inversivel T' tal que A =T~Y(D + N)T, onde D é diagonal, N é nilpotente e DN = N D. Logo,
e = exp (T_l(D + N)T) = T lexp(D+ N)T = T 'exp(D)exp(N)T .

Portanto,
det (e*) = det (T'ePeNT) = det (T7") det (e”) det (e™) det (T) = det (e”) det (e™) ,

pois det (T‘l) =1/det (T). Assim, pelo Lema 11.1, pela Proposigao 10.11 e pela propriedade (10.33),

det (eA) — Tr(D) Te(N) _ Te(D+N) _ eTr(T’l(D-',-N)T) Tr(A),

= €

completando a prova. |

11.2.1 Exponencial de Matrizes Como Limite de Poténcias

E um fato bem conhecido que para z € C vale a relacao (devida a Euler)

¢* = lim (1+5> . (11.28)
n

n—oo

Demonstracoes para o caso em que z é real podem ser encontradas em textos sobre Célculo (vide, e.g., [361]). Apresen-
temos aqui uma prova para z complexo. Provemos primeiramente que

lim 7 In (1+§) = 2. (11.29)

n—oo

Para r > 0 seja (2, a regiao aberta do plano complexo que consiste dos nimeros com valor absoluto menor que r:
Q, :={z € C| |z| <r}. Paran > r temos |z/n| < 1 para todo z € Q, e, portanto, a fun¢do In(1 + z/n) ¢ univoca (e
analitica) em Q,.. Para z € Q, e n grande, temos, portanto, fazendo uso da série de Taylor da funcdo logaritmo, que

o0
z Z (=)™ fz\m+l
n n * anI m—+1\n

que converge em (),.. Assim, para z € Q,,

> 1 z |m+l L s\l ’“—2 r?
m-+1in Z n 1—-L n—r
m=1 m=1 n

onde, na peniltima igualdade, usamos a férmula da progressao geométrica infinita. Isso claramente mostra que

nln(l—f—i)—z
n

lim nln<1+i)fz =0,
n— o0 n

o que estabelece (11.29), independentemente de r > 0 e, portanto, para todo z € C. Segue de (11.29) e da continuidade
da funcao exponencial que

e = exp( lim nln <1+3>> = lim exp <nln <1+3>> = lim <1+i) ,
n—o00 n n—00 n n—00 n

estabelecendo (11.28).

Vamos agora provar que uma relagdo equivalente a (11.28) vale também para exponenciais de matrizes. Especifica-
mente, temos:
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Proposicao 11.8 Seja A € Mat (C, m). Entdo,

1 n
e = lim (11+5A) : (11.30)

n—oo

Demonstra¢do. Pelo Teorema da Decomposi¢ao de Jordan, na forma do Teorema 10.22, pagina 515, existe T' € Mat (C, m)
inversivel tal que T"'AT = D 4+ N, onde D é uma matriz diagonal, N é nilpotente e DN = ND. Como ja vimos, isso

implica que T~ 1eAT = ePelN = eP+N | Escrevamos D na sua decomposicao espectral: D = ZZ=1 doP,,onde dy, ..., dy

s@o os autovalores distintos de D (e, portanto, de A) e P, € Mat (C, m) s@o seus respectivos projetores espectrais. Como

também ja vimos, temos
b

b n
. dg
eD = E edaPa (11:28) lim E <1+—> P, .
n—oo n
a=1

a=1

Agora, pelo Célculo Funcional, Teorema 10.8, pdgina 482, (especialmente, por (10.58), pdgina 482), tem-se
b n b n n
da dq 1
Z<1+—> Po= |14) =P = <]l+—D>
a=1 n a=1 n n

e assim estabelecemos que

1 n
el = lim <1+—D> . (11.31)
n

n—oo

Podemos igualmente, mas com outra argumentacdo, provar que e~ = lim,_0 (]l + %N )n Para tal observemos que,
como N é nilpotente, para algum k € IN vale N*+! = 0 e, portanto,

k
1 .
N _
eV = 1+ZﬁNj' (11.32)
j=1

Analogamente, tem-se
1 \" " /n b n! 1
1+ —N = “PNP = ————N?
(i) = R0 = L

a ultima igualdade sendo valida se escolhermos n > k. Como os limites da somatéria do lado direito independem de n
(para n > k), podemos escrever

n k
1 n! 1
. 1 _ R (A W
nhm (Il—l—nN) = g (nhm (np)!np) p!N . (11.33)

p=0
Vamos agora nos concentrar no termo entre parénteses. Para p fixo e n grande, podemos usar a aproximagao de Stirling
(7.70), pdgina 351, e substituir

n! 1 ntie—n 1 1

n—p)l nP — R S n+3 ( n
( p) (Tl p) 2e (1 _ 2) 2

n

r 1
1—£> .
eP

Verifique! Agora, no limite quando n — oo o fator (1 — %)n converge a e P, devido a (11.28). O fator (1 — %)1/2
converge a 1 e o fator (1 — %)p converge igualmente a 1. Assim, concluimos que

. n!

Retornando a (11.33), temos que

1 " k 1 (11.32)
lim (n+ —N) = ZNP U ET N
n

n—oo
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como desejado.

Com os fatos colhidos até o momento, obtivemos

1 \" 1 "
T leAT = [lim <11+—D) } {hm <Il+—N> ] .
n—oo n n—oo n

Podemos ainda escrever isso como
1A . 1 1 "
T e”T = lim 1+—-D 1+—N .
n—00 n n

Para ver isso, defina-se

PN — (F)"(Ga)" = 5 (P = (F)") (¥ + (Gu)") + 5 (e = (Gu)") (P + (F)") .

n N

Verifique! Do fato j& estabelecido que, lim,, o0 (Fy,)" = € e lim, 0o (G)™ = €V, segue, portanto, que

ePel = lim (F,)"(G,)" = lim (F,G,)",

n—oo n—oo

como desejado, com a tultima igualdade sendo uma mera decorréncia do fato de D e N comutarem.

Cabe-nos agora provar que
. 1 1 " ) 1 "
lim K]lJr—D) (]lJr—Nﬂ = lim (]].+—(D+N)) .
n—oo n n n—o0 n

1 1 1
Sy = (11+—D) (11+—N) e T, =1+ —(D+N).
n n n

Para tal, defina-se

Demostrar (11.35) consiste em provar que

lim ((Sn)”f(Tn)") = 0.

n—oo

Pela soma telescépica, equagao (11.20), pagina 574, temos

Disso decorre que

n—1
D Sall? 180 = Tl [ |1 Tl 17

p=0

IN

Agora, é claro que

D N
1Sl < (1+u) (1+_| |)7
n n
s (1 LN (3 BP0 (4 )
n n "
DN| _ IDIIN]
Is. -l = [55] < B

581/2558

(11.35)
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Com isso, podemos escrever (verifique!)

IN

s = @y

"i [(1—}— ﬂ) (1+ HNHHM ||DH!NH

n—1 n—1
_ 1D [Vl DN
= (1+ 1+ :

n n n

n—1 n—1
Novamente evocando (11.28), o fator (1 + HTLLH) (1 + @) converge a el PIHINI quando n — oo, restando o fator
DI LN que converge a 0 no mesmo limite.
n

Isso estabeleceu que lim,, H(Sn)” — (T,)"™|| = 0 e, portanto, podemos afirmar que

1 n
T AT = = lim (S,)" = lim (T,)" = lim (]1+—(D+N)) :
n—oo n—oo n—oo n
Consequentemente,
1 n 1 n
et = lim (n+—T(D+N)T—1) = lim (1+—A) ,
n—00 n n—00 n
como desejdvamos demonstrar. |

11.2.2 A Exponenciacao de Matrizes e os Grupos GL(C, n) e GL(R, n)

Recordemos que GL(C, n) (respectivamente, GL(R, n)) designa o grupo das matrizes inversiveis complexas (reais)
n X n. Aqui discutiremos a relagao entre a exponenciagao de matrizes e esses grupos. Essa discussao terd um papel mais
relevante quando tratarmos da teoria dos grupos de Lie e algebras de Lie nos Capitulos 21 e 22.

Em primeiro lugar, tem-se a seguinte proposicao elementar:

Proposicao 11.9 A aplicagdo exp definida em (11.21) é uma aplicagio de Mat (C, n) em GL(C, n) (ou, correspon-
dentemente, de Mat (R, n) em GL(R, n)). O

Prova. E evidente pela defini¢ao (11.21) que exp(0) = 1. Tudo o que se deseja provar é que para qualquer A € Mat (C, n)
entdo exp(A) é inversivel. Ora, por (11.24), é elementar constatar que exp(A)~! = exp(—A). |
Tem-se também o seguinte:

Proposicdo 11.10 Para n > 2 as aplicagdes exp : Mat (C, n) — GL(C, n) e exp : Mat (R, n) = GL(R, n) ndo sdo
injetoras. O

Prova. Para matrizes complexas, basta constatar que, no exemplo das matrizes diagonais na forma
D = diag (2nwkyt, ..., 2wkyi) ,
com k; € Z, tem-se exp(D) = 1.

0 1
Para matrizes reais, considere-se a matriz real A(a) := aJ onde J := , a € R. Como facilmente se vé,

-1 0

tem-se para m € IN, A(a)?™ = (=1)"(a)?™1 e A(a)?™*! = (=1)"(a)?™*1J. Dai, como facilmente se verifica por
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(11.21),

cosa  senw
exp(A(a)) = cos(a)l + sen(a)J =

—Ssena  cos«

Logo, exp(A(27k)) = 1 para todo k € Z. Assim a exponenciacao de matrizes reais 2 X 2 ndo pode ser injetora. E f4cil,
a partir desse exemplo, construir outros para matrizes reais n X n com n > 2. |

Agora demonstraremos duas proposigoes nas quais as matrizes reais e complexas se diferenciam.

Proposicao 11.11 As aplicagdes exp : Mat (R, n) = GL(R, n), n > 1, nao sao sobrejetoras. O

Proposicao 11.12 As aplicagdes exp : Mat (C, n) — GL(C, n), n > 1, sdo sobrejetoras. O

Prova da Prop. 11.11. Pela Proposi¢ao 11.26, o determinante da exponencial de qualquer matriz real é positivo. Ora,
existem em GL(R, n) matrizes com determinante negativo. Logo, a exponenciagdo de matrizes reais nao pode ser
sobrejetora. [

A péagina 584 fazemos alguns comentdrios adicionais sobre a Proposigcao 11.11.

Prova da Prop. 11.12. A Proposicao 11.12 afirma que toda matriz complexa inversivel n X n pode ser escrita como
exponencial de outra matriz complexa n x n. Provemos isso. Seja A € GL(C, n). Pelo Teorema da Decomposigao
de Jordan (Teorema 10.22, pagina 515) existe uma matriz inversfvel P tal que P"1AP = D + N com D diagonal, N
nilpotente, DN = N D, sendo que D tem na diagonal principal os autovalores da matriz A. Esse tltimo fato diz-nos que
D nao tem autovalores nulos e, portanto, é também inversivel.

Podemos assim escrever D + N = D(1 + D7!N). O que faremos agora é provar os seguintes fatos:

1. D pode ser escrita como D = ef’ para alguma matriz F' conveniente.
2. 1+ D~'N pode ser escrita como 1 + D™'N = % para alguma matriz G conveniente.

3. Podemos escolher F e G de modo que FG = GF.

Desses trés fatos concluimos que P~1AP = exp(F + G) e, portanto, A = exp (M), onde M = P(F + G)P~!, provando
o que desejamos.

Prova de 1. Sejam ay, ..., o os autovalores distintos de D. Pelo Teorema Espectral (vide Teorema 10.7, pdgina 480, ou

l
Teorema 10.9, pagina 486) podemos escrever D = Z a; E;, onde as matrizes E; satisfazem (10.68) e (10.69) e, de acordo
j=1
com (10.70), podem ser expressas como polindémios em D (um fato que serd usado mais abaixo): E; = mmJ(D)
J J

(Os polinémios m; foram definidos na demonstra¢ido do Teorema 10.9). Seja, para cada j, um ntmero complexo f;
escolhido de forma que exp(f;) = «;. Encontrar tais f;’s sempre é possivel pois os «;’s sdo ndo-nulos, ja que D é
inversivel. Se definirmos

l
F =Y fiE
j=1
é facil constatar por (10.68) e (10.69) que exp(F) = D (faca!). Isso prova I. Note que, pelo que comentamos acima, vale
1 I,
F = . (D 11.
ij(aj) m]( )’ ( 36)
Jj=1

ou seja, F' pode ser expressa como um polindmio em D.
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Prova de 2. Como D~! e N comutam (por qué?), segue que D~!N é nilpotente de ordem, digamos, k, ou seja

(D‘lN)k—|r1 = 0. Assim, para z € C escolhido de modo que |[zD7!N|| < 1, o logaritmo de 1 + zD~!N estd bem
definido e vale (vide (11.22))

k
(=2)" (-1
G(z) = — . :
(2) > ~ (D7'N) (11.37)
m=1
Sabemos pela Proposigao 11.5 que nesse caso em que ||[zD~'N|| < 1, ou seja, |z| < 1/||[D~IN]||, temos
exp(G(z)) = 1+ 2D 'N . (11.38)

Queremos agora provar que essa igualdade vale para todo z. Usando novamente o fato que as matrizes D~! e N comutam
entre si, o fato que (DilN) M1 _ 0 e o fato que a soma em (11.37) é finita, teremos

b m b —z)™m m
exp(G(z)) = exp <— Z (=2) (DIN)m> = H exp (—( ) (D7'N) )

m m
m=1

i

m=1

l m!

k l ml
1 +Z (_'1) (—2) (Dle)ml
=1 ’

Como as somas a produtos acima sdo finitos (consequéncia da nilpoténcia de D~!N), constatamos que exp(G(z)) é um
polinémio em z para todo z € C. Ora, ja verificamos acima que, quando |z| é pequeno, exp(G(z)) é igual ao polinémio em
z dado por 1+ 2D ~!N. Como polinémios sao funcdes analiticas em toda parte isso implica que exp(G(z)) = 1+ 2D~ 'N
para todo z € C. Em particular, para z = 1, o que significa que 1 + D™'N = exp(G), onde

S DTy
G =G = - - . .
W) =3 = (@O7'N) (11.39)
m=1
E. 11.16 Ezercicio. Usando a definicio (11.39), prove explicitamente que exp(G) =1 + D' N. *

Prova de 3. Por (11.36), F é um polindmio em D. Assim, F' comuta com D~! e com N. Logo, por (11.39), F' comuta
com (. Isso é o que queriamos provar e, assim, a prova da Proposicao 11.12 estd completa. |

e Comentarios sobre a Proposicao 11.11

Sobre matrizes reais é possivel dizer mais que o enunciado da Proposigao 11.11 e sua prova. Em verdade, nao sao
apenas as matrizes com determinante negativo que estao fora da imagem da exponenciagao de matrizes reais. H4 algumas
com determinante positivo que também estao fora. Se M é uma matriz real inversivel, entao seus autovalores sao as
raizes do polindémio caracteristico p(xz) = det(zl — M). Como M é real, esse polindémio tem coeficientes reais e, como
é bem sabido, as raizes de polindmios com coeficientes reais ou sao nimeros reais ou sao pares de ntimeros complexos

0 1
complexo-conjugados uns dos outros. Por exemplo, as raizes do polindmio caracteristico da matriz sao *+i.

-1 0

De qualquer forma, uma matriz com determinante positivo pode, digamos, ter duas raizes negativas distintas simples,
como é, por exemplo, o caso da matriz

0o -1 o |- (11.40)
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Isso posto, estudemos os autovalores das matrizes da forma e? com A real. Esses sdo as raizes do polinémio carac-

teristico p(z) = det(z1 — e?). Como toda matriz real é também membro de Mat (C, n) podemos aplicar o Teorema da
Decomposigao de Jordan (Teorema 10.22, pdgina 515) e afirmar que existe uma matriz inversivel complexa P tal que
P~ 'AP = D + N com D diagonal, N nilpotente, DN = ND, sendo que D tem na diagonal os autovalores da matriz
real A. Assim, pela propriedade do determinante,

p(z) = det(zl —e?) = det (P~ (z1 — eA)P) = det(z1 — ePe) .

E f4cil de ver daf que os autovalores de e” sdo os elementos da diagonal da matriz diagonal e?, que séo, como comentamos
acima, exponenciais dos autovalores da matriz real A. Podemos nos perguntar: podem os elementos da diagonal de e
serem numeros negativos? A resposta é sim, mas para isso é necessario que A tenha um autovalor complexo cuja parte
imagindria seja da forma (2k 4+ 1), com k inteiro. Ora, como A é real, existe pelo que comentamos acima, um outro
autovalor complexo de A cuja parte imagindria é da forma —(2k+ 1), pois os autovalores complexos aparecem em pares
complexo-conjugados. Isso diz-nos que os autovalores negativos de e tém multiplicidade par! Ora, isso nem sempre é
0 caso para matrizes inversiveis, como mostra o exemplo do tltimo pardgrafo. Assim, matrizes reais com determinante
positivo e com pelo menos um autovalor negativo com multiplicidade impar nao estdo na imagem da exponencial de
nenhuma matriz real. Tal é o caso da matriz de (11.40). Em verdade, mesmo matrizes com determinante positivo e com
autovalores negativos com multiplicidade par podem nao estar na imagem da exponencial. Tal é o caso das matrizes
(' %) com a# 0 (mostre isso).

11.3 A Foérmula de Lie-Trotter e a Formula do Comutador

H4 duas expressoes envolvendo produtos de exponenciais de matrizes que sao bastante uteis. Sao as férmulas conhecidas
como férmula de Lie-Trotter” e férmula do comutador. A férmula de Lie-Trotter é importante ndo apenas no estudo de
grupos de Lie matriciais mas também na Mecanica Estatistica e na Mecanica Quantica, onde é frequentemente empregada.
A férmula de Lie-Trotter, por exemplo, é usada na Mecanica Estatistica para relacionar sistemas quanticos de spin a
sistemas classicos de spin.

Proposicao 11.13 Para quaisquer matrizes A, B € Mat (C, n) valem:

Férmula de Lie-Trotter:
1

exp (A+ B) = 1i_r>n |:eXp (%A) exp (EB)T . (11.41)

m— 00

Férmula do Comutador:

2

(4. ) = 1 oo (La) o (L8) o (Lo (-25)] . n

Prova. Vamos primeiramente provar a férmula de Lie-Trotter® e posteriormente passar & férmula do comutador.
Comecamos definindo, para m € IN,

1 1 1
Sy, = exp <—A) exp <—B) e T,, = exp <—(A + B)>
m m m

Note-se que (T),)™ = exp (A + B) e que tudo o que desejamos é provar que (S,,)™ converge a exp (A + B), ou seja,

lim [[(S,)™ — (Tm)mHC =0.

m—o0

6Pois numa base conveniente a matriz ePeN é uma matriz triangular superior, tendo na diagonal principal os elementos da diagonal de

el.
7A férmula de Lie-Trotter foi originalmente demonstrada por Lie (Marius Sophus Lie (1842-1899)) e posteriormente generalizada por varios
autores, entre eles Trotter (Hale Freeman Trotter (1931-)) em “On the Product of Semi-Groups of Operators”. Proc. Amer. Math. Soc. 10,
545-551 (1959). O leitor poderd encontrar vérias dessas generalizagdes (por exemplo para operadores autoadjuntos nao-limitados agindo em
espagos de Hilbert) em [309]. O assunto é ainda hoje objeto de pesquisa.

8Para a férmula de Lie-Trotter seguiremos aqui a demonstragio de [309].
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Precisamos, portanto, estudar (S,,)™ — (T,,)™. Para isso, é util empregarmos a identidade algébrica (11.20), pdgina
574 (“soma telescopica”). Daquela relagdo e das propriedades da norma operatorial, segue que

m—1
1(Sm)™ = (T)™le < Y 118ml& [1Sm = Tlle [Tmllec ™77 (11.43)
p=0

Pela definicao, temos para qualquer matriz M € Mat (C, n)

oo

(o)
1 1
lew @Dl = |>, M| < > Ml = el™le.
k=0 c k=0
Assim,
ISmlle < |lexp (lA) exp (iB) < ollAlletIBle)/m
m c m c
e || Tmllc < ellAletlBle)/m  Retornando a (11.43), teremos
m—1
(Sm)™ = @)l < IAIHBIN—D/m ™ 5, T, o < ]S — Tl el4leBle)
p=0

Na tltima desigualdade usamos que (m — 1)/m < 1 e que ||Spm — Tim||c ndo depende de p.

Como se vé da dltima expressao, tudo o que temos de fazer para mostrar que ||(Sy,)™ — (Tn)™||c vai a zero quando
m — oo é provar que ||S,, — Trm||c vai a zero com 1/m? quando m cresce. Isso é feito escrevendo as expressoes explicitas
para S,, e T, em termos da série de Taylor da funcao exponencial:

Sm —Tm = exp <iA) exp <iB> — exp <i(A + B)>
m m m

1+ — A+Z—Ak

1+ — B+Z—Bk

oo
—(A+B) +Zm7 (A+B)F
k=2

Expandindo-se a tdltima linha, e identificando os termos em 1/m, é ficil constatar que

1 1

1 1 1
Sp—Ty =14+ —A+—B—-1—-—(A+B)+—=8u = —58m,
m m m m m

onde §,, é uma série, um tanto complicada, mas convergente em norma e tal que lim,, o0 [|Sm||c = finito. Assim,
1

m||Sm — Tmlle < —||8mllc €, portanto, lim ||(Sy,)™ — (Tm)"|lc = 0. Isso demonstrou a férmula de Lie-Trotter. O
m m—0o0

estudante mais avancado pode facilmente convencer-se que precisamente a mesma demonstragao se aplica ao contexto
de operadores limitados agindo em espagos de Banach.

Para a féormula do comutador usaremos outro procedimento. Definimos

U, = exp <iA) exp <iB> exp (lA> exp (lB>
m m m m

e teremos

Up = |1+ — A+—A2+Z—Ak 1+ — B+—B2+Z—Bk

1 1, . (—m)~* k
x[]lmAJerQA +k§::3 A

1 1 s S (=m)~F .
1-—B+5—B +; B
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Com um pouco de paciéncia podemos expandir o produto dos quatro fatores do lado direito e constatar (faga!) que
os termos envolvendo 1/m se cancelam e o termo proporcional a 1/m? é AB — BA (outros termos como (1/m?)A? e
(1/m?)B? também se cancelam. Verifique!). Ou seja, ficamos com

1 1
Un = 1+ —(AB— BA) + — Ry | (11.44)

onde #me sao os termos restantes da expansao. R,, é uma expressao complicada, mas envolvendo séries convergentes

e de tal forma que lim,, 0 | Rim||c € finito.

Isso diz que para m grande o suficiente a norma de U,, — 1 é pequena e, assim, podemos tomar o logaritmo de U,,,
definido por In(Uy,) = In(1 + (U, — 1)). Por (11.44) e pela expansio do logaritmo teremos

1 1 1 1

ou seja,
1
m?In(U,,) = [A, B]+—RX,,, (11.45)

onde R/, é novamente uma expressao complicada, mas envolvendo séries convergentes e de tal forma que lim,,—, || R}, |lc
é finito. Como lim,, #R;n = (0 podemos escrever, pela Proposicao 11.3,

1
exp ([A, B]) = n}i_r}looexp ([A, B]+ EfR;n) .
Agora, por (11.45),

exp ([A, B] + %R:n) = exp (m2 In(Up)) = (exp(ln(Um))>m = (Um)m2
Logo, 2
exp ([4, B]) = lim (Uyn)™ .

m—o0

Isso é o que desejavamos provar®. |

A demonstracao que apresentamos da férmula do comutador pode ser usada para obter-se uma outra demonstracao
da férmula de Lie-Trotter. Isso é o contetido exercicio que segue.

E. 11.17 Ezercicio. Demonstre a férmula de Lie-Trotter usando as ideias da prova da férmula do comutador, exibida acima. *

e Uma segunda versao da féormula de Lie-Trotter

A férmula da Lie-Trotter é por vezes evocada (notadamente na Mecénica Estatistica) em uma forma ligeiramente
diferente:

oo 51 = i oo () (L) xp ()] 140

m—o0

E. 11.18 Ezercicio. Demonstre (11.46) a partir de (11.41). Sugestio: verifique primeiramente que, para todo m € IN, vale

oo (o ()] = o (358 o () () o 2

e, em seguida, use (11.41), tomando adequadamente o limite m — co. *

A vantagem de (11.46) sobre (11.41) reside no fato de que exp (ﬁA) exp (%B) exp (ﬁA) é autoadjunta se A e
B o forem, enquanto que exp (#A) exp (%B) nao é. Em certas aplicagoes (notadamente na Mecénica Estatistica) é
importante preservar a autoadjungdo dos aproximantes de exp(A + B) usados na férmula da Lie-Trotter.

90 estudante pode estar curioso (ou perplexo) sobre o por qué de nio finalizamos a demonstragdo partindo de (11.45), escrevendo
2
m2In(Up) = In((Un)™ ) e tomando diretamente daf o limite m — oco. A razdo é que o fato de Uy, ser préximo de 1 em norma nao

. . . . 2 ~ . . s . . .
garante que (U;,)™ também o seja. Assim, o logaritmo de (Uy,)™ pode ndo fazer sentido. Para evitar esse transtorno légico é mais
conveniente finalizar a demonstragdo com uso da fungdo exponencial de matrizes, para a qual tais problemas de definicdo ndo ocorrem.
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11.4 Aplicagoes Lineares em Mat (C, n)

O conjunto de matrizes Mat (C, n) é naturalmente um espaco vetorial complexo de dimensdo finita n?, pois combinacdes
lineares de matrizes complexas n X n sao novamente matrizes complexas n X n, com a matriz nula fazendo o papel de
vetor nulo. Em dreas relacionadas & Teoria de Grupos e & Mecanica Quéantica (Informagdo Quéantica) hé interesse no
estudo de aplicagoes lineares agindo no espago vetorial Mat (C, n). Na Segdo 11.4.1 apresentaremos alguns fatos gerais
sobre tais aplicagoes lineares e na Segao 11.4.2, pagina 593, vamos exibir e estudar algumas dessas aplicagoes lineares
de interesse especifico e discutir suas relagoes. Os resultados aos quais chegaremos tém interesse por si s6, mas nossa
intencao é também a de preparar a demonstracao da féormula de Baker-Campbell-Hausdorff, a ser realizada na Secao
11.5, pagina 598.

11.4.1 Alguns Fatos Gerais sobre Aplicacoes Lineares em Mat (C, n)

Como espago vetorial complexo, Mat (C, n) pode ser dotado de diversos produtos escalares. O mais relevante, talvez,
n

e que empregaremos no que segue, é aquele definido em (11.13): <A7 B> = Tr(A*B) = ZZA_U»BU», com A, B €
i=1 j=1

Mat (C, n).
Dizemos que uma colegao {F®, o € {1, ..., n?}} de n? elementos linearmente independentes de Mat (C, n) é uma
base ortonormal em Mat (C, n), se valer (F®, FF) = Tr((F“)*FB> = 0ag-

Mat (C, n) possui uma base natural de vetores que, coincidentemente, é uma base ortonormal em relagao ao produto
escalar acima. Trata-se da base composta pelas n? matrizes E*®, com a, b € {1, ..., n}, onde E® ¢ a matriz cujo
elemento 4j é nulo a menos que i = a e que j = b, em cujo caso (E® b)ij = 1. Em simbolos,

(Ea’b)ij = 61'0, 6jb .

Note-se que (E“’b)* = E% 2. Claro estd que toda matriz A € Mat (C, n) pode ser escrita na forma

e
a=1b=1

e que
<E1a’b7 Ec’d> = Z Z Ea b E(’ d i (Z 510, 51(;) Z(S]b 5jd = 5a65bd ’

i=1 j=1 j=1

mostrando que {Eavb, a, be{l, ..., n}} é uma base ortonormal em Mat (C, n).

e O espacgo L(Mat (C, n)) das aplicagoes lineares de Mat (C, n) em si mesmo

Uma aplicagao L : Mat (C, n) — Mat (C, n) é dita ser uma aplicaco linear se satisfizer L(zA+wB) = zL(A)+wL(B)
para todos z, w € C e todas A, B € Mat (C, n). Denotaremos por L(Mat (C, n)) o conjunto de todas as aplicagoes
lineares de Mat (C, n) em si mesmo. E bastante claro que L(Mat (C, n)) ¢ também um espaco vetorial complexo, pois
se L, M€ £L(Mat (C, n)) e z, w € C, definimos zL +wM como o elemento de £(Mat (C, n)) dado por (zL+wM)(A) :=
zL(A) + wM(A) para todo A € Mat (C, n).

Podemos dotar £ (Mat (C, n)) de um produto escalar através do seguinte procedimento. Seja {F"‘, aedl, ..., n2}}
uma base ortonormal em Mat (C, n). Definimos para L, M a expressao.

Z Tr( (F“)) (11.47)

E evidente que trata-se de uma forma sesquilinear e é facil ver que é uma forma sesquilinear Hermitiana, pois

ZTr( Fo)) = ZTr( YLEY) = (M, L),
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onde usamos que Tr(A) = Tr(A*) para toda A € Mat (C, n). E também claro que

Zﬂ( F“)) >0

para todo L € L(Mat (C, n)) Tem-se também que <L, L> = 0 implica que Tr(L(F"‘)*L(F"‘)) = 0 para todo «, o que
implica que L(F*) = 0 para todo «, o que, por sua vez implica que L = 0, pois os F'* compoem uma base em Mat (C, n).
Isso estabeleceu que (11.47) é, de fato, um produto escalar em £ (Mat (C, n)) E interessante ainda mostrar que (11.47)
independe da particular base ortonormal adotada em Mat (C, n). Para ver isso, seja {G®, a € {1, ..., n?}} uma outra
base ortonormal em Mat (C, n) e escrevamos

n2

= > Tr((G°) F*)G*
B=1

Teremos

n? n? n?

TY((GB)*Fa> ﬂ((Gv)*Fa) Tr(L(GB)*M(Gv)) . (11.48)

a=1p=1v=1

Agora,

7L2 e — 7L2

ZTr((Gﬂ)*Fa)Tr((G”)*F“) - ZTr((F"‘)*Gﬂ> Tr((GV)*F“)

a=1 a=1

— Tr | (G)* iTr((F“)*GB)F"‘ = TY((G”)*GB) = 05,

a=1
Retornando com isso a (11.48), obtemos

- 35 m(uemen) = Sn(ue we).

B=1~v=1

estabelecendo a independéncia que desejavamos provar.

e Uma identidade para o traco de elementos de Mat (C, n)

A seguinte identidade é importante e serd empregada adiante: para toda A € Mat (C, n) vale

= zn:zn: E“P) AR (11.49)

a=1b=1

Para demonstra-la, determinemos o elemento 7j da matriz (Ea’ b)*AE“’b. Pela regra de produto de matrizes, temos

n

((Ea’b)*AEa’b)” _ iz Eab Eab zn:i Eab Akl B b)]
ij

k=11=1 k=1 1=1

n n
Oka OibAkib1a 056 = Agabip djp -
k=1 1=1

Logo, o elemento ij da matriz do lado direito de (11.49) vale

D> Aaabiv b5 = (Zl Aaa> bz_jléibéjb = Tr(A)d;; ,

a=1b=1
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que é o elemento ij da matriz Tr(A)1, provando (11.49).

Uma das razoes pelas quais a relagdo (11.49) é relevante é que a mesma pode ser estendida para outras bases
orgonormais em Mat (C, n). Seja {F, « € {1, ..., n?}} uma base ortonormal em Mat (C, n), ou seja, tal que

(F, FPy = Tr((FO‘)*FB) = 0qp3. Afirmamos que vale

Tr(A)1 = i (F*)"AF~ . (11.50)

Para a demonstragao, observemos que podemos escrever

TL2

l;mb — jg:f?wal7“,

a=1
ara certas constantes G € C, pois as matrizes F® formam uma base. Usando a ortonormalidade dessas matrizes
« Y b

segue facilmente também que

n n

Saba - H((FQ)*E%})) - ZZ (Fa)kl(E%b)kl = ZZ (Fa)kz Oka Oty = (Fa)ab : (11.51)
k=1 I=1 k=1 i=1
Assim, temos por (11.49) que

*
n 7”L2

Tr(A)1 = Zzn: > g Fr] A igabﬂpﬂ -
B=1

a=1b=1 \a=1

n n TL2 TL2

D22 (B (FP)  (F) AF? (11.52)

1b=1a=1p=1

a

Agora,

S35, () = () F%) = bus

a=1 b=1

Portanto,

n2

Tr(A)L = iiéaﬁ(F“)*AFﬂ = > (F*)"AF*,

a=1p=1 a=1
como queria’mos provar.

Segue de (11.50), tomando-se A = 1, que
2
n
S (F*)'F* = ni. (11.53)
a=1

De (11.50) vamos extrair uma importante conclusdo sobre a forma geral de aplicagdes lineares de Mat (C, n) em si
mesmo.

e A forma geral de elementos de £(Mat (C, n))

Afirmamos que se {F‘X7 ae{l, ..., n2}} é uma base ortonormal em Mat (C, n), entdo L pode ser escrita na forma

2 2

L(A) = lop (F*)"AFP | VYA€ Mat(C, n), (11.54)
1 1

3
3

(03

™
Il

para certas constantes {,3 € C independentes de A. Demonstremos essa afirmacao. Como as matrizes F'® compoem
uma base ortonormal e L(A) € Mat (C, n), podemos escrever

A= f: Tx((F) ) e
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Logo
TL2 7L2 11 TL2 TL2 7L2
L(A) = Tr((Fa)*A)L(Fa) - ZL(F@)H((F@)*A) GO SOSCLF)(FY)(F) AR = S MUVAFT,
a=1 a=1 a=1~vy=1 y=1
onde

MY = i ) (F).
a=1
2

Como M7 € Mat (C, n), podemos escrever M7 = Zﬂ 145+ ( ) (& que {(FB) gefl, ..., n2}} é também uma
base ortonormal em Mat (C, n)) com

lgy = iH(L(F"‘)(F”)*(FO‘)*Fﬂ) . (11.55)

Portanto,
2
n

- Z ieﬁv (FP)"AF™ |

B:l y=1

como queriamos mostrar.

e A forma geral de elementos de £(Mat (C, n)). Uma segunda abordagem

H4 uma segunda demonstracao da forma geral (11.54), a qual é, talvez, mais elegante e instrutiva. Para «, f €
{1, ..., n?}, seja T ¢ L(Mat (C, n)) definido por

T(A) == (F*)"AFP

para toda A € Mat (C, n). Vamos mostrar que a cole¢do {Taﬁ, a, B e{l, ..., n2}} é ortonormal em relagao ao
produto escalar (11.47). De fato,

(T8, 729 i e (ToF(P) TO(F)) = ZTr( (FP)"(F=) Fo(F7) F<F?)

_ Z y () e | B S (R0 Te(P (F7)) FO)

w=1

= T((F7) F) Te(F2(F)") = bandns

como desejavamos estabelecer.

Com isso, vemos que {TO‘B, a, ped{l, ..., nQ}} é uma base ortonormal em L(Mat (C, n)) e que todo elemento
L e L(Mat (C, n)) pode ser univocamente escrito na forma

7L2 TL2
=3 )t T, (11.56)

B:l y=1

para certas constantes ¢g, € C, as quais sao dadas por

gy = (TP, L) i T (T (F)" L(FY)) = i e ((F7)*(F*) PP L(F™))
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tal como em (11.55). A relagdo (11.56) é precisamente (11.54). Da independéncia dos T#7 vemos que a representacio
(11.56) e (11.54) determina L univocamente.

e Operacoes Lineares em Mat (C, n) que preservam autoadjunticidade

Importante no contexto da Fisica Quantica é a identificagao de quais elementos de L(Mat (C, n)) levam matrizes
autoadjuntas em matrizes autoadjuntas. O resultado a seguir fornece a resposta a essa questao.

Proposigao 11.14 Uma aplicagao L € £ (Mat (C, n)) leva matrizes autoadjuntas em matrizes autoadjuntas se e somente
se satisfizer L(A)* = L(A*) para toda A € Mat (C, n).

Se L € £L(Mat (C, n)) for escrita na forma geral (11.54) ou (11.56),

7/L2

L = Zifﬂv TA7, (11.57)

B=1~v=1

uma condi¢do necessdria e suficiente para que tenhamos L(A)* = L(A*) para toda A € Mat (C, n) € que valha €s, = (5

para todos B, v € {1, ..., n%}. Por fim, uma condi¢io necessiria e suficiente para que isso se dé é que existam
constantes reais do, € R, a € {1, ..., n?} e matrizes M~ € Mat (C, n), a € {1, ..., n?} tais que
n?
L(A) = > do (M*)"AM", (11.58)
a=1

para toda A € Mat (C, n). As matrizes M podem ser escolhidas ortonormais:
Tr((M*)*M7) = bay

para toodos a, v € {1, ..., n?}. O

Em outras palavras, essa proposi¢ao estabelece que L € L(Mat (C, n)) preserva a propriedade de autoadjunticidade

de matrizes de Mat (C, n) se e somente se existir uma base ortonormal M® € Mat (C, n), a € {1, ..., n?} e ntimeros
2 *
reais do, € R, € {1, ..., n?} tais que L(A) = Y0  do (M) AM® para toda A € Mat (C, n).

Prova da Proposicdo 11.14. Seja L € £(Mat (C, n)) dotada da propriedade que L(B)* = L(B) para toda B € Mat (C, n)
satisfazendo B* = B. Se A € Mat (C, n), podemos escrever A = Re (4) +iIm (A) com Re (A) e Im (A) sendo as matrizes
autoadjuntas definidas por Re (A) := 1(A + A*) e Im (A) := 5 (A — A*). Teremos, L(A) = L(Re(A)) + iL(Im (4)).
Logo, como L(Re(A)) e L(Im(A)) sdo, por hipdtese, autoadjuntas, segue que L(A)* = L(Re(A)) —iL(Im(4)) =
L(Re (A4) —iIm (A)) = L(A*), como desejavamos constatar.

Vamos agora supor, reciprocamente, que L(A)* = L(A*) para toda A € Mat (C, n). Se B € Mat (C, n) satisfaz
B* = B, teremos L(B)* = L(B*) = L(B), provando que L(B) é autoadjunta.

Se L € L(Mat (C, n)) satisfaz L(A)* = L(A*), ou seja, L(A) = L(A”‘)*7 para toda A € Mat (C, n), temos, pela
férmula geral (11.54), que

n2 n2 n2 n2
D lap (F*)"AF? = L(A) = L(A")" = Cop (FP)"AF™
a=1p=1 a=1p=1
ou seja,
7”L2 7”L2 TL2 7”L2
D) WEREED 9 Sera s
B=1~=1 B=1~=1
Pela unicidade da representagao (11.56), concluimos que fg, = @ para todos 3, v € {1, ..., n?}. A reciproca é
evidente.

Se L € £L(Mat (C, n)) é da forma (11.58), ¢ evidente que L(A)* = L(A*) para todaa A € Mat (C, n). Seja agora
L € £(Mat (C, n)) da forma geral (11.54) ou (11.56), com €g, = {4 para todos 8, v € {1, ..., n?}. Isso diz-nos
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que a matriz ¢ € Mat (C, n?), cujos elementos de matriz sdo lgy, é uma matriz autoadjunta e, portanto, pode ser
diagonalizada por uma matriz unitéria (Teorema 10.15, pagina 496). Assim, existe u € Mat (C, n?) com ¢ = u*du, com
d = diag (dl, ceey da), sendo d,, os autovalores reais de £ Assim, escrevemos, para toda A € Mat (C, n),

L) = 0 b () A7 = 3030 S Tt (1) AP

B=1~v=1 B=1v=1la=1
7L2 TL2 * TL2 7L2
=) da uapF? | AN uanF7 | = > do (M) AM®,
a=1 B=1 y=1 a=1
onde
n2
MY = ZuaﬂFﬁ,
B=1
provando (11.58). Note-se que, como u € Mat (C, n?) é unitéria, vale
TL2 TL2 TL2
(M) = SN Tag s Te((FOFD) = 3 s )pe = Sy
B=16=1 B=1

835

11.4.2 Alguns Exemplos Especificos de Aplicagoes Lineares em Mat (C, n)

Nesta secao apresentaremos alguns elementos de £ (Mat (C, n)) dotados de interesse especial e estudaremos suas propri-
edades, tendo como objetivo maior a demonstracao da férmula de Baker, Campbell e Hausdorff na Secao 11.5, pagina
598. Alguns dos resultados que obteremos, porém, sao de utilidade na Teoria de Grupos, na Mecanica Quéntica e outas
areas.

e As aplicagoes ad

Dada uma matriz X € Mat (C, n) fixa podemos definir uma aplicagdo linear ad [X] em Mat (C, n), ad[X] :
Mat (C, n) — Mat (C, n) por
ad [X](4) = [X, 4] = XA - AX .

para toda matriz A € Mat (C, n).

e As aplicagoes Ad

Analogamente, seja G € GL(C, n) uma matriz inversivel fixa. Podemos definir uma aplicacdo linear Ad[G] em
Mat (C, n), Ad[G] : Mat (C, n) — Mat (C, n) por

Ad[G](A) := GAG™'.

e Definindo a exponenciagao de ad

Denotaremos por (ad [X])? ou ad [X]? a p-ésima poténcia de ad [X]:

ad [X]P(A) = [X, (X, ..., [X, A].-.H .
—_——
p vezes
Aqui, p = 1, 2, .... Para facilitar a notagao em aplicagoes futuras, convencionaremos que ad [X]°(A) = A para toda

matriz A € Mat (C, n).
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Dado que ad [X] é uma aplicagéo linear em um espago vetorial de dimensao finita, sua exponencial é bem definida.
Definimos Exp [ad [X]] como sendo a aplicagao linear no espago das matrizes complexas nxn, Exp [ad [X]] : Mat (C, n) —
Mat (C, n) dada por

Exp [ad [X Z% XN"(4) = A+Z%(ad[X])m(A)7
m—0 m=1
<01
- A+Zﬁ {X7 (X, ..., X, A]"'H )

m VEZES

para toda A € Mat (C, n). A convergéncia da série é automaticamente garantida pelas observacoes da Segao 11.2.

e A relacao entre ad e Ad

Ha uma relagao elegante entre as aplicacoes ad e Ad, a qual se expressa na seguinte proposigao:

Proposicao 11.15 Seja X € Mat (C, n) qualquer. Entao
Ad [exp( )} = Exp [ad [XH , (11.59)

ou seja, para toda matriz A € Mat (C, n) vale

exp(X)Aexp(—X Z mi m(A) , (11.60)
ou seja,
exp(X)Aexp(—X) = A+ Z % {X, [X [X, A] H
= A+[X, A]+%[X, X, Al +%[X, X, [X, A]H TR (11.61)
O

Comentdrios. A expressdo (11.60) ou (11.61) é comummente denominada série de Lie, mas alguns autores também a denominam férmula de
Baker-Campbell- Hausdorff. Reservaremos esse nome apenas para a expressao (11.68), adiante.

As expressoes (11.60) e (11.61) sdo empregadas de vérias formas na Mecénica Quéantica, na Mecénica Estatistica Quéntica e na Teoria
Quantica de Campos, especialmente na Teoria de Perturbacoes e nas Teorias de Calibre. &

Prova. Sejat € R e sejam A e X matrizes complexas n X n fixas quaisquer. Definamos

Ti(t) == Explad[tX]](4) = A+ Y %m, (ad [X])™(A)

Dy(t) = Ad [exp(tX)](A) = exp(tX)Aexp(—tX).

Vamos mostrar que I'1(¢) = I'y(¢t) para todo t provando para isso que ambas satisfazem a mesma equacdo diferencial
linear com a mesma condicao inicial.
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E trivial constatar que I';(0) = I'y(0) = A. Pela definicdo tem-se

Ir = > ey (B X))
= ad[X] (ﬁ; % (ad [X])m_l(A)>

~ ad[X] (Z L (ad [X])’”(A))

m=0
= ad [X] (Exp [ad [tX]](A))

= ad[X]|(T(t)) .

Em resumo, I'1 () satisfaz

d
STi() = ad [X](D(1) -
Analogamente, calculemos %Fg (t). Aplicando a regra de Leibniz!?,
d d
—T = — X)A —tX
STo(t) = (exp(tX) Aexp(—1X))

= Xexp(tX)Aexp(—tX) —exp(tX)Aexp(—tX)X
= ad[X](exp(tX)Aexp(—tX))

— ad[X](D2(1)) -

Em resumo, I's(t) satisfaz
d
EI‘Q(t) = ad [X](Fg(t)) )

Constatamos assim que I';(t) e I'y(¢) satisfazem a mesma equacdo diferencial com a mesma condicao inicial. Pelo
Teorema de existéncia e unicidade de solugoes de sistemas de equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes
discutido na Segao 14.2, isso implica que T';(t) = I'2(¢) para todo t € R e, em particular para ¢t = 1, que é a afirmagao
do teorema. |

Comentdrio. O teorema acima e sua demonstracdo exemplificam uma situagdo ndo muito incomum, onde apresenta-se um resultado que é

muito dificil de ser provado por um procedimento mas muito facil de ser demonstrado por outro. Tente o leitor demonstrar a identidade

(11.60) expandindo as exponenciais do lado direito em suas séries de Taylor, ou seja, escrevendo

=S (1)
exp(X)Aexp(—X) = Z P

k=0 1=0

e reordenando as somas de modo a obter o lado esquerdo de (11.60)! Ainda que seja possivel provar (11.60) dessa forma, um tal procedimento

é muitissimo mais complexo que aquele que empregamos, e que faz apenas uso de um fato basico bem conhecido da teoria das equacoes

diferenciais. &

xXFAx!

E. 11.19 Ezercicio. Tenha a ideia certa antes de tentar resolver qualquer problema. *

e A aplicagao diferencial exponencial dexp

Seja F(t) uma matriz complexa n X n cujos elementos de matriz (F(t));; sdo funcdes diferencidveis em relagao a t.
Seja também F”'(t) a matriz cujo elemento ij é < (F(t));;. Em palavras, F'(t) é obtida diferenciando cada elemento de

matriz de F'(t).
10Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
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Vamos nos colocar o seguinte problema: como calcular % exp(F(t))? O estudante apressado poderia imaginar que
4 exp(F(t)) = exp(F(t))F'(t). Isso é, todavia, em geral falso, pois essa regra de derivagio ndo vale para matrizes!
Isso é assim, pois a matriz F’(t) ndo necessariamente comuta com a matriz F(t). Tem-se, em verdade, que para todo
m=1,2,3, ...,

m—1
Sy = S|P F)| = Y FOFF @R
m Vezes k=0
Consequentemente,
d oo n—1 .
— XD (F(t) = > EF(t)kF'(t)F(t) k=1 (11.62)
n=1k=0 "

Isso motiva a seguinte definigdo. Para X € Mat (C, n) fixo, definimos uma aplicagao linear dexp [X] : Mat (C, n) —
Mat (C, n), denominada aplica¢do diferencial exponencial, por

oo n—1

- 1 k n—k—1
dexp [X](4) = > —X"AX : (11.63)
n=1 k=0
para todo A € Mat (C, n).
E. 11.20 Ezercicio. Mostre que a série do lado direito estd bem definida, ou seja, que é convergente para todos X e A. *
Com essa defini¢do podemos, por (11.62), escrever
d
—exp (F(t)) = dexp [F(t)](F'(t)) . (11.64)

dt

Para uma expressao alternativa para a derivada da exponencial de uma matriz dependente de um parametro, vide equagao
(11.86), pdgina 603.

Por razoes que ficarao claras adiante quando provarmos a férmula de Baker, Campbell e Hausdorff, é conveniente
expressar dexp [X] em termos de ad [X]. Como veremos, é possivel fazer isso e o resultado estd expresso na Proposigao
11.16 que apresentaremos e demonstraremos a seguir.

Antes, porém, duas defini¢oes. Para z € C definimos a fun¢do complexa ¢(z) por

$(z) = 17767 = > %zm. (11.65)

m=0

Como a série de Taylor do lado direito converge para todo z € C, ¢(z) é uma fungao inteira, ou seja, é analitica em toda
parte.

Pelos nossos comentdrios da Segdo 11.2, podemos definir para todo X € Mat (C, n) uma aplicagao linear ®[X] :
Mat (C, n) — Mat (C, n) dada por

[X] = ¢(ad [X]), (11.66)
ou seja, ®[X] é a aplicagao que a todo A € Mat (C, n) associa a matriz ®[X](A) dada por
D[X](A) = 3 ﬂad (X]™(A) (11.67)
= (m+1)! ' '

Pelos comentérios da Segdo 11.2 a série do lado direito converge para todos X, A € Mat (C, n).
Proposicao 11.16 Com as defini¢oes apresentadas acima, vale para todos A, X € Mat (C, n) a expressao

dexp [X](4) = exp(X) ®lad [X])(4) .

ou seja,
dexp [X](A) = exp(X) (Z _(;i)T)_'ad [X]WL(A)> .
m=0 ’
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Também como comentado acima, é intutil tentar provar a proposicéo partindo de (11.63) e aplicando for¢a-bruta. A

demonstracao usarda uma série de truques elegantes.

Prova. Vamos definir, para A, X € Mat (C, n) fixas e t € R,

H(t) := tdexp[tX](A).

A ideia é descobrir uma equagao diferencial que H(t) satisfaz e, em seguida, resolvé-la.
H(0) = 0. Como veremos, resolver a equagdo diferencial é tarefa relativamente facil.

Note-se que, pela definigao,
Um pouco mais trabalhoso é

encontrar a equagao diferencial. Para isso temos que calcular a derivada de H(t) em relagdo a t.

Pela definicao de H(t) e de dexp [tX](A) em (11.63), tem-se

d d oo n—1 o
ZH() = —(tdexp[tX](4)) = — (;];)nlxkAX k= 1)
_ == tn71 kAXn k-1 __ — t kAXn k
= 22 5y = 22X
n=1k=0 =0 k=0
= A+izn:t—n|X’“AX"*’“ = A+i—n'AX"+i n
n=1 k=0 n=1 n=1k=1

= Aexp(tX) +tX<

n=1 k=1

= Aexp(tX)+tX <§:

n=1 k=0

= Aexp(tX)+ X (tdexp[tX](A)) = Aexp(tX)+ XH(t).

Em resumo, H(t) satisfaz a equagao diferencial

%H(t) = XH(t)+ Aexp(tX),

com a condi¢ao inicial H(0) = 0.

Como estudamos a pagina 658 da Segao 14.2.2, a solugao geral da equagao matricial

d
dt

kAank

oo n t"

Z —xkAx"F
n!

—M(t) = XM(t) + §(¢) é M(t) = exp(tX)M(0) +/O exp ((t — $)X) G(s)ds .
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Assim, como H(0) =0 e §(t) = Aexp(tX), teremos

H(t) = /0 exp ((t — s)X)Aexp(sX) ds

= exp(tX)/O exp(—sX)Aexp(sX)ds = exp(tX)/O Ad [exp(—sX)](A) ds

t t oo
(11.59) eXp(tX)/ Exp | —ad[sX]|(A)ds = eXp(tX)/ Z ( ;? X])™(A) ds
0 0 =0 :
oo 1)m t > mtm+1
= exp(tX) Z — [X]™(A) / s™ds = exp(tX) Z ad [X]™(A)
m=0 0 m=0
— texp(tX) Z t ad [X]™(A)
m=0
(11.67)

= texp(tX)P[tX](A).
Essa expressao vale para todo t € R. Tomando ¢ = 1, teremos H (1) = exp(X)®[X](A), ou seja,
dexp [X](4) = exp(X) ®[X](4),

que é o que queriamos provar. |

Reunindo todos esses resultados, estamos agora preparados para provar a férmula de Baker, Campbell e Hausdorff.

11.5 A Foérmula de Baker, Campbell e Hausdorff

A presente segio é dedicada a demonstragao da célebre Férmula de Baker-Campbell-Hausdorff. Seguiremos com diversas
modificagoes o tratamento de [174]-[175]. O resultado principal que desejamos provar encontra-se expresso no seguinte
teorema:

Teorema 11.1 (Fc')rmula de Baker-Campbell-Hausdorff) Para A, B € Mat (C, n) tais que || A||c e ||Bll¢c sejam

ambas menores que 5 1ln (2 — i) ~0,12844..., vale

exp(A)exp(B) = exp(Ax* B),

com

B (-1 7L
AxB = A+B+ Y Y - Y Nk+1)(by+ - +be+1) (Eaﬂbﬂ)

k, 1>0 ajy, by >0 ap, bp>0
k+1>0 aj+by>0 aj+bp >0

x ad [A]*ad [B]" ---ad [A]*ad [B]’*ad [A]'(B) . (11.68)
Os primeiros termos de (11.68) sdo

AxB = A+ B+ - [A B]+%[A [A, B]] +

1

12[ , (B, A+ (11.69)

d
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Comentdrio. A expressdo (11.68) é a célebre férmula de Baker!!, Campbell!? ¢ Hausdorff'3, que desempenha um papel importante no estudo
de grupos de Lie e outras dreas. Advertimos que, devido & sua complexidade e devido a restrigao quanto & norma das matrizes A e B, a férmula
de Baker-Campbell-Hausdorff tem um escopo de aplicagoes relativamente limitado no que concerne a computos de produtos de exponenciais.
A mesma férmula, porém, presta-se & demonstragao de varios teoremas, especialmente na teoria dos grupos de Lie. Uma situagao interessante
na qual a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff pode ser empregada é aquela na qual comutadores de ordem suficientemente grande das
matrizes A e B se anulam, pois af o lado direito de (11.68) ou (11.69) tem um ndmero finito de termos. Tal ocorre nas chamadas dlgebras de
Lie nilpotentes. O leitor que procura um exemplo simples do uso de (11.69) pode interessar-se em ler sobre o chamado grupo de Heisenberg
na Secao 21.3.2, pagina 1027. &

Prova do Teorema 11.1. A estratégia que empregaremos para provar a formula de Baker, Campbell e Hausdorff é
muito semelhante aquela empregada na demonstragao da Proposigdo 11.16. Seja, para A, B € Mat (C, n) fixas tais que
[Allc <In(2)/2 e |Bllc < In(2)/2, a matriz'!

G(t) = 1n(exp(A) eXp(?fB)) , (11.70)

para t € [—1, 1]. Vamos identificar uma equacao diferencial satisfeita por G(t) e, em seguida, resolvé-la.

Comecemos procurando calcular a derivada de G(t) em relagdo a t. Isso é uma tarefa mais dificil do que parece e
procederemos de modo indireto. E conveniente calcular primeiro a derivada de exp(G(t)). Por um lado, temos que

exp(G(t)) = exp(A)exp(tB)

e, portanto,

%exp(G(t)) = eXp(A)%eXp(tB) = exp(A)exp(tB)B .

Por outro tem-se, pela definicao da aplicagao dexp, que

L exp(G1) = dexp [G(1)](€'(1))

Portanto,
dexp [G()] (G'(t)) = exp(A)exp(tB)B .

Usando a Proposicao 11.16, pagina 596, essa ultima igualdade pode ser escrita como
exp (G(1)) ®[G(1)] (G'(t)) = exp(A)exp(tB)B,
o que implica que
®[G(1)](G'(t) = exp(—G(t))exp(A)exp(tB)B = exp(—tB)exp(—A)exp(A)exp(tB)B = B.

Resumindo, tem-se

o[G1)](G'(t) = B. (11.71)

A ideia que agora perseguiremos é tentar inverter essa expressdo de modo a obter G'(t) (que aparece no argumento de
® no lado esquerdo). Para isso faremos uso do seguinte lema:

Lema 11.2 Sejam as funcoes complexas

1—¢e 2
P(z) = c ) zeC,
z
) In(2)
zIn(z
= —1 1
o) = 2 <
sendo que a primeira jd fora definida em (11.65). Entdo vale
P(EeH)p(z) = 1 (11.72)
para todo z € C tal que |z| < In2. O

' Henry Frederick Baker (1866-1956).

12John Edward Campbell (1862-1924).

13Felix Hausdorff (1868-1942).

1A condigio ||Alle < In(2)/2 e ||Bllc < In(2)/2 garante que || exp(A)exp(tB) — 1||¢ < 1 para todo t € [—~1, 1]. Assim, o logaritmo de
exp(A) exp(tB) em (11.70) estd definido.
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Prova. Usando a expansao em série de Taylor da funcao In, podemos escrever

In(z) In(1 + (= —1)) o~ (D! k-1
V(o) = o = e 2y — (=D, (11.73)
k=1
oo
mostrando que 1(z) é analitica na regiao |z — 1] < 1. Agora, se |z| < In2, tem-se |e* — 1| < 1, pois e — 1 = Z —z"e
m!
m=1
[ee] oo 1
z _ ,n2 _
|e—1|§2—|z| <Z%1n2 = e 1=1.
m=1 m=1
Assim, e® estd dentro da regiao onde 1 é analitica, onde vale que
e*z 1—e77
z
- -1
v = (#55) () =1
que é o que queriamos provar. |

O uso que faremos desse lema é o seguinte. Seja X € Mat (C, n) qualquer. Por analogia com a defini¢ao de ®[X] em
(11.66), definimos

U[X] = w(Exp [ad [X]]) w(Ad[eXp( )]).

Assim, se ||ad [X]|| < In2 (para ficarmos no dominio de validade de (11.72)), teremos

U[X]®[X] = w(EXp [ad [X]])qb(ad (X)) = id

onde id ¢é a aplicagao identidade: id (A) := A, para toda A € Mat (C, n). Portanto, assumindo que ||ad [G(t)]]] < In2
teremos, aplicando W[G(#)] a (11.71),
G'(t) = Y[G()](B) . (11.74)

Essa é a equagao diferencial procurada e que é satisfeita por G(t), com a condigao inicial G(0) = A.

Note-se que para que as manipulagdes acima sejam vélidas é necessdrio (para ficarmos no dominio de validade de
(11.72)) que ||ad G(t)|| < In2. Afirmamos que, para tal, é suficiente ter-se

1 V2 In2
1Alle; [1Ble < 5n <2—7> <5 - (11.75)

De fato, para que se tenha ||ad G(t)|| < In2 é suficiente que ||G(¢)|lc < In(2)/2. Se Z(t) := exp(A)exp(tB), entdo
G(t) =In(Z(t)) e teremos

6@l = Izl = I3+ (20 -l < Y1120 -1 = (—zp—g) - (170
k=1
Agora,
12) ~ e = [exp()exptB) 1| | = ||(exp(4) = 1) (exp(tB) — 1) + (exp(4) — 1) + (exp(tB) — 1) |
< Jlexp(A) — ¢ lexp(tB) — ¢ + exp(A) — ¢ + [lexp(tB) — 1|
< (eHAHc,l) (enBHcfl)+(enAncfl)+(enBHLQ

< e”A”C"I‘”BHC -1 < 9_ Y2 1 - 1_Y2
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Logo, por (11.76),

1 In2
[GD)[le < In <7> = —,
1—1+ %2 2

Para prosseguir devemos escrever (11.74) de forma mais conveniente. Pela defini¢do da aplicagdo Ad , é bem fécil ver
que

como desejamos.

Ad[e¥e¥| = Ad[e¥] Ade¥] .
E. 11.21 Ezercicio. Verifique. *

Assim,

WG ()] 1/J<Exp [ad[G(t)]D - z/;(Ad[exp(G(t))}) - 1/)<Ad[exp(A)exp(tB)])

— (Ad[exp(4)] Ad [exp(tB)]) = v(Exp[ad [A]] Exp [ad [tB]] ) .
A equagao diferencial (11.74) para G(t) assume, portanto, a forma
G'(t) = w(Exp [ad [A]] Exp [ad [tB]])(B), (11.77)

com G(0) = A como condigao inicial. Isto posto, nossa tarefa agora é resolver (11.77), o que pode ser feito por uma
simples integracao. Teremos, portanto,

G(t) - G(0) = /0 ") ds = /O tw(Exp [ [A]] Bxp [ad [sB]] ) (B) ds

Tomando-se t = 1 teremos
In (eA ef) = 4 +/O 1/}<Exp [ad [4]] Exp [ad [sB]])(B) ds . (11.78)

Estando ja na reta final, resta-nos calcular a integral do lado direito, o que pode ser feito com o uso da expansao em
série de ¥ dada em (11.73) e um pouco de paciéncia. E o que faremos. Por (11.73), teremos

¢(Exp [ad [A]] Exp [ad [sB]] ) (B)

- (Exp [ad [A]] Exp [ad [sB] )i
k=1

(Exp [ad [4]] Exp [ad [sB]] — id)k_l(B)

yEs

(Exp [ad [A]] Exp [ad [sB]] — id)k_1] Exp [ad [A]] Exp [ad [sB]](B)
k=1

1k1

- [

(Exp [ad [A]] Exp [ad [sB]] — id)k_I] Exp [ad [A]](B), (11.79)

onde, na ultima passagem, usamos o fato 6bvio que
Exp [ad [sB]](B) = Ad[exp(sB)|(B) = exp(sB)Bexp(—sB) = B.

Desejamos escrever esta ultima expressdo diretamente em termos das aplicagbes ad [4] e ad [sB]. O ultimo fator,
Exp [ad [4]], é simplesmente
oo
EXp ad Z

=0

(11.80)

.“‘l»—l
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Fora isso,
Exp [ad [4]] Exp [ad [sB]] —id ZZ '_b' ad[A]"ad[sB]’ —id = Y s’ '_b' ad [A]” ad [B]" .
a=0 b=0 o b0
Com isso,

(Exp [ad [4]] Exp [ad [sB]] — id)ki1

ghitFsk—1
=Y X ad [A]" ad [B]"" ---ad [A]**~ ad [B]**~* . (11.81)
s allbll---ak_l!bk_l!
ay, b1 >0 ap_15bp_120
aq+by>0 ap_14bp_1>0

Inserindo-se (11.80) e (11.81) em (11.79), tem-se

/1 7/1<EXp [ad [AH Exp [ad [sB]])(B) ds =
0

12 = k Lgbit+br_1 k-1 1
/) ZZ Z Z 1k (H aﬂbﬂ) ad [A]al ad [B]bl ...ad [A]akfl ad [B]bk—l ad [A]I(B) ds .

k=11=0 a1,b120 ap_q,b;_120 i=1
a1+b1>0  ap g +bp_1>0

Trocando-se a integral pelas somas e usando que fol shitFhe-1ds = (by + - + br_1 + 1)1, temos

/01 qp(Exp lad [A]] Exp [ad [SB]])(B) ds —

o oo k-1 k—1
DD “k(bﬁ(”ﬁbkﬁl) (H ai!lbi!> ad [A]" ad [B]" ---ad [A]**~* ad [B]"* ad [A]'(B)

k=11=0 a1,b120 ap_q,b,_120 i=1
a1+b1>0 ap_1+bp_1>0

71)]@‘ k 1 b . by .
ay 1. a 2 B) .
ZZ > X g T D0t Tt D) (Hai!bi!> ad [A]* ad [B)" ---ad [A]** ad [B]" ad [A]'(B)
k=0 1=0 a1, 5120 ap, b > =1
a1+b1>0 ak+bk>0

(11.82)
Na tdltima igualdade fizemos apenas a mudanca de variaveis k — k + 1.

Retornando a (11.78), temos entao
ln(eAeB) = Ax DB,

onde

I (-1 T
Ax B — A+ZZ Z Z Uk +1)(by+---+bp+1) (Eaﬂbﬂ)

k=0 1=0 a1, b1 20 aj, bp>0
a1+b1>0 aj+by >0

x ad [A]** ad [B]" ---ad [A]"* ad [B]** ad [A]'(B) . (11.83)

E f4cil ver que o termo com k = [ = 0 nas somas do lado direito é igual a B. Com essa identificacao, finalmente
chega-se a (11.68). Como ji comentamos, a convergéncia é garantida se ||A|c e ||B|l¢c forem ambas menores que

%1n(27§)z0,12844.... "
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E. 11.22 Ezercicio importante. Colecionando os termos com a1 +b1 + -+ -+ ax + by +1 < 2 em (11.68), mostre que os primeiros
termos de A x B s3o aqueles dados em (11.69), pagina 598. *

Comentdrio. Um comentdrio que adiantamos é que, como discutiremos melhor no Capitulo 22, pagina 1162 (vide, em especial, a Proposigao
22.10, pdgina 1184), o produto “«” expresso em (11.68), define uma estrutura de grupo em subdlgebras de Lie nilpotentes de Mat (C, n). De

Wy

fato, é possivel provar que “+” é um produto associativo (pois o produto de exponenciais de matrizes é associativo) e é facil ver que Ax0 = A
e que A x (—A) = 0 para toda matriz A. Com isso, a matriz nula é o elemento neutro do grupo e —A é a inversa de A. Isso também mostra
que é por vezes possivel construir um produto associativo a partir de outro nao-associativo, como o comutador de matrizes. &

11.6 A Foérmula de Duhamel e Algumas de suas Consequéncias

Nesta seciio demonstraremos a Férmula de Duhamel'®:

exp(A + B) = exp(4) —|—A exp((l —s)(A+ B)) B eXp(sA) ds , (11.84)

vélida para quaisquer matrizes A, B € Mat (C. n), e estudaremos algumas de suas consequéncias. A demonstragao é
simples. Diferenciando-se e*(ATB)e=54 em relacio a s, tem-se

i €S(A+B)€_SA _ ies(A-l—B) e—sA +es(A+B) ie—sA
ds ds ds

(es(A-i-B) (A + B)) e—sA + es(A-i—B) ((—A) e—sA)
_ es(AJrB) BefsA )

Integrando-se ambos os lados entre 0 e ¢, obtem-se
t
et(AJrB)eftA 1 = / es(AJrB) BefsA ds ,
0

de onde segue que

t
SATB) _ etA+/ HA+B) g o~(=)4 g
0

A mudanga de varidvel de integragao s — t — s conduz a

t
etA+E) — ot4 +/ et=5)A+B) B esA g (11.85)
0

Para t = 1, isso reduz-se a (11.84), que é o que queriamos provar. De (11.85) podem ser extraidas varias relagoes tteis,

que trataremos agora.

e Derivada de uma exponencial em relagao a um parametro

Uma das consequéncias mais tteis da féormula de Duhamel é uma relagao para a derivada da exponencial de uma
matriz que depende de um pardmetro. Seja A(A) € Mat (C. n) uma matriz que depende continua e diferenciavelmente
de um parametro A. Entao vale

A an) _ [ amoan (4 SAQN)
™ (e ) =, e d}\A()\) e ds . (11.86)

15 Jean Marie Constant Duhamel (1797-1872).
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Essa relagao tem aplicagoes em equagoes diferenciais e na Mecénica Estatistica (dentro e fora do equilibrio). Alguns
autores também denominam-na férmula de Duhamel. O leitor deve comparé-la & expressao alternativa (11.64). Passemos
a demonstragao.

Sendo A()) diferencidvel, vale, para todo e suficientemente pequeno,

d
Ad+e) = AN+ eaA()\) + R(\, €), (11.87)
onde 1
lim —R(\, ¢) = 0. (11.88)
e—0 €

Tem-se, entao,

d e
Y exp(A(N)) = hm [exp (A+e)— eXp(A()\))}
(11.87) 1 d
= hm = { ( )+ eaA()\) + R(\, e)> — exp (A()\))}
0€
(1180 GAM) LA (AN+eH W) +R(, 9) (44 SA(N) A
= hm + — ) +R(\ €))e ds —e
e—0 € d)\

= lim / (1= (AN +e 88 (V+R(, €)) dA( \) eSAN) g
e—0 0 d)\

4 lim [/ (1=5) (AN +eZ2 (V+R(A, €)) (13()\, 6)) e5AM) ds}
0 €

e—0

= /1 e(1=9)4M) %()\) e AN ds 4 /1 =940 (1im lR()\ €) | eAN ds
o d\ o e—0e

1
. ) dA ;
(11.88) /0 e(1=5)A(N) (dA ()\)) AN g |

como queriamos demonstrar.

e Iterando a férmula de Duhamel

Na expressao (11.85) exponenciais do tipo eMA+E) aparecem em ambos os lados. Isso sugere que podemos inserir
iterativamente (11.85) dentro de si mesma de modo a obter outras expressoes recorrentes, como apresentado nas passagens
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autoexplicativas abaixo. Partindo de (11.85) e repetindo a iteracdo duas vezes, tem-se

t
JHA+B) etA+/ ((t=s1)(A+B) g a4 go
0
t t—s1
— etA +/ (e(t—sl)A +/ e(t_sl_s2)(A+B)B€s2A d52) BeslA d51
0 0
t t t—s1
_ oA +/ e(t_sl)ABeslA dsy +/ / e(t—81—s2)(A+B)BeszABeslA dso ds;
0 0o Jo
t
_ etA +/ e(t—sl)ABeslA dSl +
0
t t—s1 t—s1—s2
/ / (e(t—81—82)A +/ e(t—Sl—SQ—Sg)(AJrB) BeS3A dsg) BeSQA BeslA d52 dSl
0 JO 0
t t t—s1
= 44 / elt=sVA Besid go + / / elt=s1=52)A B osad B esiA oo g
0 0o Jo

t t—s1 t—s1—s2
+ / / / elt=s1=52=53)(A+B) B s34 B o924 B o514 (oo dso dsy .
0 Jo 0

Repetindo-se N vezes o procedimento, teremos

t N t pt—si t—s1——8m—1 m—1
et(A—',—B) _ etA 1 +/ e—slABeslA d51 4 Z / / . / e—(81+"'+8m)A H (B esm,kA) dSm . dSl
0 m=270 70 0 k=0

t t—s1 t—s1—+—Sm m
+/ / / (== s ) ALB) TT (B et #1-+4) dspuyy - dsy (11.89)
o Jo 0 h—0

paratodo N € IN, N > 2, sendo que convencionamos definir a produtoria de matrizes da esquerda para a direita, ou seja,

L
na forma H My, = My - - - My, (é necessario fixar uma convencao devido & ndo-comutatividade do produto de matrizes).

k=1
Com as mudancgas de varidveis

t1 = t—51, S1 = t—1t,
to = t—(s1+8s2), s2. = ti—i2,
t'm = t— (51 + .. +5'm) R Sm = tm—l _tm )

podemos re-escrever as integrais entre colchetes acima na forma

t N t ot tm—1 M1
1 +/ etlABe—tlA dt; + Z/ / / H (etm_kABe—tm_kA) dty, -+ dty etA
0 m=270 /0 0 k=0

HA+B)

t pt—s; t—s1——5m U
+/ / / eltmm = mome ) AR TT (Betmtr=k ) ds,, 1y -+ dsy . (11.90)
0 Jo 0 k=0
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E. 11.23 FEuzercicio. Verifique! -

Substituindo A — A* e B — B™* na expressao acima, tomando a adjunta da expressao resultante e usando o fato que,
para qualquer matriz M € Mat (C, n), vale (exp (M*))" = exp(M), obtem-se

t N t rt tm—1 M
JHAB) _ ptAlq +/ oA etA gy 4 Z / / / H (74 BetAY dt,, - dty
0 m=2"0 /0 0 k=1
t pt—si t—sy——sm [MAE1
+/ / .. / H (eskA B) e(t—81—"'—Sm+1)(A+B)dSm+1 o dsy . (11.91)
o Jo 0 paie
E. 11.24 FEzercicio. Verifique! -

Para matrizes ou elementos de uma algebra-* de Banach é possivel tomar o limite N — oo nas expressoes (11.89)-
(11.91), como na proposicao que segue.

Proposicao 11.17 Sejam matrizes A, B € Mat (C, n). Entao,

t
et(A+B) — etA 1+/ efslABeslAdsl
0

00t pt—s t—s1——Sm_1 m—1
+ Z/ / / -t otem)A TT (BesmtA) ds,y, - d811 . (11.92)
m=2v0 JO 0 k=0

ou, equivalentemente,

GHA+B) _ A

t o t pt1 tm—1 M
1 +/ e A BeAdt, + Z / / . / H (e_tkABetkA) Aty -+ dt1 |, (11.93)
0 m=2"0 /0 0 k=1

para todo t € R, a convergéncia sendo uniforme para t em compactos. As expansées em série acima sGo denominadas
séries de Duhamel. O

Prova. A prova consiste em mostrar que o limite N — oo de (11.89) ou (11.91) existe. Tomemos provisoriamente
t € [T, T] para algum T > 0. Para 7 € [T, T, tem-se |[e™?|| < e/l < eTIAl Seja M := max (eT41l, eTI4+BI).

Tem-se
t t1 tim—1 M2 B " m
§M2mHB||m// / dtm"'dh:w
0o Jo 0

t oty tm—1 ™M
/ / .. / H (e*tkA Bet’“A) dty, -+ dty ]
0o Jo 0 Pt "

e, analogamente,

As duas desigualdades provam a convergéncia uniforme para ¢t € [T, T]. Como T é arbitréario, a convergéncia se da
para todo t € R. |

(M| BI[t)™+!
- (m+1)!

t pt—s; t—s1——sm i
/ / . / et= (14 +sm41)(A+B) H (B esm“ka) dsmi1 - - - dsy
o Jo 0

k=0

Na Segao 14.4, pagina 667, apresentamos uma generalizacdo da expressao (11.93), a chamada série de Dyson para da
teoria de perturbagoes (vide, em particular, a expressao (14.29)). Vide tabém Exercicio E. 14.8, pagina 669.
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e Outros resultados analogos

O método de demonstragao da férmula de Duhamel apresentado acima pode ser empregado na obtencao de outros
resultados. Sejam novamente matrizes A, B € Mat (C, n). Entao, vale

t
[A, etB] = / e=)B[A Ble*B ds . (11.94)
0

Para a prova, observamos que % (e_SBAeSB) = e *B[A, Ble*B (justifique!). Integrando-se ambos os lados de 0 a t,
obtem-se

t
e BAtE — A = / e *B[A, Ble*Bds . (11.95)
0

Multiplicando-se & esquerda por e!f chega-se & expressio (11.94). Expressdes como (11.94) sdo empregadas na teoria de
perturbacoes na Mecanica Quantica.

11.7 Continuidade do Determinante

Com uso da desigualdade de Hadamard obtida no Teorema 10.40, pagina 560, podemos estabelecer a continuidade da
fungdo definida pelo determinante em Mat (C, n). No processo estabeleceremos uma desigualdade relevante sobre a
diferenca entre dois determinantes, a desigualdade (11.96), abaixo.

Proposicao 11.18 A funcdo det : Mat (C, n) — C, que fornece o determinante de matrizes, € continua quando
Mat (C, n) € dotado de uma topologia métrica definida por qualquer uma de suas normas. Especificamente, tem-se

|det A —det A'| < ymmax {[|A]l2, [|A]]2}" " 1A= 4], (11.96)

para quaisquer A, A’ € Mat (C, n) onde, para B € Mat (C, n), temos a norma || B||2 := +/Tr(B*B). O

Demonstracdo. Seja A € Mat (C, n) e seja a, € C*, 1 < k < n, sua k-ésima coluna, de sorte que, pela notagao introduzida

em (10.9), pdgina 450, valha A = |[a1, cee an]]. A desigualdade de Hadamard (10.208), pagina 560, afirma que
n
|det A| < []llayll2 (11.97)
j=1
onde, para v € C™ com componentes v1, ..., v, € C, definimos |[v]|2 := /> ., |v;|?, a chamada norma Euclidiana em
c".
Sabemos por definigao (vide (3.7), pdgina 224) que det A é uma forma multilinear nos vetores-coluna de A: det A =
Wiet (al, ol an). Seja uma segunda matriz A’ € Mat (C, n) com A’ = |[a’17 A a’n]|. Podemos escrever
det A—det A = wdet(al, e an) fwdet(a’l, e a’n) = deet(a’l, conalplq, ap—ay, ag1, .., an) , (11.98)
k=1

expressao essa que é denominada soma telescdpica. De fato, se a escrevermos explicitamente, teremos

n
I ! !
wdet(a 1y -+ @ k-1, A — Ak, Ak41, -+, an)
k=1

i i i i / A
= waet(ar —a'1, @z, ..., a,) twger(a'1, a2 — @', a3, ... a,) twaee(a'1, @', a3 —a's, a4, ..., a,)

/ ’ / /
+"'+Wdet(ala a2, ..., Ap—1— aAn, an)
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e o leitor poderd se convencer que, por meio de cancelamentos de termos sucessivos, resulta disso precisamente a diferenca
! !
Wdet(ala ---7an)_wdet(ala ---7an)-

Com isso, usando (11.97), temos

|det A—det 4] < Z":‘w , , . (aLon (At o n
< det(a'1, - a k1, ap —aly, ap, ., a)| < Z HHazHQ |ax—a’k||, H lamll, | -

k=1 k=1 \il=1 m=k+1

Se
A = maX{Ha1”2a SRR HaHHQa Ha/1||27 R Ha/nH27}7 (1199)
podemos escrever, portanto,
n
|det A —det A < A1 " [lag —a'i|), -
k=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

n n n 2
ZHak*alkHQ = le Hak*aI’“HQ < Vn ZHakia/kHQ ’
k=1 k=1 =t

Assim, temos

|det A —det 4’| < VnA™!

- 2
> fla =2l
k=1

A soma do lado direito é igual a Z? =1 ‘Aij - Agjf, que por sua vez vale ||A — A'||3 := Tr((A — A’)*(A — A’)), onde
I - |2 é a chamada norma 2 da matriz A — A’. Temos, assim,

|det A —det A'| < VnA" HA— Ay,

com A definido em (11.99)

Vale ainda observar que ||A||3 = ||a1]|3 + ... + ||a.||3 e, portanto,

A2 = max {[laill3, .., llanll3, las]3, ..., l&'al3} < max {JAJ3, [|4]3}

Assim, temos ainda
|det A —det A'| < v/nmax {||Al|2, |\A’||2}"71|\A—A’||2, (11.100)

que é nossa expressao final.

Dela concluimos que se para A € Mat (C, n) houver uma sequéncia A4,, € Mat (C, n), n € N, com ||A — A,|]2 = 0
para n — oo, entao ‘ det A — det An‘ — 0. Isso estabelece a continuidade da fungao det : Mat (C, n) — C em relagdo a
norma || - [|2. Como Mat (C, n) é um espago vetorial de dimensdo finita, todas as normas 14 definidas sdo equivalentes!®
e, portanto, estabececemos também a continuidade do determinante para qualquer norma definida em Mat (C, n). B

16Vide Teorema 3.2, pagina 234, cuja demonstracio encontra-se no no Apéndice 3.A, pagina 252.
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11.8 Exercicios Adicionais

E. 11.25 Ezercicio. Seja A uma matriz n x n diagonalizdvel e seja

s
A = ZakEk
k=1
sua representacdo espectral, onde au, . . ., a, s3o seus 7 autovalores distintos (1 < r < n) e F), sdo seus projetores espectrais, satisfazendo
EaEb = 6a,bEa el = 22:1 Ek.
a) Mostre que
T
exp(A) = Y e Ej . (11.101)
k=1

b) Usando esse fato calcule exp(tA1) e exp(tA2) para as matrizes A; e A, dadas por

Al - ) A2 =
-9 1—-06¢ 3—-8¢ 9

E. 11.26 Ezercicio. As chamadas matrizes de Pauli sdo definidas por

a) Mostre que as mesmas satisfazem as seguintes relacdes algébricas: para todos a, b =1, 2, 3 valem

3
[0a; Ob] = 0a0b —0p0a = 20 E EabeTec ,
c=1
{04, ob} 1= 0uob +0b0a = 20w,
3
0a0y = Oapl+1 E €abcOc -
c=1

b) Mostre que as quatro matrizes 1, o1, o2, o3 formam uma base em Mat (C, 2): toda matriz complexa 2 x 2 pode ser escrita
como uma combinac¢3o linear das mesmas.

c) Mostre que as matrizes 1, o1, 02, 03 sdo ortonormais em relagdo ao seguinte produto escalar definido em Mat (C, 2): (A, B) :
1
ETF (A*B)

d) Obtenha a representagdo espectral das matrizes de Pauli.

7| = 1. Seja, 77- & = mo1 + n202 + 1303, onde oy, sdo as

e) Seja 77 := (M1, M2, n3) um vetor de comprimento 1 de R?, ou seja, |
matrizes de Pauli, definidas acima. Prove que

exp (1077 - 3) = cos(6) 1L +isen(d) (77- &) .
Sugestio: Obtenha a decomposi¢cdo espectral de 77 - & e use (11.101).

Vdrias das expressdes acima obtidas sdo empregadas na Mecanica Quantica. *

E. 11.27 Ezercicio.  Sabemos pelo Exercicio E. 11.26, pdgina 609, que as matrizes 1, o1, 02, e o3 formam uma base em
Mat (C, 2). Sejam A, B € Mat (C, 2). Escrevendo-se A = apl +d-7 e B="bol +b- 7, prove que valem as relagdes

AB - BA = 2i(@xb) & (11.102)



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 11 610/2558

(AB — BA)* = —4|axb|’1. (11.103)
Prove a partir disso que
sen(2HZi>< 5”)

e Bl = cos (2{|&'><g|‘)]l+i —
@ > ]|

(@xb)-5). (11.104)

para o caso em que&’xg;é@ee[A’B] =l1sedxb=0.
Sugestdo: Use os fatos sobre matrizes de Pauli provados no Exercicio E. 11.26, pagina 6009.

O fato (vide (11.103)) de a matriz (AB — BA)? ser sempre um miiltiplo da matriz identidade para quaisquer matrizes A e B é
especifico de duas dimensdes e ndo é geralmente vilido em mais de duas dimensGes. Encontre exemplos. *

E. 11.28 Ezercicio. Este é um exercicio sobre exponenciacdo de matrizes nilpotentes com algumas observacdes sobre o grupo de
Lorentz em 2 + 1-dimens&es. O grupo de Lorentz é discutido na Segdo 21.7, pagina 1099.

01 0 L . . .
Mostre que N := (é(l)—ol) é uma matriz nilpotente de indice 3, ou seja, que N2 # 0, mas N> = 0. Mostre, com isso, que

D(q) := e com ¢ € R, é dada por
2
I+% ¢ -%

D(q) = q 1 —q . (11.105)

) |’°’l\J
()
—
I
|>Q

Verifique explicitamente, usando o lado esquerdo de (11.105), que valem D(0) =1 e D(q1)D(gq2) = D(q1 + ¢2) para todos ¢1, g2 € R.
As matrizes D(q) representam, assim, o que se chama de um subgrupo uniparamétrico, cujo gerador é N.

As matrizes D(q) desempenham um papel no estudo do grupo de Lorentz (no caso, em 2 + 1-dimensdes), estando relacionadas as
chamadas translacées horosféricas: um tipo de transformacdo de Lorentz que mantém invariante um vetor tipo luz dado. No caso, o

vetor tipo luz é o vetor £ := ((1)) De fato, N¢ = 0 e, portanto, D(q)¢ = ¢ para todo ¢ € R. Verifique!
A transformacdo de Lorentz D(q) é obtida por uma combinagdo de “boosts” e rotacdes, no senguinte sentido. A matriz N pode ser

01 0 000
o gerador de “boosts” na direcdo 1. Pela férmuta de Trotter, vale

D(g) = eLHaM — iy [exp (EL) exp (ng)]" .
n n

n— o0

. 00 0 010 . , " .. . ,
escrita na forma N = L + M;, onde L := (0 0 71) e M1 = (1 0 0). A matriz L é o gerador das rota¢des espaciais e a matriz M; é

A matriz exp (%L) representa uma rotagdo espacial de 1 e matriz exp (%Ml) representa um “boost” na diregdo 1 com rapidez Z. Assim,
podemos dizer informalmente que a transformagdo de Lorentz D(q) é obtida por uma sucessdo de rotagdes infinitesimais intercaladas a
“boosts” infinitesimais na direcdo 1.

E curioso notar que as componentes espaciais de ¢ apontam na direcdo 2, mas para que se mantenha esse vetor tipo luz invariante
por uma transformac¢do de Lorentz é preciso combinar “boosts” na direcdo 1 com rotacdes espaciais, na forma acima esclarecida. *
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