Capitulo 21
Grupos. Alguns Exemplos
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&7
o RUPOS sa0 objetos de suma importancia na Fisica devido & sua relacdo com transformacoes de simetrial. A
M nocao abstrata de grupo foi introduzida na Secéo 2.1.3, pagina 88. No presente capitulo apresentaremos alguns
grupos de particular interesse na Fisica e na Matematica e estudaremos algumas de suas propriedades mais
simples e importantes. Com particular detalhe trataremos do grupo de Lorentz na Segao 21.7, pagina 1099, grupo
esse de fundamental importancia na Teoria da Relatividade. No Capitulo 44, pagina 2373, apresentaremos diversos
desenvolvimentos basicos da Mecanica Cléssica, notadamente da teoria dos corpos rigidos, sob a luz da Teoria de Grupos,
especialmente do grupo de rotagoes SO(3), o qual é estudado com certo detalhe na Secao 21.4.2; pagina 1053. O grupo
de permutacoes de um conjunto finito, muito importante na Fisica Quantica, particularmente no estudo de sistemas
atomicos e nucleares, é tratado na Segao 21.2, pagina 1016.

21.1 O Grupo de Permutacoes

Seja C' um conjunto néo vazio qualquer e seja Perm(C) o conjunto de todas as fun¢oes bijetoras de C em C. Perm(C)
é naturalmente um grupo, onde o produto é a composigao de fungdes (que é associativa) e o elemento neutro é a funcao
identidade (que denotaremos doravante por id). O elemento inverso de uma fungdo f € Perm(C) é a sua funcao
inversa f~! (que existe, por definicio, pois todos os elementos de Perm(C) sdo fungdes bijetoras). O grupo Perm(C) é
denominado grupo de permuta¢oes do conjunto C'.

E. 21.1 Ezercicio. Mostre que Perm(C) é um grupo Abeliano se e somente se C' possuir um ou dois elementos. *

De particular importancia é o caso em que C' é um conjunto finito. Tais grupos de permutacao e suas representagoes
também desempenham um papel de destaque na Fisica, particularmente na Mecanica Quéntica, e por isso vamos nos
deter um pouco nos mesmos logo adiante. Antes disso, mencionemos um resultado geral relevante, o chamado Teorema
de Cayley.

e O Teorema de Cayley

Grupos de permutagoes desempenham um papel de destaque na Teoria de Grupos, em parte devido ao seguinte
teorema estrutural, denominado Teorema de Cayley?:

Teorema 21.1 (Teorema de Cayley) Seja G um grupo. Entdo, G € isomorfo a um subgrupo de um grupo de per-
mutagoes, a saber, a um subgrupo de Perm(G). O

Prova. Para g € G, defina-se a funcao L, : G — G por Ly(z) := gz, € G. Afirmamos que L, : G — G é bijetora.
De fato, se y € G, entdo y = Ly (g_ly), o que demonstra que L, é sobrejetora. Fora isso, se z, 2’ € G séo tais que
Ly(z) = Ly(x'), entao vale gxr = ga’, o que implica z = 2/, demonstrando que L, é injetora e, portanto, bijetora.

Afirmamos que o conjunto de tais funcdes G¥ = {Lg, g € G}, que é um subconjunto de Perm(G), é um grupo
por composicdo e, portanto, um subgrupo de Perm(G). De fato, para g, h € G e para cada z € G vale Ly o Ly(x) =
L, (Lh(:c)) = ghx = Lgn(z), o que estabelece que a composicio é uma operagdo em G (que é naturalmente associativa,
pois a composigao de fungdes é associativa) e estabelece a regra

LyoLp = Lgp, paratodosg, heG. (21.1)

Essa operagao possui um elemento neutro, a saber L., com e € G sendo o elemento neutro de G. De fato, pela regra
(21.1), vale Leo Ly = Lyo L. = Ly para cada g € G. Finalmente, L, possui uma inversa por composicao, a saber, Ly-1,
como é evidente também por (21.1).

IPara um texto acessivel sobre a histéria do desenvolvimento da nogdo de simetria na Fisica e na Matemética, recomendamos [368].
2 Arthur Cayley (1821-1895).
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Assim, estabelecemos que G* é um subgrupo de Perm(G). Resta estabelecer que G' e G sdo isomorfos. O isomorfismo
¢ dado simplesmente por L: G 3 g+— L, € GL. Essa aplicagdo é obviamente sobrejetora e a regra (21.1) mostra que se
trata de um homomorfismo de grupos. Além disso, é injetora, pois se Ly = L}, para g, h € G, temos gz = hx para todo
x € GG, o que implica g = h. |

E. 21.2 Egercicio. Para cada g € G, considere a fungdo R, : G — G definida por Ry(x) := zg™', z € G. Mostre que cada R, é

bijetora e que G = {R,, g € G} é um subgrupo de Perm(G) e que esse subgrupo também é isomorfo a G. -

21.2 O Grupo de Permutacoes de n Elementos

Seja m > 1, inteiro, e considere-se o conjunto {1, ..., n}. O grupo S, = Perm({1, ..., n}) é denominado grupo de
permutacoes de n elementos.

E. 21.3 Ezercicio. Seja C um conjunto com n elementos. Mostre que Perm(C') é isomorfo a Sy,. Y
E. 21.4 Ezxercicio. Mostre que S, tem exatamente n! elementos. Sugest3o: induc3o. *

Um elemento m € S,, é dito ser uma permutagdo. Como toda a permutagdo, m é uma fungéo bijetora {1, ..., n} —
{1, ..., n} e é costume representd-la na forma de um arranjo de tipo matricial:

1 2 n
T = ,
m(1) w(2) (n)

onde na primeira linha ordenamos os elementos de {1, ..., n} e na segunda suas imagens por .

Exemplos 21.1 Os elementos de Sz sao

1 2 1 2
m = (] T =
1 2 2 1
m1 é a identidade do grupo.
Os elementos de S5 sao
1 2 3 1 2 3 1 2 3
T = 9 T2 = 9 3 = 9
1 2 3 2 1 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
T4 = ) s = ) e —
3 2 1 3 1 2 2 3 1

m1 é a identidade do grupo.

21.2.1 Ciclos, Transposicoes e Transposicoes Elementares

Vamos aqui estudar alguns fatos estruturais importantes sobre os grupos S,,.

e Ciclos

Precisamos da seguinte definicao:
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Definicdao. Uma permutacao 7 € S,, é dita ser um ciclo, ou um r-ciclo, se existirem r elementos distintos ¢, ...,%, em
{1, ..., n} tais que
ja Sejg{ila"'aiT}a
m(j) = lat1, S€J =14, Mmas a#r,
i1, se j =1t .
[
E. 21.5 Ezercicio. Mostre que se m é um r-ciclo, entdo 7" = id. *

A importancia do conceito de ciclo manifesta-se no seguinte teorema:

Teorema 21.2 Toda permutacgao diferente da identidade € um produto de ciclos disjuntos dois a dois. O
Prova. Seja m € Sy, ™ # id. Seja i; o menor elemento de {1, ..., n} para o qual 7(#) # . Vamos considerar a sequéncia
(em principio infinita)

i1, 7T(i1), 772(i1)7 7T3(i1)’
Os elementos dessa sequéncia sdo obviamente elementos de {1, ..., n} que é um conjunto finito. Consequentemente essa

sequéncia tem, na verdade, elementos repetidos. Vamos supor que 7P (i1) e 74(i1), p < ¢, sejam os primeiros elementos
que se repetem: 7P (i1) = w9(i1). Essa igualdade implicaria 41 = 7" (i1), onde r; = ¢ — p. Assim, o primeiro par que se
repete na sequéncia acima é, em verdade, o par iy e 7" (i1).

Isso nos diz que a sequéncia acima é uma repeticao infinita da sequéncia finita
. . 2/. /.
11, 7T(Zl), ™ (7’1)7 ceey T 1(11) ;

sequéncia esta formada por r; elementos que, por construgao, sao distintos.

Vamos denominar

. . . R R S
i1, i9 1= m(i1), iz = m (1), cee iy, =7 (01)
e definir m; € S,, por
s Se]%{zla"'azh}a
m1(j) = tat1 = 7(i1), sej=1i,, masa#rmr,
i1, sej =i .
E evidente que 7; é um ciclo e que 71 e 7 coincidem no conjunto {i1, ..., . Podemos entao escrever
!/ !/
T o= mmT = T T,
onde 7’ € S, é a identidade em {i1, ...,%,, } e coincide com 7 no complemento:
o s sej€{it, vy ir},
™ (j) =

m(j), de outra forma.

O que fazemos em seguida é repetir o procedimento, mas agora para a permutacao n’. Obteremos 7’ = mon”’ = 7"/ m5,
onde 7y é novamente um ciclo (disjunto de mq, por construgao). Como {1, ..., n} é um conjunto finito, a repeticao
desse procedimento deve ter um fim, e obtemos

™ = M- Tk
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para k ciclos 71, ..., 7 disjuntos dois a dois. Isso completa a prova. |

e Transposicoes

2-ciclos sd@o denominados transposi¢des. Sejam p e g dois elementos distintos de {1, ..., n}. A transposigdo de p e
g, denotada por t, , é a permutacao definida por

J, sej#pejFq
tp’Q(j) = q, Sej:pa
D, sej=q.

Observe-se que tp, 4 = tg, p-

Transposigoes sao importantes pela seguinte razao:

Teorema 21.3 Todo ciclo pode ser escrito como um produto de transposicées. |
Prova. Seja 7 o ciclo associado ao conjunto {i1, ...,4,} C {1, ...,n}:
jv Sejg{ilv"'viT}a
m(j) = lat1, S€J =14, Mmasa#r,
11, se j =1, .

A prova resume-se na constatacao que

T = iy, ipbip_o,ip_1bip_g, ir_s " lia, igbis, ia -
|
E. 21.6 FEzercicio. Complete os detalhes e/ou faca alguns casos particulares para convencer-se. *
O seguinte teorema é um corolario imediato dos Teoremas 21.2 e 21.3:
Teorema 21.4 Toda permutacao diferente da identidade € um produto de transposicoes. O

e Transposicoes elementares

De particular importancia sao as transposigoes de vizinhos ¢; =¢; ;41 comé¢=1, ..., n—1:
Js sejFiej#Fi+1,
ti(j) = i+1, sej=1i,
i, sej=1+1.

e que sao chamadas transposicoes elementares. A importancia das mesmas reside nos dois teoremas abaixo.

Teorema 21.5 Toda transposicdo é um produto de transposicoes elementares. O
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Prova. Seja tp, 4 uma transposicao com p < g. A prova resume-se na constatacao que

tp,q = tq—1,q " tpt1, pralp, prilps1, pr2--tg-1,q = tg—1 - tpratplprr---lg—1 .
|
E. 21.7 FEzercicio. Complete os detalhes e/ou faca alguns casos particulares para convencer-se. *
O seguinte teorema é um corolario imediato dos Teoremas 21.2, 21.3, 21.4 e 21.5:
Teorema 21.6 Toda permutacgao diferente da identidade € um produto de transposi¢oes elementares. O
E. 21.8 Ezercicio. Determine quais dos elementos 71, ..., m do grupo S3 (pdgina 1016) s3o transposi¢des elementares e escreva
os demais como produtos de tais transposi¢coes elementares. *

O Teorema 21.6 afirma que S,, é um grupo gerado por transposigoes elementares, ou seja, todo m € S,, (distinto da
identidade) é da forma
T o=ty i, (21.2)

para certas transposicoes elementares ¢;,, ..., t;, . Podemos nos perguntar, essa forma de escrever 7 é inica? A resposta
é nao, pelas razoes que agora expomos (Proposicéo 21.1, logo abaixo).

e Transposicoes elementares e suas relagoes

Proposigao 21.1 Sejan € N comn > 3. Em S, as transposicoes elementares t;, i = 1, ..., n — 1 satisfazem as
sequintes relacoes:

(t)? = id, (21.3)

titj = tjti, se |’L —j| > 2, (21.4)

titi+1ti = ti+1titi+1, set = ]., ceey N — 2. (215)

O

Prova. +— Ezercicio. Basta verificar as igualdades seguindo as definigoes. |

Essa proposicao explica por que a representagio (21.2) ndo é geralmente tnica: o lado direito de (21.2) pode even-
tualmente ser reescrito se aplicarmos quaisquer das relagdes (21.3)-(21.5). Estas, porém, sdo as unicas relagbes que as
transposicoes elementares t; satisfazem. Desses fatos extraimos a seguinte conclusao:

Proposicao 21.2 Todo grupo gerado por n — 1 elementos t1, ..., t,—1 que satisfacam as relagoes (21.3)-(21.5) (e
somente elas) € isomorfo a Sy,. O

Prova. «— Ezxercicio.

O seguinte resultado sera usado adiante.

Lema 21.1 Para cadai=1, ..., n—1 existe ao menos um m; € Sy, (dependente de i) tal que t; = m-tur[l. Segue disso
que para quaisquer i, j € {1, ..., n— 1} existe ao menos um m;; € Sy, (dependente de i e de j) tal que t; = ﬂ'ijtjﬂ'i;l. |
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Prova. Se i = 1 podemos tomar m; = id e nao ha o que se demonstrar. Consideremos ¢ > 1. Escolhamos m; de sorte que
mi(1) =i e m;(2) =i+ 1. Teremos, por um lado,

ti(i)=i+1, j=1, m(2)=i+1, j=1,
ti(m() = L+ =i, j=2, Por outro lado, () = m) =1, j=2,
mi(j) , demais casos. mi(7) , demais casos.

Isso exibe o fato que t;m; = m;t1, provando a primeira afirmagao.

Segue disso que para quaisquer ¢, j € {1, ..., n — 1} temos t; = m-tur{l et; = 7rjt17r;1. Assim, t; = 7ri7rj71t]-7rj7r;1,

ou seja, t; = ﬂijtjﬂ'i;l com T;; 1= mw;l. [ |

e O grupo de trancas

As relagoes (21.4)—(21.5) inspiram a defini¢do de um outro grupo, aparentado ao grupo Sy, e que é denominado grupo
de n trancas e denotado por B, (do inglés braid = tranga). Este é, por defini¢do, o grupo gerado por n — 1 elementos
b1, ..., bp_1 que satisfacam as relagoes

bibj = bjbi, se |Z —j| > 2 s (21.6)
bibi+1bi = bi+1bibi+1, set = ]., ey N — 2 , (217)
de tal forma que para todo 8 € B,, existem {b;,, ..., b;, } C{b1, ..., bp_1} e ntimeros inteiros nq, ..., nx € Z tais que

g o= (i)™ - (i)™

Para n > 1 os grupos B,, sdo ndo Abelianos.

Note-se que as relagoes (21.6)—(21.7) sao formalmente idénticas as relagoes (21.4)—(21.5), mas a relacdo (21.3) néo
tem andlogo em B,, ou seja, ao contrario do que ocorre em S,,, os elementos b; nao tém a si mesmos como inversa. Por
essa razao, elementos como (b;)" para n’s diferentes sao todos distintos entre si. Assim, ao contrario de Sy, o grupo B,
tem um numero infinito de elementos, apesar de ter um nimero finito de geradores.

E. 21.9 Ezercicio. Seja p:Z — {0, 1} definida por p(n) = 0 se n for par e p(n) = 1 se n for impar. Mostre que ¢ : Bn — Sn
definido por ¢((bs, )™ -+ - (bs),)"*) = tfl(m) - tfk(”’“) ¢ um homomorfismo. *

O grupo de trancas foi inventado pelo matemético E. Artin® em 1925 e desempenha um papel importante na chamada
Teoria dos Nds, um rico capitulo do estudo das propriedades topoldgicas do espago tridimensional. Nesse contexto os
elementos b; tém uma interpretagdo interessante em termos de transposicoes elementares de trangas (barbantes) no
espaco tridimensional. Por falta de espaco e habilidade em apresentar as figuras correspondentes, nao entraremos em
mais detalhes aqui e remetemos o estudante & leitura de [212], por exemplo. No final dos anos 80 e nos anos 90 do
Século XX encontrou-se aplicagoes dos grupos de trancas na Fisica, no contexto das Teorias Quénticas de Campos em
dimensoes 2 e 3, assim como na Fisica dos Materiais (problema da Supercondutividade a altas temperaturas).

21.2.1.1 O Sinal, ou Paridade, de uma Permutagao. O Simbolo de Levi-Civita

Vamos agora apresentar a nogao de sinal, ou paridade, de uma permutacgao. Essa nocao é empregada em varios lugares
e é relevante na definicao dos chamados simbolos de Levi-Clivita, que apresentaremos adiante, e que sao empregados no
Calculo Vetorial e na Geometria Diferencial.

Se m € Z é um numero inteiro, definimos a paridade de m por (—1)™. Assim, dois niimeros my, mqs € Z tém a
mesma paridade se ambos forem pares ou se ambos forem impares.

3Emil Artin (1889-1962).
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Definimos o polinémio de Vandermonde* de n varidveis reais 1, ..., x,, sendo n > 2, por
n—1 n
Vo(z1, -0y o) == H (x; —xj) = H (x; —zj) . (21.8)
1<i<j<n i=1 j=1+1

Assim, tem-se, por exemplo,

‘/Q(xl7 CL‘Q) = (xl - {L‘Q) )
Vs(z1, 22, x3) = (21 —22)(z1 — 23)(22 — 23) ,
Va(zy, xo, w3, v4) = (1 —x2)(x1 — x3)(x1 — x4) (22 — x3) (22 — 24) (23 — 24)  ete.

Observe-se que para cada par i, j € {1, ..., n} com i < j o fator #; — z; ou x; — x; ocorre precisamente uma vez em
Valzy, ..oy xy).

O polinémio V,, é um polinémio de grau n — 1 em cada uma de suas variaveis.

Afirmamos que para m € Sy, o polinémio V,,(2x(1), ..., Tr(n)), definido nas mesmas variaveis 1, ..., x,, difere do
polinémio V,,(z1, ..., 2,) apenas por um sinal. De fato, como 7 é uma bije¢ao, ocorrem também em V,, ($w(1), cooy Tr(n))

todos os fatores x; — x;, mas alguns deles podem estar em ordem invertida.

O sinal com que V,(2x(1), -+, Tx(n)) € Va(z1, ..., ,) diferem depende apenas de 7, sendo denominado sinal, ou
paridade, da permutagdo 7 e denotado por (—1)7™ ou por sinal (7). Em simbolos,

Va(@ray, ooy Ta(n)) = sinal (m)Vyp (21, ..., 25) ,
com sinal (1) = +1. E evidente que sinal (id ) = 1.
O seguinte fato é relevante:

Lema 21.2 Para todos w, ' € S, vale
sinal (m o 7’) = sinal (7)sinal (7') , (21.9)

0 que mostra que a funcao sinal € um homomorfismo de S, em Z.s.

Seque de (21.9) que S;t :={m € S,| sinal (1) = +1} € um subgrupo normal de S,,. O
Prova. Vamos assumir que as varidveis x1, ..., &, sejam diferentes entre si. Com isso, podemos escrever
Val@ry, oy @
sinal (1) = n(@x (1) r(n)
Valzy, ...y @)

para todo 7 € S,. Logo,

sinal (7T o 7r/) = Vn(xﬂ'(ﬂ'l(l))’ Y Zﬂ'(ﬂ'/(n))) _ Vi (:Cﬂ'(Tr/(l))a R xw(w’(n))) Vi (ICﬂ./(l), ey ZT(’(TL))
Vn(xl, ey acn) VTL(ITK‘/(I)) ceey xﬂ./(n)) Vn(xl, ey acn) ’
=sinal () =sinal (7')

provando (21.9).

De (21.9) segue imediatamente que sinal (7) = sinal (7—1). Com isso, fica claro que S;" é um subgrupo de S,,. Que é
um subgrupo normal segue da observagao, também por (21.9), que

sinal (r7'7r~") = sinal (m)sinal (n’)sinal (n~') = sinal (') ,

o que implica que se ' € S;F, entdo w7'm~! também é elemento de S, para todo 7 € S,,, provando que S, é normal. B

O subgrupo S, é também denominado subgrupo alternante de grau n.

4 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796).
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E. 21.10 Ezercicio. Ja mencionamos que S,, tem n! elementos. Mostre que o grupo S, tem n!/2 elementos. *

Se ty, k=1, ..., n—1, é uma transposicao elementar de S,,, afirmamos que

sinal () = —1. (21.10)
Pelo Lema 21.1, pagina 1019, é suficiente provar que sinal (t;) = —1. Agora,
Vn(xtl(l)a Tty (2)y Tty(3) 9> :Ctl(n)) = Vn(x% L1, T3 ,5.--, xn)

que difere de V,, (21, @2, x5 ,..., Z,) apenas na substituicdo do fator x; — zo por z2 — 1 (justifique!), mostrando que
sinal (¢;) = —1.

Vamos supor que m € S, possa ser representado com um produto de k transposicoes elementares: m = t;, -« - t;,.

Segue de (21.9) e de (21.10) que

1, sew=id ,

(—1)*, sem#Fid , m =t -t .

Um corolario evidente dessa relagao é que, ainda que uma permutagao 7 possa ser representada de diversas formas
como produto de transposigoes elementares (usando-se, por exemplo, as relagoes (21.3)-(21.5)) a paridade do nimero de
transposicoes elementares necessarias para se obter m é sempre a mesma.

E. 21.11 Ezercicio. Determine o sinal das permutacdes 71, ..., ms do grupo S3 dadas nos Exemplos 21.1, pigina 1016. *

e O simbolo de Levi-Civita

Seja m uma funcio de {1, ... ,n} em si mesmo. O simbolo de Levi-Civita® associado & fungao 7, denotado por &, ou
POT €x(1), ..., n(n), ¢ definido por

sinal () , se m for uma bijecdo,

Ex(1), ..., m(n) = (21.11)
0, se ™ nao for uma bijegao.
Como 7 é suposto ser uma fungéo de {1, ... ,n} em si mesmo, ela ndo serd uma bijegao se nao for injetora, ou seja, se
existirem ¢, j distintos em {1, ... ,n} tais que 7(i) = 7(j).

Os simbolos de Levi-Civita para o caso n = 3 sao empregados no Calculo Vetorial, por exemplo, na definicao do
chamado produto vetorial em R3, e s@o usados para expressar operadores diferenciais, como o rotacional. Os simbolos
de Levi-Civita do caso n = 3 e suas propriedades sao estudados no Capitulo 4, pagina 258. Os simbolos de Levi-Civita
também sao empregados na Geometria Diferencial, no estudo das chamadas formas diferenciais. Naquele contexto
dedicamos a eles o Apéndice 35.A, pdgina 1762.

21.3 Alguns Grupos Matriciais

21.3.1 Grupos Lineares e Grupos Lineares Especiais

Vamos denotar por Mat (n, R) ou Mat (R, n) o conjunto de todas as matrizes reais n x n e por Mat (n, C) ou Mat (C, n)
o conjunto de todas as matrizes complexas n X n.

Mat (n, R) e Mat (n, C) sdo naturalmente dois grupos (Abelianos) em relagao a operagao de soma de matrizes. Nao,
porém, em relacao a operagao de produto, pois é bem sabido que nem toda matriz possui uma inversa.

5Tullio Levi-Civita (1873-1941).
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O conjunto de todas as matrizes de Mat (n, R) que sdo inversiveis forma naturalmente um grupo nao Abeliano® em
relagdo ao produto usual de matrizes. Esse grupo, denominado grupo linear real, é denotado por GL(n, R). Analoga-
mente, o conjunto de todas as matrizes de Mat (n, C) inversiveis forma um grupo nao Abeliano” que é denominado grupo
linear complexo e denotado por GL(n, C). Em simbolos,

GL(n, R) := {4 € Mat(n, R), det(A) #0} e GL(n, C) := {A € Mat (n, C), det(4) # 0} .

Devido & propriedade bem conhecida det(AB) = det(A) det(B), o produto de duas matrizes com determinante igual
a 1 é novamente uma matriz com determinante igual a 1. Assim,

SL(n, R) := {4 € Mat(n, R), det(A) =1} e SL(n, C) := {A € Mat(n, C), det(4) =1}
sao subgrupos de GL(n, R) e GL(n, C), respectivamente.

E. 21.12 Ezercicio. Para qualquer matriz n x n real ou complexa e inversivel A vale que (AT)71 = (A_I)T. Além disso, para
qualquer matriz n.xn complexa A vale que (A*) ™" = (A_l)*. Usando esses fatos, mostre que se A € GL(n, R), entdo AT € GL(n, R).
Analogamente, mostre que se A € GL(n, C), entdo A* e AT € GL(n, C). *

E. 21.13 Ezercicio. Para qualquer matriz n X n real ou complexa A vale que det(A) = det (AT). Fora isso, para qualquer matriz

nxn complexa A vale que det(A) = det (A*). Usando esses fatos, mostre que se A € SL(n, R) entdo A” € SL(n, R). Analogamente,
mostre que se A € SL(n, C) entdo A* e AT € SL(n, C). *

Os grupos GL(n, R), GL(n, C), SL(n, R) e SL(n, C) possuem vérios outros subgrupos de interesse. Discutiremos
alguns adiante, como os grupos de Borel, os grupos ortogonais, unitarios e simpléticos.

e Os grupos GL(n, Q), SL(n, Q) e SL(n, Z)

Vamos denotar por Mat (n, Z) ou Mat (Z, n) o conjunto de todas as matrizes n X n cujos elementos de matriz sao
nimeros inteiros e por Mat (n, Q) ou Mat (n, Q) o conjunto de todas as matrizes n X n cujos elementos de matriz sao
nimeros racionais. Analogamente, defina-se

GL(n, Z) := {A € Mat(n, Z), det(A) #0} e GL(n, Q) := {A € Mat(n, Q), det(A) # 0}

SL(n, Z) := {A € Mat(n, Z), det(A) =1} e SL(n, Q) := {A € Mat(n, Q), det(A) =1} .
Entao, valem as seguintes afirmagoes:

1. GL(n, Q) é um grupo em relagdo & operagao de produto usual de matrizes.
2. SL(n, Q) é um grupo em relagdo & operagao de produto usual de matrizes.

3. GL(n, Z) nao é um grupo em relacdo a operacao de produto usual de matrizes, mas sim um mondide.

4. SL(n, Z) é um grupo em relagdo a operagao de produto usual de matrizes.

Para provar 1, notemos que o produto de matrizes n X n com entradas racionais é também uma matriz n X n com
entradas racionais (por qué?). Assim, a operagao de produto é uma operagao bindria em GL(n, Q). O elemento neutro
é a matriz identidade, que é elemento de GL(n, Q) (pois os ntimeros 0 e 1 sdo racionais). Por fim, resta mostrar que a
inversa de uma matriz inversivel com entradas racionais também tem entradas racionais.

Para mostrar isso, notemos primeiramente que o determinante de uma matriz com entradas racionais é também um
nuimero racional, pois o cdlculo do determinante de uma matriz M envolve apenas operagoes de soma e produto dos

6Exceto no caso n = 1, onde o grupo é Abeliano, trivialmente.
7Idem.
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elementos de matriz de M. Além disso, lembremos a chamada “regra de Laplace®”), expressao (10.20), pagina 453, que
para qualquer matriz A o elemento ij da sua matriz inversa (se houver) é dado por
(A7) (_1)i+jM (A) (21.12)

i; = ————Men(A4);; .

* det(A) I
onde Men(A);; é o determinante da matriz (n — 1) X (n — 1) obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna da
matriz A. (A matriz Men(A) é por vezes denominada matriz dos menores de A). Vé-se claramente dai que se A ¢ uma
matriz com entradas racionais entdao os niimeros Men(A);; sio também racionais, assim como det(A). Logo, (A71);; é
um nimero racional e, portanto, se A € GL(n, Q) entdao A~ € GL(n, Q).

O item 2 se prova da mesma maneira.

No caso do item 3, notemos que o produto de matrizes n x n com entradas inteiras ¢ também uma matriz n X n com
entradas inteiras (por qué?). Assim, a operagdo de produto é uma operacao bindria em GL(n, Z). O elemento neutro
é a matriz identidade, que é elemento de GL(n, Z) (pois os ntimeros 0 e 1 sdo inteiros). Com isso, GL(n, Z) é um
mondide. O problema que faz com que GL(n, Z) nao seja um grupo reside no fato de que a inversa de uma matriz com
entradas inteiras nem sempre é uma matriz com entradas inteiras. Isso se vé claramente no exemplo da matriz (}9)
cuja inversa é ((1) 1(/)2 ) No entanto, se uma matriz A, inversivel com entradas inteiras, tiver determinante igual a 1, segue

imediatamente de (21.12) que A~! tem também entradas inteiras. Daf, prova-se facilmente a afirmativa 4.

E. 21.14 Ezercicio. Complete os detalhes das afirmacdes feitas acima. *
1 1 2 -1
E. 21.15 Ezercicio. Verifique que A = € SL(n, Z) e que A™' = € SL(n, Z). Mais genericamente, se
1 2 -1 1
a b d —b
a, b, c e d sdo nimeros inteiros tais que ad — bc = 1, entdo A = €SL(n, Z)e A™! = € SL(n, Z). *
c d —c a
1 0
E. 21.16 Ezercicio. Verifique que todas as matrizes da forma com b € Z s&o elementos de SL(n, Z). Verifique que
0 1
1 1
todas as matrizes da forma com ¢ € Z s&o elementos de SL(n, Z). *
c c+1

e Outros subgrupos de GL(n, R) e de GL(n, C)

H4 vérios outros subgrupos de GL(n, R) e GL(n, C) aos quais eventualmente faremos referéncia. Deixamos ao
estudante provar em cada caso que se trata realmente de grupos. Dois deles sao os grupos de matrizes com determinante
positivo:

GL(n, R)" := {A € Mat(n, R), det(4) >0}, (21.13)
GL(n, C)* := {A€Mat(n, C), det(A)>0}. (21.14)

Outro grupo relevante é o chamado grupo de Weyl® de GL(n, C):

n n
W, = { AeCL(n, R), A;; €{0, 1} Vi, j, com ZAU =1= ZAU»

i=1 j=1

8Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
9Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).
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Em palavras, as matrizes de W,, sao matrizes n X n cujas entradas valem 0 ou 1, sendo que exatamente um elemento
“1” ocorre em cada linha e em cada coluna.

E. 21.17 Ezercicio. Mostre que W, é realmente um grupo pelo produto usual de matrizes. Mostre também que as matrizes de

W,, tém determinante =+1. *
10 0 1

E. 21.18 Ezercicio. Mostre que W2 contém apenas dois elementos, a saber, as matrizes e . *
0 1 1 0

E. 21.19 FEzercicio. Determine os (seis) elementos de W3s. *

E. 21.20 Ezercicio. Prove que W, é isomorfo ao grupo de permutacdes de n elementos S,,, definido na Secdo 21.2, pagina 1016.
*

21.3.1.1 Grupos Lineares Projetivos

Vimos na Segdo 2.2.2.2, pagina 138 que se G é um grupo e Z(G) o seu centro, o grupo quociente P(G) := G/Z(G) é
denominado grupo projetivo associado a G. Vamos aqui estudar alguns desses grupos no caso de grupos matriciais.

e Grupos Lineares Projetivos

Grupos Lineares Projetivos sao relevantes em certas aplicacoes a Fisica Quantica e a Geometria. Nao se trata
exatamente de grupos matriciais, mas eles sao definidos pela tomada de quociente de grupos matriciais pelos seus
centros. Vamos aqui apresentar sua definicao sem detalharmos suas propriedades mais avancadas.

O grupo GL(n, C) possui um centro Z(GL(n, (D)), composto pelas matrizes que sao multiplos nao nulos da matriz
identidade: Z(GL(n, C)) := {Al,, A € C\ {0}}. O grupo Z(GL(n, C)) (que é, obviamente, isomorfo ao grupo
((D \ {0}, )), é (trivialmente) um subgrupo normal'® de GL(n, C), pois, evidentemente, A(A1,,)A~ = A1,, para todo
A € GL(n, C). Podemos, assim, definir o grupo quociente de GL(n, C) por Z(GL(n, (D)):

PGL(n, €) := GL(n, C)/Z(GL(n, C)) .

Para cadan € IN esse grupo é denominado grupo projetivo linear complezo (de ordem n € IN). Trata-se do grupo composto
pelas matrizes n x n complexas inversiveis identificando-se todos os elementos A € GL(n, C) com seus miltiplos AA,

A e C\{0}.

De forma totalmente andloga define-se o grupo projetivo linear real (de ordem n € IN) por
PGL(n, R) := GL(n, IR)/Z(GL(n7 ]R)) ,

onde, aqui Z(GL(n, ]R)) = {)\Iln, A e R\ {O}} Trata-se do grupo composto pelas matrizes n X n reais inversiveis
identificando-se todos os elementos A € GL(n, R) com seus multiplos AA, A € R\ {0}.

Os elementos de PGL(n, C) ou PGL(n, R) s@o denominados transformacoes lineares projetivas, ou simplesmente
transformagdes projetivas (o termo homografias é também usado).

Diversas generalizages e especializagbes dessas definigdes sdo possiveis. Se considerarmos o grupo SL(n, C) das
matrizes especiais complexas, temos o grupo projetivo especial complexo

PSL(n, C) := SL(n, C)/Z(SL(n, C)) ,
onde Z(SL(n, (D)) é o subgrupo de SL(n, C) composto por matrizes multiplas da identidade e com determinante 1:

Z(SL(n7 C)) = {)\Jln, A€ C tal que \* = 1} )

10 As nogdes de subgrupo normal e grupo quociente foram desenvolvidas na Segio 2.2.2, pagina 132.
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Os elementos de Z(SL(n, C)) sao da forma exp (2’:’“)1”, com k=0, 1, ..., n— 1. Trata-se do grupo composto pelas

matrizes n X n complexas de determinante 1 identificando-se todos os elementos A € GL(n, C) com seus multiplos AA,

com A da forma A = exp (27;:19)]1"7 com k=0, 1, ..., n— 1, as raizes n-ésimas da unidade.

Os grupos projetivos especiais reais sao definidos analogamente:
PSL(n, R) := SL(n, ]R)/Z(SL(n7 ]R)) ,
também com
Z(SL(n, ]R)) = {)\Jln, A€ R tal que \" = 1} )

Note-se, aqui, porém, que Z(SL(n7 R)) ={-1,, 1,} caso n seja par e Z(SL(n7 R)) = {1,}, caso n seja impar. Assim,
o quociente no caso n impar nada fornece de novo: PSL(n, R) ~ SL(n, R), n impar. No caso n par, PSL(n, R) pode
ser descrito como o grupo das matrizes de entradas reais e determinante 1 para o qual identificamos os elementos A e
—A de SL(n, R).

e Alguns isomorfismos entre grupos lineares projetivos

E importante dizer que, os grupos PGL(n, C) e PSL(n, C) sao isomorfos. Isso pode ser visto da seguinte forma. Se
A € GL(n, C), entdo A é equivalente & matriz A" := éA, onde « é uma das rafzes n-ésimas complexas de det(A) € C.
A matriz A’, porém, tem determinante 1 e, assim, um elemento de SL(C, n).

No caso real, porém, PGL(n, R) e PSL(n, R) somente sdo isomorfos caso n for impar.

E. 21.21 Ezercicio. Justifique! *

No caso n par, PSL(n, R) é isomorfo ao grupo projetivo associado a um subgrupo de GL(n, R), a saber, o grupo
GL(n, R)™, formado pelas matrizes de determinante positivo (vide (21.13), pagina 1024).

Para ver isso, observemos que Z(GL(n, R)T) = {AL,, A € R\ {0}}, caso n for par, e Z(GL(n, R)") = {A1,, A €
(0, 00)}, caso n for impar. Podemos argumentar como no caso complexo que se A € GL(n, R)™, entao A é equivalente
a A = iA, onde o = det(A4)Y/™ € (0, 00), que tem determinante 1. Como SL(n, R) é um subgrupo de GL(n, R)",
concluimos que P(GL(n, R)*) e PSL(n, R) sdo isomorfos, e isso para todo n € IN.

Disso concluimos também que, para n impar,
P(GL(n, ]R)*) ~ PSL(n, R) ~ PGL(n, R).

Analogamente, temos também que P(GL(n, C)"’) e PSL(n, C) sdo isomorfos, e isso para todo n € IN.

Resumindo, temos:

1. PGL(n, C) ~ PSL(n, C) para todo n € IN.

2. PGL(n, R) ~ PSL(n, R) ~ P(GL(n, R)*") para todo n {mpar.
3. PSL(n, R) ~ P(GL(n, R)") para todo n par.

¢ O Grupo Modular

No caso n par uma construcao similar pode ser feita com o grupo SL(n, Z), de matrizes n X n com entradas inteiras
e determinante 1. J4 observamos anteriormente que trata-se de um grupo (vide pagina 1023). Para n par, definimos

PSL(n, Z) := SL(n, Z)/{-1,, 1,} .
Trata-se do grupo de matrizes de ordem par com entradas inteiras e determinante 1 no qual identifica-se os elementos A
e —A de SL(n, Z).
No caso n impar, o conjunto das matrizes da forma k1,, k € Z e com determinante 1 limita-se a matrix 1,, e o
quociente nada fornece de novo: PSL(n, Z) ~ SL(n, Z).

O caso n = 2 é especialmente relevante: o grupo
PSL(2, Z) := SL(2, Z)/{—12, 12}

é denominado grupo modular e esse grupo desempenha um papel muito importante na Andlise Complexa e na teoria dos
chamados espagos modulares.
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21.3.2 O Grupo de Borel e o Grupo de Heisenberg

Uma matriz A, complexa, n x n, é dita ser uma matriz triangular superior se seus elementos de matriz A;; satisfizerem
Aij = 0 se i > j. Tais matrizes tém a forma

A A - Al(n-1) A1p
0 A - As(n—1) Aap,
A = )
0 0 - Ap-nm-1 Am-1)n
0 0 S 0 Ann

onde os elementos abaixo da diagonal principal sao nulos. Aqueles que ficam acima da diagonal principal podem ser
nulos ou nao.

De acordo com a Proposicao 10.29, pagina 507, o conjunto das matrizes complexas n X n triangulares superiores
inversiveis forma um grupo, denominado por alguns autores Grupo de Borel'! de ordem n e denotado por GB,,(C).

E. 21.22 Ezercicio-exemplo. Para duas matrizes triangulares superiores inversiveis 2 X 2

a b d e
A = e B =
0 ¢ 0 f
verifique que
ad ae+bf
AB = ,
0 cf

que é novamente uma matriz triangular superior, e verifique que

A7l =

Um caso particular do grupo de Borel é o grupo de Heisenberg, que agora discutiremos.
21.3.2.1 O Grupo de Heisenberg

e O grupo de Heisenberg GH;3(C)

O chamado grupo de Heisenberg*?, denotado por GH3(C) (os grupos GH,,(C) com n > 3 sdo definidos adiante), é

L Armand Borel (1923-2003). A nogio de grupo de Borel é mais geral. As matrizes n X n triangulares superiores inversiveis compdem o
grupo de Borel associado ao grupo GL(C, n).
12Werner Karl Heisenberg (1901-1976).
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definido como o grupo formado por todas as matrizes 3 x 3 da forma

1 a c
H(a,b,¢c) = o 1 b >
0 0 1

onde a, b, ¢ € C, com o produto usual de matrizes (se a, b, ¢ € R temos o grupo GH3(RR)). A matriz identidade é um
elemento de GH3(C) pois H(0, 0, 0) =1 e tem-se

H(a, b, o)H(d', V', ') = H(a+d', b+, c+ +ab). (21.15)

Essa relacdo, em particular, diz que o produto de duas matrizes de GH3(C) é novamente uma matriz de GH3(C). Tem-se
também que

1 —a ab—-c

H(a, b, ¢)™' = H(—a, =b,ab—c) = | 1 -b ) (21.16)

que mostra que toda matriz de GH3(C) tem inversa e que essa inversa é também uma matriz de GH3(C). Assim, GH3(C)
é um grupo matricial. De (21.15) constata-se facilmente que GH3(C) néo é um grupo Abeliano.

E. 21.23 Ezercicio. Verifique essas afirmacdes. *

E. 21.24 FEzercicio. Mostre que o centro do grupo de Heisenberg é formado pelas matrizes do tipo H(0, 0, ¢) com ¢ € C. O
conceito de centro de um grupo foi introduzido a pagina 138. *

Como é fécil de ver, o grupo de Heisenberg é um grupo de Lie (grupos de Lie serdo tratados no Capitulo 22,
péagina 1162) que, como variedade analitica, é difeomorfo a C3. O exercicio seguinte discute trés de seus subgrupos
uniparamétricos.

E. 21.25 FEzercicio.  Verifique que as matrizes Hi(t) := H(¢, 0, 0), Ha2(t) := H(0, t, 0), Hs(t) := H(0, 0, t) satisfazem
H;)H;(t')=H;(t+t') e Hj(0) =1, j =1, 2, 3. Assim, para cada j, as matrizes H,(t) representam subgrupos uniparamétricos de

GH3(C). Os geradores infinitesimais desses subgrupos sdo h; := %Hj(t)hzo. Verifique que
01 0 0 0 O 0 0 1
hi =10 0 o, h2=1]0 0o 1|, hs =10 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0
e mostre explicitamente que para todo t vale
Hi(t) = e™ | Hy(t) = €™ e Hy(t) = ™.

]

Mostraremos agora que esses geradores infinitesimais formam uma algebra de Lie, a chamada dlgebra de Heisenberg
gh,(C). Adiante explicaremos por que o nome de Heisenberg é associado ao grupo GH3(C) e & dlgebra gh,(C).

e A 3lgebra de Heisenberg gh,(C)

Considere matrizes h(a, b, ¢) da forma ahy + bhy + chs (hy s@o os geradores infinitesimais definidos no Exercicio E.
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21.25), ou seja,

0 a ¢
hia, b, ¢) = o 0 | » (21.17)
0 0 O

onde a, b, ¢ € C. Calculando-se o comutador de duas de tais matrizes tem-se
[h(a, b, ¢), h(d', V', c')} = (0, 0, ab’ —a'b) , (21.18)

(verifique!) que é novamente da forma (21.17). Assim, o conjunto de matrizes da forma (21.17) forma uma dlgebra de Lie
com o produto definido pelo comutador de matrizes. Essa dlgebra de Lie, denotada por ghs(C), é denominada dlgebra
de Heisenberyg.

A razao dessa denominagao é a seguinte. Podemos encontrar em ghs(C) uma base especial formada por trés matrizes
que, por razoes “psicolégicas”, denotaremos por p, q e h:

010 00 0 00 i
p=10 0 0> a=10 0 1} h=10 0 0] - (21.19)
0 0 0 0 0 0 00 0

.

E um exercicio facil (e fortemente recomendado) verificar que essas matrizes satisfazem as seguintes regras de co-
mutacao:
p, il =0, [gh] =0, |[pq = —ih. (21.20)

Para aqueles familiarizados com a Mecanica Quantica as relacoes acima justificam a denominagao dessa algebra
em honra a Heisenberg: as relacoes de comutagao acima sao precisamente iguais as relagoes canodnicas de comutacao
satisfeitas pelos operadores associados ao momento (p) e posi¢do (¢) de uma particula se movendo em uma dimensao.
No caso da Mecanica Quantica, p é o operador —iha%, q = x e h representa um nimero (a constante de Planck!3), que
obviamente comuta com os operadores p e q.

Nota. O estudante deve, porém, observar que as matrizes p, q e h, acima, ndo sdo autoadjuntas, ao contrario dos operadores correspondentes
da Mecanica Quantica. Essa observagao é relevante, pois é possivel provar que as relagbes candnicas de comutacdo ndo podem ser satisfeitas
por operadores autoadjuntos agindo em espacgos de Hilbert de dimensao finita ou por operadores autoadjuntos limitados agindo em espacos
de Hilbert de dimenséo infinita. De fato, no espaco de Hilbert L?(RR, dx) os operadores p = 7ih(% e ¢ = x sdo autoadjuntos (em um dominio
conveniente), mas nao sao limitados.

A argumentacao para tal é a seguinte. Vamos supor que p, ¢ sejam operadores autoadjuntos e limitados agindo em um espaco de Hilbert e
que satisfagam (21.20), com h > 0. Entdo, tem-se h = H[p7 q]|| <2||p|| ||q|| E facil provar por indugdo (faga-o!) que vale [p, q"] = —inhg" !

para todo n € IN. Assim, tem-se nh”q"_lH < H [p, q"]H < 2|p|l ||q"|| Agora, como ¢ é autoadjunto, vale Hq"” = ||q||™ para todo n € IN

(hé diversas provas desse fato. Para uma prova geral no contexto de dlgebras C*, vide Coroldrio 39.10, pdgina 2053). Assim, temos a
desigualdade nh ||g||*~! < 2||p|| |lg||™. Como, naturalmente, supomos que ||g|| # 0, podemos cancelar um fator ||g||”~! de ambos os lados e
obter nk < 2||p|| ||lg||. Ora, essa desigualdade ndo pode ser satisfeita para todo n € IN, a menos que h = 0 (um caso trivial, pois implicaria que
as relacdes (21.20) sdo comutativas) ou que p ou ¢ (ou ambos) seja(m) néo limitado(s), provando o que desejdvamos. A referéncia [41] atribui
esse resultado a Wielandt'4.

O que faz ghs(C) especial como &lgebra de Lie é a propriedade expressa no seguinte exercicio:

E. 21.26 Ezercicio importante. Verifique que para quaisquer trés elementos l1, l2 e I3 da dlgebra de Heisenberg gh4(C) tem-se

[l1, [l2, Is]] = 0. (21.21)

Sugestdo: use as relagdes de comutacdo de p, ¢ e i, dadas acima ou use diretamente (21.18). A relacdo (21.21) mostra que gh,(C) é
o que se chama uma 3dlgebra de Lie nilpotente (de grau 2). *

13Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947).
14 Helmut Wielandt (1910-2001).
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Para entender a relagdo da dlgebra de Heisenberg ghs(C) com o grupo de Heisenberg GH3(C), fagamos o seguinte.
Notemos em primeiro lugar que as matrizes h(a, b, ¢) sdo matrizes nilpotentes de grau 3, ou seja,

h(a, b, ¢)® = 0.

(Mostre isso!l). E fécil com isso verificar que se calcularmos a exponencial de h(a, b, ¢) teremos

b
1 a c+%
ab

1
exp (h(a, b, ¢)) = 1+ h(a, b, ¢) + ih(a, b,e)> = |o 1 b = H (a, b, ¢+ ?> (21.22)

0 0 1

e disso conclui-se que

0.1 = oo (1 (a5 2)) .z

E. 21.27 Ezercicio. Escreva h(a, b, c — %) como combinacio linear de p, g e h. *

Pelo que vimos, todos os elementos do grupo de Heisenberg GH3(C) s@o obtidos pela exponenciagio de elementos da
algebra de Lie ghs(C), ou seja, a exponenciagdo é uma aplicagio sobrejetora de ghs(C) em seu grupo de Lie GH3(C).
Em verdade, é facil constatar que essa aplicagdo é também injetora (faga isso!). A aplicacdo exponencial é, portanto,
uma bijecao de gh,(C) em GH3(C).

E. 21.28 Ezercicio importante. Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (equagdes (11.4), pagina 568, ou (11.68), pagina
598) e as relagdes (21.18) e (21.21), mostre que

/ i
exp (h(a7 b, c)) exp (h(a/, b, c/)) = exp <h (a—&-a', b+b, c+c + w>> . (21.24)

Usando (21.22) e (21.23), reobtenha de (21.24) a regra de produto (21.15). *

Comentdrio. Esse exercicio ilustra uma aplicacdo da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff. Note-se que, devido ao fato de ghs(C) ser uma
algebra de Lie nilpotente (vide (21.21)), a série de Baker-Campbell-Hausdorff é composta apenas por um numero finito de termos e, portanto,
converge sempre. &

e O grupo de Heisenberg GH,(C), n >3

Vamos agora generalizar o grupo GHs(C). Paran > 3, os chamados grupos de Heisenberg GH,,(C) s@o definidos como
sendo os grupos formados por todas as matrizes n x n da forma

1 al ¢
H(a, b,¢) = |0,, 1, b
0 of 1

com o produto usual de matrizes, sendo m = n —2, onde a, b € C"~2 e ¢ € C. Acima, a e b representam matrizes-coluna
com m = n — 2 linhas, enquanto que a” e b, as transpostas de a e b, respectivamente, representam matrizes-linha com
m = n — 2 colunas:
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0
sendo 0,, = | : ) a matriz coluna identicamente nula com m = n — 2 linhas e sendo 1,, a matriz identidade m x m.
0
ay bl 1lai as c
Por exemplo, no caso n = 4, para a = , b= € C2, a matriz H(a, b, ¢) é H(a, b, ¢) = <8 (1) (1) g;). Para
as by 000 1
simplificar a notagao, iremos doravante escrever H (a, b, ¢) na forma
1 a7 ¢
H(a, b,¢) = |0 1 b
0 0 1
A matriz identidade é um elemento de GH,,(C), pois H(0, 0, 0) = 1 e tem-se
H(a, b, c)H(a', ¥/, ) = H(a+d, b+V, c+ +a"V), (21.25)

sendo que definimos a forma bilinear a”b' := (a, V')z = a1b} + -+ + an_2b),_,. Essa relacdo, em particular, diz-nos que
o produto de duas matrizes de GH,(C) ¢ novamente uma matriz de GH,,(C). Vale também que

1 —a aTb—c
H(a, b, 0)71 = H(—a, —b,a"b—c) = | 1,, b , (21.26)
0 0 1

que mostra que toda matriz de GH,,(C) tem inversa e que essa inversa é também um elemento de GH,(C). Assim,
GH,,(C) ¢ um grupo matricial.

e A 3lgebra de Heisenberg gh,(C), n >3

Para n > 3, considere matrizes de Mat (n, C) da forma

h(a, b, ¢) = 0 O b > (21.27)

com m = n — 2, onde Oy é & matriz m x m identicamente nula e onde a, b € C*~2 e ¢ € C, como acima. Por exemplo,

ay bl 0ay az c
no caso n = 4, para a = , b= € C?, a matriz h(a, b, c) é h(a, b, c)<88 8 Z;).
ag by 00 00
Calculando-se o comutador de duas de tais matrizes tem-se
[h(a, b, c), h(a', ¥, c’)} - h(O, 0, a7t/ —a’Tb) , (21.28)

(verifique!) que é novamente da forma (21.27). Assim, o conjunto de matrizes da forma (21.27) forma uma &lgebra
de Lie com o produto definido pelo comutador de matrizes. Essa dlgebra de Lie, denotada por gh, (C), é igualmente
denominada dlgebra de Heisenberyg.

E. 21.29 Ezercicio importante. Verifique que para quaisquer trés elementos hi, hs e hs da édlgebra de Heisenberg gh, (C) tem-se

[h1, [ha, hs]] = 0. (21.29)

A relacdo (21.29) mostra que gh, (C) é o que se chama uma dlgebra de Lie nilpotente (de grau 2). *
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Podemos encontrar em gh,, (C) uma base especial formada pelas matrizes ki e pg, qx, k =1, ..., n — 2 definidas por
0 e 0 0 0 0 0 0 4
pe=1o o of, @& =100 el h=1 00 0] (21.30)
0 0 O 0 0 0 0 0 0
sendo e, k=1, ..., n — 2 as matrizes-coluna definidas por
1 0 0
0 1 0
0 0 0
ey = : s €y = : s e s En—2 = : y
0 0 0
0 0 1

01 00 0 01 0
0 0 0 O 0 00O
P11 = , P2 = 5
0 0 0 O 0 00O
0 0 0O 0 0 0 O
0 0 0 O 00 0 O 0 0 0 =
0 0 0 1 00 0 O 0 0 0 O
qa = , Q2 = 7h:
0 0 0O 00 01 0 0 0O
0 0 0 O 00 0 O 0O 00O

Em analogia com o caso do grupo GH3(C), é ficil constatar que as matrizes pg, qr e —ih sdo geradores infinitesimais
de subgrupos uniparamétricos de GH,,(C).

E. 21.30 Ezercicio. Verifique a afirmagdo do dltimo pardgrafo. Determine os subgrupos uniparamétricos de GH,, (C) mencionados.
=

Como ezel = dy,; para todos k e [, é um exercicio facil (e fortemente recomendado!) verificar que essas matrizes
satisfazem as seguintes regras de comutagao:

[Prs @] = —ihdk,., [Pk, Bl = lak, Bl = [pk, ] = lar, @] = 0, (21.31)

paratodos k, I = 1, ..., n—2. Como o estudante familiarizado com a Mecanica Quantica percebe, essas sao as relagoes

canodnicas de comutagao de um sistema com n — 2 graus de liberdade.

Para entender a relacao da dlgebra de Heisenberg gh, (C) com o grupo de Heisenberg GH,,(C), notemos em primeiro
lugar que, assim como no caso n = 3, as matrizes h(a, b, ¢) sdo matrizes nilpotentes de grau 3, ou seja,

h(a, b, ¢)> = 0.
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(Mostre isso!). E facil com isso verificar que
1
exp (h(a, b, ¢)) = 1+ h(a, b, ¢) + §h(a, b, = o 1 b = H (a, b, c+ —) ) (21.32)

ou seja,

H(a, b, ¢) = exp <h (a, b, ¢ — ?)) : (21.33)

Pelo que vimos, todos os elementos do grupo de Heisenberg GH,,(C) sio obtidos pela exponenciagao de elementos da
algebra de Lie gh,, (C), ou seja, a exponenciagdo é uma aplicagdo sobrejetora de gh, (C) em seu grupo de Lie GH,,(C).
Em verdade, é ficil constatar que essa aplicagdo é também injetora (faca isso!). A aplicagdo exponencial é, portanto,
uma bijecao de gh,, (C) em GH,,(C).

E. 21.31 FEzercicio importante. Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (equagdes (11.4), pagina 568, ou (11.68), pdgina
598) e as relagdes (21.28) e (21.29), mostre que

Ty 1T
exp (h(a, b, c)) exp (h(a/, b, c/)) = exp <h <a+a', b+b, c+c + w>> . (21.34)

Usando (21.32) e (21.33), reobtenha de (21.34) a regra de produto (21.25). *

e As relacbes de Weyl em GH,,(C)

E evidente pelas defini¢oes (21.30) que podemos escrever

n—2

h(a, b, ¢) = (arpi + brgr) — ich . (21.35)

B
Il
—

Por outro lado, as relagoes de comutagao (21.31) afirmam que i comuta com cada py e com cada gx. Logo, tem-se

n—2
exp (h(a, b, c)) = exp ( - ich) exp <Z (akpk + bqu)> .
k=1
Por (21.35), tem-se 22;12 (akpk + bqu) = h(a, b, 0). Assim, vale a identidade

exp (h(a7 b, c)) = exp ( —ich) exp (h(a7 b, 0)) )

Usando isso no lado direito da relacdo (21.34), a mesma fica

aTv' —a'Tp
exp (h(a, b, c)) exp (h(a’, b, c’)) =exp|—ilc+c + — hlexp|h(a+ad, b+¥, 0)|.
Efetuando-se nessa expressao as trocas a <+ a’, b <> b, ¢ < ¢/, obtemos também
aTo— Ty
exp (h(a', b, c')) exp (h(a, b, c)) =exp|—i|c+ + — hlexp|h(a+ad, b+b, 0)].
Comparando-se as duas dltimas expressoes, conclui-se facilmente que

exp (h(a, b, c)) exp (h(a', b, c')) = exp(fz‘(aTb' fa'Tb)h) exp (h(a', b, c')) exp (h(a, b, c)) . (21.36)
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Essa expressao ¢ denominada relagdo de Weyl*®, ou relagio de comutagdo de Weyl, para GH,,(C).

Definindo-se

U(a) = exp (h(ia, 0, 0)) = exp (igakpk> e
k=1

V() = exp (h((), ib, 0)) = exp <iZbqu> ,
k=1

é facil checar por (21.36) (faga-o!) que valem

U@V(b) = exp (i(aTb)h> V(b)U(a), (21.37)
Ua)U(d") = U(a)U(a) = Ula+a) e (21.38)
Vo)ve) = VeV = V+b) . (21.39)

A relagdo (21.37) é também denominada relagdo de Weyl. Nao por acaso, as relagoes (21.37)—(21.39) s@o essencialmente
idénticas as relagoes (37.50)—(37.52), pagina 1861, validas em um espago de fungoes (o espago de Schwartz). De fato, se
a e b acima forem vetores reais, a expressdo a® b, que ocorre em (21.37), é o produto escalar usual entre eles.

E. 21.32 Ezercicio. Vocé sabe explicar o porqué dessa coincidéncia? *

As relagoes de Weyl na forma (21.37)—(21.39) ou na forma (37.50)—(37.52) sdo a motivacao da defini¢do das chamadas
Algebras CCR (vide, e.g., [61]), cujo estudo é relevante tanto na Mecanica Quantica quanto na Teoria Quéntica de
Campos.

21.3.3 Grupos Associados a Formas Bilineares e Sesquilineares

Na corrente secao vamos estudar grupos compostos por operadores lineares que preservam formas bilineares ou sesqui-
lineares. Tais grupos sao por vezes denominados Grupos Cldssicos. O interesse especifico por operadores lineares é
consequéncia de dois resultados, o Lema 21.3 e o Teorema 21.7, abaixo, cujo interesse vai além de nossas pretensoes
iniciais, como teremos oportunidade de comentar alhures. O Teorema 21.7, por exemplo, é relevante na discussao sobre
a invariancia do intervalo na Teoria da Relatividade restrita e no estudo do movimento de corpos rigidos na Mecanica
Classica.

Lema 21.3 Seja V um espacgo vetorial real dotado de uma forma bilinear simétrica e nao degenerada w : V x V — R.
Seja q a forma quadrdtica associada a w, definida por q(u) := w(u, u), para todo uw € V. Seja R:V — V uma fungao
sobrejetora. Entao, R satisfaz as condigoes

R(0)=0 e q(R(u) — R(v)) = q(u—v) para todos u, v €V (21.40)
se e somente se satisfizer
w(R(u), R(v)) = w(u, v), (21.41)
também para todos u, v € V.
Se w for um produto escalar a condi¢ao de R :V — V ser sobrejetora pode ser omitida. O

Prova do Lema 21.3. A prova ¢é dividida em duas partes:

I. Vamos supor a validade de (21.40). Tomando-se v = 0 na segunda igualdade de (21.40) e usando a primeira (R(0) = 0),
tem-se q(R(u)) = ¢q(u) para todo u. Agora, Por um lado

q(R(u))—i—q(R(v))—q(R(u)—R(U)) = q(u)—l—q(u)—q(u—v) = w(u, u)—i—w(v, v)—w(u—v, u—v) = w(u, U)—i—w(v, u) )

5 Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).
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Por outro lado,

9(R(u)) + ¢(R(v)) — ¢(R(u) = R(v)) = w(R(u), R(u)) +w(R(v), R(v)) —w(R(u) - R(v), R(u) - R(v))

= w(R(u), R(v)) + w(R(v), R(u)) .

Isso estabeleceu que
w(R(u), R(v)) +w(R(v), R(u)) = w(u, v) +w(v, u) .
Se w é simétrica, isso implica
w(R(u), R(v)) = w(u, v) .

II. Vamos supor a validade de (21.41). Tomando-se nela v = 0, temos que w(R(u), R(O)) = 0 para todo u € V, o que
implica R(0) = 0 pois w é ndo degenerada e R é sobrejetora (se w for um produto escalar tomamos v = v = 0 e (21.41)
diz-nos que w(R(O)7 R(O)) = 0, o que igualmente implica R(0) = 0). Além disso,

4(R(u) = R(v)) = w(R(u) = R(v), R(u) = R(v)) = w(R(w), R(u)) +w(R(v), R(v)) = 2w(R(u), R(v))

(2L41) w(u, u) +w(v, v) = 2w(u, v) = wu—v, u—v) = qlu—-v), (21.42)

estabelecendo a validade de (21.40), completando a prova do Lema 21.3. |

O Teorema que segue ¢ muito importante no estudo de fungdes que mantém formas quadraticas invariantes.

Teorema 21.7 Seja V' um espaco vetorial real dotado de uma forma bilinear simétrica e nao degenerada w : V xV — R.
Seja q a forma quadrdtica associada a w, definida por q(u) := w(u, u), para todo uw € V. Seja A:V — V uma fungdo
sobrejetora definida em V' e tal que q(A(u) — A(v)) = q(u — v) para todos u, v € V. Entao, existem: um vetor constante
c €V e um operador linear sobrejetor R :V — V satisfazendo w(Ru, Rv) = w(u, v) para todos u, v € V, tais que

A(u) = Ru+c

para todo u € V. O operador linear R e a constante ¢ sao univocamente determinados.

Se w for um produto escalar a condi¢ao de A :V — V ser sobrejetora pode ser omitida. O

Prova do Teorema 21.7. Seja V um espacgo vetorial real dotado de uma forma bilinear simétrica e nao degenerada
w:V xV = R. Seja g a forma quadritica associada a w, definida por ¢(u) := w(u, u), paratodou € V. Seja A: V =V
uma funcao sobrejetora definida em V' tal que q(A(u) — A(U)) = q(u — ’U) para todos u, v € V.

Defina-se ¢ := A(0) € V e defina-se uma nova fungao R : V — V dada por R(v) := A(v) —c = A(v) — A(0) para todo
v € V. E claro que R é sobrejetora, por A o ser. E claro também que R(0) = 0 e que q(R(u) — R(v)) = q(u — v) para
todos u, v € V.

Vamos agora mostrar que se R : V — V satisfaz (21.40) (e, portanto, (21.41), pelo Lema 21.3), entdo R é linear.
Desejamos provar que para todos ag, as € R e todos u1, ug € V vale R(ajuy + asug) — oy R(u1) — agR(usz) = 0. Temos
que, para w € V, arbitrario,

w(R(w), R(ayuy + agug) — ag R(uy) — agR(uQ)>
= w(R(w), R(ayug + aqu)) — oqw(R(w), R(ul)) — agw(R(w), R(uQ))
(21.41)

= w(w, a1u1 + OéQUQ) — alw(w, ul) — agw(w, ’U,g)

= w(w, (rug + agus) — aug — ozqu> = 0. (21.43)

=0
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Como R é sobrejetora e w é arbitrario, a ndo degenerescéncia de w implica que R(caqug + asug) — a1 R(ug) — as R(us) =0
para todos a1, as € R e todos u1, us € V, significando que R : V' — V € linear.

Se w for um produto escalar, prova-se que R(ajuy + agus) — agR(u1) — asR(u2) = 0 mostrando-se que
w(R(awl + aoug) — ar R(u1) — agR(ua), R(aiui + asus) — a1 R(ug) — agR(uQ)) =0,
o que ¢ feito expandindo-se o lado esquerdo em nove termos do tipo w(R(x), R(y)) = w(x, y), como feito em (21.43), e

rea, rupando—os para obter w a1U1 + QolU) — pU] — QU9 Q11U + U2 ) — QU1 — QU9 = 0.
)

Resta apenas demonstrar a unicidade de R e ¢. Vamos supor que para todo u € V tenhamos Ru + ¢ = R'u + .
Tomando-se u = 0 concluirfamos que ¢ = ¢’. A relacao restante Ru = R’u, valida para todo u € V, significa que R = R.
Isso completa a prova do Teorema 21.7. |

Uma generalizacao do Lema 21.3 e do Teorema 21.7 para o caso complexo pode ser encontrada na Secao 21.A, pdgina
1149.

e Grupos Associados a Formas Bilineares e Sesquilineares

Seja € um espago vetorial sobre os reais ou sobre os complexos. Vamos denotar por GL(€) o conjunto de todos os
operadores lineares bijetores (e portanto inversiveis) de & em €. E bem claro que GL(&) forma um grupo, tendo como
produto o produto de operadores.

Seja w : € x € = R (ou C) uma fungdo, em principio arbitraria, definida em & x & e assumindo valores reais ou
complexos. Em palavras mais simples, seja w uma funcao de duas variaveis que a cada par de vetores x, y € & associa
um ndimero real ou complexo w(x, y).

Denotaremos por (&, w) o subconjunto de GL(E) formado por todos os operadores lineares O : € — &, inversiveis,
tais que w(Oz, Oy) = w(x, y) para todos z, y € &:

Q€& w) = {O € GL(8)| w(Oac, Oy) = w(x, y) para todos x, y € 8} . (21.44)

Dizemos que Q(€, w) é composto pelos operadores lineares inversiveis agindo em & que preservam a fun¢do w. Vamos
mostrar que (€, w) é um subgrupo de GL(&), muita vezes denominado o grupo de invaridncia associado a w.

Primeiramente, é claro que 1 € Q(&, w). Em segundo lugar, sejam O; e O2 dois operadores de Q(€, w). Teremos
pelas hipéteses que
w(OlOgac, OlOgy) = w(ng, Ogy) = w(ac, y)

para todos z, y € € e, portanto, 0102 € (€, w). Resta mostrar que se O € (&, w) entdo O~ € Q(&, w). De fato,
w(O_lx, O_ly) = w(OO_lac7 OO_ly) = w(x, y)

para todos x, y € €, que é o que queriamos provar.

e Grupos de invariancia de formas bilineares e sesquilineares em um espago vetorial

H4 um grande interesse nos grupos (&, w) nos importantes casos particulares (nos quais nos especializaremos logo
em seguida) em que w é uma forma bilinear ou sesquilinear definida em & (esse dltimo caso se & for um espago vetorial
sobre os complexos). As nogoes de forma bilinear ou sesquilinear foram introduzidas no Capitulo 3, pagina 219. Também
de interesse sdo as situagoes em que & é um espago vetorial (real ou complexo) de dimensao finita. Muitos dos grupos
classicos de relevancia na Fisica e na Geometria sao grupos de invariancia de formas em espacos vetoriais de dimensao
finita, como veremos mais adiante.

e O caso de formas sesquilineares Hermitianas

Uma simplifica¢do relevante na definicdo de (&, w) ocorre no caso de w ser uma forma sesquilinear: podemos
identificar o grupo (€, w) com o conjunto

QE, w) = {O € GL(&)| w(Oz, Oz) = w(x, x) para todo z € 8} . (21.45)



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 21 1037/2558

Compare-se com (21.44). Primeiramente, é evidente que se O € GL(€) e satisfaz w(O:c, Oy) = w(:c, y) para todo
x, y € €, entao também satisfaz w(O:c, O:c) = w(:c, :c) para todo x € €. A reciproca, porém, é também verdadeira, para
formas sesquilineares, devido & chamada identidade de polarizagio, relagdo (3.10), pagina 225, que claramente diz-nos
que se w(Oac, Ox) = w(x, ac) para todo x € &, entao w(Oac, Oy) = w(ac, y) para todos z, y € &, justificando (21.45).

E. 21.33 Ezercicio. Justifique essas afirmacdes. *

e O caso de formas bilineares simétricas

Algo semelhante se d4 no caso de formas bilineares simétricas. Se w for uma forma bilinear simétrica (ou seja, se
valer w(ac, y) = w(y, ac) para todos z, y € €), entdo podemos também identificar o grupo (&, w) com o conjunto

QE, w) = {O € GL(&)| w(Oz, Oz) = w(x, x) para todo z € 8} . (21.46)

Compare-se com (21.44). A justificativa é andloga ao caso de formas sesquilineares, acima, sendo, porém, que agora
a identidade de polarizagdo assume agora a forma da relacdo (3.3), pagina 220, a qual claramente diz-nos que se
w(O:E, O:c) = w(:c, :c) para todo x € &, entao w(O:E, Oy) = w(az, y) para todos z, y € &, justificando (21.46).

E. 21.34 Ezercicio. Justifique essas afirmacdes. *

Vamos agora considerar casos particulares em que € é o espago R"™ ou C”. Esses sao os casos mais relevantes de
grupos de invariancia associados a formas.

e Grupos de invariancia de formas bilineares em dimensao finita

Seja &€ = R™ e seja wa uma forma bilinear em R™, que pelas consideragdes da Secao 3.4 é da forma wy(z, y) =
(x, Ay)g para alguma matriz real A. Neste caso, Q(R", wa) é o conjunto de todas as matrizes M inversiveis reais n x n
tais que

<Ml‘, AMy>]R = <Za Ay>]R

para todos z, y € R". Essa relacdo diz-nos que (z, M7 AMy)p = (z, Ay) para todos z, y € R", o que implica
MTAM = A

(por qué?). Assim,
QR", wa) = {M € GL (n, R), det(M) £ 0 e MTAM = A} . (21.47)

Caso det A # 0, (ou seja, se wa for ndo degenerada), a condicio MTAM = A implica (det M)? = 1, e, portanto,
implica por si sé que M tem inversa. Nesse caso, portanto, é suficiente escrevermos

QR", wy) = {M €GL(n, R), MTAM = A} .

Se a matriz A for inversivel (ou seja, se w4 for ndo degenerada), entdo podemos escrever também

Q(R", wa) = {M €GL(n, R), M~! = A*MTA} .

Se A possui uma inversa, a relagio M7 AM = A implica que det M = +1 (justifique!). Nesse caso, o grupo Q(R", w4)
possui um subgrupo de particular interesse, composto por suas matrizes de determinante igual a +1:

SQR", wa) = {M €GL(n, R), M™' = A"\ MT A e det(M) = +1} .

e Grupos de invariancia de formas sesquilineares em dimensao finita

Seja &€ = C" e seja wy uma forma sesquilinear em C™, que pelas consideragoes da Sec¢ao 3.4 é da forma wy(z, y) =
(x, Ay)e para alguma matriz complexa A. Neste caso Q(C", wa) é o conjunto de todas as matrizes M inversiveis
complexas n X n tais que
<Ml‘, AMy>C = <Za Ay>C
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para todos z, y € C". Essa relacao nos diz que (x, M*AMy)q = (z, Ay)¢ para todos x, y € C", o que implica

M*AM = A.
Acima, M* = MT. Assim,
QC", wa) = {M €GL(n, C), det(M) #0e M*"AM = A} . (21.48)
Se A possui uma inversa (ou seja, se wa for ndo degenerada), a relacio M*AM = A implica que ‘det M| =1

(justifique!), mostranto que M é inversivel. Nesse caso, portanto, é suficiente escrevermos
QC", wy) = {M € GL(n, C), M*"AM = A}. (21.49)
Se a matriz A for inversivel (ou seja, se wy for ndo degenerada), entdo podemos escrever também

QC", wa) = {M €GL(n, C), M~' = A‘lM*A} :

Caso A seja inversivel o grupo Q(C", w4) possui um subgrupo de particular interesse, composto por suas matrizes
de determinante igual a 1:

SQC™, wy) = {M €GL(n, €), M~} = A"'M*A e det(M) = 1} :

e Grupos de invariancia de formas sesquilineares e bilineares em dimensao finita sao grupos de Lie

Fagamos neste ponto um comentario talvez relevante a um estudante mais avangado: os grupos de invariancia de
formas bilineares ou sesquilineares nao degeneradas em dimensao finita sao grupos de Lie. Nas secOes que seguem
verificaremos de forma explicita essa asser¢ao em diversos exemplos, mas € relevente saber da sua validade geral.

Proposicao 21.3 Os grupos Q(C™, wa) (ou Q(R"™, wa)), com det A # 0, definidos acima, e que mantém invariantes
as formas sesquilineares (ou bilineares) definidas por A, sdo subgrupos fechados topologicamente de GL(n, C) e, portanto
(pelo Teorema 22.2, pdgina 1177), sdo grupos de Lie. O mesmo se dd para os grupos SQ(C", wa) (e SQ(R™, wa)). O

Postergamos a demonstragao para a Sec¢ao 22.3.2, pdgina 1167 (Proposi¢ao 22.6, pdgina 1170).
¥ Rk KK KK K

Vamos no que segue estudar diversos casos particulares dentre os grupos descritos acima, que mantém invariantes
formas bilineares ou sesquilineares, especialmente aqueles mais relevantes em Fisica, na Geometria e em outras areas,
como 0s grupos ortogonais, os unitarios e os simpléticos.

21.3.3.1 Os Grupos Ortogonais

Apresentamos agora a definicdo dos grupos ortogonais e ortogonais especiais. Mais detalhes sobre esses grupos serao
apresentados nas segoes subsequentes. Recordamos que, devido a Proposicao 21.3, pagina 1038, todos esses grupos sao
topologicamente fechados e sao grupos de Lie.

e Os grupos O(n) e SO(n)

Um caso de particular interesse é aquele onde &€ = R™ e A = 1, ou seja, wa(x, y) = (z, y)p. Neste caso o grupo
Q(R", wy) ¢é denotado por O(n) e tem-se

O(n) := {MeGL(n, R), M~' = MT}.

O(n) é o grupo das matrizes ditas ortogonais n x n.
Se M é uma matriz ortogonal, tem-se que MM?T = 1. Daif, 1 = det(1) = det (MM7T) = det(M)det(MT) =
(det(M))Q. Concluimos que se uma matriz M é ortogonal, vale det(M) = £1.
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O grupo O(n) possui um subgrupo, denotado por SO(n), que é composto pelas matrizes ortogonais com determinante

igual a 1:
SO(n) = {M €GL(n, R), M~' = M7 e det(M) = 1} .

Esses grupos sao denominados grupos ortogonais especiais.

Os grupos SO(n) sdo generalizagoes do grupo de rotagoes do espaco tridimensional para o espaco n-dimensional.

e Os grupos O(p, n) e SO(p, n)

Um outro caso de particular interesse é aquele onde & = RP*", com p, n € Ny, e w(z, y) = (z, n(p, n)y)r onde
n(p, n) é a matriz diagonal

(21.50)

—1
com p elementos +1 e n elementos —1. Neste caso o grupo Q(RPT™ w) é denotado por O(p, n) e tem-se

O(p, n) = {M € GL(p+n, R), M~ =n(p, n)M n(p, n)} )

Se M € O(p, n), tem-se que Mn(p, n)MTn(p, n) = 1. Dai,
1 = det(l) = det (Mn(p7 n) M n(p, n)) = det(M) det(MT)(det (n(p, n))>2 = (det(M))Q.

Concluimos que se M € O(p, n), vale det(M) = £1.
O(p, n) possui um subgrupo, denotado por SO(p, n), que é composto pelas matrizes de O(p, n) com determinante

igual a +1:
SO(p, n) == {M € GL(p+n, R), M~'=n(p, )M 5(p, n) e det(M)=1}.

*

Certos grupos O(p, n) e SO(p, n) desempenham um papel muito importante em Fisica, estando ligados ao chamado
Grupo de Lorentz, o qual tem importancia na Teoria da Relatividade Especial. O grupo de Lorentz é detalhadamente

discutido na Secao 21.7, pagina 1099.

e Os grupos ortogonais complexos

Seja o espaco vetorial complexo C" e seja a seguinte forma bilinear em C": w(z, y) = (z, y)g = T1y1 + - + Tn¥n
para vetores x = (1, -+, Tp) ey = (y1, --+, yn) € C™. O grupo ortogonal complexo, denotado por O(n, C), é o grupo
das matrizes compleras que mantém essa forma bilinear invariante:

O(n, C) = {M € GL(n, C)|w(Mz, My) = w(z, y), Vz,y € C"}

- {Me GL(n, C)| MT = M—l}.
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O(n, C) nédo pode ser confundido com o grupo U(n) das matrizes unitérias. E fécil ver também que se M € O(n, ©),
entdao det(M) = +1. Dal, define-se

SO(n, C) := {M €GL(n, €©)| MT = M~ ¢ det(M) = 1}.

Como é ficil de se ver, SO(n, C) é um subgrupo de O(n, C). Esses grupos sdo denominados grupos ortogonais especiais
complexos.

E. 21.35 FEzercicio. Mostre que

COSs z senz
SO(2, €©) = , z€C

—Ssenz Cosz

Isso mostra, em particular, que SO(2, C) n3o é um grupo compacto, em contraste (como veremos) com o grupo real SO(2). Observe

também que as matrizes ( _5e5. coss ) com z € C em geral n3o sdo unitérias. *

21.3.3.2 Os Grupos Unitarios

Apresentamos agora a definicao dos grupos unitarios e unitarios especiais. Mais detalhes sobre esses grupos serao
apresentados nas segoes subsequentes. Recordamos que, devido a Proposicao 21.3, pagina 1038, todos esses grupos sao
topologicamente fechados e sao grupos de Lie.

e Os grupos U(n) e SU(n)

Mais um caso importante é aquele onde € = C™ e wy4 é a forma sesquilinear associada a A = 1, ou seja, wa(z, y) =
(@, y)o- Neste caso o grupo Q(C", wy) é denotado por U(n) e tem-se

U(n) := {U€GL(n, C), U " =U*} .

U(n) é o grupo das matrizes ditas unitdrias n X n.

Se U é uma matriz unitaria, tem-se que UU* = 1. Dal,

1= det(1) = det (UU*) = det(U)det (U") = det(U)det (UT) =

det(U)det (UT) = det(U)det(U) = |det(U)|* .

Concluimos que se U € U(n), vale |det(U)| = 1.

U(n) possui um subgrupo, denotado por SU(n), que é composto pelas matrizes unitdrias com determinante igual a 1:
SU(n) = {U €GL(n, ©), U™! = U* e det(U) = 1} .

Esses grupos sao denominados grupos unitdrios especiais.

Os grupos SO(n) e SU(n) serdo estudados com alguma generalidade na Secao 21.5, pdgina 1087. Outras segoes
anteriores tratardo de grupos de interesse particular, como os grupos SO(3) e SU(2), os quais desempenham um papel
muito importante na Mecanica Quantica e na Fisica das Particulas Elementares. Na Secao 21.5 veremos, por exemplo,
que os elementos do grupo SO(n) sdo caracterizados por n(n — 1)/2 parametros reais e os elementos de SU(n) por n? — 1
parametros reais. Disso segue que os grupos SO(3) e SU(2) sao caracterizados pelo mesmo nidmero de pardmetros reais,
a saber, 3. Mais adiante entenderemos o porqué dessa coincidéncia.

e Os grupos U(p, n) e SU(p, n)

Mais um caso ¢é aquele onde € = C**" p, n € Ny, e w(z, y) = (z, n(p, n)y)e, onde n(p, n) foi definida em (21.50),
sendo m = p + n. Neste caso o grupo Q(CP™", w) é denotado por U(p, n) e tem-se

Up, n) == {MeGL(p+n, ©), M~ = nlp, )M n(p, n)} .
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Se M € U(p, n), tem-se que Mn(p, n)M*n(p, n) = 1. Dal,

1 = det(1) = det (Mn(p, n)M*n(p, n)) = det(M)det(M*)(det (n(p, n)))2 =

T L AT T A | 2

det(M) det (W) — det(M)det(MT) = det(M)det(M) = |det(M)

Concluimos que se M € U(p, n), vale |det(M)| = 1.

U(p, n) possui um subgrupo, denominado SU(p, n), que é composto pelas matrizes de U(p, n) com determinante
igual a 1:

SU(p, n) := {M € GL(p+n, C), M~ =n(p, n)M*n(p, n) e det(M) = 1} i

21.3.3.3 Os Grupos Simpléticos

Faremos agora uma primeira apresentacdo dos chamados grupos simpléticos'®. Seu tratamento serd continuado com

resultados mais técnicos na Secao 21.9, pagina 1133, a qual o leitor poderd passar sem perdas ao término da presente.

Em termos gerais, grupos simpléticos sao grupos que mantém invariantes formas simpléticas, ou seja, formas bilineares
alternantes (i.e., antissimétricas) e ndo degeneradas (nogao introduzida & pdgina 221). Assim, uma forma simplética em
um espago vetorial & sobre um corpo K é uma forma bilinear para a qual w(u, v) = —w(v, u) para todos os vetores
u, v € € e tal que se w(u, v) =0 para todo v € &, entdo u = 0.

Grupos simpléticos desempenham um papel importante em tratamentos mateméticos da Mecénica Cléssica (como
em [17], [2] ou [129]) e também na Teoria da Informacao Quéantica. A teoria dos grupos simpléticos estd na base da 4rea
da Matematica denominada Geometria Simplética, a qual recebeu grandes impulsos nas ultimas décadas.

Para usos do grupo simplético na Mecanica Classica, vide a discussao sobre transformagoes candnicas na Segao
44.5.4.1, pagina 2446. Para usos do grupo simplético na Mecanica Quantica, vide a discussao sobre as Relagoes de
Incerteza (na versao de Schrédinger) na Secao 46.4, pagina 2486, e, especialmente, na Sec¢do 46.4.3.1, pagina 2496.

Tendo essas motivacdes em mente, estaremos no que segue interessados no casos em que & = R?” ou €?”. Como
discutido a pagina 221 toda forma simplética w nesse caso é da forma

w(u, v) = (u, Av)y
onde A é uma matriz (2n) x (2n) antissimétrica (A7 = —A) e inversivel det(A) # 0. A discussdo & pagina 221 esclarece

o porqué de a dimensao de € ter de ser par.

De especial interesse nesse contexto sdo as matrizes (2n) x (2n) dadas por

onde 1, e 0, sao a matriz identidade e a matriz identicamente nula n x n, respectivamente. Elas sao antissimétricas,
. o 1 . . ~ .

JE = —Jap, e inversiveis com J5,, = —Jan, sendo ainda det Jy, = 1, como facilmente se vé. Dessa forma, as matrizes

Jon definem formas simpléticas em C?" e R?". Com tais matrizes podemos definir protétipos de grupos simpléticos.

Definimos o grupo simplético Sp(2n, C) com n € IN, como o grupo composto pelas matrizes inversiveis de Mat (C, 2n)
que mantém invariante a forma simplética w(u, v) := (u, Jo,v)i definida em C?". Assim, pelas nossas consideracoes
anteriores,

Sp(2n, €) = {A € GL(C, 2n)| AT Jp A = JQn} .

Analogamente, definimos
Sp(2n, R) = {A € GL(R, 2n)| AT, A = Jgn}.

16Do grego symplektikds: que serve para ligar, trancado, enlagado. O termo foi cunhado por Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955) em
[405].
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O grupo Sp(2n, R) (ou Sp(2n, C)) é denominado grupo simplético real (complezxo) e seus elementos sdo denominados
matrizes simpléticas (reais ou complexas). Ambos os grupos sdo também denominados grupos simpléticos nao compactos,
para contrasta-los com certos subgrupos compactos que serao introduzidos logo adiante.

Fagamos agora alguns pequenos comentarios sobre as definigoes acima.
1. De acordo com a Proposigao 22.6, pagina 1170, os grupos simpléticos Sp(2n, R) e Sp(2n, C) sdo grupos de Lie.

2. E relevante notarmos que se A € Mat (R, 2n), entdo também A € Mat (C, 2n), pois Mat (R, 2n) é um subespacgo
real de Mat (C, 2n). Assim, pelas definigbes, podemos considerar Sp(2n, R) como um subgrupo de Sp(2n, C).
Vamos frequentemente faze-lo.

3. O leitor deve ser advertido quanto ao fato de que o grupo Sp(2n, C) é por vezes denotado como Sp(n, C), como
Sp(2n) ou até mesmo como Sp(n), em certos textos. Verdade seja dita, o estudo de grupos simpléticos padece
muito com a falta de uniformidade de definigoes e de notagoes. Cuidado se faz necessario, portanto, ao se comparar
resultados de textos diferentes.

.. . T .
4. Tanto no caso real ou complexo, a condicao AT o, A = Jop, equivale a Jo, A = (A’l) Jon. Tomando-se a inversa
de ambos os lados, temos A~ 1Jy, = Js, AT e, portanto,

AJon AT = Jo | (21.51)

ou seja. (AT)TJQnAT = Ja,. Isso mostrou que se A € Sp(2n, C), entdao AT € Sp(2n, C) e vice-versa. Essas
afirmacoes claramente também valem com C substituido por R.

5. Observe-se que se A € Sp(2n, C), entdo A € Sp(2n, C), pois Jo,, é uma matriz real.
6. Os dois tdltimos itens informam que se A € Sp(2n, C) entdo A* € Sp(2n, C).

7. A condicdo AT Jo, A = Jo,, implica AT Jo, AJoy, = —19, €, portanto, implica

(AT)™" = —Jon Ay, . (21.52)

8. Vale notar também que Jo, € Sp(2n, R), j& que JI Jay Jon = Jop, pois JI, = J{nl.

9. E importante também notar que se A € Sp(2n, C), entdo a condicio ATJy, A = Jy, implica (det A)2 = 1 e,
portanto, det A = £1. A Proposicao 21.33, pagina 1133, mostra, porém, que apenas o caso det A = +1 é admissivel
em grupos simpléticos!

10. O fato que det(A4) = 1 para todo A € Sp(2n, C) significa que Sp(2n, C) é um subgrupo de SL(2n, C). Veremos
mais adiante que no caso n = 1 vale até Sp(2, C) = SL(2, C). No caso n > 2, Sp(2n, C) é um subgrupo préprio

de SL(2n, C). Para ver isso, considere-se as matrizes diagonais (caso n = 2) da forma A = diag (a, a~l o ofl),
com « # 0. A matriz A tem determinante 1, mas nao é simplética para o # 1, como é facil verificar. Exemplos
como esse podem ser produzidos para todo n > 2.

E. 21.36 Ezercicio. Para n = 2, considere as matrizes diagonais da forma diag (a, 8, a1 571), com «, B # 0. Verifique que
elas sdo simpléticas. +

e O significado geométrico dos grupos simpléticos Sp(2n, R)

Antes de prosseguirmos apresentando propriedades algébricas dos grupos simpléticos é importante apresentarmos
algumas ideias sobre o significado geométrico da agao do grupo simplético Sp(2n, R) em vetores de R*".

Sabemos que os grupos ortogonais podem ser entendidos como grupos de transformacoes que preservam os produtos
escalares entre pares de vetores (e, portanto, as normas de vetores). Esse é, em esséncia, o significado geométrico desses
grupos. Os grupos simpléticos possuem uma interpretacao geométrica diferente: eles sao grupos de transformacoes que,
num sentido a ser melhor precisado, preservam areas varridas por pares de vetores.
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Vejamos isso primeiro no caso mais simples para depois tratar do caso geral. Considere-se o espaco vetorial R? e
’
considere-se dois vetores'” v = Z) ev = (;) € R2. A 4rea A(v, v') varrida por ambos, descrita graficamente na

Figura 21.1, pagina 1043, é sabidamente dada por
!/ / / 0 1 q !/
Aw, V') = pd' —ap' = ¢ o = (v, Jav)y -
-1 0 p

Vemos com isso que essa drea é preservada pelas transformagoes lineares do grupo simplético Sp(2, R), ou seja, pelas
transformagoes v — Av, v’ — Av’, para uma mesma matriz A € Sp(2, R).

Figura 21.1: A érea A(v, v') = pq’ — qp’ varrida pelos vetores v, v' € R? com coordenadas (g, p) e (¢/, p'), respectiva-
mente.

Consideremos agora o caso geral do espaco vetorial R?", n € IN. Um vetor genérico v € R?" é da forma

q1
v= %], @peRVie{l,... n}.
Pn
Um tal vetor pode ser escrito de modo tinico como
vo= vl+”'+vn,

onde v; é o vetor cuja j-ésima e (n + j)-ésima componentes sdo g; e p;, respectivamente:

q1 0 9
0 q2
0 0 0
_ 0 _ 0 _ dn
v = P1 ’ v2 = 0 ) ) Un = 0
0 D2 0
0 0 0
(.) O Pn

170 uso das letras ¢ e p para denotar as componentes provém da Mecénica Classica.
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Vemos com isso que R?" pode ser escrito como soma direta de n subespacgos bidimensionais: R*® = FZ" @ --- @ F2",
onde F; ,?” é o espago gerado pelos vetores vy, acima, ou seja, por vetores que possuem todas as componentes nulas, exceto
possivelmente a k-ésima e a (n + k)-ésima.

Cada subespago bidimensional FZ" ¢ dito ser um plano conjugado, ou espago de componentes canonicamente conju-
gadas, novamente uma nomenclatura originaria da Mecanica Classica.

Um ponto simples mas muito importante ¢ a seguinte observagao: se wy € F2" e v; € F™ com k # [, entdo

(wk, Jgnvl>]R = 0

De fato, sejam ¢q;, p; € R a [-ésima e a (n + [)-ésima componentes, respectivamente, de v, todas as demais sendo nulas.
Entao, devido a forma da matriz Js,,, as inicas componentes eventualmente nao nulas de Jo,v; sao a I-ésima, que vale py,
e a (n+1)-ésima, que vale —g;. Como, porém, k # [, essas mesmas componentes sdo nulas em wy, provando a afirmagao.

Colhemos disso a seguinte informacao 1til: se v, w € R?™ possuem as decomposicoes v = v; + -+ + v, € W =
wy 4 - + wy, com v, wg € FZ™, para todo k € {1, ..., n}, entao
n
(w, JonV)g = (Wi, JonVi)g -
k=1

Em palavras, a forma simplética definida por Ja, é diretamente decomposta pela soma direta R?*" = F£" @ - -- & F2".

Chegamos agora ao fulcro da questao. Cada termo da soma acima é

(W, Joni)g = (Vk)ntk(Wr)k — (V) k(W) ntk

que é a drea varrida no plano F?" pela projegao nele dos vetores v e w. Por definigao, cada termo (wy, JonUk)g €
invariante por transformagoes lineares vy — Avy, wi — Awy, com o mesmo A € Sp(R, 2n).

Concluimos que a area varrida pelas projegoes dos vetores v e w em cada plano F, ,3”, k=1, ..., n, é preservada pelas
transformagoes lineares v — Av, w — Aw com o mesmo A € Sp(R, 2n). Essa propriedade de preservagao das dreas das
projecoes de pares de vetores sobre os planos conjugados FkQ", k=1, ..., n, éa propriedade geométrica carateristica do
grupo simplético Sp(R, 2n), generalizando assim nossa interpretagdo anterior sobre o significado geométrico do grupo
Sp(R, 2).

T T T T T T T

Todos os comentarios acima, ainda que aparentemente simples, sao fundamentais para diversos desenvolvimentos mais
profundos da Geometria Simplética e da Mecanica Cléssica, como o célebre Teorema de Gromow'® (também conhecido
como “teorema do camelo simplético”), tema intimamente ligado ao principio da incerteza da Fisica Quéntica, como pode
ser encontrado na literatura pertinente'®.

e A forma em blocos de matrizes simpléticas

Cada matriz A € Sp(2n, C) pode ser escrita em forma de blocos como

b at T

, sendo que AT = , (21.53)
c d T 4T

A:

.

onde a, b, ¢ e d sdo matrizes n X n. E um exercicio facil constatar que a condicao de A ser simplética, a saber,
AT Jon A = Jo,, equivale as seguintes relacdes:

ale = cla, (21.54)
v'a = d', (21.55)
a’d—c" = 1,. (21.56)

18 Mikhail Leonidovich Gromov (1943-).

19Para uma exposicio geral, vide Maurice A. de Gosson, “The Symplectic Camel and the Uncertainty Principle: The Tip of an Iceberg?”
Foundations of Physics 39, Issue 2, pp 194-214 (2009) e outras referéncias 14 citadas. Vide também I. Stewart, “The symplectic camel”.
Nature 329, 17-18 (1987). Esse tltimo artigo revela a origem da expressido “teorema do camelo simplético” e sua anedética relagdo com uma
famosa parabola biblica.
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Adicionalmente, obtém-se também as relacdo d’a — bTc = 1,,, mas essa tltima relacdo é decorréncia de (21.56), por
transposicao.

E. 21.37 FEzercicio importante. Verifique a validade das relagdes (21.54)—(21.56)! *

Como AT é simplética se A o for, valem relacdes similares decorrentes da condicdo AJy, AT = Jy,. Elas podem ser
obtidas por computo direto, ou a partir de (21.54)—(21.56), procedendo-se as trocas a — a’, b — ¢, ¢ = bT e d — d”.
Com isso, obtemos as seguintes relagoes adicionais (também equivalentes a A ser simplética):

ab” = ba’, (21.57)

cd’ = det, (21.58)

ad” —bct = 1,. (21.59)

E. 21.38 Ezercicio importante. Verifique! *

As relagbes (21.54)—(21.56) e (21.57)—(21.59) sdo importantes em certos desenvolvimentos da teoria das matrizes
simpléticas e encontraremos alguns adiante. Um resultado que pode ser obtido delas e de (21.52) é uma expressao para
a matriz inversa A~!:

ar =T
ATl = : (21.60)
_T T
De fato,
ar -7 a b dTa —bTc dTv —bTd (21.54)— (21.56) 1, 0O, X
= = = 2n -
T a7 c d —Ta+aTec —cTb+aTd 0, 1,

E relevante frisar que as condicdes (21.54)-(21.56) ou (21.57)-(21.59) sdo necessarias e suficientes para que A €
Sp(2n, C).

Um caso particular que merece comentario é aquele em que n = 1. Nessa situagao a, b, ¢ e d sao matrizes complexas
1 x 1, ou seja, sdo apenas nimeros complexos. A duas primeiras condigdes em (21.54)—(21.56) ou (21.57)—(21.59) séo
triviais, mas as ultimas afirmam que ad — ¢b = 1. Ora, isso coincide com a afirmacao que det A = det (¢ ) = 1. Vemos
com isso que A € Sp(2, C) se e somente se A € SL(2, C). Assim, estabelecemos que

Sp(2, €) = SL(2, C). (21.61)

Analogamente,
Sp(2, R)

SL(2, R) . (21.62)

e Os grupos simpléticos compactos

Além dos grupos simpléticos Sp(2n, C) e Sp(2n, R) introduzidos acima, hd também interesse em alguns de seus

subgrupos. O mais notério é
Sp(2n) := Sp(2n, C)NU(2n),

o subgrupo das matrizes unitdrias de Sp(2n, C). Como comentaremos, trata-se de um grupo compacto (por ser um
subgrupo fechado do grupo compacto U(2n)). O grupo Sp(2n) é denominado grupo simplético unitdrio, ou grupo
simplético compacto®.

E relevante observar que Sp(2n, €) NU(2n) = Sp(2n, €) N SU(2n) pois, como j4 afirmamos, o determinante de
matrizes simpléticas é sempre igual a 1.

20Fazemos novamente notar que, lamentavelmente, diversas outras denominagdes e notagdes sdo oferecidas ao grupo Sp(2n) na literatura.
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Note-se que, devido a (21.61), tem-se
Sp(2) = SU(2) , (21.63)
pois SL(2, C) N U(2) = SU(2).
Analogamente, podemos considerar o grupo das matrizes simpléticas reais ortogonais:
Sp(2n, R) N O(2n) .
Novamente, é relevante observar que Sp(2n, R)NO(2n) = Sp(2n, R)NSO(2n) pois, como ja afirmamos, o determinante
de matrizes simpléticas é sempre igual a 1.
Similarmente a (21.63),
Sp(2, R)yNn0O(2) = SO(2), (21.64)
pois SL(2, R) N O(2) = SO(2).
O grupo Sp(2n, R) N O(2n) é relevante em aplicagdes. Porém, de um ponto de vista estrutural, esse grupo nao

manifesta ser uma novidade, pois é isomorfo a U(n), o grupo das matrizes unitérias agindo em C™, isto é, Sp(2n, R) N
O(2n) ~ U(n). Por exemplo, vé-se de (21.64) que Sp(2, R) N O(2) ~ U(1), pois SO(2) e U(1) sdo grupos isomorfos.
O isomorfismo entre Sp(2n, R) N O(2n) e U(n) é parte do conteido do Teorema 21.8, a seguir, que serd revisitado

na Secao 21.9.1, pagina 1134, (Proposicao 21.34, pdgina 1137).

Antes de apresentarmos esse teorema, fagamos uma observagao. Cada elemento A de Sp(2n, R) satisfaz AT Jy, A =
Jon. Se adicionalmente A for ortogonal, ou seja, se também valer A7 = A~!, teremos Jy, A = AJo,. Assim, podemos
escrever

Sp(2n, R)NO(2n) = {A € Mat(R, 2n)| Ao, = JonA e AT = A7} . (21.65)

Teorema 21.8 Todo elemento de A € Sp(2n, R) N O(2n) assume a forma em blocos

a b
A =
—b a
com a, b € Mat (n, R) satisfazendo

ab” = ba®, (21.66)
ala+b"p = 1,, (21.67)
a’d = bvla e (21.68)
ac’ +007 = 1,. (21.69)

Além disso, Sp(2n, R) N O(2n) e U(n) sao grupos isomorfos, com o isomorfismo U : Sp(2n, R) N O(2n) — U(n) dado
por

com a e b € Mat (n, R) satisfazendo (21.66)-(21.69). O

A afirmagao do Teorema 21.8 sobre o isomorfismo entre Sp(2n, R)NO(2n) e U(n) é um resultado profundo da teoria
dos grupos simpléticos. Na Secao 21.9.1, pagina 1134, apresentaremos uma outra demonstragao dessa afirmacao que
torna transparente o fato de o isomorfismo entre os grupos Sp(2n, R)NO(2n) e U(n) decorrer de uma identifica¢ao entre
o espaco vetorial real R?™ com o espaco vetorial complexo C" que respeita a estrutura complexa.
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Demonstracdo do Teorema 21.8. Na sua representagdo em blocos, os elementos de Sp(2n, R) N O(2n) sdo matrizes A,
reais (2n) x (2n), da forma (21.53) com a, b, c e d satisfazendo (21.54)—(21.56) ou (21.57)—(21.59). Por serem também
ortogonais, a condicio AT A = 15, implica ainda as relacoes

alatcle = 1,, (21.70)
Vb +dtd = 1,, (21.71)
a’v = —cTd. (21.72)

Verifique! As condigoes (21.54)—(21.56), (21.57)—(21.59) e (21.70)—(21.72) juntas implicam

1.59)

p PO b(a"a+c"e) = (ba”)a+(be")e (L5 ab”a+(be")c (L ab"a+(ad"—1,)c CL

bra—abTa—c = —c.

Além disso,

d (2L.70) d(aTa+cTc) = (daT)a—l—dcTc (21.59) (Iln—i—ch)a—i—dcTc (21.58) a+cbT atedTe = a+c(bTa+ch) (21.72) a.
Com isso, concluimos que todo elemento de A € Sp(2n, R) N O(2n) assume a forma em blocos
a b
A =
b a
com
ab” = ba” e (21.73)
ala+b"p = 1,, (21.74)
devido a (21.57) e a (21.70) (dado que b = —c), respectivamente. Como AT = (‘Z; _abTT) é também elemento de

A € Sp(2n, R)NO(2n) obtemos de (21.73)—(21.74) através das substitui¢des a — a’', b — —bT que valem adicionalmente
as relacoes

a’d = bla e (21.75)
aa® +0b" = 1,. (21.76)

Sob as condigoes (21.73)—(21.76) é facil constatar que a matrizes da forma a+ib sdo unitérias. De fato, (a+ib)*(a+ib) =
(¥ —ib")(a+ib) = (a¥a+ b"b) +i(a”b — bTa). Agora, por (21.74) temos que a’a + b'b = 1,, e por (21.75) temos
aTh — bTa = 0, o que estabelece que (a + ib)*(a + ib) = 1,, e prova que a + ib € U(n).

Defina-se, dessa forma, U : Sp(2n, R) N O(2n) — U(n) por

u = a+bi.
b a

Afirmamos que U é um isomorfismo entre esses grupos. Para vermos que U é um homomorfismo de grupos, tomemos
A, A" € Sp(2n, R) N O(2n) na forma de blocos A = ( % 1) e A’ = ( o, Z/, ), como acima. Teremos que

a

) a b a v aa’ — bb’ ab + ba’
AA" = =

-b a v d —(ab +bad’) aa’ — bV
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e, portanto,

U(AA") = (ad’ —bb') +i(ab’ +ba’) = (a+ib)(a’ +ib") = U(A)U(A) .
Isso provou que U é um homomorfismo de grupos. Vamos agora provar que U é injetora e sobrejetora. A injetividade
é evidente, pois se U(A) = U(A’), entdo a + ib = o/ + ib'. Como as quatro matrizes a, a’, b e b’ sdo reais, isso implica
a=a eb=1" e, portanto, A = A’. Para ver que U é sobrejetora, notemos que se U € U(n), entdo podemos escrever

U =Ug+1U;, onde Ug, Uy € Mat (n, R) sdo as matrizes reais cujos elementos de matriz sdo as parte real e imaginéria,
respectivamente, dos elementos de matriz de U: (Ugr);; = Re (Ui;) e (Ur)ij = Im (U;;). Assim,

Un Up
U=1u . (21.77)

-Ur Ur

Como U ¢ unitaria, valem U*U = 1,, e UU* = 1,, ou seja (UZ-; — iUIT)(UR +iUr) =1, e (Ur + iUI)(UIZ,-; — iUIT)]ln.
Portanto,

viup+Utur = 1,, (21.78)
vru, = UlUR, (21.79)
UpUL +U U = 1,, (21.80)
UrUF = U UYL . (21.81)

Uma simples inspegdo revela que essas quatro condiges coincidem com as condigoes (21.73)—(21.76) e que, portanto,
(_U(’}I g};) ¢ um elemento de Sp(2n, R) N O(2n). Assim, (21.77) revela que todo elemento de U(n) é a imagem por U de
um elemento de Sp(2n, R) N O(2n), estabelecendo que U é sobrejetora. Isso completou a prova que U é um isomorfismo

de grupos. |

A relagdo (21.77) informa-nos que o isomorfismo inverso U™! : U(n) — Sp(2n, R) N O(2n) é dado por

U ) = Un U : U e Un), (21.82)

-Ur Ugr

onde U = Ugr + iU;, onde Ug, Ur € Mat(n, R) sdo as matrizes reais cujos elementos de matriz sdo as parte real
e imagindria, respectivamente, dos elementos de matriz de U, (Ug)i; = Re(Uij) e (Ur)i; = Im(Uj;), e satisfazem
(21.78)—(21.81).

e Homomorfismos de Sp(2n, R) em Sp(2n, C)
Para U € Sp(2n, C) N U(2n), fixo, defina-se

Ady(A) = UAU, A € Mat(R, 2n).

Tem-se Ad y(AA") = U*AA'U = (U*AU) (U*A'U) = Ad ,(A)Ad y(4’) para todos A, A’ € Mat (R, 2n).

Afirmamos que cada Ady é um homomorfismo de Sp(2n, R) em Sp(2n, C), assim como é um homomorfismo de
Sp(2n, R) N O(2n) em Sp(2n, C) NU(2n).

A primeira afirmagao decorre trivialmente do fato que Sp(2n, R) e Sp(2n, €) N U(2n) sdo subgrupos de Sp(2n, C),
o que implica que U*AU € Sp(2n, C) se A € Sp(2n, R) e U € Sp(2n, C)NU(2n).

A segunda afirmacao decorre trivialmente do fato que Sp(2n, R) N O(2n) ser um subgrupo de Sp(2n, C) N U(2n), o
que implica que U*AU € Sp(2n, €C) N U(2n) se A € Sp(2n, R)NO(2n) e U € Sp(2n, C)NU(2n).
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E. 21.39 Ezercicio. Mostre que a matriz K € Mat (C, 2n) dada por

é um elemento de Sp(2n, C) N U(2n) e mostre que para U € U(n) tem-se

U 0On
Adx(UH(D)) = ,
0n U

onde U™! é o isomorfismo dado em (21.82). Verifique explicitamente que o lado direito é elemento de Sp(2n, €) N U(2n). Vé&-se com
isso que Ad x o U™ : U(n) — Sp(2n, €)NTU(2n) é um homomorfismo. *

e Representacoes irredutiveis dos grupos simpléticos

Um estudo das representagoes irredutiveis dos grupos simpléticos pode ser encontrado em [156].

R

O estudo de grupos simpléticos sera continuado na Secao 21.9, pagina 1133, a qual o leitor podera passar sem perdas.

21.4 Os Grupos SO(2), SO(3), SU(2) e SL(2, C)

Em funcao de sua particular importancia na Fisica, em especial na Fisica Quéantica, vamos discutir aqui com algum
detalhe os grupos SO(3), SU(2) e SL(2, C), os quais, ademais, como veremos, sdo intimamente relacionados. Por razoes
pedagdgicas, ilustraremos o estudo dos grupos SO(3) e SU(2) tratando antes do grupo SO(2).

21.4.1 Os Grupos SO(2), O(2), SO(1,1) e O(1, 1)
Vamos nesta secao conhecer pessoalmente alguns grupos de matrizes 2 x 2 de grande interesse.

e Os grupos SO(2) e O(2)

Conforme j& definimos, o grupo SO(2) é o grupo das matrizes ortogonais 2 x 2 reais com determinante igual a 1:
SO(2) = {R € Mat (R, 2)] RT = R™! e det(R) = 1}. Vamos comecar estudando a forma geral de tais matrizes.

Como toda matriz 2 x 2 real, uma matriz genérica R € SO(2) é da forma R = (‘Z g), onde a, b, ¢, d € R. Vamos
estudar a condicio R~! = RT. Podemos calcular R~! usando a regra de Laplace, expressdo (10.20), pagina 453: R~}
é dada pela transposta da matriz dos cofatores de R dividida pelo determinante de R, que é 1, neste caso. Ou seja,

Rl = (_dc ;b). Assim, R~! = RT significa nesse caso

ou seja, ¢ = —bed = a. Logo, R

,R=(2"%). A condicio det(R) = 1 implica, portanto, a? + b2 = 1. Podemos, entéo,
escrever a e b na forma a = cos(6), b =

—sen(f), com 0 € (—m, 7]. Resumindo:

cosf) —senf
SO(2) = , onde 0 € (—m, 7|

senf  cosf
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Seja
cosf —senf
R(9) =
senfd  cosf
Como R(0) = R(6+ 2m) vemos que SO(2) é homeomorfo ao circulo unitdrio $!, que é uma variedade diferencidvel. Como

o produto e a inversa sio continuos em SO(2), isso diz que SO(2) é um grupo de Lie. E fécil constatar que R(0) =1 e
que vale a regra de produto R(§)R(0') = R(6 + 0') (facal). SO(2) é, portanto, um grupo uniparamétrico homomorfo ao
grupo (R, +) e isomorfo ao grupo (R, + mod 27).

O gerador infinitesimal J de SO(2) é definido por

d d | cos@ —senf 0 -1
J @R( )070 = % =
- senf  cosf 1 0
0=0
E igualmente elementar constatar que J2 = —1. Dai
9m
exp(0J) = Z —J"
m=0 m
— (2k)! — (2k +1)!
& -1 k92k & -1 k92k+1
- <Z( (2)k:)' )JH <Z ((213+1)' )J
k=0 ) k=0 )
= cos()1 + sen(6)J
= R(0).
Assim,
SO(2) = {exp(é’J)7 onde 0 € (—, 77]} . (21.83)

Com isso, (21.83) estd nos dizendo que todo elemento de SO(2) pode ser escrito como exponencial do seu gerador
infinitesimal. Veremos que algo semelhante também se d4 nos grupos SO(3) e SU(2).

O grupo O(2) é o grupo das matrizes ortogonais 2 x 2 reais: O(2) = {R € Mat (R, 2)| RT = R~'}. Se R € O(2) entdo
det(R) = £1. O caso det(R) = 1 corresponde a SO(2), que tratamos acima. Vamos considerar o caso det(R) = —1.

Como toda matriz 2 x 2 real, uma matriz genérica R € O(2) com det(R) = —1 ¢ da forma R = (%), onde

a, b, ¢, d € R. Neste caso, como det(R) = —1, teremos R~! = ( Cd f’ ) Assim, a condicdo R~ = R” significa nesse
caso

—d b a c

c  —a b d
ouseja, c =bed= —a. Logo, R = (b 7a) A condigao det(R) = —1 implica novamente a? 4+ b?> = 1. Podemos entdo
escrever a e b na forma a = cos, b = —senf, com 0 € (—m, w]. Assim, R é da forma

cosf  —senf 1 0 cosf —senf
R = =

—senf —cos6 0 -1 senf  cosf
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Resumindo:
P
1 0 cos —send
0(2) = , onde P € {0, 1} e 0 € (—m, 7]
0 -1 senf  cosf
e O grupo U(1)
E. 21.40 Ezercicio. Mostre que o grupo U(1) := {z € C, |z| = 1} é isomorfo ao grupo SO(2). *

e O grupo O(1, 1) (o grupo de Lorentz em 1+1 dimensGes)

Aqui estudaremos com algum detalhe o grupo O(1, 1), também denominado Grupo de Lorentz em 1+1 dimensoes. A
leitura deste tépico pode servir de introdugao a leitura da Secao 21.7 que tratard do Grupo de Lorentz em 341 dimensoes.

Seja M matriz inversivel real 2 x 2 na forma M = (‘Z g), onde a, b, ¢, d € R. Tem-se que, M~ ! = adibc (_dc _ab),

onde det(M) = ad — be. Se n:= (§ %), entdo nMTn = (4, ), como facilmente se vé.

Se M € SO(1, 1), entdo M~! = nMTn e det(M) = 1. Isso significa que (_dc ’ab) = (_ab Tf). Assim, devemos ter
a=deb=c. A condigao det(M) = 1 significa a* — b*> = 1. Logo,

SO(1, 1) = {MeMat(IR, 2)| M = (¢8),a,beER, coma27b2:1}.
Como se vé, SO(1, 1) é homeomorfo ao conjunto Hy U H_ formado por duas hipérboles

Hy = {(z, y)ERQ‘aczi\/l—i—yQ, y€R}.

SO(1, 1) tem, portanto, duas componentes conexas, que denotaremos por X_I e fi:

T _ 1+62 b
2] = {MeMar(r, 2)] M = (VT o) beRr},
L _ ([ —V1+p2? b
gt = {MeMat(]R, 9) M = ( VT _m), beIE{} .
Note-se que apenas ,,?l é conexa a identidade e, portanto, apenas a componente fl é um subgrupo de SO(1, 1).
Parametrizando b € R na forma b = —senh (z), com z € R, constatamos que
T o cosh(z) —senh (z)
21 = {memar(m, 2] M= (0D oG, e R (21.84)
l _ — cosh(z) —senh (z)
2t = {MeMat(r, 2)] M = (ZE00) ) s eR) (21.85)
Os elementos de O(1, 1) que nao sdo de SO(1, 1) tém determinante —1. Assim, sdo matrizes que satisfazem
(*cd _ba) = (_“b ’dc) sendo, portanto, da forma (fb fa) com a2 —b%> = 1. O conjunto de tais matrizes é igualmente
homeomorfo ao conjunto H; U H_ e consta também de duas componentes conexas, a saber, os conjuntos
T _ 1+b2 b
2t = {MeMat(R, 2)] M = (VI L) beR},
U _ —V14b2 b
g = {MeMat(lR, 9 M = ( VT m) be]R}.
E claro que nem %' nem .#* sio subgrupos de O(1, 1). Parametrizando b € R novamente na forma b = —senh (z),
com z € R, constatamos que
T o cosh(z) —senh (z)
2t = {mevarr, 2)) M= (0 G, s e R}, (21.86)

— cosh(z) —senh (z
gi - {M € Mat (]R’ 2)| M = ( Senh((z)) cosh(z())>’ z € ]R} . (2187)
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O grupo O(1, 1) é, portanto, a unido de quatro componentes conexas:
o1,1) = ZlvgtuLtuet

sendo cada componente disjunta das demais. Dentre elas apenas ,,2”41 é um grupo.

Definindo as matrizes T := (_1 O) cLrepr = (6 _01) € fj, podemos escrever

01
2t = {MeMm® 2| M = PN, IS T seR).
21 = {MeManr 2] M = (TN I 2eR),
2t = {MeMn(® 9 M= (S0 IS T seR)

o que exibe a relagao entre as matrizes dessas trés componentes conexas e as matrizes de vi”l

E. 21.41 FEzercicio importante. Mostre que

gl = {Me Mat (R, 2)] M = exp(zM1), 2z G]R},

onde My := (% ). *

O grupo O(1, 1) é por vezes denominado Grupo de Lorentz em 141 dimensoes. ,,?l é denominado Grupo de Lorentz
préprio ortécrono em 141 dimensoes. O Grupo de Lorentz em 341 dimensoes serd estudado em detalhe na Secao 21.7,
péagina 1099.

Para fazermos contacto com a teoria da relatividade restrita, facamos uma outra parametrizacao de oi”l, definindo
v = ctanh(z). Com isso —c < v < ¢, cosh(z) = y(v) e senh (z) = 2v(v), onde ¥(v) := (1 — (v/c)?)~1/2. Assim,

Bi(v) = ~v(v) 2y(v) _ cosh(z)  —senh(z2) | (21.88)

—2y(v)  (v) —senh (z)  cosh(z)

teremos

t— %z x — vt
/o c2 !’
t - ) x - )
v2 v2
T2 T2

que sao as bem conhecidas transformacgoes de Lorentz da Teoria da Relatividade Restrita.

E. 21.42 FEzercicio. Qual a interpretacdo fisica das matrizes P e T introduzidas acima? *

E. 21.43 Exercicio. Constate que para todos v, v' € (—c, ¢) vale

Bi(v)Bi(v) = B < vt ) .

v’
1+ 23

Trata-se da bem conhecida regra relativistica de composicdo de velocidades. *
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21.4.2 O Grupo SO(3)

A presente secao é dedicada ao grupo SO(3), o subgrupo de O(3) composto por matrizes de determinante 1. Ao restante
do grupo O(3) dedicamos a Secao 21.4.3, pdgina 1072.

Conforme ja definimos, SO(3) é o grupo formado por todas as matrizes 3 x 3 reais R tais que RT = R™! e tais que
det(R) = 1. Vamos comegar seu estudo mostrando que toda a matriz R # 1 de SO(3) representa uma rotacao por algum
angulo em torno de algum eixo que passa pela origem. A essa interpretagao seremos conduzidos pelas Proposicoes 21.4 e
21.5, logo adiante, cujas demonstragdes iniciam-se com o seguinte resultado, vélido para os grupos SO(n) com n {mpar:

Lema 21.4 Seja R € SO(n) com n émpar. Entdo, 1 é um autovalor de R e, portanto, existe ao menos um vetor nao
nulo v € R™ tal que Rv = v. O

Prova. Como R € SO(n), tem-se RRT =1 e det(R) = 1. Logo,

det (1 — R) = det (R(R" —1)) = det (R)det (R—1)") = det(R—1) = det (— (L —R)) = —det(1—R),
N—_——

=1

o que implica det (]l — R) = 0. Acima, usamos o fato que se M for uma matriz n X n com n impar, entao det(—M) =
— det(M) (essa afirmagao é falsa se n for par).

O fato que det (Il — R) = 0 implica que 1 é um autovalor de R e que R — 1 nao possui inversa. Pelo Corolario 10.1,
péagina 452, existe um vetor nao nulo v € R™ que é anulado R — 1, ou seja, que ¢ tal que Rv = v. |

No caso especifico de SO(3) tem-se a seguinte afirmacao:

Proposigao 21.4 Para cada matriz R € SO(3), R # 1, o subespaco V = Vg de R3 formado por vetores que sio deivados
invariantes por R (ou seja, que satisfazem Rv = v para todo v € V) € unidimensional. O

Note que o subespaco V' pode nao ser o mesmo para matrizes R distintas. Note também que excluimos R = 1 por
razdes 6bvias: todo vetor de R? é invariante por 1 e ndo apenas um subespaco unidimensional.

Prova da Proposicdo 21.4. Seja R # 1 uma matriz qualquer de SO(3), fixa daqui por diante. Seja V o subespaco de R3
formado por todos os vetores v que sdo autovetores de R com autovalor 1: V = {v € R?| Rv = v}. Sabemos pelo Lema
21.4, pagina 1053, que V # {0} e sua dimensao pode, portanto, ser 1, 2 ou 3.

Notemos de passagem que se v € V entdo vale também que RTv = v. De fato, se aplicarmos R” & esquerda na
igualdade v = Rv e lembrarmos que RTR = 1, segue que RTv = v. Notemos também que V1, o subespaco formado
por todos os vetores ortogonais a todos os vetores de V', é também deixado invariante por R, ou seja, se u € V1 entdo
Ruc V™t Defato,seveVeueVt

(Ru, v)g = (u, R™v)y = (u, v)g = 0.

Como isso vale para todo v € V, concluimos que Ru € V-, como queriamos.

Como dissemos, a dimensao de V pode ser igual a 1, 2 ou 3. Vamos mostrar que os dois ultimos casos nao sao
possiveis.

Se a dimensdo de V fosse 3, V seria idéntico ao espaco R3. Nesse caso entdo Rv = v para todo vetor v € R?, ou seja,
R =1, situagao que excluimos.

Vamos supor, entdao, que a dimensao de V é 2. Nesse caso a dimensdo de seu complemento ortogonal V+ é 1. Agora,
como V+ é unidimensional e é invariante pela acdo de R, teremos para u € V+ que Ru = \u, para algum A € R. Mas
isso diz que

(u, uyg = (Ru, Ru)g = (Mu, Au)y = AN(u, u)y

e, portanto, A = £1. O caso A = +1 j4 estd excluido (pois ai u € V). Logo, A = —1 e Ru = —u. Assim, R possui um
autovalor A = +1 duplamente degenerado e um autovalor A = —1, simples. Logo, det(R) = —1, uma contradi¢do com a
hipétese que R € SO(3). Logo, a dimenséo de V dever ser igual a 1, e isso completa a prova. |
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Seja R # 1 um elemento de SO(3) e seja Vi o subespago unidimensional formado pelos vetores deixados invariantes
por R e cuja existéncia foi estabelecida na proposicao que acabamos de provar. Como também vimos, R também deixa
invariante o subespaco bidimensional VRL, que é ortogonal a Vj.

Isso significa que se escolhermos em R? uma base ortonormal v, u;, up com v € Vg e u; € V}%‘, a matriz R terd a
forma

R = , (21.89)

onde r é uma matriz real 2 x 2. Que propriedades tem r? Como veremos, r € SO(2). De fato, pela definicao de R,
teremos para qualquer vetor u, que (u, u)g = (Ru, Ru)p, mas se escolhermos u € VRL7 teremos Ru = ru em VRL e
a relacao acima significa (u, u)p = (ru, ru)g. Logo, r € O(2). Fora isso, (21.89) mostra que 1 = det(R) = det(r),
provando que r € SO(2). Como sabemos a forma geral de uma matriz de SO(2) é

cosy —senyp
seny  cos

com ¢ € (—m, m|. Isso estd também dizendo que R representa uma rotagdo de ¢ em torno do eixo (que passa pela
origem) representado por V.

Concluimos entao o seguinte:

Proposigao 21.5 Para cada R € SO(3) existe uma base ortonormal de R® onde R é da forma

R = 0 cose —senp (21.90)
0 senp cosyp

com ¢ € (—m, 7. O

A discussdo precedente nos informa que cada elemento R de SO(3) representa uma rotagdo de um certo angulo
€ (—m, 7] em torno de um eixo (que passa pela origem) definido por um vetor 7 € R?® (que podemos sempre escolher
como tendo norma 1, ou seja, ||7]| = 1)?!. Essa afirmagao é por vezes denominada Teorema da Rotagio de Euler, que o
demonstrou pela primeira vez (com outros argumentos) em 1776.

e Os geradores infinitesimais de SO(3)

Pela discussao precedente, se considerarmos os elementos de SO(3) que correspondem a rotagdes por um angulo ¢
no sentido anti-hordrio em torno dos eixos candnicos 1, 2 e 3 do espaco tridimensional R? (eixos esses que suporemos

21No caso R = 1 tomamos 6 = 0 e 77 arbitrario.
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orientados positivamente, como usual), teremos que as respectivas matrizes de rotagao sdo dadas por

1 0 0 cose 0 senyp cose —senp 0
Ri(p) == [0 cos @ —seny | > Ro(p) = 0 1 0 e Ri(p) = senp cosp O
0 seny cosp —senp 0 cosep 0 0 1
(21.91)

com ¢ € (—m, «]. O estudante deve convencer-se do fato que a diferenca de sinal nos senos entre Ra(¢) e as outras duas
matrizes em (21.91) se deve ao fato de que as trés matrizes representam rotagdes no sentido anti-hordrio.

E um exercicio elementar (faga-o!) verificar que cada matriz R;(0) representa um subgrupo uniparamétrico de SO(3):
Ri(0)=1¢e R;(0)R;(¢) = R;(0 + ¢'). Os geradores infinitesimais desses subgrupos sdo dados por

1 0 0 0 0 O
Jioi= iRl(‘P) = i 0 cosp —senyp = 00 -1 |- (21.92)
dep =0  do
0 senp cosyp 01 0
©=0
cosp 0 senp 0 0 1
d d
J2 — _R2 ()0) —_ 1 = s 2193
i ( o 0 0 0 0 0 (21.93)
—senp 0 cosep -1 0 0
©=0
cose —senp 0 0 -1 0
d d
J3 = —R3 [%2) = — = 1 . 21.94
dp ()ga:O dy senp cose 0 0 O ( )
0 0 1 0 0 O
©=0

Para ilustrar a discussao que faremos na Secao 21.5.2, pagina 1091, notemos aqui que as trés matrizes J; compoem uma
base no espago das matrizes 3 x 3 antissimétricas.

E relevante constatar, contemplando (21.92)—(21.94), que os elementos de matriz das matrizes J,, a = 1, 2, 3, séo
dados por
(Ja)bc = —Eabc (2195)

22

onde €4pe, com a, b, c =1, 2, 3, é o chamado sémbolo (ou tensor) de Levi-Civita®?, definido da seguinte forma:

1, se abc for uma permutacao par de 123,
€abe = —1, se abc for uma permutacao impar de 123, (21.96)
0, se quaisquer dois indices forem iguais.

O exercicio a seguir revela um fato importante sobre as matrizes J:

E. 21.44 Ezercicio importantissimo. Verifique que as matrizes J1, Jo e Js satisfazem as relacdes de comutacio

3
oy J] = D cave Je - (21.97)
c=1

22Tullio Levi-Civita (1873-1941).
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Sugestao 1: use a férmula explicita das matrizes J;, dada em (21.92)—(21.94), calcule seus diversos comutadores e constate a validade
de (21.97). Sugestao 2: use (21.95) e a identidade de Jacobi para os simbolos de Levi-Civita, relagdo (4.10), pagina 259. *

E. 21.45 Ezercicio. Sejam & = (a1, a2, a3) € R3 e B = (B1, B2, B3) € R3. Usando (21.97), mostre que
[a-f,@f]:(&xﬁ)-f, (21.98)
sendo que “x” denota o produto vetorial em R® e & - J é uma abreviacdo sugestiva para a1J1 + azJ2 + asJs. *

Os Exercicios E. 21.44 e E. 21.45 dizem-nos que as matrizes J;, Jo e J3 geram uma algebra de Lie, denominada
algebra de Lie so(3) (com letras mindsculas), para lembrar sua associagdo com o grupo SO(3).

E. 21.46 FEzercicio. Verifique que as matrizes J1, J2 e J3 satisfazem

0 0 0 10 0 1 0 o0
()2 =10 -1 o|=E, (L)’=|0 0 o =FE, e (JB)>=]0 -1 o] = BEs, (21.99)
0 0 -1 0 0 -1 0 0 0

e que vale

*
E. 21.47 Ezercicio. Verifique que com as matrizes E1, E2 e E5 acima podemos escrever
Ra(p) = 1+ (1 —cos(p))Eq + sen(p)Ja (21.100)
paraa=1, 2 e 3. *
Com o uso de (21.99) podemos facilmente provar o seguinte fato: para a =1, 2 ou 3 tem-se
Ra(p) = exp(pla) -

Vamos mostrar isso. Por (21.99) é evidente que J? = E,J, = —J, (verifique!). Logo,

J* = (=D*E,, VEkeN e J2RHL — (—1)*J,, VkeNg. (21.101)

Assim, temos para a =1, 2 ou 3,

x (pm
explpa) = L4y LI

m=1
> 00 k+1

= ¥ 2k ¥ 2k+1

= 1+ ) ——wJda + J?
kz::l (2k)! kZ::O (2k 4+ 1)!

(21.101) L (—1)k L2k 2 (—1)kp2kt
+<; (2k)! 7 kz:% k+1)! )¢

(21.100)

que é o que queriamos mostrar.
* Kk x
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E. 21.48 Ezercicio. Sejam as matrizes de rotagdo definidas em (21.91). Mostre que vale a relagdo
Ry(—m/2)Ra(~7/2)Ra(~7/2) = Ri(—/2)

e interprete-a geometricamente. *

e Os geradores infinitesimais de SO(3) e a aplicacdo exponencial

Vamos agora mostrar que todo elemento de SO(3) pode ser escrito como exponencial de uma combinagao linear das
matrizes J,. Antes, porém, precisamos estabelecer uma certa convencgao.

Como comentamos anteriormente, cada elemento R de SO(3) representa uma rotacao de um certo angulo 6 € (—m, 7|
em torno de um eixo definido por um vetor 7 € R? (que podemos sempre escolher como tendo norma 1, ou seja, ||7]| = 1).
Agora, uma rotagao de um angulo 6 em sentido anti-horario em relacao a 7j corresponde a uma rotacao de um angulo 6
em sentido horario em torno de 7 ou a uma rotagao de dngulo —f em sentido anti-horario em relagao a 7. Para evitar
essas ambiguidades, vamos doravante adotar a convenc¢ao de considerar apenas rotagoes em sentido anti-horario e limitar
o angulo # ao intervalo [0, 7).

Designaremos por R(G, 77') a matriz de rotagdo de um angulo 6 € [0, 7] em sentido anti-horario em torno de 77 € R3
com ||77]| = 1. Convencionamos também que a rotagao identidade 1 é entendida como uma rotagao de um angulo nulo
em torno de um eixo arbitrario: 1 = R(O, ﬁ) Um comentério elementar que serd relevante no que segue é que se duas
matrizes de SO(3) realizam uma rotacao de um mesmo angulo em torno de um mesmo eixo, entdo essas matrizes sao

iguais.
E. 21.49 Ezercicio. Justifique essa (ltima afirmag3o! *

Temos, entao, a seguinte proposigao:

Proposigao 21.6 Seja R(@, ﬁ) € SO(3) uma rotagdo em sentido anti-hordrio de um angulo 6 € [0, 7] em torno de um
eizo definido por um vetor 7 € R?, 7 = (1, 02, 1n3), com ||7j]| = 1. Entdo, podemos escrever

R(0, 77) = exp (9ﬁ~ f) , (21.102)
onde 1j - J = mJ1 + n2da + n3Js. Calculando-se a exponencial acima obtém-se
5\ 2 -
RO, 7) = 1+ (1— cos(9)) (ﬁ~ J) + sen(6) (ﬁ J) , (21.103)
ou seja, escrevendo-se explicitamente,
(1 — cos(0))n? + cos(6) (1 —cos(8))mmnz — sen(f)ns (1 — cos(0))nins + sen(B)ns
R(0, 1) = (1 —cos(8))mn2 + sen(6)ns (1 — cos(8))n3 + cos(H) (1 —cos(8))nsmy — sen(@)yy | - (21.104)
(1 —cos(8))mns — sen(@)n2 (1 — cos(0))nsn2 + sen(f)m (1 — cos(0))n3 + cos(f)
Por fim, para & € R? arbitrdrio, tem-se que
R(O, )@ = @+ (1-cos(0)) (7% (7x @) + sen(6) 7 x & (21.105)
= cos(0)d+ (1 —cos(0)) (7 @) if+ sen() 7 x & . (21.106)
As expressdes (21.103) e (21.105)-(21.106) sdo denominadas férmulas de Rodrigues?® para o grupo SO(3). |

23Benjamin Olinde Rodrigues (1794-1851). Rodrigues foi banqueiro, socialista, e matemético amador, nascido na Franga, mas de origem
judeo-portuguesa. Seu nome é mais conhecido por uma identidade sobre polinémios de Legendre, a equagao (16.40), pagina 806, (vide também
Segdo 16.1.2, pagina 803 para generalizagdes).
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Antes da demonstracdo, facamos alguns

Comentdrios. A Proposigao 21.6 revela-nos que B(@7 ﬁ) depende do angulo 6 e do vetor 7 através da combinacdo 677. O vetor 67 é, por isso,
denominado vetor de rotagdo associado ao elemento R(6, 7j) € SO(3).

A férmula de Rodrigues (21.103) também pode ser obtida com o uso do Célculo Funcional (Teorema Espectral). Vide Exercicio E. 21.123,
pagina 1147.

Para uma prova mais geométrica de (21.106), siga os passos indicados no Exercicio E. 21.124, pagina 1147. As expressdes (21.105)—(21.106)
s80 interessantes por exibirem explicitamente a acdo da rotacao R(G, ﬁ) sobre cada vetor & € R3. &

Prova da Proposicdo 21.6. A equagdo (21.102) é evidente no caso § = 0. Vamos supor R(G, ﬁ) # 1 e, portanto, 6 # 0.

Pela Proposicao 21.4, pagina 1053, existe um subespaco unidimensional Vi que é deixado invariante por R(@, 7)) E
6bvio que R(@, ﬁ)ﬁ: 7.

O que faremos para demonstrar nossa proposi¢ao é mostrar que exp (977' T ) é uma matriz ortogonal, de determinante
1, e que mantém 7 invariante e roda os vetores perpendiculares a 7 de um angulo 6 (no sentido anti-hordrio) em torno
do eixo definido por 7. Com isso, podemos identificar R(G, ﬁ) = exp (Hﬁ T ), COMO quUeremos.

Vamos abaixo calcular de modo mais explicito o que é a matriz exp (Hﬁ T ) mas, antes disso, vamos demonstrar que

exp (977’ T ) € SO(3). Para isso, comegamos com a observac¢ao que

0 —m3 n2
q-J = mh+mhtnds = | 5 0 —n (21.107)
—N2 M 0
é uma matriz antissimétrica, ou seja, (7 - f)T =—17- J. Note-se que seus elementos de matriz sao dados por
3
(ﬁ- J)__ = = e (21.108)
” k=1
Assim,
AT 00 om ST\ ™ 00 _pym . 4 -1
(o7 A" = LT (7)) = X S = ew(00-7) = [o (07:7)]

=

Isso demonstrou que exp(67- J) é uma matriz ortogonal, ou seja, sua transposta é igual a sua inversa. Resta-nos mostrar
que det (eXp (Hﬁ- j)) = 1. Como exp (977’- f) é ortogonal, seu determinante é £1. Assim, como det (eXp <9ﬁ- f))

depende continuamente de 6 (para isso, vide, por exemplo, a expressao (21.111), abaixo), temos que det (exp (977 J ))
é constante para todo 6 € (—m, w]. Calculando em 6 = 0, teremos

=

det (exp (977'-J>> = det (exp (Oﬁj)) = det(l) = 1.

Um segundo argumento que pode ser empregado para se provar o mesmo fato é evocar a Proposicao 10.14, pagina 466,
segundo a qual vale

det (eXp <9ﬁ- j)) = eeTr(ﬁ'j) )

Como ﬁ~jé uma matriz antissimétrica, segue que Tr(ﬁj) = 0 (evidente por (21.107)) e, portanto, det (exp (977' j)) =1.
Estabelecemos, assim, exp (977' j) € SO(3) para todo 8 e todo 7.

Vamos agora expressar de modo mais explicito a matriz exp (977' -J ) Para isso, serda importante mostrar que

(ﬁ~f)3 - f(ﬁj) . (21.109)
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A maneira pedestre de mostrar isso é por verificacdo explicita. De fato, por (21.107),

=1 mn2
N2
(" ' J) = mne M1 mme | (21.110)
mns  msmz n3—1

Multiplicando-se novamente por 7 - j, obtém-se (21.109). Temos, entdo, o seguinte: para todo k € IN, vale

70" = o= (r0) e (7)) = cvr(a)

Logo,
L — 0" LA™
exp(@n-J) = 1+ Z:IW (77-J>
92k N2k 2, g2kt N 2k+1
S LA S SHL
! !
£ (2k)! £ (2K + 1)
o (_1)k+192k oo 2 0 (_1)k92k+1 oo
= 1 ~ . —t |7
+<Z 2k)! (77) + (X e )T
k=1 k=0
2\ 2 -
= 1+ (1 cos(d)) (ﬁj) + sen(d) (ﬁ-J) .
Resumindo,
- 2\ 2 5
exp (977-]) = 1+ (1 cos(d)) (ﬁ]) + sen(d) (ﬁ-]) . (21.111)
Seja agora @ € R3, arbitrario. Tem-se que
(ﬁ- f) & =ixa. (21.112)
E. 21.50 Ezercicio. Verifique-a usando a forma explicita (21.107) de 77 - J ou usando (21.108). *
Segue imediatamente de (21.112) que
22
(ﬁ-J) a=qx(fxa) "2V (G-a)q-a, (21.113)

onde, na segunda igualdade, usou-se a bem conhecida identidade (4.14), pagina 260 (que afirma que @ X (5 X 6') =
(6~ 5)57 (d’~ l?)é'para quaisquer vetores @, b, ¢ € R?), bem como o fato que ||| = 1. Retornando com isso a (21.111),
temos imediatamente que

exp (07 7) @ = @+ (1 cos(0)) (7 (7% @)) + sen(0) 7 x @ (21.114)
= cos(f)a+ (1 —cos(9)) (7 a@) 7+ sen(d) i x a . (21.115)

Vamos agora provar que exp (977' -J ) mantém o vetor 77 invariante e roda os vetores ortogonais a 77 por um angulo 6

no sentido hordrio, o que nos permite identificar R(G, ﬁ) = exp (Hﬁ -J )
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De (21.114) segue imediatamente que
exp (677 7) 77 = 7,
ou seja, tal como R(@, ﬁ), a matriz exp (977' T ) mantém 7] invariante para qualquer . Tomemos agora um vetor unitario

5 que seja ortogonal a 77. Os vetores 5 enx 5 sao ambos unitarios e formam uma base ortonormal no subespaco ortogonal
a 7. Evocando (21.115), e usando que 77 - ¢ = 0, que 7 - (ﬁx f) =0 e que 77 X (ﬁx Q?) = —(, temos

exp (977'- f) ¢ = cos(0) C+ sen(6) (17 x Q?) ,

exp (977' f) (77 x 5) = —sen(d)( + cos(d) (77 x 5) ,

como facilmente se constata (faga-o!). Essas rela¢oes mostram-nos claramente que exp (Hﬁ T ) age no subespaco gerado
por 5 e 17 X 5 como uma rotacado de um angulo 6 no sentido anti-hordrio. Assim, podemos identificar R(G, ﬁ) =

exp (977’- f), o que completa a demonstracao da Proposicao 21.6. |

Resumindo nossas conclusoes,
SO(3) = {exp (Hﬁ- j) , 0€0,n], 7ER? com |7 = 1} .

O leitor deve atentar para o fato que alguns elementos listados no conjunto a direita podem ser idénticos, vide comentario
adiante.

A Proposicao 21.6, pagina 1057, estd dizendo-nos que todo elemento de SO(3) pode ser escrito como a exponencial
de um elemento de sua dlgebra de Lie. Isso constata um teorema geral (vide, por exemplo, [347]) que diz que se um
grupo de Lie é compacto?* e conexo e sua dlgebra de Lie é semissimples, a aplicacio exponencial da sua algebra de Lie
é sobrejetora no grupo. De fato, SO(3) é compacto, conexo e so(3) é semissimples.

Finalizamos com uma breve observacao, um tanto evidente, mas que serd evocada mais adiante:

Proposigao 21.7 Seja ij € R®, 7 = (n1, 12, n3). Entdo, a matriz exp (977 j) € igual a matriz identidade se e somente
se 8 = 2mwn paran € 7. O

=)

2\ 2 -
Prova. De (21.103) vemos que exp (Hﬁ- J) =1 se e somente se (1 — cos(f)) (ﬁ' J) + sen(6) (ﬁ J) = 0. Agora, vemos
por (21.107) e (21.110) que as matrizes 77 - .J e (ﬁ' T ) s@o linearmente independentes (observe que todos os elementos

. Ny
da diagonal de 77- J sao nulos, ao contrario de (ﬁ - ) , cujos elementos da diagonal nunca podem ser todos nulos). Logo,

devemos ter cos(d) =1 e sen(f) = 0, o que se d4 se e somente se § = 27rn para n € Z. |

e O espaco dos pardmetros do grupo SO(3)

Para continuar esta exposigao sobre o grupo SO(3), vamos descrever sua estrutura enquanto variedade. Como vimos,
os elementos de SO(3) sao parametrizados por pontos 077 de R?, sendo que 6 € [0, 7] e ||77]] = 1. O conjunto de todos os
pontos desse tipo compreende a esfera fechada de raio m centrada na origem. Para cada 17 fixo, os dois pontos antipodas
da superficie dessa esfera que estao na diregao definida por 77 sao +77]. E claro, porém, que tais pontos correspondem
a mesma rotagdao: uma rotagao de m em torno de um 77 é o mesmo que uma rotacao de m em torno de —17. De fato,

é trivial verificar por (21.111) que exp (ﬂ'ﬁ'- f) = exp (—ﬂﬁ- j) Assim, SO(3) corresponde nessa imagem ao espago
obtido tomando-se uma esfera fechada e identificando-se todos os pares de pontos antipodas de sua superficie.

Na linguagem da topologia e das variedades, o conjunto obtido por essa construcgao coincide com o chamado espaco
projetivo real, denotado por RP3, que é definido como o conjunto de todas as linhas retas em R* que passam pela origem.

24Para a definicdo da nocio de compacidade e suas propriedades, vide Secdo 32.3, pagina 1514.
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Com mais generalidade, o conjunto RP" é a variedade topolégica (diferencidvel) n-dimensional formada pelo conjunto
de todas as linhas retas de R"*! que passam pela origem. O espaco projetivo real RP™ é definido e analisado na Secao
33.4.6, pagina 1637. A péagina 1639 esclarecemos por que RP™ pode ser também entendido como o conjunto obtido
tomando-se uma bola fechada em R"*! e identificando-se os pontos antipodas de sua superficie.

SO(3) é homeomorfo, enquanto variedade, ao espaco projetivo RP?. Como veremos na préxima se¢do, o grupo SU(2),
que ¢ fortemente aparentado a SO(3), tem outra estrutura: SU(2) é homeomorfo a $3, a superficie da bola de raio 1 em
R*. Para uma introducio ao estudo de variedades, vide Capitulo 33, pdgina 1582, e outras referéncias 14 citadas.

21.4.2.1 Mais Propriedades das Matrizes de SO(3)

As férmulas de Rodrigues (21.103) e (21.105)—(21.106) permitem a obtencao de outros resultados relevantes sobre as
matrizes que compoem o grupo SO(3). Nesta se¢do exibiremos alguns deles.

Proposicao 21.8 Sejam 7, e ij» dois vetores unitdrios de R3. Entdo, existe Ria = Ry (912, 77'12) € SO(3) tal que
Ri2Th = 72, ou seja, existe uma matriz de SO(3) que leva 71 em 7.

1. No caso em que 7y = ij2 podemos escolher (evidentemente) Rio = 1, ou seja, 12 = 0 e fj12 arbitrdrio.

2. No caso em que 7y = —fj2 podemos escolher 15 = 7 e T2 qualquer vetor que seja ortogonal a 7y (e, portanto, a
72)-

3. No caso em que 7y # 12 e 1 # —Tja, podemos escolher

=
Ry = R(Glg, ﬁlg) s com 019 = arccos (’171 ﬁg) S [O, 7T] e ’1712 = M .
[
O
Prova. O caso em que 7j; = 7j» é trivial. No caso em que 7; = —7j» a escolha 615 = 7 fornece por (21.106)

R(b12, o) = —i1 +2(Frz - 1) Tz

que vale —1]; = 7j3 se tivermos 712 - 71 = 0, ou seja, se 712 for ortogonal a 7 (e, portanto, a 7).

O tnico caso que realmente requer algum esfor¢co de demonstracao é o caso em que 71 # 72 e 71 # —fa. A escolha
012 = arccos (ﬁl ﬁg) € [0, 7] significa que 012 é o dngulo formado entre 77; e 772. Logo, cosb1a = 77172 e senfias = Hﬁl X ﬁQH
Portanto, por (21.106), temos

R(012, T2) 7 #1109 (- )i+ (1 % 72) x T ) (77 )T — (71 - 7)) T+ 72 = 7a

onde na primeira igualdade usamos também que 712 - 71 = 0 (por ambos os vetores serem mutuamente ortogonais) e na
pentltima usamos também o fato que ||ﬁ1 H =1. |

O que essa proposicao diz é que SO(3) age transitivamente na esfera de raio 1 de R?®: qualquer vetor unitdrio pode
ser levado a qualquer outro vetor unitério por meio da agéo de algum elemento de SO(3).

O resultado a seguir é ébvio sob varios aspectos, mas ainda assim apresentamos uma prova do mesmo.

Lema 21.5 Se R € SO(3), vale
R(@x f) = (Rd) x (RB) , (21.116)

para todos &, 5 € R3. O
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Prova. Seja R = R(G, ﬁ) para algum vetor unitdrio 7 e algum 6 € [0, n]. Usando a bem conhecida identidade (4.14),
pagina 260, é facil ver que

(R(ax 7)) x ((Ra) x (RF)) 2" ((R(d‘ < 7)) .RB) Ra - ((R(@’ <)) -Ra) Rrj

—

_ ((&xg)~ﬁ)R&7((&xﬁ)~&)R§ = 0.

Na segunda igualdade usamos o fato que R preserva produtos escalares e na terceira igualdade usamos o fato que @ x E
é ortogonal a @ e a 5 Isso mostrou que R(éz’ X E) = A((Ro?) X (Rg)) para alguma constante A € R.

Como R preserva a norma dos vetores, temos

HR(O’Z X 5)

| = llax 3]l = [lal 7] sen
onde ¢ é o angulo entre @ e E Temos também

| () x (r3)

| = ||7a|[|R3 | seng’ = ||| | B]|sene’

onde ¢’ é o angulo entre RA e RB. Como R também preserva o angulo entre dois vetores (pois preserva suas normas
e seu produto escalar), tem-se ¢’ = ¢. Disso segue imediatamente que A = 1. A matriz R = R(G, ﬁ')) é continua
em . Como A pode assumir apenas dois valores, a continuidade diz-nos que A nao se altera em uma vizinhanca aberta
de 8 = 0 (em verdade em parte alguma, pela compacidade e conexidade do grupo). Para § = 0 temos R = 1, em
cujo caso vale evidentemente A = 1. Esse valor de A, portanto, é o mesmo para todo 6 e, assim, estabeleceu-se que

R(@x ) = (R@) x (RB). ]

E. 21.51 FEzercicio. H3 outras provas do Lema 21.5. Prove-o, por exemplo, usando diretamente (21.105)-(21.106). Vide também
Exercicio E. 21.53, pagina 1063. *

Uma consequéncia do Lema 21.5 é a seguinte proposi¢cao importante:

Proposicao 21.9 Se Ry € SO(3) wvale

RoR(0, 7)Ry" = R(0, Roij) (21.117)

para todo vetor unitdrio i € R3 e todo 6 € [0, 7]. Assim, tem-se
exp <9(Roﬁ) .f) = Roexp (9ﬁ-f)Rgl = exp <9ﬁ~ (Rongl)) . (21.118)
O

Prova. Seja @ € R®. Temos por (21.106)

(21.106)

R(8, Roif) Rod cos(0) (Rod) + (1 — cos(0)) ((Ro) - (Rodd) ) o + sen(0) ((Roff) x (Rod))

= cos(0)Rodl + (1 — cos(0)) (77 - @) Roif + sen(8) Ro (7] x @)
= Ro [cos(@)(éz’) + (1 —cos(9)) (77 - @) 77 + sen(8) (7] x 62)]
G2 RoR(6, ) d

sendo que na segunda igualdade usamos que Ry preserva produtos escalares e usamos (21.116). Como isso vale para todo
a € R3, estabelecemos que R(G, Roﬁ)Ro = ROR(G, ﬁ), completando a demonstragao de (21.117). A relagdo (21.118)
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segue disso e do fato provado alhures que Pexp(A)P~! = exp (PAP*I) para quaisquer matrizes quadradas A e P de
mesma ordem (P inversivel). [ |

As Proposigoes 21.8 e 21.9 tém o seguinte corolario evidente:

Corolario 21.1 Sejam i e 72 dois vetores unitdrios de R3. Entdo, existe Ri2 € SO(3) tal que
R(9, ) = Ri2R(0, MRy, -

A expressdo para a matriz Ria € SO(3) € a mesma descrita na Proposi¢do 21.8. O

Outra consequéncia util da Proposigao 21.9 é a identidade
(Roﬁ) J = Ro(if- IRy = 7f- (RofR51> , (21.119)

que pode ser provada diferenciando-se os termos da igualdade (21.118) em relagdo a 6 e tomando-se § = 0. A relagao
(21.119) é vélida para qualquer Ry € SO(3) e qualquer 77 € R? (aqui ndo é necessério impor ||7j]| = 1, por razdes ébvias).

=

E. 21.52 Ezercicio. A relagdo (21.119) diz-nos que R(H, ﬁ) (o’Z . J)R( -0, 77) = (R(@, ﬁ)&) - J. Usando a férmula de Rodrigues
(21.106), obtenha a relagdo

R0, 7) (& T)R( =0, 7)) = cos(0) (@~ T) + (1~ cos(®)) (77 @) (7 T) + sen(6) (7 x @) - J (21.120)

Essa relagdo é particularmente (til no caso em que & e 7] sdo vetores da base candnica {ei1, e2, es} de R®. Mostre que

3
Rk(a)Jle(—H) = ((Sk,l + (1 — (5]@71) COS(Q)) J + sen(@) Z EkimdIm (21.121)
m=1
tomando 77 = e e & = e; na relagdo (21.120), com k, | € {1, 2, 3}. *
E. 21.53 Ezercicio. Demonstre a relacdo (21.116) usando (21.119) e as relagdes de comutacdo (21.98). *

e Fixando rotagoes com pares de vetores ortonormais

- 1 0
Vamos denotar por e, k = 1, 2, 3, os vetores da base canénica de R3: e; = (8)’ e = (é) e ey = (
Naturalmente, (ek)l = 0.

Se R € SO(3), suas colunas sao as imagens da base candnica por R: se

Rii Riz R Ry
R = Ry; Ros  Ros , entao Rop | = Re;. .
R31 R332z Rs3 Ry,

Assim, a imagem de R nos trés vetores da base candnica fixa R univocamente. Em verdade, é suficiente considerar a
acao em apenas dois desses vetores pois tem-se, por exemplo, Res = R(e1 X 62) = (Rel) X (Reg) (pelo Lema 21.5,
pagina 1061). A reciproca dessa afirmagao é também verdadeira:

Proposicao 21.10 Sejam €] e e, dois vetores ortonormais, ou seja, satisfazendo e, -e, = dqp. Entdo, existe uma matriz
R € SO(3), dnica, tal que Re; = €}, Res = €}, e Rez =€} X €},. O




JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 21 1064,/2558

Prova. Seja e} := €] x e€5. Como € = {el, ey, 63} e & = {e’l, e, e’3} sdo bases em R? podemos expandir qualquer
vetor ¥ € R? em ambas: ¥ = x1e; + z2es + z3€3 = 7)€} + rhel + zhel, com v, = T e e o, =I-e, k=123

Afirmamos que a matriz R procurada tem elementos de matriz dados por

Rij =e;-€;, 4,j=123. (21.122)

Antes de provarmos que a mesma pertence a SO(3), calculemos sua agao sobre os vetores da base canonica. Teremos

3 3
(Rek)i = ZR (ek ZRZ] 5]16 = Ry = e;- ek
Jj=1 j=1
Logo,
3 3
Re’“:ZRek Z ‘ep)e; = e, k=12 3.
=1 i=1

Como e3 = e1 X eq, 0 fato que Res = €} ja seguiria diretamente do Lema 21.5, pdgina 1061.

Da definicao vé-se que a k-ésima coluna de R é o vetor e), (na base £). Com isso, a condicio de ortogonalidade
RRT = 1 segue da ortonormalidade dos elementos de &€’. A condicdo det(R) = 1 segue do fato de &’ ser positivamente
orientado. H

A Proposigao 21.10 serd relevante para nossa discussdo sobre os angulos de Euler, a ser feita mais abaixo.

Resumimos a discussao acima da seguinte forma:

Corolario 21.2 O grupo SO(3) pode ser bijetivamente associado ao conjunto de todos pares ordenados (e’l, e’2) € R3xR?
com €] - €} = d;5, i, j =1, 2. O

Os vetores unitérios e, podem ser associados bijetivamente a pontos da esfera unitaria $2. Para cada e’ os vetores €

1 1 2

ue sfo ortogonais a €} podem ser bijetivamente associados ao circulo unitdrio $'. Assim, concluimos que SO(3) ~ $2x $1.
1 9

21.4.2.2 SO(3) e os Angulos de Euler

Nesta se¢ao expomos mais uma forma de expressar as matrizes de rotagdo R € SO(3), desta vez em termos dos chamados
angulos de Euler. Essa nova forma é relevante na descricao do movimento de corpos rigidos na Mecanica Classica, na
Astronomia (Dindmica Planetdria) e também surge no contexto da Mecénica Quéantica. Algumas dessas aplicagoes &
Mecanica Classica serao discutidas na Secao 44.4, pagina 2407. Usaremos diversos resultados anteriores, especialmente
da Segao 21.4.2.1, pagina 1061, mas comecamos com mais alguns resultados preparatorios.

e Mais alguns resultados tuteis sobre rotagoes

Proposigao 21.11 Sejam d e 5 dois vetores unitdrios de R? e seja R(9 ﬁ) € SO(3) a matriz de rotagdo por um dngulo
0 em torno de um terceiro vetor unitdrio 1. Entao, existird um angulo 0y tal que R(GO, )a € ortogonal a ﬁ, ou seja,
< (90, )a, 5>R =0, se e somente se a condi¢ao

(@-5) a-B)(i-a)(i- ) ((07><5)-77)2 >0 (21.123)

for satisfeita. O

Prova. Por (21.106) tem-se

(R(0, 7)a, B}R = cos(d)a - B+ (1 —cos(9))(77-a) (77 - B) + sen(f) (@ x B) 7.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 21 1065/2558

(Acima usamos que (ﬁ X 62) B = (62 X B) - 17, identidade (4.13), pagina 260). Desejamos, portanto, saber se existe um
angulo 0 tal que

cos(0)|@- 3~ (7-@) (7 3)| + sen(®)| (@ x B) -7 = ~(7-a@) (7 F) - (21.124)
Afirmamos que, para A e B constantes reais, a imagem da funcao

f(0) = Acos(0) + Bsen(d) , R,

¢é o intervalo fechado {— VA2 + B2, /A2 BQ] Se VA2 4+ B? = 0 essa afirmagao é ¢bvia (poisai A= B =0e f é
identicamente nula). Se v/ A2 + B2 # 0, defina-se sen(d) := A/v/ A% + B? e cos(d) := B/ A% + B? e teremos

f(0) = VA2 + B2(cos() sen(8) + sen(f) cos(0)) = v/ A%+ B2sen(f +9) ,

0 que torna a afirmacao evidente.

Adotando-se A =a - 3— (77' o'Z) (ﬁ' E) e B= (62 X 5) -7, a equagao (21.124) serd satisfeita para algum angulo 6y se e
somente se

~(7-@) (7-8) € |- VA2t B, VB,

ou seja, se e somente se (ﬁ' 62)2(77~ 5)2 < A? + B2, Expandindo-se o lado direito, vé-se facilmente que essa condicdo é
idéntica a condigao (21.123) |

O coroldrio a seguir serd usado quando da nossa discussao sobre a parametrizacao de SO(3) em termos dos chamados
angulos de Euler.

Corolario 21.3 Sejam d e E dois vetores unitdrios de R? e seja R(G, 77') € SO(3) a matriz de rotagao por um dngulo 0
em torno de um terceiro vetor unitdrio 1. Assuma que 7] € ortogonal a &. Entdo, existird um angulo 0y tal que R(GO, ﬁ)d’
€ ortogonal a 5, ou seja, <R(90, ﬁ)éz’, 5>R =0. O

Prova. Sob a hipétese que 77- & = 0 a condigao (21.123) ﬁca E) + ( a x E) ) > 0, a qual, evidentemente, é sempre
satisfeita. ]

O Corolério 21.3 é geometricamente intuitivo, mas ¢ preciso destacar que a condig¢ao 7-a=0¢ importante. Se os
trés vetores 77, d e ﬂ forem préximos, ou seja, quase-paralelos, entao R(9 n)a pode nunca ser ortogonal a ﬁ nesse caso,

o cone descrito por R(G n)a quando € varia pode nunca interceptar o plano ortogonal a 6 que passa pela origem.

e Parametrizagao de rotagoes em termos de angulos de Euler

Vamos agora apresentar o resultado principal da presente secio: a parametrizacio de rotacdes em R? em termos dos
chamados angulos de Fuler.

Seja R € SO(3), sejam ey, k = 1, 2, 3, os vetores da base canénica de R®. No que segue, denotaremos por e} o vetor
unitério obtido apds a agdo de R sobre ey, ou seja, e} := Rey, k = 1, 2, 3. Os vetores {e’l, e, eg} compdem também,
evidentemente, uma base ortonormal em R3. Para o acompanhamento do que segue a Figura 21.2, pdgina 1067, deve ser
de utilidade.

Teorema 21.9 (Parametrizagao de Rotagdes em Termos dos Angulos de Euler) Seja R € SO(3) e sejam ey,
k=1,2,3, os vetores da base candnica de R? e vamos assumir que e = Res # +es.

Entao, existem trés dngulos 6 € (0, 7), ¢ € [0, 2w) e ¢ € [0, 27), denominados dngulos de Euler, tais que R pode
ser escrita na forma

R = R(p, e3)R(0, e1)R(¢, es) = Rs(p)R1(0)Rs(¢) , (21.125)

(na segunda igualdade apenas empregamos a notagao de (21.91), pdgina 1055). A expressio (21.125) afirma que R €
um produto de trés rotacoes sucessivas: uma rTotacao de um angulo ¥ em torno do eixo 3 sequida de uma rotacdo de um
angulo 0 em torno do eizo 1 e, finalmente, sequida de uma rotagcao de um dangulo @ em torno do eixo 3.
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Além disso, R também pode ser escrita na forma
R = R(v, e5)R(0, T )R(p, e3), (21.126)
onde e} := Rez = R(0, 1i )es e onde
i = R(p, e3)er = R(—1), e})e] (21.127)

com €} := Re1. A parametriza¢io (21.126) afirma que R pode ser escrita como o produto de trés rotagdes sucessivas:
uma rotacdo de um angulo @ em torno do eizo canonico 3 sequida de uma rotacao de um angulo 8 em torno de um certo
vetor unitdrio 1 situado no plano definido por e, e es e sequida, finalmente, por uma rotagcao de um angulo ¥ em torno
do eizo definido pelo vetor €5 = Res. Vide Figura 21.2, pdgina 1067.

No caso em que €5 = Resz = +es, podemos escrever R na forma

R = R(p, e3), (21.128)

com @ € [0, 27), e no caso em que €5 = Res = —eg, podemos escrever R na forma
R = R(p, e3)R(T, e1) , (21.129)
com ¢ € [0, 7). O

Antes de apresentarmos a demonstracao desse teorema, facamos alguns comentérios.

1. A forma explicita da matriz R em termos dos dngulos de Euler 6, ¢ e ¢ fornecida pela relagao (21.125) é exibida
na expressao (21.137), pdgina 1069.

2. Os trés angulos de Euler que surgem em (21.125) e (21.126) tém denominagoes especiais na Mecéanica Cléssica
e na Dinadmica Planetaria. O angulo 6 é denominado dngulo de nutacdo, o angulo ¢ é denominado dangulo de
precessao e o angulo ¥ é denominado dngulo de rotagao (intrinseca). Vide [231], [17] ou [141] para o emprego dessa
nomenclatura na Mecanica Classica.

3. O vetor unitdrio @ que surge em (21.126) é denominado vetor nodal. Ele estd situado na intersecgdo do plano
definido por e; e e com o plano definido por €] := Re; e e) := Rey. O vetor unitério il pode ser obtido rodando o
vetor e; por um angulo ¢ em torno do eixo candnico 3 (vide a defini¢ao (21.127) e vide Figura 21.2, pdgina 1067.)
ou rodando o vetor €] de um dngulo —1) em torno do eixo €} (vide a demonstragdo do Teorema 21.9, logo adiante,
e vide Figura 21.2).

4. Na demonstracao do Teorema 21.9, logo adiante, provaremos primeiramente a validade da parametrizagéo (21.126)
e dela obteremos a parametrizagao (21.125).

5. A parametrizagao (21.125) de uma rotacdo em termos de trés rotagoes sucessivas em torno dos eixos 3, 1 e 3 pode
ser estendida a quaisquer outros dois eixos candnicos distintos: se a, b € {1, 2, 3} e a # b, entdo existem angulos
Oab, Pab € Yap tais

R = R(@abs €a)R(0up, €) R (ab, €a) (21.130)

Os angulos 0,5, ©ab € Yap sao também denominados angulos de Euler, mas é importante nao confundi-los. A relagao
(21.126) também se generaliza analogamente. H4a ao todo seis convengoes distintas possiveis para as escolhas dos
dois eixos distintos. Adiante demonstraremos apenas a validade da parametrizagao (21.125) (eixos 3-1-3) ¢ a
extensao a outros pares de eixos distintos ficara ébvia.

6. A convengdo que adotamos, com os angulos de Euler 6, ¢ e 1 e rotagdes nos eixos sucessivos 3—1-3 é a mais comum
em textos de Mecéanica Classica, sendo adotada, por exemplo em [231], em [17] e em [141] (assim como em alguns
textos de Teoria de Grupos, como [284]). Na Mecéanica Quéantica e na Fisica Nuclear a convengdo mais adotada
parece ser a 3—2-3. Areas especificas da Engenharia adotam outras convengdes que nao a convengao 3—1-3. A
referéncia [141] discute diversas convengoes em um apéndice.
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7. E também possivel representar R € SO(3) utilizando rotagdes sucessivas em torno de trés eixos canonicos distintos,
como por exemplo

R = R(¢17 el)R(¢2, GQ)R(Cz)g, eg) .

Nesse caso, os angulos de rotacdo sdo denominados dngulos de Tait-Bryan® e hé seis convencdes possiveis para a
ordem dos trés eixos (6 = 3!). Seu emprego é mais comum nas Engenharias Naval, Aerondutica, Aeroespacial e
de Satélites. Muito confusamente, porém, na Engenharia Aeroespacial os dngulos de Tait-Bryan sdo denominados
angulos de Euler.

Nao trataremos aqui dessa parametrizacao diretamente no caso do grupo SO(3), mas na pagina 1080, apresenta-
remos essa parametrizacdo para o grupo SU(2) (vide Exercicio E. 21.65, pdgina 1080, e, em particular, a relagao
(21.165)). Dada relagao entre SO(3) e SU(2) a ser discutida na Sec¢do 21.4.5, pagina 1081, a validade dessa para-
metrizac¢ao no caso de SU(2) implica sua validade no caso de SO(3).

8. Os angulos de Euler (6, ¢, v), com 0 € (0, 7), ¢ € [0, 27) e ¢ € [0, 27), proveem SO(3) de uma carta local
de coordenadas, mas para § = 0 ou §# = 7 os demais dngulos ¢ e 1) nao estao definidos (tal “singularidade” do
sistema de coordenadas composto pelos angulos de Euler é similar ao que ocorre nos polos com o familiar sistema
de coordenadas esféricas no espago tridimensional). Essa indefinigdo de ¢ e ¥ quando 8 = 0 ou § = 7 é a razdo de
assumirmos e4 = Res # tes no inicio do enunciado do Teorema 21.9.

Figura 21.2: Esquema dos Angulos de FEuler. Sao indicados na figura os vetores unitarios ortogonais e;, ez, es, os
correspondentes vetores “rodados” (por R) €], €}, €%, o vetor nodal ii e os dngulos de Euler 6 (dngulo de nutagao), ¢
(dngulo de precessao) e ¢ (angulo de rotagao (intrinseca)). Os diversos vetores unitarios ndo estao desenhados na mesma
escala. O vetor nodal il estd localizado na intersecgdo do plano gerado por e; e ez com o plano gerado por €] e e,. O
angulo 6 é formado entre e3 e e5. O angulo ¢ é formado entre e; e ii. O dngulo ¢ é formado entre 7 e €].

25Peter Guthrie Tait (1831-1901). George Hartley Bryan (1864-1928).
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Prova do Teorema 21.9. Seja R € SO(3), sejam ey, k = 1, 2, 3, os vetores da base canénica de R? e sejam e, ‘= Rey,
k=1, 2, 3, os vetores da base obtida apds a agdo de R. Para o acompanhamento do que segue a Figura 21.2, pagina
1067, deve ser de utilidade.

Vamos primeiramente assumir que e5 = Res # teg e deixar os casos €5 = Res = teg para o final.

Como €} ¢ €] sdo ortogonais, podemos evocar o Coroldrio 21.3, pagina 1065, (adotando-se 7 = e}, d =¢€] e 5 =e3)
e afirmar que existe algum angulo —1 tal que R( — 1, e’3)e’1 é ortogonal a e3. Se assim for, o vetor R( — 1, e’3)e’1 estéd
no plano gerado por e; e es e, portanto, pode ser alcangado a partir de e; por uma rotacao de algum angulo ¢ em torno
de e3. Vale, portanto,

R(—1v, es)e] = R(yp, e3)er . (21.131)

E facil ao leitor convencer-se (vide Figura 21.2, pdgina 1067) que podemos limitar ¢ e ¢ aos dominios ¢ € [0, 27) e
¥ € [0, 2m) ou defini-los médulo 27.

Vamos definir ii € R?, denominado vetor nodal, como sendo o vetor unitario dado por
o := R(—4, e})e] = R(p, e3)e; . (21.132)
Afirmamos que 11 é ortogonal a e3 e a e5. De fato,

(i, e3), = (R(p, es)er, e3), = (e1, R(— ¢, ez)es), = (e1, e3), = 0

<ﬁ7 e13>]R = <R(*1/1, ef&)ella e£§>]R = <e117 R(wv eIS)e{S>]R = <eI17 e£§>]R =0.
Acima, usamos os fatos evidentes que R( — ¢, e3)e3 =e3, € R(w, eg)eg = e}, por serem rotagdes de vetores em torno

de seus préprios eixos.

Agora, se 1 é ortogonal a e3 e a e}, entao é possivel rodar o vetor e3 de um certo dngulo 6 em torno de @ de modo a
alcancar e}, ou seja, existe um angulo 6 tal que

e = R(0, i )es . (21.133)

E f4cil ao leitor convencer-se (vide Figura 21.2, pagina 1067) que podemos limitar 6 ao dominio 6 € (0, ).

Seja agora S € SO(3) dada por
S = R(v, e5)R(0, T )R(p, e3)

e calculemos sua acao nos vetores e; e es. Temos

(21.132)

Ser = R(1, e4)R(6, it )R(p, es)e R(¥, ey)R(0, )i = R(, ep)i 72 R(v, e})R(— v, e))e| = e}

e temos
(21.133)

Ses = R(1, e5)R(0, T )R(p, es)es = R(¢, e5)R(0, ii )es R(v, es)es = ef.

Isso estabeleceu que Se; = €] = Re; ¢ Sez = e = Res. Segue também que Ses = €), pois Sey = S(e3 X e1) (21.116)
(Seg) X (Sel) = e} x e} = e},. Pela Proposicao 21.10, pagina 1063, e pelo Coroldrio 21.2, pdgina 1064, concluimos
disso que S = R. Provamos, portanto, que

R = R(v, €5)R(0, T )R(p, e3) . (21.134)

O lado direito de (21.134) pode ainda ser escrito de uma forma mais limpa, envolvendo apenas rotagdes em torno de
e; e e3. Por (21.133) e = R(f, 1 )es Assim, usando-se (21.117), temos

(21.117)

R(v, ¢) = R(v, R(0, 1 )es) R(0, & )R(s, es)R(— 0, i) .

Substituindo isso no primeiro fator do lado direito de (21.134), temos

R = R(0, T )R(p+ 1, e3) . (21.135)
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Agora, por (21.132) temos @i = R(gp, eg)el e, novamente por (21.117), obtemos

(21.117)

R0, i) = R(0, R(p, es)er) R(p, e3)R(0, e1)R(— o, e3) .

Substituindo isso no primeiro fator do lado direito de (21.135), temos

R = R(p, e3)R(0, e1)R(¢, e3) . (21.136)
As afirmagoes (21.128) e (21.129) para os casos em que €5 = Rez = e3 e €5 = Rez = —es, respectivamente, sao a
esta altura evidentes. Isso completa a demonstragao do Teorema 21.9. |

e Forma explicita de uma rotagao em termos de angulos de Euler

Na notagao das matrizes de rotacdo de (21.91) obtivemos em (21.136)

cosp —senp 0 1 0 0 cosy —senyy O
R = Rs(p)Ri(0)Rs(¢)) = senp cosyp 0 0 cosf —send senyy cosyp 0
0 0 1 0 senf cosf 0 0 1
cos @ cosy — cosfsenpsenyy —cospseny — cosfsenpcosy  senpsend
= senp cos Y + cosf cospseny)  senpsentyy + cosfcospcosyy —cospsend | - (21.137)
sen) senf) cos 1) senf) cos
E. 21.54 Ezercicio. Verifique! *

A expressdo (21.137) fornece uma férmula explicita para os elementos de SO(3) em termos dos angulos de Euler.
21.4.2.3 A Parametrizagao de Cayley de SO(3) (e de SO(n))

e A transformada de Cayley

No contexto das transformadas de Cayley, da forma como as definiremos, uma matriz A é dita ser uma matriz
excepcional se det(1 + A) = 0, ou seja, se 1 + A ndo possuir inversa, ou seja, se ndo possuir —1 como autovalor.

Vamos denotar por F(n, C) C Mat (n, C) o conjunto de todas as matrizes complexas n X n nao excepcionais, ou
seja, de todas as matrizes A € Mat (n, C) que tenham a propriedade que 1+ A é inversivel, ou seja, que ndo tenham —1
como autovalor. Definimos F(n, R) analogamente.

A chamada transformada de Cayley?®, €, é definida para matrizes de F(n, C) (oude F(n, R)) pela seguinte expressao:

-1

¢(A) = (1-A)(1+A) (21.138)

Observe-se que
1 1

1+6(4) = ((1+4)+ (1-4)) @+ 4)7" = 20+4)7",

que, naturalmente, possui inversa, a saber 1 (]l + A) Assim, € transforma matrizes de F(n, C) em matrizes de F(n, C)
(e analogamente para F(n, R)).

]

26 Arthur Cayley (1821-1895).
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Afirmamos que a transformada de Cayley tem a si mesmo como inversa. De fato, para qualquer A € F(n, C) (ou
A € F(n, R)),

-1

C(C(A)) = (]1 - (]17A)(]1+A)*1) (]1+ (11—A)(11+A)’1)

-1

- ((11+A) - (11—14))(1““4)_1<J“r (1_‘4)(1+A)_1)

-1

= 2@+ 4) 7 (14 (@-A) @+ 4)7)

_ 2A[(1+ (1 —A)(n+A)‘1)(11+A)]_1

—1
2A{(11+A) + (11—A)] = A.
Concluimos disso que € mapeia bijetivamente o conjunto F(n, C) (ou F(n, R)) em si mesmo.

e A transformada de Cayley e os grupos SO(n)

Lembremos que so(n), a dlgebra de Lie (real) do grupo SO(n), coincide com o conjunto das matrizes reais antis-
simétricas n x n.

O ponto importante para nés é que a transformada de Cayley ¥ mapeia bijetivamente matrizes de so(n) em matrizes
de SO(n) NF(n, R), como passaremos a provar.

De fato, se A € so(n), ou seja, se AT = —A, entdao iA é autoadjunta e, portanto, tem espectro real. Disso segue
que o espectro de A é composto de niimeros imagindrios puros, incluindo eventualmente o zero. Assim, toda matriz real
antissimétrica é automaticamente elemento de F(n, R) e sua transformada de Cayley estd definida. Agora, para tal A
tem-se

1

CA)TE(A) = 1+AT) 1 -AT) 1 -A)[a+4) " = (1-4) 1+ 1 -4)(1+4)"

= (1+A4)@-4)'1-A)@+a)7 =1,

provando que % (A) é ortogonal. Para provar que seu determinante vale 1, observemos que

_det(1—A)  det (1—-A)T)  det(1+A)
det (€(4)) = det(1+A)  det(L+A4)  det(1+A) L

onde usamos que o determinante de uma matriz é igual ao de sua transposta.

Reciprocamente, se R € SO(n) N F(n, R), entdo € (R) é antissimétrica, o que é atestado pelo seguinte computo:

1

CR)’ = (4R @-RY) = (4R @-RT) = 1+ B)R@-R)

= —(1+R) (1-R) = -(1-R)(L+R) = —¢(R).

Vemos com isso que a transformada de Cayley € mapeia bijetivamente SO(n)NF(n, R) e o conjunto so(m). Podemos,
portanto, parametrizar SO(n) NF(n, R) univocamente, por via da transformada de Cayley, por matrizes antissimétricas
reais n X n. Note-se que SO(n) NF(n, R) é um conjunto aberto. Essa parametrizagdo é denominada parametrizagcio de
Cayley de SO(n). Essa parametrizagio pode ser feita de forma bastante explicita nos casos n = 2 e n = 3, como veremos
agora.
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e A transformada de Cayley e SO(2)

Toda matriz A € so(2) é da forma A = (_01, 8) com v € R. Para tais matrizes vale a relacio algébrica A% = —v21,

como facilmente se vé. Com isso é ficil verificar que

-1 1
(+4) = 5 0-4).
E. 21.55 Ezercicio. Prove isso constatando que # (1 - A) (]l + A) =1. Use A? = —°1. *

E agora facil calcular € (A). O resultado é

1—02 2

-1
F(A) = 1-A)(1+4) = Tl T A

E. 21.56 Ezxercicio. Mostre isso! *

Assim, temos de forma explicita

1 1—v? —2v
1402

C(A) = ,  veER. (21.139)

2v 1 —?

Essa é a parametrizacdo de Cayley de SO(2) N F(R, 2).

E. 21.57 Ezercicio. Mostre que adotando-se a a reparametrizagio v = tan(6/2), —m < 6 < m, a expressdo (21.139) fica
C(A) = (csc;z ;S:ge), que é a parametrizagdo, mais familiar, de SO(2) em termos do angulo de rotagdo 6 € (—m, 7). Observe-se que
6 = 7 estd excluido. Isso se d4, pois para esse valor de 6 a matriz de SO(2) correspondente seria (’01 o ) que é uma matriz excepcional,

ou seja, ndo é elemento de SO(2) NF(R, 2). *

e A transformada de Cayley e SO(3)

Toda matriz A € so(3) é da forma A = - f, com 7 € R e onde J = (Jl, Ja, Jg) sao os geradores infinitesimais de
SO(3) introduzidos em (21.92)—(21.94), pagina 1055.

Para 7 # 0 podemos escrever A = 7-.J = ||7]|i7- J, onde 77 é o vetor unitério 77 := #/||7]|. Assim, por (21.109), pagina
1058, tem-se A% = (7 j)3 = —||7|37- J = —||7)|2A. Essa relacio
A3 = —|9)2A (21.140)

para matrizes de so(3) permite algumas simplificacoes.
Afirmamos, por exemplo, que se A é a matriz antissimétrica ¥ - J, entao

gt 4w
(1+4) =1 1+H17H2(A A% .

H4 diversas maneiras de demonstrar isso, a mais direta sendo por verificagao:

1 1 1
1— ——  (A— A2 14+A4) =1— —— (A— A2 A— — (A% _ 43
( e ))( +4) e A A A e )

1

=1-— - (A-A?)+ A A? 72A) = 1
1+||17||2( )Jr ( + |17l ) 5

IR

como facilmente se vé, apés cancelamentos simples. Acima usamos o fato ji mencionado em (21.140) que A% = —||7]|2A.
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Com isso, podemos escrever % (A) em uma forma mais explicita:

A) = 1-A)a+A) = (1 4) (1%“_),'2(14142))

1 1 2

=1-——(A-AY) At ——— (A7 - A%) = 1- ——— (A A%,
e ) AT A = )
onde usamos novamente (21.140). Verifique!
Assim, escrevendo v = ||¥/]], temos
2v 202 2
A =1—-——=(7- — (7" . 21.141
¢(A) T )+ e () (21.141)

Essa é a parametrizacao de Cayley de SO(3) N F(R, 3) em termos de um nimero v > 0 e de um vetor unitario 7 € R>.

Se realizarmos uma reparametrizacao, escrevendo v = tan(6/2), com 6 € [0, 7), teremos

2
2v = senf e 20 = 1—cos@.
1402 1402
Verifique! Com isso
%(A) = 1 — sen(0)(77- J) + (1 — cos(9)) (i7- J)* . (21.142)

Apés a troca 77 — 7 (uma troca que sempre pode ser feita dada a natureza arbitraria desse vetor unitério) obtemos
exatamente a fdrmula de Rodriges (21.103), pdgina 1057. A expressdo (21.104), pagina 1057, é sua versao matricial
explicita.

E. 21.58 Ezercicio. O que ocorre com a parametrizacio em 6 = 7? *

21.4.3 O Grupo O(3)

O grupo O(3), das matrizes ortogonais reais de ordem 3, contém o subgrupo SO(3), de matrizes ortogonais reais de ordem
3 e de determinante 1, estudado na Segao 21.4.2, pagina 1053, acima, assim como contém o conjunto complementar
0(3) \ SO(3) das matrizes ortogonais de determinante —1. Na maior parte desta se¢io vamos tentar caracterizar os
elementos de O(3) \ SO(3), e tentar descrever sua acio sobre vetores do espaco tridimensional R?.

Conforme vimos na Secio 21.4.2, SO(3) é o grupo das rotagoes puras em R e, como veremos na presente secio, os
elementos de O(3) \ SO(3) sdao composicdes de rotagoes puras e de reflexdes puras em R3.

e Reflexoes sobre planos e sobre a origem

Dentre os elementos de O(3) \ SO(3) encontram-se as seguintes matrizes:

~1.0 0 1 0 0 10 0
P o= o 10, P = 1]0o-10[: B = o1 0], (21143
0 0 1 0 0 1 00 -1
-1 0 0
Po:=PPP; = | o -1 ol = -1. (21.144)
0 0 -1
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E trivial verificar que se trata, de fato, de matrizes ortogonais de determinante —1. A matriz P; implementa uma reflexao
sobre o plano 2-3, a matriz P, implementa uma reflexdo sobre o plano 3-1, a matriz P; implementa uma reflexdo sobre
o plano 1-2 e a matriz Py = —1 implementa uma reflexao sobre a origem.

A ideia pode ser generalizada. Seja 5 € R? um vetor unitério e seja {5 } o subespaco bidimensional ortogonal a 5

Pelo Teorema da Decomposigao Ortogonal, todo v € R3 pode ser escrito de forma tinica como ¥ = u15+ Uy, com v € R
e Uy € {¢}*. Defina-se o operador linear Pf :R? — R3 por

Pl = Pz(vi§ + 1) = —v1{+ 7. (21.145)

Claro esta que 5 é um autovetor de Pf com autovalor —1 e que o subespaco bidimensional {5 }+ é o subespaco dos
autovetores com autovalor +1. Logo, det (Pf) = —1. Além disso é um exercicio elementar (faca-o!) provar que para
quaisquer 7, @ € R3 vale <P§4f}', PCJE[>R = (7, @)

g mostrando que Pg é ortogonal. Logo, Pf é um elemento de O(3) com

determinante —1 e que representa uma reflexao sobre o plano {5 .

Claro esta que Py = P, para cada k =1, 2, 3. Claro estd também que Py nao coincide com nenhum Pr, pois para

Py o autovalor —1 é triplamente degenerado, enquanto que para as matrizes Pf é simplesmente degenerado. Por fim, é
2

evidente da definicao que (PC) = 1. Chamamos também a atencao para o fato que Pg =P ¢ (verifique!).

Elementos de O(3) \ SO(3) como Fy ou como as matrizes Pz sao denominados reflezoes puras em R3. Vamos agora
encontrar a forma geral dos elementos de O(3) \ SO(3) e entender como eles agem em R3.

e Os elementos gerais de O(3) \ SO(3)

O primeiro fato de constatacao elementar é que todo elemento de O(3)\ SO(3) é obtido pelo produto de qualquer uma
das matrizes Pz ou Py acima com uma matriz de SO(3). De fato, se P € O(3)\SO(3), entdo PzP é também um elemento
de O(3), por ser igualmente ortogonal, e ser tal que det(PzP) = det(Fz)det(P) = (—1)? = 1. Logo, PzP € SO(3) e,
dado que (P5)2 =1, segue que P = PfR para alguma R € SO(3). Note-se que a associacao entre P e R é univoca, pois

se P = PgR = P5R2, valerd R = Rg, pois (Pf)Q = 1. Note-se também que, ipso facto, PPg é também um elemento de
0O(3) e, portanto, também podemos escrever P = R’ Pf para algum R’ € SO(3), tnico (mas ndo necessariamente igual a
R). Os mesmos raciocinios aplicam-se a Pp.

Concluimos disso que os elementos de O(3) \ SO(3) representam rotagoes de algum angulo em torno de um eixo que
passa pela origem, seguidas por reflexdes sobre algum plano bidimensional ou sobre a origem (ou na ordem reversa).
Provamos, assim, as seguintes afirmagoes:

Proposicao 21.12 Seja P € O(3) \ SO(3). Entdo, para qualquer C unitdrio em R3 existem R e R’ € SO(3) tais que
— - — =R
P = P:R = R'P:,

assim como existem Ry e R} € SO(3) tais que P = PyRy = R F.
Para cada vetor unitdrio ( € R®, as aplicagées de SO(3) em O(3)\ SO(3) dadas por

SO(3) > R — PzR € 0(3)\SO(3) e SO(3) > R+ R'Pr € O(3)\SO(3)

sio bijetoras, com inversas dadas por O(3) \ SO(3) > P — PzP € SO(3) e O(3) \ SO(3) > P — PPz € S0(3),
respectivamente. Ambas as aplicagdes sao continuas e com inversa continua e, portanto, sao homeomorfismos entre
SO(3) e O(3) \ SO(3). As mesmas afirmagoes valem para as aplicagoes SO(3) 3 Ry — PyRo € O(3) \ SO(3) e SO(3) >
Ry — R{Py € O(3) \ SO(3). O

As afirmacoes sobre continuidade, acima, sao ébvias e nao requerem demonstracao. A Proposicao 21.12 mostra que
SO(3) e O(3) \ SO(3) sdao homeomorfos e, com a discussdo da pédgina 1060 sobre o espaco de pardmetros de SO(3),
podemos afirmar que também O(3) \ SO(3) pode ser identificado com o espaco projetivo tridimensional RP? (para a
definicao deste, vide Segao 33.4.6, pagina 1637).

Reunindo alguns fatos previamente apresentados temos a seguinte afirmagao sobre grupo O(3) como um todo:
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Proposicao 21.13 O grupo O(3) é composto por duas componentes conezas, SO(3) e O(3)\ SO(3), ambas homeomorfas
ao espaco projetivo tridimensional real RP3. O

E;21;59 Ezercicio. Sejam 51 e 52 dois vetores unitarios_de }RS. Determine_*exalicitamente em fun¢do de 51 e 52 as matrizes
R(C1, G2) e R'(C1, C2) de SO(3) que satisfazem Pz = Pz R(C1, (2) e Pz, = R'(C1, (2) Pz, respectivamente.

Sugestées: No caso em que 51 e 52 sdo vetores linearmente dependentes ndo ha o que provar pois, evidentemente, R(gl, 52) =
R’(fl, 52) = 1. Considere, entdo, que 51 e 52 sdo vetores linearmente independentes. Expresse um vetor geral ¥ de R® na base
{1, €2, G x (2} (que ndo é necessariamente uma base ortogonal!) e, usando (21.145), expresse Py Pz e Pz Pz . Convenca-se que
ambas Pz Pz, e Ps Pg representam rotaces em torno do eixo 51 X 52 (pois a componente de ¥ na dire¢do 51 X 52 é mantida invariante
por Pz e por P52) e, usando (21.105)—(21.106), determine os angulos de rotagdo a que R(&, 52) e R’(&, 52) correspondem. *

e Mais sobre os elementos de O(3) \ SO(3)

As Proposigoes 21.14 e 21.15, a seguir, fornecem uma visao talvez mais precisa de O(3) \ SO(3) e da agao dos seus
elementos.

Proposicao 21.14 Se P € O(3) \ SO(3) com P # —1, entdo podemos encontrar um vetor unitdrio ij e um dangulo
0 € (—m, 7] tais que valem

P = R(0, f)P; = P;R(0, 1) = R(—0, —)P_z = P_zR(—0, —17) . (21.146)

Para cada P € O(3)\ SO(3), o dngulo 6 e o vetor ij sdo unicos a menos das identificacées indicadas em (21.146). Assim
tais elementos P € O(3)\ SO(3) com P # —1 representam uma reflexio sobre um plano bidimensional especifico sequida
de uma rotagdo sobre o eixo ortogonal a esse plano (ou na ordem reversa).

Para o elemento —1 temos as representagoes —1 = R( + ﬁ)Pﬁ = PﬁR( =+, ﬁ), com 7] € R® unitdrio qualquer.
Assim, a reflexdo sobre a origem também pode ser vista como uma reflexdo sobre um plano bidimensional qualquer sequida
de uma rotagdo de +m sobre o eizo ortogonal a esse plano (ou na ordem reversa,). O

Prova da Proposicdo 21.14. Seja P € O(3) \ SO(3). Seja p(x) = det(xl — P) seu polindmio caracteristico. O polinémio
p(r) é de grau 3 e o termo de maior grau é +a3. Logo, lim, , . p(z) = —oo. Por outro lado, p(0) = det(—P) =
(—1)3 det(P) = 1. Como p é continuo, positivo em = = 0 e vai a —oo quando  — —o0, segue que P deve ter um
autovalor A (uma raiz de p) que seja negativo. Seja 7 um autovetor desse autovalor negativo, i.e., Pij = Afij e escolhamos
|7]] = 1. Como P é ortogonal, ela preserva o comprimento de 77 e, portanto, A = —1 e temos Pij = —1].

Para esse 77, seja a matriz Py como definida acima, que reflete vetores sobre o plano {i7}+. O produto PP; é um
elemento R de SO(3), como ja observamos. Logo, P = RP;. Agora, sabemos que Pij = —1] e que P17 = —7. Logo,
Rij = PPyij = 1j. Portanto, R = R(G, ﬁ') para algum 6 € (—m, 7).

No caso em que P = —1 temos R(G, ﬁ) = —Pj. Segundo a definicao (21.145), se ¥ é um vetor arbitrario de R? escrito
na forma @ = v1ij + ¥, com v; € R e ¥ € {7}, entdo R(@, ﬁ)f)’ = fPﬁ(vlﬁJr 172) = v17] — V2. Isso mostra que R(G, ﬁ)
é uma rotacdo de &7 em torno de 7, e concluimos que —1 = R( + ﬁ) P;. Ainda sobre o caso P = —1 ¢ importante

notar que a escolha de 7 entre os vetores unitérios de R? é totalmente arbitraria, pois sdo todos autovetores de —1 com
autovalor —1, obviamente.

Retornando ao caso geral, a igualdade R(G, ﬁ)Pﬁ = PﬁR(G, 77') que ocorre no lado direito de (21.148) pode ser
facilmente constatada geometricamente, mas uma prova formal pode ser obtida com uso de (21.106), segundo a qual,
valem para todo & € R?

R(0, )Pyt = cos(8)Pyci + (1= cos(0)) (7 (P@) ) 77+ sen(6) 7 x (Pycd)

= cos(0)Pza — (1 —cos(9)) (77 &) 77+ sen(d)ij x &
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P;R(0, )@ = cos(0)Pza+ (1 —cos(9)) (77- @) Pzif+ sen(d) Py(77 x @)
= cos(#)Pya — (1 —cos()) (77 @)+ sen(d) ] x & .

Acima, além de alguns fatos ébvios, usamos que Py (ﬁ' X 0‘2) = i X &, pois 77 X @ é um vetor de {i7}+. Comparando, vemos
que R(G, 77') Py = PﬁR(H, ﬁ), como queriamos mostrar.

Concluimos disso, em particular, que temos
-1 = R(+m, 7)P; = PR(xm, 7)

com os dois sinais independentes e para qualquer 7 € R? unitario.

No caso geral hd ainda algumas identificagoes a se fazer. Notemos que —7j também é autovetor de P com autovalor
—1. Logo, temos também
P = R(0, —)P_z = P_zR(¢', —7))
para algum ' € (7, n]. Como P = P_jz e R(G’, fﬁ) = R( -0, ﬁ), conclui-se facilmente que R( -0, ﬁ) = R(G, ﬁ)
Logo, R(G + ¢, ﬁ) =1, o que implica que 8’ + 6 mod (27). Para 0, ¢ € (—x, 7| isso implica §' = —6.

Com isso estabelecemos que todo P € O(3) \ SO(3) se deixa escrever na forma
P = R(0, )Py = P3R(0, 7) = R(—0, —f)P_y = P_zR(—0, —7), (21.147)

para ao menos um par (0, 7j) € [—m, 7] x $2. Aqui, $° é a esfera unitdria de R3: o conjunto de todos os vetores 7j € R3
com ||7]] = 1.

Vamos agora estabelecer que se P € O(3)\ SO(3) e P # Py = —1, entao o vetor 7] acima é inico a menos de um sinal.

Suponhamos que P € O(3) \ SO(3) seja tal que haja dois vetores unitdrios linearmente independentes 7j; e 77> € R?
tais que P = R(Gl, ﬁl)Pﬁ e R(HQ, ﬁg)Pﬁ2, com 0y, 02 € [—m, 7). Mas isso informa que 77; e 72 sdo ambos autovetores
de P com autovalor —1. Como P é uma matriz ortogonal, P mantém invariantes os subespacos {71 }* e {i}+, e
portanto, mantém invariante o subespago unidimensional {77; }* N {72}, que é o subespaco gerado por 7j; x 77,. Logo,
P(i1 X72) = Mj1 X 7j2. Como P preserva os comprimentos de vetores (por ser uma matriz ortogonal), devemos ter A = +1.
Assim, 11, 72 e 71 X 7z s@o trés autovetores linearmente independentes de P com autovalores —1, —1 e A = +1. Logo,
como det(P) = —1, devemos ter A = —1, e como 71, 72 € 71 X 7z formam uma base em R3 isso implicaria que P = —1.
Portanto, como P # —1, concluimos que 771 e 72 nao podem ser linearmente independentes e, portanto, 77> = —17;. Em
(21.147) vemos que a troca 77 — —7j tem de ser acompanhada pela troca de 8 por —6 no intervalo [—m, 7]. Isso completa
a demonstracao. |

A Proposigao 21.14, pode ser reformulada em termos um tanto mais sucintos com uso de algumas nogoes topolégicas,
como faremos na Proposigao 21.15, logo abaixo. Para enuncid-la precisamos de uma definicao. Alguma familiaridade
com a construcao de espagos quociente, como discutido na Secao 33.1.1, pagina 1588, serd util ao leitor para o que segue.

Considere-se o conjunto [—, 7] x $2 e vamos introduzir no mesmo a seguinte relacao de equivaléncia:

1. Todo elemento (8, 7) € [—, 7] x $2 é declarado equivalente a si mesmo.

2. Dois pares (01, 1) e (02, 772) sdo equivalentes para quaisquer 77; e 7z € $2 se |01] = |02| = 7.

—

3. Cada elemento (0, 7) € [—m, 7] x $2 é declarado equivalente ao elemento (—0, —17) € [—7, 7] x $2.

Denotaremos por [(9, ﬁ)} a classe de equivaléncia de [—7, 7] x $2 pela relagdo de equivaléncia acima. Temos,

{(‘9; ), (=0, —ﬁ)}7 caso 0 # +m |

{(*Wa i), 7 € SQ}U{(?T, 7), 17 ESQ}, caso 0 =+7 .
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Seja L3 := ([fw, 7| X SQ)/N a colecao de todas as classes de equivaléncia acima. Com alguma ginédstica mental é

possivel perceber que L3 pode ser compreendido como o espaco obtido tomando-se a bola fechada de raio 7 e identificando-
se os pontos antipodas de sua superficie. Essa foi precisamente a descrigdo que fizemos de SO(3) o qual, como ja
comentamos, identifica-se também com o espaco projetivo real tridimensional RP3.

Proposicao 21.15 A aplicagio P : > — O(3)\ (SO(3) U{-1}) dada por
P([(6, 0)]) = RO M P; = PiR(0, 7) (21.148)
¢ uma aplicacio bijetora entre I3 e O(3) \ SO(3). O
A prova da Proposigao 21.15 é uma mera releitura das afirmacoes da Proposicao 21.14. Comentemos também que,

como I pode ser identificado com RP? e com SO(3), reobtemos com a Proposicio 21.15 a afirmagcio ja feita na Proposicio
21.12, e comentdrios que se lhe seguem, sobre a identificagdo de O(3) \ SO(3) com esses espagos.

21.4.4 O Grupo SU(2)

Esta segao é dedicada ao grupo SU(2), de grande relevancia na Mecanica Quéntica, na Fisica Nuclear, na Mecénica
Quantica Relativistica, na Teoria Quantica de Campos e na Fisica das Particulas Elementares.

e As matrizes de Pauli

De grande importancia no estudo do grupo SU(2) sdo as chamadas matrizes de Pauli*”, definidas como
o1 = , 09 = e o3 = . (21.149)

As matrizes de Pauli satisfazem as seguintes relacoes algébricas: para todos a, b =1, 2, 3 valem

3
[0, 00] = 0a0h —040a = 20 EabeOe (21.150)
c=1
{04, Ob} = 040b+0p0, = 2041, (21.151)
3
0a0b = Oapl+i Y Eabcle - (21.152)
c=1

E. 21.60 FEzercicio importantissimo (todo estudante deve fazé-lo pelo menos uma vez na vida). Verifique as relagdes algébricas
acima. Note que (21.152) segue diretamente de (21.150)—(21.151) e vice-versa. *

Note também que as matrizes de Pauli sao autoadjuntas (pois o = 04, a = 1, 2, 3) e unitérias (pois o = (0,) 71,
a =1, 2, 3). Note ainda que as quatro matrizes 1, o1, o2, o3 formam uma base em Mat (C, 2): toda matriz complexa
2 X 2 pode ser escrita como uma combinacao linear complexa das mesmas.

E. 21.61 Ezercicio. Mostre que as matrizes 1, o1, 02, o3 s3o ortonormais em relacdo ao seguinte produto escalar definido em
Mat (C, 2): (A, B) := 1Tr (A*B). 3

As matrizes de Pauli desempenham um papel importante na Mecanica Quéantica, estando associadas aos operadores
de spin para particulas de spin 1/2, tais como o elétron, o préton, o neutron, os quarks e outras.

2"Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958).
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e A forma geral das matrizes de SU(2)

Conforme j& definimos, o grupo SU(2) é o grupo das matrizes unitdrias complexas 2 x 2 com determinante igual a
1: SU(2) = {U € Mat (C, 2)| U* = U~ e det(U) = 1}. Vamos comegar estudando a forma geral de tais matrizes,
procurando uma parametrizagdo conveniente para as mesmas que permitird estudar as propriedades de SU(2) como um
grupo de Lie.

Como toda matriz 2 x 2 complexa, uma matriz genérica U € SU(2) é da forma U = (‘Z 3), onde a, b, ¢, d € C.
Vamos estudar a condi¢io U~! = U*. Podemos calcular U~! usando a regra de Laplace, expressao (10.20), pagina 453:
U~! é dada pela transposta da matriz dos cofatores de U dividida pelo determinante de U, que é 1, neste caso. Ou seja,
U~l= (< P). Assim, U! = U* significa nesse caso

—C a

IS8
\
S§
Qf
ol

|
o
S
o>~
Ul

ou seja, c = —b e d =a. Logo, U = (fgg). A condicao det(U) = 1 implica, portanto, |a|? + [b|? = 1.

Resumindo:

a b
SU(2) = , ondea, b€ C com |a]®> +|b> =1

-b a
Escrevendo os niimeros complexos a e b como soma de suas partes real e imaginaria: a = a1 +ias e b = by + iba, com
ai, as, by, by € R, poderemos escrever U como uma combinagao linear de matrizes de Pauli (e da unidade):

a1 +1iay by +iby
U = = a1l + i(bgO’l + brog + a203) . (21153)

—b; +1iby ay — ias

Essa expressao sera usada adiante.

Vamos agora nos voltar para a condi¢ao |a|? + [b]? = 1. A mesma significa a? + a3 + b? + b3 = 1. Temos entdo,

a1 +iay by + by 4 s 9 o o
SU2) = , onde (a1, ag, by, ba) € R* com aj +a3+b]+b5 = 1, . (21.154)

7()1 + Zbg ayp — ’ia2
Lembremos que para todo inteiro n > 1, o conjunto de pontos
" = {(:cl, ooy Tpp1) ER™ com af + -2l = 1} c Rt

designa a superficie da esfera unitdria de R"T!. Assim, vemos que SU(2) é homeomorfo a $3, a superficie da esfera
unitdria do espaco quadridimensional R?. Isso ilustra o fato que SU(2) é uma variedade diferencidvel. Como o produto
e a inversa sdo continuos em SU(2), o mesmo é um grupo de Lie.

Comentdrio. Conforme discutimos & pigina 213, as relagdes (21.153) e (21.154) permitem ver que o grupo SU(2) é isomorfo ao grupo Hi, o
grupo dos quatérnios unitdrios (vide pagina 213). Por essa razdo, (21.153) é por vezes denominada representa¢ao quaterniénica das matrizes
do grupo SU(2). &

Vamos tentar agora parametrizar de outra forma o vetor (a1, aa, b1, ba) € $3 que aparece do lado direito de (21.154).
Claramente, a condig¢ao a% + a% + b% + b% = 1 diz que aj, ag, by e by sdo ndmeros reais contidos no intervalo [—1, 1].
Podemos assim definir um angulo 6 € [—m, 7] de forma que

a; = cosf.
Fora isso, para cos(f) # £1, podemos definir
- b2 P bl - a2
" C— BT send
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A condicdo a? + a2 + b? + b3 = 1 implica entdo (verifique!) que n? +n2 +n% = 1. Assim, o vetor 7 := (1, 12, 13) de R3
é um vetor de comprimento 1. Com esses novos pardmetros 6 e 77 podemos reescrever (21.153) como

U = cos(§)1 + isen(0)7f- &,
onde

L N3 M2
-0 = 1Moy + 1202 + 1303 =
mtinz -3
Assim,
SU(2) = {cos(@)]l +isen(6)7j - &, onde 0 € [—, 7] e 7 € R® com ||7f]| = 1} .

A importancia de se expressar U € SU(2) dessa forma, em termos de 6 e 7}, provém da seguinte identidade:
cos(0)1 + isen(0)i7- & = exp (i077- ) .

Vamos provar isso expandindo o lado direito e verificando que é igual ao lado esquerdo. De fato, pela definigao da
exponencial de matrizes,

= (i)™ o (i )2k o (i) 2k+1
exp (i07 - &) Zm'na z_: 770 +kz_02k+177 7) ,

m=0

onde, na iltima linha, apenas fizemos separar a soma em m da primeira linha nos casos m par e m impar. E um exercicio

muito facil (faga!) verificar que
2

) 73 n — N2

(7-0)" = =1
mtanz -3
Portanto, (77- &)%* =1 e (17 - 3)***! = 7. &. Logo,
0 9 0 2k+1
exp (i077-7) = Z 2k+1 7.0
k=0 pardl
= cos(0)1 +isen(0)7j- 7, (21.155)

que é o que queriamos mostrar.

Resumindo nossas conclusoes,

SU(2) = {eXp (1677 - &) onde 6 € [~, 7] e i € R® com ||77]| 1} . (21.156)

Se tomarmos 77; = (1, 0, 0), 72 = (0, 1, 0) ou 75 = (0, 0, 1), obtemos trés subgrupos uniparamétricos distintos de

SU(2):
cosf isenf

Ui1(0) := exp(ifor) = , (21.157)
isenf cos6

cosf senf
Us(0) := exp(ifos) = , (21.158)

—senf cosf

Us(0) = exp(ibos) = , (21.159)
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respectivamente. Isso nos permite identificar as matrizes io1, i0s e 103 como os geradores infinitesimais desses subgrupos
uniparamétricos. As relagoes (21.150) sao as relagdes de comutagao satisfeitas por essas matrizes, como elementos de
uma algebra de Lie, que é denominada dlgebra de Lie su(2).

Com isso, (21.156) esta nos dizendo que todo elemento de SU(2) pode ser escrito como exponencial de um elemento
de sua algebra de Lie. Isso constata um teorema geral (vide, por exemplo, [347]) que diz que se um grupo de Lie é
compacto e sua algebra de Lie é semissimples, a aplicacao exponencial da sua algebra de Lie é sobrejetora no grupo. De
fato, tal como SO(3), SU(2) é compacto e su(2) é semissimples.

E. 21.62 Ezercicio. Mostre que

U2 = {exp (il + 07 - &) onde o, 0 € [—, 7] e 7j € R* com ||7f|| = 1} .

e Parametrizacdo de elementos de SU(2) em termos de dngulos de Euler

a_b
-ba
Vamos escrever a = a1 + iag € b = by + iby, com ay e by reais. A condicao |a|2 + |b|2 = 1 equivale a podermos escrever
la| = cos() e |b| = sen(#) para algum @ € [0, 7/2]. Assim, podemos escrever a = cos(f)e!® e b = isen(f)e’’, com «a e
B € (—m, 7] sendo as fases de a e —ib, respectivamente. Definamos ¢ = (o + 8)/2 mod 27 e ¢ = (o« — 8)/2 mod 2,
Entao, temos ¢, ¥ € (=, 7] e podemos escrever a = cos(#)e’?*t%) ¢ b = isen(f)e!¥~¥). Com isso, podemos escrever

U= (fgg> na forma

Sabemos que o grupo SU(2) ¢ formado por matrizes da forma U = ( com a, b € C satisfazendo |a|? + |b]? = 1.

cos(0)e’Pt¥)  jsen()et¥—Y)
U=Up, 0, ¢) = . (21.160)
7 sen(@)e*i(‘P’w) cos(a)e*i(tpﬂb)
Temos, por (21.160),

e'? 0

21.159 ‘
U(p, 0,0) = L exp(ivos) |
0 e
cos(f) isen(6)
U, 6,0 = (21.157) exp(ifoy) ,
isen(d) cos(d)
et 0 21.159
U, 0, ) = P29 exp(inpars) .
0 e ™

E claro disso que {U(g, 0, 0), ¢ € (=, @]}, {U(0, 6, 0), 0 € [0, 7]} e {U(0, 0, ¥), ¢ € (—m, 7|} sdo trés subgrupos
uniparamétricos de SU(2). Importante, para nds, porém, é notar que podemos escrever

Ulp, 0, ¥) = exp(ipos)exp(ifoy) exp(ithos) . (21.161)
E. 21.63 Ezercicio. Verifique! *
A equagao (21.161) é a versao para o grupo SU(2) da parametrizacao em termos de dngulos de Euler que discutimos

com detalhe, no caso do grupo SO(3), na Segdo 21.4.2.2, pdgina 1064. A forma explicita da parametrizagao (21.161) é
dada em (21.160).
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Outras parametrizagoes também sdo possiveis. Se tivéssemos escrito a = cos(f)e’(¥+¥) e b = sen(#)e’(¥~¥) obterfamos
a parametrizacao
Uy, 0, v) = exp(ipos)exp(ifoz) exp(ithos) . (21.162)

E. 21.64 Ezercicio. Verifique! *
Essas véarias parametrizagoes foram discutidas no caso do grupo SO(3) na Segdo 21.4.2.2, pdgina 1064. O fato de
tanto SO(3) quanto SU(2) possuirem parametriza¢oes em termos de dngulos de Euler deve-se & relagdo proxima entre

esses dois grupos, a ser precisada na Secao 21.4.5, pagina 1081.

e Parametrizagao de elementos de SU(2) em termos de dngulos de Tait-Bryan

No exercicio que segue vamos provar que todo elemento de SU(2) pode também ser escrito na forma de um produto do
tipo exp (iqbl 01) exp (icZ)gag) exp (iqbgag). Essa parametrizacio é denominada parametrizacio de Tait-Bryan de SU(2)%8.
A forma explicita dessa parametrizagio é dada em (21.164), abaixo.

a

E. 21.65 FEzercicio dirigido. Sabemos que o grupo SU(2) é formado por matrizes da forma U = (_gé) com a, b € C satisfazendo

|a|? 4 |b]> = 1. Mostre que escolhendo
a = (cos(¢1)cos(¢p2) — isen(¢1) sen(¢2))ei¢3 e b = (cos(¢1)sen(pz)+ isen(epr) cos(¢2))e_i¢3 (21.163)

com ¢; € (—m, 7], a condigdo |a|* + |b]? = 1 é satisfeita.

Com isso, podemos parametrizar os elementos de SU(2) como

(cos(¢1) cos(¢2) — isen(¢1) sen(¢pz))e’ s (cos(¢1) sen(¢pz) + isen(¢1) cos(¢pz))e "3
U(pr, ¢2, ¢3) = . (21.164)

( — cos(¢1) sen(¢p2) + i sen(¢1) cos(qﬁg))eid’3 (cos(d)l) cos(¢p2) + isen(¢r) sen(¢2))e_i¢3

com ¢; € (—m, .

Em seguida, mostre que {U(¢1, 0, 0), ¢1 € (—m, @]}, {U(0, ¢2, 0), ¢2 € (—m, 7|} e {U(0, 0, ¢3), ¢3 € (—m, m]} sdo trés
subgrupos uniparamétricos de SU(2).

Mostre que os geradores infinitesimais desses subgrupos uniparamétricos sdo io1, i02 € i03, respectivamente.

Por fim, mostre que
U(p1, ¢2, ¢p3) = exp (i(blal) exp (iqﬁgag) exp (iqﬁgag) (21.165)
usando (21.157)—(21.159) e calculando explicitamente o produto do lado direito.

A justificagdo da parametrizagdo (21.163) se d4 como segue. Escrevamos a = a1 +iaz € b = b1 +ib2, com ay, e by reais. Definamos
a’, b € C pora’ = ae " e b =be'”s, com ¢3 € R a ser fixado adiante. Com isso, escrevemos

a = (a} +iah)e"®® e a = (b)+iby)e . (21.166)
E claro que |a|? + |b]*> = 1 se e somente se |a/|> +|b'|> = 1. Escrevamos a’ = a/ +iah e b’ = b} 4 bl com a}, e b}, reais para todo k.

A condicio |a|® + |b]* = 1 equivale 3 condigdo (a/l)2 + (a§)2 + (b/l)2 + (b§)2 = 1. Definamos ¢, d € C por ¢ = a} + b} e d = by — iah.

Vamos agora fixar ¢ através da imposicio que c e d tenham a mesma fase: b} /a} = —abh/bh, ou seja, que b1bs = —a’ab. Escrevendo
. 1/a1 2/b2 1b2 102
ay, ab, by e by em termos de a1, az, b1 € ba e ¢3, mostre que a condicdo bibs, = —aja) equivale a

(araz 4 bib2) cos(2¢3) + (a% +b7 —a3 — bg) sen(2¢3) = 0.
Constate que essa condicdo sempre pode ser satisfeita para algum ¢3 € R.
Se a condicio (a'l)Q + (a'g)2 + (b’l)2 + (b’g)2 = 1 for satisfeita, podemos escrever (a'l)2 + (b’l)2 = (cos(¢1))2 e (a’g)2 + (b'g)2 =
(sen(¢1))2 para algum angulo ¢1. Se a condigio (a'l)2 + (b'l)2 = (cos(¢1))2 for satisfeita, podemos escrever
a) = cos(¢1) cos(¢p2) e by = cos(¢1)sen(¢pz)

28Peter Guthrie Tait (1831-1901). George Hartley Bryan (1864-1928).
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para algum angulo ¢2. Se a condi¢do (a'g)2 + (b'g)2 = (sen(¢1))2 for satisfeita, entdo podemos escrever

ay = —sen(¢p1)sen(¢a) e by = sen(¢1) cos(¢a)

para algum angulo ¢4. Agora, a escolha de ¢3 impde a condigdo bjby = —ajaj, ou seja, cos(¢1) sen(¢p2) sen(¢p1) cos(¢a) = cos(¢1) cos(¢z2) sen(p1)
isto é, sen(¢2) cos(¢pa) = cos(p2) sen(¢s). Isso implica que devemos ter ¢4 = ¢ e, portanto,

ai = cos(¢1)cos(¢a), ah = —sen(p1)sen(d2), by = cos(¢p1)sen(p2), by = sen(epr)cos(pz) .

Retornando com isso a (21.166), temos a parametrizagdo (21.163). *

21.4.5 A Relagao Entre SO(3) e SU(2)

O leitor que acompanhou com atengao as exposicoes precedentes sobre os grupos SO(3) e SU(2) certamente apercebeu-se
da existéncia de uma série de semelhangas entre ambos. Vamos agora precisé-las.

Em primeiro lugar, note-se que os geradores infinitesimais de SO(3) sdo matrizes 3 x 3 satisfazendo as relagoes

algébricas [J,, Jp] = Zizl Eabede, enquanto que geradores infinitesimais de SU(2) sdo matrizes 2 x 2 satisfazendo as
relagdes algébricas |04, op] = 2i Z‘z:l EabcOc. Se, porém, definirmos j, := —io,/2, obtemos [ja, Jj»] = Zi:l EabeJe, A8

mesmas relagoes de comutacao dos geradores infinitesimais de SO(3).
Seja
s0(3) = {L eMat (R, 3): L=a1Ji +asdo+asls, ap €R, k=1, 2, 3}

a algebra de Lie (real) associada aos geradores infinitesimais de SO(3) e seja
su(2) = {l € Mat (C, 2): | = a1j1 + agjs + asjs, ap €R, k=1, 2, 3}

a dlgebra de Lie (real) associada aos geradores infinitesimais de SU(2).
E. 21.66 Ezercicio. Mostre que so(3) coincide com a &lgebra de Lie de todas as matrizes reais 3 x 3 antissimétricas. (Vide exercicio

a pégina 108). -

E. 21.67 Ezercicio. Mostre que su(2) coincide com a 3lgebra de Lie de todas as matrizes complexas 2 x 2 antiautoadjuntas e de
traco nulo. (Vide exercicio a pagina 108). *

E muito f4cil constatar que a aplicacdo linear ¢ : su(2) — so(3) dada por
o(arj1 + azja + asjs) = a1y + aods + ass
é um isomorfismo de dlgebras de Lie, ou seja, é bijetora e satisfaz
o([la, b)) = [¢(la), ©(lb)] (21.167)
para todos l,, lp € su(2).

E. 21.68 FEzercicio importante. Prove as afirmativas acima. *

Assim, as dlgebras de Lie so(3) e su(2) sdo isomorfas. Discutiremos agora que implicagdes isso traz sobre a relacdo
entre os grupos SO(3) e SU(2).

O isomorfismo ¢ definido acima sugere considerar-se a seguinte aplicagao ¢ : SU(2) — SO(3) dada por

qb(exp(l)) ‘= exp ((p(l)) , VI € su(2)

ou seja,
¢(exp (oﬁ.j)) = exp (9ﬁ~f) , (21.168)
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para todos § € (—2m, 27, e i € R? com ||77]] = 1. Antes de estudarmos as propriedades da aplicacio (21.168) é preciso
mostrar que a mesma estd bem definida enquanto aplicacdo de SU(2) em SO(3), no seguinte sentido: se exp (977'- j ) e

exp (9'77’ j) representarem um mesmo elemento de SU(2) entdo a imagem de ambos por ¢ é a mesma, ou seja, se

exp(@ﬁ'-j) = exp(G’ﬁ'-;’), entao eXp(Hﬁ-f) = eXp(H’ﬁ"-j> i

-

Sabemos por (21.155) que exp (977;) = exp (f gﬁ 5) = cos (g) fzsen(g) - 0. Assim, exp (97) j ) = exp (9’7’)”5)

ocorre se e somente se ; o ;
cos (5) = cos (5 e sen (—) = sen( >ﬁ’, (21.169)

pois as matrizes 1, o1, o2 e o3 compoem uma base em Mat (C, ) A primeira relagdo em (21.169) garante que

[\

sen (g) = +sen (%) e, portanto, temos pela segunda relagao que 7

Agora, pela férmula de Rodrigues (21.103), temos

-

exp (977- J) G 1 4+ (1 - cos(9)) (ﬁ- f)2 + sen(6) (ﬁ- f)
e (2) )] 2o (8 s () (7
(21.169) 11+2[sen( ) f] +2cos(%/) sen(%/) (ﬁ-f)

=)

= 1+ (1—cos(6")) (ﬁ' : J)2 + sen() (ﬁ' : j)

(21.10%) exp (9’7’)’ . f) )

Na segunda (e na quarta) igualdade, acima, usamos identidades trigonométricas bem conhecidas e na terceira igualdade
usamos as relagdes (21.169).

Assim, provamos que se exp (977;) = exp (017 j ), entdo exp (977' f) = exp (9'77’ . f) e vemos com isso que ¢ dada
em (21.168) estd realmente bem definida como aplicagao de SU(2) em SO(3). Vamos agora estudar suas propriedades
objetivando provar que ¢ é um homomorfismo.

Em primeiro lugar, é ficil ver que ¢ é sobrejetora (por qué?), mas nao é injetora, pois para Uy := exp (—zgﬁ’ &') =1

27-;-—» —

e Uy = exp( 57 - U) = —1 tem-se ¢(U;) = ¢(Uz) = 1. Verifique!?® A questdo agora é: como se comporta ¢ em
relagao ao produto dos elementos do grupo? A resposta encontra-se na afirmativa da proposicao seguinte.

Proposicao 21.16 A aplicagio ¢ : SU(2) — SO(3) definida em (21.168) é um homomorfismo do grupo SU(2) no grupo
SO(3), ou seja, ¢(1) =1 e para todos Ug, Uy € SU(2) vale ¢p(Uy)d(Up) = d(UaUs). O

Como ¢ é sobrejetora, a Proposicao 21.16 estabelece que ¢ é um epimorfismo de SU(2) em SO(3). Vide defini¢ao a
pdgina 123. Para um homomorfismo alternativo de SU(2) em SO(3), vide Exercicio E. 21.126, pagina 1148.

Prova da Proposicdo 21.16. Que ¢(1) = 1 é trivial. Provemos que ¢(U,)¢(Uy) = ¢(U,Up) para todos U,, Uy € SU(2).

Sejam U, e U, da forma
3 3
Us = exp (Z%J’k) , Uy = exp <Zﬁkjk> ;
k=1 k=1

com ag, B € R, k =1, 2, 3, e limitemos provisoriamente os valores dos aj’s e B;’s a uma vizinhanga O suficiente-
. 3 . 3 .
mente pequena de zero de modo que as matrizes a = Y ,_; apjr € b =Y ;,_; Brjr tenham ambas normas menores que

-

29Por essa razdo, ndo podemos definir uma aplicacdo ¢’ : SO(3) — SU(2) por ¢’ (exp (917 J )) 1= exp (917 j), revertendo (21.168). Tal

aplicagdo nao é bem definida.
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%ln (2 — @) Essa restricao provisoria as normas de a e b é 1til pois coloca-nos no dominio de validade da férmula de

Baker-Campbell-Hausdorff (eq. (11.68) & pdgina 598. Vide também (11.69)). Isso justifica, entao, escrevermos
U, U, = e%® = exp (a*b) ,

onde a * b estd definida em (11.68). Como a série que define a * b é convergente e envolve comutadores multiplos de
elementos da dlgebra de Lie su(2), é evidente que a * b é também um elemento de su(2) e, mais que isso, tem-se

3 3

axb = Y ik = Y w(or, a2, as, b1, B, Bs) i (21.170)

k=1 k=1

onde cada vy é uma funcao analitica das variaveis a1, asg, as, 81, B2, S3 em um aberto suficientemente pequeno préximo
a zero. A analiticidade se deve ao fato de que a série que define a * b é absolutamente convergente e envolve, em cada
termo, polinémios nas varidaveis « e (3.

E. 21.69 Ezercicio. Lance um olhar meditativo sobre a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (11.68) e convenca-se da veracidade

das afirmagdes feitas no dltimo pardgrafo sobre a analiticidade das fun¢des ;. De modo mais iluminante, mostre usando (11.69) e as
relages de comutag3o (21.98), que os primeiros termos de ¥ = (71, v2, 73) sdo

7= ar ity (@x )+ gy (ax (@xf)+Ax (Fxa))+ .
onde @ = (a1, a2, as) e f = (B1, B2, Bs). ¥

Retomando, sejam agora
3 3
¢(Ua) = exp (Z 04ka> ;o O(Ub) = exp (Z ﬂkh) :
k=1 k=1
e A=y(a), B=¢(b), ouseja, A= Zizl opJy e B = Zzzl BiJi,. Novamente, tem-se que
¢(Ua)p(Up) = ee? = exp(AxB) .

Wy

Como ¢ ¢ um isomorfismo entre su(2) e so(3), tem-se p(a * b) = ¢(a) * ¢(b), j& que o produto “x” envolve apenas
combinagoes lineares de comutadores (multiplos) de elementos de su(2) (vide (21.167)). Logo, segue que

3
AxB = p(a)*p(b) = <P(a*b) = ¢ (Z%(m, ag, az, B, P, 53) jk)

k=1

w

3
= Z’Yk(oéh a2, asz, B, B2, Bs) ¢(jk) = Z’Yk(oq, a2, as, Bi, B2, Bs) Jk .
k=1

k=1
Isso concluiu que, pelo menos quando a1, as, as, 51, B2, B3 sdo suficientemente proximos de zero, vale

o(Ua)p(Up) = exp ((p(a*b)) = qb(exp(a*b)) = ¢(U.Up) .

O que nos falta agora é um argumento que justifique que essa igualdade vale ndo apenas para ai, as, as, 51, B2, B3
suficientemente proximos de zero, mas para quaisquer valores desses parametros. Esse argumento é a analiticidade.

Cada elemento de matriz de exp (Zizl Qg Jk> é uma fungdo analitica (inteira) de ay, as e ag (pois a série que define
a exponencial converge absolutamente em toda parte). O mesmo vale para os elementos de matriz de exp (2221 Bka>.
Assim, cada elemento de matriz do produto exp (Zi:l aka) exp (Zi:l Bka) é uma funcdo analitica (inteira) de a1,

. 3 , ~ 0 o
s, s, B1, B2 e Bs. Igualmente, cada elemento de matriz de exp (Zk:l 'yka) é uma funcgao analitica das varidveis o,
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a9, as, f1, B2 e B3 quando estas estdo proximas a zero (pois a composigao de fungoes analiticas é também uma fungao
f . - . 3 3 3

analitica). Portanto, provamos acima que as fungoes analiticas exp (Zk:l aka) exp (Zk:l Bka) e exp (Zk:l 'yka)

coincidem em um aberto suficientemente pequeno. Por um teorema geral da teoria de fungoes de varidveis complexas,

isso implica que essas fun¢oes sdo iguais em toda parte. Assim, vale para todos a1, as, asz, 51, B2 e 53 reais ou complexos
que ¢(Uy,)p(Up) = ¢(UyUp), completando a prova. |

Note que a aplicagao ¢ nao pode ser um isomorfismo de grupos pois, como vimos, nao ¢é bijetora. Vale, no entanto,
o seguinte resultado, importante, por exemplo, na Mecanica Quéantica:

Proposicao 21.17 Os grupos SU(2) /{1, —1} e SO(3) sdo isomorfos. O

Prova. Coloquemos a seguinte questdo: qual é o niicleo®® Ker (¢) do homomorfismo ¢ : SU(2) — SO(3) definido em
(21.168), ou seja, quais elementos de SU(2) sdo mapeados na identidade de SO(3) por ¢? De acordo com (21.168) e com
a Proposicao 21.7, pagina 1060, esses sao exatamente os elementos da forma exp (9" ;) = exp (f zgﬁ d ) com 0 = 27n,
n € Z. Agora, por (21.155) temos que exp (—i22%7j- &) = cos (nm) 1 — isen (nm)7j- & = (—1)"1. Logo, concluimos que
Ker(¢) = {1, —1}.

Como ¢ é sobrejetora tem-se que sua imagem é Ran (¢) = SO(3). Assim, evocando o Teorema 2.6, pagina 136, para o
homomorfismo ¢ : SU(2) — SO(3) dado em (21.168), concluimos imediatamente que SU(2)/{1, —1} e SO(3) séo grupos
isomorfos. |

As consideragbes acima sobre a relagao entre os grupos SO(3) e SU(2) sao de importancia na Fisica Quéntica,
particularmente no que concerne a parametrizagao do grupo de rotagoes SO(3) para particulas de spin 1/2. Ainda mais
profunda é a relagdo entre o grupo SL(2, C) e o grupo de Lorentz, relacdo essa que discutiremos na Segao 45.1, pagina
2464.

e Mais alguns resultados sobre o grupo SU(2)

A proposicao que segue estende ao grupo SU(2) resultados estabelecidos para o grupo SO(3) na Proposigdo 21.9,
péagina 1062. Ela pode ser demonstrada usando-se o isomorfismo acima, mas apresentamos uma demonstracao que faz
uso instrutivo da série de Lie, expressao (11.60)—(11.61), pagina 594.

Proposigao 21.18 Valem as relagies

exp (—igﬁ-a) (£-3) exp (igﬁ-a) - (R(H, ﬁ)é) ¥ (21.171)
0. 2 0. N N L
exp <z§n . 0> exp (z;{ . 0> exp (Zgﬂ . 0> = exp <z§ (R(@, n)f) . 0> , (21.172)
para 0, 0' € R e para dois vetores unitdrios 7 = (n1, n2, n3) € R3 e £ = (&1, &, &) € R3. O

Prova. A relacdo (21.172) segue diretamente de (21.171), pois A exp (—i%g- 5) A7l = exp (—i%'A(E- &')A‘1> para

qualquer matriz invertivel A. Resta-nos demonstrar (21.171).

Definamos j, := —io,/2. Valem, portanto, rela¢oes de comutacdo [ja, jb] = €abeje (aqui e no restante desta de-
monstracdo usaremos a convencao de implicitamente somarmos (de 1 a 3) sobre indices repetidos). O lado esquerdo de
(21.171) fica

. 077 -  —07-7
2i&; e’ ji e

30 A nogéo de niicleo de um homomorfismo foi definida em (2.50), pagina 132.
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Pela série de Lie, expressao (11.60)—(11.61), pagina 594, temos

[ee]
77 - —07] . A T S
MM e = g+ Y= [Tm, (77, s [n-y,yj]~~ﬂ~
a=1 a vezes

Para o primeiro comutador, temos

[ﬂ'ja Jil = milge J5] = meirin -
Para o segundo comutador, teremos

[ﬁ'i [ﬁ']ﬂ jo = MNiEijk [Jis k| = MNiEijkElkmIm = i (Simjt — GitGjm ) jm = nj(ﬁ'j) —Jj -

Assim, o terceiro comutador sera igual a [ﬁj, 7; (ﬁ j) — jj] Agora, o primeiro termo é
[ﬁ'j, nj (ﬁj)} = mnink i dk] = mnmkEiknin = 0,

devido a antissimetria de €;,. Logo, o terceiro comutador serd igual a — {ﬁ' -7, j]} = —N;€ijkJk PO ser igual ao primeiro

comutador, mas com o sinal trocado.

Segue disso uma expressao geral para os comutadores multiplos:

R g L= (71)a/2(7’j(ﬁ";) 7jj) , @ par,
[n-y, (7-ds s [T 7, ]j]"'H =
a vezes (=)@ 2p,0, 0k a impar,

a qual pode ser facilmente provada por inducao (faga-o!).

Assim,
exp (977' j)jj exp ( - 977'5) = Ji+ (ki %) Ni€ijkJk + (ki %) (77]' (7-7) - jj)
—0 =1
= j;j + sen(0)nicinjr + (1 — cos(8)) (m (7-7) - jj) :
Logo,
exp (07-7) (@-7) exv(=07-7) = @ j+sen(®)(Txa)-j+ (1-cos(0) ((7-@)(7-7) (@)
= (o‘z’—i— sen(6) (77 x &) + (1 — cos(6)) ((77 @) — d’)) -
= (cos(@)a + sen(0) (7 x &) + (1 — cos(0)) (77 o?)ﬁ) j
s (. ) -
Isso completa a demonstragao de (21.171). |

21.4.6 O Grupo SL(2, C)

Vamos aqui tratar de um grupo fortemente aparentado ao grupo SU(2) e ao grupo de Lorentz, cujo estudo é importante
na teoria dos spinores, particularmente no estudo de representagoes do grupo de Lorentz para particulas de spin 1/2.
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Trata-se do grupo SL(2, C), o grupo das matrizes complexas 2 x 2 de determinante 1. Mais sobre o grupo SL(2, C), em
especial, sua relagao com o grupo de Lorentz, é apresentado na Secao 2.B, pagina 214 e na Secao 45.1, pagina 2464.

O grupo SL(2, €) é definido como o grupo formado pelas matrizes complexas 2 x 2 de determinante igual a 1. Como
as matrizes 1, o1, 09, o3 formam uma base em Mat (C, 2), podemos escrever toda matriz A € SL(2, C) na forma

ag+as ap —ias
A = apl + ay01 + ags09 + azosz = s

a1 +ias ag— as
com ag, a1, az, az € C. A condicdo det(A) = 1 implica a3 — a? — a3 — a2 = 1. Assim,

ag+as ap —tas ) ) ) )
SL(2, C) = com agp, a1, az, az € Ceaj—aj—a3—az=1, . (21.173)

a1 +ias ag— as

Como ag é um ntmero complexo arbitrario, podemos escrever
ag = coshz,

para algum z € C, pois a fung@o cosh : C — C é sobrejetora. Fora isso, para z # inm, n € Z, podemos definir trés
nimeros complexos 71, 12, 13 por
ai az as

M enhz 2T ez s =

senh z

A condigao a? — a? — a2 — a3 = 1 implica (verifique!) que os niimeros complexos 11, 72, 13 satisfazem 77 + n3 +n3 = 1.

Com isso vemos que

SL(2, C) = {cosh(z)ﬂ + senh (2) (77- &), onde z € C e i € C* com 17 +n3 +n3 = 1} . (21.174)
Note-se que a parametrizagio usada em (21.174) para os elementos de SL(2, C) ndo é univoca, pois cosh(z) = cosh(z’)
e senh (z) = senh (2’) caso z — 2/ = 2wrmi, com m € Z.

Como vimos anteriormente quando tratamos de SU(2), a condi¢do n? + 13 +n3 = 1 implica que (77-7)? = 1 (mesmo
para vetores 7] complexos!). Portanto,

0 m
- = z -  —\m
exp (z77-7) = Z—|(n-0)
m=0 """
o 2k o _2k+1
o S o2k ? S o\2k+1
= g + g
kzzo(zk)'(” ) kZ:O(ZkJrl)' - 9)

Il
T~
i~
5l
~ Eal
-

=

+
—
| 8
~~
2w,
+| T
= =
—
-

S

Q

= cosh(z)1 + senh (2) (7- &) .

Assim, todo elemento A € SL(2, C) é da forma exp (27 - ). Em resumo,
SL(2, C) = {exp (277-3) , onde 2 € C e 7 € € com 0} +n3 + 13 = 1} . (21.175)

Como ja observamos logo apds (21.174), a parametrizacdo usada em (21.175) para os elementos de SL(2, C) néo é
univoca.

Como j4 vimos, o subgrupo SU(2) de SL(2, C) corresponde a z = i, § € R, e 7 € R3. Como vemos, SU(2) e SL(2, C)
tém ambas dlgebras de Lie geradas pelas matrizes de Pauli, mas em SU(2) essa algebra de Lie é uma dlgebra sobre o
corpo dos reais, enquanto que em SL(2, C) é sobre o corpo dos complezos.

Mais material sobre o grupo SL(2, C), em especial, sobre sua relagdo com o grupo de Lorentz, serd apresentado na
Secao 45.1, pagina 2464.
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21.5 Generalidades Sobre os Grupos SU(n) e SO(n)

Nesta secao discutiremos algumas qualidades gerais dos grupos SU(n) e SO(n). Para esta secao recomenda-se a leitura
prévia de partes do Capitulo 22, pdgina 1162. Comegaremos com os grupos SU(n) pois seu tratamento é ligeiramente
mais simples que o dos grupos SO(n). O caso fisicamente importante do grupo SU(3) serd brevemente discutido na Segao
21.5.1.1, pagina 1089.

21.5.1 Os Grupos SU(n)

Apds termos adquirido algum conhecimento sobre o grupo SU(2), vamos estudar alguns aspectos gerais dos grupos SU(n),
n > 2. Vimos acima de modo explicito que os elementos de SU(2) podem ser escritos como exponenciais de elementos
de sua dlgebra de Lie. Veremos que esse fato é também vélido para SU(n).

Lembremos a defini¢ao: paran > 1,
SU(n) = {U €GL(C, n)| U* =U" e det(U) = 1} .

Comecemos com a seguinte observacgao.

Proposicao 21.19 SU(n) é um subgrupo compacto de GL(C, n). O

Prova. Provemos primeiramente que SU(n) é um subconjunto (topologicamente) fechado de GL(C, n). Em verdade,
essa afirmacao ja se encontra demonstrada na Proposicao 22.6, pagina 1170, mas apresentamos agora uma outra prova
mais especifica.

Seja Uy, n € IN, uma sequéncia de matrizes de SU(n) que converge em norma a uma matriz U € Mat (n, C), ou seja,
limy, 00 |Un — Ullc = 0, onde || - ||¢ é a norma operatorial de matrizes. Desejamos provar que U € SU(n).

Em primeiro lugar, notemos que podemos escrever
UU = U-Up,+U,)"U-Up+U,) = (U=-U,)"U-U,)+U;(U-Up,)+ U -U,)U,+UU, .

Como os U, sdo unitérios, U U, = 1 e conclui-se que U*U — 1 = (U = U,)*(U = U,) + U:(U = U,) + (U — U,)*U,,.
Assim

10U —1f¢ = H(UfUn)*(UfUn)JrU,’;(UfUn)+(U7Un)*Un .

IN

H(U B Un)*(U - U")Hc + ||U7:(U - Un)Hc + ||(U - Un)*Uan
< U =Un)*lellU = Unlle + [Uplle|lU = Unlle + (U = Un)*|lc|Unllc

< U =Unlle +2U = Unlle (21.176)

(Ao estudante deve ser claro que acima usamos os fatos que, para quaisquer matrizes A, B, complexas n X n, valem
|A+ Blle < ||Alle + |Blle, [ABlle < |[AllcllBlle, |Alle = [|A*|lc e que ||A|lc = 1 se A é unitdria. Se néo for claro,
justifique esses fatos como exercicio ou leia o Capitulo 39).

Agora, como o extremo direito da sequéncia de desigualdades (21.176) pode ser feito arbitrariamente pequeno para
n — oo, concluimos que o extremo esquerdo é nulo, ou seja, U*U = 1. Analogamente, prova-se que UU* = 1. Isso
estabelece que U é unitario.

Que o determinante de U vale 1, segue do fato que U,, € SU(n) converge a U na norma operatorial e da continuidade
do determinante estabelecida na Proposicao 11.18, pagina 607. Isso estabelece que U € SU(n) e isso prova que SU(n) é
um subconjunto topologicamente fechado de GL(C, n), como querfamos.

Para provarmos que SU(n) é compacto, resta apenas provar que SU(n) é um conjunto limitado®!. A condigdo U*U = 1

31Para a definicdo da nocio de compacidade e suas propriedades, vide Secdo 32.3, pagina 1514.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 21 1088/2558

implica Tr(U*U) = n. Assim, vale

n
Z |l:]ab|2 =n,

a,b=1

para todo U € SU(n). Isso mostra que SU(n) é limitado e, portanto, compacto. |

Seja agora {U(t) € SU(n), t € R}, um subgrupo uniparamétrico de SU(n) (ou seja, U(0) =1 e U)U(t') = U(t+t'),
sendo t — U(t) continua). Pela Proposicao 22.7, pagina 1171, U(t) = exp(tA) para alguma matriz A. Agora, sejam u, v
dois vetores arbitrarios de C". Temos que, para todo t vale (u, v)o = (U(t)u, U(t)v)e. Diferenciando essa igualdade
em relacao a t, escrevendo-se U(t) = exp(tA) e calculando a derivada em t = 0, tem-se 0 = (Au, v)¢ + (u, Av)g,
ou seja, (u, (A+ A*)v)g = 0. Como isso vale para todo u, v em C", segue que A* = —A. Fora isso®?, como
1 = det(exp(tA)) = exp(tTr(A)), segue que A tem trago nulo.

Napp s

Assim, vimos que os geradores infinitesimais dos subgrupos uniparamétricos de SU(n) sdo antiautoadjuntos e tém
trago nulo. Podemos nos perguntar se a reciproca é valida, ou seja, se todas as matrizes antiautoadjuntas e de trago
nulo sdo geradoras infinitesimais de subgrupos uniparamétricos de SU(n). Para responder isso, precisamos da seguinte
proposicao:

Proposicao 21.20 Se A € Mat (n, C) € antiautoadjunta (ou seja, A* = —A) satisfazendo também Tr(A) = 0, entdo a
matriz exp(A) € um elemento de SU(n). O

Prova. Precisamos provar que exp(A) é unitdria e que seu determinante é igual a 1. Pela defini¢do da exponencial de
matrizes em termos de uma série de poténcias (a série de Taylor da fungao exponencial), sabe-se que exp(M)* = exp(M™*)
para qualquer matriz n X n complexa M. Assim, exp(A4)* = exp(A*) = exp(—A) = exp(A4)~!, provando que exp(4) é
unitdria. Além disso, para nossa matriz A, tem-se (pela Proposi¢ao 10.14, pagina 466) det (exp(A)) = exp (Tr(4))
exp(0) = 1, o que prova que exp(A) € SU(n), como queriamos.

Essa proposigao diz-nos que, se A € Mat (n, C) é antiautoadjunta e tem trago nulo, entdo U(t) = exp(tA), t € R é
um subgrupo uniparamétrico de SU(n). Em resumo, concluimos que o conjunto de todas as matrizes n x n complexas
antiautoadjuntas e de traco nulo é idéntico ao conjunto de todos os geradores infinitesimais de subgrupos uniparamétricos
de SU(n).

Como SU(n) é um subgrupo fechado de GL(C, n), segue do Teorema 22.1 que o conjunto de seus geradores infinitesi-
mais é uma §dlgebra de Lie. Essa dlgebra de Lie é dita ser a dlgebra de Lie de SU(n), e é denotada por su(n) (assim, com
letras mintusculas). Como vimos, su(n) coincide com o conjunto de todas as matrizes n x n complexas antiautoadjuntas
de trago nulo.

De passagem, notemos que o conjunto de todas as matrizes n X n complexas antiautoadjuntas de trago nulo forma
uma &algebra de Lie real, fato ja visto independentemente nos exercicios da pagina 109.

Provemos agora uma outra proposi¢do, a qual essencialmente diz-nos que todo elemento de SU(n) pode ser obtido
como exponencial de um elemento de su(n). No caso de SU(2) isso foi provado explicitamente, quando mostramos que
todo elemento de SU(2) é da forma exp(i07j - 7).

Proposicao 21.21 Todo elemento U de SU(n) pode ser escrito na forma U = e?, onde A € Mat (n, C) ¢ antiautoad-
junta (ou seja, A* = —A) e de traco nulo (ou seja, Tr(A) = 0). Seque disso que SU(n) é um grupo a n® — 1 parametros
reais. O

Prova. Seja U € SU(n). Como toda matriz unitéria, U é normal, pois vale UU* = U*U (= 1). Uma das consequéncias
do Teorema Espectral para matrizes diz-nos que toda matriz normal pode ser diagonalizada por uma matriz unitaria
(vide Teorema 10.17 e as paginas que o antecedem).

Assim, existe V, matriz unitdria, tal que U = VDV* onde D = diag(u1, ..., u,), e onde 0s uj sdo nimeros
complexos (os autovalores de U). Da condigdo UU* = 1 segue imediatamente que DD* = 1, o que implica que cada uy,
¢ um niimero complexo de médulo 1: |ug|? = 1. Assim, podemos escrever uy = e**, onde \; € R, sendo que cada \; é
determinado a menos de um termo 27m, com m inteiro.

32 Aqui usamos a Proposicdo 10.14, pagina 466, ou a Proposicdo 11.7, pagina 578.
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Note-se que, como U tem determinante 1, segue que 1 = det(U) = det(VDV*) = det(D) = exp (i >_p_; Ak). Assim,
2221 Ak = 2mmyg, com my inteiro. Podemos redefinir, digamos, \,, subtraindo-lhe 2rmgy. Com essa nova escolha teremos

A =0. (21.177)
k=1

Definamos agora a matriz L = diag (i), ..., z)\n) Note-se que, como os A sdo reais, vale L* = —L. E claro que
D = eF e também que U = exp(A), onde A = VLV*. E agora elementar constatar que A* = —A. Fora isso, por (21.177)
segue que Tr(A) = Tr(VLV*) =Tr(L) =iY ,_; M = 0.

O niimero de parametros reais que determina os elementos de SU(n) é, naturalmente, a dimenséo (real) do espago das
matrizes antiautoadjuntas de trago nulo. Os elementos independentes de tais matrizes podem ser contados da seguinte
forma. Para uma matriz antiautoadjunta A temos A;; = —Aj; para i # j e Aj; = —A;;. Assim, sdo independentes
os elementos complexos acima da diagonal principal e os elementos imaginédrios puros da diagonal principal. Acima da
diagonal principal hd 14+ -+ +n — 1 = n(n — 1)/2 elementos complexos e, portanto, os mesmos sao determinados por
n(n — 1) parametros reais. Na diagonal hd mais n pardmetros reais independentes, mas a condigéo de trago nulo reduz
esse niimero para n — 1. Assim, o nimero total de parametros reais independentes é n(n — 1) +n — 1 = n? — 1. Isso

completa a prova. [ ]

A Proposicao 21.21 tem o seguinte corolédrio simples:

Corolario 21.4 O grupo SU(n) € conexo por caminhos e, portanto, é um espago conezo. O

Prova. Pelo que vimos, se U € SU(n), entdo U é da forma U = e4, para alguma A € su(n). Logo, U pertence ao subgrupo
uniparamétrico de SU(n) gerado por A: {exp(tA), t € R}. Esse subgrupo conecta continuamente U & identidade 1 (que
corresponde a t = 0). |

A Proposigao 21.21 diz-nos que a exponenciagdo é uma aplicacao sobrejetora de su(n) em SU(n). Isso é um caso
particular de um teorema mais geral que diz que isso é vélido para qualquer grupo de Lie compacto, conexo e cuja algebra
de Lie seja de dimensao finita.

E. 21.70 Ezercicio. Pelo que vimos su(2) coincide com a dlgebra de Lie real de todas as matrizes complexas 2 x 2, antiautoadjuntas
e de trago zero. Mostre que as matrizes io1, i02 € 103 formam uma base nesse espaco de matrizes. Conclua que todo elemento de
SU(2) é da forma exp(iai01 + iz + iasos) com ai € R, fato esse que jé estabelecemos por outros meios (vide (21.156), pdgina
1078). *

21.5.1.1 Um Pouco Sobre o Grupo SU(3)

O grupo SU(3) é de grande importancia na Fisica das Particulas Elementares, estando associado & uma simetria aproxi-
mada, dita de “sabor”, e a uma simetria exata, dita de “cor”. Nao nos deteremos nesses aspectos aqui, e remetemos o
estudante aos bons livros sobre Fisica das Particulas Elementares e Teoria Quéantica de Campos (por exemplo, [408]-[409]).
Vide também [128].

O grupo SU(3) é um grupo a 32 — 1 = 8 parametros reais. Pelo que vimos, su(3) coincide com o espaco das matrizes
complexas 3 x 3, antiautoadjuntas e de trago zero. Para o estudo do grupo SU(3) no contexto da Fisica das Particulas
Elementares é conveniente introduzir-se uma base explicita nesse espaco. Como toda matriz antiautoadjunta pode ser
escrita como i\, onde A é autoadjunta, basta-nos procurar uma base no espago das matrizes autoadjuntas de trago zero.
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Comummente adota-se as chamadas Matrizes de Gell-Mann®® \;, i =1, ..., 8, que sdo as seguintes matrizes:

010 0 —i 0 1 0 0
AM=1100f, A=[i 0 0] M=]0-10]:

0 00 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 —¢ 0 00
AMM=1000, M=f00 0]: X=]001]:

1 00 1 0 0 010

0 0 O 1 0 0
M=100 —i|,» d=]01 0

0 ¢« O 0 0 -2

Note que todas as matrizes \; sao autoadjuntas e de trago zero, formando uma base no espago das matrizes complexas
autoadjuntas e de trago nulo (mostre isso!). As mesmas sdo normalizadas de modo que Tr(A,Ap) = 2d4p.

E. 21.71 Ezercicio. Prove as afirmativas do dltimo pardgrafo. *

A algebra de Lie de su(3) pode ser expressa para as matrizes de Gell-Mann da seguinte forma:

8
[)\m )\b] = QiZfabc)\cw
c=1

onde fupe, as chamadas constantes de estrutura®* de su(3), sdo totalmente antissimétricas, ou seja,

fabc = fbca = fcab = 7fbac = 7facb = 7fcba7

sendo
f123 = 17
1
fuur = —fis6 = foae = fosr = faas = —fzer = 3
V3
fasg = fors = Dk

e as demais constantes independentes sao nulas.

E. 21.72 Ezercicio. Verifique isso. Sugestdo: tire uma tarde livre. *

Pelo que aprendemos da nossa discussao geral sobre grupos SU(n), todo elemento U de SU(3) pode ser escrito na

forma .
U = exp (z Z Oék)\k> ;
k=1

onde 0s a’s sao numeros reais.

33Murray Gell-Mann (1929-2019).
34 A nocao geral de “constante de estrutura” de uma &lgebra de dimenséo finita foi introduzida & péagina 105.
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21.5.2 Os Grupos SO(n)

Primeiramente lembremos a definicao: para n > 2,

SO(n) = {R € GL(R, n)] RT = R~ e det(R) = 1} .

Sob vérios aspectos os grupos SO(n) podem ser tratados de modo semelhante aos grupos SU(n), exceto por um
ponto importante: por agirem em um espago vetorial real (R™), ndo podemos aplicar o teorema espectral as matrizes
ortogonais, tal como fizemos na prova da Proposicao 21.21. Por isso, um desvio mais longo devera ser seguido, ainda que
as conclusoes sejam as mesmas, em esséncia.

Analogamente ao que fizemos no caso SU(n), comecemos com a seguinte observacao.

Proposicao 21.22 SO(n) é um subgrupo compacto de GL(R, n). O

Prova. A prova é uma mera imitagdo da demonstragao correspondente no caso SU(n) e poupamo-nos de reproduzi-la. l

Seja agora {R(t) € SO(n), t € R}, um subgrupo uniparamétrico continuo de SO(n) (ou seja, R(0) =1 e R(t)R(t') =
R(t+t")). Pela Proposigao 22.7, pagina 1171, R(t) = exp(tA) para alguma matriz A. Agora, sejam u, v dois vetores
arbitrarios de R™. Temos que, para todo t vale (u, v)p = (R(t)u, R(t)v)p. Diferenciando essa igualdade em relacao
a t, escrevendo-se R(t) = exp(tA) e calculando a derivada em ¢t = 0, tem-se 0 = (Au, v)g + (u, Av)g, ou seja,
(u, (A+AT)v)p = 0. Como isso vale para todo u, v em R", segue que AT = —A. Assim, A é uma matriz antissimétrica,
o que implica que seus elementos diagonais sdo nulos. Assim, é automatico que Tr(A) = 0.

Assim, vimos que os geradores infinitesimais dos subgrupos uniparamétricos de SO(n) sao antissimétricos. Podemos
nos perguntar se a reciproca é valida, ou seja, se todas as matrizes antissimétricas sao geradores infinitesimais de
subgrupos uniparamétricos de SU(n). Para responder isso, precisamos da seguinte proposigao:

Proposicao 21.23 Se A € Mat (n, R) ¢ antissimétrica (ou seja, AT = —A), entdo a matriz exp(A) é um elemento de
SO(n). O

Prova. Precisamos provar que exp(A) é ortogonal e que seu determinante é igual a 1. Pela defini¢ao da exponencial de
matrizes em termos de uma série de poténcias (a série de Taylor da fungdo exponencial), sabe-se que exp(M)? = exp(MT)
para qualquer matriz n x n real ou complexa M. Assim, exp(A4)T = exp(AT) = exp(—A) = exp(A)~!, provando que
exp(A) é ortogonal.

Como observamos, Tr(A) = 0. Logo, para nossa matriz A, tem-se det(exp(A)) = exp(Tr(4)) = exp(0) = 1, o que
prova que exp(A) € SO(n), como querfamos. |

Essa proposicao diz-nos que, se A € Mat (n, R) é antissimétrica, entdo R(t) = exp(tA), t € R é um subgrupo
uniparamétrico de SO(n). Em resumo, concluimos que o conjunto de todas as matrizes n x n reais antissimétricas é
idéntico ao conjunto de todos os geradores infinitesimais de subgrupos uniparamétricos de SO(n).

Como SO(n) é um subgrupo fechado de GL(RR, n), segue do Teorema 22.1 que o conjunto de seus geradores infinite-
simais é uma &lgebra de Lie. Essa algebra de Lie é dita ser a dlgebra de Lie de SO(n), e é denotada por so(n). Como
vimos, so(n) coincide com o conjunto de todas as matrizes n X n reais antissimétricas.

De passagem, notemos que o fato de o conjunto de todas as matrizes n X n reais antissimétricas formar uma algebra
de Lie real ja fora visto independentemente nos exercicios da pagina 109.

Provemos agora uma outra proposicao, a qual essencialmente diz-nos que todo elemento de SO(n) pode ser obtido
como exponencial de um elemento de so(n). Nos casos de SO(2) e SO(3) isso foi provado explicitamente nas péginas
acima.

Proposicao 21.24 Todo elemento R de SO(n) pode ser escrito na forma R = e?, onde A € Mat (n, R) ¢ antissimétrica
(ou seja, AT = —A). Segque disso que SO(n) é um grupo a n(n —1)/2 pardmetros reais. O
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Prova. Como dissemos nao podemos aqui seguir exatamente os passos da prova da Proposi¢ao 21.21, pois o teorema
espectral nao se aplica de modo direto a matrizes reais.

Seja R € SO(n), com elementos de matriz reais R;;. Normalmente R age no espago real R™, mas podemos fazé-la agir
em C™ da maneira usual: para um vetor u € C™ com componentes u; € C, tem-se (Ru); = Z?zl R;ju;. Como tal, R é

uma matriz unitdria de determinante 1, ou seja, um elemento de SU(n), pois (R*);; = (R);i = (R)j; = (RT);j = (R71);5.
Aqui usamos que os R;; sdo reais e o fato 6bvio (por qué?) que a inversa de R em C™ é a mesma que em R".

Dado que R é unitéria, seus autovalores sao nimeros eventualmente complexos mas de médulo 1. Notemos, porém,
que os autovalores sdo raizes do polinémio caracteristico p(x) = det(zl — R), € C. Como os R;; sdo reais, esse
polinémio tem coeficientes reais. E um fato elementar e bem conhecido que se z é raiz de um polinémio com coeficientes
reais, entao seu complexo conjugado T também o é.

Se n é par, os autovalores sdo, portanto, pares de nimeros complexos de médulo 1 complexo-conjugados: €? e e=*.
Como o determinante de R é o produto de seus autovalores, isso automaticamente garante que det(R) = 1 desde que
—1, se for autovalor, o seja com multiplicidade algébrica par.

Se n é fmpar, os autovalores sdo pares de nimeros complexos de médulo 1 complexo-conjugados: e+, mas um

deles pode ser real, podendo, portanto, ser +1. Como o determinante de R é o produto de seus autovalores, a condig¢ao
det(R) = 1 implica que um dos autovalores deve ser +1 e que —1, se for autovalor, o é com multiplicidade algébrica par.

Em resumo:

1. Se n é par, o conjunto de autovalores de R é do tipo {eT k=1,..., n/2, sendo 0} € R}.

2. Se n é fmpar, o conjunto de autovalores de R é do tipo {1} U {e*¥* k=1, ..., (n —1)/2, sendo 6; € R}.
Em ambos os casos —1 pode ser autovalor e, se o for, o é com multiplicidade algébrica par.

Seja o autovalor e?*. H4 dois casos a considerar.

Caso I. €% +# +1, de modo que €% é nao real e, portanto, distinto de e~%*.

. - - . 2
Seja v € €™ um autovetor de R com autovalor e?*: RvF = e¢"*vF normalizado de modo que ||kaC = <vk, vk>(D =

1. Segue que RvkF = e vk ou seja, vF é um autovetor de R com autovalor e *%*. Como R é unitéria, segue que
autovetores que correspondem a autovalores distintos sdo ortogonais (em C™). Logo,

<W, Vk>c =0 e, portanto, <vk7 vk>]R = <W, Vk>c =0. (21.178)

Escrevamos v* separando componente a componente suas partes real e imagindria: vk = a¥ +ib* com a*, b* € R™.
As relacoes RvF = e vF ¢ Rvk = e~ % vk tornam-se

Ra* = (cos@)a® — (senf;)b*,

Rb" = (senfy)a” + (cosf)b".

Note-se que, como senf, # 0, essas duas relacdes implicam que nao se pode ter a¥ = 0, pois isso implicaria b¥ =0 e
vice-versa. Porém, a* e b sio vetores ortogonais em R™. De fato,

<ak, bk>]R = i<(vk +W), (vk ,W)>

(21.178)



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 21 1093/2558

Assim, concluimos que no subespaco real gerado pelos vetores ortogonais nio nulos a* e b¥, a matriz R age (na base

cos 0, send,
gerada por a* e b*, como a matriz , elemento de SO(2).

—senf, cosby

E importante notar também que os vetores a* e b* sdo também ortogonais entre si para k’s diferentes. Isso é mostrado
na proposicao seguinte.

Proposigao 21.25 Se v/ = a/ +ib/ e vF¥ = a* + ib* sdo vetores de C* com a’, a* b’ bF € R" e se valerem
<vj, Vk>c =0c <W, Vk>c =0, entdo tem-se

<aj, ak>]R = <aj, bk>]R = <bj7 ak>]R = <bj, bk>]R =0.

O
Prova. De <vj , Vk>c = 0 segue facilmente que
<aj, ak> + <bj, bk> =0 e <bj, ak> — <aj, bk> =0.
R R R R
Como v/ = a’ — ib/, tem-se de <$, Vk>c =0 que
<aj, ak> - <bj, bk> =0 e <bj, ak> + <aj, bk> =0.
R R R R
Disso, o resultado desejado segue imediatamente. |

O niimero de parametros reais que determina os elementos de SO(n) é, naturalmente, a dimensdo (real) do espago
das matrizes antissimétricas reais. Os elementos independentes de tais matrizes podem ser contados da seguinte forma.
Para uma matriz antissimétrica A temos A;; = —Aj; para i # j e Aj; = 0. Assim, sdo independentes os elementos
reais acima da diagonal principal, que sdo em nidmero 1+ ---+n — 1 = n(n — 1)/2, este sendo, portanto, o ntimero de
parametros reais independentes que determina os elementos de SO(n).

O fato demonstrado nessa proposicdo acima mostra que os subespacos gerados por pares a’, b’ sio ortogonais em

cosfl; senf;

~send; cos0, ) Resta-nos ainda discutir o

R™. Na base formada por esses vetores, R tem a forma de blocos diagonais (

que se passa com os autovalores reais.
Caso II. e = +1.

Como comentamos, o autovalor —1 tem multiplicidade algébrica par em C". Como R é unitdria em C", R é simples
(vide defini¢ao a pdgina 463), concluimos que a multiplicidade geométrica desse autovalor em C™ é igualmente par. Os
autovalores reais de R correspondem a autovetores reais (por qué?). Assim, hd um subespago real de dimenséo par onde
R age como —1. Como a dimensao é par, podemos escrever R nesse subespago como uma série de blocos diagonais como
( cosf; senf;

— send; cos 0, ), mas para 0; = 7.

Para o autovalor +1 a conclusao é a mesma, exceto que se n for impar a multiplicidade geométrica é impar. Assim,
cosf; senf;

R age nesse subespaco como uma série de blocos diagonais como (7 send; cos 0,

), mas para 6; = 0 e um bloco 1 x 1 com
elemento de matriz 1.

A concluséo é a seguinte: para R € SO(n) existe uma matriz ortogonal®> V tal que R = VBV~ onde B é a seguinte

35 A matriz é ortogonal pois faz a mudanca de base para a base dos vetores al, bJ e dos autovetores de autovalor +1, os quais sdo todos
ortogonais entre si, como provamos acima. Um fato crucial, como se vé.
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matriz: quando n é par, ou seja, n = 2m, para algum m > 0 inteiro, B é a matriz bloco-diagonal dada por

cos 0 senf;

—senf; cosf;

cos Oy senfy

—senfly cos s

cosf,, send,,

—senf,, cosb,,

(21.179)

que é formada por m = n/2 blocos 2 x 2, como indicado acima, sendo os demais elementos de matriz nulos. Quando n é

impar, ou seja, n = 2m + 1, para algum m > 0 inteiro, B é a matriz bloco-diagonal dada por

cos 61 senfy

—senf; cos6;

cos 05 senfo

—senfly; cosfy

cost,, senb,,

—senf,, cosb,,

, (21.180)

que é formada por m = (n — 1)/2 blocos 2 x 2, como indicado acima, sendo o elemento B, igual a 1, e os demais
elementos de sao matriz nulos.
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Definamos agora (tanto para o caso em que n é par ou impar)

0
J. = —R
k 00,

Or=-=0m=0

E claro que cada Ji é a matriz antissimétrica composta pelo bloco | Y § | colocado na k-ésima posicdo, os demais

elementos de matriz sendo iguais a zero. Deve ser também claro que JiJ; = J;Ji para todos k, [ =1, ..., m e que

B = exp (91J1+-~~+9mjm>.

E. 21.73 Ezercicio. Complete os detalhes. *

Do comentado acima, temos, entdo, que R = VBV ~! = exp (A4), onde
A= V(00h O )V

Agora, como V é ortogonal e as .Jj sdo antissimétricas, é elementar verificar que A7 = —A. Isso completa a prova da
Proposicao 21.24. |

A Proposigao 21.24 diz-nos que a exponenciagdo é uma aplicacdo sobrejetora de so(n) em SO(n). Isso é um caso
particular de um teorema mais geral que diz que isso é vélido para qualquer grupo de Lie compacto, conexo e cuja algebra
de Lie seja de dimensao finita.

A Proposicao 21.24 tem os dois seguintes coroldrios simples:

Corolario 21.5 Para n impar eziste para cada R € SO(n) um vetor i € R™ tal que Rij = 1. O

O vetor 177 é o autovetor com autovalor 1. Se n é par pode nao haver um tal vetor invariante. Esse corolario, junto
com a Proposicao 21.24, generaliza a Proposigao 21.6, pagina 1057, que era restrita ao caso SO(3).

Corolario 21.6 O grupo SO(n) € conexo por caminhos e, portanto, é conexo. O

Prova. Pelo que vimos, se R € SO(n), R é da forma R = e, para alguma A € so(n). Logo, R pertence ao subgrupo
uniparamétrico de SO(n) gerado por A: {exp(tA), t € R}. Esse subgrupo conecta continuamente U & identidade 1 (que
corresponde a t = 0). |

21.6 O Grupo Afim e o Grupo Euclidiano

Seja V' um espago vetorial (que, lembremos, é um grupo Abeliano em relagdo & operacao de adigdo de vetores). Vamos
denotar por GL(V) o conjunto dos operadores lineares bijetores (e, portanto, inversiveis) de V em V. Também sabemos
que GL(V') é um grupo.

Existe uma agao & esquerda natural de GL(V) em V, a saber o : GL(V) x V — V dada por (M, v) := Mv onde
M € GL(V) e v € V. (Mostre que isso define uma agao a esquerda).

Dessa forma podemos definir o produto semidireto de GL(V') e V, denotado por GL(V)®,V, ou simplesmente por
GL(V)®V, definindo em GL(V) x V o produto

(M, u)- (M', u') := (MM', Mu' +u),

onde M, M’ € GL(V) e u, v’ € V. (A nogao de produto semidireto de dois grupos foi definida na Segéo 2.2.4.2; pagina
145).
GL(V)®V é denominado o grupo afim do espago vetorial V.

Se G for um subgrupo de GL(V), o produto semidireto G®V ¢ definido analogamente (M, u) - (M', u') :=
(MM';, Mu' +u),onde M, M' € Geu, v € V. E evidente que GOV é um subgrupo de GL(V)®V.
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E. 21.74 Ezercicio. Mostre que o conjunto de translagdes puras formado pelos pares (1, v), v € V é um subgrupo normal de
GL(V)®V. Sugestdo: basta mostrar que trata-se de um subgrupo Abeliano. *

E. 21.75 Ezercicio. Se G é um subgrupo normal de GL(V'), mostre que GOV é um subgrupo normal de GL(V)®V'. *

E. 21.76 FEzercicio. Se G é um subgrupo de GL(V'), mostre que V' 3 u — Ru + v, para (R, v) € GOV, define uma a¢io a
esquerda de GOV em V. *

6

Consideraremos dois exemplos importantes, o grupo Euclidiano®® e o grupo de Poincaré3” o qual seré tratado na

Secao 21.8.

e O grupo Euclidiano

O chamado grupo Fuclidiano em dimensdo n é definido como sendo o grupo E, := O(n)®R". O grupo SE,, :=
SO(n)®R™ é denominado grupo Euclidiano especial em dimensdao n. O produto em E,, é definido por (Ry, a1)-(Ra, a2) =
(R1R2, a1 + Ryiaz), com Ry, Ry € SO(n) e a1, az € R™.

O grupo E,, tem uma acdo natural em R"™ dada por R" 5 y — Ry + z, para cada elemento (R, z) € E,. Assim,
E, implementa em R™ translagoes, rotagoes e reflexoes, as chamadas transformacéoes FEuclidianas de R™. Essa é, em
verdade, a prépria motivagao da definicao de E,,.

E. 21.77 Egzercicio. Mostre que R" 3 y — Ry + & =: ayr, »)(y), para (R, z) € E,,, define uma agdo a esquerda de E, em R".
Constate que a(y,,, )(0) = = e conclua que essa agdo é transitiva. *

H4 um subgrupo de GL(n + 1, R) que ¢é isomorfo a E,. Sejam as matrizes reais (n + 1) x (n+ 1)

R x
E(R, z) = , com ReO(n)execR". (21.181)
0 1
Entao, tem-se
E(R, z)E(R', 2') = E(RR', Re' +x) . (21.182)
E. 21.78 Ezercicio importante. Mostre isso. *

Assim, o conjunto de matrizes {E(R, z) € GL(n+ 1, R), com R € O(n) e x € R"} forma um subgrupo de GL(n +
1, R) que é isomorfo a E,,. Também denotaremos esse grupo por E,,.

E. 21.79 Ezercicio. Prove essa tltima afirmativa. *

A expressio (21.181) define, devido a (21.182), uma representacao de E,, em R" "1,

E. 21.80 Ezercicio. Consideremos o subconjunto (ndo é um subespaco) M,, C R"*! dado por

v1
M, ::{ 7comyl,...,ynG]R}.
Un
1

36Fuclides de Alexandria (ci. 325 A.C. — ci. 265 A.C.).
37 Jules Henri Poincaré (1854-1912).
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Yn
1

Y1
Denotemos ( ) = (Y). Mostre que

E(R, z)(Y) = (™)

e conclua que E(R, z)(¥) é uma agdo de E,, em M,,. Como E(L,, z)(9) = (7), conclua que essa ag3o é transitiva. *

e Os geradores infinitesimais do grupo Euclidiano especial SE3

De particular interesse é o caso n = 3. E possivel identificar os seguintes subgrupos uniparamétricos de SE3, aqueles
gerados pelas matrizes E(R;, 0), j = 1, 2, 3, onde R; s@o as matrizes introduzidas em (21.91) e que geram subgrupos
uniparamétricos de SO(3) e aqueles gerados pelas matrizes F(1, zx), k =1, 2, 3, onde z1 = (z, 0, 0), z2 = (0, z, 0) e
x3 = (0, 0, ) com z € R. Esses tltimos subgrupos geram translagoes nas diregoes k =1, 2, 3.

E. 21.81 Ezercicio importante. Mostre que esses seis subgrupos s3o subgrupos uniparamétricos. *

Como facilmente se verifica, os geradores infinitesimais desses subgrupos sao as seguintes matrizes:

0 0 0
J1 Jo J3
J1 e Jo Js
000 000 0
e
0
0 0 0 0
p1 ot P2 ps3
0 0 1
000 0 000 0 000 0

sendo que Ji, Ja e J3 s@o os geradores infinitesimais de SO(3), definidos em (21.92)-(21.94), pdgina 1055. Usando a
forma das matrizes Jj, dada em (21.92)-(21.94), é facil constatar as seguintes relagoes de comutacao entre os geradores
infinitesimais acima:

3 3
[jm Jb] = Zgabc Je s [paa pb] =0, [jaa pb] = Zgabc Pec - (21-183)
c=1 c=1

E. 21.82 FEuzercicio. Verifique! -
As relagoes (21.183) representam as relagoes de comutagao da dlgebra de Lie es do grupo SE3. Note que p1, p2 e p3
formam uma subdlgebra Abeliana de ez e que essa subalgebra é um ideal de e3. Esse fato reflete a propriedade que o

subgrupo de translagées é um subgrupo normal de SEj3.

e Os geradores infinitesimais do grupo Euclidiano especial SE>

De maneira andloga podemos tratar o caso (mais simples) do grupo SEz. Os elementos de SO(2)®R? podem ser



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 21 1098/2558

parametrizados na forma

cosf —senf
senf cos@ axo | 0c(—m, 7, z1, z2 € R.
0 0 1

Seus geradores infinitesimais serao

0 -1 0 0 0 1 0 0 O
Ju = |1 0 O0f: Pr = |0 0 O] P2 .= |0 0 1
0O 0 O 0 0 0 0 0 0

Como é facil de verificar, as relacoes de comutacao entre esses geradores infinitesimais sao

[jla pl] = P2, [j17 p2] = —P1, [p17 p2] =0.

Um elemento genérico dessa algebra de Lie é da forma

1(3, t) = , onde J = e t = ,

com —7 < 0 <mety, ts € R. E um exercicio facil (faga-o!) constatar que para todo k € IN, tem-se
13, t)F = 1(3% 3" "t) .

Consequentemente, vale que

R t/
_ - 1 ko_ N
exp (I3, 1) = 1+ 513, 0)F = 1+ 1(3* 37 ") ,
k=1 k=1
0 0 1
onde
cosf —senf
R := € = e t = f(t,
senf  cosf
sendo f a fungao analitica inteira definida pela série de Taylor
=1
flw) =1+ Ewk—l, weC. (21.184)
k=2 """
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E f4cil constatar que

Y w#()?

A matriz f(J) pode ser calculada facilmente usando-se o fato que, para M =

M+ = (—~1)*M, k € Ny, de onde se extrai

Capitulo 21 1099/2558

(95'), valem M2 = (—=1)*1 e

=1 =1 = 1
=1 —qk—1 _ 1 2m—1 2m
£(3) +kz::2k,8 +m2=:1—(2 ),3 +7; (2m+1),3
= (—1)"”927” ! ’”927” cosf — 1 senf
= = M
PO Y Al
senf cosf —1
0
- (21.185)
cosf —1 senf

0

Notemos que det f(J) = 2 (IC—OSO) # 0 para —7 < 0 < 7. Assim, f(J) é inversivel e se escolhermos t = f(J) ', para

qualquer z = (3!) € R?, teremos

R - cos
exp (I(3, f(3)'z)) = = senf
0
0 0 1

—senf 1
cosf x9
0 1

Isso prova que todo elemento do grupo SE; = SO(2)®R? pode ser escrito como exponencial de um elemento da sua
prépria édlgebra de Lie. Essa afirmacao é igualmente valida para todo os grupos SE,, = SO(n)®R". A demonstragao
segue passos andlogos aos acima pois, como observamos na Secao 21.5.2, pagina 1091, os elementos de SO(n) podem ser
escritos em uma base conveniente na forma de blocos de matrizes de SO(2). Isso implicard que também no caso geral a
matriz f(J) é inversivel. Deixamos os detalhes da demonstracao como exercicio ao leitor.

21.7 O Grupo de Lorentz em 3 + 1-Dimensoes

Para a leitura desta secao uma certa familiaridade com rudimentos da teoria da relatividade restrita é recomendavel,

mas nao totalmente indispensével.

21.7.1 O Espaco-Tempo, a Nocao de Intervalo e a Estrutura Causal

E um fato elementar da natureza ser possivel descrever qualquer evento idealmente pontual e de duracao instantanea
por uma colecao de quatro nimeros que especificam sua posicao espacial e seu instante de tempo, medidos em algum
sistema de referéncia. A colecao de todos os eventos pontuais de duracao instantanea é denominada espago-tempo, nogao
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introduzida por Minkowski®®. Assim, é natural (pelo menos na auséncia de campos gravitacionais, que podem alterar
a topologia global do espaco-tempo) identificar o mesmo com o espaco matemético R*. Assim descrito, cada evento
pode ser especificado em um sistema de referéncia que adote coordenadas espaciais Cartesianas, por uma quadrupla
ordenada (zg, =1, T2, 3), onde convencionamos que os trés tltimos niimeros sdo coordenadas espaciais do evento e o
primeiro sua coordenada temporal. O leitor deve ser advertido que muitos autores convencionam escrever as coordenadas
espago-temporais de um evento na forma (z1, za, 3, x4), onde x4 é a coordenada temporal. Isso alteraria a forma das
matrizes que serao manuseadas abaixo, mas nao a esséncia dos resultados que apresentaremos.

Na Mecanica Cléssica, a primeira lei de Newton?? afirma existirem certos sistemas de referéncia dotados da seguinte
propriedade: se um corpo encontra-se isolado do restante do universo, ou seja, se sobre ele nao atuam forgas externas,
entao em relagao a esse sistema de referéncia esse corpo se move com velocidade constante. Tais sistemas de referéncia
sao denominados sistemas de referéncia inerciais, pois neles vale o principio de inércia. E muito facil concluir que se
um sistema de referéncia se move com velocidade constante em relagao a um sistema de referéncia inercial, entao ele é
também um sistema de referéncia inercial.

Sistemas de referéncia inerciais desempenham um papel central, pois neles as Leis da Fisica assumem um caracter
universal. E um postulado fundamental da Fisica que suas leis basicas sao as mesmas em todos os sistemas de referéncia
inerciais. Na mesma linha, é um postulado fundamental da Fisica que também suas constantes fundamentais, tais como
a velocidade da luz ¢, a constante de Planck?® h, a constante de gravitacio universal G e outras tenham também o mesmo
valor em todos os sistemas de referéncia inerciais. Mais que isso, os sistemas de referéncia inerciais concordam quanto as
relagoes de causa e efeito entre todos os eventos ocorridos no espago-tempo. Essa série de principios aqui mal delineados
é por vezes denominada principio da relatividade. O principio da relatividade tem sua origem nos trabalhos de Galilei*!
sobre Dinamica, mas foi com a Teoria da Relatividade de Einstein*? que suas reais consequéncias foram exploradas em
sua maxima extensao.

Ao realizarmos transformagoes entre sistemas de coordenadas inerciais, as coordenadas dos eventos transformam-
se linearmente®?. Esse postulado é familiar se nos lembramos da acdo do grupo de translacdes, da acdo do grupo de
rotagoes no espago tridimensional ou das transformagoes de Galilei da Mecanica Cldssica (ndo relativista). Assim, cada
transformagao entre sistemas de coordenadas inerciais deve ser representada na forma Lx + ¢, onde L é uma matriz real

xo
4 x4ezxetsio vetores de R Aqui, = e t sdo representados na forma de um vetor coluna, como = = (ﬁ; )
x3

O vetor ¢ representa uma translagdo (tanto no espago quanto no tempo) entre os sistemas de coordenadas. Cada
matriz L € Mat (R, 4) deve depender das velocidades relativas entre os sistemas inerciais cuja transformagao descreve,
da direcao dessas velocidades e dos angulos relativos entre os eixos Cartesianos espaciais dos dois sistemas. L deve
também conter informagao sobre se os eixos Cartesianos espaciais dos dois sistemas tém a mesma orientagio (positiva
ou negativa) e sobre se os relégios dos dois sistemas correm na mesma diregao.

Dados dois eventos quaisquer x, y no espaco-tempo (que doravante identificaremos com R*) e cujas coordenadas
sejam x = (zg, x1, T2, 3) e ¥y = (Yo, Y1, Y2, y3) em um determinado sistema de referéncia inercial, define-se o intervalo
entre ambos como sendo a quantidade®*

Iz, y) = Iz —y) = (zo—y0)* — (11 —11)° — (22 —2)* — (33 —y3)® ,

onde c¢ é a velocidade da luz no sistema de referéncia inercial em questao.

38Hermann Minkowski (1864-1909). A expressdo “espago-tempo” provém do Alemdo “Raumzeit”.

39Sir Isaac Newton (1643-1727).

40Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947).

4 Galileo Galilei (1564-1642).

42 Albert Einstein (1879-1955).

43Transformacbes que preservam a estrutura causal (vide discussdo adiante) no espago-tempo de Minkowski sdo necessariamente lineares.
Esse afirmagao foi demonstrada por diversos autores de forma independente. Citamos ao estudante interessado as seguintes referéncias:

1. A. D. Alexandrov, “On Lorentz Transformations”, Uspehi Mat. Nauk. 5, 187 (1950).

2. A. D. Alexandrov, “Mappings of Spaces with Families of Cones and Space-Time Transformations”, Annali di Mat. Pura Appl. 103,
229-257 (1975).

3. E. C. Zeeman, “Causality Implies the Lorentz Group”, J. Math. Phys. 5, 490-493 (1964).
4. H.-J. Borchers and G. C. Hegerfelt, “The Structure of Space-Time Transformations”, Commun. Math. Phys. 28, 259-266 (1972).

No comentdrio & pagina 1107 provaremos com base no Teorema 21.7, pdgina 1035, que transformagdes que mantém invariantes os intervalos
entre todos os pares de eventos sao necessariamente lineares.
44Novamente supomos a auséncia de campos gravitacionais, em cuja presenca a definicio de intervalo tem de ser modificada.
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A nocao de intervalo entre eventos é de grande importancia. Para comecar a explicar isso consideremos a situacao na
qual dois eventos distintos de coordenadas x e y representam a produgao e a absor¢ao de um mesmo raio luminoso, respec-
tivamente. Se em um determinado sistema de referéncia inercial as coordenadas desses eventos sdo x = (zg, x1, T2, T3)
ey = (Yo, Y1, Y2, ¥3), entdo a velocidade de propagagao da luz entre = e y satisfaz

2 = (y1 — 11)2 + (Y2 — 12)2 + (y3 — 933)2
(yo - CUO)2

e, portanto, I(y, ) = I(y — x) = 0. Um dos postulados fundamentais da Teoria da Relatividade Restrita é a afirmagao
que a velocidade de propagacao da luz no vacuo é a mesma para qualquer sistema de referéncia inercial. Portanto, se
em um outro sistema de referéncia inercial as coordenadas de x e y fossem 2’ = (xf, =}, b, x4) e v = (Y}, Y1, Vs, Y4)
terfamos igualmente
2~ W= o)+ (g —25)° + (g5 —a3)°
(yo — 20)?

e, portanto, tem-se igualmente I(y’, ') = I(y' — 2’) = 0 com o mesmo valor ¢ para a velocidade de propagacao da luz.

Compreendemos, entao, que o postulado da constancia da velocidade da luz pode ser traduzido matematicamente da
seguinte forma: se o intervalo entre dois eventos € nulo em um sistema de referéncia inercial, entdo € também nulo em
todos os demais sistemas de referéncia inerciais. Mais adiante provaremos que, sob certas hipdteses fisicas adicionais,
esse fato implica uma condigao ainda mais geral de invariancia: o intervalo entre dois eventos quaisquer é o mesmo em
qualquer sistema de referéncia inercial, mesmo quando nao é nulo.

Nota. Independente de ser um postulado tedrico, a constancia da velocidade da luz é um fato experimental que tem sofrido sucessivas

confirmagdes ao longo de vérias décadas. Para uma lista seguramente parcial de referéncias recentes (das tultimas quatro décadas) contendo
testes experimentais da constancia da velocidade da luz e testes da velocidade da luz como velocidade limite, vide:

1. T. S. Jaseja, A. Javan, J. Murray and C. H. Townes. “Test of Special Relativity or of the Isotropy of Space by Use of Infrared Masers”.
Phys. Rev. A133, A1221-A1125 (1964).

2. T. Alvéger, F. J. M. Farley, J. Kjellman and I. Wallin. “Test of the Second Postulate of Special Relativity in the GeV Region”. Phys.
Lett. 12, 260-263 (1964).

3. D. I. Blotkhintsev. “Basis for Special Relativity Theory Provided by Experiments in High Energy Physics”. Sov. Phys. Uspekhi, 9,
405 (1966).

4. 7Z. G. T. Guiragossian, G. B. Rothbart, M. R. Yearian, R. A. Gearhart and J. J. Murray. “Relative Velocity Measurements of Electrons
and Gamma Rays at 15 GeV”. Phys. Rev. Lett. 34, 335-338 (1975).

5. K. Brecher. “Is the Speed of Light Independent of the Velocity of the Source?”. Phys. Rev. Lett. 39, 1051-1054, 1236(E) (1977).

6. D. Newman, G. W. Ford, A. Rich and E. Sweetman. “Precision Experimental Verification of Special Relativity”. Phys. Rev. Lett. 40,
1355-1358 (1978).

7. K. M. Baird, D. S. Smith and B. G. Whitford. “Confirmation of the Currently Accepted Value 299 792 458 Metres per Second for the
Speed of Light”. Opt. Comm. 31, 367-368 (1979).

8. G. L. Greene, M. Scott Dewey, E. G. Kessler, Jr. and E. Fischbach. “Test of Special Relativity by a Determination of the Lorentz
Limiting Velocity: Does E = mc2?”. Phys. Rev. D 44, R2216-R2219 (1991).

9. Bradley E. Schaefer. “Severe Limits on Variations of the Speed of Light with Frequency”. Phys. Rev. Lett. 82, 4964 (1999).
Para um texto recente, vide [424]4°. &
Notemos que o intervalo depende da diferenga x —y. Assim, translagoes entre sistemas de referéncia automaticamente

mantém invariantes os intervalos entre eventos. Por essa razao vamos por ora nos interessar apenas por transformagoes
entre sistemas de referéncia que sejam do tipo Lz, com L € Mat (R, 4).

Para prosseguirmos precisamos introduzir uma importante classificagao de intervalos.

e Intervalos de tipo luz, de tipo tempo e de tipo espaco

Em um sistema de referéncia, dois eventos distintos x e y sdo ditos ser*6

1. do tipo luz se I(z, y) =0,

2. do tipo tempo se I(z, y) > 0,

45 Agradecemos & Profa. Renata Zukanovich Funchal pelas referéncias acima.
46 A5 expressoes em Inglés sdo “light-like”, “time-like” e “space-like”, respectivamente. Essa nomenclatura provém do Aleméo: “lichtartig”,
“zeitartig” e “raumartig”.
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3. do tipo espago se I(x, y) < 0.

Se dois eventos distintos « = (z¢, 1, 2, *3) € y = (Yo, Y1, Y2, ¥3) sao do tipo luz, entdo

(1 —x1)? + (2 —22)” + (ys —x3)®
(Yo — x0)? '

Se dois eventos distintos © = (zg, 1, 2, x3) e ¥y = (Yo, Y1, Y2, y3) sdo do tipo tempo, entao

(y1 — 21)% + (y2 — 22)2 + (y3 — x3)?
(yo — x0)?

< 2.

Se dois eventos distintos x = (zg, 1, T2, ¥3) € y = (Yo, Y1, Y2, y3) sdo do tipo espago, entdo

(y1 — 21)% + (y2 — 2)2 + (y3 — x3)? > 2
(Yo — x0)? '

Com isso, entendemos que

1. Se dois eventos sao separados por um intervalo do tipo luz pode haver um sinal fisico conectando ambos e que se
propagaria com a velocidade da luz.

2. Se dois eventos sao separados por um intervalo do tipo tempo pode haver um sinal fisico conectando ambos e que
se propagaria com velocidade menor que a da luz.

3. Se dois eventos sao separados por um intervalo do tipo espaco nao pode haver um sinal fisico conectando ambos,

pois o mesmo se propagaria com velocidade maior que a da luz.

A importancia dessas consideracoes é a seguinte. E uma crenca da Fisica atual que as particulas elementares que
compoem toda a matéria conhecida do universo nao podem mover-se com velocidade maior que a da luz. Consequen-
temente, se dois eventos sao separados por um intervalo do tipo espaco nao pode haver nenhum processo fisico que,
iniciando-se em um evento, influencie o outro. Diz-se, entao, que esses eventos sao causalmente desconectados, ou seja,
nao pode haver nenhuma relagcdo causal (isto é, de causa e efeito) entre ambos. Por outro lado, se dois eventos sao
separados por um intervalo do tipo tempo entao pode haver alguma influéncia causal entre ambos, por exemplo, através
de uma particula ou corpo material que, movendo-se no espago-tempo com velocidades inferiores a da luz, parta de um
evento e influencie o outro. No caso de intervalos do tipo luz a situacao é a mesma mas, entao, a eventual influéncia de
um no outro deve propagar-se com a velocidade da luz.

E. 21.83 Ezercicio. Passe varios dias meditando sobre os pardgrafos acima. *

e A estrutura causal. Transformagoes que preservam a estrutura causal

Como se percebe, se aceitarmos a ideia que processos fisicos nao podem propagar-se com velocidades superiores a
da luz, a nocao de intervalo estabelece as possiveis relagoes de causalidade entre todos os eventos do espago-tempo, ao
dizer quais eventos podem eventualmente influenciar-se (aqueles que sdo do tipo tempo ou do tipo luz um em relagdo ao
outro) e quais ndo podem de forma alguma influenciar-se (aqueles que s@o do tipo espago um em relagdo ao outro).

E uma crenga da Fisica atual que essas relagoes de causalidade devem ser as mesmas para todos os sistemas de
referéncia inerciais, pois os mesmos descrevem as mesmas Leis Fisicas e devem perceber as mesmas relagoes de causa e
efeito entre os eventos que compoem o universo.

E. 21.84 Ezercicio. Mais alguns dias de meditac3o. *

Com isso, podemos introduzir a seguinte definicao: dizemos que uma transformagao linear L, que representa uma
transformagcao entre dois sistemas de referéncia, preserva a estrutura causal do espago-tempo se a mesma satisfizer todas
as trés condigoes seguintes:

1. I(Lz, Ly) = 0 sempre que I(z, y) =0,
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2. I(Lz, Ly) > 0 sempre que I(z, y) > 0,

3. I(Lz, Ly) < 0 sempre que I(z, y) < 0.

Em palavras, L preserva o tipo de intervalo que separa todos os eventos do espago-tempo, levando todos os intervalos
do tipo luz em intervalos do tipo luz, levando todos os intervalos do tipo tempo em intervalos do tipo tempo e levando
todos os intervalos do tipo espago em intervalos do tipo espaco.

Notemos que a condi¢do que impde que I(Lxz, Ly) = 0 sempre que I(z, y) = 0 é a condigdo da invariancia da
velocidade da luz (j4 mencionada acima), mas as demais representam algo diferente: a invaridncia das relagdes de
causalidade por mudanga de sistemas de referéncia inerciais.

Um pouco mais abaixo exploraremos as consequéncias matematicas que essas imposigoes tém sobre as transformagoes
L e concluiremos que, sob as hipéteses acima (e sob uma hipétese adicional de auséncia de dilatagdes), vale uma con-
sequéncia mais forte, a saber, que I(Lz, Ly) = I(z, y) para todos os eventos z e y. Assim, transformagoes que preservam
a estrutura causal e nao envolvem dilatagoes preservam o valor do intervalo entre dois eventos quaisquer do espago-tempo.

Por fim, apenas a titulo de ilustracao, exemplifiquemos como seria uma transformacao que preserva os intervalos de
tipo luz mas nao os demais, preservando, portanto, a velocidade da luz mas violando a estrutura causal. Consideremos
um espago-tempo bidimensional, onde cada evento é descrito por uma coordenada espacial z; e uma temporal t. Seja

) —1 . t 0 . .
a matriz L = (O Co ) O intervalo entre os eventos r = (m ) e 0= (0) seria I(z, 0) = A2 — x% Porém, pela
c 1

t’ 1
transformagao L terfamos ( ,) = L( ! ) = (° xl). Assim,

T T1 ct
I(Lz, L0) = A(t')? — (2))? = 22 —? = —I(z, 0).
Logo, como os intervalos I(Lz, L0) e I(x, 0) diferem por um sinal, terfamos para quaisquer eventos z e y

1. I(Lz, Ly) = 0 sempre que I(z, y) =0,

N

I(Lz, Ly) > 0 sempre que I(z, y) <0,
3. I(Lz, Ly) < 0 sempre que I(x, y) > 0.

Portanto, intervalos tipo luz seriam levados em intervalos tipo luz, mas intervalos tipo espaco seriam levados em intervalos
tipo tempo e vice-versa. Como se vé por esse exemplo, em transformacoes que violam a estrutura causal deve haver algo
como uma permutacao entre coordenadas espaciais e temporais.

E. 21.85 Ezercicio. S3o tais transformacdes fisicamente aceitdveis? *

e Dilatagoes
Vamos agora discutir uma classe de transformacoes que preservam a estrutura causal: as dilatagoes.

Para A € R, A\ # 0, a matriz D()\) := A1 simplesmente transforma cada x € R* em Az, ou seja, D()) representa
uma dilata¢ao ou mudanga de escala das coordenadas espago-temporais de eventos. E evidente que I(D(AN)z, D(A)y) =
A2I(x, y), de modo que dilatacdes sao transformacdes lineares que preservam a estrutura causal.

Sao as dilatagbes aceitaveis enquanto mudancas de sistemas de referéncia inerciais? Essa é uma questao muito
interessante e sutil e demanda uma certa discussao.

Claramente, mudancgas de escala podem ocorrer naturalmente no caso de tratarmos de dois sistemas de referéncia que
adotam sistemas métricos diferentes, como no caso em que um sistema mede distancias em metros e um outro em jardas
(mas de modo que as medidas de tempo em um e outro sejam tais que ambos atribuem o mesmo valor numérico para c).
Essas situagoes sao triviais e poderiam ser contornadas se ambos os sistemas de referéncia concordassem no uso de uma
mesma escala de distancias. Mas para que isso seja possivel é preciso que haja objetos fisicos, em repouso em ambos os
sistemas de referéncia, que possuam as mesmas dimensoes. Poderiamos, por exemplo, adotar como unidade de distancia
o “tamanho médio” do 4tomo de Hidrogénio*”, ou o comprimento de onda de uma linha de emissdao de um certo 4tomo
ou molécula, fixos em cada sistema de referéncia.

47 A nocdo de “tamanho médio” de um atomo pode ser definida na Mecanica Quéantica, mas nio entraremos em detalhes aqui.
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Mas o que garante que o tamanho médio de um atomo de hidrogénio parado na Terra é o mesmo que o de um atomo
de hidrogénio parado em uma galdxia distante que se move em relagao a nés com uma certa velocidade? A principio,
nada garante, mas a crenga que sistemas de referéncia inerciais descrevem a mesma fisica envolve também a crenca que
certas escalas basicas de distancia e de tempo, como o tamanho médio de um atomo em repouso, sdo as mesmas em
todos os sistemas de referéncia inerciais. Por exemplo, o tamanho médio do 4tomo de hidrogénio em repouso depende de
propriedades fisicas que regem a interacdo entre o préton e o elétron que o constituem (a lei de Coulomb?*®), das leis da
Mecénica que regem seus movimentos (as leis da Mecanica Quéntica), assim como dos valores das cargas elétricas e das
massas de repouso dessas particulas. Essas grandezas e leis devem ser as mesmas em quaisquer sistemas de referéncia
inerciais.

Intimamente associada a isso estd a questao dos valores das massas de repouso das particulas elementares. Isso se
deve ao fato seguinte. A Fisica Quantica ensina-nos que se mg é a massa de repouso de uma particula elementar, digamos
um elétron, entdo a quantidade %i/(moc) tem dimensdo de comprimento (verifique!). Esse é o chamado comprimento de
onda Compton*® da particula de massa de repouso mg. Assim, para qualquer particula de massa de repouso mg ha uma
escala de distancia a ela associada.

E parte da crenca associada ao principio da relatividade que as massas em repouso das particulas elementares,
como elétrons, quarks etc., sao as mesmas quer na Terra quer em uma galaxia distante que se move em relacao a nds
com velocidade constante. Até onde se sabe, essa hipdtese tem corroboragao experimental, pois sua violagao levaria a
consequéncias observacionais em relacao ao comportamento da matéria que nunca foram verificadas quer em observagoes
astronomicas quer em experimentos com aceleradores de particulas feitos na Terra. Como & e ¢ sdo constantes fisicas,
devem também ser as mesmas em quaisquer sistemas de referéncia inerciais e, portanto, o comprimento de onda Compton
de, digamos, um elétron em repouso deve ser o mesmo em qualquer sistema de referéncia inercial e com ele poderiamos
estabelecer uma escala de distancias universal.

Em um universo em que nao houvessem escalas de distancia ou de massa naturais, como por exemplo no caso
de universos em que todas as particulas elementares tém massa nula e ndo formam estados ligados (como dtomos)
que possuam alguma escala de distancia tipica, nao haveria maneira de sistemas de referéncia inerciais concordarem
com escalas espaciais e temporais e, ai, a inclusao de dilatacoes seria inevitavel nas transformagoes entre sistemas de
referéncia. Esse nao é o caso do universo em que vivemos, pois nele sabidamente habitam particulas massivas.

Assim, apesar de as dilatagoes satisfazerem a condigao de nao violarem a estrutura causal do espago-tempo, as mesmas
nao devem ser consideradas como transformacoes legitimas de coordenadas espago-temporais entre sistemas de referéncia
inerciais no nosso universo, pois partimos da crenca que esses sistemas podem sempre concordar quanto a certas escalas
bésicas de certos objetos fisicos em repouso, tais como as massas de repouso de certas particulas elementares e seus
comprimentos de onda Compton.

E. 21.86 Ezercicio. Mais meditac3o. *

e A convengao que c=1

Daqui por diante adotaremos a convencao simplificadora que ¢ = 1. Isso pode ser obtido pela escolha de um sistema
de unidades métricas conveniente. Essa convencdo, muito empregada atualmente em textos de Fisica Tedrica®®, tem a
vantagem de “limpar” as expressoes matemaéticas de fatores que dependam de c. Admitidamente, hd uma certa “preguica”
na adogao dessa convengao, mas a mesma traz vantagens. De qualquer forma, os fatores ¢ omitidos podem ser facilmente
recuperados por consideracoes de andlise dimensional.

e Convencao sobre a notagao matricial

Nesta segdo sobre o grupo de Lorentz convencionamos que indices matriciais e vetoriais variam de 0 a 3. Assim,

48Charles Augustin de Coulomb (1736-1806).
49 Arthur Holly Compton (1892-1962). Compton recebeu o prémio Nobel de Fisica de 1927 “for his discovery of the effect named after him”.
50Em textos tedricos de Mecénica Quéantica e Teoria Quantica de Campos, adota-se também 7 = 1.
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representaremos uma matriz M € Mat (R, 4) na forma

Moo Mor Moz Mo

Mg My Mia Mis
M = . (21.186)

Myg Moy Moy Mo

Mszg Msz1 M3y Mss

e O tensor métrico de Minkowski

E muito conveniente escrever o intervalo entre dois eventos x e y com uso da seguinte notacao matricial:

Iw—y) = (w0 —y0)* = (z1 —11)* = (12 —92)> — (w3 —3)* = ((w—y), Nz —y))g ,

onde
1 0 0 0 1 0 0 O
0 -1 0 0 0
n = n(l,3) = = . (21.187)
0O 0 -1 0 0 -1
0 0 0 -1 0
E. 21.87 Ezercicio. Verifique! -

A matriz n é frequentemente denominada tensor métrico de Minkowski ou, especialmente entre Fisicos, métrica de
Minkowski.

21.7.2 A Invariancia do Intervalo

Aprendemos acima que o postulado da invariancia da velocidade de propagacao da luz, visto como uma transformacao
linear entre sistemas de referéncia inerciais, implica que se x e y sao dois eventos tais que

I(z,y) = ((x—y), nx—y))g =0, (21.188)

entao, tem-se também
I(Lz, Ly) = <L(ac—y), nL(Jc—y)>R =0 (21.189)

para qualquer transformacao linear L € Mat (R, 4) que represente uma mudanga entre sistemas de referéncia inerciais.

Nesta se¢ao iremos provar uma afirmagao, o Teorema 21.10, adiante, que generaliza ainda mais o descrito no tltimo
pardgrafo, a saber, provaremos que se L € Mat (R, 4) representa uma mudanca entre sistemas de referéncia iner-
ciais que preserva a estrutura causal e ndo envolve dilata¢oes (defini¢oes adiante), entdo I(x, y) = I(Lz, Ly) para
quaisquer eventos x e y, mesmo aqueles para os quais I(x, y) # 0. Esse fato releva a importancia da nogao de intervalo
na teoria da relatividade: o mesmo representa uma grandeza invariante por transformagoes de sistemas de referéncia
do tipo descrito acima. Dessa propriedade de invariancia extrairemos todas as informagoes importantes sobre as trans-
formagoes de Lorentz.

e Transformagoes lineares e a estrutura causal

Vamos aqui provar um teorema de importancia central no entendimento da relagao entre transformagoes L €
Mat (R, 4) e sua relagdo com a estrutura causal do espago-tempo.
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Teorema 21.10 Seja L um elemento inversivel de Mat (R, 4) que representa uma mudanga entre sistemas de referéncia
inerciais que preserva os intervalos de tipo luz. Entdo,

nL nL = (LTyL),,1 = +|det(L)|""1. (21.190)
Se além disso L preserva a estrutura causal, entdo,
nL™nL = (L™nL),,1 = |det(L)|"*1 . (21.191)
Por fim, se L preserva a estrutura causal e nao envolve dilatagoes, entao
nLTnL = 1. (21.192)

Uma consequéncia imediata dessa relagio é que I(Lz, Ly) = I(z, y) para todos z, y € R |

Prova. Para x € R*, sejam as formas quadréticas
I(z) = (z, nx)g e J(x) == (Lz, nLx), = (x, L"nLz),

E bastante claro que

I@) = (@)~ Il = [z~ 7] oo + 7] (21.199)
onde 7 = (z1, z2, x3) e ||7]| := /2% + 23 + 23. Por outro lado,
J(x) = (L"nL),, (x0)? + a(@)zo + b(F) (21.194)
onde’!
3 3
Z LTnL o Ta e b(Z) = Z (LTnL)ab ZTalp - (21.195)
a=1 a, b=1

A partir daqui ha dois casos a se considerar®? (LTnL) =0e (LTnL)OO #0.
L. Caso(L"nL),, = 0. Sabemos por (21.188)-(21.189) (tomando y = 0) que se L preserva intervalos tipo luz, entéo

se tivermos I(x) = 0 para algum z € R*, valerd também J(z) = 0. A condi¢io I(z) = 0 se dé& caso zg = ||| e se
xo = —||Z||. Nesses casos a condi¢do J(z) = 0 significa,

a@[Z+6F) =0 e —a@|F]+bF) =0,
respectivamente. Subtraindo-se a segunda relagdo da primeira, obtemos que a(Z)||Z]| = 0, o que implica a(¥) = 0 e

b(Z) = 0, sendo & arbitrdrio. Segue de (21.195) que (LTnL)Oa = 0 para cada a = 1, 2, 3. Ora, junto com a hipbtese
(LTnL) 0o = 0, isso estabeleceu que (LTnL)Oa = 0 para cada a = 0, 1, 2, 3, ou seja, que a primeira linha da matriz
LTyL é nula, implicando que 0 = det (LTnL) = — det(L)Q. Isso provou que L nao possui inversa, estabelecendo, por
contradi¢ao com as hipdteses, que o caso (LTnL) 0o = 0 nao é possivel.

II. Caso(LTnL)OO # 0. Neste caso J(x) é um polinémio de grau dois em xq e, devido a (21.194), podemos escrever

J@) = (L'nL)oy [0 = 1(@)] [w0 — (@) ,
sendo y1 (%) e yo(F) tais que
—(LTL) 4y (11(&) +32(7)) = a(@) e (LTNL) gy y1(D)ya(E) = b(T) .

As expressoes y1 (Z) e y2(Z), porém, podem ser determinadas independentemente dessas relagdes, por serem as raizes de
J(x) como funcao de . Sabemos por (21.188)-(21.189) (tomando y = 0) que se L preserva intervalos tipo luz, entéo se
tivermos I(z) = 0 para algum z € R*, valerd também J(z) = 0. Para 7 fixo qualquer, vemos por (21.193) e (21.194) que

51 Aqui usou-se que (LTnL), = (LTnL),, pois LTnL é simétrica, ou seja, (LTnL)T = LTyL.
52 Agradecemos a Bruno Hideki Kimura por apontar-nos a existéncia de dois casos (e ndo de apenas um) e pelo tratamento do primeiro.
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tanto I(x) quanto J(x) sdo polindmios de segundo grau em xg e, pelo que acabamos de comentar, tém os mesmos zeros.
Dessa forma, também por (21.193) e (21.194), podemos escolher y; (%) = ||Z|| e y2(Z) = —||Z] .

Com isso e com (21.193), teremos que
J(x) = (L'nL), (xo — [IZI]) (wo + |Zl) = (LT0L)yyl(x)

para todo x € R*. Pela defini¢ao de I(z) e J(x), segue disso que

<L:c, nL:c>]R = (LTnL)OO (x, nx)R (21.196)
para todo x € R*, ou seja,

(x, [LTnL — (LTnL)OOn] T)p = 0
para todo x € R*. Como L™TnL — (LTnL)OOn é uma matriz simétrica (verifique!), a Proposicao 3.4, pagina 236, implica
L™nL — (L™nL),,n = 0. Como 7 = 1, segue que

nL™nL = (L™nL), 1. (21.197)

Como det(n) = —1 e det(L) = det(L™), obtemos ao tomar o determinante de ambos os lados da igualdade acima que

4
det(L)? = [(LT0L)yy ]|
de onde extraimos que
1/2
(L"™nL),, = =£|det(L)|"". (21.198)
Com (21.197), isso prova (21.190).

Inserindo (21.198) em (21.196) terfamos (Lx, nLz)g = %|det(L)|'/?(x, nz)y para todo z € R*. Portanto, se
L preserva a estrutura causal, apenas o sinal positivo é aceitdvel. Assim, por (21.197), temos nesse caso LTnLn =
| det(L)|'/?1 e isso completa a prova de (21.191).

Seja agora . o conjunto de todas as matrizes Ly € Mat (R, 4) que satisfazem nLInLo = 1. Afirmamos que se L
satisfaz (21.191), entdo L é da forma L = ALy com A € Ry e Ly € .Z. De fato, se L # 0 satisfaz (21.191), teremos para
qualquer A > 0 que n(A"'L)Tn(A"'L) = A=2| det(L)|"/?1 e, escolhendo A = | det(L)|'/*, concluimos que A\~'L € .Z.

Assim, se L satisfaz (21.191), L é produto de uma transformacao de £ com uma transformacao D(\) = A1, A € Ry,
A # 0. Se L nao envolve dilatagoes, entdo L € Z. Isso prova (21.192). |

e Comentario sobre a linearidade

Comentario. Como vimos, as transformagoes lineares de . tém a propriedade de manterem invariantes os intervalos entre eventos, ou seja,
sdo tais que I(Lz, Ly) = I(z, y) para todos z, y € R*. Podemos nos colocar a questdo: qual a forma mais geral de uma transformacio
sobrejetora A : R* — R* que tenha a mesma propriedade, ou seja, que seja tal que I(A(z), A(y)) = I(x, y) para todos z, y € R*, sem que
tenhamos de assumir a priori que A seja linear? A resposta é dada por uma simples aplicacdo do Lema 21.3 e do Teorema 21.7, paginas 1034
e 1035, respectivamente.

De fato, notando-se que w(z, y) := (z, ny)p define uma forma bilinear simétrica e ndo degenerada em R*, concluimos do Teorema 21.7
que existem um vetor constante ¢ e um operador linear L : R* — R* satisfazendo (Lz, nLy)p = (x, ny)y para todos x, y € R*, tais que vale
para todo z € R* a relacdo A(z) = Lz + c.

Assim, concluimos que a transformagio mais geral no espago-tempo que preserva os intervalos entre eventos é uma combinacdo de uma
transformacao de Lorentz com uma translagdo. Como discutiremos mais adiante, essas transformagdes formam um grupo, denominado grupo
de Poincaré, ou grupo de Lorentz nao homogéneo.

Vale observar ainda que a condi¢do de se preservar os intervalos entre dois eventos quaisquer z e y é uma condi¢do mais forte que a de
simplesmente preservar a estrutura causal, pois essa dltima consiste apenas em preservar o sinal de I(z, y), mas ndo necessariamente o valor

de I(z, y). &
* % %

Como vemos, um papel especial é desempenhado pelas matrizes de Z. Por toda nossa discussdo, tais matrizes
representam as transformagoes entre sistemas de referéncia inerciais que respeitam a imposicao fisica de preservar a
estrutura causal e ignoram dilatacoes e translacoes. Daqui por diante vamos nos concentrar exclusivamente em tais
transformagbes. Como veremos, o conjunto .Z, introduzido acima, tem a estrutura de um grupo, um fato de grande
importancia. Trata-se do chamado grupo de Lorentz, um objeto de importancia central na teoria da relatividade especial.
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21.7.3 O Grupo de Lorentz

O Teorema 21.10, acima, diz-nos que se L € Mat (R, 4) representa uma transformagao linear entre sistemas de referéncia
inerciais que preserva a estrutura causal e nio envolve dilatacdes e translaces, entdo nL”nL = 1, o que equivale a dizer
que L~! = nL™y. Isso também equivale a dizer que

(Lz, nLy), = (z, ny)g

para todos z, y € R*. Esse fato e a particular forma da matriz 7 mostram que o conjunto de tais matrizes L coincide
com o grupo O(1, 3), que previamente definimos (vide pagina 1039).

Devido & sua grande importancia na Fisica Relativistica, o grupo O(1, 3) recebe denominagdo especial, a saber, é
denominado grupo de Lorentz’®, em honra ao grande fisico holandés, pioneiro nos estudos da teoria da relatividade. O
grupo O(1, 3) é também denotado pelo simbolo .Z. Os elementos de £ sao denominados transformagdes de Lorentz.

Equivalentemente, o grupo de Lorentz £ = O(1, 3) é o grupo de todas as matrizes 4 x 4 que satisfazem

LY = gLy (21.199)

Como todo elemento L do grupo de Lorentz satisfaz LnLTn = 1, tem-se det(LnL™n) = 1, ou seja, det(L)? = 1, pois
det(LnLTn) = det(L) det(n)? det(LT), det(n) = —1 e det(L) = det(LT). Assim, det(L) = 41. O subconjunto SO(1, 3)
de O(1, 3), formado pelas matrizes L que satisfazem det(L) = +1 é um subgrupo, denotado por Z.

A seguinte proposicao sobre o grupo de Lorentz serd usada adiante:

Proposigao 21.26 Se L € ., entio LT € £. O

Prova. Sabemos que para qualquer matriz M vale (M T)T = M e que para qualquer matriz inversivel M vale (M T) o

(M*I)T. Se L € &, tem-se, por definicdo, que L= = nLTn. Assim, como nT = 7, segue que (L’I)T = nLn, ou seja,
(LT)_1 = n(LT)Tn, significando que L™ € %, que é o que se queria provar. [ ]

e O grupo de Poincaré, ou grupo de Lorentz nao homogéneo

Retornemos brevemente as transformacoes afins gerais que preservam intervalos e que, como vimos, sao da forma
Lz +t, com t € R* sendo uma translacio e L € . A composicio de duas de tais transformacoes L'z +t' e Lz +t, é a
transformacao L'(Lx +t) +t = L'La+ L't + t'.

Essa tltima expressdo naturalmente conduz ao seguinte. Seja & := % x R* o conjunto de todos os pares ordenados
(L, t) com L € % ete R Entdo, & é um grupo com o produto definido por

(L', t)- (L, t) := ('L, L't +1) .

Como se vé, esse produto faz de & o produto semidireto Z®R*. O produto semidireto de grupos foi definido na Secao
2.2.4.2, pagina 145.

E. 21.88 FEuzercicio. Verifique que o produto acima é de fato associativo. ldentifique o elemento neutro e determine a inversa de
cada par (L, t) € Z. *

Esse grupo, que combina transformacoes de Lorentz e translacdes, é denominado grupo de Poincaré®* (ou também
grupo de Lorentz nao homogéneo) em homenagem ao eminente matemético francés que também foi um dos pioneiros da
teoria da relatividade®®. O grupo de Poincaré é o grupo mais geral de transformacoes afins do espaco-tempo que mantém
os intervalos invariantes.

Mais adiante (pagina 1130) vamos retornar ao grupo de Poincaré para analisar sua estrutura enquanto grupo de Lie.
Antes, porém, precisamos nos concentrar plenamente no grupo de Lorentz.

53Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).

54 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

55V4rios historiadores da Ciéncia apontaram para o fato que Poincaré, assim como Lorentz, antecedeu Einstein em alguns aspectos.
Poincaré foi o primeiro (em 1905, o ano da publicagdo do trabalho seminal de Einstein, mas independente deste) a estudar o carédter de
grupo das transformagoes de Lorentz, tendo provado que toda transformagdo de Lorentz é combinagao de rotagdes com um “boost”, fato que
estabeleceremos no Teorema 21.11, mais adiante.
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21.7.4 Alguns Subgrupos do Grupo de Lorentz

Antes de e com o propésito de estudarmos a estrutura do grupo de Lorentz, vamos identificar alguns de seus subgrupos
mais importantes.

e Troca de paridade e reversao temporal

As seguintes matrizes sao elementos do grupo de Lorentz

1 0 00 10 0 0 100 0
0 -1 0 0 01 0 0 010 0
P o= ., D= ., Py o= (21.200)
0 0 1 0 00 —1 0 001 0
0 0 0 1 00 0 1 000 -1
€
1 0 0 0 -10 0 0
0 -1 0 0 0 100
P = . T = . (21.201)
0 0 -1 0 0 010
0 0 0 -1 0 0 0 1

E. 21.89 Ezercicio importante. Verifique que as cinco matrizes acima s3o membros do grupo de Lorentz, ou seja, satisfazem
LnLTn =1. *

As matrizes P, P;, P, e P; implementam trocas de paridade, ou seja, reversao da orientagao dos eixos de coordenadas
espaciais de pontos de R*. A matriz T implementa uma reversdo temporal, ou seja, inversao da coordenada temporal de
pontos de R*.

E bastante evidente que (T)2 = (P)2 = (P1)? = (P2)2 = (P3)2 =1 e que P = P, P, P5. As matrizes 1, T, Py, Py, Ps
geram um subgrupo do grupo de Lorentz que implementa reversoes temporais e de paridade.

e Os subgrupos Rot e SRot

Se R é uma matriz 4 x 4 da forma

1 0 0 O
0
R = ,
0 ro
0

onde o é uma matriz 3 x 3 pertencente a O(3), entao é facil verificar que R é um elemento do grupo de Lorentz, ou seja,
satisfaz RnRTn = 1.
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E. 21.90 Ezercicio. Verifique isso, usando os fatos que rord =1 e que

1 0 0 0
RT = 0 = R
0 (ro)”
0

]

E facil constatar que o conjunto das matrizes da forma de R acima forma um subgrupo do grupo de Lorentz. Esse
subgrupo sera designado aqui®® por Rot.

E. 21.91 FEzercicio. Mostre que Rot é isomorfo ao grupo O(3): Rot ~ O(3). *

Se R é da forma acima, é evidente também que det(R) = det(rg). Logo, Rot tem um subgrupo SRot de matrizes R
com det(R) = 1 da forma

1 0 0 O
0
R = ,

0 To

0
onde ry é uma matriz 3 x 3 pertencente a SO(3).
E. 21.92 FEzercicio. Mostre que SRot é isomorfo ao grupo SO(3): SRot ~ SO(3). -
E. 21.93 Ezercicio. Mostre que se R € Rot mas R ¢ SRot, ent3o existe uma matriz R’ € SRot com R = PR’ *
E. 21.94 Ezercicio. Mostre que se R € Rot mas R & SRot, entio existe uma matriz R’ € SRot com R = PiR". £2

As matrizes de SRot implementam rotagoes puras (sem troca de paridade) nas coordenadas espaciais de R*.

e Os “boosts” de Lorentz

Um conjunto muito importante de matrizes de Lorentz é formado pelos chamados “boosts™" de Lorentz na direcio
1. Tais matrizes sao da forma

() —vy(v) 00

Bi(v) = o) yl) 00 , (21.202)

0 0 1 0

5 - . -
56 Essa notagio nao é uniforme na literatura.
57Do inglés to boost: impulsionar, propelir, impelir, empurrar. Esse vocdbulo é geralmente usado em Fisica para denominar transformacdes
entre sistemas de coordenadas inerciais que envolvam apenas mudangas de velocidades.
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onde
1

V) = ———
7(v) T
ev € (=1, 1) (lembrar que adotamos a convengdo ¢ = 1). O estudante deve aperceber-se que as matrizes B (v) s@o o

equivalente em 3 + 1 dimensées dos “boosts” de Lorentz (21.88), em 1 + 1 dimensdes, que encontramos em nosso estudo
do grupo O(1, 1) (vide pagina 1051 e seguintes).

E. 21.95 Ezercicio muito importante. Verifique que as matrizes B1(v) acima sdo membros do grupo de Lorentz, ou seja, satisfazem
Bi(v)nBi(v)Tn =1 para todo v € (-1, 1). *

[0)
x
~ . . 1 7
A agéo das matrizes B;(v) sobre um quadrivetor z = <£2> é
3
T

(@) = y(v)(2® —vz')
(21.203)

/
(@) = a*,
que sao as transformagoes de Lorentz na forma como sao usualmente apresentadas em textos de Fisica.

Outro fato de grande importancia é o seguinte: o conjunto de todas as matrizes Bi(v) com v € (=1, 1) forma um
subgrupo do grupo de Lorentz, denominado subgrupo dos boosts de Lorentz (na direcdo 1) e que designaremos aqui por
B;. Isso decorre do seguinte:

1. Parav =0
2. Para todo v € (—1, 1)

3. Para todos v, v’ € (—1, 1)

Bi(V)Bi(v) = B, (%) . (21.204)

E. 21.96 FEzercicio muito importante. Verifique essas trés afirmacdes. *

Observe-se que o item 3, acima, estd intimamente associado a regra relativista de composicao de velocidades.

Segue também de (21.204) que By é um subgrupo Abeliano: B;(v')B1(v) = B1(v)B1(v') para todos v/, v € (—1, 1).
E. 21.97 FEzercicio. Mostre que det(B1(v)) = 1 para todo v € (—1, 1) e, portanto, B1 C SO(1, 3). *

De forma geral, um boost de Lorentz é um elemento do grupo de Lorentz que seja da forma RB;(v)R~! para algum
v € (=1, 1) e algum R € SRot. O conjunto de todos os boosts de Lorentz é

B = {RBl(’U)R_l, ve(-1,1)eRe SRot} . (21.205)

Como discutiremos mais adiante, esse conjunto B nao é um subgrupo do grupo de Lorentz. No entanto, para cada
R € SRot fixo, o conjunto

Br = {RBl(’U)R_l, ve (-1, 1)}

é um subgrupo do grupo de Lorentz que contém boosts em uma determinada direcao, fixada por R. De fato, para cada
R € SRot fixo, o produto (RB1(’U)R*1) (RBl(v’)Pfl) = RBi((v+v')/(1+vv')) R~ é novamente um elemento de Bp

e as demais propriedades de um grupo sao trivialmente verificaveis.
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Analogamente aos boosts de Lorentz na diregdo 1, hd os boosts de Lorentz nas dire¢oes 2 e 3, representados por
matrizes como

~yw) 0 —vy(v) 0O yw) 0 0 —vy(v)
0 1 0 0 0 1 0 0
Bs(v) = e Bs(v) = . (21.206)
—vy(v) 0 A O 0 0 1 0
0 0 0 1 —vy(v) 0 0 ~(v)

Todas as afirmacoes feitas sobre as matrizes B; tém seu correspondente andlogo para as matrizes Bs e Bs. Os respectivos
subgrupos sao aqui denotados por Bs e Bs.

Geometricamente as matrizes By (v) e By (v) estdo relacionadas por uma matriz de rotagdo de SRot que implementa
uma rotagao de 7/2 em torno do eixo 3:
By(v) = RBi(v)R™*,

onde
1 0 0 0O
0 0 -1 0
R = € SRot .
01 0 O
0 0 0 1
E. 21.98 FEzercicio. Verifique! -

Analogamente, é possivel obter a matriz Bs(v) a partir de B1(v) ou de Ba(v) através de rotagoes.

E. 21.99 Ezercicio importante. Uma propriedade de significado profundo na Teoria da Relatividade é o fato que boosts de Lorentz
em dire¢des distintas nao comutam! Mostre explicitamente, por exemplo, que B1(v)B2(v') # B2(v')Bi(v), exceto se v =0 ou v’ = 0.

Esse é um fendmeno puramente relativistico: boosts de Galilei em dire¢des distintas comutam! Verifique! *

Adiante, em nosso estudo da estrutura geral do grupo de Lorentz, mostraremos o quao importantes os boosts de
Lorentz s@o. A saber, mostraremos que toda matriz de Lorentz é obtida por uma sucessdo de uma rotagdo, um boost (na
diregdo 1, por exemplo) e eventualmente uma outra rotacao. Eventualmente, trocas de paridade e inversoes temporais
podem ocorrer também. A afirmacao precisa estd no Teorema 21.11.

21.7.5 Alguns Fatos Sobre a Estrutura do Grupo de Lorentz

Antes de iniciarmos esta segdo, sugerimos ao leitor apreciar o estudo do grupo O(1, 1) iniciado & pdgina 1051.

Vamos aqui tentar caracterizar a forma geral de um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3). Como ja observamos,
O(1, 3) possui um subgrupo SRot ~ SO(3) formado por matrizes da forma

1 0 0 0
0
R = ,
0 To
0
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onde 7y é uma matriz 3 x 3 pertencente a SO(3).

Vamos no que segue demonstrar o seguinte teorema, que nos fornece a forma geral de toda matriz L € .Z e que é de
importancia em todo estudo detalhado do grupo de Lorentz.

Teorema 21.11 Seja L um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3). Entdo, vale uma das quatro afirmagdes sequintes:

TIa. det(L) = +1, Log > +1 e L € da forma

L = R,B1(v) Ry, (21.207)
para algum v € (—1, 1) e para R,, Ry € SRot.
Ib. det(L) =41, Lo < —1 e L € da forma
L = TPR,Bi(v) Ry, (21.208)
para algum v € (—1, 1) e para R,, Ry € SRot.
ITa. det(L) = —1, Lop < —1 e L € da forma
L = TR,B:i(v) Ry, (21.209)
para algum v € (—1, 1) e para R,, Ry € SRot.
IIb. det(L) = —1, Loo > +1 e L € da forma
L = PR,B:(v)Ry, (21.210)
para algum v € (—1, 1) e para R,, Ry € SRot.
Fazemos notar que as representagoes (21.207)-(21.210) nao sdo univocas. O

A demonstragdo detalhada deste teorema encontra-se na Secao 21.B, pagina 1151.

e Dois resultados sobre o grupo de Lorentz

Proposigao 21.27 Se L é um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3) e L™ € sua inversa, entio tem-se que (L™1)go =
Loo. O

Prova. A prova é simples, pois sabemos que L™! = nLTn. Entdo, usando-se a representacdo (21.B.10) e calculando-se
explicitamente, tem-se

1 00 0 Loo a’ 1 00 0
o 0

0 —1 ) 7 0 1

0 0

Lo —aT
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o que leva a constatacao que (L’I)OO = L. |

Proposicao 21.28 Se L e L' sao dois elementos quaisquer do grupo de Lorentz O(1, 3), entdo tem-se que

sinal ((LL')OO) = sinal (Lgo) sinal (L{y) -

O
Prova. Sejam L e L' duas transformagoes de Lorentz que, como em (21.B.10), representamos na forma de blocos
Loo b7 Liyo v
L = : L = . (21.211)
a l a U

Vamos formar o produto L” = LL’ e estudar o sinal do elemento L{j, da matriz resultante. Pela regra de produto de
matrizes teremos (verifique!) Ly, = LooL{, + b%a’. O produto de matrizes b%a’ é idéntico ao produto escalar b-a’ dos
vetores b e a’ de R3 (por qué?). Assim,
Lg() == L00L60 + b- a' . (21212)
H4 dois casos a considerar: o caso em que sinal (Lgg) = sinal (L) € o caso em que sinal (Lgo) # sinal (Lj).
1. Caso em que sinal (Lgg) = sinal (L{y).
Nessa situagao tem-se por (21.212) que
Lgo = LooLgo — [b-a'l .

Sabemos que b-a’ = ||b|| ||a’|| cos 8, onde ||b]| é o comprimento de b, ||a’|| é o comprimento de a’ ¢ § é o angulo que esses
dois vetores formam entre si. E ¢bvio, portanto, que |b-a’| < ||b]|||a’|| (desigualdade de Cauchy). Assim,

Loy = LooLoo — [I0I] lla’]] - (21.213)

Pela Proposicao 21.36, pdgina 1155, valem [|b]| = ||a|| e ||V/]| = ||@'||, assim como Lgg = ++/1 + ||a]|? e Li, = £4/1 + ||a’]|%.
Assim, por (21.213),

6o = V1+lal?v1+la[2 ~fall a]] > 0.

Portanto, sinal (L{j,) = +1 = sinal (Lgo) sinal (L{,), como queriamos provar.
2. Caso em que sinal (Loo) # sinal (Lj).

Por (21.212) tem-se
Lty < LooLgo +[b-a'l .

Sabemos que b - a’ = ||b]| [la’|| cos§, onde ||b]| é o comprimento de b, [|a’[| é o comprimento de a’ e 6 é o dngulo que esses
dois vetores formam entre si. E ¢bvio, portanto, que |b-a’| < ||b]|||a’|] (desigualdade de Cauchy). Assim,

Lio < LooLgo + [[]] lla']] - (21.214)

Pela Proposigéo 21.36, valem ||b]| = |la| e ||t/]] = ||&||, assim como Log = £+/1+||a]|? e Ly, = F+/1 4+ ||| (pois
sinal (Lgg) # sinal (Lg)). Assim, por (21.214),

Ly < —v1+llal>yv/1+[lal? + fall '] < 0.

Portanto, sinal (Lg,) = —1 = sinal (Lgp) sinal (L{), como querfamos provar. |
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e Os subgrupos proprio, ortécrono e restrito do grupo de Lorentz

Os conjuntos de transformagoes de Lorentz que satisfazem as condicoes Ia, Ib, ITa ou IIb acima sao obviamente
conjuntos disjuntos. Nao é dificil mostrar (mas nao o faremos aqui) que cada um é um conjunto conexo. Portanto, o
grupo de Lorentz ¢ = O(1, 3) possui quatro componentes conexas. Seguindo a conven¢do, denotaremos essas quatro
componentes da seguinte formas:

1. .,2”_1 = {L € Z| det(L) = +1 e sinal (Lgg) = +1}
2. L1 = {L € Z| det(L) = —1 e sinal (Lgg) = +1}

3. fi = {L € Z| det(L) = +1 e sinal (Lgg) = —1

4. Y= {L € Z| det(L) = —1 e sinal (Lgg) = —1}.

Note-se também que apenas ,,?l contém a identidade 1. 7 contém a operacao de troca de paridade P. fi contém
a operagao de troca de paridade e inversao temporal PT. £ contém a operacao de inversao temporal 7.

Os conjuntos ff, fi e Y nao sao subgrupos de .Z. Porém, pelas Proposi¢oes 21.27 e 21.28, é muito facil constatar
as seguintes afirmacoes:

1. ,,?_I é um subgrupo de .Z, denominado grupo de Lorentz proprio ortdcrono ou grupo de Lorentz restrito.
2. LT = ,,Sfl U2 ¢ um subgrupo de .Z, denominado grupo de Lorentz ortdcrono.

3. &y = .ZI U fi é um subgrupo de .Z, denominado grupo de Lorentz préprio.

4. L = .Z_I U.ZY 6 um subgrupo de ., denominado grupo de Lorentz ortdcoro®s.

No grupo de Lorentz ortécrono £ := ,,?_I U 2" nao ocorrem reversoes temporais®

. Apenas os elementos de ambos
0s conjuntos ,,?JI e fi satisfazem det(L) = 1 e, portanto, o grupo de Lorentz préprio £ = fl U fi coincide com

SO(1, 3). O grupo de Lorentz préprio ortécrono ,,?JI é também por vezes denotado por SOg(1, 3), pois o subindice “0”
é amitde usado na literatura matemética para designar a componente conexa de um grupo (no caso, do grupo SO(1, 3))
que contém a identidade. Note também que SRot é um subgrupo de .ZI

e A importancia de 7, ' e Z| na Fisica

E uma crenga da Fisica atual que .,?I representa uma simetria da Natureza (na auséncia de campos gravitacionais).
Essa crenca nio se estende aos grupos .Z; e .ZT. O problema com esses tltimos grupos é que os mesmos envolvem
operagoes de troca de paridade (representada pela matriz P) ou de reversdo temporal (representada pela matriz T').

E um fato bem estabelecido experimentalmente que nas chamadas interagoes fracas da Fisica das Particulas Elemen-
tares a troca de paridade (representada por matrizes como P ou P;) nio é uma transformacio de simetria da natureza%®

58Essa denominacdo, “ortécoro”, é raramente usada.
59Esse é o significado da flecha apontando para cima nos simbolos .fi, indicando que o tempo corre na mesma dire¢do nos sistemas de
referéncia inerciais transformados por j’i Analogamente, a flecha para baixo nos simbolos .Zi indica que a direcdo temporal dos sistemas

de referéncia inerciais transformados por fi é invertida.

60Essa descoberta foi realizada em experimentos de decaimento de neutrons publicados 1957, realizados pela fisica Chien—Shiung Wu (1912
1997) e colaboradores, baseados em previsdo tedrica feita por Tsung—Dao Lee (1926-) e Chen Ning Yang (1922-). Esses dois dltimos foram
agraciados com o Prémio Nobel de Fisica de 1957 “for their penetrating investigation of the so-called parity laws which has led to important
discoveries regarding the elementary particles”. A Profa. Chien—Shiung Wu foi agraciada com o Prémio Wolf de Fisica de 1978.

A referéncia ao trabalho original de Lee e Yang é: T. D. Lee and C. N. Yang, “Question of Parity Conservation in Weak Interactions”.
Phys. Rev. 104 (1), 254-258 (1956). A referéncia ao trabalho original de Wu e colaboradores é: C. S. Wu, E. Ambler, R. W. Hayward, D. D.
Hoppes and R. P. Hudson, “Ezperimental Test of Parity Conservation in Beta Decay”. Phys. Rev. 105 (4), 1413-1415 (1957). A referéncia
[418] contém uma compilagdo de vérias referéncias originais desses e outros autores sobre o tema.
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No contexto da Teoria Quantica de Campos Relativistica, é um fato tedérico bem estabelecido®' que a chamada
transformacao CPT%% ¢ uma transformacao de simetria. Violacdes dessa simetria ndo foram empiricamente observadas
na Fisica das Particulas Elementares. Por isso, a descoberta experimental, realizada em 1964, que a simetria CP é violada
em certos processos de decaimento de particulas®® indica fortemente que a reversdo temporal também ndo seria uma
simetria da natureza. Entretanto, evidéncias experimentais diretas de que a simetria de reversao temporal é violada nao
foram ainda encontradas, por serem de dificil constatacao. Para mais informagoes a respeito de simetrias e suas violagoes
na Fisica das Particulas Elementares, vide por exemplo [240], [147], [302], ou outros livros introdutérios sobre o assunto.

) .,?_I é um subgrupo normal de .Z

Vamos aqui provar a seguinte proposicao sobre ,,2”41:

Proposigao 21.29 XI € um subgrupo normal do grupo de Lorentz. O

Prova. Tudo o que temos que fazer é provar que se L € X_I e G e, entdao GLG € X_I Isso equivale a provar que
det(G™'LG) =1 e que sinal ((G7'LG)y) = 1.

Como det(L) = 1, tem-se obviamente que

det(G7'LG) = det(G~')det(L)det(G) = det(G~')det(G) = det(G™'G) = det(1) = 1.

Analogamente, pela Proposicao 21.28 vale

sinal ((G_ILG)OO) = sinal ((G_IL)OO) sinal (Ggp) = sinal ((G_l)oo) sinal (Lgg) sinal (Goo)

= sinal ((Gil)()()) sinal (G()()) = (sinal (G()()))2 =1.

Acima, usamos a Proposicao 21.27 na penultima igualdade. Isso completa a prova. |

E. 21.100 Ezercicio. Mostre que o grupo quociente .f/.fl é isomorfo ao grupo gerado por Py e T. *

21.7.6 Os Geradores Infinitesimais do Grupo de Lorentz

e Os geradores infinitesimais dos boosts de Lorentz

Vamos reparametrizar os boosts de Lorentz By, B2 e Bs, introduzindo um novo parametro z = arctanhv, ou seja,
v = tanh z, com —oo < z < oo. Na literatura fisica, z é por vezes denominado “rapidez’. Definindo B, (z) := B,(tanh z),

61Vide, e.g., [372] ou [204].

62A chamada transformacdo CPT envolve as operacdes sucessivas de troca de carga, ou particula-antiparticula, (denotada por C), de
paridade (denotada por P) e de reversdo temporal (denotada por T).

63Esta descoberta, realizada em experimentos datados de 1964 sobre o decaimento de mésons K, rendeu o Prémio Nobel de Fisica de 1980 a
James Watson Cronin (1931-) e Val Logsdon Fitch (1923-), “for the discovery of violations of fundamental symmetry principles in the decay
of neutral K—mesons”. A referéncia [418] contém uma compilagao de vérias referéncias originais desses e outros autores sobre o tema.
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a =1, 2, 3, temos, explicitamente

coshz —senhz 0 O coshz 0 —senhz 0
—senhz coshz 0 O 0 1 0 0
Bi(z) := , Ba(z) = , (21.215)
0 0 1 0 —senhz 0 coshz O
0 0 0 1 0 0 0 1
coshz 0 0 —senhz

By(z) = . (21.216)

—senhz 0 0O coshz

As relagoes de composicao (21.204) ficam

Ba(2)Ba(z') = Balz +27), a=1,2, 3.

E. 21.101 Ezercicio. Mostre isso usando (21.204) e a identidade bem conhecida tanh(z +y) = % Alternativamente,

use a forma explicita das matrizes B,(z) dada acima. £

Como B, (0) = 1, constatamos que {B,(z), —c0 < z < o0}, a = 1, 2, 3, sdo trés subgrupos uniparamétricos do grupo
de Lorentz. Seus geradores infinitesimais sao definidos por

d
M, = EBQ(Z) e a=1,2, 3,
e sao explicitamente dados por
0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1
-1 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O
M; = , My = , M3 = . (21.217)
0 0 0 0 -1 0 0 O 0 0 0 O
0 0 00 0 0 0 O -1 0 0 O

E também importante notar que
Ba(z) = exp (zJV[a)

paraa =1, 2, 3.

E. 21.102 Ezercicio. Verifique isso usando as formas explicitas dos geradores infinitesimais M, dadas acima. *
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e Os geradores infinitesimais de SRot

Além dos boosts de Lorentz, consideremos também os trés subgrupos uniparamétricos de SRot dados por

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 cosp O seng
Ri(9) = , Ra(e) = :
0 0 cos¢p —seno 0 0 1 0
0 0 seng cos¢ 0 —senp 0 cos¢
1 0 0 0

0 cos¢p —sengp O

0 sen¢p cos¢p 0

64

que representam rotagoes por um angulo ¢ € (—m, 7| no sentido anti-hordrio®* em torno dos eixos espaciais 1, 2 e 3,
respectivamente. Em completa analogia com o grupo SO(3), seus geradores infinitesimais sdo

E 6bvio que

0 0 0 O
0
8a: )
0 Ja
0

000 0 0 0 00 00 0 O
00 0 0 0 0 0 1 00 -1 0
i = ; J2 = ; ds = (21.218)
00 0 -1 0 0 00 01 0 0
00 1 0 0 -1 0 0 00 0 O

E. 21.103 Ezercicio muito importante.. Mostre que os geradores infinitesimais, M, e J,, com a, b = 1, 2, 3, satisfazem as seguintes

64Daf a diferenca de sinal nos senos entre Ra(¢) e as outras duas matrizes.
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relagbes de comutagio:

3
[Bas 3] = D cabede, (21.219)
c=1
3
Ma, M) = = eavede (21.220)
c=1
3
[Bas Mb] = D cave Mo (21.221)
c=1
Mostre também que de (21.219)—(21.221) segue que
[o’Z~J\7E+§'i ﬁ’~ﬁ+5~j] - (ﬁxﬁ‘f&xg) M+ (ﬁx gf&x'?) 7. (21.222)
B 3 .3
Acima, @, B3, 7 e 6 sdo vetores em R> e expressdes como & - M e & - J denotam & - M = Zochc ed-J= Zacgc. *
c=1 c=1

E claro de (21.219)-(21.221), e especialmente de (21.222), que o espago vetorial real composto por todas as combinagoes
lineares reais dos seis geradores infinitesimais M, e J, formam uma algebra de Lie real, a dlgebra de Lie do grupo de
Lorentz fl, a qual é por vezes denotada por 61. Sabemos que nao ha mais geradores infinitesimais independentes pois,

como provamos, todo elemento do grupo de Lorentz fl é produto de boosts e rotagoes.

De (21.220) percebemos o fato notével que os trés geradores infinitesimais dos subgrupos de boost por si sé nao
formam uma &dlgebra de Lie! Para tal, é preciso incluir os geradores infinitesimais dos subgrupos de rotagao! Isso releva
uma relagdo insuspeita, mas profunda, entre os boosts (que fisicamente representam transformagoes entre sistemas de
referéncia inerciais com velocidades relativas nao nulas) e as rotagdes espaciais, pois indica que as rotagOes espaciais
podem ser geradas a partir de boosts. Isso é uma caracteristica especial da Fisica Relativista (vide a comparagao com
o grupo de Galilei, abaixo) e estd relacionada a alguns fenémenos fisicos, como a chamada precessdo de Thomas®,
importante na discussao do chamado fator giromagnético do elétron. Vide qualquer bom livro sobre Mecanica Quantica

Relativista (por ex. [325]).

e Revisitando o Teorema 21.11. Mais sobre boosts e rotacgoes

Como vimos no Teorema 21.11, pagina 1113, toda L € fl é da forma L = R,B;(v)Rp, com R,, Ry, € SRot.
Podemos escrever L = (RaBl (U)Rgl)R, onde R := R,R;. Note-se que B := R,Bi(v)R,! é um boost de Lorentz em

a
uma certa dire¢do (determinada por v e por R,), ou seja, é um elemento do conjunto B definido em (21.205), pdgina

1111. De maneira andloga, podemos escrever L = R,B1(v)Ry = R’(Rb_lBl(v)Rb) = R'B’ com R' = R,R, € SRot e
B' = R, 'B1(v)R, € B. Em resumo, temos a

Proposigao 21.30 Toda transformacao de Lorentz L € .ZJI é da forma L = BR = R'B’, para certos B, B’ € B ¢
R, R’ € SRot. Ou seja, toda transformagao de Lorentz L € fl € o produto de uma rota¢ao por um boost de Lorentz. O

Escrevendo v = tanh z, ficamos com B = R,B1(2)R, ! ou, usando o gerador infinitesimal My, B = R, exp(zM;)R, L.

Isso, por sua vez pode ser reescrito como B = R, exp(zM;)R; ! = exp (zR,ﬂV[l R;1>. Vamos agora escrever R, na forma

R, = exp(J), onde J = Zizl ardr = a - J para certos ay’s reais. Pela série de Lie, expressao (11.60)—(11.61), pdgina
594, teremos

RMiR;Y = exp(J)Myexp(—J) = My + [J, My] + l[J, [J, Ma]] + i[J, [, [, MI]H + o

2! 3!
sendo a série do lado direito convergente. O fato importante a notar é que, por (21.221), os comutadores miltiplos
[J, e[ Ml]] sdo combinagoes lineares de My, Ma e M3 (para mais detalhes, vide a demonstragdo da Proposigao

21.31, pagina 1120). Concluimos disso que todos os elementos de R séo da forma exp (’y’ . M) com 7 € R3.

65Llewellyn Hilleth Thomas (1903-1992). Thomas é também autor, junto com Fermi (Enrico Fermi, 1901-1954.), do chamado modelo de
Thomas-Fermi, amplamente empregado na Fisica Atomica.
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Provaremos adiante que a reciproca é igualmente verdadeira: todos os elementos da forma exp (’"y' .M ) com v € R?

sa0 boosts de Lorentz. Mais especificamente, mostraremos (no Corolério 21.7) que um elemento de ,,2”41 que seja da forma
exp ("y’ . 3\7[), com 7 € R? nao nulo, representa um boost de Lorentz com “rapidez” ||"y’H (e, portanto, com velocidade

tanh (HVH)) na direcao definida pelo vetor unitario V/Hﬁ'”

Os dois resultados a seguir, a Proposicao 21.31 e o Corolério 21.7, tornam mais precisa a relagao entre boosts arbitrarios
e rotagoes.

Proposigao 21.31 Seja r(@, ﬁ) € SO(3) a rotagao de 6 em torno do vetor unitdrio 77 e seja R(G, 77') o elemento
correspondente de SRot. Seja B(d’) com @ = (a1, az, az) € R? o boost de Lorentz dado por

B(@) = exp (62 . 3\7[) ,
onde @M = Zi=1 My, sendo My, os geradores infinitesimais dos boosts de fl Entao, vale

R0, 7) B(@) R(~ 0, 7) = B(R(0, M)a) . (21.223)

Prova. Nesta demonstragio, seguiremos a convengao de implicitamente somar (de 1 a 3) sobre indices repetidos. Temos,
R(6, 7) B(o’z’) R(-0, 77) = exp (Hﬁ- 5) exp (o’Z . 3\7[> exp ( — 017 - 5) = exp (ozj exp (977’- j)M] exp ( — 617 - 5)) i

Pela série de Lie, expressao (11.60)—(11.61), pagina 594, temos

exp(Hﬁ-§>Mjexp(—9ﬁ.5) = Mj—i—i% [ﬁj, [7-3, ..., 73, MJ]”
a=1

a vezes
Para o primeiro comutador, temos

[7-3, M;] = n:[d:, My] #1220 ni€ijk M -

Para o segundo comutador, teremos

{ﬁ-g, [7-4, Mj:l:| = mnicijk (1, Mi] S MNi€ijkEtkmMm =y i (8im0jt — 80 jm) M = 15 (7 - M) — M; .

—

Assim, o terceiro comutador sera igual a [ﬁ' d, nj (77' 3\7[) — J\/[j}. Agora, o primeiro termo é

{77'5, ﬂj(ﬁ'ﬁ)} = munne [Ji, My (1220 M MEtken My = 0,

devido a antissimetria de €;,. Logo, o terceiro comutador sera igual a
- [77 d, Mg} = —0i€ij Mg

por ser igual ao primeiro comutador, mas com o sinal trocado.

Segue disso uma expressao geral para os comutadores multiplos:

[ﬁj’ [ﬁj” o [ﬁg"’ M]]” _ (—1)a/2(nj(ﬁ-3\_ft) —J\/[j) , a par,

o vezes (=1)@= D 200 My, a impar,
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a qual pode ser facilmente provada por indugao (faga-o!). Assim,

L (—1)kgkt1 ® (—1)k2k .
Mt <Z ((ngl)'> micijik M + (Z %) (m‘ (77- M) — Mj)

k=0 k=1

exp (977’- 5)3\/[] exp ( — 017 g)

= M;+ sen(@)niEijkMk + (1 — COS(@)) (77]’ (ﬁ‘ j\?[) _ Mj)

Logo,
exp (07-8) (@-20) exp (= 07-5) = @ N+ sen(0)(i7x @) M+ (1 cos(0)) (77 @) (7 ) — (- 3) )
= (@ sen®)(x @) + (1~ cost0) ((7- )7 - ) ) -
= ((cos(0) + sen(0) (77 x @) + (1 — cos(0)) (i @)77) - M
H2 (Ree, ma) Bt
completando a prova. m

Da Proposigao 21.31, pagina 1120, e da Proposicao 21.8, pagina 1061, segue a seguinte afirmacao, que dispensa
demonstragao:

Corolario 21.7 Seja

B(z, &) = exp (253\7[) ,
onde z € R, £ = (&1, &, &) € R3 com ||€H =1lel M:= 22:1 &My, sendo My os geradores infinitesimais dos boosts
de fl Entao, existe R(G, ﬁ) € SRot tal que

B(z, €) = R(0, 1) Bi(2) R(0, 7) ",

onde B1(z) € o boost na dire¢ao 1 e R(@,ﬁ) € SRot € o elemento de SRot obtido a partir da rotagao 7"(9, ﬁ) € S0(3)
que leva o vetor unitdrio na dire¢ao 1, ey, no vetor unitdrio {, ou seja, tal que 7’(9, ﬁ)e1 = E

E claro por isso que um elemento do grupo ,,?l que seja da forma exp (o'Z- 3\7[), com & € R? ndo nulo, representa
um boost de Lorentz com “rapidez” ||@|| (e, portanto, com velocidade tanh (||@|)) na diregio definida pelo vetor espacial
unitario &/ ||a|. O

Dentre as nossas conclusoes acima temos também:

Proposigao 21.32 O conjunto de boosts de Lorentz B coincide com o conjunto das matrizes da forma exp (2221 ij\/[k> ,
com 7y ’s sendo numeros reais:

B = {eXp(V-J\_;[), ’7€R3}.

Toda L € fl € da forma L = exp(M) exp(d), onde J = B JeM= 5 - 3\7[, sendo que 0s g’s e 7 sdo elementos de R3.
Alternativamente, podemos escrever L = exp(d') exp(M'), onde J' = 57 JeM = f;’ . 3\7[, sendo também E/ e ’;’ eR3 O

Um outro reconhecimento importante é o de que as matrizes My sao simétricas, ou seja, satisfazem ME = Mg,

enquanto que as matrizes Ji sao antissimétricas. Dai segue que as matrizes exp (o’Z . M), a € R3, que implementam

boosts de Lorentz, sao simétricas, enquanto que as matrizes exp (ﬂ : 3), B e R3, Hﬁ H < 7, que implementam rotagoes,
sao matrizes ortogonais.
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21.7.6.1 Foérmula de Rodrigues para Boosts de Lorentz

Podemos obter para boosts de Lorentz uma expressdo similar & formula de Rodrigues que obtivemos para o grupo SO(3),
expressao (21.103), pagina 1057. Essa expressdo é muito ttil.

Como vimos acima, os boosts de Lorentz sao da forma exp (o'Z . 3\7[), com @ € R3, arbitrario. Usando (21.217), pagina

1117, é facil mostrar por um céomputo direto que

0 —ap —a2 —a3 HO_ZH2 0 0 0
. - 0 0 0 N2 0 04% a1y (103
a-M = ,  que (62 M) =
—Qy 0 0 0 0 Qo ry a% DY R}
—ay 0 0 0 0 azag azaz o
e que
A 12( =
(@-20)" = [la]*(a- )
E. 21.104 Ezercicio. Verifique! *
E agora elementar provar por indugao que
S\ 2m _ N\ 2
(@-30)" = Ja|™*(a-®) .  vmen,
SN 2m—+1 .
(a-a%) = |la|*"(a-5),  ¥meN,
E. 21.105 Ezercicio. Prove isso!l *

—

Com isso, separando poténcias pares de impares na série de Taylor que define exp ( M) obtemos

1+i%(&-ﬁt)”

n=1

= 11+Z ( : )2m+§:m(&~ﬁ)2m+l

m= 1

(S (oo (55 ) (o)

exp (07 . JVE)

Concluimos assim que

3 senh ([|a][) , cosh ([l ) - 1 2 ,
exp (a-0M) = 14 — 2 (@ 0) + | ——z— | (a-73)", aer’. (21.224)
] 4|
Esta é a formula de Rodrigues para os boosts de Lorentz.
E conveniente reescrevé-la de forma mais adequada. Assumindo @ # 0, definindo z := Héz’ H, definindo E =ay/ ||62 H,

que é um vetor unitdrio (i.e., ||ﬂ| =1) de R?, a expressio (21.224) fica

exp (zg 3\7[) = 1+ senh (z) ({ 3\7[) + (cosh (z) — 1) (E J\?E)2 . (21.225)
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E. 21.106 Ezercicio. Verifique que para £ = (1, 0, 0) vale

cosh (z) —senh (z) 0 0

—senh (z cosh (z 0 0
exp <ZM1) = 1+ senh (2)M;y + (cosh (z) - 1)3\/[? = ) ) (21219 Bi(2),
0 0 1 0
0 0 0 1
como esperariamos obter. *
e Transformacgoes de Lorentz gerais
R x(l) 0
Verifiquemos agora a acao de um boost exp (z§ . M) sobre um quadrivetor x = = (xﬂ ) Temos que
3 x
xr

Eae--(5) o @ (o)

pois HE” = 1. Por isso, temos por (21.225) que

7 = exp (26 0)z = (i) — senh (2) (5“’) + ((cosh () ~ 1) ((x ) . (21.226)

z°¢

Definindo como antes v = tanh(z) e com ¥ := UE, teremos cosh(z) =

s = (7)o () + 6w

T 208

= v(v) e senh (z) = vy(v) e, assim,

( (;a:)é) ' (21.227)

Escrevendo separadamente as componentes temporal e espaciais, (21.227) fica:

(@) = A()(" =7 7) .

| =

|

Na g
[

(21.228)

—

(@) = (7= (€ D)E) +70)(§- 7 vao ).

Separando-se na componente paralela a Ee na componente ortogonal a Ee definindo z!l := E Tedt =7 — (E f)g
podemos ainda escrever (21.228) como

(@) = (@) (" = val)
(@) = ,y(v)(xu ,WO) : (21.229)

(#H) = z+.
Para boosts na dire¢ao 1, por exemplo, temos £ = (1, 0, 0, 0) e (21.229) fica

(@) = y(v)(a® - va')
(21.230)

(%) = 2,

que sdo as transformagoes de Lorentz na forma usualmente apresentada em textos de Fisica (vide (21.203), pdgina 1111).
As relagoes (21.227), (21.228) e (21.229) sao extensoes disso para o caso de boosts gerais.
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21.7.7 O Grupo de Galilei

Para diversos propdsitos é interessante comparar o grupo .,Sfl com seu correspondente nao relativistico: o grupo de
Galile?®®. Excluindo-se a reversdo temporal e as reflexdes espaciais, as bem conhecidas transformacdes de Galilei da
Mecanica Classica sao fornecidas por matrizes reais 4 x 4, da forma

1 0 0 0
Gr.7) = | ,
—7V2 r
g

onde r é uma matriz 3 x 3 pertencente a SO(3) e 7= (v1, v, vs) € R® é um vetor com componentes v; € (—o0, 00),
j =1, 2, 3. As matrizes G(r, 17) transformam da seguinte forma um vetor com 4 componentes (%)

G(r, 0) = : (21.231)

x rd — Ut

A interpretacao fisica-geométrica dessa expressao é que ela apresenta uma transformacgao de sistemas de referéncia
inerciais na qual os eixos espaciais coordenados sdo rodados de r € SO(3) e em seguida é aplicado um boost nao
relativistico de velocidade ¥ € R3, sem alterar intervalos de tempo. Transformacdes entre sistemas de referéncia na
Mecanica Classica sao estudadas na Secao 44.1, pagina 2374. Vide, em particular a Proposigao 44.2; pagina 2382.

E. 21.107 Ezxercicio. Mostre que o conjunto de matrizes
! == {G(r, ¥), r€50(3) e TR’}
forma um grupo pelo produto usual de matrizes: mostre que vale a regra de produto
G(r1, %)G(ra, %2) = G(rira, 01 +rit2) , (21.232)

mostre que o elemento neutro é G(13, 0) = 14 e mostre que G(r, 17)71 = G(r~', —r~'¥). Esse grupo ¥ é denominado Grupo de
Galilei em (3 + 1)-dimensdes. *

As matrizes G(ﬁ’) = G(]lg, U), ou seja,

1 000

G () —v1 1 0 0
v) = 5

—ve 0 1 0

—v3 0 0 1

com 7 = (v1, v2, v3) € R3, fornecem os chamados boosts de Galilei com velocidade . E evidente por (21.232) que
G(Ul)G(l_)é) = G(Ul —+ 172) = G(ﬁg)G(Ul) .

Disso, vé-se que {G (U), U E ]RB} é um subgrupo Abeliano do grupo de Galilei, denominado grupo dos boosts de Galilei.
Ao contrario do que ocorre com os boosts de Lorentz, os boosts de Galilei formam por si s6 um grupo e esse grupo é
Abeliano (e isomorfo ao grupo aditivo R?). Esses fatos compdem uma marcante diferenca entre fl e %I

66Galileo Galilei (1564-1642).
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De (21.232) é facil constatar que o grupo de Galilei %I é isomorfo ao grupo obtido pelo produto semidireto SO(3)@R?,
com SO(3) representando rotacdes e R? representando boosts de Galilei.

O conjunto de matrizes SRot = {G(T, 6), r e SO(S)} também compoe um subgrupo de gT, o subgrupo das rotagoes.
Usando (21.232), é facil ver que para todos 7 € R3 e r € SO(3) vale

G(r, ¥) = G(v)G(r, 0) = G(r, 0)G(r '%) , (21.233)

ou seja, todo elemento de gl pode ser escrito como o produto de uma rotagao seguida de um boost de Galilei (ou na
ordem oposta). Compare-se com a afirmativa da Proposicao 21.30, pagina 1119, e comentérios que se lhe seguem.

Vamos agora estudar os geradores infinitesimais do grupo de Galilei.

E. 21.108 Ezercicio. Mostre que os geradores infinitesimais dos boosts de Galilei s3o as matrizes

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

\
_
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

My = . M = . Mz = . (21.234)

o
o
o
o
[
_
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
o
=]
o
I
—_
o
o
o

Compare-os aos geradores infinitesimais dos boosts do grupo .,%I dados em (21.217), pagina 1117. Mostre que os geradores infinitesimais
das rotagdes no grupo de Galilei sdo as matrizes

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

0 0 0 O 0O 0 0 1 0 0 -1 0

Ji = s do = , ds = . (21.235)
0 0 0 -1 0o 0 0 0 0 1 0 O
0 0 1 0 0O -1 0 O 0 0 0 O

Constate que (sem nenhuma surpresa) eles s3o idénticos aos geradores infinitesimais do subgrupo de rota¢des do grupo fl dados em
(21.218), pégina 1118.

Mostre que os geradores infinitesimais M, e J,, com a, b =1, 2, 3, acima, satisfazem as seguintes rela¢cdes de comutacio:

3

[Ba: 3] = > cabede, (21.236)
c=1

Ma, Mp] = 0, (21.237)
3

[, Mo] = D capeMe. (21.238)
c=1

Mostre também que de (21.236)—(21.238) segue que
[&~M+E~5, «7~M+5-5] - (Exi—&xg) Y (Ex S) 7. (21.239)

Acima, @, 3, 7 e & sdo vetores em R®. E claro de (21.236)-(21.238), e especialmente de (21.239), que o espaco vetorial real composto
por todas as combinacdes lineares reais dos seis geradores infinitesimais M, e J, formam uma dlgebra de Lie real, a dlgebra de Lie do
grupo de Galilei %I Compare essa algebra de Lie com a algebra de Lie do grupo .2, tal como exibida em (21.219)—(21.221) e (21.222),
pagina 1119.

Mostre também que G(z?) = exp (17~ 3\7[) para todo 7 € R3, calculando explicitamente a exponencial do lado direito (isso é facil,

pois as matrizes ¥ - M sdo nilpotentes).
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Juntando isso a afirmacdo de (21.233) e ao fato de todo elemento 7 € SO(3) ser da forma exp (677 - j> com J sendo os geradores
infinitesimais de SO(3), 6 € [0, 7] e 7 € R com ||7j]] = 1 (vide Se¢3o 21.4.2, pagina 1053), conclua que todo elemento de %I é da
forma

G(exp (017- f), 17) = exp (17- 3\7[) exp (017- 5) .

Compare com a afirmagdo da Proposicdo 21.32, pagina 1121, sobre o grupo de Lorentz. *

e O grupo de Galilei nao homogéneo

O chamado grupo de Galilei ndo homogéneo é o grupo obtido do produto semidireto®” de gi com o grupo aditivo de
translagoes (R*, +), ou seja, gf_@(]R‘l, +). Seus elementos sdo, portanto, pares ordenados (G(r, U), a) com G(?“7 U) € gf_
e a € R*, sendo o produto dado por

(6( @), a) - (6(", @), @) = (6(r, G, @), G(r, T)a’ +a).
A agdo de um elemento (G(r, 17), a), do grupo de Galilei ndo homogéneo, no espaco-tempo R* é interpretada como
uma transformacao de Galilei G(r, 17) seguida de uma translacdo por a € R*.

A versao relativistica do grupo de Galilei nao homogéneo é o grupo de Poincaré, apresentado na Segao 21.8, pagina

1129.
NIHT T TEETET T T HT

Nota. Para um estudo mais aprofundado do grupo de Galilei, de suas representagdes irredutiveis, da dlgebra de Lie dos seus geradores
infinitesimais e das aplicagbes desses temas & Mecéanica Quantica Nao Relativistica, vide:
1. Jean—Marc Lévy—Leblond, “Galilei group and Galilean invariance”, em [253], vol. 2. paginas 221-296.

2. Jean—Marc Lévy-Leblond, “Galilei Group and Nonrelativistic Quantum Mechanics”, J. Math. Phys. 4, 776-789 (1963). Doi.:
10.1063/1.1724319.

3. H. Bacry and J.-M. Lévy-Leblond, “Possible kinematics”, J. Math. Phys. 9, 1605-1614 (1968).
4. J.-M. Lévy-Leblond, “Une nouvelle limite non-relativiste du groupe de Poincaré”, Ann. Inst. H. Poincaré, Sect. A 3, 1-12 (1965).
Vide também:

5. E. Inénii, E. P. Wigner, “On the Contraction of Groups and Their Representations”. Proc. Nat. Acad. Sci. 39 (6), 510-524 (1953).

Doi: 10.1073/pnas.39.6.510.
Para uma leitura extremamente interessante e que contém comentdrios sobre as contribui¢es supralistadas de Lévy—Leblond®8, In6niif®
e Wigner?, vide: Freeman J. Dyson”!, “Missed opportunities”. Bull. Amer. Math. Soc. 78, Number 5, 635-652 (1972). &

21.7.7.1 Comparacao Entre os Grupos de Galilei e Lorentz. Contragoes
Nesta secao discutiremos de que forma podemos obter o grupo de Galilei como um limite do grupo de Lorentz. Essa
questao é relevante devida a crenca de a Fisica nao relativistica ser um limite da Fisica relativistica quando a velocidade

da luz for formalmente tomada como infinita. Como veremos, essa tomada de limite pode ser formulada de maneira
precisa. Comecamos com uma observacao que aponta para certas sutilizas dessa questao.

e Uma transformacao de Galilei nao é uma transformacao de Lorentz lenta

Uma transformacao de Galilei que nao envolva rotacoes, mas apenas um boost com velocidade na diregao 1 é da forma

v = t, (21.240)
¥ = xz—out, (21.241)
y = v, (21.242)
2 = z. (21.243)

67 A nocao geral de produto semidireto de grupos encontra-se definida na Secdo 2.2.4.2, pagina 145.
68 Jean—Marc Lévy-Leblond (1940-).

69Erdal Inonii (1926-2007).

"OEugene Paul Wigner (1902-1995).

"1Freeman John Dyson (1923-).
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Sob as mesmas restri¢oes, uma transformagcao de Lorentz é da forma (vide (21.203))

¢ = v(v)(t - %x) : (21.244)
g = ) (z—t), (21.245)
y = v, (21.246)
2 =z, (21.247)

com y(v) =1/4/1— (“—;)2 Se desprezarmos termos da ordem (v/c)?, aproximando, portanto, v(v) por 1, essas expessoes
ficam

¢ = t—%:c, (21.248)
¥ = x—ut, (21.249)
Yy = v, (21.250)
2 = z. (21.251)

Comparando-se (21.248)-(21.251) a (21.240)-(21.243), vemos que o lado direito de (21.240) e de (21.248) diferem. Com
isso, adquirimos o importante entendimento de que uma transformacao de Galilei nao é meramente uma transformacao
de Lorentz lenta, ou seja, com v/c pequeno, de sorte que possamos desprezar termos da ordem de (v/c)?.

A diferenga entre que o lado direito de (21.240) e de (21.248) é o termo — %z, que se origina na necessidade de, em
uma teoria relativistica, se considerar tempos de retardo no processo de sincronizacao de reldgios em um sistema de
referéncia inercial, devido a finitude de progagacao de sinais luminosos.

Coloca-se, assim, a questao de como exatamente devemos proceder se desejamos obter o grupo de Galilei como
algum limite do grupo de Lorentz. Como veremos no que segue, a resposta nao é surpreendente: devemos tomar de
forma apropriada o limite ¢ — oo e nao meramente desprezar termos em (v/c)2. Como exatamente fazer isso é o que
discutiremos no que segue.

e Comparacao entre os Grupos de Galilei e Lorentz. Contracgao

As expressoes (21.215)-(21.216) para os boosts de Lorentz foram obtidas adotando-se, por mera conveniéncia, ¢ = 1.
Para uma comparacdo com o grupo de Galilei é conveniente expressarmos os boosts de Lorentz adotando-se ¢ # 1,
t
supondo, além disso, que os pontos do espago-tempo sejam representados por coordenadas (i; ) , com t tendo a dimensao
xr3 .
de “tempo” e com as coordenadas xj tendo dimensao de “espaco”. A passagem das coordenadas (ﬁ; ), com xg = ct,
T3
t

para as coordenadas (i;) é implementada pela matriz

xs3
5983 : t
P A 1 — T
C:=135301, através de o] = Cl ).
0001 3 x3
Assim, a agao dos boosts é dada por
o t
1 _ c x
Bk(z)<$2> = k(z)<x;> )
T3 T3

Bi(z) == C7'B(2)C,

k=1,2, 3, onde
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ou seja,
cosh z f%senhz 0 0 cosh z 0 f%senhz 0
—csenh z cosh z 0 0 0 1 0 0
Bi(z) = , BS(z) = , (21.252)
0 0 1 0 —csenhz 0 cosh z 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cosh z 0 0 —%senhz
0 1 0 0
BS(z) = . (21.253)
0 0 1 0
—csenhz 0 0 cosh z

Com ¢ # 1 a “rapidez” z se expressa em termos da velocidade v € (—¢, ¢) por z = tanh™ " (v/c).

Os respectivos geradores infinitesimais dos boosts B¢ (z) sdo agora expressos, ndo como em (21.217), mas como

. 0 —c7100 . 0 0-cto0 . 0 00—ct
= (wh i - (SRR a- (B8 ). @
0 0 00 00 0 O —c00 0
Naturalmente, temos
Bi(z) = exp (2M7) , k=123. (21.255)
Observe-se que vale
M = C7'M,C k=123, (21.256)

onde My = Mj. sdo as matrizes de (21.217).

Os geradores infinitesimais das rotagdes nao se modificam. Quanto as relagées de comutagio (21.219)-(21.221),
usando-se (21.256) e o fato que C e Jj comutam para cada k = 1, 2, 3, obtemos

3

[3i, 35] = Zsijk dk (21.257)
k=1
3

M, M5] = = el (21.258)
k=1
3

(3, M) = ZEijk M. (21.259)
k=1

Verifique! Observe-se que s@o as mesmas expressoes que em (21.219)-(21.221), e constatamos assim que a forma das
mesmas independe de c.

Definamos agora MkG’c =c Mg, k=1, 2, 3, ou seja,

G 0 —c200 G e 00-c20 G.e 0 00—c2

e -1 0 00 e R— 00 0 O — 000 0

j\'/[1 - 0 0 00 ) M2 - —-10 0 O ’ MS - 000 O ) (21'260)
0 0 00 00 0 O —-100 O

Com isso, (21.255) fica
¢(2) = exp ((az)MﬁC), k=1,23. (21.261)
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As relagoes de comutagao (21.257)-(21.259) tornam-se

3
(@i, 3;] = ZEijk dr (21.262)
k=1
G,c G,c 1 i
(M9, M) = _c_ngijk Ik (21.263)
k=1
3
[3;, M5 = > e M (21.264)
k=1

Tomando-se nas expressoes (21.262)-(21.264) o limite ¢ — oo, obtemos

3
[3:, 3;1 = Zsijk dk (21.265)
k=1
(M, M§] = o0, (21.266)
3
13:, M]G} = Zsijk M, (21.267)
k=1
onde M := lim J\/[kG’c, k=1, 2, 3, ou seja,
c— 00
T T TNV G TTY
My = (_0000) ;o My = (—1000) ;o Mg = ( 0000) : (21.268)
0000 0000 ~1000

Esses sao precisamente os geradores infinitesimais dos boosts de Galilei, indicados em (21.234), e as relagoes (21.265)-
(21.267) sao precisamente as relagdes (21.236)-(21.238), que definem a dlgebra de Lie do grupo de Galilei.

Voltando ao lado direito de (21.261), observamos que cz = ctanhfl(v/c). Para ¢ — o0 isso converge a v e, portanto,
nesse limite os boosts B (z) convergem a exp (kaG), agora com v € R, que sao os boosts de Galilei na direcao k.

O processo acima descrito, de transformagcao da édlgebra de Lie do grupo de Lorentz (descrita pelas relagoes (21.219)-
(21.221) ou (21.257)-(21.259)) na algebra de Lie do grupo de Galilei (descrita pelas relagoes (21.236)-(21.238)) tomando-se
o limite em que um pardmetro (no caso, ¢) vai a infitito junto com alguns reescalonamentos adequados, é denominado
contracao de dlgebras de Lie, tendo sido estudado por Inéni™ e Wigner™, especialmente em suas implicacdes sobre a
teoria das representacoes das algebras de Lie. Para o trabalho original, vide [193]. Para estimulantes notas histdricas,
vide [194].

21.8 O Grupo de Poincaré

O chamado grupo de Poincaré™ (em 3+1 dimensdes), também conhecido como grupo de Lorentz ndo homogéneo, é

definido como o produto semidireto”™ de O(1, 3) e do grupo aditivo de translagdes R*, ou seja, & := O(1, 3)@R*. Seus
elementos sdo, portanto, pares ordenados (L, a) com L € O(1, 3) e a € R*, sendo o produto dado por (L, a)- (L', a') =
(LL', La’ + a). Sua acdo no espago-tempo R* é interpretada como uma transformacio de Lorentz L seguida de uma
translacdo por a € R?.

O grupo de Poincaré é também denominado grupo de Lorentz ndo homogéneo.

72Erdal inénii (1926-2007).

73Eugene Paul Wigner (1902-1995).

74 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

75 A nocéo geral de produto semidireto de grupos encontra-se definida na Secio 2.2.4.2, pagina 145.
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H4 um subgrupo de GL(RR, 5) que é isomorfo a &. Sejam as matrizes reais 5 x 5 da forma

com L € O(1, 3) ea € R*.

Entao, tem-se
P(L, a)P(L', a') = P(LL', La’ +a) .

E. 21.109 Ezercicio importante. Verifique isso e verifique que o conjunto de matrizes

{P(L, a) € GL(R, 5), comLeO(l, 3)eac ]R4}
forma um subgrupo de GL(RR, 5). Mostre que a aplicagdo &2 > (L, a) — P(L, a) é um isomorfismo. *
Assim, o conjunto de matrizes {P(L, a) € GL(R, 5), com L€ O(1, 3)ea € IR4} forma um subgrupo de GL(R, 5)
que é isomorfo a &. Também denotaremos esse grupo por <.
A representacdo do grupo de Poincaré pelas matrizes P(L, a) serve basicamente & visualizagao de sua agdo. Para tal,
xo
) - ( ) e,

xo x
) € R* sdo representados em R® pelos pontos <§§
3

1

pontos do espago tempo com coordenadas x = (f;
1

T3

T Lxz+a
P(L, a) =

1

E. 21.110 Ezercicio. Mostre que

e Os geradores infinitesimais do grupo de Poincaré

O chamado grupo de Poincaré préprio ortécrono, denotado por 331 é o grupo P = fi@l&‘l.
De maneira totalmente andloga ao que fizemos no grupo Euclidiano, podemos determinar os geradores infinitesimais

do grupo 271 . Este possui 10 geradores infinitesimais. Seis da forma
+

My, 0 In 0

ou je = , comk=1,2 3,
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onde My, e Ji sdo as matrizes 4 x 4 definidas em (21.217) e (21.218), respectivamente, e quatro da forma

0 Xk
Pr = comk=0,...,3,
0 0
onde
1 0 0 0
0 1 0 0
X0 = » X1 = ) Xo = ) X3 =
0 0 1 0
0 0 0 1

As relagoes de comutagao associadas ao grupo de Poincaré sao:

3

bas 3ol = D abe e s (21.269)
c=1
3

[maa mb] = - Zgabc jc ) (21.270)
c=1
3

[ja; mb] = Zgabc mc, (21271)
c=1

P, Pl = 0, (21.272)

3
[ja; pb] = (]- - 5b()) Zsabc Pc (21273)
c=1
(mg, po] = —(dab Po + Jbo Pa) - (21.274)

Aqui, os indices dos m’s e j’s variam de 1 a 3 e os indices dos p’s variam de 0 a 3.

E. 21.111 Ezercicio importante. Todo estudante deve fazé-lo uma vez na vida. Verifique isso. *

As trés primeiras relagoes acima seguem de (21.219)-(21.221), pdgina 1119. A relacdo (21.273) diz que os j’s comutam
com pg e, nos demais casos, tem-se a tltima relagdo de (21.183).

Novamente constatamos que a subalgebra gerada pelos p’s é um ideal de dlgebra de Lie do grupo de Poincaré.

e O grupo 91 em 141-dimensoes

Com base nas consideracoes acima e no nosso estudo do grupo O(1, 1) (vide Segao 21.4.1, em especial, pagina 1051),
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sabemos que o grupo 3”1 em 141-dimensoes ¢é isomorfo ao grupo de matrizes da forma

coshz —senhz aqg
—senhz coshz ap| >
0 0 1

com z, ag, a; € R. Seus geradores infinitesimais serao

0 -1 0 0 0 1 0 0 O
my = |1-1 0 O0]:> Po = |0 0 O]} Pr = |0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 O

Como é facil de verificar, as relacoes de comutacao entre esses geradores infinitesimais sao

[m1, po] = —p1, [m1, p1] = —po, [po, p1] = 0.

Um elemento genérico dessa algebra de Lie é da forma

M t
IM, t) =
0 0 0
onde
0 -z to
M = zm; = e t = topo +tip1 =
-z 0 tq

com z, tg, t1 € R. E um exercicio facil (faga-o!) constatar que para todo k € IN, tem-se

I, ) = 1(v%, MF1e)

Consequentemente, vale que

~ ~ L t’
exp (I(M, 1)) = ]HZEI(M’ )k = ]HZEI(Mk’ MF—1)
k=1 k=1 "
0 0 1
onde
coshz —senhz
L=t = e t = fM)t,

—senhz coshz

1132/2558
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sendo f a fungdo analitica inteira definida em (21.184), pdgina 1098. A matriz f(M) pode ser calculada facilmente
usando-se o fato que
M*F =1 e M* =M, ke,

de onde se extrai

> 1
M2m 1 M2m
+> —m 5 @Dl

m=1 m= 1

= <mz_:1 iZm)! ) M+ <mz_:0 (277j+ 1)!) 1

?T|>—‘

fv Z

coshz —1 senh z
= M 4+
z z
senh z coshz —1
z z
coshz —1 senh z
z z

Notemos que
det (F(M)) = 2(%) £ 0

para z € R. Assim, f(M) é inversivel e se escolhermos t = f(M)~'a, para qualquer a = (%) € R?, teremos

I a coshz —senhz qg
exp (I (M, f(M)fla)) = = | —senhz coshz a1
0 0 1

0 0 1

Isso prova que todo elemento do grupo ?/7’1 em 1+1 dimensoes pode ser escrito como exponencial de um elemento da
sua prépria algebra de Lie.

21.9 Mais Sobre Grupos Simpléticos

Vamos aqui dar continuidade & nossa discussao sobre propriedades dos grupos simpléticos, que introduzimos na Secao
21.3.3.3, pagina 1041.

Nosso primeiro resultado aqui diz respeito a propriedades espectrais de matrizes do grupos Sp(2n, C) e Sp(2n, R).

Proposigao 21.33 Se A € Sp(2n, C), entio os polinémios caracteristicos de A e de A=1 sdo iguais: qa(z) = qa-1(z)
para todo x € C. Consequentemente, A e A~ tém o mesmo espectro de autovalores (incluindo multiplicidades) o que
implica que se \ é autovalor de A, A= também o é. Como consequéncia det A = 1.

Disso seque também que qa(z) = 2°"qa (:c’l) para todo x € C, x # 0. Um polinémio com essa propriedade € dito
reflexivo (vide Comentdrio apds a demonstragao).

Como Sp(2n, R) C Sp(2n, C) essas afirmacoes valem também para A € SpLQn, R), mas como as matrizes desse grupo
sao reais, vale adicionalmente que se \ € autovalor de A € Sp(2n, R), entdo A também o é. Assim, se A € Sp(2n, R) e
X ¢ um seu autovalor, concluimos que \™1, X e A= também sdo autovalores de A. O
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Prova da Proposicdo 21.33. Por simplicidade, denotaremos aqui Ja,, simplesmente por J e 1o, por 1. Seja qu(z) =
det (ac]l — M), x € C, o polinémio caracteristico de uma matriz M € Mat (C, 2n). Se A € Sp(2n, C), temos, usando o
fato que det J = 1, usando que J? = —1, usando (21.52), usando que um determinante é invariante por transposicoes e
usando que a dimensao do espaco é par,

ga(z) = det (21 — A) = det (J(:c]lfA)J) = det(f:c]lfJAJ) = det(f:c]lJr(A_l)T)

= det(—xﬂ—i—A_l) = det (xﬂ—A_l) = qq-1(x) .

Isso mostra que A e A~! tém o mesmo conjunto de autovalores, incluindo multiplicidades. Se {)\1, ey )\gn} sao 0s

autovalores de A (repetindo-se multiplicidades) sabemos que {)\fl, cee )\gnl} sdo os autovalores de A~! (repetindo-se
2n

multiplicidades). Dessa forma, a igualdade g4 (x) = g4-1 () entre os polinémios caracteristicos significa que H (:cf)\k) =
k=1

2n

H (:c — )\;1), o que implica que se X é autovalor de A, A= também o é. Concluimos disso que det(A) = Hizl A = 1.

k=1

Observe-se ainda que, como det(A) = 1, podemos escrever, para = # 0,
ga-1(z) = det (:c]l — Ail) = det (:CA - ]l) = 2°" det (A — :cfl]l) = (—1)*2?" det (:cil]l - A) = 2”"qa(z7"),

e portanto, estabelecemos que, para x # 0,
qa(x) = 2*"qq (x_l) )

Um polindémio com essa propriedade é dito reflexivo (vide Comentdrio adiante).

Para qualquer matriz real M € Mat (R, 2n) vale ainda que qps (T) = det (f]l — M) = det (:L']]. — M) =qm (:L') Se os

2n 2n
autovalores que M sao {u1, ..., plon}, essa igualdade significa que H (x — Mk) = H (x — m), implicando que se u é
k=1 k=1

autovalor de A, 77 também o é. Dessa forma, se A € Sp(2n, R) e A é um seu autovalor, concluimos que A™!, X e A~1
também sao autovalores de A.

Comentdrio. Polinémios reflexivos. Um polindémio de grau m, p(z) = ap + a1+ - - + am—_12™ "1 + amz™, é dito ser um polinémio reflexivo
se seus coeficientes forem simétricos por reflexdo em relagdo a seus indices, ou seja, se valer ap = a,,—j para todo k € {0, ..., m}. De forma
explicita isso significa que ap = am, a1 = am—1, a2 = am—2 etc,

E elementar constatar (faga-o!) que um polindémio p(z) de grau m é reflexivo se e somente se p(z) = zmp(z_l) para todo x # 0. &»

21.9.1 O Subgrupo Simplético Real Ortogonal

Vamos agora estudar com mais detalhe os grupos simpléticos reais compactos Sp(2n, R) N O(2n) que introduzimos
4 pagina 1045. Seu estudo requer compreender a relacdo entre os espacos vetoriais reais R?™ e os espagos vetoriais
complexos C™. Nosso objetivo é apresentar uma demonstracao alternativa do Teorema 21.8, padgina 1046, que afirma que
os grupos Sp(2n, R) N O(2n) e U(n) sdo isomorfos.

e Grupos simpléticos e a estrutura complexa induzida por Js,

H4 um isomorfismo %, entre o espaco vetorial complexo C" e o espaco vetorial real R?", o qual é dado da seguinte
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forma: .#, : C* — R?" é definido por

U1 U1
U + U1 U + U1
. Un . Un .
I : = , sendo z, = : ,
Un+1 Un+1
Uy, + U2y, Uy, + TUp,
U2n, U2n,

sendo ur € R para todo k=1, ..., 2n.

E f4cil constatar que fn_l pode ser representada por uma matriz n X (Zn):
It = (ﬂn mn) € Mat (n, C, 2n) . (21.275)

Para a notagao, vide pagina 448 e seguintes.

Para nimeros complexos da forma x + iy, com z, y € R, temos

Uy
U1 + 1Up41 (xu1 — Yunt1) + i(@upt1 + yur)
Unp
In (m + Zy) = Iy = ($]12n - yJQn)
Unp+41
Uy, + U2 (mun - yUQn) + i(mu2n + yun)
U2n

Verifique! E veja também a discussao da Segao 3.5, pagina 245. Assim, vemos que para a multiplicacao por escalares,
temos a regra

P, (zfnfl(u)) = (2l2n — yJon)u,
onde z = z + iy € C, com z, y € R, e u € R?", ou seja,
Iz I = 2oy, — yJon
Em particular, para z = i isso nos diz que .%,i.#, ! = —.J,, e, portanto,
I o Iy = —i. (21.276)

resultado que usaremos adiante.

Precisaremos também do seguinte resultado:

Lema 21.6 Seja A € Sp(2n, R). Entio, A € O(2n) se e somente se AJa,, = Jon A. Em outras palavras, Sp(2n, R) N
0(2n) = C({J2n}, Sp(2n, R)), o centralizador™® de {J2,} em Sp(2n, R). O

76 A nocdo de “centralizador” foi introduzida & péagina 138
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Prova. A pertence a Sp(2n, R) se e somente se AT.Jy, A = Jo,, ou seja, se e somente se Jo, AT Jo, = —A71. Assim,
se AT = A7 tem-se Jop, AT Jy, = —AT, o que implica Jo, AT = AT Jy,, que por sua vez implica Jo, A = Aoy, jd que
JL = —Jo,. Reciprocamente, se AT Jo, A = Jo, e Jon A = AJay,, temos AT AJs, = Ja, e, portanto, AT A = 15, o que
diz-nos que AT = A1, |

e Mais alguns resultados preparatdérios

O lema a seguir contém um resultado técnico que empregaremos adiante.

Lema 21.7 Com as defini¢coes de acima, tem-se

(u, Spw)g = Re ((fn_lu, w)c) (21.277)
e
Re ((w, fnfl%) = (u, Ipw)p , (21.278)
para todos u € R?™ e w € C™. O
Re (w1)

w1y

Prova. Escrevendo w = ( :

. Im (wq)
Wn

), temos Zw = | Fe(@n) | Aggim,

Im (.wn)

(u, Fw)g = Z upRe (wg) + Z Up4rplm (wy) = (ukRe (wi) + Up4iIm (wk))
k=1 k=1 k=1
n n
= ZRe ((uk — iun+k)wk> = Re <Z (uk +iun+k)wk> = Re ((fn_lu, w)c> )
k=1 k=1
A relagao (21.277) é imediata a partir de (21.277), pois (w, .#, 'u)q é o complexo conjugado de (., u, w)g. |

Faremos uso também do seguinte resultado elementar:

Lema 21.8 Seja M € Mat (n, C), Entdo, a aplicagdo linear real %, M 7,71 € Mat (R, 2n) satisfaz
(I M) = g Mg (21.279)

d

Prova. Sejam u, v € R?". Entdo,

(u, 7M7) P ET Re (A7, Mg M) ) = Re (M7 b, 77 M) )

E2ZT (), I M I )y = (I M I, )

R Y

estabelecendo que (%, M .7, ") T I M* L. [ |

e Provando o Lema 21.8 de um outro ponto de vista

A relagao (21.279) talvez possa ser melhor entendida se procurarmos expressar adequadamente a matriz %, M .7, 1 €
Mat (R, 2n) para M € Mat (n, C). Se separarmos cada elemento de matriz de M em sua parte real e imaginéria,
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pOdemOS escrever
M = Mpgr+iMy.

onde Mgr, M; € Mat(n, R), sendo seus elementos de matriz dados por (Mg);; = Re(M;;) e (M1);; = Im (M;;).
Afirmamos que %, M .7, ! pode ser representada em blocos da seguinte forma:

) Mg —M;
I MI = € Mat (R, 2n). (21.280)

M; Mg

U1 uy Un 41
De fato, escrevendo v € R?" na forma u = , onde Uy, Uy € R™ sao dados por U; = < : ) e Uy = ( : ),

teremos

I M I = I MUy +i02) = S (MpUs = MiUs +i(MiUy + MyUy) )

MgrU; — MU, Mr —M; Uy Mp —Mjp
= = = u N
M;U; + MgUs My Mg Us My Mg
provando (21.280).
Vé-se com isso que
MY MF
(M) = | 8 ] (21.281)

—Mj Mg

Como, porém, M* = ML —iMT, vemos que o lado direito de (21.281) coincide com .#, M*.7,~1, estabelecendo novamente
(21.279).

e O isomorfismo entre Sp(2n, R) N O(2n) e U(n)

Chegamos agora a um resultado j& anunciado sobre o grupo Sp(2n, R) N O(2n) (e demonstrado por outros meios o
Teorema 21.8, pagina 1046).

Proposicao 21.34 Os grupos Sp(2n, R) N O(2n) e U(n) sdo isomorfos. O

Prova. Se A € Sp(2n, R) N O(2n), entdo A respeita a estrutura linear complexa que pode ser definida em R?". Essa
estrutura é isomorfa & de C™ pelo isomorfismo .#, : C* — R?". Assim, ., ' A.%, é um operador linear em C", e pode
ser identificado como um elemento de Mat (n, C).

Com isso, podemos aplicar o Lema 21.8, adotando M = .71 A., e obtemos de (21.279) que AT = .7, (4,1 A.7,) s
implicando
(7,7 1A7,)" = 7, AT 7, . (21.282)

Afirmamos que .#, 1A%, € U(n), o grupo das matrizes unitdrias complexas n x n, introduzido & pagina 1039. De
fato,

(y,;lAyn)*(y;lAyn) (21.252) (f,leTfn) (y,;lAyn) = SUATAG, = I 19,9, = 1,

o que estabelece que .# ! A.#, é uma matriz unitdria complexa, ou seja, é um elemento do grupo U(n).
q q n

Vamos agora supor que K € U(n) e analisemos .%, K., 1. Trata-se de um operador linear real, pois .#, e sua inversa
sdo lineares reais. Assim, podemos afirmar que .%,K.#, 1 € Mat (R, 2n).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 21 1138/2558

Temos que
(yan,:l)TJgn (ks ) CL27) g e (S Ton P ) KT = Fu(—DK K I = Fu(-1) 50 = o
estabelecendo que %, K .7, ! € Sp(2n, R). Fora isso, tem-se também e
(yangl)T(yann—l) G2 g K'K7-' = 71,970 = 1o,
provando que .%, K "1 € O(2n). Estabelecemos, portanto, que .%, K .#, 1 € Sp(2n, R) N O(2n). Que
Sp(2n, R)NO(2n) > A — £, 'A4, € U(n)
é um homomorfismo ¢ bastante evidente, pois (7, 'A.%,) (7, A7) = #,1(AA").7,. Isso completa a demonstracio

que Sp(2n, R)NO(2n) ~ U(n),

com o isomorfismo sendo definido por .. |

21.9.2 Grupos Simpléticos. Algebras de Lie e Parametrizacao de Cayley

Na Segao 21.4.2.3, pagina 1069, apresentamos a chamada parametrizacio de Cayley dos grupos SO(n), tratando com
algum detalhe dos casos particulares de SO(2) e SO(3). Nesta segdo mostraremos que os grupos simpléticos também
admitem uma parametrizacao similar.

e A algebra de Lie de sp(2n, C) e sp(2n, R)

Ja demonstramos na Proposigao 22.6, pagina 1170, que os grupos simpléticos sao grupo de de Lie. Um subgrupo
uniparamétrico de Sp(2n, C) possui a forma exponencial A; = !X, t € R, com X € Mat (C, 2n) sendo seu gerador

infinitesimais (vide Proposi¢ao 22.7, pdgina 1171). A condigao de pertencimento a Sp(2n, C) significa (etX)TJQnetX =

Jon, ou seja etXT JonetX = Jo,. Diferenciando-se essa igualdade em relagao a t e tomando-se ¢t = 0, obtemos
XTIy + Jan X = 0.

No caso do grupo sp(2n, R) temos a mesma conclusao, apenas que X é uma matriz real. Definimos

sp(2n, R) = {X € Mat (R, 2n)| X7 Jo, = fJQnX} e

sp(2n, €) = {X € Mat (C, 2n)| X", = —J%X}.

E claro que sp(2n, R) C sp(2n, C). Como é esperado, esses dois conjuntos compoem &lgebras de Lie em relagdo ao
produto dado pelo comutador, pois se X, Y € sp(2n, C) temos

(X, YT s = YTXTDor, = XTY T Doy, = Jon(YX = XY) = —Jon[X, Y.

Analogamente para sp(2n, R).

A 4lgebra de Lie sp(2n, C) é uma &dlgebra de Lie complexa e sp(2n, R) é uma &lgebra de Lie real. Elas sdo
denominadas dlgebras de Lie associadas aos grupos simpléticos sp(2n, C) e sp(2n, R), respectivamente.

Multiplicando-se a relacio X7 Jo, = —Jop, X & esquerda e & direita por Ja,, tem-se Jo, X7 = —XJo,, ou seja,
(XT)TJQn = —J2, XT. Conclui-se disso que se X € sp(2n, C), entdo X7 € sp(2n, C). O mesmo vale para sp(2n, R).
No caso de sp(2n, C) vale ainda que se X € sp(2n, C), entdo X € sp(2n, C). Portanto, se X € sp(2n, C), entdo
X* € sp(2n, C).
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Nio é dificil ver que o mapa exponencial sp(2n, €C) > X +— !X, t € R, mapeia sp(2n, C) em Sp(2n, C) (e,
analogamente, mapeia sp(2n, R) em Sp(2n, R)). De fato, para X € sp(2n, C), tem-se Jo, X* = (—1)k(XT)kJ2n7 kelN

e, portanto,
© Lk © gk
t —1)%t k T
Jone'™ = = Jop <ﬂ+k§_1FXk> = <“k§_1(T)!(XT) )Jan = e o,

o que conduz a (etX)TJgnetX = X" Jo,etX = Jp,, provando que etX € Sp(2n, C). Para sp(2n, R) o resultado é
analogo.

E importante ainda frisar que o mapa exponencial sp(2n, €C) 2 X —— !X € Sp(2n, C), t € R, nem sempre é injetor
e/ou sobrejetor.

E. 21.112 Exercicio. Mostre que sp(2, C) coincide com a dlgebra de Lie complexa gerada pelas matrizes de Pauli, que é s1(2, C).
Use para tal que J2 = —io2 e verifique que as trés matrizes o1, o2 e o3 satisfazem a relacdo (O'k)TJQ = —Jook, k=1, 2, 3. Nesse
caso o mapa exponencial é injetor e sobrejetor. Vide a discussdo sobre o grupo SL(2, C) na Se¢3o 21.4.6, pagina 1085. *

Escrevendo os elementos de sp(2n, C) na forma de blocos X = (‘; g), com a, b, ced € Mat(n, C), a condigdo

XT Jop = —Jon X implica d = —a®, b = bT e c = ¢T'. Assim, X € sp(2n, C) se e somente se possuir a forma de blocos
a b
X = , com b=b" e c¢c=c", a b ccMat(n, C). (21.283)
T
c —a

O mesmo se d& para os elementos de sp(2n, R), agora com a, b e ¢ € Mat (n, R).

A forma (21.283) das matrizes de sp(2n, C) permite-nos calcular a dimensao desse espago vetorial complexo. Ha n?
parametros complexos fixando as matrizes a; ha n(n + 1)/2 pardmetros complexos fixando as matrizes simétricas b e
mais n(n + 1)/2 pardmetros complexos fixando as matrizes simétricas c. Assim, a dimensao da &dlgebra de Lie sp(2n, C)
como espago vetorial complexo é

dim (sp(2n, C)) = 2n*+n.

Analogamente, a dimensdo da dlgebra de Lie sp(2n, R) como espago vetorial real é

dim (sp(2n, ]R)) = 2% +n.

e A algebra de Lie de Sp(2n, R)NO(2n)

Os geradores infinitesimais do grupo Sp(2n, R)NO(2n) tém de satisfazer a condigao adicional de serem antissimétricos:
X = —X7T. Dessa forma, a dlgebra de Lie correspondente é sp(2n, R) No(2n) que é

sp(2n, R) No(2n) = {X € Mat (R, 2n)| XJon = JonX ¢ X = fXT} . (21.284)
Observe o leitor que isso é consistente com (21.65), pdgina 1046.

E. 21.113 Exercicio. Mostre explicitamente que o conjunto do lado direito de (21.284) é uma &lgebra de Lie real para o produto
definido pelo comutador de matrizes. *

O mapa exponencial é sobrejetor para essa dlgebra de Lie, pois o é para o grupo SO(2n) (lembrar aqui que Sp(2n, R)N
O(2n) = Sp(2n, R)NSO(2n))).

Se retornarmos a (21.283), a imposigao adicional de antissimetria implica que X € sp(2n, R) No(2n) se e somente se
possuir a forma de blocos

X = , com b=b" e a=—a", a, becMat(n, R). (21.285)
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E. 21.114 Ezercicio importante. Verifique a validade dessa afirmacio! *

A forma (21.285) das matrizes de sp(2n, R)No(2n) permite-nos calcular a dimensao desse espago vetorial complexo.
H4 n(n —1)/2 paradmetros reais fixando as matrizes antissimétricas a; hd n(n + 1)/2 parametros reais fixando as matrizes
simétricas b. Assim, a dimenséo da dlgebra de Lie sp(2n, R) No(2n) como espago vetorial real é

dim (sp(2n, R) No(2n)) = n*.

e A 3lgebra de Lie de Sp(2n, C)NU(2n)

Os geradores infinitesimais do grupo Sp(2n, €) N U(2n) tém de satisfazer a condigdo adicional de serem anti-

autoadjuntos: X = —X*. Dessa forma, a algebra de Lie correspondente é sp(2n, C) Nu(2n) que é
sp(2n, ©)Nu(2n) = {X € Mat (€, 2n)| XTJsy = —JouX ¢ X = fX*} . (21.286)
Como X = —X*, a condicio X Jy, = —Jo, X é equivalente a X Jo, = Joy,.

E. 21.115 Ezercicio. Mostre explicitamente que o conjunto do lado direito de (21.286) é uma &lgebra de Lie real para o produto
definido pelo comutador de matrizes. *

O mapa exponencial é sobrejetor para essa dlgebra de Lie, pois o é para o grupo SU(2n) (lembrar aqui que Sp(2n, C)N
U(2n) = Sp(2n, C) N SU(2n))).

E. 21.116 Ezercicio. Mostre que sp(2n, C)Nu(2n) coincide com a &lgebra de Lie real gerada pelas matrizes de Pauli, que é su(2).

Use para tal que Jo = —io2 e verifique que as trés matrizes o1, 02 e o3 satisfazem a relacdo (04)7Jo = —Jaoy, k = 1, 2, 3. Nesse
caso o mapa exponencial é injetor e sobrejetor. Vide a discussdo sobre o grupo SU(2) na Secgdo 21.4.4, pagina 1076. *

Se retornarmos a (21.283), a imposic¢ao adicional de antiautoadjungao implica que X € sp(2n, €)Nu(2n) se e somente
se possuir a forma de blocos

X = , com b=0b" e a —a, a,b € Mat(n, C). (21.287)

E. 21.117 Ezercicio importante. Verifique a validade dessa afirmacio! *

A forma (21.287) das matrizes de sp(2n, C) Nu(2n) permite-nos calcular a dimensdo desse espago vetorial real. Ha
n(n — 1) + n = n? parametros reais fixando as matrizes anti-autoadjuntas a; ha n(n + 1) parametros reais fixando as
matrizes simétricas b. Assim, a dimensao da dlgebra de Lie sp(2n, €) N U(2n) como espago vetorial real é

dim (sp(2n, C)Nu(2n)) = 2n* +n.

e As transformacoes de Cayley nos grupos simpléticos

Inspirados nos resultados da Segao 21.4.2.3, pagina 1069, vamos demonstrar primeiro que a transformada de Cayley
mapeia bijetivamente certos subconjuntos sp(2n, C) e Sp(2n, C) (e os conjuntos sp(2n, R) e Sp(2n, R)).

No contexto das transformadas de Cayley, da forma como a definimos, uma matriz A é dita ser uma matriz excepcional
se det(1 + A) = 0, ou seja, se 1 + A ndo possuir inversa. Denotamos por F(n, R) (por F(n, C)) o conjunto das matrizes
nao excepcionais reais (respectivamente, complexas) n x n.

A transformada de Cayley encontra-se definida em (21.138), pagina 1069. L4 é provado que mapeia bijetivamente
matrizes nao excepcionais em matrizes nao excepcionais.

Se A € sp(2n, R) ou A € sp(2n, C), vale AT Jy, = —AJs, e disso segue que
(1—AT)Jy, = Jon(1+ A) (21.288)
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e que Jap, (]l + AT) = (1 — A)Jan, 0 que implica
(14 A7) gy = Jon(1— A)7". (21.289)
Assim, se A € sp(2n, R)NF(n, R), ou A € sp(2n, C)NF(n, C),

—1 (21.288)
=7

C(A) T TonC(A) = (14 A7) (1 — A7) o (1 — A) (1 + A) 1+ AT) " o (14 A) (1 — A) (1 + A)

G2 @ — A A+ A —A)(1+4) " = T

Tem-se portanto, €(A) € Sp(2n, R) (ou €(A) € Sp(2n, C)), caso A € sp(2n, R) NF(n, R), (respectivamente, caso
A € sp(2n, C)NF(C n)).
Além disso, se A € sp(2n, R) No(2n) for ndo excepcional, tem-se adicionalmente A7 = —A e, portanto,

-1

CA)TE(A) = (1+AT) (1-AT)(1—A)(1+A4) " = @ —A) " A+AA-A)A+A)"" = 1,,.

Assim, €(A) € Sp(2n, R) N O(2n) caso A € sp(2n, R)No(2n) NF(R, n).

Conforme ja argumentamos na Segdo 21.4.2.3, pdgina 1069, os elementos de o(2n) sdo sempre nao excepcionais (por
serem matrizes antissimétricas), de sorte que sp(2n, R) No(2n) NF(R, n) = sp(2n, R) No(2n).

Se agora A € sp(2n, C) Nu(2n) for ndo excepcional, tem-se adicionalmente A* = —A e, portanto,

CA)C(A) = (1+A47)  (1-A)(1-A)(1+4) " = 1-A) 1+ A)1 - A0 +A)"" = 1, .

Assim, €(A) € Sp(2n, €C)NU(2n) caso A € sp(2n, C) Nu(2n) NF(C, n), com A néo excepcional. Matrizes anti-
autoadjuntas, porém, também sao nao excepcionais. De fato, se A* = —A, entao iA é autoadjunta e, portanto, possui
espectro real, o que significa que o espectro de A é imagindrio puro. Assim, sp(2n, C) Nu(2n) NF(C, n) =sp(2n, C)N
u(2n).

Reunindo os resultados acima, estabelecemos o seguinte:

Proposigao 21.35 A transformada de Cayley € mapeia continua e bijetivamente

1. sp(2n, R)NF(R, n) e Sp(2n, R)NF(R, n),
2. sp(2n, C)NF(C, n) e Sp(2n, C)NF(C, n),
3. a dlgebra de Lie real sp(2n, R) No(2n) e Sp(2n, R) N O(2n) NF(R, n),
4. a dlgebra de Lie real sp(2n, C) Nu(2n) e Sp(2n, C)NU(2n) NF(C, n).

A transformada de Cayley € ¢é definida em (21.138), pagina 1069. O

21.9.3 O Teorema de Williamson

Matrizes do grupo simplético podem ser utilizadas para transformar matrizes reais simétricas e positivas de ordem par
em uma forma diagonal especifica através de uma transformagao de congruéncia (nao necessariamente de similaridade!).
Esse resultado, conhecido como Teorema de Williamson™, é relevante na Mecanica Quéntica e na Geometria Simplética
(i.e., na Mecanica Cldssica). Vide e.g., [142].

Mais especificamente, temos:

77 John Williamson (1901-1949). O trabalho original é: John Williamson, “On the Algebraic Problem Concerning the Normal Forms of
Linear Dynamical Systems”. American Journal of Mathematics Vol. 58, N. 1, 141-163 (1936). doi:10.2307/2371062.
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Teorema 21.12 (Teorema de Williamson) Para m € N, seja M € Mat (R, 2m) uma matriz real simétrica positiva.
Entdo, existe wma matriz simplética S € Sp(R, 2m) e uma matriz m x m diagonal D € Mat (R, m) tais que

D 0
M = ST S. (21.290)
0 D
Acima, D € a matriz diagonal D = diag{o1, ..., om}, onde (01, ..., 0m) € a lista candnica dos valores singulares

(definida & pdgina 541) da matriz antissimétrica de ordem par A := M'/?Jy, M'/2.

Assim, toda matriz matriz simétrica positiva de ordem par pode ser diagonalizada por uma transformagao de congruéncia
gerada por uma matriz do grupo simplético.

As quantidades (o1, ..., om) sao frequentemente denominados autovalores simpléticos de M. O

A demonstragdo desse teorema é apresentada na Se¢do 10.8.6, pagina 545, fazendo uso de resultados e definigoes da
Secao 10.8.5, pagina 538.

21.10 Operadores Diferenciais como Geradores Infinitesimais
sobre Funcoes

Nosso estudo sobre usos de grupos continuos e suas representagoes, em Fisica, nao poderia estar completo sem que
gastassemos algumas palavras apresentando alguns fatos elementares ligados a agao de certos grupos de maior interesse
(como o grupo de translagoes e o de rotagoes) em espagos de fungoes. Esse tema é relevante na Mecéanica Quéantica, onde
essas agoes sao amplamente usadas, mas também na Mecanica Classica, na discussao da acao de grupos de simetria e da
evolucao temporal no espaco de fase.

Consideremos uma situagao na qual temos uma fungao f : R™ — C ao menos uma vez diferenciavel. Seja Vi, t € R
um grupo uniparamétrico continuo de matrizes inversiveis agindo em R", satisfazendo, portanto, Vp = 1,, e ViVyr = Viqp
para todos t, ' € R. Seja J := %Vt } +—o O gerador infinitesimal desse grupo uniparamétrico, de sorte que temos V; = et’
para todo t € R, como jd esclarecemos. A expressao

define uma agao do grupo uniparamétrico sobre a funcao f. Temos, pela regra da cadeia,

d Z” d of
Tomando-se t = 0, temos
L@ = -3, 2w (21.293)
dt ¢ +=0 B =1 k aIk ' ’

Dessa forma, podermos identificar o operador diferencial

1

J = —Z(Jac)ka;zk = —(Jz)-V (21.294)
k=

como sendo o gerador infinitesimal da representacao V no espago das funcgoes diferenciaveis em R™, com o que temos,
em um sentido que pode ser formalizado
V, = exp (td), teR. (21.295)

Nao vamos aqui atribuir um significado preciso a exponenciacao do operador diferencial J, o que demandaria mais
restrigoes sobre a funcao f e um mergulho na teoria dos operadores definidos em espacos de Fréchet ou de Banach. O
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ponto que queremos destacar é que a relagao acima é formalmente consistente com a nogao de que o operador diferencial
d é o gerador infinitesimal do grupo uniparamétrico V;, t € R sobre fungdes como f.

e O grupo de translagoes em R e R"

Seja f uma funcao definida em R assumindo valores em R ou C. Em R age naturalmente o grupo de translagoes
(R, +), o grupo aditivo dos reais. Segundo a defini¢ao geral (vide Se¢do 2.1.9.1, pdgina 117), uma agdo desse grupo

sobre f é dada por (T, f)(z) := f(z —a), a € R. Afirmamos que, ao menos para funcdes diferencidveis, o operador —-&

dx*
é o gerador infinitesimal das translagoes. De fato, lirr%) a ' (Tuf)(z) — f(x))‘ = —f'(z).
a— a=0
Se f satisfizer condigoes adequadas, como a de ser real-analitica, ela pode ser expandida em série de Taylor e, assim,

)
flx—a)=>"", fn—!(x)(—a)”. Com isso, podemos escrever de forma simbdlica

> (—a)” d" d
(Tu)@) = fe—a) = ([ Y === | F] @ = (Ff) @)
n=0 ’
Nao vamos aqui atribuir um significado preciso a exponenciacao do operador de diferenciacao %, ou seja, nao vamos
discutir de forma precisa em que sentido a série que define essa exponencial é convergente, em quais tipos de funcoes
ela age etc. Isso pode ser feito de diversas formas, em espagos de fungoes diferentes, e trataremos desse tipo de questao
em outros capitulos. O ponto que queremos destacar € que essa relagdo é consistente com a nogao de que o operador

diferencial f% é o gerador infinitesimal das translagoes no espaco de fungoes considerado, pois ela nos mostra que T, é
d

obtido pela exponenciacao de a vezes o gerador infinitesimal — .

Essa caracterizacao de f% como o gerador infinitesimal de translacoes é de grande relevancia, por exemplo, na

Mecanica Quantica.

O leitor facilmente se apercebe que a anilise acima pode ser estendida para a acao de translagoes sobre fungoes
diferencidveis em R, com o gerador infinitesimal sendo agora —V = —grad.

Comentdrio. O estudante pode estar se perguntando como o formalismo desenvolvido entre (21.291) e (21.295) se aplica nesse contexto. Para

tal, podemos proceder da seguinte forma. Primeiramente identificamos R com o subconjunto R de R? dado por R = {( 1), z€ IR} (note-se

que R ndo é um subespago vetorial de R?). Assim, identificamos a fungio f(( 1 )) com f(x).

Com essas identificacoes, a agdo das translacgoes é realizada pelas matrizes V; = (1) {), t € R. De fato,
T T+t
Vi = s sendo que Vo =12 e Wy = Vigpy, ¢ teR.
1 1

Entenda-se que as matrizes Vi nio sio operadores lineares em R, pois R sequer é um subespaco vetorial de R2! As matrizes V; representam,
isto sim, agGes por matrizes do grupo de translagdes sobre R.

O gerador infinitesimal desse grupo uniparamétrico de matrizes é J = %Vt ‘t:O = (94), sendo que J(7) = (). Entenda-se novamente
que J ndo é um operador linear em R, pois R sequer é um subespaco vetorial de R?!

Com isso, as fungoes f : R — C devem ser entendidas como fungoes de R em C e as translages tornam-se
v ((5) = (V=) = £((579) -

A expressao (21.294) para o gerador infinitesimal sobre as fungdes fica simplesmente J = 4 onde % Vi (( T )) = f! (( 7 )) »

— e

e O grupo de dilatagoes agindo em funcgoes de R"™

O grupo multiplicativo dos reais positivos, ou grupo de dilatagdes, (R, -), pode ser feito agir em R"™ através da

multiplicagao de vetores de R™ por nimeros da forma ef, t € R: R" 5 7+ e'Z, onde ¥ = (x1, ..., ,) € R" and t € R.
Assim, se f é uma fungao em R”, temos (th) (a’c’) = f(e_tf) e, se f for diferencidvel,
i(\?tf) (@) = —T- (6f) (Z) e, portanto, J=-7-V = —xli — = xni (21.296)
dt =0 8:01 8scn

é o gerador infinitesimal das dilatacoes em funcoes diferenciaveis definidas em R™. Podemos, assim, escrever formalmente

(V) (@) = £le™'®) = (exp (t0))() |
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com J dado em (21.296). Como antes, deixamos aberto o sentido preciso em que essa exponenciagao de J é definida, e
para quais fungoes.

e O grupo SO(2) agindo em fungées de R?

Seja f uma funcdo definida em R? assumindo valores em R ou C. Denotaremos os vetores de R? por & ou diretamente
em termos de suas componentes pelo par ordenado (z, y) = Z. O grupo SO(2) age no dominio de definigado dessa funcao
e seja um elemento de SO(2) da forma R(f) = (59 ~ 2% Por convengio, R(6) roda cada vetor & de R? de um angulo
0 € (—m, 7] no sentido anti-horario em torno da origem.

Sua acdo na fungao f é, por definicao, dada por (Tpf )(f) = f(R(—G)a'c’). Escrevendo em termos de componentes,

(Tof)(z, y) = f((cosO)z + (senb)y, —(send)x + (cosb)y). O gerador infinitesimal associado & agao Ty é definido por

@D ) = D) )

0=0

= [( — (senf)z + (cos6)y) % ((cos 0)x + (senf)y, —(send)x + (cos H)y)

+ (= (cos @)z — (senb)y) g—z ((cos 0)x + (senf)y, —(send)z + (cos 9)y)]

~ ([ -op] 1) @ 02,
1o}

ou seja, J = y% —Zg, e, por conseguinte,

6=0

Essa relacao decorre da afirmacao, ja utilizada varias vezes, que todo grupo uniparamétrico pode ser escrito como
exponencial de seu gerador infinitesimal (vide, por exemplo a Proposicdo 22.7, pigina 1171), mas pode também ser
obtida formalmente da expansdo em série de Taylor de (T f) (:c, y) como funcao da variavel 6 em torno de 6 = 0.

E. 21.118 Ezercicio. Mostre isso! *

Novamente omitiremos a discussao sobre a convergéncia da série que define a exponencial do operador diferencial J.

Fazemos ainda notar que a expressdo acima para J é realmente idéntica & que temos por (21.294). Ali, J = (? _01)

e, assim, J(3 ) = (7%). Com isso, o lado direito de (21.294) fica ya% — :Ea%, que coincide com nossa expressao para .

e O grupo SO(3) agindo em fungées de R?

Seja f uma funcdo definida em R? assumindo valores em R ou C. A acdo de uma rotacdo anti-horaria de um angulo
# em torno do eixo definido por um versor 77, fixo, é

(T0.37) (@) = f(e"z) .

Para 77 fixo 7T 6 da acdo de um grupo uniparamétrico em R?, que tem por gerador infinitesimal .J; = 7- J. Assim, por
A expressdo (21.294) para o gerador infinitesimal sobre as fungoes fica simplesmente

onde ¥ = (%é) Sabemos por (21.112), pagina 1059, que (77’ j)f =17 X &. Assim, gz = —(77' X f) . V. Com isso,

@:f)(@) = —(ix2)- (V1)@ "=~ (7x V) (@) .
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Notemos en passant que — (:E' X ﬁf) (:E') =V x (f (:E') :E), pela identidade (4.21), pdgina 261.

Concluimos disso que, para cada versor 7}, o gerador infinitesimal das rotagoes é

g (5 x 6) , (21.297)

(e77) (@) = £(e*7) = f(R(~0, D7)

Na Mecanica Quantica, os operadores J; sdo associados (apés multiplicagdo por —i) com a projecao do momento
angular na direcao 7.

Portanto, formalmente,

Segundo (21.297), os geradores infinitesimais das rotagoes espaciais em torno das diregdes 1, 2 e 3 sobre as fungoes
em R* sdo, respectivamente,

0 L0 a0 0, 0D
D IQ&EB, 2—I1a$3 $3ax1, 3 =

J1 = 37— Tom— —T17— -
81‘1 8932

Naturalmente, J; = 22:1 Mdk-

E. 21.119 Ezxercicio. Verifique também que os operadores diferenciais J,, a = 1, 2, 3, satisfazem as relacdes de comutacio formais

[a, db] = isabc de
=1
ou, equivalentemente,
[—o’z’.(fxﬁ), _E(fxﬁ)] :—(o’éxg)(i’xﬁ), ou seja, EES 35] = Javg s
onde @ e 3 sdo vetores unitdrios constantes de R>. As diversas relacdes acima caracterizam a dlgebra de Lie do grupo SO(3). *

Comentdrio. O leitor que ndo deseje evocar a expressdo (21.294) para o gerador infinitesimal pode seguir a seguinte abordagem direta. Temos,

(Te,ﬁ )(f) = f(e‘@ﬁ-jj‘) = f(a?—f— (1 —cos(8)) <ﬁ>< (77 % i)) — sen(0) 7 x g?)

onde, na tltima igualdade, usamos a férmula de Rodrigues (21.105), pagina 1057. Assumindo f diferencidvel, a derivada da expressdo do lado
direito em relacao a 0 é

(sen(&’)(ﬁx (77 % 5)) — cos(6) 7 x 5) : (ﬁf) (5+ (1 — cos(6)) (ﬁ x (77 % f)) — sen(0) 7 x f)
e essa expressdo, quando calculada em 6 = 0, torna-se —(ﬁ X f) . (Vf)( ) (4.13) R (i X ﬁf) (f) = (Bﬁf)(i). Notemos en passant que

- (:73' X ﬁf) (:7:') =V x (f(i’) i’), pela identidade (4.21), pagina 261. &

e A acao de boosts de Lorentz e rotacoes sobre funcées em R*

Pelo Corolario 21.7, pagina 1121, sabemos que o gerador infinitesimal do subgrupo uniparamétrico {B( 5 ), z € ]R}

de boosts de Lorentz em uma diregao fixada por um vetor unitédrio E = (&1, &, &) € R3 é dado por E M sendo que,
por (21.217), pdgina 1117,
% &1 —&2 *(;';'3
Y —& 0 0
&M = (gi 0 0 o0 )
—& 0 0 0

Agindo sobre uma funcao f : R* — C, os boosts sdo expressos por um operador, que denotaremos por B(z7 5 ), da
seguinte forma:
(B( &)/)@) = F(B(~2 &)a) = f(exp(— 28 WM)z)
o

coszReac:(i;):(?)eR‘l.

x3
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De acordo com (21.294), pagina 1142, o gerador infinitesimal do subgrupo uniparamétrico B(z, {), z € R, é dado
por

3
I B
Mg = —kzzo [GRUE- (21.298)
E facil ver que (E 3\7[)39 =— ( 5?) Portanto,
zo
N .
Mg = (g-:c)a—xo + 206V, (21.299)

onde, naturalmente, & -V = 518%1 + 528%2 + 536%3_

Por exemplo, tomando-se sucessivamente 5: (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1), temos os geradores infinitesimais

M + 0 M 0 + 0 M 0 + 0
= r{— ro—— = r9g—— ro—— = Lq—— Tn——
1 920 vl 2 2 D0 v 3 36300 05z ’
3
que geram sobre as fungoes os boosts nas direcoes 1, 2 e 3, respectivamente. Observe-se ainda que M £= Z{kM k-
k=1

As expressoes acima sdo empregadas na Mecanica Quantica Relativistica e na Teoria Quantica de Campos.

E. 21.120 Ezercicio importante. Mostre que os geradores infinitesimais das rotacdes espaciais em torno das direcdes 1, 2 e 3 sobre

as funcdes em R* sdo, respectivamente,

)= w9 Jy = 22 O By = 22 9
v 38%2 28%37 2= 181’3 381'17 3= 28%1 18%2'

Verifique também que os operadores diferenciais M, e Jp, a, b = 1, 2, 3, satisfazem as relagdes de comutagdo que caracterizam a
dlgebra de Lie do grupo de Lorentz préprio ortécrono L;r:

3
Ua ] = D cabede (21.300)
c=1
3
Mo, Mo] = = cape e, (21.301)
c=1
3
Has Mol = D cape Mo (21.302)
c=1
Compare a (21.219)-(21.221), p&gina 1119. *

E. 21.121 Ezercicio. Procedendo analogamente, obtenha os geradores infinitesimais sobre fun¢des das transformacdes de Galilei. &
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21.11 Exercicios Adicionais

E. 21.122 Ezercicio. a. Usando (21.24), pagina 1030, verifique a validade da férmula de Lie-Trotter (relagdo (11.41), pagina 585):

exp (A + B) = lim |:exp (iA) exp <iB)]
m— oo m m
para quando A e B s3o elementos da 3lgebra de Heisenberg gh,(C), ou seja, A = h(a, b, ¢) e B=nh(d’, V', ).

b. Nas mesmas circunstincias, e também usando (21.24), verifique a férmula do comutador (relagdo (11.42), pagina 585):

exp ([4, B]) = Jim |:exp <%A> exp (%B) exp <*%A) exp (%3)]7712

E. 21.123 Ezercicio. A férmula de Rodrigues (21.103) também pode ser obtida com o uso do Cdlculo Funcional (Teorema Espectral).

=

Seja M = i7- J, com 77 sendo um vetor unitdrio de R®. Obtenha explicitamente o polinémio caracteristico de M e mostre que seus

autovalores s3o a1 = 0, a2 =i e ag = —i. Por serem distintos, conclua que M ¢é diagonalizivel e que, portanto, vale para a mesma o
Teorema Espectral, Teorema 10.7, pdgina 480. Usando (10.60), pagina 483, mostre que seus respectivos projetores espectrais s3o
1 1
By = M 41, E» = 75(M2+z'M) e By = fE(Msz’M).

Constate que 1 = Zizl E; eque M = 22:1 arEy = i(E2 — Es). Conclua também que

3
fM = Zea"eEk = B +ePB+e B = 1+ sen(0) M + (1 — cos(@))M2 ,
k=1

que é a férmula de Rodrigues (21.103). *

E. 21.124 Ezercicio. Usando apenas consideracdes geométricas, deduza que o efeito de R(G, 77) (uma rotagdo de um angulo 6 no
sentido anti-hordrio em torno de um eixo definido por um vetor unitdrio 77 € R?®) em um vetor qualquer @ € R? ¢, de fato, dado por
(21.106).

Sugestdo: Suponha primeiramente que & e 7 n3o sejam paralelos e defina uma base ortogonal em R? constituida pelos vetores 7,
77X aeinx (ﬁ X 62). Normalize esses vetores e exprima & em termos dessa base ortonormalizada. Efetue a rotagdo de um angulo 6
do vetor @ em torno de 7] observando que a componente de @ na direcdo de 7] permanece invariante, enquanto que as componentes ao
longo de 77 X (ﬁ X d’) e 7 X & sdo rodadas de 6. Por fim, convencga-se que (21.106) é trivialmente valida caso & e 7] sejam paralelos.

E. 21.125 Ezercicio. Uma forma alternativa de se escrever a algebra de Lie do grupo SO(3) ¢ obtida definindo-se

3
Jk( = § Ekéme = Ekéme
m=1

como o gerador infinitesimal de rota¢do no plano k—¢. Acima, k¢m é 0 simbolo totalmente antissimétrico de Levi-Civita, J,,, representa
o gerador infinitesimal usual de rotacdo em torno do eixo m e, na dltima igualdade, empregou-se a convencdo de soma para indices
repetidos. Mostre que, em termos dos geradores infinitesimais Ji¢, a dlgebra de Lie de SO(3), [Jk, Je] = €kem Jm, pode ser escrita como

[Jk€7 Jmn} = 6kaZn - 6knJ€m - 6€kan + 6€anm )

onde O, é o delta de Kronecker. (Sugestao: E desaconselhavel, embora possivel, verificar as relacbes de comutacio explicitamente
caso-a-caso. O mais pratico é explorar as bem conhecidas propriedades (4.4)—(4.10) do simbolo de Levi-Civita ek, obtidas na Segdo
4.1, pagina 258.

Observacao. A utilidade de se escrever a algebra de SO(3) em termos dos geradores infinitesimais Jy; estd no fato de podermos
generaliza-la para dimensGes maiores de uma forma direta. Por exemplo, a algebra de Lie do grupo de Lorentz préprio ortécrono
fl C SO(1, 3) pode ser escrita como

[JHU7 J)\o} = _nuAJuo +77pwJ,u)\ +771/>\Jpw - nuaJu)\ 5

com u, v, A\, o0 € {0, 1, 2, 3}, onde 7., = diag(1,—1,—1,—1) é o tensor métrico de Minkowski e onde, adicionalmente, Joo =0 e
Jok = —Jro = Mk, k =1, 2, 3. Note que, assim, um boost na direcdo k “equivale” a uma “rotacdo” no plano formado pela diregdo
(espacial) k e pela dire¢do temporal 0. *
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E. 21.126 Ezercicio. Adaptado de [284]. Este exercicio fornece uma alternativa ao homomorfismo dado em (21.168). J& vimos

que um elemento genérico de SU(2) é da forma U = (_‘%g), sendo a, b € C com |a|? 4 |b]*> = 1. Mostre que a aplicagdo ¢’ definida

por

@R —r) @ AF -0 —r) ww

o1 = g(—a2+b2+62—52) %(62—&-1_724—(12—&—172) i(ab — ab)
-b a ~ B B
ab +ab i(ab — ab) aa — bb
é um epimorfismo (um homomorfismo sobrejetor) de SU(2) em SO(3) e mostre que Ker ¢’ = {1, —1}. *

E. 21.127 Ezercicio. Sejam % := {B(t) € GL(C, n), t € R} e ¢ := {C(s) € GL(n, C), s € R} dois subgrupos uniparamétricos
de matrizes n X n e suponha que valha
B(t)C(s) = C(eMs)B(t) , (21.303)

para todos ¢, s € R, com A € R sendo uma constante. Mostre que o conjunto & := {B(t)C’(s), t,s € IR}, composto por todos os
possiveis produtos de elementos de % e de € (nesta ordem), forma um subgrupo de GL(n, C).

O grupo 7, acima, é denominado grupo de Anosov™® e estd relacionado a uma classe importante de sistemas dindmicos hiperbdlicos,
denominados sistemas de Anosov ou fluxos de Anosov. A relagdo (21.303) é por vezes denominada relacio de Anosov. A constante \ é
denominada constante de Lyapunov™®, nesse contexto.

Um exemplo concreto (com A = 1) é fornecido pelas matrizes 3 x 3

cosht 0 —senht 1+ é s %

B(t) = 0 1 0 € C(s) = s 1 s
52 52
—senht 0 cosht -5 -s 1-=

Verifique que B(t)B(t') = B(t+1'), que C(s)C(s") = C(s+ '), que B(0) = C(0) = 1 e, mais importante, verifique que a propriedade
(21.303) ¢ satisfeita nesse caso, na forma B(t)C(s) = C(e's)B(t), para todos ¢, s € R.

As matrizes B(t) e C(s), acima, sdo elementos do grupo de Lorentz em 2+ 1 dimensdes. As matrizes B(t) implementam um “boost”
de Lorentz na diregdo 2 e as matrizes C(s) implementam as chamadas translacdes horosféricas, que sdo transformac¢des de Lorentz que

1
mantém invariante um raio de luz, no caso, o raio de luz que aponta na direcao ( 01). Vide também o Exercicio E. 11.28, pagina 610.

o ~ /. A . . .- 1
Naquele exercicio as translagdes horosféricas mantém invariante o raio de luz que aponta na diregdo (?)
0
1

Um outro exemplo com matrizes 2 x 2, também com A =1, é B(t) = (67;/2 82) e C(s)=(19). Verifique! *
e

"8Dmitri Victorovich Anosov (1936-2014).
7 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).
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Apéndices

21.A Extensao do Lema 21.3 e do Teorema 21.7 ao Caso
Complexo

O Lema 21.3 e o Teorema 21.7, paginas 1034 e 1035, respectivamente, possuem versoes para formas sesquilineares nao
degeneradas em espacgos vetoriais complexos. Trataremos disso na secao corrente.

Lema 21.9 Seja V um espaco vetorial complexo dotado de uma forma sesquilinear e nao degenerada w : V x V — C.
Seja q a forma quadrdtica associada a w, definida por q(u) := w(u, u), para todo uw € V. Seja R:V — V uma fungao
sobrejetora satisfazendo R(iv) = £iR(v). Entdo, R satisfaz as condigies

R(0)=0 e q(R(u) — R(v)) = q(u —v)  para todos u, v €V (21.A.1)
se e somente se satisfizer a condi¢ao (caso “+7)
w(R(u), R(v)) = w(u, v) (21.A.2)
para todos u, v € V, ou a condigdo (caso “=7)
w(R(u), R(v)) = w(v, u), (21.A.3)
também para todos u, v € V. O

Prova do Lema 21.9. A prova ¢é dividida em duas partes

I. Vamos supor a validade de qualquer um dos dois casos (21.A.2) ou (21.A.3). Tomando-se nela v = 0, temos que
w(R(u), R(O)) = 0 para todo u € V, o que implica R(0) = 0 pois w é ndo degenerada e R é sobrejetora. Além disso,

q(R(u)—R(v)) = w(R(u)—R(v), R(u)—R(v)) = w(R(u), R(u))+w(R(v), R(v))-w(R(u), R(v))—w(R(v), R(u))

(21.4.2) ou (21.4.3) w(u, u) +w(v, v) fw(u, v) fw(v, u) = wlu—v,u—v) = qlu—v), (21.A4)

que estabelece (21.A.1).

II. Vamos supor a validade de (21.A.1). Tomando-se v = 0 na segunda igualdade de (21.A.1) e usando a primeira
(R(0) = 0), tem-se q(R(u)) = ¢(u) para todo u. Agora, por um lado

q(R(u))—i—q(R(v))—q(R(u)—R(U)) = q(u)—l—q(v)—q(u—v) = w(u, u)—i—w(v, v)—w(u—v, u—v) = w(u, U)—i—w(v, u) )

Por outro lado,

q(R(u)) + q(R(U)) —q(R(u) — R(U)) = w(R(u)7 R(u)) + w(R(v), R(v)) —w(R(u) — R(v), R(u) — R(U))

= w(R(u), R(v)) +w(R(v), R(u)) )

Isso estabeleceu que
w(R(u), R(v)) +w(R(v), R(u)) = w(u, v) +w(v, u) . (21.A.5)

Trocando-se v por v em (21.A.5) e adicionando-se o resultado & prépria (21.A.5), obtemos
2w(u, v) = w(R(u), R(v)) +w(R(v), R(u)) — i[w(R(u), R(iv)) + w(R(iv), R(u))} (21.A.6)

Se tivermos valida a condi¢ao R(iv) = +iR(v), a relagdo (21.A.6) e a sesquilinearidade de w implicam

w(u, v) = w(R(u), R(v)) .
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Se tivermos valida a condicdo R(iv) = —iR(v), a relagado (21.A.6) e a sesquilinearidade de w implicam

w(u, v) = w(R(v), R(u)) .

Isso provou a validade de (21.A.2) ou de (21.A.3), completando a prova do Lema 21.9. |

Teorema 21.13 Seja V' um espago vetorial complexo dotado de uma forma sesquilinear e nao degenerada w : VxV — C.
Seja q a forma quadrdtica associada a w, definida por q(u) := w(u, u), para todo w € V. Seja A:V — V uma fungao
sobrejetora definida em V e tal que q(A(u) — A(v)) = q(u — v) para todos u, v € V e satisfazendo A(iu) — A(iv) =
+i (A(u) fA(v)) também para todos u, v € V. Entdo, existem: 1% um vetor constante c € V e, 22 um operador sobrejetor
R:V =V satisfazendo

e (caso “+7): R:V —V € linear e w(Ru, Rv) = w(u, v) para todos u, v € V;
e (caso “=7): R:V — V ¢ antilinear e w(Ru, Rv) = w(v, u) para todos u, v € V.
e tais que
A(u) = Ru+c

para todo u € V. O operador R e a constante ¢ sao univocamente determinados. |

Prova do Teorema 21.13. Seja V um espago vetorial complexo dotado de uma forma sesquilinear e nao degenerada
w:V xV — C. Seja q a forma quadrética associada a w, definida por ¢(u) := w(u, u), paratodou € V. Seja A: V =V
uma funcdo sobrejetora definida em V' tal que q(A(u) — A(v)) = q(u - v) para todos u, v € V.

Defina-se ¢ := A(0) € V' e defina-se uma nova funcao R : V — V dada por R(v) := A(v) —c = A(v) — A(0) para todo
v € V. E claro que R é sobrejetora, por A o ser. E claro também que R(0) = 0 e que q(R(u) - R(U)) = q(u - ’U) para
todos u, v € V. Além disso, R(iu) = A(iu) — A(i0) = +i(A(u) — A(0)) = +iR(u), para todo u € V.

Vamos agora mostrar que se R : V — V satisfaz (21.A.1) (e, portanto, (21.A.2) ou (21.A.3), pelo Lema 21.9) e as
demais hipéteses entdo R é linear ou antilinear. Temos que, para w € V, arbitrério, e assumindo o caso R(iv) = +iR(v),

w(R(w), R(aiuy + agug) — a1 R(uy) — a2R(U2))
= w(R(w), R(ayug + aqu)) — oqw(R(w), R(ul)) — agw(R(w), R(ug))
(21.42) w(w, a1 +a2uQ) - alw(w, ul) - agw(w, uz)

= w(w, (1ug + agus) — aug — 042U2> =0. (21.A.7)

=0

Como R é sobrejetora e w é arbitrario, a ndo degenerescéncia de w implica que R(aqug + asug) — a1 R(ug) — as R(us) =0
para todos a1, ag € C e todos uy, ug € V, significando que R: V — V é linear.
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Analogamente, assumindo o caso R(iv) = —iR(v),

w(R(w), R(oqui + aguz) —arR(u1) — azR(uz)
( )
= w(R(w), R(ayug + aqu)) — oz_lw(R(w), R(ul)) — oz_gw(R(w), R(uz))
(2154'3) w(awl + aug, w) —a_lw(ul, w) — a_QW(UQ, w)

= w((oqul + asug) — agul — aous, w) = 0. (21.A38)

=0

Como R é sobrejetora e w é arbitrario, a ndo degenerescéncia de w implica que R(aju; + agus) —agR(u1) —azR(uz) =0
para todos a1, as € C e todos uy, us € V, significando que R : V' — V é antilinear.

Resta apenas demonstrar a unicidade de R e ¢. Vamos supor que para todo v € V tenhamos Ru + ¢ = R'u + ¢.
Tomando-se u = 0, concluirfamos que ¢ = ¢/. A relacdo restante Ru = R'u, vélida para todo u € V, significa que R = R’.
Isso completa a prova do Teorema 21.13. |

21.B Prova do Teorema 21.11

Nesta secao serd apresentada a demonstragao do Teorema 21.11, pagina 1113.

Seja L um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3), representada como matriz 4 X 4 na forma

Loo Loi Loz Los

Ly Lii Lia Lis
L = . (21.B.9)

L20 L21 L22 L23

Ly L31 L3z L33

Vamos definir vetores coluna (ou seja, matrizes 3 X 1) a e b por

L1g Lo
a = Loo , b = Loz
Lsp Lo3

E evidente que podemos representar L na forma de blocos

Loo bT

: (21.B.10)
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onde b7, a transposta de b, é o vetor linha (matriz 1 x 3) dado por b7 = (L(n, Lo, Lo3) el é a matriz 3 x 3 dada

por
Liw Liz Las
L= | Lot Ly Lo
L31 Lsz Las

Vamos agora considerar duas matrizes R, e Ry pertencentes a SRot, ou seja,

1 0O 0 O 1 0 0 O
0 0
Ra = ) Rb = )
0 Ta 0 Tp
0 0

com 1, e rp matrizes 3 x 3 pertencentes a SO(3). Precisamos estudar a forma da matriz R,ILRbT. A regra de produto de
matrizes diz-nos que

Loo (rpb)T

R,LRl = . (21.B.11)

T'al Ta lrbT

E. 21.128 Ezercicio importante. Verifique! *

A expressao acima é vélida de modo bastante geral, para quaisquer que sejam as matrizes de rotagao r, e rp. Vamos
agora, porém, considerar matrizes de rotagao r, e rp particulares. Escolhemos r, da forma r, = s*t%, onde t* € SO(3) é
a matriz de rotagao que roda o vetor a de modo que apenas a primeira componente do vetor resultante seja nao nula:

ta = | o |- (21.B.12)

A matriz s* € SO(3), por sua vez, é uma matriz de rotagdo em torno do eixo 1, e que, portanto, deixa o vetor (%)
0

invariante. s® é da forma

1 0 0 1 00
=10 s8 si | = 0 : (21.B.13)
s
0 s35 833 0
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com
899 89
22 523
I
s = €50(2) .
a a
S32  S33
Assim, temos também
@
s%t%a = 0
0

Analogamente, escolhemos 7, da forma r, = s°t?, onde t* € SO(3) é a matriz de rotacdo que roda o vetor b de modo que
apenas a primeira componente do vetor resultante seja nao nula:

g
tb = | o |. (21.B.14)

0

A matriz s € SO(3), por sua vez, é uma matriz de rotacdo em torno do eixo 1, e que, portanto, deixa o vetor (%)
0

invariante. s é da forma

1 0 0 1 0 0
s" =10 sb b | = 0 ) : (21.B.15)
b "
0 s35 s33 0
com
b b
S22 S23
st = €50(2) .
53 583
Pela definicdo de s® acima, também temos
g
s = 0
0

Daqui por diante as matrizes t* e t® estardo fixas. As matrizes s e s®

adiante. Com essas escolhas temos agora

sao ainda arbitrdrias, mas serao fixadas mais

Loo g 0 0
T o
R.LRT = , (21.B.16)
0 s ()T
0
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onde I; := t*(t*)7.

A matriz L' := RaLRbT é certamente um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3), pois R,, L e RbT 0 sao. Assim, L'
satisfaz L'n(L')Tn = 1. Calculemos o lado esquerdo dessa igualdade:

Loo 8 0 0 1 0 0 O Loo a 0 0 1 0 0 O
« 0 0
L)y = ’
0 5%, (s%)T 0 -1 0 s ()T 0 -1
0 0 0 0
LOO —6 0 0 LOO —Q 0 0
_ | @ B
0 — 5, (sH)T 0 — T (s)T
0 0
Lo — B —g7
g f
onde
1 0 0 1 1
f = salt(lt)T(sa)T —a? 00 0 e g = fﬁsalt(sb)T 0 | +Loox| o
0 0 O 0 0
Na expressao para f usamos o fato que (s?)7 s® = 1, pois s® é uma matriz ortogonal.

E. 21.129 Ezxercicio importante. Verifique as expressdes acima. Sugest3o: exerca a virtude da Paciéncia. *

Como mencionamos, L'n(L’)Tn = 1. Portanto, devemos ter

fo=1, (21.B.17)
g = 0 e (21.B.18)
L3 -3 =1 (21.B.19)
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Logo,
1+a®> 0 0
s ()" ()T = o 10 | (21.B.20)
0 0 1
e
1 1
Bs“Li(s")" | o | = Lo | 0 | - (21.B.21)
0 0

Devido & forma de 5% e s* em (21.B.13) e (21.B.15) essas relagdes implicam

1+a?2 0 0
L) = o 10 |- (21.B.22)
0 0 1
e
1 1
Ble | 0 | = Loox| 0o | - (21.B.23)
0 0
respectivamente
E. 21.130 Ezercicio. Verifique! *

Com as relagoes acima temos em maos algumas conclusoes sobre a estrutura do grupo de Lorentz. A primeira é a
seguinte proposicao:

Proposigao 21.36 Para qualquer transformagao de Lorentz L wvale

L —-p% = 1, (21.B.24)
L3y —a® =1 (21.B.25)
e, consequentemente,
o = B2, (21.B.26)
Fora isso,
lal* =a® = 8% = |b]*,

onde ||a|| e ||b]| sd@o os mddulos dos vetores a e b, respectivamente, ou seja,
lal* = (L10)* + (L20)* + (L30)* e [[bl* = (Lo1)® + (Lo2)® + (Los)* -

Portanto,
Lgy = 1+ (L10)* + (L20)® + (L30)* = 1+ (Lo1)® + (Lo2)® + (Los)” -
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Prova. (21.B.24) é o mesmo que (21.B.19). Para provar (21.B.25), notemos que, pela Proposicao 21.26, LT é também
uma transformacido de Lorentz. Logo, para LT a relagao (21.B.24) significa L3, — a® = 1, pois ao passarmos de L
para LT o elemento Lo ndo muda, mas ocorre a troca a <+ 3. (21.B.26) segue de (21.B.24) e (21.B.25). Para provar

que [|al|> = a2, notemos que, por (21.B.12), o vetor (‘5‘) é obtido de a por uma rotacdo t* € SO(3), que nao altera o
0

comprimento de vetores. De modo andlogo prova-se que ||b|% = 2. |

Segue dessa proposicdo que, para prosseguirmos, teremos que considerar dois casos: o caso « = = 0 e 0 caso em
que a #0e p#0.
Caso a=p3=0.

Como comentamos, nesse caso temos a = b = 0. Podemos adotar s® = s® =t = t* = 1 e, portanto, L é simplesmente
da forma

Loo 0 0 O
0

L =
0 l
0

Coma=0es*=s"=1t*=1t"=1, arelacio (21.B.22) reduz-se a l[T = 1, ou seja, [ € O(3). Como det(L) = £1 e
det(l) = £1 ha quatro situacées a considerar:

Ia. det(L) =1 e det(l) = 1.
Nessa situagao tem-se [ € SO(3) e Lop = 1. Portanto, L € SRot.
Ib. det(L) =1 e det(l) = —1.
Nessa situagao [ € O(3) mas | € SO(3) e Lgg = —1. Assim L é da forma L = P,TR com R € SRot.

ITa. det(L) = —1 e det(l) = 1.
Nessa situagao [ € SO(3) e Loo = —1. Assim L é da forma L = TR com R € SRot.

IIb. det(L) = —1 e det(l) = —1.
Nessa situagao [ € O(3) mas [ € SO(3) e Log = 1. Assim L é da forma L = PR com R € SRot.

E. 21.131 Ezercicio. Justifique as afirmacdes acima. *

Resumindo, vimos para o caso a = b = 0 que nas quatro situagoes possiveis L consiste apenas numa simples rotagao,
seguida eventualmente de uma inversao de paridade (Ib e IIb) e/ou de uma reversao temporal (Ib e ITa.). Como veremos,
o caso a # 0 e B # 0 envolve também um “boost de Lorentz”, ou seja, uma mudanga entre dois sistemas de referéncia
inerciais com uma velocidade relativa eventualmente nao nula.

Caso a#0e g #0.
Como S # 0, (21.B.23) pode ser escrita como

Ll o | = 3 o | (21.B.27)
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. 1 , , .
ou seja, ( 0 ) é um autovetor de [; com autovalor w := % Escrevendo [; na sua forma explicita como
0

()i (e)z (s
le = (le)2r (Le)22 (le)23 ,

(Ie)s1 (l)s2 (Le)ss

a relagdo (21.B.27) fica

(T)11 )1z (Le)1s 1 1
()21 (le)2a (It)23 0 wl o0 ;
()31 (le)sa (le)ss 0 0

o que implica (I;)11 = w e (It)21 = (It)31 = 0. Assim,

w (lt)12 (lt)13 w

le = 0 (lt)22 (lt)23 = 0 ;
I}
0 (lt)s2 (lt)s3s 0
(le)12 (lt)22 (It)2s
onde ¢ é o vetor coluna ¢ = e l; é a matriz 2 x 2 dada por I} := . Ocorre que também
(It)13 (It)s2  (l¢)33

vale que ¢ = 0. Para ver isso, notemos que (21.B.22) diz-nos que

T
w | " | w 0 0 l+a? 0 0

L)t =, 0o 10 |-
T
li 0] l
t
0 0 0 1
ou seja,
W+ ¢To | ()T l+a® 0 0
= 0 10
li¢ L)t
0 0 1
Logo,
Lapt =1, (21.B.28)
lip =0 (21.B.29)
€

Wit olp = 1+a2. (21.B.30)
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Agora, (21.B.28) afirma que I, é uma matriz ortogonal: (I;)~! = (I;)T. Aplicando, portanto, (I;)~! & esquerda em
(21.B.29) segue que ¢ = 0. Chegamos assim & conclusao que

w 0 0 w 0 0

Iy = 0 ()22 (lt)2s = 0 )
Ly

0 (lt)s2 (lt)s3 0

com w? =1+ a? (por (21.B.30)). Segue daf que

w 0 O
s (s")T = 0 )
sty ()7
0

(s e 5" estao definidos em (21.B.13) e (21.B.15)). Neste momento vamos fixar s* e s, adotando
s = )T ="

Com isso, obviamente

Logo,
w 0 0
LT =10 1 0
0 01
Retornando a (21.B.16)
Lo B 0 0
a w 00
R,LRI = (21.B.31)
0 0 1 0
0 0 0 1
onde, recordando,
L
w= 0% o W= 14al. (21.B.32)

B

Resta-nos mostrar que a matriz do lado direito de (21.B.31) tem a forma de um boost de Lorentz, acompanhado
eventualmente de uma operacao de troca de paridade e/ou reversdo temporal. E o que faremos agora.

Como R, LRI é um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3), tem-se que det(R,LR}) = £1. Calculando o determinante
da matriz do lado direito (21.B.31) tem-se, entao, wLoo— B = £1. Multiplicando-se por o/ teremos w% —o? = :l:%,
ou seja,

Pela segunda equacao em (21.B.32) isso implica

ﬂ = ta« (§] L()() = :l:w,
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os dois sinais + acima sendo iguais ao sinal de det(R,LR{). Porém, w ¢ dado por £v/1+ a2 (vide (21.B.32)), mas a
escolha do sinal dessa raiz quadrada ¢é independente do sinal de det(RaLRbT). H4, portanto, quatro situacoes possiveis
que deveremos considerar separadamente:

Ia. Escolhendo det(R,LR]) = +1 e w = +v1+ a2, (21.B.31) fica

V14 a? o 0 0

. o Vvi+aZz 0 0
L = (Ry) Ry . (21.B.33)

R, ¢ Ry sao elementos de SRot ~ SO(3), temos det(R,) = det(Rp) = 1. Logo, neste caso temos det(L) = 1. Fora

isso L()() Z 1.
E conveniente escrever (21.B.33) de outra forma. Como « é um nimero real arbitrario, vamos definir v € (-1, 1)
por
voi= oS de modo que Q= ———_ (21.B.34)
VI+a? V1—0? o
Teremos
V1+a? et 0 0 yw) —vy(w) 0 0
a Vi+a?2 0 0 —vy(v)  yw) 0 0
= = B (’U) )
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
onde

(0) = o
'yv.fm.

Como se vé, chegamos dessa forma aos boosts de Lorentz Bj(v) utilizando apenas as propriedades definidoras do
grupo de Lorentz. Compare com o estudo do grupo O(1, 1), pdgina 1051.

Com essa parametrizagao, (21.B.33) fica
L = (R)"Bi(v)Ry , (21.B.35)
para R,, Ry € SRot.

Ib. Escolhendo det(R,LR})=+1ew = —v1+a?, (21.B.31) fica
—V1+a? a 0 0

R,LRI = : (21.B.36)
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Logo, usando-se as matrizes Py e T definidas em (21.200) e (21.201), segue

V14 a? o 0 0

. a  Vita® 0 0
PR,LRIT = : (21.B.37)

como facilmente se verifica. Daf, notando que T' e R, comutam (por que?), conclui-se que nesse caso temos

V1+a? o 0 0

a Vi+a?2 0 0
L = (PR,)" R,T . (21.B.38)

Assim, com a parametrizacio (21.B.34),
L = (PLR.)"Bi(v)RyT , (21.B.39)
para R,, R, € SRot. Note-se que neste caso temos det(L) =1 com Lgg < —1.
ITa. Escolhendo det(R,LRY) = —1 e w = +V1+ a2, (21.B.31) fica

—V1+a2 —a 0 0

R,LR} = . (21.B.40)

Assim,

TR,LR] = , (21.B.41)

como facilmente se verifica. Nesse caso, entao,

V1+ao? o 0 0

o Vi+aZ 0 0
L = T(R,)" Ry . (21.B.42)

0 0 1 0

0 0 0 1
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Assim, com a parametrizacio (21.B.34),
L = T(R,)"B1(v)Ry ,

para R,, R, € SRot. Note-se que neste caso temos det(L) = —1 com Loy < —1.

ITb. Escolhendo det(R,LR!) = —1 e w = —V1+ a2, (21.B.31) fica

V14 a? —a 0 0

R,LR] =
0 0 1 0
0 0 0 1
Assim,
V1+a? o 0 0
o Vi+a? 0 0
R,LRI'P, = ;
0 0 1 0
0 0 0 1

como facilmente se verifica. Nesse caso, entao,

V14 a? o 0 0

L = (R,)" PRy .

Assim, com a parametrizacao (21.B.34),
L = (R)TBi(v)PRy ,

para R,, R, € SRot. Note-se que neste caso temos det(L) = —1 e Loy > 1.

A demonstracao do Teorema 21.11 estd assim completa.
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(21.B.43)

(21.B.44)

(21.B.45)

(21.B.46)

(21.B.47)



