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nocdo moderna de variedade diferencidvel, provavelmente formalizada pela primeira vez por Hassler Whitney!,
em 1936, assumiu grande relevancia na Fisica Tedrica (particularmente na Mecénica Cléssica, na Teoria de
Campos e na Teoria da Relatividade Geral), sendo o objeto central de certas dreas da Matemédtica, como a
Topologia Diferencial, a Geometria Diferencial e desempenhando um papel importante em outras, como na Teoria dos
Grupos de Lie. Suas origens remontam & Geometria Analitica criada por Descartes?, mas foi com os trabalhos de Gauss?,
Riemann?, Poincaré® e muitos outros que ideias de natureza geométrica entraram o século XX acasaladas a ideias de
natureza topoldgica. De maneira simplificada, podemos dizer que uma variedade é um espago topoldgico no qual cada
ponto possui uma vizinhanga aberta na qual cada elemento pode ser identificado por um sistema de coordenadas nao-
singulares continuo (e, eventualmente, diferencidvel). Essa construgéo é inspirada na nogdo de superficie em espagos
R™. Na realidade, para que uma variedade tenha propriedades nao-patoldgicas e permita certas construgoes matematicas
gentis (como, por exemplo, ser metrizdvel e ter particoes da unidade) é necessério requerer certas condigoes adicionais
ao espago topologico, como a de ser Hausdorff, segundo-contavel ou paracompacto.

IHassler Whitney (1907-1989).

2René Descartes (1596-1650).

3Johann Carl Friedrich Gau8 (1777-1855).
4Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
5Jules Henri Poincaré (1854-1912).
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O presente capitulo pretende introduzir as nogoes de variedade topoldgica e de variedade diferenciavel. Também
introduziremos aqui algumas nogoes correlatas, como as de espago tangente, variedade tangente, espaco cotangente,
variedade cotangente, campo vetorial e tensorial. NogOes de natureza geométrica, como as de métrica Riemanniana e
semi-Riemanniana, geodésica, conexao, curvatura etc., serao abordadas no Capitulo 34, pagina 1646.

Sem a pretensao de fornecer uma lista minimamente digna da extensa e variada literatura devotada aos temas aqui
tratados, fornecemos algumas poucas indicagoes bibliograficas ao leitor que valham tanto para o presente capitulo quanto
para os Capitulos 34 e 35. Para a teoria geral de variedades topoldgicas e diferencidveis e para o estudo geral de Topologia
Diferencial e Geometria Diferencial, videS [252], [241], [242], [181], [59], [223], [270], [237], [188], [220], [26], [140], [266],
[362] ou [363]. Para o estudo de Geometria Riemanniana, vide [265], [71] ou [243]. Para o estudo de Geometria semi-
Riemanniana, vide [292]. Para aplicagoes & teoria dos grupos de Lie, vide [402]. Para o estudo de Geometria Diferencial
de curvas e superficies, vide [264]. Para um extenso tratamento matematico da Teoria da Relatividade Geral, vide [72].
Para temas matemdticos mais especificos da Teoria da Relatividade Geral, vide [400], [160], [369], [77] ou [281]. Para
aplicagoes gerais da Geometria Diferencial & Fisica, em estilo semi-matemdtico, vide [286].

X oksk ookokk ok ok

Quanto a organizacao deste capitulo, optamos por apresentar primeiramente os conceitos, defini¢oes e os desenvolvi-
mentos tedricos bésicos, deixando a apresentagao e discussao de exemplos de variedades topoldgicas e diferencidveis para
a secao final, a Se¢ao 33.4, pagina 1624. Isso tem a vantagem de nao interromper os desenvolvimentos gerais e permite
tratar os exemplos com mais globalidade, sem discussoes limitadas a aspectos previamente apresentados. No entanto,
o estudante é estimulado a procurar enfronhar-se gradualmente na Segao 33.4 desde o inicio de sua leitura, de modo a
colher alguns exemplos relevantes sobre o material apresentado.

33.1 Variedades Topoldgicas

Nesta breve secao introduziremos a nogao de variedade topoldgica, discutiremos as motivagoes que a ela conduzem e
algumas variantes de sua defini¢ao, preparando o caminho para a definicao de variedade diferenciavel.

e Bolas abertas em R"

No que segue, denotaremos por D, (r, ) C R™ a bola aberta de raio r > 0 centrada em z € R" em relagio & métrica
Euclidiana usual: D, (r, z) := {y eR"| |y —z| < 7“}, com |ly — z| = /(y? — 212+ -+ (y" — z")2.

Duas bolas abertas D, (r, =) e D,(r', 2’) no mesmo R"™ sdo sempre homeomorfas7, com o homeomorfismo f :
Dy (r, ) — Dyp(r’, 2’) dado por f(y) = My + 2’ — z), sendo A = //r. E também facil ver que a bola D, (1, 0) ¢
homeomorfa a R™, com o homeomorfismo g : R"® — D, (1, 0) dado (por exemplo) por

0, ..., 0), se (yt, ..., y")=(0, ..., 0),

sanh (/D)2 +(y")?) (!
V)2 ++(yn)2 ’

. y") , de outra forma.

Assim, todas as bolas D, (r, z) sdo homeomorfas entre si e homeomorfas a R™.

e Abertos Euclidianos

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um t-aberto é dito ser um 7-aberto Euclidiano de dimensdao n € Ny se for
homeomorfo a uma bola aberta D, (r, 0) C R™.

Dado um espago topolégico (X, 7), denotaremos por £(X, 7, n) C 7 a colegdo de todos os T-abertos Euclidianos de
dimensao n. Notar que néo excluimos a possibilidade de (X, 7, n) ser vazio.

O lema técnico elementar a seguir serd usado posteriormente, mas nao tem nenhuma relevancia para o que segue de
imediato.

6A ordem dos textos é aleatéria e nido segue nenhuma organizacio ou preferéncia.
"Para a defini¢do de homeomorfismo, vide pagina 1515.
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Lema 33.1 Seja E um aberto Euclidiano de dimensao n em um espago topoldgico (X, 7) e seja h : E — R™ um
homeomorfismo. Entdo, E pode ser escrito como unigo contdvel da imagem por h™' de bolas abertas em R™.

Se Aec Tt com ANE # 0, entio também AN E pode ser escrito como unido contdvel da imagem por h=' de bolas
abertas em R™. O

Prova. Seja D a colecao de todos as bolas abertas D,(r, ¢) C R™ com r € Q4 e ¢ € Q™. A colegdo D compreende,
portanto, todas as bolas de raio racional positivo centradas em algum ponto de R™ com coordenadas racionais. E claro
que D é uma colecao contavel. Seja G C R™ um aberto e seja D o subconjunto de D composto por bolas inteiramente
contidas em G. E claro que D¢ é também uma colegdo contavel e que G pode ser escrito como a unido contdvel dos
elementos de Dg.

Seja E um aberto Euclidiano e h : E — h(F) C R™ um homeomorfismo. Segue facilmente que E pode ser escrito
como a uniao da colegao de T-abertos Bg := {h_l (Dn(r, q))7 com D, (r, q) € Dh(E)}, que é uma colegao contavel.

Seja agora A € 7 e suponhamos AN E # (). Afirmamos que também A N E pode ser escrito como uniao de uma
subcolegao de Bg. De fato, como h é um homeomorfismo, h(ANE) é um aberto em R™ contido em h(E). Logo, h(ANE)
pode ser escrito como uma uniao contdvel de bolas em Djanp). A imagem dessas bolas por h~! é um subconjunto de
B g, completando a prova. |

e Cartas locais

Seja (X, 7) um espaco topolégico e E(X, 7, n) C 7 a cole¢do de todos os T-abertos Euclidianos de dimensao n. Um
par (V, h) com V € &(X, 7, n) e com h sendo um homeomorfismo h : V' — D, (ry, 0) para algum ry > 0, é dito ser
uma carta local de coordenadas (do aberto V). Se (V, h) é uma carta local de coordenadas, o T-aberto Euclidiano V' é
dito ser uma carta local e 0 homeomorfismo h é dito ser uma carta de coordenadas de V.

e Espacos localmente Euclidianos

Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espago localmente Fuclidiano de dimensdo n se possuir ao menos um
recobrimento V por elementos de (X, 7, n).

Assim, um espago topolégico (X, 7) é localmente Euclidiano de dimenséo n se para todo z € X existe um 7-aberto
V, com z € V, sendo V homeomorfo a D, (ry, 0) para algum ry > 0.

O sentido intuitivo dessa definicao afirma que cada x € X possui uma vizinhanca aberta V' cujos pontos podem
ser parametrizados por um sistema de coordenadas reais, associando bijetivamente a cada y € V um conjunto de n
coordenadas reais (y!, ..., y") € D,(rv, 0).

E. 33.1 Ezercicio. Mostre que se (X, 7) é um espago localmente Euclidiano de dimens3o n, entdo (X, 7) n3o pode ser simulta-
neamente um espaco localmente Euclidiano de dimensdo m com m # n. *

e Atlas

Seja (X, 7) um espago localmente Euclidiano de dimensao n. Uma colegdo de cartas locais de coordenadas
A = {(A ), VACEX, 7. ), haiVa = Dalry, 0), A€AS

é dita ser um n-atlas, ou simplesmente um atlas, do espago topoldgico (X, 7) se a colegdo {Vi, A € A} for um
recobrimento de X e se cada hy, A € A, for um homeomorfismo de V) € (X, 7, n) em alguma bola aberta D, (ry,, 0).
Acima A é um conjunto em principio arbitrario de indices usados para rotular os elementos do atlas.

Por defini¢ao, todo espago localmente Euclidiano de dimensao n possui ao menos um n-atlas (e vice-versa).

Se A = {(VA, hx), A € A} for um n-atlas, cada par (Vy, hy) € A é dito ser uma carta local de coordenadas do atlas
A. Se (Vy, hy) € A é uma carta local de coordenadas do atlas A, o T-aberto V) é dito ser uma carta local do atlas A,
ou simplesmente uma carta de A, e o homeomorfismo h)y é dito ser uma carta de coordenadas de A.

e Funcoes de transicao

Dado um atlas A em um espaco localmente Euclidiano (X, 7), certas cartas locais U e V' de A (com homeomorfismos
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hy : U = Dyp(ry, 0) e hy : V. — D,(ry, 0), respectivamente) podem ter uma intersecgdo nao-vazia. Em tais casos
podemos definir um homeomorfismo Hy,y do aberto hy (U NV) C D, (ry, 0) no aberto hy (UNV) C D, (ry, 0) por

HU,V = hy o (hU)il : h,U(Um V) — hv(Uﬁ V) .

Os homeomorfismos Hy,y sao denominados fungdes de transi¢go. A fungdo de transicdo Hy,y representa uma mudanga
de coordenadas em U NV, a saber, a mudanca das coordenadas definidas por hy nas coordenadas definidas por hy .

Como veremos. fungoes de transicao desempenham um papel central na introdugao de outras estruturas em variedades
topoldgicas, por exemplo, estruturas diferenciaveis.

e Espacos localmente Euclidianos e compacidade local

Por serem localmente homeomorfos a espacos Euclidianos, os espagos localmente Euclidianos herdam daqueles algumas
propriedades locais, como a compacidade local, atestada adiante. A propriedade de ser Hausdorff, no entanto, é uma
propriedade global de um espaco topoldgico e nao é claro, portanto, que ela deva ser herdada de espacos localmente
Euclidianos. Como veremos no Exemplo 33.1, isso de fato nem sempre ¢é verdade.

Para futura referéncia, enunciemos a seguinte proposigao:

Proposigao 33.1 Todo espago topoldgico localmente Euclidiano € localmente compacto. O

Prova. Seja (X, 7) um espago topoldgico localmente Euclidiano. Sejam xz € X e V uma vizinhanca aberta localmente
Euclidiana de  homeomorfa a uma bola D, (r, 0) por um homeomorfismo h : V' — D, (r, 0). Como h(x) € D,(r, 0)
tem-se ||h(x)|| < r (aqui || - | ¢ a norma Euclidiana usual de R™). Assim, tomando 0 < v’ < r — ||h(z)|| teremos que

h(z) € D, (1", h(z)) C Dy (r, 0). O conjunto D, (r', h(z)) é compacto e, portanto, h~! (Dn(r’, h(x))) é compacto (pois
h=! ¢ continua e pelo Teorema 32.5, pagina 1519) e contém a vizinhanca aberta de x definida por h’l(Dn(r’, h(:c)))
Assim, todo x € X possui uma vizinhanca compacta, a saber, h~! (Dn(r’, h(ac))) para algum r’ > 0 pequeno o suficiente,

provando que todo espaco localmente Euclidiano é localmente compacto. |

Como consequéncia da Proposicao 33.1, acima, e da Proposicao 32.29, pagina 1533, podemos afirmar que

Coroldario 33.1 A reta de Sorgenfrey (R, 7[8]) (vide Se¢do 27.2.1.1, pagina 1843) nao € um espago topoldgico localmente
Euclidiano. O

Nota referente ao Coroldrio 33.1. Poder-se-ia pensar que a reta de Sorgenfrey (R, 7[8]) é localmente Euclidiana pois todo ponto de R é

elemento de algum intervalo aberto (a, b), e tais intervalos sdo abertos tanto na topologia 7[8] de quanto na topologia usual 7. Sucede,
porém, que sequer a aplicagao identidade R 3 z — z € R é um homeomorfirmo entre (R, 7[8]) e (R, Tr), como observado em Nota & pdgina
1344. L]

e Metrizabilidade local de espagos localmente Euclidianos

Todo espago localmente Euclidiano € localmente metrizavel, ou seja, cada ponto possui uma vizinhanga homeomorfa
a um espaco métrico (pois cada D, (r, 0) é um espago métrico com a métrica Euclidiana usual). Para a nogao de
metrizabilidade e alguns resultados basicos, vide Secao 32.7, pagina 1565.

e Espacos localmente Euclidianos e espagos Hausdorff

Para a continuacao da discussao é interessante observar que nem todo espago localmente Euclidiano é Hausdorff.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 33.1 Seja a chamada reta real com dupla origem (X, 7) (com X = RU{p}) apresentada no Exercicio E. 32.12, pdgina
1501. O espago (X, 7) é localmente Euclidiano de dimensdo 1. De fato, se z € R, sua vizinhanca aberta V,, , = (z —r, z + 1)
composta de um intervalo aberto de largura 2r > 0 é evidentemente homeomorfa a D, (r, 0) = (—r, r), com o homeomorfismo
h :Vy = Dy(r, 0) sendo h(y) = y — z. Para o ponto p € X tomamos a vizinhanga abertas V,, » = (—r, 0) U {p} U (0, r), com

Y, sey#p,
r > 0, e 0 homeomorfismo h : V;, — Dy (r, 0) serd dado por h(y) = Deixamos ao leitor a tarefa (elementar) de

0, sey=np.
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provar que as fungdes h de acima e suas inversas sdo continuas.

Também deixamos leitor a tarefa (elementar) de provar que a colegdo {Vz, », z € R, r > 0}U{V}, », 7 > 0} é um recobrimento
por T-abertos de X = R U {p}. Isso mostrou que a reta real com dupla origem (X, 7) é um espago localmente Euclidiano de
dimensao 1.

Apesar de localmente Euclidiano, o espago topoldgico (X, 7) ndo é Hausdorfl, pois todo aberto que contém p intersecta todo
aberto que contém 0.

No Exercicio E. 27.63, pagina 1361, mostramos que a reta real com dupla origem é segundo-contavel.

A reta real com dupla origem é, em resumo, de um espago localmente FEuclidiano, segundo-contavel, mas nao-Hausdorff. P

e Variedades topolégicas. Definigoes e discussao

Chegamos agora a algumas das definicoes que centralizarao nosso interesse no presente capitulo.

Definicao. Pré-Variedade Topolégica Um espago topolégico Hausdorff e localmente Euclidiano de dimensao n é dito
ser uma pré-variedade topoldgica de dimensao n. [

A nocao de pré-variedade topoldgica, acima, é um tanto minimalista, pois pré-variedades topolégicas podem ser
espagos nao-metrizaveis e sem parti¢oes da unidade. Para evitar tais patologias é necessario agregar a defini¢ao al-
guma condi¢ao adicional, de modo a garantir a validade de propriedades topolégicas gentis. Uma condigao adicional
costumeiramente agregada é a paracompacidade.

Definicao. Variedade Topolégica Paracompacta Um espaco topoldgico Hausdorff, paracompacto e localmente
Euclidiano de dimensao n é dito ser uma variedade topoldgica paracompacta de dimensao n. [

Uma variedade topolégica paracompacta possui particoes da unidade subordinadas a recobrimentos por abertos
(Teorema 32.25, pdgina 1551) e é metrizdvel. Essa tltima afirmacdo decorre do Teorema 32.29, pdgina 1566. Desse
teorema e do fato de todo espago localmente Euclidiano ser localmente metrizédvel segue que uma variedade topoldgica
é metrizavel se e somente se for paracompacta. Assim, é na importancia da propriedade de metrizabilidade que reside a
relevancia de garantir-se a propriedade de paracompacidade em uma variedade.

H& outras razoes para desejar-se a propriedade de paracompacidade. Como veremos, existéncia de particoes da
unidade é importante por garantir a existéncia de métricas Riemannianas em variedades diferencidveis e por permitir
uma definigao de integragao de n-formas.

Uma outra definicao de interesse ainda maior e que, como veremos, é um caso particular da definicao anterior, é a
seguinte:

Definicao. Variedade Topolégica Segundo-Contavel Um espaco topolégico Hausdorff, segundo-contavel e local-
mente Euclidiano de dimensao n é dito ser uma variedade topoldgica sequndo-contdvel de dimensao n. [

Nota.A condigao de ser Hausdorff ndo pode ser dispensada: os Exercicios E. 32.12, E. 27.63 e 33.1 (pdginas 1501, 1361 e 1585, respectivamente)
mostram que o espago topolégico denominado reta real com dupla origem é localmente Euclidiano, segundo-contdvel, mas ndo-Hausdorff. &

Uma variedade topoldgica segundo-contavel é dotada, dentre outras, das seguintes propriedades gentis:

1. Compacidade local (por ser localmente Euclidiana, conforme a Proposicao 33.1, pagina 1585).
2. Separabilidade (por ser segundo-contével, de acordo com a Proposigao 27.14, pagina 1358).
3. Regularidade (por ser Hausdorff e localmente compacta, conforme a Proposi¢ao 32.32, pagina 1547).

4. Normalidade (por ser Hausdorff, segundo-contédvel e localmente compacta, de acordo com o Coroldrio 32.10, pigina
1548).

5. Paracompacidade (por ser Hausdorff, segundo-contével e localmente compacta, conforme o Teorema 32.26, pagina
1552).

6. Existéncia, para cada recobrimento por abertos, de um refinamento contavel e localmente finito por conjuntos
abertos relativamente compactos (também pelo Teorema 32.26, pagina 1552).
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7. Existéncia de partigdes da unidade subordinadas a recobrimentos por abertos (por ser Hausdorff, paracompacta e
pelo Teorema 32.25, pdgina 1551).

8. Metrizabilidade (por ser, Hausdorff, regular e segundo-contével, de acordo com o Teorema 32.31, pagina 1567).

9. Existéncia de imersoes e mergulhos em certos espagos R™. Um importante teorema estabelecido em 1936 por
Whitney afirma que toda variedade topoldgica segundo-contavel de dimensao n pode ser mergulhada em um espago
R?". Para a formulacdo precisa, vide Teoremas 33.3 e 33.4, pagina 1615 e seguintes.

Depreende-se da lista acima que toda variedade topoldgica segundo-contavel é uma variedade topolégica paracom-
pacta. Um teorema geral, porém, garante que uma variedade topolégica paracompacta é segundo-contavel se e somente
se possui um ntmero contdvel de componentes conexas. Nao demonstraremos esse teorema aqui, mas o Exemplo 33.3,
pagina 1624, exibe uma instancia pedagogica que ilustra sua validade. Nas variedades topoldgicas paracompactas nao-
segundo-contaveis o supracitado teorema de Whitney pode nao ser satisfeito.

Resumindo, pré-variedades topolégicas nao sao, geralmente, metrizaveis e nao tém, geralmente, particoes da unidade
subordinadas a recobrimentos por abertos e variedades topolégicas paracompactas que nao sao segundo-contaveis possuem
uma cole¢ao nao-enumeravel de componentes conexas. Em verdade, ha muito poucos resultados interessantes que podem
ser obtidos em espagos localmente Fuclidianos que nao sejam paracompactos ou Hausdorff.

Como discutimos na Secao 32.3.5.1, pagina 1543, toda variedade topolégica compacta é paracompacta e segundo-
contavel, pois todo espago topoldgico Hausdorff, localmente Euclidiano e compacto é segundo-contavel e paracompacto
(vide, particularmente, a Proposigao 32.30, pagina 1545).

Presentemente, a maioria dos autores prefere agregar a propriedade de ser segundo-contavel a definigao de variedade
topoldgica, pois essa propriedade garante a exclusao de espacos “patoldgicos” sem, no entanto, impedir a validade da
metrizabilidade e da existéncia de partigdes da unidade subordinadas a recobrimentos (paracompacidade), dois instru-
mentos sem os quais o trabalho matemaético seria deveras dificultado. Além disso, a validade do teorema de Whitney
sob a condigao de segundo-contabilidade indica que a nocao de variedade topolédgica segundo-contavel é a que mais se
aproxima da nocao intuitiva de superficie, a qual subjaz a nogao de variedade e motiva sua definicao.

Na Segao 33.4.1, pagina 1624, apresentamos um exemplo ilustrativo de uma variedade topoldgica paracompacta mas
nao segundo-contavel. Sua leitura permitird uma melhor apreciacao da distingao entre ambas as defini¢oes.

4

Daqui para a frente, salvo mencao em contrario, sempre que usarmos a expressao “variedade topoldgica” sem mais
qualificativos teremos em mente “variedade topoldgica segundo-contével” (e, naturalmente, Hausdorff).

X kokk ok

Para encerrar essa discussao, fagamos um comentério sobre a imagem dos homomorfismos h que definem as cartas
locais de coordenadas (V, h), com h:V — D,(ry, 0). Até o momento, convencionamos padronizar sua imagem como
sendo bolas abertas D, (ry, 0) C R™ de raio ry > 0 centradas na origem. Em verdade, qualquer outro aberto de R™
homeomorfo a tais bolas (por exemplo, os n-cubos abertos (—1, 1)™ ou o préprio R™) pode ser empregado na definigao.
Daqui por diante deixaremos essas possibilidade em aberto e s6 especificaremos a imagem de uma carta de coordenadas
h se tal for 1til a algum propdsito especial.

e Atlas em variedades topolégicas segundo-contaveis

A seguinte proposicao assegura que toda variedade topoldgica segundo-contdvel possui ao menos um atlas contdvel
e localmente finito composto por conjuntos T-abertos relativamente compactos. A existéncia de tais atlas é um fato
frequentemente empregado em demonstragoes de diversos tipos de assertivas em Geometria Diferencial e, em particular,
no estudo de Geometrias Lorentzianas (Relatividade Geral).

Proposicao 33.2 Toda variedade topoldgica sequndo-contdvel (W, 1) possui um atlas contdvel {(Vin, huy,), m € N} tal
que {Vin, m € N} é um recobrimento localmente finito de W composto por conjuntos T-abertos relativamente compactos.
O

Prova. Por ser um espago topoldgico localmente Euclidiano, (W, 7) possui ao menos um atlas U = {(Uy, hy), A € A}
Por (W, 7) ser um espago topolégico Hausdorff localmente compacto e segundo-contavel vale, pelo Teorema 32.26,
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pagina 1552, que {Ux, A € A} possui um refinamento contével e localmente finito V = {V,,,, m € IN} por conjuntos
T-abertos relativamente compactos. Como V é um refinamento de {Ux, A € A}, existe para cada V;;, € V um elemento
Uy, € {Ux, A € A} tal que V;,, C Uy, (pelo Teorema 32.26, vale até mesmo que V,, C V,,, C Uy,,). Se hy, = hy,, éa
carta de coordenadas associada a Uy, , entdo (Vi,, hy,) compde uma carta local de coordenadas e {(V,, hm), m € N}
compde um atlas contdvel de (W, 7) com {V;,, m € IN} sendo um recobrimento localmente finito de W composto por
conjuntos T-abertos relativamente compactos. |

Um corolério imediato da Proposicao 33.2 e da Proposigao 32.36, pagina 1551, é o seguinte:

Corolario 33.2 Toda variedade topoldgica sequndo-contdvel (W, T) possui uma parti¢io da unidade contdvel composta
por fungoes de suporte compacto. O

Prova. Pela Proposigao 33.2, W possui um recobrimento localmente finito {V,,, m € IN} composto por conjuntos 7-
abertos relativamente compactos. Pela Proposigao 32.36, pdgina 1551, existe uma particdo da unidade {p,,, m € IN}
subordinada a {V,,, m € N}, com suppp,, C V,, para todo m € IN. Logo, suppp.,, é um subconjunto T-fechado do
T-compacto V,, e, pela Proposicao 32.18, pagina 1519, supp p.,, € T-compacto. |

33.1.1 Construindo Variedades Topoldgicas

Vamos agora brevemente descrever como novas variedades topoldgicas podem ser obtidas de outras através de certas
operagoes, como tomada de produtos, restricao a subconjuntos ou tomada de quocientes.

e Produtos de variedades topolégicas

Se (X1, 1) e (X2, 1) s@o duas variedades topoldgicas de dimensoes n; e ng, respectivamente, definimos a variedade
topoldgica produto de ambas, denotada por (X7 x Xa, 71 X 72), como sendo a variedade topoldgica (n1 + n2)-dimensional
constituida pelo produto Cartesiano X; x X5 com a topologia produto 7 X 7. Sabemos pelas Proposigoes 27.17, pagina
1361, e 32.14, pagina 1513, que as propriedades de ser segundo-contével e de ser Hausdorff sao herdadas por topologias
produto. Assim, a Unica questao revelante é saber se (X; X Xa, 71 X 72) é localmente Euclidiana.

Sejam (Vi, hi) e (Vi, hi) cartas locais de coordenadas em (Xi, 71) e (X2, 72), respectivamente. Defina-se o
homeomorfismo hy x hg : V1 X Vo — R™T"2 de forma que sua imagem para cada (z1, x2) € Vi X Va seja o produto
Cartesiano h(x1) X ha(xa) contido no produto de abertos hy (V1) x ho(Vz) C R H72,

Se A; e Ay sdo atlas em (X1, 71) e (X2, 72), respectivamente, definimos A; x Az, como o conjunto formado por
todas as cartas locais de coordenadas da forma (V4 x Vi, hy X hsa), com (Vi, hy) sendo cartas locais de coordenadas de
Ak, k=1, 2. E facil ver que A; X Ay é um (n; + no)-atlas em (X1 x Xo, 71 X 72).

A variedade topoldgica (X1 x Xa, 71 X 72) assim constituida é denominada variedade topoldgica produto das variedades
topolégicas (X1, 71) e (X2, 72). E claro que a construgio acima pode ser estendida para quaisquer produtos finitos® de
variedades topoldgicas.

e Subvariedades topolégicas

Seja (N, Ty ) uma variedade topoldgica de dimensao n e M C N com M # (). Podemos introduzir em M a topologia
77 induzida por Ty, onde os abertos sdo os conjuntos da forma A N M, com A € 7n. Segundo as Proposicoes 27.16,
pagina 1361, e 32.13, pagina 1513, o espago topoldgico (M, 77) serd Hausdorfl e segundo-contével.

Dizemos que (M, 77) é uma subvariedade topoldgica de dimensdo m de (N, 7x) se for também um espago localmente
Euclidiano. E evidente que toda subvariedade topolégica de uma variedade topoldgica é por si sé uma variedade topoldgica
(por ser localmente Euclidiana, Hausdorff e segundo-contavel). Vamos agora reformular essas ideias em termos de
propriedades da chamada fung¢ao inclusao.

Sejam X e Y dois conjuntos nao-vazios com Y C X. A funcio ¢ =iy, x : ¥ — X definida por i(y) := y para todo
y € Y, é denominada inclusao de Y em X, ou funcao inclusdo de Y em X. A Proposigao 30.8, pagina 1425, ensina-nos
que podemos refrasear a definigao de subvariedade topoldgica da forma sugerida na seguinte

8Para produtos nao-finitos a propriedade de ser segundo-contével é geralmente perdida.
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Proposicao 33.3 Sejam (X, 7x) e (Y, 7y ) dois espagos topoldgicos, sendo que Y C X (assumimos X e Y ndo-vazios).
Suponhamos que (X, 7x) seja uma variedade topoldgica. Entao (Y, 1y) serd uma subvariedade topoldgica de (X, 7x)
se a fungdo inclusio iy, x : Y — X for um mergulho topoldgico de (Y, 1v) em (X, 7x) e se (Y, 7v) for localmente
Euclidiano. O

Prova. Pela hipétese de iy, x : Y — X ser um mergulho topolégico de (Y, 7v) em (X, 7x) segue pela Proposigao (30.8),
péagina 1425, que 7v = 77, a topologia induzida por 7x em Y. Segundo as Proposicoes 27.16, pagina 1361, e 32.13, pagina
1513, o espago topolégico (Y, 77) = (Y, 7y ) serd Hausdorfl e segundo-contdvel e, se também for localmente Euclidiano,
serd uma subvariedade de (X, 7x), segundo a defini¢ao prévia. |

Ainda relevante é a seguinte reformulagao das afirmagoes acima, que dispensa demonstragao:
Proposicao 33.4 Sejam (X, 7x) e (Y, 7v) duas variedades topoldgicas sendo que Y C X (assumimos X e Y ndo-
vazios). Entao, (Y, Ty) serd uma subvariedade topoldgica de (X, Tx) se a fungdo incluséo iy,x :' Y — X for um
mergulho topoldgico de (Y, 1yv) em (X, 7x). O

Essa proposigao serad usada mais adiante como inspiragao para a definicao de subvariedade diferenciavel.

e Variedades topolégicas quociente

44 ”

Seja (X, 7) uma variedade topolégica e seja “~” uma relagdo de equivaléncia em X. Como discutimos brevemente
na Segao 32.4.3, pagina 1557, Podemos definir um espago topolégico (X/ ~, 7/~) sobre a colecio X/~ de classes de
equivaléncia por “~” com a topologia quociente 7/ ~, definida como sendo a maior topologia em X/~ para a qual a
aplicagdo quociente 7 : X — X/ ~, com 7(z) := [z], é continua. Trata-se, portanto, da topologia final (ou forte, ou
indutiva) definida por 7. Assim, um conjunto A C X/~ é declarado aberto na topologia 7/ ~ se e somente se 7~ 1(A) € 7.
O espago topoldgico (X/~, 7/~) é denominado espago topoldgico quociente.

Um problema importante na construcao de variedades topolégicas é que as propriedades de Hausdorff e segundo-
contabilidade nao sao sempre herdadas por uma topologia quociente. Assim, ao examinarmos um espago quociente de
uma variedade topoldgica, somos geralmente obrigados a verificar a validade das trés propriedades topolégicas definidoras
de uma variedade topolédgica: a propriedade de Hausdorff, a segundo-contabilidade e a propriedade de ser localmente
Euclidiana. O resultado a seguir (adaptado de [241]) auxilia nessa tarefa.

Lema 33.2 Seja (X, 7) um espago topoldgico segundo-contdvel, seja “~7 uma relagio de equivaléncia em X e seja
o espago topoldgico quociente (X/ ~, 7/ ~), tal como definido acima. Se (X/~, 7/ ~) for localmente Euclidiano de
dimensao n, entao também serd sequndo-contdvel. O

Prova. Como (X/ ~, 7/ ~) é localmente Euclidiano, X/ ~ pode ser recoberto por um conjunto de (7/ ~)-abertos
Euclidianos {E,\ € E(X/N, T/~ n), A e A}, para algum conjunto de indices A.

E evidente que a colecao {7‘(71 (EA) eET, N€E A} ¢ um recobrimento de X por 7-abertos.

Sabemos do Coroldrio 32.2, pagina 1517, que se (X, 7) for segundo-contdvel, entdo é Lindeldf, ou seja, todo re-
cobrimento de X por 7-abertos possui um sub-recobrimento contavel. Logo, existe um sub-recobrimento contavel
{W*I(EA,C) er,, ke ]N} de X. Mas isso implica que {E;w € E(X/ ~y T/~ n), k € ]N} é um recobrimento
contdvel de X/~ por (1/~)-abertos Euclidianos.

Como os conjuntos E), sao abertos Euclidianos, existem homeomorfismos hy : Ey, — R" para cada k € IN.

Seja A € 7/ ~. Entéo, podemos escrever A como a unidao contével de (7/~)-abertos da forma A N E),. Pelo Lema
33.1, pagina 1584, esses conjuntos AN E}, , por sua vez, podem ser escritos como unido contével de imagens por h;l de
uma colegao contavel de bolas em R™. Segue imediatamente disso que a colecao de toda essas tais imagens para todos os
k € IN é uma colegao contével que recobre todo aberto A € 7/~, provando que (X/~, 7/~) possui uma base contdvel
e, portanto, é segundo-contavel. |

O seguinte corolario é imediato e dispensa demonstragoes.
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Corolario 33.3 Seja (X, 7) uma variedade topoldgica e suponha que o espago topoldgico (X/~, 7/~) seja localmente
Euclidiano e Hausdorff. Entdo, (X/~, 7/~) é uma variedade topoldgica. O

Ele afirma que para sabermos se um espaco quociente de uma variedade topoldgica é também uma variedade topolégica
basta verificar no espago quociente a propriedade de Hausdorff e a de ser localmente Euclidiano.

33.2 Variedades Diferenciaveis

e Difeomorfismos em R"

Sejam A e B dois conjuntos abertos de R™ (na topologia métrica usual), A e B sendo supostamente homeomorfos. Um
homeomorfismo f: A — B é dito ser um difeomorfismo se f e f~1 forem diferenciaveis’. Um difeomorfismo f : A — B
é dito ser de classe C™, r € IN, se f e f~! forem r-vezes diferencidveis. Um difeomorfismo f : A — B é dito ser de classe
C*, ou infinitamente diferencidvel, se for de classe C™ para todo r € IN, ou seja, se f e f~! forem r-vezes diferencidveis
para todo r € IN.

e Cartas compativeis

Seja (X, 7) uma variedade topoldgica segundo-contével de dimensao n. Dizemos que duas cartas locais de coordenadas
(Vi, h1) e (Va, hs) sdo cartas compativeis se ViNVa = () ou, caso V1NVa # (), se a fungao de transigao Hy, , v, := hgo(hy)™?
for um difeomorfismo infinitamente diferencidvel de hi (V3 NVa2) C R™ em ho(Vi NVa) C R™. E evidente que toda carta
(Vi, h1) é compativel consigo mesma e que se (Vi, hi) é compativel com (Va, hg), entdo (Va, ha) é compativel com
(Va, hi1). Trata-se, portanto, de uma relagido de compatibilidade no sentido da defini¢cdo da Segao 1.1.1.2, pagina 47.

Chamamos a atengao, porém, para o fato de que as relagoes acima definidas sao de compatibilidade, mas nao de
equivaléncia. Para ver isso, consideremos trés cartas locais de coordenadas (Vi, hi), (Va, ha) e (V3, hs) e suponhamos
que Vi NVe =0, que Vo NV3 = 0, mas V1 N V3 # (. Entdao, (Vi, hy) e (Va, hs) sdo compativeis e (Va, ha) e (V3, hg)
também sdo compativeis, mas isso ndo implica necessariamente que (V1, h1) e (V3, hs) sejam compativeis ou nao, pois
isso depende de a fungao de transicio Hy, v, := hz o (h1)~! ser um difeomorfismo infinitamente diferencidvel ou nao,
fato que ndo decorre nem da compatibilidade entre (Vi, hy) e (Va, ha) nem da compatibilidade entre (Va, ha) e (Vs, h3).

Como veremos logo adiante, porém, essa relacao de compatibilidade entre cartas locais de coordenadas induz uma
relacao de equivaléncia entre certos tipos de atlas.

e Atlas infinitamente diferenciaveis. Relacao de equivaléncia entre atlas diferenciaveis

Seja (X, 7) uma variedade topolégica segundo-contével de dimensdo n. Um atlas A = {(Vi, hy), A € A} em
(X, 7) é dito ser um atlas infinitamente diferencidvel se todas as suas cartas locais de coordenadas forem compativeis,
ou seja, se todas as fungoes de transigao Hy, v,, com Vy N Vy # () forem difeomorfismos infinitamente diferencidveis de
h)\(V,\ NVy) CR™ em h,\/(VA NVy) C R™

Dois atlas infinitamente diferencidveis A; e As em (X, 7) s@o ditos ser atlas equivalentes se A; U Ay for um atlas
infinitamente diferencidvel, ou seja, se todas as cartas locais de coordenadas de A; forem compativeis com todas as
cartas locais de coordenadas de A,. Denotamos a equivaléncia de dois atlas A; e Ao por A; ~ Ay, como usual. Essa é,
de fato, uma relacao de equivaléncia entre atlas infinitamente diferenciaveis. Para ver isso, note-se que é evidente pela
definigao que todo atlas infinitamente diferencidvel é equivalente a si mesmo e que se um atlas infinitamente diferenciavel
A; for equivalente a um atlas infinitamente diferenciavel As, entao Ay é equivalente a A;. O tnico ponto sutil é a
transitividade. Sejam trés atlas Ax = {(V,, hxr,), Ak € Ax}, B =1,2,3, com Ay ~ Az e Az ~ As. Desejamos provar
que duas cartas (Vi,, ha,) € A1 e (Va,, ha,) € Az quaisquer sdo compativeis no sentido da defini¢do da acima. Caso
Vi, NV, = 0 as cartas sdo compativeis. Suponhamos, entdo, Vy, NVy, # 0. Como Ay é um atlas, a familia de cartas locais
{Va,s A2 € Aa} recobre X e, portanto, Vy, N V), possui um recobrimento {Vi,, A\a € Ma} com My C Ag. A fungdo de
transicao Hv, v, = hag o (ha,) ™" ha, (Va, NVay) = hag (Va, NV, ) quando restrita a cada aberto hy, (Vx, NVa, NVa,),
com Ay € My, pode ser escrita como Hy, vy, = (hx, 0 (hay) 1) o (ha, 0 (ha,) ™) = Hyy, v, © Huy,, va,» que é um
difeomorfismo infinitamente diferenciavel, por ser a composicao de dois difeomorfismos infinitamente diferencidveis. Com

90 leitor deve ser advertido do fato que, lamentavelmente, nio ha uniformidade dessa definicio na literatura. Alguns autores definem
difeomorfismos como sendo aplicagdes que, junto com suas inversas, sao infinitamente diferenciaveis.
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isso provamos que Hy, | v,, ¢ um difeomorfismo infinitamente diferencidvel em todo aberto hy, (Vy, N Vi, N V), ), com
A2 € Ms, e como os V), com Ag € M recobrem Vy, NVy, e hy, é bijetora, concluimos que Hv, v, é um difeomorfismo
infinitamente diferencidvel em todo aberto hy, (Vy, NV),). Isso, por fim, estabeleceu que as cartas (Vi,, hx,) e (Vas, has)
sao compativeis, provando que A; ~ Ajs.

e Estruturas infinitamente diferenciaveis

Uma classe de equivaléncias de atlas infinitamente diferencidveis segundo a definigao acima é denominada uma es-
trutura infinitamente diferencidvel em (X, 7). Denotaremos uma estrutura infinitamente diferencidvel em (X, 7) por
I=93(X, 7).

A uniao de todos os atlas de uma dada estrutura infinitamente diferenciavel J é dita ser o atlas mazximal de J. Se A é
um atlas em (X, 7), sua classe de equivaléncia é dita ser a estrutura infinitamente diferencidvel gerada por A. A unido
de todos os atlas pertencentes a estrutura infinitamente diferenciavel gerada por A é dito ser o atlas mazximal gerado por
A.

e Variedade infinitamente diferenciavel

Uma variedade topolédgica segundo-contavel que admite ao menos um atlas infinitamente diferenciavel é dita ser uma
variedade infinitamente diferencidvel, ou uma variedade de classe C'°°. Mais precisamente, uma variedade infinitamente
diferencidvel é uma tripla (X, 7, J), onde (X, 7) é uma variedade topolégica segundo-contdvel e J é uma estrutura
infinitamente diferencidvel em (X, 7).

Com um certo abuso de linguagem, iremos nos referir frequentemente a uma variedade infinitamente diferencidvel
(X, 7, J) simplesmente por (X, J) (omitindo a topologia), ou mesmo por X (omitindo também a estrutura infinitamente
diferencidvel). Tais simplificagées ocorrem tipicamente quando se fazem afirmagées onde a topologia e a estrutura
infinitamente diferenciavel especificamente consideradas estao implicitas. Um outro abuso de linguagem frequentemente
adotado é o de denominar “variedade infinitamente diferencidvel” simplesmente por “variedade diferenciavel”.

e Aplicacoes diferenciaveis entre variedades diferenciaveis

A nocgao de diferenciabilidade de fungbes de R™ em R™ é bem conhecida e podemos generaliza-la para fungoes
entre variedades diferencidveis usando, para tal, o fato de que através da introdugao de coordenadas locais, podemos
considerar fungoes entre variedades como fungoes de abertos de algum R™ em algum R™. Sejam M; e M5 duas variedades
diferencidveis de dimensdo m; e mg, respectivamente. Sejam Ay, = {(A4, hy), a € A1} e A, = {(A3, h3), B € Ay}
atlas infinitamente diferencidveis em M; e Ms, respectivamente. Uma funcao continua ¢ : M; — M de M; em My é
dita ser diferencidvel se para todas as cartas locais (Ag, hy) € A, e (A3, hQB) € Ay, as aplicacoes hQB oo (hl)~t dos
abertos hj,(AJ) C R™ nos abertos h3(A3) C R™? forem diferencidveis.

E fAcil constatar que se ¢ é diferencidvel em relacao aos atlas infinitamente diferencidveis Ay, e Apr, €ela o serd em
relagao a quaisquer outros atlas das mesmas respectivas estruturas infinitamente diferencidveis.

e Difeomorfismos entre variedades

Uma nogao de grande relevancia é a de difeomorfismo entre variedades infinitamente diferencidveis. Sejam M; e
My duas variedades diferencidveis dotadas de estruturas infinitamente diferencidveis Jas, e Jar,, respectivamente. Uma
fungdo f : My — M, é dita ser um difeomorfismo entre (My, Ipr) e (Ma, Jp,) se for um homeomorfismo e se f e
sua inversa f~1 forem diferencidveis (no sentido da definigao acima). Note-se que para que f seja um homeomorfismo é
necessario que M7 e Ms tenham a mesma dimensao.

Um difeomorfismo f : M7 — M é dito ser um difeomorfismo suave, ou um difeomorfismo infinitamente diferencidvel,
se f e sua inversa f~! forem infinitamente diferencidveis (no sentido da definigao acima).

Duas variedades diferencidveis (M, Jps) e (N, JIn) séo ditas ser variedades difeormorfas se existir um difeomorfismo
f: M — N. Dada uma colecao de variedades diferencidveis M = {(M,, Jar, ), v € I'}, arelacdo de difeomorfia estabelece
uma relacado de equivaléncia em M, como é facil constatar. As classes de equivaléncia de M por essa relacio sao ditas
classes de difeomorfia. Muitas propriedades de variedades diferencidveis podem ser estabelecidas dentro de classes de
difeomorfia e permitem, assim, uma classificagao de variedades diferencidveis de acordo com as mesmas, dai a relevancia
dessa nocao.

Nogoes andlogas existem para difeomorfismos suaves: duas variedades diferencidveis (M, Jp) e (N, Jy) sdo ditas
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ser variedades suavemente difeomorfas se existir um difeomorfismo suave f : M — N. As correspondentes classes séo
denominadas classes de difeomorfia suave.

e Hometipos e difeotipos

H&4 uma nomenclatura variada a respeito dessas nogoes com a qual o estudante deve se familiarizar, a despeito do
fato de, por vezes, meramente dizer a mesma coisa com palavras distintas.

Diz-se que duas variedades topoldgicas My e Ms sao idénticas moédulo homoemorfismos, ou que possuem 0 mesmo
homeotipo, se existir um homeomorfismo f : M; — Ms, ou seja, se forem homeomorfas.

Diz-se que duas variedades diferencidveis My e Ma sao idénticas médulo difeomorfismos (suaves), ou que possuem o
mesmo difeotipo (suave), se existir um difeomorfismo (suave) f : My — Ma, ou seja, se forem (suavemente ) difeomorfas.

Sejam J; e Jo duas estruturas diferencidveis em uma mesmo conjunto M e suponha que (M, J1) e (M, J3) sejam
(suavemente) difeomorfas. E comum nesse caso, dizer, com um certo abuso de linguagem, que as estruturas diferencidveis
J1 e Jo sao (suavemente) difeomorfas ou que sdo idénticas mddulo difeomorfismos (suaves).

Claro estd que duas variedades diferencidveis com o mesmo difeotipo tém também o mesmo homeotipo.

e Difeomorfismos locais

Sejam M; e M> duas variedades diferencidveis. Uma fungao f : M} — My é dita ser um difeomorfismo local em um
ponto p € M; se existirem vizinhangas Vi de p e Vo de f(p) tais que f : V4 — V4 é um difeomorfismo. Aqui, V7 e V3
devem ser entendidas como subvariedades de M7 e My, respectivamente.

¢ Exemplos na reta real R

Vamos discutir um exemplo simples e importante e que deve esclarecer certas ideias. Considere-se a reta real R com
a topologia usual .

Considere-se o atlas A; composto de uma tnica carta local de coordenadas (R, h1), onde h; : R — R é a carta de
coordenadas dada por hi(xz) = x (a aplicacdo identidade em R). Seja J; a estrutura diferencidvel a qual A; pertence.
Entao, M; = (R, 7r, J1) compoe uma variedade diferencidvel, denominada reta real padrao.

Considere-se agora uma segunda construgao. Tome-se a reta real R com a topologia usual 7R, mas considere-se o
atlas As composto de uma udnica carta local de coordenadas (R, hsz), onde he : R — R é a carta de coordenadas dada
por ho(x) = x3. Seja Jo a estrutura diferencidvel & qual A, pertence. Entdo, My = (R, Tr, J2) compde novamente uma
variedade diferenciavel.

As variedades diferencidaveis M7 e My, acima, sao distintas, pois possuem estruturas diferenciaveis distintas. De fato,
a carta local de coordenadas (R, h1) é incompativel com a carta local de coordenadas (R, hz), pois a fungio de transigao
hio h;l ¢é dada na carta local comum R por hy o h;l(ac) = 2'/3, a qual ndo é uma funcao diferencidvel de R em R (sua
derivada diverge em z = 0).

Vemos disso que mesmo a reta real pode admitir mais de uma estrutura diferencidvel distinta. E de se notar, porém,
que as duas variedades diferencidveis acima sao suavemente difeomorfas, ou seja, possuem o mesmo difeotipo.

De fato, seja f : My — My dada por f(x) = 213, E facil ver que f é um homeomorfismo (verifique!) e temos que
hao fohi':R— R e suainversa hyo f~'ohy ' : R — R sdo dadas por (hoo fohi')(z) =z e (h1o f~lohy')(z) =
x, respectivamente (verifique!). Ambas as fungdes sdo infinitamente diferencidveis e, portanto, f : M; — My é um
difeomorfismo suave.

E. 33.2 Ezercicio. Seja a reta real R com a topologia usual Tr, mas considere-se o atlas Ay, ,, (com k € IN e o € R) composto
de uma tnica carta local de coordenadas (R, Ay, »,), onde h, ., : R — R é a carta de coordenadas dada por hi, 4, () = (z —x0)%* 1,
Novamente, seja Ji, 5, a estrutura diferencidvel a qual Ay, ., pertence e seja My o, = (R, Tr, Jk,z,) @ correspondente variedade
diferencidvel. Quando duas cartas locais de coordenadas (R, hi, 4,) € (R, hk/’z()) sdo compativeis entre si? Mostre que as diferentes
variedades My, », sdo suavemente difeomorfas. *

Aprendemos do exemplo das variedades M; e Ms, acima, que um mesmo espago topolégico como (R, 7)) pode
admitir mais de uma estrutura diferencidvel, mas que pode ocorrer que as respectivas variedades diferenciaveis sejam
suavemente difeomorfas e, portanto, ainda assim equivalentes para os propdsitos da Anélise de Variedades Diferencidveis.

A questdo relevante que se coloca, portanto, é saber se pode haver variedades diferenciaveis que possuam o mesmo
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homeotipo, mas nao o mesmo difeotipo. Facamos uma breve discussao sobre essa profunda questao.

e Multiplicidade de estruturas diferenciaveis mddulo difeomorfismos suaves

Nem toda variedade topoldgica segundo-contavel admite um atlas infinitamente diferenciavel e, portanto, nem toda
variedade topoldgica segundo-contavel possui uma estrutura infinitamente diferenciavel. E, porém, verdade (mas nada
6bvio) que pode haver vdrias estruturas infinitamente diferencidveis ndo-suavemente difeomorfas em uma variedade
topoldgica segundo-contavel.

Segundo teoremas demonstrados por Radon!? e outros (vide [276]), a multiplicidade de estruturas infinitamente
diferencidveis nao-suavemente difeomorfas s6 pode ocorrer em variedades diferencidveis de dimensao 4 ou mais. Histo-
ricamente, o primeiro exemplo encontrado de uma variedade que admite mais de uma estrutura diferenciavel maodulo
difeomorfismos suaves foi a esfera $7, descoberta feita por Milnor'' em 1956. A esfera $7 admite 15 estruturas infini-
tamente diferencidveis ndo-difeomorfas (ou 28 se levarmos em conta homeomorfismos que alteram a orientagao de $7).
Os espagos R™ com n # 4, em particular, admitem uma unica estrutura diferencidvel mddulo difeomorfismos suaves,
mas o espaco R* admite uma colecdo nao-contével de estruturas diferencidveis mddulo difeomorfismos suaves, um célebre
resultado obtido por Freedman'? e Donaldson'3 entre 1982 e 1983. Mais que isso, ocorrem em 4 dimensoes infinitas
variedades ditas exdticas, as quais sao (globalmente) homeomorfas a R* mas nao difeomorfas ao mesmo. E até o presente
(2017) uma questao em aberto saber quantas estruturas infinitamente diferenciaveis ndo-difeomorfas existem na esfera
$%. Para uma discussdo mais detalhada sobre estruturas infinitamente diferencidveis, vide [181].

Em Fisica, particularmente no contexto da Teoria da Relatividade Geral, é uma questao em aberto saber se a existéncia
de estruturas infinitamente diferenciaveis nao-difeomorfas em uma dada variedade topolédgica, possui relevancia, mas é
de se acreditar que sim, pois leis fisicas sao usualmente expressas em termos de equacoes diferenciaveis e, portanto, como
tais, devem ser formuladas em estruturas infinitamente diferenciais especificas. Hé, a respeito desse tema, uma pequena
mas crescente literatura. Vide, e.g., [25] e veja também E. Witten, “Global Gravitational Anomalies”, Commun. Math.
Phys. 100, 197229 (1985) ou Torsten Afelmeyer and Carl H. Brans, “Cosmological Anomalies and Ezotic Smoothness
Structures”, Gen. Rel. Grav. 34, 1767 (2002). Sabe-se hoje, por exemplo, que a existéncia de métricas de Einstein
(solugoes das equagoes de Einstein no vdcuo) em quatro dimensées depende do difeotipo (ndo do homeotipo) da variedade
considerada e, portanto, da classe de equivaléncia das estruturas diferencidveis médulo difeomorfismos (para o caso
Riemanniano, vide [40]).

e Variedades de classe C*

Na definicao de variedade diferenciavel que apresentamos acima as fungoes de transicao sao supostas serem infinita-
mente diferencidveis, dai denominarmos tais variedades como variedades de classe C°°. De maneira analoga podemos
definir variedades de classe C*, com k € IN, como sendo aquelas que admitem funcoes de transicio apenas k-vezes
diferencigveis. E importante, porém, chamarmos a atencao do leitor para o seguinte resultado:

Teorema 33.1 Seja k € N. Toda variedade de classe CF é difeomorfa'* a uma variedade de classe C>. Sejal € NU{oc}
com 1<k <1< o0. Se duas variedades de classe C' forem C*-difeomorfas, entio elas sdo também C'-difeomorfas. O

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [181]. Grosseiramente, o mesmo afirma que para a maioria
dos propésitos estruturais o estudo de variedades de classe C*° engloba o de variedades de classe C*. No presente texto
consideraremos apenas variedades de classe C™°.

e Produtos de variedades diferenciaveis

Se (X1, 11, J1) e (X2, T2, J2) sdo duas variedades diferencidveis de dimensoes ni e nq, respectivamente, definimos a
variedade produto de ambas, denotada por (X7 x Xa, 71 X 72, J1 X J3), como sendo a variedade (n; + nz)-dimensional
constituida pelo produto Cartesiano X7 x X5 com a topologia produto 7 X 75 e com a estrutura infinitamente diferenciavel

10Johann Karl August Radon (1887-1956).

1 John Willard Milnor (1931-). O trabalho original é John Milnor, “On Manifolds Homeomorphic to the 7-Sphere”. The Annals of
Mathematics, 64, No. 2, 399-405 (1956).

2Michael Hartley Freedman (1951-). A referéncia original é: M. H. Freedman, “The topology of four-dimensional manifolds”, Journal of
Differential Geometry 17 (3): 357-453 (1982).

13Sir Simon Kirwan Donaldson (1957-). A referéncia original é: S. K. Donaldson, “Self-dual connections and the topology of smooth
4-manifolds”. Bull. Amer. Math. Soc. 8 , 81-84 (1983).

14 A nocio de difeomorfismo entre variedades encontra-se definida & pégina 1591.
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denotada por J; x J5 gerada pelo atlas A; x Az, onde Ay pertence a estrutura infinitamente diferenciavel Ji, k = 1, 2.
O produto A; X Az, por sua vez, é o atlas formado por todas as cartas da forma (V3 x Va, hy X ha), com (Vg, hg) sendo
cartas locais de coordenadas de Ay, k =1, 2. O homeomorfismo h; X ho é definido em V7 x V5 e sua imagem para cada
(1, 22) € V1 x Vo é o produto Cartesiano hi(z1) X ha(xa) contido no produto de abertos hi(Vy) x ho(Vz) C R™ 72,
E um exercicio simples mostrar, fazendo uso da regra de Leibniz, que as fungoes de transigao associadas ao produto de
cartas locais de coordenadas sao diferenciaveis.

e Funcgoes diferenciaveis em variedades diferenciaveis

Seja (X, 7, J) uma variedade diferencidvel e seja A = {(VA, hy), A€ A} um atlas de J. Uma funcédo f: X — R é dita
ser diferencidvel segundo a estrutura diferencidvel J se para toda carta de coordenadas h) de A a fungao f oh;\1 :R" =R
for diferencidvel. E facil constatar (faca-o!) que essa defini¢do independe do particular atlas A tomado em J, mas essa
nogao de diferenciabilidade de fun¢oes depende da estrutura diferencidvel J adotada.

Analogamente, se (X, 7, J) uma variedade infinitamente diferencidvel (ou de classe C*), dizemos que f : X — R é
infinitamente diferencidvel (k-vezes diferencidvel) segundo a estrutura diferencidvel J se todas as fungoes f OhXI :R" =R
forem infinitamente diferencidveis (k-vezes diferencidveis).

e Alguns comentarios gerais

E muito comum, e adotaremos essa pratica aqui também, que uma variedade diferenciavel seja especificada, nao pela
apresentagao de uma estrutura diferencidvel completa, mas apenas por um atlas, de sorte que fica subentendido que a
estrutura diferencidvel adotada é aquela que contém o atlas utilizado. Alguns autores optam também por assumir que
o atlas utilizado para especificar uma variedade diferencidvel seja um atlas maximal. Essa precaucao pode ser 1util ao
simplificar certas coisas, mas é frequentemente dispensavel.

33.2.1 Particoes da Unidade Diferenciaveis

Conforme observamos a péagina 1587, item 7, toda variedade topolégica segundo-contavel possui partigoes da unidade
subordinadas a recobrimentos por abertos. No caso particular de variedades diferencidveis, é possivel estabelecer a
existéncia de partigoes da unidade subordinadas a recobrimentos por abertos que tenham adicionalmente a propriedade
de serem compostas por fungoes infinitamente diferencidveis . Esse fato é de especial relevancia em diversas consideragoes
de natureza estrutural sobre variedades diferencidveis (como na demonstragao de existéncia de métricas Riemannianas e
na teoria de integracdo de n-formas) e dele trataremos na presente segdo. Discussoes semelhantes podem ser encontradas,
e.g., em [402] e [59], as quais seguimos parcialmente. A afirmativa que desejamos fazer é:

Teorema 33.2 Seja M uma variedade diferencidvel e seja U = {Ux, A € Ao} um recobrimento de M por abertos. Entdio
existe uma particao da unidade contavel {P, : M — [0, 1], a € N} subordinada a esse recobrimento (para todo a € N
existe \, € Ao com supp P, C Uy,) tal que todas as fungies P,, a € IN, sao infinitamente diferencidveis e possuem
suporte compacto. O

Prova. Vamos considerar um refinamento B’ = {Bj}, A € A;} de U obtido tomando intersec¢des dos abertos Uy de U com
os abertos A, de um atlas infinitamente diferencidvel A = {(Aa, ha), a € Ag} de M. Como M é paracompacto, B’
possui um refinamento localmente finito B = {By, A € A3}. Note-se que, por construgdo, cada By € B estd no dominio
de alguma carta local hy de A.

Como observado & pégina 1586, item 6 (vide também o Teorema 32.26, pigina 1552), B possui um refinamento
C = {C, m € N}, contdvel e localmente finito, por abertos relativamente compactos, de sorte que para cada m € IN
existe A\, € A3 tal que C,, C C,,, C By,,,.

Por construcao, cada B) estd no dominio de uma carta de coordenadas hy, A € A3 e, sem perda de generalidade,
suporemos que para cada A a imagem de B) por h) contenha no seu interior, para algum r > 0, o hipercubo fechado
K, (2ry, 0) de R™ (n sendo a dimensado de M). Aqui para todo £ > 0 denotamos por K, (2¢, 0) C R™ o hipercubo
fechado de arestas 2¢ centrado na origem: K,(2¢, 0) := {(y*, ..., y") € R”| lyel <0, VE € {1, ..., n}}.
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Para cada r > 0 a funcdo f, : R — [0, oco) dada por

1 1
exp(—w—m>, Se|x|<7“,

fr(z) =
0, se |z| >r,
é continua, infinitamente diferencidvel e possui suporte compacto (a saber, o mtervalo fechado [—r, 7]), como facilmente
se constata. O mesmo vale para a funcdo g, : R® — [0, co) definida por g.(z!, ..., z") == f. ( B fr(am). E de se

observar que o suporte de g, é K, (2r,0), que é compacto.

Para cada C,, € € consideremos um conjunto B, € B como acima contido no dominio de uma carta hy
acima, com Cy, C Cp, C By, esejace Cy, C By

como
m?
Denotemos hy,, (¢) (as coordenadas de ¢ pela carta de coordenadas

m*

ha,,) por hy, (c) = (:L'i, e :cfj) = z.. Escolhendo ' = r'(¢, m) > 0 pequeno o suficiente, a fungdo g, (x) :=
gr(x —xe) = fr(xt —al) - fr (2™ — 2™) terd suporte inteiramente contido em hy,, (By,,). Podemos agora considerar a
fungio definida em cada ponto (z!, ..., 2") da imagem de hy,, (B.,,) por g o(z', ..., ™). Isso permite-nos definir

uma funcdo Gy, c,m : M — [0, 00) por

gr.c(hr, @) . parape By, .
GT/, c, m(p) =

0, para p & By,, ,

com

g (hrn @) = g (mi(hn, ) s malbn, ) = for(m1(hr,(0) = d) -+ for (7 (B, (P) — 27 .

onde 7, : R® — R é definida por m(x!, ..., ") = 2% para cada k € {1, ..., n} (7 é a projecdo sobre a k-ésima
coordenada), ou seja, expressando diretamente em termos das coordenadas (z!, ..., z"), Gy, ¢, m € definida por
gr,e(@) = fr(a! —xg)- - fro (2™ —af), com hy, (p) = (z', ..., 2"), parap€ By, ,
Gy e,m(p) =
0, parap & By, .

Observe-se que Gy ¢, m(c) = fr(0)™

E evidente pela construcdo que G,/ . n, ¢ infinitamente diferencidvel (pois as fungdes g,, m; € hy 0 sdo) e que o
suporte de G,/ ¢ m ¢ compacto (lembrar do Teorema 32.5, pdgina 1519, e do fato que h;jb é continua) e estd contido
em By, . E também claro que o conjunto B, := {p € M|G, 7. e,m(p) > 0} é aberto (por ser a pré-imagem de (0, o0)
pela funcdo continua G,/ ¢,m). Como ¢ € E, para cada ¢ € Ch (pois Gy, ¢, m(c) > 0 como observado acima), a colegao
{E., c€ Cp} éum recobrlmento por abertos do compacto C,,. Assim, C,, possui um recobrimento por abertos finito
{Ec,, ..., E.} e, portanto, a fun¢do Gy, : M — R definida por G, (p) := Gy c;,m(p) + -+ + G ;. m(p), p € M, é
também infinitamente diferencidvel, tem suporte compacto e satisfaz C,,, C supp (Gy) C By

Concluimos, entao, que para cada m € IN, é possivel encontrar uma fungao infinitamente diferencidvel de suporte
compacto Gy, : M — [0, 00) com Cy, C supp (Gy,) C By,,. Note-se também que, como os conjuntos C,, recobrem M,
existe para cada p € M algum G,, com G, (p) > 0.

Como B e € sao localmente finitos, cada p € M possui uma vizinhanca V), que intersecta apenas uma colecao finita
de elementos de B e de € e, portanto, de elementos de { supp G, m G IN}. Conforme argumentado na demonstragao do
Teorema 32.25, pagina 1551, a fungdo em M dada pela soma ) G estd bem definida e é infinitamente diferencidvel,
pois para cada p € M comparece na soma apenas um numero finito de somandos nao-nulos. E também claro do exposto

acima que ) Gr(p) > 0 para todo p € M.

As fungoes P, : M — [0, 1], a € N, definidas por P, := G4/ _,,cy Gm sdo infinitamente diferencidveis, tém suporte
compacto, satisfazem supp P, = suppG, C B), e, portanto, {supp P,, a € IN} é um recobrimento localmente finito
de M. Além disso, ), . Pa(p) = 1 para todo p € M e, portanto, {F,, a € IN} compde uma particdo da unidade
infinitamente diferenciavel subordinada a B e, portanto, a U. |

O seguinte corolario imediato é obtido por uma mera juncao de resultados anteriores e o mencionamos aqui para
referéncia futura.
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Corolario 33.4 Se é M wma variedade diferencidvel, entdo M possui um atlas infinitamente diferencidvel contdvel
{(Vin, hm), m € N} tal que {V;,, m € N} € um recobrimento localmente finito de M composto por conjuntos abertos
relativamente compactos e existe uma particio da unidade contdvel {P, : M — [0, 1], a € N} subordinada a esse
recobrimento tal que todas as funcées P,, a € N, sdo infinitamente diferencidveis e possuem suporte compacto. O

Prova. A existéncia do atlas {(Vi,,, hm), m € N} com as propriedades mencionadas foi estabelecida na Proposicao 33.2,
pagina 1587. A existéncia da particdo da unidade {P, : M — [0, 1], a € IN} subordinada ao recobrimento {V,,, m € IN}
e com as demais propriedades mencionadas decorre do Teorema 33.2. |

e Estendendo globalmente fungoes infinitamente diferenciaveis

A existéncia de parti¢oes da unidade diferencidveis expressa no Teorema 33.2, pagina 1594, é um fato de grande
importancia estrutural na teoria das variedades diferenciaveis. Uma das razoes para tal importancia encontra-se expressa
na proposicao que segue e reside no fato de que a existéncia de particoes da unidade diferencidveis permite estender a
toda uma variedade diferenciavel M funcoes diferencidveis definidas apenas em cartas locais de um atlas de M.

Proposigao 33.5 Seja M uma variedade diferencidvel dotada de um atlas infinitamente diferencidvel {(AA, hy), A€ A}
e seja para cada X € A uma funcgdo fy : Ax — R infinitamente diferencidvel. Seja {Pa M — [0, 1], a € ]N} uma
particdo da unidade subordinada ao recobrimento {AA, A€ A} de M composta por funcgoes infinitamente diferencidveis
e de suporte compacto, cuja existéncia foi garantida no Teorema 33.2, de modo que a cada a € IN existe um A\, € A
com supp P, C Ayx,. Entao, f: M — R dada por f(p) := 3 ,cn Pa(p)fr. (), p € M, estd bem definida e é uma fungao
infinitamente diferencidvel em toda M. O

Prova. Cada funcao P,f,, ¢ infinitamente diferencidvel e tem suporte contido em supp P,, anulando-se fora desse
conjunto. Cada ponto p € M possui uma vizinhanga onde apenas uma colecao finita de P,’s é ndo-nula (pois {P,, a € IN}
compde uma parti¢ao da unidade). Logo, >, Pa(p)fr. (p) é¢ uma soma finita nessa vizinhanca sendo, portanto, uma
fungao infinitamente diferenciavel na mesma. |

33.2.2 A Nocao de Espago Tangente

Uma das caracteristicas mais importantes das variedades diferencidveis é a possibilidade de dotar cada um de seus pontos
de um espaco vetorial especial, de mesma dimensao que a variedade, denominado espaco tangente. Grosso modo, o espago
tangente a um ponto é o espago das velocidades de todas as curvas diferencidaveis que passam por esse ponto. Sobre o
espaco tangente diversas outras estruturas importantes podem ser construidas, como formas diferenciais, campos vetoriais
e tensoriais, tensores métricos, conexoes, tensores de curvatura etc. Trata-se, portanto, de um objeto de importancia
central na Geometria Diferencial e em suas aplicagoes em Fisica.

e Espacgo tangente. Uma primeira caracterizagao

Seja V uma variedade diferencidvel de dimensao n dotada de um atlas infinitamente diferencidvel A = {(Ax, hy), A €
A}. Uma curva continua em V' é uma funcdo continua c¢: I — V', onde I C R é um intervalo aberto de R. Se escolhermos
I pequeno o suficiente podemos sempre supor que a curva ¢ nao se auto-intercepta, ou seja, que ¢ : I — V ¢ injetora.
Seja p € V e seja €, a colecao de todas as curvas continuas injetoras ¢ : I — V' que passam por p, com I sendo algum
intervalo aberto de R. Sem perda de generalidade suporemos que 0 € I e ¢(0) = p para toda curva de %).

Recordemos que no caso familiar de V' ser o espago R™ (com a topologia usual), uma curva ¢ : I — R™ que passa por
p=(p1, ..., pn) € R™ é dada por c(t) = (c1(t), ..., ¢u(t)) com ¢ : I — R sendo continuas e satisfazendo ¢ (0) = py
para todo k =1, ..., n. O vetor tangente a ¢ em p é o vetor de R™ definido por ¢(0) = (0'1 0), ..., c'n(O)). Para que
essa expressao faga sentido devemos, obviamente, supor que cada fungao ci (e, portanto, ¢) seja diferencidvel em ¢ = 0.

Nossa intencao no que segue é considerar curvas em variedades diferencidveis gerais e definir a nocao de vetor tangente
a uma curva ¢ em um ponto p pela qual passa. Como no caso das familiares curvas em R, a introducao dessa nocgao
requer que a curva seja diferencidvel em p, e precisamos definir o que isso significa. No caso de curvas em R, vetores
tangentes sao vetores em R”, o espago ambiente no qual a curva passa. Seguindo a filosofia geral da geometria diferencial,
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procuraremos definir a nogao de vetor tangente de forma intrinseca, sem referéncia a um espago ambiente R™ onde a
curva esteja mergulhada. H& diversas maneiras de fazer isso, todas bastante engenhosas, e no que segue descreveremos
duas delas.

O primeiro passo é definirmos a nocao de curva diferencidvel em uma variedade. Como a nocao de diferenciabilidade
estd primariamente definida em espacos R”, a ideia é utilizarmos as cartas locais de coordenadas para transportarmos
essa nogao para dentro das variedades diferencidveis. Se ¢ € 6, estiver contida em uma carta local Ay 3 p (o que sempre
pode ser obtido, tomando-se I pequeno o suficiente), dizemos que ¢ é diferencidvel em p se a curva em R™ definida por
hyoc: I — hy(Ax) C R™ for diferencidvel em ¢ = 0. E de se notar que se houver duas cartas locais Ay e Ay, que também
contém p, a compatibilidade das cartas (Ax, hy) e (Ax, hy) implica que hy o ¢ é diferencidvel se e somente se hy o ¢
o for. Nesse sentido, a no¢cao de uma curva ser diferenciavel é respeitada por todos os atlas de uma mesma estrutura
infinitamente diferenciavel.

Sejam (Ax, hy) e (Ax, hy) duas cartas locais de coordenadas compativeis. Para fixar alguma notacao, denotaremos
por pontos de hy(Ay) C R™ por (acl, A :U") e os pontos de hy (Ay) C R™ por (yl, o y”) Em A, N Ay essas
coordenadas sao relacionadas pela fungao de transigao: Ha,, 4,, (xl, e :U") = (yl, R y”) A derivada de Ha, 4,,
sera denotada por DHa, a,,. O estudante deve recordar-se que a derivada de uma fungao de R™ em R™ ¢ uma matriz
n x n composta pelas derivadas parciais de suas componentes por suas coordenadas'®. No caso,

oy oy
Ozt oz
DHAA,AA/ = , (33.1)
9" 9y"
Ozt oz

que é também conhecida como a matriz Jacobiana da fungao Ha, 4,,-

Se ¢ for uma curva diferencidvel em p no sentido acima e p pertence a uma carta local Ay denotaremos os pontos da
curva (hyoc)(t), t € I, de R™ por (hyoc)(t) = (z*(t), ..., z"(t)), o vetor tangente de hy o c em hy(p) serd

d (hyoc)(t)

= o - o (33.2)

(Por conveniéncia, denotamos aqui os vetores de R™ como vetores-coluna). Se p também pertence a uma outra carta
local Ay denotaremos os pontos da curva (hy oc)(t), t € I, de R™ por (hy oc)(t) = (y*(t), ..., y™(t)), o vetor tangente
de hy o cem hy (p) serd

9 (0)
e(p) = (hwoo)t)| =1 : |. (33.3)
t=0
y"(0)
Dado que em Ay N Ay tem-se hy = Ha,, a,, © hy podemos empregar a regra da cadeia para relacionar os vetores
%(h‘k © C)(t)‘tzo € %(h‘k’ © c)(t)‘t=0:
e (n) = (DHay, 4, (®))eXp) (33.4)
e -1
eXp) = (DHay, 4, (hx(0))ed (0) = (DHay, a, (@) ') - (33.5)

Usando as representacoes matriciais (33.1) e (33.2)-(33.3) podemos expressar as relagoes acima em termos das coordenadas
zey:

" O
oy’

50 = 32 H0) o #(0) =

j=1 i=1

§'(0) (33.6)

15Vide qualquer bom livro de Célculo de fungdes de vdrias varidveis, e.g. [250] ou [84].
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i

para todo 1 = 1, ..., n, sendo que as derivadas parciais gz; acima, sdo calculadas em hy(p) = (II(O), R 30”(0))7
enquanto que as derivadas parciais ng acima, sdo calculadas em hy/ (p) = (yl(O)7 A y"(O)) A partir deste ponto é con-

veniente introduzir-se a chamada convencdo de Finstein'® na qual a ocorréncia de indices repetidos indica implicitamente
que os mesmos sao somados. Com tal convencao, (33.6) fica simplesmente

J0) = SLH0) e #0) = 5 i0), (3.7)

paratodoi=1, ..., n.

e O espago tangente a uma variedade em um ponto

Uma vez estabelecida a nogao de diferenciabilidade de curvas em uma variedade diferencidvel, passamos agora a
definigao intrinseca de vetores tangentes. Seja ‘5];1 C %p a colegao das curvas de %, que sao diferencidveis em alguma
vizinhanca aberta de p. Podemos estabelecer uma relacao de equivaléncia em ‘5];1 dizendo que duas curvas c; e ¢y
diferencidveis em p sdo equivalentes, ¢; ~), c2, se seus vetores tangentes em uma carta local forem iguais (e, portanto, se
forem iguais em todas as cartas locais que contém p). Assim,

carper = e (p) = e, (p) (33.8)

para algum A com Ay > p.

Denotemos por Tzl,V colecao de todas as classes de equivaléncia de %Iji pela relacao de equivaléncia acima e, para
ceE ‘Kzfl, denotemos por [¢], a classe de equivaléncia de c. O conjunto Tzl,V é denominado espaco tangente a V em p, ou
simplesmente espaco tangente em p.

O fato crucial é que podemos dotar Tzl,V de uma estrutura de espaco vetorial real definindo operagoes de soma vetorial

e multiplicagdo por escalares (reais) de modo a satisfazerem os postulados gerais de espagos vetoriais apresentados na
Secao 2.1.5, pagina 100.

e Estrutura de espago vetorial no espago tangente em p

Para introduzirmos uma estrutura de espago vetorial em Tzl,V precisamos de alguma notacao.

Seja I = (a, b) um intervalo aberto de R que contém 0. Para a € R, denotemos por I, o intervalo (a/|a|, b/|al)
caso a # 0, sendo Iy = R caso a =0. Paraac € Rec e ‘5];1, c¢: I — V, denotemos por ¢, a curva c, € ‘gpd, Co I =V
definida por ¢, (t) = ¢(at) para todo t € I,. Note-se que para o = 0 teremos ¢o(t) = ¢(0) = p para todo t € R, ou seja,
co ¢ uma curva constante, fixa no ponto p. E elementar constatar-se que para todo a € R vale

ex.(p) = ael(p) . (33.9)

Para uma carta local de coordenadas (A, hy) com p € Ay e dadas duas curvas e, d € ‘5;1, denotamos por 0. 4 : I =V
a curva definida por

o2 at) = h3' () + (€X(p) +€l(p)) ) .

com ¢ € I, sendo que I tem de ser escolhido pequeno o suficiente para que o, 4(t) esteja sempre contido na carta local
A)y. Observe-se que Uéd(O) = p e, portanto, aéd € ‘5;1, pois é diferencidvel. Seja (Ay/, hy) uma segunda carta local de

coordenadas com p € Ay que produzird uma segunda curva em V definida por

at) = 1t (o) + (00 +} )2

! . .
As curvas Ug\ 4 € Ug\ 4 € ‘Kzfl passam por p em t = 0, mas podem ser, eventualmente, distintas em outros valores de t.

Porém, sao equivalentes pela relacao de equivaléncia acima: [03 d} = [ai‘l d} . Isso é facilmente demonstravel, pois
ip “ip
I\ (aé\:d(t)) = hx(p) + (eﬁ' (p) +€) (p)) t, implicando que

Chne(0Xa®)| _ = )+l ). (33.10)

t=0

16 Albert Einstein (1879-1955).
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Paralelamente, porém, tem-se que hy/ (oéd(t)) = Hy, a,, <h>\ (p) + (e2(p) + €)(p)) t), implicando que

= (DHAA,AA/ (hx(p)))(e?(pHeS(p)) CID N (p) + el (0) CEY iy (0¥ ,00))

provando que 0'2‘, a4 ~p ai‘:d, como querfamos.
Estamos agora prontos para definir as operagoes de soma vetorial e produto por escalares que fazem de Tzl,V um
espaco vetorial. Para a € R e ¢ € 6, definimos a|c], := [calp. Parac, d € €7, definimos [c], + [d], := [0’2‘ d} para
“dp

qualquer carta local de coordenadas (Ayx, hy) com p € Aj. E elementar demonstrar que TII)V, equipado com essas
operacoes, ¢ um espago vetorial real, de acordo os postulados da Secao 2.1.5, pagina 100.

E. 33.3 Ezercicio importante. Justifique essa dltima afirmac3o. *

E. 33.4 Ezercicio importante. Sejam ¢, d € Cff e a, B € R. Usando (33.9), mostre que

a[C]P +ﬁ[d]P = [Uﬁ,d; a,3i|p ) (3311)

onde
2 an(®) = 1y (ha() + (ael(®) + Bed(p) 1) - (33.12)
A expressdo (33.11) pode ser vista como uma defini¢do alternativa de ajc], + B[d]p. *

¢ Um isomorfismo entre Tzl,V e R™

Seja o espaco tangente Tzl,V e seja uma carta local de coordenadas (Ay, hy) com p € Ay. Se ¢ for uma curva dife-
rencidvel em p, denotaremos novamente os pontos da curva I 3 t — (hyoc)(t) € R™ por (hyoc)(t) = (z*(t), ..., z"(t)).
O vetor tangente de hy o c em p é dado em (33.2). E claro por (33.8) que a aplicagao ¥, : TII;V — R™ dada por

. (0)
HVBWH%ﬂmmm<;>GW
&™(0)

é bijetiva. Como a[c]p, = [ca]p, segue de (33.9) que ¥ (a[c]p) = apr([c]p). Como [c], + [d], == [02\7(1} , segue de (33.10)
P

que ¥a([c]p + [dlp) = ¥a([c]p) + ¥a([d]p). Esses fatos mostram que 5 é um isomorfismo entre os espacos vetoriais T,V
e R™.

e Espaco tangente. Uma segunda caracterizagao

Seja V uma variedade diferencidvel de dimensao n dotada de um atlas infinitamente diferencidvel A = {(Ax, hy), A €
A}. Denotemos por Z, a colecao de todas as fungbes f : V — R diferencidveis em p € V' (na estrutura infinitamente
diferencidvel definida de A). Dada uma carta local de coordenadas (Ax, hy) com p € Ay e uma curva diferencidvel
c € ‘Kzfl, c: I —V, que passa por pem t = 0, a funcao foc: I — R é uma funcao diferencidvel de uma varidvel real
(definida em I) assumindo valores em R.

Para cada ¢ € ng;i como acima, vamos denotar por D,(c) = c;, a aplicagdo que a cada f € &, associa a derivada de
foccalculada em ¢t = 0:

d
Dy(O)f = &f = Z(fo0)

Como 7, é um espaco vetorial real, é claro que Dp(c) é um operador linear, pois para f, g € Z,(c) e i, f € R teremos
(af + Bg) oc=a(f oc)+ B(goc) e, portanto,

. 1
. (33.13)

d

d d
Dy(e)(af +Bg) = ((af +Bg)ec)| = O‘a(foc)\tzﬁﬁa(goc)‘t:o = aDy(e)f + BDy(c)g -

Nosso préximo passo é a constatagdo que os operadores D, (c) sdo constantes nas classes de equivaléncias de curvas
de %Iji que apresentamos acima. De fato, seja uma carta local de coordenadas (Ay, hy) com p € A,. Naturalmente,
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podemos escrever foc = (f o h;l) o (hA o c) sendo f o h;l definida em R"™ (mais precisamente, em hy(Ay)) com valores
em R e h) oc definida em I C R com valores em R™ (mais precisamente, em hy(A))). Portanto, pela regra da cadeia,

4
at

(foc) :[D(fohgl)(h,\(p))}%(h,\oc) = [D(F o) ()] e2w). (33.14)

t=0 t=0

onde D( fo h;\l) é a derivada de f o h;l. A validade da expressao acima para toda f € Z, torna evidente a afirmacao
que se ¢1, ¢y € G entdo ¢1 ~ ¢y se e somente se Dy (c1) = Dy(cz). Passamos, por isso, a denotar Dy (c) por Dy ([c]p)-

Fixado p € V', vamos denotar por T%V a colecao de todos os operadores D, ([c]p) com [c], variando no espago tangente
Tll,V anteriormente definido. Como veremos, TZV também possui uma estrutura de espaco vetorial real e é isomorfo ao

espaco tangente TII,V. Fazemos notar que, pelo visto acima, a aplicacao ¢ : Tzl,V 3 [c]p = Dp([c]p) € TIQ,V é bijetora.
Como os elementos de TZQ,V sao operadores lineares, TZQ,V é naturalmente imbuido de uma estrutura de espaco vetorial
real: paraa, B € Rec, d € ‘Kpd, definimos, como usual, aDp([c]p) + BDP([d]p) como o operador que a cada f € Z,

(@D ([ely) + 8D, ([dly) ) £ = aDy([ely)f + 8D ((d],) 1 -

Dadas duas curvas ¢, d € %Ifl, arbitrarias, e dois nimeros reais o e 3, arbitrarios, teremos, para toda f € 2,

(O‘Dp([c]p) +6Dp([d]p)>f = aDp([C]p)f +5Dp([d]p)f

(a(f o)+ B(f 0 d)|

=

D(fohy") (hA(p))} (ae?(p) + Beﬁ(p))

—

D(fo h;l)(hA(p))}% (hxo Uad% o.5) ‘t:O

= Dp([024 aplp) f

= D, (O‘[C]p + 5[d]p) f-

Isso estabeleceu que a aplicagao ¢ : ToV 5 [c], = Dp([c]p) € T2V é um isomorfismo de espagos vetoriais entre T,V e
T2V
p

e A base de coordenadas no espago tangente

1 P

Vamos designar h(p) na forma de uma n-upla de coordenadas reais hx(p) = (z,, ..., ;) no sistema de coordenadas
(', ..., 2™) definido pela carta local (Ay, hy) e, como acima, vamos designar a curva hy o c em hy(Ay) C R" pela

n-upla de fungoes (z1(t), ..., 2™(t)).
De acordo com (33.13), (33.14) e (33.2), podemos escrever D ([c],) f na forma

Dy(ldp)f = S(fea| = [D(er)(mm)] ) = Zﬂ(m%w;, ). (3315)

A expressao acima serd interpretada como uma expansao de Dp([c]p) em uma certa base de vetores de TIQ,V. Para

entendermos isso, considere-se para algum j € {1, ..., n}, a curva que passa por hy(p) = (:czl,, ..+, xy) definida por
1j(t) == («l, ..., @)+t ..., 7). Naturalmente, [;(0) = hx(p) e a i-ésima coordenada de I;(0) ¢ (ZJ(O))z =&;. A

expressao h;l ol; = ¢; define uma curva diferencidvel em V' que passa por p em ¢t = 0 e para essa curva teremos, de
acordo com (33.15),

A(fohit
Dy(eily)f = %(mi, ).
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n
Fica entao claro que (33.15) pode ser reescrita como Dy ([c],) f = Z i7(0)Dy([ejlp) | £, ou seja,
j=1

Dp([c]p) = Z:cj(()) Dp([cj]p) :

Como as curvas ¢; sdo inequivalentes para j’s diferentes (justifique!), essa expressdo diz-nos que a colegdo de vetores
{Dp([e1]p), ---» Dp([cnlp)} forma uma base de vetores em T2V, denominada base de coordenadas (ou base candnica de
coordenadas) associada & carta local de coordenadas (Ay, hy).

Inspirada em (33.15), hd uma outra notagdo muito mais direta e universalmente empregada para os vetores de base
Dp([cj]p), a saber, a notacao
0
D,(lc; = —
p ([ J]p) )

d
p

Com ela escrevemos Dy ([c],) = Z i’ (0) %
j=1

p

Estabelecemos pouco acima que os espacos vetoriais Tzl,V e T%V s@o isomorfos (e isomorfos ao espago vetorial R™).
Em termos informais, isso significa que os vetores [c], € TLV e Dy([c],) € T2V, ainda que representando objetos de
natureza distinta (um é uma classe de equivaléncia de curvas, o outro um operador entre espagos vetoriais) podem ser
operacionalmente identificados!”. No que segue, iremos frequentemente ignorar a distincdo entre Tzl,V e TZQ,V e sempre

denotaremos o espaco tangente a V em p por T,V. Iremos tratar { % |p s ey %

» } como uma base em T,V a base

de coordenadas induzida pela carta (Ax, hy). Vale notar também que {[c1]p, ..., [ca]p} compde uma base em TLV.

e Mudancgas de bases coordenadas no espago tangente

Se considerarmos uma segunda carta local de coordenadas (Ay/, hy/) com p € Ay, cujas coordenadas sejam descritas

por n-tiplas (y*, ..., y™). A base { 8%1 S e agn } pode ser linearmente relacionada a base { %‘p, el ain » }
P P
através da matriz de transigdo (33.1). Tem-se, a saber,
0 "L 0! 0
| = 2 | (33.16)
% P =1 0y b (p) Oz P
para todo k € {1, ..., n}, e
0 "L oyk 0
= = YA BE| (33.17)
Tlp =1 9 ) 997 p
para todo l € {1, ..., n}.
E. 33.5 Ezercicio. Prove isso. Sugestdo: (33.15) e a regra da cadeia. *
Temos, assim, as seguintes representacoes para Dp([c]p):
. 0 N 0
Dolldh) = 280 55| = 20O 55
J=1 p Jj=1
onde, como antes, (hy o c)(t) = (z'(t), ..., a"(t)) e (hn oc)(t) = (y*(t), ..., y™(t)). Como Dy([c],) é um objeto

intrinseco, i.e. independente do sistema de coordenadas adotado em torno de p, a segunda igualdade atesta que as

expressoes 2?21 i7(0) % b€ 2?21 77(0) %j )

independem das cartas locais nas quais foram definidas.

17Na literatura matematica podem ser encontradas ainda ao menos duas outras definicdes equivalentes da noco de espaco tangente, ambas
envolvendo certos ideais de dlgebras de fungbes definidas sobre a variedade. Essas defini¢bes alternativas s@o de interesse no contexto das
chamadas Geometrias Nao-Comutativas, mas ndo trataremos de tais assuntos neste texto.
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E. 33.6 Ezercicio. Usando (33.16)-(33.17) e (33.6), prove novamente que Ziﬁj(O) %
x

— E )

P =1

=1

e O fibrado tangente

Como vimos acima, o espaco tangente T,V pode ser definido em cada ponto p de uma variedade diferencidvel V' de

dimensao n. O conjunto
W= ||TV=UeTn=U U ®v

peV peV peV veT,V

constituido pela unido disjunta'® de todos os espacos tangentes de V' é denominado fibrado tangente de V. O fibrado
tangente TV de uma variedade diferencidvel V é, ele mesmo, uma variedade diferenciavel de dimensao 2n. De fato, seja
A ={(Us, ha), @ € A} um atlas infinitamente diferencidvel para V' e defina-se TU, C TV por

TV = ||,V =UeT=U U®eov.

pEU pEUL pEUL vET,V

Entao, TA := {(TUa, H,), a€ A} com H, : TU, — R?* dado por
n
0
k
H, <p, ;U Ok

define um atlas infinitamente diferencidvel em TV. Acima, (x

9 9
vetores {Wp’ cey Bom

U, definido por h,.

) = (ha(p), v', ..., V") = (x;), ceey T o', L 0" € R,
P

1
pr o

|p} definem uma base em T,V induzida pelo sistema de coordenadas local {xt, ..., 2"} de

- mg) = hq(p) sdo as coordenadas de p por h,. Os

E. 33.7 Exercicio. Verifique as afirmacdes acima. Determine as funcdes de transicdo de TA. *

O fibrado tangente é um exemplo de um fibrado vetorial, nocao da qual trataremos adiante. Na Fisica, mais especi-
ficamente, na Mecanica, a nogao de fibrado tangente essencialmente coincide com a nogao de espaco de fase, por poder
ser entendida como a colecao de todas as posicoes e velocidades de um sistema mecanico com um nimero finito de graus
de liberdade.

33.2.2.1 O Espaco Cotangente

Como ja mencionamos, dada uma variedade diferenciavel M de dimensao m podemos associar a cada ponto p € M um
espaco vetorial real T, M, também de dimensao m, denominado espaco tangente a M em p. Com isso, diversas outras
construgoes associadas a nogao de espago vetorial podem ser igualmente introduzidas, tais como a de espago dual, a de
produtos tensoriais etc., construgoes essas que abordamos com certa generalidade nas discussoes dos Capitulos 2 e 3,
péaginas 79 e 219, respectivamente. A agregacao de tais estruturas a variedades diferencidveis confere as mesmas maior
riqueza, naturalmente, permitindo a introdugao de diversas novas nocoes de interesse geométrico e fisico, algumas das
quais iremos abordar no que segue.

Se T, M é o espago tangente a M em p € M, denotamos por T, M ou por T,M* o seu espaco dual, que na geometria
diferencial recebe o nome especial de espaco cotangente a M em p. O espaco cotangente T, M ¢é, portanto, a colegao de
todos os funcionais lineares de T, M. Os elementos de T;M sdao denominados vetores cotangentes.

e Bases duais

Se { % |p ey (i?a:im |p} ¢ uma base em T,M associada a uma carta local de coordenadas (Aq, he) com p € A,, a

correspondente base dual candnica (para a defini¢do, vide pagina 163) em T,M ¢ denotada por {dle,, ey dx;”}. Com

isso, tem-se, por definicao,
. 9 .
7 J— (3
<d% 907 > =%

18Para a definigdo de unido disjunta de uma familia indexada de conjuntos, vide pégina 45.
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para todos i, j € {1, ..., m}.

o)

A notagao dmé para designar o dual de vetores como 55

é certamente inspirada no emprego do simbolo “dx” para
designar um “elemento de integragdo” (ou medida) na reta real e na ideia da operacdo de integracdo como “inversa’ a
de diferenciacdo. A felicidade dessa notacao ficard mais evidente quando discutirmos a teoria de integracao de formas

diferenciais em variedades diferenciaveis.

Para p € M, seja uma base de coordenadas {%, . } definida no espago tangente T,M e seja {dz!, ..., dz™}

) azm

a correspondente base dual no espago cotangente T, M, com (dx®, W> =0%.
Vamos considerar uma nova base {e1, ..., ey} em T,M com
m
0
_ 1 9
= ; E}, B (33.18)

com certos coeficientes Ej'. Para que a nova base seja composta por vetores linearmente independentes a matriz de
mudanga de base S, cujos elementos sdo dados por S;; = E;’, deve ser inversivel. Vamos denotar os elementos (S 71)”
da matriz inversa S™! por E'; = (S7');;. Naturalmente, S™'S = 1 e SS™! = 1, ou seja, Y ;- (S 1 )ikSk; = 65 e
27;:1 Sik(Sil)kj = ;5. Com a notagdo acima, essas duas relacoes ficam

m
Y EMES = 57, (33.19)
m .
Z E*EI, = 7. (33.20)
Definamos agora uma nova base {e!, ..., €™} no espaco cotangente T,M por
m
= > Efda'. (33.21)
1=1
Teremos,
7 = . 0 - (33.20)
- Yy e a5 ) = Lt O
c=1d=1 c=1
mostrando que as bases {e!, ..., "} e {ey, ..., €, } sdo duais. E de se lembrar (vide comentério & pagina 163) que a
base dual de {ey, ..., e,,} é tnica.
Exemplo 33.2 Dadas duas bases de coordenadas {3%1, ceey axim} e {%, ceey #} definidas no espago tangente T, M com

Z oye (91"’

oy®

Si5, pois, de fato, valem

b ~ .
92" Com as convencdes acima E%), =

b
teremos E,° = 5ya

oyt oxt o) 57

ozt Oyk ox’ ¢

correspondendo a (33.19), e

Z ok oy’ _ oy’ 5.9
— Oy* Oz* oy’ v

correspondendo a (33.20). Assim, por (33.21), a base dual de {aiylv R &/Lm} serd {dy', ..., dy™} com

8y l
Z a7 0 (33.22)
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como facilmente se verifica. De forma totalmente andloga, obtemos

- 81’l ke
= Z@—ykdy : (33.23)
k=1

e O fibrado cotangente

A nogao de fibrado cotangente pode ser introduzida como a de fibrado tangente, como fizemos acima. Como vimos
acima, o espago cotangente T;V pode ser definido em cada ponto p de uma variedade diferencidvel V' de dimensao m.

O conjunto
Unv=Uetn=U U ®!

peEV peV peV leT;V

constituido pela uniao disjunta de todos os espacos cotangentes de V' é denominado fibrado cotangente de V. O fibrado
cotangente T*V de uma variedade diferenciavel V' é, ele mesmo, uma variedade diferencidvel de dimensao 2m. De fato,
seja A = {(Uq, ha), @ € A} um atlas infinitamente diferencidvel para V' e defina-se T*U, C T*V por

a::UT;V:U(p,TV U LJp7

peU, peUq peUq leT*

Entao, T*A := {(T*Ua, 1,), a € A} com I, : T*U, — R?>™ dado por

@ <p7 ZldeU];) = (ha(p)7 Z17 B lm) = (I;7 EREE) mgb, ll; SRR lm) € RQ”L7
k=1

define um atlas infinitamente diferencidvel em T*V. Acima, (le,, ceey ) = h(p) sdo as coordenadas de p por h,. Os
covetores {daczl,7 .. dxm} definem uma base em T;V induzida pelo 51stema de coordenadas local {z!, ..., 2™} de U,
definido por h,.

E. 33.8 Ezxercicio. Verifique as afirmacdes acima. Determine as funcdes de transicdo de T A. *

33.2.3 Tensores em Variedades

Para o que segue, alguma familiaridade com a nogao de produto tensorial de espagos vetoriais é requerida. Essa nocao foi
introduzida na Secao 2.3.5, pagina 172, fazendo uso de resultados prévios (notadamente da Secao 2.2.4.3, pagina 149).
Vide também Secao 2.3.6, pagina 183.

A cada ponto p de uma variedade diferencidvel V' podemos, como vimos, associar o espago tangente T,V e o espago
cotangente T;V', ambos espagos vetoriais reais de dimensao igual n, a dimensao a da variedade V. Muito importante é
que podemos também considerar produtos tensoriais desses espagos.

Seja m € IN e sejam Wy, ... Wy, espagos vetoriais sendo que cada W), ou é o espaco tangente T,V ou o espago
cotangente T)V. O produto tensorial Wi ®g - - - Qr W, € dito ser de ordem m e de tipo (a, b) se o fator T,V comparecer
a-vezes no produto tensorial e o fator T;V comparecer b-vezes no produto tensorial, sendo que, naturalmente a +b =m

Um exemplo protétipo de um produto tensorial de tipo (a, b) é

T,V @R - @r T,V ®r T;V®R--'®RT;V = (@% TpV> QR (®lﬁ>L T;V) .

avezes bvezes

Todos os outros produtos tensoriais de tipo (a, b) sdo isomorfos a esse por permutacdo de fatores. Por exemplo, os trés
espacos de ordem 3 e de tipo (2, 1) so T,V @r T,V @r T,V, T,V @r T,V @r T,V e T,V @r T,V @r T)V.

Um elemento de um produto tensorial de ordem m de tipo (a, b) é dito ser um tensor de ordem m tipo (a, b), ou um
tensor de posto (a, b).
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Em uma carta (U, h) que contenha p, o espago (®]‘§ TpV) R <®% T;;V) contém uma base de coordenadas locais

da formal?

QR - OR

R dmiﬁ“ R - OR dx;;””, ir € {1, ..., n} para todo kz} i
P

0

Assim, um tensor T de (®ﬁ{ T,;V) ( ®]}f{ T;V) se escreve na forma

i1ia 0
r=1" ta+1"""latb (p) %

Oxta

0 . )
PR QOr ——| ORr dx;““ RR - QR dx;““’ , (33.24)
P p

onde adotamos novamente a convencao de Einstein. Os n™ coeficientes T2 (p) sao denominados componentes

Gat+1""Tatb
do tensor T na base B(U, h, p).

Em textos de Fisica é muito comum tomar um tensor por suas componentes em alguma carta, em frases como “seja
o tensor T", ...”. Isso é por vezes denominado “notagao de indices abstratos”.

O estudante iniciante deve atentar para a disposicao dos indices superiores e inferiores nas expressoes acima. Para
outros tensores de tipo (a, b) adota-se uma notagio semelhante, sempre dotando as componentes de indices superiores
quando elas provém de um fator T,V e de indices inferiores quando elas provém de um fator TX , € sempre preservando
nos indices a ordem de aparecimento desses fatores. Assim, por exemplo, se considerarmos trés tensores A, B e C, de
ordem 3 e de tipo (2, 1), em T,V @r T,V ®r TV, TyVRrT,VORr T,V e T)V@R T,V ®r T,V, respectivamente, suas
representagoes nas respectivas bases de coordenadas locais serao

0

A = AY,(p) e ) O 5 ) @R dz), | (33.25)
B — Bi{k(p) | ®r dz’ ®R 9 (33.26)
J ozt v p al’k v ’
_ Ik () dyt — 2
0 = 0M0)wen 5| e | (33.27)

Mais uma vez o estudante iniciante deve atentar para a localizagao e ordenamento dos indices.

Em uma outra carta (U, h) que também contenha o ponto p, teremos em ®%T,V ®II’% T,V uma nova base local de
coordenadas

0

By R dyg;““ R - - OR dyg;““’, Jr €{1, ..., n} para todo k} i
P

0
B(Q7 h, p) = {W

p

O mesmo tensor T de (33.24) podera ser escrito na forma

. P
— J1Ja
T = I Ja+1°""Ja+b (p) 8y]1

QR - OR

By ®Rr dy,j;““ @R - OR dy;,'““’ ) (33.28)
P P
com novas componentes Ijl'"j“jaﬂmjwb (p). Por (33.17) e (33.23), e pela multilinearidade do produto tensorial, podemos

retornar de (33.28) & base B(Q, h, p), obtendo

T = Tllmlaiaﬂ“'iaﬁ—b (p) oxh » CR R Oxta p®R dry™! @p o Ordryt
i Oyt Qye\ [Oxlerr  Palarr\ 9 , ,
= Th e Ja Ja
= T e, (D) ( o 0w ) \ayieoyien ) By, T ) Or dyy ™ @R - Or dyprt

19 A discussao sobre bases em produtos tensoriais de vetores gerais é feita & pagina 177. Vide também Secdo 2.3.6, pagina 183.
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com as derivadas %’; e % calculadas em h(p) e h(p), respectivamente. Comparando a (33.28), obtemos a importante

regra de transformacdo de componentes de tensores por mudangas de cartas:

8yj1 ayja Oxlat1 Oxtatd
jesrdoennP) = Gui T B Gyt e

Ijlja Ti1.~~iaia+1mia+b (p) . (3329)

A expressao (33.29) é empregada com muita frequéncia na Teoria da Relatividade Geral e na Geometria Diferencial. Um
tanto incorretamente, ela é tomada por alguns autores como definicao da nog¢ao de tensor.

Para outros tensores de tipo (a, b) hd expressoes andlogas. Por exemplo, para as componentes dos tensores A, B e
C' de (33.25)—(33.27), teremos as transformagoes:

i oyt Ayl ozt
A]k(p) = orr axéa—yk A t(p) )
, oy' 0z® Oy
ik _ Tt
- ox" oyl oYk,
Qi]k(p) ayz 8$s axt CT t(p) .

Mais uma vez chamamos a atengao do estudante iniciante para o ordenamento e disposi¢ao dos indices.

O espago dual de um produto tensorial como ®& T,V ®% T,V pode ser identificado com o espago @R TV ®% T,V,
conforme discutimos nas supracitadas Segoes 2.3.5 e 2.3.6. No Capitulo 34, pagina 1646, indicaremos como o uso de um
tensor métrico conduz a uma aplicagao natural entre ambos os espacos e de que forma isso se reflete nas componentes
de tensores.

33.2.3.1 Tracgos de Tensores. Contragao de Indices
A nocgao de trago, familiar na Algebra Linear (vide Se¢ao 10.2.3, pdgina 464), pode ser intoduzida também para operadores

lineares agindo no espaco tangente ou no espago cotangente a um ponto de uma variedade diferenciavel. Descrevemos
aqui como isso é feito em ambos os casos introduzindo também a notacao apropriada.

e O trago de uma aplicagao entre espagos tangentes

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e seja V T,M — T,M uma aplicacao linear de T,M em si
mesmo, de sorte que, em uma base de coordenadas {%, ceey 89:’" } tenhamos V Hoa Zb 1 Va 347 - Naturalmente %
define um elemento de T, M ®T; M, um tensor de tipo (1, 1), a saber, podemos identificar V = Za 1 b 1 Vl; 5.5 @dz?.

Se Vi : T,M — T,M e Vo : T,M — T,M sio duas tais aplicagdes lineares com componentes (V7)’, e (Va)b,,
respectivamente, em uma base local de coordenadas, é facil ver que, com as convengoes acima, temos

m
W), =Y " (33.30)

b=1

para as componentes de V1 V2 na mesma base local de coordenadas. Verifique!

Se {e1, ..., ey} é uma base em T,M e {e', ..., €™} é a correspondente base dual no espago cotangente T,M
definimos o trago de V' por
m
Tr(V) = Y (e*, Vex) . (33.31)
k=1
A expressao do lado direito independe da particular base {e1, ..., e,} escolhida. De fato, expressando os elementos

de {e1, ..., e,} na base de coordenadas {%, R axim} como em (33.18) e expressando os elementos da base dual
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{e', ..., €™} na base {dz!, ..., dz™} como em (33.21), teremos
m m m m

Tr(V) = > (ef, Ver) = ZZZEkCEkd< VW>
k=1 k=1c=1d=1

m m m a

- ZZ ZEkCEkd dat, V
Oz
c=1d=1 \k=1

m . a
= Z<d:c : Vaxc> : (33.32)

c=1

que é a expressao de Tr(V) na base de coordenadas {%, ceey &Cm} Assim, Tr(V) ndo depende da particular base
escolhida, nem do particular sistema de coordenadas escolhido, possuindo, portanto, uma natureza escalar. Note-se que

Te(V) = i<dazc, > ZZvd <d e aad>

c=1 =1d=1

e, portanto,
m
= > Ve, (33.33)
c=1

permitindo expressar Tr(V) em termos dos coeficientes de V' em qualquer base de coordenadas. E claro, por essas
consideragoes sobre a invaridncia com relagdo a escolha de base, que Tr(V) é uma grandeza escalar, ou seja, um tensor
de posto 0.

Como se vé em (33.33), em uma carta local de coordenadas, o processo de tomada do trago de V consiste em tomar-se
as componentes V9 com indices iguais e somar sobre os mesmos. Esse processo ¢ denomimado contracdo de indices.

Se V1 e V, s@o aplicagoes lineares em T,M, entdo, usando (33.30), temos

Tr(ViVa) z_j W), = 2_)1;<v1>“b (), = ; <Zl<v2>ba (vmb) = ;(vzvl)b,, = Tr(1LW1),

o que estabelece a chamada propriedade ciclica do traco:

Te(ViVe) = Tr(VaVi) . (33.34)

e O trago de uma aplicagao entre espagos cotangentes

Seja agora W : T/M — T M uma aplicagao linear de T) M em si mesmo, de sorte que, em uma base de coordenadas
{dacl, ceey dmm} tenhamos Wdz® = m Wbadxb Naturalmente, W deﬁne um elemento de TyM @ T, M, um tensor
de tipo (1, 1), a saber, podemos 1dent1ﬁcar W=3"m S W eda® ® &Ca.

Se Wy : TyM — TyM e Wa : TyM — T;M sio duas tais aplicagoes lineares com componentes (W1),* e (W1),%,
respectivamente, em uma base dual local de coordenadas, é facil ver que, com as convengoes acima, temos

(WA W), i , (33.35)

b=1
para as componentes de W7 W5 na mesma base dual local de coordenadas. Verifique!

Como acima, se {e1, ..., €} é umabaseem T,M e {el, ..., e™} é a correspondente base dual no espago cotangente
T, M definimos o trago de W' por

Tr(W) = im/ek, er) . (33.36)
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De forma totalmente andloga ao que fizemos acima, podemos provar que Tr(W) nao depende da particular base escolhida
e que, para a base de coordenadas original tem-se

(W) = Y W, (33.37)

Novamente, Tr(W) é uma grandeza escalar, ou seja, um tensor de posto 0. Mais uma vez vemos em (33.37) o processo
de contracao de indices.

E. 33.9 Ezercicio. Usando (33.35), estabeleca a propriedade ciclica do trago:
Te(WiWa) = Te(WaWh) , (33.38)

vélida para quaisquer aplicacdes lineares Wy : TyM — T,M e Wa : T,M — T, M. *

e Tragos de tensores gerais

As definigoes de trago acima podem ser estendidas a tensores gerais. Tomemos como exemplo um tensor de tipo
(a, b) da forma

o o
T = T i e ®

. . b
fat1-iaty Poin & - Drie Qg dz't @ - @da'tt € QT,M @y T,M,

(dovavante abandonamos o subindice R nos produtos tensoriais). Obtemos um tensor de tipo (a — 1, b — 1) efetuando
o processo de contracao de indices, contraindo um indice superior com um inferior. Ha diversas formas de fazé-lo, uma
delas, a titulo de ilustracao, é obtida contraindo-se o indice superior i, com o indice inferior ¢,, resultando em

m
o 0 0 ; i

2 :Tu ta—1k R - R RR dl’z“Jrl K- Q dl’zaﬂ?fl S ®(]11>:1TPM ®]l;{71 T;M !

k=1

fat1 - latb_1k Hxir Oxta—1

Se escolheremos contrair outro par de indices, obteriamos um outro tensor, em principio distinto, também de tipo
(a—1, b—1). Claro estd também que esse processo de contragio de pares de indices pode ser repetido, conduzindo a
tensores de tipos ainda menores.

Esses tensores obtidos por contragoes de indices de T sao denominados tracos parciais do tensor T. Na literatura
fisica, notadamente na Teoria da Relatividade Geral, mas também na Teoria de Grupos e na Teoria de Spinores, essas
operacoes de contracao de indices sao empregadas muito frequentemente.

33.2.3.2 Transposicao de Tensores

Seja M uma variedade diferencidvel e seja V' : T,M — T,M uma aplicacao linear de T,M em si mesmo, de sorte que,

) ) 9 _Nxvm oyb 8
em uma base de coordenadas {Wv ceey W}’ tenhamos V52 = > 7,", V¥, 5.7+ Naturalmente, V' define um elemento

de T,M @ T, M, um tensor de tipo (1, 1), a saber, podemos identificar V' = DM D 744 % ® dx®.

Definimos V7 : T,M — T/ M como a aplicagao linear definida por
(V'w, oz>p = (w, Va)p (33.39)

para todos o € T, M e todos w € T M. A aplicacdo linear V7 é dita ser a transporta da aplicacdo linear V. Em uma
base local temos (VT)d:Ea = (VT)ba dz® e é elementar constatar da definicdo (33.39) que

(VT)ba = V5.

Seja agora W : T/M — T;/M uma aplicagao linear de T;M em si mesmo, de sorte que, em uma base dual de
coordenadas {dacl7 el dacm}, tenhamos Wdx® = 2211 Wb“dacb. Naturalmente, W define um elemento de TyM @ T, M,

um tensor de tipo (1, 1), a saber, podemos identificar W = Y"" S W, “dab @ 62“'
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Definimos W7 : Tp,M — T,M como a aplicacao linear definida por
(W, Wha) = (Ww,a), (33.40)
para todos a € T, M e todos w € T;M. A aplicagao linear WT ¢ dita ser a transporta da aplicacdo linear W. Em uma
base dual local temos (WT) 6—‘3@ = (WT)ba % e é elementar constatar da defini¢do (33.39) que
(WT)ba = Wab :
Com as defini¢oes acima é trivial provar os seguintes fatos:
v =v, whH" =w, TVT) =T(V) e T(WT) = Tx(W) (33.41)
para quaisquer aplicacoes lineares V : T,M — T,M e W : TAM — T M.

E. 33.10 Ezercicio. Veriifique! *

E. 33.11 Ezercicio. Mostre, usando as definigdes (33.39) e (33.40) que valem
)" = vivit e (W) = wiwy (33.42)
para quaisquer aplicacdes lineares Vi : ToM — T,M, k=1, 2, e Wy : T;M =T ; M, k=1, 2, *

Note-se que as operagoes de transposicao definidas acima mapeiam elementos de T,M ® T, M em elementos de
T,M & T, M e vice-versa, a saber, da seguinte forma (aqui usamos novamente a convencao de Einstein):

o A L0 . o \" L0
<Vl; 920 ®dx > = Vb dx" ® 925 e <Wb da’ ® 630“) =W, 970 ® da” .
E. 33.12 Ezercicio. Veriifique! *

Em particular, valem

0 bT_ b 0 a 0 T_ 0 a
(8x“®dx) = dz ®8:ca e (dac ®@) = @Qédx .

Nesse sentido, a operagao de transposicao pode ser generalizada de forma Obvia para tensores de ordem superior. Nao
entraremos nos detalhes aqui, por serem de interesse superficial no caso geral.

Na Segao 34.1.1m péagina 1656, apresentaremos uma outra nogao de transposicao, a saber, com respeito a um tensor
métrico.

33.2.4 Aplicagoes Entre Variedades Diferenciaveis

A nocao de aplicagao diferencidvel entre variedades diferenciaveis foi introduzida a pagina 1591. Nesta secao vamos
estender um tanto a andlise desse conceito.

33.2.4.1 A Diferencial de Uma Aplicacao Entre Variedades. “Pullback” e “Pushforward”

Sejam M; e My duas variedades diferencidveis de dimensoes mj e ma, respectivamente. Sejam Ay, = {(AL, hl), o €
A1} e Ay, = {(A2, h%), B € Ao} atlas infinitamente diferencidveis em M; e Ma, respectivamente. Toda aplicacdo
diferencidavel ¢ : M7 — My induz naturalmente uma aplicacao entre os espagos tangentes de M; e My, denominada
aplicacao diferencial induzida por ¢, ou simplesmente a diferencial de ¢, da qual trataremos no que segue.

Seja p € M, e seja, para algum e > 0 conveniente, ¢1 : (—¢, €) — M; uma curva continua e diferencidvel definida em
M com ¢(0) = p. Por simplicidade suporemos que € é pequeno o suficiente de modo que toda a imagem de ¢ esteja contida
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dentro de uma carta local AL que contém p. Seja cz := @ ocy : (—€, €) = Ms a curva em My obtida pela imagem de c¢;
por . Se € for pequeno o suficiente, co nao terd auto-intersecgdes (ou seja, serd injetora na sua imagem). Naturalmente,
tem-se c2(0) = ¢(p). A chamada aplicagdo diferencial induzida por ¢, denotada por dy : T, My — T, () Mo, é a aplicagao
que, para cada curva c; como acima, associa o vetor tangente ¢; (0) a curva c¢; em p ao vetor tangente ég(O) A curva cs
em ¢(p):

Como veremos no que segue, essa aplicacao estd bem definida e ¢é linear, enquanto aplicagao entre os espacos vetoriais
TpM; e Ty, Ma. Na Proposigao 33.6, adiante, apresentaremos circunstancias sob as quais a aplicacao diferencial é um
isomorfismo.

Seja a carta local de coordenadas (AL, hl) com p € AL, cujas coordenadas denotaremos por (z!, ..., ™).

Consideremos também em My a carta local de coordenadas (A%, h%) com ¢(p) € A%, cujas coordenadas denotaremos

por (y', ..., y™2). Com essas coordenadas, o conjunto de vetores {% bt ame‘p} define uma base em T,M;,
enquanto que o conjunto de vetores { 8%1 o) %Lm (p(p)} define uma base em T, Ma.

Como ¢ é suposta ser diferencidvel, a fungao h3 o ¢ o (h})~" do aberto h}(AL) C R™ no aberto h3(A3) C R™2 é
diferencidvel. Coerentemente com a notagao acima, vamos denota-la por

(h%ogpo(ha)_l)(acl, o, 2™ = (yl(acl, cee xml), cee ym2(ac1, cee xml)) .

1 - Vi 1 o i ivi .
Considere-se as curvas hl oc; e h% o ¢y definidas nos abertos hl(Al) Cc R™ e h% A% C R™2, respectivamente
Coerentemente com a notagao acima, parametrizaremos essas curvas por

(hhocr)(t) = (z'(t), ..., 2™ (t)) e (hFoc)(t) = (y'(t), ..., y™ (1)),
respectivamente, com ¢ € (—¢, €). Como hjocy =hjopoci = (hjowo (hy)™") o (k) oc1), podemos escrever
(oc)t) = WO oo g™ @) = (5 @O, oo a™ W), s g™ (@0, ..o (D).

Pela regra da cadeia, vale

d _ d
<Ehg o cQ> - D(hg oo (hl) 1) <%h; o cl) : (33.44)
onde (comparar com (33.1)),
9y Oy’
ozt Oxrm

6yTI’L2 6yTI’L2
Oxt Ox™

Ou seja, temos para cada j =1, ..., mao,

y;(t) = 21: (%’i(zl(t), :cml(t))) ir(t) . (33.45)

Os vetores tangentes

maq ) a
20 5o

k=1

P »(p)

ma2 ) a
© L0 gy

associados as curvas ¢; e ¢z nos pontos p e p(p), respectivamente, tém suas componentes relacionadas por (33.45) (em
t=0).

Essas observagoes acima permitem-nos definir a aplicagao linear dy, : T,M; — T,y M2, denominada aplicagdio
diferencial induzida por ¢ em p, ou simplesmente a diferencial de ¢ em p, por

dp, = D(hg opo (h;)—l) (33.46)
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(em cartas locais), ou seja,

mq 6 mo mq ayk a
i (S o] ) = B350 v o) (337)
a=1 Oz p k=1 Li=1 oz Oy ©(p)
Em termos das componentes (v!, ..., v™) de v =" v* aia |p na base {%}p, cel 8;% p} de T,M;, podemos
escrever, em notacao matricial,
ot [
ozl Ox™
(dep)o = |+ - s (33.48)
aymg aymg m
o e v 1
ox! Oxm:
o vetor coluna resultante fornecendo as coordenadas da imagem na base { Biyl w @Lmz ( )} de T,y Mz. Como
p(p PP

%

Yyt
507 530 calculadas em R, (¢(p)).

Como discutiremos abaixo, a aplicacao diferencial dy), : T, My — T,y M2 é também dita ser o pushforward associado
a Q! M1 — MQ.

acima, as derivadas parciais

E. 33.13 Egercicio importante. Mostre que dgy, : T, M1 — T, M2, definida acima, ndo depende das particulares cartas locais de
coordenadas (A}, hl) e (A%, h3) adotadas, que satisfagam p € A}, e p(p) € A3. Sugestio: em (33.44) use as funcdes de transicdo e
a regra da cadeia. *

Como se compreende de (33.43) e da discussao acima, se w € T,M7, podemos determinar dp,(w) da seguinte forma:
toma-se uma curva c(t) em M; com ¢(0) = p e ¢(0) = w e calcula-se o vetor tangente & curva ¢(c(t)) no ponto t = 0:

dppw) = Gole)| (33.19)

e A aplicagao diferencial e difeomorfismos

A 1til proposicao a seguir estabelece uma relacao entre difeomorfismos e aplicagoes diferenciais que sejam isomorfismos.

Proposigao 33.6 Sejam M; e Ms duas variedades diferencidveis de mesma dimensao m. Seja f : My — My di-
ferencidvel e seja dfy : TyM1 — TppMa a aplicagao diferencial induzida por f em p € Mi. Valem as seguintes
afirmacoes:

1. Se f for um difeomorfismo, entdo a aplicagcdo diferencial df, é um isomorfismo para todo p € M;.

2. Se para algum p € My a aplicacdo diferencial df, for um isomorfismo, entdo f € um difeomorfismo local em p. O

Note-se que a afirmacao do item 2, acima, é uma reciproca parcial a afirmacao do item 1.

Prova da Proposicao 33.6. Sejam M, e M, duas variedades diferenciaveis e seja f : M; — My diferenciavel. Sejap € M e

seja a carta local de coordenadas (AL, hl) com p € AL, cujas coordenadas denotaremos por (x!, ..., ™). Consideremos
também em Ms a carta local de coordenadas (A%, h%) com f(p) € A%, cujas coordenadas denotaremos por (y!, ..., y™).
Se f for um difeomorfismo, a fungao h3 o f o (h))~" do aberto h}(A}) C R™ no aberto h3(A%) C R™ ¢ diferencidvel
oup .. i
e tem inversa diferencidvel. Consequentemente, o Jacobiano det T ¢ nao-nulo, o que implica que df, é um
oy agm
oal GELL

isomorfismo para todo ¢ € AL (por ser descrita por uma matriz m x m invertivel) e, portanto, em toda M, ji que M;

é recoberto pelas cartas {AL, a € A}. Isso provou o item 1.
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Por outro lado, se para algum p € M a aplicacao diferencial df}, for um isomorfismo, entao a matriz D (hQB ofo (hé)’l)
tem determinante ndo nulo em p. O Teorema da Fungao Inversa, Teorema 25.9, pagina 1315 (para um tratamento em
R”, vide [249]-[250] ou [84]), garante que existe uma vizinhanga de hj,(p) onde h3 o f o (h})™" é inversivel, sendo essa
inversa diferenciavel. Isso garante que existe uma vizinhanca de p onde f tem inversa e essa inversa é diferenciavel, ou
seja, garante que f é um difeomorfismo local em p. |

e Pontos criticos de aplicagoes diferenciaveis

Como acima, sejam M; e Ms duas variedades diferencidveis de mesma dimensao m. Seja f : M; — M diferencidvel
e seja dfy : TyMy — Ty, Mz a aplicacao diferencial induzida por f em p € M;. Tendo em mente a Proposigao 33.6,
pagina 1611, a seguinte definicao é relevante: um ponto py € M; é dito ser um ponto critico da aplicacao f se dfy, nao
for um isomorfismo entre Ty, My e T ¢, ) Ma2. Se pg ¢ um ponto critico de f, entao f nao pode ser um difeomorfismo
local em pg.

e Pullback e pushforward

Como antes, seja f : M; — M diferencidvel, mas vamos supor adicionalmente que ela seja injetora em sua imagem
f(Ml) C Ms.

Para cada p € My, seja dfy, : T,My — Ty, M2 a aplicacao diferencial induzida por f em p € M;.

A aplicagdo df induz, para cada ¢ € f(M;) C M uma aplicacdo dual entre os espagos duais T,M; e T*,l(q)Ml,
denotada por dfy : T; Ma — T;,l(q)Ml, a qual é definida da seguinte forma: para cada U € T;M> definimos df;U como
sendo o elemento de T},l(q)Ml tal que

(df;U, V) = (U dfy9V), - (33.50)

V)]
para todo V € T -1y M;.

A aplicagao dfy : T;My — T;,l(q)Ml assim definida é dita ser o pullback de f. A nomenclatura segue a seguinte
ideia: f : My — M3 leva pontos de M7 em M. A aplicacao diferencial df;, leva vetores de T, M1 em T,y Mz enquanto

que df; “puxa de volta” (“pulls back”) vetores de T, M> para T},l(q)Ml.

Seguindo a mesma ideia, a aplicacao diferencial df, ¢ também dita ser o pushforward de f.

O leitor deve ser informado que hd uma notacao alternativa muito difundida para pullbacks e pushforwards: df é
denotada por f, enquanto que df* é denotada por f*. Ocasionalmente empregaremos também essa notagao.

e Representacao de pullbacks em cartas locais

O exercicio que segue mostra como se pode expressar um pullbacks concretamente, em cartas locais.

E. 33.14 FEzercicio. Obtenha, usando a definicdo (33.50), o andlogo das expressdes em coordenadas locais (33.47) e (33.48) para
o pullback d¢™. A saber, mostre que para dyj : TyMs — T;,l(q)Ml, teremos

w1(4)>q

0 1o}
* b _ b v
<d‘pqdyq’ dze v1<q>>¢1(q) = <d“7qv dpp-1(q) oa

do que segue que

. m2 ma My 8 b _
de’ <Zwb dyb|q> => Y w 8—Zl(h;(ga 1(q))) da'| 1) - (33.51)
b=1 b=1[l=1

Mostre que, em termos das componentes (w1, ..., Wm,) de w = Y 1% wy dy®|q na base {dy'lq, ..., dy™2|} de T; M, podemos
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escrever, em notacdo matricial,

%" oy’

ox! Ox™
dpgw = (w1 quQ) ; (33.52)

oy

ox! Ox™
o vetor linha resultante fornecendo as coordenadas da imagem na base {dmi,l(q), e dmglil(q)} de T;,l(q)Ml. As derivadas parciais

Yy _

7 530 calculadas em b/, (¢ ' (q)). *

e Pullbacks e pushforwards de fungoes

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e seja g : M — R uma funcao diferencidvel. Como M e R
sao variedades diferencidveis, as nogoes de pushforward e pullback aplicam-se s g. Seguindo as defini¢oes, vemos que o
pushforward dg, : T,M — T,R é expresso em uma carta local (U, h) de M como

m
g
dg,(v) = dg,v = @(h(p)) " (33.53)
k=1
com v = (v1, ..., Um) € Tp,M. J4 o pullback dg, : TyR — T; M é expresso em uma carta local como
m 89
dg,uv = u Z Dl (h(p)) dal, , (33.54)
1=1

com u € R = T,R. Verifique!

Como ¢é facil ver, a aplicacio dg, definida em (33.53) é um elemento do espago cotangente T, M.

e Composicao de pullbacks e pushforwards

O exercicio que segue mostra como compor pullbacks e pushforwards.

E. 33.15 Ezercicio.  Sejam Mj, Ms e Mj trés variedades diferencidveis. Seja f : M1 — Mo, bijetora e diferencidvel e seja
g : Ma — M3, injetora e diferencidvel. Considere a composi¢do g o f : M1 — M3, injetora e diferencidvel. Mostre que d(g o f)p :
TpMi — Tgop)(p)Ms, com p € My, ed(go f)g: TgMs — T, r—1(, M1, com g € (go f)(M1) C Ms, satisfazem:

dlgo flp = dgswdfy e dlgof)g = dfgr(gdyq (33.55)
para todo p € M; e todo q € (go f)(M1) C Ms.

Na outra notacdo, essas relagdes ficam

(gof)e = g« fs e (gof)" = fg". (33.56)
sendo que aqui omitimos os pontos onde as aplicagdes devem ser calculadas para a preservagdo da elegéncia.

Um caso interessante é aquele em que Mz = M; e g = f~'. Aqui, go f = id s, a aplicacdo identidade de M;. Assim,
d(j“1 o f)p = d(id M1)p =id 1, , a aplicacdo identidade em T,M; (a (ltima igualdade é evidente, mas pode ser vista em (33.47)
ou em (33.48)). Disso segue igualmente que d(f ' o f); =id 1, . Agora, de (33.55) obtemos com isso que

— —1 — * * —1
@A) = (@) e (AU = (i) (33.57)

P

para todo p € M;. *

e Pullbacks e pushforwards agindo sobre tensores

Generalizar a acao de pullbacks e pushforwards sobre tensores é imediato. Tratemos de um caso relevante.
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Seja f : My — My um difeomorfismo. Seja, por exemplo, T' um tensor de tipo (0, k) em My que se expressa em
coordenadas locais em um ponto ¢ € Mz como T, =T, ;. (q)dyf]1 Q- dy;’“, com q € Ms. Definimos (com uso da
convencao de Einstein e simplificanto um tanto a notagéo)

ayh ay'bk

(f*T), = Ti, (f0)) (frdyg) @ - @ (frdyg") = (T,C (f(p)) )dzg; ® - @dzl,  (33.58)

sendo p = f~1(q) € My, para ¢ € My. Compare-se com (33.51).

Por simplicidade, usamos em (33.58) a mesma notagdo f*, empregada para pullbacks usuais. Mais correto seria
denota-lo por ( f *)®T, o que teria a vantagem de marcar a dependéncia com r, mas evitamos fazé-lo.

E um exercicio elementar, remetido ao estudante, constatar que a definicdo de (33.58) independe das particulares
cartas locais de coordenadas usadas em M; e Ma. A expressao (33.58) serd usada oportunamente no contexto de formas
difererenciais (vide, em particular, Se¢do 35.1.2, pagina 1742).

33.2.4.2 Imersoes, Mergulhos e Subvariedades

Temos agora elementos para apresentar mais algumas definicées tteis ao estudo de variedades e suas aplicacoes. Aplicacoes
diferencidveis entre variedades diferenciaveis podem ser classificadas em determinados tipos, como imersoes, submersoes
e mergulhos suaves, os quais conduzem a outras nogoes, como a de subvariedade diferencidvel etc. Nesta breve secao
introduziremos essas definigoes. Alguns exemplos sao discutidos com algum detalhe na Secao 33.4, pagina 1624.

e Imersoes

Sejam M e N duas variedades diferencidveis. Uma aplicacdo ¢ : M — N ¢é dita ser uma imersio’® de M em N se
for diferencidvel e se dy, : T,M — T, ) N for injetora para todo p € M, ou seja, se o posto?! de dip, for sempre igual &
dimensao de M (naturalmente, isso requer que dim M < dim N). A diferenca dim N — dim M é denominada codimensao
da imersao .

Note-se que uma imersao ¢ : M — N nao é necessariamente injetora.

o Submersoes

Sejam M e N duas variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel ¢ : M — N ¢é dita ser uma submersio®?

de M em N se dpp : TyM — T, N for sobrejetora para todo p € M, ou seja, se o posto de dy, for sempre igual a
dimensao de N (naturalmente, isso requer que dim M > dim N).

e Mergulhos

A nogao de mergulho®? no contexto de Topologia Geral j4 foi definida & pagina 1425 e & pagina 1515: se (X, 7x)
e (Y, 7y) sdo espagos topoldgicos, uma fungdo f : X — Y é dita ser um mergulho topoldgico, ou simplesmente um
mergulho, de (X, 7x) em (Y, 7y) se ¢ for um homeomorfismo entre X e sua imagem f(X) (adotando neste tltimo
conjunto a topologia relativa induzida por 7y em f(X)).

Essa nogao topoldgica de mergulho aplica-se também ao caso particular em que (X, 7x) e (Y, 7y) sdo variedades
topologicas.

Um mergulho topoldgico ¢ : X — Y é sempre uma aplicagao injetora, continua e com inversa p~! : p(X) — X
continua (naturalmente, a aplicagao inversa ¢ ~! s6 pode ser definida ma imagem p(X) de ¢).

e Mergulhos suaves

Um mergulho topolégico entre duas variedades diferencidaveis é dito ser um mergulho suave se for também uma
imersao.

20 “Tmmersion”, em Inglés.

21Recordar que o posto de uma aplicacdo linear entre dois espacos vetoriais de dimensao finita é, por definicdo, a dimensdo da imagem dessa
aplicagao.

22 “Submersion”, em Inglés.

23 “Embedding”, ou ainda “imbedding”, em Inglés. “Plongement”, em Francés. “Einbettung” em Alemao.
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Advertimos o leitor para o fato que, no contexto de variedades diferencidveis, mergulhos suaves sao por vezes deno-
minados simplesmente mergulhos.

e Subvariedades topolégicas

Essa nocgao ja foi introduzida e discutida na Secao 33.1.1, pagina 1588, e colocamos aqui a seguinte defini¢ao, inspirada
na Proposicao 33.4, pagina 1589:

Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) duas variedades topolégicas sendo que Y C X (assumimos X e Y nédo-vazios). Entao,
(Y, 1v) é uma subvariedade topoldgica de (X, 7x) se a funcdo inclusdo iy, x : ¥ — X for um mergulho topolégico de
(Y, 7v) em (X, 7x). Como ja comentamos, uma subvariedade topoldgica é por si sé6 uma variedade topoldgica.

e Subvariedades diferenciaveis

Seja N uma variedade diferencidvel e seja M C N com M # @), sendo M uma subvariedade topolégica de N e
possuindo uma estrutura diferencidvel que faz de si também uma variedade diferenciavel.

Dizemos que M é uma subvariedade diferencidvel de N se a inclusao ¢y, v for um mergulho suave de M em N.

Assim, a variedade diferencidavel M serd uma subvariedade diferencidvel da variedade diferencidavel N se M C M, se
M for uma subvariedade topolégica de N e se a inclusdo a7, ;v for uma imersao da variedade diferencidvel M em na
variedade diferencidvel V.

Notas.Na Segao 33.4.2, pagina 1626, mostramos um exemplo de uma subvariedade diferencidvel de R"*1: o gréfico de uma fungio F : R* — R
diferencigvel.

E importante frisar que o fato de uma variedade diferencidavel M ser topologicamente mergulhada em outra variedade diferencidvel N nao
faz com que M seja uma subvariedade diferencidvel de N. Na Secao 33.4.2.1, pagina 1628, mostramos que o cone n-dimensional pode ser
tomado como uma variedade diferencidvel (com uma escolha conveniente de estrutura diferencidvel, apesar de néo ser diferencidvel, enquanto
superficie, em seu vértice). Mostraremos, porém, que o cone n-dimensional nédo é ipso facto uma subvariedade diferencidvel de R™*! onde
é topologicamente mergulhado. &

e Superficies regulares em R"

Um conjunto § C R™ é dito ser uma superficie regular de dimensio m (com m < n) se for uma subvariedade de
dimensao m de R™ (com R sendo aqui a variedade diferencidvel R™ padrao).

Mais sobre o tema sera apresentado na Secao 33.4.3, pagina 1629.

e Variedades suavemente mergulhaveis

Uma variedade diferenciavel M é dita ser uma variedade suavemente mergulhdvel em uma variedade diferenciavel N
se existir um mergulho suave ¢ : M — N tal que ¢(M) seja uma subvariedade diferencidvel de N.

Com isso, podemos dizer que uma uma subvariedade diferencidvel M de uma variedade diferencidvel N é uma
variedade suavemente mergulhada em N pela inclusao iz, n.

e Dois teoremas de Whitney sobre imersoes e mergulhos suaves

Mencionamos aqui dois importantes teoremas, ambos devidos a Hassler Whitney?4. Suas demonstracoes estdo fora
do escopo destas Notas (vide referéncias logo abaixo).

Teorema 33.3 (Teorema de Imersao de Whitney) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m. Entdo, se
m > 1, existe uma imersio de M em R?*™1, O

Teorema 33.4 (Teorema de Mergulho de Whitney) Sejo M uma variedade diferencidvel de dimensdo m. Entdo,
sem > 0, existe um mergulho suave de M em R?*™. O

Esses teoremas foram apresentados por Whitney entre 1936 e 1944 (para os trabalhos originais, vide [105]). Em
1936 Whitney demonstrou uma versao ligeiramente mais fraca dos teoremas acima: toda variedade diferenciavel de
dimensdo m pode ser imersa em R?™ e toda variedade diferencidvel de dimensdo m pode ser mergulhada em R?™+1,

24Hassler Whitney (1907-1989).
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Uma demonstragao dessa versdo mais fraca pode ser encontrada em [242], em [252] ou em [26]. A versdo apresentada nos
Teoremas 33.3 e 33.4 data de 1944 e faz uso de métodos muito mais sofisticados que os da versao de 1936. Vide [105].

Para uma demonstragao de um teorema de mergulho para o caso de variedades topoldgicas compactas, vide Teorema
32.23, pagina 1544 e seguintes. Vide também o Comentdario & pagina 1544.

O Teorema 33.4 evidencia um aspecto da nocao de variedade diferencidvel que merece alguma discussao. Ele nos
informa que toda variedade diferencidvel de dimensdo m é difeomorfa a alguma superficie regular®® de dimensao m em
um espaco Euclidiano R?™. Com algum abuso de linguagem, isso significa que toda variedade diferencidvel de dimensao
finita € uma superficie regular em algum espago R™ (denominado espago ambiente).

Assim, variedades diferencidveis podem ser abordadas de forma extrinseca, como superficies regulares em algum
espaco ambiente R™, ou de forma intrinseca, como espacos topoldgicos per se, sem referéncia a um espaco ambiente onde
as mesmas possam ser mergulhadas.

Duas questées, aparentadas entre si, que aqui se colocam sdo: 1. Por que ndo estudar variedades diferencidveis
apenas extrinsecamente, ou seja, apenas como superficies regulares em algum espago ambiente? 2. Nao seria a prépria
definicao de variedade diferencidvel uma definicao supérflua ou esptria, ja que os objetos abrangidos por ela reduzem-se
a superficies regulares?

A resposta a ambas as perguntas depende um tanto da inclinacao filosofica de quem a formula e do que se deseja
realizar com a resposta. O fato é que a abordagem extrinseca raramente conduz a resultados e no¢oes fundamentais e
tteis no estudo de propriedades gerais ou particulares de variedades. Na Teoria da Relatividade Geral, por exemplo,
onde assume-se que o espaco-tempo seja uma variedade diferencidvel, a abordagem extrinseca é espuria, pois nao ha
(acredita-se) realidade fisica no espaco ambiente onde o espago-tempo pode ser mergulhado.

33.3 Campos Vetoriais e Tensoriais

e Campos tensoriais

Se M ¢é uma variedade diferencidvel de dimensao m, define-se um campo tensorial (de tipo (a, b)) em M como uma
aplicacao que a cada p € M associa um elemento de um produto tensorial tal como ( Ok TpV) R ( ®]l§ T;V) (outras
permutagoes dos fatores podem, naturalmente, ser também consideradas). Assim, um campo tensorial T' é descrito por
uma aplicagao que a cada p € M associa um tensor 7T}, em ( Ok TpV) R ( ®lﬁ{ T;;V)7 expresso em coordenadas locais
como

i1ia 9 9 i1 i
T, =T" et iars (ha(p)) e QR -+ OR Fr ®R dwh:(p) QR - QR dxh:(bp) ) (33.59)
ha(p) ha(p)
Acima, para cada p € M, (Ua, ha) compde uma carta local de coordenadas com p € Uy, e ho(p) = (xt, ..., 2™) € R™.
As fungoes T“""“iwlmiﬁb (ha(p)) = T“""aiwlmiwb (x', ..., 2™), k =1, ..., m, assumem valores em R e sdo ditas

ser as componentes de T na carta local de coordenadas (U, hy). A equagdo (33.59) é dita ser a expressdo local de T' na
carta (Uy, hea).
O campo tensorial T" é dito ser um campo tensorial diferencidvel em M se para todo p e para todas as cartas locais

de coordenadas todas as funcoes T“""“iwr”i - ha(Us) C R™ — R forem diferencidveis como fungao de m varidveis
a

reais. Muito frequentemente assumiremos que as componentes de um campo tensorial sdo infinitamente diferencidveis e
denotaremos por .7 (%% (M) a colecio de todos os campos tensoriais infinitamente diferencidveis de M.

Um caso de particular interesse é o de campos vetoriais:

9
M 3 pr— Ay, = d*(ha(p)) B € T,M.
ha(p)

Denotaremos por 2 (M) = 719 (M) a colecao de todos os campos vetoriais infinitamente diferencidveis de M.

Outro caso de interesse é o de campos covetoriais, também denominados 1-formas:

M3>pr—w, = Wk(ha(p)) dfck|ha(p) € T;M'

25 A nogao de superficie regular é discutida na Segdo 33.4.3, pagina 1629.
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Denotaremos por (M) = 7 (0’1)(M ) a colecdo de todos os campos covetoriais, ou 1-formas, infinitamente dife-
rencidaveis de M.

e Campos vetoriais e sua algebra de Lie

Se Ae Z(M)e f: M — R é infinitamente diferencidvel, denotamos por A(f) a fungdo de M em R definida por

of

M3p—s APy = Y d (halp) 25

k=1

: (33.60)
P

sendo que, % denota a derivada parcial na variavel z* da funcido f o h ! : ho(U,) C R™ — R calculada em h,(p):

= (L‘f ;;2"‘1)> (ha(p)).

O estudante deve notar que A(f), é apenas uma notagao distinta para df,(A), com df, definido em (33.53).

of

dak

Se g : M — R é uma funcao infinitamente diferencidvel e A € 2 (M), podemos definir o produto gA € £ (M) da
forma 6bvia: multiplicando cada componente de A em uma carta local por g:

o) = 3 ((9oh2") o) (ha0) e

k=1

ha(p)

Como A(f) : M — R, acima definida, é também uma funcdo infinitamente diferencidvel, podemos proceder &
seguinte construgao. Seja B € 2 (M) um segundo campo vetorial infinitamente diferencidvel, cuja expressdo local na

carta (Ua, ha) seja B, = Z b (ha (p)) % . Podemos determinar B(A(f)) pela mesma expressdo acima, obtendo,
=1 ha(p)
pela regra de Leibniz,
T da® of 9% f
B(A(N), = >_> V' (ha(p)) l(@) (ha(p) 57| + " (ha(p)) 57507 (Pa®)) | -
I=1 k=1 P

Disso, obtemos facilmente que

AB(N), ~ BAW), = 3 [i (o (25) -+ (5%)) <ha<p>>] o

=1 Lk=1

p

m

Com essa expressdo em mente, podemos definir para todos A, B € 2 (M) um campo vetorial denotado por [A, B] cuja
[Aa B]P = Z

expressao local é
- o' da 0
k(OO0 g fO00 v
— ; <a <8$k> b <6xk>> (ha(p))l ox!

Naturalmente, valerdo [A, B] € 2 (M) e [A, B|(f) = A(B(f)) — B(A(f)) para toda f infinitamente diferencidvel. O
simbolo [-, -] denota, portanto, uma funcdo bindria em 2 (M), ou seja, uma funcdo de 2" (M) x Z (M) em 2 (M).

(33.61)

p

A seguinte proposicao é relevante no presente contexto:

Proposicao 33.7 Para quaisquer campos vetoriais A, B, C € Z (M) e g: M — R, infinitamente diferencidvel, valem

1. Bi-linearidade: Para quaisquer v, 8, v € R, constantes, valem [« A+5B, C| = «[A, C|+8[B, C] e[A, fB+~C] =
BlA, Bl ++(A, C].

2. Antissimetria: [A, B] = —[B, A4].

3. Identidade de Jacobi:
[4, [B, C)] +[C, [A, B]]+[B, [C, 4] =0. (33.62)

Concluimos das propriedades 1, 2 e 3 que X (M) é uma dlgebra de Lie real com o produto [, -].
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4. Regra de Leibniz: A(gB) = A(g)B + gAB e, portanto,
[A, gB] = Alg)B+glA, B]. (33.63)

A demonstracao é imediata pela definigao (33.61) e deixada como exercicio.

e Curva integral de um campo vetorial

Seja A um campo vetorial diferencidvel definido em M e seja pg € M. Consideremos a questdo de determinar uma
curva diferencidvel ¢ em M satisfazendo o problema de valor inicial

de (t) = Ac t)
@ © (33.64)
C(O) = Do,
para algum intervalo I C R contendo 0. Uma tal curva é dita ser uma curva integral do campo A no ponto pg.
Em uma carta local (Uy, hq) com pg € Uy, com a qual tenhamos hy(c(t)) = (z1(¢), ..., 2™(t)), paratodot € I, C I,
ha(po) = (b, ..., 27") e Ag = >, a*(ha(q)) 32 ‘ para todo q € Uy, (33.64) equivale em U, a
da®
(t) = df(2(2), , ™), k=1,...,m,
dt ( ) (33.65)
(z10), ..., 2™(0)) = (2}, ..., 27") .

que consiste em um sistema de m equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem sujeitas a condigao inicial disposta
na tltima linha. A suposicdo de A ser um campo diferencidvel implica que as funcdes a* sdo diferencidveis e, portanto,
o sistema acima satisfaz as condigbes do Teorema de Picard-Lindelof (Teorema 12.2; pagina 631. Vide também sua
generalizacdo para espagos de Banach, Teorema 25.4, pagina 1304), que fornece condigdes suficientes para garantir
existéncia e unicidade de solugbes para t restrito a um intervalo pequeno o suficiente, intervalo esse que pode depender
de pg e da carta U, adotada. Temos portanto:

Proposigao 33.8 Em uma variedade diferencidvel M todo campo vetorial diferencidvel define, para cada pg € M, uma
curva integral ¢ : I — M dnica para algum I C R aberto com 0 € I e ¢(0) = po. O

e Curva integral completa e fluxo induzido por um campo vetorial

Uma curva integral ¢ : I — M: de um campo vetorial diferencidvel A é dita ser uma curva integral completa se
puder ser definida para todo ¢ € R, ou seja, se I = R. O conjunto de todas as curvas integrais completas de um campo
diferencidvel A é dito ser uma congruéncia de A.

Sejam M uma variedade diferencidvel, A um campo vetorial diferencidvel em M. Suponhamos que M e A tém a
propriedade de que toda curva integral de A é completa. Designemos por R 3 ¢ — ca(p, t) € M a curva integral de A
que passa por p € M em t =0, i.e., ca(p, 0) = p. Para todos t1, t2 € R e todo p € M vale

calealp, t2), 1) = ca(p, t1 +1t2) . (33.66)

Para estabelecer isso, seja to fixo. Note-se que cy (cA(p, ta), 0) = ca(p, t2) e, portanto, ambos os lados de (33.66)
coincidem ao menos em #; = 0. Suponhamos agora que haja um valor #; € R tal que ca (cA (p, to2), tl) =ca(p, t1 +12)
mas ca (cA(p, ta), E+s) # ca(p, t1+s+t2) paratodo s € (0, €) para algum € > 0. Defina-se d,(s) = ca (cA D, ta), t1+s)
e dy(s) = calp, t1 + s+ t2), s € [0, €). Teremos, %da(s) = A4, (s © %db(s) = Ag,(s) © também valerd d,(0) =
ca (cA (p, t2), E) = ca(p, t1 + t2) = dp(0). Assim, d, e dj satisfazem a mesma equagao diferencial e a mesma condigao
inicial em s = 0. Se escolhermos € pequeno o suficiente, podemos evocar a unicidade da solucao, a qual nos garantira
que d(s) = dp(s) para todo s € (0, €), uma contradi¢cdo com a hipStese que c4 (cA(p, ta), t1 + s) # ca(p, t1 + s+ t2),
estabelecendo, portanto, que (33.66) é vélida para todos t1, t2 € R e todo p € M.
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A aplicacdo ¢! = ¢ : M — M dada para cada t € R por ¢¢(p) := ca(p, t) é dita ser o fluzo induzido por A em M.
E de se notar que Oty 4+t = Pto+t,, que ¢Pg € a identidade e que ¢y, 0 ¢, = ¢, 4+, para quaisquer t1, to € R. Essa dltima
identidade decorre de (33.66). Essa tiltima expressao implica que ¢;0¢_; = id para todo t € R. Portanto, estabelecemos
que ¢ é inversivel para todo t € R com (¢;)~! = ¢_;. Os fatos acima dizem-nos também que o fluxo induzido por A é
uma agao do grupo aditivo dos reais (R, +) em M (para a defini¢do da nocao de a¢do de um grupo, vide Segao 2.1.9.1,
pdgina 117). Alguns autores denotam o fluxo ¢; induzido por A na forma

¢ (p) = di(p) = exp(tA)(p),

sendo essa notacao exponencial naturalmente sugerida pelas propriedades d)fl o ¢)g‘; = d)fl P ¢)g‘; 14 © d)é‘ =id.

Em virtude dessa notacéo, o fluxo ¢;' induzido por A é também denominado mapa exponencial induzido pelo campo
vetorial A.

Observamos, por fim, que o fluxo ¢; : M — M pode ser definido mesmo que nem toda curva integral de A seja
completa. Nesse caso, ¢:(p) serd definido apenas para t em um intervalo I, > 0, eventualmente dependente de p. As
propriedades ¢y, © ¢, (p) = @1, +1, (D) € ¢o(p) = p continuardo validas, as primeiras apenas para t; e ta pequenos o
suficiente. Neste caso, o fluxo induzido por A é dito ser uma a¢ao local do grupo aditivo dos reais (R, +) (ou seja, uma
agao apenas em uma vizinhanga da identidade).

33.3.1 A Derivada de Lie

Esta secdo é dedicada & nocao de derivada de Lie*® em relacdo a um campo vetorial diferencidvel, uma nocéo que encontra
diversos usos na Geometria Riemanniana, na Teoria da Relatividade Geral e na Mecanica Classica, particularmente no
estudo de transformagoes de simetria (especialmente aquelas associadas a difeomorfismos gerados por campos vetoriais).

A derivada de Lie desempenha também um papel na discussao sobre isometrias em variedades dotadas de tensores
métricos e conexoes de Levi-Civita. Isso é o objeto da nossa discussao sobre campos de Killing na Segao 34.5, pagina
1712.

Como vimos acima, se A é um campo vetorial diferencidvel, entdo para cada ¢, o mapa exponencial ¢;* = exp(tA)
define uma aplicagao diferencidvel de M em M. Seja (dqbf)p : TpM — Tyap,) M seu pushforward (aplicagao diferencial)

e seja (d(;ﬁf);A(p) : T;A(p)M — T3 M seu pullback.
t t
Se A é um campo vetorial diferencidvel, a derivada de Lie em relacao a A de um campo escalar, vetorial, ou tensorial,
consiste grosso modo na taxa de variacao desse campo ao longo do fluxo exp(tA)(p), calculada no ponto inicial p desse

fluxo. Em grau crescente de dificuldade, vamos mostrar como essa ideia é implementada, comegando com campos
escalares e chegando ao caso geral de campos tensoriais.

e A derivada de Lie para campos escalares

Seja p € M, seja I um intervalo de valores de t em R onde ¢{!(p) esteja definido e seja f : M — R uma funcio
diferencidvel. Para cada p € M a fungao I 5t +—— f ((btA (p)) € R descreve a evolucao de f ao longo da curva integral
gerada por A e que passa por p em ¢t = 0. Definimos a derivada de Lie de f em p como sendo a taxa de variagdo de

f(oi(p)) em t =0, ou seja,
(Caf)v) = 161 ))

t=0
Essa derivada pode ser determinada com auxilio de uma carta local (U, h) com p € U (restringindo, se necessério, o

intervalo I, de modo que ¢;*(p) € U para todo t € I). Escrevamos h(p) = (z!, ..., 2™) e seja
; 0
Ay = d (2 ..., 2™) —
027 ()
a expressao local de A na carta U. Seja também h(¢;“ (p)) = (y}, ..., y™). Teremos, pela definicio do fluxo ¢,
% (.1 m ; 1 1 m\ __ 1 m
g = d(yfs .o, yt), J {1, ..., m}, com (Yo, - uyt) = (=, ..., a™)

26Marius Sophus Lie (1842-1899).
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(vide (33.65)). Assim, f(¢i'(p)) = foh ' (y}, ..., yi") e, portanto, pela regra da cadeia, temos para t fixo
i(f o h_l(yl ym)> _ 9(foh™t) (yl ym)d_yf
dt ty t 81‘-] ty t dt
. o O(foh™! my (33.60)
= a(yis -\ Y )%(y# s ) =T AN A -

Portanto, concluimos que

(Laf)p) = A(f)p (33.67)

para todo p € M. E imediado por essa relagao que, para campos duas vezes diferenciaveis A e B, tem-se
Lalpf—Lplaf = Lia pf (33.68)

relagcao essa que veremos ter validade muito mais geral. Fagamos, por fim, a simples porém 1til observagao que se f e g
sao funcoes diferencidveis de M em R, entao vale

La(fg) = f(Lag)+(Laf)g, (33.69)

como se vé facilmente com uso da regra de Leibniz.

e A derivada de Lie para campos vetoriais

Seja p € M, seja I um intervalo de valores de t em R onde ¢{*(p) esteja definido e seja B um campo vetorial
diferencidvel. O mapa I >t +— (d(j)ét) oA( )B(qﬁf (p)) € T, M define uma aplicagao de I sobre o espaco tangente T,M.
t P

Para B, um campo vetorial diferenciavel, a expressao

d

(LaB)(p) = = {(dqsf“t (33.70)

) ot (P)B (¢24 (p)) ] t=0

define a chamada derivada de Lie de B em relacao ao campo A.

As ideias por tras dessa definicdo sdo as seguintes. Para ¢ variando, a expressido ¢{ (p) representa a evolucio do
ponto p ao longo de uma curva integral definida pelo campo vetorial A. Assim, para t variando, B(qb;4 (p)) representa
a evolugao do campo B ao longo dessa curva integral. Gostariamos de calcular a taxa de variacao no tempo dessa
evolugdo de B ao longo da curva integral do campo A, mais precisamente, sobre o ponto p (que corresponde a t = 0).

Ingenuamente, poderiamos para isso tomar o limite lim;_g % (B (cZ)f (p)) —-B (p)) Essa expressao, porém, nao faz sentido,
pois B(gf)g4 (p)) e B(p) vivem e espagos vetoriais diferentes: o primeiro em T¢{‘x (M e o segundo em T,M e, portanto,

a diferenca B(gf)g4 (p)) — B(p) sequer definida estd. Para corrigir isso, usamos o pushforward (dd)ét) A o qual leva
¢t p

¢i‘t(¢f‘) = T,M. Com isso, a expressao % <<d¢ét)¢?(p)B<¢f (p)) - B(p)) passa

a fazer sentido, pois é a diferencga de dois vetores de T, M. No limite ¢ — O isso fornece a taxa de variagao procurada e
coincide com a derivada do lado direito de (33.70). Essas sao as ideias expressas na definicao (33.70).

vetores de Td)tA )M em vetores de T

(p

Antes de generalizarmos a definicdo da derivada de Lie sobre campos tensoriais gerais apresentemos os seguintes
resultados relevantes:

Proposigao 33.9 Para campos vetoriais diferencidveis A e B, wvale
LaB = [A, B]. (33.71)
Como consequéncia disso, valem também os sequintes resultados:

1. Para campos vetoriais diferencidveis A e B, tem-se

LuB = —LpA. (33.72)
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2. LaB € linear em A e B:
LoyAi+ara, B = a1 La, B+ ala,B (33.73)

La(B1Br+ p2B2) = p1LaBi+ f2LaBs, (33.74)

com ay, ag, B1, B2 constantes e A, A1, As, B, By, By campos diferencidveis.

3. Para A e B campos diferencidveis e para uma funcao g : M — R diferencidvel, tem-se

La(gB) = A(9)B +g[A, B] = A(g)B+9gLaB = (Lag)B+gLaB (33.75)

e
LgaB = —B(g)A+g[A, Bl = —B(9)A+gLaB = —(Lpg)A+gLaB. (33.76)

4. Valem

Lia,B) = Lalp—Lpla (33.77)

e
La [B, C] = [LAB, C} + [B, LAC] , (33.78)
para A, B e C duas vezes diferencidveis. O

Prova. A prova da igualdade (33.71) é um pouco técnica e apresentamo-lo em separado no Apéndice 33.A, pagina 1642. A
relagdo (33.72) é evidente por (33.71). As relagoes (33.73) e (33.74) seguem trivialmente de (33.71). As relagoes (33.75) e
(33.76) seguem imediatamente de (33.71) e de (33.63), usando também (33.67). A eq. (33.76) também pode ser obtida de
(33.75) usando (33.72). Por (33.71), valem £4, 5C = [[A, B], C], £La(£5C) = [A, [B, C]] e £5(£aC) = [B, [4, C]].
Da identidade de Jacobi (33.62) e da antissimetria do comutador, segue L4, 5)C = £a(LpC) — L (LaC) (verifique!),
que ¢ a relacdo (33.77). A relagdo (33.78) é também imediata por (33.71) e pela identidade de Jacobi (33.62). A eq.
(33.78) também segue de (33.77) com uso de (33.72). |

As relagoes (33.71) e (33.61) fornecem a expressao local de £ 4 B:

ob' da' 0
B, = B —pF | — — .
LB, (a (axk) b (8zk)) (h(p)) i (33.79)
Vemos, em particular, que
0 da’ 0
La+= = — < i) (h(p)) — (33.80)
or h(p) Or oz’ hp)

expressao essa que usaremos mais adiante.

e A derivada de Lie para campos covetoriais

Nosso primeiro passo é estender a definicao de derivada de Lie a campos de covetores. Como antes A é um campo
vetorial em A e ¢! o fluxo que o mesmo gera.

Seja p € M, seja I um intervalo de valores de ¢t em R onde ¢{ (p) esteja definido e seja w um campo covetorial

diferenciavel. O mapa I >t —> (dqbf) Wy (p) € T, M define uma aplicagao de I sobre o espago cotangente T, M.

o (p)

d *
(a)) = 5| (@6),, wern)

define a chamada derivada de Lie de w em relacao ao campo A. A expressao local de L w em uma carta local de

coordenadas h(p) = (z!, ..., a™) é

A expressao

(33.81)

t=0

(aw), = [ (@ 52) 000) + (s 52 ) (0] ' (33.52)

A demonstragdo encontra-se no Apéndice 33.A, pagina 1642.
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Vemos, em particular, que
i da’ ,
Ladzt|, = (@) (h(p)) dz’|, , (33.83)
expressao essa que usaremos mais adiante.
E evidente por (33.82) que £ 4w é linear em A e em w. Também segue facilmente de (33.82) (verifique!) que para
uma funcao diferenciavel g : M — R, tem-se
La(gw) = A(g)w + gL aw e Lgaw = glaw+ (w, A) dg*, (33.84)
sendo dg,, : T)R — T )M o pullback de g : M — R, expresso em uma carta local como dg* = %d:ﬂl. Vide (33.54).

E. 33.16 Ezercicio. Um exercicio simples, porém iitil ao estudante, é mostrar que vale
Lalpw—Lplaw = L, pw (33.85)

para campos duas vezes diferencidveis A, B e w. A sugestdo é calcular LaLpw e LpLpw empregando a expressdo local (33.82) e,
em seguida, calcular L4, pjw, usando também (33.82) e a expressdo local (33.61) para o comutador de dois campos. Apds alguns
cancelamentos obtém-se (33.85). *

O exercicio que segue mostra uma relagao entre a derivada de Lie de campos vetoriais e a derivada de Lie de campos
covetoriais.

E. 33.17 Ezercicio. Mostre que
(w, £aB) = —(Law, B) + A((w, B)). (33.86)

para campos vetoriais diferencidveis A e B e para um campo covetorial diferencidvel w. Sugestio: use as expressdes locais para L4 B e
Law.

Como A({w, B)) = La(w, B) (vide (33.67)), a identidade (33.86) estd dizendo-nos que
La{w, B) = (Law, B)+{w, LaB), (33.87)

uma espécie de regra Leibniz para a derivada de Lie.

Observacio: A expressdo (33.87) (e, portanto, também a expressdo (33.86)) pode ser alternativamente obtida diretamente da definicdo
de LA<w, B> como derivada de relagcdo a t de <w, B>¢A, em t = 0, usando-se ainda a expressdo local de <w, B> e a regra de Leibniz
t

usual. *

e A derivada de Lie para campos tensoriais. Um caso particular

Para estendermos a derivacao de Lie para tensores, vamos tratar de um caso particular. Sema 7" um campo tensorial
de tipo (0, 2), de sorte que para campos vetoriais B, C € X(M) esteja definida a forma bilinear T (B, C') como uma
fungao infinitamente diferenciavel na variedade.

Podemos definir a derivada de Lie de T em relacdo a um campo A, que denotaremos por £ 47 impondo-se a regra de
Leibniz da seguinte forma:

LA(T(B, C)) = (£LaT)(B, C)+T(LaB, C)+T(B, £aC) . (33.88)

Como T'(B, C) é uma grandeza escalar, isso significa que £ 4 (T(B, C)) = A(T(B, C)) Com isso L 4T é definida como
sendo o campo tensorial de mesmo tipo (0, 2) dado por

(£AT)(B, C) == A(T(B, C)) =T(£aB, C) —=T(B, £4C) = A(T(B, C)) ~T([A, B], C) =T(B, [A, C]) . (33.89)

Esta claro que essa expressao define £ 47 em termos de objetos ja previamente definidos e que a ideia pode ser levada
adiande, definindo-se £ 4 sobre um campo tensorial T' de tipo (a, b) como uma outro campo tensorial de mesmo tipo
(a, b) de sorte a respeitar a linearidade e a satisfazer a regra de Leibniz.

Vamos agora indicar uma maneira de fazer isso de forma sistematica.
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e A derivada de Lie para campos tensoriais. Caso geral

Seja T um campo tensorial de tipo (a, b), mais especificamente, com T}, € (®% T,,M) ® (®lﬁ{ T;M). Seguindo as
ideias que discutimos acima para definir-se a derivada de Lie em campos vetoriais e co-vetoriais, definimos a derivada de
Lie £ AT por

d

(£aT)y = = | (d02) ya ) @+ @ (d020) 4 ) O (d671) G - O () L ) Tt . (33.90)

a vezes b vezes +=0

E claro por essa definigdo que (£47T), é novamente um elemento de ( Ok TpM) ® ( ®l]§ T;M) Para outros tensores de
tipo (a, b) a generalizagdo da defini¢do é ébvia: basta permutar adequadamente os fatores (dd)ét) s2(p) © (dd){‘); A(p)”
t t

Em uma carta (U, h), com p € U, obtemos de (33.90), pela regra de Leibniz aplicada & diferenciagao em ¢,

0 ia ia
QR - QR = ®R dﬂ?h(;; - ®R dlﬂh(;l)’

(LaT)p = La (T“ B 'La+b) i Oxlta

ok h(p) O™

h(p) h(p)

a a a
4 T e B QR QR | La — ®R - OR 5 OR daio+t RR - QR d;ﬂa+b
s L 1 02 ) O™ |1 ) e T "
a+b Pl .
ta+1 la
+ D PR+ QR D RR d:L'h(;) (LAd:Eh(p)) - QR dl‘h(;;‘| . (33.91)
l=a+1 h(p) h(p)

A demonstracao de (33.91) a partir da definigdo (33.90) encontra-se no Apéndice 33.B, pdgina 1643.

Com uso das férmulas (33.80) e (33.83), a relacdo (33.91) fornece uma expressao explicita para o célculo da derivada
de Lie de um tensor como 7'. Vide (33.95), adiante.

E também claro pela prépria expressao (33.91) que o termo entre colchetes [ . ] ( as somatdérias em k e [ na segunda

e terceira linhas) representam

0 .
L4 - QR - QR - RR d:E ‘a1 e @p drett ] .
<8$“ h(p) Oxla h(p) h(p ) h(p)
Assim, (33.91) diz-nos que
s Ti1~~~ia h 0 d la+1 d tatb
A tat1latn ( (p)) Ori R - Or Oxia QR AT}, ) @ " OR ATy
h(p) h(p)
11l a 8 Ga+t1 ia
= Ly (T i (h(p))) Er o QR - QR pron o) R dxh(;) - QR dxh(;l)’
i nioNoa | 22 dgio daier ) L (33.92
- arrian (MP)LA | 5om| Or-OR 5o @z @R @rduiy | (33.92)

h(p) h(p)

e Alguns exercicios

Com os ingredientes acima os exercicios a seguir devem ser relativamente faceis ao leitor.

E. 33.18 Ezercicio. Justifique a regra de Leibniz (33.88) com base na defini¢do (33.90) ou na sua forma final, (33.92). *
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E. 33.19 Ezercicio. Sejam T e T> dois campos tensoriais diferencidveis, ndo necessariamente de mesmo tipo. Mostre que
La(Ti®@rTe) = (LaT)) @& To+Ti @r (LaTh) . (33.93)

Sugestgo: Use (33.91) e/ou (33.92), assim como (33.69). *

E. 33.20 Ezercicio. Mostre, generalizando resultados anteriores, que para um campo tensorial duas vezes diferencidvel T' tem-se
La(LBT) —Lp(LaT) = Lia, 5T, (33.94)

com A e B sendo campos vetoriais duas vezes diferencidveis. Sugestdo: Use (33.91) e (33.92) para determinar a diferenca LaLpT —
LpLaT. Apbs diversos cancelamentos, mostre que o que resta é a expressdo (33.91), porém com L 4 substituida por Lalp — LpLa,

. i1ia )
agindo nos fatores T’ ia41 iatd ' Daih

e dm;l(p). Use entdo o fato j& provado anteriormente que Lalp — LpLla = L4, B

h(p)
quando esses operadores agem em campos escalares, vetoriais ou covetoriais (relagdes (33.68), (33.77) e (33.85)). *

E. 33.21 FEzercicio. Usando as férmulas (33.91), (33.80) e (33.83), mostre que as componentes de £ 47 na base

0 3] i i
— QR QR m—— @r dz,%") QR -+ Qr d, P
{ale ) Ozia h(p) (p) (p)
sdo
P 0 " i da'* AL da’t
1 a _ J i1 lag _ i1 Jkta i1-iq
(CaT) ™ = s (T ) kZT fob1-ints G lz T i g+ (3395)
=1 =a+1
onde T Ik ta significa que o indice i; é substituido pelo indice j, e analogamente para T e *

fag1 - Gatb Gat1 - J1 tatd

33.4 Exemplos de Variedades Topoldgicas e Diferenciaveis

A presente secdo é dedicada a discussdo de exemplos de variedades topolégicas e diferencidveis e suas construgoes. O
estudante é estimulado a procura-la sempre que possivel ou necessario.

Os exemplos mais basicos de variedades diferencidveis de dimensao n € IN sao os espacos R™ dotados da topologia
usual e das cartas locais de coordenadas definidas pela fungao identidade. Com essa estrutura temos a chamada variedade
R™ padrao. Nao nos deteremos com mais elaboracoes sobre esses exemplos, mas recordamos o leitor dos seguintes fatos
j4 mencionados: R* possui uma colecio nio-contavel de estruturas diferencidveis distintas da estrutura diferencidvel do
R* padrdo. Em todos os demais espacos R™ com n # 4 a estrutura diferencidvel padrio é a tinica existente.

33.4.1 Uma Variedade Topolégica Paracompacta nao Segundo-Contavel
Nesta se¢ao apresentamos um exemplo ilustrativo de uma variedade topolégica paracompacta que nao é segundo-contavel.

Exemplo 33.3 Seja W um subconjunto nao-contdvel de R (por exemplo, W = R ou W = R\ Q, o conjunto dos niimeros
irracionais). Seja X = R x W C R?. Considere-se em X a topologia T gerada por todos os conjuntos da forma A x {y} :=
{(:v, y), com x € A}, com y € W e A € g, um aberto na topologia usual de R. Note-se que 7 néo coincide com a topologia
induzida em X C R? pela topologia T2, a topologia usual de R?.

E fécil constatar que (X, 7) possui uma cole¢ao nao-contdvel de componentes conexas, pois X = U (IR X {y}), uma uniao
yeW

disjunta, sendo que cada conjunto R x {y}, com y € W, é um 7-aberto conexo. Vamos demonstrar as quatro afirmagoes seguintes:

a) o espago topoldgico (X, 7) é localmente Euclidiano de dimensao 1; b) o espago topoldgico (X, 7) é Hausdorff; ¢) o espago

topoldgico (X, 7) ndo é segundo-contdvel e d) o espago topoldgico (X, 7) é paracompacto. Isso estabelecerd que o espago topoldgico

(X, 7) é uma variedade topoldgica paracompacta mas nao segundo-contdvel. Vamos as demonstragoes dessas quatro afirmativas.

a. Seja (z, y) € X, comz € Rey € W, arbitrarios. E claro que para qualquer > 0 tem-se (z, y) € (z—r, z+r)x{y} =V € .
E claro que V é uma vizinhanga 7-aberta de (z, y) € X e facil constatar (faga-o!) que a aplicacao hyv : V — R dada por
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hv ((a, y)) =a,com z—r < a < x+r,éum homeomorfismo de V em (x —r, £+7), que é um aberto em R. Isso estabelece
que cada (z, y) € X possui ao menos uma vizinhanga aberta localmente Euclidiana de dimenséo 1 e, portanto, que (X, 7)
é um espago topoldgico localmente Euclidiano de dimenséao 1.

b. Sejam p1 = (z1, y1) e p2 = (z2, y2) dois pontos distintos arbitrdrios de X. Tome-se r > 0 e sejam A; e Ay os conjuntos
T-abertos dados por A1 = (z1 —r, 1 +7) X {y1} e A2 = (x2 — 7, z2+7) X {y2}. Sempre tem-se p1 € A1 e p2 € Az. Além
disso, se y1 # y2 tem-se que A1 N A2 = (. Se, porém, tivermos y1 = y2 valerd também A; N A2 = @) desde que escolhamos
r < |z1 — z2|/2. Esses fatos reunidos estabelecem que o espago topoldgico (X, 7) tem a propriedade de Hausdorff.

c. Seja B uma base em 7. Entéo, por defini¢do, todo elemento de 7 pode ser escrito como unido de elementos de B. Assim, para
cada y € W existe uma cole¢io nio-vazia B, de elementos de B cuja unido é o T-aberto (0, 1) x {y}. E evidente que todos
os elementos de B, sao da forma B x {y} com B € 7 (doutra forma sua unido conteria algum ponto (z, y') com y’ # y).
Isso implica que as colegoes B, sdo disjuntas para y’s diferentes. Assim, B contém a unido disjunta nao-contavel Uyew By
e, portanto, como nenhum B, é vazio, a base B ndo pode ser contdvel. Isso estabelece que espago topolégico (X, 7) néo é
segundo-contavel.

d. A topologia 7 é a topologia gerada por todos os conjuntos A x {y}, com A € Tr e y € W. Pela Proposicao 27.3, pdgina
1346, é ficil ver que todo T-aberto é a unido de conjuntos da forma A x {y}, com A € Tr ey € W.

Seja A = {Bm TS Q} um recobrimento de X por 7-abertos. Como os elementos B, de A s@o T-abertos, temos pelo
comentdrio acima que cada B, é da forma

B, = U (A/\ X {y/\}) )

AEA,

com Ay € Tr e yx € W, sendo A, um conjunto de indices (que pode depender de p € Q). Assim,

A=< (Ax{n}), pea

AEAL
Segue facilmente disso que a cole¢do de T-abertos dada por
B = {AAx{yA}, A€ UAH}
HESR

é um refinamento de A (justifique!). Como A e B recobrem X, para cada y € W deve haver ao menos um X € |J
que yx € y. Assim, podemos escrever B como a unido disjunta

uea Mo tal

B = U By, onde B, = {Aﬂ, x {y}, v € Fy} ,
yew

sendo Iy, := {)\ € Unea Al yn = y}.
Claro estd que cada B, deve recobrir o conjunto R x {y} (doutra forma B nao poderia recobrir X). Logo, para cada y € W

a colecdo {A,, 7 € I'y} é um recobrimento de R por 7g-abertos. Como (R, Tr) é paracompacto (pelo Coroldrio 32.11,
pagina 1554), cada {A,, v € I'y} possui um refinamento localmente finito C,. Defina-se

¢:= (J{cx{y} Ccee,}.

Agora, C é um refinamento localmente finito de B e de A, pois dado (z, y) € X, existe, pela paracompacidade de (R, ),
uma vizinhanga aberta V' x {y} de (z, y), com = € V € 7r, que intercepta apenas uma cole¢do finita de elementos de
Cy x {y} C €. Isso conclui a prova que (X, 7) é um espago topoldgico paracompacto, mas nao segundo-contdvel.

Esse exemplo ilustra bem o comentario acima de que toda variedade topoldgica que é paracompacta mas nao é segundo-contavel
possui uma cole¢do nao-contavel de componentes conexas. i

E. 33.22 FEzercicio. Mostre que se tomarmos W como um conjunto enumerdvel no Exemplo 33.3, entdo (X, 7) serd um espago
topolégico segundo-contavel e, portanto, serd uma variedade topoldgica segundo-contavel.

Pelo supracitado Teorema de Whitney, X pode neste caso ser mergulhado em R2. Indiquemos como isso pode ser feito. Seja
W = {y», n € N} uma contagem de W. Defina-se f : X — R? por

F(G ) = (o 2GR o)

para cada z € R e n € IN. O conjunto imagem f(X) de X por f é J22, ((n—1, n) x {0}) C R?. Mostre que f é um homeomorfismo
em sua imagem e, portanto, que é um mergulho de X em R?. *
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33.4.2 O Grafico de uma Funcgao Real em R"

No que segue, denotaremos por || - |, a norma Euclidiana usual em R™.

Seja O C R™ um aberto conexo (na topologia usual de R") e seja F' : O — R uma funcdo continua. O conjunto de
pontos 8 := {(z', ..., 2", F(z', ..., 2™)), com (z', ..., ") € O} C R""!, que compdem o grafico de F, define
uma superficie em R"*!. A topologia usual de R"*! induz uma topologia 7 em 8 (a nogao de topologia induzida foi

introduzida na Secdo 27.2.4, pagina 1348). Essa topologia é a topologia induzida pela métrica de R"** em 8:

i((r, F@), (5 FW)) = ||e, F@) ~ @ F@)l,py = Ve~ ol2 + (F@) - F)°

Aqui, z = (2!, ..., 2") ey = (y!, ..., y") sdo elementos de O.

A topologia 7 em 8 é, portanto, uma topologia métrica. Assim, o espago topolégico (8, 7) é Hausdorff. E facil provar,
usando a continuidade de F' que o conjunto contdvel {(x, F(x)), € ONQ"} é 7-denso em 8.

E. 33.23 Ezercicio. Demonstre essa afirmac3o! *

Assim, (8, 7) é um espago topoldgico separavel e, pela Proposigao 27.15, pagina 1359, é também segundo-contavel.
Exemplos de abertos Euclidianos nessa topologia sao os conjuntos F(xg, r) := {(:c, F(:c)), com z € O tal que ||z —

Toln < 7"}, sendo que xg € O e r é pequeno o suficiente para a bola aberta de raio r centrada em z esteja contida em O.

E. 33.24 Ezercicio. Use a continuidade de F' para mostrar que formalmente que F(zo, r) é um aberto na topologia induzida pela
topologia usual de R"*! em 8. Mostre, para tal que para cada € > 0 existe > 0 tal que H (m, F(m)) - (y7 F(y))Hn_H < €+ r sempre
que ||z — ylln <. *

As cartas locais de coordenadas para tais abertos Euclidianos sao pares (’J" (xo, T), hxg,r), onde as cartas de coor-
denadas sao as fungoes hy,, » : F(xo, ) — O dadas por hxoyr(:c, F(:c)) := z. E um exercicio simples demonstrar que a
colecdo de tais pares (’J"(:co, T), hzo,r) compde um n-atlas em 8. Note-se também que hzo,r(ﬁ"(:co, 7")) = B(xo, 1), a
bola aberta em R™ de raio r centrada em xg.

Se U = F(xg, 7) e V. =F(xp, r') sdo duas cartas locais com U NV # ), é facil ver que as correspondentes fungoes de
transicdo sdo dadas por Hy, v (z) = x, com z no seu correspondente dominio aberto.

O espaco topoldgico (8, 7) é, portanto, localmente Euclidiano (e portanto, pela Proposi¢ao 33.1, pagina 1585) é
localmente compacto.

Por ser Hausdorff, segundo-contével e localmente compacto, o espago topoldgico (8, 7) é também paracompacto (pelo
Teorema 32.26, pagina 1552). Esse fato ja poderia ter sido anunciado quando afirmamos que (8, 7) é um espaco métrico,
devido ao Teorema de A. H. Stone, Teorema 32.27, da pagina 1554.

Concluimos dessa discussao que (8, 7) é uma variedade topoldgica.

Nesse exemplo, podemos, em verdade, considerar um atlas de apenas uma carta, a saber, a carta (8, h), onde
h:8 — O é dada por h(ac, F(ac)) = 7.

E. 33.25 Ezercicio. Mostre que esse atlas é compativel com o anterior. *

Como vimos acima, as fungées de transicdo sdo Hy, v () = . Como essas fungdes sdo infinitamente diferencidveis,
segue que (8, 7) é também uma variedade infinitamente diferencidvel. Note-se que isso independe do fato de F' ser
diferencidvel ou nao, pois apenas assumimos acima que F' é continua.

H4 nisso alguns pontos sutis que queremos apontar ao leitor. A variedade (8, 7), acima descrita, é uma subvariedade
topoldgica de R™1 e é até mesmo uma variedade diferencidvel (mesmo que F nao seja diferencidvel!). No entanto, se F
nao for diferencidvel, (8, 7) nio serd uma subvariedade diferencidvel de R"*!! Na Se¢ao 33.4.2.1, pagina 1628 discutimos
um tal exemplo, o dos chamados cones n-dimensionais.

Assim, o cone bidimensional com vértice na origem,

K2 {(9317 22, (Zl)2+(1'2)2) (@, 2?) e R2} ,
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por exemplo, é uma variedade diferencidvel no sentido exposto acima, para O = R? e F (2!, 22) = /(1) + (22)2, mas
nao é uma subvariedade diferencidvel de R?, pois F' nao é diferencidvel em (0, 0).

H4 nisso uma ideia geral. Se uma variedade topolégica M for homeomorfa a algum R"™, podemos fazer dela uma
variedade diferencidvel usando o homeomorfismo para induzir em M a estrutura diferencidvel de R™. Isso nao garante,
porém, que M seja difeomorfa a alguma subvariedade de algum R™, com m > n. Foi o que fizemos acima quando
tratamos da superficie §: usamos o homeomorfismo h : § — O dado por h(:c, F (:c)) = z para induzir a estrutura
diferencidvel de R™ sobre § e isso pode ser feito mesmo quando F' néo for diferencidvel, mas nesse caso nao resulta uma
subvariedade diferencidvel de R™*1.

e O caso em que F' é diferenciavel

No caso em que F' é diferencidvel, podemos estabelecer que seu grafico é uma subvariedade diferencidvel da variedade
R"™*!. Na Secdo 33.4.2.1, pagina 1628, mostramos em um exemplo o que pode ocorrer se F' nao for diferencidvel em um
ponto.

Proposigao 33.10 Seja O um aberto de R™ e seja F : O — R diferencidvel. Entao, o grdfico de F definido acima,
§:={(x, F), z € O} é uma subvariedade diferencidvel da variedade R"™* padrdo. O

Prova. Tudo o que resta a fazer é provar que a inclusio ¢ = ig gn+1 é uma imersao.

Por simplicidade, consideremos em 8§ um atlas de apenas uma carta, a saber, (8, h), onde h : § — O é dada por
h(z, F(z)) = 2. Aquiz = (2!, ..., 2™) € O.

Para R™*! consideremos também um atlas de uma tnica carta local de coordenadas, a saber, (R"™! h?), onde
h? : R™™! — R™™! ¢ a carta de coordenadas trivial em R™*!, definida de sorte que h2(y', ..., y™™) = (y', ..., y" ™).

Seja p € (z, F(z)) €8, com o que temos h(p) =z = (2!, ..., 2") € O e K%(p) = (a, ..., 2", F(a', ..., 2™)). O
espaco tangente T,8 serd dado por

0 0
T8 = ot —| 40" — W ER,VEke{l, ..., n}
{ 0 |n(p) 0™ |1y ’ Y ’
que claramente ¢é isomorfo ao espaco vetorial R™. J4 para um ponto ¢ = (3, ... ") € R"*! o espago tangente sera
Tq]R"H{wl— ottt —— w €R, VIe{l, ... n+1}}.
1 +1 Y k) Y Y
dy p oy™ p
A inclusao i = ig gnt1 € dada por z((x, F(x)) = (x, F(:U)), com z = (2!, ..., 2") € O. Por definigao, i serd
diferencidvel se i o h™! : O — R"*! o for. Mas (ioh™')(a?, ..., 2")) = (a!, ..., 2", F(a', ..., 2")). Como F ¢
diferencidvel, concluimos que a inclusao ¢ também o é.
Temos que h2oioh™!: O — R ¢é dada por
(h20i0h_1)($1, cee ac") = (acl, L 2 G ac")) =: (yl(acl7 o @), oyt et x”)) :

Portanto, (di), : Tp8 — T;;,»)R"™! é dada por

) - 0 (33.47) " 0
Z k Z l
(dl)p< U Oak h2( ) ( v oyt
k=1 P) =1

Verifique! E evidente por essa expressdao que ZZZI v

0
hw)) U

€ T,8 é um elemento do niucleo de (di), (o conjunto dos

n
Dy |
2 Oxk 2
h2(p) k=1 h2(p)
kE _d ‘
dxF |h(p)
vetores levados por (di), no vetor nulo) se e somente se todos os v¥’s forem nulos. Logo, (di)p ¢é injetora e, portanto
i = ig gn+1 € uma imersao, concluindo que 8 é uma subvariedade diferencidvel de R+ |
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33.4.2.1 Cones. E Um Estudo de Caso

Para n € IN o chamado n-cone, ou cone n-dimensional, denotado pelo simbolo K™, é definido como o gréafico da fungao

R"> (21, ..., 2") —> \/(m1)2+---+ (:E")2 € R, ou seja,

K" .= {(xl, o,z \/(11)2+~-~+(:c”)2>} c R

Como K™ é o grafico de uma fungao continua, K™ é uma variedade topoldgica e, no sentido explicitado acima, é uma

. . . . - 2 2 . . . .
variedade diferencidvel, e isso apesar de a fungao F(z!, ..., 2") := \/(:El) +--+ (:E") nao ser diferencidvel na origem!
Porém, K™ nao é uma subvariedade diferenciavel de R™. Para tornar isso claro, estudemos o caso mais simples do cone
unidimensional K*.

e Um estudo de caso. O cone unidimensional

Para uma melhor compreensao de certas nogoes, é por vezes interessante estudarmos alguns casos especiais que sirvam
de exemplo para certas instancias e de contraexemplo para outras.

Considere-se N = R? enquanto variedade diferencidvel (com a topologia e estrutura diferencidvel usuais) e seja
M C N definido por M = K! := {(x, |x|), T € ]R}. Claramente, trata-se do cone unidimensional, o grafico da fungao
F(x) = |z|. Podemos adotar em M a topologia induzida pela topologia usual de R? e, como discutimos, M serd uma
variedade topolégica, em verdade uma subvariedade topolégica de R? com um atlas A{(M, h)} composto de uma tinica
carta local de coordenadas com a carta local M e com a carta de coordenadas h: M — R definida por A ( (z, |ac|)) =z
Tem-se que h é um homeomorfismo e que A~ : R — M ¢ dada por h=!(z) = (x, |Jc|)7 z € R.

Como vimos, a fungao de transicao dessa carta nela mesma é a identidade e concluimos que M é, com essas estru-
turas, uma variedade diferencidvel. A questdao que agora queremos colocar é: serd essa variedade diferencidvel M uma
subvariedade diferencidvel de N? Como veremos isso nao é o caso e, nisso, o fato de a funcdo |z| ndo ser diferencidvel
em z = 0 tem um papel decisivo. Precisamos ainda de alguma preparagao.

Uma funcao f : M — R serd diferencidvel, segundo nossas definicdes prévias, se foh™' : R — R for diferencidvel, ou
seja, se a fungao foh~1(z) := f((ac, |ac|)) for diferencidvel.

3

Seja I um intervalo aberto de R e seja I 3 t — c(t) = (x(t), |z(t)|) uma curva em M. Aqui I >t — z(t) é
alguma fungdo de R em R. Segundo nossas definigoes prévias, ¢ serd uma curva diferenciavel se I — h o ¢ for uma
fungao diferencidvel em R. Agora, h o ¢(t) = z(t). Assim, ¢ é uma curva diferencidvel se a fungao z(t) for uma fungéo
diferencidvel de I em R.

Assim, para p € M e ¢ uma curva diferencidvel de passa por p em ¢t = 0, temos

d(hoc)

S = a(0)

Ainda segundo nossas defini¢oes temos, para uma funcao diferencidvel f : M — R e para p = (30(0)7 |ac(0)|) e M,

a(f o)

(), f = (7o) = %<(foh‘1(z))o(hoc)> — o) W

t=0 t=0

Assim, concluimos que para p = (:U, |x|) temos

T,M = Ui ,vER :{Ui ,UER},
axh(p) or|,

que, muito claramente, ¢ um espaco vetorial isomorfo ao espaco vetorial unidimensional R. J4 o espaco tangente T,N
com q € N na forma ¢ = (y', y?) € R?, temos

2

Oy>

;o 0P eRY
(y',y?)

(vt v?)
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que, muito claramente, é um espaco vetorial isomorfo ao espaco vetorial bidimensional R?2.

E importante chamar a atencio do leitor para o fato que T, M existe mesmo no ponto p = (0, |0]) = (0, 0) € M, onde
o cone M tem seu vértice. O leitor poderd achar isso estranho, pois M forma um “bico” nesse ponto e |z| ndo é uma
funcao diferencidvel no mesmo. Porém, com as estruturas que empregamos M é uma variedade diferenciavel e, portanto,
possui um espaco tangente em cada um de seus pontos. O que esta ocultamente ocorrendo é que estamos identificando o
conjunto unidimensional M com R, que é uma variedade diferencidvel e, com essa identificagao, estamos transplantando
toda a estrutura que faz de R uma variedade diferencidvel para M.

Podemos agora abordar a questao de se M, com a estrutura diferencidvel acima, é uma subvariedade diferencidvel de
N = R?. Para responder a essa questdao precisamos saber se a inclusdo iy, y de M em N é uma imersao e, para isso,
precisamos saber 1% se a inclusdo iy, x ¢ diferencidvel e 22 se a aplicagao diferencial (dinar, n)p @ TpM — T4y N €
injetora. Se as respostas a ambas as questoes fossem afirmativas, entao M seria uma subvariedade diferenciavel de N.

Para responder a 1% questao, lembremos que ¢y, v é diferencidvel se iy, v © h~™': R — R?2 o for. Agora, a inclusao
iv, N € dada por in, n((z, |z])) = (2, |z|). Logo, (inr,n o h™1)(z) = (z, |z[). Porém, essa ndo é ¢ uma fungao
diferenciavel de R em R? no ponto = 0 (pois, como é bem sabido, a funcdo |z| ndo é diferencidvel nesse ponto).

Assim, M nao é uma subvariedade diferencidvel de N.

Note-se que (din, n)p @ TpM — Ty, y(p) N estd definida para p # (0, 0) e tem-se, para v € R,

o)
V 51 —V 5.3 sex <0
(dirt, N)(, Jol) (v L I e O RO ’
) ) ax
* v 2 2 sex >0.
Wi, jzl) O s fal)
com y*, y?) sendo as coordenadas Cartesianas usuais em R2.
E. 33.26 Ezercicio. Verifique! Constate também que (dins, N)(x, |2|) € injetora para x # 0. *

33.4.3 Superficies Regulares em R”

Uma classe importante de variedades diferencidveis é composta pelas chamadas superficies regulares em um espaco
R™. Trata-se do exemplo-gerador, historicamente falando, da nocao de variedade e muitas variedades diferenciaveis
encontradas em aplicacoes sao desse tipo.

A péagina 1615, apresentamos a seguinte definigdo: um conjunto 8§ C R™ é dito ser uma superficie reqular de dimensao
m (com m < n) se for uma subvariedade de dimensao m de R™ (com R™ sendo aqui a variedade diferencidvel R™ padrao).

Muitas vezes uma superficie 8 é dada concretamente, por exemplo, como superficie de nivel de uma fungao F' : R® — R
(i.e., como o conjunto dos pontos satisfazendo F(z!, ..., 2") = ¢ para algum c constante) e, por isso, é ttil termos
condicOes concretas para determinar se § é uma superficie regular no sentido acima. Para isso, presta-se a defini¢ao
alternativa de superficie regular que introduzimos logo adiante.

e Superficies regulares de dimensao m em R™. Definigao

No que segue seguiremos proximamente as defini¢des e as estratégias de demonstragao delineadas em [264] e [265],
adicionando alguns esclarecimentos.

Definicao. Sejam m, n € IN com m < n. Seja §,, C R"™ e consideremos em §,, a topologia 77 induzida pela topologia
usual de R™. Recorde-se que, com essa topologia, 8,, serd Hausdorff e segundo-contavel, pois R™ o é com a topologia
usual. 8, é dito ser uma superficie regular de dimensdo m em RR”™ se possuir um recobrimento por 7;-abertos V tal que,
para cada V € V podemos associar:

1. Um conjunto U C R™, aberto na topologia usual de R™;
2. Uma aplicacao ¢y = ¢ : U — V que satisfaca:

(a) ¢ : U — V é um homeomorfismo;
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(b) ¢ ¢ diferencidvel, i.e., para = (2!, ..., 2™) € U as fungdes (¢'(z!, ..., ™), ..., ¢"(z!, ..., 2™)) =
p(x) € V sao diferencidveis;
001 (a) 2w (x)
(¢) A derivada dep : R™ — R", dada por dep, = oo, , € injetora em todos os pontos de U.
227 (z) B (x)
[
A funcao ¢ : U — V é dita ser uma parametrizagao de V pelos pontos x = (x!, ..., 2™) de U.

No que segue vamos demonstrar que toda superficie regular segundo essa definicao é uma subvariedade diferencidavel
de dimensao m de R”.

Antes de prosseguirmos, facamos algumas observagoes relevantes. Seja A : R™ — R™ uma matriz n x m, com m < n
(como dep) que seja injetiva (como de). Entao, afirmamos que A possui exatamente m linhas linearmente independentes.
O argumento é o seguinte: cada linha de A pode ser vista como um vetor de R™. A matriz A ndo pode possuir mais
que m linhas linearmente independentes, pois em R™ um conjunto de vetores linearmente independentes nao pode ter
mais que m elementos. Se em A ha p linhas linearmente independentes, elas geram um subespaco linear p-dimensional
em R™ e, portanto, se p < m, poderiamos encontrar em R™ ao menos um vetor nao-nulo b ortogonal a essas p linhas.
Mas pela regra de produto de matrizes, valeria entao Ab = 0, contrariando o fato de A ser injetora. Portanto devemos
ter p = m, completando o argumento.

Concluimos das hipéteses acima que em cada ponto x € U a matriz de, possui exatamente m linhas linearmente
independentes. Vamos supor, por simplicidade, que em um dado ponto y € U as m primeiras linhas sejam linearmente

22t (y) B (y)

independentes (o caso geral serd discutido mais adiante). Teremos, portanto, det . . . #£ 0. Como o
6Wﬁ . ' ™
9zl (l) R P 2 (y)

lado esquerdo é uma funcao continua de y, concluimos que deve haver uma vizinhanca aberta U’ C U de y onde esse
determinante também nao se anula e, portanto, onde as m primeiras linhas de d¢ sao linearmente independentes. Em
verdade esse aberto U’ deve coincidir com U, como mostra o seguinte argumento. Se U’ for um subconjunto préprio de
U, entdo o determinante acima deve anular-se na parte da fronteira de U’, contida em U: (8U ! ) NU. Como o nimero
de linhas linearmente independentes de de é sempre igual a m, deve haver, para um ponto x(y de (aU ! ) N U, um outro
conjunto de m linhas de de que sejam linearmente independentes e, portanto, cujo determinante seja nao-nulo. Mas ai,
haveria um aberto em torno desse ponto zy onde esse segundo determinante também é nao-nulo. Esse aberto tem uma
interseccao nao-vazia com U’ e nessa interseccao haveria dois conjuntos distintos de m linhas linearmente independentes,
o que é um absurdo. Assim, podemos assumir que U’ = U.

Vamos provisoriamente nos restringir ao caso em que as m primeiras linhas de dy sao linearmente independen-
tes e vamos definir uma extensao de ¢ : U — V C R", ao conjunto U x R™ "™ extensao essa que denotamos

por ® : (U x R"™) — R", da seguinte forma. Para x = (2!, ..., 2™) € U, escrevamos, como acima, @(x) =
(oM, ..., 2™), ..., ¢"(x!, ..., ™)) € V. Definimos, entao,
&, 2™ ™ 2" = (<I>1(:E1, ™), L, (et L :c"))
. 1.1 1 10,1 1 1
= (gp (', . 2™), o, ™ (et o 2™, ot L ™) ™ o (e L :cm)Jr:E") . (33.96)
Como se vé, as coordenadas 2™+, ..., 2" sdo sucessivamente adicionadas s fungoes ¢™, ..., ¢".

m—+1 —

Claro esta que ® é uma extensao de ¢, pois ® coincide com ¢ quando x .. =2" = 0. E ébvio também que
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[©N

® ¢ diferenciavel e ¢é facil constatar que sua derivada d® : R™ — R”

Op

Op

ol Sl Ozl oz 0 0
9™ .. O™

. . . Ozt ox™ 0 0

a@ =\ : . | = . N . (33.97)

ox ox

sa™ . pa"

Ox! oz
9" .. 9"
Ox! dxm 0 1

A descricdo é clara: as primeiras m colunas compoem a matriz dep. No canto superior a direita temos a matriz m x n
composta por zeros e no canto inferior a direita temos a matriz identidade (n —m) x (n —m).

Afirmamos que d® é uma matriz inversivel em todo o conjunto U x R™™ ™, o dominio de definicao de ®. De fato,
por (33.97) e pela Proposicao 10.3, pdgina 458, temos

dpr .. D¢
ozt dx™
det (d®) = det| : . : | #£0
B Bo™
ozl oz
sempre que (x!, ..., 2™) € U e para quaisquer ™1 ... 2"

Antes de extrairmos as importantes consequéncias dessa fato, perguntamos como procederiamos se as linhas line-
armente independentes de de que escolhemos nao fossem as m primeiras. O que fazemos nesse caso é andlogo: as
coordenadas x™*!, ..., 2" sdo sucessivamente adicionadas as funcdes ¢? correspondentes a linhas linearmente depen-
dentes de de. O resultado é uma matriz d® que difere da de (33.97) pelo fato que os “1”’s aparecem apenas nas linhas
correspondente a linhas linearmente dependentes de dp. Apds uma permutacao de linhas a matriz d® pode ser levada a
forma (33.97), sendo que no bloco m x m superior & esquerda aparecerao as m linhas linearmente independentes de de.
Como uma permutacao de linhas nao altera o determinante de uma matriz concluimos que, também nesse caso, d® serd
nao-singular em todo U x R™"™™.

Sejax € Uesejap = p(u) € §,,. Como d® é ndo-singular em todo U x R™~™ existe, pelo Teorema da Funcao Inversa,
Teorema 25.9, pagina 1315, uma vizinhanca aberta W, C R" de p onde ® possui inversa e essa inversa é igualmente
diferencidvel. Denotamos essa inversa por ® ' : W, — U x R"™ ™. Note-se que a restricao de & la Wy, N 8y, coincide
com a aplicagao inversa de ¢, também quando restrita a W, N &,,.

Como se vé, a colecio W := {W, N 8,,, p € 8,} compde um recobrimento de 8,,. Esse recobrimento é um sub-
recobrimento de V, dado que, por construcao, cada conjunto W, N §,, esta contido em algum V € V. Se W € W e
W CV €V, denotemos por ¢y a restricao de ¢y a W.

Claro esta que A := {(VV, <p;V1), W e W} é um atlas para §,,. Desejamos agora mostrar que, com esse atlas, 8,, é
uma variedade diferenciavel.

Seja g € S, e sejam Wy e Wy dois elementos de W com interseccao W := W; N Wy nao-vazia e que contenham gq.
Sejam ¢, : Uy — Wi e @y : Uy — Wh as respectivas parametrizacoes. Seja U] := Uy Ny H(W) e U := Uy Ny L (W),
dois subconjuntos abertos de R™. Sejam ®; : U] x R"™™ e ®5 : U) x R»™™, tal como definidas acima.

Considere-se a fungao de transicao H := ;' o @, : Uy — U e sua inversa H~ ' := ¢, o, : U] — Ub. Vamos
demonstrar que ambas sdo diferencidveies (e, portanto, que sado difeomorfismos).

Para H, notamos que H := @] Lo, = H := &, o, pois ¢, (Us) C We,em W, ;" e & ! coincidem. Como &' é
diferencidvel em W e ¢, é diferencidvel em U}, concluimos que H : Uj — U] é diferencidvel, por ser a composicao de duas
aplicagoes diferencidveis (regra da cadeia). De forma totalmente andloga prova-se que H 1 : U] — U} é diferencidvel.
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Todos esses fatos dizem-nos que 8,,, é uma variedade diferencidvel com um atlas {(VV, go;vl), W e W} Se supormos

as aplicagoes ¢ como infinitamente diferencidveis, entao a variedade serd infinitamente diferencidvel.

Vamos agora mostrar que essa variedade diferenciavel §,, é uma subvariedade diferenciavel de R™. Queremos,
portanto, provar que a inclusao is,, r» ¢ um mergulho suave da variedade diferencidvel §,, na variedade diferencidvel
R™, ou seja, que is,,, r» ¢ um mergulho topoldgico e uma imersao.

1. 4s,,,m» =% : 8, — R™ é um mergulho topolégico. Isso é evidente, pois a imagem de ¢ é §,, C R" e a topologia
definida em §,,, é justamente a topologia induzida pela topologia de R™ sobre §,,.

2. 45, ’Rn =1 : 8y, — R™ é uma imersao. Seja p € §,, e suponhamos que p pertenca a carta local W € W. Seja
pl = <p;V1 a correspondente carta local de coordenadas. Seja U = ¢ }(W) € R™. Naturalmente, temos que
top=¢@eidgnoi =1.

A aplicagao i é diferenciavel, pois id gn 0io¢ : U — R"™ é idéntica a ¢ : U — R"™, que é diferenciavel, por hipdtese.
Ipso facto, di, = D(idgn 0@ 0 ¢), = dp, : R™ — R", que ¢ injetora, pos hipdtese. Como isso vale para cada
D € 8m e T8y = R™ e Tj,)R™ = R™, isso estabeleceu que 4 ¢ uma imersao.

Assim, estabelecemos que uma superficie regular de dimensao m de R”, segundo a definigao da pagina 1629, é uma
subvariedade diferenciavel de dimensao m de R™. Nao ¢ dificil constatar que a reciproca é igualmente verdadeira: toda
subvariedade diferenciavel de dimensao m de R™ é uma superficie regular de dimensao m de R™.

Alguns dos exemplos de variedades diferencidveis que discutiremos adiante, como o das esferas $" (Secao 33.4.4,
pagina 1632) e o dos toros T™ (Segao 33.4.5, pagina 1634), sdo exemplos de superficies regulares.

E. 33.27 Ezercicio. Mostre que o grafico de uma funcdo F' : O — R, onde O é um aberto em R", exemplo de variedade diferencidvel
discutido na Sec3o 33.4.2, pagina 33.4.2, corresponde a uma superficie regular de dimensdo n em R""! se e somente se a fungdo F for
diferencidvel. *

X k% ok

Em parte por motivos histéricos, o estudo de superficies regulares é uma area propria da Geometria Diferencial. Para
excelentes textos sobre o tema, vide [264] ou [13].

33.4.4 As Esferas $"

A esfera unitaria $7, n € INy, é o lugar geométrico de todos os pontos de R"*! situados a uma distancia Euclidiana igual
a 1 da origem:

8" = {(yl, N Tian) eR”*l‘ \/(y1)2+...+(yn+1)2:1} .

Note-se que $° = {—1, 1} C R. Consideraremos em $" a topologia relativa induzida pela métrica Euclidiana de R"*1.
Com isso, ja sabemos pelas Proposigoes 27.16, pagina 1361, e 32.13, pagina 1513, que $" é Hausdorff e segundo-contavel
(vide também a discussdo sobre subvariedades topoldgicas a4 pdgina 1588). Vamos agora mostrar que $" é localmente
Euclidiana.

Notemos também que pelo Teorema 32.14, pagina 1531, $" é um espago topolégico compacto na topologia relativa
induzida pela topologia métrica usual de R™*!, por ser fechado ($" é o bordo da bola aberta em R™*! de raio 1 centrada
na origem) e limitado.

A esfera $" possui um recobrimento formado pela colecao de hemisférios abertos

Hy + = {(yl, Lyt est, wyf > 0}

n+1
= (yl, e y”“) eR"™,  com Z(yj)2 <1 e ¢yf==

j=1
j#k

(33.98)
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comk=1, ..., n+1. A unido desses 2(n + 1) conjuntos abertos ¢ igual a $”. Cada Hj 1 é homeomorfo a D,(1, 0), o
disco aberto de raio 1 centrado na origem em R", com o homeomorfismo hy + : Hi, + — D, (1, 0) dado por

hi, + (v, oy = (Y L yk, L YY) € Dy(1, 0) (33.99)

onde y* significa que a k-ésima coordenada y* é omitida de (y*, ..., y"*1). Claro é que

Lt e s (33.100)

Os conjuntos Hy, 4+ s@o, portanto, localmente Euclidianos e recobrem $". Juntado os fatos supracitados, concluimos
que com a topologia relativa induzida pela topologia usual de R"*!, a esfera $™ é uma variedade topoldgica de dimenséo
n e uma subvariedade topolégica de dimensdo n de R™*!. Vide a discussao sobre subvariedades topolégicas & pagina
1588.

Se I < k e + e & sdo sinais independentes, as funcdes de transicio ®k, +.1, + associadas as cartas locais Hy, 1+ e H; 1
sao dadas por ¢y 4., L =h +o0 hlz’li, ou seja,

1 ny _ 1 -1 77 41 k—1 E .k n
<pk7i;l7i(ac,...,x)—(x,...,x T A R ,iy,x,...,x),

comy* = |[1— (9)2, sendo suas inversas dadas por

n

—

(@t 2 = (:cl, ety g R gk gk :c”) )

Para k£ < [ as expressoes sao andlogas. E elementar constatar que as fungdes ¢, .., 1 e @I;l L4 sao continuas e

infinitamente diferencidveis em seus dominios. Isso provou que Ap = {(Hg, +, hi, +), k =1, ..., n} é um atlas
infinitamente diferencidvel (composto de 2n cartas locais de coordenadas). Com essa estrutura diferencidvel $” é uma
variedade diferenciavel, denominada n—esfera padrao. Como ja dissemos a pagina 1593 e comentaremos logo abaixo, para
n > 4 pode haver outras estruturas diferencidveis distintas em $".

E. 33.28 FEzercicio. Usando (33.100), mostre que $" é uma superficie regular no sentido da definicdo da pagina 1629. *

e Projecgoes estereogréficas da esfera $”

Descreveremos agora um outro atlas infinitamente diferencidvel das esferas $”, n > 1, obtido com uso da chamada
projecdo estereogrdfica (também denominada projecdo planisférica). Sejam N e S € $™ os pontos com coordenadas
N=(@©, ...,0 1) eS=(0, ..., 0, —=1), que denominaremos polo norte e polo sul, respectivamente. Sejam os
abertos A1 = 3"\ {N} e Ay = $"\ {S}. Esses abertos podem ser mapeados bijetivamente em R"™ da seguinte forma.
Para Aj, considera-se p € A; e a linha reta que passa pelos pontos N e p. Essa reta intercepta o plano “horizontal”

H={@', ...,y 0), y* € RVk =1, ..., n} em um ponto com coordenadas (X*, ..., X™). Defina-se h; : A; — R"
como sendo a aplicacdo que associa p € 8" a (X1, ..., X™). Sep e (x!, ..., 2"F1) € §", é facil constatar que
1
hl(l'l, ceey $n+1) = m(l’l, ey l’n) = (Xl, ceey Xn)

A aplicagao inversa hfl :R™ — Ay é dada por

—1 1 ny __ 1
hj (X gy X ) - ((X1)2+---+(X”)2+1

> (2X1, e 2XT (XN A (X2 - 1]) .

Para A, temos uma construgao semelhante: considera-se p € As e a linha reta que passa pelos pontos S e p. Essa reta
intercepta o plano “horizontal” H em um ponto com coordenadas (X, ..., X™). Defina-se hy : A3 — R" como sendo
a aplicacdo que associa p € $" a (X1, ..., X™). Sepe (2!, ..., 2"F1) € ", é facil constatar que

1

hQ(I'l, ceey $n+1) = W(l’l, ey l’n) = (Xl, ceey Xn)
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A aplicagdo inversa h, LY R™ — A, é dada por

1
RyLUXY, LX) = (2X1,...,2X”,— X2 4.4 X”2—1).
2 ) ((X1)2+-~~+(Xn)2+1) [(x%) (x")* ~1]
E. 33.29 FEuzercicio. Prove todas as afirmacdes feitas acima. *

E. 33.30 Ezercicio. Prove que as projecdes estereograficas, definidas acima, sdo transformacdes conformes, i.e., preservam angulos
entre curvas que se cruzam. *

E um exercicio simples constatar que h; e hy sao homeomorfismos. E também elementar verificar que a funcao de
transigao hy o by é definida em R™ \ {(0, ..., 0)} com valores em R™\ {(0, ..., 0)} e é dada por
1
hoo hi') (XY, ..., X)) = XX
(20 1)( ; ) ) ((X1)2+...+(Xn)2)( ) ’ )

sendo que sua inversa, dada por hy ohgl, coincide com hgohfl. Como facilmente se constata, hgohfl e sua inversa sao infi-

nitamente diferencidveis em seus dominios e, portanto, sdo difeomorfismos classe C*>°. Assim, A, = {(Al, h1), (Aa, hg)}

é um atlas infinitamente diferencidvel em $" (composto de 2 cartas locais de coordenadas). Isso provou novamente que
3™, n > 1, sdo variedades diferenciaveis.

E. 33.31 Ezercicio. Prove todas as afirmacdes feitas acima. Interprete geometricamente o que hg o h] ' representa. *

E. 33.32 Ezercicio. Mostre que os atlas Aj, e A definidos acima s3o equivalentes, ou seja, que todas as cartas de um s3o compativeis
com todas as cartas do outro. *

A variedade diferencidvel composta por $” com a estrutura infinitamente diferencidvel de Ay ou de A, (ambas sao
equivalentes, pelo exercicio acima) é por vezes denominada n—esfera padrdo. As variedades compostas por $" com outras
estruturas infinitamente diferencidveis que nao a padrao (se as houver), sdo denominadas esferas exdticas. E sabido que
as esferas $', 82, $3, $°, $% possuem apenas uma estrutura infinitamente diferencidvel. A esfera $7 tem 28 estruturas
infinitamente diferencidveis, $8 tem 2, $° tem 8, $'° tem 6, $'* tem 992, $!2 tem 1, $'3 tem 3 etc. E um problema ainda
aberto determinar quantas estruturas infinitamente diferencidveis hd em $%.

33.4.5 Toros (e Algumas Generalizacoes)

Para n € N, o chamado n-toro, ou toro n-dimensional, denotado por T", é definido por T := ! x ... x §* = (Sl)n.
n vezes

A topologia usualmente adotada em T™ é a topologia produto (n vezes) da topologia usual de $!. Como $! é uma

variedade diferencidvel unidimensional, T™ é uma variedade topolégica n—dimensional. Vide discussao sobre o produto

de variedades diferencidveis a pagina 1593.

H& uma outra construgao dos toros T™ que faz uso da construgao de espagos quocientes. Vamos ilustrar essa construcao
no caso dos toros T! = §' e T? e mostrar que a ideia pode ser generalizada para a construcio de outras variedades
especiais, como a tira de Mébius, a garrafa de Klein e o espaco projetivo bidimensional RP2.

e O toro T!' = $! como espago quociente

O variedade $', que coincide com o 1-toro, pode ser alternativamente construida com o seguinte procedimento.
Considere-se o espago topolégico (I, 7) formado pelo intervalo fechado I := [0, 27] de R com a topologia relativa
induzida pela topologia usual de R em I, que denotamos por 7. Introduzamos uma relacao de equivaléncia em I da
seguinte forma: dizemos que z ~ y se x = y ouse x = 0 e y = 27 (ou vice-versa). Como sempre, denotemos por I/~ o
conjunto das classes de equivaléncia de I por essa relagao. Claro deve estar que o que se passa nessa construgao de I/~
é que os pontos 0 e 27 de I sdo identificados um com o outro (por pertencerem & mesma classe) e esses s30 os Unicos
pontos distintos de I a serem identificados, ja que os demais compoem classes de equivaléncia de um tinico elemento.
Adotemos em I/~ a topologia quociente 7/~.
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O conjunto das classes de equivaléncia é I/~ = {[ga], v €0, 27r)} e ¢é elementar constatar que a aplicagdo de I/~
sobre $' dada por I/~ 3 [¢] — (cos(p), sen(p)) € S' ¢ bijetora e que, em verdade, ¢ um homeomorfismo. Isso
permite-nos identificar I/~ e o 1-toro T = $*.

e O toro T? como espago quociente

Para T? tem-se uma construcao semelhante. Seja I? = [—, 7] x [~7, 7] C R? munido da topologia relativa induzida
pela topologia usual de R2. Introduzamos uma relacdo de equivaléncia em I? da seguinte forma:

1. Todo (z, y) € I? é declarado equivalente a si mesmo.

2. Para todo z € I tem-se (z, —7) ~ (z, 7) e (z, m) ~ (x, —m).

3. Para todo y € I tem-se (—m, y) ~ (m, y) e (7w, y) ~ (=7, y).
E elementar constatar que se trata realmente de uma relacao de equivaléncia. Com ela sao identificados pares de pontos
localizados no bordo de I?, de acordo com um esquema representado na Figura 33.1, pagina 1636.

Considere-se o conjunto quociente 12/~ com a topologia quociente. E facil ver que 1%/~ = {[((pl, @2)], Y1, P2 €

(—m, 71']} e que a aplicagao de 12 /~ sobre T? dada por I/~ 3 [(¢1, ¢2)] — (cos(¢1), sen(p1))x (cos(p2), sen(yp2)) €

T? é bijetora e que, em verdade, é um homeomorfismo. Isso permite-nos identificar 12 /~ e o 2-toro T?. A generalizagio
para o caso do n—toro é imediata e dispensa maiores comentarios.

A Figura 33.1, pagina 1636, ilustra o esquema de identificagoes nas arestas do quadrado de lado 27 implicado pela
relagao de equivaléncia acima. Também ilustrados estao os esquemas de identificagoes para a tira de Mobius, para a
garrafa de Klein e para o espaco projetivo bidimensional RP?, generalizacoes das quais trataremos no que segue.

e Generalizagoes: a tira de Mo6bius

A chamada tira de Mébius®™ é uma variedade bidimensional construida por um procedimento semelhante ao usado
para construir T? como um espaco quociente. A diferenca, basicamente, é a forma como definimos as relaces de
equivaléncia.

Seja M o subconjunto de R? definido por
M = ((—71'7 ) X (—m, 7T)) U {(—ﬂ', y), —m<y< 7T} U {(7T, y), —T<y< 7r} .

Consideremos M munido da topologia relativa induzida pela topologia usual de R?2.

Definamos em M uma relagao de equivaléncia da seguinte forma:

1. Todo (z, y) € M é declarado equivalente a si mesmo.

2. Para todo y € (—m, m) valem (—m, y) ~ (m, —y) e (7, —y) ~ (=7, y).

E elementar constatar que se trata realmente de uma relagao de equivaléncia. Para um melhor entendimento das
identificagoes implicadas por essa relagao de equivaléncia, vide Figura 33.1, pagina 1636.

A chamada tira de Mdbius é definida como o conjunto das classes M/~ munida da topologia quociente.

e Generalizagoes: a garrafa de Klein

A garrafa de Klein®® é uma variedade bidimensional construfda da seguinte forma. Seja I? = [—7, 7] X [—, 7] no
qual, como antes, adotamos a topologia relativa induzida pela topologia usual de R2. Seja definida em I? a seguinte
relacao de equivaléncia:

1. Todo (z, y) € I? é declarado equivalente a si mesmo.

27 August Ferdinand Md&bius (1790-1868). A “tira de Mdbius” foi descoberta (ou inventada) simultaneamente em 1858 por Mébius e por
Johann Benedict Listing (1808-1882). Foi Listing que cunhou a palavra “Topologia”.

28TFelix Christian Klein (1849-1925). Klein descreveu essa superficie em 1882. Uma curiosidade: o nome “garrafa de Klein”, hoje universal-
mente adotado, parece provir de uma confusdo na traducdo das palavras alemas “Flache” (superficie) e “Flasche” (garrafa).
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2. Para todo y € [—w, @] valem (—m, y) ~ (7, y) e (7, y) ~ (—7, y).

3. Para todo = € [—7, ] valem (z, —7) ~ (—x, 7) e (—z, m) ~ (z, —7).

E elementar constatar que se trata realmente de uma relagao de equivaléncia. Para um melhor entendimento das
identificagoes implicadas por essa relagao de equivaléncia, vide Figura 33.1, pagina 1636.

A chamada garrafa de Klein é definida como o conjunto das classes 12/~ munida da topologia quociente.

¢ Generalizacbes: o espaco projetivo RP?

O espaco projetivo bidimensional RP?, o qual seré introduzido na Secdo 33.4.6, pagina 1637, pode ser construido de
forma semelhante & que empregamos acima.

Seja I? = [—m, 7] x [~7, 7] no qual, como antes, adotamos a topologia relativa induzida pela topologia usual de R?.
Seja definida em I? a seguinte relacdo de equivaléncia:

1. Todo (x, y) € I? é declarado equivalente a si mesmo.
2. Para todo x € [—m, 7] valem (x, —7) ~ (—z, 7) e (—x, ™) ~ (x, —7).

3. Para todo y € [—m, 7] valem (—m, y) ~ (7, —y) e (7, —y) ~ (-7, y).

E elementar constatar que se trata realmente de uma relagao de equivaléncia. Para um melhor entendimento das
identificacoes implicadas por essa relagao de equivaléncia, vide Figura 33.1, pagina 1636.

Deixamos ao leitor a tarefa de constatar que I> /~, munido da topologia quociente, é um espago topolégico homeomorfo
a0 espaco projetivo bidimensional RP? a ser introduzido na Secdo 33.4.6. Como ajuda, facamos os seguintes comentarios.
Na Secdo 33.4.6 mencionamos que RP? pode ser entendido como a esfera bidimensional unitdria $2 na qual identificamos
os pontos antipodas. Assim, podemos conceber RP? como o conjunto composto pelo hemisfério superior de $2 unido ao
equador, sendo que neste ultimo os pontos antipodas sao identificados. Com essas informacoes, a Figura 33.1, pagina
1636, pode, entdo, ser 1til no sentido de auxiliar na identificacio de I?/~ com RPZ.

< <

A

< > >

Toro Moebius Klein Espaco projetivo

Figura 33.1: Os esquemas de identificacdes das arestas dos quadrados de lado 27 que conduzem ao toro T2, & tira de
Mébius, a garrafa de Klein e ao espaco projetivo bidimensional RP?, respectivamente. As arestas verticais sio coladas
umas nas outras respeitando a orientagao indicada pelas flechas. Idem para as arestas horizontais. No caso da tira de
Moébius apenas as arestas verticais sdo coladas. As Figuras 33.2 e 33.2, paginas 1637 e 1638, respectivamente, mostram
o resultado na forma de superficies mergulhadas ou imersas em R3.

Como auxilio visual a compreensao é interessante mencionar que as superficies bidimensionais supra-construidas
possuem mergulhos ou ao menos imersdes em R3. Vide Figuras 33.2 e 33.3, paginas 1637 e 1638, respectivamente. O
Toro T? e a tira de M&bius podem ser mergulhadas em R3. J4 a garrafa de Klein e o espaco projetivo bidimensional
RP? podem apenas ser imersas em R3. A imersdo de RP? exibida na Figura 33.3 é denominada superficie de Boy*®. Boy
encontrou-a em 1902 apés seu orientador, D. Hilbert3°, ter-lhe sugerido provar que RP? nio possuia imersdes em R>.
Boy, porém, constatou que uma tal imersao era, sim, possivel, encontrando o exemplo de superficie que leva seu nome.

29Werner Boy (1879-1914). A referéncia ao trabalho original é: W. Boy, “Uber die Curvatura integra und die Topologie geschlossener
Fldchen”, Math. Ann. 57, 151-184 (1903).
30David Hilbert (1862-1943).
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Figura 33.2: Mergulhos em R? do 2-toro (esq.) e da tira de Mébius (dir.).

33.4.6 Espacos Projetivos Reais

O espago projetivo real n-dimensional (n € IN), denotado por RP™, é a colegao de todos os subespagos unidimensionais de
R"*!. Uma forma alternativa de caracterizar RP™ é a seguinte. Introduzimos em R"*!\ {0} uma relacio de equivaléncia
dizendo que z ~ y (para z, y € R"*1\ {0}) se e somente se existir & € R ndo-nulo tal que z = ay. Com isso, RP" é
definido como a colecao das classes de equivaléncia por essa relagao. A prova da identidade das duas definigoes é deixada
como exercicio ao leitor.

Vamos denotar por [z] a classe de equivaléncia de x € R™*1\ {0}. Seja também 7 : R"*1 \ {0} — RP" a aplicacio
quociente, dada por 7(z) = [z].

Naturalmente, RP" = {[z], € R""\ {0}}. O conjunto RP" ¢ feito um espago topolégico de forma natural
adotando-se em R"™*! \ {0} a topologia usual e em RP" a topologia quociente definida pela relagio de equivaléncia
acima (para a definigao de topologia quociente definida por uma rela¢ao de equivaléncia, vide Se¢ao 32.4.3, pagina 1557).
Trata-se da maior topologia em RP" para a qual a aplicacao quociente 7 é continua.

Cada elemento  de R"*1\ {0} é da forma 2 = Ay com y € $" e A € R\ {0}. Logo, 7($") = RP". Como 7 ¢ continua
e $" é compacto, concluimos que RP™ é compacto com a topologia quociente. A restricao de w a $" é sobrejetora em
RP™, mas é ficil ver que se z, y € $", entdo m(x) = 7(y) se e somente se x = +y. Dessa forma, podemos tomar RP™
como o conjunto obtido identificando-se os pontos antipodas de $". Isso pode ser obtido formalmente introduzindo-se
em 3" uma relagdo de equivaléncia: = ~ y se e somente se x = +y.

Com a topologia quociente mencionada acima, RP™ é um espaco topolégico Hausdorff. Uma demonstracao desse fato
é indicada no exercicio que segue.

E. 33.33 Ezercicio-dirigido. ~ Para € R™"" \ {0}, seja m(2z) = [z] o correspondente elemento de RP™ e seja {z, —z} =
a ! ([x])ﬂS" o conjunto composto pelos dois pontos da esfera unitdria obtidos pela intersec¢do da linha reta que passa por x € IR"H\{O}.
E claro que [z] = {\z, A € R\ {0}}.

Para [z] € RP" e a € (0, m/2), defina-se A([z], a) C 8" por

A(lz], o) = {ge $" tais que |(g, y)R‘ > cosa} )

Constate que A([x], a) € o conjunto de todos os pontos de $" que formam um angulo menor que o com g ou com —z. Em particular,
{z, —z} C A([z], @). Defina-se também B([z], a) C R"*'\ {0} por

B([z], @) = {)\%, com y € A(lz], @) e X € ]R\{O}} .

Constate que B([z], «) é o cone duplo de 4ngulo de abertura 2a com vértice na origem. Observe que se y € B([z], a), entdo
—y € B([z], a), mas que 0 ¢ B([z], «). Mais importante, mostre que B([z], «) é um subconjunto aberto de R™*"\ {0}.
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Figura 33.3: Imersdes em R3 da garrafa de Klein (esq.) e do plano projetivo bidimensional RP?, a chamada superficie
de Boy (dir.). E claro que se trata de imersoes, nao de mergulhos, pois ambas as superficies exibem auto-intersecgoes.

Defina-se, por fim, C([z], a) C RP™ por C([z], a) := 71'71(3([:8], a)). Trata-se de um aberto em RP", pois B([z], a) é um
subconjunto aberto de R"*" \ {0}. Claro estd também que C([x], ) é uma vizinhanga aberta de [z].

Vamos agora considerar [x1] e [z2], dois elementos distintos de RP™. Afirmamos que para a pequeno o suficiente os abertos
C([z1], a) e C([z2], ) sdo disjuntos. Para ver isso, suponha que exista [2] € C([z1], o) N C([z2], ). Entdo, |<3§J, £>R| > cosa e
‘(;1,:3, g>R‘ > cosa, onde £z sdo os dois elementos de [zx] em $", k = 1, 2. Como supomos que [z1] # [v2], temos que H{} :I:J‘ch #0
para ambos os sinais.

Trocando eventualmente o sinal de z; e/ou de x2, podemos garantir que ambos os produtos escalares <:1:1, g>R e <:1:2, 5>]R sejam
ndo-negativos. Com essa escolha, teremos, portanto,
<3::,1, g>R > cos(a) e <:,Cv2, 5>]R > cos(a) . (33.101)
Agora, como z1, 2 e z sdo vetores de norma 1, tem-se que
i

lag =2l = (@ -z 2~ 2 = 2-2zp 2y < 2(1—cos(@)) = 4(sen(a/2)’ (33.102)

para ambos k£ = 1, 2. Logo, H% —g” < 2sen(«/2) para ambos k =1, 2 e, portanto,
lz —2ell < llzy —all + llz— zll < 4sen(a/2).

Porém, como Ha,i,l - a‘:ng > 0, essa desigualdade é impossivel se a € (0, 7/2) for escolhido pequeno o suficiente. Isso prova que para tais
valores de o devemos, em verdade, ter C’([xl], a) N C([xg], a) = (), estabelecendo que o espaco projetivo real RP™ tem a propriedade
de Hausdorff. -

Segundo o Coroléario 33.3, pagina 1590, para demonstrar que o RP"™ é uma variedade topolégica com a topologia
quociente basta agora provar que ele é localmente Euclidiano. Eo que faremos no que segue.

Paracadai=1, ..., n+ 1, defina-se A* C R"*!\ {0} como sendo o conjunto de todos os elementos de R"*1\ {0}
cuja i-ésima coordenada é nao-nula: A7 := { (2!, ..., 2"*1) € R\ {0}, 2 # 0}. E evidente que A’ é um aberto em
R\ {0}. Seja A%, o correspondente aberto em RP™, ou seja, AL, = 7(A?). E evidente que {AL, ..., A"} compde
um recobrimento de RP™ por abertos pois, se [z] € RP", entdo ao menos uma das coordenadas de = é ndo-nula, ou seja
x € AJ para algum j, implicando que [z] € AJ,.

Paracadai=1, ..., n+ 1, defina-se ¢; : A”, — R" por

1 i—1 i+1 n+1
x xr xr xr
(pi([(.ﬁl, ey J}n+1)]) = ( RSN —, — ., ..., - ) 5

zt’ xt
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(xt, ..., ") € A’ Note-se que a aplicagiao ¢; estd bem definida, pois se z ~ y com z € A, entdo y € A’ e vale
1 i1 i+1 n+1 1 i1 i1 n41 . . . N 3
(i—, vy T e ml—) = (Z—, cel yT, yT, cel yy,- ) (justifique!). A aplicagdo p; é um homeomorfismo,
com p; ' i R™ — A?, dada por
—1(.1 ny _ [l i—1 i+1 n
©; (5,...,3)-[3,...,5’,1,3 ,...,5].
E. 33.34 Ezxercicio. Verifique que ¢; e sua inversa s3o de fato continuas. *

Com isso, estabelecemos que RP™, com a topologia quociente, é uma variedade topolégica segundo-contavel. Mos-
tremos que se trata também de uma variedade diferencidvel. Os pares (A%, ¢;) compdem cartas locais de coordenadas
em RP" e sua unido compde um atlas. As fungoes de transicao de ¢;(A*N A7) em ¢, (A" N A7) (aqui tomamos i > j, por
conveniéncia) sdo dadas por ¢, o (pi_l, sendo que

1 J—1 i+l i—1 i n
ol (s ) = (B P e e s s
J i ) ) 8-77 ) 5J ) 5J ) ) 5J ) 5]’ 5J ) 5J )
com (51, ceey s”) € pi(A' N A7). Por essa expressdo é facil constatar que ¢; o %—1 sao difeomorfismos infinitamente
diferencidveis de ¢;(A* N A7) em ¢;(A* N A7).
E. 33.35 Ezercicio instrutivo. Prove todas as afirmacdes feitas acima. *

Reunindo os resultados, vemos que RP™ é uma variedade infinitamente diferencidvel de dimensao n.

e RP" e a bola fechada em R™ com a identificagao dos antipodas de sua superficie

Como antes, seja D, (1, 0) a bola aberta de raio 1 em R" e seja D,,(1, 0) a bola fechada de R™ de raio 1 e centrada
na origem: Dp(1, 0) = {(yla o yt) ERT, Z;‘L:l(yj)2 < 1}

E claro que D, (1, 0) = D,(1, 0) U$"" 1, uma unido disjunta, sendo que D, (1, 0) é o interior da bola fechada

D, (1, 0) enquanto que $"~! ¢ a superficie (ou bordo) de D, (1, 0). Podemos definir uma relacao de equivaléncia “~
em D, (1, 0) da seguinte forma:

1. Todo y € D, (1, 0) é declarado equivalente a si mesmo.

2. Dois pontos y1 e y2 em $" ! sdo equivalentes se e somente se y; = +s.

Seja F™ := D, (1, 0)/~, a colecio das classes de equivaléncia de D,,(1, 0) por essa relacdo. Deve ser claro que o que
fazemos ao passar de D, (1, 0) para F™ é manter os pontos do interior D, (1, 0) e identificar os pontos antipodas da
superficie $" 1.

Em D, ( 0) adotamos a topologia relativa induzida pela topologia de R™ e em F™ a correspondente topologia
quociente. O que pretendemos fazer em seguida é mostrar que, para cada n € IN, o espaco IF", em verdade, pode ser
identificado com o espaco projetivo real n-dimensional, RP". Mais precisamente, afirmamos que " e RP"™ sao variedades
diferencidveis difeomorfas.

Antes de prosseguirmos, comentemos que encontramos esse objeto em nossa discussio sobre o grupo SO(3) na Segao
21.4.2, pagina 1053. La discute-se que esse grupo pode ser entendido com o conjunto obtido tomando-se a bola fechada de
raio 7 em R? e identificando-se os pontos antipodas da superficie. Assim, como mostraremos, SO(3) pode ser entendido
como o espaco projetivo real tridimensional RP3.

Passemos agora a discussao de como " pode ser identificado com RP". Sejam Hy = Hp41, + C $" dois hemisférios
abertos de $" definidos em (33.98). Temos,

— Z(IJ 2

j=1

€ R™ com (z', ..., 2™) € Dy,(1, 0)

E facil ver disso que Hy e D, (1, 0) s@o espagos topolégicos homeomorfos (e, portanto, podem ser identificados), sendo o
homeomorfismo dado por D, (1, 0) > (x!, ..., 2") — (:cl, 120 ( j)2) € H.. Vide (33.99)—(33.100).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 33 1640/2558

“

Vamos agora introduzir em $" uma relacao de equivaléncia “~” da seguinte forma: g~y se e somente se z = +y.
Definamos M” := $"/~. Como fizemos anteriormente, podemos afirmar que IM" é obtida de $" identificando-se 0s
pontos antipodas. O conjunto 3" pode ser escrito como a unidao de H, H_ e do seu equador, que podemos identificar
com $"~1. Os pontos de H_ sdo exatamente os antipodas dos pontos de H. E claro dessa discussao que IM™ pode
ser identificado com o conjunto H; em unidao com o equador de $" sendo que nesse equador identificamos os pontos
antipodas. O equador de $™ é $"~! e, portanto, o que dissemos é que podemos identificar M™ com H, UM"~!. Mas
isso significa, pelo que vimos mais acima, que M™ pode ser identificado com D,,(1, 0) UIM"~1. E claro que esse ultimo
conjunto consiste na bola unitdria fechada em R™ com os antipodas da superficie identificados, ou seja, trata-se do
conjunto que denominamos " anteriormente.

Por outro lado, ji observamos (& pdgina 1637) que o espago projetivo real RP™ pode ser identificado com IM".
Concluimos disso que ™ e RP™ podem ser identificados, ou seja, o espago projetivo real n-dimensional pode ser entendido
também como o conjunto obtido tomando-se a bola fechada de raio 1 e centrada na origem em R"*! e identificando-se
os pontos antipodas de sua superficie. O que podemos dizer sobre a relagao entre " e RP™ enquanto variedades? Isso
fica para o leitor:

E. 33.36 Ezercicio. Mostre, usando as definicdes e construcdes acima, que I e RP™ s3o duas variedades diferencidveis difeomorfas.
*

E. 33.37 Ezercicio. Mostre que IM' é difeomorfo ao circulo $' e, portanto, que RP' e $' s3o duas variedades diferencidveis
difeomorfas. *

e Variedades de Grassmann

Ja dissemos no inicio desta se¢do que o conjunto RP™ pode ser identificado com a colecao de todos os subespagos
vetoriais unidimensionais de R"*!. Nesse sentido, o espaco projetivo real pode ser generalizado na nocao de variedade
de Grassmann®', ou Grassmanniana. Paran € N e k € IN com k < n, a variedade de Grassmann G, i ¢ definida como
a colecao de todos os subespagos vetoriais k—dimensionais de R™. Trata-se de uma variedade diferenciavel de dimensao
(n — k)k. Claro estd que RP™ coincide com Gy,41,1. Para mais detalhes sobre Grassmannianas, vide e.g., [242].

33.4.7 Grupos de Lie

Uma classe importante de variedades diferencidveis é composta pelos chamados Grupos de Lie. A eles dedicamos o
Capitulo 22, pagina 1162. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel que seja também um grupo para o qual a
operacao de multiplicacao e de inversao sejam continuas. Vide Capitulo 22 e outras referéncias 14 citadas.

33.4.8 Fibrados, Fibrados Vetoriais e Principais

Um tipo de variedade diferenciavel de particular importancia é composto pelos chamados espac¢os fibrados, ou simples-
mente fibrados. Grosseiramente, podemos dizer que um fibrado é uma variedade diferencidvel que localmente (mas nao
necessariamente globalmente) é o produto de duas variedades diferencidveis, sendo que as fungoes de transi¢do respeitam
a acdo de um grupo (de Lie) sobre uma das variedades.

O estudo de espagos fibrados é bastante vasto e nesta breve se¢ao limitamo-nos a apresentar definicoes basicas para
futura referéncia. Para um texto cldssico, vide [374]. Vide também [190].

e Fibrados coordenados. Fibrados

Comecemos definindo a nocao de fibrado coordenado. Um fibrado coordenado J é uma variedade diferenciavel formada
pelos seguintes ingredientes:

1. Uma variedade diferencidvel B, denominada espaco base.

2. Uma variedade diferencidvel F'; denominada fibra.

31Hermann Giinther Grassmann (1809-1877).
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3. Uma fungao sobrejetora m : ¥ — B denominada projecao, sendo que a pré-imagem 7 1(b) de qualquer b € B é
homeomorfa a F'.

4. Um grupo de Lie G, denominado grupo de estrutura, dotado de uma acdo & esquerda®? continua a : G x F — F
sobre F. Denotaremos a agio de g € G por «a sobre f € F por ay(f) ou por a(g, f).

5. Um recobrimento {Bx, A € A} de B por abertos (em sua topologia), sendo que para cada A € A existe um
difeomorfismo @y : By x F — 7~ 1(B,).

Cada ¢, ¢é dito ser uma trivializacdo local, pois cpj\l mapeia 7~ 1(B,) sobrejetoramente no produto Cartesiano
B)\ x F.

Fora isso, os seguintes requerimentos estruturais sao necessarios:

1. Para cada X € A o difeomorfismo ¢y satisfaz 7(¢x(b, f)) = b para todo (b, f) € Bx x F.

2. Para cada A € A e cada b € By, a aplicagao F' 3 f + ¢x(b, f) € 7~ 1(b) é um difeomorfismo, que denotaremos por
O, b

3. Seja Bx,NB), # 0 e seja a chamada funcdo de transicao Th, x,.p : F — F, definidapor Th, x,.5 = (¢¥x,, ) 0Pxs, b-
Entéo existe uma funcdo continua ty, », : Bx, N By, — G tal que Th, x,,5(f) = a(ta, x,(b), f) para todo
b€ By, N By, e todo f € F. Com isso, podemos escrever

@)\2(()) f) = P (ba a(tk1,)\2(b)a f))
para todos (b, f) € (Bx, N By,) x F.

O dltimo ponto descrito acima significa que duas trivializagoes diferem em uma regiao comum apenas pela agao
(continua) de elementos de G sobre cada fibra. Note-se que os elementos de G podem mudar de um ponto a outro. A
semelhanca com as transformacoes de calibre, bem conhecidas no Eletromagnetismo e na Fisica Quantica, nao é casual.

Na definigdo acima, um fibrado coordenado F depende do particular recobrimento {By, A € A} da variedade base
B e da particular colegdo de difeomorfismos {¢x, A € A} adotados. Seja um segundo fibrado coordenado F’, o qual
difere de F por ter um recobrimento {B}, A € A’} e uma colegdo de difeomorfismos {¢), A € A’}. Dizemos que F e
F' sdo equivalentes se o fibrado coordenado obtido com o recobrimento {Bx, A € A} U{B}, A € A’} e com a colegao
de difeomorfismos {¢x, A € A} U {¢}, A € A’} for também um fibrado coordenado. (Que se trata de uma relagéo
de equivaléncia demonstra-se usando os mesmos argumentos usados na relagao de equivaléncia entre atlas infinitamente
diferenciaveis).

Definicdao. Um fibrado é uma classe de equivaléncia de fibrados coordenados pela relacao de equivaléncia acima. [

No caso de variedades topolégicas nao diferencidveis hda uma nogao correspondente de fibrado onde, ao invés de
difeomorfismos, adotamos homeomorfismos e onde o grupo G pode ser um grupo topoldgico geral, nao necessariamente
um grupo de Lie.

e Fibrados vetoriais

Um fibrado vetorial é um fibrado no qual fibra F' é um espacgo vetorial topolégico V' e a agao de G se da por uma
representacgdo (continua) de G em V.

e Fibrados principais

Um fibrado principal é um fibrado no qual fibra F' é o préprio grupo de estrutura G e a acao de G se da por
multiplicac¢do (do grupo) a esquerda.

32Para a definicdo da nogdo de a¢do de um grupo, vide Segdo 2.1.9.1, pagina 117.
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Apéndices
33.A Derivadas de Lie. Prova das Relagoes (33.71) e (33.82)

e Prova de (33.71)

A prova da igualdade (33.71) é mais facilmente realizada em coordenadas locais. Seja (U, h) uma carta contendo p
e escolhamos um intervalo de valores de ¢ pequeno o suficiente para que ¢tA (p) esteja sempre em U. Adotamos também
como antes a convencao que ¢f'(q) = ¢ para todo g € U.

Definamos h(q) = (z!, ..., 2™), ¢ € U. Seja

ht(q) = h(¢f(q>) = (ytl(xl, ceey xm), RN ytm(xl, o x'm)) )

Por defini¢do temos y§ (x!, ..., 2™) =zFe %y;“(xl, ooy ™) = af(hi(q)) = a” (ytl(:cl, o™y, y™ (2t :cm))
Podemos usar h;(q) como uma carta local de coordenadas, com coordenadas y¥ = yF(z!, ..., ™), lembrando que,
como ho(q) = h(¢§'(q)) = h(q), tem-se y§ = a*.
Sejam
0 0

A, = ak(h(p)) e B(btA(p) = bk(ht(p))

% =%
9z [ ) e ()

as expressoes locais de A e B, nas cartas de coordenadas h e h; respectivamente. Note-se que, em ¢t = 0 a expressao local
de B, acima, fica

0 0
B, = t*(h(®) z x| = 0" (h0) 55| -
? Ay h(p) Ok h(p)
Por (33.47), temos
0 Ox! 0
dg? % = =% Al -
( t)¢{‘(P) dyf he(p) Ay he(p) Oat h(p)
Assim,
O 0
dop? B(oi'(p)) = = b* (h (o7 —
(46,) 0, (61 ®) = 5o o o) G|

Desejamos calcular % (dcf)ft) vy )B(qbf (p))7 a qual é, pela ultima expressao, dada por
+ D

d 0

Ox! B (B oA
p (h(e7 (1)) 92l

+ —_
e Ot

200
dt oy

W (bt )

hi(p) ht(p) h(p)

O célculo de 4 ol

di DyF pode ser feito da seguinte forma. Se A é uma matriz inversivel que depende de ¢, entdo vale
t

ht(p)
4 A=t = — A7 (£ A)A™L, o que facilmente se demonstra do fato que A™'A = 1. Assim, temos
d Oz O d Oy? 0x° O 0 dyb 0x°
dt Gk = T 3% Tt 9yc = T 3% Gy g1t
dt Oyt |, (p) 09t o) @ 0 i) OYE Inoir) Ot [nuwy 02° A" ) OYE It
ox! aab( » ozx*
= T 9% ac\' ok :
OYY |n,(p) O Y% Ih,n)
Para %bk (h(¢(p))) temos:
d B O d ok,

Ebk(h( t (p))) = a_yf(h( t (p)))ayt (h( t (p))) = a_yb(h( t (p))) ab(ht(p))-

t
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Assim,
d A A al'l 8ab axc k A a
ol = - —(h b (h —
= (dqs,t)d)?(p)B(@ v)) i 5ze 1(®) F.x o (h(6' ) 5 .
oz ob* 0
Tt w))a () | -
Oyt ) W8 (GO (o) 5 hw)

Pela defini¢ao (33.70), £ 4B é a 1ltima expressao calculada em ¢t = 0. Lembrando que y§ = z, ficamos com

d
(LaB)(p) = E(d¢ét>¢{‘(p)3(¢f(p)) -
ozt bk ox! Hab ox° 0
= (Gor 5 000 00 ~ g () 00 ) g o

demonstrando (33.71).

e Prova de (33.82)

Passamos agora & demonstracao de (33.82), a qual segue passos semelhantes. Usaremos a mesma notacao e definigoes
da prova de (33.71), acima. Vamos escrever

0

Ay = " (h(p)) 5% e wypy = w(hep))(dyr),,,

h(p)

como expressoes locais de A e w, nas cartas de coordenadas h e h; respectivamente. Por (33.51), temos (verifique!)

(46)" . wopn = wn(60) 228 (i) o'
) pagy Ht @) T P t \P)) 5 P P

Podemos agora calcular a derivada em t usando a regra de Leibniz. Temos, usando a regra da cadeia

Owy, d oy? da®

%Wb(ht(p)) - @(ht(p))aj (@) e =55 (h0) = 7 (h(p)) -

. b
Assim, tomando ¢ = 0 e recordando que y} = x; (o que faz com que % = 5bl para t = 0), temos

(09 ab
(e, = (0 (h0) 55 (100) + () 57 () ) 'y

provando (33.82).

33.B Derivadas de Lie. Prova da Relagao (33.91)

Em uma carta (U, h), com p € U, podemos escrever (vide (33.59))

0
i |, ORTOR g

Toaw) = Til...iaia+1"'ia+b (y+) ORr dx';';“ ORr -+ OR dx;ﬁ“ ’
Yt
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onde usamos a abreviacio y; = h(qﬁf (p)), sendo que, naturalmente yo = h(p)

Observemos agora que
0 o 0
(o) yary 7| = K2 () 5=
¢(p) Oz e g oxJ hp)

para alguma matriz Kij (t), dado que (dd)ét) » ¢ um elemento de T, M. Analogamente, escrevemos,

0

o (p) Ox*
A * i i j

(d; )¢f(p)dxyt =L j(t)d:c?l(p) .

Note-se que, por razoes ébvias, Kij(O) = 5ij e Lij (0) = 5’;

Pela defini¢ao de derivada de Lie para campos vetoriais e covetoriais, temos

) 9 _ o
L4 — = M’ — e L adz) = N%dx!, .,
0t |1 027 |1 ) e
onde ) )
; dK;’ . dL";
My o= 8L N = Ty,
Je= Wl o Ny = T

As matrizes Mij e Nij foram obtidas explicitamente em (33.80) e (33.83), respectivamente:

da’

wi= (2 ow) e N = () 0w

Com isso, podemos escrever

(092) ) @+ On (624) 5 ) O (097)) ) O Em(d67) 51 ) T

a b

_ Til“'ia

ta+1"""latb

() K, 7 (8) - G P (OL™ () L7 (1)

o 0
Ozt

O ponto de termos procurado escrever tudo dessa forma, é que agora toda a dependéncia em t aparece no produto de
a+ b+ 1 fatores da segunda linha, acima. Assim, ao calcularmos a derivada em relagdo a ¢t da expressdo acima em ¢ = 0,
obteremos, pela regra de Leibniz, uma soma de a + b+ 1 termos, cada um correspondente a derivada daqueles a + b+ 1
da segunda linha. O termo primeiro serd envolverd a derivada de T (y¢), e serd

ta4+1""latb
d, i
(&T“ Zaia+1...ia+b (yt)>

Os a termos seguintes envolvem as derivadas de cada um dos fatores K ik]k (t) e serao da forma

QR ®
h(p)

Jat1 Ja+b
R 5| ®RdT) Or- O dzh@)) :

h(p)

Ji. .. 5 Jigtat1 ... statd
. 05i1 5ia 6 Ja+1 o Ja+b

i1 la gr, .. e .5 J1gletr L §late
T Ga+1""Tatb (h(p))(s’tl M'ik 5’ia 0 Ja+1 0 Ja+b
com o fator M, Tk substituindo um fator (5%]" na k-ésima posicao, com k=1, ..., a. Os b termos seguintes envolvem
as derivadas de cada um dos fatores L" (t) e serdo da forma
i1 la g1 s d1gtat ONB L gt
T fat1latb (h(p))(sh 5ia g Ja+1 N I g Ja+b

com o fator Niljl substituindo um fator 51-1” na l-ésima posicao, coml=a+1, ..., a+b.
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Agora, temos que

d iyig i1-ia i1eig
<%T Ga41Gatb (yt)> o = (LAT ia+1"'ia+b)h(p) = A (T ia+1"'ia+b)h(p) )
que
Y o . , ,
Tk , = . N dr? | = Ladz) . .
e Qg hp) A Bz h(p) ¢ que 3t “h(p) AQTp ()
Concluimos que
(LaT)p = La (Thmi“' ; ) i QR - OR QR AT R - OR daier?
p fat1riats ) o Gain hp) dria h(p) h(p) h(p)
°H ) ) .
T4 e, . h . L . — dx d, "
+ a1 Tass (h(p)) l; ot |, QR - Or < A5 h(p)) QR - Or e |, QR AT ) OR - QR AT,y
a+b 9 ) ) _ )
+ pro Or o OR 5o ®R dz);) OR - OR (LAdIE;f(p)) ®R - ORr dﬂfha(;;] ;
I=a+1 h(p) h(p)

que é a relagao (33.91), como desejdvamos provar.



