Capitulo 44

Notas Sobre Mecanica Classica
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ESTE capitulo obteremos alguns resultados basicos da Mecanica Cléssica, inclusive sobre o movimento de corpos
rigidos, fazendo uso nesse tema de alguns resultados sobre o grupo SO(3), tratado na Secdo 21.4.2, pagina
1053. Na Secao 44.5, pagina 2415, sao apresentados e discutidos os ingredientes mais importantes do formalismo

Lagrangiano e do formalismo Hamiltoniano. O importante Teorema de Noether demonstrado e discutido na Secao

44.5.2, pagina 2430. Para a leitura deste capitulo alguma familiaridade com nogoes elementares da Mecéanica Cléssica é

recomendada.

E desnecessdrio dizer que ha uma vasta literatura dedicada aos assuntos aqui dispostos e sugerimos alguns textos,
todos de alta qualidade. Para textos com maior profundidade matemética: [17], [2], [129] e [419]. Para textos com maior
énfase em questoes de Fisica: [245], [354], [215], [141], [231], [258], [244], [415]. Um cldssico matemé&tico sobre Mecanica
Celeste é o texto de Carl Siegel® e Jiirgen Moser? [345]. Um cléssico sobre teoria e pratica da Mecanica de Corpos Rigidos
é a obra de Felix Klein® e Arnold Sommerfeld* [358].

Comentdrios sobre a notagao. E comum denotar-se vetores no espago fisico tridimensional com a sobreposi¢do de uma flecha: Z, v etc.
Evitaremos fazé-lo sempre que possivel para manter uma certa limpeza grafica nas expressoes. Os produtos escalares usuais entre dois vetores
z e y de R3 serdo aqui denotados tanto por -y quanto por (z, y). Seu produto vetorial serd denotado por = x y. O leitor deve ser informado
que alguns textos, denotam o produto vetorial por x A y e outros, especialmente de autores russos, denotam o mesmo produto vetorial por
[z, y]. Essa tltima notagao decorre do fato, j& comentado alhures, de R ser uma dlgebra de Lie em relacio ao produto vetorial e o colchete
usualmente denota a operagdo de produto em uma algebra de Lie. N&o usaremos essa notacdo aqui. Como usual na Mecéanica Cléssica,
denotamos a primeira derivada temporal de uma funcio f pelo simbolo f, a segunda derivada por f etc., notacdo estd que sé evitaremos se
houver perigo de confusdo ou ambiguidade. Essa notacdo teria sido criada pelo préprio Newton. &

LCarl Ludwig Siegel (1896-1981).

2Jiirgen Kurt Moser (1928-1999).

3Christian Felix Klein (1849-1925).

4Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld (1868-1951).
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44.1 Sistemas de Referéncia e suas Transformacoes na Meca-
nica Classica. Aceleracoes Inerciais

Na Mecénica Classica o espaco fisico € é concebido como uma variedade tridimensional homeomorfa ao espago Euclidiano
R3. Isso significa que cada ponto do espaco fisico & pode ser bijetivamente associado a uma tripla de coordenadas
Cartesianas que representam uma carta (global) de coordenadas. O espaco fisico pode ser mapeado por infinitas dessas
cartas globais de coordenadas Cartesianas, que denominamos sistemas de referéncia. Sistemas de referéncia sao como
palcos onde os movimentos dos corpos materiais sao acompanhados. Fazemos uso deles para descrever e expressar leis
fisicas. Na Mecanica Classica o tempo tem um papel absoluto, o que significa dizer que é possivel calibrar relégios
arbitrarios distintos, fixos em sistemas de referéncia eventualmente distintos, de forma que os mesmos coincidam em suas
mensuragoes. Sistemas de referéncia podem mover-se uns em relagao a outros e logo abaixo discutiremos de que forma
tais movimentos sao concebidos na Mecéanica Cléssica.

Como todas as areas da Fisica, a Mecanica Classica formula seus principios sobre certos conceitos idealizados, os
quais, estritamente falando, correspondem apenas de forma aproximada a certos objetos reais. Uma dessas idealizagoes
é a nogao de ponto material, outra é a nocao de corpo rigido, do qual trataremos mais abaixo. Tais idealizagoes sao uteis
por permitirem uma descricao matemaética simples do movimento dos objetos idealizados.

Pontos materiais sao objetos fisicos sem extensao mas dotados de massa. Seu movimento pode ser descrito por
trajetorias que, em cada sistema de referéncia, representam fungoes, continuas e ao menos uma vez diferencidveis,
definidas em algum intervalo de tempo I e assumindo valores em R3. E parte da formulacao da chamada segunda
lei de Newton® que a trajetéria de um ponto material satisfaz uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem.
Assim, sua determinacdo em um dado sistema de referéncia necessita de duas informagoes: a posicao e a velocidade do
ponto material em um dado instante de tempo nesse sistema de referéncia. Sob hipéteses adequadas, essas informagoes
definem univocamente as trajetorias e, portanto, descrevem o estado de movimento do ponto material.

Tradicionalmente, na Mecéanica Classica nao é costume atribuir a pontos materiais um momento angular intrinseco
(“spin”), ainda que seja possivel fazé-lo (vide para tal os artigos de Jean—Marc Lévy-Leblond® citados na Nota da pagina
1126).

Na Mecanica Classica, corpos materiais extensos, como gases, liquidos ou sélidos, sao idealizados como sendo compos-
tos por pontos materiais em estados variados de agregacao. O conhecimento das leis de movimento de pontos materiais
permite, assim, ao menos em principio, estudar propriedades Mecanicas de formas mais realistas de matéria.

A chamada primeira lei de Newton é uma afirmacdo de existéncia: existem sistemas de referéncia, denominados
sistemas de referéncia inerciais, nos quais todo ponto material que se mova sem a agao de forgas externas permanece em
seu estado de movimento, ou seja, permanece movendo-se com velocidade constante. Os demais sistemas de referéncia
sao ditos sistemas de referéncia ndo inerciais. Essa definicao de sistemas de referéncia inercial necessita que se tenha
definido previamente a nocao de forga. Nao vamos entrar nessa discussao aqui por desviar-nos de nossos propésitos mais
pragmaticos, mas afirmamos que essa questao nao é de forma alguma desimportante e é, em verdade, parte de uma
questao central da Fisica, a saber, a de entender de que formas objetos materiais interagem entre si de modo a alterar
seus estados de movimento.

O chamado Principio de Relatividade, formulado originalmente por Galilei” e estendido em seu significado por Eins-
tein®, afirma que as Leis da Fisica sdo identicamente formuladas em sistemas de referéncia inerciais distintos. Isso
aplica-se, em particular, as leis da Mecanica Classica, como veremos na discussao sobre a segunda lei de Newton.

e Transicao de sistemas de coordenadas

Vamos considerar que tenhamos dois sistemas de coordenadas k e K descrevendo pontos do espaco fisico €. Um dado
ponto arbitrario P de € pode ser descrito por dois conjuntos de coordenadas Cartesianas: gp, no sistema k e Qp no
sistema K. Denotamos por A : K — k a fungao que realiza a transigao entre as coordenadas dos dois sistemas, ou seja,
a funcao tal que A(Qp) = gp para todos os pontos P € €.

5Sir Isaac Newton (1643-1727).

6 Jean-Marc Lévy-Leblond (1940-).
"Galileo Galilei (1564-1642).

8 Albert Einstein (1879-1955).
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e Sistemas de referéncia em movimento relativo

O ponto de partida de nossa andlise é a definicdo de movimentos relativos de sistemas de referéncia (inerciais ou néo)
na Mecanica Classica, tema de fundamental relevancia no estudo da Mecéanica. Dizemos que um sistema K move-se
continuamente em relagdo a um sistema k caso a funcao de transicdo A seja continuamente dependente do tempo: Ay,
com t € R. Em verdade, essa definicao é ainda muito geral, pois é um fato advindo da experimentacao que nem todos
os movimentos sao permitidos na Mecanica Classica, apenas os chamados movimentos FEuclidianos.

Um movimento A; : K — k, com ¢t € R, é dito ser um movimento Euclidiano do sistema se K em relacao ao sistema
k se preservar as distancias entre pontos, ou seja, se para todo Q1 e Q2 € K e todo t € R valer

|A:(Q1) — A(Q2)|| = ||Q1 — Q2 - (44.1)

Essa hipétese, a de que em cada instante de tempo K e k megam as mesmas distancias entre pontos, é uma hipdtese
fundamental de nossa andlise e dela extrairemos nossas conclusoes béasicas sobre a descrigao cineméatica da Mecanica
Cléassica. Note-se que essa hipotese é falsa na Mecanica Relativistica, onde o ingrediente bésico fundamental nao é a
preservacao de distancias no espago fisico, mas a preservagao do intervalo entre pontos do espago-tempo. Vide para tal
a discussao da Secao 21.7, pagina 1099.

Doravante consideraremos todos os movimentos entre sistemas de referéncia como sendo Euclidianos.

A hipétese expressa em (44.1) fixa a forma geral da funcdo A; : K — k. De fato, o Teorema 21.7, pagina 1035,
informa-nos que A; é forcosamente da forma A;(Q) = R;Q + ¢; onde, para cada t € R tem-se R; € SO(3) e ¢; € R3.
Ambas as fungées sdo supostas continuas como fungoes de t, pois movimentos tém de ter essa propriedade. Supomos
R; € SO(3) e ndo R; € O(3), pois podemos passar do segundo caso ao primeiro por um simples acerto da orientacao dos
eixos coordenados do sistema K em relagao aos de k.

No que segue suporemos que R; e ¢;, como fungoes de ¢, sao tantas vezes diferencidvel quanto necessario. E importante
lembrar que, segundo o ja citado Teorema 21.7, pagina 1035, tanto R; quanto ¢; sdo univocamente determinados.

Temos, portanto, a seguinte situagao: se considerarmos um ponto fixo no sistema K com um vetor de coordenadas
Q, as coordenadas desse mesmo ponto no sistema k serdo dadas por

@ = RQ+ce, (44.2)
com R; € SO(3).

Com um pouco mais de generalidade, se tivermos um ponto material descrevendo uma trajetoria descrita no sistema
de referéncia K por uma funcdo Q(t), com ¢ € I, sendo I um intervalo aberto de R (a funcdo Q(t) é suposta continua e
tantas vezes diferencidvel quanto necessdrio), entdo sua trajetoria em k sera descrita pela fungéo ¢(t), com t € I, dada
por

q(t) = RQ(t) +c . (44.3)
Disso segue que
Q) = Ry (qt) — ) = R (alt) —cr) - (44.4)
Assim,
i(t) = RiQ(t) + RiQt) + & “EY RRT (qlt) — er) + RQ(t) + ¢4 -

Como R; € SO(3), tem-se 1 = R;R! para todo t. Diferenciando-se essa identidade em relacio a t e usando o fato

que %(RtT) = (Rt)T, obtemos 0 = RthT + R; (Rt)T = RthT + (RthT)T. Isso prova que RthT é uma matriz real

antissimétrica e, portanto, pode ser escrita na forma
0 —W3 (t) w2 (t)
RRY = wi-J = | ws(t) 0 —w(t) (44.5)
—wsa(t)  wi(t) 0
para algum vetor w; € R? com componentes Cartesianas (w1 (1), walt), (U3(t)). Recordar que as matrizes Ji, Jo e J3

(os geradores do grupo SO(3), dadas em (21.92)-(21.94), pagina 1055) formam uma base no espago das matrizes reais
antissimétricas 3 x 3.
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O vetor wy € R3 é muito 1til na descricio de movimentos e sua interpretacdo serd discutida mais adiante. Usando o
vetor wy, podemos escrever

i) = (wt-j) (q(t) — ct) + ReQ(t) + ¢ = wi x (q(t) — ct) + ReQ(t) + ¢ (44.6)
onde usamos o fato, mencionado em (21.112), pdgina 1059 (vide também Exercicio E. 21.50), que (wt . J)o_é =wy X &
para qualquer & € R3.

A relacao '
q(t) = we x (q(t) — ct) + ReQ(t) + ¢4 (44.7)

é o ponto de partida de alguns desenvolvimentos da Cinematica e da Dinamica Cléssicas.

e Interpretacdo dos termos em (44.7)

A expressao (44.7) fornece o vetor velocidade ¢(t) de um ponto material observado no sistema k como soma de trés
termos.

O termo ¢; em (44.7) é a velocidade translacional do sistema K em relagio ao sistema k. A ele se adiciona o termo
R:Q(t), que é a velocidade do ponto material em K, a saber, Q(t), transferida para k por meio da rotagdo Ry.

Para entendermos o primeiro termo, consideremos em primeiro lugar a situacao em que ¢, =0 e Q(t) = 0 para todo
t. Nessa situagao, as origens de k e K coincidem e o ponto material estd fixo em K. A relagdo (44.7) fica simplesmente
§(t) = wi x q(t), ou seja,

=)

itt) = (w- ) alt) (44.8)

Se wy = wy, constante para todo ¢, com wy # 0, a equagdo (44.8) é um sistema de equagdes diferenciais ordinérias lineares
homogeéneas a coeficientes constantes e sua solugao é

wWo

llwoll

q(t) = exp (t(wo . J))q(O) = exp (|(;J0||t(77'w0 . J))q(O) , COM Ty, = (44.9)
Vide a discussao sobre solugoes de sistemas de equagoes diferenciais ordindrias lineares no Capitulo 14, pagina 651.
Conforme nossa discussao da Secgao 21.4.2, pagina 1053, a matriz exp <||ont (ﬁwg : j)) representa uma rotagao de um
angulo ||wo||t em torno do eixo definido pelo vetor unitério 7, := wo/|lwol|. A expressdo (44.8) indica, portanto, que ¢(t)
executa no sistema k um movimento rotacional uniforme em torno do eixo definido por wg/||wo| com velocidade angular
|woll- O eixo de rotacéo passa pela origem, nesse caso.

O vetor wy é, desta forma, interpretado como o vetor que determina o eixo de rotacao do sistema K em relacao ao
sistema k e sua magnitude, |lwgl|, é a velocidade angular dessa rota¢ao. No caso de w; néo ser constante a interpretagao
é a mesma: w; determina o eixo de rotagao instantaneo do sistema K em relacao ao sistema k, no instante ¢, e sua
magnitude, |lw||, é a velocidade angular instantédnea dessa rotagao.

Por essa razao, passaremos a denominar w; como o vetor velocidade angular instantanea de K em relagao ao sistema
k no instante . O vetor wy deve ser interpretado como um vetor no sistema k.

e Eixo de rotagao

No caso em que Q(t) = 0, (44.6) fica %(q(t) —¢) = (wt : j) (q(t) — ¢;). Caso ainda ¢, = 0 (ou seja, ¢ = ¢g) e

wy = wop, constante, com wy # 0, a solugdo é dada por

i(0) = eo-+exp (ol (- 7) ) (00~ ) (4410)

Note-se que se ¢(0) = ¢o + Ay, com A € R, teremos ¢(t) = c¢o + M, para todo t. Verifique! Isso significa que os
pontos ao longo da linha reta &, 7,, = {CO + Mgy A € ]R} permanecem iméveis quando ¢ varia. A linha reta €, o
¢é formada pelos pontos que passam por ¢y e aponta na dire¢ao de 7,,,. Ela é denominada eizo de rotagdo do movimento
descrito por (44.10).

Em outras palavras, (44.10) representa, no sistema k, uma rotagéo em torno do eixo &, g = {co + Alues A € ]R}
com velocidade angular ||wo|.
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Se considerarmos apenas a condi¢ao Q(t) = 0 (ponto material fixo em K), ainda com w; = wy, constante, mas com
¢ ndo-necessariamente constante, a relagdo (44.7) fica

%(Q(t) —c) = wo x (q(t) — ) = (wo : j) (q(t) —cr)

cuja solugdo é ¢(t) = ¢; + exp (|(JJ0||75(77;;0 : f)) (q(0) — ¢o). Escrevendo isso na forma

g(t) = o —co+ {coJreXp <||w0||t(ﬁw0 : f)> (q(0) - co)] (44.11)
e comparando a (44.10), vemos que trata-se da combinagéo de dois movimentos: um movimento rotacional em torno do
eixo €, 77, = {co + Mo, A € R} com velocidade angular [jwp||, em um movimento translacional, descrito pelo termo

Ct — Co-

e Movimentos Euclidianos, caso geral

No caso em que w; uma fungdo dada, ndo necessariamente constante, a equagdo diferencial linear homogénea (44.8)
tem solucao dada pela série de Dyson:

q(t) = D(t)q(0), com D(t) := 11+kz_:1/0/0 /O . (wt1~j)~~~<wtk~j) dty, - dty . (44.12)

Vide Segao 14.2.2, pagina 655. A equacao (44.5) pode ser lida na forma R, = (wt . j)Rt a qual pode ser encarada como

uma equagao diferencial ordindria linear homogénea de primeira ordem para R;. Novamente usando a série de Dyson,
obtemos a solucao

R: = D(t)Ry , (44.13)

onde D(t) é dada em (44.12). Como D(t) = R;Ry "', com R; e Ry elementos de SO(3), segue também que D(t) € SO(3).

A interpretacdo de (44.13) é simples. O fator Ry faz o ajuste entre os eixos de K e k no instante inicial e o fator

D(t) implementa a evolugdo temporal, uma rotagao varidvel com o tempo. Em particular, se w; = wp, constante, temos
também, como em (44.9),

wo

R; = exp <t<w0 . j))RO = exp <|w0|t<ﬁwo -j))Ro , com Two (44.14)

ol

No caso geral de w; varidvel, como D(t) € SO(3), vale

& t pt1 te—1 5 5
D) = DT (4‘22)1+Z(—1)’“/ / / (o T) - (- T) dti -ty (44.15)
Pt o Jo 0

o fator (—1)* em cada termo da somatéria se devendo ao fato de as matrizes wy - J serem antissimétricas. Observe
também a mudanga na ordem do produto dessas matrizes em (44.15) se a compararmos a (44.12).

A expressdo (44.12) permite obter expressoes gerais para ¢(t) em diversos casos de interesse. Considere em (44.12)
a situagdo em que w; ndo muda de dire¢do. Entao, por (21.98), pagina 1056, vale [wt . f, wyr - J_] = (wt X wt/) J=0
para todos t e t/, j4 que w; e wy sdo sempre paralelos. Por (14.44), pagina 673, isso implica que nesse caso temos
D(t) = exp Kfot wt/dt') . j] e, portanto,

q(t) = exp [(/Otwt/dt’) f} q(0) . (44.16)

E. 44.1 Ezercicio. Retornando ao caso geral da equagio (44.7), mostre que se ¢;, w e Q(t) forem fornecidos, entdo ¢(t) é dada
por

q(t) = ¢t + D(t)(q(0) — co) + /OtD(t, $)RsQ(s) ds , (44.17)
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onde D(t) é dada em (44.12) e

D(t, s) = 1+Z// / wtl- ~<wtk-f)dtk~~~dt1. (44.18)

Sugest3o: Estude o Capitulo 14, pagina 651, e use (14.12), pagina 655.
Segundo os resultados do Capitulo 14, temos D(t, s) = D(t)D(s)™" e, portanto,

q(t) = c+ D(t) { —co +/ D(s )ds] (44.19)

é uma forma alternativa de se escrever (44.17). *

Se em (44.7) considerarmos apenas a condicio Q(t) = 0 (o ponto material est4 fixo em K), temos a equacio diferencial

%(‘I(t) —c) = wex (qt) — ) (44.20)

cuja solu¢do, segundo (44.19), é
q(t) = ¢+ D(t)(q(0) — co) (44.21)
que generaliza (44.11), no sentido de mostrar que nesse caso o movimento é também uma combina¢ao de um movimento

rotacional (com eixo varidvel), representada pelo termo D(t) (q(O) — co), com uma translagao, representada pelo termo
Ct.

E. 44.2 FEzercicio. Usando (44.13) a relagdo (44.21) significa que R{l(q(t) —c) = Rgl(q(O) — o). Interprete essa relagio em
termos da transi¢do entre os sistemas k e K. Compare (44.21) com a relagdo (44.2). *
E claro por (44.21) que % (q(t) - ct) (que representa a velocidade relativa do ponto material em relagéo & origem de

K) é um vetor ortogonal a w; e a (g(t) — ¢;) e que vale também

%(‘I(t) —a) = wix (gt) ) (44.22)

onde (g(t) — ct)J' =(q(t) — ) — < “iooq(t) — ct> oty ¢ a componente de q(t) — ¢t ortogonal a wy. Assim,

|2 (et -0

= e a0 - (1423)

e Aditividade do vetor velocidade angular instantanea

Um ponto relevante na interpretagao de w; como sendo o vetor que representa a rotagao instantanea do sistema de
referéncia K em relacao ao sistema k é o seu carater aditivo.
Vamos supor que tenhamos um terceiro sistema de referéncia K’ que se mova em relagdo a K. Vamos considerar um

ponto material em movimento no espaco, e sejam ¢(t), Q(t) e Q'(t) as coordenadas que descrevem sua trajetéria nos
sistemas k, K e K', respectivamente. Segundo nossas consideragoes prévias, teremos as relagoes ¢(t) = R:Q(t) + ¢+ e

Q(t) = R,Q'(t) + ¢} entre essas coordenadas. Assim, ¢(t) = étQ'(t) + ¢, onde (Et = RtR} e ¢&; '= Ric; + ¢;) expressa
as coordenadas do ponto material no sistema k em termos das de K’.

Vamos denotar por w; o vetor velocidade angular instantaneo de K em relagao a k, por w; o vetor velocidade angular
instantaneo de K’ em relacao a K e por w; o vetor velocidade angular instantaneo de K’ em relacao a k.

Pela defini¢ao (44.5), temos R = (wt . j)Rt, Ri = (wi . ﬂRi e Ry = (Uut . j)f%t Portanto,

G = Ri(R) ™ = (BeRy+ RB) (R RS = (w0 JYRRG + Ro(wr - DR () 'Ry

we J) + Rofwp - DR P2 (w0 J) 4 (Rewf) T = (ot Rewf) - T
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provando que
(:}t = w¢+ Rtwé . (4424)

Observe-se que, pelas defini¢oes, w; e @; sdo elementos de k, enquanto que w; é um elemento de KY. O aparecimento do

!/«

fator R; em (44.24) é necessdrio para que se faca a transi¢ao do sistema K (onde w; “vive”) para o sistema k.

Essa relacao mostra que os vetores que descrevem a velocidade angular instantanea compoem-se aditivamente em
cada sistema de referéncia, o que é coerente com a prépria nocao de vetor.

E. 44.3 Ezercicio. Usando (44.24), mostre que

w;t = d)t —+ we X (Rtwg) —+ Rtw{ .

e Ainda sobre a interpretagao de w;

Se K e K’ diferem apenas por uma translagdo, ou seja, se R, = 1, teremos w; = 0 (pois wj - J = Ri (Ri)fl) e,
portanto, (44.24) diz-nos que W; = w;, 0 que mostra que o vetor velocidade angular instantdnea independe da origem
adotada no sistema K, mesmo se esta seja posta em movimento.

Se k’ for um sistema de referéncia que difere de k apenas por uma rotacao constante, teremos entre suas coordenadas
g = 5S¢, com S € SO(3). Assim, para a transicdo entre as coordenadas de k' e K teremos ¢’ = R,Q + ¢}, com

| = STRQ e ¢ = S Portanto, w) - J i= Bi(RY) " = 87 (BB )S = 5w J)s P2 (570w T,
estabelecendo que
wp = S Wy (44.25)

Isso mostra que w; transforma-se como um vetor por mudangas de sistemas de referéncia envolvendo apenas rotagoes
constantes.

e A Segunda Lei de Newton

Se k for um sistema de referéncia inercial, o movimento de um ponto material de massa m sujeito a acao de uma
forga f (q, q, t) é regido pela equagao
mi(t) = f(q(t), 4(t), t) . (44.26)

Esse é o conteido da chamada Segunda Lei de Newton. O caso expresso em (44.26) é o mais comum tratado na Mecanica
Cléassica e considera apenas forgas dependentes da posicao e da velocidade do ponto material e no mesmo instante de
tempo. Outras possibilidades, como forgas com retardo, sao também possiveis e fisicamente relevantes em certos casos.
No caso mais simples, a lei fisica expressa em (44.26) manifesta-se na forma de uma equacdo diferencial ordindria de
segunda ordem. Para sua solucao condigoes iniciais devem também ser adicionadas, tais como aquelas que fornecem a
posicao q(to) e a velocidade ¢(tg) do ponto material no sistema inercial k em um instante “inicial” t;. Sob condigoes
adequadas (por exemplo, continuidade e diferenciabilidade de f em relagao & varidveis q e ¢), teoremas gerais da teoria
das equagoes diferenciais ordindrias garantem existéncia e unicidade de solugoes (vide a discussao geral do Capitulo 12,
pdgina 613).

Observamos aqui en passant que na Mecanica Classica é assumido que a massa de um ponto material é a mesma em
quaisquer sistemas de referéncia, inerciais ou nado. Como é bem sabido, esse principio é falso na Mecéanica Relativistica.

e O vetor velocidade angular instantanea intrinseco

Doravante consideraremos k como um sistema de referéncia inercial e K realiza um movimento Euclidiano em relagao
a k. O vetor
-1
Q= R, w (44.27)

é um vetor em K e ele representa o vetor velocidade angular instantanea nesse sistema de referéncia. 2; é denominado
vetor velocidade angular instantanea intrinseco de K. E claro que K nao estd em rotagao em relagao a si mesmo mas,
mesmo assim, podemos falar de um vetor de velocidade angular intrinseco em K pois, como veremos, é possivel inferir no

9Estritamente falando, o correto matematicamente seria dizer que w; e @: sdo elementos do espaco tangente de k, enquanto que w; é um
elemento do espago tangente de K. Como um sistema de referéncias Euclidiano coincide em certo sentido com seu espago tangente, evitamos
o que poderia ser visto como um preciosismo de linguagem.
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préprio K a existéncia de sua rotacao em relacao a um sistema inercial (como k) devido ao surgimento em K de certas
aceleragoes inerciais. De qualquer forma, é ttil definir ; como em (44.27) pois essa expressdo aparece amiide, como
nos computos que faremos a seguir.

Para verificarmos que €; é, de fato, intrinseco a K, consideremos um outro sistema inercial k®. Como veremos mais
abaixo, o fato de k® ser inercial significa que sua origem se move em relacao a origem de k com velocidade constante e
que k® e k ndo giram continuamente um em relacido ao outro.

Isso significa que temos entre as coordenadas de k e de k® a relagdo ¢° = Sq+ (vot+qp), com S € SO(3), constante e v
e ¢o também constantes. Além disso, temos as relagoes usuais entre K e k e entre K e k®: ¢ = RiQ+c¢; e ¢° = RyQ +¢5.
Disso seque que ¢° = Sq+vot+qo = (SR:)Q+ (SctJrvotJrqo), o que permite concluir que Ry = SR; e ¢ = Sci+vot+qo.
Portanto,

=)

Wi = RO(RY) T = SR(RY) T = Ls*@t.J)Rt(Rf)*1 = s(wt.j)s—l LD (5u,) - T

o que implica wy = Sw;. Consequentemente,

Q0 = (R 'wd = (R 'Swy = (R) 'wr = Q,

provando que €2; independe do sistema de referéncia inercial em relagao ao qual K move-se.

E. 44.4 Ezercicio. Mostre que a regra de adigdo de vetores velocidade angular instantinea (44.24) assume a forma
Q= (R) '+ 9 (44.28)

quando é expressa em termos dos correspondentes vetores velocidade angular instantanea intrinsecos. *

e O carater vetorial de

Se K’ for um outro sistema de referéncia que difere de K apenas por uma rotacao constante, ou seja, se Q = S~1Q’,
com S € SO(3), teremos ¢ = R,Q’ + ¢; com R} = R;S™! para a transigao entre K’ e k. Portanto,

O = (R) 'wr = S . (44.29)

Isso mostra que ; transforma-se como um vetor por mudancas de sistemas de referéncia envolvendo apenas rotagoes
constantes.

e Um resultado util

Antes de prosseguirmos, vamos apresentar um resultado atil que usaremos em manipulagoes diversas vezes no que
segue:

Proposigao 44.1 Com as definicoes dadas acima, valem as sequintes relagoes

R, = (we-J)Ry, (44.30)

Ry = R(Q-J), (44.31)

Rid = wx (Rd) e (44.32)

Rid = Ry(xad), (44.33)

onde as duas Ultimas expressées sdo para & € R3, arbitrdrio. O

Prova. A relacdo (44.30) é evidente pela definicdo (44.5). Podemos escrever (wy - j)Rt = RyR; M (wy ﬂRt (1119

Rt((Rt_lwt) : j) = Ry (% - j), provando (44.31). As relagdes (44.32) e (44.33) seguem de (44.30) e (44.31), respectiva-
mente, e do fato, mencionado em (21.112), pagina 1059 (vide também Exercicio E. 21.50), que (5 j)o_é = 5 X @ para
quaisquer &, 5 € R |
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e Aceleragoes inerciais e forgas inerciais

Partindo de (44.7) e escrevendo Q(t) = R, (q(t) — c;), temos ¢(t) = w; x (R:Q(t)) + ReQ(t) + é. Usando (21.116)
e escrevendo Q; := R; 'wy, isso fica

i(t) = R {Qt % Q(t) + Q(t)} ey (44.34)
Disso segue que . ' . . )
Q) = B[ x Q1) + Q)] + B[ x QU + 9 x Q1) + Q(1)| + 7 (44.35)
Usando (44.33), obtemos
i(t) = Ry [Qt X (% % Qb)) +29% x Qt) + 2 x Q(t) + Q(t)] . (44.36)

Verifique! Assim, multiplicando-se pela massa m do ponto material, teremos
mQ(t) = R (md(t)) — Ryt (méy) —mQe x (Q x Q(t)) — 2my x Q(t) — my x Q(t) . (44.37)

Naturalmente, como k é um sistema de referéncia inercial, md(t) é igual (pela segunda lei de Newton) a forga externa
total resultante f(q(t), q(t), t) agindo sobre o ponto material no sistema de referéncia k. A expressao R;l(mtj(t)) =

R;lf(q(t), q(t), t) =: F(Q(t), Q), t) representa essa forca externa resultante segundo o sistema de referéncia K.

Para futura referéncia, destacamos essa relagao

F(QM), Q). t) = R f(a(®), d(t), t) (44.38)
entre forcas F' e f, sobre um ponto material, no sistemas K e k, respectivamente.

Os quatro demais termos de (44.37) sdo denominados for¢as inerciais e tém denominagoes especificas, listadas a seguir.
Como comentaremos, forcas inerciais sao nulas em sistemas de referéncia inerciais e sua existéncia é, consequentemente,
caracteristica de sistemas nao inerciais. B importante notar também que todas as quatro forcas inerciais sobre um ponto
material sdo proporcionais & sua massa.

e O termo —R, l(mét) é uma forga inercial denominada forca inercial translacional. Ela se manifesta mesmo em
sistemas de referéncias nao girantes, ao contrario das trés forgas inerciais a seguir. A expressdo —R; ¢, é deno-
minada aceleracdao inercial translacional. O célebre principio de equivaléncia, um dos principios fisicos da Teoria
da Relatividade Geral, foi formulado com base na impossibilidade de se distinguir a forca inercial translacional da
forga produzida por um campo gravitacional espacialmente constante.

e O termo —mfY x Q(t) é uma forca inercial denominada for¢a de Euler'®. A expressao — x Q(t) é denominada
aceleragao de Euler, ou também aceleracdo azimutal ou ainda aceleragao transversa. E importante notar que esse
termo s6 pode se manifestar se ; for ndo-nulo, ou seja, se houver uma variacio temporal no vetor de velocidade
angular instantanea intrinseco.

e O termo —2mf) X Q( ) ¢ uma forga inercial denominada for¢a de Coriolis"'. A expressao —2; x Q( ) é denominada
aceleracao de Coriolis. E importante notar que esse termo depende de Q; e, portanto, ndo se manifesta se o ponto
material estiver parado em relagao ao referencial girante K.

e O termo —mfY X (Qt X Q(t)) é uma forga inercial denominada for¢a centrifuga. A expressao —{2; X (Qt X Q(t))
é denominada aceleracdo centrifuga. Note-se que a aceleragao centrifuga é sempre ortogonal ao eixo de rotacao
instantaneo. E relevante lembrar que, por (4.14), pdgina 260, tem-se para 2; # 0,

—Qux (U x Q1) = —(Q, Q)% + |7 Q() = [ )

QL(t) = Q(t) - < ng ) Q( )> ng

onde

que claramente representa a projegdo de Q(t) sobre plano ortogonal a €;. Assim, a aceleragdo centrifuga (e a
forca centrifuga) sobre um ponto material aponta no sentido de Q=+ (t) e tem magnitude igual a ||Q¢|?||Q*+(t)|| =
192:]12|Q(¢)]| send(¢), onde 6(t) € [0, 7] é o angulo entre ; e Q(t).

10Leonhard Euler (1707-1783).
1 Gaspard-Gustave de Coriolis (1792-1843).
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A relagao (44.36) tem outra consequéncia relevante:

Proposigao 44.2 Se k for um sistema de referéncia inercial, entdo um sequndo sistema de referéncia K, cujas co-
ordenadas se relacionam as de k por () = Rt_l(q — ¢t), serd também um sistema inercial se e somente se Ry e ¢
forem constantes e, portanto, se e somente se a transformagao de coordenadas entre os sistemas de k e K for da forma
Q= Rglq —vot — qo, com Rg € SO(3), constante, e vo, qo € R3, ambos constantes. O

Em outras palavras, se k for um sistema de referéncia inercial, entao um segundo sistema de referéncia K sera também
um sistema inercial se e somente se K nao estiver girando continuamente em relacao a k, mas apenas se transladando
com velocidade constante.

As transformagées do tipo ¢ — Rglq — gt — qo com Ry € SO(3), constante, e vy, qo € R*, ambos constantes,
sdo denominadas transformacées de Galilei'?> e compdem um grupo, conhecido como Grupo de Galilei ndo homogéneo,
estudado na Segdo 21.7.7, pagina 1124 (vide, em particular, a pdgina 1126). O Grupo de Galilei ndo homogéneo é, assim,
o grupo das transformagoes (ndo relativisticas) de sistemas inerciais entre si.

Prova da Proposicdo 44.2. A primeira lei de Newton afirma que um ponto material que mova sob a acao de forcas externas
resultantes nulas terd aceleracao nula em qualquer sistema de referéncia inercial.

I. Se k for inercial e as coordenadas de K se relacionarem as de k segundo @) = R7(q — ¢;) com R e ¢ constantes,
teremos Q(t) = R™%(t). Logo, se {(t) = 0 teremos também Q(t) = 0, provando que K é também inercial.

I1. Vamos supor agora que k e K sao inerciais e seja um ponto material que mova sob a agao de uma forga externa
resultante nula. Teremos ¢(t) =0 e Q(¢t) = 0, o que implica, segundo (44.36),

QX (2 x Q) +20 x Q(t) + Qe x Q(t) + Ry 'é, = 0. (44.39)

Essa relagio deve ser vélida para todos os valores de Q(t) e de Q(t) . Assim, os termos 2Q; x Q(t) e R; '¢; devem ser
nulos independentemente dos demais. Isso implica que ¢ = 0 e ; = 0 para todo t. A relacdo Q; = 0, por definicéo,
implica que R; deve ser nula e implica a nulidade dos termos faltantes: 0 x (Qt X Q(t)) e € x Q(t). Concluimos que
nesse caso devemos ter R; e ¢; constantes, completando a demonstragao. |

O seguinte corolario é evidente:

Corolario 44.1 As aceleragoes inerciais e as forcas inerciais sao nulas em todos os sistemas de referéncia inerciais.
Logo, um sistema de referéncia serd nao inercial se ao menos uma das aceleracoes ou for¢as inerciais for nao-nula. O

Dessa forma devemos entender que forgas inerciais sobre um ponto material em um sistema de referéncia nao inercial
sao um artefato da descricao do movimento em tais sistemas e nao provém de interagoes “reais” que ajam sobre ele.

e A Segunda Lei de Newton. Covariancia em relagcao a mudancas de sistemas de referéncia inerciais

Se k e K sao inerciais, temos para as coordenadas que descrevem a trajetéria de um ponto material a relagao
q(t) = RQ(t) + ¢, com ¢t = éot + ¢o, dado que é; = ép, por ser constante. Assim, temos por (44.37) que

F(QM), Q(t), t) = R f(q(t). d(t), 1) , (44.40)
ou seja
F(Q(t)v Q(t)v t) = R_lf(Q(t)v (j(t)v t) - R_lf(RQ(t) + ¢ot + co, RQ(t) + ¢o, t) : (4441)

A relagdo entre F' e f expressa nas relagoes (44.40) e (44.41) manifesta a covariancia das interagoes externas que agem
sobre o ponto material.

e Movimento de um ponto material visto de um referencial nao inercial

Se a trajetéria ¢(t) de um ponto material em um sistema de referéncia k for fornecida, essa trajetéria no sistema de
referéncia K serd dada, segundo (44.4) e (44.13), por

Q(t) = Ry'D(t)"*(a(t) — ) , (44.42)

12Galileo Galilei (1564-1642).
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com D(t)~! dado em (44.15).

No caso em que w; = wy, constante, e Ry = 1 (o que significa que os eixos de k e K sdo paralelos em ¢ = 0) obtemos,
fazendo uso da Férmula de Rodrigues (21.106),

o) = exp ( ~ ol (i f)) (alt) - ) (44.43)

(21.106)

cos (|lwollt) (a(t) = t) + (1 = cos (llwollt) ) (7 - (4(8) = 1) ) g

— sen([lwollt) (ﬁwo x (q(t) - ct)) . (44.44)

Essa relacao fornece a trajetéria do ponto material no sistema K a partir de sua trajetéria em k no caso descrito (w;
constante e Ry = 1).

e Movimento de um ponto material livre visto de um referencial nao inercial

Considere-se um ponto material livre de forgas externas. Sua trajetéria ¢(¢) no referencial inercial k é dada por

q(t) = vot + qo ,

que descreve um movimento retilineo uniforme. Sua trajetéria Q(¢) em um referencial ndo inercial K é dada, segundo
(44.42), por
Q(t) = Ry'D(t)™" (vot +qo — ¢t) - (44.45)

Vamos considerar o caso mais simples, onde ¢; = 0, wy = wyp, constante e Ry = 1. Logo, as origens de k e K coincidem

para todo ¢, assim como seus eixos em ¢t = 0 (pois Ry = 1), sendo que K gira em torno de k com velocidade angular
constante wy. Temos, por (44.44),

Q) = exp < ol (7 f)) (ot + o) (44.46)

cos (|lwollt) (vot + qo) + (1 — cos (||w0|\t)> (ﬁwo + (vot + q0)> o

— sen(||wol|t) (ﬁwO x (vot + qo)) . (44.47)

E. 44.5 Ezercicio. Na solugdo (44.47), mostre que se vy e go S30 ortogonais a 7., entdo Q(t) é igualmente ortogonal a 7., para
todo t. Esse resultado é inesperado? Note que nesse caso vale

Q(t) = [COS (HUJOHt)QO - Sen(Hont) (ﬁwo X qo)] +t [cos (||wo|\t)vo — sen(Hont) (ﬁwo X vo)] ,

que combina um movimento circular uniforme com velocidade angular ||wo]|| (o primeiro termo em [- - -]) com outro movimento circular,
mas com raio linearmente crescente com o tempo ¢ (o segundo termo t[-- - ]). *

E claro por (44.47) que o movimento do ponto material livre visto do sistema nao inercial K nao é mais retilineo e
uniforme. Pode-se atribuir isso a acao em K de duas forgas inerciais: a forga centrifuga e a forga de Coriolis. O préximo
exercicio ajuda a esclarecer isso.

E. 44.6 Ezercicio. Na expressio (44.47), calcule Q(¢) e identifique quais termos correspondem a aceleragdo centrifuga e quais a
aceleracdo de Coriolis, calculando separadamente essas duas aceleracées inerciais. *

X oksk okokk ok ok
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E. 44.7 Exercicio. Considere um navio N de massa M em movimento ao longo de uma latitude 6, fixa, da Terra, sendo 6 €
[-7/2, w/2]). Seja V sua velocidade no sistema de referéncia da Terra. V é suposta constante ao longo dessa latitude e convencione
que V é positiva se 0 navio move-se no rumo leste e negativa no rumo oeste.

Determine a forca centrifuga e a forca de Coriolis sobre o navio N. Para qual valor de V' a forca de Coriolis supera a for¢ca centrifuga
em magnitude? Para qual valor de V' (positivo ou negativo) as duas forcas s3o iguais e opostas.

Um navio de grande porte pode alcancar a velocidade de aproximadamente 28km/h. Para essa velocidade, compare em termos de
percentagens o valor da componente vertical da for¢a centrifuga e da forca de Coriolis em relagdo ao peso do navio N.

Em qual situagdo a linha-d’agua do navio N (que é sempre medida de baixo para cima, a partir do fundo do navio) deve ficar mais
alta: quando o navio se move em direcdo ao leste o ao oeste? Justifique. *

O efeito descrito no exercicio anterior é conhecido como efeito Eétvis'®.

E. 44.8 Exercicio. Os EUA construiram seu maior centro de lancamento de foguetes no sul da Flérida e a Franga nas Guianas.

Por que motivo pratico, relacionado a economia de combustiveis dos foguetes, essas escolhas foram feitas? Justifique qualitativa e
quantitativamente. *

44.2 Mecanica de Pontos Materiais

Nesta se¢ao recordaremos resultados elementares, muito bem conhecidos, da Mecanica de uma colecao finita de pontos
materiais. Esses resultados serao adiante usados no tratamento da dinamica de corpos rigidos.

Considere-se uma colegao ¥ de n > 1 pontos materiais cujas trajetérias sao descritos em um sistema inercial de
coordenadas k por coordenadas ¢;(t), i =1,..., n, e cujas massas safom; > 0,i=1,..., n.

A massa total e o chamado centro de massa dessa cole¢do ¢ de pontos materiais sdo definidos por
M = Zlmt € qcm(t) = M z;mi%'(t) .
i= i=

Nosso propédsito imediato é expressar grandezas mecanicas, como a energia cinética, o momento linear e o momento
angular desse sistema de pontos materiais em termos de suas coordenadas em um outro sistema de referéncia K, nao
necessariamente inercial, cujas coordenadas relacionem-se as de k pela relagio ¢(t) = R:Q(t)+ct, que ja usamos repetidas
vezes.

Escolhemos esse sistema K de sorte que ¢; = gem(t), ou seja, escolhemos a origem do sistema de coordenadas K
coincidente com o centro de massa do conjunto %. Essa escolha é realizada por mera conveniéncia: as expressoes que
obteremos abaixo ficam muito simplificadas com essa escolha.

Temos para cada ponto material as relacdes q;(t) = RyQi(t) + gem () € ¢i(t) = Ry | x Qi(t) + Qi(t)| + dem(t), onde
Q;(t) fornece a trajetéria do i-ésimo ponto material no sistema K. Usaremos essas relages sem mais comentarios nos
computos que seguem. E importante notar que com a escolha ¢; = e (t) temos

=1 =1

o que implica que
n n
ZmiQi(t) =0 e, portanto, que ZmiQi(t) =0 (44.48)
i=1 i=1

para todo t. Essas relagoes expressam, no sistema K, a condicao de que o centro de massa encontra-se fixo na origem de
K.

3Bardo Lordnd Eotvis de Vésdrosnamény (1848-1919).
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e A energia cinética de uma colegao finita de pontos materiais

A energia cinética da colegdo de pontos materiais € no sistema k, que denotaremos por e.(t), é dada por

ec(t) = %Zmilldi(ﬂ

e pode ser reescrita em termos das coordenadas do sistema K da seguinte forma:

1o _ 1o
ec(t) = 5277%”%‘@)”2 = 5277%
i=1 i=1

2 x Qilt) + Qult) + Ry o)

I

_ —Zmz[

2 < @)+ QO + ldem()

+2(Q x Qi(t)) - Qi) +2(2 x Qi (1)) - (Ry "dem(t)) + 2Qu(t) - (Rth'cm(t))] :

Devido a (44.48), os dois dltimos termos sdo nulos. Com isso,

15

Vamos agora reescrever o primeiro e o tltimo termos da expressdo (44.49). Para o dltimo, usamos que

2 < @]+ @) +Hqcm<t>uz+2(mxczi<t>)-th)}. (44.49)

(4.13)

(2 x Qi(1)) - Qi(t) (Qi(t) x Qi(t)) - (44.50)

e para o primeiro, escrevemos

HQt x Qi(t)H2 - (Qt X Qi(t)) : (Qt x Qi(t))

3 3
I Pl - (- Qi) = 303 (), [0 — Qu(Dau(t)] (22),

a=1 b=1

Denotemos por I(t) a matriz real 3 x 3 cujo elemento de matriz I(t), é definido por

It = Y ma [ Qi(1)20 — Qi(1)aQit)s] (44.51)

i=1

Com isso, podemos escrever
n

Z

)H2 = %Qt : (I(t)Qt) ; (44.52)

Verifique!

A matriz I(t) é denominada matriz momento de inércia, operador momento de inércia ou, mais frequentemente,
tensor momento de inércia do conjunto %. O tensor momento de inércia desempenha um papel importante na descrigao
do movimento rotacional de corpos rigidos e suas propriedades serao estudadas com mais detalhe futuramente. O tensor
momento de inércia aparecera novamente logo adiante quando tratarmos do momento angular do conjunto €.

Por ora, fazemos notar que o tensor momento de inércia definido em (44.51) deveria, com mais precisao, ser denomi-
nado tensor momento de inércia do sistema de pontos materiais no sistema K com relacao a origem.

A razdo de I(t) ser denominado um tensor serd esclarecida adiante, mas é importante frisar que nas manipulagoes
que faremos I(t) é simplesmente uma matriz 3 x 3 que age em vetores de R3. Fazemos notar também que, como se vé
na defini¢do (44.51)), I(t) é uma matriz simétrica: I(t)qs = I(t)pq para todos a, b € {1, 2, 3}.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 44 2386/2558

Retornando com (44.50) e (44.52) a (44.49), temos (verifique!)

eo(t) = %Qt (I()9%) + Q- L(t) + %ZmiHQi(t)HQ + %Hq’cm(f)n2 , (44.53)

onde introduzimos as grandezas
L(t) = Y Li(t) e Li(t) == miQs(t) x Qi(t) . (44.54)

L;(t) representa o vetor momento angular do i-ésimo ponto material de € no sistema K (em relagao & origem de K) e
L(t) representa o vetor momento angular total da cole¢do € no sistema K (também em relagao & origem de K).
Notemos que dois dos termos de (44.53) sdo reconheciveis: 12 o termo %Z?Zl mZHQZ(ﬁ)H2 =: FE¢(t) representa a

C ~ .. . . 2 C
energia cinética da colegdo € de pontos materiais no sistema K. 22 o termo % Hqcm (t)H representa a energia cinética do
movimento do centro de massa em k, ou seja, de um ponto material de massa M que se movesse com velocidade ¢ep, ()
no sistema k. Os termos £ - (1(t)Q) + Q - L(t) sdo contribuigdes provenientes da rotacao do sistema de referéncia K.

H4 dois casos de maior interesse:

1. Caso Q; =0,
1 : M,
eel®) = 5 2 mil Q0| + G w0
i=1

O primeiro termo é a energia cinética da colegdo de pontos materiais ¢ no sistema K enquanto que o segundo é a
energia cinética associada ao movimento do centro de massa no sistema K.

2. Caso Ql(t) = 0 para todo ¢ (corpos rigidos),

1 M, . 2
Neste caso I é constante, ou seja, nao varia com o tempo. Como discutiremos melhor adiante, o primeiro termo ¢é a
energia cinética associada & rotacao (rigida) do conjunto €. O segundo é a energia cinética associada ao movimento
do centro de massa de ¥ no sistema k.

e Transformacgoes por rotacoes de sistemas de coordenadas

Consideremos agora a situacao, ja discutida acima, na qual temos dois sistemas K e K’ que diferem por uma rotacao
constante, ou seja, tem-se Q@ = S~1Q’ com S € SO(3), e tem-se 2, = S, segundo (44.29). A energia cinética obtida
em (44.53) deve, evidentemente, ser a mesma em K e K'. E claro que HQZ(t)H e ||Gem(t)|| ndo mudam com a passagem
de K a K’, mas da invariancia dos demais termos concluimos que

<Qt, I(t)Qt> - <Qg, I'(t)9;> e que <Qt, L(t)> - <Q;, L’(t)> ,
ou seja,
<Qt, I(t)Qt> = <Qt, S’lf’(t)SQt> e <Qt, L(t)> = <Qt, S*lL’(t)> .
Concluimos que L'(t) = SL(t), fato esse que pode ser provado diretamente da definigdo de L(t) (faca-o!), e que
I'(ty = SIt)S™. (44.56)

Essa ultima relacao é importante, por mostrar como a matriz momento de inércia transforma-se por rotagoes do sistema
de referéncia K. Escrevendo-se de forma explicita o produto de matrizes (44.56) (e usando o fato que S—! = ST), temos
para os elementos de matriz a seguinte regra de transformacao:

3
Il(t)ab = Z Z Sachd I(t)cd . (4457)

c=1d=1
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Verifique! E importante comparar essa regra de transformagdo com a regra correspondente para a transformacao de
componentes de vetores, como ), que, pela a relagao 2, = S, sdo da forma

= isab (), - (44.58)

Uma grandeza fisica cujas componentes se transformam por rotagoes (constantes) segundo (44.57) é dita ser um tensor
de sequnda ordem. Um vetor é um tensor de primeira ordem. Varios tipos de tensores ocorrem de forma importante
na Fisica, como no Eletromagnetismo, na Teoria da Relatividade e na Mecanica dos Corpos Elasticamente Deformaveis
(para referéncias sobre essa iltima drea, de onde o préprio vocdbulo “tensor” se originou, vide [235] ou [357]). A defini¢ao
matematica, mais geral e abstrata, da nocao de tensor é apresentada e desenvolvida no Capitulo 2, pagina 79.

Essas consideracgoes justificam por que I é também denominado tensor de momento de inércia.

¢ O momento linear de uma colegao finita de pontos materiais

O momento linear da colecao ¥ de pontos materiais no sistema k é dado simplesmente por
n
= Y miGi(t) = Mdem(t) - (44.59)
Ele corresponde, portanto, ao momento linear associado ao movimento do centro de massa.

¢ O momento angular de uma colegao finita de pontos materiais

O momento angular do i-ésimo ponto material da colecao € no sistema k, em relacao a origem desse sistema é definido
por
ll(t) = miqi(t) X ql(t) .

O momento angular da colecao % no sistema k, em relacao a origem desse sistema, é definido por

= Zli(t Zmz% X ¢ t)
=1

e pode ser reescrito como

I = imiqxt)xqz Zmz ReQi(t) + dem(®)) % (Re |9 % Qi) + Qu0)] + dem (1))

- R Zm (Qi(t) + Ry gem(t)) x (Qt % Qi(t) + Qi(t) + R;lqcm(t))

Zmz i thQ +Zmz i XQZ (Zmz Z ) Rilqcm(t))

=0

+(R; Ygem (t)) x (Qt X (Z miQi(t)> ) + (R geml(t <Z miQi(t ) M By gem(®)) % (Ry " dem (t))

=0 =0

Zmz i thQ +Zmz i XQz() + Mgem(t) X Gem(t) -

Consideremos na ultima expressao o termo

Zszz X (Q0 % Q(t) ‘“4)2 Qi) — Zmi(Qi(t)-Qt>Qi(t). (44.60)

i=1
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A a-ésima componente do vetor do lado direito de (44.60) é

Soml Q] (@), - (i1 ) (Qu(1), ]

n 3 3
= miz [HQi(t)H25ab_ (Qi(t))b(Qi(t))a} (Qt)b = Zl‘lb(t)(ﬂt)b = (I(t)Qt)a'
i=1  b=1 b=1
Assim,
U(t) = ReJ(t) + Mgem(t) X dem(t) (44.61)
o J(t) = I(t)Q + L(t) , (44.62)

sendo L(t) definido em (44.54). Os termos acima tém interpretagoes especificas. O termo M gem(t) X gem(t) corresponde
ao momento angular do movimento do centro de massa no sistema inercial k, em relacao a origem de k. Esse termo é
por vezes denominado momento angular orbital da cole¢ao €. O termo J(t) := I(t) + L(t) compde o que se denomina
momento angular intrinseco da cole¢do de pontos materiais ¢ no sistema de referéncia K. Note-se que o termo I(¢)Q; é
obviamente nulo no caso em que Q; = 0. O termo L(¢) é o momento angular da colegdo € no sistema K, em relagao &
origem desse sistema, ou seja, em relacao ao centro de massa. Note-se que esse termo é nulo no caso de corpos rigidos.

Ha, assim, dois casos de maior interesse:

1. Caso ; =0, temos J(t) = L(t) e
I(t) = ReL(t) + Mgem(t) X dem(t) -

2. Caso Q;(t) para todo i (corpos rigidos), temos J(t) = I (nesse caso I é constante, ou seja, nio varia com o
tempo) e
1(t) = ReIQ% + Mem(t) X dom(t) -

e As equagoes dinadmicas

Suporemos que cada ponto material da colegao % considerado esteja sujeito, quando analisado do sistema inercial k,
a uma forca f7 resultante da interacao com o exterior e de forgas internas resultantes da interacdo dos préprios pontos
materiais da cole¢do € entre si. Denotaremos por f;_,; a for¢a que o j-ésimo ponto material exerce sobre o i-ésimo.
Adotaremos também a convengdo que f;_,; = 0 para todo i. A forga total resultante serd, portanto f{ + Z?Zl fisi-

As forcas f;_,; podem ser funcoes de ¢, das coordenadas g, e das velocidades ¢, com k =1, ..., n, mas sobre elas
faremos duas hipdteses: que vale f;_,; = —f;—; e que o vetor f;_,; é paralelo ao vetor ¢; — ¢;.

Pela segunda lei de Newton, temos
n
mGi(t) = fE+ Y fiois (44.63)
j=1
e, portanto, para o momento linear total da colegdo € de pontos materiais, dado em (44.59),
n n n
Pt) = D422 fimi
i=1 i=1j=1
A condigao fji = — fi; implica 321 377 fj—i = 0, pois

Zijﬁi = % ZijaiJrZZfiaj = %Z
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1 j=1i=1

(fjaiJrfiaj) =0,
J=1 -

n

sendo que na primeira igualdade simplesmente trocamos as letras i <> j na segunda somatoria. Assim,

pt) = f7°,  com  fT¢ = zn:ff. (44.64)
i=1
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fTe representa a forca externa total agindo sobre a colecio de pontos materiais 4. Note-se que a relacio (44.64) diz-nos
também que
Miem(t) = f1, (44.65)

ou seja, o movimento do centro de massa obedece a segunda lei de Newton e se d4 como se um ponto material de massa
M e coordenadas g, se movesse sob a acdo da forca externa total f7°. Sob as hipéteses, as interacdes internas nao
afetam o movimento do centro de massa.

Estudemos agora a variagdo temporal do momento angular total do conjunto ¥ de pontos materiais (em relagao a
origem do sistema k). Para o i-ésimo ponto material, temos I;(£) := m;q;(t) x G;(t) = qi(t) x (fie + 30 fj_,i). Assim,
para o momento angular total, vale

ity = Y i) = Z ><fe+ZZqz X fii -

i=1 i=1 i=1 j=1

Escrevemos,

ZZ ij—m"l‘zij ><fi—>j

=1 j=1 =1 j=1

n n 1 I 1
> ailt) x fimi = 5
i=1 j—1 L ]

n

ZZQi(t)Xfyﬂz ZZ% X fiji

i=1 j=1 i=1 j=1

N | =

n

iZ(Qi(t)*%(t)) X fisi = 0,

i=1 j=1

N | =

pela hipétese que fj_; e ¢;(t) — ¢;(t) sdo paralelos. Novamente, na primeira igualdade simplesmente fizemos a troca
i <> j na segunda somatoria. Logo,
n
= > alt) x ff .
i=1

Se agora escrevermos ¢;(t) = RiQ;(t) + gem(t), e definirmos Ff := R; ' f¢, teremos

- R <Z Qi(t) x F) + gem(t) x fT¢.
=1

Usando-se em seguida a relagio (44.61), obtemos

; d . -
l(t) = at (Rt J(t)> + MQCm(t) X qu(t) = Ry (Z Qi(t) X Ff) + qu(t) X fTe ) (4466)
i=1
com J(t) definido em (44.62). Essa expressdo contém duas igualdades distintas. Sabemos que
.. (44.65)
MQCm(t) X QCm(t) = QCm(t) X fTe )

o que iguala dois dos termos de (44.67). (A expressdo gem(t) x f1¢ representa o torque exercido pelas forcas externas
sobre o centro de massa (sempre em relagao a origem de k)). Consequentemente, (44.67) reduz-se a

(Z(Rt ) RtZQ ) x Fe

relacao esta que expressa a variacao do momento angular intrinseco do corpo rigido no sistema de referéncia k, expresso
por j(t) :== Ry J ().
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Note-se que na auséncia de torque das forgas externas, temos a lei de conservacao j(t) = constante.

O estudante deve entender que, embora j(t) seja conservado quando da auséncia de torque das forgas externas, J(t)
nao necessariamente o é. A conservagao de j(¢) reflete a simetria de rotacoes do sistema inercial k. O sistema K, porém,
nao é geralmente inercial, e portanto, nao deve necessariamente refletir essa propriedade de simetria.

Usando (44.33) para expressar Ry, a relacdo (44.66) fica

I(t) = ReJ(t) + Re(Q x J()) + Mgem(t) X Gom(t) = Ry <zn: Qi(t) x F) + gem(t) x fT€, (44.67)
ou seja, .
JE) +Q x J(t) = > Qilt) x Ff, (44.68)

com J(t) definido em (44.62). O lado esquerdo é a derivada temporal do momento angular intrinseco (no sistema K) do
conjunto € de pontos materiais que consideramos. O lado direito é o torque exercido pelas forgas externas no sistema
de referéncia K do centro de massa (em relagao & origem de K).

A relagao (44.68) expressa a lei de variagdo do momento angular intrinseco da cole¢do € de pontos materiais no
sistema K e é denominada equacao de Euler. Outras versoes particulares dessa equacao serao vistas no que segue.

Ha dois casos particulares relevantes a considerar:

1. No caso em que € = 0 tem-se J(t) = L(t) e a relacdo (44.68) reduz-se a

n

L(t) = > Qi(t) x Ff . (44.69)

i=1

2. No caso em que Q;(t) = 0 (que ocorre em corpos rigidos), tem-se J(t) = IQ; (recordar que I é constante nesse
caso) e a relagdo (44.68) reduz-se a

d n
E(mt) = (I) x Q + 2 Qi x Fr . (44.70)
Na auséncia de forgas externas isso reduz-se a
d

Asrelagoes (44.70) e (44.71) sao as célebres equagdes de Euler da Mecdnica de Corpos Rigidos, as quais serdo discutidas
com mais detalhe adiante. Note-se que (44.70) e (44.71) sdo expressas no sistema de coordenadas K.

e A energia mecanica e sua conservagao

Em um sistema de referéncia inercial, uma forga f, dependente apenas da posicao, é dita ser conservativa se houver
uma fungao U, denominada potencial, tal que f(q) = —(VU)(q).

Vamos retornar a (44.63) com as seguintes hip6teses adicionais: a forca externa ff = f£(q1, ..., gn) é conservativa,
ou seja, existe um potencial U®(q1, ..., ¢n) tal que ff(q1, ..., gn) = f(ViUe)(ql, cevy Gn)- (Aqui V; é
relativo as coordenadas de ¢;).

o gradiente

As forcas internas f;_,; dependem apenas do vetor ¢; —g;, sio conservativas e existem, para cada par {4, j}, potenciais
Uji(llgl)) = Ui; (llgll) (as fungdes Uy; : Ry — R sdo fungdes de uma varidvel) tais que

= qi — gj
fimi = _vi(Uji(HQi_QjH)) = -U(lei — gill) ——= -
g — gl
Com isso, temos satisfeita a condicdo f;—; = —fi;, e a condicdo que f;j—; € ¢; — g; s@o vetores paralelos, ambas ja

supostas acima quando tratamos da conservacao do momento linear e do momento angular.
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Note-se que, como f;—,; = 0, adotamos U;; como a funcao identicamente nula.

Segundo (44.63), temos
d n n n

S a@l = Yomid i) ST @ g+ w0

i=1 i=1 i=1

_ ,zqz U@ (). - ant)

=33 - Vi (Ui (llast) — a50)1)) -

i=1 j=1
Escrevemos agora
n

Zqz'(t) (VU (@), -5 an(t) = EUS(%() NN 0)

i=1

>3 ault) - Vi (U (las) — 4, 01)

ZZ ji(llast) = ;) |

l\D|H

ézz@w(ﬂw) S(0)]))+d(2) 9 (Uﬁ<|qz-<t>qj<t>||>)>

(acima, na primeira igualdade, usamos que Uj; = U;;) e com isso concluimos que
d n mi, ) . 1 n n
7 | Z TGO U @0 0a(0) + 33 0lla) - @) | = 0. (44.72)
i=1 i=1j=1
A grandeza

" m; 1
27 ’q’t +U6(Q1(t)7 ey Qn 5

||M:

Z i (llgs(t) — a;(01) (44.73)

é denominada energia mecanica do sistema de n pontos materiais e (44.72) ensina-nos que ela é uma constante de
movimento.

Observe-se que podemos escrever

ZZ jillle® —a; @) = > Unlla(t) —g(0l) = > Uji(lai(t) — a;()11) -

1<i<j<n pares {t, j} distintos

N =

Essa grandeza é a energia potencial interna dos n pontos materiais, enquanto que U® (q1 ), ..., qn(t)) é a energia
potencial externa desses pontos.

Uma situacao muito comum é aquela na qual

Uqr, s an) = Y Uf(ai) (44.74)
1=1

quando a energia potencial externa é a soma de energia potenciais individuais de cada ponto material. Naturalmente,
em ambos o0s casos a energia mecanica é conservada. Consideraremos apenas o caso (44.74) no que segue.
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Vamos agora expressar a energia mecanica em termos de grandezas do sistema K. Usando a expressao (44.53) para
a energia cinética, temos

enlt) = 30 (100) + 20 L)+ 3 S mil| Q0| + 5 [dem (0

+ zf:Uf (RtQi(t) + qu(t)> + Z sz(HQl(t) - QJ(t)H) . (44.75)
Acima, usamos o fato aue U [|as(t) = ()]} = Ui (| 2:Qi(0) = i) = Ui (| - @i (o))

H4 dois casos de maior interesse:

1. Caso Q; =0,

em = %Zmiuc‘mnﬂ%Hqcmuw+ZU5(RoQi<t>+qcm(t>)+ > Uii(lledn - sl

i=1 1<i<j<n
com R; = Ry € SO(3), constante.

2. Caso Ql(t) = 0 para todo ¢ (corpos rigidos),

n

e = %Qt.(mt)+%Hqcm(wnﬁsz(RtQi+qcm(t>)+ > ui(llei-ail)- (44.76)

i=1 1<i<j<n

Neste caso I é constante, ou seja, nao varia com o tempo. No caso de corpos rigidos, as distancias ||¢;(t) — g, (t)|| =
|Q; — Q;|| sdo constantes ao longo do movimento. Assim, para corpos rigidos a energia potencial interna é uma
constante e a energia mecanica pode ser reduzida, por subtragao de uma constante, a

1 M <
Em = §Qt : (IQt) + ?Hq(:nn(t)u2 + ZUz‘e (RtQi + qcm(t)) ’ (44'77)

i=1

que, naturalmente, é também uma constante de movimento.

44.3 Mecanica de Corpos Rigidos

Vamos transpor os resultados gerais acima para o caso especifico de corpos rigidos. Um corpo rigido é um objeto material
extenso, ocupando uma regiao compacta do espago, com massa finita e dotado da propriedade de que ao longo de qualquer
movimento a distancia entre quaisquer de seus pontos permanece constante. E relevante dizer que a nogao de corpo rigido
é uma das muitas idealizagoes existentes na Fisica. Estritamente falando, eles nao existem no mundo real, mas fornecem
boas aproximagoes para a descricao do movimento nao-relativistico de corpos sélidos.

A propriedade basica de um corpo rigido é a constancia ao longo do tempo das distancias entre seus pontos. Isso
permite associar um corpo rigido a sistemas de referéncias K (nfo necessariamente inerciais) onde o mesmo est4 fixo e,
assim, colocam a nossa disposigao todas as consideracoes anteriores sobre sistemas de referéncia.

Um corpo rigido é também caracterizado por uma distribuicao de massa, definido por uma funcao p, que representa
a densidade de massa do corpo. p nao precisa ser constante em nossa formulagao. E um dos principios da Mecénica
Cléassica que a densidade de massa em um ponto de um corpo rigido independe do sistema de referéncia que o observa.

Seja K um sistema de referéncia (ndo necessariamente inercial) onde o corpo estd fixo e seja V' C K a regido do
espaco que o mesmo ocupa. A massa total M do corpo rigido é definida por

M = /V #Qp(Q) .
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O centro de massa do corpo rigido em K ¢é definido por

A ideia intuitiva por trds das iltimas defini¢oes é a de generalizar as defini¢oes correspondentes para colecoes de
pontos materiais considerando que um corpo rigido é um agregado de pontos materiais de dimensoes infinitesimais,
indexados pelas coordenadas @ € V, e com massa p(Q)d>Q.

Seja k um sistema de referéncia, que doravante consideraremos como inercial, no qual o movimento do referencial K
(e, portanto, do corpo rigido) é observado. Denotemos por gg(t) o vetor posicdo em k associado ao ponto @ do corpo
rigido. Em concordancia com (44.2), tem-se

Para cada t, a expressdo qq(t) deve ser encarada como uma fungdo de @ € V C K em k. O centro de massa do corpo
rigido no sistema de referéncia k é definido por

wn(®) = 37 [ Q0@ (0.

Assim, por (44.78), tem-se
QCm(t) = Rthm + ¢ .

Analogamente ao que fizemos anteriormente, é conveniente escolher-se o sistema K de sorte que sua origem coincida com
a posicao do centro de massa do corpo rigido. Isso significa escolher

1 .
0 = Qem = M/ dSQ P(Q)Q e, portanto, Ct = qu(t)'
14

Com essas consideracoes, e tendo em vista os resultados anteriores sobre colegoes de pontos materiais, é relativamente
facil em um sistema inercial k expressar grandezas como a energia cinética, o momento linear e o momento angular de
um corpo rigido em movimento nesse sistema.

e O espacgo das configuragoes de um corpo rigido

Como dissemos, a posicao de um corpo rigido em um sistema de referéncia inercial k ¢é inteiramente fixada pela
posicao de seu centro de massa e pelos eixos Cartesianos de um sistema de referéncia K fixo no corpo (e com origem no
seu centro de massa). A orientagdo dos eixos de K é inteiramente determinada por um elemento do grupo de rotagoes
SO(3) (vide Proposigao 21.10, pagina 1063, e a discussao em torno da mesma). Esse elemento de SO(3) é, a cada instante
de tempo, a matriz R; acima. Assim, o espaco de coordenadas de um corpo rigido ¢ M = R? x SO(3), que vem a ser uma
variedade de dimenséo 6 (lembrar que SO(3) é uma variedade tridimensional, como vimos). No jargdo da Fisica, diz-se
por essa razao que um corpo rigido possui seis graus de liberdade: sao necessérias seis coordenadas para determinar sua
posicdo, trés para o centro de massa e trés para sua orientagdo no espago. O espaco de fase (que inclui os momentos
generalizados) de um corpo rigido é, portanto, o fibrado cotangente Ty da variedade M, que vem a ser uma variedade
de dimensao doze. Como discutiremos mais adiante (Segao 44.4, pdgina 2407) é, em certos casos, interessante utilizar
angulos de Euler (tratados na Secao 21.4.2.2, pagina 1064) para coordenatizar R; e, portanto, descrever a orientagio de
corpos rigidos no espago e sua dinamica.

As nogoes de variedade diferencidvel, fibrado tangente etc. sao estudadas no Capitulo 33, pagina 1582.

Na referéncia [17] o leitor encontrard uma fina discussdo sobre como certas propriedades topolégicas do fibrado
tangente T permitem inferir propriedades gerais do movimento de corpos rigidos, como por exemplo a auséncia de
pontos singulares no movimento rotacional ou o niimero de quantidades conservadas.

e A energia cinética de um corpo rigido

Num corpo rigido os pontos materiais que o compoem nao se movem no sistema K. Temos, portanto, uma situacao
como aquela descrita no tratamento de conjuntos finitos de pontos materiais quando adotamos @;(t) = 0 para todo t e
todo 1.

Assim, segundo (44.55), temos para a energia cinética do corpo rigido em k a expressao

I

1 M
ec(t) = EQt . (IQt) + 7”@0111(75) 5 (4479)



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 44 2394/2558

onde I é o tensor momento de inércia, que consiste na matriz com elementos

Ly = /V PQ p(Q[1Q1%5: — Qu2s] (44.80)

a, b € {1, 2, 3}. Neste caso, I é constante, ou seja, ndo varia com o tempo. O primeiro termo em (44.79) é a energia
cinética associada & rotacdo (rigida) do corpo rigido. O segundo termo em (44.79) é a energia cinética associada ao
movimento do centro de massa no sistema k.

E quase desnecessdrio recordar que as regras de transformagao (44.56) e (44.57) permanecem vélidas no caso de corpos
rigidos.

¢ O momento linear de um corpo rigido

O momento linear do corpo rigido no sistema k é dado simplesmente por p(t) = M. (t). Ele corresponde, portanto,
ao momento linear associado ao movimento do centro de massa.

e O momento angular de um corpo rigido

Especializando nossa discussao anterior de conjuntos de pontos materiais para corpos rigidos, temos que o momento
angular de um corpo rigido em relacao a origem em um sistema de referéncia inercial k é dado por

I(t) = Re(IQ) + Mgem(t) X gem(t) ,

com I sendo novamente o tensor momento de inércia em relacdo a origem dado em (44.80). O segundo termo acima,
M @em(t) X dem (t), claramente representa o momento angular (em relacao a origem de k) devido ao movimento do centro de
massa do corpo. Essa parte do momento angular total é denominada momento angular orbital. A expressao J(t) := I,
representa o momento angular intrinseco do corpo rigido. E relevante mencionar que J (t) e £2; nao necessariamente
apontam na mesma direcao.

44.3.1 Propriedades do Tensor Momento de Inércia

Conforme ja discutimos acima, a transformagao que leva o tensor de momento de inércia de um sistema K, fixo no corpo
rigido, a um outro K’, também fixo no corpo e com a mesma origem é (44.56), com S € SO(3). Por um teorema bem
conhecido (vide Segao 10.4, pdgina 477), a matriz I, por ser simétrica, pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal.
Os elementos da diagonal sdo autovalores de I e seus autovetores em R? podem ser escolhidos ortonormais.

Assim, existe um sistema K’ (ndo necessariamente unico) onde I é diagonal. Os eixos desse sistema K’, que sdo
escolhidos como os autovetores normalizados de I em R?3, sdo denominados eizos principais de inércia e sdo, naturalmente,
ortogonais entre si. Os elementos diagonais de I’, que denotaremos por I, I3 e I3, sao denominados momentos principais
de inércia, ou simplesmente momentos de inércia, do corpo rigido. Eles sao os autovalores de I (e, portanto, de I’) e
evidentemente sao expressos como

Il — / dSQIp(Q/) ((YI)2+(ZI)2) , 12 — / dBQIp(Q/) ((X/)2+(Zl)2) , 13 = d3QI p(Q/) ((X/)2+(Yl)2) ,
’ ’ V/
onde (X', Y’ Z’) sdo as coordenadas Cartesianas de Q' € K’ e V' é o volume ocupado pelo corpo rigido em K'.
A energia cinética rotacional no sistema dos eixos principais é simplesmente
1

S (100 + B(20); + B(20);) (44.81)

€cr =

Wl

onde, (Qt) & k=1, 2, 3 sdo as componentes de Q; (por simplicidade omitiremos doravante a linha em referéncia as
quantidades do sistema K’). As componentes do momento angular intrinseco sdo simplesmente dadas por

Ji(t) = L(),, Jo(t) = L(),, Jst) = I3(Q),.

e Movimento com um ponto fixo

Uma situacao que é frequentemente encontrada é a de um corpo rigido de massa M que se move de forma que um
de seus pontos, o, encontre-se fixo em relacao a um sistema de referéncia inicial k. Esse ponto fixo, em torno do qual o
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piao pode girar livremente, é denominado piwd. Consideremos como antes um sistema de referéncia K fixo no corpo com
origem no seu centro de massa. Denotemos por I., o seu tensor momento de inércia em relagao a seu centro de massa.
Queremos saber de que forma o tensor momento de inércia deve ser modificado levando em conta que um dos pontos do
corpo ¢ fixo.

A energia cinética do corpo rigido é dada por e, = %(Qt, TIeml) + %qumHQ. Denotemos por ¢, e @, os vetores
posicao do ponto o nos sistemas k e K, respectivamente. Segundo (44.34), temos ¢,(t) = R: [Qt X Qo + QO} + Gem, Mas

como ¢,(t) = 0 (o ponto o estd fixo em k) e Q, = 0 (0 ponto o pertence ao ponto rigido e estd fixo em K), obtemos
. . 2 . . ~

Gem = — R4 (Qt X QO). Assim, e, = %(Qt, IemQ) + %HQt X QOH . Fazendo uso do mesmo tipo de manipulagoes que
empregamos anteriormente, podemos escrever

M| x Qof|* = MY 3 (), (1001200 — (Q0)a(@o)s ) (), -

3
a=1b=1

Definindo um novo tensor Iy cujas componentes sao dadas por

(To) gy = (Tem) gy + M (1Qo8ut = (Q0)a(@0)s) -

a, b€ {1, 2, 3}, vemos que podemos escrever

1
€. = §<Qt, IOQt> . (4482)

Isso permite interpretar Iy como o tensor de momento de inércia desse corpo rigido com um ponto fixo.

e Movimento com um eixo fixo. O teorema dos eixos paralelos

Considere-se a situacao em que ha um eixo, fixo no corpo, e também imével em um sistema de referéncia inercial k,
e que o corpo gire em relagao a esse eixo. No sistema k esse eixo é descrito por €x = {h + Ak, A € R}, com h € R? e
ik € R? com HﬁkH No sistema K, que é fixo no corpo e tem como origem o seu centro de massa, o eixo é descrito por
€k = {H + Mk, A € R}, com H € R3 e ijx € R? com Hﬁ’KH

No sistema de referéncia inercial k o corpo rigido gira com velocidade angular w; = ||lw[|7k. De acordo com (44.7),
tomando-se ¢, fixo, ao longo do eixo €k (para o que tem-se também @) = 0, ji que o eixo estd fixo no corpo) e ¢t = gem,
teremos

CJcm(t) = —w X (q - QCm(t)) .

Essa expressao evidentemente independe do ponto ¢ tomado ao longo de €k, pois um outro ponto diferird de ¢ por um
multiplo de 7y, que aponta na direcdo de w;. Em termos de grandezas do sistema de referéncia K, fixo no corpo rigido,
e com origem no centro de massa, isso fica

Gem(t) = —Ry (Qt X Q) ;

com () sendo qualquer ponto situado sobre o eixo de rotacdo k. A energia cinética rotacional fica, portanto,
1 M 2
Cer = §<Qt7 Icht> + 7HQt X QH .

Escrevendo novamente

Mljee x Q| = M3 (@), (1125w — (@)a(@)s) (), -

a=1 b=1
temos 1
€er = §<Qt7 IEKQt> )

onde Ig, tem suas componentes dadas por

(ew) = Uem), + M (I|QU7801 — (@)al(@)r)
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Esses desenvolvimentos podem ser apresentados de outra forma. Escrevendo ; = ||Q||77k e adotando o vetor posigao
Q € &k ortogonal ao eixo Ek e, portanto, a 2 (isso é sempre possivel tomando-se () como o ponto de kg mais préximo

a origem de K), entao HQt X QH2 = ||Qt‘ QHQHQ e, portanto,

€cr = ?HQt||2 ,
onde
Ie == (i, Iemiix) + MD?, (44.83)
onde D = ||Q|| é a menor distancia da origem de K ao eixo Ek. Se 7jk for paralelo ao k-ésimo eixo principal do corpo

rigido, entao
I = I+ MD?,

onde I}, é k-ésimo momento de inércia (de Iy, ). Esse resultado é conhecido como teorema dos eizos paralelos, ou teorema
de Huygens'*—Steiner'>. A relacdo (44.83) é uma generalizagdo para o caso de o eixo de rotagdao nio ser paralelo a
nenhum dos eixos principais.

5\
Y

A expressao <ﬁ, Icmn> com 77 € R3 e Hﬁ'H =1 é denominada momento de inércia em relacdo ao eizo 1.
44.3.2 As Equagoes Dinamicas
Como ja comentamos, também no caso de corpos rigidos temos

Mijem(t) = fTe(t), (44.84)

ou seja, o movimento do centro de massa obedece a segunda lei de Newton e se d4 como se um ponto material de massa
M e coordenadas ger, se movesse sob a acio da forca externa total f7¢(t). Se ¢¢ representa, no sistema inercial k, a forca
externa por unidade de volume agindo em cada ponto do corpo rigido considerado em cada instante de tempo, teremos

110 = [ #Q (a0, ) = [ Qo (RQ+ aum(t). 1), (44.85)
\% v
onde usamos (44.78) adotando ¢; = g (t). Para a variagdo do momento angular orbital, tem-se também, portanto,
d . (44.65) .
= (Maem(®) % dem(®)) 27 qem(t) x F7) - (44.86)

Definindo-se
q)e(Qa t) = Rglfbe(QQ(t)v t) = R;1¢6(RTQ+QCm(t)a t) )

(vide (44.38)) teremos para a variacdo do momento angular intrinseco do corpo rigido, conforme adiantado em (44.70),
a relagao _

onde
o) = / d3Q Q x ®°(Q, 1), (44.88)
v
que representa o torque total, no sistema K, exercido pelas forcas externas que agem no corpo rigido.

A importante equagao (44.87) é denominada equagdo de Euler. Para a histéria da descoberta da equacao de Euler
na Mecéanica dos corpos rigidos, vide [395] e [102]. Na auséncia de forcas externas (44.87) reduz-se a

I = (I) x Q, (44.89)

relacdo essa que também é denominada equagdo de Fuler (sem torque externo).

A equagdo de Euler é um sistema de equagoes diferenciais ordindrias ndo-lineares de primeira ordem para € (ou
também para J(t)). Ela descreve a dinamica de rotagdes de um corpo rigido e pode ser usada para a deducao de

M Christiaan Huygens (1629-1695).
15 Jakob Steiner (1796-1863).
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propriedades desse movimento e também, em alguns casos especificos, para a determinacao explicita desses movimentos.
Uma maneira alternativa relevante de determinagao desses movimentos usa o formalismo Lagrangiano, adotando-se como
as coordenadas dos corpos rigidos um conjunto de angulos de Euler, que descrevem seu estado de rotagao. Exemplos
desse tratamento serao tratados na Secao 44.4, pagina 2407.

e Constantes de movimento para as equagoes de Euler sem torque

Na auséncia de torques externos, duas leis de conservacao podem ser facilmente obtidas de (44.89). Tomando-se o
produto escalar de ambos os lados de (44.89) com I, conclui-se que %HIQtHQ = 0. Verifique! Tomando-se o produto
escalar de ambos os lados de (44.89) com 2 conclui-se que %<Qt, IQt> = 0. Verifique! Assim,

1792 e (Q, I) (44.90)
sao constantes de movimento. A primeira lei de conservagao afirma que o médulo do vetor momento angular intrinseco
é conservado. A segunda afirma que a energia cinética rotacional, %<Qt, 1 Qt>, é conservada.

As duas quantidades conservadas <I O, 1 Qt> = constante e <Qt, 1 Qt> = constante, definem dois elipsoides no espaco

tridimensional ((Q)l, (Q)27 (Q) 3>, ambos centrados na origem. O movimento de 2; se déd, consequentemente, no

lugar geométrico formado pela interseccao desses dois elipsoides. Excetuando-se casos especiais, esse lugar geométrico é
formado por duas curvas fechadas disjuntas.

e A energia mecanica de um corpo rigido e sua conservagao

A relagdo (44.77) forneceu a energia mecanica de um sistema de n pontos materiais, cada qual sob um potencial
externo U?, sendo constantes ao longo do tempo as distancias entre os mesmos. Suporemos aqui que esses potenciais U/
independam de %, ou seja, sejam os mesmos para todos ao pontos materiais infinitesimais que compoem um corpo rigido.
Pelo procedimento j& descrito de substituir somas por integrais, obtemos, de (44.77) a energia mecéanica de um corpo
rigido:

em = %Qt'(IQt)+%Hqcm(t)||2+/ U°(ReQ + gem(t)) d°Q (44.91)
\4

com V', como antes, sendo o volume ocupado pelo corpo rigido em K, um referencial no qual o corpo estd fixo. Acima,
U¢ ¢é o potencial externo por unidade de volume ao qual o corpo estd submetido.

Assim, a forca por unidade de volume no sistema inercial k de um ponto cujas coordenadas no sistema K sao Q) é
dada por .
¢ (RiQ + qem(®) = —(VU*) (ReQ + qem (1)) - (44.92)

Segundo (44.38), essa mesma forga serd dada, no sistema K, por
°(Q, t) == —R; (VU®) (R:Q + gem(t)) (44.93)
Um exemplo importante é o seguinte. Se o corpo estd sob o potencial gravitacional aproximadamente constante da

superficie da terra, teremos U¢(q) = p(q)gqs mais constante, com g3 sendo a componente vertical (ou seja, na diregdo de
g) de q. Logo,

M
em = %Qt.(IQt)+7Hqcm(t)||2+/‘/p(Q)g(RtQ+qcm(t))3d3Q

M
= %ﬂ (1) + G [ldew () + 9 R / PQIQ Q|+ Mg(gem(®)),
\%4
=0 3
= 20 (1) + S om0+ My (gem (1)), (44.94)

pois convencionamos até aqui que a origem de K coincide com o centro de massa do corpo e, portanto, fv p(Q)Q d*Q = 0.

E. 44.9 Ezxercicio. Verifique! *
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De volta ao um potencial geral, j& sabemos que no caso de um sistema com um numero finito de pontos materiais
a energia mecanica é conservada. E interessante provarmos isso também para o caso de corpos rigidos usando as
correspondentes equacoes dindmicas. Temos

d : d
—om = Q- (1) + Mem(t) - Gem(t) + pr /V U (RiQ + qem(t)) d°Q . (44.95)

Passemos a analisar cada um dos trés termos acima. Seguindo (44.92) e (44.93), usaremos que
— (6[]6) (RtQ + q(:m(t)) = ¢° (RtQ + qcm(t)) = R ®° (Q’ t) :
I. Para o termo €2; - (IQt), vale

Q- (1) “ET 0 (1) x Q)+, - 0(t) = 9, - 0() (44.96)

=0

onde O(1) = [, #Q (Q x °(Q, 1)). Vide (44.88).
IL. Para o termo Mqem(t) - Gem(t), vale

Mem(t) - Gem(t) = Gem(t) - f7(2) (44.97)
sendo que f7e(t) = [, d3Q ¢°(RiQ + gem(t)). Vide (44.85).

ITI. Para o tltimo termo, temos

LU (RQ+am®) = (RQ+in®) - (FU°) (RQ+ gem()
9 (2Q) - (R Q. 1)  den®) - (6 (RQ + qen(®))
(44.33) 7(Rt (2 % Q)) : (thbe (@, t)) — Gem (t) - ¢° (ReQ + gem (1))
= (% Q) 2@ 1) — dem(D) - 6 (RQ + gem(1)
@18 _q . (Q x 3°(Q, t)) — Gem(t) - 0 (ReQ + gem(t)) -
E. 44.10 Egercicio. Verifique! Sugestio: para a primeira igualdade use a regra da cadeia. "

Com isso, o tltimo termo de (44.95) é

/V %Ue (RtQ * qu(t)) dP°Q = —Q- /V (Q x 2°(Q, t)) d*Q — Gem(t) - /V ¢° (ReQ + gem (1)) °Q

= = Ot) = Gem(t) - F7() . (44.98)

De (44.96), (44.97) e (44.98) conclui-se diretamente que %em = 0, confirmando que a energia mecanica de um corpo

rigido, definida em (44.91), é uma constante de movimento.

e Trabalho realizado por forgas externas

Temos de (44.97) que L2 ||Gem (t)[|*> = Gem(t) - f7¢(t). O lado esquerdo é a derivada da energia cinética orbital (ou
seja, do centro de massa) do corpo rigido. Assim,

t1
wem, i / dem(t)) - FTE(E) dt

to
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representa o trabalho realizado pelas forgas externas resultantes sobre o corpo rigido entre dois instantes de tempo tg e
t1. Esse trabalho é igual a variacao de energia cinética orbital no mesmo intervalo de tempo.

e Trabalho realizado por um torque

Vemos diretamente de (44.96) que 4£1(Q,, IQ;) = Q, - O(t). O lado esquerdo ¢ a derivada da energia cinética
rotacional do corpo rigido considerado. Assim,

t1
Wiy, 0, 1= /t Q- O(t') dtf
0

representa o trabalho realizado pelo torque resultante das forgas externas sobre o corpo rigido entre dois instantes de
tempo tg e t1. Esse trabalho é igual a variagao de energia cinética rotacional no mesmo intervalo de tempo.

E interessante notar também o seguinte. Para a quantidade ||J(¢)||2 = ||1€]|? tem-se

SITOI = 2(190) - (16) 57 2(10) - (190) x 02) +2(10) - (1)

=0

J& vimos que na auséncia de torques externos a quantidade ||J(¢)||? é conservada. A tltima relacio mostra, assim, que

na presenca de torques externos vale
d
= T2 = 2J(t)-O(t) . (44.99)

e L Lt .
Nao hd, até onde sabemos, uma denominacgao para a expressao ftol J(t") - ©(') dt’, mas ela fornece, como vimos, a

variacido da quantidade ||.J(¢)||? no intervalo de tempo [to, t1].

e Diagonalizacao de I e as equagoes dinamicas

Em um sistema de referéncia onde I é diagonal as equagoes de Euler (44.87) adquirem uma forma mais simples e util:

L(), = (Io—1I3) (), (), + 61, (44.100)
L(), = (Is—1)(Q),(), + 62, (44.101)
I(), = (I —I) (), (), +Os. (44.102)

Na auséncia de torques externos, isso reduz-se a

L), = (I2—1I3)(Q), (), (44.103)
L), = (I3—1)(Q), (), (44.104)
I3(), = (I —12)(), (), - (44.105)

e Estabilidade de rotagoes em torno dos eixos principais. Teorema do Eixo Intermediario

Decorre das equagoes de Euler (44.103)—(44.105) que um corpo rigido posto a girar em torno de um de seus eixos
principais de inércia, na auséncia de forgas externas, permanecerd nesse estado de movimento. De fato, é claro que
(Qt)1 = (Qt)Q = 0 com (Qt)3 # 0, constante, é uma solucao das equagoes (44.103)—(44.105). O mesmo se d4 para os
casos em que (Qt)1 = (Qt)3 =0 com (Qt)Q # 0, constante, ou (Qt)Q = (Qt)3 =0 com (Qt)1 # 0, constante.

A questdo que desejamos discutir aqui é se esses estados de movimento sdo estaveis por pequenas perturbacoes. No
que segue assumiremos que I1 > 0e Iy > 0 e que Iy # I3 e Iy # I3 (nao sendo excluido ter-se I; = I3). Ao final
trataremos do caso Iy = I3 # I.

Vamos considerar, sem perda de generalidade, a solugao (Qt)1 = (Qt)Q = 0 com (Qt)3 = O3 # 0, constante. E
consideremos uma perturbagao da mesma, na forma

(), = 0ut), (), = 0%E), (), = 9 +s(t)
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onde as fungoes §Q(t), k = 1, 2, 3, s@o “pequenas”, ou seja, muito menores em médulo que |Q3‘ Substituindo em
(44.103)—(44.105) e desprazendo termos quadréticos nas fungdes 5§ (¢) (ou seja, considerando uma versdo linearizada
das expressoes em (44.103)—(44.105)), obtemos:

a (I — 1I3)

7 (6Q1(¢)) T Q360 (t) (44.106)
%(592@)) = (13[;2[1)93591@), (44.107)
%(593@5)) = 0. (44.108)

A dltima equagdo tem por solugdo 6Q3(t) = constante. As duas primeiras equagoes compoem um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias lineares que pode ser escrito como

d 591(t) (591@) 0 (12;113)(23
dt , com A =

5Q0(t) 59 (t) Us =) 3 0

A solugéo desse sistema é dada por (vide Segao 14.3, pdgina 662)

Q4 () 0921(0)
= A, com Ay = ) (44.109)

5 (t) 5025(0)

Concentremo-nos agora em determinar a exponencial ef4.

Os autovalores de A podem ser obtidos encontrando-se as raizes de seu polindmio caracteristico: g4 () = det(z1—A) =
xz? — —(12_113) —(131_211) (93)2, que sao

I
\ wfzmugmmg‘ o _%(1'213)(1311)‘9%

11[2 IIIQ

Pelas hip6teses, ambos sao nao-nulos e, portanto, distintos. E importante observar que ou ambos sao reais ou ambos sao
imagindrios puros. De fato, se (Iz — I3)(I3 — I1) < 0, entdo Ay = +i)g, com

Iy —Is||I35—T ]
)\0:\/|2 sl =~ Dl gy -

I 1,

ese (I — I3)(Is — I) > 0, entdo AL = £.

O fato de os autovalores serem distintos implica que A é uma matriz diagonalizavel (Proposigao 10.22, pagina 489).
Vale, portanto, o Teorema Espectral (Teorema 10.7, pagina 480)'6, que afirma que A pode ser escrita na forma

A= M\E,+)AE_,

onde E4 sao os chamados projetores espectrais de A, que satisfazem E; + E_ = 1, Ef_ =FE,,EF> =FE eE,E_ =
E_FE, =0, sendo explicitamente dados por (vide Proposigao 10.18, pdgina 483, e, particularmente a relagao (10.60))
E L _a-a) E L a-xn1)
= —_ _ e = —_ .
L VDN A — Ay +

Logo, pelo céalculo funcional para matrizes, Teorema 10.8, pagina 482, tem-se

e = MEL B

16Toda a Secdo 10.4, pagina 477 é dedicada a esse importante teorema.
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Com isso, temos duas situagoes: 12, caso (Iz — I3)(Is — I1) < 0, temos

680 (t) ~ s
= "Vey +e e (44.110)
000 (1)
e, 22  caso (Is — I3)(I3 — I) > 0, temos
501 (¢) N R
= e"V%e; +e e, (44.111)
5Q0(t)

sendo que em ambos os casos e4 = FyAg.

No primeiro caso, a perturbagao oscila periodicamente com frequéncia Ay, permanecendo “pequena’, portanto. No
segundo caso, porém, a perturbagdo crescera exponencialmente na dire¢ao do vetor e (caso este seja ndo-nulo) sendo,
por consequéncia, uma perturbagao instavel. O estudante deve entender que esse crescimento exponencial nao pode ser
eterno ja que, ao crescer nesse regime, a perturbacao fatalmente deixard de ser “pequena’, saindo fora, portanto, do
regime de validade aproximada das equagoes linearizadas (44.106)—(44.108). Ademais, sabemos que devido & conservagao
da energia cinética e do momento angular que as solugoes das equacoes de Euler sao limitadas para todo t¢.

Mais do que isso, sabemos também (vide, por exemplo, o tratamento do pido assimétrico livre, adiante) que as solugoes
exatas das equacgoes de Euler livres para §2; sao periddicas em t, o que significa que apds um tempo finito, €; torna a se
aproximar da situacao de instabilidade para afasta-se exponencialmente rapido da mesma, sendo esse processo repetido
periodicamente infinitas vezes.

A condicao de estabilidade é, assim, (Iz — I3)(I3 — I1) < 0. Essa condigdo é alcangada em dois casos: a) Iz > I3 e
I >I3eb) I < Isel; <Is. Nocaso em que (Io — I3)(Is — I1) > 0 tem-se instabilidade, e isso se dd caso Iy < I3 < Iy
ou caso I; > I3 > I.

Resumindo, nossa conclusoes sao as seguintes. Teremos estabilidade por perturbagoes para a rotacao em torno do
eixo principal 3 caso I3 seja 0 menor ou o maior dos trés momentos de inércia principais {I;, Iz, I3}, ou seja, se Iy > I3
ely >I3ousels < I3el; < I3. Caso contrario, ou seja, se I1 < I3 < Iy ouse Iy > I3 > I, a rotagao em torno do eixo
principal 3 serd instavel por perturbagoes.

Essa ultima afirmacao é por vezes denominada Teorema do Fizo Intermedidrio: rotagoes em torno de um eixo principal
cujo momento de inércia tenha um valor intermedidrio entre os dois outros sao instaveis por pequenas perturbagoes.

Nota histérica. Em tempos mais recentes o Teorema do Eixo Intermedidrio foi popularizado como “Teorema da Raquete de Ténis’ ou
como “Efeito Dzhanibekov’, em honra ao cosmonauta russo Vladimir Aleksandrovich Dzhanibekov (1942-), que o observou em 1985 em certos
objetos em movimento de rotagao dentro de uma cépsula espacial. O Teorema do Eixo Intermediario, porém, ji era conhecido desde 1834, pelo
menos, tendo sido descrito na obra “Theorie Nouvelle de la Rotation des Corps” (Bachelier, Paris, 1834), de Poinsot!”. O nome “Teorema da
Raquete de Ténis” decorre de uma raquete de ténis possuir um eixo intermedidrio (como ocorre, alias, com a maioria dos objetos assimétricos)
exibindo, portanto, o efeito de instabilidade acima descrito. &

Um fato muito interessante, mas sobre o qual nada mais falaremos aqui, é que a instabilidade descrita acima pode ser
transformada em estabilidade se o corpo rigido estiver sob a acao de torques externos peridédicos adequados. Esse tipo
de fendmeno é conhecido em diversos sistemas dinamicos, mesmo se descritos por equagoes diferenciais nao-lineares. H&
até mesmo um bem conhecido truque circense de malabarismo, conhecido como “prato chines’ que se baseia nesse tipo
de efeito: um prato girante é suspenso sobre uma longa haste segura por um malabarista, que a faz vibrar de modo a
equilibrar o prato e impedi-lo de cair. Para uma discusséo tedrica geral desse tipo de fenémeno, vide e.g., [398] ou [17].

E. 44.11 Ezercicio. O que se pode afirmar sobre a estabilidade do movimento de rotacdo diurno da Terra? Existe o perigo de
alguém, digamos, mover um braco e, com isso, desestabilizar o eixo de rotacdo do planeta? *

7 Louis Poinsot (1777-1859).
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Consideremos, por fim o caso Iy = I3 # Iy (o caso Iy = I3 # I; é andlogo). Nessa situacdo a matriz A torna-se
U2—13) 3
0 =re
0 0

que ndo é mais uma matriz diagonalizdvel, mas é nilpotente (pois A% = 0). Assim, e!4 = 1 + tA e, portanto,

5O (1) 56 (0) 801 (0) + t22531 03 50, (0)
= (1L +tA) = !
5% (1) 5€22(0) 5€22(0)

Como se vé, a solugao em geral cresce linearmente com ¢ e, assim, temos novamente uma situacao de instabilidade da
perturbacao, ainda que nao seja uma instabilidade exponencial, como anteriormente encontramos.

44.3.3 Movimento de Pioes. Algumas Solucoes

e Piao esférico livre

~ Um corpo rigido é dito ser um pido esférico se Iy = Iz = I3. Nesse caso, as relagoes (44.103)-(44.105) dizem-nos que
(Qt)k =0 para k =1, 2, 3. Assim, tem-se simplesmente, nesse caso, a solugdo {2y = constante.

e Piao simétrico livre

Um corpo rigido é dito ser um piao simétrico se Iy = I # I3. Nesse caso, e na auséncia de torques externos, a relacao
(44.105) tem por solugao (Qt)‘3 = 3, constante. No que segue, assumiremos I; > 0.

No caso em que Q3 = 0, as equagdes (44.103) e (44.104) dizem-nos que também tem-se (Qt)1 =Qle (Qt)Q = 0?2,
ambos constantes. Assim, nesse caso as equagoes (44.103)—(44.105) dizem-nos que €; é um vetor constante, fixo no plano

1-2 do sistema K (um sistema de referéncia dos eixos principais) e, portanto, o movimento do pido é um movimento de
rotacao em torno de um eixo fixo, ortogonal ao eixo 3, e com velocidade angular constante.

No caso em que Q3 # 0, as equagoes (44.103) e (44.104) ficam

| , Is— 1
I1(Qt)1 = *’Y<Qt)2 ¢ IQ(Qt)2 - V(Qt)l’ onde 7 := %QS.

A solugao dessas equacoes é bem simples. Definindo-se W; := (Qt)1 + i(Qt)Q as equacoes acima assumem a forma
W, = iyW,, cuja solucao é W, = e”"*W,. Separando novamente as partes real e imagindria, obtemos

(), = cos(71)Q — sen(7t)Q? e (), = sen(yt)Q! 4 cos(t)Q? (44.112)

onde Q! = (QO)1 e 2= (90)2-

Como se percebe, a projegao de € sobre o eixo 3 é constante (e ndo-nula) e a proje¢ao de Q; no plano 1-2 gira em
um circulo com velocidade angular . Assim, o vetor €; executa um movimento de precessdo em torno do eixo 3 e temos

Qt = Rg(’}/t)QO .

E. 44.12 Ezercicio. Sabemos que, no caso do planeta Terra, tem-se ~ 1/300. Mostre que o periodo de precessdo associado
ao movimento de rota¢do diurno da Terra é de aproximadamente 10 meses. Ignore os torques exercidos exercidos pelo Sol e pela Lua,
pois eles exercem pouca influéncia durante esse curto periodo de tempo (o periodo da precessdo causada por esses torques, denominada
precess3o equinocial, é da ordem de 26 mil anos).

Uz=11)
I

O periodo de precessdo associado ao movimento de rotacdo diurno da Terra que é efetivamente medido é de cerca de 14 meses.
Essa discrepancia é essencialmente devida a trés efeitos: deformacgdes eldsticas da crosta terrestre, grandes movimentagdes sazonais de
massas de ar (especialmente entre a Asia e o Pacifico), a deformagdo na distribuicdo de massas de dgua dos oceanos produzida pela
marés. *
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Para as componentes do momento angular intrinseco temos
J1(t) = cos(yt) Q' — sen(yt)[1Q2,  Jo(t) = sen(vt)[1Q 4+ cos(vt)[1Q* e J3(t) = 303 .
Indicando que J executa o mesmo tipo de movimento precessional e indicando que

J(t) = Rs(yt)J(0) .

- . 2 2 2 . y; ;
Das expressoes acima segue que ||.J()||? = I? ((Ql) + (QQ) ) +12 (Q3) , que é constante no tempo, como ja sabiamos.
Vamos agora procurar entender o que se passa num sistema de referéncia inercial k.

Sabemos que num sistema inercial k o momento angular j = R, Ly (t) é constante. Vamos escolher os eixos de k de

0
sorte que o eixo 3 aponte na diregao de j. Assim, em k teremos j = (I\SI\ )

Afirmamos que R; é nesse caso dado por
Rt = R3 (7175)SR3(—’}/75)

com 71 := [|J||/I1 e com S € SO(3) tal que SJ(0) = j. Para provar essa afirmativa, notemos que para a R; dada acima
vale Ry = Rs(71t) (’legS — 7SJ3)R3(771€) e, portanto,

R Ry = Root) (1S a8 = 7)) Ra( =)

Verifique!

-

Agora, 1157138 = I—llS’l(j . j)S = %(S’lj) T = I—llJ(O) - J. Logo, mostramos que

. 1 =g 1 g
R 'R, = R3(’7t)(I—1J(O)'J—7J3)R3(—7t) = =J@t)-J—Js.

O lado direito é I
(), J1 + ()2 + (I_jQB — 7> Js = (), J1+ (), 2+ Tz = Q.

Assim, provamos que R; = Ry, sendo que Ry = S.
A escolha mais geral de S é
S = R3(a)R(7o, ¢o) , (44.113)
onde 7y é o vetor unitario 7jo = (J(0) x j)/||J||* e ¢o é o angulo entre J(0) e j. A expressio (44.113) é explicada da
seguinte forma. O fator R(ﬁo, qbo) roda J(0) até j em torno do eixo indicado pelo vetor ortogonal a ambos pelo angulo

que eles formam entre si. O fator R3(«a) realiza uma rotacao em torno de j até que os demais eixos de K coincidam com
os de k.

Notar que

J Is .\’ ,
R o R (o I e
Verifique! Podemos escrever
Ry = R3((v1 —t)Se ,
onde
Sy := Rg(vt)SRs(—~t) = Rs()Rs(vt)R(7o, do)Rs(—t) = Ra()R(i, o) ,

com 7f; := R3(vt)ifo = (J(t) x j)/||J||*>. Entendemos das relagoes acima que R; tem a seguinte interpretacio: o fator S;
roda os eixos de K de sorte que, em cada instante ¢, o vetor J(t) é rodado de forma a coincidir com o eixo 3 de k.

E. 44.13 Ezercicio. Complete os detalhes dos cdmputos acima. *
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Com isso, temos
W = RtQt = R3(’71t)SQO .
O vetor Sy nado aponta na direcdo de j, ou seja, na direcao 3 de k, pois Q¢ e J(0) ndo sdo paralelos. Vemos, porém,
dessa expressao que wy roda em torno do eixo 3 com velocidade angular 1, indicando que em k ocorre um movimento de
precessao do pido simétrico em torno do eixo 3, com velocidade angular de precessdo 71 mas com |jwt|| = [|Q20]|]. Note-se
que vale 1 > ||l caso I3 > I; e vale 1 < ||Qo]| caso I3 < I.

e Piao assimétrico livre

Um corpo rigido para o qual os trés momentos de inércia I, I5 e I3 sejam diferentes é denominado um pido assimétrico,
ou um pido totalmente assimétrico. Na auséncia de forgas e torques externos, o movimento de um tal piao é regido pelas
equagbes de Euler (44.103)—(44.105).

Consideremos, sem perda de generalidade, que I; > Iy > I3 (o que sempre pode ser obtido renumerando-se os eixos
principais do pido).

E. 44.14 Exercicio. Definindo-se

Wit) = L (@),
_ I (I — I3
W) = Dy (£1) @on,
Is (I — I
= I3y = Q
Ws(t) AT ([2 7[3) (Q¢)s
verifique que as equacgbes de Euler (44.103)—(44.105) assumem a seguinte forma:
Wi(t) = pWa(t)Ws(t), (44.114)
Wa(t) = —pWsa(t)Wi(t), (44.115)
Wi(t) = pWi(t)Wa(t), (44.116)
onde
1 (I — I3)(I) — I2)
=y = 44.11
H I \/ YPYE! ’ ( 7
equacdes estas que apresentam a interessante propriedade de depender de um (nico parametro: u. *

O pardmetro pu pode ser ainda eliminado de (44.114)—(44.116), redefinindo-se uma nova coordenada temporal por
7 = pt. Com isso, (44.114)—(44.116) assume simplesmente a forma

AW,
i _ g 44.11
e WaWs | ( 8)
W (44.119)
dr
dWs
A R . 44.12
o Wi Ws ( 0)

Isso reflete um carater universal dos movimentos do pioes assimétricos, pois todos podem ser obtidos de solugoes de
(44.118)—(44.120 por reescalonamentos e ajustes nas condigdes iniciais.

Nota. O autor aprendeu sobre a validade das equagdes (44.114)—(44.116) e (44.118)—(44.120) com o Prof. Nestor Caticha, a quem agradece.
E interessante notar que, apesar de sua evidente elegancia, simplicidade e utilidade, aquelas equagoes parecem ter passado desapercebidas em
toda a literatura consultada pelo autor. &

e Rascunho sobre a integragao das equagoes do piao assimétrico livre

Vamos agora mostrar como as equagoes (44.118)—(44.120) podem ser resolvidas. Por simplicidade, na presente versao
destas Notas contornaremos certos detalhes nao-essenciais & discussdo (como a escolha de certos sinais ou a discussoes
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de casos especiais onde pode ocorrer divisdes por zero) e nos concentraremos nas ideias mais importantes. Tais detalhes
podem ser encontrados, e.g., em [231] ou, especialmente, em [415]).

E f4cil ver que, para qualquer A € R, as expressoes
Sx = (1= NWi(r)* + Wa(r)? + AWs(1)?
s@o constantes de movimento de (44.118)—(44.120). Verifique! Assim,
Sy 1= Wi(T)? 4+ Wa(r)? e Sy 1= Wo(r)? 4+ Wa(1)?

definem duas constantes de movimento independentes para aquelas equagoes. Essas duas constantes de movimento
definem duas superficies cilindricas, ortogonais uma a outra, no espaco tridimensional (Wl, Wa, W3). A superficie
cilindrica correspondente a Sy é paralela ao eixo 3 e centrada no mesmo e a superficie cilindrica correspondente a Sy é
paralela ao eixo 1 e centrada no mesmo. O movimento do piao assimétrico se dara, assim, na interseccao dessas duas
superficies cilindricas. Essa interseccao define duas curvas unidimensionais fechadas disjuntas, exceto se Sy = S1, quando
entao elas nao sao disjuntas.

E. 44.15 Ezxercicio. Tente visualizar as duas curvas acima descritas. Também no caso Sy = 5. *

Observe-se que Sy > 0 e S; > 0. Para o que segue ¢é suficiente, porém, considerar apenas o caso em que Sy > 0 e
S1 > 0. De fato, se Sy = 0 temos W1 (1) = Wa(7) = 0 e, por (44.120), W5(7) = constante. Analogamente, se S; = 0
temos Wy (1) = W3(7) = 0 e, por (44.118), W1 (1) = constante. A solucdo em cada um desses casos é, assim, trivial.

Adotemos, pois, Sy > 0 e S; > 0. Escrevendo
Wl(T)2 = SO_WQ(T)Q € W3(T)2 = Sl—WQ(T)2

a relagao (44.119) fica na forma'®

dZQ (r) = —\/(SO _ W2(7)2> (Sl _ W2(7)2> ) (44.121)

Definindo-se ainda U(7) := Wa(7)/+/So € k :=/Sp/S1, obtemos de (44.121):

dT \/—\/ 1- (1 — K2U (1) ) (44.122)

2

Comentamos de passagem que assumimos acima que k2 < 1. No caso em que k2 > 1 definimos V(7) := sU(7) =

Wo(7)/4/S1 e teremos,
dT \/570\/ 1- (1 - K_QV(T)2> ,

que é similar a (44.122) com k=2 < 1.

Retornando a (44.122), supondo que U(0) = 0 (essa suposicao pode ser corrigida trivialmente, caso nao valida), temos

B /UW du '
0 (- u) (1 k2u2)

A funcdo inversa da integral do lado direito é conhecida como func¢do eliptica de Jacobi'®, denotada pelo simbolo sn.
Mais precisamente, sn satisfaz

= /bn(y,n) dz ou seja sn(y, k) = /y do
YTk Vaooa-ea) " g 0 VI-2)(1-ra)

18 Aqui é feita a escolha de sinais positivos nas rafzes quadradas. Um tratamento mais geral e detalhado, mas que conduz aos mesmos
resultados essenciais, serd omitido na presente versao destas Notas.
19Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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com 0 < k2 < 1 (a funcdo inversa acima refere-se apenas & dependéncia na primeira varidvel). Para mais desenvolvimentos
sobre as fungoes elipticas de Jacobi, vide e.g., [414], [179] ou [56]. Assim, obtemos

U(r) = fsn<\/S_17', n) , ou seja, Wa(r) = f\/Siosn(\/S_lT, n) .

Acima, usamos o fato de a fungao sn ser {mpar na primeira varidvel: sn(—t, k) = —sn(¢, k). (No caso mais geral, temos

simplesmente W (1) = —v/S sn(\/Sl T, Ii) + W5(0)). Com isso, temos também, ignorando questoes de sinais,

2
Wi(t) = /So—Wa(r)? = v/ So\/l - SH(\/ SiT, Ii) = V5o Cn(\/ S1T, ”) )
onde a fungao cn, também denominada fungao eliptica de Jacobi, é definida por

en(t, k) = y/1—sn(t, K)2.
Por fim, usando W3(7)? = S; — Wi (7)?, temos
2 2
WS(T) = \/Sls()SIl<\/S_1T, H) - \/Sil\/1/$2sn<\/s_17—a H) = Edn(mT’ H) ’

onde a funcao dn, outra funcao denominada fungao eliptica de Jacobi, é definida por

dn(t, k) = /1 —«&2sn(t, k)2 .

Com isso, podemos finalmente escrever, recuperando as expressoes deixadas pelo caminho,

1

(), = V% Cn(vt, f%) : (44.123)
1 L (L1

(Qt)2 - _1'_2 I_2 (Il — 1—3) SO Sn(,yta K/> ’ (44124)

(@), = 1 £<IQI3)\/S_1dn('yt,n), (44.125)

I3\ I3 \I)1 — I

onde 7 := /Sy u, com p dada em (44.117).

Essas complexas expressoes reservam uma surpresa. E um fato bem conhecido (vide e.g., [414], [179] ou [56]) que
as fungoes elipticas de Jacobi sn(t, k), cu(t, k) e dn(¢, ) sdo periédicas e de mesmo periodo na varidvel ¢. Assim,
concluimos, talvez inesperadamente, que €2; é igualmente uma funcao periddica de t. Note-se, porém, que isso nao
implica que o movimento do piao assimétrico seja periédico em ¢, pois para tal é necessario que as componentes do vetor
Q, satisfagam certas condigoes de comensurabilidade.

O periodo das fungoes fungoes elipticas de Jacobi é 4K (k), onde

o ! du
R = /o =) (1 w2uz)

Vide e.g., [414], [179] ou [56]. Assim, o periodo T de € é

= é K) = Ll K
7= KW 411\/51(1119(1112) Kiw).

E. 44.16 Ezercicio. Expresse as constantes de movimento So e S1 em termos da energia cinética rotacional e de ||.J||?, ambas
também, como j4 vimos, constantes de movimento. Com isso, reexpresse a solucdo acima em termos dessas quantidades. *

O leitor interessado em exercicios poderd encontrar em [231] problemas de interesse fisico tratados com uso das
solugoes acima obtidas.
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44.4 Angulos de Euler na Mecanica de Corpos Rigidos

Os angulos de Euler, estudados na Secao 21.4.2.2, pagina 1064, prestam-se a descricao de matrizes de rotagao e também,
consequentemente, ao tratamento de alguns problemas envolvendo corpos rigidos. Vamos agora, sob a luz de um exemplo,
descrever como isso se dd. Ainda no contexto de nosso tratamento anterior, seja k um sistema de referéncia inercial e K
o sistema de referéncia fixo no corpo rigido, com origem em seu centro de massa, sendo R; € SO(3) definido como antes.

Usando a descrigdo de rotagdes em termos de dngulos de Euler, escrevamos R = Rs3(p:)R1(0:)R3(1)4). Assim,
Ryt = Ry(—4r) Ri(—0:)R3(—¢:) e

Ry = ¢uJsRs(00)Ra(04) Rs () + 0 Rs(p4) Ra (04) Jy Rs(ve) + U Rs (00 ) Ra (04) Rs () Js -

Como € - J= R, lRt, podemos escrever o vetor velocidade angular intrinseca em termos dos trés angulos de Euler ¢y,
0; e ¢, e de suas derivadas. Fazendo uso repetido das relagoes (21.121), pagina 1063, temos

O -J =R 'R, = ¢tR3(—¢t)(31(—9t)J3R1(9t)>R3(¢t) +6, (Rg(—wt)hRg(lﬂt)) + i3
= gbt(cos(et)Jg + sen(@t)Rg(—wt)JgRg(wt)) + ét(cos(wt)Jl - sen(wt)Jg) + Uy Js

= gbt(cos(ﬁt)Jg + sen(6;) (cos(v) 2 + sen(z/;t)Jl)) + 9t<cos(1/)t)J1 — sen(wt)Jg) + 3

(% sen(f:) sen(vy) + 0 COS(%)) J1+ (Sbt sen(f:) cos(yr) — 0 Sen(wt)) J2

+ (e cos(0h) + i) Js (44.126)
Assim, identificamos
(Qt)1 = prsen(fy) sen(¢y) + 0, cos(vy) , (44.127)
(), = @rsen(6y)cos(yr) — b sen(dy) (44.128)
(), = pucos(be) + - (44.129)
E. 44.17 Ezercicio. Usando (21.121), verifique os passos que conduzem a (44.126). *

Por conveniéncia, escolheremos doravante os eixos de K como sendo eixos principais do corpo rigido, de sorte que o
tensor de momento de inércia I seja diagonal. Com isso, podemos expressar a energia cinética rotacional de um corpo
rigido dada em (44.81) em termos dos dngulos de Euler e suas derivadas temporais. Por exemplo, a energia cinética de
rotagio de um pido esférico (para o qual vale I} = I, = I5) é ec.(t) = & (7 + 02 + 2 4 29,1, cos(fy)).

No caso de um pido simétrico, ou seja, para Iy = I # I3, a energia cinética de rotacdo é dada, usando-se (44.81) e
os angulos de Euler, por

I .9 9 5 I3 /. .\ 2
eer(t) = 5 (% sen(6;)” + Ht) t3 (<Pt cos(6;) + ¢t) :
E importante notar que o lado direito independe dos angulos ¢; e 1;, apenas de suas derivadas.

E. 44.18 FEuzercicio. Verifique as expressdes acima para ecr. *

44.4.1 Usos dos Angulos de Euler. O Piao de Lagrange

e Movimento com um ponto fixo. O piao de Lagrange

Vamos agora tratar com algum detalhe de um problema cuja solucao exibe caracteristicas também encontradas em
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outros sistemas congéneres. Trata-se de um problema de Mecanica em cujo tratamento o uso dos angulos de Euler é de
real utilidade. Consideremos um Pido de Lagrange®®, um pido simétrico colocado sob a acdo de um campo gravitacional
uniforme, tendo um dos pontos de seu eixo de simetria fixo. Esse ponto fixo, em torno do qual o piao pode girar
livremente, é denominado pivé. Adotaremos o eixo 3 como o eixo de simetria do piao e adotaremos a origem do sistema
de coordenadas inercial coincidente com o pivo.

E. 44.19 Ezercicio. Mostre que o Lagrangiano desse sistema mecinico, expresso em termos de dngulos de Euler, é

I . I N
& = 51 (%2 Sen(9t)2 + 9?) + 53 (gbt cos(0:) + wt) — Mgl cos(6:) , (44.130)

onde [ é a distancia do centro de massa do pido ao pivd e onde I; e I3 s3o os momentos de inércia principais definidos em relacio ao
pivé. Sugestdo: inspire-se em (44.82) e em (44.94). Obtenha as correspondentes equagdes de Euler-Lagrange e constate que

py = I (1[1,5 + o Cos(Gt)) (44.131)
e que
po = Lipesen(6:)® + I3 COS(Ot)(@Z)t + 1 cos(61)) (44.132)
ou seja,
po = Ligrsen(6;)® 4 py cos(6:) (44.133)
sdo constantes de movimento. Isso se deve ao fato que % = % = 0 para o Lagrangiano acima. Na Mecanica Classica coordenadas
q com essa propriedade, ou seja, tais que % = 0, sdo denominadas coordenadas ciclicas e, por forca das equagdes de Euler-Lagrange,

seus momentos generalizados % sdo constantes de movimento. Os angulos de Euler ¢ e 1 sdo, portanto, coordenadas ciclicas no

problema do pido de Lagrange.

Mostre que a energia mecanica (cinética mais potencial) do pido de Lagrange é dada por

I /. . Is /. SN2
em = 51 (gof sen(6;)* + 9?) + 53 (cpt cos(0:) + 1/1,5) + Mgl cos(6y)
e é também uma constante de movimento. Escrevendo

_ Py — Py cos(6:)

S N TAE (44.134)
e definindo ,
A )
e = €ém 2[3
que também é, obviamente, uma constante de movimento, mostre que
r_ Il 32 17
¢ = SO +V6), (44.135)
onde 2
~ (P — Py cos(9))
0) = Mgl [% —_— 44.1
V() = Moleos(s) + o (44.136)
Obtenha disso que
0t 1 2
/ ———dh = [t (44.137)
% e/ =V (0) !
Essa expressdo fornece uma solugdo formal ao nosso problema, como passaremos a descrever. *
A relagao (44.137) permite obter 6; em fungao de ¢, da seguinte forma. Se F'(6) for uma primitiva de L , entao

Ve =V (6)
(44.137) fica F(0:) — F(0y) = 1/ 1—2115, 0 que permite escrever

9, = F~! <\/%t+F(90)> ;

onde F~! seria a funcio inversa da F. Como descreveremos simplificadamente adiante, a funcdo inversa F~! pode ser
escrita em termos das chamadas fungées elipticas de Weierstrass®® (vide e.g., [414], [179] ou [56]).

20 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Seu nome de nascimento foi Giuseppe Luigi Lagrangia.
21Karl Theodor Wilhelm Weierstraf$ (1815-1897).
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Uma vez obtida a funcao 6;, a relacdo (44.133) permite obter ¢; integrando-se ambos os lados da igualdade

. Do — Dy co8(0)
= ¥ vy 44.138
7t I (1 = cos?(6y)) ( )

Verifique! Por fim, a relagdo (44.131) permite obter v, integrando-se ambos os lados da igualdade = Doy /I3 — pr cos(0y)
que, usando (44.138), também pode ser escrita apenas em termos de cosf; como

Py Py — Py cos(br)

YOS T R o) (44.139)

Verifique!

Os comentarios postos acima foram feitos para exibir a factibilidade da resolucao das equagoes de movimento. Porém,
o célculo “explicito” do lado esquerdo de (44.137) (e a inversdo da fungdo assim obtida) e, especialmente, a integragao
de (44.138) e de (44.139) sdo um tanto complicados, mesmo se escritas em termos de fungoes especiais, como as fungoes
elipticas de Weierstrass (vide abaixo). Modernamente, é por vezes mais 1itil em situagdes concretas resolver essas equagoes
usando-se métodos de integragao numérica, tema no qual nao tocaremos aqui. No entanto, como comentaremos adiante,
informagoes qualitativas relevantes sobre o movimento podem ser inferidas analisando-se propriedades gerais das equagoes
acima.

e Obtendo 6;. As funcgoes elipticas de Weierstrass. O movimento de nutagao

Para aprofundar um pouco mais o tratamento da integral do lado esquerdo de (44.137), fagamos nela a mudanca de
varidveis u = cos 6. Apds algumas contas tediosas mas elementares, a mesma fica

2 /“* du
VIS fa(u—en) (o 1) + (01, — w0’

onde u; := cos by, € = €'/(Mgl), pl, == 2p,//Mgl e p, = 2py//Mgl. Verifique! O termo dentro da raiz quadrada
¢ um polinémio de grau 3 na variavel u e o escrevemos como p(u) = 4u® + agu® + a1u + ag. As constantes ag, a1 e az
podem facilmente ser escritas explicitamente em termos de ey, p, € py, mas pouco nos interessa fazé-lo aqui. (Faga-o!).
Fazendo a mudanga de varidveis s = u + a com o = as/12, obtemos p(u) = p(s — a) = 453 — ¢15 — ¢g, para novas
constantes cg e c;.

E. 44.20 Ezercicio. Obtenha as constantes ¢y e ¢1 em termos das constantes de movimento e, Py € py. *

O ponto de interesse reside no fato que, com as escolhas acima, eliminou-se convenientemente o termo s2. Com isso,
nossa integral fica
2 urter du

VMgl Jygta V483 —c15—co
Evitando entrar em detalhes, como em questoes relacionadas a dominios de definicao, a integral acima pode ser escrita

em termos da chamada funcao eliptica de Weiertrass (vide e.g., [414], [179] ou [56]), denotada tradicionalmente pelo
simbolo @, e que satisfaz

(44.140)

o0 d o d
o Hx) = / S , ou seja, y = / N (44.141)
z V483 —ci1s —cp o(y) V483 —c1s —co

Naturalmente, a fungdo p(z) = p(z; co, ¢1) depende das constantes ¢y e ¢1, mas essa dependéncia é costumeiramente
omitida da notagao. Nao entraremos em detalhes sobre a definicao das fungoes elipticas de Weierstrass e comentamos
apenas que elas sao riquissimas em propriedades, especialmente quando estendidas ao plano complexo. Por exemplo, elas
sdo duplamente periédicas?? em C e, portanto, sdo periédicas em R, ainda que ndo sejam necessariamente limitadas. As

22 A seguinte expressio é frequentemente tomada como definicio das funcdes elipticas de Weierstrass no plano complexo:

p(z) = p(z, wi, wa) = Zi2+ Z {( 1 _ 1

z 4+ mwi +nw2)?2  (mwi + nws)?

(m, n)€z2
(m, n)#(0, 0)
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constantes ¢y e ¢ sdo denominadas invariantes elipticos e estao relacionadas aos dois periodos de p em C. Para mais
detalhes, vide [414], [10], [313], [189], [179] ou [56].
Retomando (44.140) e (44.137), temos que p’1<cos(9t) + a) — p’1<cos(90) + a) = t/7, onde 7 é a constante

21,
Mgl

T = e, assim,

t
0; = arccos [p (— + do) — a} , (44.142)

T
onde dy := p ! ( cos(fo) + a). Como p é uma fungao periddica de periodo T em R, vemos que 6; também é periddica de
periodo 7T. Comentamos que 7 tem dimensao de tempo, enquanto que 7' é uma grandeza adimensional e que depende

das constantes cq e ¢; que definem p. Esse movimento oscilatério periédico do angulo de Euler 6; é denominado nutagdo.

e Obtendo ¢; e ;. Os movimentos de precessao e rotagao intrinseca

Apresentemos agora expressoes para ¢; e 1, em termos da funcao eliptica de Weiertrass para em seguida analisarmos
qualitativamente os resultados obtidos.

E. 44.21 Ezercicio. De (44.138) e (44.139) obtenha:

pe—pu [ (£ +do) — q] py  (Pe—pulo(£+do) —a] ) [p(% +do) 0]

= e i = , (44.143)
L (i [e(t o) —a]) Lk (1= [ (£ +do) —a]?)
assim como
t/T+do _ no_
oo [ e e
t/T+do _ t/ o , ,
Ge = wo+%t—[11 ) p*"l _T;E?)(_)a]f] (o () —a] at'. (44.145)

Com uso dessas expressdes, de (44.138), de (44.139) e de (44.142) podemos em principio obter as componentes de €; dadas em
(44.127)—(44.129), mas as expressdes assim obtidas sdo deveras complexas, mais ainda que as acima, e de pouco uso direto. *

O movimento associado a variacao de p; é denominado precessdo e o associado a variagao de v, é denominado rota¢ao
intrinseca em torno do eixo de simetria do piao.

e Primeiras consideragoes qualitativas sobre o movimento do piao de Lagrange

Fagamos agora, na medida do possivel, alguns comentarios gerais sobre o comportamento qualitativo das solugoes
obtidas acima. Vamos denotar por ®, e ¥y os integrandos de (44.144) e de (44.145), respectivamente:
Do — D t) — Do — P t') — «
(I)tl — ® ¢[pl( ) 2] e ‘Ilt’ — ¥ "/’[pl( ) 2][@@/)_@] .
1—[p(t)—d 1—[p(t) =]

Como p é uma fungao periddica, de periodo T em R, ambas as fungoes P4 e ¥y sao também periddicas de periodo T e,
portanto, podemos formalmente expandi-las em séries de Fourier (vide Segao 36.4.2, pagina 1801):

. ’
ezQﬂ'kt /T

50 = Dy, ‘T’o ZOO ‘T’k i2nkt’ /T
(I)t’ = — 4+ E e \Ijt/ — + ei2m / )
VT e VT VT e VT
40 £0

onde w1 e wy € € s@o por convengdo tais que wz/wi tem parte imagindria positiva (o que, em particular, implica que |mw1 + nwz| nunca se
anula para (m, n) € Z? nem torna-se arbitrariamente pequena). Essa defini¢do origina-se dos trabalhos do préprio Weierstrass. E elementar
constatar que p(z) = p(z + mwi + nws) para todos (m, n) € Z2 (daf dizer-se que p é duplamente periédica em C). E também fécil ver que
soma acima é absolutamente convergente para todo z € C\ A, onde A := {mwl + nwa, (m, n) € ZQ}, sendo, portanto, analitica no dominio
C\ A. Nos pontos de A a funcdo p(z) exibe polos duplos. As constantes wj e wa estao relacionadas as constantes cg e c¢o da representagao
(44.141).
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Com isso, (44.144) e (44.145) se escrevem, respectivamente, como

_ o
oy = ¢O+<11\/T>t+L"’(t)’ (44.146)
v = o+ 22— Ty t+ Ly(t) (44.147)
IS Il\/T ¥ ,

onde L, e Ly sao as fungoes periédicas de periodo T'r dadas por

Lo(t) = VT 7 i Py ei2mhdo/T (ei27rkt/(TT)71)
i 47T Il k/’ ’

k=—o0

Ly(t) = VT T i Dyermhdo/T (emkt/m)_l)
T Tan 4 k '

E. 44.22 FEuzercicio. Verifique! -

Vemos de (44.146) e (44.147) que os angulos de Euler ¢; e t; crescem em média linearmente com ¢ com velocidades

angulares médias
‘T)o Py @0
W, = e Wy = | =/ ———F=1, 44.148
? <Il V T) v < 13 Il\/T ( )

respectivamente. A esse movimento médio sobrepoem-se oscilagoes de periodo T'r definidas pelas fungdes L, e Ly,
respectivamente. Como vimos, o movimento de nutagao tem a mesma frequéncia.

O descrito crescimento linear do angulo de Euler ¢, é um movimento denominado precessao azimutal médio, ou sim-
plesmente precessdo média. O movimento descrito pelo dngulo de Euler v, representa a rotacdo (intrinseca) instantanea
do pido em torno de seu eixo de simetria. Com essa nomenclatura podemos dizer que w,, é a velocidade angular média
de precessao do pido e wy, é a velocidade angular média da rotagao intrinseca do pido em torno de seu eixo de simetria.
Sobre as velocidades angulares médias expressas em (44.148) é relevante observar, da teoria das séries de Fourier (vide
(36.59), pagina 1801), que

(,I\)O 1/T ’ ‘,I\IO 1/T /
—9 _ = ®, dt e que — = = Uy dt”,
T T/, t q T T/, t

que sao os valores médios de @4 e Uy, respectivamente, em um intervalo de largura T', o periodo das mesmas.

As funcoes 0y, L, e Ly sao periédicas de mesmo periodo T'7. No entanto, o movimento do pido s6 serd periédico no
caso de os perfodos de precessao e rotagao intrinseca médios, 27/ Wy, € 27 /Wy, respectivamente, forem comensurdveis com
T'T, ou seja, se forem miltiplos racionais do mesmo, uma condicao um tanto excepcional. De modo geral, o movimento
do pido é almost-periddico (para a teoria das fungdes ditas almost-periddicas, vide, e.g., [211] ou [82]).

Além do crescimento linear descrito acima, ¢; € sujeita a oscilacoes periddicas, que podemos descrever qualitativamente
a partir do comportamento da velocidade angular ¢;. De acordo com a primeira das relagoes em (44.143), ¢; oscila
periodicamente e seu sinal ¢ determinado pelo sinal de p, — py [p (% + do) — a}. Como g é periddica e oscila entre
um valor maximo e um minimo, hé, consequentemente, trés situacoes possiveis, dependendo dos valores de p, e de
py: 12 ¢ é sempre estritamente positiva ou estritamente negativa; 22 ¢, troca de sinal periodicamente (e, portanto,
anula-se periodicamente em certos instantes); 3% ¢; nao troca de sinal mas anula-se periodicamente em certos instantes.
Simultaneamente, #; realiza também um movimento periédico de mesma frequéncia entre dois valores 6_ e 6 (nutagao).

A combinagao dos movimentos de notagao e precessao correspondentes a essas trés situagoes estao descritas na Figura
44.1, pagina 2412, onde o movimento de um ponto do eixo de simetria do piao é desenhado. No que segue mostraremos
como podemos chegar as mesmas conclusoes através de uma andlise puramente qualitativa das equacoes que regem esse
movimento do piao de Lagrange.
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Figura 44.1: Possiveis combinagoes dos movimentos de nutagao e de precessao do piao de Lagrange. Nas trés figuras é
desenhado o movimento de um ponto do eixo de simetria do piao. Os angulos 6_ e 0, sao aqui denominados 6; e 0,
respectivamente. Na figura da esquerda ¢; nao troca de sinal, na do meio troca de sinal periodicamente e na da direita
anula-se periodicamente, mas sem trocas de sinal.

e Mais sobre a andlise qualitativa do movimento do piao de Lagrange

Como ja comentamos, é possivel inferir certas propriedades do movimento de um piao de Lagrange, dentre as quais
algumas obtidas acima, sem uso direto das solugoes “explicitas” que indicamos.

O ponto de partida é a relagdo (44.135), que pode ser interpretada como a energia mecanica de um sistema unidi-
mensional onde o papel de energia cinética é feito pelo termo %NQ,? e o potencial é V(6;). A positividade dessa energia
cinética implica que o movimento deve limitar-se & regido onde V(6;) < ¢’. Para prosseguirmos com a argumentacao é
importante termos uma no¢ao qualitativa da forma do grifico da fungao V() no intervalo [0, 7], onde 0 estd definida.

Consideraremos agora o caso em que p, # +py, com ambos p, e py sendo nao-nulos (para os demais casos, vide
adiante). Da defini¢do de V' em (44.136) vé-se que V(8) diverge para +oo quando 6 aproxima-se de 0 ou de 7 (0s extremos
de seu dominio de definicdo), devido ao fator 1/(senf)?.

Como ‘7(9) é continua, ela deve possuir ao menos um minimo no seu intervalo de definigao. E possivel provar, mas
nao o faremos na corrente versio destas Notas?3, que ‘7(9) possui um minimo local tnico (e, portanto, absoluto) no
intervalo (0, 7), que denotaremos por 6,,,;,. Com isso, entendemos que e’ > V(Gmm)- Para cada valor de ¢’ > V(@mm)
havers dois angulos 6_ e 6 (dependentes de ¢'), tinicos, com 0 < 6_ < Opin < 04 < 7 tais que ¢’ = V(6_) e e/ = V(6.
Para cada valor de ¢’ o angulo de Euler 6; oscilard (periodicamente) entre §_ e 6;. Esse movimento é denominado

nutacao.

Vamos agora analisar o que ocorre com ¢ ainda na situagao em que €’ > V(6:n,). Observando (44.134) ou (44.138)
e sabendo que cos#, é periédica em ¢, concluimos que o valor médio de ¢; é positivo ou negativo, o que implica que ¢,
cresce ou decresce em média linearmente com ¢, podendo sofrer oscilagoes em torno dessa média.

Esse movimento no qual || cresce em média linearmente com ¢ é denominado precessio azimutal, ou simplesmente
precessao. Passemos a analisar as oscilagoes em torno do movimento de precessao.

Escrevamos (44.134) na forma ¢; = pq/,%, com Q := p,/py (aqui assumimos py # 0). Como cos(f4) <

cos(f:) < cos(6;), temos o seguinte: 12, caso Q < cos(f4) ou Q > cos(f_), entao ¢; ndo troca de sinal durante todo o
movimento; 22 | caso cos(f4) < Q < cos(f-), entdo ¢ troca de sinal (periodicamente) ao longo do movimento; 32 , caso
Q = cos(f4) ou Q = cos(f-), entdo ¢, nao troca de sinal, mas anula-se periodicamente. Caso py, = 0 0 movimento se da
como no 1° caso.

As trajetorias descritas pelo eixo do piao nessas trés situagoes sao descritas na Figura 44.1, pagina 2412. O 1° caso
corresponde & figura da esquerda, o 22 caso corresponde a figura do meio e o 32 caso a figura da direita.

O movimento geral do pido combina uma rotagéo intrinseca em relagao ao préprio eixo (descrita por ), um movi-
mento de precessao (descrita por ;) e um movimento de nutacao (descrita por 6;).

230 leitor interessado pode encontrar um demonstracdes desse fato na literatura supracitada, mas deve ser advertido que algumas provas estao
incompletas ou incorretas. Vide [17] para um tratamento ligeiramente diferente dessa questdo, mas que também omite algumas consideragdes.
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Finalmente, no caso especial em que ¢’ = V(@mm) teremos 6; = 0 para todo t. Nao ocorre, portanto, o movimento
de nutagao e #; assume o valor constante 6,,;,. Nessa situagao, (44.138) e (44.139) dizem-nos que ¢; e @ também sao
constantes e, portanto, ¢; e 1 crescem linearmente com ¢. Nao ha nutacao e a precessao e a rotagao em torno do eixo
de simetria se dao com velocidades angulares constantes.

e O caso p, = £py

Comentemos o que se passa se p, = £py, com ambos p, e py, nao-nulos. Se p, = py, ambos nao-nulos, entao

V(0) = Mglcos(6) + 5_}’;%

Verifique! O segundo termo diverge (para +00) em 6 = 7 , mas nao para § = 0, quando ‘7(0) = Mgl. ‘7(9) tem um
ponto de minimo no intervalo 6 € [0, 7), mas esse ponto de minimo pode ser 0. O movimento fica, portanto, limitado a
regido 6; € [0_, 64], para 0 < 0_ < 0, < 7. Como Q = 1, temos a situagdo descrita no 12 caso se _ > 0 ou no 3% caso
se #_ = 0. Nessa tultima situacao ¢; nao troca de sinal, mas anula-se periodicamente nos instantes de tempo em que 6,
assume o valor 0.

No caso p, = —py, ambos nao-nulos, a divergéncia (a +00) de V() se dé em 6 = 0 mas nio em 6 = m. V(6) tem
um ponto de minimo no intervalo 8 € (0, 7], mas esse ponto de minimo pode ser 7. O movimento fica limitado a regido
0, €[0_, 04], para 0 < 0_ < O, < 7. Como Q = —1, temos a situagao descrita no 12 caso se 6 < 7 ou no 32 caso se
0+ = m. Nessa tltima situagao ¢; nao troca de sinal, mas anula-se periodicamente nos instantes de tempo em que 6;
assume o valor 7.

Um movimento sem nutacdo é em ambos os casos possivel, bastando escolher-se ¢’ igual a V() calculado em seu
ponto de minimo. Note-se que esse pode vir a ser 0 ou 7.

E. 44.23 Ezercicio. Analise qualitativamente o movimento na situa¢do em que p, = py = 0. *

koksk kek ok ok okckk
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Figura 44.2: Wolfgang Pauli e Niels Bohr observam um “Tippe Top”. Foto tirada em 31 de Maio de 1951, durante a
inauguragdo de um novo instituto de Fisica na Universidade de Lund, Suécia. Créditos: Foto de Erik Gustafson, AIP
Emilio Segre Visual Archives, Margrethe Bohr Collection (photos.aip.org). Um “Tippe Top” é um tipo especial de pido
simétrico que tem a curiosa propriedade de inverter seu eixo de rotacao, erguendo com isso seu centro de massa, ao
perder energia. O “Tippe Top” foi patenteado em 1891 por Helene Sperl, sob o nome de “Wendekreisel”. O “Tippe Top”
é até os dias de hoje objeto de estudo. Para um artigo de revisao, vide

e R. J. Cohen, “The tippe top revisited”. American Journal of Physics 45: 12 (1977). Bibcode:1977AmJPh..45...12C.
doi:10.1119/1.10926.

Para investigacgoes recentes, vide:

e N. M. Bou—Rabee, J. E. Marsden, L. A. Romero, “Tippe top inversion as a dissipation-induced instability”, STAM
J. Appl. Dyn. Syst. 3, 352-377 (2004).

e S. Rauch-Wojciechowski, M. Skéldstam , T. Glad, “Mathematical analysis of the tippe top”, Regul. Chaotic Dyn.
10, 333-362 (2005).
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44.5 Mecanica Analitica. Um Minimo

Além do formalismo Newtoniano, normalmente apresentado em cursos introdutérios de Fisica, a Mecanica Cldssica possui
outras formulagoes que apresentam vantagens no tratamento de questoes tedricas ou aplicadas.

Nesta secao apresentaremos um apanhado sucinto do formalismo Lagrangiano e do formalismo Hamiltoniano da
Mecanica Cléssica de sistemas com um nimero finito de graus de liberdade. O texto que aqui apresentamos nao deve
ser tido como introdutério ou completo. Sua leitura pressupoe um certo conhecimento prévio dos assuntos tratados. Ha
uma extensa lista de referéncias sobre os temas aqui desenvolvidos e listaremos apenas algumas mais reconhecidas ou
recomendadas. Para textos com maior profundidade matematica: [17], [2], [129] e [419]. Para textos com maior énfase
em questoes de Fisica: [245], [354], [215], [141], [231], [258], [244] e [415].

44.5.1 O Formalismo Lagrangiano

e Vinculos holonémicos e nao holonémicos. Coordenadas e velocidades generalizadas

Se considerarmos um sistema mecanico composto por p particulas pontuais a descrigao do movimento é feita através
da atribuicao de vetores posicio #; € R3, i = 1, ..., p, a cada uma das particulas em cada instante de tempo. Em
certos casos, porém, as particulas estao sujeitas a vinculos que restringem sua movimentagao no espaco.

Vinculos em sistemas mecanicos podem ser classificados em dois grandes grupos, os chamados vinculos holonomicos
e os vinculos nao holonomicos. Sistemas mecanicos dotados de vinculos holonémicos sao denominados simplesmente
sistemas holonomicos e sistemas mecanicos dotados de vinculos nao holonémicos sao denominados sistemas nao ho-
londmicos. De modo direto, podemos dizer que sistemas holondmicos sdo aqueles em que o espago de configuragdes (onde
o movimento se dd) é uma variedade diferencidvel. Vamos esclarecer isso.

Vinculos holonomicos sao aqueles que podem ser descritos matematicamente pela imposicao de um conjunto finito
de condigoes do tipo
R(%1, ..., &) = 0, e Ry(%1, ..., &) = 0, (44.149)

onde Ry, ..., R, sao fungoes independentes que assumimos serem continuas e suficientemente diferenciaveis. A palavra
holonomia deriva dos radicais gregos, hdlos (“inteiro”, “total”, “completo”) e ndmos (“regra”, “norma”, “lei”), em
referéncia ao fato de os vinculos serem inteiramente fixados por relagdes como (44.149)%4. Tipicamente essas funcoes
representam restricoes geométricas ao movimento, tal como ocorre no caso do péndulo simples, onde uma particula de
massa m é mantida por uma haste rigida, de massa desprezivel, a uma distancia fixa de um ponto O, em torno do qual
a haste gira, carregando consigo o ponto material. Vide Figura 44.3, pagina 2416.

A expressao “restrigbes geométricas”, acima, é um modo de dizer, pois essas restri¢oes sdo invariavelmente impostas

Y I K
por forcas fisicas entre os componentes do sistema, como a forca eldstica, originaria de interagoes atémicas, da haste sobre
o ponto material e sobre o ponto O, em torno do qual ela gira. Ha claramente uma idealizagao presente no tratamento
de vinculos como imposigoes de origem geométrica. A propria nogao de ponto material, alids, é também uma idealizacao.

Matematicamente, a imposigdo das ¢ restrigdes (44.149) as coordenadas cartesianas 1, ..., &, significa que o
movimento do sistema se dd em uma variedade diferencidvel de dimensdo n = 3p — ¢, que denotaremos por M. A nocao
de variedade diferenciavel é estudada nos Capitulos 33 e 34 destas Notas, paginas 1582 e 1646, respectivamente. Vide
também a extensa lista de referéncias 14 apontadas.

Como sistemas holonomicos tém suas posigoes vinculadas a variedades, podemos sem perdas utilizar um sistema
de coordenadas locais dessa variedade para descrever o movimento do sistema. Na linguagem fisica, tais coordenadas
sao denominadas coordenadas generalizadas. E comum denoté-las por uma n-upla ¢ = (¢!, ..., ¢"). A variedade n-
dimensional M onde o movimento se d& é denominada espaco de configuracées. A dimensao n do espaco de configuragoes,
que é a dimensao da variedade M, é dito ser o nuimero de graus de liberdade do sistema mecanico.

No estudo do movimento de sistemas mecanicos descritos por coordenadas generalizadas ¢ = (¢!, ..., ¢") estamos
interessados em estudar as trajetérias descritas pelo sistema como funcao das interacgoes existentes entre elas ou com
o meio externo, levando em conta também condigoes iniciais. Por uma trajetdria entendemos uma fungao do tempo
t, definido em algum intervalo I da reta real (eventualmente podemos ter I = R), no espacgo de configuragdes: I >

24De acordo com Sommerfeld em [354], o termo foi cunhado por Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894), conhecido por evidenciar empiricamente
a existéncia de ondas eletromagnéticas, em 1894 em seu livro [168].
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t— qt) = (¢*(¥), ..., ¢"(t)) € M. Essa funcio deve ser suposta continua e também, na maioria dos problemas,
suficientemente diferencidvel.

Ao longo de uma trajetéria em M as derivadas temporais ¢ (t), ..., ¢"(t) sdo denominadas velocidades generalizadas.
E importante notar que o vetor ((jl(t), ey G (t)) é um elemento do espaco tangente a M no ponto de coordenadas
(ql(t), ey @7 (t)) O espaco das coordenadas e de todas as correspondentes velocidades generalizadas é uma variedade
diferencidvel 2n-dimensional que pode ser identificada com o fibrado tangente de M, denotado por TM.

Nem todos os vinculos comummente encontrados em sistemas mecanicos sao do tipo holonémico. Um exemplo,
apresentado e discutido, por exemplo, em [354], é o de um disco fino rigido de raio R que rola sem escorregar em contacto
com um plano e sob a agao de um campo gravitacional constante.

Nestas Notas vamos nos limitar ao tratamento de sistemas holonémicos e remetemos o leitor interessado a literatura
supracitada para o tratamento de alguns sistemas nao holonémicos.

e Péndulos como exemplo de sistemas holonémicos

As ideias acima podem ser bem ilustradas no caso do péndulo (planar, simples e duplo, e esférico).

Exemplo 44.1 Péndulo esférico simples. Um ponto material de massa m > 0 e vetor posi¢ao Z (com componentes Cartesianas
zt 2% e :vB) é restrito, por meio de uma haste rigida de massa desprezivel, a mover-se a uma distancia fixa ¢ > 0 de um ponto O,
onde a haste é fixada, podendo girar livremente. Um campo gravitacional constante aponta na direcdo do eixo 3. Adotando-se a
origem do sistema de coordenadas no ponto O, a equagao de vinculo é Ry (&) := ||Z]|*—£> = 0, ou seja, (m1)2—|— (m2)2+ (x3)2 —0? =0.
O movimento do ponto material é, portanto, restrito & superficie da esfera de raio ¢ centrada em O. Essa é a variedade M que
corresponde ao espago de configuragdes desse sistema. O movimento pode ser descrito por meio de duas coordenadas: o (ou
latitudinal) 6 e o angulo azimutal @, referentes a um sistema de coordenadas esféricas centradas em O. A Figura 44.3, pagina 2416,

indica os detalhes. Os angulos 6 e ¢ sdo possiveis coordenadas generalizadas para esse sistema. p

Figura 44.3: Péndulo esférico. A letra m indica o ponto material. O angulo azimutal ¢ € [0, 27) é medido a partir do
plano 2 — 3 e o angulo polar 6 € [0, 7] a partir do eixo 3, como indicado. O comprimento da haste conectando O a m é
L.

Exemplo 44.2 Péndulo planar simples. Esse caso é similar ao anterior, mas o movimento se d4 em um plano, digamos, o
plano 1 — 3 da Figura 44.3, pagina 2416. Um campo gravitacional constante aponta na dire¢do do eixo 3. Além da condicio
de vinculo anterior R (f) = (x1)2 + (m2)2 + (x3)2 — 02 = 0 temos adicionalmente a condicio de vinculo Ry (i”) =22 =0, que
limita o movimento do ponto material ao plano 1 — 3. O ponto material, assim, move-se em um circulo no plano 1 — 3, de raio ¢ e
centrado em O. Essa é a variedade M que corresponde ao espago de configuragdes desse sistema. Podemos adotar como coordenada
generalizada o dngulo ¢ € [0, 27), esquematizado na Figura 44.4, pigina 2417. b

Exemplo 44.3 Péndulo duplo planar. O péndulo duplo planar envolve dois pontos materiais m1 e ma, o primeiro fixo a uma
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Figura 44.4: Péndulo plano. A letra m indica o ponto material. O angulo ¢ € [0, 27) é medido a partir do eixo 3, como
indicado. O comprimento da haste conectando O a m é /.

haste rigida mével de comprimento ¢1 podendo girar em torno de um ponto O, onde é fixada. O segundo ponto material mgo é
fixado ao primeiro por uma haste rigida mével de comprimento 2, podendo girar independentemente em torno de m;. Ambos se
movem no plano 1 — 3 da Figura 44.3, pagina 2416.

Assim, o ponto material m1, move-se em um circulo no plano 1 — 3, de raio ¢; e centrado em O, enquanto que o ponto material
mg, move-se em um circulo no plano 1 — 3, de raio ¢5 e centrado em mi. As condic¢ées de vinculo sdo:

R @) = @)+ @D+ @) -4 =0,

Ry (&1, 7o) (@1 —23)" + (21 —23)" + (a1 —23)° =63 = 0,

R3(f1, fg) = :E% = 0, R4(f1, fg) = x% = 0.

A variedade M que corresponde ao espago de configuragoes desse sistema €, portanto, um toro bidimensional. Um campo gravi-
tacional constante aponta na diregdo do eixo 3. Podemos adotar como coordenadas generalizadas os angulos ¢1 e ¢2 € [0, 27),
esquematizados na Figura 44.5, pagina 2418. i

e O Principio de Hamilton e as equagoes de Euler-Lagrange

O objeto bésico do formalismo Lagrangiano®® é a chamada funcdo Lagrangiana, ou simplesmente Lagrangiano, uma

fungdo £ das coordenadas generalizadas, das velocidades generalizadas e, eventualmente, do tempo, Z(q, ¢, t) =
f(ql, B L S (L) t), que é suposta possuir todas as informagoes necessarias sobre a dinamica do sistema
mecénico estudado. Para sistemas conservativos (que compoem nosso interesse exclusivo aqui), tem-se £ =T — U, onde
T é a energia cinética do sistema e U sua energia potencial. Na corrente versao dessas notas nao apresentaremos nenhuma
justificativa para essa escolha e, para tal, remetemos o estudante iniciante a literatura pertinente supramencionada.

Sejam t; < tp dois instantes de tempo e seja vy := [t1, t2] 3 t — ¢y(t) uma curva diferencidvel no espaco de
configuragoes. Definimos a ag¢do associada ao Lagrangiano .Z e a curva y como a integral

S[y] = /zf(t, 4y (1), ¢4(1)) dt . (44.150)

t1

Podemos nos perguntar: qual é, segundo as leis da Mecénica e segundo as interagoes a que esta submetido, a trajetéria
real que de um sistema mecéanico que inicia seu movimento no instante ¢; em uma posigao ¢(¢1) e termina-o no instante

25 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Seu nome de nascimento foi Giuseppe Luigi Lagrangia.
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Figura 44.5: Péndulo duplo planar. As letras m; e mo indicam os pontos materiais. Os angulos ¢1, ¢2 € [0, 27) s@o
medidos a partir da vertical, como indicado. O comprimento da haste conectando O a m; é {1 e o comprimento da haste
conectando my a mqg é ¥o.

ta em uma posigao ¢(t2)??% Ou, em outras palavras, qual a curva v que é efetivamente seguida pela trajetéria real do
sistema mecéanico considerado?

A resposta a essa questdo é dada pelo chamado principio de Hamilton?”, ou principio de acdo minima, que passamos
a descrever.

Seja [t1, t2] © t — dq(t) uma funcdo definida no espaco de fase que seja infinitamente diferencidvel e se anule nos

extremos do seu intervalo de defini¢do t; e ta, ou seja, dq(t1) = dq(t2) = 0. Denotemos %5q(t) por 0¢(t).

Adicionalmente, suporemos também que d¢g(t) seja suficientemente pequena em todo o intervalo [t1, t2] de forma a
garantir que a curva [t1, t2] 3 t — g (t) + dg(t) sempre esteja contida dentro do espaco de configuracoes.

Denotemos simbolicamente por vy a curva definida pela funcao [t1, t2] 3 ¢t — ¢,(t) + Adg(t), com A € [-1, 1]. Pela
definigao de dq sabemos que essa curva também conecta o ponto q(tl) no instante ¢; ao ponto q(tg) no instante ts.
Quando A = 0 a curva 7, coincide com 7. Assim, a diferenga S[y] — S[v,] anula-se para A = 0. Desejamos saber o quéo
rapidamente essa diferenca afasta-se de zero quando A torna-se nao nulo, mas “pequeno”.

Para tal, definimos a variacdo da agdo S[y] na diregdo de §q por

agST] = lim < (Sk] — S])

Js5qS[Y] expressa a taxa de variagdo de S[y] quanto a curva v é “deformada” pela adigdo de d¢q a g,. Naturalmente, essa
taxa depende da funcao dq adotada. Por definicao, temos

ta

a,Sh] = Jim [.z(t, 0, (£) + 20q(1), (1) + 204 () =2 (&, 4, (1), mt))} dt

A—0 t

Assumindo que .Z é uma fungao duas vezes diferencidvel de g e ¢, podemos escrever, pela expansao em série de Taylor
em \,

,,f(t, ¢ (t) + A3q(t), ¢ (t) + Aéq(t)) —.i”(t, 0 (1), qv(t)> - Azn: [Z"Zj(sqi(t) n ?);géqi(t)} dt + O(\?) .

26No formalismo Lagrangiano é implicita a suposicio de que, dados (t1, q(t1)) e (t2, q(t2)), com q(t1) e q(t2) arbitrdrios no espago de
configuragdes, existe uma trajetéria real que inicia-se em ¢(¢1) no instante ¢1 e termina em ¢(¢2) no instante t2. Por trajetéria real entendemos
uma trajetdéria que respeite as leis da Mecanica e seja compativel com as interagdes as quais o sistema mecanico estd sujeito.

27William Rowan Hamilton (1805-1865).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 44 2419/2558

(Doravante vamos frequentemente omitir o indice v de expressoes como g (t) e ¢(¢)). Assim,

ok rog 07 .
0545 = / { -0q* (t) + ,,5'Zt]dt.
ushl = 3 [ | G 0+ Ggod 0

Efetuando integracao por partes, temos que

Loy . 0. . |? /tz (d ax) .
—04"(t) dt = —0q"(t — —— | 8¢"(¢) dt .
G a = Srade) [ (G5 ) et
Como, por hipétese, §¢*(t1) = dq'(t2) = 0, obtemos
" 210 dog]
0545 = - — — — | 0g"(t) dt . 44.151
sl = 3 [ |G a0 (44.151)

Dizemos que a variagdo da ac@o S[y| é nula sobre a curva vy, em simbolos §S[y] = 0, se d545[y] = 0 para toda funcao
dq do tipo especificado acima. Assim, vemos de (44.151) que §S[y] = 0 ao longo de uma curva 7 se e somente se ¢,
satisfazer as equagoes diferenciais

102 92 _

—— — 44.152

dt 0¢* aq* ( )

para todo ¢ € {1, ..., n}. Essas equagoes sdo denominadas equa¢des de Euler-Lagrange e ocupam uma posigao central
na Mecanica Classica.

O chamado principio de Hamilton consiste na afirmacao que 6S[y] = 0 se e somente se v for a trajetéria real do

sistema mecénico considerado que conecta o ponto ¢(¢1) no instante ¢; e o ponto ¢(t2) no instante . Assim, concluimos
que ao longo da trajetéria sao satisfeitas as equacoes de Euler-Lagrange. Sob esse principio entendemos que as equagoes
de Euler-Lagrange sao a expressao das leis fisicas fundamentais de um sistema mecénico com um niimero finito de graus
de liberdade em forma de um sistema de equacoes diferenciais ordindrias de segunda ordem.

Essa é a esséncia do chamado formalismo Lagrangiano da Mecanica Cldssica. Seu ponto central reside na natureza
invariante de sua formulacao, isto é, na sua independéncia do sistema de coordenadas adotado no espago de configuragoes,
como discutiremos na Segao 44.5.1.1, logo adiante.

e Sistemas auténomos e nao auténomos

Quando £ nao depende explicitamente de t, ou seja, quando £ = £ (q, (j) dizemos que o sistema mecéanico considerado
é um sistema auténomo. De outra forma, se £ também depende explicitamente de ¢, o sistema é dito ser um sistema
nao auténomo. Sistemas nao autonomos ocorrem, por exemplo, se um potencial externo varia com o tempo.

Na Segao 44.5.1.4, pagina 2428, mostraremos que todo sistema nao auténomo pode ser transformado em um sistema
auténomo por um truque que, em sua esséncia, consiste em considerar o tempo ¢ como uma coordenada.

e Forma explicita das equagoes de Euler-Lagrange

Para o caso de um sistema nao auténomo, expandindo-se a derivada total em relagdo a ¢t em (44.152), as equagoes de
Euler-Lagrange assumem a forma explicita do seguinte sistema de equacgoes ordinarias de segunda ordem:

%(t, q(t), Q(t))fz [ 8?;2’2 = (t, a(t), 4(t)) ¢ () + —aZT’Zj (t, q(t), q(t))qj(t)} faa;jj(t, g(t), 4(t)) = 0, (44.153)
parai =1, ..., n.
No caso de sistemas auténomos as equagoes (44.153) se reduzem a
> [ﬁi (a(1), 4(t)) ¢’ (t) + aq‘?ﬁj (a(®), é(t))(jj(t)] - g‘f (q(t), 4(t)) = 0, (44.154)
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44.5.1.1 Invariancia das Equacgoes de Euler-Lagrange por Mudancas de Sistemas de Re-
feréncia

e A invariancia das equagoes de Euler-Lagrange por mudangas de coordenadas

A caracteristica mais importante das equagoes de Euler-Lagrange

0% 0%
40z _ 9L e {1, ...
ioy ~ og ethiembs

e que é a razao de ser do formalismo Lagrangiano, é o fato de as mesmas serem invariantes quando realizamos uma
transformagao de coordenadas no espago de configuracoes. Vamos esclarecer o que isso significa.

Suponhamos que ao invés do sistema de coordenadas (¢, ..., ¢") utilizemos um outro sistema de coordenadas
(QY, ..., Q") para descrever nosso nosso sistema mecanico de n graus de liberdade. Entdo, afirmamos as equacoes de
Euler-Lagrange permanecem as mesmas nesse novo sistema, ou seja, valerao também as equagoes

d 0% 0L

%@:W7 para todo j € {1, ..., n},

onde ,,?(Q, Q, t) = X(q(Q, t), ¢(Q, Q, t), t), que é o Lagrangiano original % escrito em termos das novas
coordenadas.

. . . ~ R . 2 p

A maneira mais simples e direta de provar essa afirmacao é observar que o principio de Hamilton § ftl ZLdt = 0 esta

expresso de forma independente do particular sistema de coordenadas empregado no espaco de configuragoes e, portanto,
deve conduzir as mesmas equacoes — as equagoes de Euler-Lagrange — em qualquer sistema de coordenadas.

Para satisfazer um leitor eventualmente cético quanto a essa argumentagao, ou insatisfeito com ela, vamos apresentar
uma prova direta da invariancia das equacoes de Euler-Lagrange.

Sejam Q7 = Qi (q', ..., ¢, t), j € {1, ..., n}, as expressoes que fornecem as “novas”’ coordenadas @@ em funcao
k) K K Y ) Y )

das “antigas” coordenadas ¢ e, eventualmente, do tempo t. Vamos supor que essa transformacao de coordenadas seja

ao menos duas vezes diferencidvel e que essa mudanca de Variziveis seja, para cada t, inversivel. Essa ultima hipdtese

significa que a matriz Jacobiana n x n, de elementos de matriz 2 7 , 4, 7 € {1, ..., n}, é uma matriz inversivel.

As velocidades generalizadas das novas coordenadas sao deﬁmdas por

iy ) LNoTeY) L 007
Q' (q, 4, t) =) a—Qk(q, t)q* + a;ci(q, t) . (44.155)
k=1 q
Assim,
GQJ "L 9207 oQ7 oQ7 oQ7
. e e as 44.1
Z 8q aqkq dqiot € BYG dg* (44.156)

sendo que a dltima igualdade decorre de @7 depender linearmente dos ¢*’s. Ao longo de uma curva q(t), temos, pela

regra da cadeia,
0Q’ = 0%QY 82 J
P — Q Z @ @
815 8q 8q 8q18t

e, portanto, mostramos que ao longo de uma curva ¢(t) vale

d 0Q’ -
dt dq’ Z < 0g" (

doQi  0Q7
—— = — . 441
dt 9q* aq* ( 57)
Agora, pela regra da cadeia,
i I 0.7 907
283 0Q Z@f Q) (44.158)

0Q7 0q" T = oQi g
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Por outro lado, temos também que gﬁf = 2?21 ggj %2.2:. Em (44.156) vimos que gTQ,: = %TQZ. Assim,

0L 07 0Q
o " 200 o0

Jj=1

Logo,

d o " (4oL 0Q 0L (d Q7 ) a157) <= [(d 0.2\ QT I~ 0.7 9O
4oL _ @ oL i £ (Lo L a9z 4 e I | (44.159)
dt 9¢' ;1 <dt 062”) oq' ;1 0Qi \dt 9q' JZT dtoQs ) ot J; Q7 9

Dessa forma, assumindo a validade das equacoes de Euler-Lagrange para o sistema de coordenadas ¢, obtemos de
(44.158) e de (44.159) que, para todo i € {1, ..., n}, vale

~

d0% 0% " (doZ\ 0 0L 9O 0L QT I~ 0L 0O
> (3E)F 2Ry s
=

dtoq 9¢' S \dtaqQi) ¢ T = aqi O’ 0Q7 0" = 0Qi I¢’

B Z”: AN
- dtoQi 9Qi | aq

j=1
Como a matriz Jacobiana, de elementos de matriz %22; , € inversivel, segue imediatamente disso que
40 0% .
wagi o~ O A

que sao as equagoes de Euler-Lagrange nas “novas” coordenadas (). Isso estabeleceu a invariancia das equagoes de
Euler-Lagrange por mudanca de coordenadas no espaco de configuracoes. Tratemos de exibir um exemplo da invariancia
das equacoes de Euler-Lagrange.

Exemplo 44.4 Considere-se um ponto material de massa m movendo-se em uma dimensdo sob um potencial V(z) = atanhz,

com «a constante. O Lagrangiano é .Z(x, &) = & (m)2 — atanh z e a correspondente equagao de Euler-Lagrange é
m# = —a(l — (tanhw)?) . (44.160)
Adotemos novas coordenadas X = tanhz, que mapeiam bijetivamente R no intervalo (—1, 1). Teremos X = (1 — (tanhz)®)d e
i=X/(1-X?). Assim, Z(X, X) = —2— (X)? - aX. Logo,
2(1—X2)
02 _ om0 2mX ke,
0X  (1-X2) 90X (1-X2)

e, portanto, a nova equagao de Euler-Lagrange é
d . 2mX .
Sl LX) = (X)) —a. (44.161)
a\a—x") ~ a-x)
Expandindo-se a derivada do lado esquerdo e realizando-se alguns computos elementares, essa equagdo assume a forma
3

m(1—- X)X +2mX(X)? = —a(l - X?) (44.162)

Desejamos verificar que as equages (44.162) e (44.160) s@o equivalentes. Para isso, substituamos X = tanhz em (44.162).
Temos X = (1 — (tanh)?)# e X = (1 — (tanhz)?)# — 2tanhz(1 — (tanhx)?) (m)2 Assim, (44.162) fica

m(1 — (tanhz)?) [(1 — (tanh)?)i — 2tanhz (1 — (tanh z)?) (x)Q] + 2mtanhz (1 — (tanh x)Q)Q(m')Q = —a(1 — (tanh x)2)3

que, apds cancelamentos, se simplifica para mi = fa(l — (tanh :v)2), que é (44.160), como desejdvamos mostrar. P
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E. 44.24 Ezercicio. Considere-se um ponto material de massa m movendo-se em uma dimensdo sob um potencial V(z) = az?,

com a constante. O Lagrangiano é Z(x, ©) = & (:v)2 — oz Mostre que a correspondente equacio de Euler-Lagrange é m# = —4ax®.

Considere novas coordenadas definidas em R dadas por X = x>. Mostre que o Lagrangiano nessas coordenadas é .,QF(X7 X)

%X“‘/S (X)2 — %‘XX“/S. Mostre que as equacdes de Euler-Lagrange nessas coordenadas assumem a forma mXX — 2T’"(X)2 =

—12aX®/3. Substituindo X = 2° nessa tltima equacdo, reobtenha a Euler-Lagrange original do sistema de coordenadas original. *

Futuramente, se houver perigo de confusdo, nem sempre iremos distinguir notacionalmente . de .Z.

44.5.1.2 Modos Normais de Oscilagao

Tlustremos algumas das ideias acima com o exemplo fisicamente importante de sistemas definidos por Lagrangianos
quadraticos e pelos chamados modos normais de oscilagao.

e Lagrangianos quadraticos e sua forma candnica

Seja um sistema de n particulas pontuais cuja dinamica ¢é descrita pelo Lagrangiano quadratico
1 n n 1 n n n
L= 5D Mydid; — 5 Y > Kiyaid; + ) tid] (44.163)
=1 j=1 i=1 j=1 i=1

onde ¢, € R para todo i e onde M;;, K;; e {; sdo constantes reais. Sem perda de generalidade podemos supor que
M;; = Mj; e K;; = Kj; para todos i e j, pois a expressao para £ ¢é simétrica nos ¢;’s e g;’s.

O Lagrangiano (44.163) é usado na descricao de sistemas de osciladores acoplados por forgas harménicas. Um exemplo
é discutido no Exercicio E. 44.47, pagina 2460 (vide Figura 44.6, pagina 2460).

Defina-se os vetores-coluna ¢’ e £ e as matrizes n X n reais simétricas M e K por

qll M11 Mln K11 Kln 61

Usando o produto escalar usual em R", denotado por (-, -)g, o Lagrangiano .¢ dada em (44.163) pode ser escrito
como

1, 1
L = 5l M) = 5(ds Kd' )+ (6 )y -

Assumindo K inversivel e definindo novas coordenadas ¢q := ¢’ — K/, e escrevendo-se ¢ como um vetor-coluna ¢ :=

q1
( : ) , 0 Lagrangiano £ assume a forma
qn

1,. . 1 1 _
f = §<Qa Mq>]R7 §<qa Kq>]R+ §<£’ K 1£>]R' (44164)

O ultimo termo, sendo uma constante, serd doravante omitido, pois nao contribui nas equacoes de Euler-Lagrange.

E. 44.25 FEzercicio. Obtenha (44.164). *

De forma mais explicita (44.164) pode ser escrita (ja sem o termo constante) como
L= 5D Mididy =5 )Y Kijaid; (44.165)
i=1 j=1 i=1 j=1

onde ¢; € R para todo i. As formas (44.164) ou (44.165) sdo denominadas formas candnicas do Lagrangiano quadrético
(44.163).
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As expressoes acima talvez tornem clara a interpretagdo das novas varidveis q. O ponto de equilibrio estédtico do
sistema se d4 quando ¢ = 0, ou seja, quando ¢’ = K~'/. Assim, ¢; mede o desvio de ¢} de sua posi¢ao de equilibrio.

e Solugao na forma canénica

No que segue suporemos que as matrizes M e K sejam matrizes inversiveis e, mais adiante, suporemos também que
M e K sejam positivas.

As equagoes de Euler-Lagrange associadas ao Lagrangiano (44.165) compoem o sistema de n equagoes diferenciais
ordinarias acopladas

n n
> Mygi(t) + > Kijgi(t) =0, i=1,...,n.

E. 44.26 Ezercicio. Verifique! *

E mais conveniente escrever essas equagdes em forma matricial: com as defini¢ées acima M{(t) + Kq(t) = 0, ou,
equivalentemente,
q(t)+ (M~ 'K)q(t) = 0. (44.166)

Como facilmente se verifica, a solu¢ao dessa equacao com condigdes iniciais ¢(0) = g e ¢(0) = vg é

q(t) = cos (Qot) Qo+ Q! sen(Qot)vo , (44.167)

onde 0y é qualquer matriz satisfazendo (90)2 = M~'K e onde cos (Qot) e sen(QOt) sao matrizes definidas por via das
séries de Taylor das fungoes cosseno e seno:

s t2[ o t2l+1 2041
cos Q t sen Q t — 0 . 44.168
0 Z 2l 0 Z 21 + nro ( )
1=0 =0
Note-se que g terd inversa se e somente se K o tiver, o que estamos supondo.
E. 44.27 FEzercicio. Verifique que (44.167) é, de fato, a solugdo de (44.166) com as condi¢des iniciais go € vo. *

Observe-se que, como (Qo)2 = M~'K, podemos escrever, inserindo em (44.167) as séries de (44.168),

o0 t2l+1

Z 2l+1

=0

Q0+ MK) | v . (44.169)

00 N2l
q(t) = Z%(M_
=0

Nessa forma a solugao diretamente em termos das matrizes M e K e independe da particular escolha de €.

Observemos de passagem que (44.169) representa a solugdo de (44.166) mesmo quando K néao possui inversa. Por
exemplo, paran = 1 e K = 0, a equacao diferencial reduz-se a §(t) = 0 e, nesse caso, (44.169) fornece ¢(t) = qo + vot
(pois s6 os termos com | = 0 sobrevivem), e essa é, de fato, a solugdo de §(t) = 0 para as condigoes iniciais dadas.

A solucao obtida em (44.169), ainda que completa, nao ilumina um aspecto importante do movimento de sistemas
descritos pelo Lagrangiano (44.165): a presenca de modos normais de oscilagdo quando ambas as matrizes M e K sdo
positivas. Trata-se de novas coordenadas para descrever o sistema, em geral distintas das coordenadas ¢;, cujas equagoes
de movimento sao desacopladas e descrevem oscilagoes harmonicas independentes umas das outras com certas frequéncias
que sao caracteristicas do sistema, as chamadas frequéncias normais de oscilagao. No que segue apresentaremos os modos
normais e reobteremos com os mesmos a solugao (44.169) com uma matriz g especifica.

e Modos normais de oscilagao

Vamos aqui supor também que M e K sejam matrizes positivas (ou seja, que seus autovalores sejam todos positivos).
Usando o produto escalar usual em R"™, denotado por (-, -)g, é claro que ¢ dada em (44.165) pode ser escrita como

1,. . 1
Z = §<q, Mq>]R7§<q’ Kq>]R
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Defina-se @ := M'/2q. Teremos

1,. . 1
onde B := M~Y2KM~1/2. A matriz B é simétrica e, portanto, é diagonalizdvel por uma matriz ortogonal O. Seja
D = O" BO diagonal. Definindo-se
Q := 0TQ = 0" MY?q, (44.171)

obtemos,
1,. . 1
& = 5(9, Qp — 5(9, DQ), .

Isso pode ser escrito de forma mais explicita como

7= 13 @) - 1y 4 (44.172)
- 2 o 7 2 e 1 i B .
onde
9
Q = , D := diag (dl, , dn)
Q,

As equagoes de Euler-Lagrange para (44.172) sao

Ql(t) —l—defL(t) =0, 1=1,....n. (44173)

Note-se que se trata de um sistema de n equagoes desacopladas.

As constantes d; sdo autovalores da matriz D e, portanto, da matriz B. Como B é simétrica e positiva (pois K é
positiva e, portanto, B = M~YV2KM~1/? = (KI/QM*I/Q)T(KUQM’I/Q), que é positiva), temos d; > 0 para todo 7. As
solugoes de (44.173) sdo, portanto,

Q;(t) = «;cos (\/at) + B; sen(\/d_it) , i=1,...,n, (44.174)

com «; e (; sendo constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais (por exemplo, a; = Q;(0) e 81 = QZ(O) /Vd;).

As coordenadas Q;,i =1, ..., n, sdo denominadas modos normais de vibra¢do do sistema de n particulas considerado.
As quantidades v/d; sdo denominadas frequéncias normais de oscilagdo do sistema considerado. Por serem autovalores
da matriz B, os d;’s sao solugao do polinémio caracteristico det ()\]l — B) = 0. Assim,

0 = det (AL — B) = det (AL~ M~V2KM /) = det (AM —~ K) det (M) .
Concluimos que os d;’s sao solugoes da chamada equacao secular:
det AM —K) = 0.
Em forma matricial, (44.174) fica
Q(t) = cos (Dl/Qt)a + sen(Dl/Qt)ﬂ ,

com « e ( sendo os vetores-coluna com componentes a; e 5;, i = 1, ..., n, respectivamente, com cos (D1/2t) =
diag (cos (\/at), ..., COS (\/dnt)) e com sen(Dl/Qt) = diag (sen(\/dlt), el sen(\/dnt)>.

Retornando as coordenadas originais, temos que ¢(t) = M ~'/20Q(t) e, portanto,

q(t) _ M71/2OCOS (D1/2t)a+Mﬁl/QOSQH(Dl/Qt)ﬂ . (44175)
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Para cada componente, isso diz que

n

qi(t) = Z(M‘UQO) cos ( \/—t aa—l—z 1/20 sen(\/d—at)ﬁa. (44.176)

a=1

Como se vé, para cada coordenada ¢; o movimento é uma combinacao linear de movimentos harmoénicos independentes
cada qual com uma frequéncia normal de oscilagao.

Para as condigoes iniciais em t = 0, (44.176) significa que

n n

2 (0) = Z(Mfl/QO)maa e 4 (0) = Z( —120). VdaBa .

a=1 a=1

Em termos matriciais, isso fica
@ = M~Y?0a e vo = M~Y20D'?3 .
Com isso, podemos reescrever (44.175) diretamente em termos das condigoes iniciais em ¢ = 0:
qt) = M~Y20cos (DY*t)0~* Mgy + MO sen(D"/?t)D~1/20~ M/ v,
= M Y?cos (Bl/Qt>M1/2q0 + M~V2B-1/2 sen(Bl/Qt) M2y, ,
Assim, definindo a matriz Q := M~Y/2BY/2M1/2 obtemos
q(t) = cos (Qt)qo + Q" sen(Qt)vp . (44.177)

E. 44.28 Ezercicio. Constate a validade das igualdades acima. *

Observe-se que nas duas ultimas expressoes acima nao mais ocorre a matriz ortogonal O. Observe-se também que 2

nao é, em geral, simétrica e que as seguintes manipulagoes sao ainda possiveis. Escrevendo-se cos (Qt) e sen(Qt) segundo
suas definicées em termos de séries de Taylor, temos, usando o fato que Q? = M~'/2BMY? = MK,

[ > t2l [ > t2l+1 2
t p—
q(t) Z qo + 21 +1 Jvo
Li=0 Li=0
o0 o0
1 lt2l 3 . t2l+1 !
- 2 <2§>! et | [ G ey

Li=0 =0

Essa é a mesma solugdo obtida em (44.167) e (44.169).

Para ilustrar os métodos e resultados acima apresentados estudamos com algum detalhe no Exercicio E. 44.47, pagina
2460, o caso em que temos um sistema de duas massas acopladas por molas em movimento unidimensional.

e Determinacao dos modos normais pelo Teorema Espectral

A matriz B'/? é simétrica e seus autovalores sao /d;, i = 1, ... n. Seja {wi, ..., wr}, com 0 < 7 < n o conjunto de
autovalores distintos de B'/2. Pelo Teorema Espectral (Teorema 10.7, pdgina 480), podemos escrever B2 = 2221 waFa,
com E, sendo os projetores espectrais, os quais sdo matrizes simétricas satisfazendo E,Ep = 4 E, € ZZ=1 E, =1,.
Cada FE, projeta sobre o subespaco de autovetores de B/2 com autovalor w, e sdo dados explicitamente, segundo a
Proposigao 10.18, pagina 483 (vide (10.60)) por

T

1 T
B | g T (B )

k=1 =1
k#j I#]
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paratodo j =1, ..., 7.

A matriz Q := M~Y2BY2)M"/2 também possui uma representacio espectral: definindo-se F, = M~Y2E,M'/?,
1 < a < r, teremos igualmente Q = >." _ w,F,, sendo que valem F,F}, = §,,F, e Y. _, F, = 1, (as matrizes F, nao
sdo necessariamente simétricas) e sdo dadas explicitamente por

T T

F=1I ﬁ I1 (waln) , (44.178)

k=1 =1
k#j I#j
paratodo j =1, ..., 7.
T

Com isso, e recordando que Q™' =" _ w1 F,, a solugao (44.177) fica

T

q(t) = Z [cos (wat)Faqo + wia sen(wat)Favo} ) (44.179)

a=1

Essa é a decomposi¢io de ¢(t) em seus modos normais, cada um deles sendo cos (wat)Faqo + wi sen(wat)Favo, a =
1, ..., r. Se algum dos autovalores, digamos w,, for degenerado, os vetores F,qo e Fyvy podem ainda ser decompostos
em uma base de vetores no subespago imagem de F,.

De forma geral, o uso da decomposicao espectral, resultando em (44.179), é o método mais rapido para a determinagao
dos modos normais de um sistema.

44.5.1.3 Sistemas de Coordenadas Nao Inerciais no Formalismo Lagrangiano

Uma das virtudes do formalismo Lagrangiano é permitir lidar no mesmo pé de igualdade com sistemas de referéncia
inerciais e nao inerciais, e num nivel de generalidade ainda maior que aquele tratado na Segao 44.1, pagina 2374. Isso se
deve a invariancia das equagoes de Euler-Lagrange por mudancas de coordenadas, da qual tratamos acima, invariancia
essa valida mesmo em se tratando de coordenadas dependentes do tempo, como vimos.

Essa invariancia da formulacao das equagoes da Mecanica Cléssica por transformacoes gerais de sistemas de referéncia,
e que coloca sistemas de referéncia inerciais e nao inerciais em pé de igualdade, é uma importante inspiragao para a Teoria
da Relatividade Geral.

No que segue mostraremos que as equagoes dinamicas em um sistema de referéncia nao inercial especifico, do tipo
considerado na Secao 44.1, que gira e desloca-se em relacao a um sistema inercial, podem ser obtidas com uso da
invariancia estabelecida acima por mudancas de coordenadas dependentes do tempo.

Seja uma cole¢do de n pontos materiais de massa m;, i € {1, ..., n}, movendo-se em um sistema de referéncia
inercial sob a acdo de um potencial U. Em coordenadas Cartesianas ¢; € R?, seu Lagrangiano é dado por

n

N miy 2
As correspondentes equacoes de Euler-Lagrange sao m;¢; = —grad,U (ql, cery Qn, t). (Nota: aqui e adiante grad;

refere-se ao gradiente em relagdo as coordenadas espaciais do i-ésimo ponto material).

No espirito da Secdo 44.1, pagina 2374, e usando a mesma notacdo, consideremos novas coordenadas Q; € R3,
1€ {1, ..., n}, definidas por

Q’i :Q’i(q7 t) ERt_l(qi_ct)a i€{17"'an}7
com R; € SO(3). Como em (44.34), teremos
i(t) = R, {Qt % Q1) + Q(t)} Yy (44.180)

Assim, definindo também

V(Q1, ..., Qn, t) = U(RthJrCt, vy BiQ1 4 ey, t)
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temos

. 2
Qux Qi+ Qi B[ = V(@i ooy Qui )

=1

2 .
Q7 + e

‘Qt X Q;

1 n
_ Egm[

+2(Q x Qi) - Qi +2(R x Qi) - (R 'ér) +2Q; - (Rt_lét)] ~V(Q1, ..., Qu, 1),

que pode ser reescrito como

,,2/”\(@, Q,t) = %ZmleQzHQ +2Q; - ((Rtlét) + Q¢ x Qi)
i=1

+ HQt <0l +2((R;1et) x Qt> Qi 4 al = V@i s Qo). (44.181)

Além de reordenar os termos, colocando juntos na primeira linha os termos dependentes de Q, usamos também as
identidades (4.13) e (4.16), pagina 260, em dois dos termos.

Com a expressao para .Z estabelecida, podemos obter as correspondentes equacoes de Euler-Lagrange. Isso é obtido
no exercicio que segue:

E. 44.29 Ezercicio. Para o Lagrangiano .Z dado em (44.181), obtenha

8§ “a —1.\a @

o = ™ (Qi + (R7Mé) + (0 x Qi) ) e

0.7 : 1. ¢ a “ ov
20° = m [((Qz + (R, Ct)) x Qi) + HQiH2QZ = (- Qi)(Q)"| - 0Qs

a

%
Qs

= my

(Qi + (R{lét)) X Q= Q x (U x Qi)}

Mostre disso que as equagdes de Euler-Lagrange s3o (em notagdo vetorial):

miQ; = mi| — Ry "¢ — %(Rt_l)c’t — X Qi— U x Qi+ (Q + (Rt_lc't)) X Q — Q4 x (e x Qi)] —grad,V,  (44.182)
parai € {1, ..., n}. *

Usando o fato que Rt%(Rfl) + %(Rt)Rfl = 0 e, portanto, % (R;l) = —R;I%(Rt)Rfl, temos por (44.33) que

d

—— (B ér = RIRR U0, x (RyYer) .

com isso, dois dos termos em (44.182) cancelam-se e obtemos,
miQ; = mi| — Ry'e — Qe x Qi — 290 x Qi — Qe x (U x Qi) | — grad, V.

Como o leitor pode facilmente constatar, o termo entre [- - -] contém todas as aceleragoes inerciais identificadas em (44.37),
péagina 2381, e discutidas nas paginas subsequentes.
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O termo grad;V corresponde as forcas reais, internas e externas ao sistema de pontos materiais, que agem sobre o
i-ésimo deles. As componentes de grad;V sdo

°)% 0 1
—8Q? = —anU(Rth +et, ey RiQr o, t) = (Rt gradiU> (q17 ceey Gn, t) .
Verifique! Como m;§; = —grad,U, concluimos que —grad,V = R, 1(midi) e, assim
miQ; = Ry '(maidi) +ma | — Ry'e — Qp x Qi — 20 x @y — O x (U x Qi)] . (44.183)

Essa relagao é idéntica a (44.37).

O ponto relevante por tras de tudo isso é a constatagao que fizemos acima de que o Lagrangiano 7 realmente descreve
o sistema de pontos materiais sob o ponto de vista de um sistema de referéncia nao inercial, como aquele considerado,
com as novas coordenadas dadas por Q = R, ! (q - ct), na qual passamos de um sistema Cartesiano de coordenadas a
outro sistema Cartesiano, mas que gira e se desloca em relagao ao primeiro.

Vemos nisso mais uma virtude de formalismo Lagrangiano: o de colocar num mesmo pé de igualdade sistemas
inerciais e nao inerciais. Essa virtude é consequéncia direta da invariancia das equagoes de Euler-Lagrange por mudancas
de sistemas de coordenadas, mesmo as dependentes do tempo.

Note-se que essa invariancia nao se limita a classe de transformagoes que consideramos na transformagao @ =
R 1 (q — ct), na qual passamos de um sistema Cartesiano de coordenadas a outro sistema Cartesiano, mas que gira e se
desloca em relagao ao primeiro. Ela vale, como provamos acima, para quaisquer transformacoes de coordenadas, mesmo
as dependentes do tempo.

44.5.1.4 O Formalismo Lagrangiano em Sistemas Nao Auténomos

Sistemas autéonomos e nao autéonomos foram definidos a pagina 2419. Vamos aqui mostrar que sistemas nao autonomos
podem ser transformados em autonomos através de um truque que aumenta de 1 a dimensao do espaco de configuragoes.
Esse fato é relevante em certas consideragoes tedricas e sera usado em nossa discussao sobre o Teorema de Noether na
Secao 44.5.2, pagina 2430.

O primeiro passo para tal é estudar a transformacao de um Lagrangiano e das equagoes de Euler-Lagrange sob
reparametrizacoes do tempo.

e Transformagao de um Lagrangiano por reparametrizagoes do tempo

Se realizarmos na integral de acao (44.150) uma mudanga de varidveis, escrevendo ¢ = f(¢), onde f : R — R é uma
funcao bijetora, diferencidvel e com inversa diferencidvel (ou seja, é um difeomorfismo de R sobre si mesmo), teremos

S[y] = /t2$(t, 4y (1), 4y(t)) dt = /Zly(f, 7,(0), q,(1)) dt, (44.184)
onde o
e I RGN
20 3,0, 3,0) = 2 (10, 3,0, 75| 1O, (44.185)
sendo #1 := f71(t1), t2:= f1(t2) e
L0 = a(@), 0 =0,0 = 0(0) = @O0, (44.186)

O principio de Hamilton afirma, assim, a validade das equagoes de Euler-Lagrange na forma

d (05 - _ . .. oL — . _
I <8§Z (¢, 9(%), E(ﬂ)) T o7 (¢, 9?), q¥)) = 0, i=1,...,n. (44.187)
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Apesar de 6bvia (se considerarmos a independéncia do Principio de Hamilton com a particular parametrizagao das
trajetérias), é instrutivo constatarmos a equivaléncia de (44.187) as equagdes de Euler Lagrange originais. Usando
(44.185), (44.186) e as equagoes de Euler-Lagrange originais, temos

8?(

_ 0L o q\ . 0Z
= ) - r®

Lal.d) - 05 (10, 70, 20 2 (1 a0 d(0)

e i (82, o). a0)] = 4 [5= (1@, 70, 20

Cd [, 0 o q® A0z, .
- lf @2z (# (0. 70 f,@)ﬂ 4 ((ﬁ (. 460, q<t>>> ,

coincidindo com (44.187), como esperado, e confirmando a consisténcia de (44.187) com as equagoes de Euler-Lagrange
originais.

e Convertendo sistemas nao auténomos em sistemas autéonomos

Seja um sistema nao autéonomo definido por uma Lagrangiana £ (t, q(t), q'(t))7 sendo o espago de configuragoes uma
variedade n-dimensional M e (q(t)7 q'(t)) € TM. Afirmamos que esse sistema é equivalente ao sistema autonomo definido
na variedade (n + 1)-dimensional R x M cuja Lagrangiana é

. . L g(t)\ .
Z(ro) ato). 70, 1) = 2 (00, a0, 253) 700+
onde A > 0 é uma constante em principio arbitrdria. O truque consiste em substituir-se a dependéncia explicita de £ com
o tempo ¢ por uma nova coordenada 7 € R que fazemos depender do tempo. O primeiro termo em (44.188) é inspirado
em (44.185) e na ideia que o mapa t — 7(t) deve ser, ao menos localmente, um difeomorfismo. O papel da constante
A 1o segundo termo é o de um multiplicador de Lagrange (vide e.g., [84]). Assim. o segundo termo presta-se a impor
7(t) = 1, ou seja, 7(t) =t (a menos de uma constante aditiva) e que, portanto 7 e ¢ coincidem.

%(j—(t) ~1)?, (44.188)

Apesar dessas consideragoes é necessario realmente provar que o sistema auténomo (n + 1)-dimensional descrito
pelo Lagrangiano (44.188) equivale ao sistema nao auténomo descrito por .. Para tal, obtenhamos as equagoes de

Euler-Lagrange associadas a .Z.

Para as coordenadas ({, i =1, ..., n, temos as equagoes de Euler-Lagrange %gf?— gg = 0. Agora, g;%v =
gﬁ (T(t), q(t), %) e gﬁf = gﬁf (7’(75)7 q(t), %) 7(t). Verifique! Assim, as equagdes de Euler-Lagrange assumem a
forma 407 0\ o2 ()

q(t q(t) \ . .
— t t), —~ | — - t t), —= t) =0 =1, ... . 44.189
dt 81}2 (T( )7 q( )5 T(t)) aqz (T( )) q( )5 T(t)) T( ) ? ? I ? n ( )

Para a coordenada 7, temos a equacao de Euler-Lagrange

doz 02
dt 01 or

d " Gi(t) 0L
T odt <§_:1 #(t) Ov

(70 a0, £5) + 2 (v a0, 22+ a0 - 1)) -5 (r0. a0, 23 ) 70
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Agora, pela regra da cadeia,

G2 (v o, 88 = 2Z (o). a0, L) 10

7(t) 7(t)
- )\ . 0L () d ¢'(t)
t t), —= t - t t), —~ | —
3 G (70 a0 S5) 0+ Gz (-0 a0 ) 5%
Verifique! Substituindo isso de volta no lado direito de (44.190), temos, apés alguns cancelamentos evidentes,

0 = —zn:q'i(t) [—%%’j (T(t), at), @) ++(t)f;§ (T(t), a(t), @)} + AR .

27 i) ) 1)

0L
oq’

Verifique! Pela relagio (44.189), os termos entre [ - |, acima, sdo nulos e, portanto, a equagao reduz-se a
7(t) = 0.
A imposicao das condigoes iniciais 7(0) = 0 e 7(0) = 1 implica 7(t) = ¢. Com isso, as equagoes (44.189) ficam

%%(t, at), 40) = 55 (6 g(t), 4®) =0, i=1...n, (44.191)

que sao precisamente as equacgoes de Euler-Lagrange do sistema nao autonomo original, provando o que desejavamos.

44.5.2 Simetrias Continuas e Leis de Conservagao. O Teorema de Noether

Um dos entendimentos fundamentais da fisica teérica do século XX foi o da existéncia de uma relagao entre certas leis
de conservagao, como da energia, do momento angular e do momento linear, e certas simetrias continuas presentes nos
sistemas fisicos considerados. Esse resultado foi demonstrado pela mateméatica Emmy Noether?® em 19182, Nesta secio
demonstraremos o Teorema de Noether para o caso de sistemas mecanicos com finitos graus de liberdade descritos pelo
formalismo Lagrangiano. Generalizagoes para Teorias Cldssicas de Campos (e.g., o Eletromagnetismo) também existem
e podem ser encontradas em quaisquer bons livros sobre o tema (para um tratamento matemadtico, vide [2]). Para uma
extensdo ao contexto de Teorias Quanticas de Campos vide [63].

O resultado de Noether é geral, no sentido que envolve qualquer sistema descrito por um principio variacional (de
segunda ordem, ao menos) e para qualquer simetria continua desse sistema, no sentido a ser definido.

A apresentacgao que faremos depende de uma definicao precisa da nogao de simetria e de simetrias continuas em
sistemas Lagrangianos e nos dedicaremos ao tema no que segue. Para um texto divulgativo da relevancia de simetrias
em Fisica e sobre o papel de Emmy Noether na elucidagao de sua relagdo com leis de conservagao, vide [27].

Nota histdrica. A histéria por tras do trabalho de Noether sobre simetrias é deveras interessante e relaciona-se aos problemas surgidos no
processo de deducao por Einstein®0, das equacdes de campo que levam seu nome na Teoria da Relatividade Geral, processo esse essencialmente
encerrado em 1915. Naquele processo, um papel muito importante foi desempenhado pela lei de conservacdo do tensor de energia-momento,
que parecia implicar em propriedades do tensor de curvatura®! que eram desconhecidas de Einstein. Einstein procurou aconselhar-se com
David Hilbert3? e Felix Klein®3 a respeito, os quais, por sua vez, incluiram Emmy Noether na discussio. Foi em meio a isso que Noether
encontrou seu teorema, cuja relevancia foi celebrada por Einstein desde seu surgimento. Ironicamente, a pega que faltava na compreensao do
problema era a chamada segunda identidade de Bianchi®*, ou identidade de Bianchi diferencial, do tensor de curvatura, que ja havia sido
descoberta®®, mas era desconhecida de Einstein, Hilbert e Klein. Para uma discussdo histérica mais extensa, vide [295]. A identidade de

28 Amalie Emmy Noether (1882-1935).

29Referéncia original: Emmy Noether, “Invariante Variationsprobleme”, Nachr. d. Kénig. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen, Math-phys.
Klasse, 235-257 (1918). Uma tradugdo para o inglés pode ser encontrada em M. A. Tavel; Emmy Noether, “Invariant Variation Problems”.
https://arxiv.org/abs/physics/0503066

30 Albert Einstein (1879-1955).

31 Mais especificamente, do tensor de Einstein.

32David Hilbert (1862-1943).

33Felix Christian Klein (1849-1925).

34Luigi Bianchi (1856-1928).

35Luigi Bianchi, “Sui simboli a quattro indici e sulla curvatura di Riemann”, Rend. Acc. Naz. Lincei, 11 (5): 3-7 (1902).
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Bianchi é obtida na Secdo 34.3.1, pagina 1687. Vide, em particular a Proposi¢ao 34.9, pagina 1688. Vide também a Secao 34.3.5, pagina 1697,
para a conexao com as equagoes de Einstein.

O teorema descoberto por Noether contribuiu fortemente para colocar a nocdo de simetria dentre os paradigmas da Fisica Tedrica do
século XX.

Encerrando esta breve nota, vale dizer também que o trabalho de Noether teve por base (como mencionado por ela prépria no artigo
original) o trabalho de Sophus Lie3® sobre simetrias continuas em equagdes diferenciais. Uma boa referéncia sobre o tema é [291]. A nogao de
simetria continua foi introduzida pelo préprio Lie e deu origem & Teoria dos Grupos de Lie (assunto do Capitulo 22, pdgina 1162). &

i QN N

Nossa apresentac¢ao do Teorema de Noether em sistemas mecéanicos segue ideias de [17], demonstrando primeiramente
o teorema para o caso de sistemas auténomos para em seguida usar esse resultado para tratar do caso de sistemas nao
autonomos. Alguns detalhamentos adicionais e extensdes, porém, e uma correciao’’, sdo acrescentados.

Na péagina 2443 revisitaremos o Teorema de Noether dentro do formalismo Hamiltoniano.

e Transformacgoes de simetria. O caso de sistemas auténomos

Seja um sistema mecanico com finitos graus de liberdade, a saber n € IN, e cujo espago de configuragoes seja uma
variedade n-dimensional suave M. Seja .Z : TM — R o Lagrangiano desse sistema mecanico.

Seja f : M — M um difeomorfismo de M. Dizemos que f é uma transformagao de simetria do sistema mecanico
considerado se houver uma constante nao nula A tal que

Z(£(g), df(v)) = AZ(q, v), (44.192)

para todos (g, v) € TM. Acima, df é o pushforward (ou aplicagdo diferencial, vide Segao 33.2.4.1, pagina 1609) associado

a f no espaco tangente a M. Em uma carta local de coordenadas, tem-se simplesmente (df (v))z = 23;1 g—;v] .

Uma das principais razoes para se denominar os difeomorfismos satisfazendo (44.192) transformagées de simetria

reside no fato que tais difeomorfismos transformam solugoes das equagoes de movimento em outras solugoes das equagoes
de movimento.

Para vermos isso, seja ¢(t), t € R, uma solugao das equagoes de Euler-Lagrange associadas a .Z:

%?)f(q(“’ q(t) - %jj (a®), q®) =0, i=1 ..., n.

A funcio Rt —f (q(t)) = ¢(t) é igualmente uma solugdo das equagdes de Euler-Lagrange, pois

. d N _
o(t) = —f(a(t) = ;a—qj (1) = df(4(1))
e, portanto,
d 0% . 0¥ . d 0¥ . 0¥ .
Gt 97 (00, 60) = 5 (010, 60) = 5 (£(a(r), df(a(0) ) — 5 (Fla(0), dE(an))
(44.192) do¥ ) 02 . -
2 A G5 a0, i) - 550, )| = 0, (14199
para todo i = 1, ..., n, provando que ¢(t) é também solugdo das Equagdes de Euler-Lagrange.

e Simetrias continuas

Seja {fS M ->M, s € ]R} um grupo continuo a um parametro de difeomorfismos de M, satisfazendo, portanto,
£51 o f52 = £51752 para todos s1, s € R, e ainda f° = id, o difeomorfismo identidade®® .

36Marius Sophus Lie (1842-1899)

37Em nosso julgamento, a transformagao realizada em [17] de sistemas Lagrangianos ndo auténomos em auténomos nao ests feita de forma
inteiramente correta.

38Estritamente falando, ndo é necessario para o que segue, que {f S:M—=>M, s € ]R} seja um grupo de difeomorfismos. Basta que se tenha
um grupo local de difeomorfismos, ou seja, que parametro s seja limitado a uma vizinhanga aberta de 0.
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Dizemos que {fS M —-M, s€e R} é um grupo continuo uniparamétrico de simetrias do sistema mecanico conside-
rado se existir uma fungéo A(s), com A(s) # 0 para todo s, tal que

ZL(£°(q), df*(v)) = A(s)Z(q, v) (44.194)
para todo s € R e para todos (g, v) € TM.

Como facilmente se vé, a regra de composigao £ of 2 = £51%52 implica A(s1+s2) = A(s1)A(s2) para todos s1, s2 € R.
Fora isso, o fato que f' = id implica que A(0) = 1. Como A deve ser continua (pois s — f* o ¢), conclufmos que a
funcdo A é da forma®”

A(s) = 77,
para alguma constante v € R.

Se ¢(t), t € R, é uma solugao das equagoes de Euler-Lagrange associadas a ., temos, pelo observado anteriormente,
que para cada s a funcao t — f* (q(t)) = ¢*(t) é também das equagoes de Euler-Lagrange.

e Simetrias continuas e leis de conservacao

No que segue consideraremos o caso particular de transformagoes de simetria para as quais A(s) = 1 para todo s, ou
seja, para as quais v = 0. E nesse caso que transformacoes de simetria estao relacionadas a leis de conservagao. O caso
v # 0 serd discutido no Exercicio E. 44.31, pagina 2436.

Pela hipétese de simetria (44.194) (com v = 0 e, portanto, para A(s) = 1), temos
ZL(¢°(1), 6°(1)) — Z(q(t), 4(1)) = 0, (44.195)

pois £ (4°(t), ¢°(t)) = (fs( (t)), df* (q(t))) (44199 Z(q(t), 4(t)). Derivando ambos os lados de (44.195) em relagao
a s, obtemos

Zn: [8@"5 (#°(8) 6°(1)) <%(¢58(t))i) n

i=1

G (00, #0) (o) )] = 0. (44.196)
Agora, por um lado, temos que

a . i 0

50 = 5 (gen))

e por outro lado, temos que*°
0L , ‘s _ 0 s is
S 0. °0) = 5 (G @0, #0))

pelas equagoes de Euler-Lagrange (vide (44.193)). Substituindo esses fatos em (44.196), obtemos:

S [, so)g (2eo))+ (5 (B wo. #0)) (meo))] = o

i=1

donde se conclui que

e (Z @0

e, portanto, que as quantidades

Na(s) = Na(s, t) =

%

L%

, Cs 0 /o i
= (0°0), 9°() = (¢°(1) (44.197)
1
sdo, para cada s, constantes de movimento (ou seja, independentes de t). Como para cada s a funcdo t — ¢°(t) € M
é uma possivel trajetéria do sistema (i.e., uma solugdo das equagdes de Euler-Lagrange), podemos considerar apenas o

caso s = 0 e afirmar que para cada trajetéria a quantidade N, = N, (0), ou seja,

N, = ZT (t )g‘f( (®), 4(t)) (44.198)

39Isso é uma consequéncia ficil de um teorema devido a Cauchy, a Proposicdo 2.16, pagina 160.
40F adequado aqui escrever as equacdes de Euler-Lagrange em termos de derivadas parciais em relacdo a t, e ndo em termos de derivadas
totais, devido a dependéncia adicional com o parametro s.
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é uma constante de movimento. Acima,

As quantidades p;(t) := ?,“5 (q(t)7 q'(t)), 1 = 1, ..., n, sao denominadas momentos generalizados e desempenham
um papel especial no formalismo Hamiltoniano, como veremos na Secao 44.5.3, pagina 2436. Com eles podemos expressar
(44.198) na forma

n

Na = > T (t)pi(t) . (44.199)

i=1

Comentemos, por fim, que o lado direito de (44.197) (e, portanto, de (44.198) e (44.199)) é invariante por mudangas
locais de coordenadas em M. De fato, % (qbs(t)) é claramente um elemento do espago tangente a M em ¢*(t), enquanto
que as derivadas parciais gﬁ sdo componentes de um covetor no mesmo ponto. Assim, o lado direito de (44.197) é o

emparelhamento ( “pairing”) de um vetor com um covetor e, portanto, é um invariante.

e Discussao de exemplos

Vejamos agora alguns exemplos béasicos de aplicagoes da lei de conservagao obtidas acima pela identificagao de simetrias
continuas de um sistema mecanico Lagrangiano.

Exemplo 44.5 Consideremos um sistema auténomo néo-relativistico de n particulas movimentando-se em R®. Seja #; € R?,
i =1, ..., n, o vetor posicdo da i-ésima particula e seja 2] , j = 1, 2, 3, a j-ésima componente desse vetor em um sistema
Cartesiano inercial. Claro estd que, neste caso, o espacgo de configuracdes é M = R3". Consideremos o Lagrangiano

n

n 3
mi _ — mq j . -
Y = E 7(v¢)27V(:v1,...,xn) = E 3 (vf)QfV(:vl,...,:vn),
i=1

i=1 =1

onde v] = &], onde m; > 0 é a massa da n-ésima particula e onde V' é o potencial.

Se V for independente da coordenada k de todos os vetores i, i = 1, ..., n, entdo a aplicagdo
£°(x) = ol +6"s (44.200)
i=1, ..., n,j =1, 2, 3, é um grupo a um parametro de difeomorfismos em M do tipo considerado e temos df°’ (vf) = vf

Assim, é elementar constatar (faga-o!) que a condigdo de simetria (44.194) é satisfeita com A(s) = 1 e a quantidade conservada
dada em (44.198) é, nesse caso,

n n
Na = , (9_1)116 = Z miv; .
= =1
Verifique! Vemos assim que se .Z for invariante por translagées na dire¢do k a componente k do momento linear total do sistema
de particulas é conservada. P

Exemplo 44.6 Considere a mesma situacio do Exemplo 44.6, mas com o potencial V dependendo apenas das diferencas & — &/,
para todos ¢ # j. Entdo, £ é igualmente invariante para todos os difeomorfismos (44.200), para todos os indices k = 1, 2, 3,
resultando na conservacao do momento linear total P = Z?Zl m; ;. Verifique! hu

Exemplo 44.7 Considere a mesma situacdo do Exemplo 44.6, mas com o potencial V invariante por rotagdes em torno de um
certo eixo, isto é, tal que V(R:v'i, ey R:v';) = V(fi, R :v';L), it =1, ..., n, onde R € SO(3) representa uma rotagdo por um
angulo arbitrario que em torno de um eixo que passa pela origem e é definido pelo vetor unitério 7 € R2.

Considere-se o difeomorfismo de M dado por f* (:E;) = exp (sﬁ j):f;, onde*! exp (sﬁ f) representa o elemento de SO(3)

que corresponde a uma rotacdo de s € R em torno do eixo definido pelo vetor unitério 7 € R3. Aqui J = (J1, J2, J3) sdo as
matrizes antissimétricas definidas em (21.92)-(21.94) (pagina 1055) e que compdem os geradores do grupo SO(3). E fécil ver que
df? (17;) = exp (sﬁ j)@, 1=1, ..., n, assim como que .Z é invariante pela acdo de f*.

41Seguimos aqui o estudo do grupo SO(3) da Secdo 21.4.2, pagina 1053 e a correspondente notagio
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E também facil constatar que %fs (f;)‘ 17 j> 7, (21112 77 X ;. Assim, a correspondente quantidade conservada segundo

o Teorema de Noether é

s= 0

= Zmiﬁ;-(ﬁx AR 7 - <Zmzmzxvz> .
i=1

Verifique!

Reconhecemos que a quantidade Y1 | mia; X U; representa o vetor momento angular total do sistema (em relacdo & origem
do sistema de coordenadas). Vemos assim que se . for invariante por rotagdes em torno de um eixo a componente do momento
angular total do sistema de particulas na diregdo desse eixo é conservada. p

Mais adiante (Exemplo 44.8, pagina 2435) mostraremos que também a conservacao de energia estd associada a uma
simetria, a de translages temporais. Para isso, porém, precisamos estender nosso formalismo a sistemas nao autonomos.

e O caso de sistemas nao auténomos

Consideremos um Lagrangiano de um sistema nao auténomo com n graus de liberdade & (t, q(t), q'(t)), onde ¢(t) é
uma n-upla de coordenadas generalizadas ¢(t) = (ql(t)7 e, qr (t)) Como antes, os pontos ¢ do espaco de configuragoes
compoem uma variedade diferencidvel n-dimensional que denotamos por M. O correspondente espaco de fases é T (M).

Como discutimos na Secao 44.5.1.4, pagina 2428, esse sistema equivale a um sistema auténomo com n + 1 graus de

liberdade descritos por coordenadas §(t) := (7(t), ¢'(t), ..., ¢"(t)) € R x M, sendo ¢°(t) = 7(t) e ¢'(t) = ¢'(t) para
i=1, ..., n, eregido pelo Lagrangiano (vide (44.188))
ZGa), i) = L), a), d0)/#0)#0) + 3 (1) ~1)° (44.201)

onde A > 0 é uma constante em principio arbitrdria (um multiplicador de Lagrange). Nessa descrigdo, o espago de
configuragoes é a variedade (n + 1)-dimensional R x M e o correspondente espago de fases é T(R x M) ~ R & T(M).

Como se trata agora de um sistema auténomo (em uma dimensdo a mais no espago de configuragdes), aplica-se
o Teorema de Noether na forma anteriormente tratada e, portanto, se houver um grupo continuo de difeomorfismos
{fs :RxM — R x M} a um parametro que mantém . invariante, a quantidade

Npg =T ()%’f( ZT’ ag qt), 4t)) . (44.202)

é uma constante de movimento, onde aqui ¢*(¢t) := f* ((j(t)) sendo ainda

TH() = %(w(t))’“ . k=0,1..n
s=0
Agora, uma conta simples usando (44.201) mostra que
605?/ - x q] . . . . .
E(q(t), qt) = Z aw T(t), q(t), ¢()/7(t)) | + ZL(7(t), a(t), 4(t)/7(t)) + A(7(t) — 1),
0.L 0.7

5o (@0, at) = 5= (7(1), a(t), 4(t)/7(2)) -

Usando isso e o fato de que ao longo de uma trajetéria do sistema nao auténomo temos 7(t) = t, a expressao (44.202)
para N, reduz-se a

Npa = Y').Z(t q +Z [TZ — G ()Yt )} ‘3"5 (t, q(t), 4(t)) . (44.203)

E. 44.30 Ezercicio importante. Verifique! *
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Comentdrio. Interessantemente, faga-se notar que (44.203) independe do multiplicador de Lagrange A, como dever-se-ia esperar. &

O caso de sistemas autonomos é um caso particular do caso acima. Isso pode ser visto considerando-se um difeomor-
fismo satisfazendo (d)s (T)) = 7 e tal que, agindo nas demais coordenadas, o Lagrangiano é mantido invariante. Para tal,
teremos T(t) = 0 e vé-se facilmente que as expressdes para N, e N, coincidem (comparar (44.198) e (44.203)).

No Exemplo 44.8 analisaremos um outro difeomorfismo aplicdvel a sistemas auténomos e que conduz a conservagao
da energia mecanica.

e Enunciado do Teorema de Noether

Resumimos os resultados obtidos acima no seguinte enunciado:

Teorema 44.1 (Teorema de Noether) Considere-se um sistema mecdnico, ndo necessariamente auténomo, descrito
em um espaco de configuracoes n-dimensional M com um Lagrangiano ,,?(t, q(t), (j(t)). Considere-se o sistema mecanico
autonomo associado descrito no espago de configuragoes (n + 1)-dimensional R x M, com o Lagrangiano

N . A

2(d0). i) = Z(7(0). alt), 4@)/7(0)7(0) + 5 (7(0) = 1)° (44.204)

onde §= (1, ) e RxM. Seja f5: RxM — R xM, s € R, um grupo a um pardametro de difeomorfismos que mantém
& invariante:

Z(£=(an), = (i0)) = Z(a), i) -

Entao, a quantidade

Now = XL ), 40) + Y [T 3 0T00)] S 0 a(t), 1) (44.205)
(sendo v' = ¢'(t)), onde
To(t) = 2(fS(T(t))) e Tit) = 2(fS((f(zs))) L i=1,...,n
s 5=0 s 5=0
€ uma constante de movimento. a

Na péagina 2443 o Teorema de Noether é reapresentado dentro do formalismo Hamiltoniano.

e Invariancia por translagoes temporais e a conservagao da energia mecéanica

Como j& antecipamos, a lei de conservacao de energia também pode ser abrangida pelo Teorema de Noether, ou seja,
é também decorréncia da invariancia do Lagrangiano por translagoes temporais.

Exemplo 44.8 Considere-se o mesmo sistema Lagrangiano descrito no Exercicio 44.5 pagina 2433. Apesar de tratar-se de um
sistema autéonomo, podemos proceder de forma idéntica ao nosso tratamento de sistemas ndo auténomos, adicionando uma coor-
denada adicional 7, passando ao Lagrangiano (44.201) (que, naturalmente, ndo dependerd de 7) e obtendo a grandeza conservada
(44.203).

Nesse caso, o difeomorfismo do espago de configuragoes R x M que mantém o Lagrangiano (44.201) invariante é £°(7) =7+ s,
f® (fz) =2;,i=1, ..., n. Esse difeomorfismo implementa translacoes temporais. Para esse difeomorfismo temos Y°(t) = 1 e
'f”(t) =0,i=1, ..., n. Com isso, a quantidade conservada (44.203) é dada por
n n m
S L i\ = 112 - o
Nna = g(i’, U) - rzlmﬂ)z SV = ZTZHle +V(x1, ey .Tn) .

i—1
Verifique! Como se vé, trata-se da energia mecéanica do sistema.

Vemos assim que se .Z for independente do tempo, a energia mecénica do sistema é conservada como consequéncia da invariancia
por translagdes temporais. P
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e Simetrias com 7y # 0

Vamos agora retornar ao tratamento de sistemas autonomos, considerando transformacoes de simetria com v > 0.
Aqui vale '
e L (1), 6°(1) — L (a(t), () = 0. (44.206)

E. 44.31 Ezercicio. Procedendo como no caso 7y # 0, mostre usando (44.206) que

% <Z gﬁ (¢°(8), és(t))%(qﬁs(t))i) = 72(8°(t), ¢°(1)) - (44.207)
Para s = 0, em particular, tem-se
% <Z T'(t) g‘f (a(®), d(ﬂ)) = 72 (), 4(t)) . (44.208)

que ndo é uma lei de conservacdo, mas uma identidade satisfeita pelas solu¢Ses. Vide Exercicio E. 44.32, abaixo, para um exemplo.

Retornando a (44.207) e usando (44.206) no lado direito obtenha

22 (S5 Zwo sozeor)] -o. (14.200

que afirma que as quantidades

o (e
M(s) = 5 <67

s3o, para cada s, constantes de movimento. Observe-se que essa afirmacdo pode n3o ser trivial, pois a constancia de N, (s, t) com ¢ sé
foi demonstrada no caso v = 0.

e ¢

Na(s, t)) (44.210)

i=1

0L s s O i) O
92w sy fen)) = 2

Derivando (44.210) em relago a t e usando que % = 0, mostre que
%(s, t) = ve"*F(t), (44.211)

com F' em principio arbitrdria. Mostre que a integragdo de (44.211) informa que Nq4(s, t) = ve?"*G(¢) + H(s), onde G é uma primitiva
de F e H satisfazendo Z (eﬂsH(s)) = M(s). Assim, H(s) = ve"’M(s), sendo M uma primitiva de M. Conclua disso que

ds %
Na(s, t) = ve"*(G(t) + M(s)). *

E. 44.32 Ezercicio. Considere o caso do oscilador harménico unidimensional, com Lagrangiano . (q(t), 4(t)) = Z4(t)* — £q(t)?,
sendo m > 0 e k > 0, constantes. Constate que as transformagdes £°(q) = €*°q sdo transforma¢des de simetria com vy = 2a.

Verifique que (44.208) consiste na afirmagdo que
d . .
m— (a(t)d(t)) + ka(t)* —mg(H)* = 0. (44.212)

Usando a equagdo de movimento m(j(t) = —kq(t) constate a veracidade de (44.212). Mostre também que Na(s, t) = “5Xe"q(t)4(1),
que ndo é uma constante de movimento nesse caso (nem deveria necessariamente ser, pois aqui v # 0).

Constate que, nesse caso, a quantidade M(s) dada em (44.210) ¢ identicamente nula, trivializando assim sua lei de conservagdo.

44.5.3 O Formalismo Hamiltoniano

Além do formalismo Newtoniano, normalmente apresentado em cursos introdutérios de Fisica, e do formalismo Lagrangi-
ano que resumimos acima, a Mecanica Classica possui outras formulagoes que podem apresentar vantagens no tratamento
de questoes tedricas ou aplicadas. O chamado formalismo Hamiltoniano é de particular importancia, entre outras razoes,
por trazer a Mecénica Clédssica mais préximo da formulagdo operatorial da Mecanica Quantica. A ele dedicamos a se¢ao
que aqui se inicia.
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e Momentos generalizados

Consideremos o Lagrangiano .Z (ql7 R L LI L t) de um sistema mecanico com n graus de liberdade,
descrito por coordenadas generalizadas ¢ = (ql, ey q”) e velocidades generalizadas ¢ = (ql, ceey (j") e eventualmente
do tempo . As correspondentes equagoes de Euler-Lagrange, que regem a dinamica desse sistema mecanico, sao

102 0%
— — — - = =1, ... . 44.21
doi og U iTLam (44.213)

Os chamados momentos generalizados sao definidos por

0¥ . .
P= G (¢ ... q" ¢\ ..., q" 1) (44.214)
Cada momento generalizado p; é, naturalmente, uma fungao de ¢, de ¢ e de t: p; = p; (ql7 R LN L L t).
Denotamos também p = (pl, R p”). Com essa definigao, as equacoes de Euler-Lagrange ficam
. 0¥ .
piza—qi’ i=1,...,n. (44.215)

Um ponto importante, e que é basico para o formalismo Hamiltoniano que desenvolveremos, é a suposicao que essas
funcoes sejam inversiveis, no sentido de que possamos escrever as velocidades generalizadas ¢° em termos das coordenadas
q e dos momentos generalizados p e, eventualmente, do tempo: §* = ¢’ (ql7 ces @ D1, oty Do, t). Como ¢é bem sabido,
o _ °ZL
g7 0q* 047>
comi, j € {1, ..., n}, seja ndo-nulo. Assumiremos implicitamente a validade dessa condigdo em tudo o que segue, salvo
mengao em contrario.

a condicao para que tal seja possivel é a de que o determinante da matriz Jacobiana, de elementos de matriz

Sistemas onde essas condigoes de invertibilidade nao sao alcancadas sao tratados através da teoria dos sistemas
Hamiltonianos com vinculos (desenvolvida notoriamente por Dirac*?), tema esse que ndo abordaremos na presente versio
destas Notas. Vide, e.g., [96].

e Espaco de configuragoes e o espago de fase

O conjunto de todos os valores possiveis das coordenadas ¢ que descrevem um sistema mecanico é um espago n-
dimensional denominado espaco de configuracdes do sistema.

Através da inversdo comentada acima, os momentos generalizados p passam a ser considerados, juntamente com as
coordenadas ¢, como varidveis independentes do sistema mecénico. O conjunto de todos os valores possiveis de g e p é
um espago 2n-dimensional denominado espaco de fases do sistema mecanico, uma nocao de grande importancia.

Como j& dissemos, na linguagem da Geometria Diferencial, que ndo empregaremos amitide aqui (vide, porém [17]
e [2]), o espacgo de configuragoes é suposto compor uma variedade diferencidvel n-dimensional real M, enquanto que o
espaco de todas as coordenadas e velocidades generalizadas (¢, ¢) é uma variedade diferencidvel 2n-dimensional que pode
ser identificada com o fibrado tangente de M, denotado por TM. J4 o espaco de fases, o espago de todas as coordenadas
e momentos generalizadas (g, p), é uma variedade diferencidvel 2n-dimensional que pode ser identificada com o fibrado
cotangente de M, denotado por T*M.

Dessa forma, podemos afirmar que o formalismo Lagrangiano é descrito no fibrado tangente TM, enquanto que o
formalismo Hamiltoniano, que desenvolveremos no que segue, é descrito no fibrado cotangente T*M.

Nogoes sobre Geometria Diferencial, variedades diferencidveis, fibrados tangentes e cotangentes, sao desenvolvidas
nos Capitulos 33 e 34 destas Notas, paginas 1582 e 1646, respectivamente. Vide também a extensa lista de referéncias 14
apontadas.

e O Hamiltoniano e as equagoes de Hamilton

O chamado Hamiltoniano*3** de um sistema mecénico descrito por uma Lagrangiana .# é a funcdo definida no espaco

42Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
43William Rowan Hamilton (1805-1865).
440 Hamiltoniano é também denominado fun¢do Hamiltoniana, fun¢io de Hamilton, ou Hamiltoniana.
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de fases dada por

%(q17 R qn7 P15 -5 Pny t) = (szql(q, b, t)) _°§’ﬂ<q7 q(q7 D, t)7 t) . (44216)
=1

As coordenadas ¢ e os momentos generalizados p sdo tomadas como independentes e as velocidades generalizadas séo
tomadas como fungoes q'(q, P, t) de g e p (e de t, se for o caso).

Uma diferenga bésica entre o formalismo Lagrangiano e o Hamiltoniano é que no formalismo Lagrangiano as equagoes
dindmicas (as equagdes de Euler-Lagrange) compoem um sistema de n equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem,
enquanto que no formalismo Hamiltoniano as equagdes dindmicas (as equagoes de Hamilton, que obteremos abaixo)
compoem um sistema de 2n equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.

Partindo da defini¢do (44.216), vamos agora obter as equagoes dindmicas correspondentes ao formalismo Hamiltoniano,
as chamadas equagoes de Hamilton. Essas equagdes podem ser obtidas de diversas formas (trataremos de outras a seguir),
mas vamos obté-las inicialmente calculando as derivadas parciais de ## em relacdo as varidveis independentes das quais
depende.

Para a primeira equacao de Hamilton, consideremos

0 (44.216) _1- " 9¢7 8.,2” (44.214) _i 0% 0¢’ 0% O¢’ .
- = + + = , by t) .
Ipi ;pj opi Z dq; Op; Z dq; Op; (.7 1)

O conjunto de equagoes
- 0
q = , i1e{l, ..., n}, 44.217
> 1) (44.217)
é uma das equagoes de Hamilton. Chamamos a atencao para o fato de que a dedugao nao faz uso das equagoes dinamicas,
as equagoes de Euler-Lagrange, mas apenas da definicdo de momento generalizado em (44.214) e da definigdo de Hamil-

toniano . em (44.216).

Para tratarmos do segundo conjunto de equacoes de Hamilton, fazemos uso das equagoes de Euler-Lagrange. Usando
a defini¢do (44.214), temos

0 (4a. -216) Z aqj 6,,2” Z 0L 0¢ (4. -214) % (44.213) d 0L (442 214) s
Oqt Pig 8¢l ¢t dqt dt ¢ v

O conjunto assim obtido de equagoes
07
q’L

é também parte das equagoes de Hamilton.

De importancia também é considerarmos a derivada parcial do Hamiltoniano em relagao a t:

8%” (44.214) Z aq'j Z 0% aqj (44.214) 0%
D _

ot 47 ot ot

Em resumo, as equagoes de Hamilton sao

Y oM
= by = —— .,  de{l,...,n}, 44.21
q o P o i€ n} ( 9)

e adicionalmente, temos
o 0%
o ot
Como dissemos, as equagoes de Hamilton (44.219) compdem um sistema de 2n equagoes diferenciais ordindrias no espago
de fase.
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¢ O Hamiltoniano como constante de movimento

Ao longo de uma trajetéria, isto é, de uma solucao das equagoes de Hamilton, temos o seguinte:

T op, 0@ og opy | ot ot

+

d n &%ﬂ 0 (44.219) n 0 0 0 0 o oA
a0, o0, 1) = 3 |G G |+ G 2

J=1 Jj=1

ou seja,
LA, 90, 1) = S (a0), PO, 1) = - (a(0), d(0), 1)

Portanto, se o Lagrangiano nao depende de t, o Hamiltoniano é uma constante de movimento ao longo de qualquer
trajetoria real do sistema mecéanico considerado.

44.5.3.1 Derivacao Variacional das Equagoes de Hamilton
As equagdes de Euler-Lagrange sdo obtidas a partir de um principio variacional, o principio de Hamilton. Como veremos

na presente secao, o mesmo se passa com as equagoes de Hamilton elas mesmas. Essa maneira de obté-las sera ttil
adiante quando discutirmos as chamadas transformagoes canonicas.

e Formalizagao no espaco de configuragoes a partir do principio de Hamilton

De maneira idéntica aquela empregada no principio de Hamilton, consideramos a cole¢ao de todas as curvas continuas
e diferencidveis p(t) no espago de configuragoes, com ¢ € [t2, t2] (sendo t2 < t2) conectando pontos fixados ¢(t1) e g(t2).
Para tais curvas, consideramos o funcional agao

S = /2$(q(t), q(t), t)dt .

t1

O principio de Hamilton é a afirmacao que § fttf Z(q, g, t) dt =0, quando o funcional é calculado sobre a trajetéria real
do sistema considerado.

Com base em (44.216), escrevemos

f(q, g, t) = <Zn:pi(q, g, t)(f) ~ (g, p(a, ¢, 1), t) = (sz ) (¢, . 1),

onde, seguindo (44.214), os momentos generalizados p; sdo tomados ao longo de cada curva no espaco de configuragoes
como funcao de ¢, ¢ e eventualmente de ¢. Para a variacao da agao, obtemos

55 — / ((qu) (g, p, ¢ ) it — / ( pi)d' +pzé(q)—%§fa(qi) %fé(pﬂ) dt . (44.220)

Deverfamos agora escrever §(p;) = Z”: (ap L5(q%) + 3 9p 15(q3 )), expressando assim a variacao de p; em termos das

variagoes das coordenadas generalizadas e de suas derlvadas Seguimos, no entanto, um outro caminho, mantendo
provisoriamente a expressao em termos de §(p;). Como §(¢*) = 4£45(¢?), com integracio por partes podemos escrever em

(44.220) [ pid(') dt = pid(a")|, — [ pid(g') dt. E assim,
—_———

/ltz - ( [ + %‘fj] 3(q") + [qi %f] 5(pi)> dt .

Neste ponto, impomos o principio de Hamilton, que afirma que §S = 0 sobre a trajetdria real no espago de configuragoes

seguida pelo sistema mecéanico. No entanto, seria precipitado se simplesmente declardssemos que ambos os fatores

entre colchetes s@o nulos pois, em verdade, as variacoes d(¢*) e d(p*) ndo sdo independentes. Sucede, porém, como
i

j& comentamos quando da dedugdo de (44.217), que a expressdo ¢* — % é nula para cada ¢ € {1, ..., n}, como
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consequéncia das definigbes de # e dos momentos generalizados, sem uso das equacoes de Euler-Lagrange. Assim, o
termo que multiplica d(p;) é trivialmente nulo, e o principio de Hamilton reduz-se a

N Y ,
oz/ Z[pi+ai:|5(qt)dt,
t1 i1 q

conduzindo finalmente a equacao de Hamilton faltante p; + %ﬁf

=0 paracadaie€ {1, ..., n}.

e Formalizagao no espaco de fases

Nessa formulacao as curvas sao tomadas no espaco de fase, conectando pontos fixos (q(tl), p(tl)) e (q(tg), p(tg)).
As varidveis do espago de fase ¢ e p sdo tomadas como independente e variam independentemente. Em particular, nao
se assume nenhuma relacao entre p e ¢. De fato ¢(t) é meramente a derivada de ¢(t) ao longo de cada curva considerada,
exatamente como na formalizagao feita no espago de configuragoes.

Outra diferenga é que nao assumimos previamente a validade do principio de Hamilton (que é restrito ao espago de
configuragoes), mas sim de uma adaptagdo do mesmo ao contexto do espago de fases, adaptagao essa que se justifica a
posteriori pelo fato de fornecer as desejadas equagoes de Hamilton.

Com essas consideragoes considere-se a integral de (Z?zl piqi) - (q, P, t) tomada ao longo de uma curva (continua
e diferencidvel) no espago de fases conectando pontos fixos (q(tl), p(tl)) e (q(tg), p(tg)). Sua variagdo serd

5/t 2 <<qum‘> — A (q, p, t)) dt — 2 Z (5(pi)(ji +pid(q) — %‘fa(qi) _ %‘fa@g) dt . (44.221)

i=1 =1

Como 6(¢') = %(S(qj)7 com integragao por partes podemos escrever em (44.221) :12 pid(G*) dt = pié(qi)|t2 — ft2 Pid(qt) dt.

- Ju
=0
E assim, (44.221) fica
N o - X 4
— |pi + —] 5(¢") + {ql - ] 5(pi)) dt . (44.222)
; /t ( [ g Ipi
Aqui sim, podemos considerar 6(q*) e §(p;), i, j € {1, ..., n}, como variagoes independentes e, impondo-se a nulidade
de (44.222), obtemos as equagoes de Hamilton
oA Y 4
_ — 9 i =0, iefl, ..., n},
bit G e d-4 ief n}
como desejado.
* % %

Nota. Curiosamente, a dedugao das equagoes de Hamilton a partir de um principio variacional é apresentada de forma um tanto defeituosa em
alguns livros-texto modernos, os quais ndo deixam claro se a variacdo é tomada em curvas no espago de configuragoes ou no de fases. Como o
resultado é o mesmo, parece nao haver diferengas, mas um leitor mais atento ficard confuso com a linha de argumentacao. Foi por essa razao
que optamos por apresentar as duas formalizagdes (no espago de configuragdes e no de fases), deixando talvez mais claro a argumentagao
que se emprega em cada caso. O livro de Sommerfeld [354], que muito reputamos, faz sua apresentagdo no espago de configuragdes e aponta
cuidadosamente para o problema da falta de independéncia entre as variagdes §(q*) e d(p;) que ocorre nesse caso, indicando a solucdo que
apresentamos. &

44.5.4 Colchetes de Poisson

Seja um sistema mecanico cuja dinamica seja definida por um Hamiltoniano 42 (q, p, t). Seja f = f(g, p, t) uma
fungao definida no espago de fases (e eventualmente dependente também de t). Sua derivada temporal ao longo de uma
trajetoria definida pelo Hamiltoniano 57 é dada, segundo as equacoes de Hamilton, por

d ~[(0f , Of. ) "\ (0 O oA D )
= (a(t), p(t), t) = > (a(‘;q + a};ipi) + a—‘:(q(t), p(t), t) = > ( o0 a(}fi ~ o 8_;) + a—{(q(t), p(t), t) .

i=1 i=1
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Essa expressdo motiva a seguinte definigdo. Sejam g¢(q, p, t) e h(q, p, t) fungbes ao menos uma vez diferencidveis
definidas no espaco de fases e, eventualmente, também dependentes do tempo. Definimos os colchetes de Poisson*® de g
e h, denotados por {g, h} como a fungio definida no espago de fases (e eventualmente dependente também do tempo t)
dada por

o ", /g Oh 0g Oh
{ga h}(Qv b, t) T ; <5pz aqi - aqi 8p1> (Q7 D, t) . (44223)
Com isso, podemos escrever
$ 1), (1) = {2, FHa0), plo), 1) + 2 a(t), pl1), 1) (44.224)

Os colchetes de Poisson sao um instrumento muito 1til, como veremos no que seguira, e suas propriedades refletem
estruturas matemédticas importantes subjacentes & Mecéanica Clédssica (relacionadas ao grupo simplético, apresentado
na Segao 21.3.3.3, pagina 1041, e na Secdo 21.9, pagina 1133). Antes de prosseguirmos, é muito importante listarmos
algumas de suas propriedades.

e Propriedades dos colchetes de Poisson

Listamos a seguir as propriedades fundamentais dos colchetes de Poisson. Abaixo, f, g, h, g1, g2, h1 € hs sdo fungoes
arbitrarias definidas no espago de fases (e eventualmente dependentes também do tempo t) que sejam ao menos uma ou
duas vezes diferencidveis (conforme a necessidade).

1. Antissimetria:

{ga h} = _{h7 g} .
2. Se g ou h forem constantes como fungdes de ¢’s e p’s, {g, h} = 0.

3. Linearidade:
{ongn + azg2, b} = a1{g1, h} + a2{ge, h},

onde aj e ag sdo constantes. Segue da antissimetria que também vale {h, a1g1 + @292} = aq{h, g1} + az{h, g2}.

4. Identidade de Leibniz*S:
{gv hth} = {gv hl}hQ + hl{ga hQ} .

Pela antissimetria vale também {hihs, g} = {h1, g}ha + hi{ha, g}.
5. Identidade de Jacobi*":

{f, {. h}}+{h, {r, g}}+{g, {n, f}} — 0. (44.225)

6. Identidade para a derivada temporal:

0 dg oh

il no=1z= — % 44.22

5119 1} {é)t’ }+{g, é)t} (44.226)
7. Colchetes de Poisson candnicos: para todos i, j € {1, ..., n}, valem

Incentivamos o estudante a provar essas propriedades. Todas elas seguem diretamente da definicao dos colchetes de
Poisson e suas demonstragoes sao simples e pouco trabalhosas, exceto a da identidade de Jacobi (44.225), que tratamos
logo abaixo.

45Siméon Denis Poisson (1781-1840).
46 Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
47Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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e Prova de identidade de Jacobi

Das propriedades listadas acima, a tnica cuja demonstragdo é mais dificil é a identidade de Jacobi (44.225). Uma
maneira de prové-la é a forga bruta: expandindo-se o lado esquerdo de (44.225) de acordo com a defini¢ao (44.223) e
constatando-se que disso obtém-se zero. Aconselhamos todo estudante a fazer isso uma (e somente uma) vez na vida.

Vamos aqui, no entanto, apresentar uma demonstracao mais simples e elegante, usando apenas algumas das demais
propriedades dos colchetes de Poisson listadas acima.

Consideremos os colchetes {f, g} e vamos supor que a dindmica do sistema seja definida pela func¢do h, ou seja,
que h seja o Hamiltoniano de algum sistema mecénico. Seja (q(t), p(t)) uma trajetéria no espago de fases definida pelo
Hamiltoniano A, Por um lado, teremos por (44.224),

LU M), p(0), 1) = (b (g} }a0), p(0), 1)+ 5 (F: aH{ah), (o) 1) (14.228)
Por outro lado, como % = {h, f} + % e % = {h, g} + %, temos também

G0, = {o S . 0+ {1 a4 G @, 0, 9

(44.226)

{{h. £} g} (a(®). p(t), t) +{f. {h, g}}(a(t), p(t), t)

0
+5, 405 93 a@®), p(®), 1) - (44.229)
Assim, igualando-se os lados direitos de (44.228) e de (44.229), temos

{h, {f. 9}} = {{h [}, g} +{f. {h, 9}}

ao longo de uma trajetéria (q(t), p(t)). Essa relagao coincide com a identidade de Jacobi (44.225), como é facil de ser
verificado. Faga-o! Como as trajetérias (q(t), p(t)) podem ser feitas passar por qualquer ponto do espago de fase (pois
qualquer ponto do espago de fase pode ser tomado como condigdo inicial de qualquer movimento), concluimos que a
identidade de Jacobi vale em toda parte.

e Constantes de movimento e integrais primeiras

Seja um sistema mecénico cuja dindmica é definida por um Hamiltoniano . Uma fungdo F(q, p, t) é dita ser uma
constante de movimento se ao longo de qualquer trajetéria (q(t)7 p(t)) definida por % valer

dF
E@(t)’ p(t), t) =0,
ou seja, se F(q(t), p(t), t) for constante ao longo de qualquer trajetoria definida por 7.

Uma integral primeira é uma fungéo F(q, p), definida no espago de fases, mas independente de ¢, que é uma constante
de movimento. Integrais primeiras sao também denominadas integrais de movimento.

Por (44.224) uma funcao F(q, p) é uma integral primeira se e somente se
{s2, F}(q(t), p(t)) = 0.
Integrais primeiras desempenham um papel particularmente importante no processo de resolugéo (“integracao”) das
equacoes de movimento de certos sistemas ditos sistemas integrdveis. Um teorema importante nesse contexto é o chamado

Teorema de Poisson, que demonstraremos a seguir.

e O Teorema de Poisson

Se f é uma constante de movimento, entao

0 = %f(q(t% p(t), t) = {2, f}(q(t), p(t), t) + %(Q(t% p(t), t) .
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Como isso se da para quaisquer (q(t), p(t)), concluimos que

Y@ )+ 1) = 0

para quaisquer pontos (g, p) do espago de fase.

O Teorema de Poisson consiste na seguinte afirmacao: se f e g sdo constantes de movimento, entdo {f, g} também
o é. Prova: J o1f. o)
» 9
E({fa g}(Q(t)a p(t)a t)) = {%a {fa g}}(‘](t)v p(t)a t) + T(Q(t)v p(t)a t) .

Agora, por um lado, temos
oS, g} (aa226) [Of 9g
ot = Y Ve

Por outro lado, pela identidade de Jacobi e pela antissimetria, temos

{%7 {fa g}} = _{97 {%7 f}}_{f7 {ga '%0}} = {{%a f}a g}+{f7 {%a g}}

Logo,
G0 a0, 00, 0) = {oe 4 gbaw. .0+ {1 20+ 3 a0, = 0.
=0 =0

demonstrando que {f, g} é uma constante de movimento.

Esse teorema nos informa que se estivermos de posse de duas constantes de movimento f e g, podemos obter uma
terceira tomando seus colchetes de Poisson {f, g}, e assim por diante. Em verdade, é preciso que se diga que nem sempre
obtemos dessa forma novas constantes de movimento, pois pode ocorrer de {f, g} ser nulo ou ser uma combinagao de f
eg.

De qualquer forma, o Teorema de Poisson revela um significado profundo por tras dos colchetes de Poisson, e que vai
além da motivacdo de sua definigdo em (44.224), significado esse ligado a nogoes de simetria e a principios de conservacao
em sistemas mecanicos. Isso talvez fique mais claro no tépico que segue, envolvendo o Teorema de Noether.

e O Teorema de Noether revisitado

O célebre Teorema de Noether, que associa simetrias continuas de um Lagrangiano e leis de conservagao, foi estudado
na Segao 44.5.2, pagina 2430. Aqui apresentaremos uma versao desse teorema dentro do formalismo Hamiltoniano.

Seja (g, p) um Hamiltoniano independente de ¢ e seja F'(g, p) uma funcdo definida no espago de fases cujo fluxo é
dado pelas solugoes do sistema

d oF

4 i) = — d . oF
as?\ T T g

(a(s), p(s)) e —d'(s) = o,

(¢(s), p(s)) s i=1,...,n sER.

Naturalmente, suporemos F' tal que o fluxo acima exista globalmente no espago de fases.

Vamos assumir que o Hamiltoniano ¢ seja invariante por esse fluxo, ou seja,

%%(Q(S), p(s)) = 0

para todo s. Entao, {F, %} = 0. Como 0 = {F, %”} = —{%, F} concluimos por (44.224) que F é uma integral
primeira para a evolugao temporal definida por H, ou seja, é uma constante de movimento.

Temos, portanto, a seguinte afirmacao, que pode ser considerada como uma versao, dentro do formalismo Hamilto-
niano, do Teorema de Noether: se um Hamiltoniano for invariante pelo fluzo de uma funcao no espago de fases essa
funcdo € uma constante de movimento para a evolucdo temporal definida pelo Hamiltoniano.

O fluxo de F' faz o papel do difeomorfismo que mantém invariante o Lagrangiano na apresentacao da Secao 44.5.2,
pagina 2430. A condigao de simetria (invariancia pelo difeomorfismo) é aqui a condigao de constéancia de % no fluxo de
F'| que equivale a condigao {F , S } = 0.
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e O Operador de Liouville

A Mecanica Classica admite ser formulada em termos de um formalismo operatorial semelhante ao da Mecéanica
Quantica. Esse formalismo apresenta algumas vantagens quando se discutem propriedades mais profundas de sistemas
mecénicos, como a propriedade de ergodicidade (vide para tal [309]). Nao pretendemos explorar esse tema de forma
exaustiva aqui, nem entrar em questoes matematicas importantes, como o dominio de definicao de certos operadores,
mas apresentar alguns de seus rudimentos.

Seja f uma funcao infinitamente diferencidvel definida no espaco de fases e, por simplicidade, suponhamos que f nao
dependa explicitamente de ¢. Se considerarmos sua evolugao ao longo de uma trajetoéria real (q(t), p(t))7 definida por
um Hamiltoniano 2 (que suporemos, por simplicidade, independente do tempo), teremos

d ~(O0f . Of =[O0 0f 0 Of\ _
o o) = Y (Fha 205) < 3 (SE2L - SELL)  wpate pin).

=1 i=1

onde L é o operador diferencial, denominado operador de Liouville*®, ou Liouvilliano, definido por

(0 D OH D
L = e 44.2
; ( Opi 0¢°  Og’ 81%—) ’ (44.250)

ou seja,

& ((%fﬁ oA 8f> . (44.231)

(Lf) (e p) = Z p; 0¢ O Op;

i=1
Observe-se en passant que Lf = {J, f}, mas nessa formalizacdo preferimos tratar L como um operador diferencial

agindo num espago adequado de fungoes definidas no espago de fases, explorando as propriedades especificas de operadores
diferenciais.

A condigao inicial em t = ¢y é f(go, po), onde (go, po) é uma abreviagao para (ql(to), cooy @"(t0), p1(to), .-, Pn (to)),
que sao as condicoes iniciais para coordenadas e momentos generalizados em ¢ = t3. O ponto relevante da expressao
d

G, pv) = L)), p1)) .

ou seja, f = Lf, é que essa equagdo linear, com a condigao inicial f(go, po), possui uma solugdo formalmente expressa
por

[ee]
_ t—1t0)"
fa@®), p(t)) = <€(t tO)Lf) (90, Po) = f(qo, Po) + (Z %(L f)) (90, o) - (44.232)
n=1 :
E. 44.33 Ezercicio. Justifique informalmente por que essa expressdo apresenta a solucdo desejada. *

Para Hamiltonianos dependentes do tempo devemos considerar, alternativamente, a solugao expressa em termos de
uma séria de Dyson, analogamente ao discutido na Secao 14.2.2, pagina 655.

Como ilustracdo do uso de (44.232), vamos exibir dois sistemas elementares para os quais a solu¢do das equagoes
de movimento pode ser explicitamente obtida com as expressoes acima: o ponto material livre em uma dimensao e o
oscilador harmoénico em uma dimensao. Um terceiro exemplo, o de um ponto material em uma dimensao sujeito a uma
forca constante, sera tratado no Exercicio E. 44.34, em seguida.

Exemplo 44.9 No caso de um ponto material livre de massa m em um movimento unidimensional, temos o Hamiltoniano

2
H = I—. Assim, o operador de Liouville é

_r 9

T moq’
O operador de derivagao ai é o gerador das traslagdes na varidvel ¢ no espago das fungdes que dela dependam (vide Segéo 21.10,
pagina 1142). Dessa forma, vale formalmente

(eth)(qm po) = (et%‘%f)(fm, po) = f(qur%t, po) :

48 Joseph Liouville (1809-1882).
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Assim, em particular, para f(q, p) = ¢, concluimos
Po
t) = qo+ —t t) = po,
at) = g0+ e p(t) =po

a bem conhecida expressao que descreve a evolugao de um ponto material livre. P

p2

Exemplo 44.10 Para o oscilador harménico unidimensional o Hamiltoniano é & = 2~ + %qQ. O operador de Liouville corres-

pondente é

0

L=m'p=——kq—.
Pa, ~*3,

Para simplificar um pouco as coisas, definamos p’ = p/\/m e ¢’ = Vkq. O operador L fica

L= wo (02— g0
o\ Pag T3y )

com wo = y/k/m. O operador L' = p’ 3?1, —q (f;, é o gerador das rotagdes no espaco (¢’, p’). Logo, e = e

rotacio de um angulo wot nesse espaco. Logo, definindo f(¢’, p’) = f(g, p), ou seja, f(\/Eq, p/vm) = f(q, p)

twol’

representa uma

f(q(t)7 p(t)) = (eth) (qo, po) = f(cos(wot)qo/—i— sen(wot)po/, cos(wot)po/ — sen(wot)qo/)

= f(cos(wot)qo + sen(wot) Po
mwo

, cos(wot)po — sen(wot)mwoqo) . (44.233)

Em particular, para f(q, p) = ¢ e para f(q, p) = p temos, respectivamente,

Po
mwo

q(t) = cos(wot)qo + sen(wot) e p(t) = cos(wot)po — sen(wot)mwoqo ,

um resultado bem conhecido. b

O exercicio a seguir exibe mais um caso simples que pode ser tratado por esse método operatorial: o do ponto material
sob uma forca constante.

E. 44.34 Ezercicio. Considere-se um ponto material de massa m movendo-se em uma dimens3o sob a a acdo de uma forca constante

Fy. O Hamiltoniano desse sistema é J#(q, p) = % — Fuq. Verifique que o correspondente operador de Liouville é
p 0 4]
= £,z
m Jq + Oap
Seja A := t%a% eB:= tFoa%, de sorte que et = e**B. Verifique que
Fo O
A, B] = —tQﬁa—.
q

Verifique também que
[[A7 BJ, A} = [[A7 BJ, B] =0

e, portanto, que [[A, B], A+ B] = 0. Devido a esses fatos, podemos evocar a utilissima férmula de Baker-Campbell-Hausdorff* (vide

- . ! 1
equacdo (11.4), pagina 568),%° que afirma neste caso que e”e® = ATB+3[ABl,
i

escrevemos ¢*e® = ¢ATB 3Bl

ou seja,

Como os operadores A+B e [A, B] formalmente comutam,

_1 _1 _1
tL _ A+B AeBe=3IABl — (A —FIA BB _ A-3IAB]B

Prove disso e dos demais fatos acima que e =e"e’e

o ro 9 250 9
e = exp (tm 8q) exp (tFo (9p) exp (t o 0q)
_ r9 : o 9 Ll
= exp (tm aq) exp (t o aq) exp (tFO ap)
0 0
— Fo— | .
) 8(1) P (t Oé‘p)

49Henry Frederick Baker (1866-1956). John Edward Campbell (1862-1924). Felix Hausdorff (1868-1942).
50Sua demonstragio (para matrizes ou operadores limitados em espagos de Banach) é apresentada ma Segdo 11.5, pagina 598.
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Verifique com isso que para uma funcdo f infinitamente diferencidvel definida no espaco de fases, teremos

fa@®), p(t)) = (6th) (qo, po) = (eXp ( (t% +t2§—%) 6%) exp (tFoa%)f> (g0, Po)

F,
=/ (% +t2 220, +tFo) . (44.234)
m 2m

Em particular, para f(q, p) = q e f(q, p) = p, conclua que

F
gt) = @+ 24+ %2 e p(t) = po+Fot,
m 2m

respectivamente, férmulas essas que — o leitor hd de reconhecer — sdo muito bem conhecidas da Fisica elementar. *

e Evolugao temporal em termos dos colchetes de Poisson

E claro pela definicao (44.231) que
(L), p) = {2, f}(a p).

Com isso, a expressao (44.232) também escreve-se como

Fla®), p(t)) = f(qo, po)+i% {%ﬂ {% {%” f}---}}(qo, o) - (44.235)

n VeZes

Essa expressao fornece a evolucao temporal da fungao f em termos de uma série infinita contendo colchetes de Poisson
multiplos com o Hamiltoniano. Ela pode ser usada tanto na obtencao de propriedades gerais do movimento quanto na
solugao de certos problemas gentis, como aqueles indicados no Exercicio E. 44.35, abaixo, ou no Exercicio E. 44.44,
pagina 2458 (oscilador harménico simples).

Nao discutiremos aqui, todavia, sob quais condigbes gerais a série em (44.235) é convergente e para quais valores
de |t — to| isso se dd. A questdo de convergéncia é, porém, uma questdo matemdtica importante para que possamos
realmente validar a solugdo expressa em (44.235). O Exercicio E. 44.45, pdgina 2458, exibe casos onde a solugdo expressa
em (44.235) é valida para todo ¢ e casos onde ela é véilida apenas em um intervalo finito de valores de t.

H4 alguns problemas relativamente simples que podem ser resolvidos com uso da expansao (44.235), como mostra o
préximo exercicio.

E. 44.35 FEzercicio. Obtenha, com o uso de (44.235), a posicdo como fung¢do do tempo, ¢(t), para os seguintes sistemas elementares:
12 ponto material livre de massa m em uma dimens3o; 2% ponto material de massa m sob uma forca Fy, constante, em uma dimens3o.

Sugestdes. constate que se f(g, p) = g, entdo no primeiro e no segundo problemas a série em (44.235) tem um nimero finito de
termos n3o-nulos. No primeiro caso, {J¢, {J, ---{H, q}---}} anula-se para todo n > 2 e, no segundo caso, para n > 3. *
—_————

n Vezes

No Exercicio dirigido E. 44.44, pagina 2458, mostramos como o problema do oscilador harménico unidimensional
pode ser resolvido com uso de (44.235). No Exercicio dirigido E. 44.45, pdgina 2458, discutimos um problema um tanto
menos trivial que também pode ser resolvido com uso da expansido (44.235).

44.5.4.1 Transformagoes Canodnicas

Transformacoes canonicas sao um tipo especial de transformagao de simetria no espago de fases exibidas por sistemas
mecanicos. A expressao “transformacao de simetria” talvez seja aqui um abuso de linguagem, mas no que segue ten-
taremos esclarecer em que sentido ela deve ser entendida. A melhor abordagem desse tema faz uso da linguagem de
formas diferenciais e da Geometria Diferencial, como adotada em textos como [17] e [2], mas ndo usaremos essa lingua-
gem na corrente versao dessas Notas, pois isso multiplicaria as exigéncias matematicas para um estudante ainda nao
suficientemente avangado.
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e Alguma notagao

Vamos iniciar essa discussao introduzindo uma notagao conveniente. Localmente, os pontos do espago de fase de um

sistema mecanico com n graus de liberdade sdo descritos por 2n coordenadas (g, p) = (ql, ey @ D1, e pn) € R?".
ql
Vamos designar por X a 2n-upla < : ) composto pelas 2n componentes do espaco de fase (ql, ey @7 P1y e, pn).
. . . P
Esté claro que X¢ = ¢* e X% = p; paracadai=1, ..., n.
Se f é uma funcao diferencidvel definida no espacgo de fase, denotamos por Vx f o gradiente 2n-dimensional de f nas
: . 3 ) )
coordenadas X. Assim, em componentes, temos para cada i =1, ..., n: (fo)i = 6)1;1- = 6—£ e (va)i+n = 6X—f+ =
g—;. Assim, na forma de um vetor-coluna, temos
af
aql
h
Vxf = 5
9p1
o
9pn

0

010

2 5) ctc.

100

E. 44.36 Ezercicio. Mostre que a matriz Jo, definida em (44.236) possui as seguintes propriedades:

J2 = —1a,, JE = —Jon , Jon = Jo @1, e det Jon = 1.

Sugestées. A prova da afirmacdo que det Ja, = 1 pode ser realizada por meio de uso repetido da expansdo de determinantes em linhas
ou colunas (relagdes (10.21) ou (10.22), pagina 454), ou observando que J2,, pode ser escrita como o produto tensorial Jon, = Jo ® 1.
Pela regra (10.205), pagina 559, segue disso que det Jo, = (det Jg)n(det ]ln)2 e como det Jo = 1, segue que det J2,, = 1. Produtos
tensoriais de matrizes sdo tratados na Se¢do 10.10, pagina 557. *

Doravante, denotaremos Js,, por J, salvo se houver perigo de confusao.

Com a notagao acima as equacgoes de Hamilton do sistema mecanico que consideramos, ou seja, o sistema de equacoes

§t = %f e p; = —%, i =1, ..., n, podem ser escritas como

X@t) = J (VX%”> (X(1) . (44.237)

Verifique! Essa notacgao nao foi introduzida meramente por ser sintética, mas por tornar mais transparentes algumas das
manipulagoes que faremos.

Ela é 1til, por exemplo, na representagao de colchetes de Poisson. Sejam f(q, p) e g(g, p) duas fungoes diferencidveis
definidas no espago de fase. Denotemos por {f, ¢g}x seu colchetes de Poisson nas coordenadas X, definido por {f, g}x =

n of 99 _ Of 9g 3
it ([m 5T ~ DqT Bpr ) Entao, podemos escrever

{f, gtx = —(fo)TJ(ng> : (44.238)

A prova segue imediatamente da simples observagdo que o produto J (V Xg) pode ser representado em forma vetorial
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como
g 99
aql dp1
On ]ln 86" 889
Jng = i = B pa’;
1, 0 o o
—4in n
B:g 9g
Opn T g7
E. 44.37 Ezercicio. Mostre que os colchetes de Poisson candnicos
{¢, ¢} =0, {pipi} =0 e {p, ¢} = 6y, i,je{l, ..., n},
podem ser escritos de maneira compacta como
(X X'} = —Ja , a,be{l, ..., 2n}, (44.239)
onde Jup é 0 elemento de matriz ab da matriz J. *

e Transformagoes de coordenadas no espaco de fase

A descrigao dos pontos do espago de fase pode ser feita por outras coordenadas que nao as coordenadas (¢, p) que
usamos acima. Consideremos um novo sistema (@, P) que permita descrever localmente pontos do espago de fase, de
sorte que as novas coordenadas possam ser obtidas univocamente e de forma diferencidvel das anteriores e vice-versa.
Isso significa dizer as fungoes

1,1 n 1 n .
Q(q7"'aq7p1;---apn) € Pi(Qa"'7qap17"'7pn)7 Z:17"'7na
sao diferencidveis, assim como suas inversas
7 1 n 1 n s
q(Q7"'aQ7P17---;P7L) € pi(Q7"'aQaP17-"aPn)7 t=1,...,n.
Analogamente ao vetor X, denotemos por Y o vetor-coluna composto pelas novas coordenadas, ou seja, ¥ é o
vetor-coluna com 2n componentes dadas por Y = Q% e Y = P, paracadai=1, ..., n.

Definamos agora a matriz Jacobiana da transformacao X — Y, como sendo a matriz J cujos elementos de matriz sao
(S)Gb := 2%+ Por exemplo, no caso n = 2,

ayl syl ay!  ay! Q"  aQ' Q'  9Q!
ox1 0X2 09X3 ox4 dqt 9q2 Op1 Opa
ay?  ay?  ay?  ay? 2Q%  9Q% 9Q> 9Q?
g = 9XT 9X2 9Xx3 9x+4 _ gt 9q> Ip1 Op2
ays  ay3  ay3  ayd opP, 9P  9P1 9P
oxX1t 0X?2 9X3 o0x4 dq?t 9q? Op1 Op2
ay*  ay*  avy* oyt P, 0Py, 9P, 0P
X1 9XZ 9X3 9x+% gt 9q? Ip1 Op2

7’ . — . . . — a .
Sabemos também que a inversa J~!' da matriz Jacobiana tem como elementos de matriz (3 1) = ‘Z,i(,b pois, de
ab

fato, com essas defini¢oes, e com uso da regra da cadeia,

2n 2n

- X oyt 9xa
;(3 1>ab(3)bc - at aib 8)5;5 = 8))?6 = Og4c ,

confirmando que J=1J = 1,,.

Seja f(q, p) uma fungéo diferencidvel definida no espago de fase. Seja uma transformagao de coordenadas diferencigvel
X =(q, p) = (Q, P) =Y no espago de fases. Defina-se f(Q, P) := f(q(Q, P), p(Q, P)), que representa a fun¢ao f e

g nas novas coordenadas. Pela regra da cadeia, sabemos que

of 2 9YI 9f

oxt « Xt 9y’

=
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Com uso da matriz Jacobiana podemos escrever isso como

Vxf = J'Vyf. (44.240)

Verifique!

e Transformacgoes candnicas de coordenadas no espago de fase

Denotemos por # o Hamiltoniano nas novas coordenadas:

H(Q, P) = #(a(Q, P), p(Q, P)).

A pergunta que nos colocamos é: sob quais condicgoes as equagoes de movimento do sistema mecanico possuem, quando
expressas nas novas coordenadas, a forma Hamiltoniana

(1) = J (V) (Y1) |

ou, mais explicitamente, Q’(t) = % e Pl(t) = —%, i1 =1, ..., n?

Note-se ao colocarmos essa questao nao estamos a perguntar quando as equagoes dinamicas permanecem invariantes,
mas sim quando elas descrevem um novo sistema Hamiltoniano.

Transformacoes de coordenadas no espago de fase que satisfacam essas condicoes sao denominadas transformacoes
canonicas. Uma transformagao canénica representa um certo tipo de transformacao de simetria onde o cardter Hamilto-
niano da evolugao é preservado.

Vamos procurar saber quando transformacoes de coordenadas no espaco de fase sao canonicas. Pela regra da cadeia,

sabemos que

2n i

) Xt .

j=1
Fazendo uso da matriz Jacobiana e de (44.240), temos, portanto, X=JWeVxH = 3TVyj€£. Verifique! Assim, as
equagoes de Hamilton (44.237) implicam

v = 38" (Vv ),

donde se conclui que uma condicao necessaria e suficiente para que as equagodes dinamicas nas novas varidveis sejam
Hamiltonianas é que a matriz Jacobiana J da transformacao X — Y satisfaca

3Jat = J. (44.242)

Nota. Uma matriz A € Mat (R, 2n) é dita ser uma matriz simplética se satisfizer AJAT = J. Uma tal matriz preserva a forma simplética
definida por J. Vide pagina 3.1.1 e Lema 3.1, pagina 246. Transformagoes candnicas em espagos de fase sao modernamente denominadas
simplectomorfismos na literatura matemaética.

As matrizes simpléticas reais 2n X 2n compdem um grupo, denominado grupo simplético e denotado por Sp(2n, R). O grupo simplético
é estudado na Secdo 21.3.3.3, pagina 1041, e na Segao 21.9, pagina 1133. &

E. 44.38 Ezercicio. Para transformacdes candnicas as novas varidveis Q e P n3o tém necessariamente o cardter de coordena-
das espaciais e momenta, respectivamente, que naturalmente associamos a elas. O seguinte exemplo é significativo: mostre que as
transformacdes Q' =p, e P, = —¢', i =1, ..., n, sdo candnicas. *

e O caso de transformacgoes lineares simpléticas no espago de fases

Como ilustracdo, consideremos o caso de transformagoes lineares no espago de fases Y = AX, onde A € Mat (R, 2n)
1

q
é uma matriz simplética. Consideremos um sistema mecanico descrito por um vetor posigao q = : € R"”, sendo
"
p1
p=1 : | € R" o vetor descrevendo os momentos canonicamente conjugados, sendo satisfeitos os colchetes de Poisson

Pn
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canodnicos {¢*, p;} = —d;j, para i, j € {1, ..., n}. Afirmamos que a transformagao linear no espago de fases
Q a bl |lq
_ , (44.243)
Q c df \p

com A = (2%) € Sp(R, 2n), com a, b, ¢, d € Mat (R, n), satisfazendo (21.54)—(21.59), pagina 1044, preserva os
colchetes de Poisson canonicos. De fato, Q = aqg+ bp e P = cq + dp e, em termos de suas componentes,

SN andi{dt, p}+ D> bici{pr, ¢'}

k=11=1 k=11=1

—

{Q', P} = {Z (aikg” + birpr), Z (e + djzpz)}

k =1

n

(aikdﬂ — bikcjl)(skl = — Z (aikdjk — bikcjk) = —((adT) — (bCT))l (21:59) _(]1")ij = _5ij .
1 k=1

NE

n
— Zj

k=11

A preservacao dos colchetes de Poisson por transformacoes canonicas serd estabelecida com mais generalidade, ndo apenas
para transformacoes lineares, na Proposigao 44.3, logo adiante.

e Transformacgoes candnicas dependentes do tempo

Comentamos aqui sem maiores detalhes que a condigdo (44.242) é também valida no caso de transformagoes canénicas
dependentes do tempo. Nao apresentaremos a demonstragao dessa afirmagao na presente versao destas Notas e remetemos
o estudante a literatura bésica listada & pagina 2415.

e Transformacgoes candnicas e colchetes de Poisson

Uma caracteristica importante de transformagoes candnicas é preservar colchetes de Poisson. Isso é o conteido da
seguinte proposicao:

Proposicao 44.3 Sejam f(q, p) e g(q, p) duas fungdes diferencidveis definidas no espago de fase. Seja uma trans-
formagao de coordenadas diferencidvel X = (q, p) — (Q, P) = Y no espago de fases. Defina-se f(Q, P) =

f(q(Q, P), p(Q, P)) e §(Q, P) = g(q(Q, P), p(Q, P)), que representam as funcoes f e g, respectivamente, nas novas
coordenadas. Entdo, se a transformacao X — 'Y for canénica, vale

{(f.a9ty = {f. 9}y (44.244)

Em palavras, isso diz que os colchetes de Poisson sao preservados por transformagdes canonicas. O

Logo abaixo trataremos de uma reciproca da afirmagao acima.

Prova da Proposicdo 44.3. Por (44.238) temos

{f. g}y = —(fo)TJ(VX9> e _(8TVyf)TJ(HTVy§> = —(vyf)TngT(vyg)

(44.242) 7(Vyf)TJ<VY§') = {/. 4}y,

completando a prova. |

A seguinte proposicao é de importancia fundamental no estudo das transformagoes canonicas e suas consequéncias:

Proposicao 44.4 Uma transformagao de coordenadas diferencidvel (q, p) — (@, P) no espago de fases é uma trans-
formacgao canénica se e somente se valerem

{Q, @}, =0, {P, P}, =0 e {P,Q}, =6, (44.245)
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para todos i, j € {1, ..., n}, ou seja, se e somente se ela preservar os colchetes de Poisson (no sistema de coordenadas
X!) de posi¢oes e momentos generalizados. O

Nota. Observemos que, pela definigdo dos colchetes de Poisson, é evidente que
{in Qj}y =0, {F, PJ'}Y =0 e {P, Qj}y = b5 .

Essas relacées nédo devem ser confundidos com (44.245). Na notacdo compacta de (44.239), essas relacdes se escrevem como

{yo, Y*}, = —Jap, a, be{l, ..., 2n}. (44.246)
Com essa notagdo, as relagdes (44.245) equivalem a {Y“7 Yb}X = —Jup, para todos a, b € {1, ..., 2n}. &
Prova da Proposicdo 44.4. Temos que Y, = Y¢ para todo a € {1, ..., 2n}. Logo, se a transformagao for candnica, a
Proposicao 44.3 garante que
(44.246) NS (44.244)
—Jab = {Ya7 Yb}y = {Yaa Y;)}Y = {Yaa Yb}X B

o que equivale a provar (44.245).

Vamos agora supor vélidas as relagoes (44.245). Na notagdo compacta de (44.239), isso significa que supomos
{Y“, Yb}X = —Jup para todos a, b € {1, ..., 2n}. Sabemos que, de modo geral, vale

(b =—(001) (508) = 7) (57505) =~ () (07 (503
Assim, para todos a, b€ {1, ..., 2n} vale
= e = (o) ) () = (),

provando que §JJT = J e, portanto, que a transformacao é canénica, como desejdvamos estabelecer. Acima, usamos o
fato evidente que a i-ésima componente do vetor (VyY“) vale §; . |

e Conservagao de volumes por transformacgoes candnicas

Seja R uma regiao do espago de fases, que assumimos ser compacta. Seu volume em um sistema de coordenadas
(¢, p) serd dado por |R| = fR dq'---dq"dp; - - - dp,. Por uma transformacao de coordenadas (g, p) — (Q, P) essa regiao
sera levada bijetivamente em uma outra regido R’, cujo volume nas novas coordenadas seré dado por

IR = / dQ'---dQ"dP; ---dP, = /}det(8)|dq1~-~dq"dp1--~dpn,
R/ R

sendo J, como antes, a matriz Jacobiana da transformagao (¢, p) — (Q, P). Se a transformagao em questao for canonica,
teremos JJJ? = J. Tomando-se o determinante de ambos os lados, teremos que det(g)? = 1, o que implica | det(H)‘ =1.
Assim, [R'| = [, |det(d)| dg' - - dg™dp; - - dp, = [, dq" - dgq"dpy - - - dp, = |R|.

Concluimos disso que o volume de uma regiao do espago de fase permanece inalterado sob uma transformacao canonica.
Essa fato sera relevante adiante quando discutirmos o Teorema de Liouville.

e Fungoes geratrizes de transformagoes canonicas

A dedugéo variacional das equagoes de Hamilton discutida na Secgao 44.5.3.1, pagina 2439, permite uma abordagem
das transformacoes canonicas a qual oferece algumas vantagens.

Como vimos, as equagoes de Hamilton equivalem ao principio variacional § fttf ((Z?Zl piq'i) - (q7 P, t)) dt = 0.
Se uma transformacao canonica conduz igualmente a equagoes de Hamilton nas novas varidveis, devemos ter a igualdade

<iz:;piqi> ~A(a.pt) = a Kg PiQi> —A#'(Q, P, 1)

dFy
— 44.247
T ( )
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onde « é uma constante real e F; uma funcao, em principio arbitraria, definida no espago de fases. Isso se justifica por
implicar na equivaléncia dos principios variacionais

/ ((sz ) (4, p )) dt =0 = 6/t2 ((iPZ—QZ) - H'(Q, P, t)) dt = 0. (44.248)

Alguns autores chegam a tomar (44.247) como a defini¢io mesma de transformagoes canonicas, mas nao seguimos essa
l6gica aqui.

A constante « em (44.247) é inécua e pode ser absorvida na definicao de P, Q e %, de modo que, sem perda de
generalidade, tomaremos o = 1. A derivada total %, por sua vez, é relevante. Lembremos que um tal termo sempre
pode ser incluido em (44.247) pois a variacdo de uma derivada total é sempre nula (pois as variagoes sdo sempre feitas
de sorte a manter fixos os pontos localizados nos limites de integracdo, quer no espago de fase quer no de configuragoes).

De forma geral, F; pode ser considerada como uma funcao dos quatro conjuntos de variaveis ¢, p, @@, P e eventual-
mente também de t. Como essas nao sao independentes (pois as coordenadas (g, p) podem ser bijetivamente mapeadas
nas coordenadas (@), P)), é suficiente considerar apenas dois conjuntos de coordenadas independentes. Se tomarmos Fy
como fungédo de ¢ e de @, a relacdo (44.247) (j4 com o = 1) pode ser reescrita como

<szq> (¢, p t) = <§RQ"> A (Q,

Supondo a validade dessa relagao para todas as possiveis trajetérias do sistema mecéanico considerado, concluimos que
devem valer as seguintes relagoes:

P F F
8 Lt Za ! a =1 (44.249)

8@1

oF,
o~ P (44.250)
0Fy

— = —-P 44.251
Q) e (44.251)
o~ @ P Hlan ) (44.252)

Fungoes como F; desempenham um papel relevante no estudo de transformagoes canonicas e sao denominadas funcdes
geratrizes das transformacoes candnicas.

Funcoes geratrizes nao sao tnicas, pois podemos modifica-las, por exemplo, alterando as varidveis das quais dependem,
da forma que ilustraremos a seguir. Explorando o fato que

n . d n ; n . ;
23@ = E(;m)—g;a@ :

podemos reescrever (44.247) na forma

<sz ) (¢: p t) = — <ZQZ'PZ-> A'(Q, P, t) + d;? : (44.253)
=1

onde definimos

n
F, = Fi+) RQ'.

i=1

Agora, tomando Fy = Fy(q, P, t) como funcdo de ¢ e de P e t, escrevemos

<iz:;piq'i> —H(q, pt) = — <Zz:; Q’E) 2(Q,

8F2 i ZaFQP +%, (44.254)
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0 que nos permite identificar as relagoes

oF: _

aq’ = Di,

or

op, ~ @ ¢

OF:

8—; = %I(Qapvt)fﬁ(%pat)

Acima, as varidveis ) e p sdo tomadas como funcoes de g e P.

Naturalmente, podemos efetuar diversas outras transformacoes desse tipo, obtendo funcgoes geratrizes F3, Fj etc.,
mas, como exemplo, as fungoes geratrizes acima bastam.

Como veremos, uma das vantagens do uso de funcoes geratrizes reside no fato de que é por vezes possivel identi-
ficar uma funcao satisfazendo as relagoes acima para uma dada transformagao, o que nos leva a conclusao que essa
transformagao é candnica.

e O funcional acao como fungao definida no espago de configuragoes

Na expressao (44.150), pagina 2417. definimos a nogéo de agdo associada a uma curva vy que une pontos ¢(t1) e q(t2)
em instantes de tempo distintos t1 e to, respectivamente. Vamos agora explorar algumas propriedades dessa defini¢ao
estudando sua dependéncia com relagao aos pontos inicial e final quando a curva v é uma trajetéria real do sistema
mecanico. Essa discussao é importante por duas razoes: por nos apresentar a uma importante classe de transformagoes
canodnicas e por nos conduzir a uma equagao importante, a equagao de Hamilton-Jacobi, porta de entrada de mais um
formalismo da Mecanica Classica.

Sejam fixos os instantes de tempo inicial £ e a posicdo inicial ¢(¢), que doravante denotaremos por £ e g, respectivamente.
Denotemos também o instante final por 7 e a posigao final por g. Seja S(g, ) a agdo como fungao do pontos e do instante
de tempo finais:

S@, 1) = /t ZL(q(t), 4(t"), ') dt", (44.255)

com a integral tomada ao longo da curva que conecta (g, t) a (g, ) ao longo da trajetéria que minimiza a agao, ou seja,
que satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange.

Se fixarmos ¢ e variarmos § de uma quantidade A7, a a trajetéria que conecta (g, t) a (7 + Ag, t) ao longo da
trajetéria que minimiza a agao serd alterada de g(¢') para q(t') + dq(¢'), com dq(t) = 0 e dq(t) = Ag. A diferenga entre
as duas agoes serd, portanto,

S@+Ag 1) -5@ 1) = /t [ 2 (at) +ba(t)), 4') +84(¢), ¥') =L (a(¢'). q(t), ¥')].dt".

Assim,

_ _ " fTrog 0L .
S(g+A7, 1) -5 H =), / [ 7 6q1<t'>+a—¢6q1<t'>] ar'+0(|1ag)?) .
i t

Por integracao por partes, teremos

Lo . 0L . 0L . LrdoLN .
— 8¢t () dt' = _,t(?’t—ft(s’t—/ <— .>6'Zt'dt'.
| G = Gr@@ -srwae - [ (Far) i)

= Aq =0

Definindo p = g:?

(f), o momento generalizado no instante f, escrevemos

S@+Ag, 1) - 5@ 1) = i@MWi/j[%ﬁ(t’)— (%%’5) (t’)] oq'(t') dt' +O(|1ag)?) -



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 17 de jutho de 2021. Capitulo 44 2454/2558

O termo entre [- - - | anula-se sob a hipdtese supracitada de que a trajetéria satisfaz as equagdes de Euler-Lagrange. Logo,
concluimos dessa andlise que
oS ,_ - _ .
— (@ t) =D, ie{l, ..., n}. (44.256)
aq

Além disso, temos também da prépria definigao (44.255)

d _
E‘S’( () ) = g(q(t), q(t)a t)
Como .
FSam. 1) = 30 52 am. i @ + 5 @, 7).
concluimos que
aa—?(q, f) = q7 g, 1 ﬁﬁ = (q, D, t) ) (44.257)

Obtivemos em (44.256) e em (44.257) as derivadas parciais primeiras de S(g, t). A equagao (44.257) serd particular-
mente relevante quando discutirmos o formalismo de Hamilton-Jacobi, mais adiante.

e A acao como fungao das coordenadas de ambos os extremos da integragao que a define

Podemos proceder de forma analoga e considerar também a dependéncia da acao com os pontos iniciais ¢ e q.

Denotando a agao por S (g, t, q, f) temos adicionalmente, de forma totalmente andloga ao que expusemos acima,

. . ey 0L
Sla+de b ) -S@tad) =3 [ [ 5700 (1) + Gonod )} at'+0(l1agl?) -
i=1"=

Por integracao por partes, teremos

0L i 0L o 0L QOLN i
/Laz (Wyar = W(t)éq(t)a—q.i(z)aq@)/i (G5 )siiterar

~———
=0 =Agi
Definindo p = g‘g (t), o momento generalizado no instante %, escrevemos

S+00. D= 5@ 0 = - Ypad+3 [ Z ) (G5e) @] ar'wr ar + of1aq?)

O termo entre [- - - ] anula-se sob a hipGtese supracitada de que a trajetéria satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange. Dessa
forma, concluimos que

Para a derivada temporal porém, hd uma outra diferenga de sinal, pois dependéncia da integral que define a agao em ¢
esta no limite inferior de integracao. Portanto,

dtS(—( ) 2 qv f) = 73(27 Qv t) :

Como
d

@5@@ E:

T DO+ S0, 877

concluimos que

0s, - . o
@t 00 = Ll a )+ pd = Hlap 1) (44.259)

i=1
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Vamos agora escrever t = t e t = 7 + t, definindo duas novas varidveis temporais t =t e 7 ==t —t. A acdo fica
S(q(t), t, g(r +1t), T+1) e valera:

%S(g(t), ta(r+t), Tt) = Zg_;(g(t), t, 6(T+t),T+t)2i(t)+zg;(g(t)’ b, AT )
#5010, )+ G0, a0, 7

= > (0@ ) - 507 (1)) + 2 (1), p(t), £) = H (G + ), Br +8), T+1) .

Segue disso que

oS oS
321' - L4 aqi

= —p;(t+7), i€{1, ..., n},

aS _ _
5 = A (q(t), p(t), t) — A (q(r +1t), BT +1t), T+1) .

Note-se, porém, que se o Lagrangiano nao depender explicitamente do tempo, a conservacao do Hamiltoniano implica
que %ﬂ(g(t), p(t), t) = %”(G(T +t), p(t+1), T+ t). Nesse caso, portanto, teremos

08 058 _ 05
ag’ 721@)’ aal *7pz(t+7—)a ZG{].,...,TL}, € E*O

Comparando cuidadosamente essa expressao a (44.249) e (44.250)-(44.252), concluimos que, no caso em que o La-
grangiano nao depende explicitamente do tempo, a acao S é a funcao geratriz de uma transformagao canonica entre as
variaveis (g, Q) e as variaveis (67, ﬁT) — as coordenadas (g, Q) evolufdas de um tempo 7 > 0 (aqui 7 > 0, pois ¢ < ?).
Concluimos disso que a evolugao temporal de um sistema Hamiltoniano é uma transformacao candnica. A consequéncia
mais importante dessa revelagao é o Teorema de Liouville, o qual discutiremos a seguir.

Xk kk ckx

Comentemos antes que a afirmacao que fizemos acima pode ser demonstrada de forma mais rapida, ainda que carente
de rigor, da seguinte forma.

Para 7 > 0 fixo, defina-se Q* = ¢° (T, qo, po) e P, =p; (T, qo, po), onde gp e py sao condicoes iniciais em ¢ = 0 da

evolucao de um sistema mecanico. Na notagao compacta Y% = X (T, Xo), a€{l, ..., 2n}. Temos,
oo 7'"
{Yaa Yb}x(T) = {Yaa Yb}x(0)+z F {%a {%a e {%7 {Ya7 Yb}} e }}(qu pO) : (44260)
=l
==Jab ! n vezes

Sucede que {Ya, Yb}X(qo7 po) é constante e igual a —Ju,. Assim, seus colchetes de Poisson com . sao nulos e,
portanto, apenas o primeiro termo acima sobrevive, fornecendo {Y“, Yb}X(T) = —Ju. Logo, pela Proposicao 44.4, a

transformacao (go, po) — (q(T, qo, po), p(T, qo, po)) é canonica para todo 7.
O problema matemaético com essa demonstragao gira em torno da convergéncia da série em (44.260), cujas condigoes

nao foram estabelecidas aqui.

e O Teorema de Liouville

Consideremos um sistema mecanico cujo Lagrangiano nao depende explicitamente do tempo (e, portanto, o Hamil-
toniano também ndo). Seja R uma regido de volume finito |R| do espago de fases em um instante de tempo ¢ = 0:
|R| = ffR d*qd"p. Apdés um intervalo de tempo 7, os pontos de R evoluirdo a um novo conjunto R, do espaco de
fases. Como a evolugao temporal induz uma transformacao canodnica, concluimos da nossa discussao da pagina 2451
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(que volumes no espago de fase sdo conservados por transformagoes canodnicas) que |R| = |R.|, ou seja: em sisternas
mecdanicos com um nidmero finito de graus de liberdade em que o Lagrangiano (e, portanto, o Hamiltoniano) nao depende
explicitamente do tempo a evolugdo temporal preserva volumes no espacgo de fases.

Essa afirmacao é conhecida como Teorema de Liouville®® e desempenha um papel importante no estudo de proprie-
dades qualitativas de sistemas Hamiltonianos, tais como a ergodicidade, caos, estabilidade etc.

51 Joseph Liouville (1809-1882).
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44.6 Exercicios Adicionais

E. 44.39 Ezercicio. Obtenha o Lagrangiano associado ao pido de Lagrange em coordenadas definidas por 4ngulos de Euler e mostre
que as equagdes de Euler-Lagrange assim obtidas coincidem com as equa¢des de Euler (com torque externo). Sugesto: escreva as
equacdes de Euler em termos dos dngulos de Euler e compare-as as correspondentes equacdes de Euler-Lagrange. Conte quantas vezes
as palavras “Euler” e “Lagrange” aparecem no enunciado acima em sentidos diversos. *

E. 44.40 Ezercicio. Considere o movimento de um corpo rigido na auséncia de forcas e torques externos e com seu centro de massa
parado. Considere um sistema de referéncia fixo no corpo tendo como eixos seus eixos principais de inércia. Escreva seu correspondente
Lagrangiano usando angulos de Euler. Obtenha as correspondentes equagdes de Euler-Lagrange e, usando-as, reobtenha as equagdes
de Euler (44.103)—(44.105). Sugestdo: escreva as equag¢des de Euler em termos dos dngulos de Euler e compare-as as correspondentes
equacgdes de Euler-Lagrange. *

E. 44.41 Ezercicio. Escreva Hamiltoniano associado ao Exercicio E. 44.40 e obtenha as correspondentes equacdes de Hamilton.
Compare-as as equa¢des de Euler (44.103)—(44.105). *

E. 44.42 FEzercicio. [Equagbes de Hamilton para o Piao de Lagrange]. Mostre que o Hamiltoniano associado ao pido de
Lagrange, cujo Lagrangiano foi dado em (44.130) em termos de angulos de Euler, é

ﬁ @ (P — Py cos 9)2

3 2] — ~r - 7
f( > P 1/]7 Do, p(/h pw) 2[1 2[3 2[1(561’10)2

+ Mglcos@ . (44.261)

Mostre que os momentos generalizados, expressos em termos das velocidades generalizadas, sio:
po = L6, Do = Ilgbsen29+lg(<,b(3059+¢) cosf , Dy = Ig(gbcos€+¢) . (44.262)

Obtenha de (44.261) as correspondentes equa¢des de Hamilton:

j Do . (P — py cosB) (p, cos b — py)
= —_— — M
0 7 Do T1(senf)? + Mglsenf ,
. _  Pe—pycost s 44.263
v Ii(senf)2 ’ Py 0, ( )
; — pqy cos b .

I3 I1(send)?

E. 44.43 FEzercicio. [Pido de Lagrange sem Nutagdo]. Sob a luz das equa¢des de Hamilton (44.263) é interessante analisar

sob quais condi¢cbes o movimento do pido de Lagrange pode ser livre de nutacdo. Se n3o ocorre nuta¢do, devemos ter 6 =0 ao
longo do movimento. Isso implica @ = 6y, constante, e, por (44.263), ¢ e 1/1 sdo também constantes, que denotaremos por ¢g e 1[10,
respectivamente. Assim, a precessdo e a rotagdo intrinseca se ddo com velocidades angulares constantes. Além disso, devemos ter
po =0, o que implica (exceto no caso especial em que 6p = 0 ou 7)

(pe — Py cosbo) (py cos o — py) + Mglly (1 — (cos 00)2)2 =0. (44.264)
Usando (44.262), verifique que essa condi¢co equivale a

oIy — I3) cos By — polstho + Mgl = 0. (44.265)

Encarando essa relagdo como uma equagdo algébrica de segundo grau para ¢o (o que pressupde (I1 — I3) cosfy # 0), mostre que
as solugdes sdo

Istpo + \/1§¢§ — AMgl(I, — I3) cos Oy
Yo = . (44.266)
(I1 — I3) cos o

~ ~ H I, —1 . ~ ~ .
Observe que as duas solucdes sio complexas caso )2 < 4Mgl<11—23) cosfp. Nessa situagdo (rotagdo lenta em torno do eixo de
3

. . . = . . , . ; I —I:
simetria) um movimento sem nutacdo n3o é possivel, portanto. Ele é possivel, porém, se 1) > 4Mgl% cosfy. No caso em
3
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; I —1I . . . ..
ue Y2 = 4M ZMCOSGO ha exatamente uma solucdo real para a velocidade angular de precessio (g e para o caso em que
0 72 C
3

; Iy —1I: ) ~ . . ; I
Vg > 4Mgl(%li) cos 0o ha duas soluges reais para ¢o, para um mesmo 6y e um mesmo 9. Mostre que essas solu¢bes sdo
3

Istbo + \/1§¢§ — AMgl(I, — I3) cos Oy
(I1 — I3) cos o ’

Yo =
Mostre que essas solu¢des em (44.266) tém sinais opostos no caso em que (I1 — I3)cosfy < 0 e que ambas tém o sinal de 1/}0 caso
(I — Is) cos By > 0.
E de se notar que se (I — I3)cosfy < 0, a condigio Pa > 4Mgl(111;213) cos B é satisfeita para qualquer valor de v, inclusive para
. . 3
1o = 0. Essa (ltima observacio é digna de nota. Se )9 =0 e (I1 — I3) cosfp < 0 as solu¢des para ¢o sdo

Mgl

¥o —(I1 — I3) cos by

Nessa situacdo, o movimento do pido é puramente precessional, sem nutacdo e sem rotacdo em torno do préprio eixo.

No caso em que (I1 — I3) cos 8 = 0 a relagdo (44.265) é uma equagio algébrica de primeiro grau para ¢, cuja solugdo é

. Mgl
Yo = g )
I32o
pressupondo, naturalmente, que 1/}0 #0. *
E. 44.44 FEzercicio. Considere o Hamiltoniano do oscilador harménico simples unidimensional 7 (q, p) = %pg + 22 2, com

1 = 1/m e pa = k, como usual. Usando (44.235), vamos determinar a trajetéria ¢(t) a partir de condicGes iniciais (go, po), fixadas
em to = 0.

Mostre que {5, q} = u1p e que {7, p} = —p2q. Com isso, mostre por indugdo que

{jf, {%7 {jf7 q}}} _ /11(—/11/12)(n—1)/2p7

( — muz)n/Qq ,  paran > 2, par.

para n > 1, impar ,

n VEZES

Conclua de (44.235), escrevendo os termos com n par na forma n = 2j e os termos com n par na forman =25 — 1, com 5 € N em
ambos os casos, que temos

q(t)

o <Z (;j)! = mmy) o <Z h(* mm)j_l) p1po

(e} 27 [e%s) 21+1
(Z(l)f’i(wt) )m(Z(nli(“mt) ) 2P

= — (20 +1)!

= cos(\//xlpgt)qursen(\/ulpgt) %po
\/ 2

Acima, na segunda igualdade, o termo qo foi absorvido na primeira somatéria (que passa a comegar com j = 0) e na segunda somatdria
fizemos a mudanca de varidveis | = j — 1. Portanto, obtivemos

Do
t) = cos (wot sen (wot R
q(t) (O)QO+ (O)mwo
onde wo = /12 = ,/%, recuperando a bem conhecida solu¢do do oscilador harménico simples unidimensional. *

E. 44.45 Ezercicio. Considere-se o Hamiltoniano J#(q, p) = uq®p®, com ¢, p € R, com a, b € Ny e com x sendo uma constante
real. Vamos determinar a trajetdria ¢(t) a partir de condi¢Bes iniciais (o, po), fixadas em ¢y = 0, usando (44.235). Mostre que

(A, a} = pbg"p"™! (44.267)
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e mostre por indu¢do que para todo n > 2 vale

{%ﬂ’ {jf {jf q}}} = u"b [an (aJrk(ab))} g DHLyn=1 (44.268)

n VEZES

Para prosseguirmos deste ponto, hd dois casos a se considerar: a Zbe a =b.
I. Caso a # b. No caso em que a # b, mostre que podemos escrever

n—2 n—2

H(aJrk(afb)) = (afb)"fln(a+1+k) — (afb)nfl(a)n7

«
k=0 k=0

com a:=0b/(a—1b), de sorte que « +1 = a/(a —b). Acima, (z), sdo os simbolos de Pochhammer, definidos em (15.147), pagina 773.
Assim, para n > 2 temos

{jf, {%7 {jf, q}}} — unb(a_b)n—l%qn(a—1)+1pn(b_l)
n VEzes
= q(a)n ( (a—b)g" p*~ 1) 7 (11269)
sendo que usamos m = 1. Constate, comparando com (44.267), que (44.269) é também vélida para n = 1 e obtenha

q(t) = q

1+ Z (m a—b)gd 1) ] , (44.270)

sendo a expansdo em série de poténcias acima absolutamente convergente na regido |tu(a - b)qgflpgfl{ < 1. lIdentificando com a
expans3o binomial na forma (15.168), pdgina 782, obtemos, finalmente, a solu¢do
—Q

q(t) = qo(l—t/To) ; (44.271)

onde Tp := 1/(u(a— b)qgflpgfl), ao menos na regido |t/Tp| < 1. Caso o < 0 a solugdo (44.271) pode ser estendida para todo ¢ real.

Caso a > 0 a solugdo é singular em ¢ = Ty. Assim, se Tp > 0 a solugdo ¢(t) serd limitada a um intervalo [0, Tp), a partir do instante
0, onde foi fixada a condi¢do inicial. Se Tp < 0 a solugdo acima para pode ser estendida a todo IRy. Os seguintes casos particulares
ilustram essas situagdes.

A. Casoa=2eb=1 (o que corresponde a % = uq’p), teremos a = 1 e Tp = 1/(uqo). Assim,

q(t) = qo(1 —tugo) ™",

sendo essa igualdade limitada a regido |tuqo| < 1. Caso go > 0, a solugdo é limitada ao intervalo [0, 1/(uqo)) e diverge parat = 1/(uqo).
Isso exibe uma situa¢do na qual a solu¢do provida pela série (44.235) tem sua validade limitada no tempo.

B. Caso a = 0 e b = 2 (o que corresponde a # = up?, o Hamiltoniano de um ponto material de massa 1/(2u) se movendo
liviemente em uma dimens&o), teremos a« = —1 e Ty = 71/(2,uq0_1p0). Assim,

q(t) = ao(1 —t/To) = qo+ 2tupo ,

que corresponde ao bem conhecido movimento retilineo uniforme unidimensional de um ponto material livre, de massa 1/(2u). Natural-
mente, a solu¢do pode ser estendida para todo t € R.

Retornemos agora a (44.268) para tratar do caso faltante a = b.

II. Caso a = b. No caso em que a = b, podemos escrever o lado direito de (44.268) como

{jf’ {jf’ {()f’ q}}} - /L"a"q"(“ 1)+1pn(a 1)7

n VEZES

para n > 2. Logo,

n

. oo (t/m qopo)ail) _ ot
a(t) = qo + tpagipy ' + qo Z -_— ou seja, q(t) = qoexp (t/m(qopo) ) . (44.272)

Essa solucdo € vélida para todo ¢. Vale observar que ela pode ser obtida de (44.271), tomando-se o limite |a — b] — 0. Mostre isso!
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E. 44.46 Ezercicio. Sob as condi¢des do Exercicio E. 44.45, e seguindo passos similares, obtenha p(t). O resultado é

a+1
p(t) = po (1 — t/To) , paraa#be p(t) = poexp ( — t/m(qopo)afl) paraa=>».

Verifique que as equagdes de Hamilton s3o satisfeitas para tais fun¢des ¢(¢) e p(t). -

E. 44.47 Ezercicio. [Modos normais de um sistema com duas massas] Aqui seguimos a notacdo da Secdo 44.5.1.2,
pagina 2422. Considere o sistema unidimensional descrito na Figura 44.6, pagina 2460, composto por duas massas mi e mo acopladas
linearmente a molas de constantes de mola ki1, k2 e k3, todas positivas, a primeira mola acoplando a massa m; a parede da esquerda,
a segunda mola acoplando as massas entre si e a terceira mola acoplando a massa mq a parede da direita. Suporemos também que as
molas estdo em equilibrio quando n3o estdo estendidas.

A
Y

Figura 44.6: Massas pontuais mi e mo em movimento horizontal acopladas a molas de constantes de mola ki, ko e ks.
As respectivas coordenadas ¢} e g5 medem a distancia & parede & esquerda. A distancia entre as paredes é L.

Constate que o Lagrangiano desse sistema mecanico é

mi, . 2  Ma,.\2 Kk 2k 2 k 2
C = ) R @) - (@) - 2l - ) - (L)
Constate que nesse caso temos
mi 0 k1 + ko —ko 0
M = s K = 5 { = )
0 mo —ko ko + k3 ksL
e o2
1,. . 1 L
L= o(d Mi'), — 5{ds Kd)p+ (6 d)p— =

Como o dltimo termo é uma constante, sera omitido doravante.

Constate que det(K) = kika + kiks + koks = k > 0 e que

Kl l ko + ks k2
K
k2 k1 + k2
Definindo
! koksL
q1 — ——
g=4q-K't= " :
r (ki+ko)ksL
Q-

obtemos o Lagrangiano candnico
1,. . 1
L= 5(d Md)y = 5(a Ka)p -

Verifique que a equagdo secular det (/\M — K) = 0 fica nesse caso mimaA?+bA+ k=0, com b= 7(m1(k‘2 +k3)+ma(ki+ kg))

Verifique que as solucdes sdo
—b+ VA -b— VA
d = ——, dy = ———
2m1m2 2m1m2
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onde A = b% — dmimso = (ml(kg + k3) + ma(k1 + kg))2 — 4myimek. Mostre que

A = (ml(k2 + k3) — ma(k1 + k2))2 + 4mimaks |

e, portanto, que A > 0, implicando que d; e da sio reais. Observe também que, como A < b% e VA < |b], tem-se d1 > 0 e d2 > 0.

De forma explicita em termos de m1, mo, ki, ko e ks, temos

ma (ke + k3) + ma(k1 + k2) + \/(m1(/€2 + k3) — ma(k1 + kz))2 + 4mimok3

2m1m2 ’

di =

ma (k2 + k3) + ma(ki + k2) — \/(ml(kQ + k3) — ma(k1 + k2))2 + 4mimok3

2m1m2

dy =

Vamos agora considerar o caso particular em que m;

=ma =m e ki = ka2 = ks = k. Usando as férmulas acima, mostre que para
esse caso tem-se

o=k gk
m m
Temos ainda

m 0 2k —k k 2 -1
m
0 m —k 2k -1 2

Constate que

)
Il
=
ol
I+
olT
S

1-v3  V/B+1
2 2
e constate que essa matriz é positiva. Assim,
VE3+1 1-v3
QO = M-Vl k 2 P)
miivs a1
2 2

A matriz B pode ser diagonalizada pela matriz ortogonal O = % (_11 %) Verifique que

OTBO 3k/m 0
BO —

0 k/m

A matriz a direita é a matriz D e seus autovalores sdo d; = %

edy = % como deveria ser. Os modos normais sdo dados, segundo
(44.171), por

1 -1
0 = OTMl/Qq _ /%

Dessa forma, temos as solugdes

q1 — q2

q2 Q1+ q2

q1(t) —q2(t) = «icos < —t) B1 sen <\/%t> , (44.273)
t) + B2 sen <\/gt> , (44.274)

com a1, az, f1 e B2 sendo constantes dependentes de condi¢c8es iniciais.

~
2
Il
BE

3

3=

qi1(t) + q2(t) = «zcos <
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Somando-se e subtraindo-se ambas as expressées uma da outra, vemos que as coordenadas ¢1 e g2 sdo combinacdes lineares de senos

e cossenos das frequéncias /2% e 1/ £ vezes o tempo.
m m

Se retornarmos as coordenadas originais usando ' = + K 16, teremos i =qn+Fe é =q2 + 2L . Verifique! ASSiIII, as posicoes
g q q q q 3 q q 3 q posi¢
de equill’brio estatico para as partl’culas 1le?2sio 3 € —23 , respectivan ente.

Com uso dos modos normais (44.273)-(44.274) vemos que:

L g3(t) — gi(t) = qa(t) — u(t) + & e, portanto,

@t —al) = %C“COS< %t> — B1sen <\/3>Ekt> .

Assim, vemos que diferenca de posicdo g5(t) — ¢i(t) entre as particulas 2 e 1 é dada por um movimento harménico de frequéncia
,/% em torno do ponto L/3. Lembremos que L/3 é a distancia entre particulas 2 e 1 na situa¢do de equilibrio estatico.

2. A posicdo do centro de massa das duas particulas, (q1(t) + ¢2(t))/2 = (q1(t) + q2(t)) /2 + L/2, é dada por
/ /
at)+et) L o [k B [k
5 —2+2c05 mt+2sen mt .

Assim o centro de massa do sistema de suas particulas de massa m é dado um movimento harménico de frequéncia 4/ % em torno

do ponto L/2. Lembremos que L/2 é a posi¢do do centro de massas na situacdo de equilibrio estdtico.

Esses dois pontos permitem uma interpretacdo mecéanica do significado dos modos normais no caso considerado.

Os resultados acima também podem ser obtidos diretamente da solu¢do (44.169), pagina 2423, que fica, no caso corrente,

> (—1)! t \* (1)l £\
Q(t) = |:Z ((21))' (ﬁ) K qo + \/E |:Z ((wa (ﬁ) K:| Vo .

=0 =0

Verifique que os autovetores de K sdo v1 := ('), com autovalor 3k, e 2 := (1), com autovalor k. Escrevendo go = a171 + a2z e

vo = (b1/v/m)v1 + (b2/v/m)y2 (onde a1, az, b1 e by sdo constantes), verifique que

att) = [ <\/%t> +brsen W%) 2 cos W%) + basen (@tﬂ -,

donde as mesmas conclusGes obtidas acima podem ser extraidas.

Y1+

Segundo (44.178), os projetores espectrais de 2 sdo

1 L [(BEr B2 /2 -1/2
F1 = 7(9 —ngl) = \/g 1 = 5
w1 — W2 — _
V3 B —-1/2  1/2
1 1 [ 58 /2 1/2
Fr = 1 3 (Q 70.)1]].) = 1 \/g =
v -V 3 /2 1/2

E. 44.48 FEzercicio. Verifique!

Escrevendo go = (9% ) e vo = (w0 ), 0s dois modos normais expressos em (44.179), pagina 2426, serdo

q1(t) 1 3k go1 — go2 1 [m /3kt Vo1 — Vo2
= = ==t —4 = —
5 coSs m + 5\ 3k sen m
q2 (2) qo2 — qo1 Vo2 — Vo1
e
qi(t) 1 k qo1 + qo2 1 [m k Vo1 + Vo2
= —cos —t + =4/ = sen —t
2 m 2V k m
72(2) o2 + qo1 vo2 + Vo1
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No primeiro vemos que g2(t) — q1(t) = cos <,/37’ft) (qo2 — qo1) + %sen( 3TIft) (voz — vo1) e para o segundo vemos que

(q1(t) + qa2(t)) /2 = cos (\/%) (qo1 + qo1) /2 4+ /% sen <\/§t) (vo1 + voz) /2.

De forma geral, o uso da decomposi¢cdo espectral, resultando em (44.179), é o método mais rapido para a determina¢do dos modos
normais de um sistema. *



