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principal objetivo deste capitulo é apresentar a demonstracao do Teorema Espectral para matrizes diagona-
lizéveis, em particular, para matrizes autoadjuntas (resultado de grande relevancia para a Mecéanica Quéntica)
e a demonstragao do Teorema de Decomposicao de Jordan. Salvo mengao contraria, sempre trabalharemos no
contexto de espacos vetoriais de dimensao finita C" sobre o corpo dos complexos. A leitura deste capitulo pressupoe que
alguns conceitos béasicos de Algebra Linear, tais como o conceito de operador linear, de matriz, de produto de matrizes, de
determinante de uma matriz, suas propriedades e métodos de célculo, sejam familiares ao leitor, mas uma breve revisao é
apresentada na Segao 10.1. Na Secao 10.2, pagina 472, apresentamos a nocao de espectro e a de polinémio caracteristico
de uma matriz. Na Secao 10.5, pagina 506, introduzimos as nogoes de matrizes autoadjuntas, normais e unitarias, nogoes
de importancia, por exemplo, na Mecanica Quéantica. Na Segao 10.8, pagina 540, apresentamos algumas representagoes
de matrizes de interesse em diversos contextos (por exemplo, na teoria de grupos). Na Segao 10.9, pdgina 562, estudamos
a chamada pseudoinversa de Moore-Penrose, de interesse, por exemplo, em problemas de optimizagao linear.

Este capitulo serd continuado no Capitulo 11, pagina 584, onde outros aspectos de algebras de matrizes serao explo-
rados.

H&4 uma vastissima literatura sobre Algebra Linear e sobre a teoria dos espacos vetoriais de dimensao finita, com
abordagens e objetivos diferentes, e onde partes do material deste e do Capitulo 11 podem ser encontradas. Uma lista
limitada de leituras complementares recomendadas incluiria [157], [257] , [349], [124].

10.1 Propriedades Basicas de Determinantes e Inversas de
Matrizes

A presente se¢do desenvolve a teoria bédsica de inversas e determinantes de matrizes. Sua leitura pode, provavelmente,
ser dispensada por aqueles que julgam dispor desses conhecimentos béasicos, mas a notagao que aqui introduzimos sera
empregada alhures. Propriedades mais avancadas de determinantes serao estudadas na Secao 10.11, pagina 575. Na Secao
11.7, pagina 623, com base no Teorema de Hadamard, Teorema 10.40, pagina 576, demonstraremos que o determinante
de matrizes é uma fungao continua.

e Fatos elementares sobre matrizes e alguma notagao

O conjunto de todas as matrizes mxn (m linhas e n colunas) com entradas complexas serd denotado por Mat (C, m, n).
O conjunto de todas as matrizes quadradas n x n com entradas complexas serd denotado simplesmente por Mat (C, n).
Uma matriz A € Mat (C, m, n) é frequentemente representada na forma de um arranjo como

A11 e Aln

Aml s Amn

Uma matriz de Mat (C, m, n) possui, portanto, m linhas e n colunas e é também dita ser uma matriz m x n.

Mat (C, m, n) é um espago vetorial complexo, com a operagao de soma definida por
(A1 + Az)ij = (A1)i; + (A2)ij ,

Ay, As € Mat(C, m, n),i € {1, ..., m}, j € {1, ..., n}, e a operagao de multiplicagdo por escalares (complexos)
definida por
(OéA)ij = OéAij

aeC, AeMat(C, m, n)eie{l, ..., m},j€{l, ..., n}.
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Sejam m, n, p € N e sejam A € Mat (C, m, n) e B € Mat (C, n, p). Denotamos por AB a matriz de Mat (C, m, p)
cujos elementos sao dados por

n
(AB)Z.j = ZAikBkj (10.1)
k=1

para todos i € {1, ..., m}, 5 € {1, ..., p}. A expressdo (10.1) é denominada regra de produto de matrizes. Tem-se,
assim, que o produto de uma matriz m x n por uma matriz n X p resulta em uma matriz m X p.

E f4cil constatar (faga-o!) que valem as propriedades distributivas

(0&1141 + OéQAg)B = OélAlB + OéQAQB 5

A(B1B1 + f2B2) = [(1ABy + $24ABs,

para todos ai, asz, f1, B2 € C, todas A, A;, A2 € Mat (C, m, n) e todas B, By, By € Mat (C, n, p).

E também fdcil constatar (faga-o!) que se m, n, p, ¢ € IN valem para todas A € Mat (C, m, n), B € Mat (C, n, p)
e C € Mat (C, p, q) a relagao
(AB)C = A(BC).
Essa importante propriedade é por vezes denominada associatividade do produto de matrizes.

Para cada n € IN, e com a operagdo de produto definida acima, Mat (C, n) é uma dlgebra associativa, ndo comutativa
(exceto se n = 1) e unital, com a unidade sendo dada pela matriz identidade, que denotaremos por 1 neste texto:

1:=|: . . (10.2)

Note-se que 1;; = 6,5, 4, j € {1, ..., n}.

Dada uma matriz A € Mat (C, m, n) denotamos por AT a matriz de Mat (C, n, m) cujos elementos sdo dados por
(AT);; = Aji paratodosi € {1, ..., n}, j € {1, ..., m}. A matriz AT ¢ dita ser a matriz transposta de A. E evidente
que (AT)T = A. Para todos m, n, p € N vale, pela regra de produto de matrizes, a relagao (AB)T = BT AT para
quaisquer A € Mat (C, m, n) e B € Mat (C, n, p).

Dado um conjunto de n nimeros complexos a1, ..., ay, denotaremos por diag (a1, ..., «,) amatriz A € Mat (C, n)
cujos elementos A;; sao definidos da seguinte forma:

Qi, set=]
Aij =
0, seiz#j

Uma tal matriz é dita ser diagonal pois apenas os elementos de sua diagonal principal sao eventualmente nao nulos. Na
representagao usual

al DR O
A =
0 - a,
A mais popular dentre as matrizes diagonais é a matriz identidade (10.2): 1 = diag (1, ..., 1).

Denotaremos por 04, 5 € Mat (C, m, n) a matriz a x b cujos elementos de matriz sdo todos nulos. Denotaremos
por 1; € Mat (C, 1) a matriz identidade [ x [. Por vezes, quando nao houver perigo de confuséo, poderemos omitir os
subindices e escrever 0,4, ;, simplesmente como 0 e 1; simplesmente como 1.
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Vamos também empregar as seguintes defini¢oes. Para m, n € IN, sejam I, min € Mat (C, m, m+n) € Jpin, n €
Mat (C, m + n, n) dadas por

L, min = (]lm Om, n) € Imin, n = ’ (10.3)

cujas transpostas sao dadas por

1
(Im, ern)T = - m-+n, m € (Jern,n)T = (ﬂn (Dn, m> = In’ m+n - (104)

(Dn, m
As seguintes identidades tteis serdo usadas mais adiante e sua demonstragao (facil) é deixada como exercicio ao leitor:

Im, m+n (Im, m+n)T = Im, m+n Jern, m = ]]-m ) (105)
(Jm-i-n, n)TJm—i-n, n - In, m+nJm+n, n = jln . (106)

Para cada A € Mat (C, m, n) podemos associar uma matriz quadrada A’ € Mat (C, m + n) dada por

A = Al _ A e (10.7)
. m—+n, m n, m+n . .

(Dn, n (Dn, m

Obtemos das relagoes (10.5)—(10.6) que

/
A = In, minA Imsn, n - (10.8)
Sejam x!, ..., &" vetores, representados na base canoénica por vetores-coluna
a
1
=
a
ZTL
Denotaremos por [[acl, ceey :c"]] a matriz n X n construida de forma que sua a-ésima coluna seja o vetor-coluna x%, ou
seja
1 n
l‘l PR xl
1 ni _ . . .
Ty, ..., T = : .. : . (109)
1 n
Z/n/ ... x”L
Considerando os vetores da base canonica
1 0 0
0 1 0
€ = 01> €y = 01> L) e, = s (1010)
0
0 0 1
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é também evidente que
1 = [[el, enﬂ . (10.11)

A notagao acima é til por permitir a seguinte observacao. Seja B uma matriz qualquer. Entao,

B[[:cl, ey x”ﬂ = |[B:c1, cee B:c"ﬂ . (10.12)

Essa relagao é provada observando-se a regra de multiplicagao de matrizes: a a-ésima coluna de B [[acl, ey m"]] é

Biiz§{ + - + Binay,

, (10.13)
Bnlxtll +-+ Bnnx%
que vem a ser as componentes de Bx®, representado como vetor-coluna na base canonica.
E 1til observar que se A é uma matriz n X n temos a regra
n
Aei = E Aji €;, (1014)
j=1

onde A;; sao os elementos de matriz de A respectivas na base canénica. Verifique!

Ainda sobre essa notagdo, vale a seguinte identidade 1til, cuja demonstragao (elementar) deixamos como exercicio:
se D = diag (dy, ..., d5) é uma matriz diagonal, entdo

[[acl, ce :c"]] D = [[dlzl, ceey dnz"]] . (10.15)

Seja V um espago vetorial dotado de um produto escalar (-, -). Dizemos que dois vetores u e v sdo perpendiculares
em relacao ao produto escalar (-, -)) se (u, v) = 0.
1 dut | 0

Se vy, ..., vk s@o vetores em um espago vetorial V', denotamos por [v1, ..., vk] o subespago gerado pelos vetores
v1, ..., Vg, OU Seja, a colecao de todos os vetores que sao combinacoes lineares dos vetores vy, ..., Ug:
[V, ..oy vg] = {alvl—l—---—i—akvk, i, ..., O EC} )
Denotamos por [v1, ..., vg]* o subespaco de todos os vetores perpendiculares a todos os vetores de [v1, ..., vgl:
[v1, <.+ vk]J‘ = {w € V‘ <w, (11 + ...+akvk)> = 0 para todos aq, ..., ai € C} .

e Matrizes bijetoras e a nogao de inversa de uma matriz

Uma matriz A € Mat (C, n) define uma aplicagdo linear de €™ sobre si mesmo. Se essa aplicacdo for bijetora, entao
existe uma aplicacdo inversa, denotada por A~ : C* — C", tal que A’l(Aac) = z para todo z € C". A proposicao
seguinte retne fatos elementares sobre a aplicacdo inversa A~!:

Proposigao 10.1 Se A € Mat (C, n) € bijetora, entio A=* € igualmente uma aplicagdo linear de C™ sobre si mesmo,
ou seja, A=t € Mat (C, n). Fora isso, A~ € tinica e (AT)f1 = (A’l)T. Por fim, vale afirmar que A € inversivel se e
somente se AT o for. O

Prova. E f4cil constatar que A~1 é também uma aplicagdo linear e, portanto, é também um elemento de Mat (C, n).
De fato, sejam vy, vy elementos arbitrarios de C” e a1, as € C, igualmente arbitrarios. Como A é bijetora, existem
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u1, uz € C", tdnicos, tais que Au; = v1 e Aug = vq, ou seja, tais que u; = A7 1(v1) e uz = A~ 1(vz). Assim, usando a
linearidade de A, tem-se

Ail(alvl +a2v2) = Ail(OZlAU1+OLQAU2) = Ail(A(alulJraqu)) = apuy + aguy = ag A7) + A (g)

o que prova que A~! é também linear e, portanto A=! € Mat (C, n). Com isso, podemos afirmar que A~'Az = x
para todo € C" e, portanto, AA~' Az = Az. Como A é sobrejetora, isso diz-nos que AA~'y = y para todo y € C™.
Assim, estabelecemos que A™1A = AA~! = 1. A unicidade é facilmente estabelecida, pois se B € Mat (C, n) é tal
que BA = AB = 1, entdo multiplicando-se AB = 1 & esquerda por A~! obtém-se B = A~!. Por fim, observemos
que do fato que (MN)T = NTMT para quaisquer matrizes M, N € Mat (C, n), segue de A71A = AA™! = 1 que
AT (A_I)T = (A_l)TAT =1, o que implica (AT)_l = (A_l)T. A dltima relacao implica que se A ¢é inversivel, entao
AT também o é. Como (AT)T = A, vale também a reciproca. |

Mais adiante indicaremos como a matriz A=! pode ser calculada a partir de A. Vide para tal a expressao (10.18)
(“regra de Laplace”) do Teorema 10.1, pagina 467, e também as expressoes (10.47), pagina 489, e (10.211), pagina 576.

Em parte do que segue estaremos implicitamente usando a seguinte proposicgao:

Proposicao 10.2 Uma matriz A € Mat (C, n) € bijetora (ou seja, é inversivel) se e somente se Av = 0 valer apenas
para v = 0. O

Prova. Se A é bijetora, entdo existe A~!. Logo, aplicando-se A~! & esquerda na igualdade Av = 0, obtém-se v = 0.
Vamos agora provar a reciproca: vamos supor que Av = 0 vale apenas para v = 0 e provar que A é injetora e sobrejetora
e, portanto, bijetora.

Prova-se que A é injetora por absurdo. Se A nao é injetora, entao, existem vetores x e y com = # y mas com Az = Ay.
Como A é linear, isso implica A(x —y) = 0. Pela hip6tese que Av = 0 vale apenas para v = 0, segue que = y, uma
contradigao.

Para provarmos que A é sobrejetora procedemos da seguinte forma. Seja {by, ..., b,} uma base em C™. Vamos
primeiramente mostrar que {Aby, ..., Ab,} é um conjunto linearmente independente de vetores em C™ (e, portanto,
uma base em C™). Suponhamos que assim néo o seja e que existam nimeros complexos a1, ..., ay, ndo todos nulos, tais
que a1 Aby + - -+ + a, Ab,, = 0. Pela linearidade de A, segue que A (a1by + -+ + a,b,) = 0. Novamente, pela hipétese
que Av = 0 vale apenas para v = 0, segue que a1by + -+ - + a, b, = 0. Isso, porém, diz que os vetores {by, ..., b,} séo
linearmente dependentes, o que é absurdo.

Logo, {Aby, ..., Ab,} é um conjunto de n vetores linearmente independente em C" e, portanto, é uma base nesse
espago. Assim, qualquer z € C™ pode ser escrito como uma combinagao linear tal como z = 81 Aby + --- + 8, A4b,, =
A(B1by + -+ + Buby,). Isso mostra que x estd na imagem de A. Como x é arbitrario, segue que A é sobrejetora. |

Um corolério evidente é o seguinte:

Corolario 10.1 Uma matriz A € Mat (C, n) € ndo bijetora (ou seja, ndo possui inversa) se e somente se existir um
vetor nao-nulo v tal que Av = 0. O

O seguinte coroldrio indica uma maneira pratica, necessaria e suficiente de se constatar se uma matriz A € Mat (C, n)
tem inversa.

Coroldrio 10.2 Seja A € Mat(C, n) da forma A = [[al, ey anﬂ para o conjunto de vetores ai, ..., Qn QUE
representam suas colunas. Entdo, A € inversivel se e somente se os vetores ay, ..., a, forem linearmente independentes.
Vale também a afirmagao que A € inversivel se e somente se suas linhas forem linearmente independentes. O

v1
Prova. Se v € C™ é o vetor coluna v = < :
Un
Av =wv1a1 + ...+ vpa,. Com isso, vemos que a afirmagio que existe v ndo-nulo tal que Av = 0 equivale a afirmagao que
os vetores-coluna ay, ..., a, sao linearmente dependentes.

) , entao é facil constatar (pela regra de produto de matrizes. Faga-o!) que
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Como A é inversivel se e somente se AT o for (Proposicao 10.1, pagina 465), vale afirmar que A é inversivel se e
somente se suas linhas forem linearmente independentes. |

e Propriedades basicas de determinantes de matrizes

Seja A € Mat (C, n) da forma A = [[al, ceey an]] para o conjunto de vetores aj, ..., a, que representam suas

colunas. O determinante de A, det(A), foi definido em (3.7), pdgina 225, como

det(A) = wger(ar, ..., an), (10.16)
onde wget é a forma alternante maximal em n dimensoes, normalizada de sorte que wqet(er, ..., €,) = 1. Com isso,
vale det(1) = 1. Assim, se S,, denota o conjunto de todas as bije¢oes de {1, ..., n} em si mesmo (o chamado grupo de
permutagoes de n elementos, estudado na Segao 21.2, pagina 1033), tem-se waet(€j(1), -- -, €j(n)) = sinal (j) para todo
j € Sy e, portanto, vale a expressao (3.8), pagina 225:

det(A) = Y sinal () Aia) - Anjn) - (10.17)
JESn

frequentemente denominada férmula de Leibnizt para o determinante de uma matriz. Acima, sinal (j) denota o sinal, ou
paridade, da permutacdo j € S,, nocao detalhada na Secdo 21.2.1.1, pagina 1037, e corresponde a (—1)* onde kj éo
nimero de permutagoes de vizinhos necessérias para levar a sequéncia finita 5(1)5(2)j(3) - -j(n) a sequéncia 123 - - - n.

O teorema a seguir reine todas as propriedades fundamentais do determinante de matrizes.

Teorema 10.1 Para toda matriz A € Mat (C, n) valem:

1. det(AA) = A" det(A) para todo A € C.

2. det(A) = det (AT). Consequentemente, o determinante de uma matriz troca de sinal quando da permuta de duas
de suas colunas ou linhas.

. det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) para qualquer B € Mat (C, n).

3
4. det(A) = det(SAS™Y) para qualquer S € Mat (C, n), inversivel.
5. Se det(A) =0, entao A ndo tem inversa.

6

. Se det(A) # 0, entdo A tem inversa e vale a chamada regra de Laplace?:

-1 _ 1 T
= Jeca CorA” (10.18)

onde Cof(A) € Mat (C, n), denominada matriz dos cofatores de A, é a matriz cujos elementos sdo
Cof(A)jr = wdet(ar, ..., Gk—1, €j, Aty ..., Gy) = det [[al, coy Qk—1, €, Gkgl, -, anﬂ . (10.19)
Em palavras, Cof(A);i € o determinante da matriz obtida substituindo a k-ésima coluna de A pelo vetor e;. No

prézimo item veremos outra caracterizagao da matriz dos cofatores Cof(A).

Conguntamente com o item 5, concluimos que A tem inversa se e somente se det(A) # 0.
7. Os elementos de matriz de Cof(A) sdo dados por
COf(A),L] = (71)i+jMeH(A)ij s

onde Men(A), chamada de matriz dos menores de A, € a matriz de Mat (C, n) definida de sorte que cada elemento
Men(A);; seja o determinante da matriz (n —1) x (n—1) obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna
de A. Sen =1, convenciona-se definir Men(A) = 1. Assim, para det(A) # 0, a regra de Laplace escreve-se
(A7Y). = ! Cof(A)j; = ﬂMen(A) i (10.20)
i det(A) T det(A) e '
LGottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
2Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
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8. Para qualquer k € {1, ..., n} valem a expansio em linhas do determinante
n
det(A ZA’W Cof (A)g; = Y _(=1)7*Ag; Men(A)y; (10.21)
j=1

e a expansao em colunas do determinante

—1)7TF A, Men(A)y, . (10.22)

'MS

det(A Z Aji Cof(A

1

J

m (10.211), pdgina 576, apresentaremos outra férmula explicita para o computo da inversa de matrizes baseada no
Teorema de Hamilton-Cayley (Teorema 10.4, pagina 486).

Demonstrag¢do do Teorema 10.1. Prova de 1. Pela férmula de Leibniz (10.17),

det(AA) = > sinal (j) Ayj1) - M) = A" det(A) .
JESK

Prova de 2. Observemos a férmula de Leibniz (10.17). Usando o fato elementar que um produto de nimeros complexos
nao depende da ordem dos fatores, podemos escrever Ayj1) -+ Anjmn) = Aiyjaq)) * Aim)jan)) para qualquer [ € S,,.
Em particular, escolhendo I = j -1 obtemos Ay Apjin) = Aj-1(1)1 Aj-1(n)n- Assim, pela férmula de Leibniz
(10.17), e usando o fato que sinal (j) = sinal (j~!) para todo j € S,, (justifique!), vale

det(A) = Z Ajfl(l)l"'Ajfl(n)n sinal(jfl) = Z sinal(jfl)Arl(l)y~~Aj71(n)n

JESn jlesSn

Z sinal (j) Aj(1)1 -+ Ajnyn = det (AT) .
JESR

Quando da permuta de duas linhas ou colunas de A seu determinante troca de sinal devido & alternancia da forma
wdet- A igualdade det(A) = det (AT) ensina que isso também ocorre quando da permuta de linhas.

E. 10.1 Ezercicio. Justifique todas as passagens acima. o+

Prova de 3. Sejam A = [[al, ceey an]] e B= [[bl, cee bn]]. Temos que AB = [{Abl, cee Abn]] (vide (10.12)). Agora,

n

= > Awlb)k = > (ar)i(bi)k ou seja, Ab; = > (bj)kax -
k=1

k=1 k=1
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Assim,
det(AB) = waet(Aby, ..., Aby)
n n
= Wdet (Z((h ko Okys - Z Ve Oy )
k=1 En=1
xnult]l]x):edrldade Z . Z (bl)kl . (bn)kw Waet (ak17 el akn)
k=1  kn,=1
= (b))« - (bn)k(n) waet (an(iys - s Q(n))
keSn
= sinal (k) (b1)k(1) - - - (bn)k(n) Wdet (a1, -+ -, an)
keSn
= <Z smal b1 k(l) (bn)k(n)) det(A)
keSn
= det(B)det(A) .
Acima, na passagem da terceira para a quarta linha usamos o fato que wget (ag,, ..., ak,) anula-se a menos que a
k1, ..., kn sejam distintos, o que somente ocorre se forem da forma k(1), ..., k(n), respectivamente, para algum
k € S,. Na passagem da quarta para a quinta linha usamos que wgqet (ak(l), ce ak(n)) = sinal (k) Wget (a1, .., an),

pois wyer ¢ uma forma alternante.

Estabelecemos, portanto, que det(AB) = det(A)det(B) = det(BA).

Prova de 4. Do item 3 segue que, para quaisquer A, S € Mat (C, n), com S inversivel, vale det(A4) = det((AS™1)S) =
det(SAS).

Prova de 5. Se det(A) = 0 entdo A ndo pode ter inversa, pois se existisse A~! terfamos 1 = det(1) = det(AA~!) =
det(A) det(A~1) = 0, absurdo.

Prova de 6. E bastante claro que podemos escrever
n
ar = > Aje;. (10.23)
Logo, para qualquer k € {1, ..., n} vale
det(A) = Wdet(ah ceey Ap—1, Ay Qf41y -y an) = ZAjk Wdet(ala ceey Qf—1, ej7 Aft15 « -y an) .
Note que e; ocorre na k-ésima posicao. Provamos assim que

det(A) = Zn: Aji, Cof (A) 1, (10.24)

onde a matriz Cof(A) foi definida em (10.19). Mostremos agora que para [ # k a expressao Z Aj; Cof(A); é nula. De
j=1
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fato,

n n
E Aj; Cof(A)jr = E Aji waer(at, -.., ag—1, €, Qry1, -, Gp)
i=1

Jj=1
(10.23)
=" wyet(ar, ..., ag-1, a, QGgg1, --., an) = 0,
pois em wget (a1, .., ag—1, Gi, Akt1, -- -, An) O vetor a; aparece na l-ésima e na k-ésima posicao o que faz wger anular-se,
por ser uma forma alternante. Provamos, assim, que
n
E Ay COf(A)jk = 0y det(A) . (10.25)
=1

Vamos supor que det(4) # 0. Defina-se a matriz G = det(A)"1Cof(A)T, cujos elementos de matriz sdo Gy; =
det(A)~1Cof(A);x. Entdo, (10.25) diz-nos que

ZijAjl = O , ou seja, GA = 1.
j=1

Isso significa que A é inversivel com A~1 = G.
Prova de 7. Observemos primeiramente que, supondo provisoriamente k& > 1,
waet(ar, - ., ap—1, €5, k41, -+, ap) = Waet (a1 *Aﬂej, ceey Ak—1, €5, A1, - -+ an)

devido & linearidade e ao fato que wget(€j, ..., ax—1, €, Ak+1, --., an) = 0, pelo fato de wqes ser alternante. Agora,
a j-ésima linha do vetor-coluna a; — Aji1e; é nula. Repetindo esse argumento podemos anular j-ésima linha de todas

as colunas da matriz [[al, ceey Qk—1, €, Qpg1, -, an], exceto a k-ésima coluna, sem alterar seu determinante. Um

pouco de meditagao nos convence que a matriz resultante é obtida da matriz A anulando-se a k-ésima coluna e a j-ésima
linha, exceto no cruzamento das duas, onde o elemento de matriz vale 1 (elemento jk). O determinante dessa matriz é
COf(A)jk.

Pelo item 2 e pela propriedade de alternancia, sabemos que o determinante de uma matriz troca de sinal quando
permutamos a posi¢ao de duas colunas ou duas linhas quaisquer. Com esse tipo de operacao podemos transportar o 1
do elemento jk até a posicao nn da matriz, ao preco de realizar n — k transposicoes de colunas vizinhas e n — j de linhas
vizinhas, as quais alteram o determinante por fatores (—1)”_’“ e (—1)"77, respectivamente. Temos com isso que

A[jk] :
Cof(A)jr = (—1)** det (A[jk]) com AR = det ,

onde AV* ¢ a matriz de Mat (C, n — 1) obtida eliminando a j-ésima linha e a k-ésima coluna da matriz A. Pela férmula

de Leibniz (10.17), 4 4 ‘
det (AUM) = lezsn sinal (1) (AD9) | (ABE)
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Como (.A[jk]) = Oi(n),n (justifique!), segue que

det (A[jk]) = Z sinal (1) <A[jk])1l/(1) e (A[jk])(TL—l)l/(TL—l)

l'eSn—1

= D sinal(l) (A[jk]>u'(1> o (A[jk])(nﬂ)l’(nfl)

'eSn_1

nl(n)

det (A[jk]) = Men(A) -

(Justifique por que a soma no lado direito da primeira linha acima é sobre S,_1 e nido mais sobre S,,). Provamos,

portanto, que ‘
Cof(A)jr, = (—1)¥ Men(A);y, .

A relagao (10.20) é imediata por (10.18).

Prova de 8. Eq. (10.22) é imediata por (10.24) e pelo item 7. Eq. (10.21) segue facilmente de (10.22) usando o item 2. W

e Menores e cofatores de uma matriz. Propriedades adicionais

E. 10.2 Ezercicio. Seja ¥ € Mat (C, n), ¥ = diag (+1, -1, 41, ..., (=1)"""), a matriz diagonal cujos elementos s3o alternada-
mente +1 e —1, ou seja, Z;; = (—1)"1d;;. Mostre que

Cof(A) = E“Men(A)x ™"
para toda matriz A € Mat (C, n). o,
Para uma matriz M € Mat (C, n), a transformacio de similaridade M — Y MX~! é denominada “chessboard

transformation” , pois com ela os sinais sao trocados em M como alternam-se as cores das casas em um tabuleiro de
xadrez.

E. 10.3 Ezercicio. Usando a regra de Laplace (10.18), mostre que para toda matriz A € Mat (C, n) valem as relacdes
Men(ZAX™!) = EMen(A)X™",  Cof(SAY™') = ZCof(A)L™",
Cof(A) = Men(ZAX™'),  Men(A) = Cof(TAZ™") .

L3l

Se A € Mat (C, n) é inversivel, segue da regra de Laplace (10.18) que det (A_l) = m det (Cof(A)) e, portanto,
det (Cof(A)) = det(4)"". (10.26)
Do Exercicio E. 10.3, conclui-se também que

det (Men(A4)) = det(4)" . (10.27)

E. 10.4 Ezercicio. Mostre que para toda matriz A € Mat (C, n), n > 2, vale

n—2

Cof (Cof (A)) = (det(A))" "A.

Do Exercicio E. 10.3, obtém-se também
Men(Men(A)) = (det(A))niQA .

Assim, para toda matriz A € Mat (C, n) vale
Cof (Cof(A)) = Men(Men(A)) .

Portanto, se det(A) =1 e n > 2, vale Cof (Cof(A)) = Men(Men(A)) = A. o,
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e Um resultado util

Mais abaixo, usaremos o seguinte fato:
Proposic¢ao 10.3 Seja M € Mat (C, n) uma matriz da seguinte forma

A ®k, n—=k
A{ =

B C

onde A é uma matriz k X k (com k <n), B é uma matriz (n — k) x k e C € uma matriz (n — k) x (n — k). Entao,

det(M) = det(A)det(C) .

O
Prova. O primeiro ingrediente da prova é a constatacao que
A Ok n—k A Ok, n—#k 1r Ok n—k 1y Ok, n—#k
B C On—t,k  Lp—g B 1, On—rk, k c
E. 10.5 Ezercicio. Verifique! "
Com isso, temos pela regra do determinante de um produto de matrizes que
A Ok, n—#k 1r Ok n—k 1y Ok, n—#k
det(M) = det det det
On—t, k. Lp—k B 1, On—rk, k c
Agora, pelas regras (10.21)—(10.22) de cdlculo de determinantes, é ficil constatar (faga-o!) que
A Ok, n—#k 1y Ok, n—k 1r Ok n—s
det = det(A), det = det(C) e det =1. (10.28)
(Dn—k, k ﬂn—k (Dn—k, k c B ]In—k

Cada uma das igualdades acima pode ser provada usando-se a expansao em linhas (10.21) para o determinante. Essa

1 O, n—k

regra nos diz, por exemplo, que o tltimo determinante em (10.1), o da matriz (B ), é igual ao determinante

1n—k
Tp—1 Ok—1,n—&
B, Lp—k

de B eliminando-se sua primeira coluna. Mas essa é uma matriz do mesmo tipo da anterior e podemos continuar
eliminando a primeira linha e a primeira coluna. Apods k repetigoes desse procedimento, resta apenas a matriz 1,_g,
cujo determinante vale 1. Para o segundo determinante em (10.21) procede-se analogamente. Para o primeiro, comega-se

eliminando a 1ltima linha e a ltima coluna. Isso completa a prova. |

da matriz obtida eliminando-se a primeira linha e a primeira coluna: ( ), com Bj sendo a matriz obtida

10.2 Nocoes Basicas sobre o Espectro de uma Matriz

e O espectro de uma matriz

Seja A € Mat (C, n) uma matriz n X n com entradas complexas. No estudo das propriedades de A é de grande
importancia saber para quais nimeros complexos A a matriz A1 — A é inversivel e para quais nao é. Essa questao conduz
as seguintes importantes defini¢oes:
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Definicao. O espectro de A € Mat (C, n), denotado por o(A), é definido como sendo o conjunto de todos os A € C
para os quais a matriz Al — A ndo tem inversa. Assim, um nimero complexo A é dito ser um elemento do espectro de
A € Mat (C, n) se a matriz A1 — A ndo possuir uma inversa. [ )

Definicdo. O conjunto resolvente de A € Mat (C, n), denotado por p(A), é definido como sendo o conjunto de todos

0s A € C para os quais a matriz A1 — A tem inversa. Assim, um numero complexo A é dito ser um elemento do conjunto

resolvente de A € Mat (C, n) se a matriz A1 — A possuir uma inversa. [
E evidente que o(A) e p(A) sdo conjuntos complementares, ou seja, o(A) N p(A) = () mas o(4) U p(4) = C.

Um fato importante é que Al — A é néo inversivel se e somente se det(ALl — A) = 0 (vide Teorema 10.1, pagina 467).
Assim, um niimero complexo A é um elemento do espectro de uma matriz A se e somente se for tal que det(A1 — A) = 0.

Essa observacao conduz-nos adiante ao importante conceito de polindomio caracteristico de uma matriz.

10.2.1 Autovalores e Polinomios Caracteristicos de Matrizes

e O polindémio caracteristico de uma matriz

Seja A € Mat (C, n) uma matriz cujos elementos de matriz sdo A;;. Para z € C a expressao

z — A11 7A12 co *Aln
—Ag z2— Ay - —Azp,
pa(z) = det(z1 — A) = det (10.29)
*Anl *An2 e zZ— Ann

define, um polinémio de grau n na variavel z, com coeficientes complexos, os quais dependem dos elementos de matriz
A;; de A. Isso se constata facilmente pelos métodos usuais de célculo de determinantes (por exemplo, as expansoes em
linha ou coluna de (10.21) e (10.22)),

Esse polindémio é denominado polinémio caracteristico de A e desempenha um papel muito importante no estudo de
propriedades de matrizes. O leitor podera encontrar na Secao 10.11.1, pagina 575, uma expressao mais explicita para
o polinémio caracteristico em termos dos elementos de matriz A;; de A (vide (10.210), pagina 575), mas por ora nao
precisaremos de maiores detalhes sobre esse polinomio.

Como todo polinémio complexo de grau n, ps possui n raizes, nao necessariamente distintas no plano complexo
(Teorema Fundamental da Algebra). As raizes do polinémio caracteristico p4 sao denominadas autovalores da matriz A.
Assim, o espectro de uma matriz A coincide com o conjunto de seus autovalores. O estudo de autovalores de matrizes é
de grande importancia na Algebra Linear e em suas aplicacoes a Teoria das Equagoes Diferenciais, a Geometria, a Teoria
dos Sistemas Dinamicos e a Fisica, especialmente a Fisica Quéantica.

Seja A € Mat (C, n) uma matriz e sejam a3, ..., ar, 1 < r < n, seus autovalores distintos, cada qual com
multiplicidade a1, ..., a,, respectivamente, ou seja, cada «; é uma raiz de ordem a; € IN do polindémio caracteristico de

A:

T

pa(z) = det(z1—A) = H(ziai)ai'

A quantidade a; é um numero inteiro positivo e é denominado multiplicidade algébrica do autovalor «;.

Note-se que como o numero de raizes de ps (contando as multiplicidades) é exatamente igual a seu grau, segue
facilmente que a seguinte relacao é valida:

,
> ai =mn, (10.30)
=1

ou seja, a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores de uma matriz A € Mat (C, n) é n. Uma consequéncia
elementar disso é a seguinte proposicao til:
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Proposicao 10.4 Seja A € Mat (C, n) uma matriz e sejam o, ..., o, 1 <1 < n, seus autovalores distintos, cada
qual com multiplicidade algébrica a1, ..., a,, respectivamente. Entao,

T

det(A) = ] (o)™ . (10.31)

k=1
O

Prova. Por definicdo, o polindémio caracteristico de A é p4(z) = det(z1 — A) = [],._,(z — ax)*. Tomando z = 0 e usando
(10.30), teremos det(—A) = (—1)" []}_, (ax)**. Porém, det(—A) = (—1)™det(A) e a proposi¢ao estd demonstrada. M

e Matrizes similares. Transformacgoes de similaridade

Duas matrizes A € Mat (C, n) e B € Mat (C, n) sao ditas matrizes similares se existir uma matriz inversivel
P € Mat (C, n) tal que P"'AP = B. Para uma matriz inversivel P € Mat (C, n) fixa, a transformagao que leva cada
matriz A € Mat (C, n) & matriz P"1AP é denominada transformagdo de similaridade.

Sabemos que o determinante é invariante por transformagoes de similaridade, pois para toda matriz A vale det(A4) =
det(P~1AP), mas nio é o tinico objeto associado a uma matriz que é invariante por tais transformacoes. O polinémio
caracteristico e, portanto, o conjunto de seus autovalores (incluindo as multiplicidades algébricas), também o é. Isso é o
conteiido da seguinte afirmagao.

Proposicao 10.5 Sejam A e B € Mat (C, n) duas matrizes similares, ou seja, tais que existe P € Mat (C, n), inversivel,
com B =P~ YAP. Entdo, os polindmios caracteristicos de A e de B coincidem: pa = pg.

Consequentemente, se A e B € Mat (C, n) sao similares, seus autovalores sao iguais (e, portanto, seus espectros:
o(A) = o(B)), incluindo suas multiplicidades algébricas. O

Prova. O polinémio caracteristico de A é pa(z) = det(z1 — A) e o de B é pp(z) = det(z1 — B). Logo,
pa(z) = det(z1 — A) = det(P (21 — A)P) = det(21 — P"'AP) = det(21 — B) = pp(z), (10.32)

para todo z € C. Acima usamos o fato que para P inversivel e para qualquer matriz M vale det(P~1MP)
det(P~1) det(M) det(P) = det(P~1P)det(M) = det(1) det(M) = det(M).

e Comentarios sobre matrizes inversiveis e sobre matrizes nao inversiveis

Proposicao 10.6 Seja A € Mat (C, n) uma matriz arbitrdria e B € Mat (C, n) uma matriz inversivel. Entdo, existem
constantes My e My (dependentes de A e de B) com 0 < My < Mj tais que a matriz A + uB € inversivel para todo
w€ C com0 < |pu| <M epara todo u € C com |p| > M. O

Prova. Como B tem inversa, podemos escrever A + uB = (u]l + AB_l) B. Assim, A + puB serd inversivel se e somente
se pl + AB~! o for.

Seja C = —AB™! e sejam {\1, ..., An} C C as n rafzes (ndo necessariamente distintas) do polinémio caracteristico
pc da matriz C. Se todos as raizes forem nulas, tomemos M; = My > 0, arbitrarios. De outra forma, definamos M;
como sendo o menor valor de |\g| dentre as raizes ndo-nulas de pc: M7 := min{|\¢|, Ak # 0} e definimos M5 como sendo

o maior valor de |A;| para todos os k’s: Ma := max{|A\x|, k=1, ..., n}. Entéo, o conjunto {uz € C| 0 < |u| < M1} e o
conjunto {p € C| |u| > M2} ndo contém raizes do polinémio caracteristico de C' e, portanto, para p nesses conjuntos a
matriz pl — C = ul + AB~! é inversivel. |

Uma consequéncia evidente da Proposicao 10.6 é a seguinte afirmagao:

Coroldario 10.3 Seja B € Mat (C, n) uma matriz inversivel e A € Mat (C, n) uma matriz arbitrdria. Entdo, existem
constantes 0 < Ny < Na (dependentes de A e de B) tais que para toda v € C com |v| < N1 ou com |v| > N a matriz
B+ vA é também inversivel. O
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Prova. Para v = 0 a afirmacdo é evidente. Para v # 0 a afirmagao segue Proposi¢do 10.6 escrevendo-se B + vA =
Z/(A-i-%B) e tomando-se p = 1/v, Ny = 1/My e Ny = 1/M;. [ |

O interesse pelo Corolédrio 10.3 é devido ao fato de este afirmar que se B € Mat (C, n) uma matriz inversivel entao
toda matriz préxima o suficiente da mesma é também inversivel. O estudante mais avancado ha de reconhecer que essa
afirmagao ensina-nos que o conjunto da matrizes inversiveis em Mat (C, n) é um conjunto aberto (em uma topologia
métrica adequada). Essa afirmagao serd generalizada (a saber, para dlgebras de Banach com unidade) no Coroldrio 39.6,
pégina 2067.

A Proposicao 10.6 afirma também que é sempre possivel encontrar uma matriz inversivel “préxima” a uma matriz
ndao inversivel. De fato, se A € Mat (C, n) ndo tem inversa a Proposi¢ao 10.6 garante que a matriz A+ ul, por exemplo,
serd inversivel para todo p € C com || pequeno o suficiente, mas nao-nulo.

Uma forma geométrica de compreender as afirmagoes acima é lembrar que conjunto Mat (C, n) é um espaco vetorial
n2-dimensional complexo e as matrizes inversiveis sio um subconjunto (n2 — 1)-dimensional do mesmo, pois sdo carac-
terizados pela condicdo de terem determinante nulo, uma condicdo polinomial sobre os n? coeficientes das matrizes que
define, portanto, uma uniao finita de superficies algébricas (n? — 1)-dimensionais fechadas em Mat (C, n). Desse ponto
de vista geométrico, fica claro que o conjunto das matrizes inversiveis é aberto (por ser o complementar das superficies
fechadas mencionadas acima) e fica claro que é sempre possivel encontrar uma matriz inversivel préxima a uma matriz
nao inversivel, pois estas tltimas residem em superficies algébricas de dimensao menor que a dimensao de Mat (C, n).

e Uma propriedade dos polindmios caracteristicos

A seguinte proposigdo, a qual contém uma afirmacdo em nada evidente, é uma consequéncia da Proposigdo 10.5,
péagina 474, e da Proposicao 10.6, pagina 474:

Proposicao 10.7 Sejam A, B € Mat (C, n). Entao, o polinémio caracteristico de AB € igual ao polinémio carac-
teristico de BA, ou seja, pa = pBA.

Consequentemente, se A, B € Mat (C, n) entdo as matrizes AB e BA tém os mesmos autovalores (e, portanto, os
mesmos espectros: o(AB) = o(BA)), com as mesmas multiplicidades algébricas. O

O estudante mais avancado poderd interessar-se em encontrar na Proposicao 39.30, pagina 2068, uma versao dos
resultados da Proposigao 10.7 para o caso de dlgebras de Banach com unidade.

Prova da Proposicdo 10.7. Se A ou B sao inversiveis (ou ambas), entdo AB e BA sdo similares, pois no primeiro caso
teremos AB = A(BA)A~! e no segundo teremos AB = B~!(BA)B. Nesses casos a afirmacao segue da Proposigao 10.5,
pégina 474. O tnico caso que resta considerar é aquele no qual nem A nem B sdo inversiveis. Nesse caso, porém, temos
pela Proposigao 10.6, pagina 474, que existe M > 0 tal que a matriz A + ul é inversivel para todo u € C pertencente
ao aberto 0 < |u| < M. Assim, para tais valores de p valerd, pelo raciocinio acima p(a4,u1)B = PB(A+u1)- Agora, os
coeficientes de p(a4,u1)B € de Pp(a+,1) Sa0 polindmios em p e, portanto, sdo fungoes continuas de p. Logo, a igualdade
P(A+u1)B = PB(A+u1) Permanece vdlida no limite y — 0, fornecendo pap = ppa, como desejavamos demonstrar. |

A Proposigao 10.7 pode ser generalizada para matrizes nao quadradas, como indicado no exercicio que segue:

E. 10.6 Ezercicio. Sejam A € Mat (C, m, n) e B € Mat (C, n, m), de sorte que AB € Mat (C, m) e BA € Mat (C, n). Mostre
que z"pap(x) = 2™ppa(z). Sugestio: Considere as matrizes (m + n) x (m + n) definidas por

A Om,m B On, n
A/ = e B/ =
(Dn, n ®n, m ®m, m ®m, n
(Vide (10.7), pdgina 464). Mostre que
AB  Om, n BA  On,m
A'B" = e que B'A =

®n, m ®n, n ®m, n ®m, m
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Em seguida, prove que parp/(z) = 2"pap(x) e que pgra/(xz) = 2™ppa(x). Pela Proposicdo 10.7, tem-se pa/p/(x) = ppra/(z), de
onde segue que z"pap(z) = 2" ppa(z).

Segue disso que o conjunto de autovalores ndo nulos de AB coincide com o conjunto de autovalores ndo nulos de BA: o(AB)\{0} =
o(BA)\ {0} e, portanto, 0(AB) e o(BA) podem ndo ter em comum apenas o elemento 0. o,

10.2.2 Autovetores

e Autovetores

Pela definicao, um numero Ay € C é um autovalor de uma matriz A se e somente se A\gll — A nao tem inversa e,
portanto (pelo Coroldrio 10.1, pdgina 466) se e somente se existir um menos um vetor nao-nulo v tal que (Mgl — A)v =0,
ou seja, tal que Av = Agv. Chegamos a mais uma importante definigao:

Definicao. Um vetor nao-nulo v é dito ser um autovetor de uma matriz A se houver )y € C tal que
Av = Mv .

Note-se que se um tal Ay satisfaz a relagdo acima para algum v # 0 entao Aol — A nao tem inversa. Ag é entdao um
elemento do espectro de A, ou seja, um autovalor. Ay é dito ser o autovalor associado ao autovetor v. [

Uma observacao importante é a seguinte. Sejam v e vy dois autovetores aos quais estd associado o mesmo autovalor,
ou seja, Av; = Agvi e Ave = Mgua. Entéo, para quaisquer nimeros complexos ¢; e ¢a 0 vetor v = ¢1vy + cove também
satisfaz Av = Agu. De fato,

Av = A(Cl’Ul + CQ’UQ) = ClA’Ul + CQA’UQ = Cl)\()’Ul + CQ)\()’UQ = )\()(01’1)1 + 62’02) = )\()’U .
A conclusao é que, para cada autovalor «; de uma matriz A, a colecdo formada pelo vetor nulo e todos os autovetores

de A com autovalor a; é um subespago vetorial. Vamos denotar esse subespaco por &(a;) ou simplesmente &;.

Se a; e aj sdo autovalores distintos de A ent@o os subespagos de autovetores £(a;) e €(a;) tém em comum apenas
o vetor nulo, ou seja, E(a;) N E(a;) = {0}. Isso é facil de provar, pois se w é tal que Aw = a;w e Aw = ojw entdo,
subtraindo-se uma relacdo da outra terfamos 0 = (o — a;)w, que implica w = 0, j& que a; # ¢;.

Essas consideracoes nos levam a mais um conceito importante: o de multiplicidade geométrica de um autovalor.

e A multiplicidade geométrica de um autovalor

Além do conceito de multiplicidade algébrica de um autovalor, hd também o conceito de multiplicidade geométrica
de um autovalor, do qual trataremos agora.

Como antes seja A € Mat (C, n) uma matriz e sejam aq, ..., a., 1 <r < n, seus autovalores distintos, cada qual
com multiplicidade algébrica a1, ..., a,, respectivamente.

Acima introduzimos os subespacos &; = &(«;), definidos como sendo os subespacos gerados por todos os autovetores
que tém «; como autovalor. A multiplicidade geométrica de um autovalor «; é definida como sendo a dimensao do
subespaco &;, ou seja, como sendo o niimero maximo de autovetores linearmente independentes com autovalor «;.

.

E importante advertir de imediato o leitor do fato que a multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica de
autovalores nem sempre coincidem. Isso é bem ilustrado no seguinte exemplo simples. Seja

A =

Seu polinémio caracteristico é

pa(A) = det(AL — A) = det M
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Assim, seu (dnico) autovalor é 0 com multiplicidade algébrica 2. Quais os seus autovetores? S&o aqueles vetores que

a 0 1 a b
satisfazem Av = 0. Denotando v como um vetor coluna v = , a relagao Av = 0 significa = =0.
b 0 0 b 0
a ’
Logo, b = 0 e todos os autovetores sao da forma v = , a € C. E evidente que o subespaco gerado pelos autovetores
0

com autovalor zero tem dimensdo 1. Assim, a multiplicidade algébrica do autovalor zero é 2 mas a sua multiplicidade
geométrica é 1.

e A multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica

Apesar de a multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica de um autovalor nem sempre coincidirem, ha uma
relagao de ordem entre eles. A saber, é possivel mostrar que a multiplicidade geométrica de um autovalor é sempre menor
ou igual a sua multiplicidade algébrica.

Isso segue das seguintes consideragdes. Seja Ao um autovalor de A € Mat (C, n) e €(\g) o subespago gerado pelos
autovetores com autovalor Ay, e cuja dimensao denotaremos por d. Vamos escolher uma base vy, ..., Vg, Ugt+1, -, Un
onde os primeiros d vetores sao elementos de £(\g). Nessa base a matriz A tem a forma

D 0gn—a

Az Ay

onde D é uma matriz d x d diagonal D = diag | Ao, ..., Ao |, A4 é uma matriz (n — d) x (n — d) e A3 é uma matriz
—_———
dvezes
(n —d) x d. Alguns segundos (minutos?) de meditagao, usando a Proposi¢ao 10.3 da pégina 472, nos levam a concluir
que o polinémio caracteristico de A é dado por
det(A1 — A) = (A — Xg)%det(\L — Ay) .

Isso mostra que a multiplicidade algébrica de Ag é pelo menos igual a d, sua multiplicidade geométrica.

E. 10.7 Ezercicio. Realize a meditacio sugerida acima. "

e Matrizes simples

O que foi exposto acima leva-nos naturalmente ao conceito de matriz simples que, como veremos mais adiante, esta
intimamente ligado ao problema da diagonalizabilidade de matrizes.

Definicdo. Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser uma matriz simples se cada autovalor de A tiver uma multiplicidade
algébrica igual a sua multiplicidade geométrica. [

Deixamos para o leitor provar o seguinte fato: toda matriz diagonal é simples.

E. 10.8 Ezercicio. Prove isso. *

Adiante faremos uso da seguinte proposigao.

Proposigao 10.8 Se A € Mat (C, n) é uma matriz simples e P € Mat (C, n) ¢ inversivel entdo P~*AP ¢ também
simples. O

Prova. J4 vimos na Proposicdo 10.5, pdgina 474, que A e P~ AP tém o mesmo polindmio caracteristico e, portanto, os
mesmos autovalores, incluindo suas multiplicidades algébricas. Seja \g um desses autovalores com multiplicidade algébrica
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d e sejam v, ..., vg um conjunto de d autovetores linearmente independentes de A. Os vetores P~ vy, ..., Pty
sdo autovetores de P~1AP com autovalor A\g. De fato, (P_lAP) Py, = P~YAv; = A\gP~'v;. Fora isso os d vetores
P~lvy, ..., P71 vy sdo também linearmente independentes. Para ver isso, suponha houvesse constantes ci, ..., cq tais
que

aP o+ 4cgP g = 0.

Multiplicando-se a esquerda por P teriamos cjvy + --- 4+ cqug = 0. Como vy, ..., vg sdo linearmente independen-
tes as constantes ¢; tém que ser todas nulas, provando que os vetores P~1vy, ..., P~! vy sdo também linearmente
independentes.

Isso prova que a multiplicidade geométrica do autovalor Ag é pelo menos igual a d. Como ela nao pode ser maior que
d (pagina 477), conclui-se que é igual a d provando a proposigao. |

A seguinte proposicao elementar é por vezes tutil para verificar se uma matriz é simples.

Proposicao 10.9 Se todos os n autovalores de uma matriz A € Mat (C, n) forem distintos entao A é simples. O

Prova. Se os autovalores de A sdo ai, ..., ay, todos distintos, entdo cada um tem multiplicidade algébrica igual a 1.
Forgosamente, sua multiplicidade geométrica é também igual a 1, j4 que a multiplicidade geométrica nao pode ser maior
que a algébrica. |

Ressaltemos que a reciproca da proposicao acima nao é verdadeira: uma matriz pode ser simples e possuir autovalores
com multiplicidade algébrica maior que 1.

10.2.3 O Traco de uma Matriz

e O tragco de uma matriz

Seja A € Mat (C, n), cujos elementos de matriz sdo A;i;, 4, j = 1,...n. Sejam A1, ..., A, seus n autovalores (ndo
necessariamente distintos e repetidos conforme sua multiplicidade).

Definimos o trago de A como sendo a soma de seus n autovalores:

Uma conclusao que se tira dessa definicao é que se duas matrizes sao similares, entao ambas tém o mesmo traco, ou
seja, para qualquer matriz inversivel P e qualquer matriz A vale

Tr (P~'AP) = Tr(A). (10.33)
A razao reside na observagao feita acima que duas matrizes similares tém o mesmo conjunto de autovalores e, portanto,
0 mesmo traco.
Temos a seguinte e importante proposicao:

Proposicao 10.10 O trago de uma matriz A € Mat (C, n) € igual a soma dos elementos de sua diagonal principal, ou

seja,
n

Tr(A) = ixa = Aaa. (10.34)

a=1

a

Prova. A demonstracdo consistird em se calcular o coeficiente de A"~! no polinémio caracteristico p(A) de A de dois
modos diferentes. O polinémio caracteristico p4(A) de A é dado por (10.29). As técnicas de cédlculo de determinantes
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e.g., (10.21) e (10.22)) dizem-nos que o coeficiente de A" ~1 é — 3" = A,;. Por exemplo, para o caso n = 2
i=1

)\ - All 7A12 9
p(>\) = det = A\ — )\(Au + AQQ) + A1 A9 — A12A97 .

_A21 A— A22

E. 10.9 Ezercicio. Convenca-se da veracidade da afirmativa acima para o caso de n arbitrdrio. Sugest3o: use a expansdo em cofatores
(10.21)—(10.22) ou leia a Se¢do 10.11.1, pagina 575. o,

Por outro lado, os autovalores de A, A1, ..., A\,, sdo por defini¢do as raizes do polinémio caracteristico. Logo,
pA) = A=A)A=Ag) - (A=An).
Expandindo-se essa expressao, conclui-se que o coeficiente de A\»~1 é

A+ -+ ) = —Tr(4).
E. 10.10 Ezercicio. Certo? o,

Do exposto acima, conclui-se que o coeficiente de A»~! no polinémio caracteristico de A é
n
_ZA”' = —(M+ X)) = —Tr(4),
i=1
0 que termina a prova. |
Essa proposicao leva a duas outras propriedades igualmente importantes: a linearidade do trago e a chamada propri-
edade ciclica do traco.

Proposicao 10.11 (A Linearidade do Trago) Sejam A, B € Mat (C, n) e o, 8 € C. Entdo,
Tr(aA+ BB) = oTr(A) + fTr(B) .

Prova. A prova é imediata por (10.34). |

E curioso notar que a linearidade do trago vista acima é evidente por (10.34), mas ndo é nem um pouco evidente pela
definigao do trago de uma matriz como soma de seus autovalores, pois os autovalores individuais de oA + B nao sao
em geral combinacGes lineares dos autovalores de A e de B, especialmente no caso em que A e B nao comutam!

Proposicao 10.12 (A Propriedade Ciclica do Trago) Sejam A, B € Mat (C, n). Entao,
Tr(AB) = Tr(BA).

Prova. Pelo que vimos acima, tem-se

n n n

TI'(AB) = Z(AB)” = Z Aiij'L' = i: <iBjiAij> = i:(BA)jJ = TI'(BA) .

i=1 i=1 \j= i=1 j=1

Na segunda e quarta igualdades usamos a regra de produto de matrizes. Na terceira igualdade apenas trocamos a ordem
das somas. |

A propriedade ciclica expressa na Proposi¢ao 10.12 pode ser provada diretamente da definigao do trago de uma matriz
como soma de seus autovalores (incluindo multiplicidades algébricas) se recordarmos a Proposigao 10.7, pdgina 475, que
afirma que AB e BA tém os mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades algébricas.
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10.2.3.1 Algumas Relagoes entre Determinantes e Tragos de Matrizes

Proposicao 10.13 (Férmula de Jacobi) Seja A(a) € Mat (C, n) uma matriz que depende de forma diferencidvel de
uma varidvel a (que pode ser real ou complexa) em um certo dominio. Entdo, vale

%(det (A@)) = ™ (Cof(A(a))T dd Ala )) . (10.35)

Se A(«) for invertivel para todos os valores de o no dominio considerado, vale também

1 d d
——————(det (A = Tr( A(a)"'— : 10.36
det (A ())da( et ( ())) r< (@) da (a)) ( )
Tanto a relacio (10.35) quanto a relagio (10.36) sdo por vezes denominadas férmula de Jacobi®. O
Prova. Por (10.17), tem-se
(gt (Ale)) = sinal () iAlﬂ'(l)(O‘)  Aprny ( + sinal () A (1) () - - iAmr(n) (@)
da da da
TESn TESn
n
= Zdet (Bi()) ,
k=1
onde Bj(a) é a matriz obtida substituindo a k-ésima linha da matriz A(a) pela linha (diAkl(Oé) e LA, (a)).
Usando a expansao em linha do determinante, expressao (10.21), temos
det (Br(e)) = > ( Agjla ) Cof (A(a)),,; -
Jj=1
Logo,
d (det ) z":z": iAk-(a) Cof(A()),. = Tr Cof(A(a))TiA(a)
da — = da” " kj do ’
estabelecendo (10.35). A relacao (10.36) segue de (10.35) com uso de (10.18). |

A expressao (10.36) é 1itil até mesmo no contexto da Geometria Riemanniana. Para uma aplicagdo naquele contexto,
vide expressao (34.113), pagina 1700. Uma das consequéncias de (10.36) é o seguinte resultado, também muito util:

Proposicao 10.14 Seja A € Mat (C, n). Entdo, vale que
det (e?) = ™). (10.37)
O

Nota para o estudante. A nogio de exponencial de uma matriz ser apresentada em (11.21), pagina 590. E fécil ver de (11.21) que Ae? = e4 A
A

para qualquer matriz A € Mat (C, n). Da Proposigdo 11.6, pdgina 592, segue facilmente que e é invertivel e que sua inversa é e~ 4 também
para qualquer A € Mat (C, n). &

Prova da Proposicdo 10.14. Tome-se A(c) := 4. Entéo, f£e®4 = Ae®4 = ¢4 A (por (11.21)) e, portanto, (e‘”‘)_lﬁeo“‘ =
A. Dessa forma, (10.36) fica - Indet (A(c)) = Tr(A). Integrando-se em « entre 0 e 1 e lembrando que A(1) = e” e que

A(0) = 1, teremos In det (eA) = Tr(A), que é o que queriamos provar. |

Uma segunda demonstracao da Proposicao 10.14 sera encontrada na Proposicao 11.7, pagina 594.

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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10.2.4 Localizacao dos Autovalores. Os Discos de Gershgorin

Em muitos problema tedricos e praticos é importante possuirmos uma nogao suficientemente precisa da posicao no plano
complexo dos autovalores de uma matriz A € Mat (C, n). Um dos teoremas mais simples, uteis e elegantes nessa dire¢ao
é um resultado obtido por Gershgorin? em 1931°, conhecido como Teorema dos Discos de Gershgorin, que passamos a
apresentar.

Na Secao 10.5.3, pagina 521, apresentaremos outros resultados sobre a localizagao do espectro de matrizes autoad-
juntas.

Aqui, nosso primeiro resultado preparatério é o seguinte lema, devido a Lévy®, que afirma que se o valor absoluto de
cada elemento da diagonal de A for maior que a soma dos valores absolutos dos demais elementos da linha” correspondente
na matriz, entdo A possui uma inversa.

Lema 10.1 Se A € Mat (C, n) satisfaz

|Aii] > 0i(A4), para todoie€{l, ..., n}, (10.38)
onde
n
0i(4) = > |4y, (10.39)
p=t
entdo det(A) # 0. O
Nota. A propriedade (10.38) é por vezes denominada domindncia diagonal estrita da matriz A. &

Prova do Lema 10.1. Vamos supor, por contradigao, que (10.38) é satisfeita mas det(A) = 0. Entao, A ndo possui inversa

e, pelo Corolério 10.1, pagina 466, existe um vetor nao nulo v € C™ tal que Av = 0. Sejam vq, ..., v, as componentes
de v e seja v, a componente de v com maior médulo: |v,| = max {|U1|7 R |vn|} > 0. A equacao Av = 0 se escreve em
n
componentes 2?21 A;;v; =0 paratodo i € {1, ..., n}. Assim, para i = r tem-se A, vy = — Z A, jv;. Portanto,
j=1
v

n n

[ A | Jor| < Z [Arjl |vj] < Jor] Z |Arj| = |vr]ok(4)
j=1 j=1
v v

implicando que |A,.| < 0k(A), 0 que contradiz a hipétese (10.38). Portanto, sob (10.38) devemos ter det(A) # 0. |

Para A € Mat (C, n), denotamos por D;(A4), i € {1, ..., n} o disco fechado em C centrado em A;; e de raio g;(A):

Dz(A) = {Z S ®| |Z — A“| < Qz(A)} .

Esses discos sio denominados discos de Gershgorin®.

Nosso segundo resultado afirma que se A é um autovalor de A, entao A esta contido em algum dos discos de Gershgorin.

Lema 10.2 Seja A um autovalor de A € Mat (C, n). Entdo, A € D;(A) para algum disco de Gershgorin D;(A) de A.
a

4Semyon Aronovich Gershgorin (1901-1933). Seu nome é também transcrito como Gerégorin.

58. Gerschgorin, “Uber die Abgrenzung der Eigenwerte einer Matrix”, Izv. Akad. Nauk. USSR Otd. Fiz.-Mat. Nauk, 6: 749-754. (1931).

6Lucien Lévy (1853-1912). O trabalho original é: L. Lévy. “Sur la possibilité de 1’équilibre électrique”. Comptes Rendus des Seances de
I’Académie des Sciences. Paris. 93, 706—708. t. XCIII (1881). Lucien Lévy foi o pai do matematico Paul Lévy, conhecido por suas contribuigoes
a Teoria das Probabilidades e Processos Estocésticos.

7Como o determinante e o espectro de uma matriz sio iguais a de sua transposta, todos os resultados da corrente secdo permanecem validos
trocando-se linhas por colunas.

8Impropriamente, eles sdo também denominados circulos de Gershgorin por alguns autores.
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Prova. Em primeiro lugar, note-se o fato trivial que para todo p € C tem-se para cada i € {1, ..., n} que g;(A+ ul) =
0i(A), pois ambas as matrizes A + pul e A coincidem fora da diagonal principal.

Se A é um autovalor de A € Mat (C, n), entdo det(A — A1) = 0. Logo, pelo Lema 10.1, pagina 481, nao pode
valer para todo ¢ € {1, ..., n} que }(A — /\]l)“'} > 0i(A+ pl) = 0;(A). Portanto, para algum indice j deve valer
[Ajj = A = (A= A1)5| < 0;(A). |

A questao que se coloca é se todo disco de Gershgorin de A € Mat (C, n) contém um autovalor de A. De modo geral,
a resposta é nao, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 10.1 Seja B = (93). Uma simples conta revela que seus autovalores sao A = 3. Seus discos de Gershgorin sdo
Di(B) = {z € C| |2| <9} e D2(B) = {z € C| || < 1}. Vemos que ambos os autovalores estdo contidos em D1(B) mas nenhum
em DQ(B) )u

Considere-se, em contraste, o seguinte exemplo:

Exemplo 10.2 Seja C = (!9 };). Uma simples conta revela que seus autovalores sao A = £v/99 ~ £9,95. Seus discos de
Gershgorin sdo D1(C) = {z € C| |z — 10| < 1} e D2(C) = {z € C| |z + 10| < 1}. Vemos que o autovalor +1/99 estd contido em
D1(C) e o autovalor —v/99 estd contido em D2 (C). o

O que o Teorema 10.2 a seguir revelard é que a diferenga relevante entre os dois exemplos acima é que no primeiro,
D; e D5 nao sao disjuntos, mas no segundo o sao.

Precisamos de mais uma definicdo. Para A € Mat (C, n), dizemos que dois discos de Gershgorin distintos D;(A) e
D;(A), com i # j, sao conectados se D;(A) N D;j(A) # 0 e que sdo desconectados se D;(A) N D;(A) = 0.

A unido de todos os discos de Gershgorin Dy(A) U --- D, (A) quebra-se em m componentes conexas (para algum
1 < m < n) que denotaremos por Hy(A4), ..., Hp(A). Assim, D1(A)U---UD,(A) = Hi(A)U---U H,,(A), sendo
H;(A) N H;(A) = () sempre que i # j. Para cada j = 1, ..., m, seja hj(A), j =1, ..., m, o nimero de discos de
Gershgorin que compdem H;(A). E claro que hy(A)+---+hm(A) = n. A Figura 10.1, pagina 482 ilustra essas definicdes.

H,

H3

Figura 10.1: No plano complexo, os discos de Gershgorin D1, ..., Dg de uma matriz A complexa 6x6 e as correspondentes
regides conexas Hy = Do U D3, Hy = Dy U D5 U Dg e Hs e Hs = Dy. Os centros dos discos sdo os elementos diagonais
da matriz: Ai1, ..., Agg e seus raios sdo as grandezas g1, ..., gg. Neste exemplo, hy =2, ho =3 e hg = 1.
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Vale, entao o seguinte:

Teorema 10.2 (Teorema dos Discos de Gershgorin) Seja A € Mat (C, n). Entao, cada componente conexa H;(A),
j=1, ..., m, composta por h;(A) discos de Gershgorin conectados, contém ezatamente h;(A) autovalores de A (con-
tando eventuais multiplicidades). a

Prova. Seja H;(A), com ! € {1, ..., m}, uma das regides conexas supradefinidas e vamos supor que H;(A) seja a unido
dos hy(A) = hy discos de Gershgorin conectados D;, (1), ..., D, (A).

Seja A’ € Mat (C, n) a matriz obtida de A anulando-se todos os elementos nao diagonais de A contidos nas linhas
il, ey ihl:

) 0, sei € {i1, ..., ip } masi#£j,
Ay =
Ajij, de outra forma.
Defina-se também, para ¢t € [0, 1] a matriz A; :=tA + (1 —t)A’. Os elementos de matriz de A; sdo iguais ao de A,
exceto os elementos ndo diagonais das linhas i;, ..., 5, que valem t vezes os correspondentes elementos de A:
v tA;;, seie{i1, ..., in} masi#j,
%
Aij,  de outra forma.
As matrizes A; interpolam continuamente a matriz A’ (para ¢t = 0) e a matriz A (para ¢t = 1).
Tem-se também g;(A:) = to;(A) para todo i € {i1, ..., in,} e todo t € [0, 1], pois os elementos nao diagonais das
linhas 41, ..., iy, de A; s@o iguais a t vezes os correspondentes elementos em A.
Segue disso, que cada disco de Gershgorin D;(A;), com ¢ € {i1, ..., ip,}, estd contido no correspondente disco D;(A)

(ou seja D;(A:) C D;(A) para t € [0, 1]), pois eles sdo concéntricos (centrados no mesmo ponto A;;) e o raio de D;(Ay)
é t vezes o raio de D;(A), com 0 <t < 1.

Isso significa também que
D; (A)U---U D;,, (A¢) € Hi(A). (10.40)

O leitor pode facilmente verificar que os elementos diagonais das linhas i1, ..., iy, sdo autovalores de A’ = Ay. Eles
sa0 os numeros A;,;,, ..., Aihlihl . Quando t cresce a partir do valor t = 0, esses h; autovalores variam continuamente com
t e permanecem nos respectivos conjuntos D;; (A¢), j € {1, ..., M}, até o momento em que esses discos de Gershgorin
comecam a conectar-se, quando entao eles podem passar a um novo disco que tenha se conectado a seu disco anterior.
De qualquer forma, eles ndo podem sair fora de H;(A), devido a (10.40).

Assim, cada Hj(A) conterd ao menos h; autovalores de A. Em verdade, esse nimero deve ser exatamente h;, pois o
mesmo argumento pode ser carregado para os demais regides conexas: cada regido H;(A) deve conter ao menos h;(A)
autovalores. Como hy(A) + -+ + hp(A) = n, cada H;(A) ndo pode ter mais de h;(A) autovalores. Essas regides sao
desconectas entre si e, portanto, um autovalor de A; nao pode passar continuamente de uma a outra. Isso completa a
demonstragao. |

Comentdrio a demonstra¢do acima. A dependéncia continua dos autovalores de A, evocada na demonstragdo acima, é consequéncia de dois
fatos: do Teorema 32.37, pdgina 1596 (que garante a dependéncia continua do conjunto de raizes de um polindémio com seus coeficientes), e
da dependéncia continua (em verdade, polinomial) dos coeficientes do polinémio caracteristico de uma matriz com seus elementos de matriz,
fato esse claramente explicitado nas expressoes apresentadas na Se¢ao 10.11.1, pagina 575. &

TrETET

e Aprimoramentos do Teorema dos Discos de Gershgorin

Como o espectro de uma matriz coincide com o de sua transposta, as quantidades g;(A), i = {1, ..., n}, definidas
em (10.39), pdgina 481, podem ser substituidas no Teorema dos Discos de Gershgorin pelas quantidades

0i(A) = > |Ajl, i = {1, ..., n}, (10.41)

Jj#i
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que envolvem somas dos mdédulos dos elementos nao diagonais das colunas da matriz A. Essa substituicdo pode em
certos casos conduzir a estimativas mais precisas quanto a localizagao dos autovalores de A, especialmente se calhar de os
valores de g}(A) serem estritamente menores que os de g;(A4). Como o espectro de A também ¢ idéntico ao de uma outra
matriz que lhe é similar, ou seja, de uma matriz da forma S~'AS, com S inversivel, hd também outras possibilidades de
obtencdo de discos de Gershgorin de raio menor e que fornecam localizacoes mais precisas do espectro de A?. Em casos
concretos, cabe ao engenho e arte do pesquisador explorar a contento essas possibilidades.

Ao leitor interessado cabe dizer que ha ainda diversos outros refinamentos ao Teorema dos Discos de Gershgorin
sobre a localizacao de autovalores de matrizes. H4 resultados fazendo uso de ovais de Cassini'?, em lugar de discos, e hd
teoremas devidos a Ostrowskil!, entre outros, que também fornecem informacdes mais precisas sobre a localizacio dos
autovalores de uma matriz no plano complexo. Vide, e.g., [263] e referéncias 14 citadas. Vide também [349).

10.3 Polinomios de Matrizes

e Polinémios de matrizes

Seja p um polindémio de grau m: p(z) = amz™ + -+ a1x+ag com z € C, a; € C e ay, # 0. Para uma matriz
A € Mat (C, n) definimos o polinémio matricial p(A) por

p(A) = anA™ + -+ a1 A+ apl .

Obviamente p(A) é também uma matriz n X n com entradas complexas.

Se as raizes do polindmio p forem ay, ..., a,, com multiplicidades my, ..., m,, respectivamente, entao

para todo x € C. E f4cil provar, entao, que

=1
E. 10.11 Ezercicio. Justifique isso. "
E. 10.12 FEzercicio. Mostre que se D = diag (d1, ..., dn) e ¢ é um polindmio ent3o
q(D) = diag (q(d1), ..., q(dn)) -
-
E. 10.13 Ezercicio. Suponha que A = P~'DP, onde D = diag (d1, ..., d»). Se ¢ é um polindmio mostre que
q(A) = P 'q(D)P = P~ 'diag (q(d1), ..., q(dn))P .
-

e O polinébmio minimo

Vamos mostrar que para cada matriz A € Mat (C, n) sempre existe pelo menos um polinémio p com a propriedade
que p(A) = 0. Para tal notemos primeiramente que Mat (C, n) é um espaco vetorial complexo de dimensao n?. De fato

9Tal se d4 no caso trivial em que A é diagonalizavel, se S for escolhida de sorte a diagonalizar A, ou seja, se S™'AS = D, uma matriz
diagonal. Os raios dos discos de Gershgorin da matriz diagonalizada sao, evidentemente, todos nulos e, pelo Teorema dos Discos de Gershgorin,
o espectro de A coincide com os elementos da diagonal de D, como esperado.

10Giovanni Domenico Cassini (1625-1712).

11 Alexander Markowich Ostrowski (1893-1986).
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toda a matriz A € Mat (C, n), cujos elementos de matriz sdo A;; € C pode ser trivialmente escrita na forma

A:

a

E:I&Wémb

n n
=1b=1

onde &% € Mat (C, n) sdo matrizes cujos elementos de matriz sdo (€°);; = &; 465, ou seja, todos os elementos de
matriz de £ sao nulos, exceto o elemento a, b, que vale 1.

E. 10.14 Ezercicio. Certo? o,

Assim, vemos que as matrizes {€%°, a = 1,...,n, b = 1,...,n} formam uma base em Mat (C, n), mostrando que
Mat (C, n) é um espago vetorial de dimensao n?. Isto posto, temos que concluir que qualquer conjunto de mais de n?
matrizes ndo-nulas em Mat (C, n) é linearmente dependente.

Se uma das matrizes A*, k =1, ..., n?, for nula, digamos A? = 0, entdo o polindémio p(z) = 29 tem a propriedade
que p(A) = 0, que é o que desejamos provar. Se, por outro lado, as matrizes A*, k = 1, ..., n?, sdo todas ndo-nulas,

~ . 2 7’ . . . .
entdo o conjunto {1, A, A%, ..., A"} é linearmente dependente, pois possui n? + 1 elementos. Portanto, existem
constantes cg, ..., ¢,2, nem todas nulas, tais que

col 4 1A+ oA 4+t AV = 0.

Como o lado esquerdo é um polinémio em A, fica provada nossa afirmagao que toda matriz possui um polindémio que a
anula. Chegamos as seguintes definigoes:

Definicao. Polinédmio Monico. Um polindémio p : R — C de grau n é dito ser um polinémio moénico se for da forma
-1
p(z) = 2" +ap12" + -+ arx+ag,
ou seja, se o coeficiente do monémio de maior grau (no caso, ™) for igual a 1. Note-se que polindmios médnicos nunca

sao identicamente nulos. '

Defini¢cdo. Polinémio Minimo de uma Matriz. Dada uma matriz A € Mat (C, n), o polinémio minimo de A é o
polinémio moénico de menor grau que é anulado em A, ou seja, é o polinémio nado-nulo de menor grau da forma

M) = 2™ + apm12™ 4+ arx +ag
para o qual M(A) = 0. '

As consideracdes acima mostram que um tal polinémio sempre existe e que tem grau no maximo igual a n®. Essa
é, no entanto, uma estimativa exagerada para o grau do polindémio minimo de uma matriz A € Mat (C, n) pois, como
veremos abaixo, o polinémio minimo de uma matriz A € Mat (C, n) tem, na verdade, grau menor ou igual a n. Isso é
um coroldrio de um teorema conhecido como Teorema de Hamilton-Cayley , que demonstraremos abaixo (Teorema 10.4,

pégina 486).

Finalizamos com um teorema béasico que garante a unicidade do polinémio minimo e estabelece sua relagdo com
outros polinémios que anulam A.

Teorema 10.3 O polinémio minimo M de uma matriz A € Mat (C, n) € dnico. Fora isso se P é um polinémio nao
identicamente nulo que também se anula em A, ou seja, P(A) = 0, entdo P € divisivel por M, ou seja, existe um
polinémio F tal que P(x) = F(x)M (x) para todo x € C. O

Demonstra¢do. Dada uma matriz A € Mat (C, n), o polinémio minimo de A é o polinémio de menor grau da forma
M(z) = 2™ + apm_ 2™+ Fajz + ag
para o qual M(A) = 0. Vamos supor que haja outro polinémio N da forma

N(z) = 2™ + by 12™ 4+ b+ by
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para o qual N(A) = 0. Subtraindo um do outro terfamos o polindémio
(M - N)(x) = (am—l - bm—l)xmil + -+ (al - b1)$ + (GO - bO) )

que tem grau menor ou igual a m — 1 e para o qual vale (M — N)(4) = M(A) — N(A) = 0— 0 = 0. Como, por hipétese,
nao ha polindmios nao nulos com grau menor que o de M que anulam A, isso é uma contradicao, a menos que M = N.
Isso prova a unicidade.

Seja P um polindémio nao identicamente nulo para o qual valha P(A) = 0. Se p é o grau de P, deve-se ter p > m,
onde m é o grau do polinémio minimo de A. Logo, pelos bem conhecidos fatos sobre divisao de polinémios, podemos
encontrar dois polinémios F' e R, cujos graus sao, respectivamente p —m e r com 0 < r < m, tais que

P(x) = F(x)M(z) + R(z)

para todo x € C. Ora, isso diz que
P(A) = F(A)M(A) + R(A) .

Como P(A) =0e M(A) =0, isso implica R(A) = 0. Como, porém, o grau de R é menor que m, tem-se que R deve ser
identicamente nulo. Isso completa a prova. |

10.3.1 O Teorema de Hamilton-Cayley

Vamos aqui demonstrar um teorema sobre matrizes que serd usado mais adiante de vérias formas, em particular no
Teorema Espectral, o chamado Teorema de Hamilton!?-Cayley!?, o qual afirma que toda matriz de Mat (C, n) anula seu
préprio polinémio caracteristico. Esse teorema fornece também, como veremos, um método eficiente para o calculo da
inversa de matrizes. Cayley e Hamilton demonstraram casos particulares do teorema para matrizes 2 x 2, 3 x 3 (Cayley)
e 4 x 4 (Hamilton). A primeira demonstracio geral é devida a Frobenius!4. Cayley, Hamilton e Sylvester!® estdo entre

os fundadores modernos da teoria das matrizes!S.

Teorema 10.4 (Teorema de Hamilton-Cayley) Seja A € Mat (C, n) e seja pa(z) = det(xl — A) o polinémio
caracteristico de A (e que tem grau n). Entdo, pa(A) = 0. O

Comentdrio. No caso particular de matrizes diagonalizdveis o Teorema 10.4 pode ser provado elementarmente usando o Teorema Espectral,
como indicado no Exercicio E. 10.21, pagina 497. »

Prova do Teorema 10.4. Desejamos mostrar que para todo vetor y € C™ vale ps(A)y = 0. Se y = 0 isso é trivial. Se
y # 0 mas com Ay = 0 entao
pa(Ay = (=1)"A1-- Ay,

onde A1, -+, A, sao os autovalores de A. Mas a prépria relagao Ay = 0 indica que um dos autovalores é igual a zero.
Logo pa(A)y = 0. Mais genericamente, se y # 0 e {y, Ay} nao for um conjunto de vetores linearmente independentes,
entao Ay e y sdo proporcionais, ou seja, existe um autovalor, digamos, A, tal que Ay = \,y. Nesse caso também tem-se

pa(A)y = <1:[(A - Ml)) (A=Al)y = 0,

i=1
pois (A — A\, 1)y = Ay — \py = 0.

Seja entdo y daqui por diante um vetor fixado, ndo-nulo e tal que {y, Ay} é um conjunto de dois vetores nao nulos e
linearmente independentes.

12Gir William Rowan Hamilton (1805-1865).

L3 Arthur Cayley (1821-1895).

M Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)

15 James Joseph Sylvester (1814-1897).

16Muitos certamente se surpreenderdo muitissimo em saber que, apesar de suas diversas e importantes contribuicées & Matemética, Cayley
e Sylvester eram originalmente advogados.
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Como o espago C™ tem dimensdo n, nem todos os conjuntos de vetores da forma

{y, Ay, A%, ..., Ay}
sdo formados por vetores niao nulos linearmente independentes. Por exemplo, se j > n, o conjunto {y, Ay, A%y, ..., Aly}
nao pode ser formado por vetores nao nulos linearmente independentes pois seu nimero excede a dimensao do espago.

Seja k o maior niimero tal que {y, Ay, A%y, ... A*~!y} é um conjunto de vetores ndo nulos e linearmente indepen-
dentes. E claro que 1 < k < n.

E claro também, pela definicao de k, que

A%y = hpy + hp_1 Ay + -+ h ARy (10.42)
para constantes hq,..., hg.

Vamos denominar z; = A* 1y, 2o = A¥"2y, ... 2, =y, ou seja, z; = A¥7Jy, j =1, ..., k, todos ndo nulos por
hipétese. Caso k < n, escolhamos ainda vetores zj1, ..., 2, de modo que o conjunto {z1, ..., z,} forme uma base em
cm.

Coloquemo-nos agora a seguinte questao: qual é a forma da matriz A nessa base? No subespago gerado pelos vetores
{z1, ..., 2k} tem-se o seguinte: parai =2,... k vale Az; = z;_1. Além disso, por (10.42), Azy = h1z1+hazo+- - +hiz.
Isso mostra que o subespaco gerado pelos vetores {z1, ..., zx} é invariante pela acdo de A e o operador linear A, no
mesmo subespaco, tem a forma

hy 1 0 ... 0 O
he 0 1 = 0 0
(10.43)
hge—s O 0 . 1 0
hxg—1 0 0 ... 0 1
hy 0 O ... 0 O
E. 10.15 Ezercicio. Justifique isso. "

Se designarmos por P o operador que realiza essa mudanga de base, o operador linear A na base {z1, ..., z,} tem,

portanto, a forma A’ = P"1AP, onde
o Ar Ok, n—k
Agy As

onde A; é a matriz k x k definida em (10.43), A2 é uma matriz (n — k) X k e Az é uma matriz (n — k) x (n — k). Nao
nos sera necessario especificar os elementos das matrizes As e Asg.

Outros segundos (minutos?) de meditagdo, usando a Proposigdo 10.3 da pégina 472, nos levam a concluir que o
polinémio caracteristico p4 pode ser escrito como

pa(z) = det(zl — A’) = det(xl — Ay) det(z1 — A3) .
O estudante deve recordar-se que as matrizes A e A’, por serem similares, tém o mesmo polinémio caracteristico (Pro-
posigao 10.5, pagina 474).

Vamos denominar g (x) = det(z1—A4;) e ri(z) = det(xl— A3). Claramente, pa(z) = qx(x)ri(z). Nao serd necessério,
no que segue, calcular r, mas precisaremos calcular g;. Como esse pequeno resultado tem interesse independente, vamos
formulé-lo como um lema, para futura referéncia.
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Lema 10.3 Para hy, ..., hy € C, tem-se
x—hy -1 0 ... 0 O
—ha x -1 . 0 0
qr(z) = det : o = 2P — (ha® ' hp_ix o+ ) (10.44)
—hg2 O 0 . =1 0
—hg—1 O o ... z -1
—hg 0O 0 ... 0 =z
O
Prova. A prova é feita por indugao. Para k = 2 vale
r—hy -1
g2(z) = det = 22— hiz—hoy.
—hso T
Para k > 2, tem-se, pelas bem conhecidas regras de célculo de determinantes,
x—hy -1 0 O x—hy -1 0 o0
—hy xr . 0 0 —hy x 0 0
qr(z) = axdet + 1det
—hg—o 0 r -1 —hg—o O A |
—ht-1 O ... 0 =z —hi 0 0 O
(k—1)x (k—1) (k—1)x (k—1)
-1 0 0 0
z -1 0 0
= azqp_1(x) + (=1)* 1 (=hy) det
0 O -1 0
0 0 z -1
(k—2)x (k—2)
= agu—1(2) + (1) (-1)F?
= aqr-1(x) — hy . (10.45)
E. 10.16 Ezercicio. Complete os detalhes. o+

Assim, se pela hipétese indutiva g1 é da forma

Gr—1(z) = 21— (a2 + o o + i)
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segue de (10.45) que
ar(@) = 2@ = (a2 + o hpow + hi—1)) — by

= 2F — (ha" o hpa2® + izt hy) (10.46)

como queriamos provar. |

Retomando, temos que pa(A)y = qu(A)r(A)y = r(A)gr(A)y. Sucede, porém, que qx(A)y = 0. De fato, pelo
computo acima,

a(A)y = Ary—m Ay — - — by 2 A%y — hy 1 Ay — Iy
que é igual a zero por (10.42). Logo pa(A)y = 0. Como y foi escolhido arbitrario, segue que pa(A) = 0, demonstrando
o Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 10.4. |

e O Teorema de Hamilton-Cayley e a inversa de matrizes

O Teorema de Hamilton-Cayley fornece-nos um método de calcular a inversa de matrizes nao singulares. De fato, se
palz) =™+ Ap_12" "L+ 4 a1z + ag é o polinémio caracteristico de uma matriz ndo singular A, entdo o Teorema de
Hamilton-Cayley afirma que

A" +ap 1AV 4t aA+ael = 0,

ou seja,
AA" ' +a, 1 A" 2+ +azA+ail) = —aol .
Isso tem por implicagao
1
ATl = (A" 0, A2 agA i) (10.47)
ao

Vide (10.211), pagina 576, para uma expressdo mais explicita.

Nota. Usando a definigdo de polinémio caracteristico p4(z) = det(zl — A), é evidente (tomando-se z = 0) que ap = (—1)" det(A). Assim,
ap # 0 se e somente se A for ndo singular. &

Em muitos casos a férmula (10.47) é bastante eficiente para calcular A~!, pois a mesma envolve poucas operagoes
algébricas em comparacao com outros métodos, o que é uma vantagem para valores grandes de n. Compare, por
exemplo, com a regra de Laplace, expressdo (10.20), pagina 467, para o célculo de A~!, que envolve o computo de n? + 1
determinantes de submatrizes de ordem n — 1 de A.

E. 10.17 Ezercicio. Use esse método para calcular a inversa das suas matrizes n3o singulares favoritas. "

e De volta ao polinémio minimo

O Teorema 10.3, pagina 485, e o Teorema de Hamilton-Cayley, juntos, permitem-nos precisar algo a respeito da forma
geral do polinémio minimo de uma matriz.
Se A € Mat (C, n) tem r autovalores distintos oy, ..., a,, cada qual com multiplicidade algébrica a1, ..., a,
respectivamente, entao seu polindmio caracteristico p4 é da forma
-
pa(z) = ] (@—ar)™ .
k=1

Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, pa(A) = 0 e, portanto, pelo Teorema 10.3, M, o polindmio minimo de A, divide q.

Logo, M deve ser da forma
s

M) = [](@—ax)™, (10.48)
=1
onde s < r, {ag,, ..., ap.} C{a1, ..., ar} eonde 0 < b < ay, para todo 1 <1 < s. Seja agora, porém, v, # 0 um
autovetor de A com autovalor a,, Segue do fato que M(A) = 0 que
0 = M(Awv, = H (A- aklﬂ)b’ Uy = H (m — akl)bl Vpn -
=1 I=1
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Logo, [];—; (am — ag,)? = 0 e isso implica que a,, € {o,, ..., ag, }. Como isso vale para todo 1 < m < r, segue que
{ag, ..., ap} C{ag,, ..., ax, } e, portanto, {1, ..., ar} = {ak,, ..., ag, }. Nossa conclusdo é resumida no seguinte:

Proposicao 10.15 Seja A € Mat (C, n) com r autovalores distintos aq, ..., «p € C, cada qual com multiplicidade
algébrica a1, , ..., a., sendo 1 <r <mn. Entao, M, o polinémio minimo de A, € da forma

T

M) = [] @—an), (10.49)

k=1

Ve € C, onde 0 < by < a; para todo 1 <1 < r. Em particular, se A € Mat (C, n) tiver exatamente n autovalores
distintos, teremos que by = a; = 1 para todo 1 <1< n, e

M(z) = pa(x) = [] (@ - o),
k=1

vz € C. O

e Usos do Teorema de Hamilton-Cayley para matrizes 2 x 2

E. 10.18 Ezercicio. Usando o Teorema de Hamilton-Cayley, mostre que toda matriz 2 x 2 complexa A € Mat (C, 2) satisfaz
A? — Tr(A)A 4 det(A)1 = 0. (10.50)
Sugestdo: se A= (%), mostre que seu polindmio caracteristico é pa(x) = 2° — Tr(A)x + det(A).

Se A € Mat (C, 2) for inversivel, mostre com uso de (10.50) que vale a simples relagdo

A7l =

detl(A) [Tr(A)L — A] . (10.51)

Assim, se A = (21) tem inversa (ou seja, se ad — be # 0), entdo A" = L [(*{¢ ara) — (28] = 745 (L), resultado esse
bem conhecido e que pode ser obtido por diversos outros métodos.

A identidade (10.50) tem emprego importante na Mecanica Quantica de sistemas desordenados unidimensionais e na Mecénica
Estatistica. *

10.3.1.1 O Teorema da Aplicagcao Espectral para Matrizes

Vamos nesta se¢cao demonstrar um importante teorema sobre o espectro de matrizes. Esse teorema e sua demonstracao
deixam-se generalizar com toda literalidade a uma situacao mais geral, a saber, a de dlgebras de Banach. Vide Secao
39.3.5.1, pagina 2072.

Como acima, denotamos por o(M) o espectro (conjunto de autovalores) de uma matriz M € Mat (C, m). Seja
a dlgebras de matrizes Mat (C, m) e seja um polinémio p(z) = ag + a1z + -+ + a, 2™ definido para z € C. Para
A € Mat (C, n) definimos, como antes, p(4) = aol + a1 A + --- + a, A" € Mat (C, m). O Teorema da Aplicagao
Espectral, que demonstraremos logo abaixo consiste na afirmacao que a(p(A)) = p(o(A)), onde

p(o(A) = {p(\), Aeo(A)}.

Para demonstra-lo, usaremos o seguinte resultado:

Lema 10.4 Seja A € Mat (C, m). Entdo, se A € 6(A), a matriz (A — A1)q(A) ndo tem inversa para nenhum polinémio
q. O

Prova. Seja p(z) := (z — N)g(2). Entdo, p(A) = (A — M)q(A). E evidente que ¢(A4) e p(A) comutam com A: q(A)A =
Aq(A) e p(A)A = Ap(A). Desejamos provar que p(A) ndo tem inversa e, para tal, vamos supor o oposto, a saber, vamos
supor que exista W € Mat (C, m) tal que Wp(A4) = p(A)A = 1.
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Vamos primeiramente provar que A e W comutam. Seja C' := WA — AW. Entdo, multiplicando-se a esquerda
por p(A), teremos p(A)C = A — p(A)AW = A — Ap(A)W = A— A = 0. Assim, p(A)C = 0 e multiplicando-se essa
igualdade a esquerda por W teremos C = 0, estabelecendo que WA = AW. Naturalmente, isso implica também que
(AW = Wq(A).

Agora, por hipdtese, A satisfaz p(A)W = Wp(A) = 1, ou seja, (A — AL)q(A)W =1 e W(A — A1)q(A) = 1. Usando
a comutatividade de g(A) com A e com W, essa tltima relacdo pode ser reescrita como q(A)W (A — A1) = 1. Assim,
estabelecemos que

(A—Aﬂ)(q(A)W) =1 e (q(A)W)(A—)\IL) =1

o que significa que A — A1 tem inversa, sendo (A4 — A1)~! = g(A)W, uma contradi¢do com a hipétese que A € o(A).
Logo, p(A) ndo pode ter inversa. |

Passemos agora ao nosso objetivo.

Teorema 10.5 (Teorema da Aplicacao Espectral (para matrizes)) Seja A € Mat (C, m). Entao,

o(p(4) = p(o(4) = {pO), Aea(a)} (10.52)

para todo polinomio p. O

Prova. Vamos supor que p(z) = ag + a1z + - - + a,2" seja de grau n > 1, pois no caso de um polindémio constante a
afirmativa é trivial. Naturalmente, a,, # 0.

Tomemos p € a(p(A)), que é ndo-vazio, como sabemos, e sejam a1, ..., a, as n raizes do polinémio p(z) — p em C.
Entao, p(z)—pu = an(z—aq) -+ - (z—aw,), o que implica p(A)—pul = ap(A—a11) - - - (A—ay1). Se nenhum dos «; pertencesse
a o(A), entdo cada fator (A — a;1) seria inversivel, assim como o produto a, (A —a11)--- (A — ay,1), contrariando o fato
de p € o(p(A)). Logo, algum dos a; pertence a o(A). Como p(a;) = p, isso diz que o(p(A)) C {p(\), X € 0(A)}.

Provemos agora a reciproca. J& sabemos que o(A) é nado-vazio. Para A € 0(A) tem-se evidentemente que o polindémio
p(z) — p(A) tem A como raiz. Logo, p(z) — p(A) = (z — A)q(z), onde ¢ é um polinémio de grau n — 1. Portanto,

( ) —p(A)L = (A — AL)g(A) e como (A — AL) néo é inversivel, p(A) — p(A)1 também nao pode sé-lo (pelo Lema 10.4,
pégina 490), o que diz-nos que p(\) € o(p(A)). Isso significa que {p(A), A € o(A)} C o(p(A)), estabelecendo que
(

o(p(4)) = {p(N), A € o(A)}. n

10.4 Matrizes Diagonalizaveis e o Teorema Espectral

e Matrizes diagonalizaveis

Vamos agora apresentar uma no¢ao intimamente ligada & de matriz simples introduzida acima (pégina 477), mas de
importancia maior.

Definicdo. Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser uma matriz diagonalizdvel se existir uma matriz inversivel P €
Mat (C, n) tal que P~1AP é uma matriz diagonal, ou seja,
d -+ 0

P7'AP = D = diag(dy, ..., d,) =
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E facil de se ver que os elementos da diagonal de D sao os autovalores de A. De fato, se A é diagonalizavel por P,
vale para seu polinémio caracteristico

p(A) = det(A\1 — A) = det(P 1 (AL — A)P) = det(A\l — P~*AP) = det(\ — D)
A—dy -+ 0
= det| . = A=d)--(A—dp),
0 - A—dy,

0 que mostra que os d; sdo as raizes do polinémio caracteristico de A e, portanto, seus autovalores.

E. 10.19 Ezercicio. Justifique todas as passagens acima. o+

e Diagonalizagao de matrizes

O proximo teorema é fundamental no estudo de matrizes diagonalizaveis.

Teorema 10.6 Uma matriz A € Mat (C, n) € diagonalizdvel se e somente se possuir um conjunto de n autovetores
linearmente independentes, ou seja, se e somente se o subespaco gerado pela colecao de todos os autovetores de A possuir
dimensao n. O

Prova. Vamos primeiro provar que se A € Mat (C, n) possui um conjunto de n autovetores linearmente independentes
entao A é diagonalizdvel. Para tal vamos construir a matriz P que diagonaliza A.

Seja {v!, ..., v} um conjunto de n autovetores linearmente independentes de A, cujos autovalores sdo {d1, ..., dnp},
respectivamente. Vamos denotar as componentes de v* na base canonica por v, j = 1,...,n. Seja a matriz P definida
por P = [[Ul, . v"ﬂ, ou seja,

vf e ol

P =
1 n
vn vn

Como se vé pela construgdo, a a-ésima coluna de P é formada pelas componentes do vetor v®. Por (10.12), segue que

AP = [[Avl, cee AU”H = [{dlvl, ey dnvn]] .
Por (10.15) vale, porém, que
vy o | [ da 0
[{dlvl, dnvn]] | . .. | =pPD.
vk vy 0 dy,
E. 10.20 Ezercicio. Verifique. "

Portanto, AP = PD. Como, por hipétese, as colunas de P s@o formadas por vetores linearmente independentes,
tem-se que det(P) # 0 (por qué?). Logo, P é inversivel e, portanto, P~1AP = D, como querfamos demonstrar.
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Vamos provar agora a afirmagéo reciproca que se A é diagonalizavel, entdo possui n autovetores linearmente inde-
pendentes. Suponha que exista P tal que

d -+ 0
P'AP = D =
0 dp,
E evidente que os vetores da base canbnica
1 0 0
0 1 0
et =|ol, =101, , e =

0
0 0 1

sao autovetores de D com De® = d,e®. Logo, v® = Pe® sdo autovetores de A, pois

Av® = APe® = PDe® = P(d.e®) = doPe® = dgv® .

Para provar que os vetores v® sao linearmente independentes, suponha que existam nimeros complexos ayq, ..., a, tais
que vl + -+ + oo™ = 0. Multiplicando-se & esquerda por P! terfamos aje! + -+ + ane™ = 0. Como os e® sdo
obviamente linearmente independentes, segue que a1 = - -- = ¢, = 0. |

e Matrizes diagonalizaveis e matrizes simples

Vamos agora discutir a relagdo entre os conceitos de matriz diagonalizdvel e o de matriz simples, conceito esse
introduzido & pagina 477. Tem-se a saber o seguinte fato:

Proposicao 10.16 Uma matriz A € Mat (C, n) é diagonalizdvel se e somente se for simples, ou seja, se e somente se
a multiplicidade algébrica de cada um dos seus autovalores coincidir com sua multiplicidade geométrica. O

Prova. Se A é diagonalizavel existe P tal que P"'AP = D, diagonal. Como toda matriz diagonal, D é simples.
Escrevamos D na forma

D = diag [aq, ..., a1, ooy Qpy ...y Qo

a1 VeZes a, VEZEeS

Um conjunto de n-autovetores de D linearmente independentes é fornecido pelos vetores da base candnica:

1 0 0
0 1 0
et = |ol, =10, , e =
0
0 0 1
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Os vetores el ..., e geram o subespaco de autovetores com autovalor a; de D etc.

Para a matriz A, os vetores Pel,..., Pe® geram o subespaco de autovetores com autovalor a; etc. E claro que a
dimensdo desse subespaco é a1, pois Pel,..., Pe® sao linearmente independentes, j4 que os vetores da base canénica

el,...,e™ o sdo. Como isso também vale para os demais autovalores concluimos que A é simples.

Resta-nos agora mostrar que se A € Mat (C, n) é simples entdo A é diagonalizdvel. Como antes, sejam aq, ..., Q,
1 < r < n, seus autovalores distintos, cada qual com multiplicidade algébrica aq, ..., a,, respectivamente, e seja & ()
o subespago gerado pelos autovetores com autovalor ;. Como A é simples, tem-se que a dimensao de &(«;) é a;. Ja
observamos (pagina 476) que subespacos &(«;) associados a autovalores distintos tém em comum apenas o vetor nulo.
Assim, se em cada &(q;) escolhermos a; vetores independentes, teremos ao todo um conjunto de Z:Zl a; = n autovetores
(vide (10.30)) linearmente independentes de A. Pelo Teorema 10.6, A é diagonalizdvel, completando a prova. |

e Projetores

Uma matriz E € Mat (C, n) é dita ser um projetor se satisfizer
E?* = E.
Projetores sao também denominados matrizes idempotentes.

Discutiremos vérias propriedades importantes de projetores adiante, especialmente de uma classe especial de proje-
tores denominados projetores ortogonais. Por ora, vamos mostrar duas propriedades que usaremos logo abaixo quando
discutirmos o teorema espectral.

A primeira propriedade é a afirmacao que se A é um autovalor de um projetor E entao ou A é igual a zero ou a um.
De fato se v é um autovetor associado a um autovalor A de E, tem-se que Ev = A e E?v = A\?v. Como E? = E, segue
que Mv = \v. Logo A(A — 1) =0 e, portanto, A =0 ou A\ = 1.

A segunda propriedade é uma consequéncia da primeira: o trago de um projetor E € Mat (C, n) é um nimero inteiro
positivo ou nulo, mas menor ou igual a n. De fato, pela definicao, o trago de um projetor E é a soma de seus autovalores.
Como os mesmos valem zero ou um a soma é um inteiro positivo ou nulo. Como ha no méximo n autovalores a soma
nao pode exceder n. Na verdade, o inico projetor cujo trago vale exatamente n é a identidade 1 e o unico projetor cujo
trago vale exatamente 0 é a matriz nula (por qué?).

Essas observagoes tém a seguinte consequéncia que usaremos adiante. Se Ey,..., E, sao r projetores nao nulos com
a propriedade que
T
1= E E,
a=1

entao r < n. Para ver isso, basta tomar o traco de ambos os lados dessa expressao:
T
Tr(1) = Y Tr(Ea) . (10.53)
a=1

O lado esquerdo vale n enquanto que o lado direito é uma soma de r inteiros positivos. Obviamente isso sé é possivel se
r <n.

3

Uma outra observagao 1til é a seguinte: se F e E’ sdo dois projetores satisfazendo EE’ = E'E = 0, entdo E + E' é
igualmente um projetor, como facilmente se constata.

e O Teorema Espectral

O chamado Teorema Espectral é um dos mais importantes teoremas de toda a Algebra Linear e, em verdade, de
toda Andlise Funcional, j& que o mesmo possui generalizagoes para operadores limitados e nao limitados (autoadjuntos)
agindo em espacos de Hilbert. Dessas generalizagoes trataremos na Secao 39.8.2, pagina 2155, para o caso dos chamados
operadores compactos e na Segao 39.9, pagina 2161, para o caso geral de operadores limitados autoadjuntos. Nessa versao
mais geral o teorema espectral é de importancia fundamental para a interpretagao probabilistica da Fisica Quantica. Vide
discussao da Segao 46.3, pagina 2508.

Teorema 10.7 (Teorema Espectral para Matrizes) Uma matriz A € Mat (C, n) € diagonalizdvel se e somente se
existirem r € N, 1 < r < n, escalares distintos ay, ..., . e projetores nao nulos distintos E1, ..., E,. € Mat (C, n)
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tais que
A= B, (10.54)
a=1
T
1= E, (10.55)
a=1
e
EiEj = 5i,jEj .
Os escalares vy, ..., a,. vém a ser os autovalores distintos de A. O

Adiante demonstraremos uma versdo um pouco mais detalhada desse importante teorema (Teorema 10.9, abaixo).
Os projetores E, que surgem em (10.54) sdo denominados projetores espectrais de A. A decomposigao (10.54) é frequen-
temente denominada decomposi¢cdo espectral de A. Na Proposi¢do 10.18, pagina 497 mostraremos como os projetores
espectrais F, de A podem ser expressos em termos de polinémios em A. Na Proposicao 10.19, pagina 497, provaremos
a unicidade da decomposi¢ao espectral de uma matriz diagonalizavel.

Prova do Teorema 10.7. Se A € Mat (C, n) é diagonalizdvel existe P € Mat (C, n) tal que P~*AP = D = diag (A1, ..., \n),
onde A1, ..., A, sdo os autovalores de A. Como pode haver autovalores repetidos, vamos denotar por {as, ..., a,},
1 <r <n, o conjunto de autovalores distintos de A.

E bem claro que podemos escrever
T
D = E oKy,
a=1

onde as matrizes K, sao todas matrizes diagonais, cujos elementos diagonais sao ou 0 ou 1 e tais que
ks
> K, =1. (10.56)
a=1

As matrizes K, sao simplesmente definidas de modo a terem elementos de matriz iguais a 1 nas posigoes da diagonal
ocupadas pelo autovalor a, em D e zero nos demais. Formalmente,

1, sei=je(D)y=a,

(Ka)ij = 0, sei=je (D)y#aq
0, sei#j
Por exemplo, se
2 0 0 O 1 0 0O 0 0 0O 0 0 0O
0 3 00 0 0 0O 01 00 0 0 0O
D = teremos D =2 +3 +4
0 0 2 0 0 010 0 0 0 O 0 00O
0 0 0 4 0 00O 0 0 0O 0 0 01

E f4cil constatar que as matrizes K, tém a seguinte propriedade:
KoKy = 64,0 K,. (10.57)

De fato, é evidente que (K,)?> = K, para todo a, pois K, é diagonal com zeros ou uns na diagonal. Analogamente, se
a#b K,Kp, =0, pois os zeros ou uns aparecem em lugares distintos das diagonais das duas matrizes.
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Como A = PDP~!, tem-se que

A = iozaEa7
a=1

T
onde E, := PK,P~!. E f4cil agora provar que 1 = ZEa e que E,E; =9, jE;. De fato, por (10.56),

a=1

XT:E = zT:PKaP—l = P(iKJ Pt = pip!t = 1.
a=1 a=1 a=1

Analogamente, tem-se por (10.57),
E,E, = PK,P"'PK,P™' = PK,K,P™" = 6,4 PK,P™' = 0,4 E, .

Vamos agora provar a reciproca. Vamos supor que A possua a representacdo (10.54), onde os E,’s satisfazem as
propriedades enunciadas.

Notemos primeiramente que para x € C", e para k € {1, ..., r}, tem-se por (10.54)

AE,x = ZajEjEkx = aipELx .

j=1

Logo, ou Exz = 0 ou Erx é autovetor de A. Assim, o subespago 8 gerado pelos conjunto de vetores { Exx, z € C"*, k =
1 ., r} é um subespago do espaco A gerado pelos autovetores de A. Agora, por (10.55), temos, para todo x € C™,

PR

T
r = 1z = ZEkac
k=1

e este fato revela que C" = 8§ C A e, portanto, que A = C". Assim, pelo Teorema 10.6, pagina 492, A é diagonalizavel.
Isso completa a demonstragao. |

No Teorema 10.9, pagina 500, apresentaremos uma segunda demonstracao do Teorema Espectral para Matrizes, a
qual lanca luz sobre outras condicoes de diagonalizabilidade de matrizes. Antes, exploremos algumas das consequéncias

do Teorema Espectral.

e O Calculo Funcional para matrizes diagonalizaveis

O Teorema Espectral tem o seguinte corolario, muitas vezes conhecido como cdlculo funcional.

Teorema 10.8 (Célculo Funcional) Seja A € Mat (C, n) uma matriz diagonalizdvel e seja

A = XT: a.F,
a=1

sua decomposi¢cao espectral, de acordo com o Teorema FEspectral, o Teorema 10.7, onde os aq, a = 1, ..., r, com
0 <7 < n sao os autovalores distintos de A e os E,’s sao os correspondentes projetores espectrais. Entao, para qualquer
polinémio p wvale

p(A) = > p(as)E . (10.58)

d

T

T T
Prova. Tem-se, pelas propriedades dos FE,’s, A? = Z agopE By = Z 004, pEq = Z(aa)QEa. Analogamente,

a, b=1 a, b=1 a=1
r

mostra-se que A™ = Z(aa)mEa, para qualquer m € IN. O resto da prova ¢ trivial. |

a=1
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E. 10.21 Ezercicio. Usando (10.58) demonstre novamente o Teorema de Hamilton-Cayley (Teorema 10.4, pdgina 486), agora apenas
para o caso particular de matrizes diagonalizaveis. o+

Por simples constatagao verifica-se também facilmente a validade do seguinte resultado, que usaremos diversas vezes:

T
Proposicao 10.17 Seja A € Mat (C, n) uma matriz diagonalizdvel e inversivel e seja A = ZaaEa sua decomposicao
, ) a=1
espectral, de acordo com o Teorema Espectral, o Teorema 10.7. Entdo, A~! = —FE,. O

(67
a=1 ¢

e Obtendo os projetores espectrais

O Célculo Funcional para matrizes, Teorema 10.8, tem diversas consequéncias praticas, uma delas sendo a seguinte
proposicao, que permite expressar os projetores espectrais de uma matriz A diretamente em termos de A e seus autova-
lores.

Proposicao 10.18 Seja A € Mat (C, n), nao-nula e diagonalizdvel, e seja A = anE1+- -+, E,., com os ay’s distintos,

sua representacdo espectral, descrita no Teorema 10.7. Sejam os polinémios p;, j =1, ..., r, definidos por
S (r—a
-
pi(x) = — . 10.59
o) = T (=) (1059
1]
Entao,
T 1 T
E; = pi(A) = - (A—aljl) 10.60
i = pi(4) kl:[ p—— ll:[ (10.60)
ki 1]
para todo j =1, ..., r. O

Prova. Pela definicao dos polinémios p;, é evidente que p;(ax) = J; . Logo, pelo Célculo Funcional para matrizes,

pi(A) = Y pj()By = Ej .
k=1

e O Teorema Espectral para matrizes. Unicidade

Proposicao 10.19 A representacdo espectral de uma matriz diagonalizdvel A € Mat (C, n) descrita no Teorema 10.7 é
unica. a

T
Demonstra¢do. Seja A € Mat (C, n) diagonalizivel e seja A = ZakEk a representagao espectral de A descrita no
k=1
TI
Teorema 10.7, onde ay, k=1, ..., 7, com 1 < r < n sao os autovalores distintos de A, Seja A = Z a}, Ej, uma segunda
k=1
representacio espectral para A, onde os a;’s sdo distintos e onde os Ej’s sdo ndo nulos e satisfazem E}E] = §; 1 E) e

’
T

’7
1= E Ej.. Por essa tltima propriedade segue que para um dado vetor x # 0 vale x = 271;:1 Ej .z, de modo que nem todos
k=1
’
U x 3 U x U — T / U U — / /
os vetores £ x sao nulos. Seja Ej x um desses vetores nao nulos. Tem-se que AE; x = D ket ap B B v = oy By x. Tsso
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mostra que a&m é um dos autovalores de A e, portanto, {a], ..., o} C {au, ..., a,}. Isso, em particular ensina-nos
que 7’ < r. Podemos sem perda de generalidade considerar que os dois conjuntos sejam ordenados de modo que o}, = o
para todo 1 < k < 7/. Assim,

A=Y B = Y arEj. (10.61)
k=1 k=1
Sejam agora os polinémios p;, j =1, ..., r, definidos em (10.59), os quais satisfazem p;(c;) =1 e pj(a) = 0 para

todo k # j. Pelo Célculo Funcional descrito acima, segue de (10.61) que, com 1 < j <7/,

pi(A) = > pilan)By = Y pj(w)E,, .. E; = Ej.
k=1 k=1

p— . — ’
=E; =E)

(A igualdade p;(A) = Z;/:l pj(ag)E}, segue do fato que os Ej’s satisfazem as mesmas relacoes algébricas que os Ej’s
e, portanto, para a representagao espectral de A em termos dos Ej’s vale também o Célculo Funcional). Como 1 =

/

T T T
Z By = Z E}, e como E; = E; para 1 < j <7/, tem-se Z E), = 0. Multiplicando isso por E; com 7’ +1 <1 <r,

k=1 k=1 k=r/41
segue que E; = 0 para todo ' +1 < [ < r. Isso s6 é possivel se r = 1/, pois os E'k’s sdo néo nulos. Isso completa a
demonstracao. |

e Algumas outras identidades decorrentes do Teorema Espectral

Proposicao 10.20 Seja A € Mat (C, n) uma matriz diagonalizdvel e invertivel, cujos autovalores distintos sejam

{a1, ..., ar}, para algum 1 < r < n. Entdo, vale a identidade
f[ _ f[ (4-a1) = ﬁ I f[ (a7t —ar'a), (10.62)
T R

para cada k € {1, ..., r}. O

Observe-se também que (10.62) implica

T T

H (a;l — ozf1> (A — al]l) = H (ak — al> (A_l — ozfl]l) (10.63)

=1
Ik

D T (4—an) = [ (A —art 10.64
a;_QH;=1aj££< al) g( ay ) ( . )

Prova da Proposicdo 10.20. Pelo Teorema Espectral e por (10.60) podemos escrever A em sua representagao espectral:

T T

A= iak Hﬁ II (Afal]l) . (10.65)
k=1 J

j=1 =1
i#k I#k

Se A é também invertivel, a Proposigao 10.17, pagina 497, informa-nos que

T T T

Al Zaik Hﬁ—a] H(A—al]l).

k=1 J =1
J#k l#k
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Por outro lado, se A é invertivel, A~! é diagonalizavel (justifique!), e seus autovalores distintos sdo {a;*, ..., a; '}
(justifique!). Logo, a representacio espectral de A=1 é

T

T T
—1 1 1 1 -1
e (T | TL (o).
=1 P 151
ik 1%k

. T T — —1 ~ . . — .
onde as matrizes (H j=1 ﬁ) | = (A L o ]1) sdo os projetores espectrais de A~!. Aplicando novamente a
JF#Fk & T l#k

Proposicao 10.17, obtemos

T T T
1 _ _
A = Zak H W H (A ! — o 1]1) . (1066)
k=1 i=1 'k 7 =1
j#k I#k

Comparando (10.65) a (10.66) e evocando a unicidade da representacao espectral de A, concluimos pela validade de
(10.62) para cada k € {1, ..., r}. |

E. 10.22 FEzercicio. Seja A € Mat (C, n) uma matriz diagonalizdvel e invertivel com apenas dois autovalores distintos, a1 e ao.
Usando (10.62) ou (10.64) mostre que

A7l =

o (a1 +a2)1-4). (10.67)

Essa relagdo n3o é geralmente vélida para matrizes ndo diagonalizdveis e invertiveis com apenas dois autovalores distintos. A matriz
110

(8 1 91) tem autovalores +1 e —1, € invertivel, ndo é diagonalizivel e n3o satisfaz (10.67). Verifique! Prove (10.67) diretamente do

Teorema Espectral. ok

e O Teorema Espectral para matrizes. Uma segunda visita

O Teorema Espectral, Teorema 10.7, pode ser formulado de um modo mais detalhado (Teorema 10.9). A principal
utilidade dessa outra formulacdo é a de fornecer mais informagoes sobre os projetores espectrais E, (vide expressao
(10.70), abaixo). Obtém-se também nessa nova formulagdo mais condiges necessdrias e suficientes & diagonalizabilidade
e que podem ser tteis, como veremos, por exemplo, no Teorema 10.22 provado adiante (pdgina 503). No teorema a seguir
e em sua demonstragdo seguimos parcialmente [124].

Teorema 10.9 (Teorema Espectral para Matrizes. Versao Detalhada) Seja A € Mat (C, n). Sdo equivalentes
as sequintes afirmacoes:

1. A possuin autovetores linearmente independentes, ou seja, o subespaco gerado pelos autovetores de A tem dimensao
n.

2. A ¢ diagonalizdvel, ou seja, existe uma matriz P € Mat (C, n) inversivel tal que P~YAP é uma matriz diagonal
diag (dy, ..., dpn), onde o0s d;’s sio autovalores de A.

3. Para todo vetor x € C" e todo escalar A € C tais que (A — \1)*z = 0, vale que (A — A1)z = 0.

4. Se x é um vetor nao-nulo tal que (A — Al)x = 0 para algum X\ € C entdo ndo existe nenhum vetor y com a
propriedade que (A — A1)y = x.

5. Todas as raizes do polinémio minimo de A tém multiplicidade 1.

6. Existem r € N, escalares distintos a1, ..., o, e projetores distintos Ey, ..., E,. € Mat(C, n), denominados
projetores espectrais de A, tais que
T
A = ZaaEa
a=1

Além disso, as matrizes E, satisfazem

T
1 =) E, (10.68)
a=1
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Os projetores espectrais Ey do item 6, acima, podem ser expressos em termos de polinomios da matriz A:

1

E, = ——
K mk(ak)

my(A) , (10.70)

para todo k, 1 < k < r, onde 0s polinomios my sdo definidos por
M(z) = (z—ag)mp(z) ,

M sendo o polinémio minimo de A. O

Demonstracdo. A prova da equivaléncia serd feita demonstrando-se sucessivamente as seguintes implicagoes: 1 — 2,
2—+3,3—4,4—-55—6,6—1. Que 1 implica 2 ja foi demonstrado no Teorema 10.6, pagina 492.

2 — 3. Seja D = P~YAP diagonal. D = diag (dy, ..., dy,). Seja (A — A\1)2z = 0. Segue que
PY(A-X1)*Py = 0
onde y = P~ 'z. Logo,
(D—-X)%*y = 0,

2t

ou seja, (d; — )\)2yj =0,j5=1,...,n, onde y; sao as componentes de y: y = < : ) Agora, é evidente que se

Yn
(do — A)*ya = 0 entdo (d, — Ny, = 0. Logo
(D—Xl)y = 0.

Usando-se y = P~ !z e multiplicando-se & direita por P, concluimos que
0 =PD-A)P 'z = (PDP ' - A\)z = (A— )z,
que é o que queriamos provar.

3 — 4. A prova é feita por contradigdo. Vamos supor que para algum vetor x # 0 exista A € C tal que (A — A1)z = 0.
Suponhamos também que exista vetor y tal que (A — A1)y = x. Terfamos

(A= M)’y =(A- M)z =0.
Pelo item 3 isso implica (A — Al)y = 0. Mas isso diz que x = 0, uma contradigao.

4 — 5. Seja M o polinomio minimo de A, ou seja, o polinémio monico!” de menor grau tal que M(A) = 0. Vamos
mostrar que todas as raizes de M tém multiplicidade 1. Vamos, por contradigao, supor que haja uma raiz, Ay, com
multiplicidade maior ou igual a 2. Teriamos, para xz € C,

M(z) = p(z)(z — Xo)*.

Assim, M(A) = p(A)(A — Xo1)? = 0. Como M ¢, por defini¢io, o polinémio de menor grau que zera em A, segue
que

p(A)(A—Aol) # 0.

Assim, existe pelo menos um vetor z tal que p(A)(A—Xo1)z # 0. Vamos definir um vetor x por z := p(A)(A—Ao1)z.
Entao,
(A—=Xol)z = (A—XL)p(A) (A —Xol)z = p(A)(A—N1)?z = M(A)z = 0,

pois M(A) = 0. Agora, pela definigao,
T = (A - )\0]]-)?/ )

onde y = p(A)z. Pelo item 4, porém, isso é impossivel.

17A defini¢do de polinémio ménico estd & pagina 485.
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5 — 6. Pela hipdtese que as raizes de M sdo simples segue da expressao (10.49) da Proposi¢ao 10.15, pagina 490, que para

z e C,
T
M) = [ -ay),
=1
onde o sao as rafzes de M e que coincidem com os r autovalores distintos de A. Para k = 1, ..., r defina-se os

polinémios my, por
M(z) = (z — og)mp(z)

ou seja,

E claro que m(aj) =0 <= j # k (por qué?).

Vamos agora definir mais um polinémio, g, da seguinte forma:

g@) = 1= ——mi(a) -

= (o)

Como os polinémios my tém grau r — 1, o polinémio g tem grau menor ou igual a » — 1. Porém, observe-se que,
para todos os o, 7 =1,...,7, vale

T
m;(a;)

g(aj) = 1—mek(a3‘):1—f =0

k=1 m] (Oé] )

Assim, g tem pelo menos r raizes distintas! O tnico polinémio de grau menor ou igual a r — 1 que tem r raizes
distintas é o polinémio nulo. Logo, concluimos que

T

g(z) = 172mmk(z) =0

k=1

para todo x € C. Isso significa que todos os coeficientes de g sao nulos. Assim, para qualquer matriz B tem-se
g(B) = 0. Para a matriz A isso diz que

r

1
1 = mek(fl)

k=1

Definindo-se

1
Ep = ——my(A), 10.71
ey P k(A) (10.71)
concluimos que
1= E. (10.72)
k=1

Para todo k vale 0 = M(A) = (A — agl)mi(A), ou seja, Amy(A) = apmi(A). Pela definigdo de Ej, isso significa
AEk = OzkEk .

Assim, multiplicando-se ambos os lados de (10.72) por A, segue que

A = iakEk.
k=1

Para completar a demonstracgao de 6, resta-nos provar que E; E; = 6; ; E;.
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Para i # j tem-se pela definigdo dos E}’s que

EiE;

1

mi(ei)m; (o)

1

mi(ei)m; (o)

mi(a;)myg(ag)

mi(ei)m; (o)

0,

mi(A)m;(A)

H (A - Ozk]l)

k=1
L ki, ket

T

[ (A—as)

k=1
L ki, ket

Capitulo 10

502,/2584

pois M (A) = 0. Resta-nos provar que EJ2 = E; para todo j. Multiplicando-se ambos os lados de (10.72) por E;

teremos

;
E; = Y E;BEx = E,E;,
k=1

ja que E;E, = 0 quando j # k. Isso completa a demonstragao do item 6.

6,

AELx = ZoszjEkx = arFrx .

j=

1

. Notemos primeiramente que para todo vetor x, os vetores Erx ou sao nulos ou sdo autovetores de A. De fato, por

Logo, ou Epx = 0 ou Exx é autovetor de A. O espago gerado pelos autovetores de A obviamente tem dimensao
menor ou igual a n. Por (10.72), porém, vale para todo vetor x que

xr =

1x = i:Ek:c.
k=1

Assim, todo vetor x pode ser escrito como uma combinagao linear de autovetores de A, o que significa que o espago
gerado pelos autovetores tem dimensao exatamente igual a n.

Isso completa a demonstracao do Teorema 10.9.

Destacamos ao leitor o fato de que a expressdo (10.70) permite representar os projetores espectrais diretamente em

termos da matriz diagonalizavel A.

e Diagonalizabilidade de projetores

A proposicao abaixo é uma aplicagao simples do Teorema 10.9 a projetores. A mesma serd usada abaixo quando
falarmos de diagonalizacao simultanea de matrizes.

Proposigao 10.21 Seja E € Mat (C, n) um projetor, ou seja, tal que E*> = E. Entdo, E é diagonalizdvel.

Prova. Seja E' € Mat (C, n) um projetor. Definamos E; = F e Es =1 — E. Entéo, Ey é também um projetor, pois

(Ep)? =

(1-FE)? =

1-2E+F?> =1-2E+FE =1—-FE = E,.
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Tem-se também que EyFEy = 0, pois E1Ey = E(1 — E) = E— E? = E— E = 0. Fora isso, é ébvio que 1 = E; + Fs e
que F = a1 Fy + asEs, com a1 =1 e ag = 0. Ora, isso tudo diz que FE satisfaz precisamente todas as condigoes do item
6 do Teorema 10.9. Portanto, pelo mesmo teorema, FE é diagonalizavel. |

e Uma condicao suficiente para diagonalizabilidade

Até agora estudamos condigbes necessdrias e suficientes para que uma matriz seja diagonalizavel. Vimos que uma
matriz A € Mat (C, n) é diagonalizdvel se e somente se for simples ou se e somente se tiver n autovetores linearmente
independentes ou se e somente se puder ser representada na forma espectral, como em (10.54). Nem sempre, porém, é
imediato verificar essas hipdteses, de modo que é 1util saber de condi¢Ges mais facilmente verificiveis e que sejam pelo
menos suficientes para garantir diagonalizabilidade. Veremos abaixo que é, por exemplo, suficiente que uma matriz seja
autoadjunta ou normal para garantir que ela seja diagonalizavel.

Uma outra condicao 1til é aquela contida na seguinte proposicao.

Proposicao 10.22 Se A € Mat (C, n) tem n autovalores distintos, entdo A € diagonalizdvel. O

Prova. Isso é imediato pelas Proposicoes 10.9 e 10.16, das paginas 478 e 493, respectivamente. |

Observag&o. A condigdo mencionada na udltima proposicdo é apenas suficiente, pois hd obviamente matrizes diagonalizdveis que nao tém
autovalores todos distintos. &

Outra forma de provar a Proposigdo 10.22 é a seguinte. Seja {A1, ..., A,} o conjunto dos n autovalores de A,
todos distintos. O polinémio caracteristico de A é ¢(x) = (z — A1) -+ (r — Ay). Como as raizes de ¢ tém, nesse caso,
multiplicidade 1, segue pela Proposicao 10.15, pagina 490, que o polinémio minimo de A, M, coincide com o polinémio
caracteristico de A: ¢(z) = M(x), Vz € C. Logo, o polinémio minimo M de A tem também raizes com multiplicidade
1. Assim, pelo item 5 do Teorema 10.9, pagina 500, A é diagonalizavel.

E. 10.23 Ezercicio. Demonstre a seguinte afirmag3o: se os autovalores de uma matriz A s3o todos iguais, entdo A é diagonalizivel
se e somente se for um miltiplo de 1. Sugestdo: use o Teorema Espectral ou a forma geral do polindmio minimo (10.49). o]

Segue da afirmativa desse exercicio que matrizes triangulares superiores com diagonal principal constante, ou seja,
da forma

a Az ... Aoy A
0 a ... Ayp-y Aoy,
A= ;
o 0 ... « An—1)n
o 0 ... 0 o

s6 sao diagonalizaveis se todos os elementos acima da diagonal principal forem nulos, ou seja, se A;; = 0, Vj > i.
Naturalmente, a mesma afirmativa é vélida para matrizes da forma A7, triangulares inferiores com diagonal principal
constante.

10.4.1 Diagonalizacao Simultanea de Matrizes

Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser diagonalizada por uma matriz P € Mat (C, n) se P~* AP for uma matriz diagonal.

Uma questao muito importante é saber quando duas matrizes diagonalizdveis podem ser diagonalizadas por uma
mesma matriz P. A resposta é fornecida no préximo teorema.
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Teorema 10.10 (Diagonalizagao Simultanea de Matrizes) Duas matrizes diagonalizdveis A e B € Mat (C, n)
podem ser diagonalizadas pela mesma matriz P € Mat (C, n) se e somente se AB = BA, ou seja, se e somente se
comutarem entre Si. O

Prova. A parte facil da demonstragao é provar que se A e B podem ser diagonalizadas pela mesma matriz P entao A e
B comutam entre si. De fato P~Y(AB — BA)P = (P~1AP)(P~'BP) — (P~'BP)(P~'AP) =0, pois P"'!AP e P~'BP
sdo ambas diagonais e matrizes diagonais sempre comutam entre si (por qué?). Assim, P~*(AB — BA)P = 0 e, portanto,
AB = BA.

Vamos agora passar a mostrar que se AB = BA entao ambas sao diagonalizaveis por uma mesma matriz P. Sejam
ai, ..., ap 0s T autovalores distintos de A e 81, ..., s os s autovalores distintos de B. Evocando o teorema espectral,
A e B podem ser escritos de acordo com suas decomposicoes espectrais como

A= iaiE;“ e B = iﬁjEﬁ
i=1 j=1

onde, de acordo com (10.70),

-1

T T
Ef = (a; — o) [[A-an)| . i=1,...,r (10.73)
K o
€ -1
o o

Como A e B comutam entre si e como EZA e E]-B, dados em (10.73)—(10.74), sao polinémios em A e B, respectivamente,
segue que EZA e EJB também comutam entre si para todo 7 e todo j.

Com isso, vamos definir
_ pApB _ pBpA
Qi,; = El'Ey = EjE]
parat=1, ..., rej=1, ..., s.

Note-se que os s, ;s sao projetores pois

2 _ (pArB AmBY _ (mA\2/mB\2 _ pApB
W7 (Ez Ej )(Ez Ej) - (Ez)(E]) - Ei Ej = Qi,j-

Fora isso, é facil ver que,

Qi,iQr,1 = 05, 105,1 Qi ;5 - (10.75)
E. 10.24 Ezercicio. Mostre isso. o+

Note-se também que
1= Qij, (10.76)
i=1 j=1

pois
T

ZT:ZS:QM = ZZEAEJB = (iE“) ZEf =11 = 1.
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Afirmamos que podemos escrever
T S

A = Z,Zﬁj@i’j (10.77)

i=1 j=1
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T S
B =% 45,0.;, (10.78)

i=1 j=1
onde 'yfj =q; e 'yfj = ;. De fato, com essas definicoes,
T S T S T S
A A 1B A B
St - Y Y este! - (Sant) (e ) - ar - o
i=1 j=1 i=1j=1 i=1 j=1
Para B a demonstragao é analoga.

Nas relagbes (10.77) e (10.78) é possivel fazer simplificacées em fungdo do fato de que nem todos os projetores Q;, ;
sao nao nulos. Seja Q; ..., Q; a lista dos projetores @);, ; nao nulos, ou seja,

{Ql ey Qt} = {Qi,j|Qi,j7é0; ’Zil,...,Tejil,...,S}.
E evidente por (10.75) que os Q’s s@o projetores e que

0,9 = 6k 1Q .
Por (10.76), tem-se
t
1=> O (10.79)
k=1

e por (10.77) e (10.78)

t

A= xit W (10.80)
k=1
t

B =) x#% (10.81)
k=1

onde as constantes X? e XkB estao relacionadas de modo ébvio com %A ;e B ;» respectivamente.

Em (10.80) e (10.81) vemos que A e B, por serem diagonalizdveis e por comutarem entre si, tém decomposigoes
espectrais com os mesmos projetores espectrais. Note-se também que, pela observacao feita no tépico Projetores, a
pagina 494 (vide equagao (10.53)), tem-se 1 <t < n.

Vamos agora completar a demonstragdao que A e B podem ser diagonalizados por uma mesma matriz inversivel P.

Seja € o subespago dos autovetores de Qi com autovalor 1. Subespagos €;’s diferentes tém em comum apenas o
vetor nulo. De fato, se kK # [ e w é um vetor tal que Qyw = w e Qw = w entao, como Q;Q; = 0 segue que

0= (Qle)w = Qk(Qlw) = ka = w.
Seja dj, a dimensao do subespago &y e seja uj, ..., ui’“ um conjunto de dj vetores linearmente independentes em
Er. Notemos que dj coincide com a multiplicidade algébrica do autovalor 1 de Qp, pois, conforme diz a Proposicao

10.21, o projetor Qi é diagonalizével e, portanto, é uma matriz simples (Proposigao 10.16). Como 1 = 2221 Qp, tem-se,
tomando-se o traco, que n = ZZ=1 di. Pelas definicoes, temos que

Qug = Ok,1 ug , (10.82)

pois Qpu§ = uf e, portanto, Quf = Q(Quuy) = (9 Qk)ul =0 para k # .

Afirmamos que o conjunto de vetores
1 o1 d 1 d
ULy evy UL, Uy oony UG, oo iUy, onny UL (10.83)
¢ formado por n vetores linearmente independentes. De fato, suponha que existam constantes c, ; tais que

t dy
o d 0
Ck, j ’U,k = .

k=i j=1
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. T . d j L . -
Aplicando-se a direita Q; terfamos Zjlzl a,ju] =0, o que s6 é possivel se ¢, ; = 0 para todo j pois ul, ..., uldl, foram
escolhidos linearmente independentes. Como [ é arbitrario, concluimos que ¢;, ; = 0 para todo [ e todo j, o que mostra
que o conjunto de vetores em (10.83) é linearmente independente.

Seja entao a matriz P € Mat (C, n) definida por
P = [{u%, e uill, u%, e ugb, utl, ce uftﬂ .

P é inversivel pois o conjunto (10.83) é linearmente independente (e, portanto, det(P) # 0).

Tem-se,
AP — [[Aui, o Aut Aul L Au® L Al L Auft]] .

Escrevendo A = °;_, x{* Q; (10.80) e usando (10.82), temos

t
a A a A, a
Aug = ZX[ Qui = Xpug -

=1
Assim,
Al A, d Al A, d Al A d
AP = |[X1U’15 cees XTUT XQ UL,y ceey X2UL s ey X Uy - Xtuttﬂ = PDy,
onde
: A A A A A A
DA:dlag Xl?"')Xla X27"'5X25 "'7Xta"'7Xt
—_———
d vezes ds vezes d; vezes
Portanto, P~'AP = D 4. Analogamente,
BP — [[Bu}, ..., Bu™, Bul, ..., Bu®, ...Bul, ..., Buftﬂ .
t
Escrevendo B = E xP Q; (10.81) temos,
=1
B, 1 B, d B, 1 B, d B, 1 B, d
BP = [[Xlul, cey XTULN X2 U, oy X2 U9 s ey XEUry -y X uttﬂ = PDp,
onde
: B B B B B B
DB:dlag Xl?"'7X1a X27"'7X2) sty Xta"'7Xt
—_—_———
dy vezes da vezes d; vezes

Portanto, P~'BP = Dp. Isso provou que A e B sdo diagonalizdveis pela mesma matriz inversivel P. A demonstracio
do Teorema 10.10 estd completa. |

10.5 Matrizes Autoadjuntas, Normais e Unitarias

e A adjunta de uma matriz

Seja V' um espaco vetorial dotado de um produto escalar (-, -) e seja A : V — V um operador linear. Um operador

linear A* que para todos u, v € V satisfaca
(u, Av) = (A*u, v)

é dito ser o operador adjunto de A. Em espagos vetoriais gerais ndo é ébvio (e nem sempre verdadeiro!) que sempre
exista o adjunto de um operador linear A dado. H& muitos casos, porém, nos quais isso pode ser garantido!®. Aqui
trataremos do caso dos espacos V' = C™ com o produto escalar usual.

18Tal é o caso dos chamados operadores lineares limitados agindo em espacos de Hilbert, para os quais sempre é possivel garantir a existéncia
do adjunto.
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Sejam v = (u1, ..., up) e v=(v1, ..., v,) dois vetores de C™ para os quais define-se o produto escalar usual

n
(u, v) = Zu_kvk.
k=1

Um operador linear A é representado (na base canénica) por uma matriz cujos elementos de matriz sdo A;;, com
i, j€{1, ..., n}

E um exercicio simples (faga!) verificar que ~0 operador adjunto A* de A é representado (na base canonica) por uma
matriz cujos elementos de matriz sdo (A*);; = Aj;, com ¢, j € {1, ..., n}. Ou seja, a matriz adjunta de A é obtida (na
base canonica!) transpondo-se A e tomando-se o complexo conjugado de seus elementos.

Os seguintes fatos sao importantes:
Proposigao 10.23 Se A e B sdo dois operadores lineares agindo em C™ entdo
(aA + BB)* = @A* + BB*

para todos o, B € C. Fora isso,
(AB)* = B*A*.

Por fim, vale para todo A que (A*)* = A. O

Deixamos a demonstracao como exercicio para o leitor.

A operagao Mat (C, n) 3 A — A* € Mat (C, n) é denominada operagdo de adjun¢io de matrizes. Como vimos na
Proposicao 10.23, a operagao de adjungao é antilinear e é um anti-homomorfismo algébrico.

e Os espectro e a operagao de adjungao

Seja A € Mat (C, n). Como ji vimos, o espectro de A, o(A), é o conjunto de raizes de seu polinémio caracteristico,
definido por pa(z) = det(z1 — A), z € C. Como para toda B € Mat (C, n) vale det(B*) = det(B) (por qué?), segue que

pa(Z) = det(Z1 — A) = det(z1 — A*) = pa-(z), ou seja, pa~(z) = pa(Z). Com isso, provamos a seguinte afirmacao:

Proposicao 10.24 Seja A € Mat (C, n). Entdo, A € 0(A) se e somente se X € 0(A*), ou seja, A é um autovalor de A
se e somente se A € um um autovalor de A*. |

Em simbolos, as afirmagoes acima sio expressas pela igualdade o(A) = o(A4*).

e Matrizes Hermitianas, normais e unitarias

Vamos agora a algumas definicbes muito importantes.

Definicdo. Um operador linear em C™ é dito ser simétrico, Hermitiano ou autoadjunto se A = A*, ou seja, se para
todos u, v € V satisfizer
(u, Av) = (Au, v).

)

Adverténcia. Em espacos vetoriais de dimensao finita as no¢oes de operador simétrico, Hermitiano ou autoadjunto sao
sinbnimas. Em espacos vetoriais de dimensao infinita, porém, ha uma distingao entre essas nocoes relativa a problemas
com o dominio de definicao de operadores.

Definicdao. Um operador linear em C" ¢é dito ser normal se AA* = A*A. Ou seja, A é normal se comuta com seu
adjunto. PN

Definicdo. Um operador linear em C" é dito ser unitdrio se A*A = AA* = 1. E claro que todo operador unitdrio é
normal e que um operador é unitario em C™ se e somente se A* = A~1. Note que se A é unitario entdo, para todos
u, v € V, tem-se

(Au, Av) = (u, v) .
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[
Definicdao. Se A é um operador linear em C™ define-se a parte real de A por
Re (A) = %(A + A%
e a parte imagindria de A por .
Im (A) = Z(A — A").
E claro que essas defini¢oes foram inspiradas nas relacoes analogas para ntimeros complexos. Note também que
A = Re (A) +ilm (A) .
o
E. 10.25 FEzercicio. Por qué? "

E importante notar que para qualquer operador linear A em C™ sua parte real e imagindria sdo ambas operadores
Hermitianos: (Re (A))* = Re (A) e (Im (A))* = Im (A).

E. 10.26 Ezercicio. Mostre isso. "
Para operadores normais tem-se a seguinte proposicao, que sera til adiante e serve como caracterizacao alternativa
do conceito de operador normal.

Proposigao 10.25 Um operador linear agindo em C" € normal se e somente se sua parte real comuta com sua parte
imagindria. O

Deixamos a demonstracdo (elementar) como exercicio para o leitor.

A importancia das defini¢oes acima reside no seguinte fato, que demonstraremos adiante: matrizes Hermitianas e
matrizes normais sao diagonalizdveis. Antes de tratarmos disso, vamos discutir algumas propriedades do espectro de
matrizes Hermitianas e de matrizes unitarias.

e Os autovalores de matrizes Hermitianas e de matrizes unitarias

Os seguintes teoremas tém importancia fundamental para o estudo de propriedades de matrizes Hermitianas e de
matrizes unitarias.

Teorema 10.11 Os autovalores de uma matriz Hermitiana sao sempre niumeros reais. O

Prova. Seja A Hermitiana, A um autovalor de A e v # 0 um autovetor de A com autovalor A\. Como A é Hermitiana
tem-se
(v, Av) = (Av, v).

Como v é um autovetor, o lado esquerdo vale (v, v) e o lado direito vale (v, v). Logo, (A — A)(v, v) = 0. Como v # 0

isso implica A = A, ou seja, A é real. |

Note-se que a reciproca desse teorema é falsa. A matriz tem autovalores reais (2 e 3) mas ndo é Hermitiana.

Para matrizes unitarias temos

Teorema 10.12 Os autovalores de uma matriz unitdria sio sempre numeros complexos de modulo 1. O
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Prova. Seja A unitaria, A um autovalor de A e v # 0 um autovetor de A com autovalor A. Como A ¢ unitéria tem-se
(Av, Av) = (v, v). Como v é um autovetor, o lado esquerdo vale A\ (v, v). Assim, (|]A|*> = 1)(v, v) = 0. Como v # 0
isso implica |A] = 1. |

e Operadores simétricos e unitarios. Ortogonalidade de autovetores

Teorema 10.13 Os autovetores associados a autovalores distintos de wma matriz simétrica sio ortogonais entre si. O

Prova. Seja A simétrica e A1, Ay dois de seus autovalores, que suporemos distintos. Seja v autovetor de A com autovalor
A1 e vy autovetor de A com autovalor Ay. Temos, por A ser simétrico, (v1, Ave) = (Av, v2). O lado esquerdo vale
A2(v1, v2) e o lado direito A\ (v1, ve) (lembre-se que A1 é real). Assim (Ao — A1)(v1, v2) = 0. Como Ay # A1, segue que
(v1, v2) = 0, que é o que se queria provar. |

Teorema 10.14 Os autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz unitdria sdo ortogonais entre si. 0O

Prova. Seja U unitéria e sejam A1, Ao dois de seus autovalores, sendo que suporemos A1 # Ao. Seja v; autovetor de U com
autovalor \; e vz autovetor de U com autovalor Ay. Temos, por U ser unitério, (Uvy, Uve) = (v1, U*Uwa) = (v1, va).
O lado esquerdo vale Ao (v1, v2) = 22(v;, vp) (lembre-se que A; é um nimero complexo de médulo 1 e, portanto

A1
A=A Y. Assim

Como Ay # A1, segue que (v1, v2) = 0, que é o que se queria provar. |

e Projetores ortogonais

Um operador linear E agindo em C™ é dito ser um projetor ortogonal se E> = E e se E* = E.

Projetores ortogonais sao importantes na decomposicao espectral de matrizes autoadjuntas, como veremos.

1 0
Note-se que nem todo projetor é ortogonal. Por exemplo E = é um projetor (E? = E) mas ndo é ortogonal
1 0
1 0
(E* # E). O mesmo vale para FE =
2 0
E. 10.27 Ezercicio. Mostre que uma matriz complexa 2 x 2 é um projetor ortogonal se e somente se ou for a matriz identidade 1
ou se for da forma %(]l +a- 6’), com @ = (a1, az, a3) € R3e Hd’” = 1. Aqui, @7 := a101 + a202 + azos, com o, sendo as matrizes
de Pauli, cuja definicdo e cujas propriedades basicas encontram-se no Exercicio E. 11.26, pagina 625. o]

Um exemplo importante de projetor ortogonal é representado por projetores sobre subespacos unidimensionais gerados
por vetores. Seja v um vetor cuja norma assumiremos ser 1, ou seja, ||v|| = y/(v, v) = 1. Definimos o projetor P, sobre
o subespaco gerado por v por

Py = (v, wyv, (10.84)

para todo vetor u. Provemos que P, é um projetor ortogonal. Por um lado, tem-se
P2u = (v, u) Pov = (v, u) (v, v)v = (v, wyv = Pyu,

o que mostra que P? = P,. Por outro lado, para quaisquer vetores a e b, usando as propriedades de linearidade,
antilinearidade e conjugagao complexa do produto escalar, tem-se

(a, P,b) = {a, (v, b)v) = (v, b) (a, v) = <<a, v) v, b> = {{v, a)v, b) = (Pya, b),
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provando que P; = P,. Isso mostra que P, é um projetor ortogonal.

Um fato crucial sobre projetores como P, é o seguinte. Se u e v sdo dois vetores ortogonais, ou seja, se (u, v) =0
entao P, P, = P,P, = 0. Para provar isso notemos que para qualquer vetor a vale

P,(Pya) = P,((v, a)v) = (v, a) P,o = (v, a) (u, vyu = 0.
O mesmo se passa para P,(P,a).

e Matrizes autoadjuntas e diagonalizabilidade

Vamos aqui demonstrar a seguinte afirmacao importante: toda matriz autoadjunta é diagonalizdvel. Uma outra
demonstracdo (eventualmente mais simples) dessa afirmagdo pode ser encontrada na Sec¢ao 10.8.3, pagina 549. Vide
Teorema 10.30, pagina 551.

Teorema 10.15 (Teorema Espectral para Matrizes Autoadjuntas) Se A € Mat (C, n) € autoadjunta, entao A
possui n autovetores mutuamente ortonormais vy, ..., U, com autovalores reais \i, ..., \n, respectivamente, ¢ pode ser

representada na forma espectral
A= MNP, +--+ P, . (10.85)

Os projetores P, satisfazem P;k = Py, para todo k e valem também P, P, = 0;1P,,, sendo que ZZ=1 P, =1.

Portanto, se A € autoadjunta, entdo A € diagonalizdvel, sendo que € possivel encontrar uma matriz unitdria P que
diagonaliza A, ou seja, tal que P~YAP ¢é diagonal e P~1 = P*.

Note-se que se aq, ..., a, com 1 <r <n sao os autovalores distintos de A, entdo (10.85) pode ser reescrita como
A=oP+ -+ a.P., onde cada P, € o projetor ortogonal dado pela soma dos P,;’s de mesmo autovalor ay. A
Proposicao 10.19, pdgina 497, garante a unicidade dessa representagdo para A. O

Prova do Teorema 10.15. A demonstragdo que A é diagonalizdvel serd feita construindo-se a representacdo espectral
(10.85) para A. Seja A\; um autovalor de A e v; um autovetor de A com autovalor \; normalizado de tal forma que
[lv1]] = 1. Vamos definir um operador A; por

Al = A_)\lp'ul .
Como A e P,, sao autoadjuntos e A1 é real, segue que A; ¢é igualmente autoadjunto.
B

Afirmamos que A;v; = 0 e que [v1]* é um subespago invariante por A;. De fato,

Al’l)l = A’Ul 7)\1P7jl’l)1 = )\1’1)1 7)\11)1 =0.

Fora isso, se w € [v1]* tem-se
<A1w, 1)1> = (w, A11}1> = 0,

mostrando que Ajw é também elemento de [v1]*.

O operador A; restrito a [v1]T é também autoadjunto (por que?). Seja A2 um de seus autovalores com autovetor
vg € [v1]*, que escolhemos com norma 1. Seja

A2 = Al_)\QPrU2 = A—)\lpful—)\gpfw.

Como A2 também é real Ay é igualmente autoadjunto. Fora isso afirmamos que As anula os vetores do subespaco [v1, v9]
e mantém [vy, vo]t invariante. De fato,

Agvy = Avy — M Pyv1 — AaPy,v1 = Ao — AMvr — Aa{vg, v1)ve = 0
pois (ve, v1) = 0. Analogamente,
Agve = Ajvg — Ao Pp,v2 = Agv2 — Aqva = 0.
Por fim, para quaisquer a, 8 € C e w € [v1, vo]* tem-se

<A2w, (avy +5U2)> = <w, Ag(avy —|—6v2)> =0,
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que é o que queriamos provar.

Prosseguindo indutivamente, construiremos um conjunto de vetores vy, ..., v,, todos com norma 1 e com v, €
[v1, ..., Va_1]* € um conjunto de niimeros reais A1, ..., A, tais que
A, = A—MP,, — - — Py,
anula-se no subespaco [v1, ..., v,]. Ora, como estamos em um espaco de dimensdo n e os vetores v sdo mutuamente
ortogonais, segue que [v1, ..., v,]| deve ser o espago todo, ou seja, A, = 0. Provamos entdo que
A= MPy, +--+ MNPy, . (10.86)

Vamos provar agora que essa € a representacao espectral de A. Como os v;’s sao mutuamente ortogonais, é evidente
que P, P, = 6k, P,,. Resta-nos provar que P,, +---+ P,, = 1. Como vy, ..., v, formam uma base, todo vetor z
pode ser escrito como uma combinacao linear

T = o1v1 + -+ anv, . (10.87)
Tomando-se o produto escalar com v,, e usando o fato que os v;’s sdo mutuamente ortogonais, tem-se o = (vq, ).

E. 10.28 FEzercicio. Verifique. "

Assim, (10.87) pode ser escrita como
x = (v, x)v1 + -+ (Up, T)v, = Pya+---+P,x = (Py+--+P,)x.

Como isso vale para todo vetor z, segue que P, + -+ P, = 1. Assim, A possui uma representacao espectral como
(10.54). Pelo Teorema Espectral 10.7, A é diagonalizavel.

Por (10.86), vemos que Av, = A\, (verifique!). Logo os A,’s sdo autovalores de A e os v,’s seus autovetores. Assim,
se A é autoadjunto, podemos encontrar n autovetores de A mutuamente ortogonais, mesmo que sejam autovetores com
o mesmo autovalor. Isso generaliza o Teorema 10.13.

Pelo que ja vimos A é diagonalizada por P~1 AP, onde podemos escolher P = [[1)1, ey v”]] . E facil verificar, porém,

que P é unitéria. De fato, é um exercicio simples (fagal) mostrar que

(v, v1) - (v1, vn)

<Un7 ’l)1> <vn7 vn>

Como (vg, vp) = dq,p, & matriz do lado direito é igual a 1, mostrando que P*P = PP* = 1 e que, portanto, P ¢é unitaria.
|
Para concluir essa discussao, temos:

Proposicao 10.26 Uma matriz A € Mat (C, n) € autoadjunta, se e somente se for diagonalizdvel por uma trans-
formacgao de similaridade unitdria e se seus autovalores forem reais. O

Prova. Se A € Mat (C, n) é diagonalizdvel por uma transformacao de similaridade unitédria e seus autovalores séo reais,
ou seja, existe P unitaria e D diagonal real com P*AP = D, entao A = PDP* e A* = PD*P*. Como D é diagonal e
real, vale D* = D e, portanto, A* = PDP* = A, provando que A é autoadjunta. A reciproca ja foi provada acima. W

e Matrizes normais e diagonalizabilidade

O teorema que afirma que toda matriz simétrica é diagonalizdvel tem a seguinte consequéncia:
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Teorema 10.16 Se A € Mat (C, n) é normal entio A é diagonalizdvel. O

Prova. Jé vimos que toda matriz A pode ser escrita na forma A = Re (4)+4Im (A) onde Re (A) e Im (A4) s@o autoadjuntas.
Vimos também que se A é normal Re (A) e Im (A) comutam entre si (Proposigdo 10.25). Pelo Teorema 10.10, Re (4) e
Im (A) podem ser simultaneamente diagonalizados. u

Observagao. Como no caso autoadjunto, o operador que faz a diagonalizacio pode ser escolhido unitdrio. De fato, vale uma afirmativa
ainda mais forte. &

Teorema 10.17 Uma matriz A € Mat (C, n) € normal se e somente se for diagonalizdvel por um operador unitdrio. O

Prova. Resta provar apenas que se A é diagonalizdvel por um operador unitario P entdo A é normal. Seja D = P*AP.
Tem-se D* = P*A*P (por qué?). Assim,

A*A— AA* = PD*P*PDP* — PDP*PD*P* = P(D*D—-DD*")P* = 0,

j& que D* e D comutam por serem diagonais (duas matrizes diagonais quaisquer sempre comutam. Por qué?). Isso
completa a prova que A é normal. |

Uma outra demonstragao (eventualmente mais simples) dessa afirmagdo pode ser encontrada na Segao 10.8.3, pdgina
549. Vide Teorema 10.31, pagina 551.

10.5.1 Matrizes Positivas

Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser uma matriz positiva se (w, Aw) > 0 para todo vetor w € C". A seguinte
proposicdo é relevante'®:

Proposicao 10.27 Se A € Mat (C, n) ¢ positiva, entao A é Hermitiana e tem autovalores nao negativos. Reciproca-
mente, se A € Hermitiana e tem autovalores nao negativos, entdo A € positiva. |

Prova. A expressdo w(u, v) := (u, Av), u, v € C", define uma forma sesquilinear que, por hipdtese, é positiva, ou seja,
satisfaz w(u, u) > 0 para todo u € C". Pelo Teorema 3.1, pigina 227, w é Hermitiana, ou seja, w(u, v) = w(v, u) ,
para todos os vetores u e v. Mas isso significa que (u, Av) = (v, Au), ou seja, (u, Av) = (Au, v) para todos os
vetores u e v e assim provou-se que A = A*. Uma outra forma de demonstrar isso usa a identidade de polarizagdo. Se
A é positiva entdo, para quaisquer vetores u, v € C" vale ((u + i"v), A(u + i"v)) > 0 para todo n € Z e, portanto,

{((u+1"v), A(u+i"v)) é um nimero real. Usando a identidade de polarizagao, eqs. (3.34)—(3.35), pdgina 237, vale, para

19V4rios dos resultados que seguem podem ser generalizados para operadores lineares positivos agindo em espacos de Hilbert. Vide Teorema
39.30, pagina 2133.
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quaisquer vetores u, v € C”,

3
. 1
OIS i), At i) = 3+, At i)

(Av, u) = (u, Av) 1
n=0

3
sesquilin. 1 .— .— . . .
e g TG (u A+ i), A (u 4 i)

- S e O

n=0

(v, Au) .

Assim, (Av, u) = (v, Au) para todos u, v € C", o que significa que A é Hermitiana. Portanto, por (10.85), podemos

escrever A = M P,, + -+ + M\ P,,, onde vy, ..., v, sao autovetores mutuamente ortonormais de A com autovalores
M, ..., Ap, respectivamente. Disso segue que (v;, Av;) = Aj para todo j =1, ..., n. Como o lado esquerdo é > 0, por
hipétese, segue que A\; > 0 para todo j =1, ..., n.

Se, reciprocamente, A for autoadjunta com autovalores ndo negativos, segue de (10.85) e da definicdo de P,, em

(10.84) que (w, Aw) Z Ajl(w, v;)] 2 >0, para todo w € €", provando que A é positiva. |

O seguinte corolario é imediato.

Corolario 10.4 Uma matriz A € Mat (C, n) € positiva se somente se existe uma matriz positiva B (univoca!) tal que
A= B2. As matrizes A e B comutam: AB = BA. O

Demonstracdo. Se A = B2 com B positiva, entdo, como B ¢ autoadjunta (pela Proposicio 10.27), segue que para todo
w € C" vale (w, Aw) = (w, B*w) = (Bw, Bw) = ||Bwl||?> > 0, provando que A é positiva. Provemos agora a reciproca.
Se A é positiva entao, como comentamos na demonstragao da Proposicao 10.27, A é autoadjunta com representacao

espectral A = M P,, +--- + A\, By, onde vy, ..., v, sao autovetores mutuamente ortonormais de A com autovalores
A1, ..., Apn, respectivamente, todos nao negativos. Defina-se a matriz

= VAP 4+ VAP, (10.88)

Como, pela ortonormalidade dos v;’s, vale P, P, = 6; 1 P,;, é facil ver que B?2 =\ P, +- -+ AP, = A. A unicidade
de B segue da unicidade da decomposigao espectral, Proposigao 10.19, pagina 497. A igualdade (B?)B = B(B)? significa
AB = BA, provando que A e B comutam. |

Definicdo. Se A ¢ uma matriz positiva, a (inica!) matriz positiva B satisfazendo B? = A é frequentemente denotada
por VA e denominada raiz quadrada da matriz A. Como vimos, AvVA = VAA. [
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Lema 10.5 Se A € Mat (C, n) é uma matriz positiva e C € Mat (C, n) satisfaz CA = AC' entdo Cv/A = /AC. O

Prova. Se C' comuta com A, entao C' comuta com qualquer polinémio em A. Vimos na Proposicao 10.18, pagina 497, que
os projetores espectrais de A podem ser escritos como polindmios em A. Assim, C' comuta com os projetores espectrais
de A e, portanto, com /A, devido a (10.88). |

Uma consequéncia interessante das consideragoes acima € a seguinte proposigao:

Proposigao 10.28 Toda matriz Hermitiana pode ser escrita como combinacdo linear de até duas matrizes unitdrias.
Toda matriz pode ser escrita como combinacdo linear de até quatro matrizes unitdrias. |

Demonstra¢do. Seja A € Mat (C, n). Se A é Hermitiana (vamos supor que A # 0, pois de outra forma ndo ha o que se
provar), entdo, para todo w € C", o produto escalar (w A%w) é um ntimero real e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
[(w A%w)| < || A2|| [|w]|Zn. Assim, —||A2|| [|w]|Z. < (w, A%w) < || A?]||jw]Z. Logo, a matriz 1 — A2 /||A2|| é positiva, pois

(w, (1 — A2/ A?%|)w) = |Jw] 2. = 0. Consequentemente, \/1 — A2/[|A?]| existe e ¢

e — (w, A2w) /|| A% > ||w|
positiva e Hermitiana. Trivialmente, podemos escrever

A v ”A2H A + a4 /1 A2 + HA2” A 4 /1 A2 (10 89)
= 7 — — 1 _ . .
2 142]| A2l 2 VA2 [ A2l

Agora, as matrizes A4+, /1— A sao unitdrias. Para ver isso, notemos que

[|A2]|
(Ao ) (o) -

Para provar a ultima igualdade basta expandir o produto e notar que, pelo Lema 10.5, A e /1 — ”ﬁz” comutam, ja que

on = llw]

b

e que

2
Ael— H‘Q—QH comutam.

Assim, vemos de (10.89) que uma matriz Hermitiana A é combinagdo linear de até duas unitdrias, provando a primeira
parte da Proposicao 10.28. Para provar a segunda parte, basta notar que se M € Mat (C, n) é uma matriz qualquer,

podemos escrever
M+ M* M — M*
o= (M) (M)
2 21

Ambas as matrizes entre parénteses sao Hermitianas e, portanto, podem cada uma ser escritas como combinagao linear
de até duas unitarias, totalizando até quatro unitarias para M. |

A Proposigao 10.28 é valida nao apenas para algebras de matrizes. Vide Proposigao 39.47, pagina 2084.

10.5.1.1 Matrizes Pseudoautoadjuntas e Quaseautoadjuntas

Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser uma matriz pseudoautoadjunta, ou pseudo-Hermitiana, se existir uma matriz
inversivel S € Mat (C, n), ndo necessariamente tnica, tal que

A* = S71AS |

ou seja, se for similar a sua adjunta. Se A for pseudoautoadjunta, A e A* possuem o mesmo espectro por serem similares
(Proposigao 10.5, pdgina 474). Como o espectro de A* é sempre o complexo conjugado do espectro de A (Proposigao



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 10 515/2584

.24, pagi , { iz j i Vi i
10.24, pagina 507), concluimos que para uma matr seudoautoadjunta o espectro consiste em autovalores reais ou de
pares de niimeros complexo-conjugados.

Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser uma matriz quaseautoadjunta, ou quase-Hermitiana , se for pseudoautoadjunta
e se a matriz inversivel S € Mat (C, n), acima, puder ser escolhida positiva.

As matrizes quaseautoadjunta sio importantes pois seus autovalores sio todos reais. Para ver isso, seja S'/2 a raiz
quadrada positiva de S. Defina B := S~1/2A4SY2. Por definicdo, A, A* e B sao similares e, portanto, possuem o
mesmo espectro. Agora, pela definicio, B* = §1/24*S~1/2 = §1/26-1485-1/2 = §-1/248'/2 = B, provando que B é
autoadjunta e, assim, tem espectro real.

E conveniente aqui notar que a condi¢cao de uma matriz ser quaseautoadjunta é condicao suficiente, mas nao é condigao
necessaria, para garantir a realidade dos seus autovalores.

Se A for quaseautoadjunta, entdo A possui algo similar & decomposigao espectral (vide (10.54), pagina 495). Como B
é autoadjunta, sua decomposicao espectral é B = 2221 aq,P,, com 1 <r <n, com os a,’s sendo os autovalores distintos
de B (todos reais) e com P, sendo seus projetores espectrais, satisfazendo: P, P, = 0P, ZZ=1 P,=1eP; =P,
Como A = S'/2BS~1/2 podemos escrever
T
A = ZaaQa )
a=1

com Q,Qp = dupQa € 2221 Q. = 1, onde Q, := SY/2P,5 /2. Verifique! Os operadores Q, nio sio necessariamente
projetores ortogonais®’, por ndo serem necessariamente autoadjuntos (como os operadores P, o sdo), mas satisfazem
Q= S71Q.S, ou seja, sdo também matrizes quaseautoadjunta. Como Q% = Q,, os autovalores de cada @, sdo 0 ou 1.

E. 10.29 Ezercicio. Seja A a matriz real 2 x 2 dada por A = (2Y), com a, b, ¢ e d reais, sendo b # 0 e ¢ # 0. Seja S = (é %)

com S71 = (é 2) Verifique explicitamente que S™'AS = AT e, portanto, que A é pseudoautoadjunta. Verifique que S é positiva
caso 7 > 0 e, portanto, nessa situagcdo A é quaseautoadjunta.

Verifique que os autovalores de A s3o At = %(a +d=+x+/(a—d)? +4bc), o que deixa claro que se ¢/b > 0 (e, portanto, bc > 0)

os dois autovalores sdo reais. A condicdo mais geral, no entanto, para que os autovalores sejam reais é, naturalmente, 4bc > —(a — d)*.

L

Esse exemplo se deixa generalizar nas chamadas matrizes tridiagonais reais, as quais sao relevantes na Mecanica
Quéntica de sistemas unidimensionais em um espaco discretizado (como no modelo de localizacao de Anderson?! unidi-
mensional).

e Matrizes tridiagonais

Uma matriz T € Mat (C, n) é dita ser uma matriz tridiagonal se seus elementos de matriz satisfizerem 7;; = 0 sempre
que |[i —j| > 1. Em palavras, uma matriz é tridiagonal se todos os seus elementos de matriz forem nulos fora da diagonal
principal, da primeira supradiagonal e da primeira infradiagonal.

Algumas matrizes tridiagonais sao exemplos relevantes de matrizes pseudoautoadjuntas e quaseautoadjuntas.

. . O a1 by 0 ’ ’ ’ .
E. 10.30 Ezercicio. Seja A a matriz tridiagonal real 3 x 3 dada por A = <c01 az by ) com todos os a;'s, b;'s e c¢x's reais,
co as

b1

10 0 10 0
sendo b; # 0 e ¢ # 0 para todos j, k € {1, 2}. Seja S = <O T >,com S = <0c1 Ob
0 192

ks
oS¢

cico
5105 00

>. Verifique explicitamente que

c1c2

S71AS = AT e, portanto, que A é pseudoautoadjunta. Verifique que S é positiva caso 7 >0e 2 >0 e, portanto, nessa situagdo A
i 1 2

é quaseautoadjunta. "

O exercicio acima pode ser generalizado.

20Exceto, é claro, no caso trivial em que S = 1, ou seja, quando A é autoadjunta.
21Philip Warren Anderson (1923-).
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E. 10.31 Ezercicio. Seja A a matriz tridiagonal real n x n dada por

al bl O O 0 e 0
C1 az b2 O 0 e 0
O C2 as b3 0 e 0
A =
0
0 0 . e 0 Cn—2 An—1 bnfl
0o 0 ... 0 0 Cn—1  Qn
Os elementos da diagonal principal sdo ai, ..., an, os elementos da primeira supradiagonal sdo b1, ..., b,—1 e os elementos da
primeira infradiagonal sdo ci, ..., cp—1. Assumimos que todos os a;'s, b;'s e ci's sdo reais, sendo b; # 0 e ¢, # 0 para todos
J, ke{l,, ..., n—1}. Seja
a1 cic e b1 bib [y
S = diag [ 1, —1, 1—2,..., 2 com S = diag (1, —1, ﬁ,..., 2.
g < by bibs 7_111 b; s c1 CiC2 7_111 cj
Verifique que ST1AS = AT e, portanto, que A é pseudoautoadjunta. Verifique que S é positiva caso % > Oparatodoj € {1, ..., n—1}
J
e, portanto, nessa situacdo A é quaseautoadjunta. o+

koksk kok ok okk okkk

Para um tratamento de operadores quaseautoadjuntos que inclua o caso de operadores nao limitados, vide [96].

10.5.2 O Teorema de Inércia de Sylvester. Superficies Quadraticas

e TransformagGes de congruéncia em Mat (C, n)

Seja M € Mat (C, n). Se P € Mat (C, n) é inversivel, a transformacao M — P*M P é dita ser uma transformag¢ao
de congruéncia. Uma transformacao de congruéncia representa a transformagao de uma matriz por uma mudanga de
base (justifique essa afirmacao!).

Se M for autoadjunta, P*M P é também autoadjunta e, portanto, ambas tém autovalores reais. Em geral, o conjunto
dos autovalores de M é distinto do conjunto dos autovalores de P*M P (exceto, por exemplo, se P for unitdria). Porém,
um teorema devido a Sylvester, frequentemente denominado Lei de Inércia de Sylvester, afirma que uma propriedade do
conjunto dos autovalores é preservada em uma transformacao de congruéncia, a saber, o nimero de autovalores, positivos,
de autovalores negativos e de autovalores nulos (contando-se as multiplicidades). Enunciaremos e demonstraremos esse
teorema logo adiante.

Dada uma matriz autoadjunta M € Mat (C, n), a tripla de nimeros (m, m/, mg), onde m é o nimero de autovalores
positivos de M, m’ é o niimero de autovalores negativos de M, mg é o ntimero de autovalores nulos de M, (em todos os
casos contando-se as multiplicidades) é denominada (por razdes histéricas obscuras) a inércia da matriz M. Naturalmente,
vale m +m' +mg = n. A Lei de Inércia de Sylvester afirma, portanto, que a inércia de uma matriz é preservada por
transformagoes de congruéncia.

Dizemos que duas matrizes A e B € Mat (C, n) sdo congruentes se existir P € Mat (C, n) inversivel tal que
A = P*BP. E muito facil provar que a relacao de congruéncia é uma relagao de equivaléncia.

E. 10.32 Ezercicio. Demonstre essa afirmac3o! "

Dessa forma, a Lei de Inércia de Sylvester afirma que a inércia de matrizes é constante nas classes de equivaléncia
(pela relacao de congruéncia). Assim, é legitimo perguntar se as classes de equivaléncia sdo univocamente determinadas
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pela inércia de seus elementos. A resposta é negativa (exceto no caso trivial n = 1), como mostra a argumentagao do
paragrafo que segue.

Se A € Mat (C, n), com n > 1, é uma matriz positiva, A é da forma P*P (Coroldrio 10.4, pdgina 513). Assim,
det A = | det P|? e concluimos que A ¢ inversivel se e somente se P o for. Conclui-se disso que a classe de equivaléncia
(por relagbes de congruéncia) que contém a matriz identidade contém todas as matrizes positivas e inversiveis. Pela
Proposicao 10.27, pagina 512, esse conjunto coincide com o conjunto de todas as matrizes autoadjuntas com autovalores
positivos, ou seja, que possuem inércia (n, 0, 0). Entretanto, existem também matrizes ndo autoadjuntas com inércia
(n, 0, 0) (por exemplo, matrizes triangulares superiores?? com elementos positivos na diagonal e alguns elementos nio
nulos acima da diagonal). Como tais matrizes ndo podem ser equivalentes & identidade (toda matriz da forma P*1P é
autoadjunta), concluimos que as classes de equivaléncia nao sdo determinadas univocamente pela inércia das matrizes
que as compoem.

e A Lei de Inércia de Sylvester

A Lei de Inércia de Sylvester é importante para a classificagao de formas quadréticas e sua relevancia estende-se até
a classificagao de equagoes diferenciais parciais de segunda ordem. Tratemos de seu enunciado e demonstragao.

Teorema 10.18 (Lei de Inércia de Sylvester) Sejam A e B € Mat (C, n) duas matrizes autoadjuntas. Denotemos
por Ay, A_, Ay os subespagos gerados, respectivamente, pelos autovetores com autovalores positivos, negativos e nulos
de A (e analogamente para B).

Suponhamos que exista P € Mat (C, n), inversivel, tal que A = P*BP. Entao, dimA; =dim B, dimA_ = dimB_
e dim Ag = dim By, onde dim € denota a dimensdo de um subespaco € C C™. Assim, concluimos também que A e B tém
0 mesmo numero de autovalores positivos, o mesmo niumero de autovalores negativos e o mesmo numero de autovalores
nulos (em todos os casos, contando-se as multiplicidades). O

Prova. Sejam a1, ..., a, os autovalores positivos (ndo necessariamente distintos) e ag11, ..., Qqta 0s autovalores
negativos (nao necessariamente distintos) de A. Analogamente, sejam (1, ..., [, os autovalores positivos (ndo neces-
sariamente distintos) e Bp41, ..., Bp+ir 0s autovalores negativos (ndo necessariamente distintos) de B. Naturalmente,
valem 0<a+a <nel0<b+bd <n.

Se A e B forem nulos nao ha o que demonstrar, de modo que podemos supor que ambos tém pelo menos um autovalor
nao-nulo. Nesse caso, podemos sempre, sem perder em generalidade, supor que A tem pelo menos um autovalor positivo,
pois se tal nao for verdade para A sera verdadeiro para —A.

O Teorema Espectral, Teorema 10.7, pagina 494, permite-nos escrever

a+d

a
A = ZakAk — Z |Oél|Al
k=1 l=a+1
e
b b+b’
B = BBi— Y |8IBi, (10.90)
k=1 I=b+1
onde A; e B; sao os projetores espectrais de A e B, respectivamente. Defina-se
a a+ta’
A+ = 2:14k; A_ = 2: /h e .Aoii ﬂ‘*A+‘*A,
k=1 l=a+1
e, analogamente,
b b+b’
B, = ZB’“ B_ = ZBl e By :=1-B, —B_.
k=1 I=b+1

Ay, A_ e Ay sdo, respectivamente, o projetor sobre o subespaco de autovetores com autovalores positivos, negativos e
nulos de A. Analogamente para B. Esses subespacos sao

Ar = ALC", Ay = AC", By = BLC", By, = ByC".

22Para a definigdo, vide pagina 523
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Seja  um vetor ndo-nulo de A, . Tem-se que A;xz = 0 para todo [ > a e Axx # 0 para pelo menos um k=1, ..., a.
Logo, como aj, > 0 para todo k=1, ..., a, segue que
(@, Az)e = > an(m, Ag)e = > ax(Apz, Agz)e = > agl|Agz|® >0. (10.91)
k=1 k=1 k=1

Porém, para um tal x vale também

b b+b’

. (10.90) 2

(2, Az) = (2, P"BPa)¢ = (Pz, BPa)o "=" 3 Bl BiPal? - S |ﬁk|HBkPxH .
k=1 1=b+1

Vamos agora supor que B < dim Ay (ou seja, que b < a). Afirmamos que podemos encontrar ao menos um 4 € A,
nao-nulo, tal que By Pz, = 0 para todo k =1, ..., b. Se assim nao fosse, nao existiria x € A, nao-nulo satisfazendo
By Px = 0, ou seja, valeria B, Pz # 0 para todo € A, com z # 0. Logo, (PAy) N (B4)*+ = {0}, o que implica que
PA, C B,. Isso, por sua vez, significa que dimensdo do subespago PA, é menor ou igual a dimensdo de B e, como P
é inversivel, isso implica, dim Ay < dim B, uma contradicao.

Assim, para um tal z; terfamos

b+b’

2
(x4, Azy)e = — Z |5k|HBkP=’E+H <0,
1=b+1

contradizendo (10.91). Concluimos disso que dimB; > dimA;. Como B = (P*)"'AP~! um raciocinio andlogo
trocando A e B e trocando P — P~! implica que dim A, > dim B, . Assim, dim B, = dim A.

Também de forma totalmente andloga prova-se que dimB_ = dimA_ (isso também pode ser visto imediatamente
trocando A — —A e B — —B). Isso implica ainda que dim By = dim Ag, completando a demonstragao. |

e Transformacoes de congruéncia em Mat (R, n)

Para matrizes reais agindo no espago R" valem afirmacoes andlogas as obtidas acima. Seja M € Mat (R, n). Se
P € Mat (R, n) é inversivel, a transformacio M +— PTMP ¢ dita ser uma transformacdo de congruéncia real, ou
simplesmente transformacdo de congruéncia. Uma transformacgao de congruéncia representa a transformacao de uma
matriz por uma mudanca de base (justifique essa afirmacao!). Para transformacoes de congruéncia reais vale também a Lei
de Inércia de Sylvester: se A € Mat (R, n) é simétrica (ou seja, se A = AT) sua inércia é preservada por transformacoes
de congruéncia A — PT AP com P € Mat (R, n) inversivel. Como essa afirmacdo é um mero caso particular do anterior,
omitimos a demonstragao e convidamos o estudante a completa-la.

e Classificagao de matrizes simétricas em R”

Matrizes simétricas em R™ podem ser classificadas de acordo com o tipo de inércia que possuem, classificagao essa
invariante por transformagoes de congruéncia. Uma matriz simétrica A € Mat (R, n), n > 1, é dita ser

/

1. Parabdlica, se ao menos um dos seus autovalores for nulo, ou seja, se sua inércia for da forma (a, a’, ag) com

ap > 1;

2. FEliptica, se todos os seus autovalores forem positivos ou se todos forem negativos, ou seja, se sua inércia for da
forma (a, a’, 0) coma>1ed =0oucoma >1ea=0;

3. Hiperbdlica, se um de seus autovalores for positivo e os demais negativos, ou o oposto: se um de seus autovalores
for negativo e os demais positivos, ou seja, se sua inércia for da forma (1, o', 0) com @’ > 1 (a, 1, 0) com a > 1;

4. Ultra-hiperbolica, se ao menos dois de seus autovalores forem positivos e ao menos dois forem negativos, nenhum
sendo nulo, ou seja, se sua inércia for da forma (a, a’, 0) com a > 2 e a’ > 2. Esse caso s se dd se n > 4.

Essa nomenclatura que classifica as matrizes em parabdlicas, elipticas, hiperbdlicas e ultra-hiperbdlicas tem uma mo-
tivagdo geométrica relacionada a classificacao de superficies quadraticas em R"™, assunto que ilustraremos abaixo.
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e Superficies quadraticas R”

Sejam x1, ..., T, s@o n varidveis reais. A forma mais geral de um polindémio real de segundo grau nessas varidveis é
n n n
p(x) = E E Ajjxixy + E crrp +d
i=1 j=1 k=1

onde A;; € R, ¢, € Red € R. A expressao acima para p pode ser escrita como p(z) = (x, Az)y + (¢, z)i + d, onde,

c1 ZT1
naturalmente, A é a matriz cujos elementos sdo A;;, ¢ = ( : ) exr = ( : ) A matriz A pode ser sempre, sem perda
cn Tn
de generalidade, escolhida como simétrica. Para ver isso, notemos que, A pode sempre ser escrita como soma de uma
matriz simétrica e uma antissimétrica: A = 1(A+ AT) + 2(4 — AT). Contudo,

n

(@, (A= AT)z)p = DN " (Aij — Aji) wizj = 0

i=1 j=1

como facilmente se constata. Assim, a parte antissimétrica de A, ou seja, %(A — AT), ndo contribui em (z, Azx)p, apenas
a parte simétrica 1(A + AT). Portanto, A serd doravante considerada simétrica.

Estamos agora interessados em classificar as superficies em R" definidas por p(z) = «, com « constante. H4 primei-
ramente dois casos a considerar: 1) A é inversivel e 2) A nao é inversivel.

1. Se A é inversivel, podemos escrever

p(x) = (z, Az)g + (¢, T)r +d = <<:c+ %A‘%), A <x+ %A‘%)>R % (e, A7), +d.

Verifique! Assim, a equagdo p(z) = « fica <(ac—|— %A‘lc), A(Jc—l— %A‘lc)>]R = B, onde B é a constante o +
i<c7 A‘lc>]R — d. A matriz simétrica A pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal, ou seja, podemos
escrever A = OT DO, com D = diag (A1, ..., ), com )\ sendo os autovalores de A e O sendo ortogonal. Podemos

sempre escolher O de sorte que os primeiros m autovalores A1, ..., A, sao positivos e os demais A\p41, ..., Ay
sdo negativos (ndo hé autovalores nulos, pois A foi suposta inversivel).

Com isso, ((z+ 3A47"¢c), A(x+3547"¢))g = (y, Dy)g, onde y = O (z+ 347 "¢). A equagio p(z) = «a fica,

entdo, Y ;_, Ay ¥ = S ou seja,
n

Sy > lyl = 8. (10.92)
k=1

l=m+1

Temos os seguintes subcasos a tratar:

(a) Se todos os autovalores de A sdo positivos e 8 > 0, a equacdo (10.92) descreve um elipsoide em R"™ (se 8 < 0
nao ha solugoes e se f = 0 a equagao descreve apenas o ponto y = 0 em R™). O mesmo vale, reciprocamente,
se todos os autovalores de A forem negativos e 5 < 0 (se # > 0 ndo ha solugoes e se 5 = 0 a equagdo descreve
apenas o ponto y = 0 em R™).

(b) Se um dos autovalores de A é positivo e os demais n — 1 s@o negativos, ou se ocorre o oposto, ou seja, se
um dos autovalores de A é negativo e os demais n — 1 s@o positivos, entdo a equacao (10.92) descreve um
hiperboloide (n — 1)-dimensional em R™ no caso 3 # 0.

Se B > 0 o hiperboloide tem duas folhas (i.e., possui duas componentes conexas) e no caso 8 < 0 apenas uma.
A Figura 10.2, pagina 521, exibe hiperboloides com uma e duas folhas em R3.

Devido a sua estabilidade, hiperboloides de uma folha sao frequentemente encontrados em estruturas arqui-
tetonicas. A bem conhecida catedral de Brasilia, de Niemeyer??, é um exemplo. A estabilidade estrutural
desse formato decorre do fato que por qualquer ponto de um hiperboloide de uma folha passam duas linhas
retas inteiramente contidas dentro do mesmo (prove isso!).

Se 8 =0 a equagao (10.92) descreve um cone (n — 1)-dimensional em R™.

230scar Niemeyer Soares Filho (1907-).
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(c) Este caso ocorre apenas se n > 4. Se ao menos dois autovalores de A é positivo e ao menos dois sdo positivos
a equagao (10.92) descreve, no caso 8 # 0, uma superficie (n — 1)-dimensional em R"™ denominada ultra-
hiperboloide. Se B =0 a equagao (10.92) descreve uma (n — 1)-dimensional em R™ denominada ultracone.

2. Se A nao ¢ inversivel temos que proceder de modo ligeiramente diferente. Como antes, a matriz simétrica A pode
ser diagonalizada por uma matriz ortogonal, ou seja, podemos escrever A = OT DO, com D = diag (A1, ..., ),
com A, sendo os autovalores de A e O sendo ortogonal. Como A néo tem inversa, alguns de seus autovalores
sao nulos. Podemos sempre escolher O de sorte que os primeiros m autovalores A1, ..., A, sdo positivos, os m’
autovalores seguintes A\y41, ..., Am+tm’ S80 negativos e os demais A\yym/41, .-, An sao nulos. Naturalmente,
0 <m+m’ < n. Podemos, entao, escrever p(x) = (x, Azx)p + (¢, z)g +d = (y, Dy)p +(Oc, y)g +d onde y = Ox.

Assim, se ¢ # 0 a equacido p(z) = « fica

1 m+m/ m
voe = v+ Dol =D M (10.93)
l=m+1 k=1

onde v = (a —d)/||c|| e yoc é a projegdo de y na diregdo do vetor Oc. Se a dimensao do subespago dos autovalores
nulos Ag for maior que 1 a equacao (10.93) descrevera cilindros de diversos tipos, dependendo do numero de
autovalores positivos e negativos e de Oc ter uma projegao ou nao em Ag. Nao descreveremos os todos os detalhes
aqui, mas um exemplo de interesse se d4 em R3, se A tiver dimensdo 2 e Oc for um vetor ndo-nulo de Ag. Nesse
caso equagao (10.93) descreve um cilindro parabdlico. Vide Figura 10.4, pagina 522.

Para o caso em que A tem dimensdo 1 e Oc é um elemento ndo-nulo desse subespago, a equacao (10.93) descreve
diversos tipos de paraboloides (n — 1)-dimensionais. Temos os seguintes casos:

(a) aequagao (10.93) descreve um paraboloide eliptico (n — 1)-dimensional caso todos os autovalores nao nulos de
A forem positivos ou se todos os autovalores nao nulos de A forem negativos. Vide Figura 10.3, pagina 10.3.

(b) A equagcao (10.93) descreve um paraboloide hiperbélico (n—1)-dimensional caso um autovalor de A seja negativo
e os demais autovalores ndo nulos de A sejam positivos (ou o contrério: caso um autovalor de A seja positivo
e os demais autovalores nao nulos de A sejam negativos). Vide Figura 10.3, pdgina 10.3.

(¢) A equagao (10.93) descreve um paraboloide ultra-hiperbdlico (n — 1)-dimensional caso pelo menos dois dos
autovalores ndo nulos de A sejam positivos e pelo menos dois dos autovalores nao nulos de A sejam negativos.
Esse caso sé pode ocorrer se n > 5.

Para ¢ # 0 diversas situagbes acima podem também descrever cilindros, por exemplo, se Oc encontra-se no
subespago dos autovetores com autovalores nao nulos.

Se ¢ =0 e dim Ay > 1, equagao p(x) = « fica

m+m'

DMvi— Y Nl = B, (10.94)
k=1 l=m+1

com 8 =a—d. A equagdo (10.94) descreve diversos tipo de cilindros (n — 1)-dimensionais.

(a) Caso ¢ =0 a equagao (10.94) descreve um cilindro eliptico (n — 1)-dimensional caso todos os autovalores nao
nulos de A forem positivos ou se todos os autovalores nao nulos de A forem negativos. Vide Figura 10.4,
péagina 522.

(b) Caso ¢ = 0 a equagdo (10.94) descreve um cilindro hiperbdlico (n — 1)-dimensional caso um autovalor de A
seja negativo e os demais autovalores nao nulos de A sejam positivos (ou o contrario: caso um autovalor de A
seja positivo e os demais autovalores nao nulos de A sejam negativos). Vide Figura 10.4, pdgina 522.

(c) Caso ¢ = 0 a equagao (10.94) descreve um cilindro ultra-hiperbdlico (n — 1)-dimensional caso pelo menos
dois dos autovalores nao nulos de A sejam positivos e pelo menos dois dos autovalores nao nulos de A sejam
negativos. Esse caso sé pode ocorrer se n > 5 (lembrar que pelo menos um dos autovalores de A é nulo).
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Figura 10.2: Hiperboloides com uma e duas folhas em R?.

10.5.3 Um Resultado Sobre Localizacao do Espectro de Matrizes Auto-
adjuntas

Apresentaremos aqui alguns resultados sobre a localizacao do espectro de matrizes autoadjuntas complexas, empregando
as chamadas desigualdades de Samuelson e suas generalizacoes, estudadas na Se¢do 6.3.1.2, pdgina 330.

Seja A € Mat (C, m) autoadjunta e sejam A1, ..., A, seus autovalores (ndo necessdriamente distintos), os quais
sabidamente sao todos reais. Seu polindémio caracteristico é ga(z) = (z — A1) -+ (z — A\p). Escrevamos g4 na forma
™+ Q1™+ - a1 + ap.

Pelas duas primeiras férmulas de Viete em (6.47), pdgina 327, temos

am—1 = —(M4 ) = —Tr(4), (10.95)
U = Nk (10.96)

Agora,

(am-1)” " ) = 23 A+ MY 20,0 3TN = 20,0+ Tr(42)
i, j=1 k=1 k=1
i<j

e concluimos que
1
am-z = 5((Tr(4)” - (4?)) .

Como as raizes de g4 (ou seja, os autovalores de A) sdo reais, podemos evocar a Proposicao 6.3, pagina 328, e afirmar
que os autovalores de A estao localizados no intervalo [a;l, a,‘;] , onde

—p_1 £ \/((m - 1)am,1)2 —2m(m — 1)am—2

«

+ .
m

Tr(4) (0 — 1) (T (42) — (1x(4))%)

m
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Figura 10.3: Um paraboloide eliptico (esquerda) e um paraboloide hiperbdlico (direita) em R3.

Figura 10.4: Um cilindro eliptico (esquerda), um cilindro hiperbélico (centro) e um cilindro parabdlico (direita) em R3.

Essa relagao é mais elegantemente expressa em termos do trago normalizado wy, (B) := =Tr(B), para B € Mat (C, m),

que vem a ser um estado na dlgebra C*definida por Mat (C, m). Temos,

0k = i (A) £ 1/ = Do (42) — (e (4))2. (10.97)

Vale observar que wy; (A2) — (wtr (A))2 é a variancia de A no estado wy, .

Para referéncia futura, coletemos o resultado demonstrado acima na seguinte proposigao:

Proposigao 10.29 Seja A € Mat (C, m), autoadjunta. Entio, o(A) C [a,,, af], onde

Tr(A) + /(m — 1)(mTr(A2) — (Tr(A))>
of = \/ ( ) = e (A) £ Vi = Ty (42) — (wee (4))* (10.98)

m
sendo que, para B € Mat (C, m), definimos we, (B) := L Tr(B), que € um estado na dlgebra C*definida por Mat (C, m).
Vale observar que wy, (AQ) — (wtr (A))2 = Var,,, (A), a variincia de A no estado wy; . O

No caso A = pl,, com pu € R, por exemplo, é facil ver que a5 = p e, portanto, o(A) = {u}, como deveria ser.
Para m = 1 é trivial verificar que o resultado é igualmente 6timo. Para m = 2 e para uma matriz autoadjunta geral
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A= (%lé), coma, c € Reb € C, temse o(4d) = {¢=2 atdBl com A := /(a— )2 + 4]b]*, enquanto que
aét = %, mostrando que o intervalo [ag , ag] é otimo, o que geralmente nao ocorre se m > 3. Esse fato sugere
procurar-se aprimoramentos das desigualdades empregadas acima.

Para m € IN e p wm ndmero par, p > 1, a generalizacdo das desigualdedes de Samuelson obtida em (6.68), pdgina
333, pode ser aplicada aqui, fornecendo para uma matriz autoadjunta A € Mat (C, m),

o(A) C (B ps Bp) -
onde, y
i,p = wy (4) £ fp(m) [wtr ((A — Wi (A)]lm)p>] 7

onde

o =[]

. . . 4+ 4+ . .
Para p = 2 recupera-se o resultado anterior, pois f,, 5 = a;;, como facilmente se verifica.

Com p par, a expressao wi, ((A — Wir (A)]lm)p) representa o p-ésimo momento central de A no estado wy; .

10.6 Matrizes Triangulares

Uma matriz S € Mat (C, n) é dita ser uma matriz triangular superior se forem nulos os elementos abaixo da diagonal
principal, ou seja, se S;; = 0 sempre que 7 > j. Note que esses ndo precisam ser necessariamente os tinicos elementos
nulos de S.

Uma matriz I € Mat (C, n) é dita ser uma matriz triangular inferior se forem nulos os elementos acima da diagonal
principal, ou seja, se I;; = 0 sempre que i < j. Note que esses nao precisam ser necessariamente os tinicos elementos
nulos de I.

Proposigao 10.30 Matrizes triangulares superiores possuem as sequintes propriedades:

1. A matriz identidade 1 € uma matriz triangular superior.
2. O produto de duas matrizes triangulares superiores € novamente uma matriz triangular superior.

3. O determinante de uma matriz triangular superior € o produto dos elementos da sua diagonal. Assim, uma matriz
triangular superior € inversivel se e somente se nao tiver zeros na diagonal.

4. Se uma matriz triangular superior é inversivel, sua inversa é novamente uma matriz triangular superior.

As afirmagées acima permanecem verdadeiras trocando “matriz triangular superior” por “matriz triangular inferior”. O

Prova. Os trés primeiros itens sao elementares. Para provar o item 4, usa-se a regra de Laplace, expressao (10.20), pagina
467. Como ¢é facil de se ver, Cof(S);; =0 se i > j. Logo, S™! ¢ triangular superior, se existir. |

As propriedades acima atestam que o conjunto das matrizes n X n triangulares superiores inversiveis forma um grupo,
denominado por alguns autores Grupo de BorelP* de ordem n e denotado por GB,,(C). Vide Se¢do 21.3.2, pagina 21.3.2.
Como discutido naquela se¢ao, um tipo de grupo de Borel particularmente relevante é o chamado grupo de Heisenberg.

O seguinte resultado sobre matrizes triangulares superiores serd usado diversas vezes adiante.

Lema 10.6 Uma matriz triangular superior S € Mat (C, n) € normal (ou seja, satisfaz SS* = S*S) se e somente se
for diagonal. O

24 Armand Borel (1923-2003).
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Prova. Se S é diagonal, S é obviamente normal pois S* é também diagonal e matrizes diagonais sempre comutam entre
si. Provaremos a reciproca, o que serd feito por indugao. Para n = 1 nao had o que provar. Se n = 2, S é da forma
S=(8%),coma, b, c e C. A condigao SS* = S*S significa

la|? + 0] be |a|? ba

cb |c|? ab  |b? + |c|?

o que implica b = 0, provando que S é diagonal. Procedemos agora por inducgao, supondo n > 2 e que o lema seja vélido
para matrizes (n — 1) x (n — 1) triangulares superiores normais. Se S € Mat (C, n) é triangular superior, S é da forma

b1 0
a bT
S = , sendoaeC, b = , 0=1:1,

0 C
bn—l 0

ambas b e 0 com n — 1 linhas, sendo C' uma matriz (n — 1) x (n — 1) triangular superior. A condigdo SS* = S*S significa

la]? + b7 T C* la]? ab”

Cb cer ab B+ C*C

sendo B a matriz cujos elementos sio B;; = b;b;. Disso extraimos que bTb = 0, ou seja, |b1|?> + -+ + [b—1|> = 0 e,
portanto, b = 0. Com isso, ficamos com CC* = C*C, ou seja, C' é normal. Como C é triangular superior entao, pela
hipétese indutiva, C é diagonal. Isso, mais o fato provado que b é nulo, implica que S é diagonal, provando o lema. W

10.7 O Teorema de Decomposicao de Jordan e a Forma Canoénica
de Matrizes

Nas secoes anteriores demonstramos condigoes que permitem diagonalizar certas matrizes. Nem todas as matrizes, porém,
podem ser diagonalizadas. Podemos nos perguntar, no entanto, quao préximo podemos chegar de uma matriz diagonal.

Mostraremos nesta se¢ao que toda matriz A pode ser levada (por uma transformagcdo de similaridade) & uma forma
préxima & diagonal, denominada forma candnica de Jordan®>. Resumidamente (a afirmacio precisa serd apresentada
mais adiante), mostraremos que existe uma matriz P tal que P~ AP tem a seguinte forma:

M oy 0 0 .- 0 0

0 A 72 0 -+ 0 0

0 0 X3 75 -~ O 0

0 0 0 X = 0 0 |- (10.99)
0 0 0 0 - A1 Yoot

0 0 0 0 -~ 0 A

25Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922). A forma candnica de matrizes foi originalmente descoberta por Weierstrass (Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815-1897)) e redescoberta por Jordan em 1870.
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onde A1, ..., A, sdo os autovalores de A e onde os «; valem 1 ou 0, mas que forma que a matriz diagonal
M 0 0 0 .- 0 0
0 X O O -- 0 0
0 0 X3 O 0 0
0 0 0 A = 0 0> (10.100)
0 0 0 O A1 O
0 0 0 O 0 An

e a matriz supradiagonal

0w 0 0 0 0
00 7 0 0 0

0 0 0 -~ 0 0

O 0 0 0 . 0 0 |- (10.101)
00 0 0 -+ 0 o

00 0 0 0 0

comutam entre si.

O resultado central que provaremos, e do qual as afirmativas feitas acima seguirdo, diz que toda matriz A pode ser
levada por uma transformacao do tipo P~ AP a uma matriz da forma D + N, onde D é diagonal e N ¢é nilpotente (ou
seja, tal que N7 = 0 para algum ¢) e tais que D e N comutam: DN = ND. Essa é a afirmativa principal do célebre
“Teorema da Decomposigao de Jordan”, que demonstraremos nas paginas que seguem.

Esse Teorema da Decomposicao de Jordan generaliza os teoremas sobre diagonalizabilidade de matrizes: para matrizes
diagonalizaveis tem-se simplesmente N = 0 para um P conveniente.

Antes de nos dedicarmos a demonstracao desses fatos precisaremos de alguma preparacao.

10.7.1 Resultados Preparatérios

e Somas diretas de subespacgos

Seja V' um espaco vetorial e V; e V5 dois de seus subespacos. Dizemos que V' é a soma direta de V; e Vs se todo vetor
v de V puder ser escrito de modo tinico da forma v = v; + v com v1 € V5 e vg € Vs,

Se V é a soma direta de V; e V5 escrevemos V = V] @ V5.

e Subespacgos invariantes

Um subespago € de C" é dito ser invariante pela acdo de uma matriz A, se Av € € para todo v € E.

Se V=V & V; e tanto V7 quanto V5 sdo invariantes pela acdo de A, escrevemos A = Ay & As onde A; é A restrita
a V;. Se escolhermos uma base em V da forma {v1, ..., Um, Um41, ..., Un}, onde {v1, ..., vy} é uma base em V; e
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{Vm+1, -+, Un} € uma base em V3, entdo nessa base A terd a forma

Al (Dm,n—m
A= : (10.102)

onde A; € Mat (C, m) e Ay € Mat (C, n —m).

E. 10.33 Ezercicio. Justifique a forma (10.102). o,

A representagao (10.102) é dita ser uma representagao em blocos diagonais de A, os blocos sendo as submatrizes A;
(§ AQ.

Um fato relevante que decorre imediatamente de (10.102) e da Proposigao 10.3, pdgina 472, e que usaremos frequen-
temente adiante, é que se A = A; & As entao

det(A) = det(A4;) det(Az) .

e Operadores nilpotentes

Seja V um espago vetorial e N : V' — V um operador linear agindo em V. O operador N é dito ser um operador
nilpotente se existir um inteiro positivo ¢ tal que N9 = 0. O menor g € IN para o qual N9 = 0 ¢é dito ser o indice de N.

Vamos a alguns exemplos.

010

E. 10.34 Ezercicio. Verifique que (§ é ;1)) e (é 0 (1)) sdo matrizes nilpotentes de indice 3. "

E. 10.35 Ezercicio. Verifique que (§ § é) com a # 0 e b # 0 é uma matriz nilpotente de indice 3. "
L i 000 010\ . . . L

E. 10.36 Ezercicio. Verifique que (8 0 (1)) e N = (8 0 8) sdo matrizes nilpotentes de indice 2. "

O seguinte fato sobre os autovalores de operadores nilpotentes serd usado adiante.

Proposicao 10.31 Se N € Mat (C, n) € nilpotente, entao seus autovalores sdo todos nulos. Isso implica que seu
polinémio caracteristico é qn(x) = 2™, x € C. Se o indice de N € q entdo o polinémio minimo de N é my(x) = z9,
z e C. O

No Corolario 10.5, padgina 531, demonstraremos que uma matriz é nilpotente se e somente se seus autovalores forem
todos nulos.

Prova da Proposicdo 10.31. Se NV = 0 o indice é ¢ = 1 e tudo é trivial. Seja N # 0 com indice ¢ > 1. Seja v # 0 um
autovetor de N com autovalor A\: Nv = Av. Isso diz que 0 = N% = A9v. Logo A? = 0 e, obviamente, A = 0. E claro
entdo que gy (x) = ™. Que o polinémio minimo é my(x) = 27 segue do fato que my(z) deve ser um divisor de g, (z)
(isso segue do Teorema 10.3 junto com o Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 10.4), pdgina 486). Logo my(x) é da
forma x* para algum k < n. Mas o menor k tal que my(N) = N* = 0 é, por definicio, igual a ¢. Isso completa a prova.

Mais sobre matrizes nilpotentes serd estudado na Secao 10.7.3 onde, em particular, discutiremos a chamada forma
canonica de matrizes nilpotentes.

e O ntcleo e a imagem de um operador linear

Seja V um espago vetorial e A : V' — V um operador linear agindo em V.

O nicleo de A é definido como o conjunto de todos os vetores que s@o anulados por A:

NA) = {z e V| Az =0}.
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A imagem de A é definida por

R(A) == {x e V]|Iy eV tal que x = Ay} .

Afirmamos que N(A) e R(A) sdo dois subespagos de V. Note-se primeiramente que 0 € N(A4) e 0 € R(A) (por qué?).
Fora isso, se x e y € N(A) entdo, para quaisquer escalares « e (3,

Alaz + By) = aAz+ Ay = 0,

provando que combinages lineares ax + Sz’ também pertencem a N(A). Analogamente se x e 2’ € R(A) entdo existem
yey €V comz = Ay, ' = Ay’. Logo

az + Bz' = Alay +By')
provando que combinagoes lineares oz + Sy também pertencem a R(A).

Para um operador A fixado, e k € IN, vamos definir
N = N(4F) e Rp = R(AF).

Esses subespacos N e Ry, sdo invariantes por A. De fato, se z € Ny, entdo A¥(Ax) = A(A*z) = A0 = 0, mostrando que
Az € Nj,. Analogamente, se x € R, entdo x = A¥y para algum vetor y. Logo, Arx = A(AFy) = A*(Ay), mostrando que
Ax € Ry.

Afirmamos que
Ni € Nit1 (10.103)

e que
Ri D Rk+1 .

As demonstracoes dessas afirmativas sdo quase banais. Se € Ny, entdo A¥z = 0. Isso obviamente implica A**'z = 0.
Logo = € Ny e, portanto, Ny, C Nio 1. Analogamente, se x € R4 1 entdo existe y tal que x = A¥1y. Logo 2 = A¥(Ay),
o que diz que z € R. Portanto Ri1 C Ry.

Isso diz que os conjuntos Nj formam uma cadeia crescente de conjuntos:
{0 c Ny CcNoC--CNp, C---CV, (10.104)
e os Ry, formam uma cadeia decrescente de conjuntos:

VOR DRy D - DR D -+ D {0}. (10.105)

Consideremos a cadeia crescente (10.104). Como os conjuntos N sdo subespacos de V', é claro que a cadeia nao
pode ser estritamente crescente se V for um espaco de dimensao finita, ou seja, deve haver um inteiro positivo p tal que
Np = Np4t1. Seja p o menor nimero inteiro para o qual isso acontece. Afirmamos que para todo k > 1 vale N, = Np4p.

Vamos provar isso. Se x € N4 entao APtEg = 0, ou seja, APT(AF~1x) = 0. Logo, A¥ 'z ¢ Np+1. Dado que
Np = Np41, isso diz que A1y € N, ou seja, AP(AF~1g) = 0. Isso, por sua vez, afirma que = € Nptk—1- O que fizemos
entdo foi partir de z € Ny, e concluir que € N ,_1. Se repetirmos a argumentacao k vezes concluiremos que z € N,,.
Logo, Np+x C Np. Por (10.103) tem-se, porém, que N, C Npi €, assim, Npp = Np,.

Assim, a cadeia (10.104) tem, no caso de V' ter dimenséao finita, a forma

{0} C Ny C Ny C - C Ny, =Npyg =+ =Npgpg = -+ C V., (10.106)
Como dissemos, p serd daqui por diante o menor inteiro para o qual N, = Np;1. O lema e o teorema que seguem
tém grande importancia na demonstracao do Teorema de Decomposicao de Jordan.

Lema 10.7 Com as defini¢ées acima, N, N R, = {0}, ou seja, os subespacos Ny, e R, tém em comum apenas o vetor
nulo. O
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Demonstragdo. Seja z tal que x € N, e z € R,,. Isso significa que APx = 0 e que existe y tal que x = APy. Logo,
A%y = APy = 0, ou seja, y € Na,,. Pela definigao de p tem-se que Na, = N,. Assim, y € N,. Logo APy = 0. Mas, pela
prépria defini¢ao de y valia que APy = x. Logo = = 0. |

Esse lema tem a seguinte consequéncia importante.

Teorema 10.19 Com as definicées acima vale que V =N, ® R, ou seja, cada x € V' pode ser escrito de modo inico
na forma = T, + ,, onde x, € Np e x, € Ry, O

Demonstra¢do. Seja m a dimensdo de N, e seja {u1, ..., upn} uma base em N,. Vamos estender essa base, in-
cluindo vetores {vsp41, ..., Un} de modo que {ui, ..., Um, Umt1, ..., Un} Seja uma base em V. Afirmamos que
{APvpt1, ..., APv,} é uma base em R,. Seja z € R, e sejay € V tal que z = APy. Como todo vetor de V, y pode ser
escrito como combinagao linear de elementos da base {u1, ..., Um, Vmt1, «--, Un}:

m n
y = E QUi + E Qiv; .
i=1

1=m-+1

Logo,

n

m n
T = ZaiApui—l— Z o; APv; = Z a; APv; . (10.107)
i=1

i=m-+1 i=m-+1
Os vetores { APv,41, ..., APv,} sdo linearmente independentes. Isso se mostra com o seguinte argumento. Se existirem
+1, )

n n n
escalares Bm+1, ..., On tais que Z B; APv; = 0, entao terfamos A” ( Z 51‘%‘) =0, ou seja, Z Bivi € Np. Isso

i=m+1 i=m+1 i=m+1

n m
implica que existem constantes vy, ..., v, tais que Z Biv; = Z%ui, pois os vetores {u1, ..., u;,} sdo uma base
i=m+1 i=1
em N,. Ora, como {u1, ..., Um, Um+1, ---, Up} s80 linearmente independentes, segue que os 3;’s e os ;’s sdo todos
nulos. Isso prova que { APV, 41, ..., APv,} sdo linearmente independentes e, portanto, por (10.107), formam uma base
em Ry,.

Isso incidentalmente provou que a dimensao de R, é n —m. Temos, portanto, que dim (N,) + dim (R,) = dim (V).

Parai=m+1, ..., n defina-se u; = APv;. Afirmamos que o conjunto de vetores

{Ul, coey Umy Um41y -y un} = {Ul, ceey Um, Apvm-‘rh RS Ap’Un}

é também linearmente independente e, portanto, forma uma base em V. Suponhamos que haja constantes escalares

ai, ..., Qp tais que
n m n
0 = E QiU = E au; + AP E o;v; | .
i=1 i=1

1=m-+1
Isso implica, obviamente,
m n
E oa;u; = — A;D E ;U5 .
i i=m+1

O lado esquerdo dessa igualdade é um elemento de N, (pois ui, ..., U, sdo uma base em N, ), enquanto que o lado
esquerdo é obviamente um elemento da imagem de AP, ou seja, de R,. Contudo, ji vimos (Lema 10.7) que o tnico vetor
que N, e R, tém em comum é o vetor nulo. Logo,

m
> o =0 (10.108)
=1
e
n
> APy = 0. (10.109)

i=m-+1
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A relagdo (10.108) implica a3 = -+ = @, = 0, pois {u1, ..., um} é uma base em N,. A relagdo (10.109) implica
Qmt1 = -+ = a, = 0, pois {APvy, ..., APy, } é uma base em R,. Assim, todos os a;’s sdo nulos, provando que
{u1, - vy Umy Umgty oy Ut = {u1, ..oy Um, APUpy1, ..., APv,} é um conjunto de n vetores linearmente
independentes.

Consequentemente, todo x € V' pode ser escrito na forma

T = Zaiui = iaiui—i—A”( z”: ozivi)
i=1

i=1 i=m+1
€N . ER,p
Provar a unicidade dessa decomposicao fica como exercicio. Isso completa a demonstragao. |

Uma das coisas que o teorema que acabamos de demonstrar diz é que, dado um operador A, o espago V pode ser
decomposto em uma soma direta de dois subespagos, invariantes por A: um onde A ¢ nilpotente, N, e outro onde A é
inversivel, R,. A é nilpotente em N, pois APz = 0 para todo elemento x de N,,. A é inversivel em R, pois se x € R, é
tal que Az = 0 isso implica z € N; C N,. Mas x sé pode pertencer a N, e a R, se for nulo. Logo, em R,, Az =0 se
e somente se z = 0, provando que A é inversivel?®. Para referéncia futura formulemos essa afirmativa na forma de um
teoremas:

Teorema 10.20 Se A € um operador linear nao-nulo agindo em um espago vetorial V.= C" entdo € possivel decompor
V' em dois subespagos invariantes por A, V =8 @ T, de forma que A restrito a 8§ € nilpotente, enquanto que A restrito a
T € inversivel. O

Esse serd o teorema basico do qual extrairemos a demonstracao do Teorema de Decomposicao de Jordan.

10.7.2 O Teorema da Decomposicao de Jordan

Chegamos agora ao resultado mais importante desta secdo, o Teorema da Decomposicao de Jordan??, um importante
teorema estrutural sobre matrizes de importancia em varios campos, por exemplo na teoria das equacoes diferenciais
ordinarias. Para tais aplicagoes, vide Capitulo 14, pagina 668.

O Teorema da Decomposicao de Jordan também tem certa relevancia na Teoria de Grupos, e o usaremos para provar
que toda matriz n X n complexa inversivel (ou seja, todo elemento do grupo GL(C, n)) pode ser escrita como exponencial
de outra matriz (Proposigao 11.12, pagina 599). No Capitulo 11 usaremos o Teorema da Decomposicao de Jordan para
provar a identidade til det(eA) = eT1(4) v4lida para qualquer matriz n x n real ou complexa (Proposigao 11.7, pdgina
594). Vide também Proposi¢ao 10.14, pagina 480.

e Enunciado e demonstracao do Teorema da Decomposicao de Jordan

Teorema 10.21 (Teorema da Decomposicdo de Jordan) Seja A um operador linear agindo no espago V.= C" e
seja {aq, ..., ar} o conjunto de seus autovalores distintos. FEntdo, existem r subespacos 81, ..., 8, tais que V =
81 ®...88, e tais que cada 8; € invariante por A. Ou seja, A= A1 ... D A, onde A; € A restrita a 8;. Fora isso,
cada A;, € da forma A; = a;1; + N;, onde 1; é a matriz identidade em 8; e onde N; € nilpotente. Por fim, a dimensdo
s; de cada subespaco 8; € igual a multiplicidade algébrica do autovalor «;. O

Demonstra¢do. Seja {ai, ..., a,} o conjunto dos autovalores distintos de A e seja n; a multiplicidade algébrica do
autovalor «;. Seja A1 = A — 1. Pelo Teorema 10.20, pagina 529, V pode ser escrito como V = 8; ® T, onde 8; e
T1 séo invariantes por Ay, sendo A; nilpotente em 81 e inversivel em T7. Assim, A; é da forma A, = N1 & M; com N;
nilpotente e M7 inversivel. Logo

A = 04111 +A1 = (041]181 +N1) (&%) (Oélﬂfrl + Ml) , (10110)

26 Lembre-se que esse argumento sé funciona em espacos vetoriais V' que tenham dimens?o finita, o que estamos supondo aqui.
2"Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922). A forma canénica de matrizes (que serd discutida mais adiante) foi originalmente descoberta
por Weierstrass (Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)) e redescoberta por Jordan em 1870.
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onde 1g, é a matriz identidade em 8; etc. Vamos mostrar que a dimensao de 8; € igual a multiplicidade algébrica de a;.
Por (10.110) o polinémio caracteristico de A é

ga(A) = det(A\l — A) = det((A — a1)ls, — N1) det((A — a1)ly, — M) .
Se gn, denota o polindmio caracteristico de N7, tem-se
det((A—a1)ls, — N1) = gvy(A—a1) = (A —aq)*,

onde, na ultima igualdade, usamos a Proposicao 10.31, pagina 526, sobre a forma do polindmio caracteristico de uma
matriz nilpotente. Dali, segue que ga(A) = (A — a1)®* qar, (A — 1), sendo g, o polindmio caracteristico de M;. Como
M, é inversivel, M; ndo tem o zero como autovalor. Logo, g, (0) # 0. Portanto s; é igual & multiplicidade de «; como
raiz de g4, ou seja, é igual a n1, a multiplicidade algébrica de a;.

A ideia agora é prosseguir decompondo agora o operador a;ly, + M7 que aparece em (10.110) da mesma maneira
como fizermos acima com A.

Seja A’ = aylg, + M1 e que age em T7, que é um espago de dimensao n — ny. Definimos As = A’ — agly,.

Evocando novamente o Teorema 10.20, pagina 529, 71 pode ser escrito como T7 = 82 ®T5, onde 85 e To sao invariantes
por As, sendo As nilpotente em 8o e inversivel em To. Assim, V = 81 &85 & Ts. Agindo em Ty = 83 P To, As é da forma
Ay = Ny @& My com N nilpotente e My inversivel. Logo

A = azly, + Ay = (a2ﬂ52 + Ng) (&) (0521172 +M2) . (10.111)

Vamos, como acima, mostrar que a dimensao de 8, € igual a multiplicidade algébrica de as.

Pela definigao,
A= (oqlg, + N1) @ A = (a1ls, + N1) @ (agls, + N2) ® (agls, + Ma) .

Logo,
ga(A) = det (A —a1)ls, — N1) det (A — an)Lg, — N2) det (A — az)ly, — M3) .

Portanto, pelos mesmos argumentos usados acima,
qa(A) = (A—a1)™ (A= 2)™ qa, (A — 2) -

Como M> é inversivel, My ndo tem autovalor zero e, assim, gas,(0) # 0. Logo, sa = na. T2 é assim um subespago de
dimensao n — ny — na.
Prosseguindo nas mesmas linhas, apds r passos chegaremos a um subespago T, de dimensao n —ny —---—n, =0
(por (10.30), pagina 473). Af, teremos V =81 & --- & §,, onde cada §; tem dimensio n; e
A= (a1ls, + N1) - & (o ls, + N;)

onde os N;’s sao todos nilpotentes. Isso completa a demonstragao. |

Um corolério importante do Teorema de Decomposicao de Jordan é o seguinte:

Teorema 10.22 Para toda matriz A € Mat (C, n) existe uma matriz inversivel P € Mat (C, n) tal que P"*AP = D+N,
onde D € uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A e N € uma matriz nilpotente e de tal forma que D e N
comutam: DN = ND.

Consequentemente, toda matriz A € Mat (C, n) pode ser escrita na forma A = Aq + A, com AgA, = A, A4, sendo
Ay diagonalizdvel e A, nilpotente, a saber, Aj = PDP~! ¢ A, = PNP~', com D e N dados acima. O

Demonstracdo do Teorema 10.22. O Teorema 10.21 esta dizendo que, numa base conveniente, A tem a forma de blocos
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diagonais
ails, + Ny
A O 0
0
0 A 0
A — —
0 0 A,
0
ou seja,
A= D+N,
onde
al]lsl 0 0
0 042]152 0
D = = diag
0 0 ol
e
Ny O
0 N,
N =
0 0

Acima s; é a dimensao do subespaco §;.

062]].52 + N2

A1y ooy Oy ...

s1 Vezes

Capitulo 10

arls,. + N,

y Oy vovy Qp

s, VEZes

531/2584

(10.112)

(10.113)

E facil de se ver que N é uma matriz nilpotente, pois se o k; é o indice de N; (ou seja, k; é o menor inteiro positivo

para o qual Niki = 0), entdo para k := max (kq, ...,
(V)"
0
NF =
0

Em verdade, k = max (kq, ...

Por fim, como cada N; comuta com «;15,, fica claro que D e N comutam. Isso completa a demonstracao.

k) tem-se

, k) é o indice de N (por qué?).

Corolario 10.5 Uma matriz M € Mat (C, n) € nilpotente se e somente se todos os seus autovalores forem nulos. O
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Prova. A Proposi¢ao 10.31, pdgina 526, afirma que se M é nilpotente todos os seus autovalores sdo nulos. O Teorema
10.22, pagina 530, afirma que se os autovalores de M sdo nulos, entdo existe P tal que P~'MP = N, nilpotente. Isso
implica que M é nilpotente. u

10.7.3 Matrizes Nilpotentes e sua Representacao Canonica

Os teoremas que estudamos acima nesta se¢ao revelam a importancia de matrizes nilpotentes. Um fato relevante é que
elas podem ser representadas de uma forma especial, denominada forma candnica, da qual traremos logo abaixo. Antes,
alguma preparacao se faz necessaria.

Seja N € Mat (C, n) uma matriz nilpotente de indice g, ou seja, N9 = 0, mas N9~! £ 0. Para uso futuro, provemos
o seguinte lema:

Lema 10.8 Seja N uma matriz nilpotente de indice q. Estao existe um vetor v # 0 tal que os q vetores

v, No, N2, . N1ty | (10.114)
s@o linearmente independentes. Fora isso, o subespago q-dimensional J,, 4 := (v, Nv, N2v, ..., N7t de V gerado
por esses q vetores € invariante por N. |

Prova. Se ¢ =1, entao N = 0 e nao ha nada a provar, pois a afirmagao é trivialmente verdadeira para qualquer v # 0.
Seja entdo ¢ > 1 (em cujo caso N # 0, trivialmente). Sabemos, por hipétese, que a matriz N9~! é nao-nula. Isso
significa que existe pelo menos um vetor v # 0 tal que N9 1v # 0. Fixemos um tal vetor. E imediato que os vetores
Nv, N%v, ..., N9 v sdo todos ndo nulos pois, se tivéssemos N7v = 0 para algum 1 < j < ¢ — 1, entdo, aplicando-se
N9=177 3 esquerda, terfamos N9~ 1v = 0, uma contradicio.

Sejam agora a, ..., qq escalares tais que

v+ aaNv+azN?v+ -+ ;N lv = 0. (10.115)

Aplicando-se N97! nessa igualdade e lembrando que N? = 0, concluimos que ay; N9 v = 0. Como N9 'v # 0, segue
que a1 = 0 e, com isso, (10.115) fica

asNv + azN*v+ -+ a,NT™ v = 0. (10.116)

Aplicando agora N9~2 nessa igualdade concluimos que oy = 0. Prosseguindo, concluimos depois de ¢ passos que todos
os escalares «r; sdo nulos. Isso prova que os ¢ vetores de (10.114) s@o linearmente independentes.

Que o subespaco J,, 4 definido acima ¢ invariante por IV é evidente pois, para quaisquer escalares 51, ..., B4, tem-se

N (B1v+ BeNv+ -+ BN ) = BiNv+ BoN?v+ -+ B 1N v € J, 4.

O seguinte teorema é central para o que segue.

Teorema 10.23 Se N € uma matriz nilpotente de indice ¢ agindo em V e v um vetor com a propriedade que N9 v #£ 0,
entdo existe um subespago K de V' tal que J, ¢ N K = {0}, tal que V =J, ¢ D K e tal que K é também invariante por
N. O

Prova.?8 A prova é feita por inducdo em ¢. Note-se que se ¢ = 1, entdo N = 0 e a afirmativa é trivial, pois podemos
tomar como v qualquer vetor nao-nulo, J,, 4 seria o subespaco gerado por esse v e K o subespago complementar a v, que
é trivialmente invariante por IV, pois N = 0.

28Extrafda, com modificagdes, de [157].
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Vamos supor entao que a afirmacao seja véalida para matrizes nilpotentes de indice ¢ — 1 e provar que a mesma é vélida
para matrizes nilpotentes de indice g. O que desejamos é construir um subespaco K com as propriedades desejadas, ou
seja, tal que V = J, 4 ® K, sendo K invariante por N.

Seja Vp = R(N) o conjunto imagem de N. Sabemos que Vj é um subespago de V' e que é invariante por N. Fora isso,
N é nilpotente de indice ¢ — 1 agindo em V; (por qué?)

Seja vg = Nv € Vj. E claro que N9 29y = N9 1y #£ 0. Assim, pelo Lema 10.8, o subespago (¢ — 1)-dimensional
Joo.q—1 = (vo, Nvg, ..., N7 20) = (Nv, N*v, ..., NT) = Jyny -1,
que é um subespaco de Vp, é invariante por IV e, da hipétese indutiva, concluimos que existe um subespago Ky de V) que
é invariante por N tal que Jyy, g—1 N Ko = {0} e tal que Vy = Jnv, q—1 ® Ko.

Seja agora K := {x € V| Nz € Kp}. Vamos provar a seguinte afirmagao:

I. Todo vetor x de V' pode ser escrito na forma z =y +zonde y € J, 4 e 2z € K;.

Para provar isso, notemos que para qualquer x € V vale certamente que Nx € V. Portanto, como pela hipétese
indutiva Vy = Jny, g—1 B Ko, podemos escrever Nz =y’ + 2/, com y' € Jny, g—1 € 2 € Ko. Como y' € Jny, g—1, Yy €
da forma de uma combinagao linear ¢’ = ay Nv+- -+ a1 N 'v = Ny, onde y := ayv+asNv+-- ~+aq,1N‘1’2v
é um elemento de J, 4. Logo, 2/ = N(z —y). Como 2’ € Ky, segue que z :=x —y € K;. Assim, x =y + 2, com
y € Jy, ¢ € z€ K. Isso provou L.

Note que a afirmagao feita em I nao significa que V = J, 4 @ K, pois os subespacos J, 4 € K; podem ter uma
intersecgao nao-trivial. Tem-se, porém, o seguinte:

II. J,, ,N Ko ={0}.

Provemos essa afirmacéo. Seja z € J,,, 4 N Ko. Como x € J,, 4, z é da forma z = aqv + caNv + -+ + anq_lv.
Logo Nz = a1 Nv+ agN?v + -+ + aq_qu_lv € JNv, g—1. Agora, como = € K e, por hipétese, K, é invariante
por N, segue que Nz € Ky. Logo, Nz € Jny, g—1 N K. Todavia, mencionamos acima que Jy, -1 N Ko = {0}.
Logo, Nz = 0, ou seja, 0 = Nz = oy Nv + aoN2v + -+ + ag—1 N9 tv. Como os vetores Nv, ..., N9 1y sao
linearmente independentes, concluimos que oy = ---og—1 = 0. Logo, x = anq_lv. Isso significa que x € Jno, g—1-
Demonstramos, entao, que se & € J,, 4 N Ko entdo x € Jyy, g—1 N Ko mas, como Jy, q—1 N Ko = {0}, segue que
x = 0. Isso conclui a prova de II.

II1. Kq e J,, ¢ N Ky, sao dois subespacos disjuntos de Kj.

A demonstracao é muito simples. E evidente que Jy, ¢ N Ky é subespago de K. Como K é invariante pela acdo de
N, segue que se ¢ € K entao Nx € K. Pela definigao, isso diz que = € K7 e concluimos que Ky é um subespago
(§] Kl.

Que Ky e Jy, ¢ N K7 sdo subespagos disjuntos, segue do fato que
II
Kon(Jy, ¢NK1) = Kin(Jy, ¢NKy) = KinN{0}={0}.

A afirmacéo IIT implica que K1 = (J,, 4 N K1) & Ko & K para algum subespago K de K7 (nfo necessariamente
unico). Seja agora K = K & K. Note que K = (J,, 4 N K1) ® K e, portanto,
(Jo,q NK1)NK = {0} . (10.117)

Provaremos que esse K possui as propriedades desejadas, ou seja, que V = J, 4 ® K, sendo K invariante por N. Isso é
feito em trés passos.
1. Jy, ¢ e K séo subespagos disjuntos, ou seja, J,,, (N K = {0}, pois, como K C K7, segue que K = KNK; e, portanto,

(10.117)

Jo.gNK = Jy oN(KNKy) = (Jy,gNEK)NK {0} .

2. Jy, ¢ ® K contém os vetores de J,, 4 e de (Jy, ¢ N K1) @ K = K;. Por I, isso implica que J,,  ® K = V.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 10 534/2584

3. K é invariante por N, pois o fato que K C K7, implica, pela definicao de K;, que NK C NK; C Ky C K.

A prova do Teorema 10.23 estd completa |

A principal consequéncia do Teorema 10.23 é a seguinte.

Proposicao 10.32 Seja N € Mat (C, n) uma matriz nilpotente de indice q. Entdo, existem

1. um inteiro positivo r, com 1 <r <n,
2. r numeros inteiros positivos n > q > qz > -+ > q- > 1, comq + -+ q- =n,

3. r vetores vy, ..., v, satisfazendo N%v; =0 mas Nv o, £0,5=1, ..., r,

tais que
V = JUlan @"'@Jvr,m :

Prova. Se ¢ = 1 entao N = 0. Basta tomar r = n e escolher v;, ..., v, uma base qualquer em V. Os g;’s sao todos
iguais a 1.

Consideremos entdo ¢ > 1 com N # 0. Tomemos ¢; = ¢q. Pelo Teorema 10.23, existem um vetor v; # 0 e um
subespaco K, invariante por N tais que
Vo= Jo g ®K.

Como K' é invariante por N, podemos também dizer que a matriz N é nilpotente quando restrita a K' (ja que é
nilpotente em todo V). Denotemos por ¢z o indice de N quando restrita a K. E claro que g2 < q = ¢;.

Assim, podemos aplicar o Teorema, 10.23 para a matriz N restrita a K' e concluir que existe v # 0 em K' e um
subespaco K? de K, invariante por N, tais que K' = Jva, g0 © K2. Note que N%2vy = 0, pois vy € K.

Com isso, temos
V = Jthl @Jﬂ%% @KQ .

Novamente K2 ¢ invariante por N e, como K2 é um subespaco de K'. O indice de N em K? serd g3 < ¢2 < ¢1.

O espago V tem dimensao finita. Assim, a prova se conclui repetindo o procedimento acima um numero finito 7 de
vezes. Note que N%v; = 0, pois N%v; =0, e v; € K/~1 para todo j =2, ...,r. |
Pela construgao acima, é claro que g1 + - -+ + ¢ = n, a dimensao de V', e que os n vetores

-1 -1 —1
vy, Nvy, ..., N vy, vg, Nvg, ..., N2 vy, ..., vy, Ny, ..., N" "o,

s@o linearmente independentes e formam uma base em V. Vamos denotd-los (na ordem em que aparecem acima) por

bi, ..., by.

Note agora que, pela construcao, Nb; = bj;1, para j em cada um dos conjuntos

{an‘h*l}; {1+Q1,~-~,Q1+QQ*1}, {1+Q1+qz,...,q1+q2+Q3—1},
+a++¢-1, ., o+ +g -1}, (10.118)
com!=0, ..., r—1,sendo que Nb; = 0 para todo j na forma ¢; +---+q, =1, ..., r.

E. 10.37 Ezxercicio importante para compreender o que seque. Justifique as dltimas afirmacdes. "
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(q - 1) vezes

(qz— 1) vezes

| » (qr — 1) vezes

Figura 10.5: Forma canoénica tipica de uma matriz nilpotente N. Os elementos da primeira supradiagonal podem valer
0 ou 1. Todos os demais elementos de matriz sao nulos.

Isso significa que na base by, ..., b, os elementos de matriz de N sao todos nulos exceto aqueles na forma N; ;11
com j em algum dos conjuntos listados em (10.118), em cujo caso N, ;41 = 1. Pictoricamente, isso diz-nos que na base
b1, ..., b, a matriz N assume uma forma genericamente ilustrada na Figura 10.5. Essa é a denominada forma candnica
da matriz nilpotente N ou representacao canonica da matriz nilpotente N, que descrevemos mais detalhadamente no que
segue.

Os elementos da diagonal principal sao todos nulos. Os tinicos elementos nao nulos da matriz podem estar localizados
apenas na diagonal imediatamente acima da principal, ou seja, aquela diagonal formada por elementos de matriz do

tipo Nj, j4+1 com j =1, ..., n — 1. Chamaremos essa diagonal de primeira supradiagonal. Os elementos da primeira
supradiagonal podem ser 0 ou 1, da forma seguinte: a primeira supradiagonal possuird r fileiras. As primeiras r — 1
fileiras sdo formadas por g¢; elementos, j =1, ..., n — 1, sendo os primeiros ¢; — 1 elementos iguais a 1 e o tltimo igual

a 0. A ultima fileira terd ¢, — 1 elementos iguais a 1. Assim, se ¢, = 1, o tltimo elemento da primeira supradiagonal
serd nulo, proveniente da (r — 1)-ésima fileira (essa é a unica forma de aparecer um zero no ultimo elemento da primeira
supradiagonal).

Note que zeros consecutivos podem ocorrer, se tivermos alguns g;’s iguais a 1. Note também que os elementos da
primeira supradiagonal podem ser todos nulos (o que valerd se r = n, em cujo caso ¢ = -+ = 1, = 1. Isso sé pode
ocorrer se N = 0 e, nesse caso, ¢ = 1) ou todos iguais a 1 (o que valerd se r = 1, em cujo caso ¢1 = n).
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10.7.4 A Forma Canonica de Matrizes

Finalizamos esta se¢ao e nossa discussao sobre o Teorema da Decomposicao de Jordan e suas consequéncias reunindo o
que descobrimos até aqui.

Se A € Mat (C, n) o Teorema 10.21, pagina 529 ensinou-nos que numa base conveniente (ou seja, por uma trans-
formagao de similaridade P, 'AP), toda matriz A tem a forma de blocos diagonais:

oa1l,, + NV 0 e 0
A 0 0
0 agly, + Ny - -- 0
0 Ay -+ 0
PylAR) = = , (10.119)
0 0 A,
0 0 <o aply, + N,
sendo a1, ..., a, os autovalores distintos de A. O j-ésimo bloco é de tamanho n; x n;, sendo que n; é a multiplicidade

algébrica do autovalor «;. As matrizes N; sao nilpotentes.

Cada matriz N; pode ser levada a sua forma canonica N (tal como explicado na Figura 10.5, pdgina 535, e no que
se lhe segue) em uma base conveniente, ou seja, por uma transformacdo de similaridade ijlePj. Assim, definindo

P 0 -~ 0

0 P -+ 0
P = , (10.120)
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vemos que P~ (Py 'APy)P = (PyP)~' A(PyP), sendo que, por (10.119),

Pl (a1, + Ni) Py 0 0
0 P2_1(042]ln2+N2)P1 0
P YPTAR)P =
0 0 - P Y(a,1,, + N,)P,
o1ly,, + NT 0 e 0
0 agly, + N§ - 0
= . (10.121)
0 0 o aply,, + Nf
E. 10.38 Ezercicio. Complete os detalhes. "

A matriz final de (10.121) é denominada forma canénica da matriz A, ou forma candnica de Jordan da matriz A. Como
dissemos, toda matriz A assume essa forma numa certa base. Devido ao fato de todos as submatrizes nilpotentes IV  terem
a forma canodnica, os Unicos elementos nao nulos da forma candnica da matriz A podem estar ou na diagonal principal
(sendo estes os autovalores de A, cada um aparecendo em uma fileira de n; elementos), ou na primeira supradiagonal,
sendo que estes valem apenas 0 ou 1 e seguem as regras descritas acima. Isso é ilustrado na Figura 10.6,

A Figura 10.6, mostra a forma canonica de uma matriz que possui 4 autovalores distintos ay, as, as e ay. A primeira
supradiagonal é formada pela sequéncia de niimeros

7117 M P)/f" 0’ 7%’ M) f}/i)’ 07 7%’ ctt P)/f’ 0’ 7%’ M) f}/ii’ (10'122)

sendo que os 'ylj assumem apenas os valores 0 ou 1, de acordo com as regras explicadas acima quando discutimos a forma
canodnica de matrizes nilpotentes. Todos os elementos fora da diagonal principal e da primeira supradiagonal sao nulos.
O primeiro bloco é de dimensdo (a + 1) x (a + 1), o segundo bloco é de dimensao (b+ 1) x (b+ 1) etc., sendo a + 1 a
multiplicidade algébrica de a1, b+ 1 a multiplicidade algébrica de as etc.

E interessante notar que na primeira supradiagonal, sempre ocorrem zeros nos pontos localizados fora dos blocos, ou
seja, nos pontos onde ocorrem transigoes entre dois autovalores distintos (indicados por setas na Figura 10.6). Esses sao
0s zeros que ocorrem explicitamente na lista (10.122).

Por fim, comentamos que a forma canonica nao é exatamente tunica, pois é possivel ainda fazer transformagoes de
similaridade que permutem os blocos de Jordan da matriz. Além disso, dentro de cada subespaco invariante (onde cada
bloco age) é possivel fazer certas permutagoes dos elementos da base, de modo a preservar a diagonal e permutar os 7;’s
da primeira supradiagonal.
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10.7.5 Mais Alguns Resultados Sobre Matrizes Nilpotentes

O Teorema da Decomposi¢ao de Jordan permite-nos demonstrar mais alguns fatos tteis sobre matrizes, particularmente
sobre matrizes nilpotentes.

Recordemos que o indice de uma matriz nilpotente IV é o menor ¢ € IN para o qual vale tem-se N9 = 0. Um resultado
atil sobre matrizes nilpotentes é o seguinte lema:

Lema 10.9 Sejam N1 e No € Mat (C, n) duas matrizes nilpotentes com indices q1 e qa, respectivamente. Se N1 e No
comutarem, ou seja, se N1No = NoNy, entdo oy N1 + as Ny € também nilpotente para todos a, as € C. O indice de
a1 N1 + asNa € menor ou igual a q1 + qo. O

Prova. Como N; e N> comutam, vale o bindémio de Newton?’ e, para todo m € IN tem-se

(a1 N7 + aalNo)™ = Z (Z)o/lnpag N{""PNY .
p=0

A condig¢ao de Nj ter indice ¢; implica que é suficiente considerar os valores de p com m — p < g1, ou seja, p > m — q.
A condigao de N; ter indice g2 implica que é suficiente considerar os valores de p com p < ¢3. Assim, sé podem ser
eventualmente néo nulos os termos da soma com m — ¢; < p < g2. Se tivermos m — g1 > g2 (ou seja, m > ¢1 + ¢2), essa
condigao é impossivel e todos os termos da soma do lado direito sdo nulos, implicando que a1 N7 4+ as No é nilpotente de
indice menor ou igual a m. Assim, o indice de a; N1 + g N2 é menor ou igual a ¢ + ¢s. [ |

Um corolario disso é a Proposigao 10.33, pagina 539, a qual indica-nos uma condigao suficiente e necessaria para que
uma matriz seja nilpotente. Antes precisamos apresentar e demonstrar o seguinte lema, o qual tem interesse por si so6:

Lema 10.10 Seja A € Mat (C, n), sejam a1, ..., o, seus autovalores distintos (naturalmente, com 1 < r < n) e sejam
mi, ..., m, suas multiplicidades algébricas respectivas (naturalmente, my + ---+ m, = n). Entao,
T
Tr(A%) = > miaf (10.123)
=1
para para todo k € INg. O

Prova. Seja A € Mat (C, n). Para o caso k = 0, lembremo-nos da convencio que A° = 1. Assim, Tr(A°%) = Tr(1) = n.
Mas no caso k = 0 o lado direito de (10.123) fica Y_,_, my = n. Isso estabeleceu (10.123) para k = 0. Tomemos doravante
k> 0.

Seja P € Mat (C, n) uma matriz inversivel que leva A & sua forma de Jordan, ou seja, tal que PAP~! = D + N com

D diagonal, N nilpotente e com DN = ND. Seja g indice de N. E claro que para cada k € IN tem-se

k k
APt = (PAPY = (D+N)' = Y (I;)D’“‘pN” = D"+ > (I;)D’“‘pN”. (10.124)
p=0 p=1

Afirmamos que cada termo da tdltima somatéria (ou seja, aqueles termos com 1 < p < k) é uma matriz nilpotente. De
fato, para cada [ € IN tem-se
1
(Dk—pN;v) — Dk=p)lppl
e se escolhermos [ de sorte que pl > ¢ (e isso é sempre possivel para cada p > 1, o fator N?! sera nulo, provando que
DF=PNP ¢ nilpotente.

Assim, (10.124) e o Lema 10.9, pagina 538 informam que PA*P~1 = D* + M com M nilpotente. Logo, para todo
k € IN tem-se
Tr(4%) = Tr(PA*P™') = Tr(D") + Tr(M) = Tr(D") .

29Sir Isaac Newton (1643-1727).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. vesio de 13 de janeiro de 2022 Capitulo 10 539/2584

Na dltima igualdade usamos o fato de que o trago de uma matriz nilpotente é nulo, pois todos os seus autovalores sao
nulos (vide Corolario 10.5, pagina 531 e Proposigao 10.31, pagina 526).

Sejam a1, ..., a, os autovalores distintos de A (naturalmente, com 1 < r < n) e sejam mq, ..., m, suas multipli-
cidades algébricas respectivas (naturalmente, mq + --- + m, = n). J4 sabemos que D = diag (a1, ..., «,), sendo que
cada o aparece m; vezes na diagonal de D. Logo, DF = diag (a’f, ceey aff). Consequentemente,

Tr(Ak) = Tr(Dk) = Zmlaf,
1=1
completando a prova. [ ]

Vamos agora ao resultado mais desejado.

Proposicao 10.33 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que uma matriz A € Mat (C, n) seja nilpotente é que
valha Tr(Ak) =0 para todo k=1, ..., n. O

Prova. Se A ¢ nilpotente, entao todos os seus autovalores, sao nulos, assim como todos os autovalores de todas as suas
poténcias. Logo, Tr(Ak) = 0 para todo k € IN.

Vamos agora supor que Tr(Ak) = 0 para todo £k = 1, ..., n. Sejam «j, ..., «, os autovalores distintos de
A (naturalmente, com 1 < r < n) e sejam my, ..., m, suas multiplicidades algébricas respectivas (naturalmente,
my+ -+ m, =n).

Vamos agora, por contradi¢ao, supor que A nao seja nilpotente. Pelo Corolario 10.5, pagina 531, isso equivale a dizer
que ao menos um dos autovalores de A é nao nulo. Digamos que este seja o autovalor a,.. Temos, assim que «, # 0 e
que m, > 1.

Note-se que se r = 1, entdo todos os autovalores de A seriam iguais (a «, digamos) e teriamos m, = n. Porém nesse
caso terfamos Tr(A4) = na, o que é incompativel com a hipétese que Tr(A) = 0, pois isso implicaria que o = 0, ou seja,
que todos os autovalores de A sao nulos, o que implicaria, pelo Pelo Corolario 10.5, pagina 531, que A é nilpotente.
Podemos, portanto, supor r > 1.

Seja p(z) = ZZ=1 Bra* um polindmio de grau menor ou igual a n e cujo termo constante é nulo. Teremos, pela
hipétese que Tr(Ak) =0paratodo k=1, ..., n, que

0= 3 gTr(ar) M=V Y (Zmzaf) = m <Zﬁkaf> = > mup(ay) - (10.125)
k=1 k=1 =1 =1 k=1 =1

Vamos agora escolher p(z) = z(x —aq) - - - (€ — a.—1). Teremos, evidentemente, que: 12 o polindémio p é um polindémio de
graur < n cujo termo constante é nulo. 22 p(ay) = Oparacadal =1, ... r—1. 3%2p(a,) = ar(ar—ay) -+ (@r—ar—1) £ 0,
pois nenhum dos fatores do lado direito é nulo (j& que o, # 0 e j& que os «;’s sdo distintos). Para esse polindémio a
relacdo (10.125) fica 0 = m,p(a,.). Como p(a,.) # 0, concluimos que m, = 0, uma contradigdo com o fato que m, > 1
que por sua vez decorria da hipdtese de A nao ser nilpotente.

Logo, a hipétese que Tr(Ak) =0 paratodo k =1, ..., n, implica que A é nilpotente, completando a prova. |

Uma consequéncia evidente da Proposicao 10.33, acima, é que se para A € Mat (C, n) valer que Tr(Ak) = 0 para

cada k=1, ..., n, entao Tr(Ak) = 0 para todo k£ > 1. O préximo exercicio apresenta mais um corolario da Proposicao
10.33.

E. 10.39 Ezercicio. Demonstre o seguinte coroldrio da Proposicdo 10.33, pagina 539:

Coroldrio 10.6 Uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma matriz A € Mat (C, n) seja nilpotente € que valha Tr(eZA) =n
para todo z em algum dominio aberto de C. O

~ k . 7: e
Sugestio: prove que Tr(eZA) =n+ .7, Zk—!Tr(Ak) é analitica em z e use esse fato. Para a demonstrar a analiticidade, prove (usando

k
(10.123)) que Tr(Ak)‘ < n(max {leal, ..., |o¢r|}) e use esse fato. *
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10.8 Algumas Representacoes Especiais de Matrizes

Nas secoes anteriores apresentamos algumas formas especiais de representar matrizes com determinadas caracteristicas,
como aquelas expressas no Teorema Espectral e no Teorema de Jordan. Nesta se¢ao apresentaremos outras representacoes,
relevantes em certos contextos, como a decomposicao polar.

10.8.1 A Decomposicao Polar de Matrizes

E bem conhecido o fato de que todo niimero complexo z pode ser escrito na forma polar z = |z|e??, onde |z| > 0 e
0 € [-m, 7). Tem-se que |z| = VZz e €% = z|z|7'. H4 uma afirmacdo andloga valida para matrizes A € Mat (C, n),
a qual é muito dtil, e da qual trataremos nesta segdo. Antes de enunciarmos esse resultado de forma mais precisa (o
Teorema da Decomposi¢ao Polar, Teorema 10.24, abaixo), facamos algumas observagoes preliminares.

Seja A € Mat (C, n) e seja a matriz A*A. Notemos primeiramente que (A*A)* = A*A** = A*A, ou seja, A*A

e autoadjunta. Pelo Teorema 10.15, pagina 510, é possivel encontrar um conjunto ortonormal {vg, k = 1, ..., n} de
autovetores de A* A, com autovalores di, k =1, ..., n, respectivamente, sendo que a matriz
P = [{ul, vnﬂ (10.126)

(para a notagdo, vide (10.9)) é unitdria e diagonaliza A*A, ou seja, P*(A*A)P = D, sendo D a matriz diagonal
D := diag(dy, ..., dy), cujos elementos da diagonal sdo os autovalores de A*A. Os autovalores dj sdo todos maiores

. . . 2 _ _
ou iguais a zero. De fato, se v # 0 é um autovetor de A*A com autovalor dy, teremos di||vi|* = dr{vk, vr)e =
(vk, Buk)g = (vn, A*Avg)e = (Avk, Avg)e = [|Avk||®. Logo, di = || Auvi||?/ve[|* > 0.

Com esses fatos & mao, vamos definir uma matriz diagonal, que denotaremos sugestivamente por D'/2, por D'/? :=

diag (v/dy, ..., v/d,). Tem-se que (DI/Q)2 = D, uma propriedade 6bvia3?. Note-se também que (D1/2)* = D2, pois
cada v/dj é real. Os nimeros nao negativos v/di, ..., v/d, sao frequentemente denominados valores singulares de A.

Definamos agora a matriz v A* A, por
VA*A == PD'Y?p*. (10.127)
2

Essa matriz v A* A é autoadjunta, pois (\/A*A)* = (PD1/2P*)* = PD'Y2p* = \/A*A. Observemos que (\/ A*A) =
P(D'/?)2P* = PDP* = A*A. Disso segue que

(det (m)f = det ((mf) = det(A*A) = det(A*)det(A) = det(A)det(A) = |det(A)?.

Provamos assim que det (\/ A*A) = | det(A)] e, portanto, v A* A é inversivel se e somente se A o for.

Alguns autores denotam a matriz v A*A por |A|, por analogia com o médulo de um ndmero complexo. Podemos
agora formular e demonstrar o resultado que procuramos:

Teorema 10.24 (Teorema da Decomposicao Polar) Seja A € Mat (C, n). Entdo, existe uma matriz unitdria U €
Mat (C, n) tal que

A = UVA*A. (10.128)
Se A € inversivel, entao U é univocamente determinada. A representagdo (10.128) é denominada representagao polar
de A. O
Prova. Sejam, como acima, di, k = 1, ..., n os autovalores de A*A com autovetores respectivos v, k = 1, ..., n.

Sabemos pelo Teorema 10.15, pagina 510 que podemos escolher os v;’s de forma que (vy, v)¢ = dk1-

Como vimos acima, os autovalores dj satisfazem dj > 0. Sem perda de generalidade, vamos sup6-los ordenados de

forma que di > 0 paratodo k=1, ...,redr =0 paratodo k=r+1, ..., n. Com essa escolha, tem-se que
Avy, = Oparatodok = r+1, ..., n, (10.129)
30Essa ndo é a unica matriz com essa propriedades, pois qualquer matriz do tipo diag(£+/d1, ..., +v/dyn), com os sinais £ escolhidos

independentemente uns dos outros, também tem como quadrado a matriz D.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 10 541/2584

pois de A*Avy, = 0, segue que 0 = (v, A*Avg)g = (Avg, Avg)e = || Avk?.
Para k=1, ..., r, sejam wy os vetores definidos da seguinte forma:

1

= Avg, k=1,...,r. 10.130
Wi iR Vi T ( )

E f4cil ver que

1 1 dy, d.
(e, wi)g = (Av, Avy)e = (A" Avg, v = (Vs Vi) = k1 = Orr,
Vdid Vdid Vdid Vdid
para todos k, [ = 1, ..., 7. Assim, o conjunto de vetores {wg, k& = 1, ..., r} forma um conjunto ortonormal. A
eles podemos acrescentar um novo conjunto {wg, k =r +1, ..., n}, escolhido arbitrariamente, de vetores ortonormais
pertencentes ao complemento ortogonal do subespaco gerado por {wg, k = 1, ..., r} e construir assim, um conjunto

ortonormal {wy, k=1, ..., n}.

Sejam agora a matriz P, definida em (10.126) e as seguintes matrizes de Mat (C, n):

Q = |[w1, wnﬂ, U = QP*

(para a notagao, vide (10.9)). Como {vx, k=1, ..., n} e {wy, k=1, ..., n} sdo dois conjuntos ortonormais, segue que
P e Q sdo matrizes unitdrias (por qué?) e, portanto, U também é unitéria.

E f4cil ver que AP = QD'/2, onde DV/? := diag (Vdi, ..., Vd,), De fato,

AP (10.126) A[{’Ul, ey Un]] (19.12) [_Avl, ceey Avnﬂ

(10.129) [_Avl, coy, Avn 0y L. O]]

(10.130) ['\/awl, Vw0, O]]

(19.15) [hwl, wn]]Dl/Q — QD2

Agora, de AP = QD'?, segue que A = QD'/?P* = UPD'/?p* (10.127) UV A*A, que é o que querfamos provar.

Para mostrar que U é univocamente determinado se A for inversivel, suponhamos que exista U’ tal que A = UV A*A =
U'v/A*A. Como comentamos acima, vV A*A é inversivel se e somente se A o for. Logo, se A é inversivel, a igualdade
UvA*A =U'v/A* A implica U = U’, estabelecendo a unicidade. Caso A néo seja inversivel a arbitrariedade de U reside
na escolha dos vetores ortonormais {wg, k=r+1, ..., n}. |

O seguinte corolario é elementar:

Teorema 10.25 Seja A € Mat (C, n). Entao, existe uma matriz unitdria V € Mat (C, n) tal que
A = VAAV . (10.131)

Se A € inversivel, entdo V € univocamente determinada. O

Prova. Para a matriz A*, (10.128) diz-nos que A* = Uyy/(A*)*A* = UpvV AA* para alguma matriz unitaria Uy. Como
Vv AA* é autoadjunta, segue que A = vV AA* Uj. Identificando V = Ujj, obtemos o que desejamos. |

O Teorema da Decomposigao Polar pode ser generalizado para abranger operadores limitados agindo em espacos
de Hilbert (vide Teorema 39.31, pagina 2136) e mesmo para abranger operadores nao limitados agindo em espagos de
Hilbert (vide [315]).
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10.8.2 A Decomposicao em Valores Singulares

O Teorema da Decomposicao Polar, Teorema 10.24, pagina 540, tem um corolario de particular interesse, o Teorema da
Decomposicao em Valores Singulares, qua afirma que toda matriz pode ser escrita como produto de trés matrizes, uma
delas envolvendo seus valores singulares.

Na Segao 10.9, pagina 562, estudaremos uma aplicacao do Teorema da Decomposi¢gao em Valores Singulares, a saber,
ao estudo da chamada Pseudoinversa de Moore-Penrose e suas aplicagoes em problemas de optimizacao linear. Outra
aplicagao do versa do Teorema da Decomposigao em Valores Singulares, relevante a Teoria da Informagao Quéantica é o
Teorema de Decomposicao de Schmidt, objeto da Secao 10.8.2.1, pagina 545.

A decomposicao em valores singulares admite uma generalizacdo para operadores compactos agindo em espacos de
Hilbert de dimensao infinita. Vide Teorema 39.39, pagina 2160.

Teorema 10.26 (Teorema da Decomposicao em Valores Singulares) I. Seja A € Mat (C, n) comn € IN. Entao,
existem matrizes unitdrias V.e W € Mat (C, n) tais que

A= VSW*, (10.132)
onde
di
S = < ) € Mat (C, n) (10.133)
dn
€ uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao os valores singulares d, > 0, k =1, ..., n, de A, ou seja, 0s

autovalores de v A*A.

Essa afirmagdo pode ser generalizada para matrizes retangulares. Seja A € Mat (C, m, n) comm, n € N em #n
(o caso m = n corresponde ao caso 1, acima,).

II. Caso m > n. Ezistem matrizes unitdrias V € Mat (C, m) e W € Mat (C, n) tais que

A = VSW*, (10.134)
onde S € Mat (C, m, n) é a matriz
dy
D
S = = d, | € Mat(C, m, n), (10.135)
(Dmfn, n ®m7n n
sendo D € Mat (C, n) uma matriz diagonal contendo na diagonal os n valores singulares d, > 0, k=1, ..., n, de A,

ou seja, 0s autovalores de V A*A € Mat (C, n), incluindo multiplicidades.
II1. Caso m < n. Existem matrizes unitdrias V € Mat (C, m) e W € Mat (C, n) tais que

A= VSW*, (10.136)

onde neste caso S € Mat (C, m, n) é a matriz

I
S = (L Om, nm) = ( O, n_m> € Mat (C, m, n), (10.137)
Im

sendo L € Mat (C, m) uma matriz diagonal contendo na diagonal os m valores singulares I, > 0, k=1, ..., m, de A*,
ou seja, 0s autovalores de vV AA* € Mat (C, m), incluindo multiplicidades. O
Comentdrio. E apropriado aqui recordarmos que os conjuntos de valores singulares {d1, ..., dn} e {l1, ..., lm} de A e A*, respectivamente,
s80 iguais a menos de multiplicidades e da eventual presenga de 0’s em algum deles. Isso é consequéncia da Proposigao 10.7, pagina 475 e,
especialmente, de sua generalizagdo apresentada no Exercicio E. 10.6, pdgina 475, onde se afirma que U(A*A) \ {0} = J(AA*) \ {0}. &

Prova do Teorema 10.26. Prova de I. A afirmagao de (10.132) segue imediatamente de (10.128) e de (10.127) tomando
V=UP,W=PeS =D
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Prova de II. Temos m > n e seja A, € Mat (C, m) a matriz quadrada m x m dada por
Ae = (A (Dm, m—n> :

A*A (Dn, m—n
A*A, = :

(Dm—n, n ®7n—n, m—n

Temos que

sendo A% A, € Mat (C, m) e A*A € Mat (C, n). Naturalmente, segue disso que

\% A*A (Dn, m—n
ArA, =

e

®7n—n, n (Dm—n, m—n

543/2584

(10.138)

Para a matriz quadrada A, aplica-se o Teorema da Decomposicao Polar, Teorema 10.24, pagina 540 , e podemos

escrever A, = U+/A* A, para U € Mat (C, m), unitaria.

A matriz VA*A € Mat(C, n) pode ser diagonalizada por uma matriz unitdria P € Mat (C, n) de sorte que
VA*A = PDP*, onde D € Mat (C, n) é diagonal e contém na diagonal os autovalores de v A*A. Com isso, podemos

escrever o~
ArA. = PDP*
onde,

~ P (DTL, m—m ~ D G:)’VL7 m—m
P = e D = ,

(Dm—n, n ﬂm—n (Dm—n, n ]lm—n

e, portanto, A, = ﬁ\/A; . =UPDP*. Agora,
<A (Dm, mn) = A <]]-n ®n, mm> ’

A(ﬂn . mn) _ GBDP".

e, portanto, temos

1,
Multiplicando-se a direita por e usando o fato que

(Dmfn, m

(verifique!), obtemos

IO 1, IO P
A = UPDP* = UPD
(Dm—n, m ®'m—n, n
Agora,
~ P D (Dn, m—m p* DP* D
D = _ _ p
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e temos finalmente

D
A=UP P

(Dm—n, n
Adotando-se V = (7.5, que é uma matriz unitaria de Mat (C, m) (pois UePo sdo) e W = P, que é uma matriz unitdria

D
de Mat (C, n) e S = a demonstracao de (10.134) estd completa.

G:)mfn7 n

Prova de IIL. Esse caso segue diretamente do caso II. Seja A € Mat (C, m, n) agora com m < n. A matriz
A* € Mat (C, n, m) tem, portanto, as mesmas caracteristicas das matrizes tratadas na parte II (o niimero de linhas é
maior que o de colunas) e, portanto, vale a afirmagcao (da parte I, trocando-se m <+ n) que existem operadores unitdrios
W € Mat (C, n) e V € Mat (C, m) tais que

A* = WRV™ (10.139)

(por conveniéncia trocamos as letras V' e W e substituimos a letra S or R em (10.134)), onde R € Mat (C, n, m) é a

matriz
I

L
R = = lm | € Mat(C, n, m),
®n—m, m (Dn—m, m
sendo L € Mat (C, m) uma matriz diagonal contendo na diagonal os m valores singulares lx, k = 1, ..., m, de A*, ou

seja, os autovalores de vV AA* € Mat (C, m), incluindo multiplicidades.
Tomando-se o adjunto de (10.139), obtemos

A =VSW*
onde
5
S = R* = <L 0, n_m) — ( (Dm’nm> € Mat(C, m, n) .
lm
Isso demonstrou (10.136), completando a prova do Teorema 10.26. |

e Decomposigao em valores singulares. Uma segunda abordagem

Vamos agora apresentar uma segunda versao do Teorema da Decomposi¢ao em Valores Singulares com consequéncias
diferentes da anterior, mas similares as mesmas, especialmente no caso de matrizes ndo quadradas. Essa versao do
Teorema da Decomposicao em Valores Singulares pode ser relevante em certos problemas.

No que segue, m, n € IN. Aqui ndo se faz necessario distinguir os casos m < n e m > n ou m = n. Usaremos as
defini¢oes (10.3), (10.7) e a relacdo (10.8) (vide pégina 464) que permitem mapear injetivamente matrizes retangulares
em certas matrizes quadradas.

Teorema 10.27 (Teorema da Decomposicao em Valores Singulares. II) Seja A € Mat (C, m, n). Entao, exis-
tem matrizes unitarias Ve W € Mat (C, m + n) tais que

A = I minVSW* o s (10.140)

onde S € Mat (C, m + n) é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao os valores singulares de

A" = Jpin, mALy, man = " € Mat (C, m+n) (10.141)
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efinida em .7)), ou seja, os autovalores de *A’. Mais especificamente,
definid 10.7 l d AN* A M, fi

d1
T X (Dn,m
S = dn , (10.142)
®m, n (Dm,m
onde dy, ..., d, €0, 00) sdo o0s autovalores de v/ A*A € Mat (C, n). O

Comentdrio. O leitor deve observar que as matrizes V, W e S dos enunciado do Teorema 10.27 sdo distintas das das matrizes V., W e S
do enunciado do Teorema 10.26, pagina 542, entre outras coisas, por terem dimensoes diferentes. Observe-se também que, como (A’)*A’ =

"
(®A A g"’ m ) € Mat (C, m +n), concluimos que, a menos de 0’s e de multiplicidades, os valores singulares de A’ coincidem com os de A e
m, n Um, m

A*. &

Prova do Teorema 10.27. A matriz A’ € Mat (C, m+n) é uma matriz quadrada e, pela parte I do Teorema 10.26, possui
uma decomposi¢ao em valores singulares A’ = VSW™* com V e W € Mat (C, m + n), unitdrias, e S € Mat (C, m +n)
sendo diagonal cujos elementos diagonais sdo os valores singulares de A’. Com isso, (10.140) segue de (10.8). |

10.8.2.1 Uma Aplicagao: a Decomposicao de Schmidt

O Teorema de Decomposi¢ao em Valores Singulares, Teorema 10.26, paginas 542, tem um coroldrio relevante para a
Teoria da Informacio Quantica, o chamado Teorema de Decomposicao de Schmidt3!.

Teorema 10.28 Sejam H; e Hyp dois espagos de Hilbert complexos de dimensdo finita, com dimensoes m e n, respec-
tivamente (concretamente podemos assumir Hy = C™ e Hyp = C™). Considere-se o produto tensorial Hy @ Hyr. Seja

I = min{m, n}. FEntdo, para cada u € H; @ Hyy existem nimeros d, > 0 com a = 1, ..., | e conjuntos de vetores
{vl, ceey vl} CHye {wl, cee wl} C Hyp, ortonormais em seus respectivos espagos, tais que
l
U= di(Va®Wa) . (10.143)
a=0

O nidmero de termos da soma é 1, a menor dimensdo dentre os espagcos Hy e Hyp. A expressio (10.143) é denominada
Decomposicao de Schmidt do vetor u € Hy ® Hip. O

Comentdrios. H& algumas observagdes a se fazer. Os vetores v, € Wgq, assim como os ndmeros do, a € {1, ..., I}, dependem de u e,
portanto, os ingredientes do lado direito da Decomposigao de Schmidt (10.143) mudam com w. Nao estd sendo dito em (10.143) que os vetores
{v1 RW1, .oy VI® wl} componham uma base em H; ® Hj1 (um erro infelizmente encontrado em alguns textos da literatura em Fisica), até
por que nao sdo em numero suficiente para tal (a dimensao de H; ® Hjy é mn, que é maior que | = min{m, n}, exceto no caso trivial em que
m=n=1).

No caso em que | = m < n, o conjunto de vetores ortonormais {v1, RN vl} compoOe uma base em Hj, mas o conjunto de vetores

ortonormais {wl, cey wl} nao compoée uma base em Hyy, por ndo serem em nimero suficiente para tal. Mutatis mutandis, se | = n < n as
afirmagoes opostas sdo vélidas. No caso I = m = n ambos os conjuntos compdem bases em seus respectivos espagos. &

Prova do Teorema 10.28. Seja {el, ceey em} uma base ortonormal em Hj e seja {fl, ceey fn} uma base ortonormal em
Hyr. Entao, {ei ®f;, ie{l,..., mjeje{l, ..., n}} compoe uma base ortonormal em H; ® Hip.
Assim, se u € Hy ® Hyp, podemos escrever
m n
u= Y ujle®t),
i=1 j=1

com u;; € C para todos i, j.

31Erhard Schmidt (1876-1959).
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Seja agora A € Mat (C, m, n) a matriz cujos elementos de matriz sdo precisamente os coeficientes u;;, ou seja,
A;j==u;; paracadaie {1, ..., m}eje{l, ..., n}

Vamos considerar o caso m > n (portanto, com ! := min{m, n} = n) fazendo uso das partes I e II do Teorema
10.26. O caso m < n é similar, fazendo uso do caso IIT do mesmo Teorema e sua prova é deixada ao leitor. Segundo o
Teorema 10.26, podemos escrever A = VSW* onde V € Mat (C, m) e W € Mat (C, n) sdo ambas unitdrias (e, portanto,
satisfazem V*V = 1,, e W*W = 1,,). Assim, para os elementos de matriz de A, temos

n n

U5 = Aij = ZZ‘/mSab(W*)bj = ZZ‘/;ad 5ab )j = Zda‘/ia(w*)aj;

a=1b=1 a=1b=1 a=1

onde, na segunda igualdade usamos o fato que Sy, = 0 caso a > m e Sgp = dgdqp de outra forma. Vide (10.133) ou
(10.135), pdgina 542. Assim,

m n m m n n
- ZZ (e @) = da <Z Vmei> &S Wity | = da(va®wa)
i=1 j=1 a=1 i=1 j=1 a=1
onde, paraa =1, ..., n,
m n
Vg = Z Via€i e W, = Z(W*)ajfj .
i=1 j=1
Isso provou (10.143). Agora, para a, b € {1, ..., n}, tem-se
m m m
<Va7 Vb ZZ‘/@aV’b €i, ez Ky Z Vib = (V V) = 0a,b
i=14=1 T i=1 i=1
e, analogamente,
m m n n
<Wa, Wb>f}f11 - Z Z WjaWj’b <fj’ fjl>j’CII Z ja Z W* aj Jb o (W*W)ab - 50"17’
j=1j=1 T j=1 j=1
INL
mostrando que {vi, ..., v,} C Hye {wy, ..., w,} C Hy sdo conjuntos ortonormais em seus respectivos espacos. W

A decomposi¢ao de Schmidt possui um colorario de interesse sobre matrizes definidas em um produto tensorial de
espacos de dimensao finita.

Corolario 10.7 Sejam os espacos de Hilbert C™ e C" e seja A um operador linear definido em C™ ®@ C™ ~ C™". Entado,
A pode ser escrito na forma

1
A =Y di(Ar @ By), (10.144)
k=1
onde | = min{m?, n?}, onde d >0 e onde {A1, ..., A} C Mat(C, m) e {By, ..., Bi} C Mat(C, n) sdo conjuntos
ortonormais de matrizes em rela¢io aos produtos escalares (D, F), = Trgm (D*F) e, respectivamente, (G, H),
Tren (G*H), para D, F € Mat (C, m) e G, H € Mat (C, n).
A decomposi¢ao (10.144) é denominada decomposicao de Schmidt para matrizes. O

Prova. A demonstragao é imediata pelo Teorema 10.28, pagina 545, cabendo apenas notar que as dimensoes de Mat (C, m)
e Mat (C, n) sao m? e n?, respectivamente, dai tomarmos | = min{m?, n?}. |
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10.8.2.2 A Nocgao de Trago Parcial de Matrizes

A decomposigao de Schmidt para matrizes (10.144), pdgina 546, é 1til na tarefa de definir-se a nogéo de trago parcial de
uma matriz agindo em um produto tensorial de espacos de dimenséo finita. A nocao de trago parcial é empregada na
Teoria da Informacao Quantica. Uma extensao da nocao de traco parcial para o caso de operadores agindo em espacos
de Hilbert de dimensao infinita, tecnicamente mais elaborado, é apresentada na Secao 39.11, pagina 2199.

Sejam H' e H" dois espagos de Hilbert de dimensées m e n, respectivamente, (concretamente podemos assumir
H =C™eH'" =C") esejam {e1, ..., e} CH e {f1, ..., £} C H" bases ortonormais nesses espagos. Defina-se
H.:H/®%//:Cm®cn 2qj'l’l”VL'

Para um operador A agindo em H (ou seja A € Mat (C, mn)) a expressao

n

H xH 5 (¥, ¢) — w(ty, ¢) =Y _((®f), Apaf)), € C

j=1

define uma forma sesquilinear em ' e que é continua (uma afirmacio elementar em dimensao finita3?). Assim, existe (pela
Proposigao 39.11, pdgina 2045.) um operador linear que denotamos por Ptrgcs(A) agindo em H' (ou seja, Ptrgcr (A) €
Mat (C, n)), denominado o trago parcial de A em relagdo a H”, tal que w(v, ¢) = <1/1, Ptrg{//(A)@j{,, ou seja, tal que

(1, Ptrocr (A)g),, = Y (b ®f), Al@@1f)),, . (10.145)

j=1

Podemos obter expressdes mais concretas para Ptrgc(A) se usarmos a decomposigdo de Schmidt para matrizes
(10.144), pdgina 546. Segundo ela podemos escrever

!
= > di(Ar @ By) . (10.146)
k=1
com Trgm (A7 Aj) = 6;; e Tren (B Bj) = 6;5, sendo dj, > 0 para todo k e | = min{m?, n®}. Assim, vemos facilmente
que

l n
(1, Ptrocr(A)d) o, = Y di (¥, Axd)ye, | D (£52 Bifi) g
k=1 j=1

para todos ¥, ¢ € H' e assim,
!

Ptrgcr(A) = > dTren (By) Ay (10.147)
k=1
sendo Tren (B) o trago usual de B € Mat (C, n) em C™: Tren (By) = > (£, Bifj)cn
A expressao (10.147) mostra que Ptrgc/(A) é independe da base ortonormal {fi, ..., f,} escolhida em H", pois é

bem sabido que Tren independe dessa escolha (vide Sec¢ao 10.2.3, pdgina 478, e, em particular (10.33)).

e Algumas propriedades do tracgo parcial

Trés outros resultados seguem facilmante de (10.147). O primeiro é a afirmagdo que se A € Mat (C, mn), D €
Mat (C, n) e E € Mat (C, m), entao

Ptroes (A(D & E)) = Ptrgc (A(]lm & E))D , (10.148)

e, em particular,

Ptrf}cu (D ® E) = Pt]ﬁ‘f}(// (]]_m ® E))D = TI'C?L (E)D . (10149)
De fato, por (10.146), A(D ® E) = Zic:l di(AxD @ BiE) e, portanto

l l
Ptrgcn (A(D & E)) = Z drp A DTrgn (BkE) = <Z drp A Tren (BkE)> D = Ptrgc (A(]lm ® E))D , (10.150)
k=1 k=1

provando (10.148).

32Fsse ponto ndo é trivial em dimensdo infinita e obriga-nos a restringirmo-nos a operadores de tipo trago. Vide Secio 39.11, pagina 2199
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E. 10.40 Ezercicio. Seguindo os passos acima, mostre também que
Ptrger (D ® E)A) = DPtroer ((Im ® E)A) . (10.151)

L3l

O segundo resultado é uma versao particular da propriedade ciclica. A propriedade ciclica do trago em C" permite-nos
escrever, tomando D = 1, na primeira igualdade de (10.150),

l l
Ptrger (A(ﬂm &® E)) = <Z dip Ak Tren (BkE)> = (Z dp A Tren (EBk)> = Ptrgc ((]lm ® E)A) R

k=1 k=1
demonstrando a propriedade ciclica particular
Ptrocr (A(]]_m (24 E)) = Ptroc ((]lm & E)A) . (10152)
Propriedades ciclicas que igualem Ptrg. (AB) a Ptrgen (BA), para A, B € Mat (C, mn) arbitrdrios, nao sao geralmente
validas para o trago parcial. Justifique!

O terceiro resultado é a afirmagao que se A € Mat (C, mn), entao
Trcmn (4) = Trem (Ptrser(4)) - (10.153)

De fato,

m n l
Trenn (4) = DD ((viow), A(viaw;))ye " 3T diTren (Ar) Tron (By)
i=1 j=1 k=1

l
= Trem (Z dkAkTI‘n(Bk)> = Trgm (PtI‘g—CH(A)) ,

k=1
estabelecendo (10.153).

10.8.2.3 Purificacao

Seja Hr = C™, um espaco de Hilbert de dimensao m, e seja p uma matriz densidade agindo em Ji, ou seja, um operador
autoadjunto e positivo (portanto, com autovalores ndo-negativos) e satisfazendo Trem (p) = 1.

Afirmamos que existe um espaco de Hilbert Hy; = C™ (com n > m) e um vetor ¥ € H := H; @ Hyy ~ C™™ tais que

Trem (pD) = (¥, (D@ 1,)¥),, . (10.154)

Sejam p1, ..., pm 0s autovalores de p (incluindo multiplicidades), com p > 0 para todo k, e sejam vy, ..., V., 0s
correspondentes autovetores compondo uma base ortonormal em C™: <v1-, v]-> om = di,j. A decomposicao espectral de p
ép= Z —, piPy,, onde Py, é o projetor ortogonal sobre o subespago unidimensional gerado por v;.

Sejan > m e wy, ..., W, uma base ortonormal em C" (com <wi, wj> = 0; ;). Definamos ¥ € C™ ® C™ ~ C™™

por

C‘n.

m
= Voi(viow). (10.155)
=1

Temos

(¥, (D®1,) ii <v1®wz, (Dv;) ®wj>:}c

m m m
= ZZ\/E\/P_J’<V% (va)>®vn <Wi7 WJ cn sz Vi (DVZ)>Cm Trem (pD)
i=1 j=1 — i=1

67”'
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demonstrando que (10.154) é satisfeita, como desejdvamos.

E. 10.41 Ezercicio. Justifique por que foi necessdrio tomar n > m na construcdo do vetor W. *

De (10.154) segue também (tomando-se D = 1,,) que ||\IIH§C = Trem (p) = 1.

O vetor ¥ dado em (10.155) depende de p (através dos autovalores p; e dos autovetores v;) e da escolha arbitraria
dos vetores ortonormais w; de C". O lado esquerdo de (10.154), porém, independe da escolha dos w,’s.

No jargao da Teoria da Informacao Quantica, o vetor ¥ é dito ser uma purificagcdo de p. Essa nocao sera estendida a
espacos de Hilbert de dimensao infinita na Secao 46.6.1, pagina 2542, quando discutiremos também sua interpretacao.

¢ Relagao com o trago parcial

Considere-se o vetor ¥ € €C™" dado em (10.155) e calculemos o trago parcial em relacdo a Hy = C™ do projetor

unidimensional Py (recordar que ||[¥] = 1). Por (10.145), escolhendo f; = w; para todo j € IN, temos para todos
M ¢ eH =
n n
(¥, Ptrog, (Pu)d)y, = Y (Wwew;), Pu(d@w;)), = > (@w,), ¥), (¥, (6@ w;)),
j=1 j=1

3

—~
=
=)

[| =
S}
wt
~

Ms

f:\/p_k\/ﬁl< ¢®Wj)’ (Vk@wk)>9-c<(vl®wl)’ <¢®wj)>ﬂ-c

j=1k=11=1
n m m

= Z \/P_k\//7l<¢7 Vk>@m <Vla ¢>Cm6j,k6’,l
Jj=1k=11=1

= ij<w’ VJ'>(DM<V]'7 ¢>@m = <l/}a p¢>@m ;
j=1

provando a interessante relagao
PtI‘j}(H(P\y) = p. (10156)

A relagao (10.151) para E =1, e A = Py fica
Ptrgcn ((D & ﬂn)P\p) = DPtrg (P\I;) = Dp.
Portanto, temos de (10.153),

(10.153)

Trem(Dp) = Trem (Ptrw (D® mp@) Tegmn (D ® 1,)Py) = (U, (D®1,)¥)

Ccmn i

que é uma nova forma de se justificar (10.154).

10.8.3 O Teorema da Triangularizacao de Schur

O teorema que apresentamos abaixo, devido a Schur®?, é semelhante, mas nao idéntico, ao Teorema de Jordan: toda
matriz de Mat (C, n) pode ser levada por uma transformacao de similaridade induzida por uma matriz unitdria a uma
matriz triangular superior (para a defini¢do, vide Segdo 10.6, pagina 523). Esse teorema é alternativamente denomi-
nado Teorema da Triangularizacio de Schur ou Teorema da Decomposicao de Schur. Como veremos, esse teorema
pode ser usado para fornecer uma outra demonstracao (eventualmente mais simples) da diagonalizabilidade de matrizes
autoadjuntas e de matrizes normais por matrizes unitérias.

Teorema 10.29 (Teorema da Decomposicao de Schur) Seja A € Mat (C, n). Entdo, existe U € Mat (C, n),
unitdria, e S € Mat (C, n), triangular superior, tais que A =U*SU. Os elementos da diagonal de S sao os autovalores
de A. -

33]ssai Schur (1875-1941).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. vesio de 13 de janeiro de 2022 Capitulo 10 550/2584

Antes de provarmos esse teorema, mencionemos um coroldrio evidente:

Coroldrio 10.8 Seja A € Mat (C, n). Entao, existe V € Mat (C, n), unitdria, e I € Mat (C, n), triangular inferior,
tais que A = V*IV. Os elementos da diagonal de I sio os autovalores de A. O

Prova do Corolédrio 10.8. Pelo Teorema 10.29, a matriz A* pode ser escrita da forma A* = V*SV, com V unitaria e S
triangular superior. Logo, A = V*5*V. Porém, S* = I é triangular inferior.

Também pelo Teorema 10.29, os autovalores de A* sao os elementos diagonais de S, que sdo o complexo conjugado
dos elementos diagonais de S* = I. Mas os autovalores de A sdo o complexo conjugado dos autovalores de A* (pela
Proposigao 10.24, pagina 507) e, portanto, sdo os elementos diagonais de I. |

Prova do Teorema 10.29. Comecemos observando que se A = U*SU com U unitério, entao A e S tém o mesmo polinémio
caracteristico e, portanto, os mesmos autovalores, incluindo a multiplicidade (vide a discussdo em torno de (10.32),
pagina 474). Mas o polindmio caracteristico de S é pg(x) = det(zl — S) = [[;_,(z — Sk), pois S é triangular superior
e, portanto, os autovalores de S sao os elementos de sua diagonal. Passemos & demonstracao da afirmativa principal, ou
seja, que A = U*SU com U unitario e S triangular superior.

Seja n > 2 e v; um autovetor de A com autovalor A\; e ||v1|| = 1. Seja U® uma matriz unitéria da forma UM =
[{ugl), R u%l)ﬂ com ugl) = v1, OU seja, cuja primeira coluna é o vetor v;. Entao,
VR I b,
10.12 0 agll) T aﬁl) 1
AUW (10.12) [[Augl), N Augll)ﬂ = [[Alugl), Augl), cee Ausll)]] =W ' . (7?_ ) ,
(1) N )]
0 ap 1y Aln—1)(n—1)
para certos b;cl) e ag), k,l=1, ..., n—1, onde
n—1
Aut) = b ul? + 3 al)ull . k=2, 0. (10.157)
=1

Para simplificar a notagao, definimos

1 1 1
e 0 (1) (1)

ajy e @1 (n—1)
b(l) ) Op—1 = ) A(l) ’
(1) (1) (1)
bnfl 0 a(n—l)l e a(n—l)(n—l)

(05,—1 tendo n — 1 linhas) e escrevemos a identidade (10.157) como

. A p T
vnT AU = : (10.158)
0p_1 A
Para n = 2 isso demonstra o teorema, pois afirma que
At

UL AU® — 7

1
0 a(u)
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sendo o lado direito uma matriz triangular superior. Para n > 2 procedemos por inducao. Supondo a afirmacgao vélida
para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo existe uma matriz unitéria V€ Mat (C, n — 1) tal que V*AMV = 1) sendo

S triangular superior. Assim, definindo a matriz unitéria U® € Mat (C, n) por U® .= (0 171 Oi’g;l), teremos por
(10.158),
(U(l)U(Q))*AU(l)U(Q) — U@y ALy @
RSP B (N5 VIR X 1 o7,

0p_y1 V* 0p_y1 AW Opoy V

A (VTBW)T

0p_1 V*ADOY

Mo (VTm)T

Op1 S
que é triangular superior, pois SV o é. Como UMU @) ¢ unitaria (pois UM e U® o sa0), o teorema estd provado. W

Comentdrio. Toda matriz triangular superior S pode ser escrita na forma D 4+ N, sendo D a matriz diagonal formada pela diagonal de S (ou
seja, Dy; = Si; paratodoi =1, ..., n) e N é nilpotente (pois é triangular superior, mas com diagonal nula). Assim, o Teorema 10.29 afirma
que toda matriz A pode ser levada a forma D 4+ N por uma transformacdo de similaridade unitaria. Porém, o Teorema 10.29 nao garante
(nem ¢é verdade, em geral) que D e N comutem. Assim, o Teorema 10.29 é distinto do Teorema de Jordan, Teorema 10.22, pdgina 530. &

O Teorema 10.29 tem por corolario o seguinte teorema, j& provado anteriormente por outros meios (Teorema 10.15,
pdgina 510, e Proposigao 10.26, pagina 511).

Teorema 10.30 Uma matriz A € Mat (C, n) € autoadjunta, se e somente se for diagonalizdvel por uma transformagdo
de similaridade unitdria e se seus autovalores forem reais. O

Prova. Pelo Teorema 10.29, existe uma matriz unitaria U tal que U* AU = S, sendo S triangular superior cujos elementos
diagonais sao os autovalores de A. Assim, se A = A*, segue que S* = (U*AU)* = U*A*U = U*AU = S. Mas para uma
matriz triangular superior S, a igualdade S = S* implica que S é diagonal e os elementos da diagonal sao reais.
Reciprocamente, se A € Mat (C, n) é diagonalizdvel por uma transformagcao de similaridade unitaria e seus autovalores
sao reais, ou seja, existe U unitaria e D diagonal real com U*AU = D, entao A = UDU* e A* = UD*U*. Como D é
diagonal e real, vale D* = D e, portanto, A* = UDU* = A, provando que A é autoadjunta. |

Pelo Teorema 10.29, se A € Mat (C, n) é uma matriz normal e U*AU = S, com U unitdria e S triangular superior,
entdo S é normal (justifique!). Assim, junto com o Lema 10.6, pdgina 523, provamos o seguinte:

Teorema 10.31 Uma matriz A € Mat (C, n) € normal se e somente se for diagonalizdvel por uma transformagao de
similaridade unitaria. a

Essas afirmagoes foram demonstradas por outros meios no Teorema 10.17, pagina 512.
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10.8.4 A Decomposicao QR e a Decomposigao de Iwasawa (“KAN”)

O propdsito desta secio é apresentar a chamada decomposicdo de Iwasawa®*, ou decomposicio K AN, de matrizes

inversiveis, Teorema 10.33. Esse teorema tem relacao com a teoria dos grupos de Lie, como discutiremos brevemente ao
final. Os dois primeiros resultados preparatérios abaixo, Proposi¢do 10.34 e Teorema 10.32 (Decomposi¢do QR), tém
interesse por si sé.

Proposicao 10.34 Seja R € Mat (C, n) uma matriz triangular superior cujos elementos diagonais sio nao nulos (i.e.,
R € inversivel). Entao, podemos escrever R = AN, onde A € Mat (C, n) é a matriz diagonal formada com a diagonal de
R: A =diag (Ri1, ..., Run), e N € Mat (C, n) € uma matriz triangular superior cujos elementos diagonais sao iguais
al. O

Prova. E fécil constatar que (abaixo m =n — 1)

Ryt Rig - Rip Ry 0 0 1 g—ﬁ 1;—117;
0 Ry Ran 0 Ry o [lo 1 - o
R = _
0 0 Run 0 0 Run 0 --- --- 0 1
A N

O estudante deve comparar as afirmagoes do teorema a seguir com o Teorema da Decomposicao Polar, Teorema 10.24,
péagina 540, e com o Teorema da Decomposi¢ao de Schur, Teorema 10.29, pagina 549.

Teorema 10.32 (Teorema da Decomposicao QR) Seja M € Mat (C, n) uma matriz inversivel. Entao, M pode ser
escrita na forma M = QR, onde Q € Mat (C, n) é unitdria e R € Mat (C, n) € triangular superior, sendo que os
elementos diagonais de R sao estritamente positivos.

Prova do Teorema 10.32. Seja M = |[m1, ceey mn]l. Como M ¢é inversivel, os vetores my, k =1, ..., n, sdao linearmente
independentes, ou seja, formam uma base em C™. Podemos, portanto, usar o procedimento de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt (vide Secéo 3.3, pagina 242) e construir uma nova base ortonormal de vetores q;, j = 1, ..., n, a partir dos
vetores my, [ = 1, ..., n. Tais vetores sao definidos por
j—1
m; — Z (@, my)c q
my =1 .
q1 = ) q; = i1 ) ]:25"'an'
([ | ]
m; — Z (@, my)c q
1=1
Como ¢ facil verificar, tem-se (q;, q;j)¢ = d;; para todos i, j =1, ..., n. As relagdes acima implicam trivialmente
j—1 j—1
m; = Q1||m1||, m; = qy mJ—Z<QZ, mj)cql +qu <qla mj>@7 ] = 2)"')”7
=1 =1

34Kenkichi Iwasawa (1917-1998).

35Infelizmente ndo h4 uniformidade na literatura quanto 4 denominacéo dessa decomposicdo. Vamos chamé-la de “decomposicio de Iwasawa”
pois a mesma é um caso particular (para o grupo GL(C, n) das matrizes complexas n X n inversiveis) de um teorema mais geral da teoria dos
grupos de Lie, denominado Teorema da Decomposi¢ao de Iwasawa, que afirma que todo elemento g de um grupo de Lie semissimples pode
ser escrito como produto de um elemento k de um subgrupo compacto maximal, por um elemento a de um subgrupo Abeliano (real) e por
um elemento n de um subgrupo nilpotente (ou seja, cuja dlgebra de Lie é nilpotente): g = kan. Em Alemao, as palavras compacto, Abeliano
e nilpotente sdo “Kompakt”, “Abelsch” e “Nilpotent”, dai a denominac¢ao “decomposicao K AN” para essa decomposi¢do, denominagao essa
encontrada em alguns textos.
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relagoes estas que podem ser escritas em forma matricial como

R (qi, ma)g -+ (a1, my)g
0 R (92, my)¢
[ml,...,mnﬂ - |[q1,...,qn]]R, onde R == | : : . (10.159)
0 R(n—l)(n—l) <qn717 mn>@
0 0 R
com
j—1
R = |mif, Ry = Hmjzmz, mj)eaqf ., J=2...,n.
1=1
E. 10.42 FEzercicio. Convenga-se da validade da relagdo (10.159). o,
Definindo Q := |[q17 ey qn], a relagao (10.159) diz-nos que M = QR, sendo R triangular superior (como se vé) e
@ unitaria (pois os vetores q;, [ =1, ..., n, sdo ortonormais). Isso completa a prova do Teorema 10.32. |

Chegamos assim ao importante Teorema da Decomposicao de Iwasawa para matrizes inversiveis:

Teorema 10.33 (Teorema da Decomposicao de Iwasawa, ou Decomposicao K AN) Seja M € Mat (C, n) uma
matriz inversivel. Entao, M pode ser escrita de modo inico na forma M = KAN, onde K € Mat (C, n) € uma matriz
unitdria, A € Mat (C, n) € a uma matriz diagonal, tendo elementos diagonais estritamente positivos, e N € Mat (C, n)
€ uma matriz triangular superior cujos elementos diagonais sdo iguais a 1. O

Prova. A afirmagdo que M pode ser escrita na forma M = KAN, com K, A e N com as propriedades acima segue
imediatamente da Proposicao 10.34 e do Teorema 10.32, dispensando demonstracao. O tnico ponto a se demonstrar ¢é a
unicidade dessa decomposicao.

Vamos entdo supor que para algum M € Mat (C, n) existam K, Ky € Mat (C, n), matrizes unitdrias, A, Ay €
Mat (C, n), matrizes diagonais, tendo elementos diagonais estritamente positivos, e N, Ny € Mat (C, n) matrizes
triangulares superiores cujos elementos diagonais sao iguais a 1, tais que M = KAN = KyAoNy.

Segue imediatamente disso que K 'K = AgNgN—'A~'. O lado esquerdo dessa igualdade é uma matriz unitéria
e, portanto, normal. O lado direito é uma matriz triangular superior (pela Proposicao 10.30, pagina 523). Pelo Lema
10.6, pagina 523, AgNoN ' A~! deve ser uma matriz diagonal D. Assim, temos que KglK =De AJNgN~'A-1 = D.
A primeira dessas relacoes diz-nos que D é unitdria. A segunda diz-nos que NoN ! = AO_IDA, ou seja, Ng = Do,
onde Dy := Ay DA ¢ diagonal (por ser o produto de trés matrizes diagonais). Agora, N e Ny sdo matrizes triangulares
superiores cujos elementos diagonais sao iguais a 1. Portanto, a relagao Ng = DoN com Dgy diagonal sé é possivel se
Dy =1 (de outra forma haveria elementos na diagonal de N ou de Ny diferentes de 1), estabelecendo que N = Nj.

Provamos, assim, que AalDA =1, ou seja, D = AgA~!. Agora, A e Ay sdo diagonais, tendo na diagonal ntimeros
reais positivos. Logo, D também é diagonal e tem na diagonal ntimeros reais positivos e, portanto, D = D*. Como
D ¢ unitdria (como observado linhas acima), segue que D? = 1. Logo, os elementos Dy, da diagonal de D satisfazem
Dy = £1, para todo k = 1, ..., n (os sinais podendo ser distintos para k’s distintos). Agora, como Ay = DA e
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como A e Ay tém na diagonal niimeros reais positivos, ndo podemos ter Dyr = —1 para algum k e, portanto, D = 1.
Consequentemente, K = Ky e A = Ay, estabelecendo a unicidade desejada. |

Note o leitor que o conjunto das matrizes unitarias de Mat (C, n) forma um subgrupo de GL(C, n) (o grupo das
matrizes complexas n X n inversiveis). O conjunto das matrizes diagonais de Mat (C, n) tendo elementos diagonais
estritamente positivos é igualmente um subgrupo de GL(C, n). Por fim, o conjunto das matrizes triangulares superiores
de Mat (C, n) cujos elementos diagonais sdo iguais a 1 é também um subgrupo de GL(C, n). Assim, o Teorema 10.33
afirma que cada elemento de GL(C, n) pode ser escrito de modo tnico como produto de elementos de cada um desses
trés subgrupos. Esse é um caso particular de um teorema da teoria dos grupos de Lie conhecido como Teorema da
Decomposicao de Twasawa.

10.8.5 Diagonalizacao em Blocos de Matrizes Antissimétricas Reais

Vamos aqui estabelecer que matrizes reais antissimétricas podem ser postas em uma forma de blocos diagonais especifica.
Esse resultado é usado na demonstracdo de um importante Teorema (Teorema de Williamson, Teorema 10.36, pagina
561) sobre o grupo simplético. Ele também é relevante em édreas da chamada Geometria Simplética. Comegamos com

algumas observagoes preliminares.

e Alguns resultados preliminares sobre matrizes antissimétricas

Fagamos primeiramente algumas afirmagoes elementares. Uma matriz real A € Mat (R, m), com m € N, m > 2, é
dita ser antissimétrica se AT = —A. O caso m =1 é trivial, a tinica matriz antissimétrica nesse caso é 0. Note-se que os
elementos da diagonal de uma matriz antissimétrica sao nulos.

O espectro de uma matriz antissimétrica é composto por nimeros imagindrios puros (e, eventualmente, pelo zero).
De fato, se A é antissimétrica, a matriz —iA é autoadjunta e, portanto, tem espectro real, o que leva a concluir que os
autovalores de A sao multiplos reais de 1.

Por exemplo, a matriz A = (91 (1)) tem por polinémio caracteristico qa(z) = det(z21 — A) = 22 + 1, cujas raizes,

os autovalores de A, sdo +i. Os autovetores nao nulos correspondentes a esses autovalores sdo miultiplos de (ilz),
respectivamente. Verifique!

Assim, mesmo que uma matriz antissimétrica A € Mat (R, m) seja real, seus autovalores e autovetores sdo complexos
e, por essa razdo, é conveniente considerarmos Mat (R, m) como uma subédlgebra real de Mat (C, m) agindo em C™.

Recordemos que os valores singulares de uma matriz M € Mat (R, m) (ndo necessariamente antissimétrica) sdo os
autovalores de VMTM. (Vide Secao 10.8.2, pdgina 542).

Seja M € Mat (R, m) uma matriz arbitraria e seja a matriz simétrica M7 M. Os autovalores de M1 M sao reais (pois
MTM é real e simétrica e, portanto, autoadjunta) e nio negativos, pois se A € R é um autovalor de MTM e u € C™
um correspondente autovetor normalizado (isto é, tal que |JullZ = (u, u)g = 1), entdo A = (u, Au)e = (u, MT Mu)g =
(Mu, Mu)g = |[Mull3, > 0.

Uma matriz M € Mat (R, m) (nfo necessariamente antissimétrica) é ndo-singular se e somente se os autovalores de
MTM séao positivos. De fato, se A = 0 for autovalor de M7 M, entdo, pelo que acabamos de ver, um correspondente
autovetor normalizado u € R™ satisfaz Mu = 0, o que implica que M nao tem inversa, contrariando a hipdtese.
Reciprocamente, se M nao tem inversa, entdo existe (Coroldrio 10.1, pdgina 466) v € C™ nao nulo tal que Mu = 0, o
que implica trivialmente M7 Mu = 0, mostrando que M 7T M tem autovalor nulo.

Se A é autovalor de uma matriz antissimétrica A € Mat (R, m), entdo, por definigdo, det(A\l — A) = 0. Logo,
0 = det (()\IL — A)T) = det ()\IL — AT) = det ()\]1 + A) = (=1)"det (— Al — A)7 0 que mostra que —\ também é autovalor
de A.

Se A € Mat (R, m) é antissimétrica e m é fmpar, entdo det(4) = det ( — AT) = —det (AT) = —det(A). Logo,
det(A) = 0 e, portanto, A nao possui inversa e AT A possui autovalor nulo.

Como iA é autoadjunta, A é simples, e portanto, se um autovalor A é degenerado, o subespago dos autovetores

correspondentes possui a mesma degenerescéncia. Para A # 0 essa degenerescéncia se repassa ao autovalor —\, como
. A . ’ . ’ m ~

mostra o seguinte argumento. O polindmio caracteristico de A é ga(z) = det(z1 — A) = [[;_,(z — A;), onde A; séo os

autovalores nao necessariamente distintos de A. Como A ¢ antissimétrico, vale g4 (z) = det ((21—A)T) = det (21— AT) =
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det(z1 4+ A) = (—1)mdet(—21 — A) = (—1)™ga(—2). Assim,
H(Z—Aj) = (—1)mH(—z—Aj) = H(ZHj). (10.160)

Essa igualdade mostra que cada autovalor \; possui a mesma degenerescéncia algébrica (e, portanto, geométrica, pois A
é simples), que o autovalor —\;. Os autovetores de A € Mat (R, m) sdo também autovetores da matriz autoadjunta iA
e, portanto, os subespagos de autovalores distintos sdo ortogonais em C™. Segue dessas observagoes que o posto de A (a
dimenséao de sua imagem) sempre possui dimenséo par, independente de m.

Reunindo os resultados de acima, as conclusoes relevantes para nés sao as seguintes:

Proposicao 10.35 Seja uma matriz antissimétrica A € Mat (R, m), m > 2. Os autovalores de A sao mailtiplos reais de
i = /1 (incluindo eventualmente o zero) e se X # 0 é um autovalor, —\ também o é e com a mesma degenerescéncia.
Se m for impar, A sempre possui ao menos um autovalor nulo. Se m for par pode ou ndo possuir valores singulares
nulos, mas (evidentemente) ndo possuird se e somente se A for nao singular. Em todos os casos o posto de A é sempre
par. Os subespacos de autovalores distintos de A sdo subespagos ortogonais em C™.

Podemos refrasear essas afirmacoes da seguinte forma. Se A tem N autovalores distintos nao nulos, entao C™ =
S1®---® Sy D Z, onde cada Sy € um subespaco associado a um autovetor nao nulo distinto e Z o nicleo de A. Se
m € impar, Z € ndo trivial. Se S, € o subespago associado a um autovalor A # 0, entdo existe um outro subespago Sy
distinto associado ao autovalor —\ e suas dimensées sao iguais: dim(S,) = dim(Sp). Com isso, vemos que N € par e
que a soma dim(S1) + - - + dim(Sy), que € o posto de A, e é também um nimero par. O

10.8.5.1 Resultado Principal. Enunciado e Demonstracao

Comegamos com um resultado técnico mas relevante sobre os valores singulares de matrizes antissimétricas.

Teorema 10.34 . Seja A € Mat (R, m) uma matriz antissimétrica, e sejam (o1, ..., a.), onde 1 < r < m, e
ay € [0, o0) para todo k, seus valores singulares distintos. Entdo, cada valor singular nao nulo possui degenerescéncia
par. No caso de m ser par, a degenerescéncia do valor singular nulo (se o houver) é também par. No caso de m ser
impar, a degenerescéncia do valor singular nulo € impar. O

Prova. Seja A € Mat (R, m) uma matriz antissimétrica real. A matriz AT A, é ndo negativa, autoadjunta e real. Os
chamados valores singulares de A sao os autovalores da matriz v AT A, os quais s2o, naturalmente, nao negativos. Vamos

denotar por os valores singulares distintos de A por (g, ..., o), onde 1 <r < m, e o € [0, c0) para todo k. Vamos
T

denotar por ¢; € IN a multiplicidade do valor singular «. Naturalmente Z € =M.
k=1
Convencionamos que os ¢’ primeiros sejam ndo nulos e os demais, se os houver, sdo nulos: ap >0 para 1 <k < ¢ e
ar =0 para k > ¢'.

Vamos denotar por (81, ..., Bm) a lista de valores singulares de A, incluindo degenerescéncia. Ou seja, cada oy,
com 1 < k < r, comparece nessa lista repetido ex-vezes.

Convencionamos também que os ¢ primeiros elementos da lista (51, ..., [m) sejam nao nulos e os demais, se os
q/
houver, sao nulos: B > 0 para 1 < k < g mas B = 0 para k > ¢q. Esta claro que g = Z €L
k=1
Vamos denotar por u1, ..., Uy, autovetores normalizados de AT A correspondentes & lista (81, ..., Bm). Escolhemos
esses autovetores compondo uma base ortonormal (o que é sempre possivel por AT A ser autoadjunta). Assim,

ATAuj:BJQ-uj, j=1...,m.

Eles podem ser escolhidos reais, pois AT A é real e autoadjunta. Pela convencao os ¢ primeiros correspondem a autovalores
nao nulos de AT A.
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Definimos agora novos ¢q vetores por
1
Bj

Como escolhemos os u;’s reais, os vetores v; sao também reais, ja que A é uma matriz real e 3; ¢ real.

vj Auj i=1...,¢q.

Temos que AT Au; = ﬁ?uj, j =1, ..., q, e com a definicdo acima,

Ay = %ATAUJ- = Buj, J=1..,4. (10.161)

J

A relagao ATv; = B;u; implica

AATv; = BjAu; = Biv;, j=1...,q. (10.162)
Assim, temos
1 1 7 antissimetria —1 .
v; = —Au; e u; = —A"v; = — Av; i=1,...,q. (10.163)
B; Bj j
A primeira é uma defini¢do e a segunda foi obtida em (10.161).
Os vetores vj, j = 1, ..., g, sao também ortonormais:
1 1 B B
Vi, Vi) = ——(Aui, Auj)e = ——(ui, ATAu)) e = “Llus, uj)e = L6, = ;5 , 10.164
< 1 J>C /81/8]< 7 ])C /B'Lﬁj< 1 J>C ﬁz< 7 J>C ﬁ’L ,] 1,7 ( )
Z7]€ {17 crt q}'
Para os vetores u; com j = ¢+ 1, ..., m, que sao autovetores de AT A com autovalor nulo (se os houver), temos
|Au;l|2 = (Auj, Auj)e = (uj, ATAuj)e = 0. Analogamente, para os vetores v; com j = ¢+ 1, ..., m, que sdo

autovetores de AAT com autovalor nulo (se os houver), temos ||ATv;||2 = (ATv;, ATv;)q = (vj, AATv;)o = 0. Como
A =—AT, concluimos que

Au; = ATu]- = Av; = Aij paratodos j = g+1, ..., m. (10.165)

A relagao (10.162) nos ensinou que v;, com j = 1, ..., ¢, sdo autovetores de AAT com autovalores nao nulos. Como
AAT ¢ autoadjunto, o complemento ortogonal do subespago gerado por v1, ..., v, é o nticleo de AAT. Assim, podemos
completar esses vetores vy, ..., v4 com um conjunto adicional de vetores ortonormais vg41, ..., Um que sao autovetores
de AAT com autovalores nulos.

As bases ortonormais {ui, ..., um} e {vi, ..., vy} s@o denominadas bases singulares 4 esquerda e & direita,
respectivamente.

E importante observar aqui que as relacoes (10.163) implicam (vk, ux)e = 0 para todo k € {1, ..., ¢}. De fato,

-1 1
(v, k) = —=(k, Avk)e = == (AT ok, ve)e = —(u), vi)e = —(vk, wk)g » (10.166)

B B

o que estabelece que (vi, ur)e = 0 para todo k € {1, ..., ¢}, como desejado. Acima, usamos que u; e vj sdo vetores
reais e, portanto, (ug, vk)e = (Vk, Uk)g = (Uk, Uk)g-

Um outro ponto importante a se observar é que, devido & antissimetria de A, as matrizes AT A e AAT sdo iguais,
pois ambas valem —A?. Disso segue automaticamente que, caso (3 # Bk, para algum par j, k € {1, ..., ¢}, entdo
(Uj, Uk>@ = 0, pois nesse caso ambos os vetores v; e uy seriam autovetores da mesma matriz autoadjunta —A? com
autovalores distintos. De fato,

ﬂ?<vja Up)e = <(—A2)vj, Uk>C = <Uj7 (*AQ)uk>C

= B, w)e < (B2 B (v uk)e = 0 = (vj, w)e = 0. (10.167)
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Porém, mesmo no caso em que 3, = [k, para algum par jo, ko € {1, ..., ¢}, podemos escolher os vetores
<Uj7 “k>c =0,
Como (vg, ug)e = 0 para todo k € {1, ..., ¢}, vemos que cada autovalor de ATA = AAT é ao menos duplamente

degenerado, pois uy, e v}, sdo autovetores com o mesmo autovalor 3 e sao linearmente independentes, pois (vg, ug)e = 0.

Afirmamos que a degenerescéncia de cada autovalor é sempre par. Para provar isso é conveniente fazermos uma
escolha especifica dos vetores ui, ..., U, que compdem uma base de autovetores ortonormais de AT A = AAT.

Vamos supor que um dado autovalor ndo nulo 3, de AT A = AAT tenha uma degenerescéncia maior que dois e que
up € v, sejam dois correspondentes autovetores. Entao, como ¢ bem sabido, podemos escolher um vetor, que listamos
como u,11, também autovetor de ATA = AAT com autovalor 8, e de sorte que u,;; seja ortogonal a u, e a v, e de
norma 1. Afirmamos que o correspondente vetor vpy1 1= ﬁAUpH = [%Aupﬂ ¢ igualmente ortogonal a u,, a v, € a

P p
up+1. A ortogonalidade entre vp41 € v, j& foi estabelecida em (10.164), enquanto que a ortogonalidade entre vpy1 € Upt1
foi provada em (10.166). Para provar que v,11 € u, sdo ortogonais, observemos que

-1 1 Bp=Bp+1
(Vp+1, Up)e = ﬂ_<vp+la Avp)¢ = 7ﬂ_<ATUp+1a ve = —(ups1, vp)g = 0, (10.168)
P P

pois up41 foi escolhido ortogonal a v, e a u,. Assim, vemos que up, Vp, Upt1 € Upy1 Sa0 mutuamente ortogonais, e,
portanto, linearmente independentes, além de serem todos autovalores de AT A = AAT com o mesmo autovalor3®.

Esse proceder pode ser estendido a degenerescéncias maiores, indicando que a cada autovalor de AT A = AAT existem

autovetores up,, ..., Up, € Vp,, ..., Up, Para algum h € IN, todos mutuamente ortogonais e normalizados a 1.
Concluimos disso que os vetores ui, ..., u, todos sao ortogonais entre si e ortogonais aos vetores vy, ..., vq, que
também sdo ortogonais entre si (todos tém norma 1). Segue disso também que 2g < m.

A degenerescéncia do autovalor nulo é exatamente m — 2¢q. Esse valor é sempre par se m for par e sempre impar se
m for impar. No caso de m ser par e m = 2¢, ndo ocorre o autovalor nulo, o que néo pode se dar caso m seja impar. H

e Lista candnica de valores singulares de uma matriz antissimétrica

Vamos agora introduzir a para nés relevante nocgao de lista canonica de valores singulares de uma matriz antissimétrica.
Consideremos primeiramente o caso de matrizes antissimétricas de ordem par.

Seja A € Mat (R, m) uma matriz antissimétrica de ordem par m e sejam (a1, ..., a,), para algum r € {1, ..., m},
os valores singulares distintos de A. Pelo Teorema 10.34, pagina 555, cada oy, tem degenerescéncia par (inclusive o valor
singular nulo, se ocorrer, pois 2n é par). Vamos escrever como €, = 20 a degenerescéncia do valor singular «y, sendo

T
0 € IN. Tem-se, portanto, que r < m/2, pois Z 20, = m e cada J é maior ou igual a 1.
k=1
Consideremos a lista (o1, ..., 0y,/2) construida repetindo-se cada valor singular distinto aj, um niimero d; de vezes
(a metade de sua degenerescéncia). Com isso a lista dos valores singulares de A é da forma

(01, <oy om) = (01, oo Omyas Ty ooy Tiy2) s

sendo que cada cada valor singular distinto oy comparece 2J; vezes, sua devida multiplicidade. Note-se que alguns oy’s
podem ser nulos.

A lista (01, ..., 0y 2) serd denominada aqui a lista candnica dos valores singulares de A.

Exemplo 10.3 Se a; e as sdo os valores singulares distintos de uma matriz antissimétrica A, de ordem m = 6, com degene-
rescéncias 201 = 2 e 202 = 4, respectivamente, entdo a lista canonica dos valores singulares de A é (o1, 03, 03) = (a1, @z, a2) e a
lista dos seis valores singulares de A, repetindo degenerescéncias, é (o1, 03, 03,04, 05, 06) = (1, a2, a2, a1, A2, a2). hug

Consideremos agora o caso de matrizes antissimétricas de ordem {mpar. Seja A € Mat (R, m) uma matriz antis-
simétrica de ordem fmpar m, e sejam (a1, ..., «,), para algum r € {1, ..., m}, os valores singulares distintos de A.
Pelo Teorema 10.34, pagina 555, cada aj nao nulo tem degenerescéncia par, mas o autovalor nulo tem degenerescéncia
impar. Seja m — 2q a degenerescéncia do autovalor nulo.

36Decorre de (10.162) que vp+1 tem o mesmo autovalor de upi1
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Consideremos a lista (01, ..., 0(m—1)/2) construida repetindo-se cada valor singular ndo nulo distinto ax um niimero
i de vezes (a metade de sua degenerescéncia) e o autovalor nulo um ndmero (m — 1)/2 — ¢ vezes. Com isso, a lista dos
valores singulares de A é da forma

(O—la SERE) Um) - (Ula coos O(m—1)/25 01, -++ O(m—1)/2; 0) ;
sendo que cada cada valor singular nao nulo distinto « comparece 26, vezes e o autovalor nulo m — 2q vezes, suas devidas
multiplicidades.

Também nesse caso a lista (o1, ..., O(m—1)/2) ¢ denominada lista canonica dos valores singulares de A.

E importante notas que tanto no caso par quanto no impar a lista (o1, ..., o, ) difere na lista (51, ..., Bm) apenas
por uma permutagao. Ambas contém os autovalores nao nulos degenerados um nimero par de vezes, os demais sendo os
autovalores nulos.

Por uma questdo de simplicidade notacional, vamos denotar os autovetores do operador ATA = AAT associados a
cada o por ug e vg.

¢ Enunciado e demonstragao do teorema de diagonalizagao por blocos de matrizes antissimétricas reais

Passemos agora ao enunciado e a demonstragao do resultado principal, o qual é um corolario do Teorema 10.34,
péagina 555.

Seja A € Mat (R, m) uma matriz antissimétrica, ou seja, tal que AT = —A. Afirmamos que A pode ser levada
por uma transformagoes de similaridade produzidas por certas matrizes ortogonais a certas formas em blocos. Mais
especificamente, afirmamos:

Teorema 10.35 Seja A € Mat (R, m) uma matriz antissimétrica e seja m' := |m/2]. Seja (o1, ..., om/) a lista
canonica dos valores singulares de A.

Entdo, existe wma matriz ortogonal P € Mat (R, m) tal que

Oy D 0

Opmr D
PTAP = caso m seja par, ou -D 0,y caso m seja impar, (10.169)

—D O

0 ... 0

onde D € em ambos os casos a matriz diagonal m’ x m’
g1
D = ,
Om/

e onde Oy € a matrizm/ xm' identicamente nula, sendo que o; sdo os valores singulares de A, ou seja, sio os autovalores
de VAT A (alguns dos quais podem ser nulos).
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Alternativamente, existe matriz ortogonal Q tal que

Ay
T “-
QTAQ = ;
Am/
Orrb—?rrz,'

onde cada Ay, k=1, ..., m’', € uma matriz antissimétrica 2 x 2: A = (_gk T ), onde movamente oy, sao os valores
singulares de A (isto €, os autovalores de VATA) e Op_am/ € a matriz (m — 2m’) x (m — 2m’)) identicamente nula.
Todos os demais elementos de matriz fora dos blocos sdo nulos. O
Prova. Seja ¢ < m’ o nimero de elementos ndo nulos na lista canénica (o1, ..., om/). Recordando que 2¢ < m,
definamos m’ = |m/2]. E claro que ¢ < m/’.

Vamos considerar os dois conjunto (u1, ..., um) e (v1, ..., Un,) de autovetores que introduzimos na prova do

Teorema 10.34, pagina 555, mas reordenados de forma que seus autovalores sejam os o’s. Mais especificamente,

T _ .
A" Au; = ojuy, i=1, ..., q,
T .
A" Av; = ojuy, i=1 ..., q,
e os demais tendo autovalor zero.
A ideia é considerarmos bases ortonormais constituidas pelos 2¢ vetores u1, ..., uq, v1 ,...,v4 € mais, digamos, os
m—2q vetores Ug41, ..., Um, que sao autovetores de autovalor nulo de AT A = AAT e sdo ortogonais aos 2¢q anteriormente

listados. Como visto na prova do Teorema 10.34, pagina 555,

Consideremos uma nova base ortonormal

f = (fl; R fm) = (uh ceey Umsy U1y vy Umsy Um/41y -y um>7
ou seja, com
fj = Ujél, e m’(j) + 'Uj—m’+15m’+1, e Qm’(j) + uj52m’+1, . m(j)a j=1 ...,m
onde,
. ]-a Seje{alv"'aal}a
5(11, ...,al(.j) =

0, de outra forma.

A questao agora é saber como serao os elementos de matriz de A essa base. Para isso, observe-se que para j, k €

{1, ..., q},

<uj7 Auk)c = Uk<uj7 Uk)@ = 0,
(uj, Avg)e = —orx(uj, ur)e = —0kbjk

’ ¢ roe (10.170)
<’Uj, Auk>c = O’k<”Uj, ’Uk>C = 70’]95"]9 y

(vj, Av)e —ok(vj, ug)ge = 0.
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Devido a (10.165), (uj, Auk)e = (vj, Auk)e = 0 para todo j se k for maior que g.
Dessa forma, segundo (10.170),

<faa Afb)c = <Ua; AUb—m’-i-1>(g(sl7 ..., m/ (a)(sm’-',-l, ..., 2m/ (b) + <Ua—m’+17 Aub)({jfsm’—i-l7 . 2m! (a)(sl, ..,m! (b)

= Uaéa,b—m’+151, ..., m/ (a)5m’+1, ..., 2m/ (b) - O'b(sa—m’—i-1,b(5m’—i-17 . 2m! (a)(sl, .., m! (b)

= O—a(sa,bfmurl(sl, e, m/ (a)(sm,url7 ey 2m/ (a + m/ - ]-) - O—b(safmurl,b(sm,url7 ceey 2m/ (m/ + b— ]-)517 y,m! (b) ) (10]—71)
Agora,
01, ..., m/ (a)(sm”rl, oy 2m/ (a+ m' — 1) = 01, . m (a)527 m1(a) = 02, .. m (a)
e
5m’+1, oy 2m/ (ml +b— 1)51, ceym! (b) = 52, m’+1(b)51, ey m/ (b) = 52, ceym/ (b) )
e assim estabelece-se que
<fa7 Afb>@ = = 0a5b7a+m/7152, .,m! (a) — O—bga,b+m/7152, ..,m! (b) .
Observe-se que os valores singulares o; com j > ¢ (sendo ¢ < m') séo todos nulos, se os houver.
Disso vé-se facilmente que na base f a matriz antissimétrica A assume a forma em blocos
Opmy D 0
Om: D
caso m seja par, ou -D 0, caso m seja impar, (10.172)
—D Opy
0 ... 0
onde D é em ambos os casos a matriz diagonal m’ x m’
01
D =
Om/

Observe-se que os elementos diagonais o; com j > ¢ (sendo ¢ < m') sdo todos nulos, se os houver.

A mudanca de base da base candnica & base ortonormal f é realizada por uma matriz ortogonal P. portanto,
estabelecemos que PT AP assume a uma das formas de (10.172), dependendo de m ser par ou fmpar.

Se considerarmos alternativamente a base ortonormal
g = (g1, ..o, gm) = (ul, V1, U2y U2y« ..y Ul Uty U/ gls - - um),

é facil ver, seguindo os mesmos passos acima, que A assume a forma de blocos ao longo da diagonal principal

0 g1
—01 0

(10.173)

m—2m/
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Observe-se que a base g é obtida da base f por permutagoes. Assim, a passagem de uma a outra é também implementada
por uma matriz ortogonal (que implementa as permutagoes). Com isso e das observagdes anteriores, concluimos que existe
uma matriz ortogonal @ tal que QT AQ assume a forma de blocos (10.173). Isso completa a demonstragao. |

A Secao 10.8.6, pdgina 561, apresenta um relevante corolario do Teorema 10.35, denominado Teorema de Williamson.

10.8.6 O Teorema de Williamson

Para n € N, seja Jo,, a matriz antissimétrica definida por

E facil ver que JI, = —Jo, = J,, 1.

Uma matriz real de ordem 2n, S € Mat (R, 2n), é dita ser simplética real se satisfazer ST .J5,S = Ja,,. O conjunto
de todas as matrizes simpléticas reais de ordem 2n compoe um grupo, denominado grupo simplético real e denotado por
Sp(R, 2n). Esse grupo é apresentado e discutido nas Segdes 21.3.3.3 e 21.9, paginas 1058 e 1150, respectivamente. Pode
ser visto facilmente (vide Segdo 21.3.3.3) que se S € Sp(R, 2n), entao ST € Sp(R, 2n).

Matrizes do grupo simplético podem ser utilizadas para transformar matrizes reais simétricas e positivas de ordem par
em uma forma diagonal especifica através de uma transformacéao de congruéncia (ndo necessariamente de similaridade!).
Esse resultado, conhecido como Teorema de Williamson3”, é utilizado na Mecanica Quantica e na Geometria Simplética
(i.e., na Mecanica Cldssica). Vide e.g., [145].

e O Teorema de Williamson

O principal resultado que desejamos provar na corrente se¢ao é o seguinte:

Teorema 10.36 (Teorema de Williamson) Para m € N, seja M € Mat (R, 2m) uma matriz real simétrica positiva.
Entao, existe wma matriz simplética S € Sp(R, 2m) e uma matriz m x m diagonal D € Mat (R, m) tais que

D 0
M = ST S. (10.174)
0 D
Acima, D € a matriz diagonal D = diag{o1, ..., om}, onde (o1, ..., om) € a lista candnica dos valores singulares

(definida & pdgina 557) da matriz antissimétrica de ordem par A = M'/?Jy, M'/2.

Assim, toda matriz matriz simétrica positiva de ordem par pode ser diagonalizada por uma transformagdao de congruéncia
gerada por uma matriz do grupo simplético.

As quantidades (o1, ..., om) sao frequentemente denominados autovalores simpléticos de M. O

Demonstragdo. Para A, B € Mat (R, m), denotaremos a matriz (4 %) € Mat (R, 2m) por A ® B.

Como M € Mat (R, 2m) é simétrica e positiva, possui uma inversa e também uma raiz quadrada também simétricas
e positivas (vide Coroldrio 10.4, pdgina 513, e definigdo que se lhe segue). Denotemos essa raiz quadrada por M 1/2 =
VM € Mat (R, 2m).

Pelos Teoremas 10.35 e 10.34, paginas 558 e 555, respectivamente, exite uma matriz ortogonal P € Mat (R, 2m) tal

37 John Williamson (1901-1949). O artigo original é: John Williamson, “On the Algebraic Problem Concerning the Normal Forms of Linear
Dynamical Systems”. American Journal of Mathematics Vol. 58, N. 1, 141-163 (1936). doi:10.2307/2371062.
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que
Om D
PTMY2 ]y, MY2P = : (10.175)
-D ®m
onde D é uma matriz diagonal m x m com D = diag (am, ceey om), onde os (o1, ..., 0,,) compoe a chamada lista
canénica dos valores singulares de M'/2.J5, M'/?. Vide defini¢io & pagina 557.
Seja agora
S = MV2p(D'20 D)
Entao,

STAS — (D1/2 @D1/2>PTM—1/2MM—1/2P(D1/2 EBD1/2> _ (D1/2 EBD1/2)2 - DaD.

Agora,
SJQmST _ M71/2P(D1/2 @Dl/Q)JQm <D1/2 @DI/Q)PTM71/2 .

Por um lado,

1/2 1/2
(D1/2 @ D1/2) JQ (D1/2 @ Dl/Q) B D (Dm (Dm ﬂ'm D (Dm _ (Dm D
m = =
0, DY2] \-1,, 0 0, D'? —-D 0,
e, assim,

Om D (10.175)

SJQmST _ M71/2 P PT M71/2 = M71/2 |:M1/2J2mM1/2 M71/2 _ Jva
-D 0,

estabelecendo que ST ¢ simplética, ou seja, ¢ um elemento do grupo Sp(R, 2m), e, portanto, que S também o é (vide
(21.51), pdgina 1059). |

10.9 A Pseudoinversa de Moore-Penrose

Na presente secao introduziremos uma generalizagao especial da nocao de inversa de matrizes, a qual aplica-se mesmo a
matrizes nao quadradas. O conceito que descreveremos, a chamada pseudoinversa de Moore-Penrose, é particularmente
1til no tratamento de problemas de optimizagao linear, como discutiremos adiante (Se¢ao 10.9.2, pdgina 571), ou seja, em
problemas onde procura-se solugoes optimalmente aproximadas de sistemas de equagoes lineares como Az = y, onde A é
uma matriz m x n dada, y um vetor-coluna, dado, com m componentes e x, a incégnita do problema, é um vetor-coluna
com n componentes. Em tais problemas procura-se vetores x tais que a norma de Ax — y seja a menor possivel e que
representem, portanto, ndo necessariamente a solucao exata do sistema Az = y (que pode nao existir), mas a melhor
aproximagao em termos de “minimos quadrados” ao que seria a solugao.

e Inversas generalizadas, ou pseudoinversas

Sejam m, n € IN e seja uma matriz (ndo necessariamente quadrada) A € Mat (C, m ,n). Uma matriz B €
Mat (C, n, m) é dita ser uma inversa generalizada, ou pseudoinversa, de A, se satisfizer as seguintes condigoes:

1. ABA = A,
2. BAB = B.
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O leitor ha de notar que se A € Mat (C, n) é uma matriz quadrada inversivel, sua inversa A~! satisfaz trivialmente as
propriedades definidoras da inversa generalizada. Provaremos mais adiante que toda matriz A € Mat (C, m ,n) possui
a0 menos uma inversa generalizada, a saber, a pseudoinversa de Moore-Penrose. Com a generalidade da defini¢ao acima,
porém, nao se pode garantir a unicidade da inversa generalizada de A.

Com a amplitude da definicao acima, a nogao inversa generalizada nao é muito 1til, mas certos tipos mais especificos de
inversas generalizadas sao de interesse em certos tipos de problemas. No que segue discutiremos a chamada pseudoinversa
de Moore-Penrose e seu emprego em problemas de optimizagao linear.

e Definicao da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz

Sejam m, n € IN e seja uma matriz (ndo necessariamente quadrada) A € Mat (C, m ,n). Uma matriz A" €
Mat (C, n, m) é dita ser uma pseudoinversa de Moore-Penrose de A se satisfizer as seguintes condigoes:

1. AATA = A,
9. At AAT = AT,

3. AAtT € Mat (C, m) e AT A € Mat (C, n) sao autoadjuntas.

O leitor ha de notar que se A € Mat (C, n) é uma matriz quadrada inversivel, sua inversa A~! satisfaz trivialmente
as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose.

8 39

A nocdo de pseudoinversa descrita acima foi introduzida por E. H. Moore®® em 1920 e redescoberta por R. Penrose
em 1955. O conceito de pseudoinversa de Moore-Penrose é 1til para a resolucao de problemas de optimizagao lineares, ou
seja, a determinacao da melhor aproximagao em termos de “minimos quadrados” a solugao de sistemas lineares. Trata-
remos desses aspectos mais adiante (vide Teorema 10.39, pagina 571), apés demonstrarmos resultados sobre existéncia e
unicidade. Outros desenvolvimentos da teoria das pseudoinversas de Moore-Penrose e suas aplicagoes, podem ser encon-
trados em [43]. Vide também as referéncias originais: E. H. Moore, “On the reciprocal of the general algebraic matrix”.
Bulletin of the American Mathematical Society 26, 394-395 (1920); R. Penrose, “A generalized inverse for matrices”,
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 51, 406-413 (1955) e R. Penrose, “On best approzimate solution of
linear matriz equations”, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 52, 17-19 (1956).

Nas pédginas que seguem demonstraremos que toda a matriz A € Mat (C, m, n) possui uma pseudoinversa de Moore-
Penrose, a qual é tinica. Comegamos com a questao da unicidade para em seguida tratarmos de propriedades gerais e,
posteriormente, da questao da existéncia. As aplicagGes em problemas de optimizagao sao discutidas na Secao 10.9.2,
péagina 571.

e A unicidade da pseudoinversa de Moore-Penrose

Demonstremos a unicidade da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz A € Mat (C, m, n), caso exista.

Seja AT € Mat (C, n, m) uma pseudoinversa de Moore-Penrose de A € Mat (C, m, n) e seja B € Mat (C, n, m)
uma outra pseudoinversa de Moore-Penrose de A, ou seja, tal que ABA = A, BAB = B com AB e BA autoadjuntas.
Seja My := AB — AAT = A(B — A") € Mat (C, m). Pelas hipdteses, M; é autoadjunta (por ser a diferenga de duas
matrizes autoadjuntas) e (M;)? = (AB — AAT)A(B — AT) = (ABA— AATA)(B—A")=(A— A)(B— AT") =0. Como
M, é autoadjunta, o fato que (M7)? = 0 implica M; = 0, pois para todo z € C™ tem-se | Mz||?, = (Myz, Miz)g =
(z, (M1)*z)¢ = 0, o que significa que M; = 0. Isso provou que AB = AA™. Analogamente, prova-se que BA = AT A
(para tal, considere-se a matriz autoadjunta My := BA — AT A € Mat (C, n) e proceda-se como acima). Agora, tudo
isso implica que AT = ATAAT = AT(AA') = ATAB = (AT A)B = BAB = B, provando a unicidade.

Como j4 comentamos, se A € Mat (C, n) é uma matriz quadrada inversivel, sua inversa A~! satisfaz trivialmente as
propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose e, portanto, tem-se nesse caso AT = A~!, univocamente.
E também evidente pela definicio que para 0,,,, a matriz m x n identicamente nula, vale (0,,,)" = Oy

e A existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose

Apresentaremos no que seguird duas demonstragoes da existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose de matrizes
arbitrarias de Mat (C, m, n). Ambas as demonstragoes permitem produzir algoritmos para a determinagao explicita

38Eliakim Hastings Moore (1862-1932).
39Sir Roger Penrose (1931-).
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da pseudoinversa de Moore-Penrose. Uma primeira demonstragio serd apresentada na Sec¢ao 10.9.1.1, pdgina 567, (vide
o Teorema 10.37, pagina 568, e o Teorema 10.38, pagina 570) e decorrera de diversos resultados que estabeleceremos a
seguir. Destacamos particularmente as expressoes (10.197) e (10.198), as quais permitem calcular a pseudoinversa de
Moore-Penrose A* de uma matriz A € Mat (C, m, n) diretamente em termos de A, A* e dos autovalores de AA* ou de
A*A (ou seja, dos valores singulares de A).

Uma segunda demonstracao sera apresentada na Secao 10.9.3, pagina 572, e para a mesma faremos uso da decom-
posicao em valores singulares apresentada no Teorema 10.26, pagina 542. A essa segunda demonstracao da Segao 10.9.3
o leitor interessado podera passar sem perdas neste ponto. Os resultados da Segao 10.9.3, porém, nao serao usados no
que segue. Essa segunda demonstragao é a mais frequentemente apresentada na literatura, mas cremos que as expressoes
(10.197) e (10.198), adiante, fornecam um método algoritmicamente mais simples para a determinacdo da pseudoinversa
de Moore-Penrose de uma matriz geral.

e Calculando a pseudoinversa de Moore-Penrose em casos particulares

Se A € Mat (C, m, n), entdo A* € Mat (C, n, m) é definida como a matriz cujos elementos (A*);; sdo dados por Aj;
para todos 0 < i <mn e 0 < j <m. Futuramente obteremos as expressoes (10.197) e (10.198), as quais permitem calcular
a pseudoinversa de Moore-Penrose A™ € Mat (C, n, m) de uma matriz A € Mat (C, m, n) diretamente em termos de
A, A* e dos autovalores de AA* ou de A*A. Nos exercicios que seguem indicaremos situacoes especiais mas uteis nas
quais a pseudoinversa de Moore-Penrose pode ser calculada de modo relativamente simples.

ay
E. 10.43 Ezercicio. Constate que se A € Mat (C, m, 1), A = < : > um vetor-coluna n3o-nulo, entdo AT = WA* =
ll:m. C
m(ﬁ,m,m), onde ||A||c=\/|a1|2++|am|2 o,

Observe-se que se z € C, podemos considerar z como uma matriz complexa 1 x 1, ou seja, como elemento de

0, z=0
Mat (C, 1, 1) e, com isso, obtemos do exposto acima (z)" = ’

%, z#0
O resultado do Exercicio E. 10.43 pode ser generalizado.

E. 10.44 Ezercicio. Seja A € Mat (C, m, n). Mostre que se (AA*)™! existe, entdo AT = A*(AA*)"". Mostre que se (A*A)~!
existe, entdo AT = (A*A)"'A*. Sugestio: em ambos os casos, verifique que o lado direito satisfaz as propriedades definidoras da
pseudoinversa de Moore-Penrose e use a unicidade. o+

Os resultados do Exercicio E. 10.44 podem ser generalizados para situagoes em que AA* ou A* A nao sao inversiveis

pois, como veremos na Proposicao 10.37, pagina 565 valem sempre as relacdes AT = A* (AA*)Jr = (A*A)+A*. Também
o Teorema 10.37, pagina 568, apresentard uma generalizagao dos resultados do Exercicio E. 10.44, mostrando uma outra
forma de proceder quando AA* ou A* A nao forem inversiveis.

Os exercicios que seguem contém aplicagoes dos resultados do Exercicio E. 10.44.

. 2 0
E. 10.45 Ezercicio. Seja A = (291%), com A" = ( 0 fli). Mostre que AA™ possui inversa, mas que A*A n3o possui. Usando o

—1

4 —2i
Exercicio E. 10.44, calcule a pseudoinversa de Moore-Penrose AT de A, obtendo AT = é ( 1 7451'). Verifique que essa A™ satisfaz de
—1

fato as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose. o+

E. 10.46 Ezxercicio. Seja A = (é z) com A* = (3 °9). Mostre que AA* n3o possui inversa, mas que A*A possui. Usando o

Exercicio E. 10.44, calcule a pseudoinversa de Moore-Penrose A" de A, obtendo At = & (0 *, °). Verifique que essa A™ satisfaz

de fato as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose. o+
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10.9.1 Outras Propriedades da Pseudoinversa de Moore-Penrose

As seguintes propriedades da pseudoinversa de Moore-Penrose seguem das defini¢oes e da unicidade. Suas demonstragoes
sdo elementares e sdo deixadas como exercicio: para A € Mat (C, m, n) valem

1. (AT)T = A4,
2. (AH)" = (AT)+, At = (Z)+ e, consequentemente, (AT)* = (A*)*
3. (zA)T = 271 AT para todo z € C nao-nulo.

E de se observar, porém, que se A € Mat (C, m, n) e B € Mat(C, n, p), nem sempre (AB)" é dada por BT AT,
ao contrario do que ocorre com a inversa usual (para o caso m = n = p). Uma excegdo relevante serd encontrada na
Proposicao 10.37, pagina 565.

A seguinte proposicao lista mais algumas propriedades importantes, algumas das quais usaremos logo adiante:

Proposigao 10.36 A pseudoinversa de Moore-Penrose satisfaz as sequintes relagdes

At = AT (AT A (10.176)

A = AA (AN, (10.177)

A* A*AAT (10.178)

At A* (AT AT (10.179)

A = (AH)*A* A, (10.180)

A* = At AAT, (10.181)

vdlidas para toda A € Mat (C, m, n). O

Das relagoes acima, a mais relevante talvez seja a relagao (10.178), pois faremos uso importante dela na demonstragao
da Proposigao 10.39, pagina 571, que trata da aplicagao da pseudoinversa de Moore-Penrose a problemas de optimizagao
linear.

Prova da Proposicdo 10.36. Por AA™ ser autoadjunta, vale AAT = (AAT)* = (AT)* A*. Multiplicando-se & esquerda por
AT obtemos AT = AT(AT)*A*, provando (10.176). Substituindo-se A — A" e usando o fato que A = (A")", obtém-se
de (10.176) que A = AA*(A1)*, que é a relagao (10.177). Substituindo-se A — A* e usando o fato que (A*)" = (AT)*,
obtém-se de (10.177) que A* = A*AA™T que é a relagao (10.178).

As relagoes (10.179)—(10.181) podem ser obtidas analogamente a partir do fato de A* A ser também autoadjunta, mas
é mais facil obté-las substituindo-se A — A* em (10.176)—(10.178) e tomando-se o adjunto das expressoes resultantes. ll

Da Proposicao 10.36 podem ser obtidos varios resultados de interesse, alguns dos quais encontram-se reunidos na
proposicao que segue.

Proposigao 10.37 Para a pseudoinversa de Moore-Penrose vale
(AA")" = (49" at (10.182)
para todo A € Mat (C, m, n). Disso obtém-se que
At = A7 (A4 = (ArA) A, (10.183)

também para todo A € Mat (C, m, n). O
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A expressao (10.183) generaliza os resultados do Exercicio E. 10.44, pdgina 564 e pode ser empregada para calcular
AT desde que (AA*)+ ou (A*A)+ sejam previamente conhecidas.

Prova da Proposicao 10.37. Seja B = (A*)+A+. Tem-se
AAr PO g aye A POEY A AT ATy AT AAT = (AAY)B(AAY),
onde usamos também que (A*)+ = (A+)*. Tem-se também que

B = (a1)Tat U2 (atyrat a4t UL (4t At A A% (AY) AT = B(AAY)B.
Observe-se também que
* * =4\ * + (10‘178) +
(4478 = (Aar(aty)ar 2 aa
que é autoadjunto, por definicao. Analogamente,

(10.180)

B(AAY) = (A+)*(A+AA*> (A*)+A*

que também é autoadjunto, por definicao. Os fatos expostos nas linhas acima provaram que B é a pseudoinversa de
Moore-Penrose de AA*, provando (10.182). Substituindo-se A — A* em (10.182) obtém-se também

(A*A)" = ar(an". (10.184)

Observe-se agora que
A% (AA7)* (10.182) ,, (A7)t At (10.179) 4+
e que
(A*A)+A* (10;84) A+(A*)+A* (10;76) A+,
provando (10.183). "

e A pseudoinversa de Moore-Penrose, o niicleo e a imagem de uma matriz

Definimos o nicleo e a imagem (“range”) de uma matriz A € Mat (C, m, n) por Ker (A) := {u € C"| Au = 0} e
Ran (A) := {Au, u € C"}, respectivamente. E evidente que Ker (A) é um subespaco linear de C" e que Ran (A4) é um
subespaco linear de C™.

A seguinte proposicao serd usada logo adiante, mas é de interesse por si sé.

Proposicao 10.38 Seja A € Mat (C, m, n) e sejam definidos Py := 1, — AtA € Mat (C, n) e P, := 1,, — AAT €
Mat (C, n). Entdo, valem as sequintes afirmagoes:

1. Py e Py sdo projetores ortogonais, ou seja, satisfazem (Py)* = P, e Pr=PF, k=1, 2.

2. Ker (A) = Ran (P;), Ran (A) = Ker (P,),
Ker (AT) = Ran (P) e Ran (A1) = Ker (P).

3. Ran (A) = Ker (A*)1 e Ran (AT) = Ker (A)*.

4. Ker (A) @ Ran (A1) = C™ e Ker (A1) & Ran (A) = C™, ambas somas diretas de subespacos ortogonais. O

Prova. Que P; e P, sdo autoadjuntos segue do fato de AAT e AT A o serem. Tem-se também que (P;)? =1 — 24T A +
ATAATA=1-24TA+ ATA=1—- At A = P, e analogamente para P,. Isso provou o item 1.

Seja x € Ker (4). Como Ran (P;) é um subespaco linear fechado de €™, o Teorema do Melhor Aproximante e o
Teorema da Decomposigido Ortogonal (que neste texto sdo apresentados com toda generalidade — no contexto de espagos
de Hilbert, como C™ — na forma do Teorema 38.1, pdgina 1980, e do Teorema 38.2, pdgina 1982, respectivamente)
garantem-nos a existéncia de um unico zp € Ran (Py) tal que ||z — zg|]|gm é minimo. Além disso,  — zp é ortogonal a
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Ran (P;). Assim, existe ao menos um yo € C™ tal que z — Pyyo é ortogonal a todo elemento da forma Py, ou seja,
(x — Pryo, Piy)e = 0 para todo y € C™, o que implica (Pi(z — Piyo), y)¢ = 0 para todo y € €™, o que por sua vez
implica Py(z — P1yo) = 0. Isso, porém, afirma que Pz = P1yg. Como x € Ker (A) vale Pixz = x (pela definigdo de Py).
Provamos portanto que se & € Ker (A) entdo « € Ran (P;), estabelecendo que Ker (A) C Ran (P;). Por outro lado, o
fato que AP, = A(1 — ATA) = A— A =0 implica que Ran (P;) C Ker (A), provando que Ran (P;) = Ker (A).

Se z € Ker (Py), entao z = AT Az, provando que z € Ran (A™). Isso provou que Ker (P;) C Ran (A"). Por outro
lado, se u € Ran (A™) entao existe v € C™ tal que u = A*v. Logo, Piu = (1, — ATA)Atv = (AT — ATAAT)v =0,
provando que u € Ker (P;) e que Ran (A1) C Ker (P;). Isso estabeleceu que Ker (P;) = Ran (A™).

P, é obtida de Py com a substituigao A — AT (lembrando-se que (A*)*T = A). Logo, os resultados acima implicam
que Ran (P;) = Ker (A") e que Ker (P2) = Ran (A). Isso provou o item 2.

Se M € Mat (C, p) (com p € IN, arbitrario) é autoadjunta, entao (y, Mz), = (My, x) para todos z, y € CP. Essa
relacio torna evidente que Ker (M) = Ran (M) (justifique!). Com isso o item 3 segue do item 2 tomando-se M = P; e
M = P,. O item 4 é evidente pelo item 3. |

E. 10.47 Ezercicio. Calcule P; e P para o exemplo do Exercicio E. 10.45, pagina 564, e para o exemplo do Exercicio E. 10.46,
pdgina 564. o,

10.9.1.1 A Regularizagao de Tikhonov. Existéncia

No Exercicio E. 10.44, pagina 564, vimos que se (AA*)~! existe, entdo AT = A*(AA*)~! e que se (A*A)~! existe, entdo
At = (A*A)~1A*. No caso de essas inversas nao existirem hd um procedimento alternativo que também permite obter
A*. Sabemos da Proposigao 10.6, pagina 474, que mesmo se (AA*)~! ndo existir, a matriz AA* + ul serd invertivel
para todo u € C nao-nulo com |u| pequeno o suficiente. Isso permite conjecturar que as expressoes A*(AA* + pl)~!
e (A*A + pul)~tA* que estdao bem definidas para u # 0 com |u| pequeno, convergem a AT quando tomamos o limite
# — 0. Como veremos no que segue, essa conjectura é correta.

Pelo dito acima, podemos substituir as matrizes AA* ou A* A, caso sejam singulares, pelas matrizes inversiveis AA* +
ul ou A*A+ pl com p # 0 com |p| pequeno. Esse procedimento de regularizagio (que envolve a substituigdo proviséria

de uma expressdo singular por outra regular) é denominado regularizacio de Tikhonov*, em honra ao matemético que

desenvolveu essas ideias no contexto de equacoes integrais*’.

Nosso primeiro resultado consiste em provar que os limites descritos acima de fato existem e sao iguais, o que sera
feito nos dois lemas que seguem.

Lema 10.11 Seja A € Mat(C, m, n) e seja p € C tal que AA* + pl,, e A*A + pl,, sejam inversiveis (i.e., u &
o(AA*) U (A*A), um conjunto finito). Entdo, A*(AA* + ul,,) ! = (A*A + pl,) LA~ O
Prova. Sejam B, := A*(AA* + ul,,) ' e C, := (A*A+ ul,) ' A*. Temos que

A*AB, = A" [AA*](AA*Jru]lm)_l = A" [AA*Jru]lm—u]lm} (AA*+pd,,) ! = A*(]lm—u(AA*Jru]lm)_l) = A"—uB,.

Logo, (A*A+ ul,)B, = A*, o que implica B, = (A*A+ pl,) tA* = C,. |

Lema 10.12 Para toda A € Mat (C, m, n) os limites 1ir% A*(AA* 4 pl,,) te 1ir%(A*A + pl,) "t A* existem e sdio
= n—

iguais (pelo Lema 10.11), definindo um elemento de Mat (C, n, m). O

40 Andrei Nikolaevich Tikhonov (1906-1993). O sobrenome russo “Tikhonov” é por vezes transliterado como “Tykhonov”, “Tichonov” ou
ainda “Tychonoff”.

41Para uma referéncia geral, vide [395]. Para os trabalhos originais, vide: Tikhonov, A. N., 1943, “On the stability of inverse problems”,
Dokl. Akad. Nauk. USSR, 39, No. 5, 195-198 (1943); Tikhonov, A. N., “Solution of incorrectly formulated problems and the regularization
method”, Soviet Math. Dokl. 4, 1035-1038 (1963), tradugao para o inglés de Dokl. Akad. Nauk. USSR 151, 501-504 (1963).
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Prova do Lema 10.12. Notemos primeiramente que A é uma matriz identicamente nula se e somente se AA* ou A*A
o forem. De fato, se, por exemplo, A*A = 0, valerd para todo vetor x que 0 = (z, A*Ax)y = (Az, Az)e = ||Az|?,
provando que A = 0. Como a afirmagao a ser provada é evidente se A for nula, suporemos no que segue que AA* e A*A
nao sao nulas.

A matriz AA* € Mat (C, m) é, evidentemente, autoadjunta. Sejam as, ..., «, seus autovalores distintos. Pelo
Teorema Espectral para operadores autoadjuntos (vide Teorema 10.7, pdgina 494 e Teorema 10.15, pdgina 510) podemos
escrever

.
AA* = a.E,, (10.185)
a=1

onde E, sao os projetores espectrais de AA* e satisfazem E,Ep = dapEy, Ef = E, € 2221 E, =1,,. Logo,

T

AA* + pul,, = Z(aa +uE,

a=1

e, portanto, para u &€ {a1, ..., a,}, vale pela Proposi¢ao 10.17, pagina 497,

* -1 _ - 1 * * -1 _ - 1 *
(AA* + pul,,) fzaa_'_uEa e AT(AA* 4 pul,,) fzaa_FMAEa.

a=1 a=1

H4 dois casos a se considerar 1. AA* nao tem autovalor nulo e 2. AA* tem autovalor nulo.
No caso em que AA* nio tem autovalor nulo é claro pela tltima expressdo que o limite lim A*(AA* + ul,,) "' existe

n—0
e vale

1
. * * -1 _ T A*
lel_{nOA (AA* + pl,,) " = E aaA E, . (10.186)

a=1

No caso em que AA* tem autovalor nulo, digamos, a; = 0, o projetor E7 projeta sobre o niicleo de AA*: Ker (AA*) :=
{u e C"| AA*u = 0}. Se x € Ker (AA*), entdao A*z = 0, pois 0 = (z, AA*x)y = (A*x, A*x) = ||A*z||. Portanto,

A*FBy =0 (10.187)
e, assim, podemos escrever,
1
A (AA* 4 pl,,) 7t = A*E,
R
a=2
donde obtém-se .
1
lim A*(AA* + pl,,) "t = —A*E, . 10.188
lim A(AA” + pillm) > ~ ( )

a=2

Isso provou que limo A*(AA* + ul,,) " sempre existe.
>

Pelo Lema 10.11, pagina 567, o limite lirnO(A*AJr pl,) "t A* também existe e coincide com limo A (AA* +p1,)" M
n—r n—

A principal consequéncia é o seguinte resultado:
Teorema 10.37 (Regularizacdo de Tikhonov) Para toda A € Mat (C, m, n) valem

1

AT = lim A" (AA" + ply,) (10.189)
n—0

AT = lim (A*A+pl,) AT (10.190)
n—0
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Como a existéncia dos limites acima foi estabelecida para matrizes arbitrarias no Lema 10.12, p4dgina 567, o Teorema
10.37 contém uma prova geral de existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose.

Prova do Teorema 10.37. As afirmagoes a serem provadas sao evidentes caso A = 0,,,, pois, como j& vimos (0, )" = Oy,
Assim, assumiremos no que segue que A é ndo nula, o que equivale, pelo exposto no inicio da prova do Lema 10.12, a
supor que AA* e A*A néo sdo nulas.

Pelos Lemas 10.11 e 10.12 é suficiente demonstrar (10.189). H4 dois casos a se considerar 1. AA* nao tem autovalor
nulo e 2. AA* tem autovalor nulo. No caso 1., vimos em (10.186), na prova do Lema 10.12 (e com a notagio 14
estabelecida), que

limy A™(AA” + jil) Za A'E, =
a=1 ¢

Note-se agora que

- iaiAA*Ea = Z (ZabEb> 7 Z—ab SupEq = ZEa = 1, (10.191)

a=1 a:l a=1b=1

que é autoadjunta, e que
.

BA = ZQLA*EGA, (10.192)
a=1 ¢

que é também autoadjunta, pois «, € R para todo a (por serem autovalores de uma matriz autoadjunta) e pelo fato de
(A*E,A)* = A*E, A para todo a, ji que Ef = E,.

De (10.191) segue que ABA = A. De (10.192) segue que
- Qg @ (67 b
a=1 b=1
Agora, pela decomposigao espectral (10.185) de AA*, segue que (AA*)E, = apEy. Logo,

BAB = ZZ A*E E, = (z;aiaAE) (bZEb) = B
a= =1

T T

Eu(AA*)E,
a=1b=1 aaab

a=1b=1
1,
Isso provou que A = A1 no caso em que AA* nao tem autovalor nulo.

Vamos agora supor que AA* nao autovalor nulo, a saber, a;. Vimos em (10.188), na prova do Lema 10.12, que

: * * -1 . 1 *
}L%A (AA™ + pl,) = Z—A E, = B.

«
a=2 ¢

Usando o fato que (AA*)E, = a,FE,, o qual segue da decomposicao espectral (10.185) de AA*, obtém-se

Z%AA* Z—aa L = ZEa = 1, — B4 (10.193)

a=2 a=2

que é autoadjunta, pois Fy o é. Tem-se também

Z —A*E,A (10.194)
Qq

a=2

que é também autoadjunta, pelos argumentos ja expostos.

De (10.193) segue que ABA = A — E;1 A. Note-se agora que (E1A)* = A*E; =0, por (10.187). Isso demonstrou que
E1A=0e que ABA = A. De (10.194) segue que

BAB:(T A*EA)(Z A*) Zzaabm (AA*)E,

a2 a=2 b=2
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Usando novamente que (AA*)E, = apEy, obtemos

T

a=2 b=2

"1
—A*E,E; = B,
2 Qa

ﬂm_El

pois E,E; = 0 para a # 1. Isso demonstrou que BAB = B. Assim, estabelecemos que A = AT também no caso em que
AA* tem autovalor nulo, completando a prova de (10.189). |

10.9.1.2 A Pseudoinversa de Moore-Penrose e o Teorema Espectral

Durante a demonstragao do Teorema 10.37 estabelecemos também o seguinte resultado de interesse:

T

Teorema 10.38 Seja A € Mat (C, m, n) nao-nula e seja AA* =" _, aqaEq a representacao espectral de AA*, onde
{a1, ..., ar} C R € o conjunto dos autovalores distintos de AA* e E, sdo os correspondentes projetores espectrais

autoadjuntos. Entao, vale
T

1
AT = —A*E, . 10.195
; A (10.195)
aq#0
Analogamente, seja A*A = Y"7_, ByFy a representacdo espectral de A*A, onde {f1, ..., Bs} C R € o conjunto dos
autovalores distintos de A*A e Fy os correspondentes projetores espectrais autoadjuntos. Entdo, vale também
°\ 1
AT = —F A" . 10.196
; % (10.196)
Bp#0

(Vale mencionar aqui que, pelo Exercicio E. 10.6, pdgina 475, o conjunto de autovalores nao nulos de AA* coincide com
o conjunto de autovalores nio nulos de A*A: {aq, ..., a.}\ {0} ={p1, ..., Bs} \ {0}).

De (10.195) e (10.196) segue que para A nao-nula valem

At = Y ; A* H (AA* —alﬂm> , (10.197)
aido aa [ J (@ — ) %a

=1
l#a

S

A=y . H(A*A—ﬂl]ln) Ar (10.198)

a0 Bo H(ﬂb -6 |z

1£b

As expressoes (10.197) e (10.198) fornecem mais um algoritmo geral para o computo da pseudoinversa de Moore-
Penrose, o qual pode ser de implementagao simples, pois requer apenas a determinagao dos autovalores de AA* ou de
A*A.

Prova do Teorema 10.38. A igualdade (10.195) foi provada durante a demonstracdo do Teorema 10.37 (vide (10.186) e
(10.188)). A relagao (10.196) pode ser provada analogamente, mas segue mais facilmente do truque j& mencionado de
usar (10.195), trocando A — A* e tomando-se o adjunto da expressao obtida. As relagoes (10.197) e (10.198) seguem da
Proposicao 10.18, pagina 497, particularmente de (10.60). |

E. 10.48 Egercicio. Usando (10.197) ou (10.198) reobtenha as matrizes A" dos Exercicios E. 10.43, E. 10.45 e E. 10.46. o,
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10.9.2 A Pseudoinversa de Moore-Penrose e Problemas de Optimizacao
Linear

Tratemos agora de uma das principais aplicagoes da nogao de pseudoinversa de Moore-Penrose, a saber, no tratamento
de problemas de optimizacao linear, que motivaremos e definiremos a seguir.

Sejam A € Mat (C, m, n) e y € C™ dados e considere-se o problema de determinar x € C™ que satisfaca a equagao
linear
Az = y. (10.199)

No caso em que m = n e A tem inversa, a solugao (linica) é, naturalmente, x = A~'y. Nos demais casos uma solucao
pode nao estar presente ou nao ser tnica. Podemos considerar o problema alternativo de saber para quais 2’ € C" a
norma Euclidiana ||Az’ — y||¢m é a menor possivel. Tais vetores ' € C™ seriam, no sentido da norma Euclidiana || - ||¢m,
ou seja, em termos de “minimos quadrados”, os melhores aproximantes ao que seria a solu¢ao de (10.199). Um tal
problema é por vezes dito ser um problema de optimizacdo linear. Esse problema pode ser tratado com o uso da nogao
de pseudoinversa de Moore-Penrose, a qual permite caracterizar precisamente o conjunto dos vetores ' que minimizam
||[Az" — y|lem. A isso dedicaremos as linhas que seguem, sendo o principal resultado condensado no seguinte teorema:

Teorema 10.39 (Optimizacdo Linear) Sejam A € Mat (C, m, n) ey € C™ dados. Entdo, a cole¢io de todos vetores
de C™ para os quais a aplicagio C" 3> x — ||Az — y|lgm € [0, 00) assume um minimo absoluto coincide com o conjunto

Aty + Ker (A) = {A+y + (1, — AtA)z, z € @"} . (10.200)

Esse conjunto € dito ser o conjunto minimizante do problema de optimizacao linear em questdo. E interessante observar
que pela Proposicdo 10.38, pdgina 566, tem-se também Aty + Ker (A) = Aty + Ran (AT)L. O

Como se vé do enunciado acima, a pseudoinversa de Moore-Penrose fornece a melhor aproximacao em termos de
“minimos quadrados” a solugao de sistemas lineares. Observe-se que para os elementos = do conjunto minimizante
(10.200) vale ||Az — yllcm = ||[(AAT — 1,)yllem = || Payllcm, que é nulo se e somente se y € Ker (P2) = Ran (4) (pela
Proposigao 10.38, pagina 566), um fato um tanto ébvio.

Prova do Teorema 10.39. A imagem de A, Ran(A), é um subespaco linear fechado de C™. O Teorema do Melhor
Aproximante e o Teorema da Decomposi¢do Ortogonal (que neste texto sdo apresentados com toda generalidade — no
contexto de espacgos de Hilbert, como C™ — na forma do Teorema 38.1, pagina 1980, e do Teorema 38.2, pagina 1982,
respectivamente) garantem-nos a existéncia de um unico yo € Ran (A4) tal que ||yo — y||¢m é minimo, sendo que esse yo
satisfaz a propriedade de yo — y ser ortogonal a Ran (A).

Assim, existe a0 menos um o € C" tal que [[Azo — y||¢m é minimo. Tal ¢ nao é necessariamente tinico e, como ¢é
facil ver, z; € C™ tem as mesmas propriedades se e somente se xg — x1 € Ker (A) (j& que Azg = yo e Axy = yo, pela
unicidade de 7). Como observamos, Azg — y ¢é ortogonal a Ran (A), ou seja, ((Azg —y), Au)e = 0 para todo u € C™.
Isso significa que ((A*Axg — A*y), u)e = 0 para todo v € C™ e, portanto, xo satisfaz

A*Azy = A'y. (10.201)
Agora, a relagao (10.178) mostra-nos que zo = ATy satisfaz (10.201), pois A*AATy (10.178) A*y. Assim, concluimos que
o conjunto de todos x € C" que satisfazem a condi¢o de ||Az — y||gm ser minimo é composto por todos os vetores da
forma ATy + z1 com z; € Ker (A4). Pela Proposigao 10.38, pagina 566, x1 é da forma x; = (1,, — AT A)z para algum
z € C™, completando a prova. |

Os exercicios que seguem ilustram a aplicacao da pseudoinversa de Moore-Penrose no tratamento de problemas de
optimizagao linear.

E. 10.49 Ezercicio. Usando o Exercicio E. 10.45, pagina 564, determine o conjunto dos melhores aproximantes = € C? 3 solucio

da equagdo linear Az =y com A= (29%)ey=(_% ). Para tais vetores minimizantes , calcule ||Az — y||c. o,

O exercicio que segue envolve uma situagao menos trivial que a do exercicio anterior, pois trata de um sistema linear
subdeterminado e que nao tem solugao.
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E. 10.50 Ezercicio. Usando o Exercicio E. 10.46, pagina 564, determine o conjunto dos melhores aproximantes 2z € €2 3 solucio

. 12 1 . L
da equagdo linear Az =y com A = (8 5) ey = (—23). Para tais vetores minimizantes x, calcule ||Az — y||c. Observe que nesse caso
y ¢ Ran (A) e, portanto, o sistema Az = y n3o tem soluc¢io. o+

10.9.3 Existéncia e Decomposicao em Valores Singulares
Passemos agora a uma segunda demonstracido da existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz A €
Mat (C, m, n) geral, fazendo uso aqui do Teorema da Decomposigdo em Valores Singulares, Teorema 10.26, pdgina 542.

Trataremos primeiramente de matrizes quadradas para depois passarmos ao caso de matrizes nao quadradas.

¢ Determinando a pseudoinversa de Moore-Penrose para matrizes quadradas

Comegaremos pelas matrizes diagonais. Se D € Mat (C, n) é uma matriz diagonal, a pseudoinversa de Moore-Penrose

de D é dada pela matriz diagonal D+ € Mat (C, n) cujos elementos diagonais sao definidos para todo i =1, ..., n por
1
se Dy #0
JF o D,” Y k22 Y
(D )“ -

O7 SeDiiZO.

E elementar verificar que DDYD = D, DYDDV = D% e que DDt e DVD sdo autoadjuntas. Em verdade, vale
DDT = DT D que é uma matriz diagonal com elementos diagonais iguais a 0 ou a 1:

1) SeDii#07

(DD*), = (D*D),, =

% %

0, SeDiiZO.

Passemos agora a questao da existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz quadrada geral. Se
A € Mat (C, n) tem uma decomposi¢do em valores singulares A = V.SW* (vide Teorema 10.26, pdgina 542), entdo a
pseudoinversa de Moore-Penrose AT de A é dada por

At = WSstvr.

De fato, AATA = (VSW*) (WS*V*) (VSW*) =VSSTSWT =VSW*=Ae ATAAT = (WS*V*) (VSW*) (WS*V*) =
WSHtSSHV* = WSHV* = AT, Além disso, AAT = (VSW*)(WSTV*) = V(SST)V* ¢ autoadjunta, pois SST é uma
matriz diagonal com elementos diagonais iguais a 0 ou a 1. Analogamente, AT A = (WS+V*) (VSW*) = W(S+S)W*

é autoadjunta.

e Determinando a pseudoinversa de Moore-Penrose para matrizes retangulares

Consideraremos agora matrizes gerais (ndo necessariamente quadradas) A € Mat (C, m, n).

Seja A’ € Mat (C, m + n) a matriz quadrada (m + n) x (m + n) definida em (10.7), pagina 464. Como A’ é uma
matriz quadrada, estabelecemos acima que ela possui uma pseudoinversa de Moore-Penrose (A’)™, tinica, satisfazendo

LoAAN A=A,
2. (4) ()" = (a)",
3. A (A’)+ e (A')+A’ sao autoadjuntas.

No que segue, demonstraremos que AT € Mat (C, n, m), a pseudoinversa de Moore-Penrose de A € Mat (C, m, n),
é dada, seguindo as definigoes (10.3)—(10.4), por

AT = Ly i (A) T, m s (10.202)
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ou seja,
JF
A+ = In, m+n (Jm+n, mAIn, m—i—n) Jm-i—n, m - (10-203)

O ponto de partida é a existéncia da pseudoinversa de A’. A relacao A’ (A' )+A' = A’ significa, usando a definicao
(10.7),

+
Jm—i—n, mA {In, m—4n (Al) Jm—i—n, mi| AIn, m+n — m+4n, mAIn, m4n

e das relagoes (10.5)—(10.6) segue, multiplicando-se & esquerda por I, y+n € & direita por Jy, 4, n que AATA = A uma
das relagoes que desejamos provar.

A relagao (A’)+A’(A’)+ = (A’)+ significa, usando a definigao (10.7),
(A T, m AL, min (A) T = (AT

Multiplicando & esquerda por I, m4n € & direita por Jy,4rn, m, isso estabelece a validade de ATAAT = AT,

Como A’(A’)* é autoadjunta, segue da defini¢ao a defini¢ao (10.7), que Jomtn, mALy, m4n (A’)Jr é autoadjunta, ou
seja,

Jern, mAIn, m-+n (A/)Jr == (AAIn7 m-+n (A/)Jr)* I’m7 m4n -

Logo, multiplicando-se & esquerda por I, m+n € & direita por Jy4n, m, segue de (10.5) que

ALy, min(A) T = I (AIm m+n(A’)+)* - (Afn, i (A T, m)* ,

provando que AAT é autoadjunta.

Por fim, como (A")* A’ ¢ autoadjunta, segue da defini¢ao (10.7) que (A')+Jm+n7 mAL, min é autoadjunta, ou seja,

(AI)+Jm+n, 777,14]717 m4+n — m+n, n ((AI)+Jm+n, mA>* .

Logo, multiplicando-se & esquerda por I, m4n € & direita por Jy,4+n, n, segue de (10.6) que

*

In, m+n (A/)+Jm+n, mA == ((A/)JerJrn, mA)* Jern, n - (In, m+n(A/)+Jm+n, mA) 3

estabelecendo que AT A é autoadjunta. Com isso estabelecemos que AT dada em (10.202) é a pseudoinversa de Moore-
Penrose de A.

10.10 Produtos Tensoriais de Matrizes

A nocgao de produto tensorial de espagos vetoriais foi introduzida e desenvolvida na Secao 2.3.5, pagina 173. Vamos
considerar os espacgos vetoriais complexos de dimensao finita C™ e C™ (o caso de espagos vetoriais reais de dimenséo
finita é totalmente andlogo) e seu produto tensorial C™ ® C", que & um espago vetorial complexo de dimensado mn,
isomorfo, portanto, a C™". Sejam {el, ey em} e {fl, ceey fn} as bases canonicas em C™ e C™, respectivamente, com

a qual podemos constituir a base canonica B := {ei ®f;,i=1,...m,j=1, ..., n} em C™ @ C".

Um elemento genérico de C™ ® C™ é uma soma finita 25:1 Ve ® ¢g, para algum N € IN e com ¢, € C™ e ¢, € C"
paratodoa=1, ..., N. Se A € Mat (C, m) e B € Mat (C, n), definimos seu produto tensorial, denotado por A ® B,
como a matriz que age em um vetor genérico qualquer de 25:1 Ve ® ¢pq de C™ ® C™ de acordo com o seguinte:

N

A®B (Z ¢a®¢a> = > (Aths) ® (Ba) - (10.204)

a=1

O produto tensorial A ® B de duas matrizes é também denominado produto de Kronecker*? de A e B.

42Leopold Kronecker (1823-1891).
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E elementar constatar que A ® B, assim definido, é um operador linear em C™ @ C". Por convengao, as matrizes A
e B agem nos respectivos vetores de base de acordo com a regra estabelecida em (10.14):

m n
Aei = Z Aai €, e ij = Z Bbj fb s
a=1 b=1

onde A,; e By; sdo os elementos de matriz de A e B nas respectivas bases. Assim, vale

n

A@B(e;@f;) = > > AwiBye,®f; . (10.205)
=1b=1

Consequentemente, podemos afirmar que os elementos de matriz de A ® B na base B de C™ @ C™ é

(A & B) = Am'Bbj ,

(a,0)(3, )

pois assim, seguindo a mesma convengao, podemos reescrever (10.205), na forma

A®B(e;f;) = (Z) (A® B)(a,b)(i,j) (ea®fy),
a,b
onde Z significa Z Z Nessa representacao os pares ordenados (i, j) € {1, ..., m} x {1, ..., n} fazem o papel de
(a,b) a=1b=1
indices das matrizes.

Se A, Ay, As € Mat (C, m) e B, By, B2 € Mat (C, n) é trivial demonstrar com uso de (10.204) que

Ai® B+ A, ®@ B = (A1+A2)®B, A®B1+A®B2:A®(31+Bg) (10206)

e que (verifique!)
(A1 ® B1) (A2 ® By) = (A14;) ® (B1Bs) . (10.207)
E. 10.51 Ezercicio. Prove que (A® B)T = AT ® BT e que (A® B)* = A* ® B*. o,

Segue também de (10.204) que 1,, ® 1,, é a matriz unidade em C™ ® C". Portanto, se A e B possuirem inversa,
A ® B também possuird e valera (verifique!)

(A@B)™ = (A e (B). (10.208)

Para a reciproca dessa afirmacao precisamos aprender algo sobre determinantes de produtos tensoriais de matrizes.

e O determinante de um produto tensorial de matrizes

E imediato por (10.207) que A® B = (A ® ]ln) (]lm ® B) = (]lm ® B) (A ® ]ln). Segue que o determinante de A ® B
sera dado por det (A ® B) = det (A ® ]ln) det (]lm ® B). Vamos agora determinar os dois determinantes do lado direito.

Ordenemos os vetores da base B na forma (e1 Rf1, ...,e,f1, ...,e1f,, ..., e,® fn). E claro que C"™ @ C™
quebra-se na soma direta de subespacos V1 &...8V,,, onde V é gerado pelos vetores e; ®fy, ..., e, @f;. Cada Vj, é um
subespago invariante pela agdo de A® 1, que nele age como (Ae;) @1y, ..., (Ae,)®f. Assim, ordenando os elementos

da base B dessa maneira, A®1,, assumird a representagao matricial na forma de n blocos diagonais, como apresentado a es-
querda:

Disso, fica evidente*3 que det (A ® ln) = (det(A))n (Proposigao 10.3, pdgina

4 472).
Para o caso de det (]lm ® B) a ideia é analoga. Ordenamos a base na
forma (e1 Rf, ..., e1xf, ..., e, f, ..., en ®fn) e fica claro que

43Leﬁbrar que o reorderdmdnto de uma base ndo altera o determinante de uma matriz, pois é realizado por uma transformagao de
similariflade envolvendo luma m#triz de permutacao.
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C™ ® C" quebra-se na soma direta de subespacos Wi & ... & W,,, onde Wy
é gerado pelos vetores ey ® f1, ..., ep ® f,. Cada Wj é um subespaco in-
variante pela agdo de 1,, ® B, que nele age como e, ® (Bf1), ..., ep ®
(Bf,). Com a base B assim ordenada, 1,, ® B assumird a representagio
matricial na forma de m blocos diagonais como apresentado a esquerda:

Disso, fica evidente que det (]lm ® B) = (det(B))m. Juntando as afirmacoes
anteriores, estabelecemos que se A € Mat (C, m) e B € Mat (C, n), entao

det (A® B) = (det(A))"(det(B))™ . (10.209)

Observe o leitor que o expoente de det(A) & direita é a ordem de B e vice-versa.

B E. 10.52 Ezercicio (fdcil). Sejam Ay € Mat (C, m1), A2 € Mat (C, msz) e As €
Mat (C, ms). Mostre que

det (A1 ® A ® Ag) = (det(A1))m2m3 ( det(AQ))m1m3 (det(Ag))m1m2 .

A relagao (10.209) diz-nos, entre outras coisas, que A ® B é uma matriz inversivel se e somente se A ¢ B o forem.
Em qualquer desses casos, valera (10.208).

10.11 Propriedades Especiais de Determinantes

10.11.1 Expansao do Polinémio Caracteristico

Seja A € Mat (C, n) e seja pa(A) = det(A\L — A) = 3" _ emA™, A € C, seu polindmio caracteristico. Desejamos
obter uma férmula explicita para os coeficientes ¢, em termos de determinantes de submatrizes de A (vide abaixo).
Vamos designar por aj a k-ésima coluna de A, de sorte que, pela notagdo introduzida em (10.9), pdgina 464, valha
A= |[a1, A an]. Recordando a defini¢do de base candnica fornecida em (10.10) e (10.11), pagina 464, fica claro que
pa(A) = det |[)\e1 —ay, ..., \e, — an]]. Usando a propriedade de multilinearidade do determinante (linearidade em
relagdo a cada coluna), segue que

n

pad) = 3 (~1)rmam S det [[al, T anﬂ +(—1)" det(A)

m=1 1<j1 < <jm<n
onde, para 1 < j; < --+ < jJp < 1, |[a1, B < TR - S an]] é a matriz obtida a partir da matriz A substituindo
sua jj-ésima coluna por ej;, para cada [ =1, ..., m. Note que no caso m = n, tem-se forcosamente j; = [ para cada
l=1,...,ne |[a1, cey €, €, an]] = |[e1, cey en]] = 1. Com isso, escrevemos
n—1
pa(\) = A" 3 (1A S det |[al, s e g an]] +(—1)" det(A) .
m=1 1<j1 < <jm<n

Como cada vetor-coluna e;, contém 1 na j-ésima linha, as demais linhas sendo nulas, as bem-conhecidas regras de
calculo de determinantes ensinam-nos que, para todom =1, ..., n — 1,

det [[al, ey €, €5 anﬂ = det (Aj11~~~1jm,> s

Aj .. sendo a matriz de Mat (C, n—m) (ou seja (n —m) x (n —m)) obtida a partir de A eliminando-lhe as j;-ésimas
linhas e colunas para todo [ =1, ..., m. Assim, obtemos

n—1

pa(\) = A" 3 (1A S det (Ajh___,jm) +(=1)" det(A) (10.210)

m=1 1<51 < <Jm<n
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onde é possivel reconhecer os coeficientes de pa(A).

Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 10.4, pagina 486, pa(A) = 0 e, portanto,
n—1
A Y det (A, ) | AT (21) det(A)1 = 0.
m=1 1<j1 < <gm<n

Como comentamos em (10.47), pdgina 489, se A for inversivel, obtém-se disso

n—1
m Ay ey Y det(Ajl,...,jm> AmTL (10.211)
m=1

1< < <jm<n

AT =

10.11.2 A Desigualdade de Hadamard

Vamos nesta segao demonstrar uma desigualdade para determinantes de matrizes, a qual é muito 1util, a chamada
desigualdade de Hadamard**.

Teorema 10.40 (Teorema do Determinante de Hadamard) Seja A € Mat (C, n). Entdo,

[det(A))* < T]D 14517, (10.212)

j=1i=1

sendo A;; o elemento ij da matriz A. Segue disso que
n
|det(A)] < n™/? (mizjlx|Aij|> , (10.213)

para toda matriz A € Mat (C, n). O

Comentdrios. I. Seja A € Mat (C, n) e seja ap € C", 1 < k < n, sua k-ésima coluna, de sorte que, pela notagio introduzida em (10.9), pigina

464, valha A = [ay, ..., an]. A desigualdade de Hadamard (10.212) afirma que
n
|det A] < ] llajll2 (10.214)
j=1
onde, para v € C™ com componentes v1, ..., vn € C, definimos ||v||2 := /> ;- |vs|?, a chamada norma Euclidiana em C".

II. Um ponto importante na estimativa (10.213) é o tipo de dependéncia em n que se tem do lado direito. Ela serd usada, por exemplo, em
estimativas de convergéncia da série de determinantes de Fredholm na Secao 20.2, pagina 1014.

IIT. A desiguldade (10.212), acima, serd usada na Sec¢do 11.7, pagina 623, para demonstrar a continuidade do determinante de matrizes. &

Prova do Teorema 10.40. A prova de (10.213) é elementar, por (10.212). Passemos & prova de (10.212).

Seja A € Mat (C, n). Se A ndo tem inversa, entdo det(A) = 0 e a desigualdade (10.212) é trivialmente satisfeita, ndo
havendo o que se provar. Vamos entdo supor que A tenha inversa.

Seja A o conjunto de todas as matrizes M de Mat (C, n) com a propriedade que

n

S OIMP = > AP
=1

=1

paratodo j =1, ..., n. Claro estd que A € A. E também claro que A é um subconjunto compacto de Mat (C, n) (visto
aqui como C”Q). A funcéo | det(M)| é continua como fungao de M e, portanto, assume ao menos um maximo absoluto
(ndo necessariamente unico) em A, por este ser compacto (teorema de Weierstrass). Seja T € A um desses maximos.
Note-se que |det(T')| > | det(A)| > 0 e, portanto, T tem inversa.

44 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963). A referéncia ao trabalho de Hadamard é: J. Hadamard, “Résolution d’une question relativ aux
déterminants”, Bull. Sci. Math. 28, 240-246 (1893).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. vesio de 13 de janeiro de 2022 Capitulo 10 577/2584

Para todo i = 1, ..., n vale por (10.21), pdgina 468, que det(T ZTWCOf ij, onde Cof(T"), chamada de

matriz dos cofatores de T', foi definida no enunciado do Teorema 10.1, pagma 467 Seja fixo esse i. Pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz, vale

[det(T)[* < | Y ITul | | DICot(M)y* | = [ Do 1Ail1 | | D ICof(T)1% ] (10.215)
j=1 j=1 j=1 j=1
A dultima igualdade sendo devida ao fato que T € A.

Como ¢é bem sabido, para o produto escalar (a, b) Z arbr, a desigualdade de Cauchy-Schwarz |(a, b)| < ||al|||b|| é

k=1
uma igualdade se e somente se os vetores a e b forem proporcionais. Assim, tem-se a igualdade em (10.215) se e somente

se existir \; € C tal que T_Z] = X\, Cof(T);; para todo j, ou seja, se a i-ésima linha de T for proporcional & i-ésima linha
de Cof(T).

O ponto importante agora e notar que se tivermos a desigualdade estrita

n

[det(T)]> < | D145 | [ D] ICof (1) ] (10.216)
j=1

j=1

entdao T nao pode maximizar o médulo de determinante entre as matrizes de A. De fato, considere a matriz T” que é
igual & matriz T, exceto sua i-ésima linha, que é dada por

> 14,7
o= || corm

> |Cof (1)
j=1

1/2

j=1, ..., n. Eclaroque
n

n
ST = > 1AGP,
j=1

=1
0 que mostra que T’ € A (para as demais linhas T” coincide com T e néo hd o que provar, pois T € A). Fora isso,

det(T") = Z T;;Cof (T, pois Cof (T");; = Cof(T);, j& que T' e T' s6 diferem na i-ésima linha. Assim,

n 1/2
Z'Aij|2 1/2 1/2
=1 - 2 - 2 - 2
det(T") = | 57— | D_ICof(T);;[> = | D_ |4yl > |Cof (T);]
S [Cof (@), | i i
j=1

e concluimos por (10.216) que terfamos |det(7")| < det(7”), contrariando a hipétese que |det(7')| ¢ maximo. Assim,
devemos ter a igualdade em (10.215) e, pelos comentarios acima, isso implica que existe A; € C tal que T;; = A\;Cof(T);;
para todo j, ou seja, a i-ésima linha de T' é proporcional & i-ésima linha de Cof(T"). Como i é arbitrério, isso vale para
todo 1.

Agora, como as linhas de T sdo proporcionais as de Cof(T'), segue que

1 — 1 &
(T zmof aE IR DT
j=1 t=1

e pela multilinearidade do determinante, que

det(T) = det(T) = A;--- A, det(Cof(T)) .




JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. vesio de 13 de janeiro de 2022 Capitulo 10 578/2584

Dessas duas relagoes extraimos

n n d C f n n
Qet(T)" = - [ 14ul? = etdeto TS 1442

" i=1j=1 i=1j=1

Como a relacio (10.26) vale para qualquer matriz inversivel, tem-se det(Cof(T')) = det(T)"~* e, portanto, | det(T)|> =
n n

H Z |A;;]%. Por construcio, T maximiza | det(7T")| em A. Como A € A, segue que
i=1j=1

n n

[det(A)* < T 14i . (10.217)

i=1j=1

Isso prova o teorema. [ ]
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10.12 Exercicios Adicionais
E. 10.53 Ezercicio. a) Determine o polindmio caracteristico da matriz

5 -2 -7
A=10 2-3 -5i

0 0 1 -4

b) Verifique explicitamente a validade do Teorema de Hamilton-Cayley para a matriz A.

¢) Usando o Teorema de Hamilton-Cayley calcule A7,

"
E. 10.54 Ezercicio. Repita o exercicio anterior para as matrizes
2 -1 3 -5 0 0
A= 0o —4+i ;o A= -8 8 0
0 0 2-Tt -3t 1—9 4-—-5¢
"
E. 10.55 Ezercicio. Considere em C™ o seguinte produto escalar
n
<u, U>p = Zu_avapa7
a=1
onde p, > 0 para a = 1, ..., n. Seja uma matriz A, com elementos de matriz A;;. Mostre que, com o produto escalar (-, -)p o
elemento de matriz (A*?);; da adjunta A*» da matriz A é dado por
(A7) = 2y (10.218)

Di
(Lembre-se que A™» ¢ definida de sorte que (u, Av), = (A™u, v), para todos u, v € C").

Para a matriz adjunta definida em (10.218), verifique a validade das regras (A*?)*» = A e (AB)*» = B*? A*?, para quaisquer
matrizes A, B € Mat (C, n). Calcule 17».

Mostre que para quaisquer u, v € C" vale (u, v), = (u, Pv)g, onde (u, v)¢ = >°)_, Uava € 0 produto escalar usual em C" e

P = diag (p1, ..., pn). Conclua disso que A*» = P7'A*P, onde A* é a adjunta usual de A em relacdo ao produto escalar (-, Ve

(A*)ij = A]z L
4 —i)2

E. 10.56 Ezercicio. Determine os autovalores da matriz A = . Essa matriz ndo é autoadjunta em relacdo ao produto
21 5

escalar usual em C?, mas possui autovalores reais. Justifique esse fato mostrando, pelos exercicios anteriores, que A é autoadjunta em

4 —if2
relagdo ao produto escalar (u, v)p = 2uiv1+Uzv2/2. Mostre a adjunta A*? em relac3o a esse produto escalar é A*» = =A
21 5
e constate explicitamente que (u, Av)p = (Au, v)p para todos u, v € C2. Determine os autovetores de A e constate que os mesmos
s3o ortogonais em relagdo ao produto escalar (-, -)p. "

O exercicio que segue generaliza o Exercicio E. 10.55.
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E. 10.57 Ezercicio. Seja w um produto escalar em C™. Pela Proposi¢do 3.5, pdgina 247, existe uma tnica matriz M,, € Mat (C, n)
autoadjunta e de autovalores positivos (e, portanto, inversivel) tal que w(z, y) = (z, M.y) para todos =, y € C".

Seja A € Mat (C, n) e seja A* € Mat (C, n) sua adjunta em rela¢do ao produto escalar w: w(z, Ay) = w(A*™z, y) para todos
x, y € C". Mostre que A*> = M_'A*M,, onde A* ¢é a adjunta usual de A em relacio ao produto escalar (-, Y-

Mostre que para quaisquer matrizes A, B € Mat (C, n) valem (A**)*> = A e (AB)*~ = B* A*». Calcule 1*¢. o,

E. 10.58 Ezercicio. [Niimeros de Fibonacci]. A sequéncia de niimeros conhecida como sequéncia de Fibonacci*®® foi introduzida
na Secdo 6.1.2, pagina 314, e foi |13 estudada usando-se fungGes geratrizes. Neste exercicio vamos estudd-la fazendo uso de matrizes e
do Teorema Espectral.

A sequéncia de Fibonacci a,, n € INg, é a sequéncia definida recursivamente pela relagdo
An+2 = Gnt1+an, Yn>0. (10.219)

Comummente adota-se ap = 1 e a1 = 1, mas vamos deixar essa escolha de “condi¢c8es iniciais” provisoriamente em aberto.
A relagdo (10.219) pode ser expressa de forma elegante com o uso de matrizes e vetores, da seguinte forma. Tem-se, trivialmente

que

T z+y 1 1
T = , onde T =

Y T 1 0

Isso mostra que vale a seguinte relagdo para os elementos da sequéncia de Fibonacci:

An+1 Qn
=T , VnelN,
an an—1
O que permite escrever
An+1 " al
=T ., VnelN. (10.220)
QAn ao

Justifique! A matriz T é, por vezes, denominada matriz de transferéncia.

T é manifestamente autoadjunta e, portanto, diagonalizdvel (Teorema 10.15, pdgina 510) e, portanto, satisfaz o Teorema Espectral
(Teorema 10.7, pagina 494).

Mostre que os autovalores de T sdo A+ = %(1 + \/5) Usando (10.60), mostre que a decomposi¢do espectral de T' é

+1
T = MEf+X_FE_, onde Ey = —
V5

Conclua do Célculo Funcional (Teorema 10.8, pégina 496) que, para n € IN,

>\+ n+1 —(\_ n+1 A n A n
Tn — (>\+)nE++(A7)nE, — % ( ) ( ) ( +) ( ) 7
n n n—1 n—1
()" =02 ) = ()
(use que ApA— = —1).
Retornando com isso a (10.220), obtenha que

an = %{((M)"-L(A,)"-l)aﬁ ()" - (/\,)")al} , (10.221)

n € INo. Essa é a expressdo geral (em termos de n, ag e a1) dos elementos a, da sequéncia de Fibonacci.

45Leonardo Pisano, cognominado “Fibonacci” (1170-1250).
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Para o caso particular em que ap = 1 e a; = 1, obtenha disso que

(1 + */g)n+1 - <1 — ‘/g)nﬂ} , (10.222)

1
an = —

V5

para todo n > 0. Para isso, mostre que (/\i)n + (/\i)n_l = (/\i)n<1 + (/\i)_l) = (/\i)n(l — /\q:) = (/\i)nﬂ.

2 2

A expressdo (10.222) coincide com o resultado apresentado em (6.6), pdgina 314, e I3 obtido por outros meios. "

E. 10.59 Ezercicio. [Numeros de Fibonacci Generalizados]. Este exercicio generaliza o Exercicio E. 10.58.
Considere a sequéncia de Fibonacci generalizada:
Untz = Qni1+ Ban, Yn>0, (10.223)

onde « e 3 sdo constantes (reais ou complexas). A matriz de transferéncia T associada a essa sequéncia é

Mostre que os seus autovalores sdo A+ = %(oe + a2 + 45).

Considere primeiramente o caso em que a? + 48 # 0. Nessa situacdo, os autovalores A e A_ sdo distintos e, portanto, T é
diagonalizdvel (pela Proposicdo 10.22, pdgina 503) e aplicam-se novamente o Teorema Espectral e o Célculo Funcional.

Repita o procedimento do Exercicio E. 10.58 para obter a expressdo geral (em termos de n, ao € a1) dos elementos a, da sequéncia
de Fibonacci generalizada. O resultado é que

IR LC R S L (YO AR GO
VERE -0 (00T =00

donde obtém-se que
1

-1 n—1 n n
ay = ——— [3( A)" T (O )aOJr(,\+ ~ (- )al] : 10.224
Vsl L (CORMECS ()" = (1) (10224
Esta é a expressio geral (em termos de n, ag, a1 « e ) da sequéncia de Fibonacci generalizada para o caso 3 # —a?/4.

No caso em que o + 48 = 0, mostre que T nio é diagonalizével. Para isso, mostre, por exemplo, que seus autovetores s3o todos
multiplos do vetor (Q{Q) e, portanto, compdem um subespago unidimensional.

O que se pode fazer nessa situacdo para determinar T"?7 Proceda da seguinte forma: escreva

a —a?/4 a a/2 —a?/4
T = = 5]1 +N, onde N =
1 0 1 —a/2
Constate que N? = 0 e conclua que a representacio T = S1+ N é a forma de Jordan de T. Pelo bindmio de Newton, teremos, para
n>1,
n 1
8% n n a\n—P N2—0 n a\n—p a\"n a\n—1
T = (F1+N) = (3) " = (3) "= (5)1n(3) ¥
S > p] \2 > ] \2 7)) T3
p=0 p=0
Portanto,
a\n a\n+1
. [aEm(5)" —n(3)
T = ,
n—1 n
n($) (1—=n) (%)
e, portanto,
a\"m a\n—1
an = (1—n) (5) ap+n (5) ai . (10.225)
Esta é a expressdo geral (em termos de n, ao, a1 e a) da sequéncia de Fibonacci generalizada para o caso 3 = 7042/4.
Note-se que no caso o = 2 (e § = —1), obtém-se disso a, = ao + n(a1 — ao), que exibe um comportamento dominante linear em

relacdo a n, e ndo exponencial, como em todos os casos anteriores. Em particular, se ap = a1, a sequéncia é constante. *
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E. 10.60 Ezercicio. Demonstre a identidade de polarizacdo para matrizes: para A, B € Mat (C, n) tem-se:

3
B*A = => i*(A+i"B)"(A+i"B) . (10.226)
k=0

PN

Sugestdo: simplesmente expanda o lado direito e constate a igualdade. "
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Figura 10.6: Forma candnica de uma matriz com 4 autovalores distintos aj, as, a3 e aq. Os 7’s assumem apenas 0s
valores 0 ou 1, de acordo com as regras explicadas acima. Todos os elementos fora da diagonal principal e da primeira
supradiagonal sdo nulos. As setas indicam zeros que ocorrem na primeira supradiagonal nos pontos onde ocorre transicao
entre os blocos, consequéncia do fato de esses elementos estarem fora dos blocos.



