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Propriedades de Algumas Funcoes Especiais
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dl & STE capitulo d4 continuidade ao Capitulo 15 e concentra-se no estudo de propriedades especiais de algumas das
J)s  funcoes 14 apresentadas como solugoes de equagoes diferenciais de interesse. Nossos principais objetivos sao a
— 9 deducio das relacoes de ortogonalidade de certas funcdes, a deducio das chamadas férmulas de Rodrigues e
de relagoes de recorréncia para as mesmas e também a determinacao de suas fungoes geratrizes. Essas propriedades, que
serao devidamente definidas e discutidas na Segao 16.1, sao tteis para a resolugao de equagoes diferenciais, especialmente
aquelas provenientes de problemas envolvendo equagoes diferenciais parciais submetidas a certas condigdes iniciais e/ou
de contorno. Exemplos de aplicagdes a problemas fisicos sdo discutidos no Capitulo 42, pagina 2259. Ainda que nosso
tratamento seja tao completo quanto possivel, dentro do escopo relativamente limitado que pretendemos ter, repetimos
aqui a recomendacao das referéncias listadas no Capitulo 15 a pagina 748.

16.1 Discussao Preliminar

Na préxima secao, a Secao 16.2, tencionamos apresentar ao leitor certas propriedades de algumas das fungoes encontra-
das como solugao de equagoes diferenciais de interesse em Fisica, propriedades essas cuja utilidade maior manifesta-se
especialmente, como mencionado, na resolucao de equacoes diferenciais parciais submetidas a certas condigoes iniciais
e/ou de contorno. Na presente se¢io prepararemos o terreno discutindo algumas ideias gerais.

As ideias gerais que apresentaremos envolvem 1. as chamadas relagdes de ortogonalidade, que generalizam aquelas
bem-conhecidas da teoria das séries de Fourier; 2. as chamadas formulas de Rodrigues, tteis para a obtencao de relagoes
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de recorréncia entre funcdes e 3. as chamadas funcées geratrizes', das quais outras propriedades titeis sdo extraidas, como
por exemplo representagoes integrais para certas funcoes.

Os exemplos principais dos quais trataremos a seguir, na Secao 16.2, envolvem os polindmios de Legendre, de Hermite
e de Laguerre e as fungoes de Bessel, todas de importancia na resolugao de problemas do Eletromagnetismo, de Mecanica
Quantica, da Mecanica dos Fluidos e de outras areas.

16.1.1 Relacoes de Ortogonalidade

No Capitulo 15 tratamos nossas equacoes diferenciais como equagoes no plano complexo. Para a discussao das chamadas
relagoes de ortogonalidade devemos considerar apenas equagoes diferenciais de uma variavel real. De qualquer forma,
na absoluta maioria das equagoes diferenciais de interesse em Fisica a fungao incégnita y é uma funcao de uma variavel
real, digamos, x, e assim consideraremos aqui.

Seja o problema de determinar as solugdes nao nulas da equacao diferencial y”(x) + Ay(z) = 0, com z restrita ao
intervalo [0, 7], e que satisfacam as condigoes y(0) = y(m) = 0. Tais solucdes somente existem se \ for da forma \ = m?
comm =1, 2, 3, ... esdo, para cada tal m, da forma y,,(x) = sen (mx). Esse problema surge em um problema cldssico
da mecanica de corpos deformadveis, a saber, no problema da corda vibrante homogénea, do qual tratamos na Secao
42.5.1, pagina 2313. De importancia crucial na resolucao daquele problema sao as chamadas relacdes de ortogonalidade
satisfeitas pelas fungdes sen (ma) no intervalo [0, 7], as quais afirmam que [ sen (mx)sen (n@)dx = % 6, n, para todos
m, n=1,2,3,.... Como o leitor pode constatar pela leitura da Secao 42.5.1, essas relagoes permitem a obtencao de
solugoes da equacao de movimento da corda vibrante homogénea que satisfacam condigoes, ditas condigoes iniciais, que
fixem a posicao e a velocidade de cada ponto da corda no instante inicial de seu movimento (“problema de Cauchy”).

Diversos outros problemas fisicos, alguns também tratados no Capitulo 42, pagina 2259, podem ser igualmente
resolvidos com o uso de relacoes de ortogonalidade analogas. Na presente secao discutiremos de forma bastante geral
como tais relagoes se originam. Na Secao 16.2, pagina 822, veremos as ideias aqui apresentadas serem empregadas em
exemplos concretos que, por sua vez, encontrarao aplicagoes nos problemas tratados no Capitulo 42.

Mencionamos, por fim, que as relagoes de ortogonalidade aqui discutidas podem ser elegantemente descritas na teoria
dos espacos de Hilbert, que introduzimos no Capitulo 38, pagina 1976. Na teoria dos espagos de Hilbert até mesmo a
denominagao “relagoes de ortogonalidade”, a qual pode parecer obscura a um leitor iniciante, torna-se natural. Boa parte
dos desenvolvimentos que introduziremos na presente secao serao reencontrados na discussao do chamado problema de
Sturm-Liouville, ao qual dedicamos o Capitulo 19, pagina 968.

e Resultados preparatérios

Vamos comecar nossa discussao mencionando alguns resultados tteis que serao usados logo adiante.

Lema 16.1 Seja O C R um aberto e seja xo um ponto de O. Vamos supor que tenhamos duas fungoes reais diferencidveis
feg:0—= TR ouC que satisfacam 1 f(xo) +72f' (o) = 0 e y19(x0) + 729’ (x0) = 0, para constantes (reais ou complexas)
T € Y2, ambas ndo simultaneamente nulas, ou seja, (y1, v2) # (0, 0). Entdo, vale

f(xo)g'(xo) — f'(z0)g(x0) = 0. (16.1)

Se as constantes y1 e o acima forem constantes reais, vale também
f(xo)g'(xo) — f'(z0)g(x0) = 0. (16.2)
a

Prova. As condigbes do enunciado podem ser escritas em forma matricial como

f(@o)  f'(wo) | [m 0

g(wo) g'(z0) ) \ 72 0

LA nogio de fungio geratriz foi introduzida na Segéo 6.1, pagina 310.
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Logo, como (71, 72) # (0, 0), a matriz do lado esquerdo deve ser ndo inversivel, ou seja, seu determinante deve ser nulo:
f(zo)g' (xo) — f(x0)g(x0) = 0. Se 1 e 72 forem constantes reais vale também

f(xo)  f(zo) | [m 0
g9(zo) 9'(x0) ) \ 2 0
e, pelo mesmo argumento acima, segue que f(x9)g’'(zo) — f/(x0)g(xzo) = 0. |

Corolario 16.1 Seja O C R um aberto e seja xg um ponto de O. Seja u : O — C uma funcdo diferencidvel. Entdo,
uma condicao necessdria e suficiente para que existam constantes reais ap € aa, ambas nao simultaneamente nulas, ou
seja, (a1, az) # (0, 0) tais que aju(xo) + agu’(xo) = 0 para algum xo € O € que valha u(xo)u' (zo) — v’ (xo)u(zo) = 0. O

Prova. Se existirem constantes reais a; e ag, ambas ndo simultaneamente nulas, tais que aju(zg) + azu’(z9) = 0 para
algum zo € O, entdo, adotando f = g = u em (16.2) segue que u(zgp)u'(xo) — u'(zo)u(zp) = 0. Reciprocamente, se
u(wo) u'(wo)

w(zo)u' (x0) — ' (zo)u(zg) = 0 entdo a matrix (u(x ) )> nao tem inversa e, portanto, pelo Corolédrio 10.1, pagina 466,
0 0

a!
existe um vetor nao nulo € C? tal que

72

u(zo) u'(zo) | [m _ |V . (16.3)

u(zo) u'(zo0) ) \ 72 0

Isso afirma que yiu(xo) + 720’ (x0) = 0 e que y1u(zo) + Y21/ (29) = 0. Tomando o complexo conjugado dessas igualdades,
obtemos

u(zg) W(xo) | [T 0
- . (16.4)
u(zo) u'(wo) | \ 72 0

Somando e subtraindo (16.3) de (16.4) obtemos
u(zo) (x0) | [Re(m) 0 u(zo) u'(wo) | [Im(m) 0
u(zo) w'(wo) | \Re(72) 0 u(zo) w'(wo) | \Tm(72) 0

Como (71, 72) # (0, 0) entdo ou (a1, az) = (Re(71), Re(12)) ou (a1, az) = (Im(y1), Im (y2)) (ou ambos) sio vetores
reais nao nulos. Assim, provamos que existem constantes reais o e ag, ambas nao simultaneamente nulas, tais que

u(zg) w(xo) o 0

, €, portanto, tais que aqu(zg) + asu'(zg) = 0. [}
u(zg)  u'(x0) Qo 0

e Convencoes sobre intervalos. Alguma notagao

Em muitas das equacgoes diferenciais de interesse em Fisica a varidvel x é restrita a uma regiao J C R da reta real,
sendo J um intervalo fechado (tal como [a, b]), aberto (tal como (a, b)) ou semiaberto (tal como (a, b] ou [a, b)).
Podem também ocorrer intervalos infinitos, tais como J = (—o0, 00), ou semi-infinitos, como J = (0, o0) ou J = [0, o).
Denotaremos por JY o interior do intervalo J, ou seja, J° é o maior intervalo aberto contido em J. Por exemplo, se
J = [a, b] teremos J° = (a, b), se J = [0, o) entdo J° = (0, o) e se J é aberto entdo JO = J.
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Daqui para frente vamos escrever o intervalo J°, finito ou ndo, na forma J° := (4, B) C R e, portanto, (A, B) pode
representar intervalos finitos, como por exemplo (0, 1), semi-infinitos, como por exemplo (0, occ) ou ainda toda a reta
real (—oo, 00).

B b
Para uma funcao f conveniente, vamos denotar por / f(z)dz o limite lim f(z)dx, caso este exista. Os limites
A

a—Ay

b—B_ a

1i% e lirg representam os limites laterais & esquerda e a direita, respectivamente.
rT—Y _ T—Y4

e A forma canonica de Liouville

Até aqui escrevemos nossas equacoes lineares homogéneas de segunda ordem na forma
y'(2) + a(z)y'(z) + b(x)y(z) = 0O

(agora ja adotando como varidvel z € J). Em muitos problemas de interesse essa equagdo pode ser escrita de outra
forma, denominada por alguns autores de forma canénica de Liouville, e que serd importante para o que segue:

(p@)y' (@) + q(@)y(z) + pr(z)y(z) = 0, (16.5)

onde,

1. p(z) é real, continua e diferencidvel em JY e p(x) > 0 para todo z € J°.

2. q é real e continua em J.
(16.6)
3. r(x) é real e continua em J° e r(z) > 0 para todo = € JY.

4. p é uma constante.

As condicdes de positividade de p e 7 em J° sdo as mais importantes. Note-se que nio excluiremos que p e r possam se
anular (ou mesmo divergir) nos extremos do intervalo J2.

Como o leitor pode facilmente constatar, a relagao entre essas funcoes é a seguinte:

a(z) = P(x)

1
o) b(z) = m(t](xHW(w))-

Dadas a(z) e b(z), a primeira relagdo acima fixa p(z) (a menos de uma constante), a saber,

p(@) = exp ( /0 ’ a(x’)dx’—i—const.) .

J4 a segunda nem sempre fixa ¢(z) e r(z) univocamente, tudo dependendo da condicdo de positividade sobre r(x), que
foi mencionada acima, ou de qual parametro se deseja tomar por u. Na maioria dos casos, porém, g e r podem ser fixados
univocamente, o que ficard claro nos exemplos que seguem.

Viérias das equagoes diferenciais de segunda ordem das quais tratamos no Capitulo 15 podem ser escritas na forma
canoénica em algum intervalo J conveniente?. Vamos a alguns exemplos que nos interessarao:

e A equacgao do oscilador harménico simples: y”(z) + A\y(z) = 0. Aqui p(z) =1, ¢g(z) =0, r(x) =1le p = A
Vérios tipos de intervalos J aparecem em problemas. No problema da corda vibrante, por exemplo, pode-se adotar
J =10, L], L sendo o comprimento da corda.

e A equagdo de Legendre (1 — z2)y"(x) — 2xy/(z) + A(A + 1)y(x) = 0 é tipicamente considerada no intervalo
J = [—1, 1] e pode ser escrita na forma canénica de Liouville como

((1 - z?) y'(x)))' + XA+ 1)y(x) = 0.

20 caso em que p e r permanecem finitas e positivas nos extremos do intervalo J é particularmente importante no chamado Problema de
Sturm-Liouville regular, tratado no Capitulo 19, pagina 968.
3A conveniéncia é ditada pelo problema fisico subjacente.
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Adqui p(z) = (1 - 22), g(z) = 0, r(x) = 1 e jr = A(A + 1).
Note que p(z) > 0 em JY = (=1, 1), mas anula-se nos extremos x = +1. J4 a funcdo r(z) é positiva em todo
J=[-1, 1].

e A equagao de Hermite y"’(z) — 2zy'(x) + Ay(z) = 0, é tipicamente considerada no intervalo J = (—o0, o0) e
pode ser escrita na forma canoénica de Liouville como

(e_ﬁ”2 y'(:c))l Fre P y(z) = 0.

Aqui p(z) = e, q(z) =0, r(x) = e e =
Note que p(z) > 0 e r(xz) > 0 em todo J = (—o0, 0).

e A equagio de Tchebychev (1—22)y"(x)—z 3y (z)+N2y(z) = 0 é tipicamente considerada no intervalo J = [1, 1]
e pode ser escrita na forma canénica de Liouville como

(m;g’(ac))/ + A2
Aqui p(z) =vV1—22,q(z) =0, r(z) = 1/v/1—22 e p= N\

Note que p(z) > 0 em JY = (=1, 1), mas anula-se nos extremos x = +1. J4 a funcdo r(z) é positiva em todo

1
———y(x) = 0.
—— (@)

J = (-1, 1), mas diverge nos extremos x = £1. No entanto, r é integrdvel no intervalo J, isto &, f_ll r(z)dz é
finita.

e A equacdo de Laguerre zy”(z) + (1 — z)y’(z) + Ay(z) = 0 é tipicamente considerada no intervalo J = [0, c0) e
pode ser escrita na forma canoénica de Liouville como

(ze™y/(x)) + X 2y(x) = 0.

x

Aqui p(x) =2e ™, q(x) =0, r(z) =e T epu= A

Note que p(x) > 0 em J° = (0, o0), mas anula-se no extremo x = 0. J4 a fungao r(x) é positiva em todo
J =10, ).
e A equagao de Bessel de ordem v, escrita na forma z2y”(z) + zy'(z) + (o?2? — v?)y(z) = 0, é tipicamente
considerada no intervalo J = [0, 1] e pode ser escrita no intervalo (0, 1] na forma canénica de Liouville como
’ r2 2
(o0 (@)) ~ = y(e) + ?ay(a) = 0 .

Aqui p(z) =z, g(x) = f”;, r(x) =xzep=a’

Note que p(z) > 0 em J° = (0, 1), mas anula-se no extremo x = 0, o mesmo valendo para r(z).
A equacao de Bessel esférica também podem ser escrita na forma candnica de Liouville. Porém, a mesma pode
ser facilmente transformada em uma equacao de Bessel e, portanto, seu tratamento é um caso particular do daquelas

equagoes. Vide Secao 16.2.8, pagina 874.

e O operador de Liouville

A forma canoénica de Liouville (16.5) sugere a introdu¢do de uma notagdo muito conveniente. Seja uma fungao u
definida em J que seja pelo menos duas vezes diferencidvel. Sob as hipdteses (16.6) definimos o chamado operador de
Liouwille*, denotado por L, como sendo o operador diferencial dado por

(Lu)(z) = (p(e)') + q(@)u (16.7)

ou seja,
d

L=12 (pm%) ().

4Essa nomenclatura nio é universal, talvez por causar uma certa confusio com um outro operador, também dito de Liouville, que ocorre na

Mecanica Cldssica: £ = 28 2 _ 9H @, com H sendo a fung¢ao Hamiltoniana, g e p sendo coordenadas de posigdo e momento, respectivamente.
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Definimos também o operador diferencial denotado por M por
1 1 d d q(x)
M=——L = ———— — |-
r(zx) r(z) dz (p(x) d:c) r(zx)
A equagdo (16.5) fica simplificada na forma

(Lu)(z) + Ar(x)u(z) = 0, ou seja, (Mu)(z) = Au(z) . (16.8)

Se A for um ndmero tal que a equagédo (16.8) for satisfeita para alguma funcdo uy, entdo diz-se que A é um autovalor e
u) é dito ser a autofuncao associada ao autovalor \. Essa nomenclatura surge por analogia com os conceitos de autovalor
e autovetor de matrizes na algebra linear. Estritamente falando A e u) sao autovalores, respectivamente, autofungoes,
do operador M.

e O Lema de Green

O seguinte resultado elemetar sobre o operador L, por vezes, denominado Lema de Green®, serd importante no que
segue.

Lema 16.2 Seja J = (A, B) C R um intervalo como descrito acima e sejam u e v fungdes duas vezes diferencidveis
definidas em um intervalo finito [a, b] C J, com A < a < b < B. Sejam p, q e r satisfazendo as condigdes enumeradas
em (16.6). Entdo,

b b - - L
/ v(@) (Lu)(z) dz — / Lo) (@) ulz) de = p(b)(v(b)u'(b)—v’(b)u(b)) - p(a)(v(a)u'(a)—’u’(a)u(a)) . (16.9)
Se u e v forem definidas em J°, forem duas vezes diferencidveis e satisfizerem as condicdes que os limites laterais

lim p(a) (v(@u'(@) ~v@u(@) e lim p) (v (b) -V Gu®))

a—A4

existem e satisfazem

lim p(a)(mu'(a)—u'(a)u(a)) = lim p(b)(v(b)u'(b)—v’(b)u(b)), (16.10)

a—A4 b—B_

entao teremos, consequentemente,

B B
/ v(z) (Lu)(z) de = / (Lv)(z) u(z) dx (16.11)

A

o que equivale a dizer que

B B
/ v(z) (Mu)(z) r(z)de = / (Mv)(z) u(z) r(z) dx . (16.12)

A A
O
Prova. Usando-se integragao por partes, temos
b b , b
/ v(z) (Lu)(z) de = / v(z)(p(z)u’) d —|—/ v(x)g(x)u(x) dx
b b b
= 7/ v (z)(p(z)u') do + vpu' . +/ v(z)g(z)u(z) dz
b / _ b JR—
= / u(p?) dr + vpu’ : —v'pu Z —|—/ v(z)g(z)u(z) dx
b__ b b
= / (Lv)(z) u(x) dr + vpu’ T v'pu I (16.13)

5George Green (1793-1841).
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ou seja,

/ T (L)) do / @ ule) do = (o) = ) (T3 0)—T Bt =) (e () TaTu(a))

Nota para o estudante mais avancado. Se V for um espaco vetorial de fungbes duas vezes diferencidveis satisfazendo (16.10), entdo (16.11)

informa-nos que o operador L é um operador simétrico em V com rela¢do ao produto escalar (f, g) = ff f(z)g(z)dz e (16.12) informa-nos

que o operador M é um operador simétrico em V' com relacdo ao produto escalar (f, g), = ff f(z)g(z) r(z)d. &

16.1.1.1 Condigoes de Contorno e a Origem das Relagoes de Ortogonalidade

Vamos nos interessar por equagoes diferenciais como Lu + pru = 0 definidas em um intervalo J = (A, B), ndo necessa-
riamente finito, como descrevemos acima, com as solugoes u satisfazendo as condigoes que os limites laterais

lim p(a) (u(@)'(@) - (@u(@) e lim p) («@B) () W Bul))

a—A4

existam e satisfagam

lim p(a) (mu'(a) - Wu(a)) = bli}rlr?li p(b) (Wu'(b) - u’(b)u(b)) : (16.14)

a—A4

H4 vérias condigdes sob as quais (16.14) é satisfeita. Listemos alguns dos casos que ocorrem em equagoes de interesse:

I J = (A, B) é um intervalo finito ou nao, lirg p(A) = bh%l p(B) = 0 mas o produto u(z)u’(x) ndo diverge nos
a— Ay — D _
limites x — A4 e © — B_. Essas condigoes implicam (16.14), ambos os lados da igualdade sendo nulos.

IT J =[A, B] é um intervalo finito, p(A) e p(B) sdo ambos finitos mas u satisfaz condigdes de contorno em A e em
B do forma

a1u(A) + agu’(A) 0, (16.15)

Pru(B) + fou'(B) = 0, (16.16)

onde aq, ag, f1, P2 sdo constantes reais fixadas, sendo (a1, az) # (0, 0) e (51, B2) # (0, 0).

Pelo Corolario 16.1, pagina 812, essas condigdes implicam que u(A)u'(A)—u' (A)u(A) = 0 e u(B)u'(B)—u/(B)u(B) =
0, o que implica (16.14), ambos os lados da igualdade sendo nulos.

IIT J = (A, B) é um intervalo finito e vale uma combinagao dos casos anteriores. Por exemplo, lir1141 p(A) =0 com o
a— Ay

produto u(z)u'(z) ndo divergindo no limite x — A4 e, além disso, existem constantes reais (81, f2) # (0, 0) tais
que f1u(B) + fou'(B) = 0.

As condigoes (16.14) sao, portanto, mais gerais que condi¢oes como I ou II, acima. A Proposi¢ao 16.1, adiante,
aponta algumas de suas consequéncias.

e Realidade dos autovalores, simplicidade e realidade das autofuncoes

Proposicao 16.1 Seja um intervalo (nao necessariamente finito) J = (A, B), como descrito acima, e sejam p, q er
fungoes definidas em J, satisfazendo as condi¢ées enumeradas em (16.6).

Considere-se o problema de determinar uma constante i e uma solugao u da equagao diferencial Lu(z)+pr(z)u(z) = 0
definida em J, com u satisfazendo as condigoes que os limites

lim p(a) (u(a)u'(a) — u’(a)u(a)) e  lim p(b) (Wu'(b) — u’(b)u(b))

a—A b—B_



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 16 817/2584

eristam e satisfacam

lim p(a) (md(a)fu’(a)u(a)) = lim p(b) (Wu'(b)fu’(b)u(b)) . (16.17)

a—A4 b—B_
Entao, valem os sequintes fatos:
a. peR,
b. A solug¢ao u € unica a menos de uma constante multiplicativa,

c. A solucio u é maltipla de uma solucdo real.
Consequentemente, toda solu¢io da equagdo Lu(zx) + pr(x)u(x) =0 com p € R sob as condigoes (16.17) é maltipla de

uma dnica solugdo real da equag¢ao Lu(x)+pr(x)u(z) = 0. Note-se que fungdes reais satisfazem trivialmente as condigoes
(16.17). O

Prova. Parte a. Consideremos (a, b) um intervalo finito contido em J e seja a expressao (7 — p) f: |u(z)|? r(z) da.
Podemos escreveé-la como

b b
@) [ W@Fr@d = (E-p) [ @) ) de

b b
= / (pu(x)r(z))u(z) d:cf/ u(z) (pr(z)u(z)) do

b b
- / To)@)ulz) do + / w(@) (L) (x) de

(16.9)

p(6) (ulB (6) = w(Bu(b) ) — pla) (ul@)u'(a) - w(@)u(a) ) -

Por (16.17), o lado direito converge a zero nos limites b - B_ e a — A;. Como f; |u(z)|? r(z) dz > 0 para todos a e b
com A < a < b< B, concluimos que i = p, provando que p € R.

Parte b. Sejam uq, uo tais que Luy + pru; = 0 e Lus + prus = 0 para um dado p, ambas satisfazendo as condigGes
mencionadas no enunciado. Como vimos na parte a, u € real. Considere-se a fungao

ur(z) uh(z)
Wia(x) = det = wuy(x)u(z) — uj(z)uz(x) .

Vamos em primeiro lugar mostrar que p(x)Wia(x) é constante, ou seja, que (pWi2)’ = 0. De fato,
(pW12) = p" Wiz + Wi, = p' (Wrusy — U_'1U2) +p (U_lulz - 771“2)I
=~ W)+ p (W + T — W )
= P (W — whus) + p (Wruy — uffus)

= w(p'ud + puly) — ug(p'uy + puf)

R / /
= uy(puy) — uz(puf)
= —ur(qug + prug) + uz(quy + pruy)

= 0. (16.18)
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Agora, p(x)Wi2(z) = p(z) (u1 (z)ub(x) — ua(2)u) (x)) e, portanto, pelas hipéteses (16.17), seus limites b — B_ e a — A4
existem e anulam-se, provando que p(x)Wiz(z) = 0 para todo z. Pelas hipdteses em (16.6), p é positivo em J e,
portanto, ng(ac) = 0 para todo zx.

Isso diz que as duas linhas que formam a matriz cujo determinante é W15(z) sdo, para cada = € [a, b], proporcionais
uma a outra, ou seja, existe y(z) tal que, por exemplo,

— ! _ !
u(z) =y(@ug(z) e wy(z) =7 (z)uy(z)
para todo . Derivando a primeira e comparando & segunda, conclui-se que v(z) é constante, ou seja, ndo depende de x.
Assim, verificamos que as fungbes 7 e us sdo multiplas entre si. Com isso, mostramos que se tivermos duas autofungoes
com o mesmo autovalor as autofungoes sao miltiplas uma da outra e o subespago que ambas geram tem dimensao 1.

Parte c. Como p, ¢, r sdo reais e também p (pela parte a), entao se u é solugdo de Lu+ puru = 0 seu complexo conjugado
u também o é. Fora isso, se u satisfaz as condigoes (16.17), seu complexo conjugado u também as satisfaz. Logo, pela
parte b, existe uma constante v € C tal que @ = ~yu.

A equagdo T = yu implica v = Ju e, portanto |y| = 1, ou seja, v = e para # € R. Decompondo u em suas partes

real e imagindria, v = v + jw, concluimos que v — iw = (cos @ + i sen ) (v + iw), ou seja, valem (1 —cosf)v = —sen (Aw e
(1+cos@)w = —sen (§)v. Agora, se cosf = 1, entdo a segunda igualdade implica w = 0 e, portanto, u = v. Se cosf # 1,
entao a primeira igualdade implica v = — lff;gew e , portanto, u = (— 132509 + z) w. |

Os resultados da Proposi¢ao 16.1 podem ser parafraseados da seguinte forma. Considere-se o problema de determinar
os autovalores p e autofungoes u da equagdo Lu+ pru = 0 sob condigoes que impliquem a condigoes (16.17), tais como as
condigoes I ou II da pédgina 816. Entao, os autovalores sdo reais, simples (ou seja, ndo degenerados: para cada autovalor
o0 espago das correspondentes autofunges é unidimencional) e as autofungoes podem ser tomadas reais.

e Problemas de autovalores e relagoes de ortogonalidade

No teorema a seguir consideraremos fungoes reais u; e us definidas em um intervalo (nzio necessariamente finito)
J = (A, B), que satisfagam as condi¢es de os limites

lim p(a) (ul(a)ué(a) —u} (a)m(a)) e lim p(b) (ul(b)ué(b) —u} (b)m(b))

a—Ag b—DB_

existirem e satisfazerem

lim p(a) (ul(a)ug(a) - UII(G)UQ(G/)) = lim p(b) (ul(b)ué(b) - Ull(b)UQ(b)) : (16.19)

a—AL b—B_
H4 vérias condigdes sob as quais (16.19) é satisfeita. Listemos alguns dos casos que ocorrem em equagoes de interesse:

I’ J = (A, B) é um intervalo finito ou nao, 111111 p(4) = bh%l p(B) = 0 mas o produto uy(z)uh(x) — u)(z)us(z)
a— A4 —b_

nao diverge nos limites © — A, e x — B_. Essas condi¢es implicam (16.19), ambos os lados da igualdade sendo
nulos.

II’ J = [A, B] é um intervalo finito, p(A) e p(B) sdo ambos finitos mas tanto a fun¢do u; quanto a funcao ug satisfazem
condigoes de contorno em A e em B do forma

aju(A) +agu/(A) = 0, (16.20)

Bru(B) + Bou/(B) = 0, (16.21)

onde a1, ag, f1, P2 sdo constantes reais fixadas, sendo (a1, az) # (0, 0) e (51, B2) # (0, 0).

Pelo Lema 16.1, pdgina 811, particularmente por (16.1), essas condi¢des implicam que w1 (A)ub(A)—uf (A)uz(A) =0
e u1(B)ub(B) — v} (B)uz(B) = 0, o que implica (16.19), ambos os lados da igualdade sendo nulos.

II’ J = (A4, B) é um intervalo finito e vale uma combinagdo dos casos anteriores. Por exemplo, 111111 p(4) =0
a— A4

com o produto uq(z)ub(x) — uj(z)uz(z) ndo divergindo no limite x — A, e, além disso, existem constantes reais
(81, B=2) # (0, 0) tais que tanto a fungdo u; quanto a fungao ug satisfazem Siu(B) + Bou’(B) = 0.
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Consequentemente, as condigoes (16.19) sdo mais gerais que condigdes como I’ ou IT’, acima. O seguinte resultado
aponta uma das consequéncias das hipGteses de (16.19) e expressa uma da mais importantes propriedades das solugoes
das equacoes diferenciais discutidas acima: as chamadas relagoes de ortogonalidade.

Teorema 16.1 Considere-se a equagao diferencial Lu(x) + pr(x)u(x) = 0 definida no intervalo (ndo necessariamente
finito) J = (A, B), com p, q e r satisfazendo as condigoes enumeradas em (16.6). Sejam A1 e Ay € R com Ay # Ag e
suponhamos que uy e us sejam funcoes reais nao nulas que satisfazem

Luy(z) + Mir(x)ur(x) = 0 e Lus(z) + Aar(x)uz(z) = 0, (16.22)

em J = (A, B) e suponhamos ainda que os limites

tim p(a) (ur(@)up(a) = vy (@us(@)) e lim p(v) (ua(B)us(b) — ui (B)ua(b))

a—Ay

eristam e satisfacam

lim p(a)(ul(a)ug(a)full(a)’uQ(a)) = lim p(b)(ul(b)u’Q(b)—u’l(b)uQ(b)). (16.23)

a—AL b—B_
Entao,

B
/ up(x) uz(z) r(r) de = 0. (16.24)

A

Prova. Seja (a, b), com A < a < b < B, qualquer intervalo finito contido em J°. Consideremos a expressao

b
(M — )\2)/ up(x) ug(x) r(x) de .

Como A1 e A2 sdo reals, isso pode ser escrito por (16.22) como

b

b
/ (Mr(x)uy(z)) ue(x) de —/ ur(x) (Aar(x)ug(z)) dx

a

b b
= / u1(z) (Lug)(x) dx 7/ (Luqp)(x) ua(x) dx

= p(b) (1 (B (6) =} (B)ua(b) ) — pla) (i (@)uy(a) - uf (a)ua(a) )

sendo que na dltima igualdade usamos (16.9), lembrando que, no caso presente, todas as fungdes e constantes sdo reais.
Consequentemente, tem-se pelas hipdteses,

B
(M — )\2)/ up(x) ug(x) r(x) de

A

= lim p(b) (ul(b)ué(b) —u} (b)m(b)) — lim p(a) (ul(a)u'g(a) — uﬁ(a)w(a)) =0.

b—B_ a—A4

B
Como A\ # Az, isso implica / up(x) ug(z) r(x) dr = 0, como queriamos provar. |
A

A relagdo (16.24) diz-nos que u; e us sdo ortogonais em relacdo ao produto escalar real

B
w»»ﬁ;éfmmmmmm, (16.25)
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definido no conjunto de todas as funcoes f : J — R tais que fAB f(x)?r(x) dz < co. Essas relagdes de ortogonalidade sdao
de suma importancia em aplicacoes, especialmente na resolugao de equagoes diferenciais sob certas condigoes de contorno.
O leitor interessado em exemplos pode passar diretamente a Secao 16.2, pdgina 822. Aplicagoes a solucao de equagdes
diferenciais parciais de interesse em Fisica serao vistas no Capitulo 42, pagina 2259.

16.1.2 Formulas de Rodrigues

As ideias desta pequena secao serdo melhor ilustradas nos exemplos da Secao 16.2.

Consideremos a equacao diferencial (p(ac)y'(ac))/ + q(z)y(x) + pr(x)y(z) = 0, ou seja, Ly + ury = 0, com p, g e r
satisfazendo as condigbes enumeradas em (16.6) e suponhamos também que r seja uma fun¢ao infinitamente diferencidvel
de z. Consideremos que o intervalo J onde a equagéo é considerada seja J = [—1, 1]. Paran =0, 1, 2, ..., sejam
definidas as funcgoes

1 ar 2\n
pn(x) = @da?(r(x)(l — %) ) . (16.26)

E f4cil ver que se m < n, entao
1
/ 2" pu(a) r(x) dz = 0, (16.27)
-1

ou seja, cada p, é ortogonal, segundo o produto escalar (-, -), definido em (16.25), a todos os polinémios de grau menor
que n. Para provar (16.27), basta escrever

/11 2™ pu(x) r(z) de = /11 ™ C;;—nn (r(x)(l - x2)”> dx

k
e fazer n vezes integracao por partes, lembrando que a expressao ka (r(:c)(l — :EQ)"), com k < m, sempre contém um
fator (1 — 22) que se anula em +1.
E. 16.1 Ezxercicio importante. Faca isso! o+

Se as fungoes p,, forem elas mesmas polindmios de grau n, o que ocorre em varios casos, concluimos que

1
/ Pm () pn(z) r(z) de = 0,
-1
sempre que m # n. Isso significa que os polinémios p,(z) sdo ortogonais dois-a-dois segundo o produto escalar (-, -),. no
intervalo J = [—-1, 1].

Vérias equagoes diferenciais do tipo mencionado acima, definidas em um intervalo finito [—1, 1], tém solugdes polino-
miais, como por exemplo, a equacao de Legendre e de Tchebychev. Como as mesmas, pelo Teorema 16.1, sao ortogonais
em relagao ao produto escalar (-, -), no intervalo J = [-1, 1]%, as consideracdes acima sugerem que as solucoes polinomi-
ais possam ser escritas, a menos de uma constante multiplicativa, na forma (16.26). Isso é, de fato, verdade para vdrias
equagoes importantes (como as de Legendre e Tchebychev) e da expressdo (16.26) serd possivel obter vdrias propriedades
daqueles polinomios. Isso serd melhor discutido nos exemplos que trataremos na Segao 16.2.

A expressio (16.26) é denominada férmula de Rodrigues’.

E. 16.2 Ezercicio. Generalize a férmula de Rodrigues (16.26) para um intervalo J = [a, b] finito arbitrdrio. Sugestdo: procure uma
transformacg&o linear que mapeie bijetivamente [—1, 1] em [a, b]. "

As férmulas de Rodrigues podem ser generalizadas para equagoes diferenciais definidas em intervalos nao finitos, como
J = (0, ) ou J = (—o0, o0). Tratemos disso.

6Veremos isso explicitamente nos exemplos da Secdo 16.2

"Benjamin Olinde Rodrigues (1794-1851). Rodrigues foi banqueiro e matemdtico amador, nascido na Franga, mas de origem judaico-
portuguesa. Encontrou a férmula que leva seu nome apenas para o caso dos polinémios de Legendre. A generalizacdo aqui apresentada é
posterior. Rodrigues também deu contribuigdes para a teoria dos quatérnions e para o grupo SO(3) (vide Proposigao 21.6, pdgina 1074).
Apesar de banqueiro, Rodrigues foi lider do partido socialista francés.
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Para o caso J = (0, o0) devemos supor novamente que r(z) seja infinitamente diferencidvel, mas devemos ainda supor
que r(z) seja limitada em x = 0 e que r(z) e todas as suas derivadas r(m) (x) caiam no infinito mais répido que qualquer
poténcia, ou seja limg_, oo 2*r(™) (x) = 0 para todo k > 0 e m > 0. Definimos, nesse caso,

pn(x) = ﬁ%(r(z)x”) (16.28)

E facil ver que se m < n, entao
/ 2™ pp(z) r(x) de = 0, (16.29)
0

Para ver iSSO7 escrevemos novamente

/000 ™ pp(x) r(x) de = /OOO ™ (Zs—n” <r(x) x") dx

e fazemos integragao por partes, usando que lim,_, oo xhp(m) () = 0 para todos k > 0 e m > 0 e que a expressao

k 7’
d”fc—k (r(m)x”), com k < n, sempre contém um fator x que se anula em 0.

E. 16.3 FEzercicio importante. Complete os detalhes. "

Em certos exemplos, como na equagao de Laguerre, as funcoes p,, sao polindomios na variavel x. Nesses casos, temos
entao que

/000 Pm(x) pn(z) r(z) de = 0,

sempre que m # n. Isso significa que os polinémios p,(x) sdo ortogonais dois-a-dois segundo o produto escalar (-, -),. no
intervalo J = (0, oo). Como antes, isso sugere que as solugdes polinomiais de certas equagoes diferenciais definidas no
intervalo J = (0, oo) possam ser escritas, a menos de uma constante multiplicativa, na forma sugerida pela férmula de
Rodrigues (16.28). Veremos que tal é o caso para os polinémios de Laguerre e isso nos permitird obter algumas relagoes
lteis sobre aqueles polinomios.

Para o caso J = (—oo, o0) devemos supor novamente que r(z) seja infinitamente diferencidvel, mas devemos
ainda supor que r(z) e todas as suas derivadas r(m) (x) caiam no infinito mais rdpido que qualquer poténcia, ou seja
lim g o0 |z|F (™) (x)| = 0 para todo k > 0 e m > 0. Definimos, nesse caso,

1 d°
E facil ver que se m < n, entao
| e @ @ =0, (16.31)

Para ver isso, escrevemos novamente

/OO 2™ pp(x) r(z) de = /OO ™ d—n(r(x)) dx

—00 — 0 dxm™
e fazemos integracao por partes, usando que lim,|_, |z|*|r(™) ()| = 0 para todos k >0 e m > 0.

E. 16.4 Exercicio importante. Complete os detalhes. o+

Em certos exemplos, como na equacao de Hermite, as fungoes p,, sao polindbmios na varidvel x. Nesses casos, temos
entao que
o0
/ Pm () pn(z) r(z) de = 0,
—0o0
sempre que m # n. Isso significa que os polinémios p,, () s@o ortogonais dois-a-dois segundo o produto escalar (-, -), no
intervalo J = (—oo, 00). Como antes, isso sugere que as solugdes polinomiais de certas equagoes diferenciais definidas no
intervalo J = (—o0, 00) possam ser escritas, a menos de uma constante multiplicativa, na forma sugerida pela férmula de
Rodrigues (16.30). Veremos que tal é o caso para os polindémios de Hermite e isso nos permitird obter algumas relagoes
Gteis sobre os mesmos.
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16.2 Propriedades de Algumas Funcoes Especiais

Vamos agora entao reunir o conhecimento acumulado acima para obter vérias propriedades tteis de algumas das fungoes
especiais que encontramos como solugoes de equacoes diferenciais de interesse. As vérias identidades que provaremos po-
dem ser obtidas de diferentes modos, de sorte que o leitor certamente encontrard na literatura demonstragoes alternativas
aquelas aqui apresentadas.

16.2.1 Propriedades dos Polindmios de Legendre

e Relagoes de ortogonalidade para os polinomios de Legendre

A equagao de Legendre ((1— z?) y’(x))l + A(A 4+ 1)y(x) = 0, é tipicamente considerada no intervalo J = [—1, 1].
Aqui, p(z) = (1 —22), g(z) = 0, r(z) = 1 e u = AA+1). A funcio p(z) anula-se nos extremos +1 do intervalo
J=[-1, 1].

Os polindmios de Legendre P, (x) foram definidos em (15.14), pagina 752, por
Lm/2]
(=1)*(2m — 2a)! 9
P, = m—ea 16.32
() Z 2m (m — a)! (m — 2a)! a! * ’ ( )

a=0

onde |m/2] é o maior inteiro menor ou igual a m/2, e sdo solugdes da equacao de Legendre com p = m(m + 1), sendo
(as tinicas) solugoes da equagdo de Legendre que permanecem limitadas nos pontos +1.

Como p(z) anula-se nos extremos *1 e os P, (z) s@o limitados nesses pontos, vale para os polindémios de Legendre a
relacdo (16.23) e concluimos pelo Teorema 16.1, pagina 819, que

1
/ Po(@)P(z) dz = 0 (16.33)
-1
para todo n # m, com m, n =0, 1, 2, 3, .... Notemos que isso implica
1
/ 2P, (x) dx = 0 (16.34)
-1

para todo k < m, pois os monémios zF podem ser escritos como combinacdes lineares dos polinémios P,’s com n < m.
Para calcular as integrais de (16.33) no caso n = m, podemos elegantemente usar as relagdes

Pii(z) = 2n+1)Py(2)+ P_y(z), n>0, (16.35)

P(1) =1, Pu(-1) = (-1)", n>0, (16.36)

as quais serdo demonstradas mais abaixo (relagoes (16.41) e (16.45), respectivamente) como consequéncia da férmula de
Rodrigues para os polinémios de Legendre. De fato, por integragao por partes, tem-se

1 1 1
[ P@Pi@ de = PP - [ Pi@)Puale) do
1 - -1
1
Por (16.36), Pn(:c)PnH(:c)‘il =1+ (-1)?" = 2. Por (16.34), fil P! (z)Pyy1(x)dx = 0, pois P (z) é seguramente um

polinémio de grau n — 1. Assim,

9 = / Po(2)P, (2) do ‘%Y / Pu(@) [@n+ 1)Pu(2) + P,y (2)] dz = (2n+1) / Po(@)? da

-1 -1 -1

pois, novamente por (16.34), fil P, (z)P)_,(x) dz =0, j& que P),_;(x) é um polinémio de grau n — 2. Isso provou que

1
2
/_1 Pn(m)Pm(x) dr = 2TL—+1 5n, m s (16.37)
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para todos m, n > 0. Estas sao as relagcoes de ortogonalidade para os polinomios de Legendre. Para uma outra
demonstragao, vide Exercicio E. 16.30, pagina 878.

Em muitas situagdes praticas é conveniente expressar (16.37) através da mudanga de varidvel x = cosf, com 0 < 6§ < 7.
Ficamos com

/ P, (cos )Py, (cos ) sen(0) df = 2 In,m s (16.38)

0 2n+1
para todos m, n > 0.
No Capitulo 17, padgina 881, é demonstrada a importante propriedade de completeza dos polinémios de Legendre no

espago de Hilbert L?([-1, 1], dx).

e Férmula de Rodrigues para os polinéomios de Legendre

Pelas nossas consideracoes gerais sobre as férmulas de Rodrigues da Segao 16.1.2, pagina 820, podemos presumir que
os polinémios P,,, por serem ortogonais entre si (vide (16.33)), possam ser expressos na forma (16.26) com r(x) = 1, ou
seja,

dm
(@) = K ——((1=a%)")

™ dxem
onde K,, sao constantes que dependem da normalizacao adotada. De fato, essa pressuposicao é correta pois, escrevendo
(1—a)m =30 (M) (=1)m"*z?™~2% (binémio de Newton) e notando que

a=0 \a
2m — 2a)!
% ™72 para0<a < |m/2)
ﬂ(xm—?a) = (16.39)
dx™
0, para |m/2|+1<a<m

(justifique!), concluimos facilmente que

dm mm
g ((1 — IQ)m> _ CZ,:—m Z (?) (_1)m—ax2m—2a

a=0
lm/2]
_ 'fi (71)m—a m (2m_2a)! 1—2a
= a) (m—2a)
Lm/2]

mem —-1)*(2m — 2a)!
= (prerm Z Z”Lgmia()!(m—Qc)z)!a!x

a=0

m—2a

= (=1)™2™m! P ().

Assim, K,,, = (=1)™/(2™m!) e

1 am 2 m 4
2mm! dz™ ((x -1 ) ’ (16.40)
como pressuposto. Essa expressao é conhecida como formula de Rodrigues para os polinomios de Legendre e é vélida
para todo m > 0, inteiro.

P(z) =

De (16.40) outras relagoes titeis podem ser extraidas, nosso préximo assunto.
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e Relagoes de recorréncia para os polinémios de Legendre

Vamos aqui demonstrar as seguintes relagoes validas para os polinomios de Legendre:

Py (@)

Py ()

Py (x)
(n+1)Pnya(x)

P(1)

= (2n+1)P,(z) +P,_,(x),

= 2P, (x) + (n+1)Pa(2),

= aPy(x) = Py (x),

= (2n+1)xP,(z) —nPp_1(x),

Capitulo 16

824/2584

(16.41)
(16.42)
(16.43)
(16.44)

(16.45)

Todas as relagoes acima tém aplicagoes (vimos isso quando provamos as relagoes de ortogonalidade para os P,’s). A
relagdo (16.44) é particularmente interessante por permitir determinar os P,’s recursivamente a partir dos dois primeiros:

Py(z)=1e Pi(z) = x.

Comecemos por provar (16.41). Como
que

s (@7

1) =2(n+1)z(2? — 1), segue da férmula de Rodrigues para P, 1

1

dn+1

P?{L-‘rl(x) =

1
2n p!

1
2n !

27+l (n + 1)1 dantt

[2(71 + 1)a(2* — 1)"}

jx—nn [(JcQ — )" 4 2n2?(2? — 1)”*1}
d% [(m F1)(@? - 1) + 2n(a? — 1)”—1}

= (2n+1)Py(x) + P,_y(2),

provando (16.41). Por outro lado, comegando pela primeira linha obtida acima, e usando-se a regra de Leibniz, tem-se

/ 1 dnJrl 2 n
Panle) = g g 2" =17
1 W ma dr dnti-r
= IR I _ 1 n
i (") (i) (st - v7)
1 dn+1 2 n (n+1) dn 2 n
- 2”n!zd:c”+1(x -+ 21 p! dz—"(x -1

= zP/(z)+ (n+1)P,(x),

provando (16.42). A relacdo (16.43) ¢é obtida subtraindo-se (16.42) de (16.41). Por fim, para obter (16.44), multiplicamos

(16.41) por x e escrevemos

@2n+1DzP,(z) =

Disso (16.44) segue imediatamente.

fUP?/m+1($) - xPr/L—1($)

(

2Py (z) = Py(x)) + P(z) — 2P, (x)

(n+1)Posi(@) + (P (@) — 2Py (2))

(TL + 1)Pn+1($) + nPn_l(x) .
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Por fim, vamos provar (16.45) por indu¢do. Como Py(r) = 1 e Pi(z) = z, as relagdes acima valem paran = 0 e
n = 1. Supondo-as vdlidas para n—1 e n, teremos por (16.44) que (n+1)P,+ ( ) (2n+1)—n = (n+1), o que implica
Poii(l)=1le(n+1)Pyyi(—1) = (2n—|— D(=1)"+n(=1)" = (n+1)(=1)"*L, o que implica Pn—i—l( 1) = (=1)"*1 Isso
encerra a demonstragao de (16.41)-(16.45).

e A funcao geratriz dos polinémios de Legendre

A funcio geratriz® dos polinomios de Legendre é

> 1
) = Po(a)t" = ————, 16.46
) nz::o ( ) V1 =2tz + 2 ( )

vélida para |t] < 1 e |z] < 1. Essa relacdo tem diversas demonstragoes, a mais elegante sendo a seguinte (de [185]).

Calculando-se %L(x, t) e usando-se (16.44), tem-se

o

0
—L (z, t) Z nP,(z)t" ' = Z(n + 1)Ppy1(x)t"
n=0
DS [(zn +1)aPy(z) — npn,l(x)} ¢
n=0
= 2) nPy(@)t"+a Y Pu(a)t" = nPyy(x)t"
n=0 n=0 n=0
[ee] oo oo
= 2) nPy@)t"+z Yy Pu(a)t" =) (n+1)Py(a)t"!
n=0 n=0 n=0
= 2xt— P, t" -1 P, (z)t" — P, (z)t"
K2 YCERIRY IS PILC
2 a
= (2zt—t )EL(.% t)+ (x — t)L(z, t)
E. 16.5 Exercicio. Verifique! "
Assim, L(z, t) satisfaz a equagao diferencial
1 9 (x — 1)
—L(x, t) = ——— .
L(z, t) 0ot (%) 1 — 2zt + t2
., 10 2
O lado direito é 535 In (1 —2xt+t ) Logo,
exp(l(z))

L, ) = Vi-2tz+ 2]

onde I(z) é, em principio, uma fungdo arbitréria. Lembrando, porém, que L(x, 0) = Py(x) = 1 para todo x, obtem-se
de imediato que [(x) = 0 para todo z. Isso estabelece (16.46), como queriamos.

e Representacoes integrais para os polinéomios de Legendre

A bem-conhecida Férmula Integral de Cauchy, afirma que, para uma funcdo f analitica em um dominio aberto
simplesmente conexo D, vale
n! f(w)

) 16.4
2 Jo (w — 2yt 1 (16.47)

f™() =

8 A nogao de fungio geratriz foi introduzida na Segdo 6.1, pagina 310.
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para todo z € D, onde a curva C' é uma curva diferencidvel fechada inteiramente contida em D e d4 precisamente uma
volta no sentido anti-horario em torno de z. Combinando a férmula de Rodrigues e a Férmula Integral de Cauchy,
obtem-se imediatamente

1 (w? —1)!
P(z) = dw 16.48

1(z) 2l+1m’/c (w— z)Ht ’ ( )
onde C' é uma curva fechada e diferenciavel no plano complexo dando uma volta em torno de z no sentido anti-horario.
Essa expressao é conhecida como representacio integral de Schlifli® dos polindmios de Legendre.

Uma consequéncia dessa representacao é a seguinte expressao:

1 [7 l

P(z) = — (z +i(1— 222 cos(qb)) do , (16.49)
vélida para |z| < 1. A demonstragido dessa expressao serd apresentada mais adiante como caso particular de uma
identidade mais geral (expressdo (16.59), abaixo), vdlida para os polinémios de Legendre associados. Como a equagao de
Legendre é invariante pela mudanca I — — (I + 1) (verifique que (I 4+ 1) é levado em si mesmo por essa transformagao!),
vale também a identidade'® Lo .

P(z) = o T do . (16.50)
- (z +i(1 — 22)1/2 cos(¢))

Para z real no intervalo [—1, 1], podemos escrever, como é comum em aplicagoes, z = cos() com 0 < 6 < 7 e com isso
as duas identidades acima ficam
1 (" ! 1 (7 1
Py(cos(9)) = Py (cos(@) + isen () cos(¢)) dp = 2—/ 7 4o -
M J—n TS (cos(@) + isen (0) cos(¢))

Usando o binémio de Newton podemos usar a primeira identidade para escrever Py(cos(f)) como um polinémio em
cosf e send:

T

P(cos(8) = %i () (cos®) " (sen@)" [ (coston)" ao
— Wf (;21?1 <2Zq> <2qq> (cos(@))l_2q(sen (9)) “

= Wf (_1)q i 3 (cos(@))l_Qq(Sen(Q))2q-

= 2%(1-29)' (¢

16.2.2 Propriedades dos Polindmios de Legendre Associados

Na Secéao 15.3.1, pagina 795, introduzimos a equagéo de Legendre associada (15.157) e mostramos que para A =1 € Ny
e p=m € Ny a mesma possui solucoes da forma

P (z2) == (1-2)™? —P(2), (16.51)
para z € C com |z| < 1, onde P, é o polinémio de Legendre de grau . E claro que P (z) é nulo se m > [ (pois P, é

um polindémio de grau l). A relagdo (16.51), como dissemos na Segéo 15.3.1, define os chamados polindmios de Legendre
associados'!, ainda que eles ndo sejam exatamente polinémios na varidvel z.

9Ludwig Schlifli (1814-1895).

10Esse argumento envolvendo a transformagdo | — —(I + 1) é ainda incompleto, mas pode-se provar que o lado direito de (16.50) é de fato
igual ao esquerdo, pois é regular e satisfaz a equagdo de Legendre. Deixamos os detalhes como exercicio.

110 leitor deve ser advertido que, lastimavelmente, ndo hé uniformidade na literatura quanto & definicio dos polinémios de Legendre
associados. Alguns autores (e.g., [245]) introduzem um fator (—1)™ no lado direito de (16.51). Assim, algumas das expressdes que obtemos
aqui podem diferir das correspondentes encontradas em alguns textos e o leitor deve comparé-las cuidadosamente. A defini¢do que seguimos
é a recomendada pela American Mathematical Society.
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Vimos também que, devido & férmula de Rodrigues para os polinémios de Legendre, podemos escrever P/™(z) como

l+m
Pr(z) = i (1 — 22)ym/? ddsz ((,z2 - 1)l> , (16.52)

para z € C com |z| < 1e0 < m <. L4 notamos também que essa expressao faz sentido mesmo para m inteiro negativo,
mas tal que —I < m < [. Assim, definimos

l—m

dzl-m

P(z) = g (1= 2272

271 ((22 - 1)‘) : (16.53)

também com 0 < m <[ e para z € C com |z| < 1. Afirmamos que
~ T pr(z) . (16.54)

Essa relacao ¢ importante por mostrar que P, "'(z) é também uma solucao da equacao de Legendre associada, por ser
proporcional a P/™(z). Fora isso a expressao acima ¢é relevante para as chamadas fungdes harmoénicas esféricas, das quais
trataremos mais abaixo.

Apresentaremos duas demonstragoes de (16.54), ambas instrutivas. Uma “a forga bruta”, usando diretamente as
definigoes, é desenvolvida no Apéndice 16.A, pagina 879. Uma segunda, mais gentil, serd vista logo abaixo e usa uma
representagao integral dos polinomios de Legendre associados.

e Representacoes integrais para os polindmios de Legendre associados

Nossa intengao agora é obter algumas representacoes integrais uteis para os polindomios de Legendre associados mas,
en passant, encontraremos uma outra demonstracdo mais gentil da identidade (16.54).

As expressoes (16.52) e (16.53) envolvem derivadask do tipo %(22 —1)! para k = [+ m e k = | — m, respectivamente.
Procuremos primeiramente expressar genericamente j7
z real no intervalo aberto —1 < z < 1. Pela Férmula Integral de Cauchy (16.47), podemos escrever

(22—1)! em termos de certas integrais. Tomemos provisoriamente
12

o, . k! (w? — 1)
dzk(z ) /C (w =)+ dw , (16.55)

2mi

onde C' é uma curva fechada e diferencidvel no plano complexo, dando uma volta em torno de z no sentido anti-horério.
Escolhemos a curva C' dada por C := {w € C| |w — z| = (1 — 22)'/2}, de modo que podemos escrever todo ponto w de
C na forma

w = z+i(l— 222

com —7 < ¢ < . Com isso, a integral em w sobre C' pode ser escrita como uma integral em ¢ e para isso, usa-se

dw = —(1-2)Y2e%4dgp ,
w—z = i(1—2%)Y%e?,
w? =1 = —(1—2%) (¥ +1)+2iz(1 - 22)1/2 ¢

2 i —id ,
= 2(2'(1 _ 22)1/2) Rz (%) +2iz(1 — 22)1/2 et

= 2i(1—2%)Y2%ei (z +i(1— 22)Y/? cos(d))) .

12 As ideias que se seguem provavelmente originam-se dos trabalhos de Schlifli. Nossas fontes séo [185] e [422], que seguimos com adaptagdes.
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Assim,
d . k! (w? — 1)
Lo = = )y
dzFk (2 ) 27 /C (w — z)k+1 v
k[T (2i(1 — 22)1/2 ew(z—i—i(l — 22)1/2 cos(cﬁ)))l .
= 7(1722)1/22—'./ : — e do
(L - (2(1 _ 22)1/2 ew)
2[ -k ! ™ I
= (1-2H)U=R/2 ZTIC/ (z +i(1— 222 cos(qb)) e'=R% 4g
™ —T
e assim,
k oljl=k 1 [ 1
%( 2ot = (1= 22k ZTIC / (z +i(1 - 2%)1/? cos(qb)) cos (I — k)¢) do , (16.56)
™ -7

™ !
pois / (z +i(1 — 2%)Y? cos(qb)) sen ((I — k)¢) dp = 0, pelo fato de o integrando ser uma funcao {mpar.

Aplicando (16.56) as expressoes (16.52) e (16.53) de P/ e P,™ (adotando k =14 m e k = [ — m, respectivamente),
chegamos a

(L m)! (" !
P (z) = Z;%m) [ﬂ (z +i(1 = 2%)Y/2 cos(cZ))) cos (—mao) do ,
PGy - W /7; (41— 2272 cos(¢))l cos (+me) de |
e comparando-as, extraimos que
[+ m)!
M) = 0" ). (16.57)

Com isso, encontramos uma segunda demonstracao de (16.54). As identidades acima foram provadas para z real em
—1 < z < 1, mas valem para todo z complexo com [z| < 1 (e mesmo em z = £1), pois 14 P/"(z) e P, "™(z) tém uma
extensao analitica tnica.

Coletemos o que provamos acima. Aplicando (16.55) & definicao (16.52) de P/™(z), agora para todo m € Z com
—I <m < I, chegamos a expressao

m (l + m)' 2\m/2 (w2 — 1)l
Fe) = gty (1= [ o o 1655

onde C é uma curva fechada e diferenciavel no plano complexo dando uma volta em torno de z no sentido anti-horério.

Essa expressao generaliza a representacdo de Schlifli (16.48) para os polinémios de Legendre. Como consequéncia,
estabelecemos também logo acima a representagao integral

i+ m)!

F"(2) = 27l

/7r (z +i(1 — 22)1/2 cos(qg))l cos (me) d¢ , (16.59)

—T

vélida para |z| < 1 e para todo I € Ny e todo m € Z com —] < m <.

Assim como a equagao de Legendre, a equagao de Legendre associada é invariante pela transformagao | — —(I + 1).
Assim, vale também!3

PM(z) = im /7r 1 cos (mg) dg (16.60)
2r(l—m)! J_, (z +i(1 — 22)1/2 cos(cf)))Hl |

13Esse argumento envolvendo a transformagdo | — —(I 4+ 1) é ainda incompleto, mas pode-se provar que o lado direito de (16.60) é de fato
igual ao esquerdo, pois é regular e satisfaz a equagdo de Legendre associada. Deixamos os detalhes como exercicio.
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onde acima usamos o fato que (H;!n)! =({l+m)l+m—1)---(I +1) é levado pela transformagao | — —(l + 1) em

(-1=l+m)(—=2—14+m)--- (=) =)D +1)---(I—m+1) = (z—lin)!'

Em aplicagoes é comum tomar-se z real no intervalo [—1, 1] e escrever z = cos(f) com 0 < § < 7. Com isso, as duas
identidades acima ficam

P (cos(0)) = W /_Tr (cos(é’) + isen (6) cos(qb))l cos (m¢) d¢ , (16.61)
P"(cos(9)) = QF(Z'Zm_Z;l)! /_ﬁ ! 71 o8 (m¢) do . (16.62)

Q (cos(@) + isen (0) COS(¢))

Através do binémio de Newton, a primeira identidade pode ser usada para expressar P/"(cos(#)) como um polinémio em
cosf e senb:

T

P (cos(f)) = imgﬂi‘;m)!zﬁ;w (;}) (cos(@))lip(sen (9))]0/7# (cos(qb))pcos (m¢) do ,

1)
—m+|m (l + m)' (_1)q l 2q + |m| —2q—|m 2q+|m
i olml 1 Z 924 (2q+ |m|) ( ! ) (cos(9))l | |(sen (9)) i

q=0 q

1=|m|
—metlm| (M) : 3 :

2|m|

(71)(1 1—2q—|m]| 2q+|m|
= 2g— ) (q + it (%) (sen(®)™"™ . (16.63)
Note que i—mtml — 1 ge m > 0 et = (—1)™ se m < 0, de modo que P™(cos(d)) é real se 0 < 6 < 7. Note

também que podemos colocar (sen (9))|m‘ em evidéncia em (16.63) e escrever (sen (9))2q =(1- ((:05((9))2)‘17 obtendo
na somatdria um polindémio em cos(f).

A expressao (16.63) é por vezes utilizada na prética para expressar as fungoes harmonicas esféricas (que definiremos
abaixo) como polinémios em cosf e senf. Logo adiante faremos uso da mesma no estudo das relagdes de ortogonalidade
das funcoes P;™.

e A fungao geratriz dos polinémios de Legendre associados

Usando (16.51), (16.46) e a identidade, valida para m > 0,

d‘g; (1—2tz+¢>)"7 = ;ZZ’Z: £ (1 = 2tw + 2) "3
(prove-al) é facil mostrar que
oo | o\m
; Plin(@)t = g’:nn)%' (1 —(;tac i t)22)m+é ’ (16.64)
valida para todo m > 0.
E. 16.6 Ezercicio. Mostre isso. "

A expressao (16.64) é também denominada fung¢dao geratriz dos polinémios de Legendre associados. A expressao (16.64)
tem poucas aplicagoes diretas, mas pode ser usada para demonstrar outras relagoes sobre os polinémios de Legendre
associados.
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e Relagoes de recorréncia para os polinémios de Legendre associados

Os polinémios de Legendre associados satisfazem uma série de relagoes de recorréncia. Listemos as mais relevantes:

2max

P () = \/T—IQsz(fC) — [lI+1) =m(m—1)| " Y(a),
Pt e) = Q@+1D)V1-22P"(x)+ P (2),
(20 + 1)/ 1 — 2P = (+m)l+m-1)P""(z)— (1 -m+1)(1—m+2)P (z),

@+ Dzh"(x) = (+m)P%(2) + (I =m+ 1P, (2),

W= RPN = BNa) - (o m)( - mk DA ().

As demonstracoes podem ser obtidas da seguinte forma: 1. a partir das relacgoes de recorréncia dos polinémios de Legendre
(16.41)-(16.45) com uso da definicdo (16.51); 2. a partir de (16.52) ou, em alguns casos, 3. com o uso da fungao geratriz
(16.64). Deixamos as demonstragdes como exercicio.

E. 16.7 Exercicio. Prove todas as relacdes acima. Sugest3o: tente por conta prdpria seguir as sugestdes do dltimo pardgrafo.
Sendo, consulte a literatura supracitada, mas com as seguintes precaugdes: a. diferentes textos apresentam defini¢cSes diferentes dos
P™, o que conduz a relacdes de recorréncia distintas daquelas acima; b. nem todos os livros-texto'* provam todas as relacdes e c.
alguns contém erros. "

e Relagoes de ortogonalidade para os polinémios de Legendre associados

Obteremos agora relagoes de ortogonalidade para os polinomios de Legendre associados, relacoes essas de grande
importancia na Anéalise Harmonica e que inspiram a definicdo das chamadas funcées harmonicas esféricas.

A equagdo de Legendre associada (15.157) é considerada na maioria das aplica¢ées no intervalo [—1, 1], como ja
mencionamos. A mesma, em analogia com a equagao de Legendre, pode ser escrita como

m2

(1= @) + U+ V() — 75 ye) = 0, (16.65)

onde aqui j nos restringimos ao caso I € Ng, m € Z com —I < m < [. Como se vé, temos aqui p(z) = (1 — 2?), mas
podemos fazer as seguintes escolhas

Do) = e r@) = 1L, po=10+1),
2 ) =10+, ) = g, o= om

Analisaremos essas duas opgoes em separado. O caso 1 é o mais interessante, especialmente devido a sua aplicagao para
as funcoes harmonicas esféricas. O caso 2 nio é de grande interesse e o leitor pode dispensar sua leitura, se o desejar'®

Caso 1) A primeira questdo que aqui se coloca é se a condicao (16.23) é satisfeita para fun¢ées P/ (x) e P)*(z) com
1 <1, ou seja, se

1
p(@) (P (@) (P (@) = P (@) (B (@) )| | = 0. (16.66)
com [ <!'. A maneira mais facil de discutir isso é escrever & = cos(f) e, como
d 1 d
— P = — P} (cos 6
dz ! (@) = sen (0) df~ ! (cos ),

14Segundo o Houaiss, “livros-textos” ou “livros-texto” sdo dois plurais gramaticalmente corretos para “livro-texto”, assim como “espacos-
K K
tempos” e “espagos-tempo” sdo plurais aceitdveis para “espaco-tempo”.
150 caso 2 é um tanto patolégico (pois a funcdo r(z) diverge em 41 e ndo é integrdvel) e é evitado por quase todos os livros-texto.
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e p(z) = sen ()2, (16.66) fica
sen (6) (Pm(cos g)ipm (cos @) — Py (cos g)ipm (cos 9)) ‘HZW (16.67)
! o v ot 6=0 '

Agora, por (16.63), P/ (cosf) é um polinémio trigonométrico, e assim o é também %le(cos 6). Logo, ambos sao finitos
em 6§ =0 e f=m. Como, porém, senf anula-se nesses extremos, concluimos que (16.67) é nula, confirmando a validade
de (16.23) no caso em questdao. Concluimos assim, pelo Teorema 16.1, pdgina 819, que deve valer

/Pl ) PP (z) de = 0 (16.68)

sempre que [ # [’
Interessamo-nos agora pelo caso ' = [. Caso |l = I' = 0 vale P{(z) = 1 e f_ll(P(?)2 dx = 2. Para calcular

fil (pr (2))? dz com | > 0 podemos proceder de diferentes maneiras, a mais direta sendo a seguinte. Usando (16.54) e
as expressoes (16.52) e (16.53) para P/™ e P| ™", respectivamente, escrevemos

/ R PP da - (—1m % / R)R " a) do

- 2(2111)'7;2 Eé t Z;: /11 (di:; Cl 1)1) (dd;l—z (2 - 1)1) de
int. por partes [=m veres 2(21—(1”);2 8 i‘ Z;' /_1 (dcf;( _ 1)l) (@® — 1)} da

7 @) (+m) ! )
- 22 (N2 (I — m)] /_1(1*:” ) da

B @) (1+m) [ 2
- 20 (12 (1 —m)! ((2z+1)!!)

2 (I+m)
2041 (I—m)! -

Na terceira linha aplicamos integragao por partes [ —m vezes. Isso é justificado pois, como facilmente se vé por inducao,

. P ~ . . — . .
derivadas como -2 (22 — 1)}, com 0 < p < [ sdo proporcionais a (22 — 1)l P e, por isso, os termos de fronteira se anulam.

dxP
Na tultima passagem usamos o fato que (253_1)1!)” = LU ¢ 5 fato que (20)!! = 2!]!. Na peniltima passagem usamos a

2041
identidade

/_1(1 —aHldr = 2% (16.69)

a qual pode ser provada da seguinte forma. Seja A; := fil(l — 22)! dz. Entdo, para l > 0,
1 1
dx
A = [1(1 —a2Hldx = [1 (%) (1 —2?) da
PP (] g l +21/ (1 -2 lde = —21A;+ 214, ;.
Assim, A; = 21+1Al 1 e como Ay = 2, segue (16.69).

Demonstramos, assim, as relagoes de ortogonalidade

2 !
/Pl ) P(x )dx:—(li_izz)él v, (16.70)
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vélidas para todo I, ' e Ngem, m' € Z com -l <m <le—-l'<m' <. E por vezes ttil expressar essas relagoes com
a mudancga de varidveis x = cos 6:
2 (I+m)

i o, v - (16.71)

P P = — —=
/0 " (cos8) P/ (cos @) senf df A1 (0—m)

Essa forma das relagoes de ortogonalidade dos polinomios de Legendre associados serd particularmente relevante para as
fungbes harmonicas esféricas, como veremos adiante.
Caso 2) A primeira questdo que aqui se coloca é se a condicdo (16.23) é satisfeita para fungdes P/ (x) e le' (z), com
|m| # |m’| (lembre-se o leitor que ;= —m? e, portanto u # u' equivale a |m| # |m’|), ou seja, se
, l , 1

p@)(P"(@) (B (@) = B @) (B @))| = 0. (16.72)
sempre que |m| # |m/|. A mesma andlise feita para o caso 1 mostra que isso é verdadeiro, confirmando a validade de
(16.23) no caso em questdo. Concluimos assim, pelo Teorema 16.1, pagina 819, que deve valer

1
1—22

1 ™
/ P (z) P (z) dex = 0, ouseja, / P"(cos ) P (cos6) e = 0, (16.73)
—1 0

sempre que |m| # |m/|. A expressdo (16.63) ensina-nos que P/™(cos ) é proporcional a (sen #)/™!. Logo, como |m| # |m/|,
sempre haverd no produto P/™(cos Q)le' (cos®) pelo menos um fator sen @ para compensar o ﬁ, 0 que mostra que o

integrando em (16.73) ¢ limitado. O caso |m/| = |m| é um tanto patoldgico (a integral diverge se m = m’ = 0), dificil de
demonstrar e sem consequéncias praticas relevantes, de modo que nos limitamos a apresentar o resultado final'S:

0, se [m/[ # [m],
1 ) 1 00, sem' =m =0,
m m —
| rore s - 3 O (16.74)

, se —m' =m >0,

sem’ =m > 0.

Note o leitor que a condigao m > 0 sé pode ocorrer se [ > 0.

Como ja dissemos, as relagoes (16.74) sdo menos importantes na prética que as de (16.70). Essas inspiram uma
definigao importante: a das fungdes harmonicas esféricas.
16.2.2.1 As Funcoes Harmonicas Esféricas

No espaco R™, n > 2, o conjunto de pontos que distam de uma unidade da origem formam a assim chamada esfera
unitdrial”, denotada por §"!:

gt = {(:cl, @) ERY (1) 4 ()2 = 1} .
O conjunto $' € R? ¢ o circulo unitério e seus pontos podem ser descritos por um tinico angulo ¢ com —7 < ¢ < 7
gt = {(cosgo, sengo) €ER?, —1<p< 7T} .

Como se vé, os pontos correspondentes a ¢ = £ sdo identificados. O conjunto $2 C R3 é a esfera unitaria e seus pontos
podem ser descritos por dois angulos: g e , com — 1 < p<mTel <0<

SQ.

{(sen (0) cos(ip), sen (f)sen (p), cos(d)) € R?, -1 <p <7, 0<60< 7T} .

16Para uma referéncia mais detalhada, vide [269], pag. 74.
"H4 aqui um abuso de linguagem, pois $” 1 é, estritamente falando, a superficie da esfera.
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Novamente, os pontos correspondentes a ¢ = £m sao identificados e para os pontos correspondentes a § =0e § =7 o
angulo ¢ é indeterminado.

As chamadas Fungées Harmonicas Esféricas, ou simplesmente Harménicas Esféricas (ou ainda Harmonicos Esféricos),

sao as fungoes definidas por
m m 20+ (—m)! . im
"0, ¢) = GO m B (cos(0)) e, (16.75)

onde 0<O0<7, — 1< p<mleNygeméeZcom—I <m <I[. Note-se que

Y20, ¢) = | LI Peos(0)) (16.76)

7

onde P, sdo os polindmios de Legendre. As funcoes harmonicas esféricas foram introduzidas por Mehler!'®.

Mais uma vez o leitor deve ser advertido da existéncia de outras convengoes sobre a definicao das fungoes harmonicas
esféricas. Essas fungoes sao empregadas em diversas dreas de pesquisa, como na Fisica Atomica, no Eletromagnetismo,
na Geofisica, na Geodesia, na Sismologia, no estudo do magnetismo terrestre e planetario e, mais modernamente, na
Cosmologia, no estudo da radiagao césmica de fundo. Assim, diferentes comunidades empregam por vezes convengoes
diferentes quanto & normalizacao das funcées harmonicas esféricas. A que adotamos é a mais frequentemente empregada
na Fisica Quéntica, mas mesmo 14 hd excessdes: alguns autores substituem o fator (—1)™ por ¢" na definigao (16.75).
Outros nao incluem o fator (—1)™ na definigdo das fung¢oes harménicas esféricas, mas sim na definigdo dos polindémios
de Legendre associados o que, afinal, resulta no mesmo. O fator de fase (—1)™, que adotamos em (16.75) é denominado
fase de Condon-Shortley'® em referéncia aos autores de um texto classico sobre espectros atomicos (ref. [82]).

As funcoes harmonicas esféricas sao solucao da equagao diferencial parcial

1 0 gy 1 9%y
Sen 00 (<se“9>@<9v @) g a7 @ 9 HIH Y0, ¢) = 0, (16.77)

que é encontrada quando da resolucao da equagao de Helmholtz ou de Laplace em trés dimensoes em coordenadas
esféricas, assim como no problema do atomo de hidrogénio na Mecanica Quantica ou qualquer outro problema quantico
em trés dimensdes no qual o potencial seja esfericamente simétrico. Vide equacao (42.45) e seguintes.

E um exercicio relevante verificar que, devido & relagao (16.54), tem-se, com a definigdo acima,

e, ) = (=)™, ¢) (16.78)

As primeiras fungoes harmonicas esféricas sao

1
Y(0, = —, 16.79
—1 3 —ip 0 3 1 3 1)
Y0, o) = gsenﬁe , Y7P (0, ¢) = ECOSQ’ Y70, o) = — gsenﬁe , (16.80)
v, 2 = 312i(sen9)2e*2w, vy b= Hgsene cos0 eI v) = i (Z(c059)2— %) ,oYd = —,/;—i senf cos0e'? | YZ = 312i(sen9)2e2"‘f°.

(16.81)

e Relagao com séries de Fourier

No circulo unitério $! valem as bem-conhecidas relacoes de ortogonalidade

/ €, ey d = / en (@) em(p) do = dm, m/ (16.82)
$1 -

onde, para m € Z,

—_

imep

en(p) = e, —T<p<T,

3

18Gustav Ferdinand Mehler (1835-1895).
Y9Edward Uhler Condon (1902-1974). George H. Shortley (?-7).
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dl = dp sendo a medida de comprimento do circulo unitdrio $*. Usando as relacoes de ortogonalidade (16.82) e as
relagdes de ortogonalidade (16.71), é facil constatar que

/82 Yyt dQ = / /0 Y0, @) ™0, @) sen (0)df dp = G, 81,1 (16.83)

para todos I, I' € Ny e todos m, m’ € Z com —I' <m/ <" e =l <m <, onde dQ? = sen (0) df dp é a medida de 4rea
na esfera unitdria $2 em coordenada polares. Essas sdo as relacdes de ortogonalidade das funcdes harmonicas esféricas,
as quais desempenham um relevante papel na resolugao de problemas envolvendo certas equagoes diferenciais parciais
em trés dimensoes que tenham simetria esférica. As fungdes harmonicas esféricas surgem na importante solugao de um
problema fundamental da Mecanica Quéantica, o problema do dtomo de hidrogénio. As formas dos orbitais eletronicos,
de importancia fundamental no estudo de d&tomos e moléculas e suas ligagoes quimicas, estao intimamente relacionadas
as funcoes Y, (0, ¢) e aos polinémios de Laguerre associados.

Como se percebe da comparacao de (16.82) com (16.83), as fung¢oes harménicas esféricas desempenham na esfera
unitéria $2 o mesmo papel que as funcdes e,,, desempenham no circulo $': formam um conjunto ortonormal em relacio
a medida de drea dQ = sen (0) df dp. Assim como as fungdes e,, formam um conjunto ortonormal completo para as
fungoes definidas em $', o que nos permite expressar fungoes f(y), periédicas de perfodo 27, continuas por partes ou
apenas de quadrado integravel, em termos de uma série de Fourier:

9) = Y cmenl) com = [ o) So) do.

m=—oQ -7

as funcdes harmoénicas esféricas também formam um conjunto ortonormal completo para as funcdes definidas em $2.
Assim, em um sentido a ser precisado, todas as funcdes f(6, ¢) definidas em $2, e que sejam continuas por partes ou
apenas de quadrado integravel, podem ser escritas em termos de uma série envolvendo fungées harmonicas esféricas.
Essa série é dada por

0o l T T
f6.0) =Y 3 an 6.0, com an = [ [ T0G 10, ) en@)dsdy,

=0 m=—1

e é uma espécie de generalizacdo para a esfera $2 da série de Fourier. Essas consideracdes justificam a denominacdo de
“fun¢oes harmonicas esféricas” para as fungoes Y;™.

As fungoes harmonicas esféricas também desempenham um papel na teoria de representagoes do grupo SO(3). Ha
também generalizagoes das fungoes harmonicas esféricas para as esferas $” com n > 3. Essas generalizagoes sao estudadas,
por exemplo, em [185].

e A paridade das fungoes harmoénicas esféricas

A transformacdo que leva cada vetor Z € R® no vetor — € R? é frequentemente denominada operacdo de paridade
ou inversao de paridade ou troca de paridade. Trata-se, evidentemente, de uma reflexao em torno da origem. No contexto
da Mecanica Quantica é importante estudar como fungoes de onda transformam-se por tal reflexao. Para coordenadas
esféricas (r, 6, ¢) a inversao de paridade é a transformagao (r, 8, @) — (r, 7 — 0, ¢ + 7). Verifique!

Vamos determinar a forma como as fungoes harmonicas esféricas transformam-se pela inversao de paridade. Com a
transformacao 0 — 7 — 6, temos cos() — — cos(f) e sen (f) — sen (#). Com isso, vemos imediatamente de (16.63) que

P (cos(m —0)) = (=1)i=lm P™(cos(0)) .

Ao mesmo tempo, é claro que e™(¥+™) = (—1)meim?  Segue desses dois fatos e da definicio (16.75) das funcoes
harmonicas esféricas que

V" (r—0, o+7) = (=)', ), (16.84)
pois —|m| + m é sempre um numero par (igual a 0 ou a 2m, caso m seja positivo ou negativo, respectivamente). A
expressao (16.84) indica a forma como as fungbes harmoénicas esféricas transformam-se por troca de paridade.

16.2.2.2 Formula de Adigao de Fungoes Harmonicas Esféricas

Oa polinomios de Legendre e as fungoes harmonicas esféricas possuem uma propriedade especial utilizada na Eletrostatica
(na chamada expansdo de multipolos, vide pdgina 837) e na Mecanica Quantica, o chamado teorema de adigdo de
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fungoes harmonicas esféricas, ou formula de adicdo de funcoes harmoénicas esféricas. No que segue apresentaremos a
demonstragao dessa propriedade. Comegamos com uma observagao sobre o operador Laplaciano.

e Invariancia por rotagoes do Laplaciano

Consideremos um sistema de coordenadas Cartesianas em R? onde cada ponto do espaco é descrito por uma tripla
1 . ~ . . ~ ~ A ~ .
<£2) definidas em relagao a um sistema de coordenadas ortonormais Z, y e 2. Por uma rotacao desse sistema de
3
@}

. z1 ,
coordenadas, as coordenadas de cada ponto do espago sao transformadas segundo (93’2) =R <£2)7 onde R é uma
3

@
3
matriz ortogonal, ou seja, satisfazendo R R = RRT = 1. Assim, para cada i = 1, 2, 3 vale 2} = E R;;x;. Note que
j=1
ozl ~ . 7 s s .
para todos a e b vale 6;“ = Rup, que sao constantes. Com isso, é facil ver que o operador Laplaciano em coordenadas
b

Cartesianas ¢é invariante por rotagoes. De fato,

5, 92 2 SO D, O O SRR o 0
A=D 07 =222 hu oe anba, = 2a2m 2 PuBmigan

=1 m=1 m
3 3 3
o 0 0?
= Z Z 6lma 893’ Z )
=1 m=1 =1
como queriamos provar. O operador Laplaciano pode ser escrito em coordenadas esféricas como
10 0 1 0 0 1 0?
A = 2 —L?, d L? = —— 0 —_— . 16.85
r2 or ( 87") + onee sen @ 00 (sen )89 + (senf)? 9p? ( )
Como a coordenada radial é invariante por rotagoes, concluimos que
1 0 0 1 0? 1 0 0 1 0?
L? = (1%’ ' — 0 — = —— 4 T
(%) ot s, sen 6 90 (sen )69 + (sen 6)2 Op? sen 6’ 00’ (sen )89’ + (sen )2 dyp'2

Acima 6 e ¢’ sao os angulos polares em relacao aos eixos definidos por 2 e 2/, respectivamente, e ¢ e ' sao os correspon-
dentes angulos azimutais.

O estudante familiarizado com a Mecéanica Quantica ha de perceber que o uso da notacdo L? para denotar a parte
angular do operador Laplaciano provém da forma do operador momento angular orbital (ao quadrado) em coordenadas
esféricas de um sistema composto por uma particula.

Para o que segue o estudante deve recordar também que, segundo (16.77) (vide também a equagao (42.45) e seguintes,
pagina 2273), as fungdes harmonicas esféricas satisfazem L2 Y™ (0, ¢) = I(1+ 1)Y;™(0, ¢).

e Formula de adigao de fungoes harmonicas esféricas

Sejam 7 e 7’ dois versores em R3. Suas coordenadas Cartesianas em relacio a algum sistema de referéncia ortogonal
definido por trés versores &, g e Z podem ser escritas em termos dos angulos polar e azimutal de um sistema de coordenadas
esféricas obtidas da maneira usual a partir do eixo definido por Z como

n = (sen(f)cos(y), sen (6)sen (y), cos(d)) e A’ = (sen(#')cos(¢’), sen(#)sen (¢’), cos(d')) .
Seja 6" o angulo entre as dire¢oes que estes vetores definem, de sorte que 7 - 7/ = cos@”’. Naturalmente, escrevendo
explicitamente o produto escalar 7 - 7/ em termos das componentes de 7 e i/, obtemos

cos@’ = cosf cos® + senf sen@’ cos (¢’ — ) ,
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expressao essa que relaciona 6 aos angulos 6, p, ' e ¢’.

Se realizarmos uma rotacgao do sistema de coordenadas de modo a fazer o versor 7 coincidir com o novo eixo 2, as
coordenadas que descreverao o vetor # serdao (0, 0, 1) e, como o dngulo entre 7 e 7/ é preservado, as coordenadas que
= A/ x /! /! /! /! /!
descreverdo o vetor 7/ serdo (sen (") cos(¢”), sen (6”)sen (¢”), cos(6")).

Denotamos por (LQ)/ o operador diferencial definido em (16 85) referente as coordenadas 6’ e ¢’ e por (LQ)H corres-
pondente o operador diferencial referente as coordenadas 0" e cp Como mencionamos acima, a invariancia do Laplaciano
por rotagoes de sistemas de coordenadas implica (L2) (LQ)

Sendo uma funcéo continua de ' e ¢, a fungdo P;(cos6”) = P(cosf cost’ + senf send’ cos (¢’ — ¢)) pode ser
desenvolvida em série de fungoes harmonicas esféricas

Py(cos0") Z Z Cnm (0, @) YO, ¢") (16.86)

n=0m=—n
mas sé comparecem acima termos com n = l, a saber, tem-se

1
Py(cosf") = Z cam (0, ©) Y™ (0, &) . (16.87)
m=—I
Para provar (16.87) notamos que P;(cos@”) satisfaz (LQ)HPl (cos0") = I(I + 1)P(cosf”) pois, devido a (16.76), tem-se

Pi(cosb") = 2;111 V20", ). Dessa forma,

4D D eam(@.0) Y0, @) = UL+ 1)Pi(cost”) = (L?)"Pi(cos”) = (L?) Py(cost”)

n=0m=—n

n

=SS a0, ) (£3)Y) =3 cunll, 9l + YO ).

n=0m=-n n=0m=-n

Assim, estabelecemos que

33 [10+1) = n(n + 1) eam(6, 9) YO, &) = 0,

n=0m=-—n
o que implica que para todos 6 e ¢ tem-se c,m (0, @) = 0 sempre que n(n + 1) # (I + 1), ou seja, sempre que n # | (a
outra solugdo para n da equagdo n(n+ 1) —I(I+1) =0 é n = —1 — 1, que é negativa e, portanto, deve ser descartada).
Isso estabeleceu (16.87).

De maneira totalmente andloga é possivel estabelecer que

!
YO, @) = > a0, @) (07, o). (16.88)
g=—1

Por (16.86) e usando as relagoes de ortogonalidade das fungdes harmoénicas esféricas, temos

cim (6, ) = / Py(cos 0 Y (@, gy LY Z ar (@ / Py(cos0)VI(07, &) dSY" .
q=—1
Lembrando por (16.76) que P;(cos0”) = Q?J’:l Y2(6”, ¢") e usando as relagoes de ortogonalidade das fungoes harmonicas
esféricas, obtemos,
4T ————
cm(0, ) =\ 577 9o (B @) - (16.89)

No caso em que . = f/ tem-se, naturalmente, § = 0’ e p = ', mas também tem-se §” = 0. A expressio (16.88)
afirma, entao, que

Y0, ) = > a0, 9) Y0, ¢) .
q=—1
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Agora, pela definigao (16.75), vale

Y0, ) = (<17 T | 8+Z§: (1) e'te".
21

1
Como Pf(1) = 0 para ¢ # 0 e P’(1) = 1, obtemos Y, (0, ¢) = 1/ 4—; ap (0, ¢) e, portanto, ajy(0, ¢) =
S Y™(0, ¢). Levando isso a (16.89), obtemos

20+1
AT —ri——
am(0, ¢) = 01 Yo, o),
Portanto, obtemos por (16.86)
l
4 =
Pileost") = g 20 Y0 DY, &)

m=—1

Como Py(cosf”) é real, podemos escrever isso também na forma

l

dm S

Pi(cost") = 5= PRI (DN (16.90)
m=—I

Esta é a chamada férmula de adi¢ao das func¢des harmonicas esféricas ou teorema de adicao das fungoes harmoénicas
esféricas. Note que (16.90) afirma também que

!
—m) o
Py(cosf") = Z %Pf@(cos@) P (cos ') ™ =) (16.91)
m)!
m=—I
ou seja,
!

_ |
Py(cos0”) = P/(cos®) P(cost) + 2 Z %le(cos 0) P (cos8') cosm(¢' — @) . (16.92)

m=1 ’

Para o caso em que § = 0" e p = ¢’ tem-se §” =0 e a relagdo (16.90) informa que

20+1

l
Y. e o = = —, (16.93)

m=—1

relagao esta valida para todos 6 e ¢. FEssa relagao é por vezes denominada regra de soma de quadrados de funcoes
harmonicas esféricas.

e Aplicacao a Eletrostatica. Expansao de multipolos

Apresentaremos aqui uma aplicacao da férmula de adicdo de harmonicos esféricos a Eletrostatica.

Sejam Z e & dois vetores em R? cujas componentes Cartesianas escritas em termos de um sistema de coordenadas
esféricas sejam

Z = (rsen(f)cos(p), rsen(f)sen (p), rcos(d)) e ' = (r'sen(0)cos(¢’), ' sen () sen (¢), r' cos(6')) .
Naturalmente, para T # T’ vale

1 1
1 1 ) T2 () eoser 1 ()
lZ=-21 — IZP+ 7 - 277 1 !

T1-2(2) coser + ()]

ser’ <r,

, ser<r
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onde 0" é o angulo entre & e &’ (de sorte que Z - & = 71’ cos9”).

Usando a expressao (16.46), pdgina 825, a férmula da fungdo geratriz dos polinénios de Legendre, escrevemos

x 7

ZEPZ(COSHN), ser’ <r,
1=0

1
EErl
ZT—H P(cos0"), ser<r'.
r
1=0

Podemos agora fazer uso da férmula de adigdo (16.90) e obter

47TZZ 21-4-1(” (e 90))(%), ser’ <r,

=0 m=—1
1

(16.94)
I =2 —

1 (Y@, &)
47TZ Z 20+1 < l 7a(/l+1(p)> (7“1 Y;"(6, @)) ,  oser<r.

=0 m=—1

O interesse na expressdo acima reside no fato de que as contribuigdes de ¥ e ¥ ocorrem de forma fatorizada em cada
termo das somas em [ e m (os fatores entre parénteses).

Vams agora aplicar as expressoes acima & Eletrostética (como referéncias gerais citamos [202], [149] ou [335]). Seja
dada uma distribuigdo de cargas p(Z') e vamos supor que ao potencial elétrico ¢(Z) nao é imposta nenhuma condigao
de contorno, exceto anular-se no infinito. Sabemos que em tal caso a equacio de Poisson?® A¢ = 7-6% tem por solugao

¢(%) =

Se p tiver suporte compacto, de forma que para algum R > 0 tenha-se p(Z’) = 0 para todo &’ com ||Z’|| > R, entao
para todo & satisfazendo ||Z|| > R podemos usar (16.94) (para o caso 1’ < 1) e escrever

N 1 = : le }/lm(e, 90)

_,7_),, d*# se p decair a zero suficientemente rapido no infinito.
dmeg ) || — 2|

onde
oo pm 2T
Qum = /P(_")( Ty, ')) &P = / / / p(r', 0, &) () T2Y (0, @) sent dy' do'dr' . (16.96)
o Jo Jo

A expansdo (16.95) é denominada expansao de multipolos para o potencial ¢. Os coeficientes @, dados em (16.96) sdo
denominados momentos de multipolo.

Usando que Y = \/—, vemos que prlmelro termo da expansao de multipolos (correspondente ao termo com [ = 0) é

Q001 gendo que, por (16.96), Qoo = \/— [ p(& ) d3F = Q\t/‘”—“’ sendo Qyotq; & carga total da distribuicao p. Percebemos

eoV4nm T
que o primeiro termo da expansao de multlpolos corresponde & bem-conhecida Lei de Coulomb?' e podemos assim

compreender os demais como sendo correcoes a essa lei para distribuicoes de carga gerais p.

Mais detalhes sobre usos da expansao de multipolos na Eletrostatica podem ser encontrados em bons livros de
Eletromagnetismo (e.g. [202], [149] ou [335]).

16.2.3 Propriedades dos Polinémios de Hermite

e Relagoes de ortogonalidade para os polinémios de Hermite

li
A equacdo de Hermite (e_a”2 y’(x)) + )\e_“‘zy(x) = 0 é tipicamente considerada no intervalo J = (—oo, 00). Aqui

20Siméon Denis Poisson (1781-1840).
21Charles Augustin de Coulomb (1736-1806).
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p(z) = e, q(z) =0, r(z) = e=*" ¢ = A. Note que p(z) > 0er(z) >0 em todo J = (—o0, 00). Os polindmios de
Hermite H,,(z) foram definidos?? em (15.20) por

(=1)*m! ok

H,, = E ——— (2z)™ . 16.97
(z) = k! (m — 2k)! (22) ( )

onde |m/2| é o maior inteiro menor ou igual a m/2, e sdo solugdes da equagido de Hermite com p = 2m.

Como p(x) decai a zero para © — +o00 e os H,,(x) s@o polindmios, vale para os polinémios de Hermite a relagao
(16.23) e concluimos pelo Teorema 16.1 que

/ Hy(z)Hp(z) e dz = 0 (16.98)
para todo n # m, com m, n =0, 1, 2, 3, .... Para calcular as integrais acima no caso n = m, podemos elegantemente
usar as relacoes

Hpi1(z) = 2aHp(x) —2nHy_1(z) , (16.99)

as quais serdo provadas mais abaixo (expressao (16.106)). Seja Ay := 7 (Hp(x))? e~ dz. Tem-se que

2nA,_1 = / (2an,1(:c)) H,_1(x) e da
(16.99) / (2zHy(2)) Hy—1(2) e~ dp f/ Hpt1(x) Hoo1 (2) e dp

=0 POr (16.98)

= /_00 H,(z) (20Hp—1(z)) e da

(16.99) / H,(z) Hy(x) e dz + (2n — 2)/ H,(z) Hy—2(x) e dx

=0 por (16.98)
= A, .

Logo, A, = (2n)A,_1, ou seja, A, = (2n)!l Ag = 2"n! Ag. Como Ay = [~ e~ dy = /7, concluimos que

[ee]
/ Hy(2)Hp (z) e do = 20T 6. (16.100)
—00

para todos m, n > 0. Estas sao as relacdoes de ortogonalidade dos polinomios de Hermite.

No Capitulo 17, pagina 8281, ¢é demonstrada a importante propriedade de completeza dos polinomios de Hermite no
espaco de Hilbert L?(R, e~ dx).

e A funcgao geratriz exponencial dos polinémios de Hermite

Vamos aqui considerar a fungao geratriz exponencial dos polinémios de Hermite e provar que a mesma satisfaz

[ee]
H,
3 (@) pn _ 2ottt (16.101)
— n!

22 Adverténcia. Nestas notas usamos a chamada “definicdo fisica” dos polinémios de Hermite. H4 uma outra convencdo, usada especial-
mente na Teoria das Probabilidades, que difere da defini¢do usada em Fisica por um fator constante e por um reescalonamento do argumento.
O leitor deve, por isso, ter cuidado ao comparar nossas expressoes com outras usadas em textos da Teoria das Probabilidades.
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Usando-se diretamente (16.97) e separando-se na soma n’s pares de n’s fmpares, segue que

> o, I) H2m 2 H2m+1 2
n _ t m m+1
$ 2l 5 Honle) o $ ()
n=0 m=0 m=0
B i i (71)19 (2x)2m72k $2m N i i (71)]@ (2x)2m+172k $2m+1
B ! — ] ! — !
2 £ (2m — 2k)] L TR (2m 4 1 - 2k)!

k (2x)2m_2k t2m oo oo (_1)k (2x)2m+1—2k t2m+1
k

(-1)
= ) K1 (2m — 2k)! 22 I(2m 11— 2k)!

k=0 m=k
x© (_1)k (2x)2mt2m+2k x©  x© (_1)k (2x)2m+1t2m+1+2k

m—m-+k
= z_: z:: K (2m)! 2.2 K (2m + 1)]

k=0m=0

o (_1)k t2k (th 2m t2k e (th)2m+1
- (B (B B (255

como queriamos provar.

e Férmula de Rodrigues para os polindmios de Hermite

Pelas nossas consideragoes gerais sobre as férmulas de Rodrigues, podemos presumir que os polinémios H,,, por serem
fl?

ortogonais entre si (vide (16.98)), possam ser expressos na forma (16.30) com r(z) = e, ou seja,
a _,
H,(x) = K, €" 2d —e *2,

onde K, sao con§tantes que dependem da normalizacao adotada. De fato, essa pressuposicgao é correta pois, multiplicando
(16.101) por e~*", obtem-se

o0 _ 2
e~ (@0 — > Hm(@)e™ (16.102)
m=0
Encarando o lado direito como a expansao em série de Taylor em ¢, em torno de ¢ = 0, da funcao do lado esquerdo,
concluimos que

dn
Hn(ac)eﬂ”2 = —ne*(z*t)2 ,

dt t=0

para todo n > 0. Com a mudanga de variavel u = x — ¢, C‘lit = du, ficamos com
2 dn 2 dn 2
Hn -z — (_1)" —u — (—1)" =—e7 7 |
@ = (" gme| = U e
Assim,
ar _,
Hy(z) = (“1)" ¥ —e " | (16.103)

dxn

para todo n > 0. Essa é a férmula de Rodrigues dos polinomios de Hermite.

E. 16.8 Ezercicio. Prove as relagdes de ortogonalidade (16.100) usando a relagdo (16.103), a relagdo (16.97) e integragio por partes.
o+
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e Relagoes de recorréncia para os polinémios de Hermite

Tomando-se a derivada em x de (16.103), é elementar constatar que

H!(z) = 2zH,(x) — Hpy1(2) . (16.104)
Ao mesmo tempo,
g2 dvtl
Hop(®) = ()" e e

2 d" d 2
_ -1 n+l z° * =z
(=1) ¢ dam (d:ce )

= 2(-1)" 6”26730—”” (:Ee_x2)

e $ ) (59 ()

= e (o () e (o)

= 2¢H,(z) — 2nH,_1(x) .

Assim, H,11(z) = 2¢H, () — 2nH,_1(x). Note que, como Hy(z) =1 e Hq(x) = 2z, essa identidade vale também para

n = 0. Reunindo isso com (16.104), somos conduzidos a H/ (x) = 2nH,_1(x), n > 0. Resumindo, obtemos as seguintes
relagoes:

H)(r) = 2zH,(v)— H,1(z), (16.105)

Hpiq(z) = 2zHp(x) —2nHp_1(z), (16.106)

H)(z) = 2nH, (z), (16.107)

vélidas para todo n > 0. Estas expressoes sao bastante uteis. A relagao (16.106), por exemplo, permite obter recursiva-
mente todos os H,,’s a partir de Ho(xz) =1 e Hy(z) = 2z.

Segue facilmente de (16.107) que para a p-ésima devivada de H,, tem-se

n'
HP(z) = 2 ———H, »(x 16.108
(@) = 2 Hoy ) (16.108)
para todo p € {0, ..., n}. Verifique! Essa relacio tem a seguinte consequéncia: usando-se a expansdo em série de
Taylor, segue que
> " (16.108) n!
n(@+y) HP (z)y? = HP (2)y” Hyyp()y”
ZZ:O ;)p (=) Zp' (n—p)! nerl

e, portanto,
oot ) = 3 () Haplo) 27 (16109

valida para todos z e y € C e n € INy.

16.2.3.1 As Funcgoes de Hermite

As chamadas funcoes de Hermite sao definidas por

ho(z) = cpHp(z)e ™ /2, (16.110)
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com x € N, n € Ny e onde
1

V2rnl/m .

Como podemos aprender na Secao 42.7, pagina 2324, essas funcoes sao as autofuncoes normalizadas do operador Hamil-
toniano para o oscilador harménico unidimensional. De acordo com (16.100), essas fungdes satisfazem

Cn =

/00 hn () (z) dz = Opm (16.111)

— 00

para todos n, m € Ny, como facilmente se verifica. Na Secao 17.2, pagina 884, aprendemos também que essas fungoes
formam uma base ortonormal completa no espaco de Hilbert L?(R, dz).

E. 16.9 Ezercicio. Usando as relagdes (16.105)—(16.107) e a definicdo (16.110), obtenha as relagdes

hn(z) = xha(z) — 20+ 1) hoti(z), (16.112)
Vit 1heii(z) = V2zha(z) = Viahai(z), (16.113)
ho(x) = V2nhai1(x) —xha(z), (16.114)

para todo n > 0. De (16.112) e (16.114) obtenha também

B (z) = \/ghn,l(x)ﬂ/";l T () (16.115)

Usando a férmula de Rodrigues (16.103) para os polindémios de Hermite H,,, podemos escrever

n 2270 A" 2
ho(z) = (=1)"cqe /de—ne : (16.116)

Essa férmula pode ser reescrita de uma forma que é mais conveniente para certos propositos. E muito facil perceber que
se f é uma funcao infinitamente diferenciavel, vale

6“2/2%f(x) - (% —ac) (1)

Verifique! Assim, tem-se a seguinte relagao operatorial:

ea:2/2di _ <di l‘) 6:62/2
X X

que nos permite escrever 612/2% = (% — x)n ¢**/2, Com isso obtemos a formula de Rodrigues para as funcgoes de
Hermite: N ]
hn($) = Cp (I - d_) e ” /2 ) (16117)
x

vélida para todo n € Ng. A relagao (16.117) pode ser também demonstrada por indugdo a partir de (16.112). Faga-o!

Na Secao 37.2.2, pagina 1897, provamos que as funcoes de Hermite sao autofungoes da transformada de Fourier, a
saber, que vale

para todo n € INy.
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Em livros de Mecéanica Quantica o estudante podera aprender que algumas das propriedades dos polinémios de
Hermite e das fungoes de Hermite que obtivemos acima podem ser provadas com o uso dos chamados operadores de
criagao e aniquilagao.

e Outras propriedades das fungoes de Hermite. A férmula de Mehler

Vamos demonstrar mais algumas identidades tteis a respeito de funcoes de Hermite e polonémios de Hermite?3. Nosso
ponto de partida é a relagao
2 1 > 2 .
e = — e S ST (g (16.118)
VT /—oo

Essa identidade pode ser facilmente demonstrada por integracao complexa. Neste texto sao apresentadas outras demons-
tragoes da mesma, por exemplo, na Proposicao 37.9, pagina 1889, e no Exercicio E. 37.61, pagina 1964.

Usando (16.118) em (16.116), obtemos
(—22’)"%63“2/2

[ee]
ho(z) = — she s H2isT g (16.119)
— 0o

E. 16.10 Ezercicio. Justifique por que é permitido diferenciar (16.118) sob o simbolo da integral. Algum conhecimento da teoria
das Trasformadas de Fourier pode ajudar. Vide Secdo 37.2, pagina 1878. *

A expressao (16.119) é uma representacao integral das fun¢ées de Hermite. Para os polindmios de Hermite ela significa

—2i)"e?” [ 2y ise
Hyr) = 200 7 np-stazise g (16.120)
VZ I

que é uma representacao integral dos polinémios de Hermite.

Por motivos que revelaremos adiante, vamos agora considerar a expressao
[ee]
Uz, z, z) = Zhn(x) hn(y) 2" (16.121)

comz, y € Reze Ccom |z| <1. Antes de prosseguirmos, fagamos um breve comentdrio sobre a convergéncia dessa
série. Temos por (16.119) que
2
2"c,e” /2 [ 7a7) 2070 (2EL
|hn(z)| < 27—"—— snes" ds 727 7( +) e /2
v R

onde T" é a fun¢do gama de Euler (Capitulo 7, pdgina 341). Usando na férmula acima as aproximagoes de Stirling (7.80)
e (7.88) para n! e I' (1), respectivamente, obtemos a estimativa assintética |h,(z)| < (21/47r’1/2)n’1/4ex2/2 (valida
para todo n grande o suficiente). No que concerne & dependéncia em x esta é uma estimativa muito grosseira para |h, (z)]
(é possivel provar que para todo z € R e todo n € Ny vale |h,(z)| < K, onde K = 1,086), mas ela é suficiente para
estabelecer que a série no lado direito de (16.121) é absolutamente convergente para z, y € R e z € C com |z| < 1.

Retornando a (16.121), usando (16.119) e a defini¢do de ¢, temos

(=*+y%)/2 2 o0 _ % _
U(gg7 x, Z) — e T Zzn(*l)n(Q)QnC% </ Sn6752+215x ds> </ tn67t2+21ty dt>

n=0 B -
o(@+y?)/2 ) ( 22575)
—s2—t242i(szHty)
S / / s szT+ty < E dsdt
(2 +y?)/2 ot 2424 9i(swtty)—2zst
e / / ds dt (16.122)

23Seguiremos as indicagdes de [39)].
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E. 16.11 Ezercicio. Prove isso e justifique a troca de ordem das integrais com a somatdria em n efetuada acima. "

Desejamos agora calcular a integral dupla do lado direito de (16.122). Isso é obtido por completamento de quadrados
e ha mais de uma forma de fazé-lo. Sugerimos escrever-se

2 _ 42 2 2 y— a2\’ —a? + 2ayz — y°
—s% —t° + 2i(sx + ty) — 2zst = —(s—i—(zt—ix)) —(1—2)(t—iﬁ) +( .0 ) .
-z -z

E. 16.12 Ezercicio. Prove isso. Isso pode ser feito partindo-se do lado esquerdo e chegando-se ao direito por completamento de
quadrados ou expandindo-se o lado direito e constatando-se que é igual ao esquerdo. o+

Com isso, temos

T 2
Uz, z, =) (16.122) el J:;;!z)/ / / —s?—t*+2i(sw+ty)—2zst g
s

e (G [ (o)) [

Agora,
00 2 00 2
ef(er(ztfiz)) ds — o / o (11— 52 (tzu> dit = i .
/_OO \/E . Xp ( ) 1— 22 /1 )

Vide Corolério 37.1, pagina 1890, em particular, vide (37.75) . Note-se que Re (1 —22) > 0, pois estamos supondo |z| < 1.

Assim, obtemos
1 14+ 22) (22 +9?) — 4
Clo a2 7%(( +22) (@ 4 ) xy) |

71/2/1 — 22 2(1 — 22)
ou seja,
3 2%)(a? %) — dxyz
;::Ohn(x) () 2 = ﬁe}(p ((1+ )g(lji)) day ) 6125,

parax, y € Re z € C com |z| < 1. Essa relacio é por vezes denominada férmula de Mehler**. Usando-se (16.110),
obtemos disso também

>~ H H n 1 —22(2? + y?) + 2zyz
5 n(r) Ho(y) 2" exp (2 +9°) +2ayz) (16.124)
e 2np! 1 — 22 1—22

Verifique! O lado esquerdo da expressao (16.123) é relevante na Mecanica Quéantica (daf nosso interesse pela mesma) por
estar relacionada ao chamado propagador do oscilador harmoénico unidimensional. Vide pagina 2326.

E ficil constatar que (16.123) pode ser reescrita como

nz::ohn(ac) hn(y) 2" = 7r(1 sz)(l — exp [—i (%(.ﬁ +y)? + 1 i_j(ac — y)Q)] . (16.125)

Verifique! No limite formal z — 1 a expressao do lado direito aproxima-se de uma sequéncia delta de Dirac (compare-se
com (37.171), pagina 1917, com o pardmetro n que ocorre naquela expressao substituido por 1/4/2(1 — z)) e obtemos

S (@) haly) = 6z 1) (16.126)

n=0

(6 sendo a distribuicao delta de Dirac). Essa relagdo deve ser entendida no sentido de distribui¢oes temperadas (Secao
37.3, pagina 1914) e é uma manifestacio da completeza das funcdes de Hermite em L?(R, dx), demonstrada na Secao
17.2, pagina 884.

24Gustav Ferdinand Mehler (1835-1895).
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16.2.4 Propriedades dos Polindmios de Tchebychev

Os polinémios de Tchebychev foram introduzidos na Sec¢do 15.1.5, pagina 757 (vide particularmente a péagina 758). Os
polindmios de Tchebychev desempenham um papel importante na teoria das aproximacgoes de fungoes continuas por
polindmios, mas no tratamento resumido que aqui prentedemos vamos mencionar apenas as relagoes de ortogonalidade
que eles satisfazem.

e Relagoes de ortogonalidade dos polinémios de Tchebychev

Os polindmios de Tchebychev podem ser expressos no intervalo [—1, 1] por
Tin(z) = cos (marccos(z)) ,
para m € INg. Os polinémios de Tchebychev sao solugao da equacao de Tchebychev
(1=2%)y"(2) = 29/ (z) + m?y(2) = 0

para m € INg. Como jd observamos (vide pdgina 814), a forma candnica de Liouville da equagao de Tchebychev é
I

(\/ 1— a2 y'(:c)) +m?

Assim, identificamos p(z) = V1 — 22, ¢(z) = 0, r(z) = 1/v/1 — 22 e p = m?. Por nossas consideragoes anteriores, devem

1
V1—2z2

1

1
valer relacoes de ortogonalidade do tipo / T ()T () dx = K0, para certas constantes K,. De fato, a
1

mudanga de varidveis y = arccos(z) permite-nos escrever

! T ()T () L cos (m arccos(x)) cos (n arccos(ac)) y=arccos(z) [T
—————dr = dx = cos(my) cos(ny) d
[1 V1—2z? /,1 V1—22 A (my) cos(ny) dy

™ ’/T(S()’m, n:O,mG]NO.
/ cos(my) cos(ny) dy (56.65)

50n,m, n,meNN,

Logo,

1
1
T ()T () ———=dx = Kpom.n , 16.127
| T — , (16.127)
com Ko =7m/2 e K, = 7 para n > 0. Essas sdo as relagoes de ortogonalidade dos polinémios de Tchebychev. Devido
as mesmas, os polindémios de Tchebychev normalizados Q,,(z) := T, (x)/v Kpn, n € Ny, compde um conjunto ortonormal

completo no espaco de Hilbert L2 ((—1, 1), dx). Disso trataremos na Secao 17.1, pagina 881.

1
Viat
16.2.5 Propriedades dos Polindmios de Laguerre

e Relagoes de ortogonalidade para os polinémios de Laguerre

A equacdo de Laguerre® (ze*y/(z)) 4+ Xe “y(x) = 0 é tipicamente considerada no intervalo J = [0, co). Para ela
tem-se p(z) = ze™%, q(x) =0, r(x) = e % e p = \. Note que p(z) >0 em J° = (0, 00), e anula-se em z = 0 e no infinito.
Além disso, r(x) > 0 em todo J = [0, 00). Os polinémios de Laguerre foram definidos em (15.141) por

Lin(z) = g(—l)"%! (7:) " (16.128)

25Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).
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e representam solugoes da equagdo de Laguerre em J = [0, oo) para p = m. E bastante claro que para os polinomios de
Laguerre vale a condicao (16.23) e, portanto, pelo Teorema 16.1, segue que

(o)
/ Lo(x)Lp(z) e % dx = 0 (16.129)
0
para todo n # m, com m, n =0, 1, 2, 3, .... Notemos também aqui que (16.129) implica
o0
/ "L (x) e dr = 0 (16.130)
0

para todo k < m, pois os mondmios 2 podem ser escritos como combinacdes lineares dos polinémios L,’s com n < m.
Para calcular as integrais de (16.129) no caso m = n podemos fazer uso da identidade

Li(@) = (n+1)L(x) — (n+1)Ly() (16.131)

que serd demonstrada mais abaixo (expressao (16.135)). Com ela, vé-se que
o0 o0
(n + 1)/ Lo(2)? e da - / Ln(:c)<(n n 1)Ln(:c)) e~ dx
0 0

(16.131)

) [ rae e b [ L@ e

=0 Por (16.130)

int. por partes —Lp(x) Ly (z)e™®

00 o0
. —|—/ L (z)Lyps1(z) e dx
0

=0 por (16.130)

- /00 Ly(x)Lpi1(z) e % dx
0

=0 por (16.129)

(16.128)

= Ln(0)Ln11(0) (n+1)(nh)?.

Concluimos assim que

/ Ln(@)Dm (@) € dz = (n!)? 6. (16.132)
0

para todos n, m > 0. Estas sao as relacoes de ortogonalidade para os polinomios de Laguerre.

e Formula de Rodrigues para os polindmios de Laguerre

Pela ortogonalidade dos polinémios de Laguerre (16.129), podemos presumir, sob a luz das consideragoes da Segao
16.1.2, pdgina 820, que os polindémios de Laguerre satisfazem, por (16.28), uma relagdo como

1 d'fﬂ
r(z) de™

d'fﬂ )
Liy(z) == Kp, (r(x) acm> = K, e* d:c—m(xm e_“) , (16.133)

onde K,, é uma constante dependente da normalizacao adotada. De fato, pela regra de Leibniz,
x am m _—x _ x < m an—r m d? —x
€ dx™ (x € ) - ° z; P dxm_f’x %e
p:

m
|
- (1>’7<Z> et Y Lt
. |

p=




JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 16 847/2584

Assim, K,, = 1 e concluimos que
x dm m —x
L) = ¢ — (:c e ) : (16.134)

para todo m > 0. Esta é a formula de Rodrigues para os polinémios de Laguerre.

e Relacoes de recorréncia para os polinémios de Laguerre

Por (16.134), é elementar constatar que

L, . (x) = e’ At ™l e™) 4 e A od Mt
m+1 a daxm+1 dxmt1 dx

i dm-i-l dm+1 i
= Liii(x) + (m+1)e” (xm e‘”) —e” (Jcm'H e‘“)

dxm"rl dmerl
(16.134) L amtt ,od dam oo
s (m+1e W(IC e ) = (m+1)e @dxm<x e )
d g/ _
= (m+ e (L))
= —(m+1DLp() + (m+ 1L, () .
Estabelecemos assim que
Ly () = (m+ 1)L, () = (m+ 1) Lin(2) , (16.135)

m > 0. Essa é uma das férmulas de recorréncia para os polinomios de Laguerre, a qual empregamos acima para provar
as relagoes de ortogonalidade (16.132) no caso m = n. H4 uma segunda, da qual trataremos agora. Pela férmula de
Rodrigues vale

m m
L (z) 0L o dim (:vm e“”) = € dim [z (z™ ' e™™)]
eibniz . - m dP dm—r 1
e 3 (5) () d )
p:
x dm m—1_—x x dmil m—1_—x
= r o (@™ 'e™") + me e (z™te™)

. d A
= e’ x . (6_1 Lm_l(ac)) +mLy,_1(z)

= —xLy—1(z) + L), _1(z) + mLy,_1(x) .
Estabelecemos que
L(z) = —xLpm_1(x) + L), _1(x) + mLy_1(x) (16.136)

o que também implica (fazendo m — m + 1)
Lyii1(z) = —xLp(x) + zL), () + (m+ 1)Ly (z) . (16.137)
Multiplicando ambos os lados de (16.136) por —m e somando o resultado a (16.137), teremos:

Lyt1(x) = mLy () = —xLy(z) + 2L, (z) + (m+ 1)Ly (x) + mzLy,—1(z) — maL]

m—1

() = m*Ly,_1(z) . (16.138)

Por (16.135), os termos zL/, () — mzxL] (x)) (16.13%) —maLy,—1(x). Introduzindo isso de

ro_1(x) valem z(L, () —mL]
volta a (16.138), inferimos que

m—1

Lpi1(x) = (2m — 2+ 1)Ly (z) — m?Lpy_1 () .
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Resumindo nossas conclusoes, estabelecemos as seguintes relagoes:

Lia(z) = (m+1)Ly,(x) = (m+1)Ln(z) (16.139)

Lpsi(z) = (2m—x+1)Ly(x) —m? L1 (z) . (16.140)

Essas relagoes sdo denominadas férmulas de recorréncia para os polinémios de Laguerre. A relagdo (16.140), em parti-
cular, permite obter recursivamente todos os L,,(x)’s a partir de Lo(z) =1e Li(z) =1 — x.

e A fungao geratriz exponencial dos polin6mios de Laguerre

Partindo de (16.128) obtemos para a fungéo geratriz exponencial dos polinémios de Laguerre

Llx, t) =Y L’;f'x) tm
m=0 :

o seguinte desenvolvimento?S:

Lz, t) = i zm:(—l)"% (Z:) g = i_o: i(—l)”% (7:) " ™ (16.141)

m=0n=0

= Y (-1 — (Z <n) t ) (16.142)
n=0 m=n
Agora,
i m gm momn ﬁ i (m+n)'tm
tn 0 n o Jdr 0
= = — = — [y
N T 1S
m=0 m=0
tTL dTL tTL
T nlam (1 t)
Leibniz " ~ n dr ar—r 1
= — " 1—t
7 26) (@) (@=0-07)
p=0
_ " zn: n n! n—p (n—p)!
nl 22\p) \G )l =i
"~ (n t \"" tn t\" tn
1—1t = \p 1—1t 1—t 1—t (1 —t)ntt
Retornando com isso a (16.142), temos
1 & (=0 [ oxt \"
L(x, t) =
(z, ) 14% n! (1t) '
e assim concluimos que
xt
A
Lz, t) = ———— . (16.143)

Essa é a funcdo geratriz exponencial dos polinémios de Laguerre.

26 Assumimos [t| e |x| pequenos o suficiente para justificar as diversas manipulagdes que faremos.
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16.2.6 Propriedades dos Polindmios de Laguerre Associados
A equagao de Laguerre associada
2y +(m+1—2)y +(n—m)y = 0, (16.144)

com m e n inteiros com 0 < m < n, é tipicamente considerada no intervalo J = [0, o0). A mesma pode ser ser levada a
forma canénica (16.5), transformando-se em

(z™ e "y () + (n —m)z™e *y(z) = 0.
Tem-se, portanto, p(z) = 2™ le™®, q(x)

p(x) = 2™ Hle ", g(x) = —ma™e
escolhas.

0, 7(x) = z™e™ ™ e p = n — m. Uma alternativa talvez melhor é tomar-se
= 2™e ® e u = n. Note-se que p(x) e r(x) s@o os mesmos em ambas as

Os polinémios de Laguerre associados foram definidos em (15.166) e expressoes seguintes por?”

m dm dm . dn I n]
Ly (@) = ——Ln(v) = —— ( T >> Z ) (m+ k) kL (16.145)

com 0 < m < n. O polinémio lem) ¢ a unica solugdo de (16.144) que é regular em x = 0. E de se notar que, por essa
definigao, tem-se
LO(z) = Ly(z) (16.146)

para todo n > 0 e, portanto, os polinémios de Laguerre sao polinémios de Laguerre associados.

E. 16.13 Ezercicio. Mostre que
(D"l d

L™ (2) = @ e )

(n—m)!

-
E bastante elementar constatar que, com m fixo, as fungoes L%m)
J =0, 00). Assim, vale que

com n > m satisfazem (16.23) para o intervalo

o0
/ L (z) Lglrln)(x) e dp — 0 (16.147)
0

sempre que n # n’. Para calcular a integral acima no caso n’ = n fazemos uso da relagao (16.154), que serd demonstrada
logo adiante. Tomando (16.154), substituindo n — n — 1 e multiplicando-a por n_lL%m)(x), obtemos
n—m 2 m m
) (@) = (2n—m -2~ DL @L@) — (0= DL @)L @)

n n n
Tomando (16.154) e multiplicando-a por (n + 1)_1L§L"_L)1 (x), obtemos

(n+1fm) (m)

(M) (N (o o (m) (o7 m) oy 2 rm) o \)?
1 L@ 5(@) = (2n—m—a+ DL @)Ly T () — 07 Ly ()

Subtraindo uma expressao da outra, obtemos

(0= () L=

n n+1 ntl

n

= <2L{ (@) LG (@) — (n = DL (@)L (@) +n? (L) <x>)2 :

27Mais uma vez advertimos o leitor do fato de haver vérias convencées distintas quanto & definicdo dos polinémios de Laguerre associados
na literatura. Para comparagéo, polinémios de Laguerre associados definidos em [245], que denotamos aqui por L7 (x), diferem dos nossos

L (z) da seguinte forma: L] (x) = ((n+17)n)l Lg:i)m( ).
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x

Multiplicando agora esta expressao por z™e ™%, integrando entre 0 e co e usando (16.147), ficamos com

3

/OOO (lem)(:c))2 x2Me ¥ dx = ﬁ /OOO (Lfﬁ)l(z)f e " dx .

A inducao pode ser feita diminuindo n até atingir o valor m, de onde extraimos que

/OOO (lem)(x)f et dr = ngm)' /OOO (Lgl)(:ﬂ)f e dx .

Pela ultima igualdade em (16.145), tem-se L%T)(x) = (=1)™ml. Ao mesmo tempo, [;° z™e"* dx = m!. Assim,

/OOO (L%m)(x))Q x2Me T dr = ((L)B .

n—m)!

Essa expressao pressupoe, naturalmente, 0 < m < n.

Concluimos assim que com nossas definigoes

oo 13
/ Lglm) ($) ngn) ($) e " dr = % 571, n' - (16'148)
0 - .

Essas sao as relacoes de ortogonalidade dos polindmios de Laguerre associados.

Comentdrio para o leitor mais avang¢ado. Chamamos & atencao do leitor o fato que as relagdes de ortogonalidade (16.148)
nao sao as relagoes de ortogonalidade da parte radial das autofuncgoes de energia do atomo de hidrogénio. Para cada

I > 0 as fungoes plefﬁLgf;rl) (g), com p > [+ 1, satisfazem as relagoes de ortogonalidade,
00 L, ) 2l+4(( +l)!)3
| —2p,L(%l+1) P lo—5 1, (21+1) p 2dp = 5. ., p p 16.149
/0 [pe v\ )] 1PC e \p) ] P T e T Ty ( )

as quais discutiremos na Segao 42.8, pagina 2327. Lamentavelmente, alguns livros-texto discutem incorretamente esse
ponto quando tratam do d4tomo de hidrogénio. Uma exce¢do, um tanto surpreendentemente, é [15].

e Uma consequéncia de (16.148) empregada no estudo do dtomo de hidrogénio

As relagoes (16.148) implicam um resultado que é usado no contexto do dtomo de hidrogénio. Trata-se do seguinte:
no caso n =n' (16.148) diz-nos que

F e m—e _ ()
/0 (L;)(x)) ame Pdr = ——————

(n—m)!"

No problema do dtomo de hidrogénio surge a necessidade de se determinar a integral

/ (LW(I)) g™ le= dy (16.150)
0

que difere da anterior pois o fator ™ ¢ substituido por z™*!

relagao

. Essa iltima integral pode ser calculada empregando-se a
B (n +1— m)L(m)
n+ 1 n+1

que serd provada logo abaixo (expressdo (16.154)). Inserindo-a em (16.150) e usando as relacoes de ortogonalidade
(16.148), obtem-se facilmente

eL0 (z) = () + (2n —m + 1)LE™ (2) — n?LI (2)

= (m) (e 2 S P (n!)3 —
/0 <L” ()) d 7(n_m)!(2 +1). (16.151)

Essa expressao serd usada quando da normalizacao das autofungoes de energia do atomo de hidrogénio.
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e Relagoes de recorréncia para os polinémios de Laguerre associados

Se explorarmos a primeira igualdade em (16.145), que define os polindémios L%m), algumas formulas de recorréncia

para os polinomios de Laguerre associados podem ser obtidas diretamente daquelas dos polinomios de Laguerre listadas
em (16.139)-(16.140) simplesmente diferenciando-as m vezes em relagéo a . Como facilmente se constata, obtem-se

LY (@) = (n+ DL (@) — (n+ 1)L () | (16.152)
LI () = @n—a+ 1)L (2) — mL{ D (@) —n?L™ (2) (16.153)

!
onde, em (16.152), usamos o fato evidente que Ll(m) () = Ll(mﬂ)(ac).

Tomando (16.152) e trocando m — m — 1, obtem-se L%mfl)(a:) = —(n—il)Lgﬁ)l(x) + LsLm)(ac) Inserindo isso em
(16.153), obtem-se
(m) — (m) 2 (m)
(n+1-m)L,1(x) = (n+1)2n—m —x+ 1)L () —n*(n+ 1)L, (z) . (16.154)

Essas relagoes sao denominadas formulas de recorréncia para os polinomios de Laguerre associados.

e A fungao geratriz exponencial dos polinéomios de Laguerre associados

A partir da definigdo (16.145) e de (16.143) é elementar constatar que a fungdo geratriz exponencial dos polindémios
de Laguerre associados é dada por

Los.(z, 1) = ZLl (z) th = (=)™¢ exp< ot > . (16.155)

Il (1 —t)m+t 1t

l=m

A soma acima comega com [ = m pois dci—‘le (x) =0 casom > 1.

e A equacao de Laguerre generalizada

A assim denominada equacdo de Laguerre generalizada é a equacao diferencial
2y"(2) + (a+1=2)y'(2) + ny(2) .
comn € INgea > —1, real. Trata-se de uma variante da equacao de Laguerre associada, pois a aqui nao é necessariamente

um inteiro.

E. 16.14 FEzercicio. Mostre que essa equacio tem uma solucido da forma de um polinémio
o - n\T(n+a+1)
L = -1 _ -
n(2) kzzo( ) <k> Tkta+1)

onde I é a fungdo Gama de Euler, apresentada no Capitulo 7, pagina 341. o,

E. 16.15 Ezercicio. Mostre que
Lo(z) = eszadd?(x"*ae*z) ;
z > 0. o,

E. 16.16 Ezercicio. Mostre que

se m # n. Calcule a integral no caso m = n. "

E. 16.17 Ezercicio. Para a = m, inteiro, mostre que

m)

@) = (cym Tl e gy
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16.2.7 Algumas Propriedades das Funcgoes de Bessel

Na presente secao apresentaremos algumas das propriedades mais importantes e mais empregadas das funcoes de Bessel,
especialmente as de ordem inteira. Devido a sua importancia em um sem-nimero de problemas aplicados, as fungoes de
Bessel e de Neumann tém sido intensamente estudadas nos tltimos duzentos anos e foi coletado um enorme conjunto de
informacgoes sobre as mesmas, gerando uma vasta literatura. Por isso, nossas pretensoes aqui sao relativamente modestas.
Um texto cldssico sobre o assunto é [411]. Outros excelentes sao [422], [185] e [245], mas todas as referéncias listadas &
péagina 748 tratam do assunto com maior ou menor grau de profundidade.

No estudo das propriedades das fungoes de Bessel J,(x) procederemos de um modo ligeiramente diferente do que
fizemos acima. Isso se d4 por véarias razoes. Uma delas é que as fungoes de Bessel nao sao polindmios, ao contrario dos
casos acima. Qutra é a natureza das relagoes de ortogonalidade dessas fungoes.

e Origens

As funcgoes de Bessel surgem em varios problemas da Fisica-Matematica, especialmente envolvendo a resolugao de
certas equagoes diferenciais em coordenadas cilindricas. O mais célebre desses problemas é aquele que estuda as vibragoes
de uma membrana circular (um tambor), problema encontrado em vérios livros-texto e que estudamos na Secao 42.6,
pégina 2322. Esse problema foi tratado pela primeira vez por Euler?® em 1764, antecedendo a Bessel. Em verdade, certas
funcdes de Bessel surgiram antes ainda, em 1703, na resolucio da chamada equacdo de Riccati?® por Jacob Bernoulli®’
(vide nota histérica & pdgina 654) e em 1732, em trabalhos de Daniel Bernoulli*! sobre o problema da corda vibrante
e suas variantes (vide problema da corda pendurada na Sec¢ao 42.5.2, pagina 2315). O trabalho do astronomo Bessel®?
no qual as fungdes que levam seu nome foram (re)encontradas é bem posterior e data de 1817, tendo sido publicado em
182433,

O problema que conduziu Bessel nao foi o de resolver uma equagao diferencial, mas o de determinar coeficientes de
Fourier que descrevem a trajetoria de um planeta em movimento periédico em uma érbita eliptica em torno do Sol e
obedecendo a sequnda lei de Kepler’*, segundo a qual o raio-vetor que conecta o Sol ao planeta em questdo varre 4reas
iguais em tempos iguais3®. Bessel obteve para esses coeficientes uma expressdo que vem a ser a representacio integral
das fungoes de Bessel que apresentamos em (16.186), mais abaixo. Posteriormente, identificou-se que esses coeficientes
representavam as fungoes previamente tratadas por Daniel Bernoulli e Euler, mas as mesmas acabaram sendo nomeadas
em honra a Bessel (segundo [180], o nome de Bessel foi atribuido & equacio diferencial por Schlémilch®® em 1857 (vide
[339]) e Lipschitz3” em 1859). Em seu trabalho, na verdade, Bessel estendeu resultados anteriores de Lagrange®, de
1769, o qual também dedicou-se a questao de determinar os coeficientes de Fourier que expressam como fungao do tempo
a distancia ao Sol de um planeta em orbita eliptica, calculando os trés primeiros.

A determinacao desses coeficientes de Fourier ndo é um mero exercicio académico, pois é importante para céalculos, via
teoria de perturbagoes, da influéncia gravitacional que os planetas exercem entre si e da consequente previsao de desvios
das suas orbitas elipticas. O estudo matematico de perturbagoes periédicas ou quase-periddicas em sistemas mecanicos
(ou em equagoes diferenciais, em geral) é um vasto assunto de pesquisa que tem desafiado intimeros pesquisadores até a
atualidade.

Outras informagoes histéricas sobre o desenvolvimento das fungdes de Bessel podem ser encontradas em [411]. Para
o tratamento do problema de Kepler com uso de funges de Bessel, vide [58] ou [175].

Bessel é também autor de dois outros importantes feitos cientificos, a proposigao da existéncia de estrelas bindrias e a
medigao da distancia ao Sol de uma outra estrela. Bessel foi um dos primeiros a propor a existéncia de estrelas binarias,
prevendo em 1834 a existéncia de uma companheira da estrela Sirius. Tal previsao foi possivel em funcao de medidas de
alta precisao, que Bessel produziu durante anos, da posicao de varias estrelas. Tais medidas indicavam um movimento

28Leonhard Euler (1707-1783).

29 Jacopo Francesco Riccati (1676-1754).

30 Jacob Bernoulli (1654-1705).

31Daniel Bernoulli (1700-1782).

32Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).

33F. W. Bessel, “Untersuchungen des Theils der planetarischen Stérungen, welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht”. Berliner
Abhandlungen, 1-52 (1824).

34 Johannes Kepler (1571-1630).

35Como todo estudante de Fisica bem sabe, isso é consequéncia da conservacio do momento angular sob uma forga central.

36Oscar Xavier Schlémilch (1823-1901).

37Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903).

38 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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eliptico periédico de Sirius cuja origem nao poderia ser explicada em termos de movimentos da Terra ou do sistema solar.
Bessel propos que esse movimento fosse devido a presenga de uma outra estrela menos brilhante nas proximidades de
Sirius e que ambas orbitavam em torno do centro de massa comum, explicando assim as observagoes. Em 1840, Bessel
anunciou a observacao de tais movimentos periédicos em outra estrela, a estrela Procyon.

A existéncia da companheira de Sirius foi confirmada por observacdes feitas em 1862 por A. G. Clark® e a de Procyon
em 1896, por J. M. Schaeberle?®, ambas apés a morte de Bessel. As estatisticas atuais indicam que cerca de metade
das estrelas da nossa galdxia é composta por estrelas bindrias. H4 também sistemas triplos de estrelas (com a-Centauri
sendo o exemplo mais popularmente conhecido), quddruplos (como e-Lyrae e como Capella, na constelagao de Auriga)
etc.

Um problema matemético, levantado pela primeira vez por Laplace*! em 1785 e ainda hoje em aberto, ao qual
nomes como o de Poincaré*? deram importantes contribuicdes, é o de saber se sistemas miltiplos como esses, ou como o
nosso préprio sistema solar, sao estaveis. Esse problema deu origem a uma importante area de pesquisa atual, a teoria
dos sistemas dindmicos*®. Métodos como os que Bessel e outros empregaram para a deteccdao de sistemas bindrios sao
empregados hoje em dia na deteccao de planetas orbitando estrelas, outro tema atual de pesquisa.

Bessel foi também o primeiro, em 1838, a determinar a distancia ao Sol de uma outra estrela, usando para tal o
método de paralaxe. A estrela em questao foi 61 Cygni e Bessel calculou sua distancia ao Sol como sendo cerca de 10
anos-luz. O valor atualmente aceito é de cerca de 10,7 anos-luz, ou 3,3 parsecs**. Com esse trabalho, Bessel contribuiu
para o estudo das escalas de distancia cosmoldgicas, tarefa em implementagao até os nossos dias.

e Relacoes de recorréncia para as fungoes de Bessel

Seja a funcdo de Bessel J,(x), definida em (15.107), pagina 776, por

SN e
Jo(z) = T 1T (5) , (16.156)

onde I' é a fungao gama de Euler, estudada no Capitulo 7, pagina 341. Consideremos provisoriamente v diferente de 0 ou
de um inteiro negativo (pois I'(y) diverge se y for um inteiro néo positivo. Vide Capitulo 7, pagina 341). Multiplicando
J,(x) por z¥ e diferenciando em relagdo a x, obtem-se

, B (71)]@ 1 2k+v .
& &) = de & RIT(k+1+v) <§> ()

> Bk + V) 1\ 2t (x)2k+21/—1
) 2

39 Alvan Graham Clark (1832-1897).

40 John Martin Schaeberle (1853-1924).

41Pjerre-Simon Laplace (1749-1827).

42 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

43Em verdade, boa parte da topologia moderna foi criada por Poincaré no seu tratamento do problema de estabilidade.

44Um ano-luz é a distancia que a luz percorre em um ano e corresponde a aproximadamente 9,46 102 km, ou 9, 5 trilhes de quilémetros.
Um parsec é definido como a distancia de um objeto cuja paralaxe em relacdo a Terra seja de um segundo de arco, uma medida de distancia
usada tradicionalmente na Astronomia. Um parsec corresponde a aproximadamente 3,262 anos-luz, ou 3,09 10'3 km.
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Multiplicando J, por 27" e diferenciando em relagao a x, obtem-se analogamente

d » B d oo (_1)k 1 2k+v ok
o @)= Ekz::ok!r( F1+v) (5) (=)

B o (71)1@ 1 2k+v—1 .
- zz:(kz—l)!f‘(k—i—l-i-u) <§) (@)™

k=1
- (—1)k x\ 2k+v—1
= xT —
Pt (k—DIT(k+1+v) (2)
Bkt L, e (_1)k z 2k+v+1
- v kzzok!l“( Y2+0) (2)
= —z Ty () .
Provamos assim que, para v # 0, —1, —2, —3.. .,
d v 14 d —V —V
%(:c J(@) = 2" Jy1(z) e ﬁ(:c Jo(@) = =z Jyq(2) . (16.157)

Adotando-se a ja mencionada definicdo J_,,(z) = (—1)™J,,(x), para m inteiro positivo ou zero, vemos que a expressao
acima também vale para v =0, —1, —2, —3....

E. 16.18 Ezercicio. Mostre isso! o,

Para v = 0, a segunda relagéo em (16.157) diz-nos que
Ji(x) = —Ji(), (16.158)

e para v = 1, a primeira relacdo em (16.157) diz-nos que
d
xdo(z) = %(Ijl(x)) . (16.159)

Expandindo as derivadas em (16.157), teremos que

o’ J(x) +va' T (2) = a¥J,i(x) e
eI () —ve T () = —x V() ,
ou seja,
zJ,(x) = zJy_1(z) — v, (2) e xJ,(x) = vl (x) —xd,q1() . (16.160)
Somando e subtraindo essas duas expressoes obtemos as seguintes relacoes importantes:
1
J(z) = i(Jy,l(z) - Jm(x)) : (16.161)
1
Jop1(x) = E(QZ/J,/(I) - ach_l(ac)) . (16.162)

Essas relagoes, validas para todo v € C, sao denominadas relagcdes de recorréncia das funcgées de Bessel. A segunda delas
permite, por exemplo, obter todas as fungdes J,,, com m inteiro positivo a partir de Jy e J;. Na verdade, por (16.158),
basta conhecer Jj e sua derivada. Vide adiante.
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Resumindo, obtivemos as seguintes relagoes

%(x”Jy(x)) = (), (16.163)
%(fuy(x)) = (), (16.164)
el@) = 2dr(z) - vdy(@), (16.165)
wI@) = vdy(z) —adp() (16.166)
B = (A - ha@), (16.167)
Joi(z) = é(zyjy(:c)—xjy_l(x)>, (16.168)

validas para todo v € C e todo x € C, z # 0.

Expressoes andlogas aquelas acima sdo também vélidas para as fungdes N, ().

e A relagao entre J, e Jop, n € N

A segunda expressao em (16.157) diz-nos que

1 d —v —(v
— @) = e ()
Disso segue imediatamente que
14 (27" I (2)) = (=) "z~ TV, (2) (16.169)
x dx ’

valida para todo v, x € C e n € INy. No caso particular em que v = 0, obtem-se,

1d
x dr

Jn(z) = (—=1)"z" < ) (Jo(z)) , (16.170)

vélida para todo z € C e n € Ny. A expressao (16.170) generaliza (16.158) e guarda certa semelhanga com as férmulas
de Rodrigues (vide Secao 16.1.2, pdgina 820, e, em particular, (16.40), pagina 823).

E. 16.19 Ezercicio. Obtenha (16.169) e (16.170) diretamente da definicdo (16.156). o,

e As relagoes integrais de Sonin

Para p e v € C tais que Re (v) > Re (1) > —1 vale a seguinte relagao entre J,, e J,:
(@) = ——2 5)" /1t“+1(1 — )T () dt (16.171)
Y Py —p) \2 0 ! ’ '

para todo = € C. Essa expressio é denominada rela¢do integral de Sonin*® entre funcoes de Bessel, ou também primeira
integral de Sonin ou primeira identidade de Sonin.

No caso em que v — pr € IN; (16.171) pode ser demonstrada a partir da primeira igualdade em (16.157) por integracao

45Nikolay Yakovlevich Sonin (1849-1915). Seu sobrenome é por vezes grafado como “Sonine”.
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e por indugdo. Apresentamos uma prova direta de (16.171) para o caso geral. Pela definigdo de J,,, tem-se

! - . ! - > —1)F ot 2
(1= ) T (at) de 02 / (1 —¢2) ! B s <—> dt
A (115" " u(at) ) (1= k;)k!r( Fl+p) \ 2

_ i (—1)F (E)QHM /1 pri (g tQ)Vﬂhl &t
LRI T(k+ 1+ 1) \2 o

(7.38) i (—1)* (E)%ﬂtlf(kz—ku#—l)f‘(u—u)
=R T(k+14p) \2 2 Fk+v+1)

v— z\ bV 2 —1)k N 2ktv
- () g%(i)m

- M (.

como queriamos mostrar.

E. 16.20 Ezercicio. Justifique a troca de integral pela somatéria realizada na segunda igualdade acima e entenda por que fazemos
a restricdo Re (v) > Re (p) > —1. o,

De (16.171), para u = 0 e Re (v) > 0, tem-se o seguinte caso particular relevante de (16.171):

2

Ju(x) = ) (g>y/01t(1 —2)" " o (at) dt (16.172)

vélido para Re () > 0 e para todo € C. Usando a primeira relagdo em (15.122), obtemos também, tomando-se p = 1/2
em (16.171),

1 2 z\v-1 [1 v—3/2
J(r) = ——— 2 (—) / 11— ¢2 £ dt 16.173
@) = Zro-12) 3 | ) sen (at) ( )
para Re (v) > 1/2 e z € C. Usando a segunda rela¢do em (15.122), obtemos também, tomando-se p = —1/2 em (16.171),
1 2 A v—1/2
J(r) = ———2 (—) / 1—¢2 t) dt | 16.174
@) = Ztoriy a) [, (-1 7 coslat) (16.174)
para Re (v) > —1/2 e z € C.
E. 16.21 Ezercicio. Verifique! "

Mais adiante (vide eqgs. (16.202) e (16.204)) usaremos (16.173) e (16.174) para obter certas transformadas de Fourier
relacionadas as fungoes de Bessel.

e A funcgao geratriz das fungoes de Bessel

A determinacao da funcao geratriz das fungoes de Bessel é importante, entre outras razoes, por nos permitir ob-
ter certas representacoes integrais para essas funcoes, representacoes essas que possuem grande relevancia em varias
aplicagoes.

Tomemos as fungoes de Bessel de ordem inteira definidas por

> —1)k N\ 2k+m
Tm(z) = %W (5) : (16.175)
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para m > 0, convencionando-se que J_,,(z) = (—1)"J,(x) (vide (15.125) e a discuss@o que lhe acompanha). Vamos
aqui considerar a fungao geratriz das funcoes de Bessel de ordem inteira, definida por

t) == Z t" T ()

m=—0oQ

para t # 0 e vamos provar que
= 1
3 () = exp (g <t —)) . (16.176)
m=—oo t

Dessa importante relacdo serao extraidos varios fatos tteis sobre as fungoes de Bessel de ordem inteira. Antes de
provarmos isso, mostremos que J(z, t) estd bem definida. Por (16.175), vale

2k+m T 1 |x|2k 1 jxm 2
z N N S E AL PEY
|_Zkz'k+m ‘2‘ ‘2 Zk! ‘2‘ m!‘2‘ € ’

de modo que

xt|™

3, O] < [Jo(@)]+ D [t 5

m=1

)

w22 N~ L
r)| < |Jo(x)| +e > =

m)!
m=1

L ele/2? i L ‘E
= m! 12t

sendo que as tltimas somas sdo convergentes para todo z € C e todo t € C com ¢ # 0, o que prova que J(z, t) é analitica
para todo xz € C e todo t € C com ¢ # 0.

‘ m

Podemos com isso demonstrar (16.176) de modo bem simples, tomando a derivada parcial em relagéo a x de J(z, t),
derivando termo a termo na soma (o que é permitido, devido & analiticidade) e usando (16.161):

0 = m
%H(x, t) ng_oot J () (16.177)
(16.161) 1 > m
= §m=§_oot Im—1( f—m_g_oot Imt1(x (16.178)

e % i N Z (@ (16.179)

k=—o0 l=—0c0

% (t - %) I(z, t) . (16.180)

Assim, J(z, t) satisfaz a equacao diferencial 8@

Q
—
8

~
~—
I
N =
—
~
\
=

) J(x, t), cuja solugao geral é

I, t) = f(t)exp<§ (t %)) |

para alguma funcao f(t). Agora, como J,,,(0) = 0 param # 0 e Jy(0) = 1, segue que J(0, t) = 1, o que implica f(t) =
provando (16.176).

Estudando a demonstracdo acima o leitor poderd reconhecer a importancia de definir-se J_,,(z) = (=1)"J,, (), para
m inteiro positivo.

e Férmula de adicao das fungoes de Bessel

Uma das relagoes mais tteis que advém de (16.176) é a seguinte:

Iz +y) = Z T (2) Tm—n(y) (16.181)

n=—oo
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valida para todo m € Z e todos xz, y € C. Essa expressao é denominada por alguns autores formula de adi¢ao das
fungées de Bessel (a “adi¢ao”, aqui, refere-se & adigao dos argumentos da func¢éo no lado esquerdo). As fungoes de Bessel
satisfazem vérias outras relagdes de adigdo do tipo acima e remetemos o leitor & literatura supracitada (por exemplo, &
referéncia [185]) para generalizagGes.

A demonstragao de (16.181) ¢é obtida de (16.176) calculando-se o produto J(z, ¢)J(y, t) de duas formas: por um lado,

Iz, )3y, t) = exp (g (t— %)) exp (% (t— %)) — exp (x;ry (t— %)) - i " In(z+y) . (16.182)

m=—0o0
Por outro lado,

I, )y, 1) = ( > t’%@)) (Z M@)) = > > th@ay = Y tm< > Jn<x>Jmn<y>> :

k=—o0 l=—0c0 k=—oc0 l=—o0 m=—o00 n=-—oo
(16.183)

Comparando-se (16.182) a (16.183) obtem-se (16.181).

Se em (16.181) tomarmos y = —x ¢ m = 0, e usarmos que Jy,(z) = J_,(—x) e que Jo(0) = 1, obteremos

ad 2 2 e 2
1= Y (Jn(:c)> - (Jo(x)> +23° (Jn(x)> : (16.184)
n=-—0o0 n=1
Como Jp(z) é real para x € R, isso ensina-nos que |Jo(z)] <1 e |[Jo(z)| < %, para todo z € R e n > 0, n inteiro.
E. 16.22 Ezercicio. Justifique! "

E possivel estabelecer limites superiores mais precisos para |.J,, ()|, mas nao trataremos disso aqui.

e Representacoes integrais das fungoes de Bessel

J4 obtivemos em (16.171), (16.172), (16.173) e (16.174) algumas relacoes integrais envolvendo fungées de Bessel.
Trataremos de obter mais algumas outras agora.

A relagao (16.176) tem vérios usos, um deles é o de fornecer uma representagio integral para as fungdes de Bessel,
com a qual outras propriedades podem ser obtidas. A relacao (16.176) foi provada para todo x € C e t € C com t # 0.
Tomemos t € C com [t| = 1, ou seja, tomemos ¢ da forma t = ¢, com —7 < p < 7. Obtemos de (16.176)

eixsen(tp) _ Z Jm(x)ei’m@. (16185)

m=—0oQo

O ponto interessante é que podemos interpretar o lado direito como sendo a série de Fourier (para a teoria das séries
de Fourier, vide Secao 36.4, pigina 1820) na varidvel ¢ da fungdo periédica de periodo 27 do lado esquerdo, de onde

tiramos que

1 [ , 1 [ .

_ el sen (cp)e—zmcp ng - P sen () —imep d(p ,
2 J_, 2 J_,

Im(z) =

para todo m € Z. Usando e'® = cos(a) + i sen (a), tem-se

1 ™ N T
I (z) = — / cos (:c sen (¢) — mcp) dp + L/ sen (:c sen () — mcp) dp .
2 J_, 2 J_,
A segunda integral do lado direito é nula, pois o integrando é uma funcao fmpar em ¢. Como o integrando da primeira
integral do lado direito é uma fungao par em , segue que
1 T

1 ™
Im(x) = o cos (:c sen (¢) — mcp) dp = ;A cos (:c sen (¢) — mcp) dy, (16.186)

vélida para todo m € Z. Essa expressdo é a importante representacdo integral da funcao de Bessel J,(x), m € Z.
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Tomando-se t = ie® em (16.176), obtém-se

e ese) = N ()™ (16.187)
de onde se extrai o
In(@) = Y / el cos(e)=ime g, (16.188)
2r ) .
e disso se obtém o
Im(x) = (_22) / €75 cos(mep) dy . (16.189)
™ —T
E fécil obter de (16.188) que
GO _
Jom(z) = 5 cos [z cos(p) — 2myp ) do ,
™ —T
—1)m ™
Joms1(z) = % /_Tr sen (ac cos(p) — (2m + 1)(,0) dp .
para todo m =0, 1, 2, .... De (16.188) segue, em particular, a relagao
1 (" .
Jo(w) = - e es(#) dop (16.190)
™

Aplicacoes dessa identidade encontram-se nos Exercicios E. 16.23 e E. 16.24.
E. 16.23 Ezercicio. Seja f:R? — C integrdvel e seja

TG = 5 [ 1@ i

- =

sua transformada de Fourier, onde & = (z1, 22), P = (p1, p2) € P+ £ = p1z1 + p2x2. Suponha que f dependa apenas da coordenada

radial: f(Z) = f(r), com r = ||Z|| = \/2? + 23. Mostre que
TG = [ £0)doorirdr

onde p = |p]. Sugestdo: use (16.190). o,
fo, 0<r<R
E. 16.24 Ezercicio. Seja f: R®> — C definida por f(Z) = f(r) = , sendo fo e R constantes com R > 0.
0, >R
Mostre que
R
7110 = Lnen) .
Sugestdo: De (16.157) segue que xzJo(z) = (mJl(m))/. o,

e Propriedades adicionais

De (16.185) podemos extrair mais algumas relagoes de interesse. Mostremos algumas aqui. Separando a parte real e
a parte imagindria de ambos os lados de (16.185), teremos

oS (Jc sen ((p)) Z JIm () cos(mey) |

m=—0o0

sen (xsen(go)) = Z JIm () sen (mey) .

m=—0o0



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. vesio de 13 de janeiro de 2022 Capitulo 16 860/2584

Usando que J_,(z) = (—1)™J(z), obtemos alguns cancelamentos que conduzem a

cos (ac sen (<p)) = )+2 Z Jor () cos(2ky) , (16.191)

sen (ac sen (<p)) = 2 Z Jor—1(z) sen ((2k — 1)p) . (16.192)

Em particular, para ¢ = /2, isso diz-nos que

cos(x) = )+ 22 )R Tog (2 (16.193)

(o)
sen (z) = 22(—1)k+1J2k_1(x) . (16.194)
k=1
Tomando ¢ = 0 em (16.191), segue também a identidade

1 = J()(:c)+2ZJ2k(x)

De (16.191)-(16.192), obtem-se também, usando as bem-conhecidas relagoes de ortogonalidade das fungdes seno e
cosseno,

1 [ Jm(x), m par

— cos (wsenp) cos(mp)dp =

T

0 0, m impar

1 0, m par

—/ sen (xsengo) sen (mep)dy
0

™

Jm/(z), m impar

E. 16.25 FEzercicio. Usando (15.41), mostre a partir de (16.191) que vale a identidade
Ccos (37\/ 1-— u2) = Jo + QZ Jgk Tgk s (16.195)

onde T}, é o m-ésimo polinémio de Tchebychev (introduzido a pagina 758 e seguintes. Vide (15.39) ou (15.41)). o,

e A transformada de Fourier de J,,

Seguindo a convencao que adotamos no Capitulo 37, pigina 1863, definimos a transformada de Fourier F[f] de uma
fungao de uma varidvel f e a transformada de Fourier inversa $~1[f] por

F 7”)1 e 3?*1 / zpa:
N0 = <= [ e @) ds N® = o= [ i
A relagao (16.189) pode ser escrita na forma
(7Z)m " ix cos(p)
Im(z) = e cos(myp) dep . (16.196)
™ 0
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Adotando m € Ny, com a mudanca de varidveis ¢ = arccos u, isso fica

Im(x) = ﬂ /1 e cos (m arccos(u)) _t du (15.41) )" du , (16.197)
" ™ Ja V1—u? \/1—u2 '

onde T, é o m-ésimo polinémio de Tchebychev (vide pagina 758). Definamos uma fungao J por

7 am 2 Tm(u)

I (u) = (=)™ T X 1(u), (16.198)

onde x|_1, 1) ¢ a funcdo caracteristica do intervalo [—1, 1]:

1,uel-1,1],
X[-1, 1(u) = (16.199)
0,ueg[-1,1].
Entao, (16.197) traduz-se na afirmagéo que
Jm(z) = FL {@} (z) (16.200)
e, portanto,
- . 2 Tm( )

FIml(u) = Jm(u) = (=)™ _1, () (16.201)

TVl—uz
Essa expressao determina a transformada de Fourier das fungoes de Bessel de ordem m € INg. A fungao jn: é integravel,
ou seja, um elemento de L*(R, dz) (justifique!) e, portanto, (16.200) est4 bem definida. As fungoes J,,, nao sdo integraveis

em R, nem de quadrado integravel, mas a expressao (16.201) é vdlida no sentido de distribui¢ées temperadas. Vide Segao
37.3.6, pagina 1937.

e Mais algumas transformadas de Fourier relacionadas a fungoes de Bessel

E f4cil constatar que a expressao (16.173), pagina 856, pode ser escrita na forma

2o = a2 (3) v [ty e

para Re (v) > 1/2, com x|_1, ] definida em (16.199). Disso concluimos que para Re (v) > 1/2 vale

?[(:]cyv(—xl)} (t) = —ig- 5[21}(;]85)1/2 t1-e) 7, (16.202)

no sentido de distribuigdes. Usando (16.174), pagina 856, escrevemos

V2
(1/+1/2) 2 \/ﬂ/

para Re (v) > —1/2 e obtemos, novamemte no sentido de distribuigoes,

Jo(z) = () (1 =) et g (16.203)

?{Jyx(f)} #) = QVfC/g_I}&;]S)l/Q) (-2, (16.204)

para Re (v) > —1/2. Observe-se que (16.202) é obtida de (16.204) por derivagao e multiplicagdo por 4, como esperado.
E. 16.26 Ezercicio. Verifique e justifique as afirmativas de acima. o+
KRk Rk K kK KRk

Outras identidades podem ser obtidas a partir das varias apresentadas acima, ou com os mesmos métodos, mas
encerramos aqui nossa apresentacao das mesmas, convidando o leitor a um passeio a literatura pertinente as fungoes de
Bessel. Nossa intencao agora é a de discutir as relagoes de ortogonalidade para as funcoes de Bessel.
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16.2.7.1 Propriedades de Zeros das Funcoes de Bessel

Para entrarmos na discussdo sobre as relagoes de ortogonalidade das fungoes de Bessel em J = [0, 1] precisamos fazer
alguns comentdrios sobre os zeros das fungdes de Bessel J,(y) e de fungdes associadas as de Bessel, como as fungoes
AJ,(y) + ByJ, (y), onde A e B sdo constantes. Por razdes que ficardo claras adiante, o maior interesse estd no caso em
que v > —1, que corresponde também a grande maioria das aplicagoes.

Os resultados mais relevantes nesse sentido serao demonstrados na Segao 17.4, pagina 888, fazendo uso da teoria dos
operadores compactos e da teoria do problema de Sturm-Liouville, tratados nos Capitulos 39 e 19, paginas 2017 e 968,
respectivamente.

Enunciados similares aos apresentados abaixo sobre zeros de funcoes de Bessel e sua primeira derivada podem ser
encontrados em [245], [185], [86] e [175] e suas demonstra¢oes podem ser encontradas em [411] ou (parcialmente) em
[86] e [185]. As provas que ndo apresentarmos aqui podem ser encontradas nessas referéncias. O leitor ndo deve ser
desestimulado a estuda-las também, pois elas sao elementares e utilizam-se essencialmente apenas do material que ja
apresentamos aqui.

Os seguintes teoremas sao validos:
Teorema 16.2 Seja v real com v > —1. Entdo, a funcgdo J,(z), na regido z € C com |argz| < w, z # 0, possui apenas

zeros reais, todos simples e positivos, sendo a cole¢ao desses zeros uma cole¢ao infinita enumerdvel de zeros. Para v > (0
a fungdo J,(z) possui um zero de ordem v em z = 0.

Cada fungio Jn(z), z € C, com n € Z, possui apenas zeros reais, sendo a cole¢ao desses zeros reais uma cole¢do
infinita e enumerdvel. Todos esses zeros sao simples, exceto z = 0, que é um zero de ordem |m| de J,(z) para m € Z,
m # 0. Os zeros de J,(z), com n € Z, nao possuem pontos de acumulagio em R. Como Jp(x) = (—1)"Jp(—x), vemos
que os zeros de J,(x) sio siméltricos em relagio ao ponto x = 0. Fora isso, como J_,(z) = (—1)"T1J, (), os zeros de
Jn(x) coincidem com os de J_p(x). Por fim, os zeros positivos das fungées de Bessel de ordem inteira positiva possuem
a sequinte propriedade de alterndancia: entre dois zeros positivos sucessivos de J, existe um zero de J,—1 e um de Jy11,
para todos n > 0.

Seja
2, = {:c >0 | J(x) = o} (16.205)

a cole¢cao dos zeros reais e positivos da funcao J,, v > —1. Como se trata de um conjunto enumerdvel, escrevemos
Zu = {’}/u,k >0; kGIN} )

que consideraremos como um conjunto ordenado em ordem crescente, ou seja, vy, r < Yy,1 para k < 1. Entdo, o conjunto
formado pelas inversas desses zeros, ou seja, {1/v, k, k € N}, possui um tnico ponto de acumula¢io em R, a saber, o
Z€ET0. O

O teorema acima ¢é essencialmente um caso particular do Teorema 16.5, abaixo.

Teorema 16.3 Sejo v € C. Entdo, todos os zeros das funcgées de Bessel J,(z) na regidgo z € C\ {0} sao simples. O

Prova. Devido & convergéncia da expansdo (16.156) sabemos que a funcdo z7"J,(z) é uma fungdo inteira (ou seja,
analitica em todo em todo C). Consequentemente, os zeros de J,(z) sdo isolados.

A equagdo de Bessel 22y"(2) + 2y/(z) + (22 — v?)y(z) = 0, com z € C \ {0}, equivale ao sistema

vi(z) = wa(2),

- (125w

O lado direito desse sistema ¢é analitico na varidvel z em toda a regido C \ {0} e continuo e diferencidvel (linear,
evidentemente) em y; e yo. Consequentemente, esse sistema (e, portanto, a equacdo de Bessel) obedece o Teorema de

<
S
—
w
2
I
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Picard-Lindel6f*6 para condigoes iniciais gerais fixadas em qualquer ponto de €\ {0}, garantindo nesses casos existéncia
e unicidade de solucoes em uma certa vizinhanga da condicao inicial.

Se zg # 0 fosse um zero de ordem maior que 1 de J,(z) na regido z € C\ {0}, terfamos J,(z9) = 0 e J,(29) = 0.
Pela existéncia e unicidade de solugoes da equagao de Bessel, terfamos J, (z) identicamente nula em alguma vizinhanga
de zp, o que sabemos nao ser o caso. Isso mostra que, exceto eventualmente em zy = 0, todos os zeros de J,(z) no plano
complexo sao simples. |

O resultado a seguir pode ser facilmente provado com uso de (16.161) e das afirmagoes acima.

Teorema 16.4 Para v > 0 os zeros da fungdo J)(x) na regido x € [0, 0o) sdo simples, exceto em x = 0, e entre dois
zeros sucessiwos de J!(x) hd exatamente um zero de J,(x). O

Na resolugao de problemas envolvendo condigoes de contorno de tipo de Dirichlet, de Neumann ou mistas é frequen-
temente 1til termos informagoes sobre os zeros da fungao de variavel complexa

JAB(2) = AJ,(2) + B2J(2),
Nesse contexto, o teorema seguinte é particularmente util.

Teorema 16.5 Para A e B reais, com (A, B) # (0, 0), e v real, com v > —1, seja a funcao de varidvel complexa
JAB(2) = AJ,(2) + B2J(2),

definida na regido |argz| < .

Essa funcdo possui uma uma cole¢do mao vazia enumerdvel de zeros reais positivos para todos A e B reais com
(A, B) # (0, 0).

No caso em que A =0 ev >0 a funcdo JO B(2) ndo possui raizes complezas. No caso em que B=0cev > —1 a
fungio JA °(2) ndo possui raizes complexas.

No caso em que B # 0 mas v+ A/B > 0, a fun¢io J2 B(2) ndo possui raizes complevas fora as reais. Caso
v+ A/B <0, a fungdo J,j4’ B(z) possui adicionalmente duas raizes imagindrias puras.

O conjunto enumerdvel dos zeros reais positivos de J2 B(2), com v > —1, serd denotado por 27 B:
2B = {2z >0, AJ,(z) + BaJ,(z) = 0} .
Como se trata de um conjunto enumerdvel, vamos escrevé-lo também na forma

4B = {(Vf’B)k >0, k:e]N}

e consideraremos esse conjunto como sendo ordenado em ordem crescente: (v B, < (v B), para k < . Entdo, o
conjunto formado pelas inversas desses zeros, ou seja, {1/(y2 B), k € N}, possui um tinico ponto de acumula¢io em R,
a saber, o zero. |

videntemente, 'Y =2, para qualquer A real nao nulo e (v, Y)r = v, r para todo k € IN, também para qualquer
Evident te, 240 =2 1 A real 1 4,0 7 todo k € IN, tamb 1

A real nao nulo. O conjunto 2% Z, com B real e ndo nulo, coincide com o dos zeros da fungao J/,(z) na regido = € (0, c0).

Prova parcial do Teorema 16.5. Apresentaremos a prova de quase todas as afirmacoes acima. A afirmac@o sobre a
existéncia de duas raizes imagindrias puras no caso v + A/B < 0 pode ser encontrada na literatura supracitada.

A existéncia de uma colegao nao vazia enumerdvel de zeros reais positivos para v > —1 e quaisquer A e B é enunciada
no Teorema 17.1, pagina 894, o qual é demonstrado ao longo da Segao 17.4, pagina 888, fazendo uso de resultados
da teoria dos operadores compactos. Sabemos do tratamento da mesma Secao 17.4 que, para v > —1, os zeros das
fungdes J2 B(z) sdo ou reais ou imagindrios puros e o conjunto {1/(7/ B)., k € IN} dos zeros reais e positivos é tal que
{1/(y4 B)x, k € IN}, possui um tinico ponto de acumulacio em R, a saber, o zero.

46Vide Teorema 12.2 pagina 648 ou, com mais generalidade, Teorema 25.4, pagina 1325.
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Tratemos agora das afirmagoes sobre zeros imaginarios. E fécil constatar, usando a expansao (16.156), que

v 7A, B (1) (A+ (2k+v)B) [z\2k
(=/27 35 2(e) = kzzo E'T(k+1+v) (5)

e, portanto, tomando-se z imaginario puro, na forma z = i, com « € R, teremos

(iar/2) 7" J5b Blia) =

A+ (2k+v)B (oz)?k (16.206)

ET(k+1+v) \2

Observe-se que I'(k + 1+ v) > 0 para todo k € Ny, caso v > —1, como supomos. Logo, se A + (2k + v)B tiver sempre o
mesmo sinal (ou anular-se) quando k varia em Ny, o lado direito de (16.206) nao poderd se anular para nenhum « € R,
a # 0, pois é uma soma infinita de termos de mesmo sinal.

No caso em que B = 0, a condigdo de A + (2k + v)B ter sempre o mesmo sinal é sempre satisfeita. No caso A =0 a
condigao de A + (2k + v)B ter sempre o mesmo sinal é satisfeita se v > 0.

Por fim, no caso em que B # 0, para que A+ (2k +v)B nao troque de sinal é necessdrio e suficiente que A/ B+ v + 2k
nao troque de sinal. Como essa expressao é positiva para todo k suficientemente grande, precismos garantir que que
tenhamos A/B + v + 2k > 0 para todo k € INy. Por fim, é evidente que essa condigdo serd vélidase A/B+v>0. W

Sobre o nimero de zeros imaginarios puros temos também o seguinte resultado, que nao demonstraremos.

Teorema 16.6 Seja v real. Entao, na regido z € C com |argz| < m a fungdo J,(z) possui uma colecdo infinita
enumerdvel de zeros reais e positivos e um nimero finito 2N (v) de zeros conjugados complexos, sendo que

1. Nwv)=0sev>—1ou—-vel,

2. Nv)y=mse —-m—1<v<—m comméeN. O

Por fim, comentamos a existéncia de um resultado, devido a Siegel*’, que o provou em 1929, que afirma que se

m, n € Ny com m # n, entao J,(x) e Jp(z) ndo possuem zeros comuns, exceto eventualmente z = 0.

16.2.7.2 Relagoes de Ortogonalidade das Fungoes de Bessel no Intervalo [0, 1]

Em muitos problemas, por exemplo, naquele em que estudamos os modos de vibracao de uma membrana circular
(vide Secao 42.6, pagina 2322), estamos interessados nas solugdes da equacao de Bessel em um intervalo finito fechado.
Consideraremos, para fixar ideias, o caso em que o intervalo é J = [0, 1]. Em uma tal situagdo encontraremos relagoes
de ortogonalidade, as quais sao muito importantes na resolugao de certos problemas envolvendo equacoes diferenciais
parciais submetidas a condi¢oes iniciais e de contorno.

Devido aos comentarios que fizemos acima sobre os zeros das fungoes de Bessel consideraremos no que segue apenas
0 caso em que v é real.

Seja para um dado a € R a funcio fu(z) == J,(ax). E ficil verificar que fo () é solugao da equacao

2
(zy/(z)) - = y(x) + Poy(z) = 0 . (16.207)

E. 16.27 Ezercicio importante. Verifique isso. "

Como « aparece elevada ao quadrado na expressao acima podemos sem perda de generalidade considerar o > 0 (o
caso o = 0 é trivial, pois corresponde a uma funcdo constante).

Nosso principal resultado serd o seguinte teorema, o qual estabelece uma classe bastante geral de relagoes de orto-
gonalidade para as fungoes de Bessel. Essas relagoes de ortogonalidade sao de suma importancia nas aplicacoes dessas
fungoes a solugao de certas equagoes diferenciais submetidas a certas condigoes iniciais e de contorno.

47Carl Ludwig Siegel (1896-1981).
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Teorema 16.7 Seja v > —1 e sejam fivados nimeros reais A, B com (A, B) # (0, 0). Seja 228 o conjunto de todos
0s numeros reais positivos a > 0 tais que
AJ,(a) + BaJ,(a) = 0, (16.208)

ou seja,
7AB {a>0| AJ, (@) + BaJ!(a) = 0}. (16.209)
Pelo Teorema 16.5, pdgina 863, esse conjunto é ndo vazio e enumerdvel. Entao, a condicdo (16.23) do Teorema 16.1,

pdgina 819, com J = [0, 1], € satisfeita para todas as funcées fo(x) = J,(ax) com a € 24 B e, portanto, para
a, B €218 com a # B valem as relagdes de ortogonalidade (com r(z) = x)

/ falx)fa(x)xde = 0,
0

ou seja,

/1 Jy(ax)J,(Bx)xdx = 0 (16.210)
0

para todos a, 3 € 248 com o # . Para todos «, B € 258, tem-se

/O1 Jy(ax)J, (Br) x do (SC“TB [(J;(a)f + (1 - ”—) (J,,(a))2]

(16.165), (16.168)  0q, 3

é [(J,,(Oz))

Essa expressao € denominada relagao de ortogonalidade das funcoes de Bessel. Note que hd uma relagao de ortogonalidade
para cada tripla (v, A, B) com v > —1 e (A, B) # (0, 0), pois o conjunto 228 ¢ fizado pela tripla (v, A, B).

A relagao (16.208) corresponde a condigdes de contorno frequentemente encontradas na resolugao de equagoes di-
ferenciais parciais da Fisica, como por exemplo no problema de propagac¢ao de ondas em uma membrana circular (um
tambor). No caso A =1 e B =0, o conjunto 210 coincide evidentemente com o conjunto Z,, dos zeros da funcio de
Bessel J,(z). No caso A=0 e B =1, o conjunto Z%1 coincide com o dos zeros da fungdo J. (z).

- Jy,l(a)JVH(a)] . (16.211)

Em particular, se v > —1 e v, € 0 k-ésimo zero da funcdo J,(x) no intervalo (0, oo), entao Jl,('y%k) =0e¢a
primeira igualdade em (16.211) fica

(C/GIT) N C AT

16.212
2 ) 2 ( )

1
/ Jl/(')/z/,kf) Jy(’YyJI) rdr = 6k,l
0

para todos k, | € IN. Analogamente, se v > —1 e B, = (7871)1@ é 0 k-ésimo zero da funcgdo J),(z) no intervalo (0, co),
entio J),(By,x) =0 e a primeira igualdade em (16.211) torna-se

! o 14 2 (Ju(ﬂu,k))2
/O Ju(ﬂv,kl’) Jy(ﬂu,lﬂ?) zdxr = (S]gJ (1 — <ﬁy7k) ) B R (16213)

para todos k, I € IN. O

Comentdrios. Incidentalmente, a evidente positividade do lado esquerdo de (16.211) quando a = 8 implica que

2
(Jo(@)” > Ju—1()Jui1(e) (16.214)
para todo a € Zf’ B No caso em que B = 0 vale Zf’ =2, e tem-se Ju(a) = 0 para a € Z,, conduzindo & conclus@o que em tais pontos
Ju—1(a) e Jy4+1() s@o néo nulos e tém sinais opostos.

Da relagao (16.213) percebemos casualmente que 8, > v para todo k, pois o lado esquerdo é certamente positivo quando k = I. Aqui,
By, k € o k-ésimo zero da fungéo J),(x) no intervalo (0, co). L)

Prova do Teorema 16.7. Podemos encarar a equacao (16.207) como sendo da forma canoénica (16.5) para o intervalo
J = (0, 1] com p(x) =z, q(x) = f”;, r(x) = e u = a?. Perguntemo-nos agora se para duas fungoes f,(x) := J,(ax)
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e fg(x) := J,(Bz) a condi¢do (16.23) do Teorema 16.1, pagina 819 é satisfeita nos extremos do intervalo J = (0, 1], ou
seja, se

p(0)(fa(DFA0) = FA(D (1) = Tim p(a) (fal2) f4(@) = Fole) fa(@)) = 0,
isto é, se

(o (@)BI(B) = aTl(@),(8)) — lim @ (T, (ax)BT,(B2) - aJl(a2)J,(Bz)) = 0.
Usando (16.166), é facil ver que
I(Jy(aac)ﬁJl’,(ﬁx) — aJL(aac)Jy(ﬁac)) = x(aJuH(aI)Jy(ﬁx) - ﬁJy(aac)JH_l(ﬁx)) . (16.215)

Verifique! O termo de menor grau da expansao (16.156) de J,(x), correspondente a k = 0, é Coz”, onde Cy = WlH-u)

Consequentemente, o termo de menor grau em x de ambos os termos do lado direito de (16.215) é proporcional a
zav ey = 2?¥12. Concluimos que sempre que v > —1 valera

li_>rnO :c(J,,(a:E)BJL(B:E) - aJl’,(az)Jy(ﬁz)) =0.
x
Para v < —1 o limite x — 0 da expressao acima ¢ singular. Concluimos que para v > —1 vale

p(1) (Ja(0)f50) = FLD (1) = im p(@)(fa(@)f5(2) = fal@)fa@)) = T(@)BIL(B) — aTl(@)u(8) .

Procuramos agora identificar condigoes sob as quais o lado direito se anula, o que nos garantird a aplicabilidade do
teorema de ortogonalidade, Teorema 16.1. Um caso 6bvio é aquele no qual « e 3 sao zeros da fungao de Bessel J,. Outro
caso ébvio é aquele no qual « e 8 sdo zeros de J),, a derivada da funcéo de Bessel J,. Um caso mais geral estd na seguinte
proposicao.

Proposicao 16.2 Suponhamos que para certos nimeros A e B com (A, B) # (0, 0) existam constantes reais o e 3 tais
que

AJ,(a) + Bad,(a) = 0 e (16.216)

AJ,(B)+ BBJL(B) = 0. (16.217)

Entao,

Ju(@)BJ(B) — e () Ju(B) = 0.

Prova. As relagoes (16.216)-(16.217) podem ser expressas em forma matricial como

gy () aJ!(a) A 0

Ju(B)  BI(B) ] \B 0

Como por hipdtese (4, B) # (0, 0), a relagao acima s6 é possivel se a matriz 2 x 2 do lado esquerdo for nao inversivel,
ou seja, se tiver determinante nulo. Assim, devemos ter

Jy () aJl(a)

0 = det = Ju()BJ,(8) — aJy(a)J,(8),
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que é o que queriamos estabelecer. |

Com essa proposigao, fica estabelecido que a condicdo (16.23) do Teorema 16.1, pagina 819, com J = [0, 1], é satisfeita
para todas as fungoes fo(z) = J,(az) com a € 2745 e, portanto, para a, 8 € 28 com a # f valem as relagdes de
ortogonalidade (com r(z) = x)

1 1
/ fa@)fa(x)xdr = 0 ou seja, / Jy(ax)J,(Br)zdx = 0,
0 0

para todos «, B € 2B com a # B.

Passemos & questdo de provar (16.211) para o caso em que « = /3. Isso pode ser feito de diversas maneiras, a mais
direta sendo a seguinte. Escrevamos a equacao (16.207) na forma

2?y" () + 2y (z) + (o®2® —v?) y(z) = 0 . (16.218)
Multiplicando-a por 2y’(x), obtemos
0 = 2% (a)y"(2) + 20(y (2))° +2 (a%0® — ¥?) y(2)y/ ()
= 12—$(y’(z))2 + 2x(y’(:c))2 + (a®2® — v?) %(y(ax))2
d 2(,1 2 2 2 oy d 2
- L (2 @)?) + @ - ) L)
e, portanto, p p
0 = . (:c2 (y’(:c))2) + [(aQ:cQ —v?) (y(x))Q} —2a%x (y(:c))2 . (16.219)

Vamos considerar primeiramente o caso v > 0 para depois tratar do caso —1 < v < 0. Integrando-se ambos os lados
da igualdade (16.219) entre 0 e 1, obtem-se

0 = (6@, + [0 ) )]

1

- 2a2/0 x (y(z))* da . (16.220)

Como fq(x) = J,(ax) é solucao de (16.218), podemos adotar y(z) = J, (ax), acima. Assim,

(x2(y'(x))2>‘ = ao? (IQ(JL(ax))2>‘; = QQ(J,'/(a))2.

La—
—~
Q

™
8
N
\
<
o
~
—
<
—~
8
=
S—
S
[
Il

<a2 — 1/2) (J,,(Oz))2 + 12 (J,,(O))2 = <a2 — 1/2) (J,,(Oz))2 ,

pois 2 (JU(O))2 = 0 para todo v > 0 (por qué?). Portanto, (16.220) fica

2a2/0 x (Jy(az))2 dr = a2(Jl',(a))2 + (a2 — 1/2) (J,,(a))2 , (16.221)

o que conduz & primeira linha de (16.211) no caso @ = 8. A identidade

2

(T () + (1 - ”—) (Jo(@)? = (J(@)® = Jo1(@)Juia ()

2
segue diretamente de (16.165)—(16.167). Com isso, o Teorema 16.7 estd demonstrado no caso v > 0.

No caso —1 < v < 0 procedemos de forma ligeiramente diferente. Integrando-se ambos os lados da igualdade (16.219)
entre € > 0 e 1, obtem-se
20,1 2
0 = (:c (v (2)) )

' + [(aQ:cQ - 1/2) (y(:c))Q] L 20 /51 x (y(:c))2 dx . (16.222)

€ €
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Como fq(x) = J,(ax) é solucdo de (16.218), podemos adotar y(z) = J, (ax), acima. Assim,

(Jc2 (y'(x))2> = o (Jc2 (JL(ozac))2>

1 2

= o (J,ﬁ(oz))2 — (ae)Q(Jl',(ae))

€ €

[(aQ:EQ - 1/2) (y(x))Q} ‘1 <a2 - 1/2) (J,,(Oz))2 - ((ae)2 - 1/2) (J,,(ae))2 .

0

Portanto, (16.222) fica

2a2/ x (Jy(owc))2 de = o (J,ﬁ(oz))2 + (a2 — V2) (Jy(a))2 + B(e) (16.223)

onde

B(e) = —(aes (@)’ = ((a)” =) (Ju(ae))” .
Desejamos provar que lim._,o B(e) = 0. Usando (16.166), é facil ver que
Ble) i= —(ae)’(Jos1(ae))” + 2v(ae) ], (ae) 11 (ae) — (ae)” (J,(ae))? (16.224)

Observemos em (16.156) que o termo de menor grau em z na expansio de J,(x) é o termo correspondente a k = 0,
que é Cpa¥, com Cy = Wluu) Assim, vemos que os trés termos do lado direito de (16.224) comportam-se quando

¢ — 0 como, respectivamente, €2/ *4 €2V*2 ¢ ¢2V*2_ Verifique! Portanto, lim._,o B(e) = 0 sempre que v > —1. Assim,

tomando-se o limite ¢ — 0 em (16.223), concluimos novamente pela validade de (16.221). As demais conclusoes sao
idénticas as do caso v > 0. Com isso, o Teorema 16.7 estd demonstrado. |

e Generalizagoes das relagoes de ortogonalidade das funcgoes de Bessel e Neumann

Algumas vezes lidamos com problemas envolvendo a equagoes de Bessel em intervalos como [Ry, Rs] com 0 < R; <
Ry < 00 e procuramos solugoes que anulam-se nos extremos desse intervalo. Exemplos de tais situagoes encontram-se no
problema descrito no Exercicio E. 42.61, pagina 2377 e no problema descrito no Exercicio E. 42.62, pagina 2378. Como
o ponto 0 nao é um ponto da fronteira do intervalo considerado, as relagoes de ortogonalidade acima encontradas nao se
aplicam diretamente. O teorema a seguir fornece as relagoes de ortogonalidade desejadas nessa situagao.

Teorema 16.8 Sejam 0 < Ry < Ry < 00 e Sy (x) definida no intervalo [Ry1, Rs] por

Nuan ,LLunp ,Ufuan ,LLunp
—v v —dJdv |\ T o —v ) Z )
J ( i >J<R2) J( s >J <R2> para v &
Sun () =
Hmn Hmn P Pomn B Hmn P _
Nm( Ry )Jm(Rg) Jm( Ry )Nm(R2), parav = m e 7,

onde, para v € Z, puyn € 0 n-ésimo zero em (0, oo) da fung¢do

I @—;x) T, (@) - J, @—;x) T (@)

epara v =m € Z, mn € 0 n-ésimo zero em (0, 0o) da fungdo
Np, <%Z> Im () — I <g—;x) Np () .

Pelas defini¢oes, Syn(R1) = Sun(R2) =0 para todo v € R e todo n € N. Além disso, Syn(x) € solug¢io da equagio de

Bessel

2%y () + a2y (x) + (®2® —1v?) y(z) = 0O (16.225)

no intervalo [R1, Ra], com a = *;jz’:', também para todo v € R e todo n € IN.
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Entao, as fungoes Sy, (x) satisfazem as relagdoes de ortogonalidade

R2
/ Sun(2)Syn (x)xdr = 0 (16.226)
Ry
paran #n' e todo v € R, com
Ro 2
/ (Sl,n(ac)) vdr = Kyn (16.227)
Ry
para todo v € R e todo n € IN, onde
1 Ry Ry ’
Kun = 3 2 —v vn o ; vn) — Jv vn 5 /_ vn
2{<R2> s (e ) T ) = e (engas ) 7 )|

R1 Rl Rl Rl 2
(Rl) |:J—l/ (Mun RQ) Jy (:ul/n RQ) Jl/ (:ulln R2) qu (:ul/n R2):| }

parav &7 e

R R 2
{(R2)2 |:Nm (NmnR_;) Jyln (Nmn) - Jm (NmnR_:) Nyln (Nmn):|

R R R Ri\1?
_(p2 fay o fuy) i1\ 1
(Rl) |:Nm (Nmn R2> Jm <:umn RQ) Jm (Nmn R2> Nm (an Rg >:| }

para v =m € 7. O

N~

Prova. As relagoes (16.226) seguem diretamente do Teorema 16.1, pagina 819 pelo fato que S,,,(R1) = S, (R2) = 0 para
todo v € R e todon € IN.

Para demonstrar (16.227) consideraremos apenas o caso v € Z, pois o caso v = m € Z é tratado identicamente.
Nosso ponto de partida é a equagao (16.219), pagina 867:

d d
0 = o (:c2 (y'(x))2) + o [(a2x2 —v?) (y(x))Q} —20%x (y(:c))2 , (16.228)
vélida para qualquer solucao de (16.225) (vide pdgina 867). Integrando-se ambos os lados da igualdade entre R; e R,
obtem-se "
R R 2
0 = (:cQ(y’(:c))2) Pj + KOLQ:CQ 71/2) (y(:c))ﬂ Pj — 202 /R1 z (y(z))® dx . (16.229)
Como

Nman Hmn Nman ,LLmn
:Sl/n = J—l/ Jl/ _Ju J—l/ 5
o = Sl = 0 (PR 1 (B (B ()

é solugao de (16.225) com « = “}T"? temos, para essa ,

(:62 (y'(w))g)

Ro Ra

= (2* (Sha(@))?)

= [(R2)* (S} (R2))” = (B)? (SL(R1))°]

Ry

{(a2x2 _ 1/2) (y(x))ﬂ R _ [(anQ _ 1/2> (Sm(x))ﬂ

pois Sy (z) anula-se em R; e em Rs. Portanto, (16.229) fica

Ry

R2

)

Ry

Ro
202 [ (Synle))? dn = [(R)? (Sl (o))" — () (8L (R0))"]
Ry
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o que conduz a

fz 2, (Ro)? 2 e 22 2
[ Sn@) dr = B (R (8L (Ra)) — (1) (S (B0

1 R, R 2
= 5{(R2)2 |:J— (anR ) JI (an) - Jum (/JmnR_;) Jl_ym (/Jmn):|

Ry R R Ri\1?
_ 2 ! a2 S oy k3
(Rq1) [Jum <NmnR > J, <Nmn Rg) Jom (ﬂmn Rg) J—um <Nmn R2>} } )

como queriamos provar. |

16.2.7.3 Comentdrio sobre a equagao de Bessel no intervalo J = [0, o0)

Seja a equagao de Bessel 22y" () +xy’ () + (22 —v?)y(z) = 0 e consideremo-la agora no intervalo semi-infinito J = [0, 00).

A mesma pode ser escrita como
2

(wy'(x)) - V;y(fv) +ay(r) = 0, (16.230)

e aqui temos p(z) = x e poderiamos adotar ¢(z) = z, r(z) = % e p = —v2. H4, porém, uma diferenca marcante em
relacdo aos casos anteriormente tratados. Para as fungoes J,(z), mesmo com v inteiro, ndo vale a relagdo (16.23), pois

lim, 00 p(2)Jy (2)J,s () ndo se anula e, portanto, o Teorema 16.1 nado se aplica nesse caso. De fato, J,(z) comporta-se

para r — 00 como
2 cos (x — & —
Jy(m) ~ ( 2 )
V & NZY

Infelizmente, nao apresentaremos a demonstracao dessa expressao assintotica nestas Notas. O leitor podera encontra-la
em vérios textos, por exemplo, em [411], [422], [185] e mesmo em [238]. Em [185], por exemplo, encontra-se demonstrada
a expressao assintética mais detalhada

B %cos(:cf”%fg) (-1 (v+2r+ 1) (i)%
Tulz) ~ \/; VT ;O(QT)!F(V—QT—I—%) 2z
_ ﬁ< -5 -5 f: DT (v +2r + §) <g>
™ =~ 2r+1'r (v—2r—3) \2z ’

valida para x — oco. Com isso, percebemos que nao devem valer para as fungoes de Bessel com v’s diferentes relacoes de
ortogonalidade envolvendo integrais em J = [0, 00).

ISE

16.2.7.4 A Expansao de Schlomilch

Uma série de fungoes do tipo
oo
Z anJo(nz) ,
n=0

onde Jy é a funcao de Bessel de primeiro tipo e ordem zero, com constantes a,, € C para todo n € Ny, e z real ou
complexo, restrito a alguma regido adequada, é denominada série de Schlomilch*®. A questdo da convergéncia de uma
tal série é, naturalmente, uma questao importante.

48Oskar Xavier Schlémilch (1823-1901).
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Fazemos notar que uma série de Schlomilch nao é uma série em termos de fungoes ortogonais, em algum sentido, ao
contrério do que ocorre com as séries de Fourier-Bessel (vide pagina 895).

Nesta se¢ao, obteremos de uma expansao especial para representar uma funcao continua e continuamente diferencidvel
definida em um intervalo compacto, como [0, 7], em termos de uma série de Schlémilch?. Ela encontra-se em (16.235)-
(16.237). Como comentaremos mais adiante, essa expansao nao ¢ univocamente definida.

Faremos uso de resultados da Secgao 20.3, pagina 1019, e da teoria das séries de Fourier, especialmente dos resultados
da Segao 36.4.4.1, pagina 1836.

Sejam f e F' duas fungdes continuas e diferencidveis definidas no intervalo [0, 7] e relacionadas pela equagao integral

™/
flx) = z/ 2F(Jcsen9) dae , (16.231)
0

™

que é a equacao integral de Schlomilch (20.22), pagina 1019. A relagdo reversa é expressa na equacao (20.23), pagina
1019: 2
F(x) = f(0)+x/ f'(zsena) da . (16.232)
0

Pela Proposigao 36.12, pdgina 1836, podemos expandir F' em uma série de Fourier de cossenos (vide (36.95) e (36.97),

pégina 1837):
( / Fly dy) +Z( / cos (ky) Fly )dy) cos (ku) | (16.233)

Substituindo u por zsené em (16.233) e inserindo em (16.231), temos

f(z) %/OW/Q (%/0 F(y dy) o+ — /7T/2 3 (— /O7T cos (ky) F(y) dy) cos (kz sen6) df
%/OW F(y)dy + %g (/O7T cos (ky) F(y) dy) l% /()7T/2 cos (kz senf) dé’] .

(16.186)

J() (k}d?)

A inversao de integral e somatério da segunda igualdade, acima, é justificada pelo Teorema 36.13, pagina 1835. Acima,
usamos também a representacao integral da fungao de Bessel Jy, fornecida em (16.186), pdgina 858. Obtivemos, assim,

flz) = %/0 y)dy + = Z </ cos (ky) F(y )dy) Jo(kz) . (16.234)

Em (16.234) temos agora de inserir a relagao (16.232), que expressa a solugdo F' de (16.231) em termos de f. O resultado
é a expansao

fl@) = Ao+ Apdo(k) (16.235)
k=1
onde,

1 T /2 ,

Ao = f(0O)+ ;/0 y (/0 I (ysena) da) dy , (16.236)

2 ™ /2
A = ;/ y cos(ky) </ f'(ysena) doz) dy , E>1. (16.237)
0 0

Verifique! Acima, usamos + [* f(0)dy = f(0) e [ cos(ky)dy = 0 para k € IN.

490 trabalho original de Schlémilch é [339].
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A expansao (16.235) com os coeficientes (16.236)-(16.237) é denominada ezpansdo de Schiomilch, ou série de Schlémilch
para a funcao f. Como comentaremos adiante, ela nao é unica. Observe-se também que nao se trata de uma expansao
em fungbes ortogonais, em algum sentido.

E. 16.28 FEzercicio. Mostre que para z € [0, 7] temos as seguintes expansdes em série de Schlémilch:

2 > Jo((2k — 1)z)

™
- L _9 N 16.2
“ 1 ; 2k —1)2 (16.238)
7'[' e o]
2 . -
o= 5 ; (16.239)
Essa (ltima pode ser estendida ao intervalo [—7, ], por envolver fun¢des pares.
Verifique que, tomando-se x = 0, essas relagdes implicam as bem conhecidas identidades
o 1 2 © (_qyn—1 2 © 4 2
m = % ) g % = % . Mostre que ambas implicam Z o= % . (16.240)

k=1 n=1

Essas identidades podem também ser obtidas com uso de séries de Fourier. Vide, e.g., (36.122), pagina 1851, (36.130), pdgina 1853 e
(36.123), pdgina 1851. Vide também Se¢3o 6.1.3, pagina 316, em particular a expressdo (6.16), pagina 317. "

e A expansao da fungao nula. Nao unicidade da expansao de Schlémilch de uma funcao

Consideremos na expansio (16.235)(16.237) o caso da fungio identicamente nula: f(z) = 0 para todo z € [0, 7]. E
trivial constatar que, nesse caso, todos os coeficientes A,,, n > 0, anulam-se e, portanto, a expansao (16.235) reduz-se,
sem surpresa, a f(x) = 0.

Digno de nota, porém, é o fato de ser possivel expressar a fungio identicamente nula no intervalo (0, 7) em uma
outra série de Schlomilch nao trivial.

Proposicao 16.3 Vale a identidade

l\DI»—l

o0
Z ) Jo(nx) xz € (0, m), (16.241)

o limite da série sendo pontual em x no intervalo aberto (0, ). a

N
E )" Jo(nx) e

n=1

l\3|H

Prova. Aqui, seguimos proximamente [411]. Para N € IN, consideramos a soma finita Hx(

a escrevemos, usando a representacgao integral (16.186), na forma

Hy(z) = 2/ < +Z ™ cos mcsen@)) de . (16.242)

™
n=1

Agora, escrevendo u = x sen #, temos

N —
+

—
—_

S~—
o

]

)]

—
S

<

SN—
\
N | =

N N
1+ n znu Z n znu)

n=1 n=1

N | =
+

1+ etv * 1+ e

1+ +

N =

(1 71)N i(N+1)u e—iu(l)Ne—i(N-i-l)u)

zu/2 ( )N i(N+1/2)u _eiu/2+(_1)Nei(N+1/2)u)

e—iu/2 +ezu/2 e—iu/2 + e—iu

(=1)N cos (N +1/2)u)
2 cos(u/2)
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N _ N+1
Acima, na segunda igualdade, usamos a bem conhecida expressao Z a” = a4 1 i Pt Retornando a (16.242), ficamos
com =t
Hy () = (- /w/2 cos ((N—l—iij})gxsenH) o (—1)N /z cos ((N + 1/2)u) .
T Jo cos (L0l ™ Jo cos (%) (z—u)(z+u)

sendo que usamos a mudanca de varidvel  — u = zsenf, com du = vx2 — u?df. Agora, para cada x no intervalo
(0, 7) o integrando é uma funcio integravel, ja que a singularidade de (z — u)~'/? em u = x é integravel. Portanto,
podemos evocar o Lema de Riemann-Lebesgue, Teorema 36.10, pagina 1832, para afirmar que para tais valores de x
temos lim Hp(z) = 0. Isso demonstrou (16.241).
N —oc0

u
2
z =0 temos Hy(0) = 1+ Zivzl(fl)", que nao tem limite quando N — oo, apenas no sentido de Cesaro® (vide Segao
36.4.6, pagina 1839), e esse limite vale 0. |

Para x = 7 ocorre adicionalmente no integrando a singularidade de 1/ cos ( ) em u = 7, que nao é integravel. Para

O lado direito de (16.241) é também uma série de Schlomilch que, por aquela igualdade, representa a func¢ao nula no
intervalo (0, 7). Concluimos, portanto, que essa fun¢do possui ao menos duas representagoes em série de Schlomilch,
uma sendo a série identicamente nula e a segunda sendo expressa como em (16.241). Essa afirmagao pode ser estendida
a qualquer funcdo que admita uma expansio de Schlémilch como em (16.235)—(16.237) no intervalo (0, 7), pois aos coe-
ficientes Ag e A,, n > 1, de (16.236) e (16.237), respectivamente, podemos sempre acrescentar multiplos dos coeficientes
de (16.241), a saber, /2 e a(—1)", respectivamente, para qualquer constante c.

Essa caracteristica é consequéncia do fato ja comentado de a série de Schlémilch nao envolver uma expansao em
fungoes ortogonais, como ocorre com as séries de Fourier, onde a duplicidade da expansao nao pode ocorrer. Vide, para
tal, Corolario 36.4, pagina 1829.

e Generalizagoes, comentarios e exemplos de aplicagoes

A expansao estabelecida em (16.235)-(16.237) possui vérias generalizagoes, que podem ser encontradas em [411], [422]
ou em textos mais recentes, como [28] e [205]. Por exemplo, uma fungio dotada de propriedades adequadas admite uma
[ee]

representagao em série em termos de fungoes de Bessel de ordem v, na forma Z B,J, ((,u + n)x), com f e v constantes,

n=1
S

denominada série de Schliémilch generalizada. H4 também expansoes em séries de Kapteyn®! Z CnJl,+n((u+n)ac), com
n=1
u e v constantes, e diversas outras envolvendo fungoes de Bessel de primeiro e de segundo tipo. Vide, e.g., [411] e [28].
Uma generalizagao simples de (16.235)—(16.237) (também mencionada em [339]) pode ser obtida da seguinte forma.
Diferenciando (16.235) em relacéo a x e usando (16.158), pagina 854, temos f’(z) = — Y.~ | nA, Ji(nz), com A,, n > 1,
dados em (16.237). Definindo g = f’, obtemos assim

o} 2
9 T 7/
g(x) = ZBnJl(nac) , com B, = —n;/o y cos(ny) </0 g(ysena) doz) dy , n>1, (16.243)
n=1

que permite expressar fungoes g continuas e continuamente diferencidveis no intervalo [0, 7).

Generalizagbes maiores podem ser obtidas, por exemplo, com uso da rela¢ao (16.170), pdgina 855, ou com a relagao
de Sonin (16.172), pagina 856. Vide, e.g., [411] ou [28].

A série de Schlomilch (16.235) foi obtida por esse autor com motivagoes puramente matematicas, sem a inspiragao de
eventuais aplicacoes. Aplicagoes fisicas da série de Schlémilch (16.235) foram inicialmente apontadas por Lord Rayleigh®?
em [314], no estudo de movimentos periddicos em membranas.

Para ilustrar a sugestao de Lord Rayleigh, considere-se as solugoes axialmente simétricas (i.e., simétricas por rotagoes
em torno do eixo z) da equacdo de ondas em duas dimensdes espaciais. Consideremos coordenadas polares (p, ). Se

50Ernesto Cesaro (1859-1906).
51Willem Kapteyn (1849-1927).
52 John William Strutt, terceiro Bardo de Rayleigh (1842-1919).
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procurarmos solugoes independentes de 0, a equagao de ondas fica

?u 5 (0% 10u

Sl (a2t} =0

ot? op%  pop
Seguindo o método de separagio de varidveis, procuramos solugbes particulares da forma u(p, ¢t) = T'(t)R(p) e obtemos
para essas fungoes as equagoes

Tt)+a2T(t) = 0, (16.244)

pR"(p) + R'(p) + a®pR(p) = 0, (16.245)

com « constante (“constante de separagao”). A solugao regular em p = 0 para R é Jy(ap) e as solugdes para T sdo da
forma T'(t) = aq cos(act) + by, sen (act).

As soluges gerais sdo combinagoes lineares dessas solugbes particulares. Vamos ignorar condicoes de contorno para a
dependéncia com a varidvel p, supondo o sistema considerado (por exemplo, uma membrana) ilimitado na direcao radial.
Nesse caso, podemos ter solugoes periddicas no tempo, com periodo 7 > 0, devendo para tal ter « = nw/c, comn € Z e
w = 2w /7. Assim, as solugbes completas serao da forma

oo

Z (A;, cos(nwt) + By, sen (nwt)) Jo ( wcp) )

n=0

Como se observa, trata-se de uma série de Schlomilch na variavel =2

E. 16.29 Ezercicio. Mostre que a série de Schldmilch -7 ane™"*Jo(np), sendo an constantes limitadas, é uma solugdo particular

axialmente simétrica da equagdo de Laplace V2u = 0 em trés dimensdes na regido z > 0. (Este exemplo é citado em [411]). O Laplaciano
2

em coordenadas cilindricas é V2 = ﬁ— + ig’; + %ﬁ— + ‘%— ok

16.2.8 Propriedades das Funcoes de Bessel Esféricas

As fungdes de Bessel e Neumann esféricas de ordem v foram definidas em (15.130) e (15.131) por

"~ Jyi(2), mu(z) = s Nypa(e). (16.246)

Ju(2) = 2, “Vta 2z

Por serem fortemente relacionadas as fungoes de Bessel, suas propriedades podem ser facilmente deduzidas das proprie-
dades estudadas acima daquelas fungoes.

Por (15.107), tem-se

‘ > 1)* 2k—+v

i) = T > - ("™
— KIT(k+14+v+1/2)
Pela férmula de duplicagdo (15.27), podemos escrever isso como

[ee]
_ ” ~D)*T(k+1+wv y
.71/(2) -9 Z( ) ( )Z2k+ )
= EIT2k+1+v))

Em particular, para v =1 € Ny, vale

‘ B(k + 1)1
2[ 2k+l.
() Zk' 2k:+21+1) z

e Relagoes de recorréncia para as fungoes de Bessel esféricas

Férmulas de recorréncia para as fungoes de Bessel esféricas também podem ser obtidas daquelas para as fungoes de
Bessel listadas em (16.163)-(16.168). Analisando-as, ¢ imediato ver que de (16.163) e (16.164) segue facilmente que

d d

— (" (x)) = 2", (x) T

dz () (@) = =2 jura(x) . (16.247)
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De (16.165) e (16.166) segue facilmente que
vjy(x) = zjya(@) =W+ i) e zjy(r) = viu() - zjipa(z) . (16.248)

Dessas duas relagoes segue facilmente que

(@) = %(ju—l(x)—@—jm(x)) , (16.249)
@) = (@ D) — (@) (16.250)

para todo v. Usando (16.250), é facil ver que (16.249) pode ser reescrita como
@+ 1) @) = Vir(@) — (v + Vi () (16.251)

para todo v.

Resumindo nossas conclusoes, obtivemos que

L@ ) = e, (16.252)
L i) = e i), (16.253)
2j@) = @) - v+ Djn(a) (16.254)
@) = (@) — ), (16.255)
Qv+ 1)) = @) — 0+ Do) (16.256)
jon(@) = (@4 Vi) — (@) (16.257)

Expressoes andlogas sao vélidas para as fungoes n, ().

Com o uso das relagoes de recorréncia acima é possivel obter para as fungoes de Bessel esféricas o andlogo da expressao
(16.170).

e A relacao entre j, e jo, n € N

A expressao (16.253) diz-nos que

1d, _,. —(t1) -
o @ @) = = ()
Disso segue imediatamente que
La\", . —(vtn) -
(M) (r75(@) = (~1)"a @, (@), (16.258)

valida para todo v, x € C e n € INy. No caso particular em que v = 0, obtem-se,

i) = (e (1) o)) = (o (1) (220 (16.250)

T dx z dx T

vélida para todo € C e n € INg. A expressao (16.259) guarda certa semelhanga com as férmulas de Rodrigues.

Para as fungoes de Neumann esféricas tem-se uma expressao analoga:

na(z) = (—1)ign Gi)n (Cosx) . (16.260)

T dx T
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As primeiras funcoes de Bessel esféricas sao

) sen ) Ssenzx  cosx ) oy SENT cosx
T) = , T) = — , ) = 3—=z — — 16.261
.70( ) - .71( ) 22 T .72( ) ( ) 23 22 ( )
e as primeiras fungoes de Neumann esféricas sao
cosx cosxT  senx cos T sen
_ - _ = (3 a2 _ 16.262
no(x) (@) e () (3—2%)—3 " ( )

16.2.8.1 Relacoes de Ortogonalidade Para as Funcoes de Bessel Esféricas no Intervalo
[0, 1]

As relacoes de ortogonalidade para as fungoes de Bessel esféricas podem ser provadas diretamente daquelas expressas no
Teorema 16.7.

Observemos em primeiro lugar que o conjunto Zf_f/Q que, pela defini¢ao (16.209), é

2’347-?/2 = {a>0| AJyq1p2(@) + Bad, () = 0}

pode ser caracterizado em termos de j,, como

B

A, B . .

2oy = {a > 0‘ (A+ 5) Ju(@) + Bajg, () = 0} .
Assim, ao lidarmos com problemas que possuem condi¢oes de contorno do tipo

Ajy(a) + Baj,(a) = 0
A-B/2,B
v+1/2
Isso mostra que podemos aplicar diretamente as conclusoes do Teorema 16.7, tomando o cuidado de substituir: 1. v
por v+1/2, 2. J,(a) por /22, (), 3. (na integral) J, (az) por /22%j,(az) e 3. e J,(a) por \/g (% + \/aj’y(a)).
Apés algumas contas elementares, obtem-se o seguinte:

o conjunto de a’s que satisfazem isso é Z

Teorema 16.9 Sejo v > —3/2 e sejam fixados certos nimeros reais A, B com (A, B) # (0, 0) (vide Teoremas
16.2-16.5) e seja definido

WA B {a>0| Aj(a) + Bajl(a) = o} Tkl

Pelo Teorema 16.5, esse conjunto € nao vazio e enumerdvel. Para todos o, B € Wf’B, tem-se

1 (o 2 vk 2 )
| itenipste — E (5 vai@) + (1 - %) (@) ]

(16.255—(16.257)  0a, 8 [(jy(a))Qij71(04)ju+1(04)} . (16.263)

2
Essa expressao € denominada relacdo de ortogonalidade das funcgoes de Bessel esféricas. Note que hd uma relagao de
ortogonalidade para cada tripla (v, A, B) com v > —3/2 e (A, B) # (0, 0), pois cada tripla (v, A, B) fiza o conjunto
2B,
No caso A = 1, B = 0 o conjunto W59 coincide com o dos zeros da fungio de Bessel esférica j,(x). No caso
A =0, B=1 o conjunto W91 coincide com o dos zeros da funcgdo j’ (x).

Em particular, se v >0 e 7y, i € 0 k-ésimo zero da fungao j,(x) no intervalo (0, o), entao

(o)’ _ 5 Gerilwi)”

16.264
2 ’ 2 ( )

1
/ ju(')/y,kx) jl/('%/,lx) $2d$ = 6k,l
0
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Analogamente, se v >0 e B, € o k-ésimo zero da fungdo j,(x) no intervalo (0, co), entdo

v(v + 1)> (v (Brr))” (16.265)

1
/0 G (By k) ju (Brix) 2* dw = O, (1 (B, 1) 2

Dessa relagao percebemos incidentalmente que By > \/v(v + 1) para todo k, pois o lado esquerdo é certamente positivo
quando k = 1. O

E instrutivo considerar a relagio (16.264) no caso v = 0, quando jo(z) = Ser;(z) e, portanto, yo = km, com k > 0
inteiro. Como jj(z) = %(x) — %2(95)7 (16.264) estd dizendo que
/1 sen (krz) sen (Irx) dr — Ok,1 ( cos(km) 2 B 1 5
o klm2 2 km T 2(km)2 P
ou seja,
! 1
/ sen (krz) sen (Irx) da = 5 Ok, 1 -
0

Essa é uma relagao bem conhecida que, evidentemente, pode também ser provada por meios mais elementares.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. vesio de 13 de janeiro de 2022 Capitulo 16 878/2584

16.3 Exercicios Adicionais

E. 16.30 Ezercicio-dirigido. A ideia deste exercicio é provar as relacdes de ortogonalidade dos polindmios de Legendre usando
diretamente a férmula de Rodrigues, expressio (16.40), pagina 823.

a. Usando a férmula de Rodrigues para os polinémios de Legendre, mostre que

/1 2" Po(z)dx = 0 (16.266)

1

para todo 0 < m < m, m inteiro. Sugestdo: integracdo por partes.

1 2041 (12
/71(x2—1)ndm = (—1)"%

b. Mostre que

para todo n € INp.

c. Mostre que

1 n+1 n! 2
/_1m"Pn(x)dx = % (16.267)

Sugestdo: use a férmula de Rodrigues, integragdo por partes e a expressdo do item b.

d. Usando (16.266) e (16.267) mostre a validade das relacdes de ortogonalidade

1
2

Sugestdo: use a férmula de Rodrigues ou a expressdo (16.32) para obter o coeficiente de maior grau dos polindmios de Legendre.

o’
E. 16.31 Ezercicio. Prove que no intervalo (—1, 1) vale
Po(x) 5P2 = (=1D)™ (4m 4 1) (2m — 3)!
= Por, . 16.2
|z| 5 +m§ 22m T Do) (z) (16.268)

1
Sugestdo: para calcular integrais como / 2 Pom (z)dx pode-se usar (16.41) e/ou (16.44), integracdo por partes e os fatos que P, (1) =1,

0
-1)™(2m — 1!
Vn € No, e P (0) = % vm € No, m > 1, o qual segue de (16.32). o,



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. vesio de 13 de janeiro de 2022 Capitulo 16 879/2584

Apéndices

16.A Provando (16.54) a Forca Bruta

A ideia é tomar (16.52), escrever (22 —1)! = (z—1)!(z+1)! e aplicar a regra de Leibniz. Tudo est4 resumido nas seguintes
linhas autoexplicativas, acompanhadas de uns poucos comentéarios ao final:

. ' (17Z2)m/2 lerm ) .
RO = g g (1)

(1 _ 22)m/2 dl+m
- s g (G- D)

l+m . o
Leibniz (1 — 22)7”/2 [ +m dP . dl+rn p .
B WZ D ?((2_1))W((2+1))

@ (Q=2)m2
2011

20!

(")
- S ()
(")

1222 L am Dk _ m
S L Y O e Ry
(+%) B 7”(22_1)m (1_22)m/2 l I+m (l!)2 L 1)i-p(s bm
e e e :< ) e - e )

(_1 m (1 — 2 —m/2 ! l4+m )2 —p+m 4
_ ) ' ) Z( )m@—l)l iy 4)

m _ 22 —m/2 t—m m ! 2
PH&er (_1) (1 ) / Z (Z + ) ( (l') (Z _ 1)l—p(z T 1)p+m

210 —o \ptm l—p—m)!p!
G RS (1-m)! (1 L1 4 1
- 211! ,;(l—p)!(p+m)!(l—p—m)!p!( DrE+)

(L+m) (1 =222 R (1 —m)! ()2

= (=" (z = 1)!7P(z + 1P+

(I —m)! 20! = I=p)l@+m)({1—p—m)pl
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S () () ()

- S () () (e )

(I —m)! 20 dzli-m
_ m(Hm) (1 =222 g, _ m (+m)
= VT o ¢ Dt =D A

como queriamos provar.

No ponto indicado por (*) acima, usamos o fato que %(zfl)l =0sep>le %(zfl)l =0sel+m—p >1[. Ambas
as condigoes juntas implicam m < p <[, daf a mudanca nos limites da soma. No ponto indicado por (%) multiplicamos
(2—1)™
" (1—2z2)m "

dentro da soma. Fora isso, usamos também que ﬁ(l — 22)m/2 = (1 - 2?)

Na linha seguinte o fator (22 —1)™ é escrito como (z—1)™(z+1)™ e distribuido
—m/2

toda a expressao por 1 = (—1)



