Capitulo 24
Espacos Meétricos
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bidimensional R? ou do espaco tridimensional R?. O estudante ha de reconhecer que boa parte do material

tratado em cursos de célculo de fungoes de uma ou varias variaveis, reais ou complexas, como as nogoes de
derivacao e integracao, assenta-se sobre nogoes como as de convergéncia e limite, as quais, por sua vez, assentam-se sobre
a nocao intuitiva de distancia entre pontos. Assim, por exemplo, dizemos que uma sequéncia x, de pontos na reta real
converge a um ponto z se a distancia |x,, — x| entre x,, e x torna-se menor e menor & medida que n cresce. Mais adiante
faremos essas ideias mais precisas e gerais.

@ ODOS estamos familiarizados com a nogao usual e intuitiva de distancia entre pontos da reta real R, do plano

Ao longo do seu desenvolvimento, especialmente apds o século XIX, a Matemédtica reconheceu a importancia de
abstrair e generalizar a nogao intuitiva de distancia de modo a aplica-la a outros tipos de conjuntos que nao os familiares
espacos de dimensdo finita R, R? ou R3. Esse desenvolvimento conduziu as nocoes de métrica, de espacos métricos
e de espacos métricos completos, as quais definiremos mais adiante, e permitiu aplicar muitas das nogoes geométricas
e instrumentos analiticos, originalmente desenvolvidos em espagos mais familiares, para conjuntos menos acessiveis a
intuicao, como por exemplo espagos vetoriais de dimensao infinita, tais como espagos de fungoes ou de sequéncias. Uma
importante aplicagao dessas ideias a teoria das equagoes diferenciais e integrais serd vista no Capitulo 25, pagina 1307,
quando trataremos do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Lembramos ao estudante que o estudo de espacos de dimensao infinita nao é uma mera abstracao desprovida de uso

ou interesse pratico. Ao se decompor uma funcéo f, continua, diferencidvel e periédica de periodo 2w, em sua série de

Fourier!,

0 eint
f(t) = n:z_:oo an \/ﬁ

tal como ocorre, por exemplo, no problema da corda vibrante, o que estamos fazendo é precisamente expressar uma

tal funcdo em termos de componentes em uma base de um espaco de dimensao infinita, no caso a base formada pelas

int
infinitas funcoes £— com n € Z.
¢ V2T €

Para o estudo de espagos de dimensao infinita, como o desse exemplo, seria muito importante se pudéssemos reter
algumas das nocoes geométricas familiares em espacos de dimensao finita. O emprego de ideias geométricas analogas

1 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). A teoria das séries de Fourier é desenvolvida no Capitulo 36, pagina 1793.
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aquelas encontradas nos espacos R, R? ou R? é de grande importancia na tarefa de explorar espacos de dimensdo infinita,
como o espago das fungoes continuas periédicas de periodo 27, justamente por trazerem tais espagos para mais perto da
nossa intuigao. Por razoes evolutivas, o cérebro humano sé é capaz de produzir e desenvolver imagens em uma, duas
ou trés dimensoes e, portanto, para o estudo de espacos com mais dimensoes faz-se necessario dispor de instrumentos
abstratos que permitam desenvolver raciocinios o mais préximo possivel daqueles empregados em espacos de dimensao
1, 2 ou 3.

Devido as bem conhecidas “relagoes de ortogonalidade”

1 2m
e LT T
2 0 ’

sabemos que, as constantes a,, da decomposicao de Fourier acima sao dadas por

2 —int
an = / C __ft)dt,
0

e podem ser interpretadas geometricamente como as projegoes, ou componentes, da fungao f na “diregao” das fungoes

e—ww,t

NoT
teoria das séries de Fourier, vide [121]), vale também a relagdo, conhecida como Identidade de Parseval?,

(A nocio de projegao, ou componente, de um vetor é familiar em R? ou em R?). Como é bem sabido (para a

Sendo o lado direito a raiz quadrada da soma do quadrado das componentes ortogonais de f, podemos interpretar o lado
esquerdo como o “médulo” ou “comprimento” da funcao f (entendida como vetor no espago de dimensédo infinita das
fungoes periédicas de perfodo 27), tal como no Teorema de Pitdgoras® em R? ou R3.

Se levada adiante, essa analogia geométrica nos permite definir uma possivel nogao de distancia entre duas fungoes
continuas periddicas f e g, que denotaremos por* da(f, g), como o médulo (ou “comprimento”) da diferenga entre duas
fungoes, tal como se faz em espagos de dimensao finita:

da(f, g) = \//0 Tr|f(t)—g(t)|2dt.

Com esse instrumento em maos podemos agora empregar conceitos como o de convergéncia e limite de sequéncias no
espago de dimensao infinita das fungoes continuas periddicas e, eventualmente, prosseguir desenvolvendo em tais espacos
outros ingredientes do Célculo e da Anélise.

Para implementar tais desenvolvimentos, vamos no presente capitulo introduzir algumas importantes nocoes gerais,
como as de métrica, de espago métrico, de sequéncias de Cauchy em espacos métricos, de completamento de espacos
métricos e de topologia de espagos métricos, nogoes essas que provaram ser de grande importancia na tarefa de levar os
instrumentos familiares de abordagem matematica de espacos de dimensao finita a espagos de dimensao infinita e outros.

24.1 Meétricas e Espacos Métricos

As nocdes de Métrica e de Espaco Métrico foram introduzidas por Fréchet® em sua tese de doutorado “Sur quelques
points du calcul fonctionnel”, apresentada, sob supervisdo de Hadamard®, & Ecole Normale Supérieure de Paris em 1906.
A expressio “espaco métrico”, no entanto, ndo foi sua invencdo, tendo sido cunhada por Hausdorff” em 1914. Vamos a
essas importantes defini¢oes.

2Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836).

3Pitdgoras de Samos (ci. 569 A.C. — ci. 475 A.C.).

4A razdo de empregarmos o subindice “2” na defini¢io de da(f, g) serd esclarecida mais adiante.
5Maurice René Fréchet (1878-1973). Fréchet também introduziu a nogio de compacidade.

6 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).

"Felix Hausdorff (1868-1942).
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e Métricas

Uma questao importante que se coloca é a de identificar quais propriedades basicas a nogao intuitiva de distancia
possui para permitir seu emprego em varias instancias. O desenvolvimento da Matemética conduziu a uma identificagao
desses ingredientes em um conjunto de quatro propriedades, as quais resumem tudo o que é essencialmente necessario na
demonstracao de resultados nos quais a nocao de distancia é empregada. Surgiu da identificagao dessas propriedades a
nocgao matematica de métrica, a qual abstrai e generaliza a nocao intuitiva de distdncia. Vamos a essa definicao.

Seja X um conjunto (entendido doravante como nao vazio). Uma fungdo d : X x X — R é dita ser uma métrica em
X se possuir as seguintes propriedades:

1. Positividade: d(a, b) > 0 para todos a, b € X.

[\

. Condigao de distancia nula: d(a, b) = 0 se e somente se a = b.

3. Simetria: para todos a e b € X vale d(a, b) = d(b, a).

e

. Desigualdade triangular: para todos a, b e ¢ € X vale d(a, b) < d(a, ¢) + d(b, ¢).

A quarta propriedade acima é particularmente importante e é denominada desigualdade triangular devido a seu
significado geométrico nos espacos R? e R? com a métrica usual. (Justifique!) As quatro propriedades listadas acima
sao aquelas identificadas como essenciais a nogao intuitiva de distancia e qualquer funcao d que as satisfaga, ou seja,
qualquer métrica, pode potencialmente ser empregada como equivalente aquela nogao. Um ponto importante da defini¢ao
de métrica é a condi¢do que afirma que d(x, y) = 0 se e somente se x e y forem iguais. Compare com a defini¢ao de
pseudométrica a pagina 1267.

Comentdrios. Mencionamos en passant que as condigoes de simetria e de positividade, acima, sdo, em verdade, consequéncia da desigualdade
triangular e da suposi¢do que d(a, b) = 0 se e somente se a = b.

Se supomos que d(a, b) < d(a, ¢) + d(b, ¢) para todos a, b e ¢ € X, entdo, tomando ¢ = a isso diz-nos que d(a, b) < d(b, a). Trocando-se
as letras a <> b, isso diz-nos que d(b, a) < d(a, b) e, portanto, vale d(b, a) = d(a, b) para todos a e b € X, estabelecendo a condigdo de
simetria.

Agora, usando-se a condi¢do de simetria e a desigualdade triangular, podemos também estabelecer a condigdo de positividade. De fato,
usando essas duas condi¢oes, pode-se provar o seguinte fato mais forte: para todos z, y, z € X vale

d(:l:, y) 2 |d(:l:, Z) 7d(zv y)| ) (24'1)

0 que, em particular, garante que d(z, y) > 0. Para provar isso, note-se que pela desigualdade triangular e pela condigdo de simetria, temos
d(z, z) < d(z, y) + d(y, 2). Logo,

d(z, y) 2 d(z, z) —d(y, 2) . (24.2)
Trocando-se x por y e usando-se a condi¢do de simetria, obtemos também
d(z, y) = d(y, =) > d(y, z) —d(=, 2) . (24.3)

Ambas as relagdes (24.2) e (24.3) dizem que d(z, y) > |d(z, z) — d(y, z)|, como querfamos mostrar.
Dessa forma, a definigdo de métrica pode ser reduzida as seguintes condigoes:
1. Condigao de distancia nula: d(a, b) = 0 se e somente se a = b.

2. Desigualdade triangular: para todos a, b e ¢ € X vale d(a, b) < d(a, c¢) +d(b, ¢).
A inclusdo das condigoes de positividade e simetria é supérflua e a fazemos apenas para enfatizar essas importantes propriedades. &
O exemplo mais bdsico de uma métrica é oferecido, no caso X = R, pela fungao d(z, y) = |y — z|, =, y € R. Outro
exemplo essencialmente idéntico em X = C, é oferecido pela fungéo d(z, w) = |z — w|, z, w € C. Essas sdo as chamadas

métricas usuais em R e C, respectivamente. Deixamos ao leitor a tarefa simples de verificar que essas fungoes satisfazem
as condigoes da definicao de métrica.

e Espacgos métricos e outros exemplos basicos

Se X é um conjunto nao vazio e d é uma métrica em X, dizemos que o par (X, d) é um espago métrico. Ou seja, um
espaco métrico vem a ser um conjunto munido de uma métrica.

Como mencionamos, as propriedades requeridas na definicao de métrica, acima, foram enunciadas sob inspiragao do
exemplo familiar do préximo exercicio.

E. 24.1 FEzercicio. Verifique que a fungdo da(x, y) = /(¥ —z')2+ -+ (y™ —2™)2, onde z = (z',...,2™) ey =
(y',...,y™), é uma métrica em R™ (chamada de métrica Euclidiana). -
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E importante que o estudante familiarize-se desde cedo com o fato que um conjunto X pode ter varias métricas. O
exemplo anterior e os dois abaixo ilustram isso.

E. 24.2 Ewercicio. Verifique que a fungdo deo(z, ¥) := max{|y' —z'|,...,|[y™ —2™|}, onde z = (z',...,2™) ey = (¥',...,4™),
é uma métrica em R™. Essa métrica é por vezes denominada métrica de TchebycheV®. &
E. 24.3 Ewercicio. Verifique que a fungdo di(z, y) == |y' — 2|+ -+ |y™ —a2™|, onde x = (2',...,2™) ey = (v*,...,y™), é
uma métrica em R™. o

Mais adiante mostraremos que todas as fungoes

Y

1/
dp(, y) = Dylf:cl|p+...+ ymfxm|p] P

com p > 1 sdo métricas em R™. A desigualdade triangular segue facilmente da desigualdade de Minkowski (5.61), pdgina
307, provada na Secao 5.3.3.1, pagina 307.

Uma caracteristica importante da nogao abstrata de métrica é que a mesma aplica-se também a espagos outros que
nao os familiares espagos R™. Os exercicios abaixo ilustram isso no caso do conjunto X = C([0, 1]), que vem a ser o
conjunto das fungoes continuas reais definidas no intervalo [0, 1].

O leitor deve se recordar que, como o intervalo [0, 1] é compacto, toda fungdo f continua nele definida é limitada,
pois | f] é continua e possui um méximo e um minimo (essa bem conhecida afirmagao encontra-se provada no Teorema
32.16, pagina 1554, vide também os bons livros de Célculo e Andlise).

E. 24.4 Ezercicio. Seja X = C([0, 1]) o conjunto de todas as fun¢Bes reais continuas definidas em [0, 1]. Considere a seguinte
fungdo deo : X X X — R:
doo(f, g) = sup [f(z) —g(2)].

z€[0,1]

Mostre que dos uma métrica em X. o+

E. 24.5 Ezercicio. Seja X = C([0, 1]) o conjunto de todas as fun¢des reais continuas definidas em [0, 1]. Considere a seguinte
funcdod; : X x X — R:

a(f0) = [ 1f@) o) ds.

Mostre que di uma métrica em X. o+

E. 24.6 Ezercicio. Seja X = C([0, 1]) o conjunto de todas as fun¢Bes reais continuas definidas em [0, 1]. Considere a seguinte

fungdodz: X x X — R:
d2(f, g) = \//0 !f(m)—g(m)|2dm.

Mostre que d2 uma métrica em X. o+

Mais adiante mostraremos que em C([0, 1]) todas as fungdes

ay(f, 9) = [ / @) g(ﬂf)\pd:c] "

0
com p > 1 sao igualmente métricas.

O exemplo a seguir mostra que uma métrica pode ser definida em qualquer conjunto nao vazio.

E. 24.7 Exercicio. Seja X um conjunto n3o vazio e considere a seguinte funcdo d; : X x X — R:

0, sex =y,
di(z, y) = (24.4)

1, sex # y.

8Pafnuty Lvovich Tchebychev (1821-1894).
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Mostre que d: uma métrica em X, denominada métrica trivial. o+

Exemplo 24.1 Seja D :={z € C, |z| < 1} o disco aberto de raio 1 centrado na origem de C. As expressoes,

z1— 2
d(z1, z2) = ﬁ e o(z1, 2z2) = argtanh (d(zl, 22)) ,

com z1, z2 € D1, definem métricas em D1, conhecidas como métrica pseudo-hiperbdlica e métrica de Poincaré, respectivamente.
Que tais expresstes definam métricas sdo afirmagdes nao triviais que sdo demonstradas na Secgao 9.5.3.1, pdgina 447. Como
discutido naquela secdo, essas métricas possuem a virtude de serem invariantes por automorfismos de D;. hx(

e Métricas nao-Arquimedianas e espagos ultramétricos

Seja (M, d) um espaco métrico. A métrica d ¢é dita ser uma métrica nao-Arquimediana® se valer
d(z, y) < max {d(ac7 z), d(z, y)} (24.5)

para todos z, y, z € M. E elementar constatar (faca-o!) que (24.5) implica a desigualdade triangular. Na literatura,
uma métrica ndo-Arquimediana é também dita ser uma ultramétrica (ou ainda uma supermétrica) e um espago métrico
dotado de uma ultramétrica é dito ser um espago ultramétrico (ou um espaco supermétrico).

A métrica trivial (24.4) é um exemplo elementar de métrica nao-Arquimediana (verifique!). Um exemplo mais relevante
de métrica ndo-Arquimediana serd encontrado na discussdo sobre nimeros p-ddicos da Segao 24.A, pagina 1295.

Para exemplos de aplicagoes de métricas nao-Arquimedianas em Fisica, notadamente na Mecanica Estatistica, vide
[313]. Um exemplo de espago ultramétrico relevante na Teoria das Probabilidades, na Teoria dos Processos Estocdsticos
e mesmo na Mecanica Estatistica, é o espaco de sequéncias apresentado na Segao 24.1.2, pagina 1264.

e Métricas e normas em espagos vetoriais

Se € é um espaco vetorial dotado de uma norma || - ||¢ (a nocdo de norma em espagos vetoriais foi introduzida na
Secgao 3.2, pagina 233), podemos definir uma métrica em & através da seguinte expressdo: para u, v € &,

de(u, v) = [Ju—"v|e .
Essa métrica é dita ser a métrica induzida pela norma || - ||¢.

E. 24.8 FEzxercicio. Prove que essa expressio de fato satisfaz as propriedades definidoras de métrica. Sugest3o: para demonstrar a

desigualdade triangular, use a propriedade de norma |la+b|| < ||a||+||b|| para provar que ||[u—v|le = |[u—wH+w—v|e < [[u—wl||e+||w—v]e
para todos u, v, w € &. *
E. 24.9 Ezxercicio. Diversas métricas apresentadas acima s3o induzidas por normas. Identifique-as! o+

Como vimos, se € é um espago vetorial normado, entao é também um espago métrico com a métrica induzida pela
norma, definida acima. O préximo exercicio trata da questao de saber que condicoes sao necessarias e suficientes para
que uma métrica definida em um espaco vetorial seja induzida por uma norma, ou seja, da questao de saber quando é
possivel definir uma norma a partir de uma métrica.

E. 24.10 Ezercicio. Seja & um espaco vetorial complexo dotado de uma métrica d. Mostre que para que a métrica d seja uma
métrica induzida por uma norma é necessdrio e suficiente supor que d satisfaz as seguintes condi¢des:

1. Invariincia translacional: d(u +¢t, v +t) = d(u, v) para todos u, vet € E.

2. Transformacdo de escala: d(au, cw) = |a|d(u, v) para todos u, v € € e todo a € C.

Sugestdo. Prove que sob as hipSteses 1 e 2, a expressdo |lu| := d(u, 0) com u € €, define uma norma em € e mostre que essa é a
norma que induz a métrica d. o,

9 Arquimedes de Siracusa (ci. 287 A.C. — ci. 212 A.C.).
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e A métrica de Minkowski

Seja € um espaco vetorial real dotado de uma métrica d. Essa métrica é dita ser uma métrica de Minkowski'®'! se
satisfazer:

1. Invariancia translacional: d(u +t, v +t) = d(u, v) para todos u, v et € E.

2. Linearidade em segmentos: d(u, (1 — A)u+ Av) = Ad(u, v) para todos u, v € € e todo A € [0, 1].

Se d é uma métrica de Minkowski, definimos ||u|| := d(u, 0). Observe-se que ||u — v| := d(u — v, 0) = d(u, v) sendo
que, na tdltima igualdade, usou-se a invariancia translacional. Isso mostra que se || - | for uma norma, ela induz a métrica
d.

Provemos que || - || é, de fato, uma norma em &. Tem-se, usando-se a invaridncia translacional e a simetria, || — ul| =

d(—u, 0) = d(0, u) = d(u, 0) = ||u|| para todo u € €. Provemos a propriedade ||au| = |a|||u| para todo a € R e u € E.
Para o = 0 nao ha o que se provar e, pela propriedade anteriormente provada, basta considerar o > 0. H& dois casos a
considerar (usaremos repetidas vezes a invariancia translacional e a linearidade em segmentos):

1. Caso 0 < a < 1, temos, ||aul| = d(au, 0) = d(0, —au) = d(u, (1 — a)u) = ad(u, 0) = afu.

2. Caso a > 1, temos, a™!|au| = Ha’lauH = ||u/|, usando o resultado do item anterior, pois 0 < a™t < 1.

Como o leitor ja deve ter intuido, uma métrica de Minkowski também satisfaz a condigao de transformagao de escala
listada no Exercicio E. 24.10, pagina 1249, a saber d(au, av) = |a|d(u, v) para todo o € R e todos u, v € €. Isso
pode ser provado diretamente das propriedades de invariancia translacional e a linearidade em segmentos. Novamente, é
suficiente tomarmos « > 0 e usaremos repetidas vezes essas propriedades:

1. Caso 0 < a < 1, temos d(au, av) =d(u, (1 — a)u+ av) = ad(u, v).

2. Caso a > 1, temos a td(au, av) = d(a tau, a tav) = d(u, v), sendo que na primeira igualdade usamos o
resultado do item anterior, pois 0 < a1 < 1.
*
A métrica de Minkowski pode ser definida restrita a subconjuntos convexos {2 de um espago vetorial real €. Nesse

caso, porém, nao faz sentido, em geral, associar essa métrica a uma norma, pois {2 pode nao conter o vetor nulo nem
multiplos arbitrarios de um vetor de ) estdo necessariamente em ().

e Métricas e fungoes subaditivas

A composicao de uma funcao subaditiva com propriedades adequadas e uma métrica definida em um conjunto M
fornece novamente uma métrica em M. Esse é o resultado da seguinte proposigao tutil:

Proposicao 24.1 Seja (d, M) um espago métrico e seja h : [0, co) — [0, 00) uma fungdo satisfazendo as sequintes
condigoes:

1. h(0) =0 e h(x) > 0 para todo x > 0;
2. h € crescente: h(x) < h(y) sempre que 0 <z <y;
3. h € subaditiva: h(x +y) < h(z) + h(y) para todos z, y € [0, 00).

Entdo, D : M — [0, o) dada por D := hod é também uma métrica em M.

Pelo Lema 5.4, pdgina 287, toda funcio h : [0, 00) — [0, 00) que seja concava'? e satisfaga h(0) = 0 € subaditiva
e, portanto, a condi¢do de concavidade pode substituir suficientemente a condi¢cao subaditividade, acima, para a validade
da afirmacao. O

10Hermann Minkowski (1864-1909).

11N30 confundir com a nocdo homénima usada na Teoria da Relatividade. A nocéo aqui apresentada de métrica de Minkowski provém de
[323].

120u seja, tal que h(Az + (1 — A)y) > Ah(x) + (1 — A)h(y) para todo A € [0, 1] e todos =, y > 0.
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Prova. Sejam a, b € M. E claro que D(a, b) = h(d(a, b)) > 0 em todo M. Como h anula-se apenas em 0, é claro
também que D(a, b) = 0 se e somente se d(a, b) = 0 e, portanto, se e somente se a = b.

A simetria de D decorre trivialmente da de d: D(a, b) = h(d(a, b)) = h(d(b, a)) = D(b, a) para todos a, b € M.
Finalmente, para a, b, c € M,

h é crescente subaditividade

D(a, b) = h(d(a, b)) <  h(d(a, ¢)+d(c, b)) <  h(d(a, ¢)) +h(d(c, b)) = D(a, ¢)+ D(c, b) ,

que é a desigualdade triangular para D. |

Exemplo 24.2 Se d(a, b) é uma métrica em um conjunto M, entao d(a, b)l/q é também uma métrica em M para qualquer
g > 1 pois a fungao [0, 00) > = — z'/1 e [0, oo) é positiva, cdncava, crescente e anula-se em x = 0. hug

e Bolas em Espacos Métricos

A nocao de bola em espagos vetoriais normados foi introduzida a pagina 240. Vamos agora estender essa nocao a
espagos métricos gerais.

Seja X um espaco métrico com uma métrica d e seja x € X. Define-se a bola aberta de raio r > 0 centrada em =z
como sendo o conjunto
Bz, r) = {y€ X, talqued(z, y) < r}.

Em palavras, B(z, r) é o conjunto de todos os pontos de X que, segundo a métrica d, distam de x menos do que 7.
Bolas abertas desempenham um papel importante no estudo de espagos métricos. O conjunto
B(z, r) = {ye X, talqued(z, y) < r}

define a bola fechada de raio r > 0 centrada em .

E. 24.11 Ezercicio. Prove que toda bola aberta (fechada) em um espago métrico é um conjunto aberto (fechado) na topologia
métrica desse espaco (as nogdes de conjuntos abertos ou fechados em um espago métrico serdo introduzidas na Secio 24.2, pigina
1265). *

Ao contrario do que o nome sugere, bolas abertas em espagos métricos nao tém necessariamente um formato “redondo”.
Na Figura 3.1, pagina 1252, exibimos o aspecto das bolas fechadas de raio 1, centradas em 0, relacionadas as métricas
dp e dso em R

E. 24.12 Ezercicio. Confirme o formato das diversas bolas descritas na Figura 24.1, pdgina 1252. "

e Sequéncias
Antes de prosseguirmos, recordemos uma definicado bésica.

Se X é um conjunto nao vazio, uma funcao a : IN — X é dita ser uma sequéncia em X. Como é familiar ao estudante,
o valor de a em n € IN é frequentemente denotado por a, ao invés de a(n). Analogamente, uma sequéncia a : N — X é
frequentemente denotada por {a, }nen, por {a,, n € N}, ou ainda, com um certo abuso de linguagem, simplesmente por
an. Essa ultima notacgao é, talvez, a mais frequente, mas pode, em certas ocasioes, causar alguma confusao pois, como
mencionamos, a,, designa, estritamente falando, o valor de a em n, nao a sequéncia toda.

Vamos agora introduzir varias nogoes fundamentais, as quais provém de definigoes bem conhecidas no contexto da
reta real.

e Subsequéncias

Seja X um conjunto e seja a : IN — X uma sequéncia em X. Seja também x : IN — IN uma fungao estritamente
crescente (ou seja, k(m) < k(n) se m < n). Entao, aok: N — X é dita ser uma subsequéncia de a.

e Convergéncia em espagos métricos

Seja (X, d) um espaco métrico. Dizemos que uma sequéncia a em X converge para um elemento z € X em relagao
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Figura 24.1: As bolas fechadas B(0, 1) de raio 1 centradas em 0, relacionadas as métricas d, e doo em R2. As linhas
sélidas indicam os bordos dB(0, 1). O indice 1 indica a bola B(0, 1) para a métrica d;. Trata-se de um quadrado obliquo
com arestas de comprimento v/2 centrado na origem O. O indice p; indica as bolas B(0, 1) para as métricas dj,, quando
1 < p1 < 2. O indice 2 indica a bola B(0, 1) para a métrica do. Essa é a tnica bola que coincide com o disco fechado de
raio 1 centrado na origem O. O indice ps indica as bolas B(0, 1) para as métricas dp, quando ps > 2. O indice co indica
a bola B(0, 1) para a métrica d. Trata-se de um quadrado com arestas de comprimento 2 centrado na origem O.

& métrica d se para todo € > 0 existir um ntimero natural N(e) (eventualmente dependente de €) tal que d(z, a,) < €
para todo n > N(e).

Uma outra maneira de frasear a nocao de convergéncia de uma sequéncia em um espaco métrico € a seguinte: dizemos
que uma sequéncia a em X converge para um elemento x € X em relagao a métrica d se para todo € > 0 existir um
ntmero natural N(e) (eventualmente dependente de €) tal que para todo n > N(€) tem-se a,, € B(z, €) (a bola aberta
de raio € centrada em z).

A seguinte proposicao é fundamental, pois nos diz que, em um espaco métrico, uma sequéncia, se for convergente, sé
pode convergir a um ponto:

Proposicao 24.2 Seja (X, d) um espago métrico e seja b uma sequéncia em X. Suponha que b converge a um elemento
z € X e aum elementoy € X. Entao, x = y. O

Prova. Pela desigualdade triangular, temos que d(z, y) < d(z, b,) + d(b,, y) para qualquer n. Agora, como b converge
a x sabemos que, para qualquer € > 0 teremos d(z, b, ) < € para todo n grande o suficiente, ou seja, para todo n maior
que um certo inteiro N, (¢). Analogamente, como b,, converge a y sabemos que, para qualquer ¢ > 0 teremos d(y, b,) < €
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para todo n grande o suficiente, ou seja, para todo n maior que um certo inteiro Ny(e). Assim, para todo n maior que
max{N,(e), Ny(e)} teremos d(z, y) < 2e. Ora, como € é um nimero positivo arbitrario, uma tal desigualdade s6 pode
ser valida se d(x, y) = 0. Como d é uma métrica, isso implica x = y. |

O estudante pode constatar que a demonstragao acima faz uso de todas as propriedades definidoras da nocao de
métrica, o que ilustra a importancia de nocoes abstratas como aquela.

Um pouco de notagao. Se uma sequéncia a em X converge a x € X em relagao a métrica d entao x é dito ser o d-limite
de a, ou simplesmente o limite de a, se a métrica d estiver subentendida. Denotamos esse fato escrevendo x = df_1>im Qn,
n [ee]

ou simplesmente z = lim a,, (se a métrica d estiver subentendida). Outra notagdo frequentemente empregada para
n—oo

. , - ) d . C
dizer que x é o d-limite de a é a,, ——— x, que é autoexplicativa.
n—oo

e Sequéncias de Cauchy

Seja um espaco métrico X com uma métrica d. Uma sequéncia a de elementos de X é dita ser uma sequéncia de
Cauchy™® em relagao & métrica d se para todo € > 0 existir um nimero natural N(e) (eventualmente dependente de e)
tal que d(a;, a;) < € para todo 7 e j tais que i > N(€) e j > N(e).

A seguinte proposicao é fundamental:

Proposigao 24.3 Seja um espago métrico X com uma méltrica d e seja b uma sequéncia convergente em relacdo a
métrica d a um elemento x € X. Entdo, b € uma sequéncia de Cauchy em relagdo ¢ métrica d. |

Prova. Sejam m e n arbitrdrios. Pela desigualdade triangular, vale d(b,, b,,) < d(b,, ) + d(z, b,,). Agora, como b
converge a x sabemos que para todo € > 0 teremos d(b,, z) < €/2 e d(by,, x) < €/2 desde que ambos m e n sejam
maiores que algum N (e/2). Nesse caso, entao, d(by, by) < €/2 + €/2 = €. Isso completa a prova. |

Uma questao de fundamental importancia que agora se coloca é a seguinte: serd valida a reciproca da proposicao
acima, ou seja, serda que toda sequéncia de Cauchy em um espago métrico é convergente? A importancia dessa questao
é a seguinte. Dada uma sequéncia concreta x,, em um espago métrico X, nao sabemos a priori se x,, convergira ou
nao a menos que encontremos um elemento z em X com a propriedade desejada (para todo € > 0, existe N(e) tal que
d(x,, x) < € sempre que n > N(¢)). Nem sempre pode ser facil ou possivel encontrar explicitamente tal x, e gostariamos
de possuir um critério baseado apenas em propriedades verificdveis da sequéncia x, que nos permita dizer se ela converge
ou nao. A propriedade de uma sequéncia ser de Cauchy é uma propriedade cuja validade ou nao depende apenas da
sequéncia e, portanto, em face a Proposicao 24.3, é um 6timo candidato a ser um tal critério de convergéncia.

Sucede, porém, que, em geral, a resposta a pergunta acima é negativa: existem espagos métricos nos quais hé
sequéncias de Cauchy que nao convergem. Isso é ilustrado pelos seguintes exemplos. Considere-se o conjunto X = Q
dos nimeros racionais e adotemos em Q a métrica usual: d(r, s) = |r — s|, com r, s € Q. H4, sabidamente, exemplos de
sequéncias de Q que sao de Cauchy em relagao a métrica d que convergem em Q. Um exemplo é encontrado no exercicio
seguinte.

n
L . , . . , L 1 .
E. 24.13 Ezercicio. Seja r um nimero racional com r > 1. Prove que a sequéncia de nimeros racionais s, = E —,n €N, éuma
r
a=0

T Sugestdo: prove primeiramente que s, = (r—r~")/(r—1) e

- , . r
sequéncia de Cauchy e que a mesma converge ao ndmero racional
r—

use esse fato. o,

O ponto, porém, é que ha também exemplos de sequéncias de @ que sao de Cauchy em relagao a métrica d mas que
nao convergem em Q. Um exemplo famoso, e que pode ser tratado com detalhe, é o da sequéncia

.1 1
Sp — +ﬂ+5+"'+a,

que é uma sequéncia de Cauchy de racionais, mas que nao converge a um niimero racional'¥. Tratamos esse exemplo com
detalhe no préximo tépico. A leitura do mesmo pode ser dispensada pelo estudante ja familiarizado com esses fatos, mas

13 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
140 estudante bem sabe que essa sequéncia converge no conjunto dos reais ao niimero e. Abaixo provaremos que esse niimero néo é racional.
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pode ser instrutiva para os demais. Por um teorema de Lambert!® (vide [162]), sabe-se que se 7 é um ntimero racional
~ ~ ~ 7’ . . A~ . . . 2 T . . .
nao nulo entao e” nao é racional. Assim, as sequéncias de racionais s, = 1 + 7 + 5y + -+ + 7 convergem a irracionais.

Analogamente, esse teorema de Lambert implica que In(r) ndo pode ser racional se r o for, Assim, para —1 <r < 1, a
n n+1
série Y20 = 17)L+1 converge ao irracional In(1 + r).

0 lo & sncia p, =4y L irracional 7. U ¢ irracional pod
utro exemplo é a sequéncia p, =4, _, i1 due converge ao irracional . Uma prova que m ¢ irracional pode ser
encontrada em [368] ou em [162]. Vide pdgina 62 para mais comentédrios. Para uma breve discussdo sobre aproximagoes
para 7 recheada de digressoes histéricas, vide Secao 24.B, pagina 1301.

Esses exemplos, que estao longe de ser unicos, ilustram um fato muito importante: existem espagos métricos nos
quais nao vale a reciproca da Proposi¢ao 24.3, ou seja, existem espagos métricos nos quais sequéncias de Cauchy nao sao
necessariamente convergentes.

De grande importancia sao os espagos métricos onde vale a reciproca da Proposicao 24.3. Tais espagos métricos sao
denominados completos e deles falaremos na Secao 24.1.1, pagina 1256, logo adiante.

e O numero ¢ é um numero irracional

Seja a sequéncia de nimeros racionais

14+ — ! + = ! +F !

- fl

" 2! n!’

Vamos provar que essa sequéncia é de Cauchy em relagao a métrica usual em Q, mas que a mesma nao converge a um
ndmero racional.

Primeiro provemos que esta sequéncia é de Cauchy. Vamos supor j > i. Como a sequéncia s,, é crescente, segue que
d(si, sj) = |si — sj| = s; — s;. Temos, entdo,

d(Si, Sj) = S]'*Si: " ++—

z—|—2 BN T 4!

IN

o
Z+1( z+2 (z’éﬁ*"'*ﬁ)

1 = 1
S G ZZ:O (i +2)°

1 142 2
= < ara 1> 0. 24.6
G+0li+vl > G+l P (246)
Como o nimero ———— (1) pode ser feito arbitrariamente pequeno tomando-se i grande, fica provado que a sequéncia s,, é
de Cauchy.
E. 24.14 Ezercicio. Justifique cada passagem acima. "

Vamos agora provar que essa sequéncia nao converge a um numero racional. Para isso vamos supor o contrario e
constatar que isso leva a um absurdo. Vamos entao supor que a sequéncia converge a um racional e. Como e é suposto
ser racional, e seria da forma e = p/q onde p e ¢ sdo nimeros inteiros primos entre si. Da desigualdade triangular segue
que

2
dle, i) < dlsi, s5) +d(e s;) < Gy e

15 Johann Heinrich Lambert (1728-1777).
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para qualquer € > 0, desde que j seja escolhido grande o suficiente (pois s; converge a e). Assim, como a desigualdade

vale para qualquer € > 0, conclui-se que
2
dle, s;) < — .
(e 51) < (i+1)!

Como s; é uma sequéncia crescente e s; # s; para i # j, segue que d(e, s;) =e —s;. Logo,

P 2
0<e—s =-—8 < —
q (i41)!
e, portanto,
P < 2 24.7
para todo i € IN. Para i = 2 a relagao (24.7) fica (verifique!)
) 17
5 < g <+ (24.8)

Como 17/6 < 3, concluimos que 5/2 < p/q < 3. Esse fato mostra que p/q nédo é inteiro. Disso, segue que g > 2, fato que

usaremos logo abaixo!6.

Como (24.7) vale para todo 4, tomemos em particular ¢ = gq. A relagao (24.7) diz, entdo, que

1 1 1 12
1+ b
q

_ — < < 1 — — -
ntoty R TR R P 3

Multiplicando-se ambos os lados por ¢! concluimos que

2
A< plg—1)! < A+? < A+1, poisqg>2,
q

onde

1 1 q'  q! q!
— (1. .22 ) = gl L2y L
A q.(1+1!+ +q!) q.+q.+2!+3!+ +q!
é um numero inteiro positivo, pois é, claramente, uma soma de inteiros positivos. Assim, o que provamos é que A <
plg—1)! < A+ 1. Agora, como A é um inteiro, essas tltimas desigualdades dizem que o nimero inteiro p(q — 1)!
estd contido no intervalo aberto entre dois inteiros sucessivos (4 e A 4 1) e, portanto, ndo pode ser um inteiro: uma
contradigdo. Isso prova, entdo, que e nao pode ser da forma p/q e, portanto, ndo pode ser racional.

O ntmero irracional e é denominado!” nimero de Euler'®, ou nimero de Napier'®.

Diversas demonstragoes elegantes da irracionalidade de certos ntimeros podem ser encontradas no capitulo 6 de [6].

E. 24.15 Ezercicio. A chamada constante de Euler-Mascheroni?® é o niimero definido®! por

n—o0

1 1
v = lim (1 + B +-+ - ln(n)) ~ 0,57721566490153286060651209008240243104215933593992 . .. ,

com 50 digitos. A constante v surge em vérias situagdes, por exemplo na definicdo das fungdes de Bessel de segundo tipo (vide Secdo
15.2.3, pdgina 774) e em propriedades da fun¢do Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 341). A prova que o limite acima existe pode
ser encontrada em qualquer bom livro de Calculo, por exemplo em [368]. Até hoje ndo é conhecido se v € um nimero racional ou
irracional. Resolva essa questdo. "

16F possivel extrair um pouco mais de (24.8). A primeira desigualdade em (24.8) diz-nos que p > 5¢/2. Como ¢ > 2, segue que p > 5. A
segunda desigualdade em (24.8) diz-nos que ¢ > 6p/17. Como p > 6, segue que q > 36/17 > 2. Assim, conclui-se que g > 3.
17Seu valor aproximado, com 100 digitos, é

2,7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277240766303535475945713821785251664274 . .. .

18Leonhard Euler (1707-1783).

19John Napier of Merchiston (1550-1617).

20Lorenzo Mascheroni (1750-1800).

21Essa constante foi introduzida por Euler em 1735, o qual calculou seus primeiros 16 digitos decimais. Em 1790, Mascheroni calculou seus
primeiros 32 digitos decimais, dos quais apenas os primeiros 19 estavam corretos.
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e Sequéncias de Cauchy sao limitadas

Sequéncias de Cauchy em espagos métricos e, em particular, em espacos vetoriais normados, sao limitadas. O
significado preciso dessa afirmagao é o contetido da proposicao que segue e do corolario que lhe segue.

Proposicao 24.4 Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d e seja {x,, n € N} uma sequéncia de

Cauchy em M em relagao ¢ métrica d. Entao, existe C > 0 tal que sup d(z,, xp) < C. O
a, beIN

Prova. Seja ¢ > 0, fixo. Por hipétese existe N(e) € IN tal que d(z,, x,) < € para todos n, m > N(e). A colecao

de niimeros naturais menores que N(e) é, evidentemente, finita. Seja, Cp = ;na%{( )d(xa, xp). Tomemos também
a, b<N (e
ng > N(e), fixo, e seja C = maz()d(xa, Zn,). Temos que para todo b < N(e) e todo n > N(e) vale d(zp, x) <
a<N (e

d(zp, Tpy) + d(xp,, 2n) < C1 + €. Assim, resumindo, para k, | € IN arbitrdrios, temos

€, se k, I > N(e),

d(xe, m) < Ci+e, sek<N(e)el>Nl(e),

Cy , sek, L <N(e),
mostrando que d(xy, x;) < max{e, C; +¢€, Cyo} = C, para todos k, [ € IN. |
Coroldrio 24.1 Seja V' um espago vetorial dotado de uma norma || - || e seja d(u, v) := |ju — v|| a métrica associada a
essa norma. Seja {un,, n € N} uma sequéncia de Cauchy em V em relagao & métrica d. Entdo, existe K > 0 tal que
lun|| < K para todo n € N. O
Prova. Sejang € N, fixo. Entéo, para todo n € IN vale [[un|| = || (tn —ting) +ting || < [[ttn —tng || 4[|t || < C+|ltin, ||, onde
C' é a constante, descrita na Proposi¢ao 24.4, que majora ||u, — ty, || para todos n, ng € IN. Adotando-se K = C + ||t ||
a demonstracao esta completa. |

24.1.1 Completeza e o Completamento Candnico

e Completeza

Dizemos que o espago métrico X é completo em relagao a métrica d se toda sequéncia de Cauchy em X convergir a
um elemento de X.

Assim, em um espaco métrico completo, para garantirmos que uma sequéncia converge basta verificarmos que a
mesma é de Cauchy. Como comentamos a pagina 1253, a propriedade de uma sequéncia ser de Cauchy pode ser
verificada analisando apenas propriedades da mesma, dai sua vantagem. Dessa forma, dada uma sequéncia concreta
{z,} em um espago métrico completo X, para sabermos se {z,} converge nédo é necessdrio adivinhar o elemento ao
qual converge, mas basta constatar a propriedade de Cauchy, o que pode ser feito apenas estudando a distancia entre
elementos de {z,}.

Nota. O estudante mais adiantado deve ser advertido que a nogao de completeza de um espago métrico nao é uma nogao topoldgica. Vide

discussao & péagina 1266. &

Pelo que vimos nas tiltimas péaginas, o espaco métrico formado pelos ntimeros racionais com a métrica usual nao é
um espaco métrico completo. Vale, porém a seguinte afirmacao:

Proposicao 24.5 O conjunto dos nimeros reais R é um espago métrico completo em relagio a métrica usual: d(x, y) =
|:c—y|,:c,y€]R. ]
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A demonstragdo dessa proposi¢do pode ser encontrada em todos os bons livros de Célculo ou Anélise Real. Discuti-
remos com detalhe esse fato ao apresentarmos uma “construcdo” dos ntimeros reais, devida a Cantor?? (seguindo ideias
de Weierstrass®?), na Secao 24.A, da qual a proposigao acima é um coroldrio imediato.

O mesmo vale para o conjunto dos ntimeros complexos:

Proposicao 24.6 O conjunto dos nimeros complezos C € um espago métrico completo em relagio & métrica d(z, w) =
|z —wl|, z, we C. O

Vale também a seguinte afirmacao, cuja demonstragao serd apresentada como caso particular de uma outra afirmacao
mais geral na Secao 24.5.1, pagina 1274:

Proposigao 24.7 Para todo m > 1, o conjunto R™ € um espaco métrico completo em relagdo as métricas doo, di, do €
dp, com p > 1, definidas a pdgina 1247. O

Vamos a outros exemplos.

E. 24.16 Ezercicio. Vamos mostrar que C([0, 1]), o conjunto das funcdes continuas (reais ou complexas) definidas no intervalo
[0, 1], ndo é completo em relagdo a métrica di:

a(f 0 = [ 1f@) o) ds.

Considere a seguinte sequéncia de fun¢des continuas em [0, 1]:

0, sexG[O,%fﬂ,
fa@) = S n(z-1+1), sexe(b-1 1), (24.9)
1, seme[%, 1],

onde n € IN, n > 2. Vide Figura 24.2.

0 12-1n 12 1
Figura 24.2: Grafico das funcgoes f,.

a) Convenca-se que essas fun¢des sio todas continuas e, portanto, elementos de C’([O, 1])

22Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).
23Karl Theodor Wilhelm Weierstraf (1815-1897).
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b) Calcule di(fn, fm) e mostre que a sequéncia f, é uma sequéncia de Cauchy em relagdo a métrica di.

¢) As funcdes fn valem 1 no intervalo [1/2, 1]. Fora isso, para cada z € [0, 1/2) vale fn(z) = 0 para todo n suficientemente
i

grande. Convenga-se que esses fatos implicam que se existir uma fun¢do f tal que lim / |fn(m) — f(m){ dx = 0 entdo f deve
n— oo 0
ser da forma
0, sexe|0, 5],
flz) = (24.10)
1, sexe€ (%, 1} s

(a menos, eventualmente, de conjuntos de medida nula, como o ponto x = 1/2, onde pode estar indefinida) pois de outro modo
1 1
ter-se-ia lim / |fn(m) - f(m){dm # 0. Calcule / |fn(m) — f(m){ dz e mostre explicitamente que o limite dessa integral é zero

quando n — co. Como f ndo é continua, isso mostra que a sequéncia de Cauchy { f» }nen ndo converge a uma fungdo continua
e, portanto, C’([O, 1]) n3o é um espagco métrico completo em relagdo a métrica d;.

Vamos agora demonstrar o seguinte fato importante:

Proposicao 24.8 Seja [a, b] com —oco < a < b < oo um intervalo compacto e seja C([a, b]) o conjunto das fungdes
continuas (reais ou complexas) definidas em [a, b]. Entao, C([a, b]) € completo em relagdo a métrica d(f, g) :=
sup ‘f(l') - g(:L')|, fa g € C([av b])
z€la, b
Um outro modo de formular a afirmacao acima € dizer que o limite uniforme de uma sequéncia de fungoes continuas
em um intervalo compacto [a, b] € também uma fun¢ao continua. O

A Segao 24.4, pagina 1269, é dedicada a teoremas de completeza para certos conjuntos de fungoes assumindo valores
em espagos métricos completos. Uma importante generalizacao da Proposicao 24.8 é apresentada no Corolério 24.2,
péagina 1272.

Prova da Proposi¢do 24.8. O leitor deve se recordar que, como o intervalo [a, b] é compacto, toda fungdo f continua
nele definida é limitada, pois |f| é continua e possui um maximo e um minimo (Teorema 32.16, pagina 1554). Assim,
doo(f, g) := sup ‘f(ac) — g(x)‘ estéd definida para todas f, g € C’([a, b])
z€la, b

Seja f, uma sequéncia de Cauchy em C([a, b]) Entao, para todo € > 0 existe um inteiro positivo N(e) tal que
SUPyc[q, 1] | fa(z) = fim(2)| < €, sempre que m e n sejam maiores que N (e). Isso significa que para cada z € [a, b] tem-se
| fn(x) = fm(x)| < € sempre que m e n sejam maiores que N(e). Assim, para cada x € [a, b] fixo, a sequéncia numérica
fn(x) é uma sequéncia de Cauchy. Como R (ou C, conforme o caso) é completo, segue que cada sequéncia f,(z) é
convergente. Vamos denominar por f(x) seu limite.

Claramente [a, b] > z — f(z) é uma funcao (certo?). Essa fungdo f é um forte candidato a ser o limite da sequéncia
{fn}nen na métrica doo. Colocamo-nos, entdo, as seguintes questdes: 1. Serd a fungdo f também um elemento de
C ([a, b])7 ou seja, continua? 2. Se a resposta a pergunta anterior for positiva, sera que a sequéncia f,, converge a fungao
f na métrica do,? Se a resposta a essas perguntas for positiva, estard provado que C ([a, b]) é completo na métrica du.

Precisamos agora mostrar que a sequéncia { f,, }men aproxima essa fungdo f na métrica doo.

Seja € > 0 arbitrdrio. Vamos definir uma sequéncia crescente de nimeros inteiros e positivos Ni(e), k=1, 2, 3, ...
com Nii1(€) > Ni(e), da seguinte forma: Ny(e) é tal que doo(fim, fn) < €/2F para todos m, n > Ny (). Note que uma
tal sequéncia N (e) sempre pode ser encontrada pois, por hipétese, f,, é uma sequéncia de Cauchy em d.,. Vamos agora
escolher uma sequéncia crescente de indices n; < ng < -+ < ng_1 < ng < --- tais que nx > Ni(e). A essa sequéncia
estd associada a subsequéncia { fy, }kew. Note que, pela definigao, tem-se

€
doo(fnprla fnl) < ?7

pois n; e ;41 sdo maiores que Ny(e).
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Com essas definigoes, teremos que, para todo k& > 1,

??‘

-1

fnk(x)ifnl(x) - [fnl+1( )7fm(m)] .

=1

(Justifique!). Logo,

k—1
|fnk(x)_fm($)| < Z‘an»l — fr (2 )|
=1

IN
)]
=

T

Eﬁ.

t
Eﬁ.
\

doo(anla fnl)

= 1 1
Daqui, concluimos que para cada x € [a, b,

|[f(@) = fuy (@)

[£(2) = @)+ fur @) = fu @)

IN

N

7@ = )]+ (1 77) |
ou seja,
@)~ fu@)] < 170 = )] + e (1- 5 )

O lado esquerdo desta expressao independe de k. Tomando-se o limite &k — 0o e lembrando que a sequéncia numérica
fny, () converge a f(x), concluimos que |f(z) — fn, ()] < € e, para todo n > Ni(e) valerd |f(x) — fo(x)] < |f(x) —
Fri (@) + [ fny (@) — fr(2)] < e+€/2 =(3/2)e. Como isso vale para todo z, segue que

doo(f, fn) = sup [f(x) = fu(z)] < (3/2)e (24.11)

z€[a, b]

para todo n > Ni(e€). Isso demonstra que a sequéncia f, converge a f em relacdo & métrica doo

Vamos agora provar que a fungdo f é continua. Para tal, notemos que para quaisquer z, y € [a, b,

@ = F@] = |F@) = Fur @) + fon @) = For @) + Fs () = FW)

S |f(£L') - fnl(m)| + |fn1(x) - fnl(y)| + ‘fnl(y) - f(y)‘

IN

sup ‘f(m)*fm(x)‘ +|fn1(m)*fn1 ‘JF sup |fn1 *f(y)|

z€[a, b y€la, b

= 2doc(fy for) + | o (@) = fuy (0]

< Bt | fun(z) = fra (W) -

Notemos agora que f,, € C([a, b]) e é, portanto, uma fungao continua. Logo, pela defini¢iao de continuidade de fungoes,
para z fixo, existe um ndmero positivo § tal que |fn, (z) — fn,(y)| < € para todo y tal que |y — z| < 4.

Assim, concluimos que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo y tal que |y — 2| < d tem-se |f(x) — f(y)| < 4e.
Isso nos diz precisamente que f é continua, como queriamos provar.
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E. 24.17 Ezercicio. Mostre que a sequéncia de fungdes f, definida em (24.9) ndo é uma sequéncia de Cauchy em relagdo a
métrica doo. Observe que isso é coerente com a Proposicdo 24.8, pois a fungio f dada em (24.10), obtida pelo limite pontual
f(z) = limp— oo fn(x) para cada z € [a, b], ndo é continua. o,

e Conjuntos densos em espagos métricos

Se M é um conjunto dotado de uma métrica d, dizemos que um conjunto .S, subconjunto de M, é d-denso em M (ou
simplesmente denso em M) se todo x € M puder ser aproximado por elementos de S no sentido da métrica d, ou seja, se
para todo z € M e todo € > 0 existirem elementos s € S (eventualmente dependentes de x e de €) tais que d(z, s) <.

Por exemplo, o conjunto dos racionais @ é denso em R para a métrica usual d(x, y) = |y — z|. Para cada p, Q é
também denso na métrica p-ddica d, no conjunto Q, de nimeros p-ddicos (para as defini¢des, vide Segdo 24.A, pégina
1295). Muito importante também é o Teorema de Weierstrass, Teorema 36.3, pdgina 1806, que afirma que em cada
intervalo fechado e limitado [a, b] os polinémios sdo densos no conjunto C([a, b]) das func¢des continuas definidas em
[a, b].

e Isometrias

Sejam (Mi, di) e (Ma, do) dois espagos métricos. Uma fungao h : M7 — M, é dita ser uma isometria se preservar
distancias, ou seja, se para todos x, y € My valer

dy(h(x), h(y)) = di(z, y) .
E. 24.18 Ezercicio. Mostre que se h : M1 — Mo for uma isometria ela é necessariamente injetora. o

E. 24.19 Ezercicio. Mostre que se h : M1 — My for uma isometria ela é necessariamente continua. "

Se uma isometria h : M; — M for sobrejetora, ela é automaticamente bijetora e, portanto, existe uma inversa
h=Y: My — M. E trivial verificar (faga-o!) que essa inversa é também uma isometria.

Se existir uma isometria bijetora h : My — My entre dois espagos métricos (M1, di) e (Ma, da), dizemos que esses
espagos sao espacos métricos isométricos pela isometria h.

Na literatura matemadtica isometrias bijetoras sao também denominadas em certos contextos isometrias globais, iso-
morfismos isométricos ou ainda aplicagoes congruentes.

E. 24.20 Ezercicio. Mostre que se dois espagos métricos (M1, di) e (Ma, d2) sdo isométricos por uma isometria bijetora
h: My — My e (M1, di) for um espago métrico completo, entdo (Ma, dz2) é também um espaco métrico completo. Sugestdo: mostre
que se {b,, n € IN} for uma sequéncia de Cauchy em M; em relagio a da, entdo {h_l(bn), n € IN} é uma sequéncia de Cauchy em
M em relacdo a di. Esse fato, ent3o, implica que a sequéncia {hil(bn), n e ]N} converge a algum elemento a € M; (pois (M1, d1)
é completo). Mostre que h(a) € Mz é o limite na métrica d2 da sequéncia original {b,, n € IN}. Isso estabeleceu que toda sequéncia
de Cauchy em (M>, d2) converge e, portanto, que (M2, d2) é completo. o+

E. 24.21 Ezercicio. Sejam (Mi, di), (M2, d2) e (M3, d3) trés espagos métricos e sejam hiz : M1 — Ma e hog : Mo — Mg
duas isometrias entre os espagos métricos (M1, di) e (M2, d2) e, respectivamente, (M2, d2) e (Ms, ds). Mostre que a composi¢do
has o hia : M1 — M3 é uma isometria entre os espagos métricos (M1, d1) e (Ms, ds). o*

E. 24.22 Fzercicio. Seja (M, d) um espago métrico e seja Iso(M, d) o conjunto de todas as isometrias bijetoras de M em si
mesmo, ou seja, o conjunto de todas as aplicacdes bijetores h : M — M tais que d(h(:c), h(y)) = d(z, y) para todos z, y € M.
Mostre que Iso(M, d) é um grupo pela opera¢do de composi¢do de fun¢des. *

e Espacos Métricos. O Completamento Candnico

Dado um conjunto X dotado de uma métrica d e que nao seja completo em relagao a esta métrica, é muito importante,
por vezes, identificar um conjunto X', dotado de uma métrica d’ que possua as seguintes propriedades:

a. X' contém X como subconjunto.
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b. X é denso em X' em relacdo a métrica d’.
c. d’ quando restrita a X é idéntica a d.

d. X’ é completo em relagao a d'.

Em um tal caso, dizemos que o espago métrico (X', d') é um completamento do espago métrico (X, d).

Como exemplo, mencionamos que o conjunto dos nimeros reais R é um completamento do conjunto dos niimeros
racionais, caso adotemos neste a métrica d(r, s) = |r —s|, r, s € Q. A métrica d’ em R seria também d'(z, y) = |z — y|,
z, y € R.

Dado um espago métrico (X, d), que eventualmente nao é completo em relagdo a uma métrica d dada, podemos

completi-lo usando um procedimento padrdo devido a Cantor?*, conhecido como completamento canénico de espacos
métricos. Isso é o contetdo do seguinte teorema:

Teorema 24.1 (Completamento Canénico) Dado um conjunto X, dotado de uma métrica d, existe um outro con-
Jjunto X dotado de uma métrica d e uma aplicagdo injetora K : X — X tais que:

1. J(E(x), E(y)) = d(z, y) para todo z, y € X.
2. O conjunto E(X), a imagem de X por E, é um conjunto d-denso em X.

3. X ¢ completo em relacdo a métrica d. O

Nota. Comentemos s que E é uma bijecdo entre X e E(X) (por ser injetora). Nesse sentido, podemos também dizer, com um pequeno abuso
de linguagem, que X éum completamento de X. Comentamos também que o fato de ter-se d(E(x) E(y)) = d(z, y) para todo z, y € X por
si j& implica que E € injetora. &

Na Segao 24.A ilustramos uma aplicacdo importante do Teorema 24.1 (mais precisamente, da demonstragdo do
Teorema 24.1) ao delinearmos como podemos “construir” os niimeros reais a partir dos racionais. Em seguida, adotando
métricas especiais no conjunto @, mostraremos como construir um conjunto especial de ntimeros, os chamados niimeros
p-adicos.

Prova do Teorema 24.1. Consideremos o conjunto C4(X) formado por todas as sequéncias em X que sejam de Cauchy
em relagdo & métrica d. Vamos introduzir em C4(X) a seguinte relacao de equivaléncia: para duas sequéncias de Cauchy
a = {an}tnen € b = {bp}nen dizemos que a é equivalente a b, a ~ b, se e somente se nhﬂngo d(an, by) =0.

E. 24.23 Ezercicio. Prove que esta é, de fato, uma relagdo de equivaléncia. Sugestdo: use a desigualdade triangular. "

O conjunto C4(X) é, entdo, a unido disjunta de suas classes de equivaléncia pela relacio acima?®. Vamos denotar por
X o conjunto de todas essas classes de equivaléncia. Como usualmente se faz, denotaremos por [z] a classe de equivaléncia
de um elemento = € C4(X), ou seja, [x] é o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em X que sdo equivalentes a
sequéncia de Cauchy x.

Podemos fazer de X um espago métrico definindo uma métrica d: X xX > Rda seguinte forma:

d([z], [y]) = lim d(zn, ya) (24.12)

n—oo
para duas sequéncias de Cauchy z = {z; }iew € ¥ = {yi }ien € X.
A respeito da defini¢do (24.12) hé alguns pontos a comentar, o que faremos com os trés exercicios que seguem. O
primeiro exercicio mostra que o limite no lado direito de (24.12) de fato existe e esclarece por que é importante o uso
de sequéncias de Cauchy na construcao, e nao sequéncias quaisquer. O segundo exercicio esclarece que d é de fato uma

funcao de classes de equivaléncia (independente dos representantes x e y tomados em [z] e [y], respectivamente). O
terceiro exercicio estabelece que d é, de fato, uma métrica.

24Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).
25Para as nogdes de relacio de equivaléncia e classes de equivaléncia, vide Secdo 1.1.1.3, pagina 48.
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E. 24.24 FEzercicio. Mostre que o limite em (24.12) existe. Para tal, note que, pela desigualdade triangular,
d(@i, yi) < d(wi, z5) + d(zg, y;) + dy;, vi)

e, portanto,

|d(zi, yi) — d(z, y;)| < d(zi, z5) +d(y;, vi) -
Como z e y sdo sequéncias de Cauchy o lado direito pode ser feito < € para qualquer ¢ > 0, desde que i e j sejam feitos grandes o
suficiente. Complete os detalhes faltantes. o+

E. 24.25 Egercicio. Mostre que se 2’ € C4(X) e 2’ € [z] (ou seja z’ é uma sequéncia de Cauchy equivalente a = € C4(X)) entdo

lim d(z),, yn) = lim d(zn, yn) (24.13)

n—o0 n— o0

para toda y € C4(X). Sugestdo: Usando a desigualdade triangular, tem-se que

Prove dai que |d(%n, yn) — d(z},, yn)| < d(zn, z7,) € conclua (24.13) disso. o,

Esse exercicio estabelece que a defini¢ao (24.12) independe do particular elemento x de [z] adotado. Analogamente,
(24.12) independe do particular elemento y de [y] adotado e, portanto, d é legitimamente uma fungdo de classes de
equivaléncia. No préximo exercicio é provado que d é, de fato, uma métrica.

E. 24.26 Ezercicio. Mostre que d é uma métrica em X. Sugestdo: positividade e simetria sdo evidentes. E também fécil ver que

d([z], [y]) = 0 se e somente se z ~ y, o que implica [z] = [y]. Por fim, a desigualdade triangular para d segue facilmente da desigualdade
triangular para d. Complete os detalhes faltantes. "

Vamos agora mostrar que X é completo em relagao a d. Seja {[z?], a € IN}, uma sequéncia de Cauchy em X. Cada
elemento z® é, ele mesmo, uma sequéncia de Cauchy em X: {z¢, z%, z%,...}. Como [z%], a € N, é uma sequéncia de
Cauchy em X vale que, para todo e > 0, existe A(e) € IN suficientemente grande tal que d([z%], [z%]) < € desde que a e
b > A(e). Dai segue que, pela definicao de limite, existe I(e) € IN tal que

desde que a ¢ b > A(e) e que i > I(e). Fora isso, como {z¢};enwy é uma sequéncia de Cauchy para cada a, existe para
todo € > 0 um J,(€) tal que

desde que i, j > Ju(€)

Defina-se entao para n € IN

a(n) = max{A(l/p), 1<p<n} e

B(n) = max{max {I(l/q)7 1<g< n} , maX{Ja(T)(l/r), 1<r< n}} i

E evidente por essas definigdes que para n > m teremos

a(n) > a(m) > A(l/m) (24.14)

e
Bln) > Blm) > max {I(1/m), Jugm(1/m)} . (24.15)
Defina-se agora a sequéncia z em X dada por z, := :cgézg, n € IN. Desejamos provar que essa ¢ uma sequéncia de

Cauchy em X e, para tal, observemos que

o a(n) a(m) a(n) a(m) a(m) a(m)
Az, z,) = d(%w %(m)) < d(%(rw %(n))*‘l(%m)v %(m)) :
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Agora, para m < n valerd

a(n) a(m) 1
d(mﬁ(n), xﬁ(n)) <=, (24.16)

pois B(n) > I(1/m) (por (24.15)) e a(n) > a(m) > A(1/m) (por (24.14)). Paralelamente, temos também
a(m)  a(m) 1
d (%(n) ) %(m)) <
pois B(n) > B(m) > Jom)(1/m) (por (24.15)). Estabelecemos que para todos n > m tem-se d(z,, z,,) < = e isso
diz-nos claramente que x é uma sequéncia de Cauchy.
A classe de equivaléncia de z, ou seja, [z], é um candidato a ser o limite em X (na métrica d) da sequéncia [27].
Provemos que isso é de fato verdade.

Consideremos a subsequéncia [xo‘(m)], m € IN. Temos que

E([xa(m)], [z]) = lim d(:ﬂ,‘f(m), mggzg) .

n—oo

Porém,

a(n) a(m) a(m) a(n)
a (w50, agim) < a(wnom, agi)) +d (250, i)

Agora, para todo n > Ju(m)(1/m) vale, d (:cg(m) a(m)) < % pois, por (24.15), tem-se também B(n) > Jq(m)(1/m).

x
B(n)
Paralelamente, temos por (24.16) d (:cgé:;), xgé:;) < % Assim, provamos que para todo n > Jy(m)(1/m) vale

a(n 2 7 2
d (xg(””, xﬁén;) — o0 que estabelece que d([x“(m)], [z]) < P

IN

para todo m € IN. Isso provou que subsequéncia [z*(™)], m € IN, converge a [z] na métrica d. Como [2%] ¢ uma sequéncia
de Cauchy, isso provou que a prépria sequéncia [z%] converge a [z] na métrica d e, portanto, estabelecemos que X é
completo.

Para cada = € X, podemos associar uma sequéncia de Cauchy constante z; = x, Vi € IN. Seja F : X — X definida
por B
Xsz— E) =2 €X.
E fécil provar que E ¢ injetora. De fato, se z, y € X sdo tais que E(z) = E(y), entao [z] = [y] e isso implica & ~ y. Isso,
por sua vez, significa que d(Z;, y;) = 0, Porém, Z; = = e §; = y e, portanto, provou-se que d(x, y) = 0, o que implica
T =y, como queriamos.
H4 entdo uma bijecio E de X sobre o subconjunto E(X) := {E(z) € X, € X} C X. Temos também que

d(E(2), E(y)) = d([@], {]) = lim d@s, §u) = lim d(z, y) = d(z, y).

Assim, aprendemos que a bijegdo E preserva distancias (é, portanto, o que se chama de uma isometria de X em FE(X)).

Resta-nos mostrar que o conjunto E(X) é denso em X , ou seja, qualquer elemento de X pode ser aproximado (no
sentido da distancia c?) por elementos de E(X). Seja entdo [z] um elemento de X. Como z ¢ uma sequéncia de Cauchy,
vale que para cada € > 0 tem-se

d(z;, zj) < € (24.17)
desde que i e j sejam maiores que um certo N(e). Seja a sequéncia de Cauchy constante igual ao elemento x N(e)+1; OU
seja, Zml. Teremos

c?([x], [xmﬂ) = d([z], E(zn41)) = lim d (@, (Iml)n) = lim d(2n, Tn(e)+1)

n—oo n—o0

Agora, por (24.17),

nlggo d(Zn, TN)+1) < €.

Logo, J([:c], E(x N(e)+1)) < € para todo € > 0, o que precisamente afirma que qualquer [z] € X pode ser arbitrariamente

aproximado no sentido da métrica d por elementos de E(X). Isso completa a demonstragao do Teorema 24.1. |
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24.1.2 Conjuntos de Sequéncias

Vamos agora apresentar um exemplo de espago ultramétrico completo relevante na Teoria das Probabilidades, na Teoria
dos Processos Estocasticos e na Mecanica Estatistica,

Seja € um conjunto com mais de um elemento (para que o exemplo ndo seja trivial) e seja QN a colecdo de todas as
sequéncias em Q. Para w, v’ € OV definimos

00, se w=uw,

N(w, w') =
min{jG]N| wjyéwg-}, sew#w .

Em palavras, N (w, w’ ) ¢ o menor indice para o qual as sequéncias w e w’ diferem. Note-se que vale a propriedade de
simetria: N (w, w') = N (v, w).
Afirmamos que para w, w’ e w” € QN vale

N(w, w') > min {N(w, w”), N(c,u'7 w”)} . (24.18)
Para provar isso, vamos primeiramente assumir que w, w’ e w” sejam distintos. Suponhamos sem perda de generalidade
que J = N(w, w”) = min{N(w, w”), N(w, w”)}. O fato que N(o', w”) > J significa que wj = w; para todo
Jj€{l, ..., J—1}. Porém, pela prépria definicio de N, tem-se w; = w/ para todo j € {1, ..., J —1}. Assim, pela
transitividade da igualdade, vale também w; = w} para todo j € {1, ..., J—1}. Isso, porém, significa que N(w, w’) >J,
ou seja, que vale (24.18), como desejdvamos provar.

Caso w = w', (24.18) é vélido trivialmente, pois N(w, w’) = 00. Caso w = w”, entdo (24.18) é igualmente valido, pois
N(w, w”) = o0 e a afirmagéo de (24.18) seria que N(w, w’) > N(w’, w”), o que é trivialmente verdade dado que w = w”
e dado que N é simétrica. Por fim, se w’ = w”, temos N(w’7 w”) = 00 e (24.18) afirma que N(w, w’) > N(w7 w”), 0
que, novamente, é trivialmente verdade, pois w’ = w”.

Uma vez estabelecida a relagao (24.18), definamos

0, sew=uw,
d(w, W) = (24.19)
2_N(‘”’ ) , sew#uw.

Afirmamos que d é uma ultramétrica em Q. De fato, d(w, w’) >0e d(w7 w') = 0 se e somente se w = w’. Fora isso, d
é simétrica, pois N o é. Por fim, a propriedade de ultrametricidade decorre do fato que, por (24.18),

—N(w, w') < —min{N(w, w"), N, &")} = max{ - N(w, «"), =N (o', ")},

o que implica que

)

27N(w,w') § 2rnax{7N(w7 w”),fN(w',w”)} _ maX{QfN(w, w”)’ 27N(w',w")}

pois a funcido exponencial é crescente. Isso estabeleceu que d(w, w’ ) < max {d(w, w” ), d(w’ , W’ ) }, como desejdvamos,

que é a propriedade de ultrametricidade.
O espaco métrico composto por QN com a métrica d é um espaco métrico completo, como passaremos a demonstrar.

Seja w®, a € IN, uma sequéncia de Cauchy de elemen‘gos de ON. Isso significa que para todo n € IN existe N(n) € IN tal
que d(w“, wb) < 27" sempre que a e b forem > N(n). E importante aqui notar que sempre podemos escolher N(n) > n,
o que faremos doravante. Pela definicao de d, isso significa que (w“)j = (wb)j para todo j € {1, ..., n— 1} sempre que
a e b forem > N(n).

Seja @ € QN a sequéncia definida por w; = (wN(l))l, para cada [ € IN. Afirmamos que a sequencia w®, a € NN,
converge a w na métrica d. De fato, para todo n € IN tem-se (w“)j = (wN(j))j para todo j € {1, ..., n — 1} sempre
que a > N(n). Assim, temos (wa)j = w; para todo j € {1, ..., n— 1} para a > N(n). Isso implica que para todo

n € IN tem-se d(w“, w) < 27" sempre que a > N(n), ou seja, que a sequéncia w?®, a € IN, converge em QI & sequéncia
@, demonstrando a completeza de Q.
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24.2 A Nocao de Topologia de Espacos Métricos

Vamos agora discutir alguns fatos relevantes sobre topologias de espagos métricos. Essa discussao serd estendida e
complementada na Secao 27.3.1, pagina 1378, quando mais instrumentos estarao a nossa disposicao.

e Conjuntos Abertos em Espagos Métricos

Um espago métrico possui, naturalmente, muitos subconjuntos. H4, porém, uma classe de subconjuntos que tém uma
importancia destacada, os chamados conjuntos abertos. Seja X um espaco métrico com uma métrica d. Um subconjunto
A de X é dito ser um conjunto d-aberto, ou simplesmente um conjunto aberto (em relagdo & métrica d) se possuir a
seguinte propriedade: Para cada x € A existe um ndmero real §(z) > 0 (eventualmente dependente de x) tal que todo
2’ € X satisfazendo d(z, z') < §(x) é também um elemento de A.

Por essa definicao o conjunto X é, ele mesmo, um conjunto aberto em relacdo & métrica d. O conjunto vazio @) é
honorificamente declarado um conjunto aberto em relacao a métrica d.

A colecao de todos os conjuntos abertos em X em relacdo & métrica d é dito ser uma topologia métrica em X, ou
simplesmente uma topologia em X.

E. 24.27 FEzercicio. Mostre explicitamente que, para a, b € R com a < b, o conjunto (a, b) = {x € R| a < z < b} é um conjunto
aberto em relagdo a métrica d(z, y) = |z — y|. "

E. 24.28 Exercicio. Mostre explicitamente que, para a, b € R com a < b, o conjunto [a, b) = {z € R| a < z < b} nao é um
conjunto aberto em relagdo a métrica d(z, y) = |z — y|. "

E. 24.29 Ezercicio. Mostre explicitamente que, para r > 0 a bola de raio r em R? centrada na origem em relacdo 3 métrica
Euclidiana, B, := {z € R*| dg(z,0) < r}, é um conjunto aberto na topologia definida por essa métrica. &

Seja I um conjunto arbitrario de indices e {Ax, A € I} uma colegao de subconjuntos abertos de um espago métrico
X. Os dois exercicios seguintes sao muito importantes.

E. 24.30 Ezercicio. Mostre que U Ay é também um conjunto aberto em X. "
el
E. 24.31 Ezercicio. Mostre que se A e B s3o abertos em X entdo AN B também o é. "

As afirmativas contidas nesses dois ultimos exercicios sao importantes pois inspiram a definicao de um outro conceito
muito importante: o de espago topoldgico. Espacos topoldgicos serao estudados com mais detalhe e generalidade no
Capitulo 27, pagina 1357.

E. 24.32 Ezercicio. Seja X é um conjunto ndo vazio. Mostre que todo subconjunto ndo vazio de X é aberto em relagdo a métrica
trivial, definida em (24.4), pdgina 1248. o,

e Métricas equivalentes. Métricas que geram a mesma topologia

Seja M um conjunto e sejam d; e dy duas métricas em M. As métricas d; e da sdo ditas equivalentes, em simbolos
dy ~ da, se existirem dois niimeros c¢; e ¢3 com 0 < ¢ < ¢o tais que para todos x, y € M valha

cidi(z, y) < da(z, y) < cadi(w, y) .
E. 24.33 Ezercicio. Mostre que a relacdo di ~ da define uma relac3o de equivaléncia no conjunto de todas as métricas em M. *

E. 24.34 Ezxercicio. Sejam d; e dz duas métricas equivalentes em M. Mostre, que todo conjunto di-aberto de M é ds-aberto e
vice-versa. Isso significa que se di e d2 sdo equivalentes, ambas geram a mesma topologia. *
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Os exercicios que seguem mostram que a reciproca nao é geralmente verdadeira: métricas que geram a mesma
topologia nao sdo necessariamente equivalentes (no sentido da defini¢ao acima).

E. 24.35 Ezercicio. Seja M um espaco métrico com uma métrica d(zx, y), =, y € M. Prove que

d(z, y)
do(z, = .
olrv) = 1 d(z, y)
também define uma métrica em M. Sugestdo: para demonstrar a desigualdade triangular serd (til provar antes que a fun¢do
T
l =
@) = 13
é crescente na regido x > 0. Outra sugestdo: dé uma olhada na pdgina 1268. &

E. 24.36 FEzercicio. Mostre que as métricas d e do do exercicio E. 24.35 s sdo equivalentes (no sentido da definicio acima) se d
for limitada, ou seja, se existir D > 0 tal que d(z, y) < D para todos z, y € M. Sugestdo: tem-se que I(z) < z para todo z > 0, mas
mostre que ndo existe nenhuma constante ¢ > 0 tal que cx < [(z) para todo x > 0. Todavia, uma tal constante pode ser achada se nos

limitarmos a € [0, D]. o’
E. 24.37 Exercicio. Mostre que, mesmo n3o sendo equivalentes, as métricas d e do do exercicio E. 24.35 definem a mesma
topologia, ou seja, que todo conjunto d-aberto de M é dp-aberto e vice-versa. o+

e Conjuntos fechados

Paralelamente a nocao de conjunto aberto em um espago métrico existe a nocao de conjunto fechado em um espago
métrico: se M é dotado de uma métrica d, um conjunto F' C M é dito ser fechado em relagao a métrica d se seu conjunto
complementar F¢ = M \ F for aberto em relagao & métrica d.

A nocao de conjunto fechado é tao relevante quanto a de conjunto aberto e muitas propriedades de espagos métricos
podem ser expressas em termos de propriedades de conjuntos fechados. A proposicdo que segue apresenta uma caracte-
rizagao importante da nogao de conjuntos fechados em espacos métricos.

Proposigao 24.9 Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d. Entdo, F' C M ¢ fechado se e somente se
toda sequéncia de elementos de F' que for convergente em M convergir a um elemento de F. O

A demonstragao dessa proposicao serd apresentada na Secao 27.3.1, pagina 1378 (na forma do Coroldrio 27.2, pdgina
1378). Para o caso de espagos métricos completos vale o seguinte afirmagdo importante:

Proposigao 24.10 Se M € um espaco méltrico completo em relacao a wma métrica d, entdo F C M € fechado na
topologia induzida por essa métrica se e somente se F' for igualmente completo em relagao a métrica d. |

Essa proposigao serd demonstrada & pagina 1379 (vide Proposicéo 27.12, pdgina 1379) e serd usada, por exemplo, na
discussao do Capitulo 25, pagina 1307.

Topologias, e nao apenas topologias relacionadas a espagos métricos, serao estudadas com mais profundidade no
Capitulo 27, pagina 1357.

e Completeza de espagos métricos e sua topologia. Uma adverténcia

Vamos neste ponto retornar a nossa discussao sobre a topologia de espagos métricos e discutir sua relagao com a nogao
de completeza. A verdade é que os dois conceitos ndo sdo totalmente relacionados. O fato de um espaco métrico ser
completo nao é diretamente relacionado a topologia adotada mas sim a métrica usada. Em outras palavras, completeza
nao é uma propriedade topolégical

Para ver isso trataremos de exibir um exemplo de um espago M dotado de duas métricas que geram as mesmas
topologias, sendo M completo em relagao a primeira métrica mas nao em relacao a segunda métrica. No exemplo
(extraido de [76]) em questdao M = {r € R, =z > 1}. Em M adotaremos duas métricas: di(z, y) = |y — x| e

1 1
dQ(xv y) =

y x|
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E. 24.38 FEuzercicio. Mostre que d2 € de fato uma métrica em M. o

O fato é que d; e do geram a mesma topologia em M. Para ver isso notemos que da(z, y) = di(z, y)/(zy) < di(z, y)
e, portanto, para todo x € M e todo r > 0 vale By, (x, r) C Bg,(z, r). Se A é aberto em 74, (a topologia associada
& métrica dy), entdo para todo x € A hd uma bola By, (:U, r(z, A)) inteiramente contida em A e, pelo que acabamos
de ver, hd também uma bola By, (:U, r(z, A)) inteiramente contida em A. Daqui se conclui que todo aberto de 74, é
também aberto de 74,. Logo 74, C 74,. Igualmente é claro que para todo y da bola aberta By, (x, r) de 74, podemos
achar um r’ suficientemente pequeno tal que By, (y, r') C Bq, (z, ) (como?). Como as bolas abertas By, geram 74, isso
implica 74, C 74,, provando a igualdade das duas topologias.

O fato que queremos ressaltar é que M é completo em relacao a d; mas nao em relagao a dz. Que M é completo em
relagao a d; pode ser provado diretamente ou pelo seguinte argumento topolégico: M é completo em relagao a d; pois M
é um subconjunto fechado de R na topologia usual 7, induzida por d; e R é completo em relagéo a d; (vide Proposicao
24.10, pagina 1266, e a discussao & pagina 1378, em particular a Proposicao 27.12).

Para ver que M nao é completo em relacao a ds observe que a sequéncia a,, = n, n € N, é de Cauchy em relacao a
d2 mas nao hd nenhum elemento em M ao qual ela converge. Assim, M é completo em relagao a d; mas nao em relagao
a do, embora ambas as métricas gerem a mesma topologia!

As consideragoes acima dizem-nos que completeza nao é uma nogao de natureza topolégica. Uma vez posta
essa adverténcia, cabe notar, porém, que espacos métricos compactos sdo sempre completos em quaisquer que sejam as
métricas que geram a topologia. Vide Teorema 32.11, item I, pagina 1548.

Nota. Nao se pode argumentar, como fizemos com a métrica di, que M é completo em dz por ser um subconjunto fechado de R na topologia
induzida em R por da2, pois tal topologia nao existe! dz é uma métrica em M, mas nao em R, ao contrario do que ocorre com dy. Poder-se-ia,
entdo, argumentar que dz é uma métrica em X = (0,00) (de fato é, verifique!) e que M é um subconjunto fechado de X = (0, c0) nessa
topologia (de fato é, verifique!). Sucede, porém, que X = (0, 0c0) ndo é completo em relagdo a dz, pelo mesmo exemplo acima, e isso viola uma
das condigoes da Proposigao 24.10 da pédgina 1266 (ou equivalentemente, da Proposicao 27.12, pagina 1379). &

E. 24.39 Ezercicio. Um outro exemplo (de [381]) de métricas que geram uma mesma topologia, mas que diferem no que concerne

a completeza é o seguinte. Considere M = R. Mostre que ds(z, y) := %\M - %‘y‘ é uma métrica em R. Mostre que essa métrica
gera a mesma topologia que a métrica usual de R. Mostre que a, = n é uma sequéncia de Cauchy na métrica ds mas que n3o converge
em IR nessa métrica. o*

E. 24.40 Ezercicio. O conjunto R é fechado na topologia induzida pela métrica ds, acima. Por que ent3o os fatos descritos no
Exercicio E. 24.39 n3o estdo em contradicdo com a Proposicdo 24.10, pagina 12667 o+

24.3 Pseudométricas

Seja M um conjunto nao vazio. Uma fungao d : M x M — R que satisfaz

1. Positividade: para todos z, y € M vale d(z, y) > 0.

2. Simetria: para todos z, y € M vale d(z, y) = d(y, x).

3. Desigualdade triangular: para todos z, y, z € M vale d(z, y) < d(z, z) + d(y, z).
4. Para todo z € M vale d(z, z) = 0.

¢é dita ser uma pseudométrica em M.

Como ja provamos no Comentario da pagina 1247, as condigoes de positividade e simetria seguem da desigualdade
triangular e da condicao que d(z, x) = 0 para todo z € M. Assim, para definir-se a no¢ao de pseudométrica basta listar

1. Desigualdade triangular: para todos z, y, z € M vale d(z, y) < d(z, z) + d(y, 2).
2. Para todo x € M vale d(z, z) = 0.
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Os outros itens sao listados apenas por énfase.

O seguinte fato é evidente: toda métrica é uma pseudométrica e uma pseudométrica d é uma métrica somente se
d(z, y) =0 implicar = y. Assim, em uma pseudométrica pode haver pontos distintos x e y tais que d(z, y) = 0.

Passemos agora a discutir uma outra propriedade de pseudométricas de particular importancia na teoria dos chamados
espagcos localmente convexos. Seja d : M x M — R uma pseudométrica. Entao, f : M x M — R definida por

d(a, b)

fla, b) = T+da, b)

é também uma pseudométrica.

Em primeiro lugar, é claro que f(a, a) = 0 para todo a € M. Como a simetria de f é também 6bvia, precisamos
apenas mostrar que f satisfaz a desigualdade triangular. Para demonstrar isso, notemos em primeiro lugar que a fungao

é crescente para z > 0. De fato, se y > x > 0, entao

waK@::a:%ﬁ%;5>0-

Assim, como pela desigualdade triangular para d vale que d(a, b) < d(a, c) + d(c, b), teremos

d(a, b)
fla, b) = 1+d(a, b)
_ e, o) +d(c, b)
~— 1+d(a, ¢)+d(c, b)
L deo  ded)
1+d(a, ¢)+d(c, b) 1+d(a, ¢)+d(c, b)
< d(a, c) d(c, b)

T+da o) T 1+de b

= f(a, o)+ f(c, b), (24.20)

provando a desigualdade triangular para f. Acima, na passagem da terceira para a quarta linha usamos os fatos ébvios
que
1+d(a, ¢)+d(c, b) > 1+4d(a, ¢) e 1+d(a, ¢)+d(c, b)) > 1+d(c, b),

pois d é positiva.

Uma consequéncia disso é que se d é uma métrica entao f também o é.

E. 24.41 Exercicio. Por qué? "

e Familias de Pseudométricas

Em muitas situacoes sao definidas em um conjunto M nao uma mas toda uma familia de pseudométricas: © =
{dw, @ € A}, A sendo um conjunto arbitrério nao vazio de indices, onde todas as d,, sdo pseudométricas.

Diz-se que uma familia de pseudométricas: © = {d,, o € A} separa pontos se para quaisquer dois pontos distintos
x, y € M existir um ag € A tal que dy,(x, y) # 0.

Tem-se a seguinte proposicao, que mostra que a toda familia contavel de pseudométricas que separa pontos vem
naturalmente associada uma métrica:
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Proposicao 24.11 Seja M um conjunto e seja © = {d,,, n € N} uma familia contdvel de pseudométricas em M que
separa pontos. Entao, D : M x M — R definida por

1 da(z,y)

é uma métrica em M. O

Prova. Em primeiro lugar notemos que a soma infinita do lado direito é bem definida pois

dn(, y)
0< —
T 14dn(z, y) T

e o fator 27" garante a convergéncia. Que D é uma pseudométrica é evidente pelo fato que cada termo d,(z, y)/(1 +
dn(z, y)) o é, como vimos acima. Resta mostrar que D(z, y) = 0 implica = y. Como a soma contém apenas termos
positivos, D(z, y) = 0 s6 é possivel se d,(x, y) = 0 para todo n € N. Como ® separa pontos, se tivéssemos x # y
haveria pelo menos um m para o qual d,,(x, y) # 0. Como tal ndo é o caso, tem-se forcosamente x = y. |

24.4 Espacos de Funcoes Limitadas e Completeza

Nesta secao apresentaremos alguns resultados importantes sobre a completeza de certos espagos de fungoes. O Corolério
24.2, adiante, generaliza a Proposicao 24.8, da pagina 1258. Os resultados apresentados abaixo serao utilizados quando
discutirmos certos exemplos espacos de Banach e em outros lugares deste texto.

e Funcgoes limitadas sobre um espago métrico

Seja X um conjunto nao vazio e M um conjunto, também nao vazio, dotado de uma métrica d. Dizemos que uma
fungéo f : X — M é uma func¢io d-limitada (ou simplesmente uma fung¢do limitada quando a métrica d estiver implicita)
se existir um ponto de referéncia y € M e uma constante K > 0 tais que d(f(ac), y) < K para todo x € X.

Note que se f é d-limitada segundo essa definicao, entao para qualquer z € M valerd, pela desigualdade triangular,
d(f(:c), z) < d(f(:c), y) +d(y, z) < K+d(y, z). Assim, a defini¢do de fungao limitada dada acima independe do ponto
de referéncia y € M tomado, podendo este ser substituido por qualquer outro, mudando-se eventualmente a constante
K adotada.

Podemos, portanto, alternativamente definir a nogao de fungao d-limitada da seguinte forma: dizemos que uma
funcao f : X — M é uma funcdo limitada, ou uma funcdo d-limitada, se para cada y € M existir uma constante K > 0
(eventualmente dependente de y) tal que d(f(:c), y) < K, para todo = € X.

Vale, equivalentemente, dizer que f : X — M é d-limitada se para algum y € M valer sup {d(f(x), y), T € X} < 00.

A seguinte proposicao oferece uma propriedade que pode ser tomada como uma definicdo alternativa da nocao de
funcao limitada:

Proposigao 24.12 Seja X um conjunto nao vazio e M um conjunto, também ndao vazio, dotado de uma métrica d.
Uma funcao f : X — M € uma funcao d-limitada no sentido da definicdo acima se e somente se existir uma constante
L >0 tal que d(f(:n), f(:c’)) < L para todos x e 2’ € X. O

Prova. Suponhamos que f seja d-limitada segundo a definicdo de acima. Sejam z e 2’ € X, arbitrdrios. Teremos, pela
desigualdade triangular d(f(z), f(2)) < d(f(z), y) +d(y, f(2)) < 2K, e podemos tomar L = 2K,,.

Suponhamos agora que exista uma constante L > 0 tal que d(f(ac)7 f(ac')) < L para todos x e ' € X. Fixemos
a2’ e tomemos y = f(z') como ponto de referéncia. Teremos que d(f(ac)7 y) < L para todo z € X, provando que f é
d-limitada segundo a defini¢ao acima. |
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O conjunto de todas as fungoes limitadas de X em M é denotado por B(X, M) (ou por B(X, M, d) quando for
necessdrio especificar a métrica em M em relacdo & qual a nogdo de limitacao é considerada). O conjunto B(X, M, d)
é ele mesmo um espago métrico em relagao a métrica d, definida por

w(f, 9) = sup {d(f(@), g()), v € X} (24.21)

para todas f, g € B(X, M, d). Que tal realmente define uma métrica pode ser facilmente demonstrado. Em primeiro
lugar, é claro que doo(f, g) > 0 e que doo(f, 9) = duo(g, f) para todos f, g € B(X, M, d). Em segundo lugar, se
doo(f, g) = 0 para algum par f, g € B(X, M, d) entdo, segundo a defini¢do, d(f(z), g(x)) = 0 para todo = € X, o
que implica f(z) = g(x) para todo z € X, ou seja, f = g. Em terceiro lugar, para f, g, h € B(X, M, d) vale (pela
desigualdade triangular para d) d(f(x), g(x)) < d(f(z), h(x)) + d(h(z), g(x)) para todo z € X. Logo,

sup {d(/(@). g(x)} < sup {a(f(@), h(@)) } + sup {d(h(x), g(@))} .

zeX zeX

provando a desigualdade triangular do (f, g) < doo(f, h) + doo(h, g) para todos f, g, h € B(X, M, d).

A métrica do, é frequentemente denominada métrica uniforme.

e Completeza das fungoes limitadas sobre um espago métrico completo

O seguinte teorema sobre o conjunto de fungdes limitadas B(X, M, d), vdlido quando M é completo, é fundamental.

Teorema 24.2 Sejam X e M conjuntos ndao vazio, sendo M dotado de uma métrica d e completo nessa métrica.
Entao, B(X, M, d) é completo na métrica uniforme ds definida por doo(f, g) := sup{d(f(:c), g(:c)), S X} para
todas f, g € B(X, M, d). O

Prova. Seja f,, uma sequéncia de Cauchy em B(X, M, d) em relagdo & métrica d,. Entdo, para todo € > 0 existe um in-

teiro positivo N (e) tal que doo(frn, fm) < € sempre que m e n sejam maiores que N (¢€), ou seja, sup {d(fn(ac)7 fm(z)), x €

X} < €, sempre que m e n sejam maiores que N (e). Isso significa que para cada z € X tem-se d(fn(:n), fm(:c)) <e€

sempre que m e n sejam maiores que N (e). Assim, para cada x € X fixo, a sequéncia f,(z) de elementos de M é uma
sequéncia de Cauchy na métrica d. Como M é completo, segue que cada sequéncia f,(x) é convergente em M. Vamos
denominar por f(z) seu limite.

Seja f a fungdo X 3 z — f(z). Essa fun¢do f é um forte candidato a ser o limite da sequéncia {f,},en na métrica
doo. Colocamo-nos, entéo, as seguintes questoes: 1. Serd a fungdo f também um elemento de B(X, M, d), ou seja, uma
funcao d-limitada? 2. Se a resposta a pergunta anterior for positiva, serd que a sequéncia f,, converge a funcao f na
métrica do,? Se a resposta a essas perguntas for positiva (e veremos que é), estard provado que B(X, M, d) é completo
na métrica d.,, COMoO queremos provar.

Precisamos agora mostrar que a sequéncia { fi, }men aproxima essa fungéo f na métrica doo

Seja € > 0 arbitrdrio. Vamos definir uma sequéncia crescente de niimeros inteiros e positivos Ng(e), k =1, 2, 3,
com Ngi1(€) > Ni(e), da seguinte forma: N(e) é tal que doo(fim, fn) < €/2F para todos m, n > Ny (e). Note que uma
tal sequéncia N (e) sempre pode ser encontrada pois, por hipétese, f,, é uma sequéncia de Cauchy em d.,. Vamos agora
escolher uma sequéncia crescente de indices n; < ng < -+ < ng—1 < ng < --- tais que nx > Ni(e). A essa sequéncia
estd associada a subsequéncia { fy, }kew. Note que, pela definigdo, tem-se

00(fm+1a fnz) < (24.22)

€
? )
pois n; e nj41 sdo maiores que Nj(e). Com essas defini¢oes, teremos que para todo k > 1 vale, por uso repetido da
desigualdade triangular

??‘

-1 k—1
A @), F @) € 3 d(fuaa), @) T Y5 = e ( 2%) (24.23)

1 =1

~

para cada x € X (justifique!).
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De (24.23), concluimos que para cada x € X,

d(f(2), fri(@)) < d(f(2), fa(2)) +d(fn,(2), fai (@)

< d(f@ fu) +e(1- 5 ) |

ou seja,
d(f(@), fur@) < d(F(2), Fu, @) +e(1—2k—11) .

O lado esquerdo desta expressao independe de k. Tomando-se o limite & — oo e lembrando que a sequéncia f,, (z)
converge a f(x) em M, concluimos que

d(f(@), fui(x)) < €, (24.24)
para todo x € M.
Se y € M, vale

Af(@), 9) < d(f @), fur(@) +d(fur(@)s y) S e+ d(fun(@), ) -

Como fp, é d-limitado, existe K > 0 tal que d(fn1 (x), y) < K para todo = € X. Logo, d(f(:c), y) < K + € para todo
xz € X, provando que f € B(X, M, d).

Além disso, como (24.24) vale para todo z, segue que

doo(fa fnl) = sup {d(f(x), fnl(x)); x GX} < e. (24.25)

Isso demonstra que a sequéncia f,, converge a f em relacao a métrica d, completando a demonstracao. |

e Funcoes continuas e limitadas sobre espagos métricos

A partir deste ponto utilizaremos nogoes sobre continuidade de func¢oes em espacos topoldgicos gerais (vide Segao
30.5, pdgina 1443) e sobre conjuntos compactos (vide Sec¢ao 32.3, pagina 1536).

Se X e M sao dois conjuntos ndo vazio dotados topologias 7x e Tas, respectivamente, denotamos por C(X, M)
o conjunto de todas as fungdes continuas de X em M em relacdo aquelas topologias (vide Segdo 30.5, pdgina 1443).
Estamos interessados no caso em que M, é dotado de uma métrica d e 7j; € igual a 74, a topologia gerada em M pela
métrica d.

Denotamos C(X, M) N B(X, M, d), o conjunto de todas as fungbes continuas e d-limitadas de X em M, por
Cy(X, M). Como vimos acima, B(X, M, d) é um espaco métrico com a métrica uniforme dy €, como tal, é um espago
topoldgico. Denotamos por 74 a topologia métrica induzida por do, em B(X, M, d).

Teorema 24.3 Sejam X e M conjuntos nao vazio com X dotado de uma topologia Tx e M dotado de uma métrica d.
Suponhamos que M seja completo na métrica d. Entao, Cp(X, M), o conjunto de todas as fungdes continuas e limitadas
de X em M, é um subconjunto t4__-fechado de B(X, M, d) e completo na métrica ds. O

Prova. Sob as hipdteses, sabemos que B(X, M, d) é completo (Teorema 24.2, pdgina 1270). Pelo Corolario 27.2, pdgina
1378, é suficiente provarmos que sequéncias de elementos de Cp(X, M) convergentes em B(X, M, d) na métrica de
convergem a uma fungao de Cp(X, M). Portanto, uma sequéncia convergente de Cp(X, M) convergird a uma fungao de
B(X, M, d), restando apenas provar que o limite é uma fungao continua.

Supomos entdo que f, seja uma sequéncia de Cp(X, M) convergente em B(X, M, d) na métrica do € que f €
B(X, M, d) seja seu limite. Desejamos provar que f é também continua.

Seja B C M um conjunto d-aberto e seja A = f~!(B) C X sua pré-imagem em X. Desejamos provar que A é um
conjunto Tx-aberto (vide Secao 30.5, pagina 1443). A estratégia da demonstracdo é provarmos que para cada x € A
existe um conjunto 7x-aberto A, inteiramente contido em A e que contém x. Isso implica que A = Upecx A,. Como o
lado direito é uma uniao de Tx-abertos, provou-se que A é um Tx-aberto.

Os conjuntos A, serdo da forma A, = f;wl(Bx), onde n, é algum inteiro (eventualmente dependente de =) e B, C M,
satisfazendo:
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i. By ¢ um d-aberto em M (o que garante que A, = f,, *(B,) é um 7x-aberto, pois as func¢des f,, sdo continuas),
i. fn,(x) € By (0 que garante que z € f, 1(B,) = A;) e
ii. fi'(Bs) C A (0 que garante A, = f, 1(B;) C A).
Toda a demonstracio resume-se agora em encontrar um conjunto B, com as propriedades acima para cada x € A =
F71(B). Seja entdo x um elemento genérico de A. Como B é aberto, existe uma bola aberta centrada em f(x) de um

certo raio 7, > 0 que estd inteiramente contida em B (vide defini¢do de conjuntos abertos em espagos métricos & pdgina
1265), B(f(z), r2) C B.

Afirmamos que B, = B(f(:c), rz/2) tem as propriedades desejadas. Naturalmente B, C B(f(:c), rx) C B, sendo
que B, é d-aberto e contém f(x). Agora, se escolhermos n, grande o suficiente teremos

doo(f, fur) < (24.26)
pois f, converge a f na métrica d..,, por hipdtese, e, portanto,
A(f@), for@)) < doolf, fur) < 2, (24.27)

do que concluimos que fn, (z) € B(f(z), r2/4) C B(f(x), 72/2) = B,. Resta provar que f, *(B,) C A, o que ser4 feito
por contradigao. Suponha que exista z € fn;I (B;) tal que z € A. Entdo, f(z) ¢ B. Porém,

Foz(2)€Ba T
d(f(@), £(2)) < d(f(@), fu (D) +d(fn,(2), F2) 7T S A(f ) () € T+ doc(fus S)
(24.26) 4y 3ry
= 2t T T

provando que f(z) € B(f(:c), 37'95/4) C B(f(:c), rz) C B, uma contradicao.

Com as consideragoes precedentes isso prova que f é continua, estabelecendo que Cy(X, M) é um subconjunto 74__-
fechado de B(X, M, d). Pela Proposigao 27.12, pagina 1379, isso implica que Cp(X, M) é completo na métrica du,
completando a demonstragao. |

O Teorema 24.3 tem o seguinte corolario imediato:

Corolario 24.2 Sejam X e M conjuntos nao vazio com X dotado de uma topologia Tx e M dotado de uma métrica d.
Suponhamos que X seja Tx-compacto e que M seja completo na métrica d. Entao, C(X, M), o conjunto de todas as
fungées continuas X em M, é um subconjunto q__-fechado de B(X, M, d) e completo na métrica do. Note-se que isso,
em particular, afirma que, sob as hipdteses, todo elemento de C(X, M) é uma fungao d-limitada. O

Prova. Seja f € C(X, M). Para y € M, fixo, a aplicagdo F : X — Ry definida por F(z) := d(f(x), y) ¢ continua, por
ser a composicao de duas fungoes continuas, f e d(-, y) Logo, pelo Teorema 32.16, pagina 1554, F' tem um maximo,
o que significa dizer que f é d-limitada. Assim, provamos que devido & compacidade de X toda fungao de C(X, M) é
d-limitada, ou seja, C(X, M) = Cy(X, M). Portanto, as afirmativas do enunciado seguem do Teorema 24.3. |

E bastante claro que o Corolario 24.2 generaliza a Proposicao 24.8, da pagina 1258.

24.5 Espacos de Banach e de Hilbert

Nesta se¢ao suporemos que o leitor esteja familiarizado com os conceitos de produto escalar e norma em espagos vetoriais,
conceitos esses introduzidos na Segao 3.1.3, pagina 229, e, respectivamente, na Secao 3.2, pagina 233 (vide, em particular,
pagina 229). Por simplicidade, trataremos também apenas de espagos vetoriais sob o corpo dos complexos.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 24 1273/2584

e Espacos de Banach

Se & é um espago vetorial dotado de uma norma || - ||¢, podemos, como j& comentamos, definir uma métrica em &,
a chamada métrica induzida pela norma || - ||, através da expressdo de (u, v) = ||u — v||e definida para todos u, v € E.
Assim, se € é um espaco vetorial normado, entdo é também um espago métrico com a métrica induzida pela norma. Com
isso em mente, introduzimos entao a seguinte importante definigao:

Definicio. Espacos de Banach Um espaco vetorial B é dito ser um espaco de Banach?® em relacio a uma norma
nele definida se for um espago métrico completo em relagao a métrica induzida por essa norma. [

e Espacos de Hilbert

Seja € um espago vetorial dotado de um produto escalar (-, -).. Como discutimos & pagina 235 e seguintes, podemos
com o uso desse produto escalar definir uma norma em € por [Ju||e := \/(u, u).. Essa norma é dita ser a norma induzida
pelo produto escalar (-, -).. Caimos, assim, no caso acima, pois, sendo € um espaco vetorial normado, podemos definir
uma métrica em & através da seguinte expressao: para u, v € &,

et ) = =il = {=0), =),

Essa métrica é dita ser a métrica induzida pelo produto escalar (-, ).

Assim, se € é um espago vetorial dotado de um produto escalar, entdo é também um espaco métrico com a métrica
induzida pelo produto escalar definida acima. Com isso em mente, introduzimos entao a seguinte importante definicao:

Definicdo. Espacos de Hilbert Um espaco vetorial J{ é dito ser um espaco de Hilbert?” em relacdo a um produto
escalar nele definido se for um espago métrico completo em relagao a métrica induzida por esse produto escalar. [

Nota histérica. A nocdo abstrata de Espaco de Hilbert foi introduzida por Schmidt28, por volta de 1905, inspirado em ideias de Hilbert
sobre equacbes integrais, notadamente sobre a equacio de Fredholm??, discutida na Secdo 19.3.2, pagina 990 e no Capitulo 19, pagina 968. A
nogao abstrata de Espaco de Banach é posterior, tendo sido introduzida por Banach em 1920. O termo “espago de Banach” foi cunhado por
Fréchet3?, enquanto que o termo “espaco de Hilbert” foi cunhado por von Neumann®!. &

O estudante deve notar que todo espago de Hilbert é naturalmente um espaco de Banach. A reciproca nao é
necessariamente verdadeira, pois um espaco de Banach nao é necessariamente dotado de um produto escalar associada a
sua norma. Para que tal ocorra é necessério (e suficiente) que a norma satisfaga a identidade do paralelogramo, relagao
(3.31), pdgina 236. Esse é o contetido do Teorema de Fréchet, von Neumann e Jordan, Teorema 3.3, pagina 238.

Também ressaltamos ao estudante que nao apenas a existéncia de um produto escalar é importante na definicao de
um espaco de Hilbert, mas também a propriedade de completeza, a qual é fundamental para a demonstracao de varias
propriedades importantes daqueles espacos. Vide Capitulo 38, pagina 1976.

Exemplos 24.3 Os espagos vetoriais de dimensdo finita C™ sdo espacos de Banach em relagdo & norma |z, := [|z'” +
e |xm|p] 1/p
(x, Y)g = zly! + .- +T™y™. O mesmo vale para os espagos vetoriais reais R™. Esses fatos serdo provados logo adiante quando
considerarmos os espagos de sequéncias tipo £p, p > 1, os quais, como veremos, sdo exemplos de espacos de Banach (de dimenséo
infinita). O espago ¢z é um espago de Hilbert. Outro exemplo importante de espago de Banach é o espago vetorial C([0, 1]).

Provamos na Proposicao 24.8, pagina 1258, que C([0, 1]) é completo na norma ||f|lec := sup |f(z)|. Portanto, C([0, 1]) é um
x€([0,1]
espago de Banach em relagdo a essa norma. hug

para todo p > 1. O caso p = 2 é importante: C™ é um espaco de Hilbert em relacdo ao produto escalar

Espacos de Hilbert tém uma importancia fundamental na Mecanica Quantica e na Teoria Quantica de Campos. Na
Matemaética, espacos de Banach e de Hilbert sao também fundamentais em dreas como a teorias das equacoes diferenciais

26Stefan Banach (1892-1945).

2"David Hilbert (1862-1943).

28FErhard Schmidt (1876-1959). Schmidt é conhecido por vérias contribuigdes, como o Teorema de Hilbert-Schmidt sobre operadores
compactos e, mais popularmente, pelo método de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, descrito na Secao 3.3, pagina 242.

29Erik Ivar Fredholm (1866-1927).

30Maurice René Fréchet (1878-1973).

31John von Neumann (1903-1957).
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parciais (e outras). O estudo de espacgos de Hilbert e de Banach, e de operadores lineares agindo nos mesmos, compde
uma area da Matemédtica denominada Andlise Funcional.

Nestas Notas, estudaremos com mais detalhe as propriedades gerais de espagos de Hilbert no Capitulo 38, pagina 1976.
No restante desta secao apresentaremos exemplos de espacos de Hilbert e de Banach estudando espacos de sequéncias.

e Espacos de Banach em Espagos de Fungoes

Os resultados da Secao 24.4, pagina 1269, permitem encontrar exemplos importantes de espagos de Banach entre
certos espacgos de fungoes:

Exemplo 24.4 Seja X um conjunto ndo vazio qualquer e seja B um espago de Banach (em relagdo ao corpo dos reais ou dos
complexos) com norma || - ||5. Seja B(X, B) o conjunto de todas as fungdes limitadas de X em B:

BX, B) = {f: X > B, sup |1£(2)]1o <o}

E elementar constatar que B(X, B) é um espaco vetorial (em relagio ao corpo dos reais ou dos complexos) e que B(X, B) 3 f —
| f]l :==supyecx || f(z)||B é uma norma em B(X, B), a chamada norma uniforme. Pelo Teorema 24.2, pagina 1270, B(X, B) é um
espago de Banach em relagdo a norma uniforme. pug

Exemplo 24.5 Seja X um espago topolégico e seja B um espago de Banach (em relagao ao corpo dos reais ou dos complexos)
com norma || - ||z. Seja Cyp(X, B) o conjunto de todas as func¢oes continuas e limitadas de X em B:

Co(X, B) = {f ‘X B, feB(X,B)efé contl’nua}.

E claro que Cy(X, B) C B(X, B), que Cy(X, B) é um subespaco vetorial e que a norma uniforme || - || est4 definida em Cy(X, B).
Pelo Teorema 24.3, pagina 1271, Cy,(X, B) é um espaco de Banach em rela¢do & norma uniforme. pug

Exemplo 24.6 Seja X um espago topoldgico compacto e B um espaco de Banach (em relagio ao corpo dos reais ou dos
complexos) com norma || - [|g. Seja C(X, B) o conjunto de todas as as fungdes continuas X em B. Pelo Coroldrio 24.2, pigina
1272, C(X, B) é um espago de Banach em relagdo & norma uniforme. P

Alguns exemplos ilustrativos dos casos acima sao encontrados entre espacos de sequéncias, aos quais dedicaremos a
Secao 24.5.1, pagina 1274.

24.5.1 Espacos de Banach em Espacos de Sequéncias

Vamos denotar por &(C) (por G(R)) a colegio de todas as sequéncias de niimeros complexos (reais). Um fato simples,
mas importante de se comentar, é que G(C) é um espago vetorial complexo (e, respectivamente, G(R) é um espago
vetorial real). De fato, se a e b s@o duas sequéncias de nimeros complexos podemos, para quaisquer «, § € C definir
aa + Bb como sendo a sequéncia (aa + 8b),, := aa, + Bb,, n € N. (Para G(R), o caso é anédlogo).

Por simplicidade, iremos daqui para frente discutir apenas o espaco &(C), das sequéncias complexas, mas tudo o que
falaremos tem seu anédlogo para o espago G(R).

O espaco vetorial G(C) possui véarios subespagos, alguns de interesse especial, como os espagos ¢,, com p > 1, e o
espago Lo, 08 quais serdo definidos mais adiante. O seguinte exercicio exibe um dos subespagos de &(C).

E. 24.42 FEzercicio. Denotemos por ¢(C), ou simplesmente ¢, a cole¢do de todas as sequéncias de Cauchy de ndmeros complexos
com relagdo a métrica usual d(z, w) = |w—z|, Yz, w € C. Mostre que ¢(C) é um subespago de G(C), ou seja, mostre que se {an Inen
e {bn}nen sdo duas sequéncias de Cauchy de niimeros complexos, entdo para quaisquer o, S € C a sequéncia {aan + Bbntnen é
também uma sequéncia de Cauchy de niimeros complexos. *
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Outros exemplos de conjuntos de sequéncias sio os seguintes®2:

Loo {{an}nem € 6(C) sup |a,| < oo} . (24.28)

nelN
n—oo

{an}nen € 6(0) lim a, existe na métrica usual } . (24.29)

¢ = <q{antnen € 6(C) lim a, = O} . (24.30)

n—oo

n—oo

{an}nen € 6(C) lim n*|a,| = 0 para todo k > 0} . (24.32)

n—oo

0, = {{an}ne]NGG(C) i|an|p < oo} : (24.31)

{an}nen € 6(C) lim exp(rn)|a,| = 0 para todo r > 0} . (24.33)

o
I

{{an}nem €6(C)| ap =0, exceto para um conjunto finito de n’s} . (24.34)

Acima, ¢ coincide com a cole¢do de todas as sequéncias de Cauchy de complexos com rela¢do & métrica usual d(z, w) =
|lw — z|, Vz, w € C pois C é completo nessa métrica. Note que ¢y C ¢ (justifique!). Em um exercicio & pdgina 1276,
discutiremos as relagoes de continéncia entre os conjuntos de sequéncias acima e provaremos que 0 Cj C s C £, C ¢g C
¢ C Ll

E. 24.43 Ezercicio. Prove que os conjuntos 0, j, 5, ¢o, ¢ e £o, S30 espacos vetoriais. &

Mais adiante (Proposicao 24.13, pdgina 1276) provaremos que os conjuntos £, com p > 0 também sdo espagos vetoriais.
As provas para 0 < p < 1 e p > 1 sao diferentes.

E. 24.44 Ezercicio. Mostre que as sequéncias a, = exp(—n) e a, = exp(—n?), n € IN, pertencem a 5. Mostre que nenhuma

- 1
sequéncia an = —, n=1, 2,..., com r > 0, pertence a s. £
n

e Sequéncias / e {,

Na expressao (24.28) definimos o conjunto ¢, subconjunto de &(C), formado por todas as sequéncias limitadas, ou
seja, uma sequéncia {an fnen € do tipo Lo se existir algum M > 0 tal que, para todo n, tem-se |a,| < M. Note que as
sequéncias limitadas nao sdo de Cauchy, mas toda a sequéncia de Cauchy ¢é limitada (por qué?). Assim, ¢(C) C ln.

Exemplo 24.7 As sequéncias a, = «, an = a/n?, an = B +a/n an = B+ ae™™, an = a(—1)", an = asen (nf), ¥n € N, sio,
para todo «, 8 € C, elementos de £. As sequéncias a, = a(—1)" e a, = asen (nf3) ndo sido de Cauchy. o

E. 24.45 Ezercicio importante. Mostre que se {an }nen € {bn}nen sdo duas sequéncias do tipo f entdo, para quaisquer o, 8 € C
a sequéncia {aan + Bby fnen é também do tipo {eo. o,

Esse exercicio diz-nos que ¢y, ndo é apenas um subconjunto, mas também um subespago vetorial de &(C). Mais
adiante, mostraremos que f, é um espaco de Banach em relagao a uma norma conveniente, a saber, a norma definida

32 A ordenagdo dessa lista de exemplos é inspirada em [315].
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no proximo exercicio.

E. 24.46 Ezercicio importante. Seja a = {an fnen € oo. Mostre que

define uma norma em /. o

Outra familia importante de subconjuntos de &(C) é formada pelas chamadas sequéncias ¢, com p € R, p > 0:

o0
Z lan|P < oo}

n=1

fp = {{an}nem S 6(@)

1

E. 24.47 Ezxercicio. Seja p > 0. Mostre que para 6 > 0 a sequéncia a, = T n= 1, 2, 3, ..., édo tipo £,. O que acontece
ne
1 . ~ . A
se § = 0?7 Mostre que a, = —, n =1, 2, 3, ..., é do tipo ¢, para todo p > 1 mas ndo é do tipo ¢1. Mostre que a sequéncia
n
an =exp(—n), n =1, 2, 3, ..., pertence a todos os espagos £, com p > 0. "

Pela definicéo, se {a, }new ¢ uma sequéncia de tipo £, entdo a série Y~ | |an|P é convergente. Isso s6 é possivel se
lim,,—, 0 |an| = 0. Isso, por sua vez, significa que para todo n grande o suficiente, digamos, maior que um certo Ny € N,
- ’
tem-se |a,| < 1. Se p’ > p segue entdo que |a, [P < |a,|? para todo n > Np.

E. 24.48 Ezercicio. Use esses fatos para concluir que

by C Ly (24.35)

para todos p, p’ com 0 < p < p'. o+
E. 24.49 FEzercicio. Conclua também que

0 CjCsCdy Cly Cceo CecC Lo, (24.36)

para todos p, p’ com 0 < p < p'. o+

E. 24.50 Ezercicio. D& exemplos de elementos de £ que n3o pertencem a nenhum dos demais conjuntos acima. o+

E. 24.51 Ezercicio. D& exemplos de elementos de ¢y que ndo pertencem a nenhum £, com p > 0. Sugestdo: considere a sequéncia

1 - 1
= = . —— i ol
an Tn(n) com n 2, 3, 4, .... Mostre que ZQ (In(n))? oo para todo p > 0. Para isso, use o fato (e prove-o!) que
oo} 1 oo eu "
/ 7(117:/ —du =o0 paratodob>1epeR. o+
»  (In(z))? In(b) U

Vamos agora estabelecer um fato importante sobre os conjuntos de sequéncias: combinagoes lineares de sequéncias
¢, sao também sequéncias /.

e A estrutura linear dos conjuntos /,

Proposicao 24.13 Os conjuntos £, com p > 0, sdo espagos vetoriais complezos. O

A prova faz uso da Proposicao 5.19, pdgina 305, da Segao 5.3.3, pagina 304.
Prova. Ha dois casos a considerar em separado: 0 < p<lep> 1.

Caso 0 < p < 1. Sejam a, b € C. Como |a + b| < |a| + |b|, a segunda desigualdade em (5.52), pagina 305, implica

la+0[" < (laf +[b)" < [af” +[b".
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Assim, se a, e by, sdo duas sequéncias do tipo £, com 0 < p < 1, teremos

e} 0o 0o
D laan + Bbal? < faP Y lanl? + (8P [bal? < oo (24.37)
n=1 n=1

n=1

para quaisquer a, 3 € C. Isso provou que a sequéncia aa, + 8b, também é uma sequéncia do tipo £, com 0 < p < 1.
Assim, ¢, com 0 < p < 1 é um espaco vetorial complexo.

Caso p > 1. Sejam a, b € C. Como |a + b| < |a| + |b], a segunda desigualdade em (5.53), pagina 306, implica
la+bP < (la| +[b)? < 207" (|af” + [b]P)
Assim, se a,, € by, sdo duas sequéncias do tipo ¢, com p > 1, teremos

00 oo %)
S Jaan + Bbal? < 227 al? 3 Janl? + 208 3 bl < oo
n=1 n=1

n=1

para quaisquer o, 8 € C. Isso provou que a sequéncia aa, + $b, também é uma sequéncia do tipo £, com p > 1. Isso é
0 que queriamos provar. [ |

Mais adiante demonstraremos o seguinte fato muito importante: para todo p > 1 os conjuntos £, ndo sdo meramente
espagos vetoriais, mas também espagos vetoriais normados, com a norma

oo »
lallp = [Z Ianlp] ; (24.38)
n=1

para a = {an}nen € &p, p > 1. Que essa expressao de fato define uma norma em ¢, p > 1, ndo é nada ébvio e serd
provado mais adiante. Mais que isso, cada espaco £,, p > 1, é um espaco de Banach em relagdo & norma acima.

Veremos também que ¢ é um espago de Hilbert com produto escalar

00
<aa b> = Zmbnv
n=1

onde a = {an}nelNa b= {bn}nelN S 62-

Para 0 < p < 1 a situagao é diferente. Nesse caso, os conjuntos ¢, ainda sao espacos vetoriais, mas para 0 < p < 1
a expressao (24.38) ndo representa uma norma. Esse fato reduz um tanto o interesse nesses espagos. Vale, porém a
seguinte afirmagao:

Proposicao 24.14 Para cada 0 < p < 1 o0s espacos £, sGo espagos métricos com a métrica

Dy(a, b) = > lan —bal”, (24.39)

n=1
a, b ety O
Prova. A desigualdade triangular para D, segue facilmente de (24.37). |

Note-se que (24.39) define uma métrica, ndo uma norma. E possivel provar também, por uma modificacao do Teorema
de Riesz-Fischer, que veremos adiante, que para cada 0 < p < 1 os espacos ¥, sao completos na métrica D, definida
acima.

e As desigualdades de Holder e Minkowski para sequéncias

Vamos aqui enunciar e demonstrar em um caso particular duas desigualdades importantes que tornaremos a encontrar
quando tratarmos da teoria da integracio e de espacos de Banach, as quais sio conhecidas como desigualdades de Holder?3

330tto Ludwig Holder (1859-1937).
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e de Minkowski**. Uma demonstracio alternativa da desigualdade de Minkowski para sequéncias (finitas ou nao) usando
convexidade pode ser encontrada na Segao 5.3.3.1, pagina 307. Uma generalizacao para espagos de fungoes p-integraveis
em espagos de medida encontra-se na Secao 31.4.1, pagina 1489.

Teorema 24.4 Desigualdades de Holder e de Minkowski para sequéncias

I. Desigualdade de Hélder.

1 1 1
Sejam x = {z;}iew €4y e Yy = {Yitiew €4y comp >0 e q>0 e sejar >0 definido por — = — + —. Entao, vale
r p 4q

00 1/r 00 1/ / 1/q
(D:myz-r) < (Dmp) <Z|yz-|Q> . (24.40)

i=1 i=1
Para todo p > 0 e para todos © = {z;}iew € £p € y = {Yi }iew € loo vale

1/p

oo 1/p oo
[Z |xi|p|yi|p] < <Z |xi|p> (sup|yi|) . (24.41)
i=1 i=1 el

II. Desigualdade de Minkowski.

Sejam x = {z;}iew e y = {yi}iew, ambas do tipo £, com p > 1. Entao, vale

oo 1/p 0 1/p 0 1/p
(Z |z; + yi|p> < (Z |$i|p> + (Z |yi|p> : (24.42)
i=1 i=1 i=1

As desigualdades de Holder e Minkowski serao demonstradas nas paginas seguintes. Vamos antes a alguns comentarios.
Para duas sequéncias x e y denotamos por x -y a sequéncia produto (x-y); := z;y;, ¢ € N. A desigualdade de Holder

1 1 1
24.40) afirma, portanto, que se x € £, com p > 0, y € £, com ¢ > 0, entao x -y € ¢, com — = — + —. Analogamente,
P q
r p q

concluimos da desigualdade (24.41) que se x € £, com p > 0 e y € {o, entdo x - y € {,,.

1 1
O caso particular mais relevante da desigualdade de Holder acima se da parap > 1e ¢ > 1 com — + — = 1. Nesse

caso, a desigualdade de Holder (24.40) afirma que

e oo 1/p 59 1/q
>l |yl < (Z Ircz-l”> (Z |yi|q> . (24.43)
=1 =1 =1

A desigualdade de Minkowski também pode ser usada para mostrar que os conjuntos ¢, com p > 1 sao espagos
vetoriais (faga-o!), fato que ji estabelecemos com mais generalidade na Proposigdo 24.13, pdgina 1276. O fato mais
importante, porém, é que a desigualdade de Minkowski afirma que

o 1/p
Izllp = (Z vaz'l”)
i=1

¢ uma norma nos espagos £, p > 1, pois afirma que
lz+ylp < llzllp+ |yl Vo, y €y,

as demais condigdes que definem norma sendo elementares de se provar. Mostraremos logo adiante (pagina 1283) que os
espagos £, p > 1, sao exemplos de espacos de Banach em relagao as normas acima e que o espago {3 é, em particular,
um espago de Hilbert.

34Hermann Minkowski (1864-1909). O nome de Minkowski surge também na Teoria da Relatividade.
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Com essa defini¢do de norma, podemos reescrever a desigualdade de Holder (24.40) nos casos em que p > 1, ¢ > 1e
ercom%—i—%:%naforma
lz-yllr < llzllpllyllg (24.44)
onde z -y é a sequéncia produto (z - y); := x;y;, i € IN. Para p > 1, a desigualdade (24.41) fica
lz-yllp < llzllp llyllo

para todos x € £, e y € {o.

e A desigualdade de Hoélder. Demonstracao

Vamos agora entdao provar a desigualdade de Holder (24.40). Para comegar, notemos que a desigualdade de Holder
(24.40) para r > 0 é consequéncia do caso particular r = 1. De fato, sejam {;}iew € ¢p € {yi}iew € {4 com

111
p g T’
sendo 0 < p < 00 e 0 < ¢ < oo. Definindo novas sequéncias {a; }iciv € {b; }ien tais que |a;| = |2;|" e |bi| = |yi|" e definindo

p =p/req =q/r, teremos

o0 oo o0 oo

’ ’
Dol =Y lml <o e Y IblT = D fuil < oo
i=1 i=1 i=1 i=1

o que prova que {a;}ien € ¢y € {b;}ien € £y Como
1
AL

entdo, supondo vilida a desigualdade de Holder (24.40) no caso r = 1, teremos

00 1/r M oo 1/r
(j{:lziVﬂyﬂr> = j{:|aiHbH]

i=1 Li=1
- 1
o l/p/ oo 1/(], /’r’
(24.40) com r=1 ’ ’
< E |a;i|? E |b:|?
i=1 i=1
1/r

[/ o r/p %9 r/q
= (Z |$z‘|p> (Z |yi|q>
i=1 i=1

00 1/r / oo 1/q
- (Zw) (Dym) |
=1 =1

que é a desigualdade de Holder (24.40) no caso geral » > 0. Por causa disso, basta demonstrarmos (24.40) para o caso
r =1, que é o que faremos.

Nossa estratégia serd provar primeiro a desigualdade de Holder (24.40), com r = 1, para sequéncias finitas e depois
generalizar para sequéncias infinitas. Sejam z1, ..., =, € y1, ..., Yy, duas sequéncias finitas arbitrarias de nimeros
complexos (n € IN). A desigualdade de Holder afirma que

n n 1/p n 1/q
3" el < (Zw) (Zw) |
=1 =1 =1

1 1
para quaisquer p, g com 1 < p < oo el < q < oo e tais que — + — = 1. Vamos a isso. Em primeiro lugar, note que a
P q

desigualdade é trivialmente verdadeira caso todos os z; ou todos os y; sejam nulos, pois nesse caso tanto o lado direito
quanto o lado esquerdo da desigualdade sao iguais a zero.
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Vamos entao considerar o caso em que 0s x; € 0s y; nao sao todos identicamente nulos. Sejam, para um j fixo

g
a = —— e bzinlyj| .

Z |2 |” Z |yi|?

i=1 i=1

Da desigualdade de Young (5.51), tratada na Segdo 5.3.3, pagina 304, segue que

|2 ly; PR O 71 L1 ly;l
n 1/p n 1/q - p n q n ’
s) (S S Sl
i=1 i=1 =1 =1
Somando ambos os lados dessa desigualdade para todo j entre 1 e n, teremos
n n n
>l D lagl? > 1yl
= = 1 5= 1 1
= < 227 =1 = 4+ =1, (24.45)
p q

n 1/p n 1/q - p n + E n
(Z W) (Z |yi|Q> 2l " Y Il
i=1 i=1 i=1

i=1
que é o que queriamos provar.

Vamos agora generalizar a desigualdade de Holder para sequéncias infinitas. Seja {z;}iew uma sequéncia do tipo ¢,
e seja {y; biew uma sequéncia do tipo £ com 1 <p < o00,1 <g<ooel/p+1/g=1. Como vimos, temos para qualquer

n € IN a desigualdade
n n 1/p n 1/q
> faillul < (Zw) (Zw) .
i=1

i=1 i=1

Assim, segue que

n 00 1/p IS 1/q
Slatl < (Siar ) (Somr) <.
i=1 i=1 i=1
n
Essa desigualdade vale para todo n e diz, em particular, que a sequéncia s,, = Z |z:||yi], n € IN, é mondétona crescente
i=1

e limitada. Assim, existe lim s, e vale
n—o0

o) oS 1/p jo%s) 1/q
Sl < (Zw) (zw) < .
=1 =1 =1

Essa ultima relacéo é a de Holder (24.40), com r = 1. Isso provou (24.40) para todo r > 0.

A desigualdade de Hoélder (24.43) envolve sequéncias dos tipos ¢, e £ com 1/p+1/¢ =1, sendo que 1 < p < oo e
1<g< o E de se notar que os casos p = 1 ou ¢ = 1 foram excluidos. H4 também uma desigualdade como a de Holder
envolvendo a sequéncias do tipo £, e {s, incluindo o caso p = 1. Sejam {z;};ew uma sequéncia do tipo ¢, com p > 0 e
{y:}iew uma sequéncia do tipo £. Entao, é bem facil de se verificar que

00 1/p 00 1/p
[Z |xi|p|yz-|p] < (Z w) (s_gﬂg|yi|).

i=1 i=1
Essa ¢é a desigualdade de Holder (24.41).

A desigualdade de Holder pode ser generalizada ainda mais, como veremos quando tratarmos da teoria da integracao.
Vamos agora provar uma das consequéncias da desigualdade de Holder, conhecida como desigualdade de Minkowski.

e A desigualdade de Minkowski. Demonstragao

Novamente, nossa estratégia serd considerar primeiro sequéncias finitas e depois estender o obtido para sequéncias
infinitas.
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Sejam 1, ..., Tn € Y1, ..., Yn duas sequéncias finitas arbitrdrias de nimeros complexos (n € IN). A desigualdade
de Minkowski afirma que
n 1/p n 1/p n 1/p
(z i+ y|> < (z w) + (z |yz-|p>
i=1 i=1 i=1

para qualquer p > 1. Vamos demonstré-la. O caso p =1 é trivial (por qué?). Consideremos entdo p > 1. Teremos que

n n n n
SlmitwlP =l +yille + Pt <Y lwilles +wlP Y lallw vl (24.46)
=1 =1 =1 =1

Usando a desigualdade de Holder (caso r = 1) podemos dizer que

n n 1/p s n 1/q
S il + P < <Z|xi|p> (Z Iz, +yi|q(p—1>> 7
=t i=1 i=1

onde 1/p+1/q=1, ouseja, p=q(p —1). A tltima desigualdade diz entdo que

n n 1/p n 1/q
Do lwllrs +yil < (Z |xi|p> (Z |xi+yi|p>

=1 i=1

e, analogamente,

n n 1/p n 1/q
S ke ! < (Dw) (zww) -
=1 =1

i=1

Substituindo estas duas tltimas relagoes em (24.46), teremos

n n 1/p n 1/p n 1/q
S o+l < (zw) +<z|yi|p> (zmym) ,
=1 =1 =1 =1

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z |z +yi|p> < (Z |xi|p> + <Z |yi|p> , (24.47)
i=1

i=1 i=1

donde tiramos que

que é o que queriamos provar.

Assim como a desigualdade de Holder, a desigualdade de Minkowski pode ser generalizada para sequéncias infinitas.
Sejam {z;}ienv € {yi}ien sequéncias infinitas de nimeros complexos, ambas do tipo £,. Temos que, para qualquer n € IN,

n 1/p n 1/p n 1/p 00 1/p 00 1/p
(wa) < (zw) +(z|yi|p) s<z|xi|p) +(z|yi|p) < oo
=1 =1 =1 =1 =1

n 1/p
Como a desigualdade vale para qualquer n, segue que a sequéncia s,, = (Z |z; + yi|p> ,n € IN, é mondtona crescente

i=1
e limitada e, portanto, converge. Fora isso, vale

0o 1/p 50 1/p 0 1/p
(zmw) < (z mv)) . (z |yz-|p> <.
=1 =1 =1

Essa é a desigualdade de Minkowski para sequéncias infinitas de nimeros complexos {z;}ienw € {y:}ien, ambas do
tipo £, com p > 1. Isso completa a prova do Teorema 24.4. |

Em [326] e leitor poderd encontrar uma interessante demonstragao da desigualdade de Minkowski que néo faz uso da
de Holder.
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e Dualidade em espacos ¢,

Na Proposigao 39.7, pagina 2029, demonstraremos com o uso da desigualdade de Hélder que ¢, pode ser identificado
como o dual topoldgico de ¢, (e vice-versa) para todos 1 < p < 0o e 1 < g < oo relacionados por % + % = 1, ou seja, todo

funcional linear continuo em ¢, é da forma l;(a) = 22021 brar, para todo a € £, onde a sequéncia by, k € IN, pertence a
4.

e A desigualdade de Cauchy para sequéncias. Um produto escalar para /5

A desigualdade de Holder tem um caso particular bastante especial. Sejam {x;};ew e {yi}iew duas sequéncias de
nimeros complexos complexos do tipo f5. Entao, a desigualdade de Holder nos diz que

0o 0o 1/2 0o 1/2
> lzillyil < (Zmﬁ) (ZI%‘P) : (24.48)

i=1 i=1

Essa desigualdade é conhecida como desigualdade de Cauchy (para sequéncias) e é, sem exagero, uma das desigualdades
mais importantes. Muitos resultados importantes sao extraidos dela, alguns dos quais iremos tratar adiante.

A expressao (24.48) mostra-nos que para quaisquer {z; };en, {y;}ien € f2 asérie complexa Y .o, T; y; é absolutamente
convergente e, portanto, convergente. Com isso, ela define um produto escalar em ¢5, que denotamos por (x, y) 0"

[ee]
(@ V) = Y Tili- (24.49)
=1

E. 24.52 FErzercicio. Prove essas dltimas afirmagdes, ou seja, prove que (z, y),, definida em (24.49) é um produto escalar em /5.
-

Como veremos adiante, 2 é completo na norma relacionada a esse produto escalar, que é a norma || - ||2. Isso prova
que ¢5 é um espaco de Hilbert.

Veremos agora uma aplicacao da desigualdade de Minkowski.

e As Métricas d, em C™

Seja X = C™ (ou R™) para algum m € IN e seja a seguinte fungdo em X x X:
1
dp(z, y) = (Ifc1 —y Pt 2™ - ymlp)p ,

ondepeR,p>1,x= (2!, ..., 2™)eCmey=(y!, ..., y") € C™.

Mostrar que, para p > 1, dj, define uma métrica em X é bem simples. A tnica dificuldade estd em demonstrar a
desigualdade triangular, o que pode ser feito facilmente com o uso da desigualdade de Minkowski mostrada acima. Para
outra demonstracao da desigualdade de Minkowski, vide Se¢ao 5.3.3.1, pagina 307.

E. 24.53 FEzercicio. Usando a desigualdade de Minkowski, mostre que d,, satisfaz a desigualdade triangular, ou seja, que dp(z, y) <
dp(z, 2) + dp(z, y) para p > 1 e quaisquer z = (z', ..., 2™), y=(y', ..., y™) ez= (2", ..., 2™) € C™ -

Para o caso particular p = 2 a métrica dy é idéntica a métrica Euclidiana dg introduzida anteriormente. Nesse sentido
as métricas d, sao um tipo de generalizacao da métrica Euclidiana usual.

e Seminormas em /,, p > 1

Para cada n € IN podemos definir em ¢,, p > 1, a seminorma (o conceito de seminorma encontra-se & pégina 233)

1/p

[2llp,n = D277 : (24.50)
j=1

Note que ||z||p, » ¢ de fato uma seminorma em ¢, p > 1, pois satisfaz ||Az||p, » = |A|||Z||p, » Para todo A € C e

pon t Yllp, n (24.51)

Iz +yllp,n < llz|
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para todos z, y € £, p > 1, devido & desigualdade de Minkowski para sequéncias finitas (24.47).

Note também que
[#llp,n < [lzll, < oo (24.52)

para todo x € £,, p > 1 e todo n € IN. Por fim, para qualquer x € /,,, vale

lellp = lim ey, n

e Generalizando a identidade do paralelogramo

Sabemos do Coroldrio 5.6, pagina 307, que para z, w € C, valem as desigualdades |z + w|P + |z — w|P < 2(|z|p + |w|p)
para 0 < p < 2e |z + w/P + |z — wP < 2P~ (|z|P + |w|P), para p > 2. E imediato dessas desigualdades que para todos
u, v € £, valem

Hu—l—v”i—i—”u—v”i < 2(”1&”5—1—”1}”2) , casol < p < 2, (24.53)
Jut ol + ol < 227 (Jul2 + [Jo]2) , casop > 2. (24.54)

Note-se que no caso p = 2 (e somente nesse caso), (24.54) nao é apenas uma desigualdade, mas sim uma igualdade, a
identidade do paralelogramo.

E. 24.54 Ezxercicio. Mostre isso! o,

As desigualdades (24.53) e (24.54) substituem em certos casos a identidade do paralelogramo. Veremos sua utilidade
quando discutirmos a propriedade de convexidade uniforme na Secao 24.6, pagina 1287.

e O Teorema de Riesz-Fischer para sequéncias. Completeza dos espagos (o, e {,, p > 1

Vamos agora mostrar que os espagos £, p > 1, e £, sao completos em relacdo as suas respectivas normas. Essa
afirmacao, especialmente na sua forma mais geral, em espagos de fungdes mensurdveis (tratada na Segdo 31.4.2, pagina
1492), é conhecida como Teorema de Riesz®>-Fischer®® e data de 1907.

Seja p > 1, fixo, e seja {a” } men, uma sequéncia de elementos de ¢,. Como cada a™ é uma sequéncia de nimeros
complexos, indicaremos seus elementos por a}*, ¢ € IN. Assim, convencionamos que o indice superior indexa a sequéncia
e o inferior é o indice de cada elemento da sequéncia.

Suponhamos que {a" }en seja uma sequéncia de Cauchy em ¢, na métrica induzida pela norma | - ||,,. Isso significa
que para todo € > 0 existe um inteiro N (€) > 0 tal que ||a™ —a™||, < € sempre que m, n > N (¢). Assim, se m, n > N (e),
¢ facil ver que, para os elementos a]* e a} isso significa que

1/p

o0
jai" —ap| < | laf —ajf? = fla" —a™, < €.
j=1

Isso diz-nos que, para cada i fixo, a sequéncia de nimeros {al},en ¢ uma sequéncia de Cauchy em C e, portanto,
converge (pois € é completo). Seja «; € C o limite dessa sequéncia.

A sequéncia o = {@; }ien é um forte candidato a ser o limite da sequéncia {a"},en na métrica definida pela norma
I -1lp- Colocamo-nos, entdo, as seguintes questoes: 1. Serd a sequéncia a também um elemento de ¢,7 2. Se a resposta a
. . ; . m R o
pergunta anterior for positiva, serd que a sequéncia a” converge a sequéncia o = {e; };ev na norma de £,? Se a resposta
a essas perguntas for positiva, estard provado que £, é completo.

Seja € > 0 arbitrdrio. Vamos definir uma sequéncia crescente de nimeros inteiros e positivos Ni(e), k=1, 2, 3, ...
com Ngi1(e) > Ni(e), da seguinte forma: N (e) é tal que [|a™ — a™||, < €/2* para todos m, n > Ni(e). Note que
uma tal sequéncia Ny (¢) sempre pode ser encontrada pois, por hipétese, {a™}nen é uma sequéncia de Cauchy em || - ||
Vamos agora escolher uma sequéncia crescente de indices ny < ng < -+- < ng_1 < ng < --- tais que ny > Ni(€). A essa

35Frigyes Riesz (1880-1956).
36Ernst Sigismund Fischer (1875-1954).
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sequéncia estd associada a subsequéncia {a"* }ren. Para simplificar a notacdo, denotaremos b* = a™, k =1, 2, 3, ....
Tem-se

I+1 _ g1 €
[t =8, < 5 (24.55)
pois n; e ny41 sao maiores que Nj(e). Note que para cada i, b¥ converge a a; quando k — oo.
Com essas defini¢oes, teremos para todo k > 1 que (verifique!)
k—1
-t = [ -]
=1
Utilizando as seminormas || - ||, », definidas em (24.50), e usando (24.51) e (24.52) e (24.55), teremos
k—1
160 = o+ 3 - 4]
=1 pn
(24.51) 1 - I+1 1
S Hb ||p,n+Z||b —b ||p,n
=1
(24.52) 1 k-1 11 .
< e+ > B =Y,
1=1
(24.55) 1 e 1 Sy 1
1D+ 3" < 18+ Y = 6 +e.
=1 =1
Assim,
6% 15 < (16", + €. (24.56)

. 1 . .
Note que o lado esquerdo é [Z?:l |bf|p} /P & envolve uma soma finita de |b¥|’s. Assim, como cada b¥ converge a «;
quando k — oo temos, tomando o limite k — oo,

1/p

n 1/p n
; k|p _ |p _
i [ = [Sle| < talh

Como o lado direito de (24.56) ndo depende de k, concluimos que |||
que

oo < ||bY]|p + € para todo n € IN. Agora, isso diz

n
1 P
Dl < (b, +e)
i=1
para todo n € IN. O lado direito nado depende de n. Como o lado esquerdo é uma sequéncia crescente e limitada (pelo
lado direito), segue que o lado esquerdo converge quando n — oco. Isso prova entao que Zil la; [P < 00, ou seja, a € 4.

Resta-nos agora responder a segunda pergunta colocada a pagina 1283 e mostrar que a sequéncia a” converge a «
em relacdo & norma || - [|,.

Repetindo o mesmo raciocinio que conduziu a (24.56), apenas mantendo b' do lado esquerdo, concluimos que ||b¥ —
bY|p,n < €. Novamente, usando o mesmo argumento de acima, podemos tomar o limite k — oo e obter ||a — bl||, ,, <e.
Como o lado direito independe de n, segue novamente pelo mesmo raciocinio acima que ||a—b?|| p < e Isso significa®” que
para todo € > 0 existe b' € ¢, tal que ||a—b'||, < e. Como b' é escolhido na sequéncia a™, isso prova que o = lim,;, 00 a™
na topologia definida por | - ||,.

Com isso, provamos que todo ¢, com p > 1 é completo na norma definida por || - ||, e é, portanto, um espaco de
Banach nessa norma. Como comentamos, isso também implica que /2 é um espaco de Hilbert com relagao ao produto
escalar definido em (24.49).

370 estudante aqui talvez tenha que recordar a maneira como b! = a™! foi definido no parigrafo que antecede (24.55).
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A demonstracdo que £, é um espago de Banach em relacdo & norma || - || ¢ idéntica, adotando-se nesse caso as
seminormas |||/ o, n = sup |zl
1<i<n
E. 24.55 Ezercicio. Complete os detalhes da prova que £ é um espago de Banach em relagdo a norma | - ||. "

24.5.1.1 Decrescimento das Normas dos Espagos /,(IN)

1/p
Em toda esta secdo denotaremos [Z |:ck|p] pelo simbolo de norma ||z||, para todo p > 0, ainda que saibamos que,
estritamente falando, essa funcao sé representa uma norma se p > 1.
Vimos em (24.35) e (24.36), pagina 1276, que £, C £, para todos p, p’ com 0 < p < p’. Podemos com isso nos

questionar como se relacionam as fungdes ||z||, para diferentes valores de p. Temos o seguinte resultado, que é usado em
diversas situagoes nestas Notas, por exemplo, na Secao 6.3.1.2, pagina 330:

m 1/p
Teorema 24.5 Sejam € N e, para © = (21, ..., Tm) € C™, seja ||z]|p,m = [Z |:Ek|p] . Entao, para cada x € C™

k=1
vale

[zllpm < llzllp,m (24.57)
sempre que 0 < p < p', ou seja, (0, 00) > p > [|z|lp, m € para cada x € C™ uma fungdo decrescente de p.

Como coroldrio, temos também que se x € {,(IN) com p > 0, entdo

[zl < llzllp (24.58)
sempre que 0 < p < p'.
Por fim, valem,
plirx;o|\x||p,m = ||lzlloe,m = max{|z1], ..., |zm|} (24.59)
e, para x € £,(IN) com p > 0,
Tim [y = ol (24.60)
com ||z]|oo = sup {|zx|, k € N}. O

Comentdrio. Para medidas de probabilidade a desigualdade entre normas expressa em (24.58) reverte-se! Vide (31.51), pdgina 1492, que é
uma simples consequéncia da desigualdade de Holder naquele caso. Vide também Exercicio E. 24.60, pdgina 1294, em particular, (24.70) e

(24.71). &
Prova do Teorema 24.5. Sejap >0, m € Nexz = (21, ..., Tm) € C™ um vetor ndo nulo (para x = 0 a afirmacgao é
trivialmente correta). Desejamos provar que d%Hpr, m < 0. Temos, usando que d%yp =yPlny para y > 0,
1 d d d (1 i
—— ||z = —In(|lz = — | -In z|P
m
> okl In ]

1 k=1, 2450

m
Dl
k=1

+

1 m
2 In [Z |k |P
k=1

m

> |zl o]

k=1, :Ck;ﬁo
p
pom)

(Il

1
=0 (el ) +
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Observe-se que, como z € C™ é ndo nulo, a0 menos uma de suas componentes é ndo nula. Assim, estabelecemos que

DREA RN EN
d llz|lp, m | k=1, zx0
—allp,m = SEE R —tn (J2llp,m) | - (24.61)
dp p (llp, m)"”

Vamos agora demonstrar que o fator entre [ . } do lado direito de (24.61) é nao positivo. Sabemos que para cada k

m 1i/p
vale Z |;|P > |xg|. Assim, caso zj # 0, temos
=1 |
r 1/p 1/p
m m
In Z ;[P > In|zy| e, também vale, |2k |P In Z |z [P > |zg|P In |z .
j=1 j=1

Somando para todo zj # 0, temos

DAL R N D EA > ) kI . (24.62)
k=1, z1,#0 j=1 k=1, z;#0
Agora,
m m p
Sl = Y lal” = (lellpm)
k=1, 1, #0 k=1
e (24.62) fica
P m
(hllpom) " (l2llpem) = 32 el Infoul
k:l,zk:,éo
e, portanto,
m
> okl In ]
k:l,zk:,éo

~1n (Jlallpm) < 0.

(Ilpm)”

Isso demonstra, retornando a (24.61), que d%Hpr, m < 0. Isso provou que ||z]|p, m < ||Z]lp, m sempre que 0 < p < p'.
Seja x € £,(IN) C £, (IN), com 0 < p < p’. Vale ||z, = li_r>n lz]|p, m para todo p > 0, o que implica ||z|, < ||z,
m oo

Para demonstrar (24.59), supomos # 0, pois se x = 0 a igualdade é trivial. Notemos que

1/p
m
2l )"
fellm = el |2+ 3 (GE=) |
= [0,
gl <llello, m
onde d é o nimero de componentes z; de x com |z;| = ||| o0, m- E claro que 1 < d < m. E claro também que, para
p
|zk] < ||Z||co, m vale <||£C|||x|k ) — 0 se p — co. Segue facilmente disso que
oo, m
1/p
m p m P
1
lim |d+ Z (ﬂ) lim exp |[—In | d+ Z (ﬂ) =1,
p—oo o [l oc, m p—oo p po []|oc, m
|z | <Nzl oo, m log <Nzl oo, m

devido a continuidade da exponencial, devido ao fato de o argumento do logaritmo ser limitado inferiormente por d > 1
assim como superiormente, por ser decrescente em p, e devido ao fator 1/p em frente ao logaritmo. Isso prova (24.59).
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Resta-nos ainda demonstrar que para x € £,(IN) vale |||l = lim ||z||,. Novamente, consideremos x # 0. E
p—00

evidente pela definicdo que |zx| < ||2]|oo. Afirmamos que ndo pode existir uma subsequéncia infinita {|z,|, 7 € IN} de

oo
{lzx|, k& € IN} cujo limite seja |||/, pois isso faria com que a soma Z |zg; |P fosse divergente. Logo, existe apenas
j=1
um conjunto finito {@x,, ..., z,} de d > 1 elementos tais que |zy,| = [|z]ls, j =1, ..., d. Além disso, deve existir
r € [0, 1) tal que Hlj‘fl < r paratodos o k & {k1, ..., kq} = K. Assim,

1/p

|k "
lzll, = [zl d+z Iz

Aek

||k - . ,
A soma E ( T ) é convergente para cada p e seus termos sao decrescentes em p e, assim, a soma também decrescente
Z o0

keK
em p e, portanto, limitada superiormente. Portanto,

1/p
fe'e) p 00 p
1
lim [d+ ( [l ) = limexp|-In|d+ E ( [k ) =1,
p—oo — 2l p—roo p 2l
kZK kgK

devido a continuidade da exponencial, devido ao fato de o argumento do logaritmo ser limitado inferiormente por d > 1

assim como superiormente, por ser decrescente em p, e devido ao fator 1/p em frente ao logaritmo. Isso completa a prova

de ||z]|oo = lim ||z||p. |
p*}OO

24.6 Teorema do Melhor Aproximante em Espacos Norma-
dos Uniformemente Convexos

Seja V' um espago vetorial normado, seja C' C V' um subconjunto nao vazio de V e seja z € V. Defina-se D = D, ¢ :=
inf {||ly — z|, y € C}, quantidade essa que pode ser interpretada como a menor distancia possivel entre = e o conjunto

H4 diversos problemas que reduzem-se a seguinte questao: dados z € V e C C V, como acima, deseja-se saber se
existe y € C tal que ||y — z|| = Dz, ¢ e se um tal y, se existir, é inico. Em um tal problema deseja-se, portanto, saber se
existe um elemento y em C' que assuma a menor distancia possivel a um dado z € V dentre todos os elementos de C e
se um tal elemento y é o tnico com tal propriedade.

Um problema dessa natureza é por vezes dito ser um problema de minimalizagdo, ou um problema de minimizacao.
Se C for um subespaco de dimenséo finita de V, um tal problema é por vezes denominado um problema de Tchebychev®®

Condigoes que garantam existéncia e unicidade de solugoes de problemas de minimalizagao, como o que expusemos
acima, sao muito importantes tanto em aplicagdoes como por razoes tedricas. A motivagao de Tchebychev, por exemplo,
um dos pioneiros da area, envolvia um problema mecanico pratico de transformacao de movimentos lineares em circulares
(e vice-versa) em méaquinas dotadas de pistoes (vide [228]). J4 na teoria dos espagos de Hilbert, por exemplo, hd um
teorema dessa natureza, denominado Teorema do Melhor Aproximante (Teorema 38.1, pdgina 1980), que desempenha
um papel fundamental naquele contexto.

Na presente secao tencionamos apresentar um teorema que dispoe de condigoes suficientes bastante gerais para que um
problema de minimaliza¢ao possua solucao tinica. Nosso ponto de partida é a definicao da noc¢ao de espago uniformemente
convexo. O resultado principal desta secao é o Teorema 24.6, da pagina 1289. Apés o mesmo faremos alguns comentérios
gerais sobre problemas de minimalizacao como o que expusemos acima. O leitor interessado podera encontrar na Segao
10.9, pagina 562, uma discussao detalhada sobre um outro problema de minimalizagao correlato, cuja solucao envolve a
chamada pseudoinversa de Moore-Penrose.

38Pafnuty Lvovich Tchebychev (1821-1894).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 24 1288/2584

e Espacos uniformemente convexos

Seja W um espago vetorial (sobre os reais ou complexos). Recordemos que um conjunto nao vazio C C W é dito ser
convezxo se valer Ax + (1 — A)y € C para todos z, y € C' e A € [0, 1].

Seja W um espagco vetorial normado e seja By := {z € W, ||z|| < 1} a bola fechada de raio 1 centrada em 0 (a nocao

de bola em um espaco normado foi introduzida & pagina 240). Sabemos (vide pagina 240) que B; é um subconjunto
convexo de W.

Um espaco vetorial normado W é dito ser um espaco uniformemente convezro se for valida a seguinte propriedade: se

= - N =, . . Tn + - .
Tp, Yn € B1, n € N, sdo sequéncias em B; tais que valha lim In Thn || _ 1, entdo tem-se lim ||z, — y,| = 0.
n—oo n—oo

O significado geométrico da definigao é o seguinte. Se os pontos das sequéncias x, € y;, encontram-se em B, entdo
os pontos (z,, + yn)/2 encontra-se também em B;. Cada ponto (z,, + yn)/2 é o ponto intermedidrio entre x,, € y,. Se
Tn + Yn

tivermos lim
n—oo

= 1, entao esses pontos intermediarios estdo se aproximando da superficie externa de By, o

bordo de B;. A condicao de W ser uniformemente convexo diz que se isso ocorre, entao os pontos z, € Yy, aproximam-se
quando n — oo.

Em um sentido simples a condi¢do de um espaco ser uniformemente convexo garante que a bola B; é “suficientemente
redonda” para que se possa garantir que se o ponto intermedidrio entre dois pontos se aproxima de sua superficie, entao
esses dois pontos aproximam-se um do outro. O estudante deve nesse ponto notar que tal propriedade nao é valida, por
exemplo, para um cilindro infinito no espaco tridimensional R?. Se o ponto intermedidrio entre dois pontos se aproxima
da superficie do cilindro, nao se tem necessariamente que esses pontos se aproximam um do outro, pois eles podem tender
a alinhar-se paralelamente ao eixo do cilindro, mantendo uma distancia nao nulo entre si.

Exemplo 24.8 Para ilustragio, considere-se em R?® (com a norma Euclidiana usual) o cilindro € := {(m, y, 2) € R? 2%+ = 1}
e considere-se as sequéncias em € dadas por z, = (1 —1/n, 0, 0) e y» = (1 —1/n, 0, 2), n € IN. Claro estd que (xn + yn)/2 =
(1—1/n, 0, 1) e que esse ponto intermedidrio (z, + yn)/2 aproxima-se da superficie do cilindro € (assim como os pontos x, e yn)
quando n — oo, mas ||z, — yn|| = 2 para todo n. px(

Dois outros casos analogos serao vistos no Exemplo 24.10, logo abaixo. Contemplando a Figura 3.1, pagina 241, a
qual ilustra como sdo as bolas By para as normas || - |lp com 1 <p < o0, o leitor poderd convencer-se visualmente que o
espaco R? ndo é uniformemente convexo para das normas || - ||1 e || - || mas o é nos outros casos. Essas afirmacgoes vao
ser tornadas rigorosas no que segue.

¢ Exemplos de espagos normados uniformemente convexos

Vamos agora a exemplos de espacos normados uniformemente convexos.

Vamos supor que a norma em V satisfaga a identidade do paralelogramo (3.31), pégina 236. Como sabemos do
Teorema de Fréchet, von Neumann e Jordan, Teorema 3.3, pagina 238, isso ocorre se e somente se a norma provier de
um produto escalar em V. Em todo caso, se valer a identidade do paralelogramo, é elementar constatar que teremos

2 2
Tn + Y Tn — Y 1
n2 B IS = S (el + lal?)
para quaisquer sequéncias x,, e y, € V. Se ||z,| <1 e |lyn] <1, segue disso que
2
Tn — Yn 2<17 Zn+yn
2 - 2
Assim, a condicao lim, . H% || = 1 implica lim, o ||Zn — yn|| = 0, estabelecendo que V' é uniformemente convexo.

Constatamos, assim, que todo espago de Hilbert é uniformemente convexo, por ser sua norma derivada de um produto
escalar, satisfazendo, portanto, a identidade do paralelogramo.

Os espagos £, com p > 2 s@o também uniformemente convexos. Para ver isso, fazemos isso da desigualdade (24.54).
Adotando na mesma u = z,,/2 e v = y,, /2, n € IN, temos

p
+
p

Tn + Yn b

2

Tn — Yn

2

1
< 5 (llnll? + llal7) -

p
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Verifique! Assim, para ||£L'an <le ||yn||p <1, temos

Tn — Yn P < 1— Zn+yn P

p p

Logo, se ||%Hp — 1 para n — oo, teremos lim, ||£L'n — yan = 0, estabelecendo que os espacos £, com p > 2 sao
uniformemente convexos nas respectivas normas || - ||,-

Os espagos £, com 1 < p < 2 também s@o uniformemente convexos nas respectivas normas || - ||,, mas a demonstragéo
nao serd apresentada aqui (vide, e.g., [252]). Como veremos logo abaixo, os espagos de sequéncias ¢1 e {o 1na0 sao
uniformemente convexos para as respectivas normas || - |1 € || - ||oo-

As mesmas afirmagoes acima se aplicam (com as mesmas demonstragoes, essencialmente) aos espagos de integracao
L,(n). Para um tratamento que também inclui o caso 1 < p < 2, vide também [252].

¢ Exemplos de espagos normados que nao sao uniformemente convexos

Nem todo espago normado é uniformemente convexo. Vejamos alguns exemplos relevantes.

Exemplo 24.9 Seja V = C([0, 1]) o espago vetorial das fungdes continuas no intervalo [0, 1] dotado da norma do supremo:
[ flloo :=sup {|f(2)|, =z € [0, 1]}, f € C([0, 1]). Sejam as sequéncias de fungdes fn(z) = 1, gn(z) = 4z(1 — z) (no caso, fn e
gn S80 sequéncias constantes: independem de n). E facil ver que || fnllcc = [|gnlloc = 1 para todo n e é elementar constatar que
I(fn 4+ gn)/2|lec =1 para todo n € IN. Porém, é igualmente elementar verificar que ||fn — gnllc = 1, também para todo n € IN.
Assim, constatamos que C' ([O, 1]) com a norma do supremo nao é uniformemente convexo. hug

Exemplo 24.10 Considere-se em R? as normas || - |1 e || - || definidas para = = (21, z2) € R? por ||z|1 = |z1] + |22| e

[2|loo := max {|z1|, |22|}, respectivamente. As bolas B; relativas a essas métricas estdo ilustradas na Figura 3.1, pégina 241.

Ambas sdo quadrados e, portanto, tém bordos ndo “arredondados”. E de se esperar que R? no seja uniformemente convexo em
relagdo a essas duas normas e, de fato, assim o é.

No caso da norma || - ||ec, tome-se em R? as sequéncias z, = (1 —1/n, 1/2) e y, = (1 —1/n, —1/2), n € N, n > 2. Temos que
[Znlloo = [[Ynlle =1 — 1/n < 1 e, portanto, &, e y, sdo sequéncias na bola de raio 1 centrada em 0 para a norma | - |e. E claro
que (zn +y2)/2 = (1 —1/n, 0) e que H(mn + y”)/QHw =1-1/n — 1 para n — co. Porém, z, —y, = (0, 1) e Hmn — yQHOO =1
para todo n € IN. Logo, R? ndo é uniformemente convexo para a norma || - ||c-

No caso da norma || - [|1, tome-se em R? as sequéncias zn = (5/8 — 1/n, 3/8 —1/n) e yn = (3/8 —1/n, 5/8 —1/n), n € N,
n > 3. Temos que ||zn]l1 = |lynli = 1 —2/n < 1 e, portanto, z, € yn s@o sequéncias na bola de raio 1 centrada em 0 para

a norma || - [|;. Teremos (zn +yn)/2 = (1/2 = 1/n, 1/2—1/n) e ||(zn + yn)/QH1 =2(1/2-1/n) — 1 para n — co. Porém,

Tn — yn = (1/4, —1/4) e, portanto, ||zn — yn|l1 = 1/2 para todo n € N. Logo, R? ndo é uniformemente convexo para a norma

I Il o
Como vimos acima, porém, R? é uniformemente convexo para as normas || - ||, com 1 < p < oo.

De forma analoga a do Exemplo 24.10, é facil ver que os espacos de sequéncias {1 e {o, nao sao uniformemente
convexos para as respectivas normas || - ||1 e ||+ ||co-

e Um Teorema do Melhor Aproximante em espagos uniformemente convexos

O resultado principal da corrente secao é o seguinte teorema:

Teorema 24.6 (Teorema do Melhor Aproximante em Espacgos Uniformemente Convexos) Seja V um espago
normado e uniformemente convexo. Seja C um subconjunto nao vazio de 'V e que seja convexo e completo (em relagdo
a norma de V). Entao, para cada © € V existe um e somente um elemento y € C tal que ||z — y|| = Dy ¢ =
inf {|jy — ||, y € C}. O

Prova da Existéncia. Denotemos D, ¢ simplesmente por D. Para cada n € IN seja y, € C' um vetor com a propriedade
que

1
|z —ynl®> < D*+ . (24.63)

Notemos que tais vetores sempre existem. Se tal nao fosse o caso, ou seja, se para algum n, digamos ng, nao existisse
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1

vetor nenhum y’ em C tal que H:cfy’H2 < D?*+ n—lo, isso significaria que para todo 3’ € C valeria que H:Efy’HQ > D%+ o

Mas isso contraria a definicao de D como o infimo de ||:c — y’”, y eC.

Caso tenhamos D = 0, entdo a sequéncia y,, converge a = (sendo, portanto, uma sequéncia de Cauchy em C') e como
C' é completo, concluimos que =z € C. Podemos, portanto, tomar y = = e a afirmagao de existéncia de um y € C tal que
lx — y|| = Dy, ¢ estéd completa, nesse caso. Mais adiante trataremos da unicidade.

Vamos agora considerar o caso D > 0 e vamos provar que toda sequéncia y,, satisfazendo (24.63) também é uma
sequéncia de Cauchy em C. Defina-se z, := 2 — yy, € s, := ||2|| — D = ||z — yn|| - D = y/D?*+ 1 — D. E evidente que
sn >0 e que lim, o s, = 0.

Como C é convexo, tem-se que (ym + yn)/2 € C para todos m, n € N. Logo, tem-se pela definigdo de D que

Zm + Zn
2

1 1 1
D < < §|‘Zm||+§”'zn” = s(8mtsn)+D.

2

H Ym + Un
p_ Ym T Yn
2

Como lim,,_,~ s, = 0, conclui-se dessas desigualdades que para todo € > 0 existe N(e) € IN tais que

‘ W —D‘ < e (24.64)
para todos m, n > N(e).
Como limy, e ||2n | = D, podemos assumir ||z,[| # 0 para todo n suficientemente grande. Defina-se para tais n’s
Wy := ||2n|| " 2n. E claro que ||wy,|| =1 e temos que
D(+)D+D 1(+)+1D1+D1
—(wm +wy) = 2 ——— 2z, = =(zm + 2 —l— 1)z —— =1z, -
g v o 20zmll ™™ 7 2zl 27T 2 [\ lzmll " \lzal !
Logo,
Wi + Wy, 1 1 1 Sm + Sn
RS R Y ST ST o
Com isso, temos que
1
D (me;—wn — 1) < (H§(zm+zn) —D) n Sm‘2|'5n .

Por (24.64) e do fato ja estabelecido que lim,,—, s, = 0, concluimos que para todo € > 0 existe N'(e) € N tal que

=] =
2
Defina-se a,, = wy, e b, = wp4k. Pelo que acabamos de ver, temos que |a,| = ||b,|| = 1 e que Ha”;b” | = 1 para

n — oo. Assim, pela hipStese de que V' é uniformemente convexo temos que ||a, — b, || — 0 para n — oo, ou seja, temos
que para todo k € IN vale ||w,, — wp4k| — 0 para n — co. Isso significa que para todo € > 0 existe N”(¢) € IN tal que
lwn, — wnik|| < € para todo n > N”(e). Como k ¢é arbitrério, isso esta dizendo que

|lwn —wm| < € paratodosm, n > N"(e) . (24.65)
Note-se agora que
lom = gl = 20 = 2l = [[Iznlln = lzmllwm]| = ||(D+ sn)wa = (D + sw)wnl|
< Dljwn = win || + snllwnll + sm|lwm| = Dlwn — wm|| + sn + sm ,
pois ||wy, || = 1 para todo n. Como lim,,_, s, = 0, concluimos disso e que (24.65) que para todo € > 0 existe N"'(e) € N

tal que ||yn — ym| < € sempre que m, n > N"'(€). Logo {yn, n € N} é uma sequéncia de Cauchy em C e como este é
completo, concluimos que existe y € C ao qual essa sequéncia converge.
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Vamos agora estabelecer que [ly — z[| = D. Temos que ||y — z|| = |[(y — yn) = (Wn — 2)|| < Iy = yull + llznll =
ly —ynll +5n+D. Mas ||y —yn|]| = 0 e s, — 0 quando n — co. Logo, ||y —z|| < D. Por outro lado, tem-se pela definicao
de D que D < ||y — z||, j& que y € C. Logo, concluimos que ||y — z|| = D, como desejdvamos provar.

Prova da Unicidade. Resta-nos demonstrar que esse y é o Unico elemento de C' com essa propriedade. Para tal, vamos
supor que haja outro ¢y’ € C' com ||:c — y’|| = D e definamos em C uma sequéncia g, da seguinte forma: g, = y caso n

seja par e 7, =y’ caso n seja impar. E claro que ||z — §n|| = D para todo n € IN e portanto, tem-se trivialmente

1

lz—gul* < D>+ L.
n

para todo n € IN, tal como em (24.63). Ora, vimos acima que toda sequéncia com essa propriedade é uma sequéncia de
Cauchy. Mas nesse caso, isso s6 é possivel se y = 4/, completando a demonstragdo do Teorema 24.6. |

e Exemplos e comentarios gerais sobre problemas de minimalizacao

A Figura 24.3, pagina 1292, ilustra quatro situagoes de problemas de minimalizacao. No caso, o espago vetorial é

o plano R? e h4 quatro conjuntos C' indicados. Para x = (71, 72) € R? consideremos as normas ||z||s = /2% + 23 e
[zll := max {|z1], |z2|}. Como comentamos acima, R? é uniformemente convexo em relagao & norma | - |2, mas nao
a norma || - ||eo. Temos o seguinte:

e No caso 1, C' é um conjunto fechado (e, portanto, completo) mas ndo é convexo. Para o ponto z indicado ha
dois pontos em C' que minimizam a distancia a = definida pela norma || - ||2, a saber, os pontos a e b. Solucdo do
problema de minimalizagao portanto, existe, mas nao é tnica.

e No caso 2, C' é um disco aberto (e, portanto, ndo é completo) e é convexo. Para o ponto z indicado ndo hd nenhum
elemento em C' que minimize a distdncia a x definida pela norma || - ||2. Solugdo do problema de minimalizagao
portanto, nao existe.

e No caso 3, C' é um disco fechado (e, portanto, completo) e é convexo. Para o ponto z indicado hd um tnico
elemento em C' que minimize a distdncia a = definida pela norma || - ||2, a saber, o ponto a indicado. Uma solugao
do problema de minimalizagao portanto, existe e é tnica.

e No caso 4, C' é um retangulo fechado (e, portanto, completo) e é convexo. Para o ponto z indicado hd um tnico
ponto em C' que minimiza a distancia a x definida pela norma || - ||2, a saber, o ponto a indicado. Se, no entanto,
considerarmos a norma || - ||eo, todos os pontos do segmento A-B s&o solugdo do problema de minimalizacdo. Isso
ilustra como a unicidade da solugao de um problema de minimalizagao pode depender da norma adotada.

Sob a luz do Teorema 24.6, esses exemplos ilustram a ideia de que a completeza do conjunto C' garante a existéncia de
solugao do problema de minimalizacao, enquanto que a convexidade de C' garante a unicidade da solugao, ao menos no
caso de espagos normados que sejam uniformemente convexos.
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Figura 24.3: Quatro problemas de minimalizacdo ilustrativos em R2.

24.7 Exercicios Adicionais

E. 24.56 Ezercicio. Os itens abaixo ilustram situacBes lteis de se ter em mente concernentes a propriedade de completeza.

1. Mostre que M; := (0, 1) ndo é completo na métrica definida por d(z, y) := |z — y|. Para tal, mostre que a,, := 1/n, n € NN,
n > 2, é uma sequéncia de Cauchy em M; = (0, 1) em relagdo a essa métrica, mas mostre que essa sequéncia ndo converge
nesse conjunto, ou seja, mostre que ndo existe z € M tal que lim, o d(z, an) = 0.

2. Mostre que M> := [0, 1] é completo na mesma métrica d(z, y) := |z — y|.

1
x

3. Mostre que di(z, y) = |2 — %’ define uma métrica em M; := [1, c0).

4. Mostre que M3 = [1, co) é completo na métrica d(z, y) := |z — y| mas ndo na métrica d;(z, y). Para esse dltimo caso, mostre
que a, :=n, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy em M3 em relacdo a métrica dy, mas que essa sequéncia n3o converge nesse
conjunto, ou seja, mostre que n3o existe z € M3 tal que limy, o dr(z, an) = 0.

O Exercicio E. 24.58 explora algumas das ideias de acima para mostrar que IR pode n3o ser um espaco métrico completo para certas
métricas nele definidas. &

E. 24.57 FEzercicio. No Exercicio E. 24.56 vimos que [1, co) ndo é completo na métrica d;. Podemos nos perguntar: como seria
um possivel completamento de [1, 0o) nessa métrica d;?

Para responder a questdo acima e construir um completamento de [1, co0) na métrica d; podemos nos guiar pela seguinte intui¢cdo.
Como vimos no Exercicio E. 24.58, a sequéncia a, = n, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy em [1, co) na métrica d;. Para que ela
fosse convergente, deveriamos ter em [1, oco) um elemento que fizesse o papel de “infinito”, j& que a, é ilimitadamente crescente. Isso
pode ser feito acrescentando-se ao conjunto [1, oo) um objeto que, em algum sentido, faga o papel de infinito. Como veremos, esse
objeto pode ser escolhido arbitrariamente (mas fora do conjunto [1, co)) desde que de forma a desempenhar o papel desejado. Vejamos
de modo mais preciso como isso pode ser feito.

Para construirmos um completamento de [1, oo) na métrica dy, consideremos os dois seguintes espagos métricos: ([1, 00), dz) e
((0, 1], d). Constate que o segundo espago métrico também ndo é completo. Constate que a fung3o bijetora h : [1, o0) — (0, 1]
definida por h(x) := 1/x é uma isometria bijetora entre esses espacos, ou seja, que € bijetora e satisfaz d(h(z), h(y)) = di(z, y) para
todos z, y € [1, co). Constate que o intervalo fechado [0, 1] é um completamento de (0, 1] na métrica d. Seja 2 um objeto qualquer,
mas com ¢ [1, oo) (por exemplo, tome §2 como sendo uma letra do alfabeto grego @), e defina My := [1, oo) U {Q}. Faca de My
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um espaco métrico definindo nele uma métrica d; da seguinte forma:

dr(z, y) = di(z, y), sex ey sdoelementos de[l, o),
di(z, Q) = di(Q, ) = 1/z, sez € [1, c0),
dr(Q, Q) = 0.

Mostre que dr define, de fato, uma métrica em M;.

A esta altura o estudante pode ter intuido (corretamente) que Q faz o papel de um niimero “infinito” que é adicionado ao conjunto
[1, 00) e que agora uma sequéncia como a, = n, n € IN (que é também uma sequéncia de Cauchy em My em relagdo a métrica dr)
converge a ). Mostre que, de fato, limy,— .o dr (an, Q) = 0. Mostre que a aplicagido h : My — [0, 1] dada por

h(z)=1/z, se z€]l, c0),
h(z) =
0, se x =10,
é bijetora e que é uma isometria entre os espacos métricos (Ma, dr) e ([0, 1], d), ou seja, que d(ﬁ(m), ﬁ(y)) = d(x, y) para todos
z, y € My. Note também que h é uma extensdo de h ao conjunto My.

Prove que (My, JI) é um espaco métrico completo. Sugestdo: use o fato que ([07 1], d) é completo e que h é uma isometria.

Conclua que (Ma, cf;) é um completamento do espaco métrico ([1, 00), dI). "

E. 24.58 Ezercicio. Seja f : R — (1, co) uma func¢do bijetora (um exemplo concreto é f(x) = e” + 1). Mostre que

1 1
d xz, Yy) = ' - ' )
109 = 50~ T
com z, y € R, define uma métrica em R. Mostre que an = f~'(n), n € N, n > 2, é uma sequéncia de Cauchy em R com

relagdo a métrica dy. Mostre que essa sequéncia ndo converge em IR na métrica dy, ou seja, mostre que ndo existe z € R tal que
limp o0 df(z, an) = 0. Conclua que R n3o é completo na métrica ds. Seguindo os passos delineados no Exercicio E. 24.57, construa
um possivel completamento de R para as métricas dy (vocé precisard de um elemento para o papel de +co e outro para o papel de
—00). -

E. 24.59 Ezercicio-dirigido. Este exercicio trata de um exemplo de um espaco vetorial de funcdes dotado de duas normas no qual
podemos exibir uma sequéncia de fungcdes com a propriedade de convergir a uma fun¢do em relacdo a uma das normas e a uma outra
func3o distinta em relagdo a outra norma.

Seja V o espaco das fungdes assumindo valores complexos, continuas e 2m-periddicas em R. Vamos definir nesse espagco duas normas,
que denotaremos por || - [la € || - ||o-

—ikx

1. Definicio da norma ||-||. Para u € V, denotemos por uy seu k-ésimo coeficiente de Fourier: uy, := [" VT u(z)dx com k € Z
(a teoria das séries de Fourier é desenvolvida na Sec3o 36.4, pagina 1820).
Para uw € V, defina-se
- 1
lulla := kz_: H—lﬁlukl' (24.66)
Afirmamos que || - ||« é uma norma em V. Notemos em primeiro lugar que ||u||, estd bem definida em V, pois se ||u||cc =

SUP,c[—x, ») [u(2)], entdo € evidente que |uk| < V27 ||lu|| para todo k e, portanto, a série do lado direito de (24.66) converge.
E também evidente que |[ul. > 0 e que ||Aulle = |\|||ull« para todos A\ € C e u € V. A prova da desigualdade triangular
lu + vlla < |lulla + ||v]la, para u, v € V é elementar e deixada ao leitor. Por fim, observe-se que ||ulls = 0 se e somente se
ur, = 0 para todo k € Z o que, pelo Corolario 36.4, pagina 1829, ocorre se e somente se u for identicamente nula. Isso estabelece
que (24.66) define uma norma em V.

2. Definicdo da norma || - ||s. Seja Q := Q N [—1/2, 1/2) a colecdo de todos os racionais do intervalo [-1/2, 1/2). O conjunto
Q ¢é contdvel, e podemos representd-lo na forma Q = {r;, j € IN}. Seja {b;};en uma sequéncia positiva e somdvel, ou seja,
satisfazendo b; > 0 para todo j e 3772, b; < oco.

Para uw € V, defina-se

flulle = ij |u(2mr;)| - (24.67)
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Afirmamos que || - || define uma norma em V. Notemos em primeiro lugar que ||ul|, estd bem definida em V, pois é claro que
|u(277;)| < ||lul|c para todo j e, portanto, a série em (24.67) converge. E também evidente que ||uly > 0 e que || ulls = |A|||ul|s
para todos A € C e u € V. A prova da desigualdade triangular ||u + v||s < |lulls + ||v]ls, para u, v € V é elementar e deixada
ao leitor. Observe-se agora que ||ul[s = 0 se e somente se u(27r;) = 0 para todo j. Porém, o conjunto {27r;, r; € Q} é denso
no intervalo [—m, ). Logo, |julls = O se e somente u anular-se em um conjunto denso em [—7, 7). Como u é continua e
2m-periddica, isso implica que u é identicamente nula. Isso estabelece que (24.67) define uma norma em V.

Seja agora u"(z) := cos(n!z), n € IN, uma sequéncia de elementos de V. E elementar constatar (faga-o!) que os coeficientes de

Fourier de u™ sdo dados por
unk - \/g(ék,fn!+6k,n!)7 k"eZ

V2
1+ (nh)2’
- |la @ fungdo identicamente nula quando n — co.

Logo, segue de (24.66) que

[w"fla =

mostrando que a sequéncia u"* converge na norma

Vamos agora considerar o que ocorre em relagdo a norma ||-||» quando esse limite é tomado nessa sequéncia. Observe-se primeiramente
que para r; € Q tem-se u"(27r;) = cos(2wn!r;). Agora, como nimero racional, r; é da forma r; = £p;/q;, com p; > 0 e g; > 0,
ambos inteiros e primos entre si. Assim, para todo n > g¢; teremos que n!r; é um inteiro e, portanto, cos(2rn!r;) = 1. Com isso,
vemos que

o0
[|lu" — 1Hb = Zb]‘ | cos(2mnlr;) — 1]
Jj=1
converge a 0 quando n — oo pois, a medida que n cresce, mais e mais termos na somatdria sdo nulos. Prove essa afirmag3o rigorosamente
notando que, como > 7%, b;j < oo, entdo para cada € > 0 existe N(e) € IN tal que 37, (b <e

Com isso, vemos que u™ converge na norma || - ||» & fun¢do identicamente igual a 1 quando n — co. Assim, estabelecemos que
[Illa Il
u"(z) — 0, mas u" (z) — L
n—oo n— oo
Comentemos en passant que V n3o é completo nem na norma || - || nem na norma || - ||». Comentemos também que a sequéncia
ar = ﬁ que ocorre na definicdo (24.66) pode ser substituida por qualquer sequéncia somdvel de nimeros positivos, sem alterar a
argumentac¢do de acima. "

E. 24.60 FEzercicio. Seja uma sequéncia {zn }nen de niimeros complexos. Usando a desigualdade de Holder (24.43), pagina 1278,
prove que para todo p > 1 e todo m € N, vale

1 1 1 r
1] < L5 < [—zw} | (24.68)
m i~ m i~ m

Usando isso, mostre que se {y fnen € £,(IN) para algum p > 1 (para tal é suficiente supor que {z, }nen € £1(IN). Vide Exercicio E.
24.48, pagina 1276), entdo

m—oo M

lim izm]- =0, (24.69)
j=1

ou seja, a média aritmética dos m primeiros termos de uma sequéncia numérica pertencente a ¢,(IN), p > 1, converge a zero quando
m — oo.

A relacdo (24.68) pode ser estendida ainda mais com uso da versio (24.40) da desigualdade de Holder. Usando-a prove que para
O0<r<peméeN,

m

m 1/r 1/p
[%ZI%IT} < [%ZI%I”] : (24.70)

=1 =1
Sugestao: adote y; = 1 para todo j. Se definirmos em C™, m € NN,

1o 1/p
# .
lallf = [Ezlmd
j=

a relacdo (24.70) fica
el < |zl (24.71)

para 0 < r < p. Observe-se que % Z;’;l é uma integral associada a uma medida de probabilidade em C™: a medida de contagem
normalizada pelo fator 1/m. Compare com (31.51), pdgina 1492. "
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Apéndices

24.A Numeros Reais e p-adicos

Neste apéndice ilustraremos a construcao do completamento canonico de espacgos métricos, desenvolvida a partir da
péagina 1260, apresentando brevemente uma construgao do conjunto dos nimeros reais a partir dos racionais que é
também devida a Cantor. O mérito dessa construcao nao é apenas ilustrativo, pois o mesmo conjunto de ideias permite a
construgao de outros conjuntos “exdticos” de ntimeros, os chamados nimeros p-adicos (p, aqui, sendo um nimero primo),
introduzidos por Hensel?? entre 1897 e 189940,

A estudo desta secdo nao é essencial ao que segue e pode ser dispensado em uma primeira leitura. A demonstracao
de completeza de R, em particular, é um tanto delicada e complexa.

24.A.1 A Construcao de Cantor dos Niumeros Reais

e Uma Métrica no Conjunto dos Racionais

Considere o conjunto @ dos ndmeros racionais. e considere a fungao d : Q x Q — Q4 dada por d(r, s) = |r — s|.
Esta fungao tem as seguintes propriedades

1. d(r, s) € Q4 para todo r, s € Q.

2. d(r, s) = 0 se e somente se 7 = s.

3. Para todo a e b € Q vale d(a, b) = d(b, a).

4. Para todo a, b e ¢ € Q vale d(a, b) <d(a, ¢)+d(c, b).
A funcdo d define o que se chama de uma métrica em Q. A desigualdade d(a, b) < d(a, c¢) + d(¢, b) é chamada
desigualdade triangular.

Nota. Como a principio desejamos “construir” o conjunto dos nimeros reais R, devemos tomar o cuidado de definir a métrica d assumindo
valores em Q4, o conjunto dos racionais > 0, ndo em R4, como fizemos até agora. Por essa razao, algumas adaptacdes ao que fizemos até
agora serao necessarias. &

Uma sequéncia de numeros racionais é uma funcao IN — Q. Para uma sequéncia a denota-se frequentemente seu
valor a(i) por a; para i € IN.

e Sequéncias de Cauchy de Numeros Racionais

Uma sequéncia a de nimeros racionais é dita ser uma sequéncia de Cauchy*!' em relacio & métrica d se para todo
€ € Q4+ existir um nimero natural N(¢) (eventualmente dependente de €) tal que d(a;, a;) = |a; — a;| < € para todo i e
Jj tais que i > N(e) e j > N(e).

Uma sequéncia de ntimeros racionais a converge para um numero racional r no sentido da métrica d se para todo
€ € Q4 existir um nimero natural N(e) (eventualmente dependente de €) tal que d(r, a;) < € para todo i > N ().

E. 24.61 Ezercicio. Prove que se uma sequéncia a converge a um ndmero racional r ent3o a é uma sequéncia de Cauchy. Sugest3o:
use a desigualdade triangular. k3

e Niumeros Reais. A Construgao de Cantor. Completamento

Como ja discutimos em paginas anteriores, ha sequéncias de Cauchy de ntmeros racionais que nao convergem a
numeros racionais. Esse fato é a motivagao de uma construgao muito importante: a dos niimeros reais.

39Kurt Wilhelm Sebastian Hensel (1861-1941).

40K Hensel, “Uber eine neue Begrundung der Theorie der algebraischen Zahlen”, Jahresber. Deutsch. Math.-Verein, 6 : 1, pp. 83-88,
(1899).

41 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
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Para mostrar como essa construgao é feita (o que faremos aqui com o objetivo de ilustrar outras construgdes andlogas
futuras) vamos primeiramente considerar o conjunto € = €(Q) de todas as sequéncias de Cauchy de ntimeros racionais
e construir em € uma relagao de equivaléncia da seguinte forma. Dizemos que duas sequéncias de Cauchy a e b sao
equivalentes se a sequéncia ¢; = a; — b;, i € IN converge a zero. Ou seja, a ~ b se para todo racional € > 0 existir inteiro
N > 0 tal que d(a;, b;) = |a; — b;| < € para todo i > N.

E. 24.62 Ezercicio. Mostre que se a e b sdo sequéncias de Cauchy ent3o a sequéncia ¢; = a; — b;, i € IN também o é. Sugest3o:
use a desigualdade triangular. "

E. 24.63 Ezercicio. Prove que a relacdo acima € de fato uma relacdo de equivaléncia. o+

Isto posto, sabemos que o conjunto € pode ser escrito como uma uniao disjunta de suas classes de equivaléncia pela
relagcao acima. O conjunto dos ntmeros reais R é entao definido como sendo o conjunto formado por essas classes de
equivaléncia ou, se quiserem, como o conjunto formado escolhendo-se um elemento de cada classe de equivaléncia, ou
seja, por uma sequéncia de Cauchy de ntimeros racionais em relagao a métrica d.

Assim, uma sequéncia de Cauchy como a sequéncia a; =1+ 1/1!1+1/2!+---+1/i! acima define um niimero real (no
caso o ndmero e).

Se z é uma sequéncia de Cauchy de racionais em relacdo a métrica d denotaremos sua classe de equivaléncia por [z].
Pela defini¢do, [x] é um ndmero real.

e Relagao de ordem e operagoes aritméticas nos reais

E possivel definir em R uma relacio de ordem total da seguinte forma: dizemos que [] < [y] se existirem sequéncias
de racionais z° € [z] e y° € [y] e um inteiro I tais que zf < y) para todo 4, j > I e se [x° — y°] # [0], onde [0] é a classe
que contém a sequéncia identicamente nula. (Essa ultima condi¢do é para evitar sequéncias com ac? < yio mas que se
aproximem no limite ¢ — 00).

E. 24.64 FEzercicio. Mostre que isso define uma relagdo de ordem total em R. O ponto trivial, dados [z] # [y], € mostrar a

existéncia de sequéncias de racionais z° € [x] e y° e [y] € um inteiro I tais que zd < y? ou que z¢ < y? para todo i, j > I. o+

As operagoes elementares de soma, subtracdao e multiplicacdo podem ser definidas em R da seguinte forma: definimos
[x]+[y] := [x+y], [x]—[y] := [x—y] e [z][y] := [zy], onde z+y e zy sdo sequéncias definidas por (x+y), = z,ty,, n € Ne
(xY)n := TpYn, n € IN, respectivamente. Analogamente a operagao de divisao é definida para [y] # [0] por [z]/[y] := [z/vy],
onde x/y é a sequéncia definida por (x/y)n = Zn/yn, n € N, pressupondo-se, naturalmente, que nenhum elemento da
sequéncia y seja nulo.

E. 24.65 Ezercicio. Mostre que as definicdes acima sdo bem-postas, no sentido de independerem dos representantes tomados nas
classes. Prove que a operagdo de adi¢do é associativa, comutativa e tem a sequéncia nula [0] como elemento neutro. Prove que a operag¢do
de subtracdo é a inversa da de adi¢do. Prove que operagdo de multiplicagdo é associativa, comutativa e tem a sequéncia [1] como elemento
neutro. Prove que a operac¢do de divisdo ¢ a inversa da de multiplicagdo. Prove que a operagdo de multiplicagdo é distributiva em relagdo
a de adi¢do. Acima, [0] e [1] representam as classes das sequéncias constantes 0 = (0, 0, 0, ...) e 1 = (1, 1, 1, ...), respectivamente
"

O Exercicio E. 24.65, acima, afirma que o conjunto R, dotado dessas operagoes de soma e multiplicagao, é um corpo
(para a definigdo de corpo, vide Se¢ao 2.1.4 pdgina 2.1.4).

e Uma métrica para os reais

Poderiamos tentar fazer de R um espago métrico, definindo, por analogia com o que fizemos anteriormente na
construcao do completamento canonico, uma métrica em R por

d([x], [y]) = lim d(zn, Yn) -
n—oo
Isso nao pode ser feito dessa forma, porém, sem incidirmos em uma tautologia, pois a sequéncia de racionais d(zn, yn) =
|, — yn| pode nao ter limite nos racionais, mas sim nos reais (que estamos ainda tentando definir). E f4cil provar,
porém, que a sequéncia de racionais d(z,, yn), n € IN, é uma sequéncia de Cauchy na métrica d. Para tal, note que,
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pela desigualdade triangular,
(i, yi) < d(wi, =)+ d(xj, y;) + d(y;, vi)
e, portanto,
|d(@i, yi) — d(z;, ;)| < d(ws, @) + d(y;, vi) -

Como o z e y sao sequéncias de Cauchy o lado direito pode ser feito < € € Q4 para qualquer € > 0, desde que i e j sejam
feitos grandes o suficiente.

Com isso, sabemos que a sequéncia d(z,, y,), n € N, pertence a alguma classe de equivaléncia que denotaremos por
[d(x, y)]. Com isso, podemos agora definir uma métrica em R por

d([z], [y]) = [d(z, v)] -

E. 24.66 FEzercicio. Mostre que essa definicdo ndo depende dos particulares representantes x e y que tomarmos nas classes [z] e
[y]- *

E. 24.67 Ezercicio. Mostre que d define uma métrica em R. A desigualdade triangular usa a relacdo de ordem em R definida
acima, o mesmo valendo para operacdo de soma etc. "

e Convergéncia de sequéncias e completeza nos reais

Com os ingredientes acima (a definigdo de R, de ordem em R e da métrica d em R), podemos definir as nogoes de
convergéncia em R e de sequéncia de Cauchy em R de modo andlogo ao que fizemos anteriormente: Uma sequéncia de
reais [z]" = [z"], n € N, converge ao real [z] se para todo [¢] > 0 existir um inteiro N tal que d([z]™, [z]) < [¢] sempre

que n > N. Uma sequéncia de reais [z]" é dita ser uma sequéncia de Cauchy em relagdo & métrica d se para todo [¢] > 0

existir um inteiro N tal que d([z]™, [2]™) < [¢] sempre que m > N e n > N.
Coloca-se entao a grande questao, serd R completo? Ou seja, serd toda a sequéncia de Cauchy de reais convergente
a um numero real?

Provemos que sim. Seja [z]™ = [2"], n € IN, uma sequéncia de Cauchy em relagdo & métrica d. Entao, para qualquer
[€] € R existird inteiro N (e)
d([:c]m, [:c]") = [|:cm — :c”|] < €] (24.A.1)

sempre que m > N(e) e n > N(e). Vamos tomar [e] um racional ou seja, suporemos que exista em [€] uma sequéncia
constante €, =€ € Q.

A condigao (24.A.1) significa que existem sequéncias de racionais ‘:E;” — :Eﬂ e um inteiro I(e) tais que |ac;“ — :Ef| <e€
para todos m > N(e) e n > N(e) e i > I(e).

Como cada z™ é uma sequéncia de Cauchy de racionais, existe para todo € € Q4 um inteiro Jy,, (€) tal que |x§”—x§”| <€
sempre que %, j > Jp,(€).

Vamos entao tomar € = 1/k, k € IN, e definir, em analogia ao que foi feito na demonstragdo do Teorema 24.1, pdgina
1261,

a(k) = max {NA/I), 1<I1<k}+1, e  blk) := max{max{[(l/l), Jaw(1/D}, 1<1< k}+1

— pak)
e Ly = Ty - Teremos,

a(k) a(k’)

(k) (k")
Tok) — To(kr) b b

(k) (k)
bk — Ty b(k') — To(k)

|z —zp| = Ty — Toger| T |2 < 2max{1/k, 1/K'}.

Isso prova que {z;}ren é uma sequéncia de Cauchy de racionais. Portanto a ela estd associado o ndmero real [z].
Resta-nos provar que [z™] converge a [z] em d quando m — oco.

De fato d([z], [z™]) = [d(z, 2™)] e

Az o) = |y —af'] = o) — '] < Joje) — o © ]+ ™ - o] < 2/
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para qualquer | € IN, desde que m > a(l) e k > b(l). Isso prova que para m > a(l) tem-se [{d(z, 2™)}men] = [0],
demonstrando que [x™] converge a [z] em d. Isso demonstrou que R é completo.

*

Como vemos podemos operar com esse novo conjunto de niimeros da mesma forma como operamos com os racionais,
ou seja, podemos definir sua soma, seu produto etc. Fora isso o conjunto dos reais assim definido é provido de uma
relacao de ordem total x < y. Gostariamos recordar como a construcao dos reais foi feita: partimos do conjunto dos
racionais, definimos uma métrica sobre os mesmos e definimos os conceitos de sequéncias e de sequéncias de Cauchy
(em relagdo & métrica dada). Definimos também o conceito de convergéncia e constatamos que sequéncias de Cauchy de
racionais ndo convergem sempre a racionais. Definimos entdo no espago de todas as sequéncias de Cauchy (em relagao
a métrica dada) uma relacdo de equivaléncia e assim o conjunto de classes de equivaléncia define uma nova classe de
objetos com os quais, como afirmamos, podemos operar como nimeros. Esses sdo os nimeros reais.

O procedimento de completar os racionais através da criagao das classes de equivaléncia de suas sequéncias de Cauchy
é chamado de completamento canénico dos racionais e foi inventado por Cantor?? (seguindo ideias de Weierstrass®?). A
construgdo de nimeros reais acima é devida a Cantor (hd uma outra construcio “equivalente” devida a Dedekind**, a
dos chamados “cortes de Dedekind”). O completamento de Cantor é importante, pois seu método pode ser estendido a
qualquer espaco métrico nao completo para a obtencao de uma classe de objetos ainda maior.

24.A.2 Outros Completamentos dos Racionais. Nimeros p-adicos

A construcao acima indicou um procedimento de completamento dos racionais a partir de suas sequéncias de Cauchy.
E importante frisar, porém, que o conceito de sequéncia de Cauchy depende de uma funcao métrica especifica dada
previamente. Assim, toda a construcao do completamento depende da métrica usada. O que acontece se trocarmos a
métrica usada nos racionais? Podemos, ao proceder o completamento de Cantor, obter uma classe de objetos diferente
da dos reais? A resposta é positiva.

Vamos mostrar que hé outros completamentos possiveis dos niimeros racionais se mudarmos a métrica usada, mais
especificamente trataremos de definir uma nova classe de completamentos dos racionais, os chamados nimeros p-ddicos
(p, aqui, sendo um ndmero primo). Seguiremos parcialmente [126], onde uma outra construgao poderd ser encontrada.

Para uma referéncia introdutéria aos nimeros p-adicos, mas que segue uma abordagem diferente da que aqui
esbocamos, recomendamos a referéncia [146], de autoria do matemdtico brasileiro Fernando Quadros Gouvéa. Vide
também as outras referéncias 14 citadas.

Sabemos do Teorema Fundamental da Aritmética, Teorema 8.1, pagina 383*° que todo niimero natural nao nulo pode
ser escrito de forma tinica como um produto de nimeros primos. Para todo nimero racional r # 0 temos consequente-
mente a decomposicao tinica em fatores primos

r o= (:l:l)Hp;Upi(T)a

onde os p; sdo nimeros primos e wy,(r) € Z é o expoente do primo p na decomposigdo do racional r. O produto acima
envolve todos os primos, porém, apenas para um ndimero finito deles tem-se wy, (r) # 0 (por qué?).

Para um numero racional r # 0 e para um primo p (que fixamos daqui por diante), seja a fungdo w,(r) que dé o
expoente de p na decomposigao (tnica) de r em fatores primos dada acima. Vamos com o uso de w, definir a seguinte

funcao ¢, : Q — Q4:
p—'wp(s)’ SGS#O, SEQ;

0, ses=0.

A funcdo ¢, tem as seguintes propriedades:

42Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).

43Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897).

44 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916).

45Para uma demonstracio vide e.g. [162] ou o Apéndice 8.A, pagina 409.
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1. ¢p(s) > 0 para todo s € Q.

2. ¢p(s) =0 se e somente se s = 0.

w

. @p(rs) = ¢p(r)dp(s) para dois racionais quaisquer 7 e s.

4. Para dois racionais quaisquer r e s tem-se ¢,(r + s) < max{¢,(r), ¢p(s)} e, portanto,
Bl +5) < 6p(r) + 605 (24..2)

Demonstraremos apenas o item 4, deixando os demais como exercicio (ficil). O item 4 é uma consequéncia imediata
da seguinte propriedade, que provaremos abaixo: para qualquer primo p e quaisquer racionais r e s vale

wp(r + 5) > min{wy(r), wp(s)}-

Para provar essa desigualdade escrevemos r e s em sua decomposi¢ao em fatores primos:
wp, (1) wp, (s)
r=E) [, s = @ED]] e
i i
Assim,

r4+s = (il)H p':Um(”‘) + (il)H p';"m(s)
[ 7

(24.A.3)

Multiplicando e dividindo por Hp;nin{wp* (r), wp, (2)} ficamos com

r+s = H p;mn{wpi(r)y wp, (s)} (£1) H p;ﬂp% (r)—min{wp, (r), wp, ()} 1 (£1) H p;{Jpq,(S)*mm{wpq, (r); wp; ()}

Como obviamente (por qué?) wy, (r) —min{wp, (), wp,(s)} > 0 e wp, (s) — min{wy, (), wp,(s)} > 0, segue que o nimero
entre colchetes é um inteiro, tendo uma decomposigao em fatores primos da forma (%) H p}“, onde os y; sao positivos

j
ou nulos (pois o nimero é inteiro). Assim,

r + s = :l:H pznln{wpl (T)v wpi(s)}"’"Yi ’

provando que
Wp, (7’ + S) - min{wpi (7’), Wp; (S)} +v 2 min{wpi (7’), Wp; (S)} )
para todo primo p;, o que completa a prova que queriamos.

Em funcao das propriedades demonstradas no tltimo exercicio, podemos, com o uso dessa funcao ¢, construir uma
métrica em Q, que denotaremos por d,, dada por

d;v(av b) = ¢p(a_b)
para racionais a e b.

E. 24.68 Ezercicio. Demonstre, usando as propriedades 1-4 de ¢, mencionadas acima, que esta fun¢do é de fato uma métrica, ou
seja, que satisfaz

1. dp(r, s) € Q4 paratodor, s € Q.

2. dp(r, s) =0 se e somente se r = s.

3. Para todo a e b € Q vale d,(a, b) = d,(b, a).

4. Para todo a, b e c € Q vale dy(a, b) < dp(a, c) +dp(c, b).
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Para provar o dltimo item, use (24.A.2) para estabelecer que

dp(a, b) < max{dp(a, c), dp(c, b)} (24.A.4)

de onde a desigualdade triangular segue trivialmente. Uma métrica que satisfaca (24.A.4) é dita ser uma métrica nio-Arquimediana™®.

Os nimeros p-adicos sdo, portanto, exemplos de espacos ultramétricos. o+

Também aqui podemos definir a nocao de sequéncia de Cauchy em relagdo a métrica d,. Uma sequéncia a de elementos
de @ ¢ dita ser uma sequéncia de Cauchy (em relacdo & métrica d,) se para todo € € Q4+, € > 0, existir um numero
natural N(e) (eventualmente dependente de €) tal que d,(a;, a;) < € para todo i e j tais que i > N(e) e j > N(e).

Uma sequéncia a em Q converge para um elemento b € Q no sentido da métrica d, se para todo € € Q4 existir um
ndmero natural N(e) (eventualmente dependente de €) tal que dp(b, a;) < € para todo i > N (e).

Também neste caso podem ser exibidas sequéncias de Cauchy de racionais que nao convergem no sentido da métrica
dp a um outro racional. O conjunto Q, assim, nao ¢ completo em relacao a métrica d,. Podemos entdao completd-lo
usando o procedimento de completamento de Cantor: tomamos o conjunto C, de todas as sequéncias de Cauchy de
nimeros racionais em relacdao a d, e construimos em €, uma relagao de equivaléncia da seguinte forma. Dizemos que
duas sequéncias de Cauchy a e b sdo equivalentes se a sequéncia d,(a;, b;), converge a zero quando i — 0.

Sabemos que o conjunto €, pode entdo ser escrito como uma unido disjunta de suas classes de equivaléncia [-], pela
relagao acima. Define-se entao uma nova classe de ntimeros, denominados numeros p-ddicos, como sendo o conjunto
dessas classes de equivaléncia ou, se quiserem, como sendo o conjunto formado escolhendo-se um elemento de cada classe
de equivaléncia, ou seja, por uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais em relacao a métrica d,.

.

E possivel provar que podemos operar com esse novo conjunto de nimeros da mesma forma como operamos com
os racionais, ou seja, podemos definir sua soma, seu produto, sua razio etc. (os mesmos formam um corpo). Para a
definigao de corpo vide Secao 2.1.4, pagina 97.

Para cada primo p, o conjunto dos ntimeros p-adicos, denominado Q,, ¢ distinto do conjunto dos reais. Possui, porém,
em comum com os reais o fato de ambos terem os racionais como subconjunto denso.

Note, por exemplo, que a sequéncia de nimeros racionais a, = p", n € IN, diverge na reta real mas, no conjunto Q,
a mesma sequéncia converge a zero (no sentido de d,), sendo que precisamente o oposto ocorre em relacao a sequéncia
bp=p~ ", neN.

E. 24.69 Ezercicio. Constate a veracidade das afirmativas do dltimo pardgrafo. "
n
E. 24.70 Ezercicio. Verifique que, em relacdo a ds, a sequéncia de nimeros positivos s, = 22 - 3% converge ao niimero —1 (!).

a=0
Sugestdo: mostre que s, = 3" — 1. Apés isso mostre que ds(sn, —1) = ¢3(sn +1) = 3~(+1) e conclua que sp, — —1. o+

E. 24.71 Ezercicio. E possivel dotar cada conjunto Q,, acima definido, de opera¢des de soma e multiplicagdo que fazem do mesmo

um corpo (para a definicio de corpo, vide Se¢do 2.1.4 pagina 2.1.4). Sejam z = (z', 2%, =% ..) ey = (v*, v* ¥* ...) duas
sequéncias de Cauchy de racionais em relacdo & métrica d. Defina-se a sequéncia z 4y := (z' +y', 22 +¢?, 2> +ys3, ...) e a sequéncia
Ty = (xlyl, z2y?, 23y3, ...). Definimos, ent3o as opera¢des de soma e multiplicagdo em R por

[z]p + [Ylp == [z + ylp, [z]p - W]y = [z ylp -

Mostre que essas operacdes estdo bem definidas nas classes de equivaléncia, ou seja, que ambas independem dos representantes tomados
nas classes na definicdo das operacdes. Mostre que a sequéncia identicamente nula, ou seja, 0 = (0, 0, 0, ...), e a sequéncia constante
igual a 1, ou seja, 1 = (1, 1, 1, ...), sdo os elementos neutros das opera¢des de soma e de produto, respectivamente. Mostre que @,
é um corpo com relagdo as operacdes de soma e produto definidas acima. Use o fato que Q é um corpo. e

Mencionamos ainda que todo elemento x de Q, pode ser escrito na forma

ro= Y dyp", (24.A.5)
n=N

46 Arquimedes de Siracusa (ci. 287 A.C. - ci. 212 A.C.).
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onde N € Zed, €{0,1, ..., p—1}, sendo que N e os d,,’s dependem de x. Essa é a chamada decomposicdo p-ddica
de xz. Sabidamente, existe algo semelhante no caso dos reais. Se b € IN, b > 2, todo real pode ser escrito em uma
decomposicao na base b:

N
1
r=+ > dy o (24.A.6)
n=-—oo
onde Ne€Zed, €{0, 1, ..., b—1}. Tanto (24.A.5) quando (24.A.6) s@o séries convergentes nas respectivas métricas

dp e d.

Observe as semelhangas e diferengas entre (24.A.5) e (24.A.6). No caso de R a escolha de b > 2 é arbitrdria, mas no
caso de Q, s6 podemos usar poténcias de p em (24.A.5). No caso dos reais, o sistema mais popular em nossa cultura
atual é o da base decimal, com b = 10, havendo também largo uso da base binaria, b = 2, na Ciéncia da Computagao.
A escolha b sofreu variacoes culturais, histéricas e geogréaficas. Para uma interessantissima discussao sobre esse e outros
temas correlatos da Histéria da Matematica, vide [31].

Os conjuntos @, possuem propriedades extremamente curiosas, tanto do ponto de vista algébrico quando do ponto
de vista topoldgico, algumas das quais vimos nos exercicios acima. Numeros p-adicos sao empregados com grande
relevancia na Teoria dos Numeros e outras areas da Mateméticas. O fato de formarem, para cada primo p, um corpo e
que o mesmo seja um completamento dos racionais, permite edificar a Andlise também sobre os p-adicos, em analogia
a Anélise real. Assim, é possivel, por exemplo, construir as nogoes de derivacao e integracao de fungoes definidas sobre
os p-adicos seguindo passos semelhantes aos dados no caso familiar de fungées definidas em R. Muitas outras estruturas
matematicas (espacos de Hilbert, grupos de Lie) foram também edificadas nesse contexto.

Aplicagdes significativas dos niimeros p-adicos em Fisica sdo, no momento, desconhecidas. Sugestoes especulativas de
seu uso ja foram apresentadas no contexto das Teorias Quénticas de Campos, sem consequéncias relevantes, contudo.

Para uma referéncia introdutéria & Andlise p-ddica recomendamos a referéncia [146], de autoria do matemadtico
brasileiro Fernando Quadros Gouvéa. Vide também as outras referéncias 14 citadas ou a referéncia [126].

24.B Aproximacoes para 7w

Métodos para calcular aproximagoes para o valor de 7 sdo procurados desde a Antiguidade. Comentam os historiadores
da Matemadtica que a mais antiga referéncia ao assunto talvez seja encontrada em um papiro egipcio, denominado papiro
de Rhind, de cerca de 1650 A.C., o qual fornecia a aproximacio 4(8/9)? ~ 3.1605 para 7. Arquimedes®” foi provavelmente
o primeiro a propor um procedimento sistematico de aproximagao, que consistia em aproximar um circulo de didmetro 1,
e perimetro 7, por poligonos regulares inscritos e circunscritos. O perimetro de um poligono regular pode ser computado
com o uso de consideracdes geométricas simples?*®. Os perfmetros dos poligonos regulares inscritos fornecem limites
inferiores para 7, enquanto que os perimetros dos poligonos regulares circunscritos fornecem limites superiores. Usando
hexdgonos (vide Figura 24.B.4), por exemplo, chega-se facilmente a 3 < 7 < 21/3, o que fornece as aproximacoes
3 < m < 3,46, as quais sao ainda um tanto grosseiras.

Usando poligonos regulares de 96 lados, Arquimedes concluiu que 3% << 3%, o que fornece as aproximagoes

3,0140845 < 7 < 3,1428571 em base decimal. Como se observa, o limite superior fornece m com o valor correto das duas
primeiras casas decimais apés a virgula. Fragmentos incompletos de sua obra indicam que Arquimedes teria chegado a
determinar a aproximagao 3, 1416 para o valor de m, usando poligonos regulares ainda maiores.

O método de Arquimedes foi empregado na Europa até meados do século XVII para aproximar o valor de 7. Ludolph
van Ceulen*® empreendeu boa parte da sua vida aperfeicoando o método de Arquimedes, chegando, pouco antes de sua
morte, a estimar o valor de 7 com o uso de poligonos regulares de 22 lados, o que fornece m com 32 casas decimais de
precisao.

Vérias outras aproximagcoes foram empregadas para aproximar 7. Listemos algumas.

47 Arquimedes de Siracusa (ci. 287 A.C. — ci. 212 A.C.).
48Vide [88], onde uma descrigdo, mais detalhada do método de Arquimedes pode ser encontrada.
49Ludolph van Ceulen (1539-1610).
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Figura 24.B.4: Circulo, hexdgono inscrito e circunscrito.

1. Aproximacao de Wallis®®, ou Férmula de Produto de Wallis, para 7, de 1665:

n
4k? 24nt1l(pl)4 2x2 4x4 10 x 1
= lim 2 k — lm (n!) _ gy 2X x4 6x6 8x8 10x 10

noo” L 4R2 =1 nooo (2n 4+ 1) [(20)1] 1x33x55x77x9 9x11

Uma demonstragao dessa expressao encontra-se na Secao 6.2.1, pagina 323. Vide também o Exercicio E. 7.4, pagina
356.

2. Aproximacdo de Gregory®!-Leibniz®? para m, de 1671:
n
. (—1)k 1 1 1 1
— lim 4 — 412
T Z2kz+1 3757709 ’

Essa série provem do fato que m = 4 arctan(1). O arco-tangente pode ser calculado pela série de Taylor®

o n 2k+1
arctan(x g 5 k: 1
k=0
fornecendo, assim, a aproximacao dada acima para 7.
Um comentdrio histérico é que a identidade w = 4 (1 — = + —|— % .- ) é por vezes atribuida a Leibniz, que a

divulgou em 1674, trés anos apos a descoberta por Gregory da série de Taylor da fungao arco-tangente. Historiadores
comentam que Gregory provavelmente ja a conhecia. Todavia, essa identidade ja seria conhecida por matematicos
hindus séculos antes.

3. Aproximacgdo de Newton®®. Usando uma identidade como por exemplo © = 6 arcsen (1/2), Newton empregou a

série de Taylor da fungao arco-seno

o

2n — 1)!1)?
arcsen ( Z Gn 1) IQ”H
n

para determinar aproximagoes para 7. Disso resulta a identidade (prove-al)

- 3(2n—1)!
T =3+ Z 94n—1 n(2n + 1) [(TL - 1)!]2

n=1

(24.B.7)

Newton calculou as primeiras 15 casas decimais de 7 (em data incerta), para o que é necessario somar cerca de 40
termos da série (24.B.7). Newton o fez, segundo confessou, “por nio ter muito o que fazer a época”.

Como, para n grande, (2n — 1)! &~ 22"n?" e [(n — 1)!]? ~ n2", os termos da série (24.B.7) decaem como 272",

Machin encontrou uma outra identidade que permite uma convergéncia mais rdapida.

50 John Wallis (1616-1703). Wallis foi um dos pioneiros do Célculo Diferencial e Integral e, uma curiosidade, foi o inventor do simbolo co.
51 James Gregory (1638-1675).

52Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).

53Brook Taylor (1685-1731). A série de Taylor da fungio arco-tangente foi, em verdade, descoberta por Gregory em 1671.

54Gir Isaac Newton (1643-1727).
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4. Aproximacao de Machin® para m, de 1706:

n
L (=)™ 16 4
= nlgléo;o 2k +1 \52FFT  2392k+1 ) -
Essa série provem do fato, demonstrado por Machin, que
m = l6arctan(1/5) — 4 arctan(1,/239) .

Usando-se a série de Taylor da fungao arco-tangente dada acima, obtém-se a série de Machin para 7.

5. Aproximacdo de Euler®® para 7 por fracoes continuas. Euler demonstrou que

4
12
32
52
72
02

112
24+ —

1+

2+
2+

2+
2+

Mencionamos en passant que Euler também obteve a seguinte expressao para e em termos de fragoes continuas:

1
e = 2+

1+

2+

3+
4+
5+

que é também uma aproximagao para e por racionais.

Usando a expansao de Euler para a funcdo cotangente dada em (6.88), pdgina 339, é ficil obter também (tome

x=1/4)
[ee] 8
= 4 S
Z 16n2 —1"'
n=1

série esta que converge lentamente. Note que as aproximagoes de Wallis, Gregory, Newton, Machin e Euler acima
sao aproximagoes a 7 por nimeros racionais.

o0
. Euler também obteve (no ano de 1735) uma série de identidades envolvendo séries infinitas do tipo Z Zam> GO
k=1
m =1, 2, 3 etc., as quais podem ser usadas para calcular 7. As primeiras identidades sao
— 1 —1 7° — 1 8 — 1
- ;ﬁ 90 ;F 945 ;k_ 9450 Zk8’ 93555 ZW

etc. Tais relagoes sdo bem conhecidas da teoria das séries de Fourier (vide [121]). Como o lado esquerdo das
igualdades acima envolve poténcias de 7, essas séries nao fornecem aproximagoes a m por racionais. As ultimas
séries a direita convergem de modo relativamente rapido. Apenas com os cinco primeiros termos da ultima série a
direita obtém-se a aproximacao 3, 141592647 para 7, cujos primeiros sete digitos apés a virgula estao corretos. Para

55 John Machin (1680-1751).
56Leonhard Euler (1707-1783).
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obter-se uma precisao andloga com a primeira série a esquerda, é preciso somar cerca de cem milhoes de termos,
como 6 facil de verificar usando um programa de computador (faga!).

A férmula geral para as somas acima® é a seguinte (para a demonstracio, vide Secao 6.1.3, pgina 316):
[e.e]
1 (71)m+1 22m71 BQm o
;W—m = )] " om=1,23, ..., (24.B.8)

onde B,, sdo os chamados nimeros de Bernoulli®®, definidos pela série de Taylor
oo
x B, .
i) DR
er — n!
n=0

Essa definigdo é também de Euler (a defini¢ao original de Bernoulli, publicada postumamente em 1713, era outra
(vide [368])). Os ntmeros de Bernoulli satisfazem B,, = 0 para n {mpar, exceto para n = 1, sendo By = 1 e

B; = —1/2. Os ntumeros de Bernoulli podem ser calculados recursivamente pela identidade
n—1 n
z<.>Bj _0, a1
=0 \J

Os primeiros sdo By = 1, By = —1/2, B = 1/6, By = —1/30, Bg = 1/42, Bs = —1/30. O leitor interessado
poderd encontrar mais detalhes sobre os fatos acima envolvendo nimeros de Bernoulli na Secao 6.1.3, pagina 316,
ou em vérios textos, por exemplo em [368] e [121]. Nesse tltimo texto, a relagdo (24.B.8) é provada usando séries
de Fourier.

Como os termos da série do lado esquerdo de (24.B.8) decaem muito rapidamente quando n — 0o, exceto o termo
com k = 1, inferimos que

22n71 B2n

n—oo

7 = lim [M}%

7. Aproximacdo de Ramanujan®® para m, de 191450:

, 9.801
T T T ) (1103 £ 263904
/8 'L :
kz_% (kD)* 396%™

Devido & presenca do fator v/8, esta nio é uma aproximacéo a m por racionais.

1
8. Aproximacao de Borwein e Borwein®! para 7, de 1987: 7 = lim —, onde
n—oo pn

n_ (—=1)*(6k)! [212.175.710.912\/61 +1.657.145.277.365 + k (13.773.980.892.672\/61 + 107.578.229.802.750)}

Pn =1 - 3k+3/2
iz (k)® (3K)! [5‘280 (236‘674+30‘303\/61)} /

Aqui aplica-se 0 mesmo comentério acima: devido a presenga do nimero v/61 e da poténcia 3/2 no denominador,
a aproximacao acima nao é uma aproximagao a 7 por racionais.

A aproximacao de Borwein e Borwein converge a m de modo impressionantemente rapido. Ja a primeira aproximacao,
1/po, fornece corretamente os primeiros 24 digitos de 7 na base decimal! Cada termo seguinte da sequéncia acrescenta
aproximadamente 25 digitos corretos ao valor de 7 na base decimal. No caso da aproximacao de Ramanujan a convergéncia

57 Até a presente data, ndo sdo conhecidas expressées fechadas para somas como 220:1 ﬁ para o caso em que n é impar, n > 3.

58 Jacob Bernoulli (1654-1705).

598rinivasa Aiyangar Ramanujan (1887-1920).

60 A aproximagio de Ramanujan surgiu em “Modular Equations and Approximations to 7”. S. Ramanujan. The Quarterly Journal of Pure
and Applied Mathematics. 45, 350-372 (1914).

61 Jonathan M. Borwein e Peter B. Borwein sdo irm#os. Para mais detalhes sobre seu trabalho sobre a aproximacio de , vide “Pi and
the AGM. A Study in Analytic Number Theory and Computational Complexity”. Jonathan M. Borwein e Peter B. Borwein. Editora John
Willey and Sons. inc. 1986.
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é um pouco mais lenta: cada termo da sequéncia acrescenta aproximadamente 8 digitos corretos ao valor de m na base
decimal. As aproximagoes de Wallis e Gregory sao extremamente lentas. Usando-as, um supercomputador do inicio dos
anos 1990 levaria cerca de 100 anos para computar apenas os primeiros 100 digitos corretos de m na base decimal. A
aproximagao de Borwein e Borwein baseia-se em trabalhos de Ramanujan sobre as chamadas equagoes modulares.

A férmula de Machin (e ligeiras variantes da mesma) converge mais rapidamente que as de Wallis e Gregory (justifi-
que!) e foi usada desde o século XVIII até a década de 1970 para cdlculos de 7 (manuais ou com computadores).

Em 1844, Daseb? calculou corretamente, usando a férmula de Machin, as primeiras 205 casas decimais de 7. O célculo
foi feito & mao (!) e durou alguns meses. O feito de Dase foi superado em 1873 por Shanks®?, que calculou 707 casas
decimais de 7. O célculo também foi feito & mao e custou-lhe 20 anos de trabalho (!). Infelizmente, porém, Shanks
cometeu erros que resultaram em que seus ultimos 80 digitos estavam incorretos. Isso s6 foi percebido 73 anos depois
(1), em 1946, por D. F. Ferguson, que computou corretamente os primeiros 620 digitos decimais de 7, também & mao,
entre maio de 1944 e julho de 1946, usando a identidade (que ele mesmo provara)

1 1 1
= 12arct - 4 arct — 4 arct — ) .
™ arctan <4> + 4 arctan (20> + 4 arctan <1985>

Esse foi o ultimo “record” obtido com calculos manuais. Ferguson prosseguiu ainda, agora com o uso de uma calculadora
de mesa, até atingir a marca de 808 digitos, todos corretos.

Com o advento dos computadores eletronicos tais cédlculos deixaram de ser feitos por meios romanticos. O primeiro
calculo computacional de 7 foi feito em 1949 por von Neumann®* e colaboradores usando a férmula de Machin no lendério
computador ENTAC (considerado por muitos o primeiro computador eletronico. Vide [268]), com suas 18 mil vélvulas
elétricas. Esse calculo forneceu 2.037 digitos decimais de 7 e consumiu 70 horas.

Em 1987, usando a aproximagao de Borwein e Borwein, 7 foi calculado por um supercomputador com uma precisao
de cem milhdes de casas decimais. Essa precisio foi aumentada desde entdo. Em 1999, 7 era conhecido com 3 x 236 =
206.158.430.208 (cerca de duzentos bilhoes) de digitos decimais. O feito é de Y. Kanada e D. Takahashi e foi alcancado
com dois algoritmos distintos (para comparacido), o dos irméaos Borwein e outro denominado Gauss-Legendre. O primeiro
consumiu 46 horas de computacao em um supercomputador e o segundo 37 horas. O récorde atual, obtido em 2003, é
dos mesmos autores: 1,2411 trilhao de digitos decimais, consumindo 600 horas de um supercomputador.

Em 1996 Bailey, Borwein e Plouffe publicaram um algoritmo que permite determinar o n-ésimo digito hexadecimal
de m sem o conhecimento dos digitos precedentes. Em 1997 Plouffe descobriu um algoritmo para determinar o n-ésimo
digito de m em qualquer base, também sem o conhecimento dos digitos precedentes.

Outras informacoes histéricas, especialmente sobre esses desenvolvimentos mais recentes, podem ser encontradas em
“The quest for Pi”, de D. H. Bailey, J. M. Borwein, P. B. Borwein e S. Plouffle. The Mathematical Intelligencer 19,
50-57 (1997). Uma apresentacao histérica mais detalhada e informagdes mais atuais podem ser encontradas em “History
of the formulas and algorithms for n”, de Jests Guillera Goyanes (arXiv:0807.0872 [math.HO], julho de 2008) .

Ainda que no passado a determinagao de valores aproximados de 7 tivesse importancia em areas como a Fisica, a
Astronomia e a Engenharia, dificilmente cdlculos ultraprecisos de m podem ter relevancia em aplica¢Ges: com apenas 37
digitos decimais é possivel computar o perfmetro de um circulo com o “raio” do universo conhecido (cerca de 1,3 x 1026
m) com uma precisao equivalente ao “didmetro” de um atomo de hidrogénio (cerca de 1,0 x 10719 m). H4, porém,
um certo interesse matematico em tais calculos, envolvendo conjecturas sobre a distribuicao dos digitos decimais de
. Valores precisos de 7 sao também tteis em simulagoes numéricas. Ainda assim, hoje em dia, a prética de calculos
ultraprecisos de ™ tem motivagao predominantemente esportiva.

62Zacharias Dase (1824-1861).
63William Shanks (1812-1882).
64John von Neumann (1903-1957).
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