Capitulo 25

O Teorema do Ponto Fixo de Banach e Algumas de
Suas Consequéncias
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A EJA X um conjunto nao-vazio e f : X — X uma fungao de X em X. Muitas vezes, em problemas praticos e
tedricos, estamos interessados em encontrar os pontos x € X que sao levados em si mesmos pela funcao f, ou
seja, os pontos x € X tais que

x = f(x).
Os pontos que satisfazem essa equacao sao chamados de pontos fizos da transformagao f e a equagao acima é denominada
equacao de ponto firo. Veremos abaixo véarios exemplos de equagoes desse tipo, tanto no contexto de equagoes numeéricas
quanto no de equacgoes integrais e diferenciais.

Na pratica, dada uma fungao f, pode afigurar-se dificil saber se sequer existe um ponto fixo para ela. Muitas vezes
estamos interessados em saber quantos pontos fixos hé e, frequentemente, gostariamos de garantir que ha um e apenas
um ponto fixo de uma dada fungéo (a chamada “unicidade da solugao”).

Teoremas que nos garantam existéncia e, por vezes, unicidade de solucoes de equagoes de ponto fixo sao chamados
de teoremas de ponto fizo. Ha vérios teoremas de tal tipo na literatura matemadtica, como por exemplo, o Teorema de
Ponto Fixo de Banach!, o Teorema de Ponto Fixo Brouwer?, o Teorema do Ponto Fixo de Schauder® e vérios outros,
todos com pressupostos distintos sobre o conjunto X e sobre a funcao f.

a4+ a2 < 1} :

O chamado Teorema do Ponto Fizo de Brouwer afirma que toda fungéo continua (na topologia usual) de D,, em D,, tem
pelo menos um ponto fixo. Aqui a unicidade nem sempre pode ser garantida: pense no exemplo das rotacdes em R? em
torno de um eixo que passa pela origem. Todo ponto ao longo do eixo de rotacao é levado em si mesmo pela rotagao e
é, portanto, um ponto fixo da mesma.

Seja, por exemplo, o disco fechado D,, de R™:

D,, := {(xl, cooy Tp) ERT

O Teorema do Ponto Fizo de Schauder afirma que se X é um subconjunto convexo e compacto? de um espaco de

IStefan Banach (1892-1945).

2Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966).

3 Juliusz Pawel Schauder (1899-1943).

4Para a definicdo da nogdo de compacidade e suas propriedades, vide Secio 32.3, pagina 1536.
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Banach entao toda fungéo continua (na topologia da norma) de X em X tem um ponto fixo (ndo-necessdriamente tinico).

Aqui trataremos de um teorema de ponto fixo extremamente til conhecido como Teorema de Ponto Fizo de Banach,
que é valido em espacos métricos completos. De fato, este é de longe o teorema de ponto fixo com mais aplicagoes, sendo
que sua influéncia se estende aos dominios das equagoes integrais, das equagoes diferenciais, das equagoes numéricas em
C, da Anélise Numérica e de muitas outras areas da Matematica pura e aplicada. Na Secao 25.2.4, pdgina 1324, tratamos
de aplicagoes do Teorema de Ponto Fixo de Banach a teoria das equagoes diferenciais ordindrias. Na Secao 42.10, pagina
2337, tratamos de uma importante aplicacao do Teorema de Ponto Fixo de Banach a teoria das equacoes diferenciais
parciais, a saber, usamos o mesmo para obter a solugao geral de equagoes diferenciais parciais de tipo hiperbdlico com
coeficientes constantes em duas dimensoes.

O Teorema de Ponto Fixo de Banach foi estabelecido por Banach em 1922°. Uma das razoes de sua importancia
reside no fato de fornecer, junto com seu enunciado, um método iterativo aproximativo para a determinagao do ponto
fixo, método este que é muito eficiente. Outra razao é o fato de o teorema reunir condigoes que garantem unicidade do
ponto fixo. Vamos ao seu enunciado.

25.1 O Teorema de Ponto Fixo de Banach

Teorema 25.1 (Teorema de Ponto Fixo de Banach) Seja M um conjunto dotado de uma métrica d e suponha M
completo em relagdo a d. Seja A um subconjunto fechado de M e sejaT : A — A uma fungdo de A em A. Vamos entdo
supor que exista um numero q com 0 < g < 1 tal que para todos os pontos x ey de A valha

d(T(x), T(y)) < qd(z, y). (25.1)

Entao, a equacao de ponto fizo
x = T(x), (25.2)

tem solugao em A e essa solugao € unica. Além disso, para qualquer xo € A, a sequéncia x, = T (xn—1), n > 1, obtida
aplicando-se repetidamente T a partir de xo, converge (rapidamente) ao ponto fixo x na métrica d. A saber, tem-se que

n

d(zy, ) <

=12 q d(xl, IQ) . (253)

d

Uma funcao T : A — A tal que existe um nimero ¢ com 0 < ¢ < 1 e tal que para todos os pontos = e y de A valha a
desigualdade (25.1) é dita ser uma contragdo em relagao & métrica d. A constante g é por vezes denominada constante de
Lipschit®. O teorema acima afirma que toda contracio em um espaco métrico completo tem um, e somente um, ponto
fixo. E também importante frisar que o teorema fornece também um método iterativo de determinacao aproximada
do ponto fixo, sendo que, por (25.3), a aproximagdo é tanto melhor quanto mais iteragoes forem feitas. Mais adiante
apresentaremos um teorema analogo ao Teorema 25.1 no qual a condigdo de contragao é enfraquecida. Vide Teorema
25.2, pagina 1310. Vamos primeiro provar o Teorema 25.1 para depois vermos varios exemplos de seu uso.

Prova do Teorema 25.1. Como A é um subconjunto fechado de um espago métrico completo, entdo A é também completo
em relagdo & mesma métrica (vide Proposicao 24.10, pdgina 1266, ou equivalentemente, a Proposigao 27.12, pagina 1379).

Para simplificar a notagao denotaremos por T" a n-ésima composicao de T’ consigo mesma: T o---oT. Definimos
—_—

n
entdo para um xg € A arbitrrio x, = T"(zg), n € IN.

Vamos agora provar que {z,} é uma sequéncia de Cauchy em A. Para isso sejam m e n dois nimeros naturais

58. Banach “Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leurs applications aux équations intégrales”. Fund. Math. 3, 133-181 (1922).
6Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903). Essa denominagio provém da nogio de funcio Lipschitz-continua. Vide, e.g., pagina 1445.
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quaisquer tais que m < n. Entao, usando a desigualdade triangular n — m vezes temos o seguinte:

IN

d(Im, xn) d(Im, xm—i—l) +d($m+1; xn)

IN

d(zma merl) + d(Zerla xm+2) + d(merQa xn)

< d(xm; xm—i—l) + d($m+1; xm+2) + -+ d(xn—la xn) .
Pela propriedade de contragao, temos que

d(Zq, Tay1) = d(T(xafl)a T(xa)) < qd(za-1, Ta) < --- < q"d(w0, 71) -

Dai
AT, o) < (qm +¢m L+ q"il) d(zg, 1)
e, portanto,
[ee] qm
A(@m, ©n) < ¢" (L+q+...+¢"7 ) d(zg, 1) < ¢ (Zq“) d(zg, 1) = T4 d(xo, 1)
a=0

Isso prova que {z,} é uma sequéncia de Cauchy, pois ¢"™ pode ser feito arbitrariamente pequeno tomando m grande,
para qualquer n. > m.

Como {z,} é uma sequéncia de Cauchy em A e A é completo, deve haver z em A, inico, ao qual a sequéncia converge.
Temos sempre, usando a desigualdade triangular, que

d(z, Ty) < d(z, z,) + d(xn, Tm) .

Tomando n > m, temos
m

d(x, xm) < d(z, x,) + %qd(ﬂﬁo, x1) .
Como x,, se aproxima de z para n grande, podemos fazer o termo d(z, x,) arbitrariamente pequeno, tomando n grande,
sem alterar os demais. Dai, concluimos que

m

d(z, ) < 1(]—7Qd(3007 x1) . (25.4)

Essa tltima desigualdade mostra que x,, de fato se aproxima exponencialmente réapido de x.

Vamos agora provar que z, o limite da sequéncia {z,}, é um ponto fixo. Para isso calculemos d(x, T'(x)). Teremos,
pela desigualdade triangular
d(l‘, T(Z)) < d(l‘, :L'erl) +d(zm+1a T(Z))a
para todo m. Usando (25.4) e a contratividade de T teremos,
qm+1 qm+1 m+1 m—+1

1iqd(x0, 1)+ qd(zm, ) < 1iqd(x0, x1) + 1iqd(3007 x1) = 217(1

d(ac7 T(x)) < d(zo, 1) .

Como m ¢ arbitrério podemos fazer m — oo e obtemos d(:L', T(:L')) =0, o que implica que = = T'(z).

Por fim, resta-nos provar que x é o tinico ponto fixo de T. Para tal, vamos supor que haja um outro: o’ = T'(z').
Teriamos, usando a contratividade, que

d(z, «') = d(T(z), T(z")) < qd(z, '),

ou seja, (1 —q)d(z, ') < 0. Como ¢ < 1 isso implica d(z, x’') = 0, que implica = = a’. Isso completa a prova do Teorema
de Ponto Fixo de Banach. |
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e Uma reciproca para o Teorema de Ponto Fixo de Banach

Suponhamos que M seja um conjunto dotado de uma métrica d e suponhamos que toda contragao T : M — M possua
um ponto fixo tnico. Podemos inferir disso que M é completo em relacao a d? Em outras palavras, vale uma reciproca
para o Teorema de Ponto Fixo de Banach? Essa questao foi e vem sendo bastante estudada na literatura matematica e sua
resposta é geralmente nao. Contraexemplos, assim como condigoes adicionais para a validade da reciproca e referéncias
a literatura pertinente podem ser encontradas em: Marton Eleke, “On a converse to Banach’s Fized Point Theorem”,
arXiv:1108.5920v1, August 31, (2011).

25.1.1 Generalizacoes do Teorema de Ponto Fixo de Banach

Nesta secao lidaremos com duas extensoes do Teorema de Ponto Fixo de Banach, uma tratando de um caso onde a
condicao de contratividade g < 1 nao é estritamente satisfeita e outro onde a aplicacao T nao é contrativa, mas alguma
poténcia de T o é. Esse segundo caso serd relevante na discussao das equagoes integrais de Volterra, assim como na
apresentagao de teoremas de existéncia e unicidade de solugoes de problemas de valor inicial em equagoes diferenciais
ordindarias, temas tratados mais adiante.

A condigdo que ¢ < 1 é crucial para a demonstracao do Teorema 25.1 e sem ela suas conclusées podem nao mais
ser vélidas. Vejamos o seguinte exemplo, citado em diversos livros-texto. Seja M = [1, oo) com a métrica usual
d(z, y) = |z —y| eseja T : M — M dada por T(z) = x + 2~ 1. Entdo, vale paratodo z e y € M, x # v,

CZ(T(JC)7 T(y)) < d(z, y) .

T(y) —T(x) /myT’(t)dt/my<1t12)dt</:dtyx,

pois 1 —t~2 < 1 para t > 1, sendo essa a melhor estimativa possivel. Assim,

De fato, para 1 < z < y,

IT(y) —T(z)| < ly—al,

como queriamos provar. Note agora, porém, que T' ndo tem nenhum ponto fixo. De fato, T'(x) = z significa z + 27! = =,
ou seja, ! =0, o que ndo é possivel se x € [1, 00).

Em espacos métricos compactos, porém, a condigao de contracao g < 1 pode ser enfraquecida preservando essencial-
mente os mesmos resultados do Teorema 25.1. Esse é o contetido do Teorema 25.2, adiante.

¢ Enfraquecendo a condigao de contratividade. Aplicagoes em compactos

Seja M um conjunto dotado de uma métrica d. Recordemos” que A C M é dito ser compacto se e somente se possuir
a propriedade de Bolzano®-Weierstrass”: toda sequéncia em A possui uma subsequéncia convergente em A em relacio a
métrica d. Por um teorema geral (Teorema 32.11, pdgina 1548), o fato de A ser compacto em um espago métrico implica
que A é fechado, completo e limitado.

O seguinte teorema, é devido a Edelstein'®.

Teorema 25.2 Seja M um conjunto dotado de uma métrica d. Seja A C M compacto (na topologia induzida em M
pela métrica d) e seja T : A — A uma funcdo de A em A. Vamos supor que valha a condigdo

d(T(z), T(y)) < d(z, y) (25.5)

para todos x, y € A com x # y. Entao, a equagdo de ponto fixro x = T(x) tem solugao em A e essa solugao é dnica. 0O

"Para a defini¢do da nocio de compacidade e suas propriedades, vide Secdo 32.3, pagina 1536.

8Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848).

9Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815-1897).

10M. Edelstein, “An extension of Banach’s contraction principle”. Proc. Am. Math. Soc. 12 (1) (1961), 7-10. M. Edelstein, “On fixed and
periodic points under contractive mappings”. J. London Math. Soc. 37 (1) (1962), 74-79.
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Comentdrio. O fato de A ser suposto compacto faz com que seja dispensdvel supor que M seja completo, pois A o é. Vide Teorema 32.11,
péagina 1548. &

Prova do Teorema 25.2. Observemos em primeiro lugar que se T possuir um ponto fixo, este é unico. De fato, sejam
z, y € A tais que T'(z) =z e T(y) = y. Se & # y, valeria d(z, y) = d(T(z), T(y)) < d(z, y), o que é uma desigualdade
impossivel. Logo = = y.

Pelas hipéteses, para xo € A a sequéncia x,, = T"(x) de elementos de A tem ao menos uma subsequéncia convegente
a um elemento x, € A. Vamos provar que esse x, ¢ um ponto fixo de T, ou seja, z. = T(x,). Vamos supor que
T(x) # xs e mostrar que isso leva a uma contradicao.

Seja xn, , k € IN, uma subsequéncia que converge a x, da sequéncia x,, = T"(zg), ou seja, que satisfaz a propriedade:
para todo € > 0 existe K (e) tal que d(xn,, z.) < € para todo k > K (e).

Por (25.5), d(T(z.), T(xn,)) < d(zs, zn,) (a igualdade se dando apenas se z. = ), 0 que implica que
(Zny., T(n,)) converge a (2., T(z.)) em A? = A x A se z,, converge a .

Seja 1o :=d(T'(z.), (2.))/3. Para todo k > K(rg) vale d(x., x,,) < ro e pela desigualdade triangular,

3rg = d(T(2s), 2v) < d(T(x4), T(xn,)) + d(T(n,), Tny) + d(@n,, )

(25.5)
< 2d(xe, Tp,) +d(T(20,), Tny,) < 270 +d(T(2ny), Tny) -

Logo, para todo k > K(rg), ro < d(T(:cnk), :cnk), ou seja,

d(T(zs), ) < 3d(T(2n,), Tn,) - (25.6)

Seja agora D := {(x, x), * € A} C A%, o conjunto diagonal de A? e defina-se em A%\ D a funcdo F : A2\ D — [0, o0)
dada por
d(T(z), T(y))

d(z, y)
Provemos em primeiro lugar que F' é continua em A2\ D. De fato, da desigualdade triangular segue que d (T(:L'), T(y)) <
d(T(z), T(z")) +d(T(z"), T(y')) +d(T(y'), T(y)) Portanto,

F(z, y) =

I(T(2), TW)) — d(T('), TW)) < d(T(), T@) +dTW). T() < d, ') +d. y)

Analogamente, prova-se que d(T(:L'/), T(y’)) — d(T(:L’), T(y)) <d(z, ')+ d(y', y). Ambas as relagdes mostram que
(TG, TW)) - d(T(@), TW)| < de, @) +dly, v) .

0 que prova que d(T(:c), T(y)) é continua em A2, pois se o par (2/, 3') converge ao par (z, y), entdo d(T(:L'/), T(y’))
converge a d(T'(z), T(y)). Demonstra-se analogamente (tome T = id) que a fungdo d(z, y) é continua em A? e isso
mostra que F ¢ continua em A%\ D.

Pela hipétese (25.5) vale F(z, y) < 1 para todos (z, y) € A%\ D. Como, por hipétese T'(z,) # T«, 0 par (x*, T(ac*))
nao pertence a D e, portanto, F(Jc*, T(ac*)) esté definido.

Seja r > 0 e B, a bola fechada de raio r em A2\ D centrada em (z., T(x.)):

B, = {(ac, y) € AQ\D‘ d(z, z.) <r e d(y, T(z.)) < r}.

Por ser continua, F' assume um valor maximo f em B,. Escolhendo r pequeno o suficiente, podemos garantir que
f <1 (para r pequeno f vale aproximadamente F(ac*, T(x*)) < 1). Assim, para todo (x, y) € B, tem-se

d(T(z), T(y)) < fd(z, y). (25.7)
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Como (:cnk, T(:cnk)) converge a (:L'*, T(:c*)), concluimos que para todo [ grande o suficiente, digamos [ > L, vale
(xm, T(acm)) € B,.. Assim, por (25.7) devemos ter

A(T@a), T(T(w)) < fd(@ars Twn,))
ou seja,
d(xnz-i-la Tnit2) < fd(xnzv Tn+1) - (25'8)

Temos, assim, que

d(xn(z+1)’ T(In(l+1))) = d(Tn(Hl)(IO)a Tn(Hl)-H(xO))

(25.5)
< d(Tm—H(xO)v Tm+2($0)) = d(xnz-i-lv $n1+2)

(25.8)
< fd(zma xnﬂrl) = fd(:L'"l’ T(xnl)) ’

Acima, na passagem da primeira para a segunda linha, usamos n(;41) —n; — 1 vezes a condigao (25.5).

Provamos, portanto, que d(xn(l“), T(In(Hl))) < fd(xm, T(acm)) para todo [ > L. Por indugao, isso implica que
para todo k > 1 > L vale
d(:cnk, T(:cnk)) < fk*ld(:cnl, T(:cnl)) .

Fixando [, isso implica que klim d(:cnk, T(:L'nk)) = 0, pois f < 1. Por (25.6), isso contradiz a hiptdtese que
—00
d(T(x*), ac*) # 0, completando a prova. |

e Enfraquecendo a condicao de contratividade. Poténcias contrativas

Antes de tratarmos das importantes aplicacbes do Teorema de Ponto Fixo de Banach a equagoes integrais vamos a
uma outra pequena generalizacdo do mesmo. Esta nos serd ttil, por exemplo, quando tratarmos da equacao integral
de Volterra. Ocorre por vezes que uma aplicacao T, como discutida acima, nao é uma contracao, mas alguma de suas
poténcias o é. Nesse caso, podemos também garantir os mesmos resultados do Teorema de Ponto Fixo de Banach. Temos
0 seguinte:

Proposigao 25.1 Seja M um conjunto dotado de uma métrica d e suponha M completo em relagdo a d. Seja A um
subconjunto fechado em M e seja T uma fun¢do de A em A, T : A — A. Vamos supor que exista um numero m € IN tal
que a aplicagao T™ seja uma contragdo, cujo ponto fizo, inico, é x € A (a existéncia e a unicidade de tal ponto fixo sao
garantidas pelo Teorema de Ponto Fizo de Banach, Teorema 25.1). Entdo, T também tem um ponto fixo dnico, a saber,
0 Mesmo x. O

Prova. Para provar que x é também ponto fixo de T, notemos que, como z = T™(z), temos também que
T(z) = T (z) = T™(T(2)) .

Isso diz que T'(z) é ponto fixo de T™. Pelo Teorema de Ponto Fixo de Banach este iltimo é x e é tnico. Dai T'(z) = «.
Ora, isso diz precisamente que x é ponto fixo de T.

Provemos agora que x é também o unico ponto fixo de T'. Para tal, suponha que haja um outro: y. Entao, y = T'(y).
Daqui tiramos que T'(y) = T?(y). Juntando as duas vemos que y = T(y) = T?(y). Repetindo esse procedimento,
chegamos a y = T'(y) = T?(y) = --- = T™(y). Isso diz que y é ponto fixo de T™. Agora, pelas hipSteses, o tinico ponto
fixo de T™ é x. Logo y = . |
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25.2 Diversas Aplicacoes do Teorema de Ponto Fixo de Ba-
nach

Nesta secao discutiremos diversos usos do Teorema de Ponto Fixo de Banach, em problemas aplicados e tedricos, um
dos mais relevantes sendo o teorema de existéncia e unicidade de solugoes de problemas de valor inicial em equagoes
diferenciais ordinarias em espacos de Banach, que discutiremos na Secao 25.2.4, pagina 1324.

25.2.1 Aplicagcao a Equagoes Numéricas. O Método de Newton

e Equagoes numéricas

Vamos a alguns exemplos simples de aplicagoes do Teorema de Ponto Fixo de Banach. Seja a reta real e a seguinte
equacao de ponto fixo em R:
x = Acos(x),

onde 0 < A < 1 é uma constante dada. Terd essa equagao uma solugdo? Serd ela tnica? Como T'(x) := Acos(z) é uma
funcao de R em R, podemos adotar em R a métrica usual em relacao a qual R é completo. Em face do Teorema de
Ponto Fixo de Banach a questao natural é saber se T' é uma contracao. Vamos provar que isso é verdade.

d(T(z), T(y)) = )\‘cos(:r) —cos(y)| = A

y
/ sen (t) dt‘ < Az —y| = Mz, y),

pois |sen (¢)| < 1. Assim, vemos que 7' é uma contragdo com g = A.

O Teorema de Ponto Fixo de Banach nos afirma entao que, partindo-se de qualquer nimero real xg, as iteradas
sucessivas de T’ convergem ao numero x, ponto fixo de T

o = Acos ()\cos ()\cos(---)\cos(aco)---))) .

n Vezes

No caso A = 1/2, o estudante que tenha uma simples calculadora é estimulado a determinar que o ponto fixo é = ~
0,450183611.. ..

E. 25.1 Ezercicio. Nesse caso, tomando por exemplo 2o = 0, estime o erro da aproximag3o se pararmos apds 30 iteracdes. o,

E. 25.2 Ezercicio. O que acontece na equagdo de ponto fixo acima se A > 1? A solucdo permanece tnica? Facga graficos das
fungdes a(z) = x e b(z) = Acos(z) para esclarecer essa quest3o. -

E. 25.3 Ezercicio. Use o Teorema de Ponto Fixo de Banach para mostrar que, em [0, o0), a equagdo x = e~ % tem uma
e somente uma solucdo. Essa solu¢do é por vezes denominada constante Omega, e é denotada por 2. Seu valor aproximado é
Q = 0, 567143290409783872999968662210 . ... A constante 2 é relacionada 3 chamada fungdo W de Lambert''. Determine também o
valor aproximado de 2 usando método iterativo sugerido pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach. Use para tal uma calculadora ou um
computador e estime o erro apds 40 iteragles. o,

e O mapa logistico

Seja M = R com a métrica usual d(z, y) = |z — y| e seja A = [0, 1]. Considere a funcdo T'(z) = az(l — x), onde a é
uma constante real.

E fécil ver que para a € [0, 4] a funcdo T leva pontos de A em pontos de A, pois, para x € [0, 1] vale 0 < T'(z) < a/4.
A equacdo de ponto fixo T'(x) = x é ax(1 — z) = z, que tem como solucdes z* = 0 e z” = (a — 1)/a. A primeira solugio
pertence a A, mas a segunda sé pertence a A se a > 1. No caso a = 1 temos z* = 2 = 0. Concluimos que a funcao T
tem um unico ponto fixo em A se a € [0, 1] e dois pontos fixos distintos se a € (1, 4].

1 Johann Heinrich Lambert (1728-1777).
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ara a € [0, 4] analisemos essa aplicacao sob o ponto de vista de Teorema de Ponto Fixo de Banach. E fécil ver que
|T(z)| = a|]l — 22| < a para z € A. Logo, com 0 <z <y <1,

/my T'(t) dt

Logo, para a € [0, 1) a fungdo T é uma contragao e, pelo Teorema de Ponto Fixo de Banach, tem um e somente um
ponto fixo, que vimos ser z* = 0. O fato de T possuir também apenas um ponto fixo quando ¢ = 1 (o mesmo z® = 0),
quanto temos cl(T(Jc)7 T(y)) < d(z, y) para z # y, ndo é explicado pelo Teorema de Ponto Fixo de Banach, mas sim
pelo Teorema 25.2, pagina 1310. Para a > 1 nao podemos mais garantir contratividade e, de fato, constatamos que T
tem dois pontos fixos em A para a € (1, 4].

y
< / |T'(t)] dt < alz —y| = ad(z, y) .

Consideremos a € [0, 4]. Partindo de um ponto 2y € A podemos definir uma sequéncia de pontos z,4+1 = T(x,) € A.
A evolucao z,, — T(x,) = Tpni1, n € Ny, é frequentemente denominada mapa logistico. O mapa logistico foi originalmente
introduzido pelo biélogo Robert May'2, em 1976, como um modelo para evolucdo de populacdes sob certos fatores
limitantes de crescimento.

Na regiao contrativa 0 < a < 1 a sequéncia x, converge ao ponto fixo z¢ = 0. Na regiao 1 < a < 3, ja fora da
contratividade e da validade do Teorema do Ponto Fixo de Banach, a sequéncia converge ao ponto fixo (™ torna-se
um ponto fixo repulsivo), sendo que na regido 2 < a < 3 essa convergéncia é “lenta”. Para 3 < a < 1+ 6 ~ 3,45 a
sequéncia torna-se oscilante, oscilando entre dois valores fixos. Dai para frente, a oscilacao se dé sucessivamente entre
4, 8, 16 etc. pontos, & medida que a cresce. A partir de a ~ 3,57 estabelece-se um regime cadtico, com a sequéncia
x,, preenchendo densamente subconjuntos de Cantor do intervalo [0, 1]. O mapa logistico é protétipo de um sistema
dinamico discreto exibindo comportamento cadtico.

Talvez o estudante possa se divertir escrevendo programas que exibam as propriedades descritas no paragrafo acima.

Para mais detalhes sobre o mapa logistico, vide e.g. [183] ou [7].

¢ O método de Newton para zeros de fungoes

O bem conhecido método de Newton'?® de determinacdo de zeros de funcoes reais'* pode ser estudado sob a luz do

Teorema de Ponto Fixo de Banach. Seja f : R — R uma funcao da qual desejamos determinar um zero, ou seja, uma

solucéo da equagao f(x) = 0. Notemos que essa equagdo equivale (trivialmente) & equacdo y = x — J{,(&)), pelo menos se

f'(x) # 0. Colocado dessa forma o problema torna-se um problema de ponto fixo para a aplicacdo T : R — R definida
por

T(x) == x— J{/((a;)) .

Isso motiva a seguinte proposicao.

Proposigao 25.2 Se f for pelo menos duas vezes diferencidvel, entdo [ posswird uwm zero x, unico, num dado intervalo
[a, b] se existir A com 0 < X\ <1 tal que

"
M(:s) < A, para todo x € [a, b, (25.9)
(f'(2))
e se i)
x
2l < (1-Na, 25.10
f <0 (25.10)
onde x 1= aT+b eq = b_T“. Nesse caso, tem-se x = limy,_, o0 Tn, onde a sequéncia x,, € [a, b] € determinada iterativamente
por
Tn
I'nJrll'nffl((I)), 7?/20,
n
sendo g € [a, b], arbitrdrio. Ter-se-d,
A A
X — 2n] < m\T(IO)—m < ﬁ(b—a), n>0. (25.11)

2Lord Robert McCredie May, Baron May of Oxford, (1936-). A referéncia ao artigo original de May é: May, Robert M., “Simple
mathematical models with very complicated dynamics.” Nature 261(5560):459-467 (1976).

138ir Isaac Newton (1643-1727).

MPara a motivagio geométrica do método de Newton, vide discussio & péagina 1315 sobre a Figura 25.1.
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Se adotarmos xo = x teremos ainda |x — x| < aX™, n >0, por (25.10). O

Nota. A condigao (25.9) pressupde f’(z) # 0 em [a, b]. Como veremos abaixo, a condigao (25.9) é importante por garantir a contratividade
de T, enquanto que (25.10) é suficiente para garantir que 7' leve pontos de [a, b] em [a, b], podendo ser eventualmente substituida por outra
condigao que garanta o mesmo. Notemos, por fim, que o método de Newton funciona mesmo sob condigoes mais fracas sobre a fungao f, nesse
caso fora do contexto do Teorema de Ponto Fixo de Banach. A convergéncia das iteragoes pode, entao, ser mais lenta que aquela garantida
em (25.11). Vide para tal qualquer bom livro de Célculo Numérico. &

Prova. Sejam z, y € [a, b]. Tem-se

T6)-T(@) = y- S —as L2

f
LAl - [ienge

IT(y) - T(x)| < Aly—=|.

Assim, (25.9) garante que

Isso estaria dizendo-nos que T' é um contragao. Precisamos, porém, garantir que 7" leve pontos de [a, b] em [a, b]. Isso
equivale a garantir que ‘T(x) - §| < « para todo x € [a, b], ou seja, para todo x tal que |z — x| < @. Uma maneira de
impor isso usando (25.9) é supor vélida a condigao (25.10). De fato,

T() - T(@)] + ‘ f:/(é)) ‘

f(z) ‘
f'(z)

por (25.9)

)\|ac—£|+‘

por (25.10)

Mz —z[+ (1 - Mo

pois x € [a, b]

< Ao+ (1 —Na
= a.

Com isso, provamos que T' é uma contra¢do que mapeia o espa¢o métrico completo [a, b] em si mesmo. O Teorema de
Ponto Fixo de Banach garante o resto. |

E. 25.4 Ezercicio-Ezemplo. Usando o método de Newton determine um valor aproximado para v/2 calculando o zero positivo de
. ~ - 2 . . . (o
f(z) = z® — 2. As iteragdes serdo zn41 = T'(zn) com T(z) = £:£2. Que intervalo [a, b] é conveniente adotar? O que ocorre préximo

x
axz =0 e por qué?

Partindo-se, por exemplo, de zo = 2 obtem-se os valores sucessivos 3/2, 17/12, 577/408. Esse (ltimo valor aproxima /2 com um
erro de 2 x 1075, Note que esse procedimento fornece aproximacdes de v/2 por ndmeros racionais. o+

E. 25.5 Ezercicio-Exemplo. Faca o mesmo para v/3. "

O método de Newton pode ser motivado geometricamente pela Figura 25.1. A linha reta que passa pelo ponto

(Zn, f(xn)) tangencia o grafico da fungao f. Sua inclinagdo é, portanto, f'(x,). Assim, o ponto 2,41 indicado na figura

vale z,41 = x,, — ff,(&’;)) (verifique!). Repetindo-se o procedimento a partir do ponto z,1 aproximamo-nos mais ainda

do zero x de f.

No método de Newton usual, a reta tangente tem uma inclinagdo diferente a cada passo: f'(x,). Um método
alternativo, por vezes denominado método de Newton simplificado, consiste em usar retas de inclinagao fixa, tal como na



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 25 1316/2584

{0 00| S

Y

Figura 25.1: Tteragdo no método de Newton. O ponto x é um zero de f. A linha reta tangencia o gréafico de f no ponto
(Zn, f(xn)) e sua inclinacdo é f'(x,). O ponto em que essa reta corta o eixo horizontal determina 1.

Figura 25.2. Nessa situacao, o problema de determinar o zero x de f equivale ao problema de ponto fixo x = T'(z) com

T(x) = z— %f(:c)

E. 25.6 Ezercicio. Usando o Teorema de Ponto Fixo de Banach estude esse problema de ponto fixo e determine condi¢des suficientes
sobre a fung3o f e sobre a inclinagdo « para garantir a existéncia de um zero dnico de f em um intervalo [a, b]. o+

O método de Newton simplificado, descrito acima, pode ser empregado mesmo em situagoes nas quais f nao é
diferencidvel na regiao de interesse.

E. 25.7 Ezxercicio-desafio. Generalize o método de Newton usando pardbolas tangentes, ao invés de retas tangentes. Assuma, se o
desejar, que a fun¢do f a ser considerada é ao menos duas vezes diferencidvel. "

O método de Newton descrito acima pode ser generalizado para fungoes de R™ em R”, mas nao trataremos disso
aqui.

25.2.2 Aplicagao a Sistemas Lineares. O Método de Jacobi

Considere-se o problema de determinar a solugdo do sistema linear Az = b, onde A € Mat (C, n) e b € C™ sdo dados
e x € C" é a solugdo procurada. Naturalmente, uma solugdo (nica) existird se e somente se det(4) # 0 e serd
dada por x = A~'b. Se for procurada uma solucdo numérica concreta pode ser computacionalmente custoso obter
explicitamente a inversa de A, dada a dificuldade que os métodos de determinacao de inversas de matrizes podem oferecer,
especialmente no caso de matrizes de ordem elevada'®. Sob a luz do Teorema do Ponto Fixo de Banach discutiremos aqui
um método, denominado método iterativo de Jacobi'®, que mostra em certos casos ser relativamente eficaz, envolvendo
custos computacionais relativamente baixos, especiamente se sistemas de processamento paralelo estiverem a disposicao.

Uma suposigdo do método é que os elementos da diagonal de A sejam nao-nulos: A; # 0, Vi € {1, ..., n}'". Seja
D a matriz diagonal composta pelos elementos da diagonal de A: D := diag (411, , Apn). Pela hipétese, temos
det D # 0. Com isso, podemos escrever A = D + (A — D) = D(1 — B), onde B := D™'(D — A) =1 — D' A. Assim,

15Em Engenharia, Fisica ou Mateméatica Aplicada nio sdo incomuns problemas onde n &~ 10° ou mais.

16Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).

17Se alguns elementos da diagonal de A se anulam, pode ocorrer de A2, ou alguma outra poténcia de A, possuir apenas elementos nio nulos
na diagonal. Nesses casos podemos considerar o sistema equivalente A2z = Ab ou, com mais generalidade, A¥T1z = A¥b, para algum k € IN.
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f(x,)

f(nee)
f(xn+2)

arctanY

\j

Figura 25.2: Alternativa ao método de Newton. As linhas retas nao sao tangentes ao grafico de f, sao todas paralelas,
todas com inclinacao fixa . Os pontos em que essas retas cortam o eixo horizontal sao os pontos da iteracao.

a equacao Az = b equivale a equacdo x = Bz + ¢, onde ¢ := D~'b. O interesse nisso reside no fato de que essa nova
versao do sistema linear, a saber, a equagao x = Bx + ¢, pode ser encarada como uma equacao de ponto fixo para a
transformagao T : C"* — C™ definida por T'(y) := By +c.

Seja || - ||« uma norma vetorial em C", com a qual definimos a métrica d.(x, y) := ||z — y||+. Pelo Teorema do Ponto
Fixo de Banach, a condigao de contratividade de T' consiste no requerimento que ||B (x — y)||* < q||:c — y||* para todos
xz, y € C™, onde ¢ é uma constante satisfazendo 0 < g < 1. Considerando-se a norma matricial associada a essa norma
vetorial, definida da forma usual como

(| Mul|,
HMH = sup
* ween||ul|
u#0 *

para M € Mat (C, n), temos HB(:cfy)H* < ||BH*H:L' — yH* Assim, se HBH* < 1, vemos que as condig¢oes do Teorema do
Ponto Fixo de Banach séo satisfeitas e a solugao (tinica) do problema serd dada pelo limite da iteracdo xx1 = Bz + ¢,
k > 0, com z( arbitrario. Essa iteragao convergird ao ponto fixo de T, que é a solugao de Ax = b. Esse é o método
iterativo de Jacobi (também denominado método de Gauss'®-Jacobi por alguns autores. Nao confundir com um outro
método muito similar, denominado método de Gauss-Seidel'?).

E. 25.8 FEzxercicio. Mostre que as iteradas sio dadas por

gip1 = B 2o+ (04 B+B 4+ B = B"'ao+ (1-B"(1-B)'e

= 1-B) le+B" (zo-(1-B)""'¢). (25.12)

(Note-se que 1T — B = D~ ' A, que possui inversa, pelas hipéteses). Como, pela hipétese de contragio, klim B = 0, constate que
—00

lim = (1 — B)flc = A™'b, que é a solucio esperada. "
k—oo

E. 25.9 Ezercicio. Em principio, para termos satisfeita a condi¢do de contratividade, qualquer norma vetorial ||-||« pode ser adotada.
Por exemplo, a norma ||z||eo := max {|z1], ..., |zn|}, onde z; s3o as componentes de z € C". Mostre que, para essa norma, a condi¢do
HBHOO < 1 é garantida pelo conjunto de n condigdes

n
|Agk| > Z‘Akj‘:
=

k=1, ..., n. Esse conjunto de condi¢bes é denominado dominacdo diagonal da matriz A. o+

18 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
9Philipp Ludwig von Seidel (1821-1896).
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25.2.3 Aplicagao as Equacoes Integrais de Fredholm e de Volterra

No Capitulo 20, pagina 1012, introduzimos algumas equagtes integrais de interesse e discutimos alguns métodos de
solucao. Na presente se¢ao discutiremos métodos iterativos de solugao de dois tipos de equacgoes integrais, as chamadas
equacdes integrais de Fredholm?° de segundo tipo e as equacdes integrais de Volterra?! de segundo tipo. Ambas surgem
em problemas de Fisica-Matematica (a equacao integral de Fredholm, por exemplo, surge no problema de Sturm-Liouville.
Vide Capitulo 19, pdgina 968) e trataremos de exemplos de aplicagoes adiante. A razdo de tratarmos das mesmas aqui
estd na possibilidade de utilizarmos o Teorema de Ponto Fixo de Banach para estudar a existéncia de solugoes. O mesmo
teorema fornece, também neste caso, um poderoso método iterativo de solugao, de grande importancia pratica. Para
uma introdugdo a teoria das equagoes integrais, vide também [312] e [402]. Para um tratamento extensivo da equagao
integral de Volterra, vide [275].

Antes de tratarmos dessas equacgoes integrais, vamos discutir uma condi¢ao que usaremos adiante.

e A condicao de Lipschitz

Seja f : R — R uma funcio. f é dita satisfazer a condi¢do de Lipschitz?? em toda a reta real se existir uma constante
M > 0 tal que, para todos = e 2’ em R tenhamos

&)~ f(@)] < Mla 2]
Note que toda fungao que satisfaz a condigao de Lipschitz para algum M é necessariamente uma fungao continua
(por qué?).
Para que uma funcao satisfaga a condicao de Lipschitz hd uma condicao suficiente que é util. Seja f : R — R uma

funcao diferencidvel e tal que |f'(y)| < M, para algum M > 0 e para todo y € R. Entédo, f satisfaz a condigdo de
Lipschitz. Para provar isso, notemos que, pelo teorema fundamental do calculo, vale

fa) - @) = [ " )y

/ " Py

(Aqui tomamos = < ', sem perda de generalidade).

Dal,

F@) — f@)] = < [ Irwldy < [ Mdy = M’ —al

E. 25.10 Ezercicio. Mostre que as funcdes sen e cos satisfazem a condicdo de Lipschitz. Qual M pode ser adotado para ambas?
"

E. 25.11 Egzercicio. Mostre que a fungio f(y) = 3> ndo pode satisfazer a condicio de Lipschitz em toda a reta real. Sugest3o:
|x27y2|§M|xfy| implica | +y| < M para z # y. "

E. 25.12 Ezercicio. Mostre que a fungio f(y) = y*/3 n3o pode satisfazer a condicdo de Lipschitz em toda a reta real. Sugest3o:
tome 2’ = 0 e mostre que a relacio |x1/3| < M|z| ndo pode ser vélida para todo € R com M > 0 fixo qualquer. *

Uma funcao que satisfaz a condi¢ao de Lipschitz é dita ser Lipschitz-continua. Para a demonstragao de resultados é
muito 1til, por vezes, (veremos exemplos adiante) mostrar-se que uma func¢ao dada é Lipschitz-continua.

A condicao discutida acima tem, alids, uma generalizacao da qual nao faremos uso aqui. Uma fungao f: R — R é
dita ser Hélder-continua®® se existirem M > 0 e v > 0 tais que para todos z e 2’ em R valha

[f(a') = f(z)] < Ma"— 2|

A condicao de ser Lipschitz-continua é o caso particular deste quando v = 1.

20Erik Ivar Fredholm (1866-1927).

21Vito Volterra (1860-1940).

22Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903).
230tto Ludwig Holder (1859-1937).
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e As equacgoes integrais de Fredholm

Seja I o intervalo [a, b] da reta real (com a e b dados e a < b) e sejam duas fungdes f: I 2 Re K: I xI xR—>R
que consideraremos continuas em seus dominios de defini¢ao. Seja A € R, constante.

A chamada equagado integral de Fredholm de segundo tipo, ou simplesmente equacao integral de Fredholm, é a seguinte
equagao integral:

b
u(e) = f@) 42 [ Ky, ) dy.
a
Acima u : I — R é a fungao incognita. Note que K, que é chamada de nicleo da equagao integral, é uma fungao de trés
varidveis e que a incégnita u(y) aparece na posigao de seu terceiro argumento, dentro da integral.

Seja Co(I) a colegao de todas as fungoes continuas de I em R. J& vimos anteriormente (Proposigao 24.8, pagina 1258)
que Cy(I) é um espago métrico completo em relagdo & métrica

doo(h, 1) = ilé};|h($) —Z(x)‘ ,

onde h e [ pertencem a Cy([).

Seja T a aplicagao que leva Cy(I) em si mesmo dada por

b
T(1)(w) = f)+ A [ Ko hlw) dy
Note que se h é uma funcgao continua em I entdao T'(h) também é uma funcdo continua em I. A equacdo integral de
Fredholm pode ser entdo entendida como a equagao de ponto fixo em Cy(I) dada por
u = T(u).

E natural, portanto, procurar condigoes que fagam de T' uma contragdo no espago métrico completo Co(I), pois assim
poderemos evocar o Teorema de Ponto Fixo de Banach. E neste momento que a condicao de Lipschitz se faz util. Vamos
supor que a fungao K satisfaga a condigao de Lipschitz para a terceira variavel: vamos supor que existe M > 0 tal que
para todo x, y € I e todos z e 2z’ € R valha

‘K(ac, y, 2') — K(z, v, z)‘ < M| —z|. (25.13)

Entao, pelo menos no caso em que |A\|M(b—a) < 1, a aplicacdo T' é uma contragio em Cy(I) com relagdo & métrica duo
dada. Para provar isso, usamos que, para duas fungodes h, I € Cy(I) temos

b
T(0)(z) - T0)(e) = A [ [K (o v, b)) - K (e, v, 1)) do

donde tiramos que

b
1)) - TO@| < N [ |K (e o, ) - Kz v, 1) dy
b
< [ [h) - 1) dy
< AMb-a) sg;l)‘h(y)—l(y” = A M@O—-a)d(h, 1) . (25.14)

Logo,
doe (T(). TW)) = sup|T(h)(a) = TO@)] < N M (b= a)due(h 1)
re
Assim, vimos que, sob as hipéteses acima, 7' é uma contragao se |A| < 1/M (b — a). Essa condigdo, se satisfeita,
garante, pelo Teorema de Ponto Fixo de Banach, que hd uma e somente uma fun¢do v em Cy(I) que é solugdo da
equagao integral de Fredholm. Com isso, a solu¢do pode ser aproximada (exponencialmente, na métrica do,) partindo-se
de qualquer ug € Cy(I) através da sequéncia iterada u, = T(un—1), n € IN.

A condigao suficiente para termos contratividade [A\|M (b — a) < 1 é também uma condigao sobre a fungado K e sobre
o intervalo I. Note-se que nao hé qualquer restricao a funcao f, além da que seja continua.
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E. 25.13 Ezercicio. Mostre que a equag3o integral de Fredholm
' yu(y)
u(z) = 2(:os(:v)+/ sen (:erT) dy, ze€l0,1],
0
tem uma solucdo tnica em Co([0, 1]). Sugestdo: neste caso a fun¢do K é K(z, y, z) = sen (m—i— %) (certo?). Mostre que a

mesma é Lipschitz-continua em relagdo a z com M = 1/2. Para tal estude a derivada parcial de K em relagdo a z e mostre que
‘azK(:v, Y, z)! < 1/2 para todo z, y € I e todo z € R. -

e As equacgoes integrais de Volterra

A chamada equagdo integral de Volterra de segundo tipo, ou simplesmente equacao integral de Volterra, é a seguinte
equagao integral:

ua) = 1@+ | Kz, . uly))dy.

Acima v : I — R, I := [a, b] com b > a é a fungdo incignita e f e K sdo definidas tal como no caso das equagdes
integrais de Fredholm. Note que K, que é chamada de nicleo da equacao integral, ¢ uma funcao de trés variaveis e que
a incégnita u(y) aparece na posigao de seu terceiro argumento, dentro da integral. Note também que a equacio integral
de Volterra difere da equacao integral de Fredholm pelo aparecimento de mais uma dependéncia em x, a saber, no limite
superior do intervalo de integragao.

Seja T a aplicagao que leva Cy(I) em si mesmo dada por

T()@) = f)+ [ K (2, . hly)) dy .

Note que se h é uma funcdo continua em I entdo T'(h) também é uma func¢do continua em I. A equagdo integral de
Volterra pode ser entdo entendida como a equagao de ponto fixo em Co(I) dada por

u = T(u).

Como no caso da equacgao integral de Fredholm, poderiamos procurar condicoes que fagam de 7" uma contracao no espaco
métrico completo Co(I) pois, assim, poderiamos novamente evocar o Teorema de Ponto Fixo de Banach. Todavia, como
veremos, podemos aqui proceder de um modo diferente do caso da equagao de Fredholm e obter condicoes mais fracas
para garantir a existéncia de solucao. O que faremos nao é procurar condigdes que garantam que 7' seja uma contragao,
mas provaremos que 1" o é, para algum m > 0. Assim, poderemos evocar a generalizacdo do Teorema de Ponto Fixo
de Banach fornecida na Proposicao 25.1, pagina 1312.

Para tal, procedemos como antes e assumimos ser a fungao K Lipschitz-continua em relacao a terceira variavel, ou
seja, que valha a condigdo descrita em (25.13). Daqui tiramos, para « € I,

T0)@) - T = [ [k v 1) - K (o, 0. 10)] dy.

donde segue que

=
>
SN—
)
|
=
=
K
~—
IN
Q\a

IN

M/x\h(y)*l(y)\dy

< M(z—a) Sylélj)|h(y)—l(y)| = M(z —a)doo(h, 1) .

A diferenga entre essa tltima expressdo e a expressao correspondente (25.14) para a equagdo de Fredholm é que aqui
surge o fator (z — a), que ainda depende de x, ao invés do fator constante (b — a). Como se verd no que segue, essa
diferenca é importante. Vamos agora provar por inducao que para todo n € IN tem-se

(z —a)"

(@) = T"(D(@)| < M"—;

doo(hy 1), Vael. (25.15)
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Como ja vimos que isso é verdade para n = 1, assumamos que essa relacao é valida para um certo n genérico. Entao,

T (R) (@) - T O)@)| < LxK@yﬂwmwoK@yﬂwmmﬂ@

< o [ m) - T 0w
< M (/z M”% dy) doo (h, 1)
_ n l(x_a)n+1

o que prova (25.15) para todo n € IN, por indugao. Assim, temos também que

(b—a)"

doo (T™(h), T™(1)) < M" -

doo(h, 1), ¥YneNN.

Note-se agora que, para quaisquer M, a e b fixos, existe n grande o suficiente tal que

M —a)]”

<1
n!

(por qué?). Assim, para um tal n, T" serd uma contragdo. Pela generalizagdo do Teorema de Ponto Fixo de Banach
fornecida pela Proposicao 25.1, pagina 1312, vemos que 7' tem também um ponto fixo tnico. Isso garante existéncia
e unicidade das solugdes da equagdo de Volterra em Cy(I). Note-se que, aqui, foi suficiente assumir que K satisfaca a
relagdo descrita em (25.13), ndo havendo restri¢oes ao valor do produto M (b — a), ao contrério do que ocorreu no caso
da equagao de Fredholm.

e Equacoes diferenciais de segunda ordem e as equacgoes integrais de Volterra

Vamos aqui tratar de mostrar algumas aplicagoes das equacgoes integrais de Volterra a resolugao de problemas (muito
frequentemente encontrados em Fisica) envolvendo equagdes diferenciais de segunda ordem com certas condigoes iniciais
dadas.

Para tal, faremos uso da seguinte identidade, valida para qualquer fungao ¢ que seja pelo menos duas vezes dife-
renciavel em R:

$(t) = (to) + d(to)(t — to) + / (t—t)ot')dt’ . (25.16)

to
E. 25.14 Ezercicio. Prove essa identidade. Sugest3o: use as identidades
t . . . tl .
o) = olto) + [ Syt e () = b+ [ d
to to
e use integragdo por partes. "
Para ilustrar o uso que podemos fazer da identidade (25.16), vamos considerar a bem conhecida equagao do péndulo
simples
i(t) = f% sen (6(t))
(para g >0 el > 0) com condicdes iniciais #(0) = 6y e #(0) = wp. Substituindo o lado direito em (25.16) temos

0(t) = 6o + wot — g/t (t —1t') sen (6(t)) dt" (25.17)
LJo

que é uma equagcao integral de Volterra nao-linear para 6.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 25 1322/2584

E. 25.15 Ezercicio. Constate que o niicleo dessa equacdo integral

Kt t, 2) = —% (t—t') sen (2)
satisfaz a condicdo de Lipschitz na terceira varidvel para t e t' contidos em qualquer intervalo finito [T, T], 0 < T < co. "

Deste ultimo exercicio concluimos que a equacgao do péndulo simples, com as condicoes iniciais dadas, tem solugao
unica em qualquer intervalo finito [T, T],0 < T < cc.

E. 25.16 Ezercicio. Calcule as duas primeiras aproximagdes para a solu¢do da equacdo integral (25.17) seguindo o procedimento
iterativo sugerido pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach. Tome como ponto de partida a fung¢do identicamente nula: 6o(t) = 0. Vocé
consegue, olhando o resultado do cdmputo das duas primeiras aproximagdes, interpretar fisicamente o que elas representam? o,

E. 25.17 Ezercicio. Seja a conhecida equacdo do péndulo simples no limite de pequenas oscilaces:

bty = ~T6(0),

com condicdes iniciais #(0) = ¢o e H(0) = wo. Usando (25.16) transforme-a em uma equac3o integral de Volterra e resolva-a pelo

método iterativo, tomando como ponto de partida a fun¢do identicamente nula: 6y(¢t) = 0. Para tal, determine a n-ésima iterada 6,

exatamente e mostre que a mesma converge a uma certa combinaggo linear de cos(wt) e sen (wt), onde w = \/% Para tal vocé

precisara lembrar-se da série de Taylor das funcdes sen e cos. o,

Uma outra ilustragao do uso das equacoes integrais de Volterra, e sua resolugao via Teorema de Ponto Fixo de Banach,
pode ser encontrada no estudo das equagoes diferenciais lineares de segunda ordem nao-homogéneas com coeficientes nao
necessariamente constantes

(t) + a(t)a(t) + b(t)u(t) = c(t), (25.18)

com condigoes iniciais dadas do tipo u(0) = ug e 4(0) = vy. Tais equagdes sdo muito frequentemente encontradas em
problemas de Fisica-Matematica e o estudante certamente ja as viu surgir, por exemplo, em Mecanica Classica.

Nosso objetivo é transformar o problema de determinar a solucao u da equacao diferencial com condicoes iniciais
acima no problema de resolver uma equacao integral de Volterra equivalente.

H4 mais de uma maneira de se obter uma tal equagao integral a partir de (25.18). Para o propdsito de demonstrar
existéncia e unicidade da solugao, com condigoes pouco exigentes sobre as fungoes a, b e ¢, vamos considerar primeiro
uma equacao integral para ii. Uma outra equacao integral diretamente para u serad vista depois.

Vamos supor aqui que haja um intervalo fechado finito I = [-T, T], 0 < T < oo, onde as fungoes a, b e ¢ que
aparecem acima sejam continuas. Pelo teorema fundamental do célculo e pela identidade (25.16), temos que

wt) = u0+/0t a(t')dt", (25.19)

u(t) = u0+u0t+/0t (t—t') a(t') dt’ . (25.20)

Substituindo-se em (25.18) u e 4 pelo lado direito de (25.19) e (25.20), respectivamente, teremos

i(t) = f(t)+/t K(t, t') u(t")dt’, (25.21)
0
onde
f(t) = c(t) — (b(t)t + a(t))vo — b(t)ug (25.22)
’ K, t') = —alt)=bt)(t —1t) . (25.23)

E. 25.18 FEuzercicio. Verifique tudo isso. o+
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A equacdo (25.21) é claramente uma equacao de Volterra linear para i que, pelas hipéteses de continuidade sobre as
fungoes a, b e ¢, possui solugdo tnica no intervalo I, dado que nesse intervalo K é limitado (por qué?). A fungio u pode
ser entdo obtida integrando-se duas vezes a solugdo i da equagao (25.21) ou usando-se novamente a identidade (25.16).

O que vimos acima pode ser entao resumido no seguinte teorema:

Teorema 25.3 Sejam as fungoes a, b e ¢ continuas no intervalo I = [-T, T], T > 0. Entado, nesse intervalo, a solugdo
da equacao diferencial linear de sequnda ordem nao-homogénea

i(t) + a(t)a(t) + bt)u(t) = ct), (25.24)

com condigdes iniciais dadas do tipo u(0) = ug e 4(0) = vy, existe e € Unica. O

E notével que seja suficiente exigir tao pouco (sé continuidade dos coeficientes) para garantir-se existéncia e unicidade
da equacdo acima. Ha fungbes continuas que nao sao diferencidveis em parte alguma (vocé conhece um exemplo?) ou
mesmo algumas que sdo crescentes mas tém derivada nula quase em toda parte (a fun¢do de Cantor tratada no capitulo
de teoria da medida é um exemplo) e mesmo com tais fungdes nos coeficientes de (25.18) tem-se garantida existéncia e
unicidade da solu¢do. Para um outro tratamento da equacao (25.18) usando a chamada série de Dyson, vide Capitulo
14.

A equagao integral (25.21) é uma equagdo para i. O leitor pode estar se perguntando se ndo podemos ter uma
equagao integral diretamente para u. A resposta é positiva. Fazendo mais uma vez uso da identidade (25.16), temos

u(t) = ug + vot + /t(t —t) [ —a(t)a(t") — bt ut’) + )| dt’ . (25.25)
0

Integrando-se por partes o termo com — (¢t — t')a(t’)u(t’), obtemos

u(t) = f(t)—i—/tK(t, tu(t') dt", (25.26)
0
onde agora \
ft) = uo—i—t(vo—l—a(O)uo)—i-/O (t —t)e(t")dt’ (25.27)
K(t, t) = —alt')+ (t—t")(d'(¢') = b(t)) . (25.28)
E. 25.19 FEzercicio. Verifique isso. o+

t
Novamente, se a, a’ e b forem continuas no intervalo I, assim como a funcao / (t —t")e(t)dt', entdao a existéncia e

0
a unicidade da solugao da equacao tratada estarao garantidas no mesmo intervalo I. Note-se que aqui podemos admitir

t
também casos em que ¢ nio é continua, desde que / (t —te(t)dt' o seja.
0

E. 25.20 Ezercicio. Seja a equagdo do péndulo simples forcado no limite de pequenas oscilacbes

(1) + w3 6(t) = f()

onde f representa (a menos de uma constante) uma forca externa dependente do tempo. Considere o caso em que f é periddica de
periodo T' > 0, f(t) = f(t + nT), Yn € Z, com f dada no intervalo [0, T') por

fo, se 0<t<T/2,
0, se T/2<t<T.

Transforme essa equagdo em uma equagdo integral de Volterra equivalente e mostre como a mesma pode ser resolvida iterativamente.
"
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E. 25.21 Ezercicio. O mesmo para a equacio do péndulo simples forcado

0(t) + w® sen (0(t)) = f(t)

com a mesma f dada acima. "

25.2.4 Aplicagoes a Teoria das Equacoes Diferenciais Ordinarias

Iremos agora tratar de algumas das mais importantes aplicagoes do Teorema de Ponto Fixo de Banach, a saber, a teoria
das equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s). O principal resultado que obteremos é o célebre Teorema de Picard-Lindel6f
que fornece condigoes suficientes para existéncia e unicidade de solugoes de EDO’s. Obteremos também resultados sobre
a dependéncia de solugoes com relagao a condigoes iniciais e a parametros. Trataremos de equacoes diferenciais de uma
classe bastante geral, a saber, equacoes diferenciais em espagos de Banach, de modo a incluir sistemas de equagoes
diferenciais ordindrias definidas em R™ e C". O leitor é convidado a uma leitura prévia do Capitulo 12, pagina 629, que
trata de tais assuntos de forma introdutoria.

25.2.4.1 O Teorema de Picard-Lindelof

Esta subsegdo foi escrita conjuntamente com Daniel A. Cortez

Uma das principais aplicagoes do Teorema de Ponto Fixo de Banach dé-se, talvez, no contexto de espagos de fungoes,
mais precisamente, quando o mesmo é empregado na teoria das equagoes diferenciais ordindrias (EDOs). Como veremos,
o Teorema de Ponto Fixo de Banach é crucial para a demonstracao de um famoso teorema sobre existéncia e unicidade
de solucdes de problemas de valor inicial em EDOs, devido a Picard?* e Lindel6f?® que agora apresentaremos. Um outro
importante teorema de existéncia (ndo unicidade) de solugdes de problemas de valor inicial em EDOs é o Teorema de
Peano, discutido na Secao 32.3.4.3, pagina 1560.

Antes de entrarmos nos detalhes técnicos, gostariamos de fazer uma pequena nota histérica: originalmente, a de-
monstragao de existéncia e unicidade de solugoes de problemas de valor inicial em EDOs é devida a Lindelof. Entretanto,
o método que aplicaremos aqui para a sua demonstragao, fazendo uso explicito do Teorema de Ponto Fixo de Banach, é
devido a Picard?®. Esses trabalhos datam da década de 90 do Século XIX.

No que segue, procuraremos apresentar uma versao bastante geral do teorema sobre existéncia e unicidade de solugoes
de problemas de valor inicial em EDOs valido para equagoes definidas em espagos de Banach B. Consideremos, a saber,
o seguinte tipo de equagao diferencial de primeira ordem

@ty = f(t, z(t)) (25.29)

onde t € R ez : R — B representa uma funcdo de uma varidvel real assumindo valores em um espago de Banach
B. Acima, f : R x B — B é uma funcdo de t € R e z € B sobre a qual suporemos certas hipdteses convenientes de
continuidade etc.

O leitor deve ter em mente o caso em que B = R (ou B = C), quando a equagdo acima representa uma equagao de
primeira ordem de uma fungédo real (complexa) desconhecida z(t), ou o caso em que B = R"™ (ou B = C"), quando a
equagdo acima representa um sistema de equagoes de primeira ordem de um vetor real (complexo) desconhecido de n
componentes: z(t) = (z1(t), ..., zn(t)). Tais sistemas foram discutidos no Capitulo 12, pagina 629.

Um problema de valor inicial consiste numa equacgao diferencial ordindria, como a dada acima, mais uma condi¢do
inicial
I'(t()) = 2o, (2530)
onde ty € R e xy € B sdo dados. Com essa pequena defini¢ao, estamos prontos para enunciar o teorema de existéncia e
unicidade de Picard-Lindel6f:

24Charles Emile Picard (1856-1941).
25Ernst Leonard Lindeldf (1870-1946).
26 Chamado de Método das aprozimacées sucessivas.
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Teorema 25.4 (Teorema de Picard-Lindel6f. Existéncia e unicidade de solugoes) Seja f : R x B — B ndo-
identicamente nula e continua na regido fechada

R = Raptoeo = { (t2) ERXB: |t—to| < a, z—mol < b}, (25.31)
para certos valores a > 0 e b > 0, onde || - || representa a norma do espago de Banach B. Claro € que f € limitada em
R. Seja ¢ > 0 definida por

c:= sup |f(t 2)|. (25.32)
(t, z)ER

Suponha ainda que [ seja Lipschitz-continua em R com relagdo ao seu seqgundo argumento, ou seja, existe uma constante
k > 0 tal que para todos (t, x) e (t, y) € R valha

[ft, 2) = f(t, )| < Kllz—yl . (25.33)

Entao, pelo menos no intervalo fechado [ty — B, to + 5], onde

ol

B = min{a7 } ) (25.34)
o problema de valor inicial descrito pelas relagdes x(t) = f(t, x(t)) com x(tg) = xo apresenta uma solugao, a qual €
unica.

Uma condi¢do suficiente para que a condicdo de Lipschitz acima se cumpra € que Oy f(t, y) exista em todo R e ld

seja limitada, em cujo caso a constante de Lipschitz seria dada por k:= sup ||0yf(t, y)||. O
(t,y)eR

Antes de apresentarmos a demonstragao, gostariamos de notar que existem diversos outros teoremas que garantem
existéncia e unicidade de solugao de problemas de valor inicial como os discutidos acima com condigoes distintas, mas
eventualmente mais especificas, sobre a fungdo f. Para uma lista mais ampla de diversos teoremas sobre existéncia e/ou
unicidade de solugao para EDOs, vide [5]. Na Segao 12.3, pdgina 643, apresentamos exemplos de aplicagdo do Teorema
de Picard-Lindel6f e exemplos nos quais o mesmo nao se aplica, tendo por consequéncia a inexisténcia ou nao-unicidade
da solucgao.

Descrevamos agora a técnica a ser utilizada em nossa demonstragao. O primeiro passo consiste em convertermos a
equagao diferencial (25.29) em uma equagao integral, definindo-se para isso uma transformacio 7. Em seguida, sob as
hipéteses do teorema, mostraremos que existe uma certa poténcia da transformacao T, digamos T™, m > 1, tal que T™
é uma contragdo. Feito isso, utilizando o Teorema de Ponto Fixo de Banach em sua versdo generalizada (Proposigao
25.1, pagina 1312), concluiremos a existéncia e a unicidade do ponto fixo para a transformagao T', o qual serd justamente
a solugao de nosso problema. Faremos uso nessa demonstragao, de dois resultados prévios, que escrevemos sob a forma
de dois lemas. O primeiro deles, é a Proposigao 24.8, pagina 1258, que recordamos aqui.

Lema 25.1 Seja C([a, b], B) o espago das fungdes continuas definidas no compacto [a, b] C R assumindo valores no
espaco e Banach B. Entao, C([a, b], B) € um espago de Banach em relacao a métrica do supremo, definida por

deo(f, g) = sup |[f(t)—g(®)],

t€la, b]

para f, g € C([a, b], B). O

Isso segue do Corolério 24.2, pagina 1272. A demonstracao é também idéntica a da Proposicao 24.8, pagina 1258, e
nao precisa se repetida aqui. O segundo lema que utilizaremos é o seguinte.

Lema 25.2 Sejam [a, b] C R e para k > 0 fizo, seja CcC C’([a, b], B) o subespaco de C([a, b], B) formado pelas
fungées x : [a, b] = B tais que
|lz(t) — x| < &, Vt € [a, b] . (25.35)

Entdo, C é um subespaco fechado de C([a, b], B). O
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Prova. Tudo o que precisamos fazer é mostrar que qualquer sequéncia convergente (z,,) de elementos de C converge para
um z* que também estd em C' (se vocé nao entendeu a razio dessa afirmagao, confira a Proposicao 24.10 da pégina 1266,
ou, equivalentemente, a Proposigao 27.12, pagina 1379). De fato, como z,, € C para todo n € IN, temos

l|lzn(t) — 0| < &, Vit € la, b] .
J& que essa expressao nao depende de ¢, podemos escrever

doo(Tn, To) = stu?Hacn(t)—xOH < K. (25.36)
€

Por outro lado, como por hipétese a sequéncia (z,,) converge para z*, entdo, dado £ > 0, existe N. > 0 tal que para todo
n > N, vale:
doo (:cn, :c*) < g. (25.37)

Vamos agora utilizar a desigualdade triangular:
doo (:c*, :co) < deo (:E*, :L'n) + doo (:L'n, :L'o) < e+=k, (25.38)

onde, na tltima desigualdade, fizemos uso das relagdes (25.36) e (25.37). Uma vez que (25.38) é verdadeira para qualquer
€ > 0, concluimos entao que

[|lz*(t) — 2o < s[upb]Hac*(t)—acOH = doo(z*,20) < K, vt € [a, D],
te|a,

mostrando que z* também pertence a C. |

Prova do Teorema 25.4. Seja J o intervalo [tg — 8, to + 8] C R e considere o espago C(J, B) das fungdes continuas em
J assumindo valores em B, dotado com a métrica do supremo. Considere ainda o subespaco Cc C(J, B) formado pelo
conjunto das fungdes x(t) tais que

lz(t) — a0l < B, VteJ. (25.39)
Pelo Lema 25.1, sabemos que C(J, B) é um espaco de Banach. Por outro lado, do Lema 25.2 vemos que o subespago
C é fechado em C(J, B). Logo, da Proposicao 24.10 da pdgina 1266 (ou equivalentemente, da Proposigdo 27.12, pagina
1379), concluimos imediatamente que C também é um espaco métrico completo. Essa é uma conclusao importante da
qual faremos uso adiante.

Definamos agora uma transformacao 7' pela seguinte relacao:

(Tz)(t) = w0+ / (7, (7)) dr . (25.40)

to

Vamos mostrar que 7' é uma aplicagao que leva C em 5, ou seja, 1" : C — C. De fato, para 7 € J e x(7) € 5, €como
¢ < b, concluimos de (25.31) que (7, (7)) € R. Logo a curva J > 7+ (7, z(7)) € R x B é continua e estd inteiramente
contida na regidao R, onde f é continua por hipdtese. Assim, J > 7 — f(T, :U(T)) € B é continua e a sua integral estard
bem definida. Concluimos dai que T" pode ser aplicada a funcgoes de C. Agora vamos mostrar que Tz é novamente um
elemento em C.

Utilizando a relagao (25.32) de limitagdo da func¢do f no retangulo R, tem-se para = € C ,

t
S /
to

provando que Tz dista de 9 menos que ¢3, uma das condigoes definidores do conjunto C. Resta-nos provar que Tz é
continua caso x € C'. Para tal, ja vimos que para z € C fixo, J > 7 — f(T, :U(T)) € B é igualmente continua e, portanto,
limitada, ou seja, existe N, > 0 tal que ||f(7', :c(T)) || < N, para todo 7 € J. Logo, parat, t' € J, com t’ >t

o)~ anll = | [ 6. a(r)) dr

f(r I(T))HdT < cft—to| < B,

|ra)@) - )| = | / " 1, atr) ar| < / 6wt ar < Nt -l
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Como o lado direito vai a zero para t — t' provou-se que (Tx)(t) é continua como fungéo de t € J. Assim, Tz € C se
zeC.

Chegamos agora ao ponto crucial de nossa demonstragao. Observe que se z(t) € C satisfaz o nosso problema de valor
inicial (relagoes (25.29) e (25.30)), entdo certamente z(t) pode ser escrita como

t
xz(t) = (Tx)(t) = xo +/ f(T, :c(T)) dr . (25.41)
to
Para tal, procedemos como no tratamento da equagao integral de Volterra, pagina 1320, assumindo que a funcao f
seja Lipschitz-continua em relacao & segunda varidvel, ou seja, que valha a condigao descrita em (25.33). Parat € J, e
h,leC,
t
o - @) = [ (£ b)) - £ 1) ) dr
to
donde segue que (assumimos sem perda de generalidade que t > tg)

[m@ -] < [ ww) - 16 1) ar

to

(25.33) t
< k/ 1h(r) — 1(r)|| dr
to

< k|t —to Sug”h(’r)fl(T)H = k|t —to| doo(h, 1) .
TE

Vamos agora provar por indugao que para todo n € IN tem-se

[t — to]™

- doo(h 1), VEET. (25.42)

|@ @ - @nm| < »

Como ja vimos que isso é verdade para n = 1, assumamos que essa relacao é valida para um certo n genérico. Entao,

t
|y - ()| < / £ (@ m)() - £(7, (T"z)(T))‘ dr
to
t
< / K| () (7) = (1) ()| dr
to
t _ n
< k (/ o T = Tl dT> doo (B, 1)
to n!
_ n+1
_ pnlt =™ deo (R, 1)
(n+1)!
o que prova (25.42) para todo n € IN e todo ¢ € J, por indugdo. Assim, temos também que
n
doo (T”h, T"l) < (kﬁ') doo(h, 1), VnelN. (25.43)

n

Note-se agora que, para quaisquer k e [ fixos, existe n grande o suficiente tal que [kf !]n < 1. Assim, para um tal

n, T™ serd uma contragao do espago completo C e si mesmo. Nessas condigoes, podemos certamente evocar a versao
generalizada do Teorema de Ponto Fixo de Banach fornecida pela Proposigao 25.1, pdgina 1312, garantindo a existéncia
e a unicidade de z(t) € C, satisfazendo (25.41). Mas isso implica justamente a existéncia e unicidade de solu¢do em
C(J, B) do problema de valor inicial considerado, demonstrando o Teorema 25.4. |

No Capitulo 12, especialmente na Secao 12.3.1, pagina 644 e seguintes, sao discutidos exemplos de equacoes diferenciais
ordinarias que violam as condigoes do Teorema de Picard-Lindelof.
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25.2.4.2 Generalizando o Teorema de Picard-Lindelof. Solugoes Globais

Nesta subsecao demonstraremos um teorema que fornece condigoes suficientes para a existéncia de solugoes globais de
problemas de valor inicial. O primeiro teorema abaixo é um resultado preparatério que estende o Teorema de Picard-
Lindel6f, Teorema 25.4, pagina 1325.

Em toda esta segdo, B denota um espago de Banach com norma | - || e, para a > 0 e ¢ty € R, denotamos por
Fa,to C R x B a faixa de largura a centrada em ¢y definida por

Fa,tg = {(t, YERXB: |t—to < a, yEBarbitrério}.

Teorema 25.5 Suponhamos que para um certo a > 0 e para to € R tenhamos uma funcao f : Fq ¢+, — B que seja
continua. Suponhamos também que [ seja Lipschitz-continua em relagao o sequnda varidvel, ou seja, existe uma constante
ka (denominada constante de Lipschitz) tal que para todos (t, y), (t, v) € Fa 1, vale || f(t, y) — f(t, v)|| < kally — v]|.
Entdo, para qualquer xo € B, o problema de valor inicial (t) = f(t, x(t)) com x(tg) = xo apresenta uma solugdo inica
vdlida para todo t € [to — a, to + a).

Uma condicdo suficiente para que a condi¢do de Lipschitz acima se cumpra € que Oy f(t, y) exista em todo ponto de

Fa,t, € ld seja limitada, em cujo caso a constante de Lipschitz pode ser escolhida como k, :=  sup Hayf(t, y)H O
(tay)ega,to

O leitor deve notar que esse teorema difere do Teorema de Picard-Lindel6f primeiro na hipdtese de que f seja Lipschitz-
continua em uma faixa infinita J, 4, de largura 2a centrada no instante inicial ¢y, e nao apenas em uma regido compacta
como o R do Teorema 25.4; segundo na conclusao, que afirma que a solugéo existe em todo intervalo [ty — a, to + a] e
nao em um intervalo eventualmente menor.

Prova. A demonstragao segue passos semelhantes aos da prova do Teorema de Picard-Lindel6f. Seja J o intervalo fechado
[to—a, to+a]. Considere o espago C(J, B) das fungdes continuas em J assumindo valores em B, dotado com a métrica do
supremo. Pelo Lema 25.1, sabemos que C(J, B) é um espaco de Banach. Como na prova do Teorema de Picard-Lindel6f,
definimos a transformacao ,
(Tz)(t) = xo —|—/ f(r, o(r)) dr . (25.44)
to
Vamos mostrar que 7' é uma aplicagdo que leva C(J, B) em C(J, B). De fato, para 7 € J e x € C(J, B) tem-se
obviamente que (7, (7)) € Fa,1,. Logo, a curva J 5 7+ (7, (7)) € R x B é continua e estd inteiramente contida na
regiao J,,+,, onde f é continua por hipétese. Assim, J 3> 7 — f(T, x(T)) € B é continua e a sua integral estard bem
definida. Concluimos daf que T pode ser aplicada a fungoes de C(J, B). Agora vamos mostrar que 7'z é novamente um
elemento em C(J, B) e para tal é preciso provar que Tz é continua caso x € C(J, B). Paraxz € C(J, B) fixo, vimos que
Jo3T1 f(T, :c(T)) € B é igualmente continua e, portanto, limitada, ou seja, existe N, > 0 tal que ||f(T, :c(T)) H < N,
para todo 7 € J. Logo, para t, t' € J, com t' >t

/t " w(e) dr

Como o lado direito vai a zero para t — t' provou-se que (T'z)(t) é continua como fungéo de t € J. Assim, Tz € C(J, B)
se x € C(J, B).

Para provar que T possui um ponto fixo tnico em C(J, B) segue-se os mesmos passos da demonstragido do Teorema
de Picard-Lindel6f que conduziram & (25.43), que no presente caso assume a forma

(aka)™
n!

(7)) — (Ta) (1) = | < /tt/ Hf(f, z(T))HdT < NJt' — ).

doo (T"h, T"1) < deo(h, 1), VneN. (25.45)

Note-se agora que, para quaisquer a e k, fixos, existe n grande o suficiente tal que % < 1. Assim, para um tal n,
T™ serd uma contracao do espaco completo C(J, B) e si mesmo. Nessas condigdes, podemos certamente evocar a versao
generalizada do Teorema de Ponto Fixo de Banach fornecida pela Proposicao 25.1, pagina 1312, garantindo a existéncia
e a unicidade de z(t) € C(J, B), satisfazendo (25.41). Mas isso implica justamente a existéncia e unicidade de solugao
em C(J, B) do problema de valor inicial considerado, demonstrando o Teorema 25.5. |

Chegamos finalmente ao
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Teorema 25.6 (Existéncia e unicidade de solugées globais) Seja f: R x B — B continua em todo R x B. Supo-
nhamos também que para todo a > 0, f seja Lipschitz-continua em relagdo a segunda varidvel na faiza Fq 1., ou seja,
para cada a > 0 existe uma constante k, (eventualmente dependente de a e denominada constante de Lipschitz) tal que
para todos (t, y), (t, v) € Fa,¢, vale || f(t, y) — f(t, v)|| < kally—vl|. Entdo, para qualquer xo € B, o problema de valor
inicial &(t) = f(t, z(t)) com x(ty) = xo apresenta uma solugio tinica vdlida para todo t € R.

Uma condicdo suficiente para que a condi¢do de Lipschitz acima se cumpra é que Oy f(t, y) exista em todo R x B
e seja limitada em cada faiza Fo +,, a > 0, em cujo caso as constantes de Lipschitz podem ser escolhidas como kg, :=

sup |0y f(t, y)l- 0
(t,y)€TFa, ty
Prova. A prova é imediata pelo Teorema 25.5. |

Sugerimos aqui os exercicios da pagina 649 e os comentarios que se lhes seguem.

25.2.4.3 Um Teorema de Comparacao de Solugoes de EDO’s

Nesta secao estabeleceremos um resultado fundamental para a analise da dependéncia de solugoes de EDQO’s para com
as condigoOes iniciais e para com os parametros que definem a equacao, duas questoes importantes em aplicagoes e
relacionadas ao estudo da estabilidade das solugoes de equagoes diferenciais. Esse resultado estd expresso no Teorema
25.7, abaixo, que permite comparar a evolugao de solugoes de equagoes diferenciais distintas, com condigoes iniciais
distintas. Apos seu enunciado e demonstragao faremos alguns comentérios relevantes.

Teorema 25.7 Seja B um espaco de Banach, fi1, fo: R X B — B duas funcdes e sejam y1, y2 : I — B solucdes dos
problemas de valor inicial

i) = fi(t z(0), z(ty) = =1,
i) = fo(t, z(t), z(ty) = 2,

respectivamente, vdlidas em um intervalo I que contém o ponto tg € R.

Seja R C R x B uma regiao fechada da forma
R = {(t,:c)EIRxB: t—to] < a, |z — ol gb}, (25.46)

para certos a > 0, b > 0 e zg € B, onde || - || representa a norma do espaco de Banach B. Vamos supor que R que
satisfaca as sequintes condigoes:

1. IClto—a, to+al.
2. (to, 1) € R e (to, z2) € R.
3. f1 e fa sdo continuas em R.
4. f1 € Lipschitz-continua em R com constante k1 > 0, ou seja, para todos (t, u) e (t, v) € R vale
Hf1(t, u) — f1(t, v)” < Killu—9] . (25.47)
5. Os grdficos de y1 e ya estdo ambos contidos em R, ou seja,
lpr@® —ol <5 e lya(t) —wof| < b
para todo t € I C [ty — a, to + a).

Entao, para todo t € I vale a desigualdade

1
[ () = 2O < llor — ol el 4 — 1 sup [|f2(t, @) — falt, x)H] (emlmrol 1) (25.48)
K1 | (t,z)eR
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Prova. Como vimos, podemos sob as hipdteses escrever, para t € I,
t t
yi(t) = fUlJr/ fi(r, (7)) dr e ya(t) = =’U2+/ f2(7, y2(7)) dr .
to t()
Disso segue que
t
yi(t) —yaelt) = x1— 22 +/ {fl(ﬂ yi(7)) — fa(T, 92(7))} dr
to
t

= m-m / t [71(7, 11(0) = Al ()] d”/

¢ ) [fl(T, y2(7)) — fa(r, yQ(T))}dT.
(25.49)

Na tltima igualdade acima fizemos uso da hipétese 5 do Teorema 25.7, de modo que f1(7, y2(7)) estd bem definido para
7 € I. Supondo, sem perda de generalidade, que ¢t > tg, temos pela condicao de Lipschitz para fi,

Definindo-se

/t {fl(ﬂ y1(1)) — f1(r, yz(T))}dT

to

g /tt Hf1 (ry 01(7)) = £ (1, y2(7—))HdT < K1 /tt y1(7) = ya(7)]| dr.

)

C = sup [[filt,z)— fo(t, 2)

(t,z)ER
tem-se .
‘/ [fl(ﬂ y2(7)) = fa(T, 92(7))} dr|| < C(t—to).

to

Definindo-se também D := ||x; — x2]|, segue de (25.49) que

t

[91(t) = y2(t)|| < D+ra / [91(7) =y ()| d + C (t — to) (25.50)
to

desigualdade essa que pode ser trivialmente escrita na forma

(Hyl(t) —u2(t)] + %) < (D + %) + K1 /t: (Hyl(T) — o (r)|| + %) dr . (25.51)

Nessa forma, vemos pelo Lema 25.3, pagina 1337, que podemos aplicar a desigualdade de Gronwall, expressao (25.A.2),

obtendo . )
<||y1(t) - yQ(t)H + —) < <D + _> e (t—to) :
K1 K1

ou seja

C

y1(t) — y2(t)|| < Derr(t7t0) 4 — (em(t—to) B 1) '

R1

O caso t < tg é andlogo. Isso completa a prova. .

Passemos a alguns comentérios sobre o Teorema 25.7.

e Comentario ao Teorema 25.7. Continuidade em relagao as condigoes iniciais

No caso em que f; = fa2, tem-se C' =0 e a desigualdade (25.48) reduz-se a
[y1(8) = y2(D)|| < ey — 2] ™70l (25.52)

Essa desigualdade informa-nos que em intervalos finitos de tempo, sob as condicoes do Teorema 25.7, as solucoes do
problema de valor inicial &(t) = f1(t, z(t)), z(tg) = x1 dependem continuamente da condigdo inicial x;. A desigualdade
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acima informa-nos também que variando-se as condigoes iniciais as solucoes da equagao diferencial acima pode no méximo
divergir exponencialmente para curtos intervalos de tempo.

e O expoente de Lyapunov

O chamado expoente de Lyapunov®” no ponto x; associado ao problema de valor inicial acima é definido por?®

ey = lim lim 1n<||y1(t)y2(t)||> 7

t—to r2—x1 |t — t0| Hxl — x2||
caso esses limites existam?9. De (25.52) vé-se que 0 < A\;; < k1. A nogdo de expoente de Lyapunov tem uma certa
relevancia no estudo equagoes diferenciais com comportamento “caético” (vide, por exemplo, [183] para uma introdugéo
a teoria dos sistemas dindmicos), por fornecer uma indicagao qualitativa de quao répida se déd a divergéncia das solugoes
para curtos intervalos de tempo por mudancas nas condicoes iniciais, pois permite-nos a aproximacgao

Hyl(t) — yg(t)H ~ |lo — $2||6)"”1|t_t0|

para |[t—to| pequeno e ||x1 —z2|| pequeno. Alguns autores caracterizam a presenga de caos no sistema definido pela equagao
diferencial que tratamos através da presenca de um expoente de Lyapunov positivo (ndo-nulo). Essa caracterizagao, ainda
que popular em certos circulos, nao é geral o suficiente e é substituida por outras caracteriza¢oes melhores, notadamente
em textos matemdticos (vide, por exemplo, [183]).

e Comentario ao Teorema 25.7. Continuidade por mudancas de parametros

No caso em que 1 = 3, tem-se D = 0 e a desigualdade (25.48) reduz-se a

()~ ]| < = | sup ||f1<t',x>—f2<tcx>u] (el 1) .
R

K1 | @, z)e

Essa desigualdade informa-nos que em intervalos finitos de tempo, as solugdes do problema de valor inicial @(t) =
fi(t, z(t)), z(to) = 1 dependem continuamente de deformagoes da fun¢do f1 (por exemplo, deformagdes por mudangas
dos parametros que definem a func¢do f1) que respeitem as condigdes do Teorema 25.7. Essas deformagoes podem,
inclusive, ser tais que fi seja levada a uma fungdo nao-Lipschitz-continua fo (note que no enunciado do Teorema 25.7
assumimos a continuidade de Lipschitz apenas para a fungao fi).

A continuidade em relacao a parametros também pode ser inferida do seguinte argumento elegante. Seja o problema
de valor inicial &(t) = fi(t, x(t), po), x(to) = 1, onde f1 depende de um pardmetro pg, como indicado. Como pgy é
constante, esse problema equivale ao sistema de equagoes diferenciais

Z(t) = fl (tv l‘(t), p(t)) )

p(t) = 0,

com condigoes iniciais x(tg) = z1, p(to) = po. A esse sistema aplicam-se também os teoremas anteriores sobre existéncia,
unicidade e continuidade em relacao a condigoes iniciais, o que nos permite inferir a continuidade desejada caso, adicio-
nalmente, fi(t, z, p) seja Lipschitz-continua na sua dependéncia com o parametro p em uma vizinhanca de py.

25.3 O Teorema da Funcao Implicita e o Teorema da Funcao
Inversa

O Teorema de Ponto Fixo de Banach pode ser utilizado para demonstrar dois teoremas importantes: o Teorema da Funcgao
Implicita e o Teorema da Funcdo Inversa. Esses teoremas sdo bem-conhecidos da Andlise em R™ e iremos apresenté-los

27 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918). O nome de Lyapunov é grafado de diversas outras formas: Liapunov, Liapounov,
Liapounoff etc.

280 leitor deve ser advertido do fato de haver outras definicdes de expoente de Lyapunov na literatura, nem todas totalmente equivalentes
a essa.

29Pode ser necessario substituir os limites por limsup’s e liminf’s.
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e demonstra-los aqui no contexto de espagos de Banach. Nesse contexto e em outros ainda mais gerais (como no caso
de espacos de Fréchet, caso sobre o qual ndo falaremos aqui) esses teoremas desempenham um papel relevante em &reas
tais como a teoria das equagoes diferenciais (ordindrias e parciais), na topologia diferencial, na geometria diferencial e
na teoria dos sistemas dindmicos, como no célebre Teorema KAM?3°. A importancia do Teorema da Funcdo Implicita
reside no fato de o mesmo garantir condi¢oes suficientes para a solubilidade de uma classe bastante geral de equagoes
funcionais.

Como veremos, a demonstracao do Teorema da Fungao Implicita faz também uso do Teorema do Valor Médio e da
nocao de derivada de Fréchet, ambas discutidas na Sec¢ao 31.2.2, pdgina 1463 (o Teorema do Valor Médio é o Teorema
31.1, pagina 1465). Familiaridade com aquela segdo é recomendada ao leitor. Para o estudante é também interessante
notar que a demonstragao do Teorema da Funcao Implicita que apresentaremos guarda forte semelhanca com as ideias
por tras do método de Newton, o qual discutimos paginas acima. Isso nao é por acaso, mas deixamos ao leitor como
exercicio de meditacao entender o por qué. Para uma discussao geral, com notas histéricas, sobre o Teorema da Funcgao
Implicita e suas aplicacdes, vide [231]3L.

25.3.1 O Teorema da Funcao Implicita

Para o enunciado e demonstracao do Teorema da Fungao Implicita abaixo faremos uso da nocao de derivada parcial de
funcoes entre espacos de Banach introduzida a pagina 1466 e seguintes e da notacgao correspondente.

Teorema 25.8 (Teorema da Funcgao Implicita em Espacos de Banach) Sejam X e Y espagos de Banach, A C X
e B C Y dois abertos e seja F : A x B — Y continua e diferencidvel com derivada continua (ou seja, de classe Cl).
Suponhamos ainda que existam xog € A e yo € B tais que F(xo, yo) = 0 e que a aplicagao linear DoF (xo, yo) =
F'(zo, yo)Ay : Y = Y seja inversivel. Entao, existem abertos Ay C A e By C B contendo xq e yo, respectivamente, e
uma fungao continua f : Ay — By satisfazendo f(xg) = yo e F(ac, f(ac)) = 0 para todo © € Ayg. Para cada © € Ag o
ponto f(x) € By € o unico que satisfaz F(x, y) = 0. A fungdo f € continua e diferencidvel com derivada continua, sendo

@) = ~[DaF(e, J@)] DiF(a. f(2). (25.53)

d

Prova. Para simplificar a notagado denotemos o operador linear Dy F(zg, yo) : Y — Y por L. A ideia da prova é usar o
Teorema do Ponto Fixo de Banach para mostrar que para cada x suficientemente préximo de xy a aplicacao T, : B — Y
dada por Ty (y) = T(z, y) ==y — L~ F(z, y) tem um ponto fixo nico (que denotaremos por f(z)) em uma vizinhanga
suficientemente pequena de yo. Assim f(z) = T, (f(x)), ou seja, L_lF(ac, f(x)) = 0, o que implica F(ac, f(x)) = 0.
Para provar os fatos delineados acima, provaremos que existe um aberto B; C B que contém yg e que é levado em si
mesmo por T, desde que = esteja préximo o suficiente de zg. Em seguida provaremos que T, é uma contracao quando
restrito ao fecho de By. O Teorema do Ponto Fixo de Banach garante, entdo, a existéncia e unicidade do ponto fixo. As
demais afirmagoes do enunciado (continuidade e diferenciabilidade de f) seguem de certas estimativas que encontraremos
no caminho.

Para x fixo em A, a derivada de T,(y) em relacdo a y é a derivada parcial
DT (x, y) = 1y — L™ *DyF(z, y) . (25.54)
Trata-se de um operador linear e limitado de Y em Y. Analogamente,
DiT(x, y) = L™'DiF(z, y). (25.55)

Trata-se de um operador linear e limitado de X em Y.

Tomemos 0 < ¢ < 1 fixo. O fato que DoF (0, yo) = L implica que 1y — L='DyF(z, y) anula-se no ponto (xo, 4o)-
Assim, a continuidade de D2F(z, y) como fungdo de x e y garante que existe e; > 0 tal que se ||z — zg|lx < €1 e
lly — yolly < €1 entao

[ty — L7 D2 F(a, y)|| < q- (25.56)

30 Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987); Vladimir Igorevich Arnol’d (1937-2010); Jiirgen Moser (1928-1999).
31 Agradecemos a D. A. Cortez por essa referéncia.
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Como veremos logo abaixo, é importante sabermos estimar a norma de diferengas como T'(z, y) — T'(z/, y’). Com

uso do Teorema 31.1, pagina 1465, podemos escrever3?

T(e, y)~T(z, y) = (/01 (7@, y) + (1= 7)) dr) (”” B f”) .

y—y
Usando a representacgao (31.18) e escrevendo

TI(Ia y) = DlT(x7 y) HX+D2T($5 y) H'd ’

/01 DiT (r(@, y) + (1= 1)@, y')) Tx dT> (‘Z B Z)
/O1 DQT(T(I, )+ (1—7)(, y')) Iy dr) (f/ B j)

/01 D1T<T(IE, y)+ (1 —7)(2, y’)) dr) (@ — ')

ficamos com

T(SC, y) - T(l‘/, y/) =

1
([ e (st 4 -0 ) ar) =)

0

Assim,
|T(x, y) =T, )| < nlle—2llx+y2lly =¥y
onde
o= swp [DT(ra )+ -6 )| d=12.
T€[0,1]

Observe-se que se tivermos z, =’ € A; ey, 3y € By, onde
A = {x” € X| ||=” —IOHX < 61} e B, = {y” eYl ||y _yOHy < 61} ,

poderemos estimar

Y1 = sup DlT(T(% y) + (1 —7)(2, y'))H
T€[0,1]
= sw [0 (vt + (1= )|
T€[0,1]
< s i@ )| =8,
1//€A17y//€B_1
e
Yo o= sup DzT(T(fc, y)+(1—7)(x',y’))H
T€[0,1]
< sup HDzT(x”, y") ‘

z" €Ay, y'€B1

< sup H]].lj — L7'DyF (2", ") ’
27//€A1, y”GB_l
(25.56)
< q.

(25.57)

(25.58)

(25.59)

32Para sermos estritos quanto & notagio, deverfamos escrever a combinagio linear convexa que surge no argumento de 7’ em (25.57) na

7
forma de vetores-coluna: T(Z) +(1-7) (;”,) Renunciamos a esse preciosismo, porém.
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Podemos escolher um nimero e; > 0 satisfazendo simultaneamente €3 < €1 e fea < (1 — g)er (se § > 1 a segunda
condigao implica a primeira) e definir

Ay = {z" € X| [|a" — x|, < €2} -

E evidente que Ay C A; e que as estimativas v; < 3 e 72 < ¢ permanecem validas se tivermos z, 2’ € Ay ey, 3 € By.

Isto posto, tomemos = € As, y € By e consideremos a diferenca T, (y) — yo = T(x, y) — yo. Como T'(xg, yo) = Yo
(pois F(zg, yo) = 0), temos que Ty (y) —yo = T'(z, y) — T(x0, yo). Por (25.58), teremos

| Te(y) —wol| = [|T(z, y) = T(xo, wo)|| < mllz—aollx +12lly —wolly < Bex+qer < e, (25.60)

a tltima desigualdade devendo-se a fez < (1 — q)e1. A expressdo (25.60) ensina-nos que se x € Ay entdao T, é uma
aplicacao de By em si mesmo.

Também para z € Ay e y, 3y € B teremos

(25.58 (25.59)
1T:(y) - To@)|| = |, v) =T, ¢)]| < wlyv-vI < qay=¥I,

provando que T, é uma contracdo. Como B; é um espaco métrico completo, podemos agora evocar o Teorema de Ponto
Fixo de Banach e assim estabelecer que para cada z € Ay a aplicacio T}, : B; — B; tem um tnico ponto fixo em By, que
denotaremos por f(z). A equagdo de ponto fixo f(z) = T, (f(:n)) significa F(:c, f(:c)) = 0, como comentamos no inicio
da demonstragao.

Para z, 2’ € A; e pela equagao de ponto fixo tem-se f(z)—f(2') = Tp(f(z)) = Tw (f(2)) =T (z, f(x))-T (', f(z'))
e, novamente por (25.58) com 11 < 8, v2 < ¢, segue que

£ (@) - £y < Bla —a/llx+4]| (@) - £,

ou seja, ||f(:c) — f(:n’)Hy < B(1 —q)7 |z — 2'||x, o que implica que f é continua em As.
Pela unicidade, tem-se também que f(zo) = yo.

A diferenciabilidade de f pode ser estabelecida, sob as hipdteses dadas, escrevendo-se
fa+h) = f(@) = S(z, h)+T(w, h) + DiT(w, f(2)) h+ DaT(x, f(x) (fl+h)— f(2)), (25.61)

onde,

S(z, h) = [T(:Hh, flz+h)) = T(z, f(x+h)) — DiT(z, f(z+h)) h]

+[T(@, fl@+n) =Tz, [(@) = DoT(z, f(2)) (Fl@+h) = f(2))]

T(x, h) = (DlT(x, f(z+h)) — DT (z, f(x))) h.

E. 25.22 FEzercicio. Verifique a validade da expressdo (25.61) observando que os termos do lado direito simplesmente se cancelam,
produzindo o lado esquerdo. "

Disso obtem-se que

-1

fla+h)— 1) = [ty — DoT(e, f@)] (8. m)+ T 1) + [ty ~ DoT (e, f(a)] DAT (. F(@))

o que, por (25.54) e (25.55), simplifica-se para

fla+ )~ f() + [DaF (e, f@)] DiF(e f@)h = [L7DoF (e, f@)] (G 0+ T, b)) |
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E. 25.23 FEuzercicio. Verifique! "

-1
Observe-se, de passagem, que da continuidade de DoF(z, y), da hipdtese que |:D2F (, y)} existe no ponto

(0, yo) e do fato de f ser continuo com f(zg) = yo, segue que DQF(x, f(:c)) é igualmente inversivel em uma vizinhanca
suficientemente pequena de zg, pois o conjunto de elementos inversiveis em uma algebra de Banach com unidade (como
a algebra dos operadores lineares limitados de Y em Y, da qual Do F (Jc, f (x)) faz parte) é aberto (Corolério 39.6, pagina
2067). Isso justifica a expressdo acima.

Da hipdtese que F' (e, portanto, T') seja diferencidvel em relacdo a seus dois argumentos segue que

Jim Thllx [T(:c +h, flx+h)) =T (z, f(x+h)) —DiT(z, f(z+h)) h} =0
e que
Lim Tl [T(:c, fl@+h) =T(x, f(@)) = DT (x, f(2)) (flz+h) - f(:v))] =0.
Portanto,
lim LS(Jc h) =0
=0 [[Bf[x '

Da continuidade de f e da hip6tese que D1T(x, y) é continua, segue também que

h
[172]lx

=T, h) = lim (DlT(m, flz+h)) - DiT(, f(m))) = 0.

Provamos, assim, que

(f(:c +h) — f(z) + [DQF(IC, f(x))} _1D1F(:c, f(z)) h) =0,

Iim ——
AT

o que prova que f é diferencidvel e que (25.53) é verdadeira. |

¢ Exemplos e contraexemplos

E. 25.24 Egercicio. Seja a fun¢io F(z, y) = #? +y com z, y € R. No ponto (xo, yo) = (0, 0) a fun¢do F se anula. Verifique
que as condicdes do Teorema da Fungdo Implicita s3o satisfeitas nesse caso e que f(z) = —x? satisfaz f(20) = yo e F(z, f(z)) =0
em todo R. Cheque a validade de (25.53). *

Os exercicios a seguir exibem algumas situacoes patolégicas.

E. 25.25 FEzercicio-ezemplo. Esse exercicio mostra uma situagdo na qual n3o existe nenhuma fun¢io f satisfazendo f(z0) = yo

e F(z, f(z)) = 0. Seja a fun¢do F(z, y) = z° +y° com z, y € R. No ponto (zo, yo) = (0, 0) a fungdo F' se anula, mas ndo
existe nenhuma f tal que f(zo) = yo e F(m, f(m)) = 0 em uma vizinhang¢a de o, pois (0, 0) é o lnico zero de F'. Quais hipSteses do
Teorema da Fung3o Implicita falham nesse caso? ok

E. 25.26 FErzercicio-exemplo. Esse exercicio mostra uma situacdo na qual existe mais de uma fungdo f satisfazendo f(zo) = yo e
F(z, f(x)) = 0. Seja F definida por F(z, y) = 2° —y* com z, y € R. No ponto (zo, yo) = (0, 0) a fungdo F se anula e fi(z) = +z
satisfazem fi(wo) = yo e F(z, f+(z)) = 0. Quais hipSteses do Teorema da Fungio Implicita falham nesse caso? A relagdo (25.53)
vale para ambas as func¢des f17? o+

E. 25.27 Ezercicio-exemplo. Seja a fungdo F(x, y) = ° 4+ y® com z, y € R. No ponto (o, ¥o) = (0, 0) a fungio F se anula e

f(z) = —2*3 satisfaz f(z0) =yo e F(z, f(z)) = 0 em R. No entanto, f ndo é diferencidvel em (zo, yo). Note, porém, que Dy F n3o
é inversivel em (2o, yo). Isso mostra que as condigdes do Teorema da Fungdo Implicita sdo condi¢Bes suficientes mas ndo necessérias
para a existéncia de solugdo continua. Cheque também a validade de (25.53). o+
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E. 25.28 Ezercicio-ezemplo. Seja a funcdo F(z, y) = z* +4® com =, y € R. No ponto (zo, yo) = (0, 0) a funcdo F se anula e

f(z) = —x*/? satisfaz f(xo) =yo e F(z, f(z)) = 0. f é continua com derivada continua. D> F, porém, n3o é inversivel em (2o, yo).
Isso mostra que as condigdes do Teorema da Fun¢do Implicita sdo condi¢des suficientes mas ndo necessdrias para a existéncia de solugdo
continua e diferencidvel. Cheque também a validade de (25.53). *

25.3.2 O Teorema da Funcao Inversa

Uma das consequéncias diretas do Teorema da Fungao Implicita é um teorema que garante condigoes suficientes para
que uma fungao entre espagos de Banach seja localmente inversivel. Esse é o importante Teorema da Funcao Inversa.
Faremos uso do mesmo, por exemplo, no Capitulo 33, pagina 1604.

Teorema 25.9 (Teorema da Funcgao Inversa) Sejam X e Y dois espacos de Banach e A C X um aberto onde
encontra-se definida uma funcao g : A — Y. Seja xg € A e seja g(xg) = yo. Vamos supor que g seja continua e
diferencidvel com derivada continua em A, de forma que a aplicagao linear ¢g'(xo) : X — Y tenha inversa limitada.
Entao, existem um aberto B € Y contendo yo e uma fungdo h : B — X, continua e diferencidvel, tal que h(yg) = xg e

g(h(y)) =y para todo y € B. Vale também h'(y) = [g'(h(y))} . O

Prova. Defina~se F': Y x A — Y por F(y, x) = g(x) —y. Teremos D1F(y, ) = —1y e D2F(y, ) = ¢'(x). Assim, F
é diferencidvel com derivada continua. Verifica-se que F'(yo, xo) = 0 e, por hip6tese, DaF (yo, xo) = ¢'(x0) tem inversa
limitada. Portanto, vale para F' o Teorema da Funcao Implicita, que nos garante a existéncia de um aberto B € Y
contendo yo e uma funcdo h : B — X tal que h(yg) = z¢ e tal que para todo y € B vale F(y, h(y)) = 0. Essa tultima
expressao significa que g(h(y)) —y =0, que é o que querfamos provar. h é continua e diferencidvel e, por (25.53), vale

W(y) = [9’(h(y))}71- ]
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Apéndices

25.A O Lema de Gronwall

O Lema de Gronwall??, que apresentamos abaixo, é de demonstracio muito simples mas possui vérias aplicacoes na teoria
das equagoes diferenciais ordinarias ou parciais. Usamo-lo, por exemplo, na demonstragao do Teorema 25.7, pagina 1329,
teorema esse que, sob hipdteses, estabelece a continuidade de solugoes de equagoes diferenciais ordinédrias em relagao a
mudangas nas condigoes iniciais e a deformagoes de parametros.

Lema 25.3 (Lema de Gronwall, ou Desigualdade de Grénwall) Seja u : [tg, T] — [0, 00), uma fungdo continua
e nao-negativa definida em algum intervalo [tg, T|, T > to, e suponha que existam duas constantes o > 0 e § > 0 tais
que valha

¢
u(t) < a+ﬂ/ u(T) dr (25.A.1)
to
para todo t € [ty, T]. Entdo,
u(t) < aePlt=to) (25.A.2)
para todo t € [to, T). 0

A desigualdade (25.A.2) é denominada desigualdade de Gréonwall. Note que (25.A.2) implica que u é identicamente
nula, caso & = 0. Para generalizagoes do Lema de Gronwall, vide [280].
Prova. No caso § = 0 as desigualdades (25.A.1) e (25.A.2) equivalem e ndo ha o que se demonstrar, Assumamos entao
B > 0. A fungdo v(t) = ftto u(t)dr é continua e diferencidvel e Lv(t) = u(t). Assim, a relacdo (25.A.1) afirma-
nos que 2v(t) — Bu(t) < a. Multiplicando essa expressao por e #(¢=%) ficamos com 4 (e=A(t=t0ly(t)) < ae Alt=to),
Integrando ambos os lados dessa desigualdade entre to e t (sendo tg < t < T) e usando que v(ty) = 0, obtem-se
e Blt=to)y(t) < 3 (1 — e=Alt=to)) Multiplicando ambos os lados por e*#(t=%0) obtem-se

o(t) < %(eﬂ(t_t") - 1) . (25.A.3)
A expressao (25.A.1) afirma que u(t) < o+ Bo(t). Com a desigualdade (25.A.3), segue disso que u(t) < ae?=*) como
queriamos provar. |

33Thomas Hakon Gronwall (1877-1932).



