Capitulo 38
Nocoes Basicas Sobre Espacos de Hilbert
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M espago vetorial H sobre o corpo dos complexos e dotado de um produto escalar u, v € H — (u, v) € C é dito
ser um espaco de Hilbert' se for completo em relacio & métrica d definida por esse produto escalar:

du, v) = Jlu—2v| = V{u—v, u—0), u, veH. (38.1)

Advertimos o estudante que dentre as propriedades definidoras de espagos de Hilbert destaca-se nao apenas a existéncia de
um produto escalar, mas também a propriedade de completeza, sem a qual muitas propriedades geométricas fundamentais
desses espagos nao seriam validas, como o Teorema do Melhor Aproximante e o Teorema da Decomposi¢do Ortogonal.
Vide adiante.

As nogoes de espagos de Banach e de Hilbert foram introduzidas na Segao 24.5, pagina 1272. Sobre a origem da nogao
abstrata de Espaco de Hilbert, vide nota historica a pagina 1273.

Espacos de Hilbert desempenham um papel fundamental em toda a Fisica Quantica®? e em vérias areas da Ma-
tematica. Historicamente sua importancia na Fisica Quantica foi apontada por diversos autores, mas foi especialmente
von Neumann® quem mais claramente destacou sua relevancia para a prépria interpretacio probabilistica daquelas teorias
fisicas*. Exemplos de espacos de Hilbert sdo os espacos de dimensédo finita C", o espaco ¢, das sequéncias de quadrado
somével, estudado na Secao 24.5.1, pagina 1274, e os espagos L?(M, du), das fungdes de quadrado integrdvel em relacao
a uma medida p definida em um espaco mensuravel M. Esses espacos foram estudados na Secao 31.4, pagina 1487.

Nas primeiras segoes deste capitulo estudamos aspectos topoldgicos e geométricos gerais de espacos de Hilbert, che-
gando & importante noc¢ao de conjunto ortonormal completo (ou base ortogonal completa). Na Secao 38.2.1, pdgina 1983,
somos apresentados ao importante Teorema da Representacao de Riesz, Teorema 38.3, pagina 1985, que afirma que todo
espaco de Hilbert pode ser identificado com seu dual topoldgico, ou seja, com o conjunto de seus funcionais lineares e
continuos. A Secdo 38.3, pdgina 2001, desenvolve algumas construgdes que podem ser realizadas com espacos de Hil-
bert, tais como somas diretas e produtos tensoriais, e apresenta a construgao do chamado espaco de Fock, também de
relevancia para a Fisica Quantica.

!David Hilbert (1862-1943).

2H4 um dito corrente (e anénimo) que afirma que a Mecanica Quantica é uma agraddvel pretexto para o estudo dos espagos de Hilbert...

3John von Neumann (1903-1957).

4Nota histérica. Dois dos trabalhos seminais de von Neumann a respeito sdo: J. von Neumann, “Uber die Grundlagen der Quantenme-
chanik”, Mathematische Annalen, 98, 1-30 (1927) e J. von Neumann, “Allgemeine Eigenwerttheorie Hermiteschen Funktionaloperatoren”,
Mathematische Annalen, 102, 49-131 (1929). Vide também o livro cldssico [293].
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Para a leitura deste capitulo uma certa familiaridade com a nocao de produto escalar e de norma é necessaria, assim
como é necessario conhecer a desigualdade de Cauchy-Schwarz. O conceito de produto escalar foi apresentado na Secao
3.1.3, pagina 229, e o conceito de norma foi introduzido na Secao 3.2, pagina 233. A desigualdade de Cauchy-Schwarz foi
demonstrada com toda generalidade (para formas sesquilineares positivas) no Teorema 3.1, pdgina 227, mas para facilitar
o leitor, apresentamos agora uma demonstracao mais simples e rapida, especifica para produtos escalares.

e A desigualdade de Cauchy-Schwarz revisitada

A importante desigualdade de Cauchy®-Schwarz® ¢é a afirmacdo que para quaisquer u, v € H tem-se
[(u, v)] < [l [Jo]l - (38.2)

Para prové-la, observemos em primeiro lugar que a desigualdade acima é trivialmente vélida nos casos em que (u, v) = 0,
ou em que ||ul| =0, ou em que ||v|| = 0. Consideremos, entdo, que (u, v) # 0, |lu|| # 0 e ||v|| # 0. Nesse caso, é evidente
que, para todo a € C vale, pela positividade da norma,

2

1
0 < ‘ iv - —u
loll = ull
Expandindo-se o lado direito, isso fica
1 1 2
0 < <iv — =, 2y —u> = o +1 - ———Re (a<u, v>) ) (38.3)
ol Ml Aol [l [l
ou seja,
2Re (a(u, v)) < (jaf® + 1) Jull o] (38.4)
Essa relagio vale para todo a € C. Se, em particular, escolhermos o = [(u, v)|/(u, v), teremos |a| = 1 e (38.4)

transforma-se na afirmagao que |(u, v)| < |lul| ||v||, como querfamos provar.

O lema a seguir indica uma condigao necesséaria e suficiente para que a igualdade seja véalida na desigualdade de
Cauchy-Schwarz (38.2). Essa condigao, ainda que simples, é relevante em algumas situagoes.

Lema 38.1 A igualdade |(u, v)| = ||ul| |[v]| € vdlida se e somente se existirem constantes A1, Az € C tais que \yu+Aav =
0, ou seja, se e somente se u e v forem vetores linearmente dependentes. O

Prova. Novamente podemos supor sem perda de generalidade que u e v sdo nao nulos. Se u = Av para algum X\ € C é

evidente que tem-se a igualdade |(u, v)‘ = |Ju|| ||v||. Para provar a reciproca, recordemos que (38.3) informa que
1P 2
Lol = laf* +1 - ———Re <a<u, v>) (38.5)
ol full [l [l

para qualquer o € C. Seja <u, v> = ‘<u, v> |e” a decomposicao polar do nimero complexo <u, v> e escolhamos o = e,
O lado direito de (38.5) ficard

2
2= Talor ¢ 0

Se supormos que |(u, v)| = [lul| [v|| a dltima expressdo anula-se e (38.5) informa que
¢ v——u = 0,
ol lul
ou seja, informa que u e v sao linearmente dependentes. |

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue também o seguinte resultado elementar, porém util:

lull = sup {[(v, W], v e, o] <1} (38.6)

5 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
6Herman Amandus Schwarz (1843-1921).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 38 1978/2584

Para provar isso, notemos primeiramente que essa igualdade é trivialmente vélida caso u = 0, pois ai ambos os lados
anulam-se. Consideremos u # 0. Por um lado,

foll = |( 5 )| < sup o w

Por outro lado, para v € H com |v]| < 1 tem-se por (38.2) que |(v, u)| < [Jul|, mostrando que sup{‘(v, w)|, v e

L vedt ol <1}

I, ||v]| = 1} < |lu||, completando a prova de (38.6).

38.1 Aspectos Topolégicos Basicos de Espacos de Hilbert

Por defini¢ao, um espago de Hilbert H é um espago métrico com a métrica dada em (38.1) e, portanto, existe uma
topologia métrica naturalmente definida em H. E a essa topologia a que normalmente nos referiremos quando falarmos
de convergéncia de sequéncias e de continuidade de fungoes em JH.

Assim, dizemos que uma sequéncia {z, }n,en de vetores de um espago de Hilbert H converge a um vetor x de H se
para todo € > 0 existir N(e) € IN tal que || — z;|| < € para todo @ > N(e). Em outras palavras, = lim,_,oc Z,, s€ €
somente se lim; o ||z — ;|| = 0.

O estudante deve ser advertido que ha outras topologias de interesse no estudo dos espagos de Hilbert, como a
topologia fraca induzida pelos produtos escalares. Nem todas essas topologias de interesse sao métricas. No estudo
introdutodrio que pretendemos nesse capitulo tais topologias nao serao consideradas.

e Conjuntos fechados em espacos de Hilbert

Como lidaremos muito frequentemente com o fecho de subconjuntos de um espago de Hilbert H e com propriedades
de conjuntos fechados de H vale a pena lembrar nesse contexto as seguintes caracterizagoes de tais conceitos, validas em
espagos métricos gerais (vide pagina 1378):

1. O fecho C' de um subconjunto C' de um espaco de Hilbert H coincide com o conjunto de todos os vetores de H que
sao pontos limite de sequéncias convergentes formada por elementos de C.

2. Um subconjunto F' de um espago de Hilbert J é fechado se toda sequéncia convergente formada por elementos de
F convergir em H a um vetor que também é elemento de F'.

e O fecho de um subespaco linear é também um subespacgo linear

Vamos ilustrar os conceitos acima mostrando um simples resultado do qual faremos uso adiante. Seja E um subespago
de um espaco de Hilbert . Vamos mostrar que seu fecho £ é também um subespaco de H. Para isso devemos mostrar
que se z, y € E, entdo qualquer vetor de H que seja da forma z = ax + By, com «, § € C, é também elemento de E.
Se xz ey € E, entdo existem duas sequéncias x; e y;, i € IN, de vetores de E tais que 2; — = e 3; — y. Como E é um
subespaco, todos os vetores z; = ax; + By; sdo também elementos de E. E facil, porém, mostrar que z; — z. De fato

lz — 2l = ||(afﬂ+5y)*(afﬂi+ﬂyi)” = Ha(xfxi)Jrﬂ(y—yi)H < af ||93*=’Uz||+|5|HZ/*yzH

Agora, por hipdtese, tanto ||z — ;|| quanto ||y — y;|| vAo a zero quando i — oo, mostrando que z; — z. Isso mostra,
entdo, que elementos como z sdo pontos limite de sequéncias de elementos de E (no caso {z;}ien) e, portanto, pertencem
também ao fecho de E que é, portanto, um subespaco de H.

Subespacos de dimensao finita de um espaco de Hilbert sao sempre fechados, como serd visto na Proposicao 38.6,
péagina 1989. Porém, chamamos a atencgao do leitor para o fato de que em espagos de Hilbert de dimensao infinita pode
haver subespagos (também de dimenséo infinita) que néo sdo fechados. Um exemplo instrutivo serd visto no Exercicio
E. 38.3, pagina 1983.

e Uma propriedade da norma

Se a e b sao dois vetores de um espago vetorial normado V' (como um espaco de Hilbert, por exemplo), entdo vale que

lla =l = lloll | < flall - (38.7)
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Para mostrar isso, notemos que a relagao |a — b|| < |la|| + ||b|| implica ||a|| > |la — b]| — ||b|]. Com a substituigao
b — a — b, tiramos também que |lal]| > ||b|| — |la — b||. As duas desigualdades dizem que ||a|| > ||la — b|| — ||b]| |, como
queriamos provar.

e Continuidade da norma e do produto escalar

De acordo com a defini¢ao de continuidade de fungdes entre espagos métricos (vide discussdo & pdgina 1448) uma
fungao f : H — C, de um espago de Hilbert H nos niimeros complexos é continua se para toda sequéncia convergente de
vetores {z;};en a sequéncia de ntmeros {f(x;)};en for também convergente e

lim f(x,) = f ( lim :cn)

n—oo n—oo
Um exemplo banal de uma tal fun¢do continua é a norma f(x) = ||z||. De fato, se z, — x, isso significa que
|@; — x| = 0. Logo, |f(x) — f(x:)| = |l|lz|| — [|=:]l|. Mas, pela desigualdade (38.7), tomando-se a = x — @; e b = —a;,
concluimos

|f(x)*f(=’ﬂi)| < lz —all,

como o lado direito vai a zero quando i — 0o, concluimos que

lim f(z,) = f(lim acn) = f(x), ou seja, lim x| = ‘
n—oo n—

n—oo n—oo

demonstrando a continuidade da norma.

H&4 um outro exemplo igualmente banal, mas importante. Seja ¢ € H um vetor fixo e seja a funcao f : H — C dada
por
f(x) = (o, x).
Que f é continua pode ser demonstrado com uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 3.1, pagina 227), que
diz que se x,, — x, entao

[F@) = F@)| = [(6@=a)| < lolllz - il
e o lado direito vai a zero quando i — oo, demonstrando a continuidade. Analogamente, fixando-se ¢ € H, a funcéo
f(z) = (z, ¢) é continua.
E. 38.1 Ezercicio. Sejam {z, € H, n € N} e {yn € H, n € IN} duas sequéncias de vetores em um espaco de Hilbert H que

convergem a vetores = e y de JH, respectivamente (ou seja, lim, o0 ||Zn — z|| = 0 € limp— 0 ||yn — y|| = 0). Mostre que

Im (xn, yn) = (z, y) . (38.8)

n— o0

Sugestdo. Mostre que podemos escrever

(Tns Yn) = (T, ¥) = (Tn =T, Yn) + (T, Yn —Y) -

Mostre também que se {z, € H, n € IN} é uma sequéncia convergente de vetores em 3, entdo existe uma constante M > 0 tal que
|lzn|] < M para todo n € IN. Use esses fatos, mais a desigualdade de Cauchy-Schwarz, para completar a prova. *

38.2 Aspectos Geométricos Basicos de Espacos de Hilbert

e Conjuntos convexos

Seja V' um espago vetorial (sobre os reais ou complexos). Uma combinagao linear de dois vetores z e y € V que seja
do tipo Az 4+ (1 — A)y com X € [0, 1] é dita ser uma combinagao linear conveza de z e y. Um conjunto A C V é dito ser
um conjunto convezo se para todo z, y € A e todo A € [0, 1] o vetor Az + (1 — \)y também for elemento de A.

Note-se que qualquer subespago de V' é também um conjunto convexo.

e O Teorema do Melhor Aproximante

O seguinte teorema ¢ de importancia fundamental na teoria dos espacos de Hilbert. O mesmo é um caso particu-
lar do Teorema 24.6, pagina 1289, valido para espacos normados uniformemente convexos, mas apresentamos abaixo
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uma demonstracao especifica para o caso de espagos de Hilbert, o que permite o uso simplificador da identidade do
paralelogramo.

Teorema 38.1 (Teorema do Melhor Aproximante) Seja A um subconjunto convexo e fechado de um espago de
Hilbert H. Entao, para todo x € H existe um vetor y € A tal que a distdncia ||x — y|| entre z e y € igual a minima
distancia possivel entre T e A, ou seja,

— = inf — 9.
lo =yl = inf flz =]
Fora isso, esse vetor y € o unico vetor em A com essa propriedade.

No caso particular em que © = 0, concluimos disso que existe um vetor y em A, dnico, cuja norma € a menor possivel
. J— /
dentre os elementos de A: ||y|| = infyca ||y O

Prova. A ideia da demonstragao é construir um vetor y com a propriedade mencionada a partir de uma sequéncia
de Cauchy de vetores de A, mostrar que essa sequéncia converge a um vetor de A, mostrar que esse vetor satisfaz a
propriedade de minima distancia mencionada e, por fim, mostrar sua unicidade.

Seja D > 0 definida como
D = inf ||z =9/ .
i o~y
Para cada n € IN seja y, € A um vetor com a propriedade que

1
HJC—ynH2 < D?* 4 —.
n

Notemos que tais vetores sempre existem. Se tal nao fosse o caso, ou seja, se para algum n, digamos ng, nao existisse
1

nenhum vetor ¢’ em A tal que Hac —y'H2 < D?>+ nio, isso significaria que para todo y’ € A valeria que Hx—y’”2 > D%+ el

Mas isso contraria a defini¢ao de D como o infimo de Hx — y'”, y € A.

Vamos agora provar que toda sequéncia y, como acima é uma sequéncia de Cauchy em J. Para tal, usaremos a
identidade do paralelogramo (vide péagina 236) e o fato de A ser convexo.

A identidade do paralelogramo diz que para todos a, b € H tem-se que
la+b% + fla = bl* = 2[|al® + 2[|b]|*. (38.9)
Adotemos, entao, a =z —y, e b = x — y,,. Teremos que

2
122 = (Wm + ya)||” + lym — vall® = 2l — yall® + 2l — yml® -

Isso pode ser reescrito (verifique) como

2
Yt Un

2

1t — ynll? = 2|xyn||2+2|xym||24HI

Usando agora o fato que ||z — y,||> < D? + % para todo n , ficamos com

2

1 1 +
ym — ynll? < 4D2+2(——|——) —4HI_M
no o m 2

Notemos agora também que y’";y” € A pois o lado esquerdo é uma combinacao linear convexa de elementos de A e A é

um conjunto convexo. Assim, pela definicdo de D,

2

Hx_w > D

2

Portanto, temos que
1 1
4 — ynll? < 4D* +2 (— +—) —4D% = 2 (—+—) .
n m
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O lado direito pode ser feito arbitrariamente pequeno, tomando-se m e n ambos grandes o suficiente. Ora, isso diz-nos
precisamente que {y, }nen é uma sequéncia de Cauchy.

Com essa informagao, e lembrando que H é um espago métrico completo, segue que y,, converge a um elemento y € H.
Na verdade podemos dizer também que y € A, pois fizemos a hip6tese que A é fechado (lembre-se da caracterizagao de
conjuntos fechados em espagos métricos da pagina 1378).

Uma vez encontrado esse y € A, vamos mostrar que ||z — y|| = D. De fato, para todo n vale que

1
lz =yl = [@=yn) = W= < lz=vall + 1y =gall < /D> +—+]ly—vall-

Tomando-se n — oo, e usando o fato que y,, converge a y, concluimos que ||z — y|| < D (verifique!). Por outro lado, é
evidente pela definigdo de D que || — y|| > D, pois y € A. Dali, segue que ||z — y|| = D, como querfamos provar.

Resta-nos demonstrar que esse y € o tunico elemento de A com essa propriedade. Para tal, vamos supor que haja
outro y’ € A com ||z — ¢’|| = D e usemos novamente a identidade do paralelogramo (38.9), mas agora com a =z — y e
b=z — 9. Teremos que

122 = (w+))* + ly = &/||° = 2lle -yl + 2|z — || = 4D?,

ou seja,
2
2 2 y+y
Iy = 4D*~ 2o~ () = 40> 4 o LY
Como %y’ € A, por ser uma combinagao linear convexa, segue que
1112
2
e, portanto,
2
ly = y'[I” < 0,
o que s6 é possivel se y = v/'. |

e Complementos ortogonais

Se E é um subconjunto de um espaco de Hilbert H, define-se seu complemento ortogonal E+ como o conjunto de
todos os vetores de H que sao ortogonais a todos os vetores de E:

E+ = {yef}{‘ (y, ) = Oparatodoer},

Temos a seguinte proposicao:

Proposigao 38.1 O complemento ortogonal E+ de um subconjunto E de 3 é wm subespaco linear fechado de J. O

Prova. Que E é um subespaco é ficil de se verificar pois se x, y € E*, entdo, para quaisquer «, 8 € C,

(az + By, z) = alz, 2)+ By, z) = 0

para todo z € F, o que mostra que ax + fy € E+. Que E+ é um conjunto fechado segue do seguinte argumento. Se z,,
é uma sequéncia de elementos de E+ que converge a um = € H, entdo, para todo z € E vale

(x, z) = <1im T, z> = lim (z,, 2) = 0, (38.10)

n—o0 n—o0

pois (x,, z) = 0 para todo n, j& que x,, € EL. Isso prova que z € E, que é assim, fechado. Na pentltima igualdade
em (38.10) usamos a continuidade do produto escalar. |

Faremos adiante uso do seguinte lema:
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Lema 38.2 Se A e B sdo dois conjuntos de um espaco de Hilbert 3 e A C B, entdo, B+ C A*. O

Prova. Por definicdo, se y € B+, y é ortogonal a todo elemento de B. Como A é subconjunto de B, y é também ortogonal
a todo elemento de A, ou seja, y € AL, |

E. 38.2 Egercicio elementar. Mostre que se I é um espaco de Hilbert entdo 3~ = {0} e {0} = H. Aqui, {0} denota o subespaco
composto apenas pelo vetor nulo. o,

e O Teorema da Decomposi¢cao Ortogonal

O Teorema do Melhor Aprozimante, que apresentamos acima, tem uma consequéncia importante. Como todo su-
bespago linear de um espago de Hilbert é convexo, segue que subespagos lineares fechados satisfazem as hipdteses do
teorema. Assim, se M é um subespaco linear fechado de um espaco de Hilbert H vale para todo = € H que existe um
y € M tnico tal que

z—yl = inf ||z -9 .
le—yll = inf e -y

Usaremos esse fato para demonstrar o seguinte teorema, de importancia central na teoria dos espagos de Hilbert:

Teorema 38.2 (Teorema da Decomposicao Ortogonal) Seja M um subespago linear fechado de um espago de Hil-
bert 7. Entdo, todo x € H pode ser escrito de maneira tinica na forma x =y + 2z, comy € M e z € M+. O vetor y é
tal que ||z — y|| = inf, o H:c - y’H, ou seja, € o melhor aproximante de x em M. a

Prova. Vamos escolher y como o elemento de M tal que ||z — y|| = inf,rem ||x - y'H, cuja existéncia foi garantida pelo
Teorema 38.1, pagina 1980. Se definirmos z := x — y, tudo que nos restaria fazer é provar que z € M+ e que tais y e z
sdo tnicos. Vamos provar primeiro que z € M+, o que equivale a provar que (z, 3') = 0 para todo y’ € M. Isso é feito
indiretamente, observando primeiro que, pela definicao de y, vale que

o —y|®> < |z —y— /|

para todo A € C e todo ¢y € M, ja que y + Ay’ € M, pois M é um subespaco. Essa tltima relacao diz, pela definicao de
z, que
2 2
117 <[]z = 2|

para todo A € C. Escrevendo o lado direito como <z -, 2=\ > e expandindo, teremos
2
120 < Jl2)2 = 2Re(A(z, o)) + NPl

ou seja,
2Re(Mz, ¥)) < A2l (38.11)

Agora, como todo nimero complexo, <z, y’> é da forma <z, y’> = |<z, y’>|em, para algum « real. Como (38.11) vale
para todo A € C, vale em particular para A da forma \ = te~**, onde escolhemos ¢ > 0. Inserindo esse A em (38.11), a
mesma fica )

2t|(z, y)| < 2|y,
ou seja,

t

(R

desigualdade esta que vale para todo ¢ > 0. Ora, isso sé é possivel se o lado esquerdo é nulo: }(z, y’>| = 0. Como y é
um elemento arbitrario de M, isso demonstra que z € M=+, como querfamos.

Demonstrar a unicidade da escolha de y e z é bem facil. Suponha que também possamos escrever x = y’ + 2z’ com
y € Me 2z € MLt Terfamos y + 2z = ¢ + 2/, ou seja, y — y = 2/ — z. Agora, o lado esquerdo é um elemento de M,
enquanto que o lado direito ¢ um elemento de M+ (por qué?). Porém, o tinico elemento que M e M+ podem ter em
comum ¢ o vetor nulo (por qué?), o que implica y =y’ e z = 2’ |
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e Fechos e complementos ortogonais

A proposicao a seguir contém uma afirmacgao importante que sera amplamente utilizada no que segue.

Proposicao 38.2 Seja E o fecho de um subespaco E de um espaco de Hilbert 5. Entdo, E = (EL)l. Em particular,
se E € um subespaco fechado de H, entdo E = (EL)l. O

Prova. Notemos primeiramente que F C (EJ-)L, pois (EJ-)J' é o conjunto de todos os vetores perpendiculares a cada
elemento de E+ e todo elemento de E tem essa propriedade. Como (EJ-)J' é um conjunto fechado (pela Proposigao 38.1,
pagina 1981), segue que E C (EJ-)J‘ pois, por definicdo, E é o menor fechado que contém FE.

Vamos agora provar a relacio oposta, ou seja, que E D (El) . Para isso vamos mostrar que todo elemento de (El)L
estd no fecho de E. Seja x € (EL)l. Como E é um subespaco linear fechado, a ele se aplica o Teorema de Decomposicao
Ortogonal e podemos afirmar que x pode ser escrito como z =y +zcomy € E e z € (E)l Se provarmos que z = 0,
teremos estabelecido que x =y € E, que é o que queremos. Para isso, notemos que

(z, 2) = (y, 2) + [I2]1* -
Como (y, z) =0 (pois y € E e z € (E)*), segue que ||z]|> = (z, 2). Queremos agora provar que esse produto escalar é
nulo, o que implica z = 0.

— — L
Como E C E segue pelo Lema 38.2, pagina 1982, que (E) C Et. Logo, z € E+. Como z € (EL)L7 segue
imediatamente que x e z sao perpendiculares, completando a prova. |

E. 38.3 Ezercicio. Seja o espago de Hilbert {2 das sequéncias de quadrado somavel (vide Se¢do 24.5.1, pagina 1274), e seja 0 C {2
o subconjunto definido em (24.34), pigina 1275, composto pelas sequéncias que possuam apenas um ndmero finito de componentes

ndo-nulas: 0 := {a = (a1, a2, as, ...), com a, € Ce a, =0, exceto para um conjunto finito de n’s}.

1. Mostre que 0 é um subespaco de {3 e que n3o é de dimens3o finita.
2. Mostre que 9 = {0}, o subespaco de £» composto apenas pelo vetor nulo.

3. Conclua do Exercicio E. 38.2, pagina 1982, que (DL)J‘ = /ls.

Logo, pela Proposicio 38.2, pagina 1983, temos que 0 = £2. Como ? é um subconjunto préprio de /2, vemos que ? n3o é um subespaco
fechado de /5. o

38.2.1 Funcionais Lineares e o Dual Topolégico de um Espaco de Hilbert

e Funcionais lineares

Um funcional linear [ definido em um espacgo de Hilbert 3 é uma fung¢ao cujo dominio é um subespago vetorial € de
H assumindo valores complexos, [ : € — C, e de tal forma que para todo x, y € € e todo «, S € C tem-se

laz+ By) = al(z) + Bl(y) .

e Funcionais lineares continuos

De grande importancia sao os funcionais lineares continuos definidos em H. Estes sao funcionais lineares com dominio
igual a K e tais que se {z;};cnv é uma sequéncia de vetores que converge a x € H, entdo vale

lim I(z,) = l(lim :cn) = I(z) .

n—oo n—oo

Se [ e I’ sdo funcionais lineares sobre H definimos para a, § € C um funcional linear al + I’ como sendo o funcional
linear que a cada x € H associa o nimero al(z)+ B’ (z). E elementar mostrar que o funcional al+ I’ é também continuo.
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O conjunto de todos os funcionais lineares continuos de um espaco de Hilbert 3 é também, portanto, um espago vetorial
que denotaremos por H*. O espago H* é denominado o dual topoldgico de H.

e Funcionais lineares limitados

Um funcional linear [ sobre um espago de Hilbert H é dito ser limitado se existir uma constante M > 0 tal que para
todo x € H vale
l(z)] < Mzl .

A seguinte proposigao mostra que os conceitos de funcional linear continuo e de funcional linear limitado sao idénticos.

Proposigao 38.3 Em um espaco de Hilbert H um funcional linear € continuo se e somente se for um funcional linear
limitado. O

Prova. Se [ é um funcional linear limitado e se {z;};cn é uma sequéncia de vetores que converge a x € H, entao
l(z) = l(z))| = [z — ;)] < M|z — ;]|

e o lado direito vai a zero quando j — oo, provando que [ é continuo.

Suponhamos reciprocamente que [ é um funcional linear continuo. Entdo, para um e > 0 fixo existe > 0 tal que
[I(v)| < € para todo vetor v com |[v]| < §. Seja v um vetor ndo-nulo qualquer de H. Entao,

I
[l

é tal que ||v|]| = 6. Logo, como [ é linear, vale que

] = ()] < <

€
)] < 5l

Assim,

provando que [ é limitado (podemos adotar M = €/9). |

Mencionamos que a Proposicao 38.3 pode ser generalizada: uma aplicagao linear entre dois espagos normados é
continua se e somente se for limitada (Proposicao 39.1, pdgina 2019).

38.2.1.1 O Teorema da Representacao de Riesz

Um exemplo de funcional linear continuo ¢é o seguinte. Seja ¢ € I um vetor fixado. Defina-se entao,
lo(z) == (¢, x), Ve e H .

E evidente que l4 é um funcional linear e que [y é continuo, pela continuidade do produto escalar (vide pagina 1979).

Esse exemplo nao foi colocado aqui apenas como ilustracao, pois demonstraremos agora que todo funcional linear
continuo em um espago de Hilbert é da forma I(x) = (¢, x) para algum ¢ de H. Esse resultado, conhecido como
Teorema da Representacio de Riesz, ou simplesmente como Lema de Riesz’, é um dos resultados fundamentais da
teoria dos espagos de Hilbert e do mesmo muitas consequéncias serao extraidas, especialmente na teoria de operadores
lineares em espacos de Hilbert. O Teorema da Representacdo de Riesz foi originalmente obtido em 1907 por Riesz®
e, independentemente, por Fréchet?. Vide [321] para as referéncias originais e para uma demonstracio distinta da que
apresentamos abaixo.

Vamos a seu enunciado e demonstragao.

"Essa nomenclatura é inadequada, por provocar confusdo com o nio menos importante Lema 39.23, pagina 2206, que também recebe o
nome de Lema de Riesz.

8TFrigyes Riesz (1880-1956).

9Maurice René Fréchet (1878-1973).
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Teorema 38.3 (Teorema da Representagao de Riesz) Sejal um funcional linear continuo em um espago de Hilbert
H. Entao, existe ¢ € H, unico, tal que
l(z) = (¢, x), Ve e H.

Prova. Seja [ um funcional linear continuo em um espago de Hilbert H. Seja N C H o ntcleo de [, ou seja, o conjunto
de todos os vetores de H que sao anulados por {:

N = {yeﬂﬂ ly) = 0}.

Vamos mostrar que N é um subespaco linear fechado de H. Que N é um subespago é elementar pois, se z, y € N, entao
oz + By) = al(z) + Bl(y) = a0+ S0 = 0. Que N é fechado pode ser visto pelo fato que podemos caracterizar N como
a imagem inversa do nimero 0 de C por I: N =17({0}). O conjunto {0}, constituido por um tnico ponto, é fechado
em C e fungdes continuas sdo tais que sua imagem inversa mapeia fechados em fechados (vide pagina 1447). Logo, N é
fechado.

E. 38.4 FEzxercicio. Mostre também que N é fechado, demonstrando que se x; é uma sequéncia de elementos de IV que converge a
x € H entdo, pela continuidade, vale [(z) = 0, provando que = € N. &

Caso N seja idéntico a H, isso significa que [(x) = 0 para todo = € H e o teorema estaria provado, adotando-se para
tal ¢ = 0.

Vamos supor que N # H. Como N é fechado, pelo Teorema da Decomposicao Ortogonal todo z € H é da forma
r=y+zcomy € Nezec Nt Como N # H, devem existir elementos nao-nulos em N+, doutra forma terfamos
x =1y € N para todo z € F(.10

Seja, entdo, zo um vetor nao-nulo de N+. E obvio que 1(z0) # 0. Para qualquer vetor u € H vale que I(zo)u — I(u)zo
é um elemento de N, pois

(10 = u)z0) = Uzo)l(w) = Hu)i(z0) = 0.
Assim, como I(z9)u — I(u)zg é um elemento de N e zp é um elemento de N+, ambos sdo ortogonais entre si, ou seja,
0 = <zo, I(z0)u — l(u)zo> .

Isso diz, porém, que
0 = I(20)(20, u) — I(u)lz0]* ,

ou seja,
l(ZO) l(ZO)
l(u) = (20, u) = 20, U
l[z0]? 12012
Definindo
I(20)
= 20
[[z0]12

fica provado que para todo u € H vale I(u) = (¢p, u), como desejdvamos estabelecer.

Por fim, para demonstrar que tal ¢ é tinico, suponhamos que exista um outro ¢’ tal que também valha I(u) = (¢, u),
para todo u € H. Teriamos, entdo, (¢, u) = (¢, u), ou seja, (¢ — ¢, u) = 0 para todo u € H. Como essa relagao vale
para todo u € H, vale também para u = ¢ — ¢'. Logo, 0 = (¢ — ¢, ¢ — ¢') = ||¢ — ¢'||? e, portanto, ¢ = ¢'. |

Incidentalmente, o Teorema da Representagao de Riesz diz-nos que, fora o caso em que [ é identicamente nulo, tem-se
sempre que N1 é um subespaco unidimensional de 3{, a saber, o subespaco gerado pelo vetor ¢.

10Fazemos notar ao estudante que é somente neste parigrafo, interessantemente, que a condicdo de continuidade de [ é usada, a saber,
através da afirmativa que N é fechado e que, portanto, N1 é formado por algo além do vetor nulo (caso I ndo seja identicamente zero).
Note-se também o uso importante que foi feito do Teorema da Decomposi¢cdo Ortogonal na demonstragao.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 38 1986/2584

38.2.2 Conjuntos Ortonormais Completos em Espacos de Hilbert

e Conjuntos ortonormais

Um conjunto E de vetores de um espago de Hilbert é dito ser um conjunto ortonormal se a norma de todos os seus
elementos for igual a 1 e se vetores distintos de E forem ortogonais entre si, ou seja, ||u|| = 1, Vu € E e {(u, v) =
0, Vu, v € E com u # v.

Vamos a alguns exemplos. No espaco de Hilbert LQ([O, 27], dx) o conjunto

{en(x) = \/12_7Tem’ neZ} (38.12)

é um conjunto ortonormal de vetores. No espago de Hilbert ¢5 das sequéncias de quadrado somével (vide Secao 24.5.1,
pégina 1274), as sequéncias e}, = d,, ,, formam um conjunto ortonormal de vetores. Podemos representa-las como

e = (0,...,0,1,0,...], n>1. (38.13)

No espago de Hilbert LQ([—l, 1], dac) um conjunto ortonormal é formado pelos polinémios de Legendre!! (normalizados):

{Qn(ac) = 2n2+1Pn(ac), ne]N} ,

pois, como é bem sabido!?, valem para os polinémios de Legendre P, (z), definidos por

O o [ R—

L d
Pn(:c) = an!dxn(x 71) B ;) Q"k'!(n—k')!(n—Qk)!x

as relacoes

1
/ P, ()P, (z) de = L(h m -
_1 2n+1 7

No espago de Hilbert L2(R, dz), de particular importancia para a Mecanica Quantica, ha varios conjuntos ortonormais
bem-conhecidos, como por exemplo

1 2
h = —H, —e/2 N
{ n(m) W TL(x)e b n e O} b
onde H,,, n € Ny, sdo os polinomios de Hermite'?
2 dh 2
Hn(x) = (_1)nea: @6 5

0s quais satisfazem
/ H,,(z) Hy,(z) e dy = 2" mIN/T G -

Para mais propriedades das fungbes mencionadas acima, vide Capitulo 16, pagina 810.

8%

I Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
12Definicdo e propriedades dos polinémios de Legendre sdo estudadas nas Segdes 15.1.2 e 16.2.1, paginas 750 e 822, respectivamente.
13Charles Hermite (1822-1901).
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No Apéndice 38.A, pagina 2013, exibiremos um exemplo instrutivo de um conjunto infinito contéavel de fungoes
ortonormais em um espaco de Hilbert separavel que nao forma, porém, uma base ortonormal completa: as fungces de
Rademacher. Nesse fato nao ha nada de especial: qualquer base ortonormal completa infinita tem um subconjunto
também infinito e ortonormal, e que ndo é completo (ex: tome-se as funcoes e, de (38.12) com n par). As fungoes de
Rademacher, porém, possuem um interesse especial devido a sua relevancia na teoria das aproximacoes de fungoes.

e O espacgo das fungoes almost-periédicas. Uma digressao

Ha espacos de Hilbert onde, em contraste com os exemplos acima, existem conjuntos ortonormais nao-contaveis de
vetores. Um exemplo importante é o espago AP(R), das fungoes ditas almost-peridédicas em R. Sem entrarmos em
detalhes (para um tratamento completo, vide e.g. [216] e [83]), sdo denominadas almost-periddicas as fungoes f: R — C
que podem ser escritas como limites uniformes de séries trigonométricas como

f&) = > fae™ teR, (38.14)

nez

onde f, s@o constantes e {w,, n € Z} é um subconjunto contavel arbitrario de R. As constantes w,, sdo denominadas
frequéncias de f e as constantes f, sao denominadas amplitudes. Um caso particular importante é aquele no qual as
frequéncias w, sao da forma w, = nw, para algum w > 0, denominado frequéncia fundamental. Como o estudante
facilmente reconhece, fungoes como

f&) = D fae™, teR,

nez

sdo periédicas de perfodo 27/w e a série do lado direito é a série de Fourier'? de f. Se a série do lado direito converge
uniformemente, f é continua (justifique!). Assim, AP(R) contém as fungdes continuas e periédicas. O conjunto AP(R)
contém também funcgoes nao-periddicas. Por exemplo, fungées como

f(t) = 2cos(wit) +2cos(wat) = ™1t et 4 giwat 4 it w1 >0ewy >0, (38.15)

s@o elementos de AP(R), mas sdo periddicas se e somente se a razdo ws/w; for um nimero racional. Se wy/w; for
racional da forma ws/w; = p/q com p e ¢ inteiros e primos entre si, entdo a f dada acima é periédica de periodo
T = 27mp/wy = 27q/ws.

E. 38.5 Ezercicio. Justifique todas as afirmag¢des acima. Em particular, prove que a fun¢do f de (38.15) ndo é periddica se wa/w
for irracional. o+

Um exemplo de uma fungido de AP(RR) que ndo é periddica é
f(t) = 2cos(V2t) 4+ 2cos(t) = eIVl 4 giVE | it 4 it

que nao é periédica, pois v2 & Q.

Fungdes como a f de (38.15) ndo sdo periddicas se wa/wq for irracional. Como, porém, todo nimero irracional pode

ser aproximado por sequéncias de nimeros racionais, uma tal f possui periodos aproximados (mas nao exatos!). Essa é

a origem da denominacdo de tais funcdes como almost-periédicas'®.

Foi demonstrado por H. Bohr (vide nota histérica, abaixo) que o conjunto AP(R) gera um espago de Hilbert com
produto escalar dado por

R Y e
U g)ap = Jim 5z [ F@laa)da (38.16)
E um exercicio facil mostrar que o conjunto de fungoes
{ea(z) = €, a€R} C AP(R) (38.17)

é um conjunto ortonormal em relagéo ao produto escalar (38.16). Trata-se, claramente, de um conjunto nao-contédvel.

4 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).
15Em Portugués seria mais adequado dizer “quase-periédicas”. Porém, essa nomenclatura é usada em vérias linguas para designar um certo
subconjunto de fungdes de AP(R). Por isso optamos pelo barbarismo “almost-periédicas”.
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E. 38.6 Ezxercicio. Mostre que (€q, €a),p = 1 para todo a € R e que (ea, €g) ,p = 0 para todos o, 8 € R com « # . "

Nota histérica. A teoria das funcdes almost-periédicas reais foi originalmente desenvolvida por H. Bohr!'®, irmao do fisico N. Bohr!?, em
vérios trabalhos publicados entre 1924 e 1926'8. H. Bohr, porém, menciona dois predecessores: Bohl!9, em tese publicada em 1893, e
Esclangon??, em tese de 1904, os quais obtiveram resultados semelhantes sobre as funcdes ditas “quase-periédicas”, um caso especial das
funcdes almost-periédicas estudadas por H. Bohr?!.

Os trabalhos de H. Bohr podem ser encontrados na edi¢do em trés volumes [49] de suas obras completas. Bohr nao conhecia previamente os
trabalhos anteriores de Bohl e Esclangon sobre as fungdes quase-periédicas e menciona ter sido chamado & atengao sobre existéncia dos mesmos
por Hadamard22. H. Bohr distinguiu-se também pelo desenvolvimento da teoria das funcées almost-periédicas de uma varidvel complexa. O
conceito foi posteriormente generalizado por von Neumann?3 para funcdes definidas em grupos. Para definicdes e alguns resultados nesse caso
geral, vide [429]. &

e O Teorema de Pitagoras

Proposicao 38.4 Seja E = {ey, ..., en} um conjunto ortonormal finito de um espago de Hilbert H e sejam A1, ..., Ap
numeros complexos. Entao,

n 2 n
S| - o
a=1 a=1

Prova.
n n

n 2 n n n
Z Aa€a = Z )\aea; Z Avep = Z A_a)\b<ea; €b> = Z |)\a|2 y
a=1 a=1 b=1 a=1

a=1b=1

pois (eq, €p) = 0q,b- [ |

A proposicao acima é denominada Teorema de Pitdgoras®* por ser uma ébvia generalizacdo do bem-conhecido teorema

da Geometria Euclidiana2®.

e Conjuntos ortonormais e séries convergentes

Exploraremos aqui uma consequéncia do Teorema de Pitagoras da qual faremos uso adiante. Trata-se de uma condigao
necessaria e suficiente para que certas sequéncias formadas por combinacGes lineares de elementos de um conjunto
ortonormal contavel de um espago de Hilbert H sejam convergentes, sequéncias estas muito comummente encontradas
na Mecanica Quantica e outras aplicagoes da teoria dos espagos de Hilbert.

Proposicao 38.5 Seja H um espago de Hilbert e {e,, n € N} um conjunto ortonormal contdvel em H. Entdo, uma
n (oo}

sequéncia de vetores S, = g Aa€a, N € IN, converge em H se e somente se E |)\a|2 < 0. O

a=1 a=1

16Harald August Bohr (1887-1951).

17Niels Henrik David Bohr (1885-1962).

180s trabalhos pioneiros de H. Bohr sdo: H. Bohr. “Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. I”, Acta Mathematica 45, (1924) 29-127.
“Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. II”, Acta Mathematica 46, (1925) 101-214. “Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen.
111”7, Acta Mathematica 47, (1926) 237-281.

19Pjers Bohl (1865-1921).

20Ernest B. Esclangon (1876-1954).

21 (s trabalhos pioneiros de Bohl e Esclangon sao: P. Bohl. “Uber die Darstellung von Funktionen einer Variabeln durch trigonometrische
Reihen mit meheren einer Variabeln proportionalen Argumenten”. Magisterdissertation, Dorpat (1893). P. Bohl. “Uber eine Differentialglei-
chung der Stérungstheorie”. Journal de Crelle 131, (1906) 268-321. E. Esclangon. “Les Fonctions Quasi-Périodiques”. These, Paris (1904).
E. Esclangon. “Nouvelles Recherches sur les Fonctions Quasi-Périodiques”. Annales de I’Obser. de Bordeau, (1919).

22 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).

23John von Neumann (1903-1957).

24Pitsgoras de Samos (ci. 569 A.C. — ci. 475 A.C.).

25Euclides de Alexandria (ci. 325 A.C. — ci. 265 A.C.).
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Prova. Se s, converge é uma sequéncia de Cauchy. Isso significa que para todo € > 0 existe N(e) tal que para todo m e n
maiores que N (€) tem-se s, — s, || < €. Vamos supor sem perda de generalidade que m < n. Pelo Teorema de Pitdgoras

i Aa€a

a=m+1

2 n

= D Pl =l =l (38.18)

a=m+1

l|sm — 5n||2 =

n
onde [, := Z |\a|?%. Concluimos que |l,,, — I,,| < €2 para todo m e n maiores que N (€), ou seja, I, é uma sequéncia de

a=1
o0

Cauchy de nimeros reais e que, portanto, converge. Assim, E |)\a|2 < 00.
a=1
o0

Vamos provar a reciproca. Se g |)\a|2 < 00, entao [, é limitada superiormente e, por ser uma sequéncia monotona-

a=1
mente crescente, converge (por qué?). Assim, [,, é uma sequéncia de Cauchy. A mesma identidade (38.18) nos diz, entéo,
que s, é uma sequéncia de Cauchy em H e, portanto, converge a um vetor de H. |
n o0
Seguindo o costume, denotaremos o limite da sequéncia s, = g Ag€q POT g Aa€q. Esse limite deve ser sempre
a=1 a=1

entendido no sentido de convergéncia em norma no espaco de Hilbert em questao.

e Subespacgos gerados por conjuntos ortonormais finitos

Seja E = {e1, ..., ey} um conjunto ortonormal finito de um espago de Hilbert K. E elementar verificar que o
n

conjunto € de todos os vetores de H que sejam da forma Z Aa€q Para A, complexos é um subespaco de H, denominado

a=1

subespaco gerado por E.

Recordemos que, pelo procedimento de ortogonalizagao de Gram-Schmidt discutido na Segao 3.3, pagina 242, todo
subespaco de dimensao finita de H possui ao menos um conjunto ortonormal finito que o gera.

Proposigao 38.6 Seja H um espaco de Hilbert. Se € C H é um subespaco gerado por um conjunto ortonormal finito
(ou seja, se & é um subespago de dimensdo finita), entao & é um conjunto fechado. O

Prova. Seja {z'};cy uma sequéncia de elementos de € que converge a # € 3. Cada 2° é da forma
n
= Z)\Zea .
a=1

Vamos provar que para cada a a sequéncia {\! };en é uma sequéncia de Cauchy de nimeros complexos. Se {x'};en é
convergente, entdo é uma sequéncia de Cauchy. Logo, para todo € > 0 existe N(e) tal que ||2* — 27| < e para todos
i, j > N(e). Assim, para i, j > N(e)

n

Z()‘Zz - )‘Zz)ea

a=1

e 2 |la" =2’ ||* =

2 n
= P -NE.
a=1

Mas isso diz que para i, j > N(e) vale para cada a € {1, ..., n} que |\}, — M| <e. Assim, {\! }ien é uma sequéncia de
Cauchy de nimeros complexos e, portanto, cada uma dessas sequéncias converge a um nimero complexo \,. Seja

n
= g Aa€a -
a=1

Claramente z’ é um elemento de €. Vamos mostrar que, na verdade, 2’ = z. Para tal, basta mostrar que 2* converge a
2’ e lembrar a unicidade de pontos limite em espagos métricos, como um espago de Hilbert (vide Coroldrio 30.1, pdgina
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1435). Mostrar que z° converge a z’ é trivial, pois

n 2 n
i "2 j i 2
2" —2'||* = § (Aa —Aadea| = § IAa — Al
a=1 a=1
e como A\, — \, o lado direito fica arbitrariamente pequeno quando i — oo. Logo, z° — 2’ e, portanto, 2’ = z. |

Vamos estudar algumas propriedades de conjuntos ortonormais finitos ou contaveis, a mais importante sendo as
desigualdades de Bessel, a qual chegaremos logo adiante. O primeiro passo é a seguinte proposicao util.

Proposicao 38.7 Seja E = {e1, ..., ey} um conjunto ortonormal finito de um espaco de Hilbert H e sejam A1, ..., A,
numeros complexos. Entao, para todo x € H vale que

x—Z)\aea = Hx||2—|—2‘)\ (€qs T | —Z|<ea, x)‘Q : (38.19)
a=1

Prova. Expandindo o lado esquerdo de (38.19), temos

x—zn:)\aea <x—zn:)\aea, x—zn:)\beb>
a=1 a=1 b=1

2

2

= || - ZAbfﬂ €p) Z)T(ea, z) +

n
E AaCa
a=1

= |\x||2+2( (ear @) = Xaleas @)+ Aaf?)
- |\x||2+2( ear )" = Nlear 2) = Raleas ) + Aal?) = [(ear @)’
_ Hx||2+z (o — (e ) (Ao — {eas 2)) =Y [{ea, 2)|”

= \x||2+Z\A (ea, )" = |(ea, @), (38.20)

que é o que desejivamos mostrar. |

e Melhores aproximantes em subespagos de dimensao finita

A Proposigao 38.7 tem consequéncias importantes que exploraremos a seguir. Uma delas é 1itil em problemas de
aproximagao em espacos de Hilbert e em problemas variacionais, de relevancia, por exemplo na Mecanica Quantica.

Lembremos primeiramente que, dado um subespaco de dimensao finita de um espago de Hilbert, é sempre possivel
encontrar nele, pelo procedimento de Gram-Schmidt (vide Segao 3.3, pagina 242), um conjunto ortonormal de vetores
que gera esse subespaco. Temos entao o seguinte:

Proposicao 38.8 Seja E = {e1, ..., e,} um conjunto ortonormal finito de um espago de Hilbert H e seja x € .
Entdo, o melhor aprozimante de x no subespaco de dimensdo finita € gerado pelos vetores {e1, ..., ep} € o vetor

= > ler, v)ex (38.21)
k=1
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A distincia ||x — y|| entre x e seu melhor aproximante y satisfaz

n
2
lz=yl* = llzl* = [(eas )| - (38.22)
a=1

Prova. J4 vimos acima (Proposicdo 38.6, pdgina 1989) que o subespago & gerado pelo conjunto ortonormal finito
E = {e1, ..., ey} é fechado. Aplica-se, portanto, o Teorema do Melhor Aproximante (Teorema 38.1, pagina 1980) e
podemos afirmar que para todo x € H existe um e somente um y € & tal que a distancia ||z — y|| é a menor possivel.

n
Porém, todo 3/ € &€ é da forma vy’ = Z Aa€a. Logo, por (38.19),
a=1

n

le =y = [+ D" Aa = {eas 2)]* =Y [{ea, 2| - (38.23)
a=1

a=1

evidente que o lado direito assume seu valor minimo quando A, = {(e,, =) para todo a entre 1 e n. Assim, y =

s B

(ea, x)eq. Por (38.23), segue imediatamente disso a relagao (38.22). |
1

Q
Il

e As desigualdades de Bessel

Seja, como acima, £ o subespago de dimenséo finita gerado pelo conjunto ortonormal finito £ = {ey, ..., e,}. Para
2 € H o melhor aproximante em &€ é o vetor y dado em (38.21) e a distancia ||z — y|| satisfaz (38.22). Como ||z —yl|| > 0,
o lado direito de (38.22) é ndo-negativo e chegamos a seguinte conclusio:

Proposicao 38.9 (Desigualdades de Bessel) Para todo x € H e para todo conjunto ortonormal finito {e1, ..., en}
vale

n

> [ea @) < all? - (38.24)

a=1

Se E = {en, n € N} € um conjunto ortonormal contdvel, vale também para todo x € H,

> [leas @) < all? (38.25)

a=1

Note que (38.25) segue trivialmente do fato de (38.24) valer para todo n. As desigualdades (38.24) e (38.25) sdo
conhecidas como desigualdades de Bessel?S. Como veremos em breve, as mesmas desempenham um papel importante na
teoria dos espacos de Hilbert.

e Uma consequéncia da desigualdade de Bessel

A desigualdade de Bessel, acima, possui uma consequéncia um tanto surpreendente, cuja importancia serd revelada
quando discutirmos a nogéo de conjunto ortonormal completo, logo adiante (particularmente no Teorema 38.6, pagina
1993). Essa consequéncia é a afirmagdo expressa no seguinte teorema:

Teorema 38.4 Seja B um conjunto ortonormal de um espaco de Hilbert 3. Entao, para cada y € H, o conjunto de
todos 0s ey € B tais que {ew, y) # 0 € um conjunto contdvel. O

26Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).
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Note-se que nao estd excluido que o conjunto ortonormal B, no enunciado acima, seja nao-contavel.

Prova. Vamos escrever B = {e,, « € A}, onde A é algum conjunto nao-vazio de indices, ndo necessariamente contével.

Comecemos lembrando que se {eq,, ..., €q4,, } é um subconjunto finito de B, entdo a desigualdade de Bessel (38.24)
garante que para cada y € H tem-se
m
2
> ean 0)]° < lyl?- (38.26)
a=1

E claro que para cada y € H o conjunto B pode ser escrito como a seguinte uniao disjunta:
B = zZYuBY (38.27)

com

7V = {ea €B| (ea,y) =0} e B := {ea€B| (e, y) #0}.

E igualmente claro que podemos escrever BY como
oo
B = | J By, (38.28)
n=1

onde, paran =1, 2, ...,

Bg:{%eﬂu%wme<mp Mﬁ}.

n+1" n
E. 38.7 Ezercicio. Convenca-se que (38.27) é verdadeira e que aquela unido é disjunta, assim como a unido em (38.28). o,

Desejamos mostrar que BY é um conjunto contavel. A observacao crucial é que cada BY é um conjunto finito. De
fato, podemos facilmente mostrar que cada BY tem no maximo n elementos. Mostramos isso por contradigao com a
desigualdade de Bessel (38.26). Vamos supor que houvesse em BY mais que n elementos e tomemos em BY um conjunto

€ays -y Eq com n + 1 elementos. Como todos sao elementos de BY, tem-se que
1 n41 n
>yl
s >
eans 9P > 2L
paratodoa =1, ..., n+ 1. Logo,
= 2 ||y||2 2
S lear )P > 0+ 1), 20 = gl
a=1

contrariando a desigualdade de Bessel (38.26). Assim, cada BY pode ter no méximo n elementos.

o

Isso diz-nos que BY = |J,_; BY é um conjunto contavel (eventualmente até finito), completando a demonstracao. Wl

e Conjuntos ortonormais completos

Chegamos agora ao importante conceito de conjunto ortonormal completo em um espago de Hilbert.

Definicdo. Um conjunto ortonormal B de vetores em um espago de Hilbert 3 é dito ser um conjunto ortonormal
completo em H, ou uma base ortonormal completa em H, se o tinico vetor de H que é ortogonal a todos os vetores de B
for o vetor nulo. '

Notemos que B da definicao acima nao precisa ser necessariamente um conjunto finito ou contavel. De fato, como
veremos, ha espacos de Hilbert que sé admitem conjuntos ortonormais completos nao-contéveis.

Conjuntos ortonormais completos desempenham um papel de grande importancia no estudo de espagos de Hilbert e
suas aplicagoes. Vamos estudé-los aqui. Primeiramente demonstremos que eles sempre existem.

Teorema 38.5 Todo espaco de Hilbert possui pelo menos um conjunto ortonormal completo. O
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Prova. A demonstracéo faz uso do Lema de Kuratowski-Zorn (vide pdgina 58). Seja € a cole¢do de todos os conjuntos
ortonormais de um espaco de Hilbert H{. Podemos introduzir em € uma ordem parcial, denotada por “=<”", dizendo que
Fy X E5 se E1 C Es, para dois conjuntos ortonormais F; e Fs.

Seja {E,, @ € A} um conjunto linearmente ordenado em € pela relacdo de ordem acima. Isso significa que ou
E, C Eg ou Eg C E, para quaisquer «, 5 € A. Esse conjunto {E,, o € A} possui um majorante em €&, a saber, o
conjunto ortogonal obtido tomando-se a unido de todos os E,, ou seja, |J ach Pa-

E. 38.8 Ezxercicio. Por que razio UaeA FE, é também um conjunto ortonormal? o

Assim, concluimos que em €, com a relacdo de ordem dada acima, vale sempre que qualquer conjunto linearmente
ordenado possui um majorante em &. Ora, essas sao precisamente as hipdteses do Lema de Kuratowski-Zorn e, assim,
concluimos que existe um elemento maximal B em &, ou seja, um conjunto ortonormal que nao esté contido propriamente
em nenhum outro conjunto ortonormal.

Vamos, entao, mostrar que esse B é um conjunto ortonormal completo. Para tal vamos supor o oposto, ou seja, vamos
supor que haja y € H nao-nulo, com, digamos, ||y|| = 1, que seja ortogonal a todos os elementos de B. Claramente, y nao
pode pertencer a B, pois para isso teria que ser ortogonal a si mesmo, ou seja, ||y||> = (y, y) = 0. Se um tal y existisse,
entdo By = B U {y} seria também um conjunto ortonormal (por qué?) que contém B como subconjunto préprio. Ora,
isso contraria o fato que B é maximal. Logo, tal y nao existe e B é um conjunto ortonormal completo. |

O seguinte exercicio ilustra a discussao acima.

E. 38.9 Ezercicio. Mostre que no espago de Hilbert {2 das sequéncias de quadrado somavel, o conjunto de vetores E = {e", n € IN},
onde os vetores e" sdo definidos em (38.13), forma um conjunto ortonormal completo de vetores. "

E. 38.10 Ezercicio. Um conjunto ortonormal em um espaco de Hilbert separdvel, mesmo que possuindo a cardinalidade de IN, n3o
é necessariamente um conjunto ortonormal completo. Para cada m € Z considere-se ¢m () = X[m, m+1)(¢), a funcdo caracteristica
do intervalo [m, m 4 1). Constate que {tm, m € Z} é um conjunto ortonormal em L?(R, dz). Constate, porém, que a funcio
f(x) = sen (27x)xX/o, 1)() é um elemento n3o-nulo de L*(IR, dz) e é ortogonal a todos os vetores .. o,

A importancia dos conjuntos ortonormais completos reside no fato que todo vetor de um espaco de Hilbert pode
ser escrito como limite de sequéncias de vetores obtidos por combinagoes lineares finitas de elementos de um conjunto
ortonormal completo. Desse tema fundamental da teoria dos espagos de Hilbert trataremos agora.

e A decomposigao de vetores em termos de conjuntos ortogonais completos

Chegamos agora ao resultado mais importante sobre conjuntos ortogonais completos e que é a verdadeira razao de
ser de sua definicao.

Teorema 38.6 Seja y um vetor de um espaco de Hilbert H e B wum conjunto ortonormal completo em H. Como
vimos acima (Teorema 38.4, pdgina 1991), o subconjunto de B definido por BY = {en € B| (eq, y) # 0} € um conjunto
contavel. Vamos escrever os elementos de BY como en, com a € N. Entao, vale que

n
y = lim (eay, V) €a, (38.29)
n—o0 p—
e que
- 2
yI* = > [ean )| - (38.30)
a=1

a

A expressdo (38.30) pode ser interpretada como uma generalizagdo do Teorema de Pitdgoras para dimenséao infinita.

(o)
Prova do Teorema 38.6. Pela desigualdade de Bessel (38.25) sabemos que Z ‘(e%, y>|2 < |ly||*. Pela Proposicio 38.5,

a=1
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n
péagina 1988, isso diz-nos que a sequéncia de vetores s,, = g (eays Y) €a, converge em H a um vetor que chamaremos

a=1
/

de y":

n oo

yl = nll—>n<;lo 1 <eoéa7 y> Ca, = Zl <eaaa y) Cay, -
a= a=

Queremos provar que 3y’ = y. Para tal, tomemos um elemento arbitrario e, em B e calculemos o produto escalar
(ea, y—3'). HA dois casos a considerar: 1. e, € BY e, portanto, « = ay, para algum k € IN e 2. e, € BY e, portanto,
(e, ¥) =0 e o # o, para todo k € IN.

No caso 1 temos, usando a continuidade do produto escalar,

n—oo n—oo
a=1 a=1

<€a, y/> = <eaa lim <eaaa y>eaa> = lim <€a, Z<eaaa y> eaa> = <eaka y> = <eaa y> (3831)
38.31
Logo, {(eas ¥ — ') = (eas ¥) — (e y/) "0
No caso 2 temos também

n n
(as y/> = <eaa lim Z<eaaa Y) eaa> = lim Z (Cans U) (€as €a,) = 0,

n—oo n—oo
a=1 a=1

pois a # «y, para todo k e, portanto, (€4, €q,) = 0. Logo, {eq, y —¥') = {(eq, y) — (éa, ¥') =0—0=0.

Em ambos os casos o resultado é o mesmo, ou seja, (e, y — y') = 0 para todo e, € B. Pela defini¢do de B como
conjunto ortonormal completo, o inico vetor ortogonal a todos os elementos de B é o vetor nulo. Logo, y = vy'.

n
Por (38.21), o vetor mais préximo de y no subespago gerado por {eq,, ..., €q,} é Z (Eay, Y)ea,  Segue de (38.22)

a=1
que

2 n
=yl = > {ea.. 9]
a=1

n
Yy — Z <eaa7 y>eaa
a=1

o0
. . . 2
Tomando-se o limite 7 — 0o o lado esquerdo vai a zero, como vimos, e, portanto, ||y||* = E ‘(e%, y}‘ . |
a=1
o0
E importante dirigir a atencao do estudante para o fato que na expressao y = E (ea,s Y) €q, asoma é realizada em
a=1

elementos de BY que, para cada y, é um conjunto contével (pelo Teorema 38.4, pagina 1991). Mas BY depende de y e,
assim, para y’s diferentes comparecem conjuntos diferentes de vetores e, € B na soma. Isso é importante no caso de o
conjunto ortonormal completo B ser nao-contavel. Se B for contavel podemos fazer a soma sobre todos os elementos de
B pois os elementos de ZY nao contribuem.

Apesar de termos demonstrado que todo espaco de Hilbert possui um conjunto ortonormal completo, demonstrar que
um conjunto ortonormal B dado concretamente é um conjunto ortonormal completo pode ser um problema envolvente
que requer um trabalho cuidadoso de andlise. Tal é o caso, por exemplo, do conjunto ortonormal (38.12) do espago de

inx

Hilbert L2([0, 27]). E bem sabido, e facil de se verificar, que o conjunto (contével) de vetores {e, () = T N E 7}

é um conjunto ortonormal. Demonstrar que é completo, porém, envolve mais trabalho e requer uso do teorema do
qual trataremos no proximo topico abaixo, que discute caracterizagoes alternativas do conceito de conjunto ortonormal
completo. Para a demonstracao de completeza de alguns conjuntos ortonormais de fungoes especiais de interesse, incluindo

inx
e

o conjunto {e,(z) = T3 ME Z} em L?([0, 27]), vide Capitulo 17, pagina 881.

e Conjuntos ortonormais completos e bases topoldgicas

Em um espago vetorial V' a varredura linear (“linear span”) de um conjunto ndo-vazio A C V é a colegao, denotada
por span (A), de todos os vetores de V' que podem ser escritos como uma combinagao linear finita de elementos de A:

span (A) = {v € V‘ v =Aai+ -+ Aan, paraalgumn € N, para \; € Ce q; € A} . (38.32)
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E elementar constatar que para A nao-vazio span (A) é um subespago de V, em verdade, o menor subespago vetorial
de V que contém A, pois é também elementar constatar que se E é um subespaco linear de V tal que A C E, entao
span (A) C E e, portanto, span (A) estd contido na intersecgdo de todos os subespagos E com A C E e como span (A)

é um subespago que também contém A, concluimos que span (A) = ﬂ E.

EDA
E subespago

Em um espago vetorial topolégico V' um conjunto B C V é dito ser uma base topoldgica de V se seus subconjuntos
finitos forem compostos somente por vetores linearmente independentes e se span (B) for um conjunto denso em V', ou
seja, se seu fecho for V: span (B) =V.

O teorema que demonstraremos a seguir mostra, entre outras coisas, que em um espago de Hilbert um conjunto B é
um conjunto ortonormal completo se e somente se for uma base topoldgica.

Teorema 38.7 Se B = {e,, a € A} é um conjunto ortonormal em um espago de Hilbert H, entdo sdo equivalentes as
sequintes afirmativas:

1. B € um conjunto ortonormal completo de H.
2. B € uma base topoldgica de H, ou seja, span (B) = H.

3. Para todo y € H o conjunto BY = {eq € B| (eq, y) # 0} € contdvel e vale ||y||* = Z |(eas y>‘2 O
e €BY

Prova. Que 1 implica 2 e que 1 implica 3 ja foi demonstrado acima (Teorema 38.6, pagina 1993). Resta demonstrar que
3 implica 1 e que 2 implica 1.

Primeiramente, mostremos que 3 implica 1. Isso é feito supondo que 3 vale e que 1 nao vale e mostrando que isso leva
a um absurdo. Se B nao for um conjunto ortonormal completo, entao existe um vetor x € H nao-nulo que é ortogonal a
todo elemento de B, ou seja, (e, x) = 0 para todo e, € B. Por 3, isso implica que

Iz1? = Y [(eas 2)|* = 0,

eq €B®T
uma contradicao.

Por fim, mostremos que 2 implica 1. Isso é feito supondo que 2 vale e que 1 nao vale e mostrando que isso leva a
um absurdo. Se B nao é uma base ortonormal completa, entao existe um vetor x € H nao-nulo que é ortogonal a todo
elemento de B, ou seja, (e, ) = 0 para todo e, € B. Entdo, o conjunto {x}* é um subespaco linear fechado que
contém B e span (B) (por qué?). Como span (B) é, por definigdo, o menor fechado que contém span (B), vale também
que span (B) C {z}*. Como {z}* é um subconjunto préprio de H (pois niao contém x nem o subespaco gerado por z),
concluimos que span (B) é um subconjunto préprio de 3, uma contradi¢do com a hip6tese que 2 é verdadeiro. |

A equivaléncia provada acima entre bases topoldgicas e conjuntos ortonormais completos justifica o fato de conjuntos
ortonormais completos serem também denominados bases ortonormais completas.

e Espacos de Hilbert separaveis

Recordemos duas nocgoes introduzidas na Segao 27.4, pagina 1379.

Seja um espaco X dotado de uma topologia 7. Dizemos que um conjunto A C X é denso em X se o fecho de A for
igual a X, ou seja, se nao houver outro conjunto fechado que nao X contendo A. Um espago topolégico X é dito ser
separdvel se possuir um subconjunto denso contédvel.

Definimos acima a nogao de varredura linear de um conjunto A C H, que denotamos por span (A). Um conceito
associado é o de warredura linear por racionais de um conjunto A C K, que denotamos por spang(A4): a colegdo, de
todos os vetores de H que podem ser escrito como uma combinagao linear finita por racionais de elementos de A:

spangq(4) = {UEV‘ v=r1a1 + -+ + rpay, para algumn € N, parar; € QC e q; GA} ,

onde QC denota o conjunto de todos os nimeros complexos racionais, ou seja, de todos os nimeros complexos cujas
partes real e imagindaria sao racionais.
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Como QC é denso em C, é claro que todo elemento de span (A4) pode ser aproximado (na topologia de 3) por
elementos de spang(A). De fato, se {(rj)m, m € IN} é uma sequéncia de nimeros em QC que aproxima \; € C, entao
(r1)mai + -+ -+ (rn)ma, aproxima A\ja; + - - - + A\pa, na norma de H, pois

H ((rl)mal +F (Tn)man) — ()\1a1 + -+ )\nan)

‘ = H((Tl)m—Al)m-f—---—i—((m)m—)\n)an

< |(rl)m - )‘1‘ laill+---+ |(Tn)WL - )‘n‘ lanl

que converge a zero para m — oo. Isso significa que para todo A C H vale spang(A4) D span (A) e, consequentemente,
spanq(A) D span (A). No entanto, como spang(A4) C span (A), vale também que spanqg(A) C span (4). Logo,
spang(A) = span (A).

Assim, pelo Teorema 38.7, concluimos que B C H é uma base ortonormal completa se e somente se span g(B) = H.

Se A C H for contédvel, é muito ficil ver que span g(A) é também contédvel (por ser uma unido contdvel de conjuntos
contdveis). Logo, se B for um conjunto ortonormal completo contével, o conjunto spang(B) é um conjunto contavel
denso em H. Concluimos disso que H serd um espago topoldgico separdvel se possuir um conjunto ortonormal completo
contavel.

A reciproca é também verdadeira: se um espaco de Hilbert H for um espaco topoldgico separavel, entdo todo conjunto
ortonormal completo de H é contavel. Para ver isso, vamos supor que H seja separavel e seja D C H contdvel e denso
em H: D = JH. Seja também B um conjunto ortonormal completo em H. Notemos que

Bp = U B*
xeD

é contdvel, por ser uma unido contdvel de conjuntos contéveis (pois D é contével, assim como cada B*, pelo Teorema
38.4, pagina 1991.). Pelo Teorema 38.6, pdgina 1993, cada x € D é um elemento de span (B*). Concluimos disso que
D C span (Bp). Logo, como D é denso em H, segue que H = span (Bp). Agora, Bp é um conjunto ortonormal (por
ser subconjunto de B). Logo, concluimos pelo Teorema 38.7 que Bp é um conjunto ortonormal completo.

Disso concluimos também que B = Bp, pois se Bp fosse um subconjunto préprio de B haveria v € B, v # 0, que nao
pertence a Bp. Como B é um conjunto ortonormal, segue que v é ortogonal a todos os elementos de Bp. Isso contraria

o fato provado que Bp é um conjunto ortonormal completo. Vimos, entao, que todo conjunto ortonormal completo de
um espago de Hilbert separavel deve ser contavel.

Resumimos nossas conclusoes na seguinte proposicao:

Proposicao 38.10 Se um espagco de Hilbert H possui um conjunto ortonormal completo contdvel, entao é um espago
topoldgico separdvel (ou seja, possui um subconjunto contdvel denso). Por outro lado, se um espago de Hilbert H for
separdvel, entao todos os seus conjuntos ortonormais completos sao contdveis. O

O seguinte corolario é evidente:

Corolario 38.1 Se um espaco de Hilbert H possui um conjunto ortonormal completo contdvel, entdo todos os demais
conjuntos ortonormais completos de H sao contdveis. O

Nesse contexto, a seguinte observagao é relevante:

Proposigao 38.11 Se um espaco de Hilbert H possui um conjunto ortonormal ndo-contdvel, entdo H ndo € separdvel.
O

Prova. Seja C' um conjunto ortonormal nao-contavel de H{. Se C' for um conjunto ortonormal completo nao ha o que
provar. Se ndo o for, podemos acrescentar elementos a C pertencentes a C*+ de modo a obter um conjunto ortonormal
completo. Esse conjunto ortonormal completo nao pode ser contavel, pois contém C'. |
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Os espacos de Hilbert L%([a, b], dx), L?([a, b], r(x)dz) com r positiva e integravel no intervalo [a, b], assim como
L?(R, dz), sao separdveis. Esses fatos decorrem dos resultados apresentados no Capitulo 17, pagina 881. O espago de
Hilbert AP(R) das fungdes almost-periédicas é ndo-separdvel, pois possui um conjunto ortonormal ndo-contével, a saber,
aquele de (38.17).

Finalizamos mencionando que no caso de espagos de Hilbert separaveis podemos refrasear o Teorema 38.6, acima, da
seguinte formas:

Teorema 38.8 Sejay um vetor de um espago de Hilbert separdvel H e B um conjunto ortonormal completo (e, portanto,
contdvel) em FH. Vamos escrever os elementos de B como e, com a € N. Entdo, vale que

n

y = lim (€as Y) €q (38.33)
n—o0 )

e que
o0

gl = >~ [(eas 9] (38.34)
a=1

d

A tnica diferenca em relacao ao Teorema 38.6 é que agora as somas acima nao precisam mais ser restritas apenas aos
elementos de BY, mas sao feitas sobre todos os elementos de B, independente do vetor y € H considerado. Eventualmente
alguns termos dessas somas serao nulos (tal é o caso se para um dado a tivermos e, € Z¥, ou seja, (eq, y) = 0), mas isso
nao alterara o resultado.

38.2.3 Conjuntos Totais

Um subconjunto T de um espaco de Hilbert 3 é dito ser um conjunto total de H se T+ = {0}. Como o estudante percebe,
toda base ortonormal completa em um espaco de Hilbert é um conjunto total do mesmo espago. Os dois conceitos, porém,
nao podem ser confundidos. A seguinte proposi¢ao é relevante nesse contexto por fornecer uma caracterizagao alternativa
importante da nocao de conjuntos totais.

Proposicao 38.12 Um subconjunto T de um espago de Hilbert 3 € total se e somente se span (T) for um conjunto
denso em H (isto €, span (T) = H), ou seja, se e somente se todo elemento de H puder ser aprozimado na norma de H
por uma sequéncia de vetores compostos por combinacoes lineares finitas de elementos de T. O

Prova. Suponhamos que T+ = {0}. Como T C span (7T), teremos pelo Lema 38.2, pagina 1982, que T+ D span (7)* e
que (‘J‘J-)J‘ C (span (T)J—)J‘. Como span (T) é um subespaco de H, podemos aplicar a Proposigao 38.2, pdgina 1983, e
teremos span (T) = (span (‘J’)L)J‘ D (TL)L = {0}+ = X, implicando que span (T) = H.

Vamos agora supor que span (T) = H. Se z € T+, entdo vale, naturalmente, que x € span (T)*, pois os elementos
de span (T) sdao combinagdes lineares finitas de elementos de T. Logo, {#} C span (T)* e {z}* O (span (‘I)i)L =

span (T) = 3, implicando que {z}+ = H. Como 2 € K, isso estd dizendo, em particular, que (z, x) = 0 e, portanto,
x = 0. Logo, provou-se que F+ = {0}. |

38.2.3.1 Um Exemplo no Espago L*(R, dz)

O exemplo de conjunto total que agora discutiremos é relevante na Mecanica Quantica, a saber, na discussao de propri-
edades dos chamados estados coerentes.

Comecemos nossa discussao recordando algumas propriedades das chamadas diferengas finitas de funcoes.
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e Diferengas finitas

Seja h > 0, fixo. Dada uma funcao F': R — C, definimos recursivamente as n-ésimas diferencas finitas A} F' = A"F,
n € Ny, como sendo as fungoes definidas por

(A°F)(y) :== F(y), (A'F)(y) == Fly+h)—F(y), (A"F)(y) = (A" 'F)(y+h)—A"'F(y), n>2.

E facil ver que
n
(A"F)(y) = > (-)"* (k) F(y+kh) .
k=0
Se F for infinitamente diferenciavel, teremos, para todo n € IN,

F(y) = lim Ln]i )®)

Além disso, o Teorema do Valor Intermedidrio para diferengas finitas (vide e.g. [172], Th. 60.1, pag. 353) afirma que no
intervalo (y, y + nh) existe um ponto & tal que

(A"F)(y)

— = FM(g). (38.35)

e Funcoes Gaussianas

Consideremos o espago de Hilbert L?(R, dx) (aqui, dr representa a medida de Lebesgue em R), cujo produto
escalar denotaremos por (-, -). Seja x uma funcio de L*(R, dz). Para a € R, definamos x, como sendo a funcio
Xa(z) = x(2 — a). Evidentemente x, € L?(R, dz), pois a medida de Lebesgue em R é invariante por translacoes.

Seja g(x) := e’ e, com a conven¢ao acima, seja g, a funcdo em R definida para cada a € R por g, (z) := e~ (@),
Trata-se da chamada fun¢io Gaussiana centrada em a. Cada funcio g, é, naturalmente, um elemento de L?(R, dz),
pois [% ga(z)?dx = \/7/2.

A proposicao que segue demonstra uma propriedade de funcoes Gaussianas que serd usada adiante.

Proposigao 38.13 Seja ¢ € L?(R, dx). Entdo, a funcio G definida para a € R por

Gla) = /}R D) galc) de

€ infinitamente diferencidvel e para cada n € N wvale

a
da™

Gl0) = 4oz [ T@ au)de = [ @ Smau)de = [ @) Hylo = ajgu(a)do.

onde H, € o n-ésimo polinémio de Hermite. Note-se que a integral do lado direito € finita, pois H,(x — a)g.(x) €
L3*(R, dz), enquanto funcdo de x. O

Prova. O ponto central da demonstragao é provar que sob as hipoteses de acima vale para todo n € IN a inversao repre-
n

ar [ — —d
sentada pela igualdade o / () go(z) do = / P(x) T Ja (x) dz. Para tal faremos uso do Teorema da Convergéncia
R R
Dominada, Teorema 31.6, pagina 1484.
Para a € R definamos o
K, = —go(x)dx .
@ = [ 9@ foronta) da

Vamos provisoriamente restringir @ a um intervalo aberto finito (a, £) com —oo < a < f§ < 0.

Sejan € N e seja h € (0, 1/n). Podemos, entao, escrever

sote) = [ 96 (i S ) e
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com A"g,(z) definido como a n-ésima diferenga finita na varidvel a:

A%a(@) = ga(2), Alga(2) = gasn(®) = galz),  Aga(z) = A" gain(z) = A" lga(z), n 22,

com
n

i (n
Agua) = 30" () gwrn(o).
k=0
Por definicao, a razao Angi(z) converge a %ga(:c) quando h — 0, o limite existindo pontualmente para todo z € R (o
que é suficiente para os propdsitos que teremos adiante, a saber, para o Teorema da Convergéncia Dominada). Por ser
uma soma finita de elementos de L?(R, dx), A"g, é também um elemento desse espaco.

SO0 _ L ([ Tnt00) - T2

Por (38.35), podemos escrever
Pz e ga() ) da
7 e =[5 (G|,

para algum & € (a, a + nh) A chamada férmula de Rodrigues para os polinémios de Hermite (vide (16.103), pagina
840), informa-nos que 7 a" 2= ga(r) = Hp(x — a)ge(x) (com H,, sendo o n-ésimo polinémio de Hermite). Assim,

5w 20 GG (Hale - 0ela))

Observe-se agora que

Definamos agora

On(x) = sup {|Hn(z —y)lgy(z), y € (o, B+ 1)} .
E f4cil de ver que O, € L*(R, dz) e é evidente que

— A" o
‘w@) £laulz)

= [0 (#ale - 9060))| < [FT] 00t (3330

para todo z € R e qualquer £ € (a, a+nh) C (a, f+1). Como ¢ e ©,, sdo elementos de L?(R, dz), a fungio majorante
‘w ‘ (z) do lado direito de (38.36) é um elemento de L'(R, dx) (pela desigualdade de Cauchy-Schwarz). Assim,
podemos aﬁrmar que

1imA Gla = hm/w /w (hm A"ga(w )) dx
h—0 h—0 h—0 hn

~ [T fman)de = [ T e - agule) de

sendo que na segunda igualdade evocamos o Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 31.6, pagina 1484, para
justificar a troca de limites pela integral. Isso estabeleceu que C;’fl—nG(a) existe para todo a € (a, ) e que vale

TGl = [ V@) Hlo— a)gula)da

Como as afirmagoes acima valem para qualquer intervalo («, (), a restrigdo de a a esse intervalo é agora dispensavel. ll

e Conjuntos totais de fungoes Gaussianas

A afirmacao mais importante que desejamos estabelecer na presente se¢ao € a seguinte: para qualquer intervalo aberto
I = (a, B) C R a colecao de todas as funcoes Gaussianas centradas em pontos de I é um conjunto total em L?(R, dx).
Esse é o contetido do teorema que segue.
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Teorema 38.9 Para cada intervalo aberto (o, B) C R, com —oo < a < B < 00, 0 conjunto Ty, gy = {ga, a € (a, ﬁ)}
é um conjunto total em L*(R, dz). Consequentemente, TR := {ga, a € ]R} ¢ também um conjunto total em L*(R, dz).
O

Passemos a demonstragao desse teorema, apds a qual adicionaremos alguns comentérios pertinentes.
Prova do Teorema 38.9. Tomemos um intervalo aberto (a, 8) C R. Seja ¢ € ‘J'(La 5)- Entao, vale (¢, g,) = 0 para

todo a € ( B), ou seja, f]R x) go(x) dx = 0. Isso obviamente implica que para todo n € IN e todo a € («, ) vale
da" f]R z) ga(z) dz = 0. Pela Proposigéo 38.13, pagina 1998, teremos

OZ%AMQ“ /¢ n(T = a)ga(z) dz .

/¢ W( — a)ga(e /¢x+a (@)™ dz = (6_q, W) |

Assim, estabelecemos que

onde U, (z) := Hn(x)e_“z. Como j& comentamos (vide Secdo 17.2, pagina 884), os vetores ¥,, € L?(R, dx), n € NN,
formam uma base ortogonal completa em L?(R, dz). Disso, concluimos que ¢_, deve ser o vetor nulo em L*(R, dz),
por ser ortogonal a todos os elementos de uma base ortogonal de L?(R, dz). Isso implica que ¢ é o vetor nulo em
L?(R, dz), provando que ‘J'(J;X, 5 = {0} e, portanto, que T(,, g) = {ga, @ € (o, §)} é um conjunto total em L(R, dx).
Como Tr D T4, g), concluimos que Tr é também um conjunto total em L*(R, dx). |

e Comentarios ao Teorema 38.9. Um teorema devido a Wiener

Temos cinco comentarios a fazer sobre o Teorema 38.9. O primeiro comentario concerne um aspecto um tanto
surpreendente do Teorema 38.9, a saber, que para fungdes Gaussianas a colegao T, g) := {ga, @ € (o, B)} é um conjunto
total, ndo importa o quao pequeno seja o intervalo finito («, ) com —oo < a < < o0. O ponto surpreendente, ou
contraintuitivo, é que as funcoes de T(a, g) s20 Gaussianas centradas em (a, ) e que, portanto, decaem rapidamente
fora desse intervalo. Assim, pode parecer estranho que uma fungao de L?(R, dx) e que tenha, digamos, um maximo
acentuado longe do intervalo (o, 3) possa ser aproximada na norma de L?(R, dx) por combinacdes lineares finitas de
elementos de T4, g). O fato que ilude nossa intuicao, e que esclarece o que se passa, é¢ que diferencas finitas de fungoes
de T(q, gy podem ter mdximos fora do intervalo (o, ). Por exemplo, se tomarmos h “pequeno” o suficiente, entdo
A"gq(r) é aproximadamente dada por h™ 7 d w9a(x) = h"H,(x — a)ga(z), cujos maximos (como fungao de x) podem estar
arbitrariamente “longe” de a para n crescente

O segundo comentério é que o Teorema 38.9 estabelece que todo vetor de L?(R, dx) pode ser aproximado na norma
desse espago por combinagoes lineares finitas de Gaussianas centradas em (o, 3) (ou em R). Como L?(R, dx) é um
espago de Hilbert separdvel (isto é, possui uma base ortonormal contdvel) e como tais cole¢oes de Gaussianas compoem
conjuntos nao-contaveis, diz-se que T4, g) ou Tr sao bases sobrecompletas, ou supercompletas, de L*(R, dx).

O terceiro comentério é que a afirmacao que Tr = {gs, a € R} (a colegdo de todos os transladados da fungao
Gaussiana g(z) = e~*") é um conjunto total de L2(R, dz) é de relevancia em Mecinica Quéntica no estudo dos
chamados estados coerentes.

O quarto comentario é que o Teorema 38.9, ainda no caso de fungoes Gaussianas, pode ser generalizado ainda mais,
como mostra o exercicio que segue.

E. 38.11 Ezercicio. Seja A um subconjunto de R que possua pelo menos um ponto de acumulacio em R. Mostre que T4 :=
{ga, a € A} é um conjunto total em L?*(R, dx). Sugestdo: se xo é um dos pontos de acumulagio de A, entdo é possivel aproximar as

—fl/'2

derivadas de e em xo por combinacgdes lineares de elementos de T4. o+

O quinto comentario é que um aspecto do Teorema 38.9 pode ser substancialmente generalizado, a saber, se ¢ é
um vetor de L2(R, dz) cuja transformada de Fourier tem suporte em toda a reta real R, entdao a colegao {1, a € R}
de todos os transladados de ¢ é um conjunto total de L*(R, dx). Esse teorema, que enunciamos e demonstramos a
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seguir (Teorema 38.10), é um caso particular de um Teorema tecnicamente mais elaborado devido a Wiener?” (vide [328],
Teorema 9.4).

Recordemos que, conforme discutido na Segdo 37.2.2, pagina 1897, a transformada de Fourier F é invertivel (em
verdade, unitaria) em L?(R, dx).

Teorema 38.10 (Wiener) Seja ¢ € L?(R, dx) tal que supp (?[w]) =R. Entdo, a cole¢io T := {1),, a € R} de todos
os transladados de v é um conjunto total de H = L*(R, dx). O

Prova. Seja ¢ € T+. Entdo, por hipétese, (¢, V4)3c = I Mw(x —a)dx = 0 para todo a € R. A integral se escreve
como f]R mwp(a —a)dr = \/%(5 * 1/)P) (a), onde “+” denota o produto de convolugao, definido em (37.20), pagina
1873, e onde denotamos por P o vetor de L2(R, dx) dado por 9P(z) = ¢(—x). Assim, vale que ¢ * ¥ é nula em toda
parte. Logo, evocando-se (37.121), pdgina 1899, e fazendo uso do Teorema 37.1, pagina 1880, concluimos que o produto

FHo|F "] = F~1[#)F[¢] é uma funcio nula quase em toda parte. Como supp (F[¥]) = R, segue que F[¢] é nula
quase em toda parte, implicando que ¢ também o é. |

Note-se que a fungao Gaussiana g satisfaz as hipéteses do enunciado do Teorema 38.10. Contudo, ao contrario do que
se passa com a funcao Gaussiana, nao é permitido em geral restringir as translagoes no enunciado do Teorema 38.10 a um
aberto finito (a, ) com —o0 < a < 8 < 00, ou seja, a cole¢do {Y,, a € (o, B)} ndo é necessariamente um conjunto total
em L?(R, dx) para qualquer 1 € L?(R, dx) ndo-nulo que possua uma transformada de Fourier com suporte em todo
R. Se, por exemplo, ¥ = x|_1, 1), a fungdo caracteristica do intervalo [—1,1], sua transformada de Fourier tem suporte
em todo R (vide e.g. (37.37)), mas as fungoes ¥, com a € (a, () terdo suporte contido (propriamente) no intervalo
[ — 1, B+ 1] e, evidentemente, serdo todas ortogonais a fungdes de L?(R, dx) com suporte fora de [a — 1, 8+ 1].

38.3 Somas Diretas e Produtos Tensoriais de Espacos de Hil-
bert. Espacos de Fock

Nesta se¢ao vamos apresentar construgoes de espagos de Hilbert que podem ser feitas a partir de certas cole¢oes dadas
de espacos de Hilbert, tais como sua soma direta, seu produto tensorial e os chamados espagos de Fock. Todas essas
construgoes sao de importancia na Fisica Quéantica.

38.3.1 Somas Diretas de uma Colecao Finita de Espacgos de Hilbert

Na Secao 2.3.4, pagina 171, apresentamos a construcao da soma direta de uma colecao finita de espacos vetoriais sobre
um mesmo corpo. Nenhuma estrutura topoldgica foi entao considerada, ou seja, 14 tratou-se de uma construcao de uma
soma direta algébrica de espagos vetoriais. No caso de espagos de Hilbert podemos introduzir um produto escalar e uma
norma nessa soma direta algébrica e verificar que o espago assim construido é também um espaco de Hilbert.

Paran € N, sejam H;, j =1, ... n, espagos de Hilbert sobre o mesmo corpo dos complexos e sejam (-, ->j el os
respectivos produtos escalares e normas. A soma direta H; @ - - - @ H,, foi definida na Segdo 2.3.4, pagina 171, e consiste
no produto Cartesiano Hj; x --- x H,, dotado da estrutura linear

a(wh cee wn) +6(¢17 ceey ¢n) = (a¢1 +6¢1; RS awn'i_ﬁ(bn) )

que faz de H; x - -+ x H,, um espaco vetorial sobre C. Acima, a, € C e (1/11, ey 1/)") e (qbl, ey (bn) sao elementos
de H; x - -+ x H,,. Nesse espacgo vetorial os vetores (1/)1, ey 1/)") passarao a ser denotados por ¥ @ - - - B Vy,.

O espaco vetorial assim constituido pode ser dotado de um produto escalar definido por

n

($18 - @vn, 018 @9n) = I (Yu du)y

® k=1

2"Norbert Wiener (1894-1964).
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Deixamos para o leitor o exercicio simples de verificar que a expressao acima realmente define um produto escalar em
Hy ®---dH,. A norma associada a esse produto escalar é dada, obviamente, por

le@m@wn

2 n
= > el - (38.37)
s k=1

Um ponto importante é que H; @ --- @ H,,, com o produto escalar acima, é automaticamente um espaco de Hilbert
(sem a necessidade de completamento). De fato, seja ¢] @ --- @), j € N uma sequéncia de Cauchy em H; & --- & H,,
em relagdo & norma definida em (38.37). Entéo, para todo € > 0 existe N(e) € IN tal que

< €2

|62 vz —vie- o

sempre que a e b forem maiores que N(€). Agora, o lado esquerdo vale ZZZI ||1/)g - Q/JZHi e, portanto, concluimos que
2 . .
para cada k € {1, ..., n} vale ng - wzuk < €2 sempre que a e b forem maiores que N(e). Isso informa-nos que, para

cada k € {1, ..., n}, as sequéncias {wi, j € IN} sao de Cauchy em Hj, e, portanto, convergem a um vetor Uy € H;. E
agora trivial constatar que

= > Jim [~ w2 = 0.

a— o0

2
lim 6t @ @us- 00w,

a— o0

provando que a sequéncia de Cauchy 9§ & --- @ ¢¥%, a € N, converge a ¥1 & --- ® ¥, € H; @ --- & H,, e, portanto,
provando que toda sequéncia de Cauchy em H; ®- - -@H,, converge nesse mesmo espago. Isso estabeleceu que a soma direta
algébrica Hy @ --- & H,, ja é, per se, um espaco de Hilbert, sem a necessidade de operagoes adicionais, como a restrigao
a subespacos lineares adequados ou a tomada de completamentos canonicos. Nesse aspecto, as demais construgoes que
apresentaremos no que segue sao distintas.

38.3.2 Somas Diretas de uma Colecao Contavel de Espacos de Hilbert

A estrutura acima — a soma direta de finitos espagos de Hilbert — pode ser adaptada para somas diretas contaveis de
espacos de Hilbert, mas cuidados sao necessarios.

Na Secao 2.3.4, pagina 171, apresentamos a construgao da soma direta de uma colecao contédvel de espagos vetoriais
sobre um mesmo corpo. Nenhuma estrutura topoldgica foi entao considerada, ou seja, 14 tratou-se de uma construcao de
uma soma direta algébrica de espagos vetoriais. No caso de uma colegao contével espagos de Hilbert podemos introduzir
um produto escalar e uma norma definidas em um subespago adequado de sua soma direta algébrica e verificar que esse
subespaco adequadamente definido é igualmente um espago de Hilbert, o qual, pode assim ser interpretado como o soma
direta topolédgica da colecao contavel de espacos de Hilbert considerados.

Para n € IN, sejam H;, j = IN, espacos de Hilbert sobre o mesmo corpo dos complexos e sejam (-, -)j ell-|l; os
respectivos produtos escalares e normas. A soma direta algébrica @iozl H,, foi definida na Secao 2.3.4, pagina 171, e
consiste no produto Cartesiano XZOZI H,, ou seja, na colecao de sequéncias N 3 n — ¢, € H,, que frequentemente
denotaremos como (1/11, o, 3, ... ), com ; € H; para cada j € IN, dotada da estrutura linear

a(wla 1/12, 1/13, ) +ﬂ(¢1a (7252; (72537 ) = (Oﬂl)l +ﬂ¢1a 0“/12+5¢2a 0411)3+5¢37 ) ) (3838)

para todos «, 5 € C.
Se U = (1/)1, Vo, Vs, ) € XZOZI ., o vetor 9; é dito ser a componente de ¥ em ;.

Vamos demonstrar que o subconjunto de ;- ; H,, definido por

S({Hn, neN}) = PH, = {\1/ (V1. 2, U3, ...) € @D Ha,
n=1 n=1

Do lwnlls < OO} (38.39)

n=1
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t28

é um espaco de Hilbert*® com o produto escalar

=D (W ), 5 (38.40)
j=1

onde ¥ = (wl, Yo, 3, ) ed= (¢1, @2, b3, ) sao elementos de @, H,,

H4 diversas coisas a se demonstrar aqui. Em primeiro lugar, é preciso estabelecer que @ 1Hy, é, de fato, um
subespago linear de @20:1 H,. Para tal, note-se que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para o produto escalar em
H,, vale

o + Bénl% = (atn + Bén, avon+Bén), = lal[nl|* + 18| én||” + 2Re (@B, 6n).,)

2 (5.53)
< [al[[tnl* + 18| én]|* + 210l 18] [n ] llonl] = (lolllvnll +18lleall)” < 2(1allnll” +18P]l6nll") -

Logo, para cada N € IN vale

N N N
S llattn + Bonlll < 2003 onl” + 2182 [[én]”
n=1 n=1 n=1

Assim, se (Y1, 2, P3, .. ) e (o1, o2, @3, .. ) forem elementos de @ 1H, o limite N — oo do lado direito ¢ finito,
provando que também a combinagao linear (awl + Bo1, arhs + Boa, arps + Bos, .. ) é elemento de @n:l n. ISso

estabeleceu que @ ¥, é um subespago linear de @~ ; ¥, segundo a mesma estrutura linear definida em (38.38).

Vale notar que (38.40) estd bem definida para todos ¥, ® € @ 13, pois, usando diversas vezes a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, tem-se

[, a5),] < zuw leslly < | 22 lwally | ollosll; < oo
=1 j=1 j=1

mostrando que a série do lado direito de (38.40) é absolutamente convergente (e, portanto, convergente) para todos
v, ®e@ K,

Que (38.40) define uma forma sesquilinear Hermitiana em @,- ¥, segundo a estrutura linear definida em (38.38) ¢
um fato de constatagao elementar, deixada como exercicio. Do fato que

[ = s v oL = (o v ) (s s, ) = gwi (35.41)

vé-se trivialmente que (38.40) é uma forma sesquilinear ndo-negativa e vé-se trivialmente que H\I/H & = U se e somente se

¥ for o vetor nulo. Isso estabeleceu que (38.40) define um produto escalar em @ 3, e que (38.41) define uma norma
nesse espago.

Para futuro uso, notemos também que para cada k € IN a expressao

19le. i = ||(rs 2, s, )| (38.42)

S,k

k
>l
j=1

define uma seminorma em @ 1Hn. E 6bvio que H\I/Hb e S H\IIHG ara cada k e para todo U € @ 1H,,. Também é

6bvio que H\I/Hb A é nao-descrescente quando k cresce, sendo que limg_, o ||\I/Hb X ||\I/HG ara todo ¥ € @

28No que segue usaremos tanto o simbolo 6({5{n, n € ]N}) quando EB 1Hp para denotar o espago de Hilbert associado & soma direta
dos espagos {H,, n € N}.
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O ponto nao-trivial agora é estabelecer que @Zozli]{n é completo na norma dada por (38.41). Esse é o contetido do
Teorema de Riesz-Fischer, que enunciaremos e demonstraremos a seguir.

e Completeza. O Teorema de Riesz-Fischer para a soma direta contavel de espacos de Hilbert

Vamos agora estabelecer que @Zozlﬂfn é completo na norma dada por (38.41). Essa afirmacao, especialmente na sua
forma mais geral, em espagos de fungoes mensurdveis (tratada na Se¢ao 31.4.2, pdgina 1492), é conhecida como Teorema
de Riesz*®-Fischer’® e data de 1907.

. A . o0 . .
Seja {¥"},,cn, uma sequéncia de vetores de @, ;(,. Indicaremos por ¢)]* a componente de ¥ em J;, ou seja,
escrevemos U = ( Ty, W, L ) Assim, convencionamos que em cada ;" o indice superior indexa a sequéncia e
o inferior indexa a componente de cada elemento da sequéncia no respectivo espaco ;.

Suponhamos que {¥™},,cn seja uma sequéncia de Cauchy em @) 3, na métrica induzida pela norma definida em
(38.41). Isso significa que para todo € > 0 existe um inteiro N(e) > 0 tal que || — U™|| < € sempre que m, n > N (e).
Assim, se m, n > N(e), é facil ver que, para os elementos ¥ e ¥? isso significa que

1/2

o0
o —wrll, < [ Do ller —wpl] = (e —ve < e.
j=1

Isso diz-nos que, para cada ¢ € IN fixo, a sequéncia {9} ,en é uma sequéncia de Cauchy em H; e, portanto, converge.
Seja ; € H; o limite dessa sequéncia.

O vetor U = (41, 2, Y3, ...) € P, Hy é um forte candidato a ser o limite da sequéncia {¥"},cn na métrica

definida pela norma (38.41). Colocamo-nos, entao, as seguintes questoes: 1. Serd ¥ também um elemento de @Zozlﬂ-(n?
2. Se a resposta a pergunta anterior for positiva, serd que a sequéncia ¥ m € IN, converge ao vetor ¥ na norma
(38.41)7 Se a resposta a essas perguntas for positiva, estard provado que @Zozlﬂfn é completo.

Seja € > 0 arbitrario. Vamos definir uma sequéncia crescente de nimeros inteiros e positivos Ni(e), k=1, 2, 3, ...
com Nii1(€) > Ni(e), da seguinte forma: Ny (e) é tal que ||[¥™ — U"|| < ¢/2* para todos m, n > Ny (e). Note que uma
tal sequéncia Ny (e) sempre pode ser encontrada pois, por hipdtese, {¥"},,cn é uma sequéncia de Cauchy. Vamos agora
escolher uma sequéncia crescente de indices n; < ng < -+ < ng_1 < ng < --- tais que nx > Ni(e). A essa sequéncia
estd associada a subsequéncia {U™ }cn.

Para simplificar a notacdo, denotaremos ®* = U™+ k=1, 2, 3, ..., com ®F = ( ’f, qb’g, qb§, .. ) Tem-se
€
| -4 < o (38.43)

pois n; e ny41 sao maiores que Nj(e). Note que para cada i, ¢F converge a v; quando k — oo.

Com essas defini¢oes, teremos para todo k > 1 que (verifique!)

k—1

oF _ ol — Z[@lﬂicpz} .

=1

29Frigyes Riesz (1880-1956).
30Ernst Sigismund Fischer (1875-1954).
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Utilizando as seminormas || - ||, », definidas em (38.42), teremos

"

||6,n

k—1
q)l + Z [q)l+1 o q)l:l
=1

S, n

k—1

||q)1||6,n + Z Hq)lH B (I)lHG,n
=1

IN

k—1

26 + > [[@" - @'l
=1

IN

N

k—1 oo
lo'ls +> 5 < I2'lle + D5 = @' +e-
=1 =1

Assim,
19, < [[®lg +e- (38.44)

1/2

. 2 . .

Note que o lado esquerdo é {22;1 Hd’f ||J e envolve uma soma finita de [|¢F||}s. Assim, como cada ¢F converge a ¢;
quando k£ — oo temos, tomando o limite & — oo,

i [ =[S

Como o lado direito de (38.44) nao depende de k, concluimos que ||\I/H6 n < ||(I>1||6 + € para todo n € IN. Agora, isso

diz que
n ) ) 2
Sl < (It +e)
=1

para todo n € IN. O lado direito ndo depende de n. Como o lado esquerdo é uma sequéncia crescente e limitada (pelo
lado direito), segue que o lado esquerdo converge quando n — oc. Isso prova entdo que Y oo, [|1;[|? < oo, ou seja, que

Ued, Hn.

Resta-nos agora responder a segunda pergunta colocada a pagina 2004 e mostrar que a sequéncia U™ converge a ¥
em relagdo & norma || - |-

1/2
= ||\IlH6,n ’

Repetindo o raciocinio que levou a (38.44), apenas mantendo ®' do lado esquerdo desde o inicio, concluimos que

||¢>ka>1 ||6 ,, < € Novamente, usando o mesmo argumento acima, podemos tomar o limite &k — oo e obter H\I/fCID1 HG S

€. Como o lado direito independe de n, segue pelo mesmo raciocinio de acima que H‘I/ — P! || s S e Isso significa’! que

para todo € > 0 existe ®! € @, H, tal que | ¥ — <I>1||6 < e. Como ®! ¢ escolhido como um elemento da sequéncia
U™ igso prova que ¥ = lim,, o, U™ na topologia definida pela norma || - ||s.

Com isso, provamos que @Zozlﬂfn é completo na norma definida em (38.41) e, portanto, é um espago de Hilbert com
relacdo ao produto escalar definido em (38.40).

E. 38.12 Egercicio. Seja So o subconjunto de @7 | H, composto por vetores (i1, 12, 13, ...) tais que apenas uma cole¢do
finita das componentes 1), é ndo-nula. Verifique que Sp é um subespaco vetorial de @77, H,. Verifique que as expressdes (38.40) e
(38.41) definem um produto escalar e uma norma, respectivamente, em Sg. Mostre que @, , Hn é o fecho de G¢ na topologia dessa

norma. Note que isso ndo implica por si sé que P, H, seja completo. Discuta esse ponto. ok
E. 38.13 Ezercicio. Constate que o espaco /> — das sequéncias complexas de quadrado somdvel — que foi discutida na Secdo
24.5.1, pagina 1274, corresponde a construgdo da soma direta acima com H; = C para todo j € IN. "

310 estudante aqui talvez tenha que recordar a maneira como ®! = U1 foi definido no pardgrafo que antecede (38.43).
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38.3.3 Produtos Tensoriais de uma Colecao Finita de Espacos de Hilbert

Na Secao 2.3.4, pagina 171, apresentamos a construcao do produto tensorial de uma colecao finita de espagos vetoriais
sobre um mesmo corpo. Nenhuma estrutura topolégica foi entao considerada, ou seja, 14 tratou-se da construgao de um
produto tensorial algébrico de espacgos vetoriais. No caso de espacos de Hilbert podemos introduzir um produto escalar
e uma norma nesse produto tensorial algébrico com o qual, via completamento canénico, podemos construir um espaco
de Hilbert que pode ser interpretado como o produto tensorial topolégico de (finitos) espagos de Hilbert.

Para n € N, sejam H;, j = 1, ... n, espagos de Hilbert sobre o mesmo corpo dos complexos e sejam (-, ->j el -1,
os respectivos produtos escalares e normas. O produto tensorial algébrico H; ® --- ® I, foi definido na Secao 2.3.5,
péagina 173. Naquela construcao nenhuma estrutura topoldgica foi considerada, ou seja, 14 tratou-se de uma construcao
de um produto tensorial algébrico dos espacos vetoriais Hy, ..., H,. Vamos aqui introduzir um produto escalar e uma
norma nesse produto tensorial algébrico e construir dessa forma um produto tensorial topolégico desses espacos que seja
também um espacgo de Hilbert.

Para simplificar a exposigdo, consideraremos primeiramente o caso (n = 2) de dois espagos de Hilbert H; e Hy. O
leitor se aperceberd que a generalizagao para n > 2 é imediata e nao apresenta dificuldades especiais.

Sejam ¥ e ® vetores de H; ® Ho da forma ¥ = ZZL:I arxr (e P = 2?21 61& ® ¢, com m, n € IN, elementos
arbitrarios de H; ® Hs, onde os ay’s e os §;’s s@o nimeros complexos e onde g, & € Hy e (x, ¢ € Hy para todos k e
l. Definimos o produto escalar entre esses vetores por

(U, )5 onc, = <Zaka®Ck7 Zﬁl§z®@l> = ZZ @B(Xns &)1 (Crs 1), - (38.45)
H1@H: k=11=1

k=1 =1

E muito facil provar (faga-o!) que o lado direito define uma forma sesquilinear em H; ® Hy e que essa forma é Hermitiana.
Porém, que ela é nao-negativa e que <\If7 W>}c1®:}c2 = 0 se e somente ¥ = 0 demanda uma demonstracao.

Para isso, escrevamos ¥ = Y"7'_ | a;Xx®( e notemos primeiramente que os vetores {x1, ..., X»} geram um subespago
&1 de dimensao finita de 3y e que, analogamente, os vetores {(1, ..., (,} geram um subespaco 2 de dimensdo finita
de Hy. Para certos M, N € N, sejam {¢1, ..., ¥m} e {d1, ..., ¢n} bases ortonormais em &; e g, respectivamente.
Escrevendo

Xk = ZAkal/fa e (= ZBkb¢ba

com Agq, By € C, temos
M N n
v 33 (o) v o 510
a=1b=1 \k=1
Note-se aqui que o conjunto de vetores {wa ®dp, a € {1, ..., M}, be{l, ..., N}}, ¢ um conjunto ortonormal

. . 38.45
de vetores segundo a forma sesquilinear (38.45) (pois (¥q ® ¢p, Ve ® ¢d>3{1®g{2 (38.45) (ta ¢c>1<¢ba ¢b>2 = 8acOba) €,
portanto, é também um conjunto de vetores linearmente independentes, sendo assim uma base ortonormal no espaco de
dimensao finita &; ® E,.

Com isso, segue imediatamente de (38.46) que

TR 5 3)))

a=1b=1

(v, 0) OékAkaBkb

k=1

m
Isso mostra que <\I/, \I/> > 0 e disso vemos também que <‘I/, ‘I/> = 0 se e somente se Z arAgeBry = 0 para

k=1

H1®@H2 F1®H2
todos a e b, o que, por (38.46), é valido se e somente se ¥ = 0.

Com isso, o produto tensorial algébrico H; ® Hy é dotado de um produto escalar e, portanto, de uma norma, dada

por H\I/Hj{l@j{2 = <\Il, \I/>H1®H2. Definimos o espago de Hilbert associado como sendo o completamento de H; ® Ho

por essa norma. Esse espaco de Hilbert serd denotado por H;®%Hsy ou? por ‘)3(1}(1, U'Cg).

32Nos dias de hoje é comum ainda designar esse espaco por H; RHo.
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Como dissemos, essa construcao generaliza-se automaticamente para o caso n > 2 e, com isso, cai definido o produto
tensorial topolégico de n espagos de Hilbert Hi, ..., H,, todos sobre o mesmo corpo C. Denotaremos esse espago de
Hilbert por

m(i}fl, ey j‘fn) = %1@3’(2@ . @:}Cn .

e Nota de adverténcia sobre produtos tensoriais de espagos de Hilbert

Uma nota de adverténcia para estudantes mais avangados.

Na teoria das categorias, a nocao de produto tensorial de dois espagos de Hilbert pode ser definida em termos do
que se denomina uma propriedade universal, que nesse caso vem a ser o seguinte: dados dois espacos de Hilbert H;
e Hy sobre, digamos, o corpo dos complexos, seu produto tensorial seria um espago de Hilbert H com as seguintes
propriedades: existe uma aplicagao bilinear continua § : H; ® Hyo — H tal que para toda aplicagao bilinear continua
p:H & Ho = K, com X sendo um espago de Hilbert, existe uma aplicagao linear tnica x : H — X tal que y o 5 = ¢,
ou seja, tal que o diagrama

H

X
B pN

Hi @ FHo BRGNS
comuta.

Conforme observado por Garrett em [137], no caso em que H; e Hy ndo sdo de dimenséo finita tal espago H e tal
mapa bicontinuo 5 nao existem e, portanto, nao existem produtos tensoriais na categoria dos espacos de Hilbert com
aplicagoes lineares continuas. Esse discussao é interessante por mostrar que nem sempre é possivel definir objetos por
propriedades universais.

Em nossa apresentagio, assim como em toda a literatura a respeito, construimos H; ®Hs pelo completamento do
produto tensorial algébrico H; ® Hs em uma norma adequada. Como observado por Garrett, porém, H;®Hs nao satisfaz
a propriedade universal acima caso H; e Hy nao sejam de dimensao finita (essencialmente por haver operadores de Hilbert-
Schmidt que nao sao tipo-trago) e nenhum espaco de Hilbert H o faz. Nossa construgao de 31 ®Hy corresponde a uma
propriedade universal distinta daquela acima, na qual aplicagbes bilineares continuas sao substituidas por aplicagoes
fracamente Hilbert-Schmidt. Vide, e.g., [209].

E ainda relevante observar que o produto tensorial H;®Hs que construimos tem relevancia por si s6, ainda que nao
corresponda ao desejo expresso em uma propriedade universal geral.

e Os subespacgos simétricos e antissimétricos de um produto tensorial

Um caso de interesse especial na construcao acima é aquele no qual todos os espagos de Hilbert H;, j =1, ..., n,
sao iguais a um espago de Hilbert H, dado. Nessa situacao podemos apresentar mais uma definicao relevante: a dos
subespacos simétricos e antissimétricos de um produto tensorial. Usaremos isso mais adiante quando apresentarmos as
definicao de espagos de Fock simétricos e antissimétricos.

Para lidar com esse caso vamos introduzir as notagoes

HO" =K@ @K e HO" = HD - - QH ,
n vezes n vezes

com as convencoes notacionais H®? = H®0 = C e H®! = H®! = (.

Na Secao 2.3.7, pagina 189, apresentamos a definicao dos operadores de simetrizacao e antissimetrizacao em produtos
tensoriais algébricos de um mesmo espago vetorial. Vamos agora trazer aquela discussao para o presente contexto de
produtos tensoriais de espagos de Hilbert.

Paran > 2 podemos definir uma representacao P,, do grupo de permutacoes de n elementos, S,,, em H®", da seguinte
forma: se m é um elemento de S,,, definimos P, (7) : H®" — H®" como sendo o operador linear que a cada vetor da
forma u; ®@ -+ ® uy associa 0 vetor Uy (1) ® -+ @ Ur(n). Isso significa que P (m) age em vetores gerais de H®™ na forma

l l
P () (zakuf;@.-.@ug) S aruby @ @by,
k=1 k=1
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onde os aj’s sao elementos de C. E elementar constatar que P, (7)P,(7') = P, (xn’) para todos 7, ©’ € S, e que
P,(id) = 1, id sendo a identidade (elemento neutro) de S,,. Isso confirma que P,, é uma representacao de S,, em H®™.

Paran = 0en =1 convencionamos que S,, é o grupo trivial (contendo apenas a identidade) e que em ambos os casos
P, (id) = 1, o operador identidade.

Dado que vale

<Ui}<1)®---®Ui}<n), Ui<1)®---®uﬁ(n>>%®n - <“Zr<1>7 “fr<1>>"'<“3r<n>v Un(n)) = (uf, uf) - (ul, up)

= <u1®®un, u1®...®un>g—c®n,

temos,

1 2 1 1
o (Lot o) = (oo ordy, Sonk ook
k=1 j FOn

H®n j=1 k=1
l [
:5 gﬁa W ®-@ul b w2 ouk = Tl 2w, o ouk
39k A\ B (1) m(n)? “m(l) () /[ ge@n E J%k A\ U1 n» U1 n/ geom
j=1k=1 =1 k=1
l l 1 2
= Eogu{@---@uﬁl, Eakulf®---®uﬁ = Eaku’f®---®uﬁ ,
j=1 k=1 FOn k=1 HOn

provando que P, (7) é uma isometria para todo m € S,,. Como P, (7) tem uma inversa (que é P, (71'_1)), vemos que ele
pode ser estendido como operador unitario a todo H®", pois H®" é denso em H®”. Como de costume, denotaremos
essa extensdo também por P, (7).

Definimos agora o operador de simetrizacdo S, : HE™ 5 HO" e o operador de antissimetrizacdo A, : HO ﬂ'@",
para n > 2, por

8, = i' Z P (m) e Ay = % Z sinal (7) P, () , (38.47)

n
TESR TESy

respectivamente, onde sinal (7) é o sinal, ou paridade, de 7 € S,,. Paran = 0 e n = 1 definimos §§ = Ay = 1 e
81 = A1 =1, o operador identidade. Temos os seguintes fatos algébricos sobre esses operadores:

Proposigao 38.14 Com as definigdes e convencoes acima, valem as sequintes afirmacoes:

1. 8, Pn(m) = Pr(m)8,, = 8y, para todo n >0 e todo w € S,,.

2. ApPp(m) = Pp(m)A,, = sinal (7)A,, para todo n >0 e todo m € S,,.

3. Si = 8, para todo n > 0.

4. A2 = A, para todo n > 0.

5. 8 A, = AnSy, =0 para todon > 2. Paran =0 en =1 valem S, A, = A,8, = 1.

6. Para todo n > 0 os operadores lineares 8,, e A, sdo operadores limitados e autoadjuntos em HE™,

Os fatos que 82 = 8, e A2 = A,, mais o fato de esses operadores serem autoadjuntos, dizem-nos que S, e A, sdo
projetores ortogonais. O
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Prova. A demonstragdo dos itens de 1 a 5 é idéntica a da Proposicdo 2.24, pagina 190, e ndo precisa ser repetida
aqui. Quanto ao item 6, que S,, e A, sao operadores limitados é evidente, por serem combinagoes lineares finitas de
unitdrios — os operadores P, (7). Fora isso, da unitariedade de P, (7) e do fato de ser uma representagao de S,, segue
que P, (m)* = Py (7))t =P, (71'_1). Assim, como a associacdo S, > 7+ 7' € S, é bijetora, segue que

. 1 _ 1
S = — S Pu(nt) = . > Pulr) = 8,
TESy TESy

mostrando que 8,, é autoadjunto. A demonstragao para A, é idéntica. |

Pelo Exercicio E. 39.19, pdgina 2049, os subespagos
ﬂ-(?” = Ran(S,) e ﬂ'@" = Ran(A,) (38.48)

sao dois subespacgos fechados de HO" e sdao interpretados como os subespagos dos vetores simétricos, respectivamente,
antissimétricos por permutacoes.
Como 8, A, = A,8, = 0, para n > 2 concluimos também que nesse mesmo caso temos H?n C Ker(A,) e H?n C
.~ ;. n)L R/n\ L . ,
Ker (8,,). Pela Proposicao 39.12, pagina 2047, temos Ker (8,,) = (ﬂ{?") e Ker (A,) = (ﬂ'(%") . Assim, concluimos que

ﬂf?” C (%%")L e HE" (%?”)J_ para todon > 2. (38.49)

Para n = 2 temos %?2 = (H%Q)J‘ e J{§2 = (%?2)J‘, pois 83 + Az = 1, como se vé diretamente da defini¢ao (38.47).
Para n > 3 as inclusoes em (38.49) sdo prdprias, pois, como também se vé de (38.47), o projetor ortogonal 8, + A,
nao é igual & identidade, mas é o projetor sobre o subespaco dos vetores invariantes por permutagoes pares (i.e., com
sinal (1) = 1).

e O determinante de Slater
Seja H = L2(R%, déz) e sejam ¢4, ..., b, vetoresde H. O vetor ¢ ®- - - R, € H®n ¢ representado pela funcao de n-

variaveis ¢1 (1) - - - ¢ (z,,) € L2(R™, d™¥z), 2, e R, k=1, ..., n. Ovetor p1@4- - -@ady = A, (¢1®- . -®q§n) € HY™,

é representado pela funcao de n-variaveis

¢1(301) T ¢n(I1)

% Z sinal (7)pr1)(21) -+ - Pr(n) (Tn) = —= | —= det . (38.50)
‘res, :

A expressao entre colchetes (incluindo o fator de nomalizagao (n!)_l/ 2) é denominada determinante de Slater’® na
Mecanica Quéantica, tendo sido introduzida por esse autor em 192934 (e, anteriormente, por Heisenberg e Dirac) como
forma de dar conta da antissimetria da fungao de onda de estados de n-particulas Fermionicas idénticas.

E. 38.14 FEzercicio. Constate a validade da igualdade em (38.50). Use a fdrmula de Leibniz, egs. (3.8) ou (10.17), paginas 225 ou
467, respectivamente. o,

38.3.4 Os Espacos de Fock

Os chamados espacos de Fock?®36 sio utilizados na Mecanica Quantica, na Fisica da Matéria Condensada, na Mecanica
Estatistica Quantica (notadamente em sistemas Fermionicos e de spin, na rede), na Teoria Quéntica de Muitos Corpos e
na Teoria Quéntica de Campos, assim como na Teoria de Grupos e nas Algebras de Operadores (dlgebras CAR e CCR).

33 John Clarke Slater (1900-1976).

343 Slater and H. C. Verma. “The Theory of Complex Spectra”. Physical Review, 34 (2), 1293-1322 (1929).

35Vladimir Aleksandrovich Fock (1898-1972).

36 A referéncia original é: V. Fock, “Konfigurationsraum und zweite Quantelung”. Zeitschrift fiir Physik, 75, 622647 (1932).
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Definimos o chamado espaco de Fock associado a uma colecdo {3(;, j € IN} de espagos de Hilbert como sendo a soma
direta (topoldgica) dos produtos tensoriais topolégicos Hi® - - - ®FH,, ou seja,

oo
§({7G, jeN}) = C@o (EB (%@-@m))
n=1
ou, na outra notagao,
s({J{j, j e]N}) = Ca 6({9{3(9{1, ), ne]N}) .
A inclusdo do espago de Hilbert C entre os somandos acima decorre de uma convencao 1til proveniente da Fisica Quantica.

Trata-se, pela prépria construgao, de um espago de Hilbert. Seus vetores sao da forma (wo, Y1, P12, Y123, ),
com g € C, 91 € Hy, 12 € H1®@Ho, Y103 € H1@H®@H3 e, genericamente, 11, € H1® - - ®H,,, n € IN, satisfazendo

[ee]
ol> + Y Y1 nllse, 5500, < - (38.51)

n=1
Dados ¥, & € 3({3’@», j € ]N}), definimos seu produto escalar por
. (oo}
n=1

1®QHny

Uma situacao de particular interesse, especialmente nas aplicagoes supracitadas a Fisica Quantica, é aquela em que
todos os espacos de Hilbert }; sao iguais: H; = X, para todo j e algum espaco de Hilbert J.

O espaco de Fock associado a I, que denotaremos simplesmente por § (9{), é definido por

Seus vetores sdo da forma (wo, U1, W12, Y123, -. .), comg € C, 1 eHepr. n € H®" n e N, satisfazendo

o0
ol + 37 [1..allsn < oo

n=1

Dados ¥, & € S(f}{), definimos seu produto escalar por

<\I/, (I)>S = %¢0+7§<¢1...m ¢1"'">g{@n .

e Os Espacos de Fock simétrico e antissimétrico

De grande relevancia para a Fisica Quéantica, devido ao cardter exclusivamente Bosonico ou Fermionico de estados
de particulas idénticas em 3 4+ 1 dimensdes espago-temporais, sdo os chamados espagos de Fock simétrico (ou Bosonico)
ou antissimétrico (ou Fermio6nico), os quais passamos a definir.

O chamado espago de Fock simétrico e o chamado espaco de Fock antissimétrico, gerados pelo espago de Hilbert I,
sao definidos, respectivamente, por

Fs(90) = P HE" e Fa(3) = P HY",
n=0 n=0

onde fH?” e 9{§", os subespacos simétricos e antissimétricos de J{Q”, respectivamente, foram definidos em (38.48), pagina
2009. Claramente, §g (9{) eSs (9{) sao dois subespagos de S’(J{)



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 13 de janciro de 2022. Capitulo 38 2011/2584

Os subespacos § s (J{) ess (9{) nao sao ortogonais. Devido a (38.49), pagina 2009, se ¥ = (?/10, 1, Y12, Y123, ... ) €
§s(H) e @ = (00, 61, b1z, d1zs, ... ) € Fa(30), com v, 9o € €, e 1. € HF" € G € HF" , Vn € I, temos,

<\Ila (I)>&'(I}C) = %¢0+<w1; ¢1>j—c :

H[HHH

Os espacos de Fock §g (9{) esa (9{) sdo o ponto de partida para a definicdo das chamadas algebras CCR e CAR
(&lgebras de relagoes candnicas de comutagdo e de anticomutagao), duas classes importantes de dlgebras C*. Trataremos
das mesmas futuramente (vide, e.g., [62]).
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38.4 Exercicios Adicionais

E. 38.15 Ezercicio. Determine para quais valores de o € R a fungdo fo () = z pertence: (i) ao espaco de Hilbert L((0, 1), dz);

(ii) ao espago de Hilbert L?((0, 0o), dx); (iif) ao espago de Hilbert L?((1, co), d). o,
E. 38.16 Ezercicio. Determine para quais valores de @ € R a fun¢do fo(z) = x®e™” pertence: (i) ao espago de Hilbert
L?((0, 1), dx); (ii) ao espago de Hilbert L*((0, o), dx); (iii) ao espaco de Hilbert L?((1, 0o0), dz). -

E. 38.17 Ezercicio. Construa um exemplo de uma fun¢do f € L*(R,dz) com as seguintes propriedades: (/) f é limitada em todo
intervalo finito (—a, a) com 0 < a < oo; (i) f ndo é limitada em R. o,

E. 38.18 Ezercicio. Construa um exemplo de uma func3o satisfazendo as propriedades do exercicio anterior e que seja também
continua. -

E. 38.19 Ezercicio. Prove que a bola aberta de raio 1 e a bola fechada de raio 1 de um espaco vetorial normado s3o convexas.
E. 38.20 Ezercicio. Prove que o fecho de um conjunto convexo de um espaco vetorial normado é também convexo. o,
E. 38.21 Ezercicio. Mostre que todo espaco de Hilbert separdvel é isometricamente isomorfo ou a algum C" ou a /s. "

E. 38.22 Ezercicio. Seja € um conjunto n3o-vazio, fechado e convexo de um espaco de Hilbert 3. Mostre que existe em C um
Unico vetor v cuja norma é minima e que para tal v valem as propriedades Re((m, T — v)) >0e Re((v, T — v)) > 0 para todo z € C.
Interprete o significado dessas desigualdades. o,

E. 38.23 Ezercicio. Seja o espago vetorial C" e denote-se por (a, by := @1b1 + - - + Gnbn, para a, b € C", o produto escalar
usual em C™. Usando o Lema de Riesz, mostre que todo produto escalar w(z, y) (com z, y € C™) definido em C™ é da forma (z, Ay).
para alguma matriz autoadjunta (em relagdo ao produto escalar usual) e de autovalores positivos A. o+

E. 38.24 Ezxercicio. Mostre que os espacos de Fock C & (@le (3{1@~ . -@ﬂ{n)) também podem ser definidos como o comple-

n=1

tamento de C & (@oo (ﬂ-(l ®: - ® U-Cn)) na norma definida pelo lado esquerdo de (38.51), pagina 2010. o,
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Apéndices

38.A Um Exemplo: os Sistemas de Rademacher e de Walsh

As chamadas funcées de Rademacher®”, denotadas por r,, com n € Ny, sdo as definidas em R por

rn(z) := sinal (sen (2”71'30)) : (38.A.1)
onde, aqui, definimos, para y € R
1, sey>0,
sinal (y) := 0, sey=0, (38.A.2)
-1, sey<O0.

Podemos também escrever, para n € INg,

(-DF, sex e (£, EL) paraalgum k € Z,

ro(z) = (38.A.3)

0, de outra forma.

E. 38.25 FEzercicio. Verifique! "
Observe-se que pela definigao (38.A.1) tem-se que todas as fungoes 7, tém periodo 1 e vale

ro(z) = 7“0(2”30), VreR, ne€Ng.

No que segue, estaremos interessados na restrigao das fungoes de Rademacher ao intervalo [0, 1]. Para gréficos dessas
fungoes, vide Figura 38.A.1, pagina 2013.

O conjunto de fungdes Z = {r, : [0, 1] = {1, 0, 1}, n € Ny} é denominado sistema de Rademacher.

Figura 38.A.1: Da esquerda para a direita, graficos esquematicos das funcoes de Rademacher r¢, r1, 2 e 73 no intervalo
[0, 1].

Notemos que no intervalo [0, 1] a fungdo ry vale 1, exceto nos pontos 0 e 1, onde se anula. Intuitivamente as
fungoes 7, sdo definidas da seguinte forma. Para cada n particiona-se o intervalo [0, 1) em 2" intervalos de largura
igual [k/2", (k+1)/2"), com k=0, ..., 2" — 1. Em seguida, define-se r,, em cada intervalo (k/2", (k+1)/2") como
sendo (—1)*, ou seja, 7, é definido alternadamente como +1 ou —1, comegando com +1 no primeiro intervalo (0, 1/2").

37Hans Adolph Rademacher (1892-1969).
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Nos demais pontos de [0, 1], que s@o pontos de descontinuidade, r,, é definido como 0. Para r,;; cada intervalo

(k/2™, (k+1)/2") é dividido ao meio e 7,41 troca de sinal em cada metade, sempre comegando com o sinal +1 no

intervalo (0, 1/2"*1) e seguindo alternadamente nos demais. Cada 7,41 também se anula nos pontos de descontinuidade.
Vamos agora provar que % é um conjunto ortonormal em L? ([O, 1], dac). Em primeiro lugar, é claro que fol (rn(ac))2dac =

1, j4 que (rn(ac))2 s6 difere de +1 em um conjunto finito de pontos do intervalo [0, 1] (a saber, nos 2™ 4+ 1 pontos da

forma k/2™ com k =0, ..., 2"). Consideremos agora as integrais f02 Tm (x)ry (x)dz, com 0 < n < m. Podemos escrever
1 2" =1 (k+1)/2" 2"-1 (k+1)/2"
/ rp(x)rm () de = / rn(2)rm () d (88.49) Z (—1)k/ rm(x) do .
0 k=0 Jk/2" o k/2n
Agora,
Eok+1) 7 T 4
on on ) T U om’ gm )
j=2m—nk
Assim,
(k+1)/2n 2" (k+1)—1 (j+1)/2m 1 2™ (k+1)—1 '
/ rm(x) do = / rm(z) dx R Z (-1 =0
k/2 j=2m—nk j/2 j=2m-nk

pois o niimero de somandos é (Zm_"(kz +1)— 1) — (2m_”kz) +1=2""" que é um ndmero par.

Portanto, estabelecemos que valem as relacoes de ortogonalidade

/01 T (2)rm (2) de = Omn

para todos m, n € INy e, portanto, o sistema de Rademacher % é um conjunto ortonormal em LQ([O, 1], dx).

Apesar de ser um conjunto ortonormal infinito, # nao é um conjunto ortogonal completo, pois ha elementos de
LQ([O, 1], d:c) ortogonais a todas os elementos de Z.

Um exemplo de um tal elemento é a fungio f(x) = ri(x)ra(z). Afirmamos que fol rn(x)f(x)dz = 0. De fato,
para n = 0, rp é uma constante e a afirmagao é uma decorréncia da ortogonalidade de r; e 2. Para n = 1 temos
fol ro(x) f(z)de = fol (r (ac))2r2(ac)dac = fol ro(x)dx = 0, pois rg e ro sao ortogonais. O caso n = 2 é idéntico.

Tomemos, portanto, n > 3. A funcdo riry é constante em cada intervalo (k/4, (k + 1)/4) (onde r2 também é

constante). Agora, fk(firl)M rn(2) dx = 0, pois

2" "2 (k+1)—1

Jj Jj+1
k/4, (k+1)/4) = = —
U P
_]=2"72k
sendo o lado direito a uniao de (2”‘2(k +1)— 1) — (2”_2k) + 1 = 22 intervalos (um ntimero par), todos de mesmo
comprimento, e de sorte que em cada um deles 7, vale (—1)7 (exceto em um nimero finito de pontos, onde vale 0).

Além da funcdo ri7, hd uma colecdo infinita contdvel de outras funcoes em L2 ([0, 1], d:c) que também sao ortogonais
ao sistema de Rademacher, todas formadas por produtos finitos de funcoes de Rademacher distintas. Essa afirmacgao
baseia-se na seguinte generalizagdo dos fatos expostos acima: para todo a € Nen; € Ny (j =1, ..., a) com
0<n <ng <---<ng vale

/Olrm(:c)~~~rna(x) dr = 0.

A demonstragao é a seguinte: quebramos a integral no intervalo [0, 1] em 2" ~! integrais nos intervalos (k:/ 2ne=b (k +

1)/2”‘l_l)7 k=0, ..., 2%~ —1 todos de igual comprimento. Agora, é facil ver que as funcdes r,, (), ..., 7n,_, ()
sdo constantes em cada um desses intervalos (pois, como n, é maior que n; para todo j =1, ..., a — 1, a particdo que
compde o suporte da fungdo r,, () é mais fina que o suporte das 1, (z), ..., rn,_, (z)). Assim, para cada k,

(k+1)/2ma™1 (k+1)/2ma"1
/ Ty () Py (@), (2) do = const./ rn, (@) de = 0,
k k

/27%71 /2na—1
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pois 7y, (x) tem sinal trocado em cada metade do intervalo (k/2"~1, (k + 1)/2m~1).

Com isso, é facil provar por indugdo (faga-o!) que o sistema
W o= {rm---rna, ac€N, n; Ny, 5=1, ..., a, com 0<n, <n2<---<na}
é um conjunto ortonormal em LQ([O, 1], dx). Esse sistema é denominado sistema de Walsh3® e é possivel demonstrar

que se trata de uma base ortonormal completa em L?([0, 1], dz). Para mais detalhes, vide [167], [123] ou o trabalho
original [409]. Vide também [372].

38 Joseph Leonard ” Joe” Walsh (1895-1973).



