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0 aprofundar seu estudo de Matematica o estudante frequentemente depara com conceitos como o de grupo,
semigrupo, corpo, espaco vetorial, dlgebra, anel, médulo, assim como encontra certas estruturas como espagos
quociente, produtos tensoriais etc. Nosso objetivo neste capitulo é apresentar definigoes basicas de tais conceitos

acompanhadas, quando possivel, de alguns exemplos relevantes. Nossa intengao priméria nao é de forma alguma a de

cobrir completamente esses assuntos e seus resultados mais importantes, mas a de introduzir ao leitor nocoes dessas
estruturas algébricas, de modo que o mesmo possa encontrar aqui referéncias rapidas as mesmas quando delas necessitar.

Vérios dos topicos aqui abordados serao desenvolvidos em capitulos posteriores, de modo que, como no caso do Capitulo

1, o objetivo nao é um tratamento extensivo dos diversos assuntos. O estudante ja familiar com alguns desses conceitos

(0s conceitos de grupo e dlgebra sdo populares entre estudantes de Fisica) encontrard nessa exposi¢ao uma visao unificada

dos mesmos.

Este capitulo deve ser compreendido como uma continuagao do Capitulo 1. O leitor pode achar ser este capitulo
uma longa sequéncia de apenas definicoes e exemplos, com poucos resultados, o que é parcialmente correto. Seu obje-
tivo, porém, é apresentar varias ideias comuns a varias dreas de um ponto de vista unificado e introduzir construgoes
empregadas ulteriormente.

2.1 Estruturas Algébricas Basicas

Ainda atentos ao cardter introdutério apresentaremos aqui defini¢oes e exemplos das estruturas algébricas mais comuns.

e Operacgoes e relagoes

Sejam C e I dois conjuntos ndo vazios e consideremos o produto Cartesiano C! (o conceito de produto Cartesiano
de conjuntos foi definido & pagina 64). Uma funcdo f : Cf — C é por vezes dita ser uma operacdo sobre C. Se I é um
conjunto finito, f é dita ser uma opera¢ao finitdria sobre C.
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Um conjunto R C C7 é dito ser uma relacdo em C. Se I é um conjunto finito, R é dito ser uma relacdo finitdria em

C.

e Fungoes finitarias

Sejam C e I dois conjuntos e consideremos funcoes f : CT — C. Se I é um conjunto finito f : C! — C é dita ser uma
funcao finitdria sobre C' ou operagao finitdria sobre C'. Sem perda de generalidade consideraremos aqui funcoes finitarias
do tipo f : C™ — C para algum n € IN. Se f é uma funcao finitaria para um dado n, f é dita ser uma fungao n-aria
sobre C. Um exemplo de uma funcao nio finitaria seria uma funcao do tipo f : C™N — C que a cada sequéncia em C
associa um elemento de C.

Fungoes 2-arias serao chamadas aqui de fung¢des bindrias e fungoes 1-arias sao chamadas de fung¢des undrias. Fungoes
unérias e binarias sao as de maior relevancia.

Por vezes iremos falar também de fungoes 0-arias sobre C, que consistem em fungoes f : {#} — C. Uma tal fungao
tem por imagem simplesmente um elemento fixo de C. Exemplos de fungoes 0-drias sobre R seriam f(#) =1 ou f(#) =0
ou f(0) = v/2. Frequentemente denotamos tais funcées pelo elemento de C por ela associado. Nos trés exemplos acima,
poderiamos denotar as funcdes por 1, 0 ou /2, respectivamente.

e Magmas

Um conjunto C' dotado de uma relacao binaria C' x C' — C' é dito ser um magma. Essa nomenclatura foi introduzida
por Bourbaki!, porém, ndo é universalmente empregada.

e Relagoes finitarias

H4 uma nomenclatura aniloga para o caso de relacoes. Sejam C e I dois conjuntos e consideremos relacdes R C CT.
Se I é um conjunto finito R é dita ser uma relagdo finitdria sobre C'. Sem perda de generalidade consideraremos aqui
relagoes finitarias do tipo R C C"™ para algum n € IN. Se R é uma relagao finitaria para um dado n, R é dita ser uma
relagao n-dria sobre C. Para o caso n = 1 as relagoes sao também chamadas de unérias e para o caso n = 2 sao ditas
bindrias. Relacoes bindrias foram estudadas a pagina 54.

e Estruturas

Seja C' um conjunto, ¥ uma colegao de operagoes (ndo necessariamente finitarias) sobre C e seja R uma cole¢ao de
relagoes (ndo necessariamente finitarias) em C. A tripla (C, F, R) é dita ser uma estrutura sobre C. Note-se que tanto
F quanto R podem ser vazias.

Dado que operagoes sobre um conjunto C' também sao relagoes sobre C', a definigdo de estrutura acima poderia ser
simplificada. E porém conveniente manté-la como estd, pois fungoes sao de importancia especial.

Uma estrutura (C, F) é dita ser uma estrutura algébrica e uma estrutura (C, R) é dita ser uma estrutura relacional.

e Tipos de operacoes e de relagoes

Ainda um comentério sobre a nomenclatura.

Sejam C' e I conjuntos e seja o : C! — C uma operacio sobre o conjunto C. A cardinalidade de I é dita ser o tipo
da operagdo o. Assim, uma funcio n-aria é também dita ser de tipo n. Analogamente, se R C C! é uma relacdo em C
a cardinalidade de I ¢é dita ser o tipo da relacao R.

e Comentarios sobre a notagao. Notagao mesofixa

Antes de prosseguirmos, facamos uma observacdo sobre a notacdo que é costumeiramente adotada, especialmente
quando se trata de fungoes binarias.

2

Dado um conjunto C' e uma funcio bindria denotada por um sfmbolo ¢, a imagem de um par (a, b) € C? é
comummente denotada por ¢(a, b). E muito pratico, por vezes, usar uma outra notagao e denotar ¢(a, b) por a ¢ b. Essa
notagao é denominada nota¢ao mesofiza. Um exemplo claro desse uso esta na funcao soma de dois nimeros complexos,
denotada pelo simbolo + : C2 — C. Denotamos +(z, w) por z + w. Outro exemplo estd na funcio produto de dois

1 Nicolas Bourbaki. Nome coletivo adotado por um grupo de importantes matemdticos franceses, nascido por volta de 1935, que teve
grande, mas declinante, influéncia na estruturacao e sistematizacdo da Matemadtica ao longo do século XX. O grupo Bourbaki sofreu diversas
criticas pelo seu abstracionismo, considerado em certos circulos como excessivo e mesmo estéril.
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nimeros complexos: - : C2 — C. Denotamos +(z, w) por z - w.

Essa notagao serd usada adiante para outras fungoes bindrias além das fungbes soma e produto de ntmeros ou
matrizes.

Fungbes unarias também tém por vezes uma notagao especial, frequentemente do tipo exponencial. Tal é o caso da
operacdo que associa a cada elemento de um grupo & sua inversa, g — ¢!, ou o caso da operacao que associa a cada
conjunto o seu complementar A — A°. Ou ainda o caso da transposicio de matrizes M — M7, da conjugacao de
nimeros complexos z — z* para o que usa-se também sabidamente a notagao z — Zz.

e Comutatividade, associatividade e distributividade

Uma funcdo bindria x : C? — C é dita ser comutativa se para quaisquer a e b € C valer
X(av b) = X(ba a)a
ou seja, na notagao mesofixa, se
axb = bya .
2

Funcoes bindrias comutativas sao frequentemente chamadas de Abelianas®.

Uma funcdo bindria x : C? — C é dita ser associativa se para quaisquer a, b e ¢ € C valer

x(a, x(b, ) = x(x(a, b), ),
ou seja, na notagao mesofixa, se
ax(bxc) = (axb)xe.

A associatividade permite-nos eliminar os parénteses de expressoes como ax(bxc), que podem ser escritas sem ambigui-
dade na forma axbyc.

Dadas duas funcdes binarias x1, x2 : C? — C, dizemos que x; é distributiva em relacio a xa se valer

xi(a, x2(b, ¢)) = xz2(xi(a, b), x1(a, ¢)) ou seja, axi(bxz2c) = (ax1b)xz(axic)

para quaisquer a, b, ¢ € C.

2.1.1 Algebras Universais

Uma dlgebra universal é constituida por um conjunto C' e uma cole¢do F de fungdes finitdrias sobre C. A colegdo F nao
precisa ser finita. Frequentemente denotaremos uma &lgebra universal por (C, F).

O estudo sistemdtico das dlgebras universais foi iniciado por Withehead® e Birkhoff*, tendo Boole®, Hamilton®, De
Morgan” e Sylvester® como precursores. Para uma referéncia, vide [183]. Vamos a alguns exemplos.

1. Seja C = R e F = {s, m}, onde s e m sdo duas fungoes bindrias dadas por s : R> — R, s(z, y) =z +y e
m:R%? =R, m(z, y) =z-y.

2. Seja C'= Mat (C, n) (o conjunto das matrizes complexas n x n para um certo n € IN) e F = {s, m}, onde s e m
sdo duas fungoes binarias dadas por s: C? — C, s(A, B)= A+ Bem:C?* - C, m(A, B)=A-B.

3. Seja C' o conjunto de todas as matrizes complexas n x m (para n e m € N) e seja F = {c, s, t} onde c: C = C
¢ a funcao undria dada por ¢(A) = A (a matriz complexo-conjugada de A), s : C? — C é a funcao bindria dada
por s(A, By=A+ Bet:C3— C éa funcio 3-4ria dada por t(A, B, C) = ABTC, onde BT é a transposta da

matriz B.

2Niels Henrik Abel (1802-1829).

3 Alfred North Withehead (1861-1947).
4George David Birkhoff (1884-1944).
5George Boole (1815-1864).

6William Rowan Hamilton (1805-1865).
7 Augustus De Morgan (1806-1871).

8 James Joseph Sylvester (1814-1897).
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Algumas &lgebras universais com propriedades especiais de importancia em Matemaética recebem denominacoes
préprias e sao chamadas de grupos, semigrupos, anéis, corpos etc. Vamos introduzi-las adiante. Em todas elas as
fungoes de F sao 0-arias, undrias ou bindrias.

Algumas estruturas frequentemente encontradas, como espacos vetoriais, dlgebras e moédulos, nao se enquadram
exatamente no conceito de algebra universal, mas podem ser encarados como constituidos por pares de algebras universais
dotadas de uma ac¢do de uma das algebras universais sobre a outra. A nocao abstrata de acdo de uma algebra universal
sobre uma outra algebra universal serd vista mais adiante.

A leitura do restante desta subsecao sobre dlgebras universais pode ser omitida pois nao afetarda o que segue.

e Morfismos entre algebras universais

Sejam (A, A) e (B, B) duas &lgebras universais. Uma funcao A : A — B é dita preservar o tipo das operagdes de A
se para todo « € A a operagdo A(«a) € B tiver o mesmo tipo que a operagao a.

Assim, uma aplicagao que preserva o tipo leva aplicagOes undrias em undrias, aplicacoes bindrias em binarias etc.
Um morfismo da dlgebra universal (A, A) na dlgebra universal (B, B) é um par de aplicagées (D, A)com D : A — B
e A: A — B, onde A é uma aplicacido que preserva o tipo e de tal forma que para todo a € A tenhamos

Doa = A(a)o D"

como aplicagoes A™ — B, onde n é o tipo de @. Acima, D™ : A — B™ édadapor D"(ay, ..., a,) = (D(al), e ,D(an)).
Assim, para todo a € A temos

D(a(al, - ,an)) = Aa) (D(al)7 . ,D(an)) ,
para toda (a1, ...,a,) € A™, n sendo o tipo de a.

Ezemplo. Sejam as dlgebras universais (R4, {-, 1}) e (R, {4, 0}) com as defini¢des usuais e seja o par {In, L),
onde In : Ry — R é o logaritmo Neperiano® e L : {-, 1} — {+, 0} dado por L(-) = +, L(1) = 0. Entao, (In, L) é um
morfismo de (R4, {-, 1}) em (R, {4+, 0}), dado que para todo a, b € Ry vale

In(a-b) = In(a) + In(d) .

e Acoes de uma algebra universal sobre uma outra algebra universal

Por razoes de completeza apresentaremos aqui a nogao geral de ag¢do de uma &dlgebra universal sobre uma outra.
Vamos comegar com algumas definigdes. Sejam A e B dois conjuntos e seja uma funcdo G : A x B — B. Para todo
n € IN definamos

G A" x B— B™  tal que (a1, -..,ap,b) — (G(al, b), ..., G(an, b))

coma; € A,beB,i=1, ..., n.

Para todo m € IN definamos
GH™ . Ax B™ — B™  tal que (a, by, ..., by) — (G(a, b1), ..., G(a, bm)) ,

coma€ A, b;eBi=1, ..., m.

Para um conjunto C qualquer id¢ : C — C' denota a identidade em C: id¢(c) = ¢, Ve € C. Foraisso, se y: C — C é
uma aplicacdo, denotaremos por (™) : A” — A™ a aplicacao tal que 7™ (cy, ..., ¢n) = (Y(c1), ..., y(cn)).

Finalmente, para duas aplicagoes o : A" — A e §: B™ — B o par (a, ) denota a aplicacgo A" x B™ — A x B
dada por («, B)(a1, ..., @n,b1, ..., by) = (a(al, ceey an)y Bb1, .., bm))

Com isso podemos formular a definicao desejada de agao de uma algebra universal sobre uma outra.

Sejam (A, A) e (B, B) duas algebras universais. Uma a¢do de (A, A) sobre (B, B) é um par (G, I') onde

G:AxB— B e ' A—3B

9John Napier (Neper ou Nepair) (1550-1617).
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sdo aplicacoes tais que I' preserva tipos e as seguintes condigoes sao vilidas: Para quaisquer o € A e 8 € B (cujos tipos
serdo m e m, respectivamente) tem-se que

Go(a, ) = T'(a)oG™ Yo (idyn, B) = BoGH™ o (a, idpn) (2.1)

como aplicagoes A™ x B™ — B.

De (2.1) segue que

Go(a, idp) = I(a) o G™ Yo (idan, idp) (2.2)
€
Go(ida, B) = BoGLH ™ o (idy, idgm) . (2.3)
E. 2.1 Ezercicio. Mostre isso. *
De (2.2) e (2.3) segue que
(n)
GV o (idan, f) = (5oc<lﬁm>) o (2.4)
¢ (m)
GL™ 6 (a, idpm) = (F(a)oG("’ 1>) ok, (2.5)

onde j: A” x B™ — (A x B™)" é dada por
j(G/l, M) an)bla L) bm) = (a/17 bl) R} bT)’L7a/27 bl) ) bm7 M) an7 bl) R} bm)
ek: A" x B™ — (A™ x B)™ é dada por

k(at, ...y anyb1, ooy b)) == (a1, ..oy Qny b1y, a1y oovy Ap,y bay ooty Q1 oy Qpy b))

E. 2.2 Ezercicio. Mostre isso. *

Das relagoes (2.4) e (2.5) segue que a condigao (2.1) pode ser escrita como

(m)
o

Go(a, B) = T'(a) o (ﬂ oG m)>(n) 0oj = Bo (F(a) o G™ 1)> k. (2.6)

Observa@do. Acima estamos considerando id 4, idp, como elementos de A, respectivamente de B, o que sempre pode ser feito sem perda
de generalidade. &

2.1.2 Reticulados e Algebras Booleanas

A nocao de reticulado é empregada em diversas areas da Matematica, por exemplo, no estudo de conjuntos parcialmente
ordenados, na Teoria de Grafos, na Teoria de Grupos etc. Nestas Notas a nogao de reticulado serd empregada na
demonstragao do importante Teorema de Stone-Weierstrass, Teorema 37.16, pagina 1978, descrito na Segao 37.5, pagina
1977. Vide para tal o Exemplo 2.3, pagina 110. Na Fisica, reticulados desempenham um papel na chamada Ldgica
Quantica, que descreve e estuda os fundamentos légicos da Fisica Quantica. Vide para tal Secao 39.4, pagina 2147.
Algebras Booleanas sao um tipo especial de reticulado cujo emprego estende-se a areas como Logica e Topologia.

e Reticulados

Um reticulado'® é uma 4lgebra universal constituida por um conjunto nio vazio C' e duas funcdes binarias denotadas
[P

por A e V (lé-se “e” e “ou”, respectivamente), dotadas das seguintes propriedades, vélidas para todos a, b e ¢ € C
(usaremos a notagao mesofixa):

1. Idempoténcia:
aha = a, aVa = a. (2.7)

10Denominado “lattice” em Inglés, “Verband” em Alemao e “treillis” em Francés.
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2. Comutatividade:

ahNb =bAa, aVb =">bVa. (2.8)
3. Associatividade:
an(Are) = (aAb)Ac, (2.9)
aV(®dVve = (avVb)Ve. (2.10)
4. Absorvénciall:
aN(aVvd) = a, (2.11)
aV(anb) = a. (2.12)

Um reticulado em um conjunto C' é dito ser um reticulado sobre C. Vamos a exemplos de reticulados.
Exemplo 2.1 Seja X um conjunto ndo vazio. Afirmamos que P(X) é um reticulado sob as operagdes A e V definidas para todos

A, BC X,por ANB=ANB, AV B = AU B. Verifique! Mais adiante (Exemplo 2.6, pigina 115) veremos que esse exemplo,
com alguns ingredientes a mais, corresponde a uma algebra Booleana. ¢

Exemplo 2.2 Seja C = R e sejam as fungoes bindrias A e V definidas para todos a, b € R, por

aAb = min{a, b} = %(a+b—|a—b|),

1
aVb := max{a, b} = §<a+b+{a—b|).
Verifique! ¢

Exemplo 2.3 Este exemplo generaliza o Exemplo 2.2. Seja X um conjunto nio vazio e C = R*, o conjunto de todas as funcdes
reais definidas em X. Para duas fungoes f, g : X — R defina-se duas novas fungées f A g e fV g por

(FAo)) = min{f(), 9@} = 3(f@) + o) - |f@) ~ 9@)])

(FVo)e) = maxf(), 9@)} = 3(F@)+9() +|f@) - 9(@)])

Esse exemplo de reticulado é relevante na demonstragdo do Teorema de Stone-Weierstrass, Teorema 37.16, pagina 1978. ¢

Exemplo 2.4 Uma outra generalizacao do Exemplo 2.2. Seja C' um conjunto linearmente ordenado (a definigdo estd & pagina
71) e sejam as fungdes bindrias A e V definidas para todos a, b € C, por

_ a, sea=b, _ a, sea>b,
anb = { b, de outra forma , avh = { b, de outra forma .

E. 2.3 Ezercicio. Mostre que cada um dos exemplos acima compde um reticulado. o+

e Reticulados e relagoes de ordem

O Exemplo 2.4, acima, mostra-nos que é possivel constituir um reticulado a partir de uma relacao de ordem total.
Reciprocamente, é possivel construir uma relagdo de ordem parcial a partir de um reticulado. Para tratar disso (e para
futura referéncia), enunciemos e provemos o seguinte lema:

1 Também denominada “Amalgamento”. O estudante deve observar que essa é a tnica propriedade das listadas acima que relaciona ambas
as operagoes A e V.
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Lema 2.1 Seja C' um conjunto nao vazio, o qual constitui um reticulado com duas operagoes bindrias A\ e V. Entao,
dois elementos x, y € C satisfazem a igualdade x = x Ny se e somente se satisfizerem também y = x V y. O

Prova. Se z e y € C satisfazem x = x Ay, entdo segue que ©Vy = (x Ay)Vy = y, sendo que na tltima igualdade usamos
as propriedades de comutatividade e absorvéncia. Analogamente, se y = x V y, segue que x Ay =z A (z Vy) = x, onde
novamente usamos as propriedades de comutatividade e absorvéncia. |

Essas observacoes do Lema 2.1, adicionadas a inspiracao do Exemplo 2.4, induzem-nos a seguinte definicao de uma
relacao de ordem parcial em C': dizemos que

x X y seesomente se r = x Ay ou, equivalentemente, se e somentese y = zVy. (2.13)

Precisamos agora justificar que se trata de uma relagdo de ordem parcial, provando serem vélidas as propriedades de
reflexividade, transitividade e antissimetria listadas a pagina 71:

1. Pela propriedade de idempoténcia, vale x = A x para todo x € C e, portanto, x < x para todo x € C. Essa ¢é a
propriedade de reflexividade da ordem parcial.

assoc.

2. Sex, yez e Csatisfazemx =z Ayey=yAz, seguequeac:ac/\y:x/\(y/\z) = (ac/\y)/\z=ac/\z. Logo,
provamos que se r =Xy e y = z, entao vale x < z. Essa é a propriedade de transitividade da ordem parcial.
3. Por fim, se x = x Ay e y =y Az, a propriedade de comutatividade diz-nos que z = z Ay = y. Assim, provamos

que se x Xy ey 3 x vale x = y. Essa é a propriedade de antissimetria da ordem parcial.

E. 2.4 Ezercicio. Estude as relacdes de ordem que advém dos Exemplos 2.1 e 2.3 e constate que s3o relaces de ordem parciais, ndo
totais (exceto no caso em que C tem apenas um elemento). "

e Reticulados limitados superiormente. Reticulados limitados inferiormente

Um reticulado C' é dito ser limitado superiormente se possuir um m&aximo, ou seja, se existir w € C tal que z < w
para todo x € C, o que equivale a dizer que £ = x A w para todo x € C.

Um reticulado C' é dito ser limitado inferiormente se possuir um minimo, ou seja, se existir a € C' tal que a <X x para
todo x € C, o que equivale a dizer que x = x V « para todo x € C.

Essas definigbes coincidem, como veremos, com as definicoes de unidade e elemento nulo de um reticulado que
apresentaremos adiante.

e Unidade e elemento nulo de um reticulado

Caso um reticulado C possua um elemento e tal que x Ae = x para todo x € C o elemento e é dito ser uma identidade
ou unidade do reticulado, e é frequentemente denotado pelo simbolo 1. Pelo Lema 2.1, a relagao x A1 =z é vélida se e
somente se 1 =z V 1.

Caso um reticulado C possua um elemento z tal que = V z = x para todo = € C o elemento z é dito ser um elemento
nulo do reticulado, e é frequentemente denotado pelo simbolo 0. Pelo Lema 2.1, a relacao x V0 = z é valida se e somente
se 0=z AO.

Assim, se existirem unidade e elemento nulo teremos
xr=2x AN1l, 1=2vl1, x =2aV0 e 0 =2a2A0 (2.14)

para todo x € C.

A unidade e o elemento nulo, se existirem, sdo tnicos. Se fato, se 1 e 1’ sdo unidades de um reticulado C' entao, por
defini¢do, 1 A1’ = 1, mas também 1’ A1 = 1/, provando (pela comutatividade) que 1 = 1’. Analogamente, se 0 e 0’ sdo
elementos nulos de um reticulado C' entao, também por defini¢ao, 0 V 0’ = 0, mas também 0’ vV 0 = 0’, provando (pela
comutatividade) que 0 = 0.

Como dissemos acima, podemos associar naturalmente uma relagao de ordem parcial < a um reticulado dizendo que
x X y se e somente se z = x Ay ou, equivalentemente, se y = yV x.
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Se C possui uma unidade 1 teremos x =< 1 para todo x € C, pois z = = A 1. Analogamente, se Se C' possui um
elemento nulo 0 teremos 0 < z para todo z € C, pois x = z V 0. Vemos com isso que 1 é o maximo e 0 o minimo do
reticulado (se existirem).

e Reticulados limitados

Um reticulado que for limitado superiormente e inferiormente é dito ser um reticulado limitado. Assim, um reticulado
é limitado se possuir uma unidade e um elemento nulo (ou seja, um méximo e um minimo).

Em um reticulado limitado C vale 0 < = < 1 para todo x € C. Se em um reticulado C tivermos 0 = 1, valera,
portanto, x = 0 = 1 para todo = € C, ou seja, C possui um unico elemento. Um tal caso é totalmente trivial, de forma
que sempre consideraremos 0 # 1.

¢ Reticulados completos

Um reticulado é dito ser um reticulado completo se todo seu subconjunto nao vazio possuir um supremo e um
infimo (em relacao a relacdo de ordem parcial <). Para as definigdes de supremo e infimo, vide pagina 75 e seguintes.
Naturalmente, reticulados completos devem ser limitados.

A colecao de todas as topologias definidas em um conjunto nao vazio constitui um reticulado completo. Vide Exercicio
E. 27.24, pagina 1417.

¢ Elementos complementares

Seja C' um reticulado limitado (ou seja, que possui uma unidade e um elemento nulo). Dizemos que dois elementos
z, y € C sao complementares se
zAy =0 e zVy = 1.

Em um tal caso dizemos que x é complementar a y e vice-versa. Elementos complementares nao sao necessariamente
dnicos, ou seja, se y é complementar a x pode haver 3’ # y que também é complementar a x. Como veremos, uma
condigao suficiente para garantir a unicidade (ndo a existéncia!) do complementar de um elemento z é a propriedade
distributiva.

Pela definicao de unidade e de elemento nulo, valem 0 =0A1 e 1 =1V 0. Essas relagoes estao dizendo que 0 e 1 sao
elementos complementares.

Dado um reticulado geral C', nem sempre é possivel garantir a existéncia de um elemento complementar para cada
um de seus elementos, nem sua unicidade. Se, no entanto valer que cada x € C possui um elemento complementar 1inico,
este é denotado pelo simbolo —z. Condigoes suficientes para garantir unicidade (néo existéncial) serdo apresentadas a
seguir (distributividade e limitacao).

Outros simbolos encontrados na literatura para —z sio 0z, 2¢ ou ainda 2+, esse tltimo empregado no estudo dos
chamados reticulados ortocomplementados (Secao 2.1.2.2, pagina 116).

e Reticulados complementados

Um reticulado C no qual todo elemento possui ao menos um complementar é dito ser um reticulado complementado.

Se C é complementado e, além disso, para cada x € C o elemento complementar for unico, -z, entao a fungao
C 3z~ —x € C éuma funcao unaria em C.

e Reticulados distributivos

Um reticulado sobre um conjunto C' é dito ser um reticulado distributivo se as operacoes A e V forem distributivas
uma em relacao a outra, ou seja, se forem satisfeitas as propriedades

aN(bVe) = (anb)V(aAc) (2.15)

aV({dAre) = (aVb)AaVe). (2.16)
para todos a, be ce C.

Em 4lgebras Booleanas (vide adiante), devido as regras de De Morgan (2.17), as propriedades (2.15) e (2.16) decorrem
uma da outra.
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E. 2.5 Ezercicio. Demonstre essa afirmacdo. o+

E. 2.6 Ezercicio. Nos Exemplos 2.1-2.4, acima, quais reticulados s3o distributivos? Quais n3o sio? o+

o Reticulados limitados e distributivos

Em um reticulado distributivo e limitado C, o complementar de um elemento = € C, se existir, é iinico. De fato, se
y ey € C sdo complementares a x, teremos 0 =z Ay=x Ay el =xVy=2xVy'. Agora,

distrib. (

y =yAl =yA(xzVy) yAz)V(yAy) = 0V(yAy) = yAy

e, analogamente,
v =y AL =y AVy "= @A)V Ay =0V AY) =y Ay,

provando que y =y Ay’ = v/ .

Em um reticulado distributivo e limitado, o complementar (unico!) de um elemento z € C, se existir, é denotado
pelo simbolo Cz, pelo simbolo =z ou ainda pelo simbolo z¢. Naturalmente, valem

zA(—z) =0 e xV(-z) = 1.

Se —x é o complementar de x, é evidente que -z tem um complementar, a saber, . Logo, pela unicidade do
complementar, —(—x) = x sempre que —z existir. E importante notar também que, pelo comentado acima, valem -0 = 1
e 1=0.

e Reticulados limitados, complementados e distributivos

Se além de distributivo e limitado o reticulado for também complementado haverd um complementar tinico para cada
elemento de C' e, portanto, havera uma funcao unaria — : C — C que a cada = € C associa o seu complementar —zx.
Como vimos, vale nesse caso =(—z) = z para todo x € C, assim como valem as relagbes -0 =1 e -1 = 0.

Um reticulado limitado, complementado e distributivo é dito ser uma dlgebra Booleana.

2.1.2.1 Algebras Booleanas

Uma dlgebra Booleana'? é uma &lgebra universal formada por um conjunto B e por uma familia F de cinco funcoes

finitarias: duas bindrias, denotadas por A e V, uma funcido undria, denotada por — ou pelo simbolo C, e denominada
“negagao” ou “complemento”, e duas fungdes 0-drias, denotadas genericamente por 0 e 1 (denominadas, obviamente,
“zero” e “um”), as quais representam elementos fixos distintos de B. As fung¢des acima sdo supostas satisfazer aos
seguintes requisitos:

1. B, A e V formam um reticulado distributivo.
2. Para todo a € B vale que 1 Aa =a e que 0V a = a (reticulado limitado).
3. Para todo a € B vale que a A (ma) =0 e que a V (—a) = 1 (reticulado complementado).

Por vezes, denota-se —a por a* ou ainda por ba ou a®. Esses dois tltimos sdo de uso mais comum em operacoes

envolvendo conjuntos. Novamente, tem-se pelas defini¢gées que =0 =1, =1 = 0 e = (—a) = a para todo a € B.

e Regras de De Morgan

Em uma &dlgebra Booleana B valem para todos a, b € B as importantes relagoes

~(anb) = (ma)V(=b) e  —(aVb) = (=a)A(-b), (2.17)

12George Boole (1815-1864).
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as quais sdo conhecidas como regras de De Morgan'3.

A segunda relacdo em (2.17) é decorréncia da primeira, como se vé trocando a — —a e b — —b. Por isso, basta provar
a primeira, o que significa provar que

((—u)\/(ﬂb)) Aanb) =0 e ((ﬂa)\/(ﬂb)) V(@A) = 1. (2.18)

Ambas decorrem da comutatividade, da associatividade, da distributividade e das relagdes (2.14). Para provar a primeira
relagdo em (2.18), temos

((—\a) Vv (ﬂb)) AlaAb) =R :((—\a) Vv (ﬂb)) A a} Ab

distribut. :((_ﬂ) A a) vV ((ﬁb) A a)} Ab

:0 v ((ﬂb) A a)} AbD

(2.14)

((ﬁb) A a) Ab CEE A ((ﬁb) A a)

(2.14)

associat. (b A (ﬁb)) ANa = 0Aa 0.

Para provar a segunda relagdo em (2.18), temos

((ﬁa)\/(ﬂb)>\/(a/\b) et (Lg) v (ﬂb)\/(a/\b))

di:;t;but (ﬂa) \/
(2.14)

(2.14)

== ((ma)Va) v (=b) = 1V (b) L.

e Algebras Booleanas e relagao de ordem

Lema 2.2 Se B ¢é uma dlgebra Booleana e a, b € B satisfazem a < b, entdo (—b) X (—a). Ou seja, em uma dlgebra
Booleana a operacdo de completamento reverte a relacdo de ordem entre os elementos. O

Prova. Sejam a, b € B que satisfazem a < b. Pela defini¢do de relagdo de ordem em reticulados (2.13), isso significa que
a = aAb. Pelo Lema 2.1, pdgina 111, temos também b = a VV b. Usando a segunda regra de De Morgan em (2.17), pigina

113, segue disso que

(2.17)

-b = —=(aVb) (ma) A (=b) "= (=b) A (—a) .

Agora, a igualdade assim provada —b = (—=b) A (—a) é precisamente a afirmacao que (—b) = (—a). |

¢ Exemplos basicos de algebras Booleanas

13 Augustus De Morgan (1806-1871).
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Exemplo 2.5 A menor dlgebra Booleana, e talvez uma das mais importantes em aplicagoes, é composta por dois elementos
distintos, denotados por 0 e 1: B = {0, 1} e as operagdes A, V e = sdo dadas por

0OANO =0, 0OA1l =0, 1AO0O=0, 1Al =1, OVO=0, OV1I =1, 1VO=1, 1Vl =1,

epor 0 =1e -1 =0. E um exercicio iluminante verificar que todas as propriedades definidoras de algebras Booleanas sao
satisfeitas neste caso. ¢

Exemplo 2.6 Seja X um conjunto nao vazio. Afirmamos que P(X) é uma &lgebra Booleana sob as seguintes defini¢des: para
A, B € P(X) definamos ANB:=ANB, AVB:=AUB, -A:=0A=X\A4,0=0,1=X.

A idempoténcia e a comutatividade sdo evidentes, a associatividade e a distributividade estdo expressas em (1.22) e (1.23),
pégina 56, a absorvéncia decorre das evidentes relacoes AN(AUB) = Ae AU(ANB) = A. E também claro que INA = XNA=A
e0VA=0UA = A As propriedades de complementaridade sdo também claras: A A (nA) = AN(X\A) =0 =0c¢e
AV (mA)=AU (X \ A) =X =1. A relagdo de ordem parcial A < B <= A = AA B significa A < B <= A= AN B, relagdo
essa que significa A C B. ¢

Exemplo 2.7 O Exemplo 2.6 tem uma importante generalizagio. Seja X um conjunto nao vazio e seja M uma o-4lgebra em X.
Para a definigdo e propriedades bésicas de o-édlgebras, vide Segdo 1.2.5, pagina 96 ou Capitulo 27, pdgina 1410. Afirmamos que M
é uma algebra Booleana sob as mesmas defini¢bes do Exemplo 2.6: para A, B € M definamos AANB:=ANB, AV B:= AU B,
—A=04A=X\4,0=0,1=X.

Face ao discutido no Exemplo 2.6, e ao fato que X € M e 0 € M (evidentes pela defini¢io de o-algebra), a dnica coisa que
resta constatar é que as operagdes A, V e — sdo, de fato, definidas em M. No entanto, se A e B sdo elementos de M, sua unido
também o é (pela definigio de o-dlgebra), assim como sua intersecgao (pela Proposicao 1.22, pagina 97). Por fim, se A € M, entéo
-A:= X\ A é também elemento de M, também pela defini¢do de o-dlgebra.

Esse exemplo é particulaemente importante pois abre a possibilidade de se lidar com &lgebras Booleanas nas quais uma medida
de probabilidades (ou qualquer outro tipo de medida) estd definida.

Informamos ainda que a reciproca da afirmacédo acima néo é verdadeira: nem toda algebra Booleana é isomorfa a uma o-algebra.
Vide, e.g., [196]. ¢

Exemplo 2.8 B = [0, 1] C R, as operagoes A, V sao dadas como no Exemplo 2.2, pagina 110:
aAb = min{a, b} e aVb = max{a, b}

para todos a, b € [0, 1] e a operacao — é dada por —a = 1 — a para todo a € [0, 1]. Naturalmente, o elemento nulo é o nimero 0
e a unidade é o ndmero 1. ¢

Exemplo 2.9 O mesmo que o anterior, mas tomando B como sendo qualquer subconjunto de [0, 1] que contenha 0 e 1. ¢

Exemplo 2.10 Seja X um conjunto ndo vazio e seja I qualquer subconjunto de [0, 1] que contenha 0 e 1. Seja B = IX, a
colegdo de todas as fungées de X em I. Como no Exemplo 2.3, pagina 110, defina-se para cada = € X

(FAg)(x) = min{f(z), g(x)} e  (fVg)(z) = max{f(z), g(x)}

e defina-se (—=f)(z) = 1— f(z). Tome-se o elemento nulo como sendo a fungao identicamente nula e a unidade como sendo a fun¢ao
identicamente igual a 1. Esse tipo de reticulado é empregado na demonstragao do Teorema de Stone-Weierstrass, Teorema 37.16,
pégina 1978. ¢

E. 2.7 Ezercicio. Mostre que os sistemas definidos nos exemplos acima formam 3lgebras Booleanas. o,

X k% ok

A relevancia das algebras Booleanas reside no fato de as mesmas capturarem algebricamente as operagdes mais

[P

importantes da teoria dos conjuntos (como as de unido, intersec¢do, complemento, conjunto vazio) e as da légica (“e”,

”

“ou”, “negacgao”, “verdadeiro”, “falso”). Os exemplos 2.6 e 2.5 atestam essa concepcdo. Fora isso, dlgebras Booleanas
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relacionam-se a espacos topolégicos, como pode ser apreciado na discussao sobre os Axiomas de Kuratowski a pagina
1430, Capitulo 27.

Certas algebras Booleanas, como a do Exemplo 2.5, sao de facil implementacao em Eletronica e de amplo uso em
processamento digital. Um pioneiro na identificacao da relevancia de dlgebras Booleanas no design de circuitos 1égicos
foi Shestakov'4, que teria divulgado suas ideias ja em 1935, tendo defendido tese a respeito em 1938 na Universidade
Estatal de Moscou. Outro importante pioneiro nessas aplicacdes de 4lgebras Booleanas foi Shannon'®, em seu trabalho
de Mestrado no MIT “A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits”, de 1937, trabalho fundamental para o
design de circuitos digitais. Um terceiro pioneiro a ser mencionado foi Zuse'®, que construiu, entre 1936 e 1938, um dos
primeiros (segundo alguns, o primeiro dos) computadores eletromecénicos programdveis, chamado Z1, também baseado
em algebras Booleanas.

2.1.2.2 Reticulados Ortocomplementados e Ortomodulares
Tratemos agora de apresentar mais dois tipos de reticulados, os reticulados ortocomplementados e os reticulados orto-

modulares, empregados no estudo de aspectos logicos da Fisica Quantica. Um exemplo especialmente relevante sera
discutido na Secao 39.4, pagina 2147.

¢ Reticulados ortocomplementados

Um reticulado O é dito ser ortocomplementado se for um reticulado limitado dotado de uma fungao unéria, denotada
por L e denominada ortocomplementacdo, com as seguintes propriedades:

1. (z1)t = 2 para todo x € O (involucao).

2. z*Ver=1exz Az =0 paratodo z € O (complementaridade).

3. Se para x, y € O valer x < y entdo y= < 2+ (reversdo de ordem).

As propriedades de involucao e de complementaridade significam que | é uma operagao de complementaridade, como
a operagao —, acima, mas nessa area ¢ tradicional usar-se o simbolo L em lugar de —.

A propriedade de reversao de ordem significa, segundo a defini¢do de relacao de ordem em reticulados, que se x = x Ay
entdo y+ =y Azt

Como se observa comparando-se as definigoes, toda algebra Booleana é um reticulado ortocomplementado através da
identificacao 1= —, a reversao de ordem, no caso Booleano, estando afirmada no Lema 2.2, pagina 114.

e Reticulados modulares

Para um reticulado distributivo, limitado e complementado B, ou seja, para uma algebra Booleana, temos para
quaisquer a, b, ¢ € B,
aV(bAc) = (aVb)A(aVe).

Em particular, se a < ¢, ou seja, se a V ¢ = ¢, temos

aV(bAc) = (aVb)Ac.

Um reticulado R (que ndo necessariamente seja distributivo ou limitado) é dito ser um reticulado modular se para
cada b € R valer
a = c implica aV (bAc) = (aVb)Ac. (2.19)

Essa propriedade é denominada propriedade modular, ou modularidade. Um reticulado nao necessariamente distributivo
que satizfaca (2.19) é dito ser um reticulado modular. Como vimos, toda dlgebra Booleana é um reticulado modular. A
propriedade modular é, por assim dizer, uma versao enfraquecida da distributividade.

E relevante notar que se b = —a, entdo (2.19) afirma que

a < c implica aV ((ma)Ac) = c. (2.20)

Victor Ivanovich Shestakov (1907-1987).
15 Claude Elwood Shannon (1916-2001).
16Konrad Ernst Otto Zuse (1910-1995).
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pois a V —a = 1.

Essa é uma versao ainda mais enfraquecida da distributividade e conduz a defini¢ao de reticulados ortomodular.

e Reticulados ortomodulares

Um reticulado ortocomplementado R ¢é dito ser um reticulado ortomodular se para todos a, ¢ € R valer
a =< ¢ implica ¢ = aV (al A c) . (2.21)

Essa identidade é denominada propriedade ortomodular, ou ortomodularidade.

2.1.3 Semigrupos, Mondides e Grupos

Nesta secao introduziremos algumas nogoes algébricas de grande importancia.

e Quase-grupos e loops

Um quase-grupo é um conjunto (), dotado de uma operagao binaria Q) x Q — @, denotada por “”, tal que para todo
par a e b € @ existem x e y € ), Unicos, satisfazendo x-a=bea- -y =0».

Em palavras, um quase-grupo é uma estrutura onde a “divisao”, a esquerda e a direita, é sempre possivel.

Um loop L é um quase-grupo com elemento neutro, ou seja, ¢ um quase-grupo no qual existe um elemento e,
denominado identidade, tal que a-e =¢e-a = a para todo a € L.

O elemento neutro de um loop é sempre tinico, pois se ¢’ é também um elemento neutro, segue que ¢’ = ¢’ - ¢ = e.

Em um loop, todo elemento possui uma tinica inversa ¢ direita e uma tnica inversa & esquerda (ndo necessariamente
iguais). Ou seja, para cada a € L existem um tnico elemento em L que denotamos por al_l, denominado inverso a
esquerda de a, tal que al_1 -a = e e um Unico elemento em L que denotamos por a, ', denominado inverso a direita de a,
tal que a-a, ! =e. A existéncia e unicidade de tais elementos é consequéncia da propriedade definidora de quase-grupo.

e Semigrupos

w9

Um semigrupo é um conjunto nao vazio S dotado de uma operacao binaria S x S — S denotada por e denominada

produto tal que a seguinte propriedade é satisfeita.

1. Associatividade. Para todos a, bece Svale (a-b)-c=a-(b-c).

e Mondides

W

Um mondide é um conjunto nao vazio M dotado de uma operagao binaria M x M — M denotada por e denominada

produto tal que as seguintes propriedades sao satisfeitas.

1. Associatividade. Para todos a, be c € M vale (a-b)-c=a-(b-c).

2. Elemento neutro. Existe um (dnico!) elemento e € M, denominado elemento neutro, tal que g-e = e - g = g para

todo g € M.
Observagao. A unicidade do elemento neutro é garantida pela observacdo que se houvesse e/ € M tal que g - ¢’ = €’ - g = g para todo
g € M teriamos ¢/ = e’ - e = e. &
¢ Grupos

Uma das nogoes mais fundamentais de toda a Matemética é a de grupo. Um grupo é um conjunto nao vazio G
dotado de uma operagao binaria G x G — G, denotada por “” e denominada produto, e de uma operagao unaria G — G
(bijetora) denominada inversa, denotada pelo expoente “~17 tais que as seguintes propriedades sdo satisfeitas.

1. Associatividade. Para todos a, be c€ G vale (a-b)-c=a-(b-c).
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2. Elemento neutro. Existe um (dnico!) elemento e € G, denominado elemento neutro, tal que g-e = e-g = g para
todo g € G.

3. Inversa. Para cada g € G existe um (tnico!) elemento h € G tal que g-h = h-g = e. Esse elemento é denominado

a inversa de g e denotado por g~ .

Observagoes elementares.

1. A unicidade do elemento neutro é garantida pela observacao que se houvesse e’ tal que g-e’ = e’ - g = g para todo g € G terfamos
e =¢-e=e.

2. Analogamente se estabelece a unicidade da inversa, pois se g, h € G sao tais que h- g = g- h = e, teremos, usando a associatividade,
g l=gte=g "t (gh)=(g" g h=eh=h

3. A funcdo G 3 g — g~ ! € G, que associa cada elemento de G & sua inversa, é um exemplo de uma funcio undria.
4. Como e-e = e, segue que e~ 1 = e.

5. Para todo g € G vale (971)71 = ¢ pois, usando a associatividade,
_1y—1 1y -1 —1y—1 — 11—
G = (g ) e =) g ) = (0 ) g =eg=g.
Todo grupo é, trivialmente, um quase-grupo, um loop, um semigrupo e um mondide. &

Um grupo G é dito ser comutativo ou Abeliano'”

também a semigrupos e mondides.

se a-b =0>b-a para todos a, b € G. Essa nomenclatura se aplica

Existe uma construgao canoénica devida a Grothendieck, que discutimos na Secao 2.6.1, pagina 234, que permite
construir um grupo Abeliano a partir de um semigrupo Abeliano dado. Essa construgao é importante em vérias areas
da Matematica. O leitor interessado podera passar sem perda a discussao da Segao 2.6.1.

Os primeiros grupos caracterizados foram os chamados grupos de permutacdo, que surgiram provelmente pela primeira
vez na obra de Galois'®. A definicio moderna, mais geral, apresentada acima, é devida a Cayley'®.

¢ Exemplos simples

1. O conjunto S = {1, 2, 3, ...} é um semigrupo em relagdo & operacdo de soma usual. O conjunto M =
{0, 1, 2, 3, ...} é um mondide em relagdo & operagdo de soma usual, sendo o elemento neutro e = 0. O
conjunto G =Z ={..., =2, —1, 0, 1, 2, ...} é um grupo Abeliano em relagio & operagado de soma usual, sendo

o elemento neutro e = 0 e a inversa n~! = —n. Esse grupo é comummente denotado por (Z, +), para lembrar o

conjunto considerado (no caso, Z) e a operagao considerada nesse conjunto (no caso, +).

2. R dotado da operacao de multiplicagao usual é um mondide onde o elemento neutro é o nimero 1. Nao é um
grupo, pois 0 nao tem inversa multiplicativa.

3. O conjunto R4 := {z € R, = > 0} é um semigrupo Abeliano em relagdo & operagdo de soma, mas nao é um
mondide.

4. O conjunto Ro4 = {z € R, x > 0} é um mondide Abeliano em relagéo & operagao de soma mas nao um grupo.

5. O conjunto dos nimeros racionais @ é um grupo Abeliano em relacdo a operagdo usual de soma de nimeros
racionais. Esse grupo é comummente denotado por (Q, +).

6. O conjunto Q \ {0} = {r € Q, r # 0} é um grupo Abeliano em relacdo a operagao usual de produto de nimeros
racionais. Esse grupo é comummente denotado por (Q \ {0}, ).

7. O conjunto dos nimeros reais R é um grupo Abeliano em relagao a operacao usual de soma de ntimeros reais. Esse
grupo é comummente denotado por (R, +).

8. O conjunto dos nimeros complexos C é um grupo Abeliano em relacao a operacao usual de soma de nimeros
complexos. Esse grupo é comummente denotado por (C, +).

17Niels Henrik Abel (1802-1829).
18Evariste Galois (1811-1832).
9 Arthur Cayley (1821-1895).
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9. O conjunto R\ {0} = {z € R, = # 0} é um grupo Abeliano em relagdo a operagéo usual de produto de nimeros
reais. Esse grupo ¢ comummente denotado por (R \ {0}, -).

10. O conjunto C\ {0} = {z € C, z # 0} é um grupo Abeliano em relagdo & operagao usual de produto de ntmeros
complexos. Esse grupo ¢ comummente denotado por (C\ {0}, ).

11. Mat (C, n), o conjunto das matrizes complexas n x n com o produto usual de matrizes é apenas um mondide.
12. Mat (C, n), o conjunto das matrizes complexas n x n é um grupo em relagio & operagio de soma de matrizes.

13. O conjunto GL(n, R) de todas as matrizes reais n x n com determinante nao nulo (e, portanto, inversiveis) é um
grupo em relagao a operagao de produto usual de matrizes. GL(n, R) é ndo Abeliano se n > 1.

14. O conjunto GL(n, C) de todas as matrizes complexas n X n com determinante nao nulo (e, portanto, inversiveis)
é um grupo em relacao a operagao de produto usual de matrizes. GL(n, C) é ndo Abeliano se n > 1.

15. O conjunto GL(n, Q) de todas as matrizes racionais n x n com determinante néo nulo (e, portanto, inversiveis) é
um grupo nao Abeliano (se n > 1) em relagdo & operagao de produto usual de matrizes. O conjunto GL(n, Z) de
todas as matrizes inteiras n X n com determinante ndo nulo (e, portanto, inversiveis) é um mondide ndo Abeliano
(se n > 1) em relagao & operacao de produto usual de matrizes. Nao é um grupo, pois a inversa de uma matriz
inversivel com entradas inteiras ndo é sempre uma matriz com entradas inteiras°.

16. O conjunto SL(n, €C) de todas as matrizes complexas n X n com determinante igual a 1 (e, portanto, inversiveis)
é um grupo ndo Abeliano (se n > 1) em relagdo & operacao de produto usual de matrizes. O mesmo é verdadeiro
para SL(n, R), SL(n, Q) e SL(n, Z), as matrizes reais, racionais ou inteiras, respectivamente, com determinante
igual a 1.

17. O conjunto de todas as matrizes complexas nxn cujo determinante tem médulo igual a 1: {A € Mat (C, n)| |det(A)| =
1}, é um grupo nao Abeliano (se n > 1) em relagdo a operacao de produto usual de matrizes.

18. Seja X um conjunto nao vazio. A colecio P(X) de todos os subconjuntos de X, é um mondide Abeliano com
relagao a operagao de uniao de conjuntos, o elemento neutro sendo o conjunto vazio. Justifique!

19. Analogamente, a cole¢ao P(X) \ {#} de todos os subconjuntos nao vazios de X, é um semigrupo Abeliano com
relagao & operacao de uniao de conjuntos.

20. A colegao P(X) de todos os subconjuntos de X, é um mondide Abeliano com relagdo & operagao de intersecgao de
conjuntos, o elemento neutro sendo o conjunto X. Justifique!

21. Analogamente, a colegdo P(X) \ {X} de todos os subconjuntos X distintos de X, é um semigrupo Abeliano com
relagao a operacao de interseccao de conjuntos.

22. Seja X um conjunto nao vazio. Entdo, P(X) é um grupo Abeliano em relacdo & operacdo de diferenga simétrica
AAB = (A U B) \ (A N B), para A, B € X, definida em (1.30), pdgina 58. De fato, a Proposicdo 1.2, pdgina 58,
garante associatividade e comutatividade, o elemento neutro é o conjunto vazio () e para todo A € P(X) tem-se
A~ = A. Verifique!

1

Um grupo onde cada elemento tem a si mesmo como inversa é dito ser um grupo Booleano®'.

23. Outro exemplo importante é o seguinte. Seja C' um conjunto nio vazio e tomemos S = C¢, o conjunto de todas
as funcoes de C' em C. Entao, S é um monéide com o produto formado pela composi¢ao de fungoes: f o g, e onde
o elemento neutro é a fungdo identidade id(s) = s, Vs € C. O subconjunto de C¢ formado pelas fungdes bijetoras
de C em C é um grupo nao Abeliano, onde o produto é a composicao de fungoes, o elemento neutro é a funcao
identidade e o elemento inverso de uma funcao f : C — C é a funcdo inversa f~!. Esse grupo é denominado grupo
de permutagoes do conjunto C' e denotado por Perm(C).

E. 2.8 Ezercicio. Em caso de divida, prove todas as afirmacdes acima. o,

20Por exemplo, a inversa da matriz (} _}> € GL(2, Z) é a matriz (
21George Boole (1815-1864).

) (verifique!), a qual néo é elemento de GL(2, Z).

[SIEYNIE
Wl ol
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e Exercicios com mais exemplos

E. 2.9 Exercicio. Seja U um espacgo vetorial e denote-se por E(U) a cole¢do de todos os seus subespacos (incluindo o préprio U e
o subespaco nulo {0}). Podemos definir em £(U) a operagdo de soma de subespagos, denotada por “+", da seguinte forma: se Ve W
s3o subespacos de U denotamos por V + W o subespago de U dado por Ve W :={v+w, veEV, we W}

Mostre que essa operagdo é de fato uma operagdo bindria em E(U), ou seja, que V + W §, de fato, um subespago de U. Mostre
que essa operagdo é associativa, comutativa e que ela possui um elemento neutro: o subespago nulo {0}. Conclua que (E(U), +) é um
monoide Abeliano. "

E. 2.10 Ezercicio. Considere o conjunto Ry = {z € R, = > 0} dos reais positivos. Mostre que

ab

axb = p

a, be Ry, (2.22)

define uma operacdo em R4 e que essa operagdo é associativa e comutativa, mas que n3o possui elemento neutro (e, portanto, ndo
apresenta elementos inversos). "

E. 2.11 Ezercicio. Considere o intervalo (0, 1). Mostre que

ab
axb = m, a, be((), 1), (223)

define uma operagdo no intervalo (0, 1) e que essa operacdo é associativa, comutativa e possui um elemento neutro, que é o niimero
1/2 € (0, 1). Mostre também que a inversa de um elemento a € (0, 1) por essa operacio é o elemento 1 —a € (0, 1). Dessa forma o
intervalo (0, 1) munido da operagdo x é um grupo comutativo.

Esse exemplo serd aprofundado quando do tratamento de espagos vetoriais. Vide Exercicio E. 2.32, pagina 131. o+

2.1.3.1 Ry, Estendido

O conjunto Ro; = {z € R, 2 > 0} é um mondide Abeliano em relagao a operagao de soma e em relagdo & operacao de
produto e vale ainda a propriedade distributiva a(b+c) = ab+ac. Sabidamente, Ro é também um conjunto linearmente
ordenado pela relagao de ordem usual.

Vamos abaixo descrever um outro conjunto linearmente ordenado que contém Rgy e é também um mondide Abeliano
em relagao a operagao de soma e em relagao a operagao de produto e vale ainda a propriedade distributiva.

Definimos um conjunto, que denotaremos por Z,, juntando a R4 um conjunto formado por um elemento extra,
elemento esse que denotaremos provisoriamente por w, com w ¢ Rpi, para o qual certas relagdes algébricas serdo
definidas. Seja Z+ := Roy U {w} e definamos as operagoes de soma e produto em %, da seguinte forma: se a e b sdo
elementos de Roy suas soma a + b e seu produto ab sao definidos como usualmente. Fora isso, valem

1. a+w=w+a=w, para todo a € Rp.
2. wtw=w.

3. aw = wa = w, para todo a € Ro4, a # 0.
4. Ow = w0 =0.

5. WwW = w.

E. 2.12 Ezercicio. Verifique que %Z+ é um mondide Abeliano em relacdo 3 operacdo de soma e em relacdo a operacio de produto
definidas acima e que vale ainda a propriedade distributiva. o+

Z ¢ linearmente ordenado tomando-se em Rg4 a relacao de ordem usual e fixando-se a < w para todo a € Ry.

O conjunto Z com as estruturas definidas acima é por vezes denominado conjunto estendido dos reais ndo negativos.
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E bastante claro que na definicao abstrata acima o objeto representado pelo simbolo w desempenha o papel formal-
mente atribuido a um numero infinito positivo. A construcao das relagoes algébricas acima prescinde, porém, dessa
noc¢ao, pois w pode ser qualquer objeto (fora de Roy).

Com um certo abuso de linguagem, é costume, substituir o simbolo w pelo simbolo co, dando a entender que w
representa algo como um ndmero infinito positivo. E comum também denotar-se Z. por [0, oo].

E. 2.13 Ezercicio. Que problemas surgem quando se tenta estender a constru¢do acima para o conjunto R de todos os reais? o]

O conjunto estendido Z desempenha um papel na Teoria da Medida e Integracdo e outras areas.

2.1.3.2 Os Grupos Z,. O Grupo do Circulo

Vamos aqui apresentar trés caracterizacgoes diferentes dos chamados grupos Z.,, com n € IN sendo um ndmero natural
dado. O caso Z; é o grupo trivial, composto de apenas do elemento neutro. Essas caracterizagoes fazem uso da chamada
Divisao Fuclidiana, que apresentamos na Proposicao 2.1. Para apreciarmos essas diferentes caracterizagoes é conveniente
apresentarmos também a nocao de isomorfismo entre grupos.

e A Divisao Euclidiana

Faremos no que segue uso da seguinte proposigao, conhecida como Divisdo Euclidiana®?. Vide e.g., [201] para uma
outra demonstracao.

Proposicao 2.1 (Divisao Euclidiana) Seja n € W, fizo. Entdo, todo nimero inteiro z pode ser escrito de maneira
tnica como z =qn+r, onde g€ Z er € {0, 1,..., n—1}. O nidmero r é denominado resto da divisdo de z por n e €
também denotado por r = zmod n. O

Comentdrio. Existem algoritmos para a determinacio explicita de g e 7, como o Algoritmo de Euclides, mas eles nao nos concernem aqui. &

Prova da Proposicdo 2.1. Seja n € IN, fixo. Considere-se para cada k € Z o conjunto Ji := {kn, ooy, kn+mn—1}. Esse
conjunto é composto por n elementos sucessivos, sendo o menor deles min(J;) = kn e o maior max(Jg) = kn +n — 1.
Cabe agora observar que nao existe nenhum inteiro a satisfazendo

max(Jr) < a < min(Jg41)

pois, caso contrario valeria (k+ 1)n — 1 < a < (k+ 1)n, o que ¢é impossivel, pois (k + 1)n — 1 e (k + 1)n s@o inteiros
sucessivos. Assim, o menor elemento de Ji41 é o sucessor do maior elemento de Jj.

Esses fatos implicam que Ji e Jiy1 s@o conjuntos disjuntos, nao havendo nenhum inteiro entre ambos. Concluimos
facilmente disso que a uniao de todos os conjuntos Ji é o conjunto Z, a uniao sendo disjunta:

7 = UJk, Jr N J; = () sempre que k #1 .
kEZ

Dessa forma, se z € Z, podemos afirmar que existe um dnico ¢ € Z tal que z € J,. Isso estd nos dizendo que z = gn + 1,
para algum r € {0, 1,..., n — 1}. A unicidade de r é evidente. |

¢ Homomorfismos e Isomorfismos entre grupos

Dados dois grupos G e H uma funcao ¢ : G — H é dita ser um homomorfismo ou morfismo de grupos se

¢(ab) = ¢(a)p(b)
para todos a, b € G. Um homomorfismo ¢ : G — H entre dois grupos é dito ser um isomorfismo se for bijetor.

Dizemos que dois grupos G e G sao isomorfos se houver um isomorfismo ¢ : G — H entre eles. Esse fato é denotado
simbolicamente por G ~4 H (ou simplesmente G ~ H, quando ¢ é subentendido).

22Euclides de Alexandria (ci. 325 A.C, ci. 265 A.C.).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 122/2825

Moralmente, podemos afirmar que dois grupos isomorfos sao o “mesmo” grupo, ja que todas as operagoes realizadas
em um grupo podem ser fielmente reproduzidas no outro por via do isomorfismo.

Um exemplo sdo os grupos G = (R, +), o grupo aditivo dos reais, e H = (R4, -) (aqui Ry = (0, o0)), o grupo
multiplicativo dos reais positivos. Ha um isomorfismo entre eles dado pela funcao exponencial, que a cada x € G associa
o elemento de H dado por e*. De fato, para todos =, y € R vale, sabidamente, e®e? = e*T¥ o que estabelece que
a fungao exponencial é um homomorfismo de G em H. Fora isso, a funcao exponencial é uma bijecao entre R e R
e, portanto, define um isomorfismo entre os grupos G = (R, +) e H = (R4, -). Esses dois grupos podem ser assim
moralmente identificados, j4 que as operacdes de soma em R podem ser fielmente traduzidas em operacdes de produto?3
em R.

Um exemplo relevante de um homomorfismo que néo é um isomorfismo se da entre os grupos G = GL(n, C), n > 1,
o grupo das matrizes complexas n X n, e o grupo H = (C \ {0}, ~), o grupo multiplicativo dos complexos nao nulos. Ha
um homomorfismo de G em H dado por

#(A) = det(4),  €GL(n, C).

De fato, trata-se de um homomorfismo, pois pela bem conhecida regra do determinante do produto de matrizes (vide
Teorema 10.1, pagina 504) para quaisquer A, B € GL(n, C) tem-se ¢(AB) = det(AB) = det(A) det(B) = ¢(A)p(B).
E f4cil ver que ¢ é sobrejetora (qualquer ntimero complexo nao nulo é o determinante de alguma matriz de GL(n, C)),
mas nao é injetora, pois matrizes distintas de GL(n, C) podem ter o mesmo determinante. Assim, o determinante é um
homomorfismo de GL(n, C) em (C\{O}, -), mas nao um isomorfismo. Comentamos que para n > 1 os grupos GL(n, C)
e ((D \ {0}, ) nao podem ser isomorfos, pois o primeiro nao é comutativo, enquanto que o segundo o é.

As nogoes de homomorfismos e isomorfismos entre grupos serdo melhor exploradas na Segao 2.1.10, pdgina 152.

A nocao de isomorfismo entre grupos é 1til no estudo de uma classe de grupos bastante relevante, os chamados grupos
Z.y,, n € IN, grupos esses de interesse em diversas areas da Matemaética e da Fisica.

e O grupo Z,

A Divisao Euclidiana, apresentada acima, afirma que, dado n € IN, entao todo niimero inteiro z pode ser escrito de
maneira tnica na forma z = gn+r, onde ¢ € Z e r € {0, 1,..., n— 1}. O ntmero r é denominado resto da divisio de
z por n e é também denotado por r = z mod n.

Seja n um inteiro positivo maior ou igual a 2 e seja o conjunto {0, 1, ..., n—1}. Vamos definir uma operagao bindria
em {0, 1, ..., n— 1}, denominada soma e denotada pelo simbolo “+”, da seguinte forma:

a+pf={a+p} modn

para todos o, 8 € {0, 1, ..., n—1}. Acima {«a + B} representa a soma usual de ntimeros inteiros em Z.

E. 2.14 Ezercicio. Prove que a operagdo de soma definida acima é uma operagdo bindria de {0, 1, ..., n — 1} e mostre que a

mesma ¢é associativa, comutativa e tem 0 como elemento neutro. o+

E. 2.15 Ewercicio. Para cadaa € {0, 1, ..., n — 1}, definaa™' = {n — a} mod n. Mostre que a™* € {0, 1, ..., n — 1} e que

a+a ! =0. o
Os dois exercicios acima provam que {0, 1, ..., n— 1} é um grupo Abeliano em relacdo a operagao de soma definida

acima. Esse grupo é denominado grupo Z,,.

e Definindo os grupos Z, a partir de uma relagao de equivaléncia

O grupo Z,, pode também ser definido de uma maneira alternativa usando relagoes de equivaléncia. Fixemos n € IN e
consideremos o conjunto dos numeros inteiros Z. Estabelecamos em 7. a seguinte relacao de equivaléncia: dois nimeros
my, mo € 7 sao equivalentes, mi =~ mao, se a diferenca mo —m7 for um miltiplo inteiro de n, ou seja my —my = kn para
algum k € Z. Deixamos como exercicio (ficil) ao leitor provar que se trata realmente de uma relagéo de equivaléncia. As

23Esse fato teve uso pratico no passado (desde ao menos a Idade Média até o advento dos computadores eletrénicos), quando taboas de
logaritmos eram empregadas por calculistas para simplificar o computo de produtos de nimeros, transformando-os em somas e reduzindo,
assim, a quantidade de operacoes demandadas.
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classes de equivaléncia de Z por essa relacao sao biunivocamente associadas aos elementos do conjunto {0, 1, ..., n—1},
ou seja, o conjunto das classes {[O], 1], ..., [n—1] }, que denotamos por Z(n), contém todas as classes de equivaléncia
de Z pela relacao acima. Essa afirmagao é novamente uma consequéncia da Divisao Euclidiana, Proposigao 2.1, pagina
121, segundo o qual todo z € Z é equivalente a algum elemento r do conjunto {0, 1, ..., n — 1}. E claro também que
dois elementos distintos de {0, 1, ..., n— 1} ndo podem ser equivalentes (a diferenga entre eles é menor que n em valor
absoluto).

Assim, as classes de equivaléncia de Z sdo precisamente [0], [1], ..., [n—1]. Podemos agora introduzir uma operagao
nessas classes, definindo
[a] + [0] == [a+10].

para todos a, b € {0, 1, ..., n — 1}. Deixamos ao leitor a tarefa simples de provar que essa definigdo independe dos
representantes tomados nas classesQ4, que essa operagao ¢ associativa, comutativa e tem a casse [0] como elemento neutro.
Além disso, podemos associar a cada [a] um elemento inverso, a saber, a classe [n — a] = [—al.

Esses fatos mostram que a colegdo de classes Z(n) = {[O], 1, ..., [n—1] } compoe um grupo Abeliano, que é
isomorfo ao grupo Z,, definido anteriormente, com o isomorfismo hy : Z(n) — Z,, sendo dado simplesmente por

hl([k]):k, k=0,...,n—1.
E. 2.16 Ezercicio. Mostre que hy é, de fato, um isomorfismo entre Z(n) e Zn,. o*
Vemos assim que, para cada n € IN, os grupos Z,, e Z(n) sao isomorfos e, portanto, podemos moralmente afirmar que
trata-se do mesmo grupo. De fato, alguns textos substituem nossa definigdo de Z,, pela de Z(n). H4 ainda uma terceira

definigao para Z,,, usando raizes n-ésimas da unidade.

e O grupo Z, e raizes n-ésimas da unidade

Considere-se o conjunto F,, = {exp (QWT’“) , k=0,..., n— 1} composto pelas raizes n-ésimas de 1, ou seja, por
todos os nimeros complexos z satisfazendo z"™ = 1. Esse conjunto compde um grupo pela operacao usual de multiplicagao
de ntimeros complexos, como pode ser facilmente verificado (faga-o!).

Esse grupo é isomorfo ao grupo Z(n), definido acima, sendo o isomorfismo hs : Z(n) — F,, dado por

2rki
hg([k])exp( - ), kEk=0,....,n—1.
E. 2.17 Ezercicio (fdcil). Mostre que ha é, de fato, um isomorfismo entre Z(n) e IFy,. -

* ok Xk

Vemos assim que, para cada n € IN, os trés grupos Z,, Z(n) e F,, sdo isomorfos e, portanto, podemos moralmente
afirmar que trata-se do mesmo grupo. Por isso, cada definicao dos trés grupos, acima, pode ser apresentada como
definigao alternativa do grupo Z,, como pode ser observado em certos textos.

Ha ainda mais uma maneira de se definir o grupo Z.,,, fazendo uso do chamado Primeiro Teorema de Isomorfismos,
tal como apresentado no Exercicio E. 2.87, pagina 166.

e Uma generalizagao. O grupo do circulo

As ideias que conduziram & definicdo dos grupos Z, podem ser estendidas a outras situacoes.

Seja T' > 0 e considere-se o intervalo semiaberto [0, T') de R. Podemos fazer desse intervalo um grupo, procedendo-
se da seguinte forma. Primeiramente, observe-se que R pode ser escrito como a uniao disjunta de intervalos do tipo
[nT, (n+ 1)T), com n € Z:

R = |JIT, (n+1)T).
nez
Cada intervalo [nT, (n+ 1)T) é obtido do intervalo [0, T) transladando-o de nT unidades. Assim podemos afirmar que
cada x € R estd localizado em um tnico intervalo [¢T, (¢4 1)T') para algum g € Z e, portanto, pode ser escrito de forma

24Entenda-se: se a ~ a’ entdo [a] = [a] e cabe provar que [a 4 b] = [a’ + b] para qualquer b € Z, o que é deixado como exercicio.
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unica como
r = ql'+r

com r € [0, T'). Escrevemos,
r=x mod T.
Podemos agora definir uma operagao no intervalo [0, T'), que denotamos por 7, por
r+ry = (x+y) modr,

sendo (z+y) a soma usual dos nimeros reais z e y. Quando T for subentendido, denotamos essa operagao simplesmente
por +.

E. 2.18 Egercicio. Seja T > 0, fixo. Constate que a operacdo + definida acima &, de fato, uma operagdo no conjunto [0, T), que
essa operagdo é associativa, comutativa, tem 0 como elemento neutro e cada z € [0, T') tem por inversa o elemento (T' — z) mod T
de [0, T). o,

Vemos, assim, que [0, T') dotado do produto + é um grupo Abeliano, que denotamos por R(T’). Esse grupo é também
denotado na literatura por R/{nT, n € Z}.

H4, porém, o seguinte fato importante: todos os grupos R(T"), T' > 0, s@o isomorfos.

E. 2.19 Ezercicio. Sejam Ty, T> > 0. Mostre que a fung¢do ¢ : [0, T1) — [0, T2) dada por ¢(z) = %x é um jsomorfismo entre

R(Tl) e R(Tg) o

O grupo R(27) é denominado grupo do circulo, pois o intervalo [0, 27) pode ser interpretado como o conjunto dos
angulos (em radianos) que descrevem (univocamente!) os pontos do circulo unitdrio e a operacio + representa a soma
desses angulos. Veremos no futuro que R(27) é isomorfo aos grupos SO(2) e ao grupo U(1).

Como sio isomorfos, cada grupo R(T"), T > 0, também é denominado grupo do circulo. No caso T = 1, o grupo R(1)
é frequentemente denotado por R/Z na literatura.

2.1.3.3 Subgrupos

w9

Seja G um grupo em relagao a uma operagao e cujo elemento neutro seja e. Um subconjunto H de G é dito ser um
subgrupo de G se for também por si s6 um grupo em relagdo & mesma operagao, ou seja, se

1. ee H,
2. h1-hs € H paratodos hy € H e hy € H,

3. h~! € H paratodo h € H.

Todo grupo G sempre possui pelo menos dois subgrupos: o préprio G e o subgrupo {e} formado apenas pelo elemento
neutro de G. Esses dois subgrupos sao denominados subgrupos triviais de G. Se um subgrupo H de G nao coincidir com
nenhum dos subgrupos triviais de G, dizemos que H é um subgrupo proprio de G. Por vezes, na literatura, a simbologia
H < G é usada para indicar que H é um subgrupo préprio de G, mas evitaremos usar isso.

E facil verificar que (Z, +) e (Q, 4) sdo subgrupos de (R, +), o grupo aditivo dos reais. O grupo multiplicativo dos
reais positivos, (R4, ), é um subgrupo do grupo multiplicativo dos reais, (]R\ {0}, )

E facil ver que SL(n, R), o conjunto de todas as matrizes reais n x n com determinante igual a 1, é um subgrupo de
GL(n, R). Idem para SL(n, C) em relagdo a GL(n, C).

E. 2.20 Ezercicio. Seja D, = {a™, m € Z} para algum a > 0. Mostre que D, é um subgrupo de (R4, -), o grupo multiplicativo
dos reais positivos. Para a, b > 0, mostre que Dy , = {a™b", m, m € Z} é também um subgrupo de (R4, -). -

Um fato relevante é expresso na seguinte proposigao:
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Proposigao 2.2 Seja G um grupo e seja {HA, S A} uma cole¢cdo nao vazia arbitrdria de subgrupos de G. Entao,
Mxca Hx € um subgrupo de G. Consequentemente, (\ycp Hx € um subgrupo de cada Hy com X € A. O

Prova. E evidente que o elemento neutro de GG pertente a ﬂAGA H),, pois pertence a cada Hy. Se hy e hg sdo elementos de
(Mxca Hx, entdo ambos pertencem a cada Hy, assim como o produto hihy (pois cada Hy é um subgrupo de G). Portanto
hiha € (N e Hx. Analogamente, se h € [ ., Hx, entdo h pertence a cada H), assim como h~! (novamente pois cada
Hy é um subgrupo de G), implicando que h~1 € Maea Ha |

e Subgrupos gerados por um subconjunto de um grupo

Se G é um grupo e A é um subconjunto nao vazio de G denotamos por [A] o subgrupo gerado por A que, por definigao,
vem a ser a intersecgao de todos os subgrupos de G que contém A: [A] := (., H, onde A é a colegao de todos os

subgrupos de G que contém A. Essa colegao nunca é vazia, pois o préprio grupo G contém A. E licito dizer que [4] é o
“menor” subgrupo de G que contém o conjunto A pois, pela definicao, qualquer outro subgrupo de G que contenha A
conterd também [A].

E. 2.21 Ezercicio. Determine o subgrupo gerado por {1} nos grupos (Z, +), (Q, +), (R, +), (Q\ {0}, -) e (R\ {0}, ). o,

e Semigrupos cancelativos e nao-cancelativos

Um elemento a de um semigrupo S é dito ser canceldvel a esquerda se a-b = a-c valer para b, ¢ € S se e somente se
b = c. Analogamente, um elemento a de um semigrupo S é dito ser canceldvel a direita se b-a = c¢-a valer para b, c € S
se e somente se b = c.

Se todo elemento de um semigrupo S for canceldvel & esquerda (& direita), entdo S é dito ser um semigrupo cancelativo
& esquerda (a4 direita). Se S for cancelativo & esquerda e & direita, entdao S dito ser um semigrupo cancelativo.

Mondides cancelativos (& direita e & esquerda) sao definidos analogamente.

Exemplos 2.11 Vamos a alguns exemplos ilustrativos de semigrupos e de mondides cancelativos ou nao.

1. (N, 4) é um semigrupo Abeliano cancelativo. (IN, -) é um mondide Abeliano cancelativo.

2. Seja X um conjunto ndo vazio. A colegdo P(X) de todos os subconjuntos de X, é um mondide Abeliano com relagdo a
operacao de unidao de conjuntos, o elemento neutro sendo o conjunto vazio. Esse mondide é ndo cancelativo, pois se A, B e
C forem subconjuntos de X tais que AU B = AU C, ndo segue necessariamente que B = C. Justifique!

3. Analogamente, a cole¢io P(X) \ {#} de todos os subconjuntos ndo vazios de X, é um semigrupo Abeliano nio cancelativo
com relagdo a operagao de unido de conjuntos.

4. Seja X um conjunto nao vazio. A cole¢ao P(X) de todos os subconjuntos de X, é um mondide Abeliano com relagao a
operacao de intersecgao de conjuntos, o elemento neutro sendo o conjunto X. Esse mondide é nao cancelativo, pois se A, B
e C forem subconjuntos de X tais que AN B = AN C, ndo segue necessariamente que B = C. Justifique!

5. Analogamente, a colegdo P(X) \ {X} de todos os subconjuntos X distintos de X, é um semigrupo Abeliano néo cancelativo
com relagdo a operagao de interseccao de conjuntos.

6. Todo grupo é um semigrupo cancelativo (devido a existéncia de inversa).

7. Mat (C, n), n > 1, é um mondide ndo Abeliano pela multiplica¢do usual de matrizes e todas as matrizes inversiveis sdo
canceldveis a direita e & esquerda. Como um todo, porém, Mat (C, n) ndo é um mondide cancelativo, pois se A, B e C séo
elementos de Mat (C, n) e vale AB = AC, nao necessariamente segue que B = C caso A seja nao inversivel.

8. O mondide Abeliano (E(U), +), formado pelos subespagos de um espago vetorial U (vide Exercicio E. 2.9, pdgina 120), nao
¢ cancelativo (pois para quaisquer subespagos Ve W de U vale V+U =W +U =U).

9. O mondéide Abeliano (Z+, +) (vide pdgina 120) nao é cancelativo (pois a + w = w + a = w para todo a € #+). Idem para
o mondide Abeliano (%4, ).

e Semigrupos cancelativos Abelianos

Todo semigrupo Abeliano cancelativo é isomorfo a um semigrupo contido dentro de um grupo, especificamente, do
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chamado grupo de Grothendieck associado a esse semigrupo Abeliano. Essa afirmagao é demonstrada no Exercicio E.
2.148, pagina 236.

2.1.4 Corpos

w9

Um corpo®® é um conjunto nio vazio KK dotado de duas operacoes bindrias, denotadas por “+” e “”, denominadas soma

e produto, respectivamente, satisfazendo o seguinte :

1. A operacdo de soma tem as seguintes propriedades:

(a) Comutatividade: para todos a, € K vale a+ 8=+ «.
(b) Associatividade: para todos «, 8, v € K vale a+ (8+7v) = (a + 8) + 7.

(c¢) Elemento neutro: existe um elemento 0 € KK, chamado de elemento nulo, ou zero, tal que o+ 0 = « para todo
ac K.

(d) Inversa: para cada a € K existe um elemento denotado por f, unico, com a propriedade o + 8 = 0. Esse
elemento é mais comummente denotado por —a.

2. A operacao de produto tem as seguintes propriedades:

(a) Comutatividade: para todos o, f € Kvale - =0"a.

(b) Associatividade: para todos «, 8, v € K vale - (8-7) = (a- 3) - 7.

(c) Elemento neutro: existe um elemento 1 € K, chamado de unidade, tal que a- 1 = a para todo o € K.
)

(d) Inversa: para cada o € K, o # 0, existe um unico elemento denotado por 8 com a propriedade o~ 5 = 1. Esse

elemento é mais comummente denotado por o~ L.

3. Distributividade: o produto é distributivo em relagao a adi¢do: para todos o, 3, v € K vale a-(8+7) = a-B+a-7.

Alguns autores consideram conveniente incluir também a hipétese de que o elemento neutro e o elemento nulo séo
distintos, 1 # 0, pois doutra forma terfamos K = {0} (justifique!), uma situa¢do um tanto trivial.

Note-se que corpos sao grupos comutativos em relacao a operagao de soma e mondides comutativos em relacao a
operagao de produto. Pelo que comentamos anteriormente, isso garante a unicidade do elemento nulo e da unidade de
um corpo. A distributividade é a unica propriedade listada acima que relaciona as operagoes de soma e produto.

Os elementos de um corpo sao por vezes denominados escalares. Por motivos estruturais é importante frisar que
um corpo depende em sua definicao do conjunto KK e das operagoes binarias “+” e “” nele definidas e muitas vezes nos
referiremos a um corpo como sendo uma tripla (K, +, -). E frequente omitir-se o simbolo “” de produto por escalares
quando nenhuma confusao é possivel.

Em um corpo K sempre vale que a - 0 = 0 para todo a € K. De fato, como 0 = 0 + 0, segue que
a0 =a-(04+0) = a-0+a-0.
Somando-se a ambos os lados o elemento inverso —« - 0 teremos
a-0+(-a-0) = a-0+a-0+(—a-0),

ou seja,
0 =a-0+0 =0a-0,

como queriamos provar. Pela comutatividade do produto vale também 0 - o = 0 para todo a € K.

E facil verificar que @, R e C sao corpos em relagao as operagoes usuais de soma e produto. Esses sao os exemplos
que inspiraram a definicao. Outros exemplos serao discutidos logo abaixo. O conjunto das matrizes n X n para qualquer
n > 2 com o produto usual de matrizes nao é um corpo pois, entre outras razoes, o produto nao é comutativo.

25Em inglés a palavra empregada é field. A expressdo em portugués provavelmente provém do francés corp ou do alemao Kérper.
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E. 2.22 FEzercicio. Seja X um conjunto constituido de dois elementos distintos a e b, e considere as seguintes opera¢des, “+" e
".", definidas em X:

at+a = a, a-a = a,
b+b = a, a-b=">b-a = a,
a+b=b+a =0, b-b=0».
Mostre que X, munido dessas operagdes, é um corpo. *

e Os corpos quadraticos

E. 2.23 Ezxercicio. Um nimero natural diferente de 0 ou 1 é dito ser um inteiro sem fator quadratico se n3o for miltiplo de um
quadrado perfeito. Seja d um inteiro sem fator quadrético e seja Q(vd) = {a + bVd, a, b € Q}. Mostre que Q(\/d) é um corpo,
denominado corpo (real) quadratico. -

Todo ntimero primo inteiro sem fator quadratico é hd um interesse particular no caso em que d é um numero primo.

E. 2.24 Ezercicio. Mostre que o conjunto de todos os niimeros reais da forma a + bv/2, com a e b racionais, é um corpo. Esse corpo
é denotado por Q(v/2). -

E. 2.25 FEzxercicio. Generalizando o exercicio anterior, seja p um nimero primo. Mostre que o conjunto de todos os niimeros reais
da forma a + b,/p, com a e b racionais, é um corpo. Esse corpo é denotado por Q(,/p). *

E. 2.26 Ezercicio. Mostre que o conjunto de todos os nlimeros reais da forma a + byv/2 com a e b inteiros ndo é um corpo. o+

e Os corpos Z,, com p primo

Como observamos na Segao 2.1.3.2, pagina 121, os conjuntos Z, = {0, 1, ..., n—1}, com n € N, n > 2, sdo grupos
Abelianos com a soma definida por
a+p = [a+ f] modn,

para «, (8 € Z,, onde [+ (] denota a soma usual em Z. Podemos também considerar em Z,, uma operagio de produto,
definida por,
a-f = [af] mod n,

onde [af] denota o produto usual em Z. Podemos nos perguntar: serd Z, sempre um corpo em relacao a essas duas
operacoes? O exercicio abaixo mostra que nem sempre a resposta é positiva.

E. 2.27 Ezercicio. Considere o conjunto Z4 = {0, 1, 2, 3}. Constate que nele o produto do elemento 2 consigo mesmo resulta no
elemento nulo. Conclua disso que 2 ndo pode possuir inversa multiplicativa e constate por inspe¢do que tal é realmente o caso. o+

Quando entao Z,, pode ser um corpo? A resposta é dada no seguinte teorema:

Teorema 2.1 O conjunto Z,, € um corpo com as operagoes acima definidas se_e somente se n for um nimero primo. 0O

Prova. As operagoes de soma e produto definidas acima sdo comutativas, associativas e distributivas (justifique!). Fora
isso sempre vale que —a = n — a para todo a € Z,,. Resta-nos estudar a existéncia de elementos inversos a~!. Vamos
supor que Z,, seja um corpo. Entao, a € {2, ..., n— 1} tem uma inversa em Z,, ou seja, um ntimero b € {1, ..., n—1}
tal que a - b = 1. Lembrando a definicao de produto em Z.,,, isso significa que existe um inteiro r tal que ab = rn + 1.

Mas isso implica
1 n
b T " <_)
a a

Como o lado esquerdo ndo é um niimero inteiro, o lado direito também néo pode ser. Isso diz, entdo, que n/a nao pode
ser inteiro para nenhum a € {2, ..., n — 1}, ou seja, n ndo tem divisores e é, portanto, um primo. Resta-nos mostrar
que Z, é efetivamente um corpo quando p é primo, o que agora se reduz a mostrar que para todo a € Z, existe um
elemento inverso.
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Para apresentar a demonstracao, recordemos trés conceitos da teoria de nimeros. 1. Sejam dois ntimeros inteiros f
e g, dizemos que f divide g se g/f € Z. Se f divide g, denotamos esse fato por f|g. 2. Sejam dois ntimeros inteiros f
e g. O mdzimo divisor comum de f e g, denotado mde(f, g) é o maior inteiro m tal que m|f e m|g. 3. Dois nimeros
inteiros f e g sdo ditos ser primos entre si se mde(f, g) = 1.

A demonstragao da existéncia de inverso em Z, serd apresentada em partes. Vamos primeiro demonstrar a seguinte
afirmativa.

Lema 2.3 Se [ e g sao dois nimeros inteiros quaisquer, entao existem inteiros k' e I’ tais que

mde(f, g) = K'f+1g.

Prova. Seja m = mdc(f, g). Seja M o conjunto de todos os nimeros positivos que sejam da forma kf + lg com k e [
inteiros. Seja m’ o menor elemento de M. Note que como os elementos de M sao positivos, esse menor elemento existe.
Claramente

m =K f+lg (2.24)

para algum k' e I’. Como, por definicao, m|f e m|g, segue que m|m’, o que s6 é possivel se
m' > m. (2.25)

Vamos agora demonstrar por contradigdo que m'|f. Se isso nao fosse verdade, existiriam (pela Divisdo Euclidiana,
Proposigao 2.1, pdgina 121) inteiros o e 8 com
0<p<m (2.26)

tal que
f=am +p5.
Usando (2.24) isso diz que
B =f-al'f+lg)=1-ak)f+(-al)g.

Mas, como 8 > 0 isso diz que 8 € M. Logo, 8 > m/, contradizendo (2.26). Logo m/|f. De maneira totalmente andloga
prova-se que m'|g. Portanto m’ < mdc(f, g) = m. Lembrando que haviamos provado (2.25), segue que m = m’ e,
portanto m = k' f + I’g, demonstrando o Lema. |

Corolario 2.1 Se f e g sao dois numeros inteiros primos entre si, entao existem inteiros k' e I’ tais que

1 =kKf+1lg.
O
Prova. Pela defini¢ao, como f e g sdo dois ntimeros inteiros primos entre si segue que mdc(f, g) = 1. |
Para finalmente demonstrarmos a existéncia de inverso em Z,, com p primo, sejaa € {1, ..., p—1}. E 6bvio que a
e p sdo primos entre si (por qué?). Assim, pelo coroldrio, existem inteiros r e s com
1 = sa—1rp.
Isso diz que sa = rp + 1. Logo, definindo b € Z,, como sendo b = s mod p teremos
ba = (smod pla=(rp+1) mod p=1,
ou seja, b = a~!, completando a demonstracao. |
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e Isomorfismos entre corpos

Dois corpos K; e Ky sao ditos isomorfos se existir uma aplicacao bijetora ¢ : IK; — K5 que preserve as operagoes
algébricas de IK; e Ko, ou seja, tal que

¢pla+b) = ¢(a) +¢(0b),  ¢olab) = ¢(a)p(b),  o(lk,) = Ik, e ¢(O0k,) = Ok, -

Acima, 1g; e Ok, sdo a unidade e o elemento nulo, respectivamente, de Kj, j = 1, 2. E elementar constatar que
#(—a) = —¢(a) para todo a € K; e que ¢p(a™') = ¢(a)~! para todo a € Ki, a # Ok, .
Comentemos que as propriedades ¢(1k,) = 1k, ¢(0k,) = Ok, sdo, em verdade, consequéncias das duas propriedades

anteriores: ¢(a +b) = &(a) + ¢(b) e p(ab) = @(a)p(b), vélidas para todos a, b € Kj.

E. 2.28 Ezxercicio. Justifique essa afirmac3o! "

E. 2.29 FEzxercicio. Considere o conjunto M de todas as matrizes reais 2 x 2 da forma (‘; _ab), com a, b € R. Mostre que esse

conjunto é um corpo em relagdo as operagdes usuais de soma e produto de matrizes. Mostre que esse corpo é isomorfo ao corpo C pelo
isomorfismo ¢ : C — M dado por ¢(a + bi) := (‘g ;b) para todos a, b € R. "

O leitor que apreciou o Exercicio E. 2.29 é estimulado a posteriormente estudar a nogao de quatérnio, apresentada
neste texto na Secao 2.6.3, pagina 238, pois aquela nocao generaliza de diversas formas o contetido do exercicio.

e Caracteristica de um corpo

Seja K um corpo e 1 sua unidade. Para um ntmero natural n € IN definimos n-1:=1+4+--- 4+ 1.
n vezes
Um corpo K é dito ter caracteristica zero se nao existir n € IN nao nulo tal que n -1 = 0. De outra forma, a
caracteristica de I é definida como sendo o menor n € IN nao nulo tal que n-1 = 0.

Exemplos 2.12 Q, R, C, Q(v/2) tém caracteristica zero. Os corpos Z,, com p primo, tém caracteristica p. Mostre isso! ¢

E. 2.30 Ezercicio. Mostre que a caracteristica de um corpo é ou igual a zero ou é um nimero primo. Sugestdo: Mostre primeiro
que (nm) -1 = (n-1)(m-1) para quaisquer niimeros naturais n e m. Use, entdo, o fato que todo natural pode ser decomposto em um
produto de fatores primos e use o fato que, em um corpo, se ab = 0, segue que ou a ou b ou ambos sdo zero (ou seja, todo corpo é um
anel de integridade: n3o tem divisores de zero). o+

2.1.5 Espacos Vetoriais

Um espago vetorial V' sobre um corpo K é um conjunto de elementos chamados vetores dotado de uma operacao “+”:
V xV — V denominada soma vetorial e também de um produto por escalares “”: K x V — V com as seguintes
propriedades:

1. A cada par u, v € V de vetores é associado um elemento u + v € V, denominado soma de u e v, com as seguintes
propriedades:

(a) A soma é comutativa: u+ v = v + u para todos u, v € V.
(

)

b) A soma é associativa: u + (v + w) = (v + v) + w para todos u, v, w € V.

(c) Existe um tnico vetor denotado por 0, denominado vetor nulo, tal que u + 0 = u para todo u € V.
)

(d) A cada u € V existe associado um unico vetor denotado por —u tal que u + (—u) = 0.

2. A cada par a € K, u € V existe associado um vetor denotado por « - u € V', denominado produto de u por «, de
forma que

(a) O produto por escalares é associativo: «-(8-u) = (af)-u, para todos o, 8 € Kewu € V, onde aff é o produto
de o por 8 em K.
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(b) 1-u=wu para todo u € V, onde 1 é a unidade de K.

(¢) O produto por escalares é distributivo em relagdo & soma de vetores: « - (u+v) = a - u+ « - v, para todo
a€Ketodosu, vevV.

(d) O produto por escalares é distributivo em relagdo & soma de escalares: (a+ ) -u = a-u+ - u, para todos
a, eKetodoueV.

Note-se que espagos vetoriais sao grupos comutativos em relacao a operagao de soma, fato que, como comentamos
anteriormente, garante a unicidade do vetor nulo.

Os elementos de um corpo sobre os quais um espacgo vetorial se constitui sao frequentemente denominados escalares.
E frequente omitir-se o simbolo “-” de produto por escalares quando nenhuma confusao é possivel. E de se notar também
que emprega-se o simbolo “4” tanto para a operacao de adigao do corpo K quanto para a operacao de adicao do espago
vetorial V', ainda que se trate de operacoes distintas. Igualmente usamos o mesmo simbolo “0” para designar o vetor
nulo de V' e o elemento nulo de K. Raramente esses usos sao fonte de confusao.

E. 2.31 Ezercicio. Mostre, usando os postulados acima, que 0 - u = 0 para todo u € V, onde, permitindo-nos um certo abuso de
linguagem, o 0 do lado esquerdo representa o zero do corpo K e o do lado direito o vetor nulo de V. Em seguida, prove que para todo
a € K etodou €V vale (—a)-u= —(a-u), sendo que —« denota a inversa aditiva de & em KK e —(a - u) denota a inversa aditiva
dea-uemV. o]

e Alguns exemplos elementares de espagos vetoriais

Ao estudante iniciante sugerimos provar com detalhe as afirmacoes feitas sobre os exemplos que seguem.

1. Se K é um corpo, entao IK é um espago vetorial sobre I com as mesmas operacoes de soma e produto definidas em
K.

2. Se K é um corpo e L é um subcorpo de K (ou seja, um subconjunto de K que é por si s6 um corpo com as operagoes
definidas em I), entdo K é um espago vetorial sobre L. Por exemplo, R é um espago vetorial sobre @ (esse espago
é curioso, por ser um espago de dimensao infinita. Vide Secdo 2.3.1, pagina 187 e seguintes).

3. Se K é um corpo, o produto Cartesiano K™ = {(k1, ..., kn), k; € K, j =1, ..., n} é um espaco vetorial sobre
K com a operagao de soma definida por (ki, ..., kn) + (I1, ..., ln) = (k1 + 11, ..., kn + 1) e o produto por
escalares por - (k1, ..., kn) = (akq, ..., ak,) para todo o € K. O vetor nulo é o vetor (0, ..., 0).

Os trés exemplos a seguir sao casos particulares daquele acima.

4. O produto Cartesiano R™ = {(z1, ..., z»), z; € R, j =1, ..., n} é um espago vetorial sobre R com a operagéo
de soma definida por (z1, ..., @) + (Y1, --+, Yn) = (1 +y1, -.-, Tn + yn) € 0 produto por escalares por
a-(x1, ..., n) = (a1, ..., ax,) para todo a € R. O vetor nulo é o vetor (0, ..., 0).

5. O produto Cartesiano C" = {(z1, ..., zn), 2; € C, j =1, ..., n} é um espaco vetorial sobre C (sobre R) com a
operagao de soma definida por (z1, ..., z,) + (w1, ..., wy) = (21 + w1, ..., 2n + wy) e o produto por escalares
por - (z1, ..., zn) = (az1, ..., az,) para todo a € C (para todo « € R). O vetor nulo é o vetor (0, ..., 0).

6. Para p primo, o produto Cartesiano (Z,)" = {(z1, ..., zn), 2 € Zp, j =1, ..., n} é um espaco vetorial sobre
Z,, com a operacao de soma definida por (z1, ..., 2zn) + (w1, ..., wp) = (21 + w1, ..., zZn +wy) € 0 produto por
escalares por a- (21, ..., zn) = (@21, ..., az,) para todo a € Z,. O vetor nulo é o vetor (0, ..., 0).

Note que (Z,)"™ tem um ndmero finito de elementos, a saber p™.

7. Se K é um corpo, o conjunto Mat (IK, m, n), de todas as matrizes m x n cujos elementos de matriz pertencem a
KK, é um espago vetorial sobre K, com a soma sendo a soma usual de matrizes e o produto por escalares sendo o
produto usual de matrizes por nimeros escalares. O vetor nulo é a matriz nula.

8. O conjunto Mat (R, m, n), de todas as matrizes reais m x n, é um espago vetorial sobre R, com a soma sendo a
soma usual de matrizes e o produto por escalares sendo o produto usual de matrizes por nimeros reais. O vetor
nulo é a matriz nula.
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9. O conjunto Mat (C, m, n), de todas as matrizes complexas m X n, é um espago vetorial sobre C (sobre R), com
a soma sendo a soma usual de matrizes e o produto por escalares sendo o produto usual de matrizes por ntimeros
complexos (reais). O vetor nulo é a matriz nula.

10. Este exemplo generaliza varios dos anteriores. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo K e seja C' um conjunto
nao vazio. O conjunto V¢ de todas as funcdes de C em V é um espaco vetorial sobre KK com a soma e o produto
por escalares definidos da seguinte forma: se f e g sao fungoes de C' em V define-se a soma f 4 g como sendo
a funcao definida por (f + g)(c) = f(c) + g(c¢) para todo ¢ € C e se a € K, entdo « - f é a fungao definida por
(o f)(c) = af(c) para todo ¢ € C. O vetor nulo ¢é a fungao identicamente nula.

e Exemplos “exdticos” podem ser instrutivos

Nos dois préximos exercicios vamos exibir dois exemplos um tanto exdticos de espagos vetoriais, os quais servem para
ilustrar o fato de que essa nocao é menos trivial do que parece.

E. 2.32 Ezercicio. Verifique que o intervalo V = (0, 1) é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais com as operacdes?® de soma

o ab
R Ay S P (2.27)

para todos a, b € (0, 1) (em particular, constate que a operagdo definida em (2.27) é associativa e comutativa), e com o produto por

escalares a € R dado por

aa

4= — 2.2
ana a*+ (1 —a)>’ (2.28)

para todo a € V. Verifique que o vetor nulo é o elemento 1/2 € (0, 1) e verifique que a inversa aditivade a € V é (i a) =1—-acV.

Este exemplo serd estudado com mais profundidade e generalizado na Se¢do 2.1.11, pagina 153. "

E. 2.33 Ewercicio. O conjunto R? = {(&l), a1, a2 € R}, dos pares ordenados de niimeros reais, pode ser feito um espago vetorial

sobre o corpo dos complexos! A operacdo de soma é definida de modo usual: (Z;) + (lb);) = (Z;Lb);) A operagdo de multiplicagdo

por escalares (complexos!) é definida da seguinte forma. Seja z = z + iy € C, com z, y € R sendo sua parte real e imagindria,

respectivamente. Defina-se M (z) := (Zj _zy) e defina-se o produto por escalares por

()= () = (@) = Gt e o

Mostre que para dois ndmeros complexos quaisquer valem M (z) + M(w) = M(z + w) e M(z)M(w) = M(zw). Conclua disso que
(2.29) define um produto de vetores de R? por escalares complexos que satisfaz todas as propriedades requeridas na definicio de um
espaco vetorial sobre o corpo dos complexos:

)G == ()= ) e () == () () e = o ()] = e (32)

Se deseja entender como e por que o exemplo acima funciona, constate que

M(z+iy) = z1+yJ,

onde J é a matriz real J := ((1) Bl), a qual possui a seguinte propriedade sugestiva: J? = —1.

Na Secdo 3.5, pagina 281, generalizaremos este exemplo e mostraremos como certos espagos vetoriais reais podem ser transformados
em espacos vetoriais sobre o corpo dos nimeros complexos definindo-se adequadamente o produto dos vetores por escalares. ok

E. 2.34 Ezercicio. Aqui vai um exemplo de uma estrutura que n3o define um espaco vetorial. Tomemos o conjunto dos reais com a
operagdo de soma usual, e tomemos o corpo Z, com p primo. Consideremos o produto Zj, X R — R denotado por o -z (com « € Z,
e z € R) dado pelo produto usual em R de « por . Essa estrutura nao forma um espaco vetorial. Mostre que a regra distributiva
(a4 B) -z =a-x+ -z nio é satisfeita para todo «, 3 € Z,. Sugestdo: veja o que ocorre no caso Zz se o = 3 = 1. *

26No lado direito de ambas as expressdes (2.27) e (2.28) as diversas operagdes, como soma, produto, divisio, exponenciacio, sdo as operagdes
usuais de nimeros reais.
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Outros exemplos de espagos vetoriais serao encontrados nas segoes que seguem, notadamente quando tratarmos das
nogoes de soma direta e produto tensorial de espagos vetoriais.

E quase desnecessario mencionar o quao importantes espagos vetoriais sao no contexto da Fisica, onde, porém, quase
somente espagos vetoriais sobre o corpo dos reais ou dos complexos ocorrem.

2.1.6 Anéis, Médulos e Algebras
Introduzimos aqui as importantes nocoes de anel, médulo e algebra. Outras secoes futuras, como a Secao 2.1.7, pagina

136, a Secao 2.1.8, pagina 144 e a Secao 2.4, pagina 222, tratarao de alguns exemplos e de certos aspectos estruturais
das mesmas.

2.1.6.1 Anéis

Nesta breve segao limitamo-nos a apresentar a nocao de anel para, em seguida, apresentar os conceitos de mddulo e
dlgebra. Na Secao 2.1.8, pagina 144, mais propriedades de anéis sao estudadas e mais exemplos sao apresentados.

o Anéis nao associativos

(1))

Um anel ndo associativos é um conjunto A dotado de duas operagodes binarias denotadas por “4” e e denominadas
soma e produto, respectivamente, tais que A é um grupo Abeliano em relacdo & operacao de soma e a operacao de produto
é distributiva em relacdo & soma: para quaisquer a, be c€ Avalema-(b+c¢)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c

Como usual, denotamos por —a a inversa aditiva do elemento a de um anel nao associativo.

Se 0 é o elemento neutro de um anel ndo associativo A em relacdo a operagdo de soma, entdo a -0 = 0 pois, como
0 = 040, tem-se pela propriedade distributiva a-0 = a-0+a-0, que implica0 =a-0—(a-0) =a-0+a-0—(a-0) = a-0.

Exemplo 2.13 Seja Mat (Z, n) o conjunto das matrizes n x n cujos elementos de matriz sio nimeros inteiros. Para A, B €
Mat (Z, n) defina o produto [A, B] = AB — BA, denominado comutador de A e B onde AB é o produto usual das matrizes A e
B. Entao, Mat (Z, n) com o produto do comutador é um anel nao associativo. ¢

Em um anel nao associativo, a propriedade de associatividade do produto “-”
valida, temos a estrutura de um anel.

nao é requerida. Se ela, porém, for

e Anéis

Um anel é um conjunto A dotado de duas operagoes bindrias denotadas por “+” e “” e denominadas soma e produto,
respectivamente, tais que A é um grupo Abeliano em relagao a operacao de soma e um semigrupo em relagao a operacao
de produto (ou seja, o produto é associativo). Por fim, a operacdo de produto é distributiva em relagdo & soma: para

quaisquer a, bec€ Avalema-(b+c¢)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c.
Como usual, denotamos por —a a inversa aditiva do elemento a de um anel.

Se 0 é o elemento neutro de um anel A em relacao a operagao de soma, entao a - 0 = 0 para todo a € A, pois, como
0 = 040, tem-se pela propriedade distributiva a-0 = a-0+a-0, que implica0 = a-0—(a-0) =a-0+a-0—(a-0) = a-0.

Observamos que alguns autores, como Bourbaki, incluem a existéncia de uma unidade (ndo nula) na defini¢gdo de
anel. Aqui denominaremos anéis com unidade tais anéis. Vide pagina 144.

2.1.6.2 Modbdulos

Seja A um anel. Um A-mddulo ¢ esquerda é um grupo Abeliano M (cujo produto, seguindo a convengao, denotaremos
por “+7) dotado de uma fungdo A x M — M que a cada par a € A, m € M associa um elemento de M denotado por
a - m com as seguintes propriedades: para todos a, b € A e todos m, n € M
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l.a-(m+n)=a-m+a-n,
2. (a+b)-m=a-m+b-m,
3. a-(b-m)=(ab) - m,

4. Se A possuir uma identidade e (i.e., um elemento neutro para o produto), entdo e - m = m.

Seja A um anel. Um A-mddulo a direita é um grupo Abeliano M dotado de uma funcao M x A — M que a cada
par a € A, m € M associa um elemento de M denotado por m - a com as seguintes propriedades: para todos a, b€ A e
todos m, n € M

1. (m+n)-a=m-a+n-a,
2.m-(a+b)=m-a+m-b,
3. (m-b)-a=m- (ba),

4. Se A possuir uma identidade e, entdo m - e = m.

Sejam A e B dois anéis. Um bimddulo em relacdo a A e B é um grupo Abeliano M dotado de duas fungées Ax M — M
eMxB — M queacadaa € A, b€ Bem € M associam elementos de M denotados por a-m e m - b, respectivamente,
de modo que M seja um A-mddulo a esquerda e um B-médulo a direita e de modo que valha

1. a-(m-b)=(a-m)-bparatodosa € A, be B, me M.

Em um certo sentido a nogao de médulo generaliza a de espago vetorial.

2.1.6.3 Algebras

Uma dlgebra é um espaco vetorial V' sobre um corpo K dotado de uma operagao de produto binaria “” dita produto da
algebra, de modo que as seguintes propriedades sao satisfeitas:

a. O produto da &dlgebra é distributivo em relagao a soma vetorial: para todos a, b e ¢ € V valem
a-(b+c) =a-b+a-c e (a+bdb)-c =a-c+b-c.

b. O produto por escalares comuta com o produto da algebra e é distributivo em relagao a ele: para todos a, b € V e
a € K vale
afa-b) = (aa)-b = a-(ad) .

Uma algebra V ¢ dita ser uma dlgebra comutativa ou uma dlgebra Abeliana®” se para todos a, b € V tivermos

a-b=b-a.

Uma dlgebra V ¢é dita ser uma dlgebra associativa se para todos a, b e ¢ € V tivermos

a-(b-¢) = (a-b)-c.

Notagao. Se A é uma dlgebra associativa, podemos sem ambiguidade denotar produtos triplos como a(bc) e (ab)c sim-
plesmente como abc. <

Uma algebra que nao é comutativa é dita nao comutativa, ou nao Abeliana, e uma algebra que nao é associativa é
dita nao associativa. Falaremos um pouco mais sobre dlgebras nao associativas a pagina 135.

Devemos dizer que hd muitas algebras importantes encontradas na Fisica que nao sdo nem comutativas nem associ-
ativas. Por exemplo, a algebra do produto vetorial em R? nio é nem comutativa nem associativa.

Os seguintes comentarios sao uteis:

27Niels Henrik Abel (1802-1829).
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1. Algebras associativas sdo anéis. Algebras nao associativas sdo anéis nao associativos.

2. Uma &algebra associativa pode nao ser comutativa, um exemplo sendo as dlgebras de matrizes complexas n X n com
n > 1 (vide adiante).

3. Uma &lgebra comutativa pode néo ser associativa, um exemplo sendo as dlgebras de Jordan nao associativas (vide
pagina 139, adiante).

Alguns exemplos elementares de anéis e dlgebras:

1. O conjunto Mat (C, n) das matrizes complexas n x n é uma algebra complexa, associativa e ndo comutativa (se
n > 1) em relagdo & soma e ao produto usuais de matrizes. O conjunto Mat (Z, n) das matrizes inteiras n X n é
um anel (ndo comutativo, se n > 1) em relagdo a soma e ao produto usuais de matrizes.

2. O conjunto Mat (Q, n) das matrizes racionais n x n é um anel (ndo comutativo, se n > 1) em relagdo & soma e ao
produto usuais de matrizes. E também uma algebra em relagao ao corpo dos racionais Q.

3. O conjunto Pol(C) de todos os polinémios em uma varidvel complexa com coeficientes complexos é uma algebra
complexa, associativa e Abeliana em relacao & soma e ao produto usuais de polinémios. O conjunto Pol(Z) de
todos os polinémios em uma variavel complexa com coeficientes inteiros é um anel Abeliano em relagao a soma e
ao produto usuais de polinomios.

4. O conjunto Pol(Q) de todos os polinémios em uma varidvel complexa com coeficientes racionais é um anel Abeliano
em relacdo & soma e ao produto usuais de polindémios. E também uma algebra associativa e Abeliana em relacao
ao corpo dos racionais Q.

E. 2.35 Ezercicio. Em caso de diivida, justifique as afirmagdes de acima. o+

e Subalgebras. Algebras geradas

Se A é uma &algebra sobre um corpo K e dotada de um produto “” dizemos que um subespago vetorial Ay de A é
uma subdlgebra de A se Ag for também uma dlgebra com o mesmo produto “”, ou seja, se o produto de dois elementos
quaisquer de Ag for também um elemento de Ag.

E. 2.36 Ezercicio. Seja A uma dlgebra. Mostre que uma intersec3o arbitrdria de subdlgebras de A é igualmente uma subélgebra de
A. "

Se C é um subconjunto de uma &algebra A. A intersecgao de todas as subdlgebras de A que contém C' é denominada a
subdlgebra gerada por C. Trata-se da “menor” subdlgebra de A que contém C'. A subalgebra gerada por C serd composta

por todos os elementos de A que possam ser escritos como combinacoes lineares finitas de produtos finitos de elementos
de C.

Se G é um subconjunto de uma &algebra A e a subédlgebra gerada por G for a prépria A, entdo dizemos que G é um
conjunto gerador de A. Se uma algebra A é gerada por um conjunto G C A, entao todo elemento de A pode ser escrito
como uma combinagao linear finita de produtos finitos de elementos de G.

No caso de algebras topologicas as defini¢oes acima podem ser modificadas para levar em conta o fato de algebras
e subdlgebras serem fechadas (topologicamente) ou ndo. Assim, dizemos que G é um conjunto gerador de uma algebra
A se a menor algebra que contém G for densa em A (na topologia de A). Nesse espirito, dizemos que se uma algebra
A é gerada por um conjunto G C A, entdo todo elemento de A pode ser escrito como limite (na topologia de A) de
combinagoes lineares finitas de produtos finitos de elementos de G.

e Constantes de estrutura

Seja A uma dlgebra de dimensao finita (enquanto espago vetorial) e seja B = {b1, ..., b,} uma base em A. Entao,
para cada ¢, j =1, ..., n o produto b; - b; poderd ser escrito como uma combinacao linear de elementos de B:

bi-bj = Zcfjbk.
k=1
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As n® constantes cfj sdo denominadas constantes de estrutura da dlgebra A na base B e elas fixam o produto de todos
os elementos de A. De fato, se p, ¢ € A sdo da forma p = 371, a;b; e ¢ = Y7, Bjbj, entdo p-q = >_;_ by, com
Vi = Z?Zl 2?21 ; Bjcfj. Por essa razao, o conhecimento das constantes de estrutura fornece, em principio, informagoes

completas sobre dlgebras de dimensao finita. E importante enfatizar também que as constantes de estrutura dependem
da base escolhida e sao transformadas por mudancas de base.

E. 2.37 Ezxercicio. Obtenha a regra de transformacdo de constantes de estrutura por mudancas de base. o,

¢ Um minimo sobre algebras nao associativas. Algebras alternativas

Seja A uma algebra sobre um corpo K. Definimos o associador?® de trés elementos a, b, ¢ € A por
la, b, ¢] := (ab)c— a(bc) . (2.30)

Trata-se de uma forma trilinear em A com valores em A. Uma algebra é dita ser associativa se [a, b, c] = (0 para todos
a, b, c € A e é dita ser ndo associativa de outra forma.

Uma algebra A sobre K ¢é dita ser alternativa se valer
[a, a, b} =0 e [b, a, a] =0 (2.31)
para todos a, b € A, ou seja, se valerem
(aa)b = a(ab) e (ba)a = b(aa)

para todos a, b € A.

Naturalmente, toda dlgebra associativa é (trivialmente) alternativa. A édlgebra dos octénios O é um exemplo de uma
algebra nao associativa que é alternativa. Uma &algebra de Lie L somente é alternativa se [a, [a, b]] = 0 para todos
a, b € L (verifique! Aqui [, -] denota o produto da &lgebra de Lie). Tal é o caso, por exemplo, da dlgebra de Heisenberg,
mas nem toda algebra de Lie possui essa propriedade.

Vamos provar o seguinte fato: se A é alternativa, vale também
[a, b, a} =0

para todos a, b € A. De fato, da propriedade [a, a, b] = 0 segue evidentemente que [a +b, a+b, c] = 0 para todos
a, b, c € A. Expandindo-se o lado esquerdo, isso significa que

[a, a, c]+[a, b, c]+[b, a, c]+[b, b, c} =0.

O primeiro e o tltimo termos do lado esquerdo sdo nulos pela primeira propriedade em (2.31). Assim, provamos que
toda dlgebra alternativa satisfaz
[a, b, c} = —[b, a, c] , (2.32)

para todos a, b, ¢ € A. Tomando-se, em particular, ¢ = a, isso fica
2.31
[a, b, a] = —[b, a, a] (2:31) 0,

(na tultima igualdade usamos a segunda propriedade de (2.31)). Isso estabeleceu o que desejavamos provar. Vemos
portanto que em uma algebra alternativa tem-se [a, b, c] = 0 sempre que dois dos argumentos forem iguais.

Nota. A identidade [a, b, a] = 0 significa (ab)a = a(ba) e é por vezes denominada propriedade flexivel, ou flezibilidade. &
Partindo-se do fato que [c, a+b, a+ b} = 0, obtém-se imediatamente (verifique!) que
[c, a, b] = —]c, b, q] (2.33)
para todos a, b, ¢ € A. Analogamente, de [a +b, ¢, a+ b} = 0, obtém-se ainda

[b, c, a] = —[a, c, b] (2.34)

28 Essa nomenclatura segue a da definicdo de comutador.
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também para todos a, b, ¢ € A. Usando-se repetidamente (2.32), (2.33) e (2.34), obtemos que
[a, b, c} (2:33) f[a, c, b] (2:32) [c, a, b] (2:34) f[b, a, c] (2:33) [b, c, a} (2:32) f[c, b, a] .

Todos os fatos estabelecidos acima sobre algebras alternativas podem ser resumidos no seguinte: se A é uma dlgebra
alternativa e a1, ag, ag € A, entdo vale
[ai, a;, ak} = €ijk [al, as, a3] (2.35)

para quaisquer indices ¢, j, k € {1, 2, 3}. Acima, &;;; é o simbolo de Levi-Civita. Com isso, podemos dizer que em uma
algebra alternativa o associador é alternante.

Em uma dlgebra nao associativa geral, produtos miltiplos de um elemento por si mesmo podem ser distintos, ou seja,
podemos ter, por exemplo, (aa)a # a(aa) etc. Assim, ndo é possivel definir-se poténcias como a®, ou, mais geralmente,
a™, n € IN, pelo menos nao de forma unica e nao ambigua. No caso de algebras alternativas, porém, as poténcias a”,
n € IN, podem ser definidas de forma tnica e vale a lei de poténcias a™a™ = a™*" para todos m, n € IN.

Defina-se a? := aa (o que ndo sofre de nenhuma ambiguidade). Podemos definir a® tanto por a® := (a?)a quanto por
a® := a(a?), pois, para uma dlgebra alternativa (aa)a = a(aa). Analogamente, a* pode ser definido por a?a? ou por aa

ou ainda por a®a, pois todas essas expressdes sdo idénticas. Nao iremos desenvolver esse ponto, encaminhando o leitor
a literatura pertinente (e.g., [421]). Mencionamos ainda uma importante generaliza¢io desses resultados: um teorema,
devido a Artin??, estabelece que se A é uma 4lgebra alternativa, entdo a subdlgebra gerada por quaisquer dois de seus

elementos é associativa (vide [421]).

2.1.7 Exemplos Especiais de Algebras

Existem intmeras algebras de especial interesse em dreas como a Fisica, a Teoria de Grupos e a Geometria Diferencial.
Listaremos alguns poucos exemplos aqui com os quais lidaremos futuramente.

2.1.7.1 Algebras de Lie

Uma classe especialmente importante de dlgebras é formada pelas chamadas dlgebras de Lie. Por razoes histéricas o
produto de dois elementos de uma &lgebra de Lie é denotado pelo simbolo [a, b] em lugar de a-b, notagdo que seguiremos
aqui.

Uma algebra L (sobre um corpo K) é dita ser uma dlgebra de Lie*” se seu produto, além das propriedades distributivas
gerais dos itens a e b da pagina 133, satisfizer também

a. Para todo a € L vale [a, a] =0.

b. Identidade de Jacobi*'. Para todos a, b e ¢ € L vale

la, [b, c]] + [¢, [a, B]] + [b, [c, a]] = 0. (2.36)

A primeira propriedade tem uma implicacdo importante. Como [a, a] = 0 para todo a € L, vale também que

[a+ b, a+ b =0 para todos a, b € L. Expandindo o lado esquerdo teremos que 0 = [a + b, a + b] = [a, a] + [b, b] +

[a, b] + [b, a] = [a, b] + [b, al], ou seja, valerd a importante propriedade de anticomutatividade: [a, b] = —[b, a] para

todos a, b € L. Reciprocamente, se assumirmos valida a propriedade de anticomutatividade entao, tomando b = a, a
mesma afirmard que [a, a] = —[a, a] o que implica [a, a] =0 exceto se o corpo K tiver caracteristica igual a 2.

Assim, para corpos com caracteristica diferente de 2 (como é o caso do corpo dos racionais, dos reais ou dos complexos,
que tém caracteristica 0) nossa definigdo de dlgebra de Lie, acima, equivale & seguinte: L é dita ser uma &lgebra de Lie
se seu produto satisfizer:

a. Anticomutatividade. Para todos a, b € L vale [a, b] = —[b, a].

29Emil Artin (1889-1962).
30Marius Sophus Lie (1842-1899).
31Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 137/2825

b. Identidade de Jacobi. Para todos a, b e c € L vale
la, [b, c]] + [¢, [a, B]] + [b, [c, a]] = 0. (2.37)
E evidente pelas consideracoes acima que uma &dlgebra de Lie L s6 pode ser comutativa se seu produto for trivial

[a, b] = 0 para todos a, b € L, um caso que raramente merece consideracao especial. Uma §lgebra de Lie L também
nao pode ter uma unidade, pois se e € L fosse uma identidade, teriamos e = [e, e¢] = 0. Logo, para todo a € L valeria

também a = [a, €] = [a, 0] = 0, implicando que L possui apenas o vetor nulo, novamente um caso trivial que ndo merece
consideracao. Por fim, se uma algebra de Lie L for associativa, entao a identidade de Jacobi e a anticomutatividade
implicam [a, [b, c|]] = 0 para todos a, b, ¢ € L (prove isso!). Um exemplo de uma dlgebra de Lie com tal propriedade

é a &lgebra de Heisenberg (vide Secao 21.3.2, pdgina 1095). Note que em tal caso a identidade de Jacobi é trivialmente
satisfeita.

E. 2.38 Euzercicio. Para dlgebras de Lie de dimens3o finita escreva a condi¢cio de anticomutatividade e a identidade de Jacobi (2.37)
em termos das constantes de estrutura. "

e Algebras associativas e dlgebras de Lie

Seja A uma &algebra associativa. Podemos associar a A uma dlgebra de Lie definindo o produto [a, b] = ab — ba,
denominado comutador de a e b € A. Com essa defini¢ao, é claro que [a, a] = 0 para todo a € A e a identidade de Jacobi
segue do fato que

[a, [b, CH + [c, [a, bH + [b, [, aH
= a(bc — ¢b) — (be — cb)a + c¢(ab — ba) — (ab — ba)c + b(ca — ac) — (ca — ac)b
= abc — acb — beca + cba + cab — cba — abc + bac + bea — bac — cab + acb

:O7

como facilmente se constata.

E. 2.39 Ezercicio. Seja A uma &lgebra associativa e seja s € A, arbitrdrio. Defina em A o produto [a, b]s := asb — bsa. E ébvio
que esse produto satisfaz [a, a]s = 0 para todo a € A. Mostre que ele também satisfaz a identidade de Jacobi e, portanto, define uma
dlgebra de Lie em A. "

¢ Exemplos basicos de algebras de Lie

A maioria dos exemplos exibidos nos exercicios abaixo é relevante na teoria dos grupos de Lie.

E. 2.40 Ezercicio. Mostre que R? dotado do produto vetorial usual é uma &lgebra de Lie. "

E. 2.41 Ezercicio. Mostre que Mat (R, n) (ou Mat (C, n)), o espaco vetorial de todas as matrizes n X n reais (complexas) é uma
lgebra de Lie com relagdo ao produto [A, B] := AB — BA. "

E. 2.42 FEzercicio. Seja S € Mat (C, n). Mostre que Mat (C, n) é uma dlgebra de Lie com relagdo ao produto [A, Bl]s :=
ASB — BSA. o,

E. 2.43 Ezercicio. Mostre que o subespaco vetorial de Mat (R, n) (ou de Mat (C, n)) formado pelas matrizes com traco nulo é
uma &lgebra de Lie com relagdo ao produto [A, B] = AB — BA. "

E. 2.44 Ezercicio. Mostre que o subespago vetorial de Mat (R, n) (ou de Mat (C, n)) formado pelas matrizes antissimétricas, ou
seja, tais que AT = —A, é uma dlgebra de Lie com relacio ao produto [A, B] = AB — BA. Sugestio: mostre que se A e B sio
antissimétricas, entdo [A, B]T = —[A, B] e, portanto, o comutador de matrizes antissimétricas é também uma matriz antissimétrica.

Um comentdrio relevante aqui é o seguinte. No espaco vetorial das matrizes reais simétricas (i.e., que satizfazem AT = A) tem-se
também que [A, B]T = —[A, BJ]. Por essa razdo, o comutador sequer define um produto no espago vetorial das matrizes reais (ou
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complexas) simétricas, pois o comutador de duas matrizes simétricas ndo é novamente uma matriz simétrica, mas sim uma matriz
antissimétrica. 3

E. 2.45 Ezercicio. Mostre que o subespago vetorial real de Mat (C, n) formado pelas matrizes antiautoadjuntas, ou seja, tais que
A* = —A, é uma algebra de Lie (sobre o corpo dos reais!) com relagdo ao produto [A, B] = AB — BA. o,

E. 2.46 Ezercicio. Conclua igualmente que o subespago vetorial real de Mat (C, n) formado pelas matrizes antiautoadjuntas, ou
seja, tais que A* = —A, e de trago nulo (Tr(4) = 0) é uma &lgebra de Lie (sobre o corpo dos reais!) com relagdo ao produto
[A, Bl]= AB — BA. "

E. 2.47 Ezercicio. Fixada uma matriz M € Mat (R, n), mostre que o subconjunto de Mat (R, n) formado pelas matrizes A com a
propriedade AM = —M AT é uma &lgebra de Lie real com relacio ao produto [A, B]= AB — BA. o+

E. 2.48 Ezercicio. Fixada uma matriz M € Mat (C, n), mostre que o subconjunto de Mat (C, n) formado pelas matrizes A com a
propriedade AM = —M A* é uma 3lgebra de Lie real com relagdo ao produto [A, B] = AB — BA. o+

Tratemos agora de exibir um exemplo bésico de uma algebra de Lie de dimensao infinita.

o Colchetes de Poisson

Sejam f(p, q) e g(p, q), com f: R? = R e g: R? — R, duas fungoes reais, infinitamente diferencidveis, de duas
varidveis reais p e ¢. Definimos os colchetes de Poisson®? de f e g, denotados por {f, g}, por

. 9f9%g _0f0g

E claro que {f, g} é igualmente uma fungao infinitamente diferencidvel de p e g.

Os colchetes de Poisson satisfazem as seguintes propriedades: para quaisquer funcoes f, g e h como acima, valem

a. Linearidade: {f, ag+ Bh} = o{f, g} + B{f, h} para quaisquer o, 8 € R. Analogamente, {af + Bg, h} =
ol f, h} + B{g, h}.

b. Antissimetria: {f, g} = —{g, [}

c. Identidade de Jacobi®3: {f, {9, h}} + {h, {f, g}} + {g, {h, f}} =0.
d. Identidade de Leibniz**: {f, gh} = {f, gth+ g{f, h}.

E. 2.49 Exercicio importante. Verifique a validade das quatro propriedades acima. o+

As propriedades 1 e 2 e 3 indicam que o conjunto das funcdes R? — R infinitamente diferencidveis é uma 4lgebra de
Lie com o produto definido pelos colchetes de Poisson. Trata-se de uma algebra de Lie de dimensao infinita.

A definigao acima dos colchetes de Poisson pode ser facilmente generalizada para variedades diferenciaveis de dimensao
par, mas nao trataremos disso aqui por ora. Os colchetes de Poisson desempenham um papel importante na Mecanica
Cléssica.

E. 2.50 Ezercicio. Mostre que matrizes A, B, C' de Mat (R, n) (ou de Mat (C, n)) também satisfazem uma identidade de Leibniz:
[A, BC] =[A, B]C + B[A, C]. Em verdade, essa identidade é valida em qualquer dlgebra associativa. Mostre isso também (a prova é
idéntica ao caso de matrizes). o+

32Siméon Denis Poisson (1781-1840).
33Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
34Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
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2.1.7.2 Algebras de Poisson

O exemplo dos colchetes de Poisson e do Exercicio E. 2.50 conduzem a definigao das chamadas dlgebras de Poisson.

Uma dlgebra de Poisson é um espago vetorial P (em relagdo a um corpo K) dotado de dois produtos, denotados por
* e por {-, -}, satisfazendo as seguintes propriedades:

e P é uma &lgebra associativa em relacdo ao produto .
e P é uma dlgebra de Lie em relagdo ao produto {-, -}.

e Para todos a, b, ¢ € P vale a identidade de Leibniz {a, b c} = {a, b} xc+ bx*{a, c}.

Isso significa que o produto {-, -} age como uma derivac¢ao para o produto *.

Naturalmente, se A é uma algebra associativa com produto * obtemos em A uma éalgebra de Poisson definindo
{a, b} = axb—b+*a, como observamos no Exercicio E. 2.50. De maior interesse sao algebras de Poisson onde o produto
{a, b} nao seja do tipo axb—b*a.

2.1.7.3 Algebras de Jordan

Outra classe de algebras nao associativas de interesse é formada pelas dlgebras de Jordan.

Uma &lgebra nio associativa .J sobre um corpo K é dita ser uma dlgebra de Jordan® se seu produto satisfizer

a. Comutatividade. Para todos a, b€ J valea-b=10-a.

b. Identidade de Jordan. Para todos a, b € J vale

(a-a)-(a-b) = a-((a-a)-b). (2.38)

Como a identidade de Jordan é trivialmente satisfeita por uma algebra associativa, alguns autores aceitam a inclusao
das dlgebras associativas dentre as de Jordan (desde que sejam também comutativas, naturalmente). De qualquer forma,
dada uma 4lgebra associativa (ndo-necessariamente comutativa) é sempre possivel definir um produto que faz dela uma
algebra de Jordan.

De fato, se A é uma algebra associativa (ndo-necessariamente comutativa) sobre R ou €36, cujo produto denotamos
por ab, o produto

a-b = %(ab + ba) (2.39)

faz de A uma algebra de Jordan. Em textos de Fisica a expressao ab+ba é denominada anticomutador e é frequentemente
denotada pelo simbolo {a, b}.

E. 2.51 Ezercicio. Verifique que esse produto é comutativo (trivial) e satisfaz a identidade de Jordan. Verifique também que esse
produto n3o é, em geral, associativo se A n3o for Abeliana. Esse produto é denominado produto de Jordan. o]

As dlgebras de Jordan surgiram da tentativa de definir produtos de observéveis na Mecéanica Quantica (representados
por operadores autoadjuntos) que definissem novamente observaveis. O seguinte exercicio deve tornar isso claro.

E. 2.52 Ezercicio. Verifique que a colecdo das matrizes autoadjuntas de Mat (C, n) forma uma &lgebra de Jordan para o produto
de Jordan acima. K

35Ernst Pascual Jordan (1902-1980) foi um dos fundadores da Mecanica Quéntica.
360u, mais genericamente, sobre qualquer corpo que ndo tenha caracteristica 2.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 140/2825

2.1.74 Algebras de Grassmann

Algebras de Grassmann, especialmente em uma de suas formas especiais, as chamadas Algebras Exteriores (vide Segao
2.5, pagina 229), sdo importantes na Topologia Diferencial e na Geometria Diferencial, por exemplo no estudo das
chamadas formas diferenciais.

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma dlgebra de Grassmann” sobre V é uma 4lgebra associativa e unital
sobre K, denotada por T'(V), e cujo produto é denotado (por razodes histéricas) pelo simbolo A (denominado “cunha’),
com as seguintes propriedades

a. V é um subespago vetorial de T'(V).

b. Para todo v € V tem-se v Av = 0.

A condigao de V' ser um subespaco de T'(V') é por vezes substituida pela condigdo de V' ser isomorfo a um subespago
de T'(V). Como essa distincao dificilmente possui relevancia, vamos ignoré-la aqui.

Como observamos na discussao sobre algebras de Lie, a condigao v A v = 0 para todo v € V implica a condicao de
anticomutatividade u A v = —v A u para todos u, v € V, mas s6 equivale a essa se a caracteristica de K nao for 2.
Fazemos notar também que a condicao v Av = 0 é assumida apenas para os elementos de V', nao para todos os elementos
de I'(V). Analogamente, fazemos notar que V é suposto ser um subespago vetorial de I'(V'), ndo necessariamente uma
subdlgebra de T'(V).

A unidade e de T'(V') ndo pode ser um elemento de V', pois se tal fosse o caso terfamos e = e Ae = 0, o que implicaria
para todo a € T'(V) que a =aAe=aA0=0,o0 que sé faz sentido se T'(V') (e, portanto, V') consistir apenas do vetor
nulo, um caso desprovido de interesse especial. Assim, nos casos de interesse, I'(V') possui ao menos dois subespagos
distintos: o subespaco gerado pela unidade e e o subespaco V.

Proposicao 2.3 Em uma dlgebra de Grassmann T'(V') vale a sequinte afirmacao: se vy, ..., vy sao vetores de V , entdo
o produto vi A -+ A\ vy, serd nulo se vi, ..., Uy forem linearmente dependentes. |

Prova. Vamos supor, sem perda de generalidade, que possamos escrever v; como combinagao linear dos demais: vy =

m m

Z apvk. Entao, vi A Avy, = Z Qv N\ (v2 JARRRWA vm). Agora, usando a anticomutatividade podemos passar o vetor
k=2 k=2
v que ocorre no produto ve A --- A v, para a primeira posi¢ao no mesmo, ganhando um fator (—1)k_2. Assim, devido
a associatividade, obtemos vy A (’UQ A A vm) = (=1 20 Avg A -+ Avy, = 0, pois v A vg = 0. |

Na Secao 2.5.2, pagina 231, discutiremos um procedimento geral de construcao de uma &lgebra de Grassmann a partir
de um espaco vetorial V' dado. Para aquelas algebras, as chamadas dlgebras exteriores, vale a reciproca da Proposicao
2.3: um produto v A --- A v,, de vetores vy, ..., v, € V serd nulo se e somente se vy, ..., v, forem linearmente
dependentes.

Vamos a alguns exemplos elementares (quicd triviais) de dlgebras de Grassmann. Na Secdo 2.5.2, pdgina 231, dis-
cutiremos um procedimento geral de construcao de uma &dlgebra de Grassmann a partir de um espaco vetorial V' dado,
dentro do qual mais exemplos poderao ser construidos.

Exemplo 2.14 Seja V o espago vetorial (sobre C) das matrizes 2 x 2 da forma (§5), com b € C. Entdo, uma &lgebra de

Grassmann sobre V seria o conjunto das matrizes 2 x 2 da forma (& ?), com a, b € C, com o produto usual de matrizes. ¢

Exemplo 2.15 Seja V' o espago vetorial (sobre C) das matrizes 3 x 3 da forma (§ § é), com b, ¢ € C. Entdo, uma algebra de
. . . abc .
Grassmann sobre V seria o conjunto das matrizes 3 X 3 da forma (8 a0 ), com a, b, ¢ € C, com o produto usual de matrizes. Note

c

[ ~ .. . . 0b0 . 00c\ ,

que nesse caso ha uma relagdo adicional, pois o produto de matrizes da forma ( 000 ) com matrizes da forma 000)¢é nulo. ¢
000

~——

37THermann Giinther Grassmann (1809-1877).
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2.1.7.5 Algebras de Clifford

Algebms de Clifford tém particular relevancia na Teoria de Grupos, surgindo também na Geometria Diferencial, na
Mecanica Quantica Relativistica e na Teoria da Relatividade Geral, contando também com aplica¢ées em Computacao
Grafica.

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K (que suporemos néo ter caracteristica 2) e seja w uma forma bilinear

simétrica em V (para a defini¢ao, vide pagina 255). Uma &lgebra de Clifford®® sobre V e w, denotada por CI(V, w), é
uma &algebra associativa dotada de uma unidade e e com as seguintes propriedades

a. V é um subespago vetorial de C1(V, w).

b. Para todo v € V tem-se v? = w(v, v)e.

A condigao de V ser um subespago de C1(V, w) é por vezes substituida pela condicao de V' ser isomorfo a um subespago
de Cl(V, w). Como essa distingdo dificilmente possui relevancia, vamos ignoré-la aqui.

Notemos que se u e v sdo elementos de V entao, pela propriedade b, acima, vale (u + v)(u + v) = w(u + v, u+ v)e.
Expandindo ambos os lados e usando que u? = w(u, u)e e v2 = w(v, v)e, obtemos uv +vu = 2w(u, v)e. Reciprocamente,
se supormos que uv + vu = 2w(u, v)e para todos u e v € V, segue evidentemente que v? = w(v, v)e. Assim, a condigdo
b equivale a

b’. Para todos u e v € V tem-se uv + vu = 2w(u, v)e.
A definigao de dlgebra de Clifford para o caso em que K tem caracteristica 2 é semelhante (ao invés de uma forma
bilinear simétrica emprega-se uma forma quadratica3” sobre V'), mas como certos resultados gerais nao sdo vélidos nesse
caso (por exemplo, a condi¢do b nao equivale & b’), ndo faremos mencao a ele aqui e remetemos o estudante a literatura

especializada (e.g. [311]).

° Algebras de Clifford e algebras tensoriais

Algebras de Clifford podem ser construidas a partir de dois ingredientes: um espaco vetorial e uma forma bilinear
simétrica sobre o mesmo. A construcao que apresentaremos é tomada, por alguns autores, como a proépria definicao de
algebra de Clifford. Vamos aqui considerar apenas o caso do corpo dos reais, mas é evidente que a construgao pode ser
ainda mais generalizada.

Seja V' um espaco vetorial real e w uma forma bilinear simétrica sobre V. Considere-se a dlgebra tensorial (essa nogao
é detalhada nas Segbes 2.5 e 2.5.1, paginas 229 e 230, respectivamente)

TV) = év(@”,
n=0

com a convengao V®° = R e com o produto definido em (2.170), pagina 230. Como comentamos na supramencionada
Secdo, 7 (V') é associativa e unital. Por vezes denotaremos essa unidade por e.

O conjunto .#(V, w) obtido por todas as combinagtes lineares finitas de elementos da forma
a® (u®v+v®u7w(u, v)e) ®b

para todos a, b € F(V) e u, v € V, é um bi-ideal (ou ideal bilateral) de .7 (V) (verifique!). Definimos a &lgebra de
Clifford CI(V, w) como sendo o quociente

CUV, w) = T(V)/I(V, w).

(A nogao de quociente de uma &lgebra associativa por um ideal bilateral é desenvolvida na Se¢ao 2.4.1, pagina 222). Essa
defini¢do corresponde intuitivamenta & imposigdo que u ® v + v ® u = w(u, v)e para todos u, v € V.

38William Kingdon Clifford (1845-1879). O trabalho original onde a nogdo surgiu ¢ W. K. Clifford, “Preliminary sketch of bi-quaternions”.
Proc. London Math. Soc. 4, 381-395 (1873).
39Para a definicdo, vide Secdo 3.1.4, pagina 265.
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Com uso das matrizes de Pauli e das matrizes de Dirac é possivel construir representacoes de certas algebras de
Clifford, representagoes essas de relevancia na Fisica Quantica.

° Algebras de Clifford e matrizes de Pauli

As chamadas matrizes de Pauli*® sdo as matrizes complexas 2 x 2 dadas por

01:<(1) (1)) 02:<2. _é> e 03:<(1) _(1)). (2.40)

As matrizes de Pauli satisfazem as seguintes relagoes algébricas: para todos a, b =1, 2, 3 valem

3
[0, 03] = 0a0b —0b0a = 20 Eane0ec (2.41)
c=1
{04, ob} = 0aob+ 0400 = 20412, (2.42)
3
0aq0p = 6abﬂ2+i25abcac- (243)
c=1

Consideremos V = R3 e a forma bilinear simétrica
3
wp(u, v) = 2(ugv1 + ugve + ugvz) = 2 Z UaVp0ab »
a, b=1
onde u = (uy, uz, uz) € R v = (v, va, v3) € R®. Temos assim definida a algebra de Clifford CI(R3, wg).

Seja ¥ a algebra gerada pela matriz identidade e por todas as combinagoes lineares reais finitas de produtos finitos
da matriz identidade e das matrizes de Pauli. E bastante claro que ¥ é uma dlgebra de matrizes (é possivel mostrar,
mas nao é relevante aqui, que X coindice com Mat (C, 2), a dlgebra de todas as matrizes complexas 2 x 2).

Com uso das matrizes de Pauli podemos encontrar uma representacio de .7 (R?) em ¥. Ela ¢ dada por
w(e) = 1a,
m(u) = u-0 = w101 + ug02 + uzos ueR?,
e em geral, paran € N,
3
(W@ - @ut) = (ut-o)--(u"-0) = Z (W), - (W), Oy -+ O
ki, ooy kn=1

com u', ..., u™ € R3. E subentendido que 7 é linearmente estendida a todo .7 (R?). Por exemplo, para m, n € N, e

uh, o um el o v €R3 e, B ER, temos

w(au1®~~~®um+ﬂv1®~~®v”) = om(u1®~~~®um)+ﬂ7r(’u1®~~~®’u")
3 3
=a > (@ Wk ok, A8 Y (@ (000 o,

ki, ..., km=1 b1, ooy In=1

E f4cil constatar (faga-o!) que 7 é uma representagio da dlgebra .7 (R?) na dlgebra X.

40Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958).
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O ponto importante é que temos

3 3 3
ﬂ'(u RKUV+vR u) = Z UqVpOq0p + Z VaUpOqOp = Z UqVp (aaab + abaa)

a, b=1 a, b=1 a, b=1

(242)

a

UgUpOaple = wp(u, v)1y = ﬂ'(wE(u, v)e) , (2.44)
1

70

mostrando que 7 anula todos os elementos do ideal .#(R3, wg) e, portanto, a aplicacdo 7 : CI(R3, wg) — ¥ dada por
7(la]) = w(a), a€ T(R?)

é uma representacio da algebra de Clifford CI(R?, wg) em X.

e Algebras de Clifford e matrizes de Dirac

Um outro exemplo, importante no contexto da Mecanica Quantica Relativistica e das Teorias Quanticas de Campos,
concerne as chamadas matrizes de Diract!

Nesse caso consideramos V = R* (o espaco-tempo de Minkowski*?) e a forma bilinear wy; definida em V é dada por

3
_ pyo
wy (u, v) = U = UgVp — ULV — U2V2 — U3V3 ,
w, v=0
010 0
onde u = (ug, u1, uz, uz) € R* v = (vo, v1, va, v3) € R* e onde n*¥ sdo os elementos de matriz de n = (0 o 1o )
00 0 -1

(o chamado tensor métrico de Minkowski).

As chamadas matrizes de Dirac (na base de Weyl) sdo as quatro matrizes 4 x 4 dadas por

o._ (0 1 k. (0 —og _
A0 = (11 o) =, o) E=L23. (2.45)

onde o}, sao as matrizes de Pauli. E relevante constatar (faga-o!) que as mesmas satisfazem as seguintes relagoes de
anticomutacao:
VA At = 2 (2.46)
para todos p, v € {0, 1, 2, 3}.
Em analogia ao que fizemos no caso das matrizes de Pauli, consideramos a algebra real I" gerada por combinacoes

lineares finitas de produtos finitos da matriz identidade e das matrizes de Dirac. E sabido (vide, e.g., [50]) que T" tem
dimensao 16, mas isso nao é relevante aqui.

Podemos definir uma representagao da 4lgebra de tensorial 7 (R*) em T' por

w(e) = 1y,
3
W(a) = Z%V” = ap?’ + a1yt + agy? +azy? a = (ao, a1, ag, ag) € R*,
=0

ﬂ'(ul ® ® u") — Z (“l)ul (Un)unVM .fy/tn
By eeey =0
para ut, ..., u" € V, com 7 linearmente estendida a todo .7 (R%).

41Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
42Rigorosamente falando, trata-se, em verdade do espaco tangente do espaco-tempo de Minkowski.
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Novamente, temos

3 3 3
Tu@vtveu) = Y wuyY + Y vty = Y wun (Y + ")
w, v=0 w, v=0 w, v=0

3
(29 9 Z u vl = wyu, v)1y = 7(wi(u, v)e),
pn, v=1
mostrando que 7 anula os elementos do ideal .# (R*, wys) e, portanto, a aplicacao 7 : CI(R?*, wys) — I' dada por

7([a]) = =(a), a € T(RY)

é uma representacio da algebra de Clifford C1(R?, wj;) em T.

e Algebras de Clifford e grupos

Cada &lgebra de Clifford C1(V, w) é fortemente associada a representacoes do grupo de invariancia da forma bilinear
simétrica w. Assim, no caso da algebra de Clifford CI(R?, wg), das matrizes de Pauli, temos o uma relacio com o grupo
de rotagdes SO(3) e no caso da algebra de Clifford CI(R*, wy), das matrizes de Dirac, temos o uma relagao com o grupo
de Lorentz. Na presente versao destas Notas nao iremos explorar essas importantes relagoes e remetemos o estudante
interessado & literatura pertinente (e.g., [311], [160], [501]).

2.1.8 Mais sobre Anéis

Apresentaremos em sequéncia uma série de defini¢oes apds as quais discutiremos exemplos relevantes.

e Anéis com unidade

Um anel com unidade é um anel R com a propriedade de existir em R um elemento 1, chamado de unidade, com
1#0,tal quea-1=1-a=a para todo a € R.

A condigao 1 # 0 é necessaria para evitar uma situagao trivial. Se 1 = 0, entao para qualquer a € Rvalea =a-1 =
a-0 =0, ou seja, R contém apenas o elemento 0. Como observamos, alguns autores, como Bourbaki, incluem a existéncia
de uma unidade (néo nula) na definigdo de anel.

Uma observagao um pouco menos trivial, mas relevante, é que uma unidade, se existir, é sempre tnica. De fato, se
em um anel R com uma unidade 1 existir um outro elemento 1’ € R tal que também valha a -1’ =1’ - a = a para todo
a € R, teremos, por forca das mesmas propriedades, 1’ =1’-1 = 1. A mesma observagao vale para dlgebras com unidade.

e Anéis sem divisores de zero

Dado um anel R, um elemento nao nulo a € R ¢é dito ser um divisor de zero se existir pelo menos um b € R com
b#0talquea-b=0o0ub-a=0.

Se em um dado anel a relagao a - b = 0 s6 for possivel se a = 0 ou b = 0 ou ambos, entao esse anel é dito ser um anel
sem divisores de zero.

Exemplos 2.16 C e R sdo anéis sem divisores de zero (com os produtos e somas usuais), mas os anéis Mat (n, C), n > 1, tém

),
divisores de zero (com o produto e soma usuais), pois tem-se, por exemplo, ($9)(§9) = (§

0
0)- ¢
E. 2.53 Ezercicio. Mostre que em Z4 tem-se 2 -2 = 0, ou seja, 2 é um divisor de zero. H3 outros divisores de zero em Z.4? &
E. 2.54 Ezercicio. Mostre que em Z,, existem divisores de zero caso n n3o seja um ndmero primo. o,

e Anéis de integridade

Um anel comutativo (ou seja, cujo produto é comutativo), com unidade e sem divisores de zero é dito ser um anel de
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integridade ou também um dominio de integridade.

As dlgebras R@® R e D (dos complexos hiperbdlicos), introduzidos na Segéo 2.6.3.1, pagina 238, possuem divisores de
zero e, portanto, nao sao anéis de integridade.

Para a relagao entre anéis de integridade e corpos, vide adiante.

e Anéis de divisao

Um anel R é dito ser um anel de divisdo se possuir uma unidade multiplicativa 1, i.e., um elemento tal que para todo
a € Rvalea-1=1-a=a e separatodo a € R, a # 0, existir uma inversa multiplicativa em R, ou seja, um elemento

denotado por et tal quea-a ' =a"l-a=1.

Em um anel de divisao associativo, a inversa de cada elemento nao nulo a é unica. De fato, se para um dado a nao
nulo existir um outro elemento b tal que a-b=b-a =1, teremos b=>b-1=0b-(a-a™') "= (b-a)-a”' =1-a"' =a™ "

E. 2.55 Ezxercicio importante. Mostre que um anel de divisdo n3o pode possuir divisores de zero. Portanto, todo anel de divisdo
comutativo é também um anel de integridade. &

Exemplos 2.17 Com as defini¢des usuais R, C e @ sdo anéis de divisdo mas Z nao o é (falha a existéncia da inversa multipli-
cativa). Mat (n, C), com n > 1, também nao é um anel de divisdo com as defini¢des usuais pois nem toda a matriz ndo nula é
inversivel. ¢

Outro exemplo de anel de divisdo (ndo comutativo!) sdo os quatérnios, que serdo discutidos & pagina 238.

e Algebras de divisdo

Uma algebra A é dita ser uma dlgebra de divisdo se possuir uma unidade multiplicativa 1, i.e., um elemento tal que
paratodoa € Avalea-1=1-a=a e se para todo a € A, a # 0, existir uma inversa multiplicativa em A, ou seja, um
elemento denotado por a~ ! tal que a-a~ ' =a ! a=1.

Como no caso de anéis de divisao associativos, em uma &dlgebra de divisao associativa, a inversa de cada elemento
nao nulo é unica.

e Corpos

(1))

Todo anel de divisao cujo produto é comutativo é um corpo (verifique!).

e Corpos nao comutativos

Como a tnica distingao entre as definicoes de corpos e de anéis de divisao é que para os primeiros a comutatividade
do produto é requerida, diz-se também por vezes que anéis de divisao nao comutativos sao corpos ndao comutativos.

e Corpos e anéis de integridade

E bem claro pelas definigoes que todo corpo é também um anel de integridade. A reciproca é parcialmente vélida:

Teorema 2.2 Todo anel de integridade finito é um corpo. O

Prova. Se A é um anel de integridade, tudo que precisamos é mostrar que todo elemento néao nulo de A é inversivel. Seja
a um elemento de A\ {0}. Definamos a aplicagdo o : A\ {0} — A dada por

aly) = ay .

Note que, como A é um anel de integridade o lado direito é nao nulo pois nem a nem y o sao. Assim, a é, em verdade,
uma aplicacao de A\ {0} em A\ {0} e, como tal, é injetora, pois se ay = az, segue que a(y — z) = 0, 0 que s6 é possivel
se y = z, pois A é um anel de integridade e a # 0. Agora, uma aplicacdo injetora de um conjunto finito em si mesmo tem
necessariamente que ser sobrejetora (por qué?). Assim, « é uma bijegdo de A\ {0} sobre si mesmo. Como 1 € A\ {0},
segue que existe y € A\ {0} tal que ay = 1, ou seja, a tem uma inversa. Como a é um elemento arbitrario de A\ {0},
segue que todo elemento de A\ {0} tem inversa e, portanto, A é um corpo. |
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Anéis de integridade infinitos ndo sdo necessariamente corpos:

Antiexzemplo. Um exemplo de um anel de integridade que nao é um corpo é o conjunto de todos os polinémios de C
em C com o produto e soma usuais. Em verdade, os tinicos polinémios que tém inverso multiplicativo sdo os polinémios
constantes nao nulos.

e Anéis de divisao finitos

O seguinte teorema, originalmente devido a Wedderburn*?, é bastante surpreendente por mostrar uma insuspeita
relacao entre a cardinalidade de um anel de divisao e a natureza de seu produto

Teorema 2.3 Todo anel de divisao finito € comutativo. O

Assim, pelas observacoes feitas acima conclui-se:

Corolario 2.2 Todo anel de divisdo finito € um corpo. O

t44

A prova do Teorema 2.3 nao serd apresentada aqui. Uma demonstragao elegante, devida a Witt**, pode ser encontrada

na magnifica referéncia [8].

2.1.9 Acoes e Representacgoes

No que segue apresentaremos uma série de definicoes e resultados elementares envolvendo as nogoes de agao de grupos e
representagao de grupos e algebras, temas esses desenvolvidos em outras partes deste texto.

2.1.9.1 Acoes de Grupos

Seja M um conjunto nao vazio e G um grupo. Uma funcao o : G x M — M é dita ser uma ac¢ao a esquerda de G sobre
M se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

1. Para todo g € G a fungdo a(g, ) : M — M é bijetora®®.

2. Se e for o elemento neutro de G, entéo a(e, -) : M — M é a fungdo identidade: «(e, z) = x para todo x € M.

3. Para todos g, h € G e todo x € M vale

a(g, a(h, z)) = a(gh, z) . (2.47)
Uma funcdo f: G x M — M é dita ser uma ag¢ao a direita de G sobre M se as seguintes condicoes forem satisfeitas

1. Para todo g € G a fungao (g, -) : M — M é bijetora.
2. Se e é o elemento neutro de G, entdo f(e, -) : M — M é a fungdo identidade: S(e, x) = z para todo x € M.

3. Para todos g, h € G e todo x € M vale
B(g, B(h, x)) = B(hg, z). (2.48)

Note-se que a distin¢do bésica entre (2.47) e (2.48) é a ordem do produto no grupo. Se G é Abeliano nao ha distingao
entre uma agao a direita ou a esquerda.

43 Joseph Henry Maclagen Wedderburn (1882-1948). O trabalho original de Wedderburn é: J. H. M. Wedderburn, “A theorem on finite
algebras”, Trans. Amer. Math. Soc. 6, 349-352 (1905). Esse trabalho contém trés demonstragoes do Teorema 2.3.

UErmst Witt (1911-1991). O trabalho original de Witt é “Uber die Kommutativitét endlicher Schiefkderper”. Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg, 8, 413 (1931).

Para g € G fixo, ag, -) : M — M denota a funcdo M > m — a(g, m) € M, ou seja, a funcdo que a cada m € M associa a(g, m) € M.
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E. 2.56 Ezercicio. Seja a: G x M — M uma a¢3o a esquerda de um grupo G em um conjunto M. Mostre que 8: G x M — M
definida por B(g, z) = a(g™", =) é uma aco a direita de G em M. o+

E frequente encontrar-se outras notacoes para designar agoes de grupos em conjuntos. Uma acio & esquerda a(g, =)
é frequentemente denotada por oy (z), de modo que a relagao (2.47) fica ag(a(2)) = agn(z). Para uma agdo a direita,

(2.48) fica By (Bn(x)) = Brg(a).
Talvez a notagdo mais conveniente seja denotar uma agado & esquerda a(g, z) simplesmente por g - x ou apenas gz.

A relagao (2.47) fica g(hx) = (gh)z. Para uma acdo a direita (g, =) a notacao fica x - g, ou apenas xg, de modo que
(2.48) fica (zh)g = x(hg). Essa notagao justifica o uso da nomenclatura ¢ direita ou @ esquerda para classificar as agoes.

Seja F uma colegao de fungoes bijetoras de um conjunto M em si mesmo. Uma agao a: G x M — M é dita ser uma
acdo de G em M pela familia F se para todo g € G as fungdes a(g, ) : M — M forem elementos do conjunto .

E. 2.57 Ezercicio. Seja G = O(n) o grupo de todas as matrizes reais n x n ortogonais (ou seja, tais que R = R™!, onde R”
denota a transposta de R). Seja M o conjunto de todas as matrizes reais n X n simétricas (ou seja, tais que AT = A). Mostre
que ar(A) = RART, com R € O(n) e A € M, é uma agdo a esquerda de G em M. Com as mesmas defini¢des, mostre que
Br(A) := RTAR é uma agdo a direita de G em M.

Sugestdo. O dnico ponto que poderia ser dificil para alguns seria mostrar que, para cada R fixo, ar é bijetora, ou seja, é sobrejetora
e injetora. Para mostrar que ar é sobrejetora, note que se A é uma matriz simétrica qualquer, podemos trivialmente escrever A =
R(RTAR)RT, mostrando que A = ar(B), onde B = RT AR é simétrica. Para provar que g é injetora note que, se RART = RA5RT,
segue facilmente, multiplicando-se por RT 3 esquerda e por R a direita, que A; = As.

Observamos, por fim, que poderiamos ter adotado G = SO(n) nesse exemplo, sem mais modificagdes. "

E. 2.58 Exercicio. Seja G = U(n) o grupo de todas as matrizes complexas n x n unitarias (ou seja, tais que U* = U™!, onde U*
denota a adjunta de U: U* = UT). Seja M o conjunto de todas as matrizes complexas n x n Hermitianas (ou seja, tais que A* = A).
Mostre que ay(A) := UAU*, com U € SU(n) e A € M, é uma ago a esquerda de G em M. Com as mesmas definicBes, mostre que
Bu(A) :=U"AU é uma a¢io a direita de G em M. Observamos, novamente, que poderiamos ter adotado G = SU(n) nesse exemplo,
sem mais modificacdes. o,

Um outro exemplo dos mais interessantes é a agado do grupo SL(2, C) sobre o conjunto das matrizes complexas
Hermitianas 2 x 2, ag@o essa que possui uma insuspeita relagao com o grupo de Lorentz préprio ortécrono fl em 3+ 1
dimensoes. Esse exemplo, que é relevante na teoria dos spinores, é apresentado no Apéndice 2.B, pdgina 249, e é mais
extensamente desenvolvido no Capitulo 47, pagina 2721.

e Acoes sobre fungoes em M

Seja G um grupo e a : G X M — M uma acao a esquerda de GG sobre um conjunto nao vazio M. Podemos definir
uma agao & esquerda A de G no espago das fungoes (assumindo valores complexos, digamos) definidas em M da seguinte
forma: se f: M — C é uma funcao de M em C definimos A, f : M — C por

(Agf)(m) = f(az-1(m)) (2.49)

para todo g € G e todo m € M. Para constatar que se trata de uma agao a esquerda, observemos primeiramente que
para todo m € M vale

<(A91 ° Agz) f) (m) = (Agl (Ags f)) (m) = (Agf) (O‘g;1 (m))

Isso provou que
‘Agl O‘Afh = ‘A9192

para todos g1, g2 € G.

E. 2.59 FEzercicio. Complete a prova que Ay define uma agio nas funcdes definidas em M, constatando que Aef = f para toda
fun¢do f (e é o elemento neutro de G) e que para cada g € G a aplicagdo A, é bijetora no espago de fungdes. o+
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Exemplo 2.18 Sejam M = ReG = (R, +), o grupo aditivo dos reais, ou grupo de translagdes em R. A expressio ay(z) = z+vy,
com z € M e y € G, representa uma agao de G sobre M, acdo essa na qual cada ponto x € M é transladado de y. Se f : R — R
for uma fungdo de M nos reais, teremos, segundo a definigao geral (2.49), que

(Ayf) (@) = flz—y).

Isso representa uma agdo de GG sobre as fungoes definidas em M. E facil perceber seu significado: a agdo A, translada de y o
grafico de cada funcéo f. ¢

E. 2.60 Ezercicio. Mostre que se « : G x M — M é uma ac3o 3 esquerda a aplicacdo

(Bgf) (m) = f(ocg(m)) (2.50)
define uma agdo a direita nas fun¢Ses definidas em M, pois vale neste caso
Bg, 0By, = Bgyg, -

Compare a definicdo (2.50) com a definigcdo (2.49). *

e Orbita de uma acao

Seja G um grupo e v : G x M — M uma agao (& esquerda ou & direita) de G sobre um conjunto nao vazio M. Para
m € M, definimos a drbita de m pela agao v como sendo o conjunto Orb,(m) := {v,(m), g € G} C M.

Claro esté que para todo m € M vale m € Orb,(m).
E. 2.61 Ezercicio. Mostre que para todo m € M vale a afirmagdo que para todo m’ € Orb,(m) tem-se Orb,(m’) = Orb,(m). &
E. 2.62 Ezercicio. Conclua que se existe m € M tal que Orb.,(m) = M, entdo Orb,(m’) = M para todo m’ € M. -

Se N C M, a uniao de todas as drbitas de todos os pontos de N é denotada por GN, ou seja, GN :=
Em outras palavras, GN := {v4(n), n € N, g € G}.

nen Orby(n).

Na notagao GN é subentendida qual a acao v se estd considerando. Quando se deseja explicita-la, denota-se GN por
GN,, por G4N ou ainda por v(G)N.

e Conjuntos invariantes por uma acao

Seja G um grupo e v : G x M — M uma agdo (& esquerda ou & direita) de G sobre um conjunto nao vazio M.
Um conjunto nao vazio N C M é dito ser um conjunto invariante pela ag¢do -y se para todo n € N e todo g € G valer
v4(n) € N, ou seja, se para todo n € N valer Orb,(n) C N.

Em outras palavras, um conjunto nao vazio N C M ¢ invariante pela acao v se GN C N.

E muito facil ver que se GN C N, entaio GN = N. De fato, se GN C N e n € N, entado, evidentemente,
n=".(n) € GN (onde e é o elemento neutro de G), mostrando que N C GN.

e Pontos fixos de uma agao

Seja G um grupo e v : G x M — M uma agao (& esquerda ou a direita) de G sobre um conjunto nao vazio M.
Dizemos que p € M é um ponto fizo de um elemento go € G pela agdo v se v4, (p) = p.

Dizemos que p € M é um ponto fizo da agdo 7y se v4(p) = p para todo g € G. Em outras palavras, p € M é um ponto
fixo da agéo v se Orb,(p) = {p}.

E evidente pelas definigoes que todo m € M é um ponto fixo do elemento neutro e € G.

e Acoes triviais
Seja G um grupo e v : G x M — M uma agao (& esquerda ou a direita) de G sobre um conjunto nao vazio M.

Dizemos que v é uma acdo trivial para um elemento gy € G se v4,(m) = m para todo m € M. Se 7,4 (m) = m para
todo m € M, dizemos também que gg age trivialmente em M por .
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Dizemos que v é uma agédo trivial se v4(m) = m para todo m € M e todo g € G.

A péagina 164 veremos que o conjunto de todos os elementos de G que agem trivialmente por uma acao v em um
conjunto M é um subgrupo normal de G.

e Tipos de agoes: agoes transitivas, livres ou efetivas

Seja G um grupo e v : G x M — M uma agao (& esquerda ou & direita) de G sobre um conjunto nao vazio M.

1. Dizemos que v é uma ag¢do transitiva em M (ou que v age transitivamente em M) se existir mg € M tal que
{vg(mo), g € G} = M.

Em outras palavras, v age transitivamente em M se existir pelo menos um elemento mg de M cuja érbita por
seja todo M: Orb,(mo) = M. Pelo Exercicio E. 2.61, se um elemento de M possui essa propriedade, entdo todos
a possuem.

Segue que se 7 age transitivamente em M, entdo para cada par m, n € M existe g € G (ndo necessdriamente
tnico!) tal que v4(m) = n.

2. Dizemos que v é uma ag¢ao simplesmente transitiva em M, ou uma ac¢ao reqular em M, se para cada par m, n € M
existir um dnico g € G tal que v4(m) = n. Evidentemente, toda acdo simplesmente transitiva é transitiva. Para
uma reciproca, vide Proposicao 2.4, logo abaixo.

3. Dizemos que 7y é uma a¢do livre em M (ou que 7 age livremente em M) se o elemento neutro e € G for o tnico
elemento de G que possui pontos fixos pela acao v. Em outras palavras, se v for uma agao livre e existir p € M tal
que v4(p) = p para algum g, entdo g = e.

4. Dizemos que v é uma a¢ao efetiva em M (ou que 7y age efetivamente em M) se o elemento neutro e € G for o tnico
elemento de G para o qual todo elemento de M é um ponto fixo. Em outras palavras v age efetivamente em M se
a igualdade ~y,(m) = m for valida para todo m € M apenas caso g seja o elemento neutro.

Dizemos, com isso, que se -y age efetivamente em M, entao o elemento neutro e € G é o nico elemento para o qual
v age trivialmente.

Uma agao efetiva é também dita ser uma acao fiel.

Sobre a relacao entre acgoes transitivas e simplesmente transitivas temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.4 Seja G um grupo e v: G x M — M uma a¢do (4 esquerda ou a direita) de G sobre um conjunto nao
vazio M. Entao, v € simplesmente transitiva se e somente se for transitiva e livre. O

Prova. Seja e o elemento neutro de G. Se v for uma agao simplesmente transitiva, entao v é evidentemente transitiva.
Além disso, se p € M for tal que v,(p) = p para algum g € G, entdo, como também tem-se v.(p) = p, o fato de 7 ser
simplesmente transitiva implica g = e, significando que v ¢é livre.

Reciprocamente, seja v uma agao transitiva e livre. Pela transitividade sabemos que para um par de pontos m, n € M
existe ao menos um g € G tal que v,(m) = n. Suponhamos que haja h € G, eventualmente distinto de g, para o qual
também valha v,(m) = n Entdo, se v for uma acdo a esquerda, tem-se y,-15(m) = v4-1 (’yh(m)) = Y4-1(n) = m,
implicando (pelo fato de v ser livre) que g~'h = e e, portanto, que g = h. Se v for uma acdo & direita, tem-se
Yo-11(N) = Yn (ngl(n)) = yn(m) = n, implicando também que g~'h = e e, portanto, que g = h. Em ambos os casos,
concluimos com isso que 7y é simplesmente transitiva. |

e Transitividade e espagos homogéneos

Se uma agao vy (& direita ou & esquerda) for transitiva em M segundo a definigdo acima, dizemos que M é um espago
homogéneo do grupo G pela a agao 7y, ou simplesmente um espago homogéneo do grupo G.

Se uma agao vy (& direita ou a esquerda) for simplesmente transitiva em M segundo a defini¢do acima, dizemos que
M é um espaco homogéneo principal do grupo G pela a agao 7y, ou simplesmente um G-torsor.
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e Acoes e relagoes de equivaléncia. “Orbit spaces”

Dado um grupo G e uma agdo v : G x M — M (& esquerda ou & direita) de G sobre um conjunto ndo vazio M,
podemos definir em M uma relacao de equivaléncia ~, da seguinte forma: dizemos que dois pontos m, n € M sao
equivalentes, m ~, n se existir g € G tal que y4(m) = n.

E. 2.63 FEzercicio (fdcil). Prove que essa definicdo realmente estabelece uma relagdo de equivaléncia em M. o+

E também muito facil concluir que dois pontos m, n € M sao equivalentes no sentido acima se e somente se
pertencerem & mesma Orbita por 7, ou seja, se e somente se Orb,(m) = Orb,(n). Disso segue imediatamente que
a colecao das classes de equivaléncia por essa relacao coincide com a colecao das érbitas da acao . Essa colegao é
denominada espac¢o de drbitas da agao v em M ou, mais comummente, pelo termo em Inglés “orbit space”. Muito
frequentemente, esse espago das érbitas é denotado por M/G (dito ser o quociente do espago M pelo grupo G por meio
da agéo 7).

E bastante claro que se uma agao v age transitivamente em M, entdo seu espago de 6rbitas coincide com {M }, um
conjunto de um unico elemento.

e Grupos de isotropia, de estabilidade, ou estabilizadores ( “little groups”™)

Outra nocao util, empregada especialmente no estudo de representagoes de grupos, é a nocao de grupo de isotropia,
também denominado grupo estabilizador ou ainda grupo estabilidade.

Seja G um grupo e v : G x M — M uma agao (& esquerda ou a direita) de G sobre um conjunto nao vazio M. Para
m € M, defina-se G , := {g € G‘ Yg(m) = m} E muito facil constatar que G, ., ¢ um subgrupo de G: o subgrupo
dos elementos de G que mantém m invariante pela acao .

Provaremos isso para agoes a esquerda, o outro caso sendo analogo. De fato, 1° é claro que e € Gy, ,; 2° se g € G,
entdao v(97t, m) = (97", (g, m)) = v(97'g, m) = y(e, m) = m, provando que g=' € G, n; por fim, 32 se
91, 92 € Gy, m, entao fy(glgg, m) = 'y(gl, ’)’(92, m)) = fy(gl, m) = m, provando que gi1g2 € G, m.

O subgrupo G, , é denominado grupo de isotropia de m, ou grupo estabilizador, ou grupo de estabilidade de m. Na

literatura da Fisica, ele é dito ser o “little group” de m. Essa tltima denominacdo foi introduzida por Wigner?® em seu

célebre estudo?” das representacoes unitdrias irredutiveis do chamado grupo de Poincaré*®.

Se a acao v for transitiva e  # y sao elementos distintos de M, entdo G, , e G, sdo isomorfos, pois existe h € G
tal que G, = h™*G,, yh. No caso de 7 ser uma agao & esquerda, esse h é um elemento de G tal que y(h, z) =y (tal h
existe devido & suposta transitividade de ). Caso 7 seja uma acdo a direita devemos trocar h por h=!.

E. 2.64 Ezxercicio. Prove essas afirmacdes "

E. 2.65 Ezercicio simples. Prove que uma agdo v : G X M — M é livre se e somente se todos os grupo de isotropia G-, m, com
m € M forem triviais, ou seja, se forem compostos apenas pelo elemento neutro e € G. o+

e Tipos de agoes: continuidade e continuidade forte

Em se lidando com grupos topoldgicos agindo em espagos topoldgicos, outras nogoes podem ser introduzidas, como a
de acdo continua, a de acdo fortemente continua etc.

A importante nocao de grupo topoldgico sera apresentada a pagina 1232 e um tanto discutida na Secao 22.2, pagina
1233. Vamos a um breve resumo. Seja G' um grupo. Para cada g € G podemos definir uma funcao Ay : G — G por
Ag(h) := gh. Fora isso, tem-se também em G a fungao inv : G — G definida por inv(h) := h~!. Seja 7¢ uma topologia
em (. Dizemos que G é um grupo topoldgico em relagao a topologia 74 se nessa topologia a funcao inv e todas as fungoes
Ag forem continuas.

Podemos agora definir nogoes de continuidade ligadas a acoes de grupos topolégicos em espacos topologicos.

46Bugene Paul Wigner (1902-1995).

47E. Wigner, “On unitary representations of the inhomogeneous Lorentz group”, Annals Math. 40, 149-204 (1939).

48 Jules Henri Poincaré (1854-1912). O chamado Grupo de Poincaré, de fundamental importéncia na Teoria da Relatividade Especial, é
introduzido & péagina 1176.
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Seja M um conjunto ndo vazio dotado de uma topologia 73;. Uma agdo (& esquerda ou a direita) v : G x M — M
de G sobre M ¢ dita ser

1. continua , se for uma fungdo continua do espago topoldgico (G x M, 7¢ X Tar) no espago topoldgico (M, Tar).
Aqui, 7¢ x T3 denota a topologia produto?® das topologias 7g e Tas.

2. fortemente continua, se para cada m € M a aplicacdo de G em M dada por G 3 g+ ~4(m) € M, for continua em
relagao as topologias 7¢ e Tas.

2.1.9.2 Representacoes de Grupos e de Algebras

e Representagoes de grupos

Uma representagao de um grupo é uma acao a esquerda do mesmo em um espago vetorial pela familia das aplicagoes
lineares inversiveis agindo nesse espago vetorial.

Sejam G um grupo e V um espago vetorial sobre um corpo IK. Uma representacao de G em V é uma fungao
m: G xV — V tal que para todo g € G as fungoes 7(g, -) : V — V sejam lineares e bijetivas e satisfazem w(e, v) = v e
(g, w(h, v)) = w(gh, v) para todos g, h € G e todov € V.

Devido & linearidade é conveniente denotar (g, v) por 7(g)v. Uma representagao satisfaz assim:

1. Para todo g € G, w(g) é uma aplicacao linear bijetora de V em V:
m(g)(oau+ pv) = am(g)u+ pr(g)v
para todos «, 5 € K e todos u, v € V.
2. m(e) = 1, o operador identidade em V.

3. Para todos g, h € G vale
m(g)m(h) = w(gh).

A teoria das representagoes de grupos serd desenvolvida no Capitulo, 23, pagina 1261. A teoria das representagoes
de grupos é de grande importancia no tratamento de simetrias na Mecanica Quantica.

e Representagoes de algebras

Seja A uma algebra sobre um corpo K e V' um espago vetorial sobre o mesmo corpo. Uma representacao de A em V'
¢ uma familia de fungdes lineares de V em V', {m(a), a € A}, satisfazendo

1. Para todo a € A, 7(a) : V — V é uma aplicacdo linear, ou seja,
7(a)(au + Pv) = ar(a)u+ fr(a)v
para todos «, 8 € K e todos u, v € V.

2. Para todos «, € K e todos a, b € A vale
m(aa + pb) = an(a)+ pr(b) .

3. Para todos a, be A
7(ab)

I
A

S
~
A

=
~

Uma representacao 7 de uma algebra A em um espago vetorial V' é dita ser uma representacao fiel se w(a) = 0 sé
ocorrer para a = 0.

Uma representacao m de uma dlgebra A em um espaco vetorial V' é dita ser uma representa¢do ndo-degenerada se
m(a)v = 0 para todo a € A s6 ocorrer para v = 0.

49 A nogéo geral de topologia produto é introduzida e discutida na Segdo 32.6, pagina 1644.
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2.1.10 Morfismos, Homomorfismos, Epimorfismos, Isomorfismos, Mono-
morfismos, Endomorfismos e Automorfismos

Dos radicais gregos hémos: semelhante, igual; mdnos: um, sozinho; epi: sobre; 7sos: semelhante, igual; endon: para dentro, dentro; autds: préprio,

mesmo e morphé: forma.

Nos limitaremos primeiramente a listar algumas defini¢oes basicas que serao usadas e desenvolvidas no restante do
texto, onde mais exemplos serdo apresentados. A pretensdo nao é a de desenvolver os assuntos, mas de apresentar as
defini¢oes para referéncia futura.

Em termos informais um morfismo entre duas estruturas de um mesmo tipo (dois grupos, dois espagos vetoriais, duas
algebras, dois anéis etc.) é uma funcéo entre as mesmas que respeita as operagoes 14 definidas.

e Morfismos de grupos

Dados dois grupos G e H, com unidades eg e ey, respectivamente, uma funcao ¢ : G — H é dita ser um homomorfismo
ou morfismo de grupos se ¢p(ab) = ¢(a)p(b) para todos a, b € G.

Se ¢ : G — H é um homomorfismo, entdo vale ¢(eq) = ey. De fato, para qualquer a € G tem-se a = aeg e,
portanto, ¢(a) = ¢(a)¢(eq). Aplicando-se ¢(a)~! & esquerda, obtemos ey = ¢(eq), como desejdvamos mostrar. Outro
fato verdadeiro para homomorfismos de grupos ¢ : G — H é a relacao <Z)(a_1) = ¢(a)~!, vélida para todo a € G. De
fato, como e¢ = a~'a = aa™?!, temos ¢(a"')¢(a) = d(a"ta) = ¢(eq) = en = ¢lec) = p(aa™t) = ¢(a)¢p(a™'), para
todo a € G, o que estabelece que <Z)(a_1) = ¢(a)~!, como desejdvamos mostrar.

Exemplo 2.19 Seja G = GL(n, C), o grupo das matrizes complexas de determinante nao nulo e seja H = (C \ {0}, ), o grupo
multiplicativo dos niimeros complexos (sem o zero). A aplicagdo ¢ : G — H dada por ¢(A) := det(A) é um homomorfismo (pois
vale det(AB) = det(A) det(B) para quaisquer A, B € Mat (C, n)). ¢

Dados dois grupos G e H, com unidades eg e e, respectivamente, uma funcao ¢ : G — H ¢ dita ser um anti-

homomorfismo se ¢(ab) = ¢(b)¢p(a) para todos a, b € G. Por exemplo, a aplicacdo ¢ : G — G tal que ¢(g) = g~ é

um anti-homomorfismo (verifique). Se ¢ : G — H é um anti-homomorfismo, é facil provar, como fizemos no caso de
homomorfismos, que ¢(ec) = ey e que ¢(a™') = ¢(a)~! para todo a € G (faga-o!).

Um homomorfismo ¢ : G — H entre dois grupos é dito ser um monomorfismo se for injetivo.
Um homomorfismo ¢ : G — H entre dois grupos ¢é dito ser um epimorfismo se for sobrejetor.
Um homomorfismo ¢ : G — H entre dois grupos ¢é dito ser um isomorfismo se for bijetor.

Se ¢ : G — H for um isomorfismo, entdo a aplicacdo inversa ¢~! : H — G é também um isomorfismo. De
fato, se x, y € H, entdo, como ¢ é bijetor, segue que existem a, b € G (dnicos) tais que z = ¢(a) e y = ¢(b).
Logo, ¢~ Hzy) = ¢~ 1 (d)(a)(,zb(b)) = ¢ (p(ab)) = ab = ¢~ (x)¢~*(y). Isso provou que ¢~ : H — G é também um
homomorfismo e, por ser também bijetor, é também um isomorfismo.

Se dois grupos G e H forem tais que exista um isomorfismo ¢ entre ambos (o0 que nem sempre é o caso), dizemos que
G e H sao isomorfos (por ¢) e denotamos esse fato por G ~, H, ou simplesmente por G ~ H.

Exemplo 2.20 Sejam G = (R, +), o grupo dos reais com a operagao de soma, e G2 = (R4, -), o grupo dos reais positivos com
a operacao de multiplicacdo. A funcdo exponencial exp : R — Ry definida, como usual, por R 3 z — e® € R4, é um isomorfismo
de G1 em G2, tendo como inversa a funcao logaritmo In : R4+ — R definida, como usual, por R+ 3 z — In(z) € R. Justifique! ¢

E. 2.66 Ezxercicio importante. Mostre que a relacio de isomorfia entre grupos é uma relacdo de equivaléncia. o+

Um homomorfismo p de um grupo G em si mesmo p : G — G é dito ser um endomorfismo de G.

E. 2.67 Ezercicio. Seja o grupo G = (C\ {0}, -), o grupo multiplicativo dos nimeros complexos (sem o zero). Seja a aplicacdo
p: G — G dada por p(z) := z/|z|, para z € C\ {0}. Mostre que p é um endomorfismo de G. A imagem de p é o circulo unitirio em

C\ {0}. o,

E. 2.68 Ezercicio. Seja GL(n, C), o grupo das matrizes complexas de determinante n3o nulo. Seja a aplicagdo p : GL(n, C) —
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GL(n, C) dada por p(A) := det(A)~Y/™ A, para A € GL(n, C). Mostre que p é um endomorfismo de G. A imagem de p é
SL(n, €) C GL(n, C). Nota. Como det(A) é, em geral, um niimero complexo, devemos especificar que det(A)/™ é definida no ramo
principal: se w = |w|e’® € C, com —71 < ¢ <, tomamos w'/™ := |w|'/ e/, *

Um isomorfismo a de um grupo G em si mesmo « : G — G é dito ser um automorfismo de G.

E. 2.69 Ezercicio. Um exemplo bésico de automorfismo é o seguinte: seja g € G fixo. Definimos oy : G — G por ay(a) = g tag
para todo a € G. Mostre que para cada g € G fixo, g é um homomorfismo e que sua inversa é a -1, concluindo que ag é um
automorfismo. 3

Um automorfismo de um grupo G é dito ser um automorfismo interno se for da forma «g, apresentada no Exercicio
E. 2.69, para algum g € G.

Muitas das defini¢cbes apresentadas acima tém seus analogos em outras estruturas, como espacgos vetoriais, algebras,
anéis, modulos etc. Trataremos de alguns casos.

e Morfismos de espagos vetoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo IK. Uma fungao ¢ : U — V é dita ser um homomorfismo ou
morfismo de espagos vetoriais se p(aguy + aguz) = ardp(ur) + aad(ug) para todos ag, az € K e todos uy, ug € U.

Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma fungao ¢ : U — V ¢ dita ser um isomorfismo de
espacgos vetoriais se for um morfismo de espagos vetoriais, e se for bijetora.

Se dois espagos vetoriais U e V sobre o mesmo corpo forem tais que exista um isomorfismo ¢ entre ambos dizemos
que U e V sdo isomorfos (por ¢) e denotamos esse fato por U =~ V, ou simplesmente por U ~ V.

E. 2.70 Ezercicio importante. Mostre que a relacdo de isomorfia entre espacos vetoriais € uma relacdo de equivaléncia. o+

Em espagos vetoriais os conceitos de mono-, endo- e automorfismo nao sao muito empregados. Em verdade, morfismos
de espagos vetoriais sao mais frequentemente denominados operadores lineares ou aplicagoes lineares, como matrizes, por
exemplo.

No caso de espagos vetoriais sobre o corpo dos complexos existem também os conceitos de anti-homomorfismo, anti-
isomorfismo etc. Sejam U e V' dois espacos vetoriais sobre C. Uma funcao ¢ : U — V é dita ser um anti-homomorfismo
ou antimorfismo de espagos vetoriais se ¢p(ayu1 + aaus) = ard(ur) + azp(uz) para todos ay, as € C e todos uy, ug € U.
O conceito de anti-isomorfismo é andlogo.

e Morfismos de algebras

Sejam A e B duas algebras (sobre o mesmo corpo K, como espagos vetoriais). Uma funcdo ¢ : A — B ¢é dita
ser um homomorfismo ou morfismo de dlgebras se for um morfismo de espagos vetoriais (ou seja ¢(ar1a1 + agaz) =
a1¢(ar) + asd(az) para todos g, as € K e todos ag, as € A) e se ¢(a1 - az) = ¢(a1) - ¢p(az) para todos a1, as € A.

Sejam A e B duas algebras sobre o mesmo corpo K. Uma fungao ¢ : A — B é dita ser um isomorfismo de dlgebras
se for um morfismo de algebras e se for bijetora.

Se duas algebras A e B sobre o mesmo corpo forem tais que exista um isomorfismo ¢ entre ambos dizemos que A e
B s@o isomorfas (por ¢) e denotamos esse fato por A ~4 B, ou simplesmente por A ~ B.

E. 2.71 Ezercicio importante. Mostre que a relacdo de isomorfia entre dlgebras é uma relacdo de equivaléncia. "

Um morfismo de algebra p de uma algebra A em si mesma p: A — A é dito ser um endomorfismo de A.

2.1.11 Induzindo Estruturas Algébricas

Uma construcao muito interessante permite induzir a outros conjuntos estruturas de grupo, de espaco vetorial etc.,
definidas em certos conjuntos. Com ela é possivel construir exemplos nao-triviais de grupos e espacos vetoriais.
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e Induzindo estruturas de semigrupos e de grupos

w9

Seja C' um conjunto nao vazio e seja S um semigrupo, cujo produto denotamos por “”. Suponhamos que exista uma
funcao bijetora f : C' — S. Entao, podemos definir em C' um produto C' x C' — C, denotado por “x”, em relagao ao qual
C é um também um semigrupo: para todos a, b € C' definimos

axb = f’l(f(a) - f(b)) . (2.51)
De fato, é facil ver que para todos a, b e c € C vale
ax(bre) = F(f(@)f(br)) = F7(F(@)(FB)-£(0)) = 17 ((F@)-F®)-F0)) = £7(Flaxb)-F(e)) = (arb)xc,

provando que o produto * é associativo.

w9

Como acima, seja C' um conjunto nao vazio e seja G um grupo cujo produto denotamos por e cujo elemento
neutro é n. Entao, se existir uma fungao bijetora f : C' — G o conjunto C' é um grupo com o produto * definido acima,
seu elemento neutro, denotado por e, sendo dado por

e = fn) (2.52)

sendo que para cada a € C sua inversa ¢ dada por
at = T (fl@)). (2.53)
De fato, vale para todo a € C' que
axe = f7(f(a)- f(e)) = f’l(f(a) : f(f’l(N))> = [ (f@)-n) = f7(f(a)) = a,

provando que f~!(n) é o elemento neutro em C. Finalmente, vale para todo a € C' que
ax [ S = 1 <f<a> - f(fl(f(a)l))) = @) f@)) = ) = e,

provando que a inversa de a em C é f~1(f(a)™!).

Wy

Comentamos que, por construcao, o grupo formado por C' com o produto “x” ¢é isomorfo ao grupo formado por G
com o produto “”, o isomorfismo sendo dado por f.

E. 2.72 Ezercicio. Mostre que se G é um grupo Abeliano, entdo C, com a estrutura acima, também o ser3. o

11—z

Exemplo 2.21 Seja C = (0, 1) e G = R, o grupo aditivo dos reais. Seja f : (0, 1) — R definida por f(z) := %ln( z ) A

funcio f é bijetora (prove isso!) e sua inversa f~' : R — (0, 1) é dada por f~'(y) = % Entao, (0, 1) é um grupo com o

produto
ol (i) ()]

“h= 1+exp[1n(ﬁ)+1n(%)] T 1-a—b+2ab’

0

para todos a, b € (0, 1). O elemento neutro é f~*(0) = Treo = 1 e para cada a € (0, 1) a inversa é

3 e n(127)
ol = ————~ =1-a.
1+e ln( 1—a)
E fécil constatar que esse grupo é Abeliano, como deveriamos esperar. ¢

E. 2.73 Ezercicio. Encontre outras fun¢des bijetoras entre C = (0, 1) e R. Descreva, como acima, as estruturas de grupo induzidas
em C. o+

E. 2.74 Ezercicio. Considere C' = (—1, 1), o grupo aditivo dos reais R e a fungdo bijetora f : C — R dada por f(z) = tan(wz/2).
Descreva, como acima, a estrutura de grupo induzida em C. o
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E. 2.75 Ezercicio. Considere C' = (—1, 1), o grupo aditivo dos reais R e a fun¢do bijetora f : C' — R dada por f(x) = argtanh(z) =
tanh™! (). Descreva, como acima, a estrutura de grupo induzida em C. o,

* %k

Nota. Um teorema devido a Abel®® e a outros autores afirma que todos os produtos que fazem de R um grupo Abeliano sido da forma

x Jor y = f71(f(z)+ f(¥)), =, y € R, para alguma f : R — R bijetora. Para uma demonstragéo, vide [6], Cap. 6.2. O mesmo texto contém
diversas generalizagoes dessa afirmagao. »

e Induzindo estruturas de espagos vetoriais

Seja agora V' um espago vetorial sobre um corpo K, sendo 0 seu vetor nulo.

Como acima, seja C' um conjunto nao vazio e f : C' — V uma funcao bijetora. Como V é um grupo Abeliano em
relagdo & operagao de soma “+”, C' também o serd com relagdo & operacao de “soma” definida por (vide (2.51))

at b= fTfa)+f) .

para todo a, b € C. O elemento neutro serd o “vetor nulo”, denotado por 0 e dado por 0:= F710) (vide (2.52)). A
inversa de a € C, denotada por ° 4 6 dada por Za= (= f(a)) (vide (2.53)).

Contudo, C pode ser transformado em um espago vetorial sobre o corpo K definindo, para cada a € Ke a € C, o
produto por escalares, denotado por « o a, por

aoa = [ af(a)) .

Para mostrar que C é, de fato, um espaco vetorial sob estas estruturas precisamos ainda constatar que valem as seguintes
propriedades (vide Segao 2.1.5, pgina 129):

1. Para todos «, 8 € K e todo a € C vale o (foa) = (af) o a. De fato, tem-se

ao(Boa) = [Haf(Bow) = [ (alBf(@)) = [ (@B)(@) = (@B)oa.

2. Para todo a € K e todos a, b € C vale awo (a i b) = (aoa) ¥ (a0 b). De fato, tem-se

ao o 0) = ao (@ 10) = 1 (ar (1 G@ 4 50)) ) = 1 (alrta) + )

= [N af(a) +af(b) = fﬁl(f(oéoa)Jrf(aob)) = (aoa) Jor(aob),

3. Para todos a, B € K e todo a € C vale (o« + ) oa = (a0 a) ¥ (B o a). De fato, tem-se
(a+B)oa = [ ((a+8)f(@) = f(af(@)+8f(@) = [ (flaca)+ f(Boa)) = (aoa) + (Boa).

Novamente, comentamos que, por construgao, o espago vetorial formado por C', como descrito acima, é isomorfo ao
espaco vetorial V', o isomorfismo sendo dado por f.

O seguinte exemplo ilustra um espaco vetorial nao-trivial sobre os reais que pode ser obtido pela construgao acima.

Exemplo 2.22 Como no Exemplo 2.21, pdgina 154, seja C' = (0, 1) e V = R, o espago vetorial dos reais sobre o corpo R. Seja

f:(0, 1) = R, definida por f(z) := 1 In (lfx) A fungdo f é bijetora e sua inversa 7' : R — (0, 1) é dada por f~!(y) = %
Entéo, C = (0, 1) é um espago vetorial com a operacao de soma
o ab
b= ————
@+ l—a—b+2ab’

50Njels Henrik Abel (1802-1829).
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para todos a, b € (0, 1), o vetor nulo é 1/2, a inversa de a € C' é

(Fa) =1-a

e o produto por escalares o € R é dado por

para todo a € C. ¢

E. 2.76 Ezercicio. Prove todas as afirmag¢des feitas acima. Prove explicitamente que para todos a, 8 € R e todos a, b € (0, 1)

valem ao (Boa) = (af) oa, ao(a 7 b) = (aoa) i(aob)e(oﬂrﬁ)oa:(aoa) T (Boa). o,

O exercicio a seguir mostra que R também pode adquirir outras estruturas de espago vetorial real, além da usual.

E. 2.77 Exercicio. Seja C = R e V = R o espaco vetorial dos reais sobre o corpo R. Seja f : R — R, definida por f(x) := 2®. A

funcdo f é bijetora e sua inversa é f'(y) = y/3. Descreva as operacdes de soma e multiplicacio por escalares definidas em C' pela
construcdo acima descrita. ok

e Mais exemplos. Simplices como espagos vetoriais reais

Para d inteiro, d > 1, seja Xq C Rt o simplex padrdo d-dimensional definido por

d+1
i = ( (a1, ..., ag+1) € R com 0 < a; <1 paratodo je Za]- =1
j=1
Seu interior, denotado por £ C R4+, é o simplex padrdo aberto d-dimensional:
d+1
¥ = {(ay, ..., agy1) € R com 0 < aj < 1 para todo j e Zaj =1
j=1

Vide Figura 2.1, pagina 156.

Figura 2.1: O simplex padrao Y no espaco tridimensional (drea triangular acinzentada, incluindo sua borda). O simplex
= K
padrio aberto £ corresponde apenas & drea acinzentada, excluindo sua borda.
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Os dois exemplos a seguir® desempenham um papel na anélise estatistica de dados composicionais, uma rea desen-

volvida, entre outros, por Aitchison®?.

E. 2.78 Ezercicio-ezemplo. A aplicacio f : % — R? definida por

1 ai 1 ad
= (=1 ceey =1 254
flar, ..., aqy1) (2 n<ad+1)’ T2 n(ad+1)) o

é bijetiva (prove isso!) e sua inversa é (verifique!)

62y1 erd 1
14+e2v1 .- 4¢e2va’ 77 14291 4+ ... 4 e2¥a ’ 1+e2y1+...+e2yd) ’

P = (

a qual é definida para todo (y1, ..., ya) € R%.

Como R? é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais, podemos com a fungio f induzir uma estrutura de espaco vetorial sobre o
corpo dos reais em 3, de acordo com as prescricdes acima. Mostre que para a soma teremos

o a1by Gd+1bd+1 )
atb= e , 2.55
(albl + -+ agy1bit1 aibi + -+ ag+1ba+1 ( )
com a, b€ £9 naforma a = (a1, ..., agr1) e b= (b1, ..., bar1). Mostre que para o produto por escalares teremos
[e3 [e3
aoa = ( (a1) ey (a+1) ) , (2.56)
(@) + -+ (ag+1)* (@) + -+ (aa41)*
para todo a € R e a € £J. O vetor nulo 8 é o elemento de X9 dado por
o 1 1
=|-— ..., — ] . 2.
0 (d+1’ ! d+1) (2.57)
L
E. 2.79 Ezercicio-exemplo. Seja a = (a1, ..., aay1) € L5 e denotemos por g(a) a média geométrica de a1, ..., aayi1:
1
g(a) — (al . ad+1) TFT

Estd claro que g(a) > 0 para todo a € 9. A aplicacio f : X% — R? definida por

far, ..., aap) = (m (ﬁ) ..., In (%)) , (2.58)

é bijetiva (prove isso!) e sua inversa é (verifique!)

F s s va)
eVt evd e~ (Wit +va)
= <6y1 b de¥d et tyd) T eyl fo.de¥d + e~ (Wit tya) T e¥l ... eVd + e*(yl‘f"“‘H/d)) ’
a qual é definida para todo (y1, ..., y4) € R%.

Como R? é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais, podemos com a funcio f induzir uma estrutura de espaco vetorial sobre o

o
corpo dos reais em XY, de acordo com as prescricdes acima. Mostre que para a, b € ©5 a soma a + b é a mesma que a dada em (2.55),
que para « € R o produto por escalares « o a é 0 mesmo que o dado em (2.56) e que o vetor nulo é o0 mesmo dado em (2.57). o,

Em alguns textos, a fungdo f dada em (2.54) é denotada por alr e a funcao f dada em (2.58) é denotada por clr. E
elementar constatar que (2.54) e (2.58) coincidem no caso d = 1.

51 Agradecemos a Ricardo Zorzetto Nicoliello Véncio por chamar-nos a atencio para estes exemplos.
52John Aitchison (1926-). Vide J. Aitchison “The Statistical Analysis of Compositional Data”. Chapman and Hall, London, (1986).
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2.2 Grupos. Estruturas e Construcoes Basicas

Nesta secao apresentaremos algumas estruturas e construgoes basicas da Teoria dos Grupos.

2.2.1 Cosets

e Cosets a esquerda, ou “left cosets”

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Podemos definir em G uma relagao de equivaléncia, que denotaremos por
N{{ (o indice “I” denotando “left”), dizendo que dois elementos = e y de G sao equivalentes se x~'y € H. Representaremos

por x N{{ y o fato de x e y serem equivalentes no sentido acima.

E. 2.80 Ezxercicio importante. Verifique que a definicio acima corresponde de fato a uma relacdo de equivaléncia. o+

Denotemos por (G/H); a colegao das classes de equivaléncia de G pela relagio ~f7. O conjunto (G/H); é denominado
coset a esquerda de G por H, ou left coset de G por H.

Seja [-]; a aplicagdo G — (G/H); que associa a cada elemento de G a classe de equivaléncia a qual o elemento pertence.
A aplicagéo [-]; é denominada aplica¢do quociente a esquerda associada a H. Note-se que [-]; é sobrejetora mas, em geral,
ndo é injetora pois, se ¢’ ~ g, entdo [¢']; = [g];. Com isso, os elementos de (G/H); poderio ser denotados por [g]; com
g € G, o que frequentemente faremos.

Podemos identificar [g]; com o conjunto gH = {gh, h € H} C G. De fato, ¢’ € gH se e somente se existe h € H tal

que ¢’ = gh e, portanto, se e somente se g~ '¢’ € H, ou seja, se e somente se g Nf{ q.

Isso nos ensina que se e é o elemento neutro de G, entéo [e]; = H. Assim, o subgrupo H é, ele mesmo, uma classe de
equivaléncia pela relagao de equivaléncia fo e, portanto, é um elemento de (G/H);.

e Cosets a direita, ou “right cosets”

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Podemos definir em G uma relacdo de equivaléncia, que denotaremos por ~1

(o indice “r” denotando “right”), dizendo que dois elementos = e y de G sdo equivalentes se zy~ € H. Representaremos
por z ~H y o fato de = e y serem equivalentes no sentido acima.

E. 2.81 Ezercicio importante. Verifique que a definicio acima corresponde de fato a uma relacio de equivaléncia. o+

Denotemos por (G/H), a colegao das classes de equivaléncia de G pela relagio ~2. O conjunto (G/H), é denominado
coset a direita de G por H, ou right coset de G por H.

Seja [-]» a aplicaggo G — (G/H), que associa a cada elemento de G a classe de equivaléncia a qual o elemento
pertence. A aplicagao [-], é denominada aplicagao quociente a direita associada a H. Note-se que [-], é sobrejetora mas,
em geral, ndo ¢ injetora pois, se g’ ~H g, entdo [¢'], = [g].. Com isso, os elementos de (G/H), poderdo ser denotados
por [g], com g € G, o que frequentemente faremos.

Podemos identificar [g], com o conjunto Hg = {hg, h € H} C G. De fato, ¢’ € Hg se e somente se existe h € H tal
que g’ = hg e, portanto, se e somente se g’gf1 € H, ou seja, se e somente se g’ N,{{ g.

Isso nos ensina que se e é o elemento neutro de G, entdo [e], = H. Assim, o subgrupo H é, ele mesmo, uma classe
de equivaléncia pela relacio de equivaléncia ~ e, portanto, é um elemento de (G/H),..

Doravante, denotaremos N{{ simplesmente por ~; e Nf.{ por ~,., ficando o subgrupo H subentendido.

e Acdo a esquerda de G sobre (G/H),

E sempre possivel definir uma acgdo a esquerda de G sobre o coset & esquerda (G/H);, a qual age transitivamente em
(G/H); (vide definigdo & pagina 149). Isso faz de (G/H); um espago homogéneo de G (vide defini¢ao & pagina 149).

Seja G um grupo, H um subgrupo de G e seja o coset & esquerda (G/H);, definido acima. Defina

a: Gx(G/H) — (G/H), talque Gx (G/H) > (g, [fli) — ag(Ifl) = lgfl € (G/H):.
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Entéao, « define uma a¢do d esquerda de G sobre (G/H);. De fato, tem-se que

1. Para cada g € G, oy : (G/H); — (G/H); é bijetora, pois se existem fi, fo € G tais que [gf1]; = [g9f2];, entdo
gfi ~i gfa, ou seja, (gf1)"(gf2) € H, ou seja, (fi)"'fa € H. Isso estabelece que fi ~; f2, ou seja, que
[f1]i = [f2li, provando que «, : (G/H);, — (G/H); é injetora. Note-se que oy : (G/H); — (G/H); é sobrejetora,
pois ay([g7 fl;) = [f]i e variando f em G, [f]; varre todo (G/H).

2. Para a identidade e € G, ac([f]i) = [ef]: = [f]; para todo f € G, provando que a. : (G/H); — (G/H), é a
aplicacao identidade.

3. Para todos g, h € G vale o (ah([f]l)> = ay([hf1i) = [ghf]i = agn([f]:) para qualquer f € G.

Isso provou que «: G x (G/H); — (G/H), é uma agéo a esquerda de G em (G/H);.

Nao ¢ dificil ver que a acdo « age transitivamente em (G/H);. De fato, se e é a unidade de G, entdo ay([e];) = [g]: e
variando g por todo G a imagem [g]; varre todo (G/H);.

e Acdo a direita de G sobre (G/H),

E sempre possivel definir uma agéo a direita de G sobre o coset & direita (G/H),, a qual age transitivamente em
(G/H), (vide defini¢do & pagina 149). Isso faz de (G/H), um espagco homogéneo de G (vide definigdo a pagina 149).

Seja G um grupo, H um subgrupo de G e seja o coset & direita (G/H),, definido acima. Defina
B: Gx(G/H), = (G/H), talque Gx(G/H)r > (9, [flr) — By(lflr) = [fglr € (G/H):.

Entdo, 8 define uma agdo a direita de G sobre (G/H),. De fato, tem-se que

1. Para cada g € G, By : (G/H), — (G/H), é bijetora, pois se existem fi, fo € G tais que [fig], = [f29],
entdo fi1g ~r fag, ou seja, (f19)(f29)"' € H, ou seja, fi(f2)~' € H. Isso estabelece que fi ~, f2, ou seja, que
[filr = [f2]r, provando que B, : (G/H), — (G/H), é injetora. Note-se que 8,4 : (G/H), — (G/H), é sobrejetora,
pois By([fg~ ;) = [f]r e variando f em G, [f], varre todo (G/H),.

2. Para a identidade ¢ € G, Be([f]r) = [fe]lr = [f]» para todo f € G, provando que S, : (G/H), — (G/H), ¢ a
aplicacao identidade.

3. Para todos g, h € G vale 3, (ﬂh([f]r)) = Bg([fh]r) = [fhg], = 5hg([f]r) para qualquer f € G.

Isso provou que 8 : G x (G/H), — (G/H), é uma acao & direita de G em (G/H),.

Nao ¢ diffcil ver que a agao 8 age transitivamente em (G/H),. De fato, se e ¢ a unidade de G, entao ay([e],) = [g]-
e variando g por todo G a imagem [g], varre todo (G/H),.

Os cosets (G/H); e (G/H), podem ser identificados e transformados em grupos se uma certa hipétese for feita sobre
o subgrupo H e sua relacao com G. Esse é nosso assunto na Segao 2.2.2.

2.2.1.1 O Teorema de Lagrange

A nogao de coset de um grupo por um subgrupo permite obter um elegante, interessante e 1til resultado sobre grupos
finitos, conhecido como Teorema de Lagrange®®, o qual estabelece uma relacdo entre o nimero de elementos de um grupo
finito e de seus subgrupos. Esse teorema tem consequéncias tanto para a Teoria de Grupos quanto para a Teoria de
Numeros.

53 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 160,/2825

e Notacao e defini¢goes preliminares

Se G é um grupo finito, denotamos por |G| o nimero de elementos de G, também denominada a ordem de G. Se H é
um subgrupo de G denotamos por |(G/H),| (por |(G/H),|) o nimero de elementos do coset (G/H), (respectivamente,
do coset (G/H),).

Se A é um subconjunto de um grupo G (ndo necessariamente finito), e ¢ € G, denotamos por gA o conjunto
{ga, a € A} e por Ag o conjunto {ag, a € A}. O conjunto gA (respectivamente, Ag) é dito ser o transladado ¢ esquerda
(& direita) de A por g.

Seja G um grupo e sejam A e B dois subconjuntos néo vazios (ndo necessariamente dois subgrupos) de G. Denotamos
por |B : A|; o menor conjunto de transladados & esquerda de A que cobrem B, ou seja, o menor n tal que B C
(nA)U--- U (gnA) para algum conjunto {¢1, ..., gn} de elementos distintos de G. Caso B néo possa ser coberto por
uma colegdo finita de transladados & esquerda de A dizemos que |B : A|; vale infinito.

De maneira anédloga definimos |B : A|, como o menor conjunto de transladados & direita de A que cobrem B.
Notemos que se B for finito ou compacto e A aberto, entdo |B : A|; e |B : Al, s@o finitos.

Comentdrio. As quantidades |B : A|; e |B : Al,, definidas acima, sdo relevantes na definigdo da chamada medida de Haar de grupos compactos
(ou finitos). Vide, e.g., [356]. &

¢ Resultados preparatérios

Para demonstrar o Teorema de Lagrange precisamos dos resultados que seguem.

Lema 2.4 Seja H um subgrupo de um grupo G. Entao, existe uma bijecao entre os cosets (G/H), e (G/H),, dada por
®:(G/H) — (G/H),, com ®([gh) = [g7}] . O

T

Prova. Se g; e g2 sio elementos de G, entdo g; ~; g se e somente se g, ‘g1 = h € H, o que é verdade se e somente se
_ _ 1y -1 , _ _
91 lgo = h=1' € H e, portanto, se e somente se (gl 1) (92 1) = h~! € H, que é verdade se e somente se g; L, g L

Isso prova que ® : (G/H); — (G/H),, definida por ®([g];) := [¢g7'] , estd realmente definida nas classes (G/H); e é
injetora. Mas ® é claramente sobrejetora, pois toda classe de (G/H), é da forma [g_l]r para algum g € G. Portanto,
® ¢ bijetora. |

Lema 2.5 Seja H um subgrupo de um grupo G e seja (G/H); seu coset & esquerda. Entdo, existe uma bijecdo entre H
e cada classe de equivaléncia que compoe (G/H);. Portanto, cada classe de equivaléncia que compde (G/H); possui a
mesma cardinalidade de H. As mesmas afirmagoes sao vdlidas para o coset & direita (G/H),. a

Prova. Para algum a € G, seja [a]; C G sua classe de equivaléncia, que é um elemento de (G/H);. Considere-se a fungao
L: H — [a]; dada por L(h) = ah. Em primeiro lugar, note-se que a imagem dessa fungio estd realmente em [a];, pois
a~Y(ah) = h € H, o que mostra que a Nf{ ah e, portanto, que ah € [a];. Em segundo lugar, observe-se que L é injetora,
pois se hy, he € H sdo tais que L(hy) = L(hz), entdo ahy = ahg, o que claramente implica que h; = ha. Finalmente,
afirmamos que L é sobrejetora. De fato, se b € [a];, entdo a Nf{ b, ou seja, existe h € H tal que a~'b = h. Portanto,
b = ah = L(h), mostrando que a imagem de L é todo [a];. Assim, L : H — [a]; é bijetora, o que significa que H e [a]; tém
a mesma cardinalidade. Como a € G foi escolhido arbitrario, segue que cada elemento de (G/H); tem a cardinalidade
de H.

A prova para o coset a direita (G/H), é similar, considerando-se para tal a fun¢do R : H — [a], definida por
R(h) = ha. |

O resultado que segue é vélido para grupos finitos, mas pode ser expresso como igualdades entre cardinalidades no
caso de grupos nao finitos.

Lema 2.6 Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entio, |G : H|; = |(G/H)| e |G : H|, = ‘(G/H)T‘.
Consequentemente,
|G:H|, = |(G/H)| = |(G/H),| =|G: H|,,



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 161/2825

pelo Lemma 2.4, pdgina 160. O

Prova. Suponhamos que exista um conjunto {gi, ..., gn} de n elementos distintos de G tais que (g1 H)U---U(g, H) = G.
Cada gi H coincide, como ja vimos, com a classe de equivaléncia [gg]; e, portanto, estamos assumindo que [g1];U- - -U[gn]i =
G. Evidentemente, podemos assumir que as classes sao disjuntas e, assim, fica claro que o menor valor possivel de n é
|(G/H),|, provando que |G : H|; = |(G/H);|. O argumento para as classes a direita ¢ similar. |
Definicao. Para grupos finitos, a quantidade

G:H| = |G:H|, = |G: H|, = [(G/H)| = |(G/H).], (2.59)

¢ denominada o indice de H em G. '

e O Teorema de Lagrange

Podemos agora enunciar e demonstrar o

Teorema 2.4 (Teorema de Lagrange) Seja G um grupo finito e seja H um subgrupo de G. Entdo, |G| é divisivel
por |H|, ou seja, |G|/|H| € N. A razao |G|/|H| coincide com o indice de H em G, definida em (2.59), que é € o nimero
de elementos dos cosets (G/H); ou (G/H),. Assim, temos

G| = |G H[|H],

onde |G : H|, o indice de H em G, € definido em (2.59). O
Prova do Teorema 2.4. O coset (G/H); é composto por uma colec@o finita de classes de equivaléncia [g1]i,..., [gpli,
disjuntas duas a duas, onde p = |(G/H)l | Como sabemos, a uniao dessas classes é todo G e, pelo Lema 2.5, pagina 160,
todas tém |H| elementos. Logo, |G| = p|H|, ou seja, |G| = ‘(G/H)l‘ |H|. O restante segue de (2.59). |

Esse teorema é denominado em honra a Lagrange por ele té-lo demonstrado em uma situagao particular, em 1771,
estudando a agao do grupo de permutagoes sobre polinémios de vérias varidveis. Generalizagoes posteriores foram obtidas
por Gauss®®, Cauchy®® e Camille Jordan®®.

Pelo Teorema de Lagrange concluimos, por exemplo, que um grupo com 10 elementos nao pode possuir um subgrupo
com 3, 4, 6, 7, 8 ou 9 elementos. Segue também que um grupo cuja ordem é um numero primo nao pode possuir
subgrupos nao triviais. Assim, por exemplo, os grupos Z,, com p primo, ndo podem possuir subgrupos nao triviais.

E. 2.82 Ezercicio (fdcil). Sejam F, um grupo finito, G, um subgrupo de F' e H um subgrupo de G (e, portanto, também de F').
Mostre que
|F:H|l = |F:G||G:H|. (2.60)

Ll

O Teorema de Lagrange aproxima o estudo dos subgrupos de um grupo finito G do problema da decomposicao da
ordem |G| desse grupo por seus fatores primos. Por exemplo, Teorema de Lagrange levanta a questdo de saber quando
e se um grupo com n elementos pode possuir um subgrupo cuja ordem é a de um dado divisor de n. Exemplos mostram
que isso nem sempre é possivel, mas ha diversos resultados garantindo condicGes suficientes para tal, alguns dos mais
notéveis sendo devidos a Sylow®”. Vide, e.g., [435] ou [441].

54Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

55 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

56Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922).
57Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918).
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2.2.2 Subgrupos Normais e o Grupo Quociente

e Subgrupos normais

Seja G um grupo. Um subgrupo N de G é dito ser um subgrupo normal se gng~' € N para todo g € G e todon € N.
Se N é um subgrupo normal de G denotamos esse fato escrevendo N <1 G. Observe que todo subgrupo de um grupo
Abeliano G é normal.

E. 2.83 Ezxercicio importante. Sejam G e H dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. Seja ey a unidade de H.

I. Mostre que

Ran (p) = {w(g)l g€ G} (2.61)
é um subgrupo de H.
II. Mostre que
Ker () = {g €G| olg) = eH} (2.62)
é um subgrupo normal de G.
A afirmacio Il, acima, possui uma reciproca. Vide Exercicio E. 2.85, pdgina 164. o]

Comentdrios. Note-se que Ran (¢) é nada mais que a imagem (enquanto fun¢ao) do homomorfismo ¢ : G — H. O simbolo Ran provém da
palavra inglesa “range” (“alcance”, em portugués) e é frequentemente empregado como sinénimo da imagem de uma funcdo ou aplicagdo. O
sfmbolo Ker provém do Aleméo “Kern” (“ntcleo” ou “carogo”, em Portugués).

O Teorema 2.6, pdgina 166, contém uma importante afirmacdo sobre a imagem Ran (¢) e o niicleo Ker (¢) de um homomorfismo entre
dois grupos. L)

E. 2.84 FEzercicio-ezemplo. Seja GL(n, C) o grupo das matrizes complexas n x n inversiveis e seja SL(n, C) o grupo das matrizes
complexas n X n inversiveis e de determinante 1. Mostre que SL(n, C) <t GL(n, C). Sugestdo: é elementar constatar diretamente
que ABA™" € SL(n, C) sempre que A € GL(n, C) e B € SL(n, C) mas, equivalentemente, o resultado pode ser também justificado
evocando-se o Exercicio E. 2.83, recordando para tal que o determinante é um homomorfismo de GL(n, C) no grupo (C \ {0}, -) dos
complexos ndo nulos com o produto definido pela multiplicagdo. "

e Grupos simples

Todo grupo G possui ao menos dois subgrupos normais: o préprio grupo G e o subgrupo {eg} formado apenas pelo
elemento neutro de G. Esses subgrupos sao denominados subgrupos triviais. Um grupo cujos subgrupos normais sejam
apenas os triviais é dito ser um grupo simples.

e Subgrupos normais gerados por um conjunto

O seguinte resultado sobre grupos normais é muito relevante.

Proposigao 2.5 Seja G um grupo e seja {NA, A€ A} uma cole¢cdo nao vazia arbitrdria de subgrupos normais de G.
Entao, (yep Na € um subgrupo normal de G. O

Prova. Sabemos pela Proposicio 2.2, pagina 125, que [y, Na é um subgrupo de G. Se n € (), Na, entdo n pertence
a cada subgrupo normal Ny com X € A. Logo, para todo g € G vale gng~! € N) para cada cada subgrupo normal N e,
portanto, gng~' € ﬂ/\eA N. Isso mostra que ﬂAGA Ny é um subgrupo normal de G, como desejdvamos estabelecer. W

A Proposigao 2.5 suscita a definigdo de grupo normal gerado por um conjunto:

Definicdo. Subgrupo normal gerado por um conjunto. Seja S um subconjunto néo vazio (ndo necessariamente
um subgrupo) de um grupo G. O conjunto S pertence ao menos a um subgrupo normal de G, a saber, o préprio G.
Denotamos por N[S] a interseccido de todos os subgrupos normais de G que contém S. Pela Proposicao 2.5, pagina
162, N[S] é um subgrupo normal de G, e é dito ser o subgrupo normal de G gerado por S. Podemos assim dizer que o
subgrupo N[S] é o “menor” subgrupo normal de G que contém S. '
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Podemos identificar explicitamente os elementos de N[S].

Proposicao 2.6 Seja S um subconjunto ndo vazio (ndao necessariamente um subgrupo) de um grupo G. Entdo,
N[S] = {gs97', g€ G, s€ S}, (2.63)

com N[S] sendo o subgrupo normal de G gerado por S. O

Prova. Denotemos por S(G) o conjunto definido no lado direito de (2.63). E evidente que § C S(G) (tome-se g = eg,
o elemento neutro de G). E igualmente elementar ver que S(G) é um subgrupo normal de G: para todo h € G e todo
gsg~' € S(G) (com g € GeseS), temse h(gsg ' )h™! = (hg)s(hg)f1 € S(G). Assim, S(G) é um subgrupo normal
de G que contém S e, portanto, N[S] C S(G), pois N[S] é a interseccao de todos os subgrupos normais de G que contém

S.

Por outro lado, S(G) C NI[S], pois todo elemento de S(G) é da forma gsg~! com g € G e s € S C N[S]. Como N[9]
é normal, segue que gsg~! € N[S]. Portanto, N[S] = S(G), como desejdvamos provar. |

O conjunto S(G) = N|[S] é também denominado fecho normal de S ou subgrupo normal gerado por S.

e Cosets por subgrupos normais

Chegamos agora a razao de ser da nogao de subgrupo normal. A seguinte proposicao é fundamental.

Proposigao 2.7 Seja G um grupo e seja N um subgrupo de G. Entao, uma condi¢cao necessdria e suficiente para que
possamos identificar (G/N); com (G/N),, ou seja, para que tenhamos [g]; = [g]» para todo g € G, é que N <G, ou seja,
que N seja um subgrupo normal de G. O

1 1

Prova. Por definicio, g’ € [g]; se e somente existe n € N tal que g~ g’ = n, o que é verdade se e somente se g'g~! = gng~!.
Mas g’ € [g], se e somente se g'g~t € N. Assim [g]; = [g], para todo g € G se e somente se gng~! € N para todo g € G
en € N, o que é verdade se somente se N é um subgrupo normal de G. |

Com isso, caso N < G, definimos [¢g] = [g]n = [9i = [9]r para todo g € G e definimos o coset de G por N por
G/N = (G/N)l = (G/N)T7 ou seja, G/N = {[9]7 g€ G}

Adverténcia. O leitor deve ser advertido aqui que, infelizmente, é comum na literatura denotar o coset a esquerda
(G/H); por G/H, mesmo quando H nao é normal (vide, por exemplo, [441] ou [204], entre outros). Evitaremos fazé-lo,
pois isso pode levar a uma confusdo de conceitos.

e Acgoes a direita e a esquerda sobre o coset por um subgrupo normal

Se H é um subgrupo qualquer de G, definimos péginas acima uma agdo transitiva & esquerda a : G x (G/H); —
(G/H); e uma agao transitiva a direita 8 : G x (G/H), — (G/H),. Fica claro pela Proposi¢ao 2.7 que se N < G,
podemos definir tanto

a: Gx(G/N) = G/N talque Gx(G/N) > (g, [f]) — ag(lf]) = lof] € G/N
como uma agao a esquerda de G sobre G/N quanto

B: Gx(G/N) - G/N talque Gx(G/N) > (g, [f]) — By([f]) = [fg] € G/N

como uma agao a direita de G sobre G/N. Ambas as acOes agem transitivamente.

e O grupo quociente de GG por N

Subgrupos normais sdo importantes, pois com eles podemos fazer da colecdo de classes de equivaléncia G/N um
grupo, denominado grupo quociente de G por N. A construcao é a seguinte.
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Seja N <1 G. Podemos fazer de G/N um grupo definindo o produto como [g]x[h]x = [gh]n. E muito fécil ver que,
se esta expressao estd bem definida, ela de fato representa um produto associativo na colecao de classes de equivaléncia
G/N. O elemento neutro seria a classe [e]y, onde e é a identidade de G. Por fim, [g]5' = [¢7]n. O ponto nio-trivial é
mostrar que a defini¢do de produto como [g]n[h]n = [gh]n faz sentido, ou seja, é independente dos elementos tomados

nas classes de g e h. Para isso precisaremos que N seja normal.

O que temos de fazer é mostrar que se ¢’ ~y g e b/ ~y h, entdo g'h/ ~n gh, ou seja, precisamos mostrar que se
g9l € Nehh™! € N, entdo g'h/(gh)~! € N. Mas, de fato, tem-se que

g'h'(gh)_l _ g'h'h_lg_l _ (g'g_l) (g(h'h_l)g_l) .

Agora, por hipétese, ’h=! € N. Dai, como N é normal (é aqui que essa hipStese entra pela primeira vez), g(h'h=1)g=! €
N. Como, também pela hipétese, g'g~! € N e N é um subgrupo, concluimos que g’h’(gh)~! € N, ou seja, g'h’ ~n gh.
Assim [g]n[h]n = [gh]n estd bem definido e faz das classes G/N um grupo. Esse grupo é denominado de grupo quociente
de G por N.

A nocao de grupo quociente é muito importante na teoria de grupos e iremos explorar algumas das aplicagoes nestas
Notas. Adiante usaremo-la para construir a nogao de produto tensorial e soma direta de varios objetos, tais como
grupos, algebras etc. A nogao de grupo quociente é importante por permitir estudar a relacao de certos grupos entre
si. Mais adiante (vide Segao 21.4.5, pdgina 1149) mostraremos, por exemplo, que o grupo SO(3) é isomorfo ao grupo
SU(2)/{1, —1}, um resultado de direto interesse fisico na Mecanica Quéantica. A nogao de grupo quociente é também
muito importante em problemas combinatérios envolvendo grupos, mas nao falaremos disso aqui. Para uma discussao
mais ampla, vide [435], [441] ou [357].

E. 2.85 Ezercicio. Seja G um grupo e seja N << G. Mostre que ¢ : G — G/N dada por ¢(g) = [g]n é um homomorfismo e que

Ker (¢) = N. Isso estabelece uma reciproca a afirmagdo Il do Exercicio E. 2.83, pagina 162: todo subgrupo normal de um grupo G é o
nicleo de algum homomorfismo de G. &

e Acgoes de um grupo e subgrupos normais

Vimos no Exercicio E. 2.83, pagina 162, que subgrupos normais surgem quando consideramos homomorfismos entre
grupos. Subgrupos normais também aparecem naturalmente quando consideramos agoes (& esquerda ou a direita) de um
grupo em um conjunto.

Seja G um grupo (cujo elemento neutro é eg), seja M um conjunto nao vazio e seja v : G x M — M uma acao (a
esquerda ou a direita) de G em M. Considere-se o subconjunto N de G definido por

N = {n € G| vn(m) = m para todo m € M} . (2.64)

Note-se que N nunca é vazio, pois sempre vale e € N e note que N = {eg} se e somente se 7 é uma acao efetiva, ou
fiel (para as defini¢oes, vide pdgina 149).
Afirmamos que N é um subgrupo normal de G. Isso é verdade tanto no caso em que vy é uma agao a esquerda quanto

a direita. Para sermos objetivos, trataremos do caso de agoes a esquerda e o leitor perceberd que, mutatis mutandis,
tudo o que faremos tem seu andlogo para agoes a direita.

De fato, N é um subgrupo pelas seguintes razoes: 1. eg € N; 2. se ny, na € N, entao Yp,n, (M) = v, (’yn2 (m)) =
Yn, (M) = m para todo m € M, estabelecendo que nins € N; 3. se n € N, entdo, para todo m € M vale 7,,-1(m)
Yn-1 (1 (M) = Yp-1,(m) = Yei; (M) = m, 0 que prova que n=! € N.

Que N < G segue do fato que, para todo m € M, todo g € G e todo n € N, vale vy,4-1(m) = 74 <7n (vgfl(m)))

Yg(Yg-1(m)) = 749-1(m) = yer (M) = m, provando que gng~' € N. Na segunda igualdade usamos que v, (vy,-1(m))
Yg-1(m), pois n € N.

O exercicio que segue mostra como podemos obter a partir de v uma acao efetiva, ou fiel, tomando o quociente de G
por N:

E. 2.86 Ezercicio. Como antes, seja M um conjunto n3o vazio, seja G um grupo, seja v : G x M — M uma a¢do (3 esquerda
ou a direita) de G sobre M e seja N o subgrupo normal de G definido em (2.64). Considere o grupo quociente G/N e defina
I': (G/N)x M — M por

L (m) = 74(m),
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para todos g € G e m € M.

I. Mostre que T, dada acima, faz sentido como fun¢io definida nas classes que compdem G/N, ou seja, mostre que se g ~n ¢,
entdo, de fato, I'jyj(m) = ') (m) para todo m € M, pois valerd v4(m) = 4 (m), também para todo m € M.

II. Mostre que I': (G/N) x M — M é uma a¢do (a esquerda ou a direita, dependendo de «y o ser) de G/N em M.

III. Mostre que I' : (G/N) x M — M é uma agdo efetiva, ou seja, fiel, de G/N em M, ou seja, mostre que se valer I'ig(m) = m
para todo m, entdo [g] = [eq¢] = N, o elemento neutro de G/N.

2.2.2.1 Alguns Teoremas Sobre Isomorfismos e Homomorfismos de Grupos

Vamos agora apresentar alguns resultados fundamentais sobre homomorfismos de grupos. Historicamente esses resulta-
dos originam-se dos trabalhos de Noether®® e van der Waerden®®. Talvez a maior importancia prética dos resultados
que obteremos é a de permitir estabelecer que certos grupos sao isomorfos, mas esses resultados tém diversas outras
consequéncias estruturais que exploraremos posteriormente.

Se G e G’ sao dois grupos (com elementos neutros ec e egr, respectivamente) e ¢ : G — G’ é um homomorfismo,
vimos no Exercicio E. 2.83, pagina 162, que Ran () (definido em (2.61)) é um subgrupo de G’ e que Ker (¢) (definido
em (2.62)) é um subgrupo normal de G.

O teorema que segue é fundamental para todos os resultados que obteremos sobre homomorfismos e isomorfismos de
grupos na presente Segao.

Teorema 2.5 (Teorema Fundamental de Homomorfismos) Sejam dois grupos G e G' e um homomorfismo ¢ :
G — G'. Seja N um subgrupo normal de G com N C Ker(p). Como usual, denotemos por [g]n a classe do grupo

quociente G/N que contém g € G. Entdo, a aplicagio ¥ : G/N — G', definida por \I/([g]N) = ¢(g) para cada g € G, é
um homomorfismo de G/N em G'.

Fora isso, U serd um epimorfismo (um homomorfismo sobrejetor) se e somente se ¢ o for e ¥ serd um monomorfismo
(um homomorfismo injetor) se e somente se Ker (¢) = N. O

Prova. Definimos ¥ : G/N — G’ por \I/([g]N) := ¢(g). Primeiramente, provemos que essa expressio estd bem definida
nas classes G/N. Se ga, g» € G sdo tais que g, ~n b, entio existe n € N tal que g, 'g» = n. Logo, ©(gs) = ¢(gan) =
©(ga)p(n) = ©(ga)ecr = ¢©(ga), provando que ¥ ([g]x) ndo depende do particular representante tomado em [g] . Acima,
usamos o fato que p(n) = eqr, pois supomos que N C Ker (p).

Vamos agora provar que ¥ é um homomorfismo. Sejam g;, go € G. Temos que \I/([gl]N[gg]N) = \I/([glgg]N) =
0(9192) = ¢(g1)p(g2) = ¥ ([91]n) ¥ ([g2]n).-
Temos que g’ € G’ estd na imagem de ¥ se e somente se existir g € G tal que ¢’ = ¢(g). Logo, ¥ é um epimorfismo

(um homomorfismo sobrejetor) se e somente se ¢ o for. Resta-nos provar que ¥ é um monomorfismo (um homomorfismo
injetor) se e somente se Ker (¢) = N.

Sejam g1, g2 € G. Temos que V¥ ([g1]n) = ¥([g2]n) se e somente se p(g1) = ¢(g2) e, portanto, se e somente se
©(gy 1g2) = eqr, ou seja, se e somente se g; g2 € Ker (p). Assim, se N = Ker () teremos que a igualdade \I/([gl]N) =
\I/([gg]]\]) implica que g; 'g2 € N, ou seja, [g1]n = [g2]n e, portanto, ¥ é injetor. Por outro lado, se ¥ for injetor, o
raciocinio acima diz-nos que sempre que tivermos g; 'gs € Ker (¢) devemos ter também [g1]n = [g1]x, ou seja, devemos
ter g1 ~n g2. Em outras palavras, gflgg € Ker (¢) implica que gflgg € N. Portanto, se tomarmos, em particular,
g1 = eq e g2 € Ker(p), devemos ter go € N. Assim, estabeleceu-se que Ker () C N, implicando que Ker (¢) = N.
Logo, ¥ serd um monomorfismo (um homomorfismo injetivo) se e somente se Ker (¢) = N. |

No restante desta segao vamos obter as consequéncias mais relevantes do Teorema 2.5.

58 Amalie Emmy Noether (1882-1935).
59Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996).
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e O Primeiro Teorema de Isomorfismos

Sejam G e H dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. J4 sabemos (Exercicio E. 2.83, pdgina 162) que Ker (¢) é
um subgrupo normal de G e Ran (¢) é um subgrupo de H. Se tomarmos N = Ker (¢) e G’ = Ran (p) no Teorema 2.5,
obtemos o seguinte corolario importante:

Teorema 2.6 (Primeiro Teorema de Isomorfismos) Sejam G e H dois grupos e ¢ : G — H wm homomorfismo.
Entdo, G/Ker () e Ran (@) sdo grupos isomorfos: G/Ker (¢) ~ Ran (), com o isomorfismo sendo dado por ¥ ([g]ker (»)) =
v9), 9€G. O

Prova. Sabemos que Ker (¢)<G e que Ran (¢) é um subgrupo de H. Obviamente, ¢ é sobrejetor em Ran (). Adotando-se
N = Ker () e G’ = Ran () no Teorema 2.5, obtemos a afirmacéo que ¥ : G/Ker (¢) — Ran (¢) dado por ¥ ([g]ker (»)) =
©(9), g € G, é a0 mesmo tempo um epimorfismo e um monomorfismo, ou seja, é um isomorfismo. |

Na Proposicao 21.17, pagina 1152, usaremos o Teorema 2.6 para demonstrar que os grupos SU(2)/{1, —1} e SO(3)
sao isomorfos. Os exercicios que seguem exibem algumas aplicagoes mais simples do Teorema 2.6.

E. 2.87 Ezercicio. Seja Z o grupo dos nimeros inteiros com a operagdo usual de soma. Seja n € IN com n > 2, fixo. Denotamos
por nZ o conjunto de todos os miltiplos inteiros de n: nZ := {nk| k € Z} C Z. (a) Mostre que nZ é um subgrupo de Z.
Como Z é Abeliano, segue que nZ é um subgrupo normal de Z. Como nZ é um subgrupo normal de Z, podemos construir o grupo
quociente Z/(nZ). (b) Mostre que Z/(nZ) é isomorfo ao grupo Z, definido & Secdo 2.1.3.2, pagina 121. (c) Mostre que a aplica¢do
¢ : Z — U(1) dada por p(m) = exp (2Z2%) é um homomorfismo entre os grupos Z e U(1). Mostre que Ker () = nZ e que

n

Ran (¢) = {exp(m)7 m=0, ..., n—l}. Conclua do Teorema 2.6 que Z,, ~ Z/(nZ) ~ {exp (™), m=0, ..., n—l}. o+

n n

E. 2.88 Ezercicio.  Seja GL(n, C) o grupo das matrizes complexas n X n inversiveis (i.e., de determinante n3o nulo). Seja
SL(n, C) C GL(n, C) o subgrupo das matrizes complexas n x n de determinante igual a 1. Seja C\ {0} o grupo multiplicativo dos
complexos (sem o elemento zero).

Mostre que a aplicagdo ¢ : GL(n, C) — C\ {0} dada por GL(n, C) 3 A > det(A) € C\ {0} é um homomorfismo. Sugestio:
lembrar que det(AB) = det(A) det(B). Mostre que Ker (¢) = SL(n, C) (o que, en passant, informa-nos que SL(n, C) é um subgrupo
normal de GL(n, C). Vide Exercicio E. 2.84, pagina 162) e mostre que Ran (¢) = C\ {0}. Conclua do Teorema 2.6 que

GL(n, €)/SL(n, €) ~ C\{0}.

E. 2.89 FEzercicio. Prove analogamente que
O(n)/SO(n) ~ {-1,1} =~ Z- e que U(n)/SU(n) =~ U(1)

para todo n € IN. o,

Na Secao 21.4.5, pdgina 1149, estabeleceremos a importante relacao (Proposigao 21.17, pagina 1152):
S0(3) ~ SUE)/{-1, 1},
de grande significado na Mecénica Quantica (para a descricao de rotagoes em estados de particulas com spin 1/2).

Nas Secoes 47.1, pagina 2721, e 47.A, pagina 2729, estabelecemos que o grupo de Lorentz préprio ortécrono ,,?JI eo
grupo quociente SL(2, C)/{—1, 1} sao também isomorfos. Esse fato é igualmente de grande significado para a Mecanica
Quantica Relativista.

e O Segundo Teorema de Isomorfismos

O resultado que segue é um corolario do Teorema 2.6, pagina 166.

Teorema 2.7 (Segundo Teorema de Isomorfismos) Sejam G um grupo, S um subgrupo de G ¢ N um subgrupo
normal de G. Entdo, valem as sequintes afirmacoes:

1. SN :={sn, s€ S, ne€ N} é um subgrupo de G e N é um subgrupo normal de SN.
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2. SN N ¢é um subgrupo normal de S.
3. (SN)/N e S/(SNN) sao isomorfos. O

Prova. Note-se primeiramente que, como S e N sao subgrupos de G, ambos contém o elemento neutro. Segue trivialmente
desse fato que SN D SU N e, em particular, que N C SN. Pela Proposicao 2.2, pagina 125, sabemos que SN N é um
subgrupo de G e, portanto, é também um subgrupo de S e de N.

Se s1, so € S eny, no € N, temos que s1n182Mn2 = (5152)(s§1n152)n2. Agora, sglnlsg € N, pois N é um subgrupo
normal de G (e S C G). Logo, s1nisane = szns, onde s3 = s152 € S e ng = (52_171252)77,2 € N. Assim, o produto de
dois elementos de SN é um elemento de SN. Consideremos agora a operacao de inversao. Se s € S e n € N, entao
(sn)~t = n7ls7t = s_l(sn_ls_l). Agora, sn”'s™! € N pela razdo ja mencionada. Isso estabeleceu que SN é um
subgrupo de G, provando o item 1.

E claro que SN N é um subgrupo de S e de N. Seja h € SN N e seja s € S. Temos que shs™' € N, pois h € N e
N < G. Ao mesmo tempo, shs~! € S, pois h € S. Logo, shs™! € SN N, provando que SN N é um subgrupo normal de
S, estabelecendo o item 2.

Como N <G, tem-se também que N 1SN, j& que SN é um subgrupo de G. Assim, o quociente SN/N estd definido.
Analogamente, o quociente S/(SNN) estd definido, pois (SN N) <1 S. Provemos que esses dois quocientes sao isomorfos.

Os elementos de SN/N sao classes do tipo [sn]y, com s € S en € N. Os elementos de S/(SNN) sdo classes do tipo
[s]snn, com s € S.

Considere-se a aplicagdo ¢ : SN — S/(SNN) dada por ¢(sn) := [s]snn. Primeiramente, notemos que essa expressao
estd bem definida, pois se s, s’ € S e n, n’ € N sdo tais que sn = s'n’, entdo s’ = sn”, onde n” = n(n’)~1. Agora, por
um lado temos s~!'s’ = n” € N e por outro lado temos s~ 's’ € S, j& que s e s’ sdao elementos de S. Isso provou que
s ~snn 8’ e, portanto, que [s]sny = [s']snnN-

Vamos agora provar que ¢ : SN — S/(S N N) é um homomorfismo. Isso é simples, pois

p(s1n1s2n2) = w(8182(851n152n2)> = [s182)snn = [s1]snn[s2]lsan = @(sin1)e(s2n2) -
eEN

Temos que Ran (¢) = {[s]snn, s € S} = S/(SNN).

Por fim, observemos que Ker (p) = {sn|s € S, n € N e [s]sny = [ec]snn }. Isso significa que sn € Ker () se e
somente se s ~gAN €G, OU seja, se e somente se seg € SNN. Ora, isso é valido se e somente se s € SN N. Logo, sn € N
e, portanto, Ker (¢) = N.

Evocando-se agora o Teorema 2.6, pdgina 166, temos que (SN)/Ker (¢) ~ Ran (p), ou seja, (SN)/N ~ S/(SNN).
completando a prova. |

e O Terceiro Teorema de Isomorfismos

O resultado que segue é mais um corolario do Teorema 2.6, pagina 166.
Teorema 2.8 (Terceiro Teorema de Isomorfismos) Seja G um grupo e sejam Ny e No dois subgrupos normais de
G tais que N1 C No. Entao, Ny << N e valem

1. (N3/N1) < (G/Ny).

2. (G/N1)/(N2/Ny) € isomorfo a G/N,. O

Prova. Que N7 <1 Ny é evidente, pois N1 <t G e Ny é um subgrupo de G.

Temos G/Ny = {[g]Nl, g€ G} e Ny/Ny = {[ng]Nl, ng € NQ}. E claro que N3/Nj é um subgrupo de G/N;. Agora,
[9]n [n2) v, (9], = [9m2g™ '], Mas gnag™' € Na, jé que N2 <9 G. Logo, [g]n, [n2]n 9]y, € Na/N1, provando que
(N2/N1) < (G/N1) e provando o item 1.
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Pelo item 1, o quociente (G/N1)/(N2/N1) estd bem definido. Seja ¢ : G/Ny — G/N3 definido por ¢([g]n,) := [g]n,-

Primeiramente, notemos que ¢ estd bem definida pois, se ¢’ ~n, g, entdo g~ '¢g’ € Ni. Logo, g~ 'g’ € Na, pois
N; C N, implicando que [¢']n, = [g]n,. Vamos provar que ¢ é um homomorfismo. Temos que

e([nlnlg2ln,) = e(lig2ln,) = l9192ln. = [nlnwlgely. = o(loln)e(lg2]n,) -

Temos ainda que Ran (¢) = {[g]N2, g € G} = G/N;. Além disso, Ker (¢) = {[g]N1| lg9]ln, = [6@]]\]2}. Agora,
[9]n, = [ec]n, se e somente se geg € Na, ou seja, se e somente se g € Na. Logo, Ker () = {[TLQ]N1| no € NQ} = N3/Ny.

Evocando-se agora o Teorema 2.6, pagina 166, temos que (G/Np)/Ker (¢) ~ Ran (p), ou seja, (G/N1)/(Na/N1) ~
G /N3, completando a prova. |

2.2.2.2 O Centro de um Grupo. Centralizadores e Normalizadores

e O centro de um grupo

Seja G um grupo. O conjunto dos elementos de G que tém a propriedade de comutarem com todos os elementos de
G é denominado o centro do grupo G e é frequentemente denotado por Z(G). Em sfmbolos®:

Z(G) = {h € G| hg = gh para todo g € G} .

Note que Z(G) nunca é um conjunto vazio, pois o elemento neutro de G sempre pertence a Z(G). Em alguns grupos,
porém, esse pode ser o Unico elemento de Z(G). Esse é o caso, por exemplo, do grupo de permutacoes de n elementos

(por qué?).

E. 2.90 Ezercicio. Mostre que Z(G) é sempre um subgrupo Abeliano de G. E igualmente elementar constatar que se GG é Abeliano
se e somente se Z(G) = G. o*

Comentdrio relevante. Fagamos alguns comentérios para evitar-se confusdes frequentes. Se um grupo G2 é subgrupo de um grupo G1, entao
é certo que os elementos de Z(G1) comutam com todos os elementos de G2. Mas isso ndo implica que Z(G1) contenha Z(G2), pois pode
haver elementos em Z(G2) que ndo comutam com certos elementos de G1. Lembrar que Z(G2) é composto por elementos de G2 apenas, e
nao contém elementos de G1 \ Ga.

O fato de um grupo G2 ser subgrupo de um grupo G nao necessariamente implica que Z(G2) seja subgrupo de Z(G1), ou vice-versa. H&
exemplos nos dois sentidos: tem-se Z(0(2)) = {12, —12} C SO(2) = Z(SO(2)) mas, por outro lado, Z(SO(n)) C Z(O(n)) para todo n > 2.
De fato, Z(O(n)) = {1n, —1n} para todo n > 2, enquanto que Z(SO(n)) = {1n, —Ln} caso n > 2 seja par, e Z(SO(n)) = {1,} para n > 2
impar. Vide Segao 2.2.2.3, pagina 169, em particular, vide a Proposigao 2.12, pagina 171. &

e Grupos projetivos

E elementar constatar que para qualquer grupo G, seu centro Z(G) é um subgrupo normal de G. O grupo quociente
P(G) := G/Z(G) é denominado grupo projetivo associado a G. Exemplos desses grupos dentre grupos matriciais serao
estudados na Segao 21.3.1.1, pagina 1093.

e Centralizadores e normalizadores

Seja G um grupo e F' um subconjunto (ndo necessariamente um subgrupo) nao vazio de G. O chamado centralizador
de F em G, denotado por C(F, G) (ou simplesmente por C(F'), quando G for subentendido), é o conjunto de todos os
elementos de G que comutam com todos os elementos de F":

C(F, G) = {g€G| gf = fg paratodofEF}.

Seja G um grupo e F' um subconjunto (ndo necessariamente um subgrupo) nao vazio de G. Dado um elemento h € G,
denotamos por hEh~! o conjunto de todos os elementos de G que sejam da forma hfh~! para algum f € F, ou seja,
hEh=Y:={hfh~t feF}.

600 emprego da letra Z provavelmente deriva da palavra alemd “Zentrum”.
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O chamado normalizador de F em G, denotado por N(F, G) (ou simplesmente por N(F'), quando G for subentendido),
é o conjunto de todos os elementos g € G tais que gFg~ ! = F:

N(F, G) := {ge G| gFg™' = F} .

E. 2.91 Ezercicio. Com as definicdes acima, com G sendo um grupo e F' C G, F sendo n3o vazio:

1. Constate que C(F, G) C N(F, G) e que Z(G) = C(G, G).

2. Mostre que C(F, G) e N(F, G) sdo subgrupos de G e que C(F, G) <N(F, G).
3. Mostre que se F' for um subgrupo de G, entdo F' < N(F, G).
4

. Mostre que se F' e H forem subgrupos de G e F < H, entdo H C N(F, G) e, portanto, N(F, G) é o maior subgrupo de G em
relagdo ao qual F' é normal.

2.2.2.3 O Centro de Alguns Grupos de Interesse

Vamos na corrente se¢ao determinar o centro de alguns grupos de interesse. Faremos uso de definigoes e resultados do
Capitulo 21, pagina 1083, e utilizaremos preferencialmente recursos elementares de Algebra Linear, ainda que alguns dos
resultados possam ser provados como consequéncia de teoremas mais profundos da Algebra de Operadores.

Um resultado bésico que empregaremos é o seguinte:

Proposicao 2.8 Seja A € Mat (C, n) (ou A € Mat (R, n)) uma matriz que comuta com todas as matrizes de Mat (C, n)
(de Mat (R, n)). Entdo, A= AL, com A € C (ou A € R). Aqui, 1,, é a matriz identidade n X n. O

Prova. Tomemos o caso de matrizes complexas pois o caso real é tratado analogamente. Se A comuta com todas os
elementos de Mat (C, n), entdo, em particular, comuta com as matrizes unitais E% b coma, be {1, ..., n}, definidas
da seguinte forma: F%? é a matriz cujo elemento ij é nulo a menos que i = a e que j = b, em cujo caso (Ea’b)ij =1.
Em simbolos,

(EP).

)

= 0iabjp - (2.65)

Pela regra de produto de matrizes, temos para os elementos de matriz de AE®? e de E* YA,

(AEa’b)ij = ZAik(Ea’b)kj = ZAik(Ska(Sjb = Améjb, (266)
k=1 k=1
(Ea’bA)ij = Z(Ea’b)ikAkj = ZéiaékbAkj = Abjém. (267)
k=1 k=1
Assim, a condigio AE®? = E%*A implica que para todos a, b, i, j € {1, ..., n} vale

Aia(sjb = Abj(sia .

Tomando-se j = b, concluimos A;, = Appd;q. Para i = a isso diz que A, = App €, como a e b sdo arbitrarios,
concluimos dessa igualdade que Ap, = A, constante independente de b. Dai, A;, = Ad;q, 0 que significa que A =A1. N

e O centro de GL(n, C) e de GL(n, R)

Como exercicio vamos determinar o centro de GL(n, C). Se A € Z(GL(n, C)), entao AB = BA para toda
B € GL(n, C). Tomemos, em particular, uma matriz B da forma B =1 + E%® com a, b € {1, ..., n}, onde E*? sdo
as matrizes unitais definidas em (2.65).
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Antes de prosseguir, convenca-se que 1 + E%°? € GL(n, C), notando que det(1 + E%?) # 0. Mais especificamente,
notando que det(1 + E%%) =2, caso a = b e det(1 + E%?) = 1, caso a # b.

Agora, como supostamente AB = BA, segue que AE%? = E%YA para todos a, b € {1, ..., n}. Pela Proposicio
2.8, pagina 169, isso implica que A é um miiltiplo da matriz identidade.

Afora isso, é evidente que toda matriz que seja um multiplo ndo nulo da matriz identidade é um elemento de
GL(n, C) e comuta com todo elemento de GL(n, C). Para futura referéncia expressamos nossas conclusdes na forma de
uma proposicao:

Proposicao 2.9 O centro do grupo GL(n, C), ou seja, Z(GL(n, C)), coincide com o conjunto de todas as matrizes da
forma A1, com A € C e A # 0, ou seja, € o conjunto das matrizes nao nulas que sao maultiplos complexos da unidade.
Em simbolos,

Z(GL(n, ©)) = {AIL, AeC, A;éo} ~ (C\{0}, ),

onde (C \ {0}, ) € o grupo multiplicativo dos complexos nao nulos. O

Para o caso de matrizes inversiveis reais, a mesma demonstracao de acima conduz ao seguinte resultado:

Proposicao 2.10 O centro do grupo GL(n, R), ou seja, Z(GL(n, R)), coincide com o conjunto de todas as matrizes
da forma A1, com A € R e XA # 0, ou seja, € o conjunto das matrizes ndo nulas que sdo miltiplos reais da unidade. Em
simbolos,

Z(GL(n, R)) = {A]l, AER, A # o} ~ (R\ {0}, ),

onde (R\ {0}, ) € o grupo multiplicativo dos reais ndo nulos. O

e O centro de SL(n, C) e de SL(n, R)

Os exercicios a seguir fornecem os centros de SL(n, C) e de SL(n, R).

E. 2.92 Ezercicio. Mostre que o centro de SL(n, C) é o conjunto de todas as matrizes da forma Al, com A € C satisfazendo
A" = 1. Mostre que esse grupo é isomorfo ao grupo Z,. Sugestdo: lembre-se que toda matriz de SL(n, C) é um mdltiplo de uma
matriz de GL(n, C) e use a Proposi¢do 2.9, pagina 170. o+

E. 2.93 Ezercicio. Mostre que o centro de SL(n, R) é o conjunto de todas as matrizes da forma AL, com A € R satisfazendo
A" = 1. Esse grupo é {1} quando n é impar e {1, —1} quando n é par. (Lembre-se que SL(n, R) é formado apenas por matrizes
reais). Sugestio: adapte a sugestdo do Exercicio E. 2.92. o,

e O centro dos grupos SO(n) e O(n)

Como antes, E*® € Mat (R, n), com a, b € {1, ..., n}, denota a matriz cujo elemento ij é nulo a menos que i = a
e que j = b, em cujo caso (E%?);; = 1. Em sfmbolos, (E%?);; = &;a8;p-

Para obtermos o centro dos grupos SO(n) necessitamos da seguinte proposigao:

Proposicao 2.11 Seja A € Mat (R, n) uma matriz que comuta com todas as matrizes antissimétricas n X n. Sen = 2,
entio A € da forma A = als + M, com a, B € R e onde M := (91 (1)) Para n > 2, A é um maltiplo da matriz
identidade, ou seja, € da forma A = al,, com a € R. O

Prova. Se A comuta com todas as matrizes antissimétricas n x n, entdo A comuta com todas as matrizes da forma
E%Y — E%% coma, b€ {1, ..., n}. Segundo (2.66) e (2.67), temos para os elementos de matriz

(A(B*? — E>)) Aialip — Aidja (2.68)

ij

((Ea’b — Eb’a)A) = Apjdia — Ajdip - (2.69)

ij
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Assim, temos para todos a, b, i, j € {1, ..., n} que
Aiadjp — Ainbja = Apjbia — Aajdip (2.70)
Fazendo i = a e j = b em (2.70), obtemos
Aaadvb — AabOba = Appdaa — Aabab ,
ou seja, Agq = App. Como a e b sdo arbitrérios, isso diz-nos que os elementos da diagonal de A séo todos iguais.
A relagao (2.70) também diz-nos que para i = j = a, temos
Agadab — Aabdaa = Abadaa — Aaadab

o que implica
Aab + Aba = 2Aaa6ab .

Essa relagdo nada traz se novo caso a = b, mas para a # b, ela diz-nos que
Ap = —Ap, (para a #b) .
Assim, os elementos fora da diagonal de A sdo antissimétricos.
Os resultados obtidos até agora dizem que A é da forma A = al,, + J, onde J € Mat (R, n) é antissimétrica e a € R.
H4 agora dois casos a considerar:

1. Caso n = 2. Nesse caso, todas as matrizes antissimétricas sao da forma f3 (,01 (1)) para algum 5 € R. Assim, toda

matriz A € Mat (R, 2) da forma A = a1y + J com J antissimétrica comuta com toda matriz antissimétrica 2 x 2.

2. Caso n > 2. Fazendo em (2.70) a # b, j # a, j # b e i = a (essas condi¢oes simultdneas sdo impossiveis caso
n = 2, mas nao o sao caso n > 2), obtemos Ay; = 0. Como j # b, isso afirma que os elementos fora da diagonal de
A séo nulos, ou seja, J = 0.

Essas consideragoes completam a demonstragao. |

O corolario que segue é agora evidente e dispensa demonstragao:

Corolario 2.3 Se A € Mat (R, n), com n > 2, é uma matriz antissimétrica que comuta com todas as matrizes antis-
simétricas n X n, entao A = 0. O

Chegamos agora ao ponto que nos interessa: o centro dos grupos SO(n) e O(n), com n > 2, n € IN:

Proposigao 2.12

SO(2) , cason =2,
Z(SO(n)) = {1,, —1,} ~ Zy, cason >2 en € par, (2.71)
{1,}, cason > 2 en é impar .
Além disso, para todon > 2, n € IN tem-se
Z(O(n)) = {1,, —1,} ~ Zs. (2.72)
Acima, 1,, é a matriz identidade n X n. O

Prova. Temos Z(SO(2)) = SO(2), pois SO(2) é Abeliano. Tomemos n > 2. Se A € Z(SO(n)), entdo Ae*? = e*BA
para toda matriz antissimétrica B € Mat (R, n) e todo o € R (para tal, vide, por exemplo, Proposicao 21.23, pdgina
1159). Derivando-se em relagéo a a e tomando-se o = 0, concluimos que AB = BA para toda matriz antissimétrica B €
Mat (R, n). Pela Proposigao 2.11, pdgina 170, A = A\1,,, com A € R. Como A € SO(n), seu determinante deve ser igual
a 1, o que implica A = 1, caso n seja impar e A = £1, caso n seja par. Isso estabeleceu que Z(SO(n)) ={1,, —1,} ~7Zs
se n > 2 for par e que Z(SO(n)) = {1,} para n > 2, {mpar.

Tomemos novamente n > 2. Como SO(n) C O(n), os elementos de Z(O(n)) sdo em primeiro lugar matrizes que
comutam com todos os elementos de SO(n). J4 sabemos que tais matrizes comutam com todas as matrizes reais
antissimétricas e, pela Proposigdo 2.11, pagina 170, elas sdo da forma als + 3 (fl (1)), a, B € R, caso n =2, ou da forma
al,, a € R, caso n > 2.
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1. Caso n = 2. As matrizes aly + 8( % §) = (iﬂ g) sdo ortogonais se e somente se o2 + 82 = 1, ou seja, se e

somente se forem elementos de SO(2). As matrizes de O(2) que nao sao elementos de SO(2) sdo da forma (§ °; ) R,

com R € SO(2). Assim, se A € Z(0(2)), A deve ser um elemento de SO(2) que comuta com (§ % ). A condicao é
A= (fﬁg) coma?+B2=1e

(50 G =G0 (%0)
o que implica f = 0. A condicdo o 4+ 32 = 1 implica, portanto, @ = +1 e concluimos que Z(O(Z)) é composto
apenas pelas matrizes +15.

2. Caso n > 2. As matrizes da forma al,, a € R, sdo elementos de O(n) se e somente se a® = 1, ou seja, se e somente
se a = *1. Concluimos que também nesse caso Z(O(n)) é composto apenas pelas matrizes +1,,. |

e O centro dos grupos SU(n) e U(n)

Para obtermos o centro dos grupos SU(n) necessitamos da seguinte proposicao:

Proposicao 2.13 Seja A € Mat (C, n) uma matriz que comuta com todas as matrizes autoadjuntas n X n. Entdo, A é
da forma A = M1, com \ € C. O

Prova. Seja A € Mat (C, n) uma matriz que comuta com todas as matrizes autoadjuntas n x n. Isso implica que A
comuta com todos os elementos de Mat (C, n), pois se M € Mat (C, n), entdo podemos escrever M = %{(M + M*) +

i(M— M*)/z)} , que é uma combinagao linear de duas matrizes autoadjuntas: M+ M* e (M — M™*)/i. Assim, A comuta
com todos os elementos de Mat (C, n) e, pela Proposicao 2.8, pagina 169, A é um miiltiplo da unidade. |

Proposigao 2.14 Para n € IN tem-se Z(SU(n)) = {)\Iln‘ A€ C, com A" = 1} ~ Z, e Z(U(n)) = {)\Iln| A€
C com |A| =1} ~U(1). Aqui, 1, € a matriz identidade n x n. O

Prova. O caso n =1 é trivial. Tomemos n > 2. Se A € Z(SU(n)), entao Ae®? = ¢*B A para toda matriz autoadjunta
B € Mat (C, n) e todo a € R (para tal, vide, por exemplo, Proposigao 21.21, pagina 1156). Derivando-se em relagao a
a e tomando-se o« = 0, concluimos que AB = BA para toda matriz autoadjunta B € Mat (C, n). Pela Proposigao 2.13,
pagina 172, A = A1,,, com A € R. Como A € SU(n), seu determinante deve ser igual a 1, o que implica A" = 1.

Como SU(n) C U(n), temos que os elementos de Z(U(n)) sdo, em primeiro lugar, elementos de Mat (C, n) que
comutam com todas as matrizes de SU(n). Vimos que tais matrizes devem comutar com todas as matrizes autoadjuntas
e, portanto, pelos nossos resultados anteriores, sdo da forma Al,, com A € C. Matrizes desse tipo obviamente comutam
com os elementos de U(n) e sdo elas mesmas unitdrias se e somente se [A| = 1. Concluimos que Z(U(n)) = {A1,| A €
C com |A| =1} ~U(1).

2.2.3 Grupos Gerados por Conjuntos. Grupos Gerados por Relacoes

e Suporte de uma funcao

Seja f : X — G uma fungdo de um conjunto nao vazio X em um grupo G. O suporte de f, denotado por supp (f), é
o conjunto de todos os pontos z € X tais que f(z) # e, onde e é a unidade de G: supp (f) := {z € X| f(z) # e}. Uma
fungao f: X — G é dita ser de suporte finito se seu suporte for um conjunto finito.

e Grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto

Uma nocgao importante que usaremos adiante é a de grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto X. Seja X
um conjunto nao vazio. Seja F(X) a colegdo de todas as fungoes de suporte finito de X em Z. E ficil ver que F(X) tem
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naturalmente uma estrutura de grupo Abeliano, definindo, para f, f' € F(X) o produto de f e f’ como sendo o elemento
[f'=(f+ /) de F(X) dado por
(f + 1)) = f(2) + f(2) , (2.73)

para todo = € X. E claro que esse (f + f') tem suporte finito. O elemento neutro e de F(X) é claramente a funcdo
identicamente nula e a inversa de cada f é —f. Pelo fato de F(X) ter essa estrutura natural de grupo F(X) é denominado
grupo Abeliano livremente gerado pelo conjunto X.

Para x € X vamos denotar por d, a fungao caracteristica de z:

. ]-a sey =2,
z(y) = { 0 seyta. (2.74)

Claramente ¢, € F(X). Dado que cada f € F(X) tem suporte finito, pode-se escrevé-la da forma

f = Z an Os, (2.75)

para valores de N € IN e dos a,,’s dependentes de f, com {x1,...,2nx} =supp (f) e com a; € Z parai=1,..., N.

Com um flagrante abuso de linguagem é costume escrever (2.75) da forma

N
F=> anwn, (2.76)
n=1

onde fica, por assim dizer, subentendido que aqui os xz,’s representam nao os elementos de X mas sim suas funcoes
caracteristicas (X pode ser um conjunto qualquer, de modo que operagdes como soma de elementos de X ou multiplicagao
de elementos de X por um inteiro podem néo serem sequer definidas).

E facil verificar que F(X) é um grupo Abeliano livre (daf seu nome), o que quer dizer que nao hd em F(X) nenhuma
relacdo nao-trivial entre seus elementos, a nao ser aquela que lhe confere Abelianidade: ff’f~1f’ e

e Relagoes e grupos gerados médulo relagoes

Vamos passar agora a uma construgdo muito importante, a de grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto
modulo relagoes. Vamos apresentar essa construcao de forma bem geral.

Seja J um conjunto (em principio arbitrario) de indices e seja, para cada j € J, um elemento de F(X) dado por

n(j)
Tj = Z Oéj’i zj,i y (277)
i=1

onde, para cada j € J, n(j) € Ne, paratodo j € Jei € {1,...,n(j)}, tem-se oj ; € Z e x; ; € X com x; ; # x; & se
i # i'. Denotamos R := {r;, j € J}. Os elementos de R serdo chamados “relagoes”.
Seja R(R) o subgrupo de F(X) formado por todos os elementos de F(X) que sdo combinagoes lineares finitas de r;’s

com coeficientes em Z.:
sER <= s = s11j, +- -+ smTy,. (2.78)

para certos s; € Z e m € IN, que dependem de s. R(R) é dito ser o subgrupo de F(X) gerado pelas relagoes de R.

Por ser um subgrupo de um grupo Abeliano, R(R) é normal. Assim, podemos definir o grupo Abeliano livremente
gerado por X, mddulo as relagées R como sendo o grupo F(X)/R(R). Note-se que [a]r = e para todo a € R(R), o que
equivale a dizer que os elementos de R sdo identificados como zero (dai serem chamados de “relagdes”, pois refletem
identidades que nao existiam em F(X) e que estdao sendo agora impostas em F(X)/R(R)).

*

Mais adiante vamos usar as defini¢es e construgoes acima nas definicoes de produto tensorial de grupos Abelianos e
de espagos vetoriais.
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2.2.4 O Produto Direto e o Produto Semidireto de Grupos. O Produto
Tensorial de Grupos Abelianos

Vamos aqui descrever alguns procedimentos importantes que permitem construir um novo grupo a partir de outros grupos
dados: o produto direto e o produto semidireto de grupos. Para o caso de grupos Abelianos descreveremos também o
chamado produto tensorial, de importancia na definicao de produtos tensoriais de espacos vetoriais.

2.2.4.1 O Produto Direto (ou Soma Direta) de Grupos

e O produto direto de dois grupos

Se G e H sao dois grupos, cujas identidades sao eg e ey, respectivamente é por vezes muito importante fazer do
produto Cartesiano G x H um grupo. A maneira mais facil é definir o produto de dois pares ordenados (g1, h1), (92, ha),
com g1, g2 € G e hy, ho € H, por

(91, h1) - (92, h2) == (9192, hiha) .
O leitor pode facilmente se convencer que esse produto é associativo, que (e(;7 err) € o elemento neutro e que (g7 h)_1 =
(g~ h7H).
Isso faz de G x H um grupo, denominado produto direto de G e H e denotado também por G x H (vide comentério
sobre a notacdo adiante). Alternativamente, esse grupo pode ser chamado também de soma direta de G e H e denotado

por G & H. No caso de haver uma familia finita de grupos envolvida nao hé distingao entre a nogao de produto direto e
de soma direta. Vide adiante.

E. 2.94 Ezercicio. Mostre que os produtos diretos G & H e H & G sdo grupos isomorfos. "

E. 2.95 Ezercicio. Sejam G e H dois grupos e seja a soma direta G © H.

I. Mostre que o conjunto G = {
normal de G @ H. Mostre que (G @ H)/G é isomorfo a H.

em), g € G} é um subgrupo de G @ H que é isomorfo a G. Mostre que G é um subgrupo

(9,
II. Mostre que o conjunto H:= {(e h), h € H} é um subgrupo de G & H que é isomorfo a H. Mostre que H é um subgrupo
normal de G & H. Mostre que (G @ H)/H é isomorfo a G.

Acima, ec e ey sdo as unidades de G e H, respectivamente. o+

e Produto direto e soma direta de colegoes arbitrarias de grupos

As ideias acima podem ser generalizadas com as definigoes de produtos diretos e somas diretas de colegoes arbitrarias
de grupos (ndo necessariamente Abelianos).

Seja J um conjunto arbitrario de indices e § := {G;, j € J} uma colegdo de grupos. Seja o produto Cartesiano®!

= X G,. Podemos fazer de & um grupo definindo o produto de dois elementos & > g= X (gj), &>h= X (hj)

jedJ jeJ jeJ
como g -h = X (gjhj). Com essa estrutura & ¢é dito ser o produto direto dos grupos G, j € J, e serd denotado por
JjeJ
6, = X Gj oupor &, = H G;. Vide comentério sobre notacao, adiante.
jeJ jeJ

O produto direto &, possui um subgrupo importante, aquele formado por elementos X g; € &, onde apenas um
JjeJ
numero finito de g;’s é distinto da identidade e; do respectivo grupo G;. Esse subgrupo é dito ser a soma direta dos
grupos G , j € J, e é denotado por &, = @Gj.
Jje€J

61Para a notacéo, vide pagina 64.
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Comentdrio sobre a nota¢do. O uso dos simbolos >< G; ou H G; para denotar o produto direto da familia de grupos {G;, j € J} nao
jeJ jeJ

é universal. Muitos autores, especialmente em textos mais antigos, usam o simbolo ®G]-. Evitamos fazé-lo, pois o simbolo ® é mais
JjEJ

frequentemente empregado para denotar produtos tensoriais de grupos Abelianos, uma nogao que introduziremos na Segao 2.2.4.3, pagina

179. E importante observar também que no caso de J ser um conjunto finito ndo ha distingdo entre o produto direto e a soma direta:

H Gj = EBGJ- (se J for finito). s

jeJ jeJ

Neste ponto devemos gastar algumas palavras sobre a questao da associatividade das construgoes acima. Dados trés
grupos G1, G2 e G3, podemos, repetindo o procedimento de construcao da soma direta de dois grupos, construir os
grupos G1 @ (G2 @ G3) e (G1 & G2) ® G3, assim como podemos construir diretamente o grupo G & G2 ® Gs. A distingdo
entre esses trés objetos, enquanto conjuntos, muito se assemelha a distingao entre produtos Cartesianos de trés conjuntos
que fizemos a pagina 64 e é conveniente ignoréd-la na grande maioria das situagoes. E de se notar também que se trata
de trés grupos isomorfos, pois

e1:G1® (G2 G3) > G1 DG ®G3, ¢1(a1® (a2 ®az)) = a1 DazDasg

02: (G1BGr)®Gs = G1®G2®Gs, (a1 ®ag) Dag) = a1 @azdasg

sao dois isomorfismos de grupo, como facilmente se constata, os quais sao denominados isomorfismos canoénicos.
2.2.4.2 O Produto Semidireto de Grupos

e O produto semidireto de dois grupos

Dados dois grupos G e H ha uma outra maneira de fazer de G x H um grupo além do produto direto. Para tal é
necessario que exista uma acao de G em H por automorfismos de H. Expliquemos melhor isso.

Lembremos que um automorfismo de um grupo H é um isomorfismo de H em si mesmo. Uma agao (& esquerda) de
G sobre H por automorfismos é um funcao o : G x H — H tal que a cada par (g, h) € G x H associa um elemento
denotado por a4 (h) de H de tal forma que as seguintes condicoes sejam satisfeitas:

1. Para todo g € G, a fungdo ay4(-) : H — H é um automorfismo de H, ou seja, ag(h)ag(h’) = agz(hh’), sendo que
1

ag(-) : H— H é bijetora com (ag) ™' = arg-1.
2. Para todo h € H vale ae (h) = h.
3. Para todo h € H vale a4 (ag/(h)) = agg (h) para quaisquer g, ¢’ € G.

Acima eg e ey s@o as unidades de G e H, respectivamente.

E. 2.96 FEzercicio-exzemplo. Um exemplo importante é o seguinte. Seja N <1 G. Entdo, com n € N, ay(n) := gng~" define uma
ag3o (a esquerda) de G sobre N por automorfismos. Verifique! o+

Pela definigao geral, tem-se pelas propriedades 1, 2 e & acima que para quaisquer g € Ge h € H
aglen)h = aglem)ag(ag-1(h) = ag(enag-1(h)) = ag(ag-1(h)) = h,
o que implica a4(er) = ey para todo g € G.

Se G e H sao grupos e a : G x H — H é uma acao a esquerda de G sobre H por automorfismos, entao podemos
definir em G x H um produto de dois pares ordenados (g1, h1), (g2, ha), com g1, g2 € G e hy, ha € H, por

(g1, h1) - (g2, ha) = (9192, hiag, (ha)) .

E. 2.97 Ezercicio importante. Mostre que esse produto é associativo, que (eg, em) é a unidade e que

(9, ' = (9’1, ag—l(h’l)) (2.79)

para quaisquer g € G, h € H. "
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Com isso, G x H adquire a estrutura de um grupo, denominado produto semidireto de G por H pelo automorfismo
a: G x H— H, ou simplesmente produto semidireto de G por H quando um automorfismo « : G x H — H especifico é
subentendido. Na literatura, o produto semidireto de G por H é denotado por G®,H ou por G x, H (ou simplesmente
G®H ou G x H quando um automorfismo « : G x H — H especifico é subentendido). Mais raramente encontra-se
também as notagoes G X, H ou G ®, H para designar produtos semidiretos.

Comenta-se que o simbolo x foi inventado como uma combinagao grafica do simbolo x, de produto Cartesiano, com
o simbolo <, que indica um subgrupo normal. Vide exemplo (2.80), abaixo.

E relevante observar que no caso em que « ¢ a aplicagdo identidade (isto é, vale agy(h) = h para todo g € G e todo
h € H) o grupo GE®H coincide com a soma direta G @ H.

¢ Exemplos

I. Seja G um grupo e N < G. Entao, para g1, g2 € G e n1, ny € N o produto

(91, m1) - (g2, n2) == (9192, n191n29f1) (2.80)

define o grupo GON, ou G x N, o produto semidireto de um grupo G por um subgrupo normal N pelo automorfismo
natural.

IT. Considere o grupo G, formado por todos os nimeros reais nao nulos com o produto dado pela multiplicacao usual e
o grupo H, formado por todos os reais com o produto dado pela soma: G = (R \ {0}, ) e H = (R, +).

Para todo a € R\ {0} e € R definimos « : G x H — H por a,(x) := ax. Para cada a € G, tem-se que «, é bijetora,
com inversa dada por a; /.. Fora isso, aq(z) + aq(y) = ax + ay = a(x + y) = aa(x +y). Assim, a, é um automorfismo
(condigao 1. da definicao acima). Fora isso, para todo x € H, a1(z) = z (condic¢do 2.). Por fim, para todo = € H,
aq(ap(z)) = abx = aqp(x), para quaisquer a, b € G (condicdo 3.). Concluimos que « é uma agao a esquerda de G sobre
H por automorfismos.

Assim, fazemos de G x H um grupo G®,H com o produto
(aa $) ’ (ba y) = (ab7 T+ ay) :

O elemento neutro é o par (1, 0) e (a, z)~! = (1/a, —2/a).

Para interpretar o que esse grupo G®,H significa, vamos definir uma aciao®® I' de G®,H sobre o conjunto R da
seguinte forma. Para (a, ) € GO, H e z € R, definimos

F((a, x), z) = az+w.
Para verificar que isso é uma agao notemos as seguintes propriedades: . para cada (a, z) fixo F((a, x), z) é uma fungao
bijetora de R em R (lembre-se que a # 0). . Para todo z € R, F((l, 0), z) =z.

11l F((a, x), L((b, y), z)) I'((a, z), bz+y) = albz+y)+z = abz+ (z + ay)

= TI((ab, z+ay), z) = T'((a, z)- (b, y), 2) .

Isso mostrou que I' é uma acdo de G®4H sobre o conjunto R. Como vemos, a a¢do de um elemento (a, x) consiste
em uma combinacao de uma multiplicagdo por a # 0 seguida por uma translacao por z € R. Isso exibe o significado
geométrico do grupo G®,H. Vamos a um outro exemplo semelhante.

II1. Grupos de homotetias. Seja V um espagco vetorial (e, como tal, um grupo Abeliano em relagio & soma de vetores)
e seja D = (R4, -) o grupo multiplicativo dos reais positivos (grupo de dilatagdes). O chamado grupo de homotetias
de V é o produto semidireto D®,V com « dado por ay(v) = Av, A € D, v € V. O produto nesse grupo é, portanto,
(A1, v1)(A2, v2) = ()\1>\2, v1 + >\102)-

Esse grupo possui uma acdo em V' dada por A(y ,)(z) = Az + v, que envolve uma multiplicagdo de um vetor » € V'
por A > 0 e uma translacdo por v. Tais transformacdes sao denominadas homotetias®®. Como, para qualquer a € V, vale
Az +v = Aax —a)+u, com u = v+ Aa, vemos que toda homotetia pode ser considerara como uma dilatacao a partir de
um centro a acompanhado de uma translagao.

620 conceito de acdo de um grupo em um conjunto foi definido na Secdo 2.1.9.1, pagina 146.
63Do grego “homo” (similar) e “tetia” (posicdo). O termo foi cunhado por Michel Chasles (1793-1880).
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IV. Grupos Euclidianos. Considere o conjunto de todas as operagoes do espago tridimensional que envolvem rotagoes
e translagoes. Por exemplo, considere-se a operagao na qual cada vetor & é primeiramente rodado por uma matriz de
rotagdo R € SO(3) e em seguida é transladado por um vetor Z:

Z — RI+ . (2.81)
A composicao de duas de tais operacoes conduz & transformacao T — R’ (R:E' + 53’0) + &, ou seja,

& — (RR)Z+I)+ R'Z. (2.82)

O espago vetorial R? é naturalmente um grupo Abeliano em relacio & adi¢ao de vetores. Se R € SO(3), ag(¥o) := RT
define uma acido por automorfismos de SO(3) sobre R3. A expressdo (2.82) inspira a defini¢do do produto semidireto
0(3)®aR? por
(R, &) (R %) = (R'R. &+ RT).

E. 2.98 Ewercicio. Verifique que a transformacdo (2.81) define uma agdo a esquerda do grupo SO(3)®aR? sobre R?. "

Definicdo. Grupos Euclidianos. Os grupos E,, := O(n)®.R" sdo denominados grupos Fuclidianos em dimensdo
n. Os grupos SE,, := SO(n)®,R" sdo denominados grupos Euclidianos especiais em dimensao n. [

Mais material sobre os grupos Euclidianos, incluindo representagoes matriciais, geradores etc., pode ser encontrado
na Secgao 21.6, pagina 1163.

V. Grupos afins. Seja V um espago vetorial (e, como tal, um grupo Abeliano em relagido & soma de vetores) e seja
Aut(V) a colegdo de todas as aplicagtes lineares bijetoras de V em V.

Por exemplo V' = R"™ e Aut(R™) é o conjunto de todas as matrizes reais n x n inversiveis.

Entao, fazemos de Aut(V) x V um grupo, definindo
(A, v)- (B, u) := (AB, v+ Au) .

Esse grupo é por vezes denominado grupo afim do espaco vetorial V. Mais sobres grupos afins na Segao 21.6, pagina
1163.

Observag&o. O caso V = R corresponde exatamente ao exemplo II, acima. &

i

Mencionamos, por fim, que o grupo de Poincaré, introduzido a pagina 1176, é também um exemplo de um grupo
definido como um produto semidireto de dois grupos, a saber, o produto semidireto do grupo das transformacoes de
Lorentz com o grupo das translagoes no espaco-tempo.

e Mais sobre GO, H

O exercicio a seguir estabelece alguns fatos fundamentais sobre produtos semidiretos de dois grupos G e H. Especi-
ficamente, ele apresenta relagdes estruturais entre Gy H e os grupos G e H.

E. 2.99 Ezercicio. Sejam G e H dois grupos e seja o produto semidireto G8a H, onde o : G x H — H é uma a¢do (a esquerda)
de G sobre H por automorfismos, como descrito acima. Sejam e e ex as unidades de G e H, respectivamente.

I. Mostre que o conjunto G:= {(g, er), g € G} é um subgrupo de G®. H e que G é isomorfo a G.
II. Mostre que o conjunto H := {(eg, h), h € H} é um subgrupo de G®. H e que H é isomorfo a H.

III. Mostre que H é um subgrupo normal de G®. H
IV. Considere as classes de equivaléncia que compdem o grupo quociente ( H)/H Mostre que (g, h) ~7 (¢', h') se e somente

se g =g'. Conclua que [(g, h)] = {(g, R, b € H} e conclua que [(g, h)| = [(g, en)].
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V. Mostre que o grupo quociente (G@aH)/ﬁ é isomorfo a G.

Por fim, explicite qual condicdo « deve satisfazer para que G seja também um subgrupo normal de G®, H. Em tal caso, prove que
(G@aH)/G ¢é isomorfo a H. Compare com as afirmativas do Exercicio E. 2.95, pagina 174. &

e Acgoes de GO, H em H

Sejam, como acima, G e H dois grupos e seja « uma agao de G em H por automorfismos de H, de sorte que com
esses ingredientes possamos definir o produto semidireto G@©), H .

Com esses ingredientes, podemos definir uma a¢ao (& esquerda) de G®, H em H, que denotaremos por, A : (G@aH ) X
H — H, por
Agg,ny(h') = hag(h') . (2.83)

Para ver que se trata de uma agao de GQ,H em H, observe-se que, de acordo com essa defini¢ao, temos

A(g1,}11)<A(g2,h2)(h/)) = A(gl,h1)(h2ag2(h/)) = hlagl (h2a92(h/)) = (hlagl(hQ))aglgz(h/)

(hz)) (h/) - A(g1,}ll)(92,h2)(h/)a

(91927}11&5}1
ou seja,
A(gi,h1) © Alga,ha) = Algr,h1) (g2, ha) - (2.84)

Para demonstrar que A ¢ de fato uma acgao (a esquerda) de G®.H em H, resta apenas constatar que A, ¢, (') = '
para todo b/ € H e que para cada g € G, h € H, aplicagao A, h)(-) é uma bijecao de H em H. Provar isso é elementar
e é deixado ao leitor como exercicio.

e Acgoes de GO, H em funcoes definidas em H

Com uso da agéo (2.83) podemos também definir uma agéo (& esquerda) de G, H no espaco das fungdes definidas
em H (assumindo valores nos complexos, digamos).

Seja f : H — C uma funcao definida em H com valores nos complexos. Seguindo (2.49), pdgina 147, defina-se uma
nova funcao Ay, p)f por

(A mf) @) = F(Agm-(®)) - (2.85)

Pelos comentarios gerais da pégina 147 A, ;) define uma acao a esquerda de G®oH em fungoes definidas em H e,
portanto, vale

((‘A(gl,hl) ° A(927h2)>f) (h/) = (A(glyhl)(g2,h2)f) (h/)

ou seja,
Agi, h1) © gz ha) = Algr,hi)(g2, ha) -

Note-se que nesse caso

(A ) 1) 1= (s @) *2 1Ay 1)) 2 (o (s (1)) = (o (00))

Em resumo, vale

(A f) @) = flag(n'w)). (2.86)

Segundo (2.50), pdgina 148, uma acado a direita de G®,H nas fungoes definidas em H é obtida por

(B )W) = F(Agm (W) = £(hay(r)). (2.87)
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Exemplo 2.23 Vamos a um exemplo relevante. Considere-se o grupo Euclidiano SE3 := SO(3)®.R? com ar(j) = Ry para
todo R € SO(3) e todo & € R?, como acima. A agdo & esquerda de SE3 no grupo aditivo R? é
Ar, #(¥) == £+ Ry,

0 que representa uma rotagdo por R do vetor i seguida de uma translagdo por Z. A agdo a esquerda de SE3 nas fungoes definidas
em R? (com valores complexos, digamos) é dada por

(A 00) @ = F(Am 0 @) = F(Ar-r, -0 @) = 1(- R+ RG),
ou seja,
(Am0f)@ = F(R@T-7), (2.88)

tal como em (2.86), o que significa que fazemos primeiro uma translagdo por —Z no argumento e depois uma rotagéo por R do
que resulta.

A agdo & direita (2.87) de SE3 nas fungdes definidas em R? é dada aqui concretamente por
(Bm, f)f) (%) = f(RﬂJr f) : (2.89)

Compare com (2.88). ¢

Exemplo 2.24 Um segundo exemplo relevante é aquele no qual temos dois grupos G e N com N <G. Em G®N temos o
produto (2.80), sendo a4(n) = gng™'. A correspondente acio & esquerda (2.83) de G®N em N é dada por

Agg.my(n') = ngn'g™"

A correspondente agéo Ay, ) de G®N nas fungdes definidas em N é, de acordo com (2.86),
(.A(g,n)f) (n') = f(gilnfln/g) .
A agao a direita (2.87) de G®N nas fungdes definidas em N é dada aqui por

(B(g, n)f)(n/) = f(ngn/g_l).

2.2.4.3 Produtos Tensoriais de Grupos Abelianos

Uma outra construgao muito importante que podemos fazer com grupos é a do seu produto tensorial. Aqui trataremos
especificamente de produtos tensoriais de grupos Abelianos. Com essa construgao podemos definir produtos tensoriais
de espacos vetoriais, um objeto de grande importancia na Teoria de Grupos, na Algebra, na Geometria Diferencial, na
Topologia Algébrica, na Mecénica Classica, na Mecanica Quéntica e na Teoria da Relatividade Geral.

Comegamos exibindo um exemplo-protétipo que ilustra as caracteristicas definidoras dessa estrutura para passarmos,
em seguida, & sua construcao geral, primeiro no caso de dois grupos Abelianos e, depois, no caso de uma colegao finita
de grupos Abelianos. A importante construgdo de produtos tensoriais de espagos vetoriais serd realizada na Secao 2.3.5,
péagina 202, tendo por base o que apresentaremos na segao corrente.

Observamos também en passant que é possivel definir produtos tensoriais de grupos ndo Abelianos®®, mas nao

trataremos desse tema na versao corrente destas Notas. Outra generalizagao importante, da qual também nao trataremos
aqui, é a de produtos tensoriais envolvendo uma colecao infinita de fatores. Esse ultimo tema é particularmente sutil no
contexto de espagos vetoriais topoldgicos.

Nota histérica. Aparentemente a nocao de produto tensorial de espacos vetoriais foi introduzida por Gibbs®?, primeiramente para o espaco
vetorial R3, em cerca de 188456, em um estudo sobre corpos deforméveis, e posteriormente generalizada por ele mesmo para espacos vetoriais

640 trabalho original sobre o assunto é: Ronald Brown and Jean-Louis Loday “Van Kampen theorems for diagrams of spaces”, Topology,
26, Number 3, 311-335 (1987).

65 Josiah Willard Gibbs (1839-1903).

66J. W. Gibbs, “Elements of Vector Analysis Arranged for the Use of Students in Physics”, Tuttle, Morehouse & Taylor, New Haven, 1884.
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de dimenséo finita arbitraria®”. Gibbs denominava seu produto o “produto indeterminado” de vetores. O termo tensor foi cunhado por

Voigt®8%9. O uso de tensores na Geometria Diferencial foi iniciado por Ricci’® e por Levi-Civita’l. Os trabalhos de ambos influenciaram
Einstein”? que introduziu de forma central a nocéo de tensor na Teoria da Relatividade Geral. A versdo que aqui apresentamos da construcio
de produtos vetoriais de grupos Abelianos e de médulos origina-se nos livros de Algebra de Bourbaki [65]. &

¢ Um exemplo-protétipo de um produto tensorial de grupos Abelianos

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e sejam A := Z* e B := Z5 as colecoes de todas as funcoes definidas em A e
em B, respectivamente, e assumindo valores em Z, ou seja, A:={f: A—Z} e B:={g: B— Z}.

E claro que tanto A quanto B sdo grupos Abelianos com relagdo & operagdo de soma de fungoes: (f + g)(z) =
f(z) + g(x), com o elemento neutro sendo a fungao identicamente nula e a inversa de uma fungéo f sendo a fungdo —f,

dada por (—f)(z) := —f(x).
Vamos denotar por f ® g : A X B — Z a funcao produto de f com g, ou seja, a funcao definida em A x B que a cada
par (a, b) € A x B associa o valor f(a)g(b) € Z:

(f®g)(a, b) := f(a)g(b).

A funcdo f ® ¢ assim definida é um exemplo de um elemento de Z4*B: a colecido de todas as funcoes definidas em
A x B assumindo valores em Z, ou seja, Z**B := {F: A x B — Z}. Dentro de Z**B que também é um grupo
Abeliano de funcoes, vamos destacar um subgrupo especifico: o das funcées que podem ser escritas como uma soma
finita de fungdes do tipo f ® g com f € A e g € B. Esse subgrupo é denotado por A ® B e é denominado o produto
tensorial (algébrico) dos grupos Abelianos A e B.

N

A ® B é o conjunto de todas as fungoes definidas em A x B com valores em Z e que sejam da forma Z fr(a)gr(b),
k=1

para algum N € IN, arbitrario, e fungoes fr € A e gx € B, também arbitrarias. As N fungoes f1, ..., fny nao precisam

ser todas distintas, nem as N funcoes g1, ..., gny. Assim, com esse entendimento, escrevemos

N
ARB = {Z fx ® gx, com N € N, arbitrario e fr € A, g € B, arbitrzirias} .
k=1

E claro que A ® B compde um grupo Abeliano (um subgrupo de ZA*5), pois a soma de dois elementos de A ® B é
novamente um elemento de A ® B (por ser novamente uma soma finita de produtos de fungoes).

Sobre essas operagoes de soma e produto em A ® B vale fazer algumas observac¢oes muito importantes. Para produtos
de fungoes em Z valem as bem-conhecidas regras de fatoragao

f(a)gi(b) + fa)ga(b) = f(a)(gr(b) + g2(b)) e fila)g(b) + f2(a)g(b) = (fi(a)+ fa(a))g(b) .

Em notacao de produto tensorial, elas ficam

fOn+f®gp = [f@(@+g), (2.90)

fiwg+faewg = (Li+f)®yg. (2.91)

A ideia central da construgao do produto tensorial de dois grupos Abelianos quaisquer é produzir um novo grupo que
satisfaca as mesmas regras do grupo de fungoes A ® B, em especial, as regras (2.90)—(2.91).

e A nogao “intuitiva” de produto tensorial de dois grupos

Para efeito de comparagao, recordemos a nogdo de soma direta de dois grupos Abelianos, introduzida na Segéo
2.2.4.1, pdgina 174. Sejam A e B dois grupos Abelianos, cujos elementos neutros denotaremos por identidades 04 e 0p,

67J. W. Gibbs, “On Multiple Algebra”, Proceedings of the American Association for the Advancement of Science, 35 (1886). Disponivel em
http://archive.org/details /onmultiplealgeb0Ogibbgoog

68Woldemar Voigt (1850-1919).

69W. Voigt, “Die fundamentalen physikalischen Eigenschaften der Krystalle in elementarer Darstellung” Verlag von Veit & Comp., Leipzig,
1898

70Gregorio Ricci Curbastro (1853-1925).

" Tullio Levi-Civita (1873-1941).

72 Albert Einstein (1879-1955).
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respectivamente, e cujas operagoes de produto denotaremos ambas pelo mesmo simbolo: “4”. Desejamos encontrar uma
maneira de fazer do produto Cartesiano A x B um grupo também. Uma maneira de fazer isso é definir a “soma” de dois
pares ordenados (a, b), (a/, ¥') € A x B por

(a, b) + (a/, V') == (a+d, b+V). (2.92)

O leitor pode facilmente constatar que essa operagao é uma operacao bindria de A X B em si mesmo, que ela é associativa,
que tem por elemento neutro o par (04, Og) e que para cada (a, b) € A X B a inversa é (a, b)~! = (—a, —b), onde —a
é 0 elemento inverso de a em A, e analogamente para —b. Portanto, com esse produto, A x B é um grupo Abeliano,
denominado soma direta de A e B ou produto direto de A e B™ e denotado pelo simbolo A @ B. Com essa estrutura de
grupo em mente, os pares ordenados (a, b) sdo frequentemente denotados pelo simbolo a @ b.

A definigao de produto tensorial de dois grupos Abelianos A e B, que denotaremos por A ® B, é distinta da de
soma direta. O ponto de partida é o mesmo: o produto Cartesiano A X B, mas a regra de produto a ser construida é
muito diferente daquela dada em (2.92). Em primeiro lugar, os elementos de A ® B sdo somas formais finitas de pares
ordenados de A x B, como (a, b) + (a/, V'), mas ndo impomos a rela¢do (2.92). O que realmente entendemos por “soma
formal” sera precisado adiante, fazendo uso do conceito de grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto, uma
nocgao introduzida na Segdo 2.2.3, pagina 172. Por ora fiquemos apenas com a nogao intuitiva. Para dar a A ® B uma
estrutura de grupo, desejamos impor algumas condigoes as somas formais acima. Primeiramente impomos que

(a, b)+ (a’, b') = (', V') + (a, D),
para todos a, a’ € A, b, b’ € B. Em segundo lugar impomos, sob a inspiracao de (2.90)—(2.91), que valham
(a+a,b) = (a, b)+ (', b) e (a, b+V) = (a, b) + (a, V)
para todos a, a’ € A, b, b’ € B. O estudante deve notar que essas imposicoes sao distintas daquelas de (2.92).

E. 2.100 Ezercicio. Mostre que com as regras de soma dadas acima todos os pares (04, b) e (a, Op) sdo identificados entre si e
com o elemento neutro da opera¢do de soma de pares ordenados. Fora isso, o elemento inverso de um par (a, b) é (—a, b) = (a, —b).
Mostre que, com isso, A ® B é um grupo Abeliano, denominado Produto Tensorial dos Grupos Abelianos A e B. o+

Com essa estrutura de grupo em mente, os pares ordenados (a, b) sdo frequentemente denotados pelo simbolo a ® b.

Passemos agora a formalizacao dessas ideias. A definicao geral abstrata de produtos tensoriais de uma colecao finita
de grupos Abelianos faz uso do conceito de grupo livremente gerado por um conjunto, nocao discutida na Segao 2.2.3,
péagina 172. Usaremos a notacao 14 empregada. Comecemos com o caso de dois grupos Abelianos para passarmos depois
ao caso de uma colegao finita de grupos Abelianos.

e O produto tensorial de dois grupos Abelianos

Aqui faremos uso da construcao do grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto médulo relagoes, introduzida
a pagina 173.

Sejam A e As dois grupos Abelianos cujos elementos neutros sdo 01 e 0z, respectivamente, e cujos produtos de grupo
denotaremos aditivamente: com o simbolo +. Seja X = A; x Ag e seja F(X) = F(A4; x A2) o grupo Abeliano livremente
gerado por X = A; x As (a nogao de grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto foi apresentada na Secao 2.2.3,
pagina 172). Seja em F(X) o conjunto R de relagoes, dado por

R o= {re F(X)‘ r= (a1 +al, az) — (a1, az) — (a}, az)

our = (a1, as +ay) — (a1, az) — (a1, ay) , com a1, a} € A; e as, ay € Ag} : (2.93)

Seja R(R) o subgrupo do grupo Abeliano F(A4; x A3) composto por todas as combinagoes lineares finitas com coeficientes
inteiros de elementos de R. Como R(R) < F(A; x Az), chegamos & defini¢io do grupo Abeliano A1 ® Az, o produto
tensorial (algébrico) dos grupos Abelianos A; e As:

A1 ®A2 = F(A1 X AQ)/R(R) .

73 A distingdo entre produto direto e soma direta sé se faz quando uma colecdo nao finita de grupos é envolvida. Vide Secdo 2.2.4.1, pagina
174.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 182/2825

Notagao. Para a1 € Ay e as € Ay denotaremos por a; ® as o elemento de 41 ® A que corresponde (na notagao discutida
acima) a fungao (g, ¢,)- Ou seja, a; ® az denota a classe de equivaléncia [0(4,, q,)] Para as relagoes de equivaléncia
definidas pelo subgrupo R(R). <

Pela definigdo do grupo livremente gerado F(A; x As), pela construcao do quociente F(A; X A3)/R(R) e com uso dessa
notagdo, um elemento geral de A; ® Ay := F(A; X A3)/R(R) é dado por uma combinagao linear finita, com coeficientes
inteiros, de elementos do tipo a; ® as, ou seja, um elemento de A; ® As é da forma

N
> e al! @al (2.94)
i=1

com N € IN arbitrario, com ¢; € Z para cadai =1, ..., N e com agl), el agN) elementos de A; e agl), e agN)

elementos de As.

Também com essa mesma notacao, valem pela construcao as seguintes regras:
I I ! !
(a1 +a})®az = a1 ®as +a) Qag e a1 ® (a2 +ay) = a1 ®az + a1 @ ay

para todos a1, a} € Ay e todos as, ah € As.

E importante que fagamos alguns comentdrios sobre o elemento neutro de A; ® Ay := F(A; x A3)/R(R). Seja 01 o
elemento neutro de A; e 02 o elemento neutro de As. Afirmamos primeiramente que todos os elementos da forma a; ® 0
sao idénticos. De fato, vale que (a1, a2) — (a1, az) = 0 para quaisquer a1 € Az, as € Ay, pois o lado esquerdo representa
a fungao d(a;, as) — (ay, as), que € trivialmente nula. Assim, podemos escrever (a1, 02) = (a1, 02) + (a1, az2) — (a1, az) =
(a1, 02) + (a1, az) — (a1, 02 4+ a2). Agora, o lado direito é claramente um elemento de R(R) e, portanto, estabelecemos
que (a1, 02) € R(R) para qualquer a; € A;. Assim, todos os elementos da forma (a;, 02) pertencem & mesma classe de
equivaléncia e, consequentemente, temos a1 ®0y = a] ®02 para quaisquer a, a} € A;. Em particular, vale a1 @02 = 01 ®04
para qualquer a; € Aj.

De forma totalmente andloga pode-se provar que 01 ® a2 = 01 ® a) para quaisquer as, af € As. Em particular, vale
01 ® as = 0; ® 05 para qualquer as € As. Com isso, estabelecemos que 0; ® az = 01 ® 03 = a; ® 05 para quaisquer
a] € Al, as € Ag.

E fécil agora ver que 0; ® 0 é o elemento neutro de A; ® As. De fato, tomemos um elemento de A; ® As da forma
a1 ® az. Temos que
a1 ®a2+01 R0 = a1 ®a2+01®a2 = (a1 +01)®az = a1 Ras .

(Acima, na primeira igualdade, usamos a identificagdo 0; ® 02 = 01 ® ao estabelecida acima). Como um elemento geral
de A1 ® Ay é uma soma finita de elementos do tipo a1 ® as, concluimos que 07 ® 02 é 0 elemento neutro de A; ® As.

Tratemos agora da inversa de um elemento do tipo a; ® as € A; ® As. Afirmamos que essa inversa, que denotamos
por —(a1 ® az) é dada por (—a1) ® az ou por a1 ® (—az), as quais sdo elementos idénticos de A; ® A,.

De fato, temos
a®az+ (—a1) ®as = (a1 4 (—a1)) ®az = 01 ®az = 01 ® 0,

e, analogamente,
@ ®az+ a1 ®(—az) = a1 ® (az+ (—az2)) = a1 ®0; = 0, ®0; .

Isso estabelece que tanto (—a1) ® az quanto a; ® (—az) sdo o elemento inverso de a; ® as e, consequentemente, pela
unicidade do elemento inverso em um grupo, temos a fortiori (—a;) ® a2 = a1 ® (—ag) para quaisquer a; € Ay, az € As.

E. 2.101 Ezercicio. Prove a identidade (—a1) ® a2 = a1 ® (—a2) mostrando que (—a1, az) — (a1, —a2) é um elemento de R.
Escreva,

(—a1, a2) — (a1, —a2) = [(*ah az2) + (a1, a2) — (01, GQ)} - [(al, az2) + (a1, —a2) — (a1, 02)]

+ (01, a2) — (01, 02) + (017 02) — (a1, 02) N

constate que os termos entre colchetes sdo elementos de R e use o fato provado acima que (01, a2), (01, 02) e (a1, 02) sdo também
elementos de R(R). -
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Comentemos, por fim, que podemos convencionar uma simplificacdo ligeira para a representacao (2.94) de um elemento
geral de A1 ® As. Usando as regras acima expostas podemos escrever,

n(ar ®az) = (na1) ®az = a1 @ (naz) ,

paran € Z, a1 € Ay e as € Ag, onde, como sempre, se faz em um grupo Abeliano nay := +(ax + -+ - + ax) paran # 0,
——— ——
|n| vezes
com =+ sendo o sinal de n, e nay = 0 caso n = 0. Tendo isso em mente, um elemento geral de A; ® A, pode ser sempre
escrito na forma de uma soma finita do tipo

N . .
Z al? @al? (2.95)
=1

para algum N € N e alguns a(li) € A, aéi) € As, ao invés da representagao (2.94), absorvendo, portanto, os coeficientes

inteiros ¢; nos produtos tensoriais ag) ® aé).
*

Em resumo, temos o seguinte quadro: se A; e As s@o grupos Abelianos com elementos neutros 07 e 0z, respectivamente,
entao:

N
1. A; ® Ay é um grupo Abeliano cujos elementos sdo somas finitas da forma Z agl) ® ag), com N € N, arbitrario,
i=1
sendo agl), cees agN) elementos arbitrarios de A; e agl), e agN) sendo elementos arbitrarios de A,.

2. Valem as regras
(a1 +ad))®as = a1 ®@as +a] @as e a1 @ (ag +ay) = a1 @ag +a; @ al
para todos a1, aj € Ay e todos aq, ah € As.
3. O elemento neutro de A; ® Ay é 07 ® 02 e valem as identificagoes 07 ® as = 07 ® 02 = a1 ® 05 para quaisquer

a) € Al, as € Ag.

N
4. A inversa de um elemento a; ® as é (—a1) ® az = a1 ® (—az). A inversa de um elemento geral Zagl) ® aél) é

i=1

S (e waf) =3l @ (~ ).
=1

i=1

e O produto tensorial de uma colegao finita de grupos Abelianos

A construgao acima pode agora ser facilmente generalizada para o caso de uma colegao finita A;, ..., A, de grupos
Abelianos. Vamos listar os fatos principais, cujas demonstragoes sao idénticas as do caso do produto tensorial de dois
grupos, como apresentado acima.

Como acima, consideramos X = A; x -+ x A,. Seja em F(X) = F(A; x ---x A4;,) o conjunto R de relagdes dado por
R = Ui_, Ry, onde

Ry = {re F(X)|r= (a1, ---, ak—1, ag + aj, Qkt1, -, Qn)
— (a1, «+vy A1y Ak, g1y ey Q) — (@1, oo oy Qk—1, Ay Aty -y An)

com a; € A; para todo j =1, ...,neazeAk}.

Seja R(R) o subgrupo de F(A; x --- x A;,) composto por todas as combinagoes lineares finitas com coeficientes inteiros
de elementos de R. Como antes, temos que R(R) é um subgrupo normal de F(A; x --- x A,), j&4 que este é Abeliano.
Chegamos assim a definigao do grupo Abeliano A1 ® --- ® A,, o produto tensorial de Ay, ..., A,, que é definido como

Al®---®A4A, = F(A1XXAn)/R(R)
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Denotamos por a; ® - -+ ® a, a classe de equivaléncia de d(q,, ..., 4,), cOm ar € Ag para cada k. Os elementos de
A1 ®---® A, sao somas finitas de elementos como a1 ® - - - ® a,, com ag € Ay para cada k. Valem as regras

AR Qa1 ®a, + RO Qap1®a, = (1+ad)Ra® a1 @an,
MR Qa1 ®a, + Q@R Qa-1Qa, = a1®@E: Qa1 ® (a, +ay),
para todos ag, aj, € Ag, k=1, ..., n.

O elemento neutro de 41 ® ---® A,, é da forma 0; ® - - - ® 0,,, onde para cada k, 0 é o elemento neutro de Ay, sendo
ainda que vale a igualdade

01® R0, =0Ra®  ®ap, =~ =41 ® - Qan_1® 0, , (2.96)
com cada aj sendo um elemento arbitrario de Ay, para todo k. Isso se vé do fato que valem

AR - Ra,+01®a® - ®a, = (14+01)Ra®-- - Qap, = G®aw® - Qay,

AR - Rap+a1Rar®--- R0, = a1®w® - ®a,+0,) = a®a® - Qa,.

As igualdades em (2.96) seguem da unicidade do elemento neutro de um grupo. Como facilmente se constata, a inversa
de um elemento da forma a1 ® as ® --- ® a, €

7(a1®a2®...®an) = (7a1)®a2®...®an = ... = a1®...®an71®(fan)7

onde —ay, é a inversa de a; em Ai. Novamente, as igualdades acima seguem da unicidade da inversa em um grupo.

Como discutimos no caso de somas diretas, os grupos A; ® (As ® As), (41 ® A2) ® A3 e A1 ® A2 ® As s@o isomorfos,
com os isomorfismos canonicos definidos por

(p12A1®(A2®A3) — A1®A2®A3, ®1 (ZO%G’;@(GS@G’;)) = Zakalf®a§®a§,
k k

k k k
E apay Qag Qag ,

p2: (A1 ®A) A3 — A1®AQ 43, P2 (Zak(a’f®a’§)®a§>
2

k

e analogamente para o caso em que se tem uma colecdo maior de fatores. Acima, oy € Z e a¥ € A; para todo i e k, as
somas em k sendo, naturalmente, finitas.

E. 2.102 Ezercicio. Mostre que o1 e 2, definidos acima, sio, de fato, isomorfismos de grupo. o,

E. 2.103 Ezercicio. Sejam A e B grupos Abelianos. Mostre que A ® B e B ® A sdo grupos isomorfos, com o isomorfismo
@:A@B%B@Adadoporgp(a@b)::(b®a)_1:fb®a. -

E. 2.104 Egercicio (desafio). Mostre que para quaisquer m, n € IN os grupos Z; ® Zn € Zmac(m,n) Sao isomorfos. Aqui,
mdc(m, n) é o maximo divisor comum entre m e n. -

E. 2.105 Ezercicio. Sejam A, B e C grupos Abelianos. Demonstre a validade da propriedade distributiva A® (B®C) = (A®B) ®

(A@C’). Mostre que essa propriedade se estende para somas diretas arbitrarias de grupos Abelianos: A® (@AGA BA) = Brea (A®BA).
"
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2.2.5 O Produto Livre de Grupos. Amalgamas

Vamos aqui apresentar mais duas construcao possiveis de serem feitas com dois grupos arbitrarios, o chamado produto
livre e o chamado amdlgama de dois grupos por homomorfismos. As defini¢oes que apresentaremos podem ser estendidas
a qualquer colecao finita de grupos. As nocoes de produto livre e amdalgamas de grupos sado tteis, por exemplo, na
Topologia Algébrica, como no estudo de grupos de homotopia de espagos topoldgicos [476].

e O produto livre de dois grupos

Sejam G e H dois grupos (ndo necessariamente Abelianos) com elementos neutros eg e ey, respectivamente. Uma
palavra de comprimento n € Ny gerada por G e H vem a ser uma sequéncia finita (z1, ..., ;) na unido disjunta GU H,
com as seguintes propriedades:

1. A palavra de comprimento n = 0 é vazia e denotada por ().

2. Paran € N, os elementos sucessivos de (x1, ..., x,) pertencem a grupos diferentes. Assim, paraj € {1, ..., n—1},
se x; € G tem-se ;41 € H e vice-versa: se x; € H tem-se z;11 € G.

3. Nenhum elemento de (z1, ..., z,) é igual aos elementos neutros eg ou ey.

Denotamos por %, (G, H) a colecdo de todas as palavras de comprimento n € Ny geradas por G e H. Denotamos por
F (G, H) a colecao de todas as palavras geradas por G e H, ou seja, ¥ (G, H) = U In(G, H).

nelNg
E. 2.106 Ezercicio simples. Constate que .# (G, H) é idéntico a #(H, G) o,
Podemos definir um produto em % (G, H) por meio das seguintes regras:
1. Para a palavra vazia tem-se () - () := ().
2. Paratodon € Nvale () - (z1, ..., zp) = (21, ..., zp) - () := (z1, ..., Tn)
3. Para duas palavras de comprimento 1, tem-se
(xl, yl)7 caso 1 e y1 pertencam a grupos distintos.
(1) - (1) = (z191), caso 1 e y; pertengam ao mesmo grupo e 1 7 yj .
0, caso 1 e y; pertencam ao mesmo grupo e r; = y; ..
4. Para os demais casos com n € N e m € IN tem-se
(.171, R xn)'(yh ey ym) =
(T1y oovy Tny Y1y oo vy Ym)s caso x, e y1 pertencam a grupos distintos.
(T1, «ooy TuYl, oy Ym), €aso T, e Y pertencam ao mesmo grupo e T, # y; -
(T1, -ooy Tty Y2 -+ Ym), C€ASO T, € y; pertencam ao Mesmo grupo e &, = y; *.

Observe que em todos os casos resulta do produto um elemento de % (G, H), pois dois elementos sucessivos da
sequéncia resultante sempre pertencem a grupos distintos e nela os elementos neutros eg ou ey nunca comparecem.

Observe também que o produto de um elemento de .%,, (G, H) por um elemento de .%,,,(G, H) pode ser um elemento
de Z#1m (G, H), de Zpim-1(G, H) ou de Fp4m—2(G, H), dependendo do caso.

O produto assim definido é por vezes denominado concatenagao de palavras geradas por G e H.

E. 2.107 Ezercicio simples. Verifique que o produto acima definido em .# (G, H) é associativo, possui a palavra vazia () como
elemento neutro e cada palavra ndo nula (z1, ..., x,) tem como elemento inverso a palavra (m,jl, A mfl). o+
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Dessa forma, o conjunto % (G, H) é um grupo com relagdo ao produto dado pela concatenacao de palavras, acima
definida. Esse grupo é dito ser o produto livre dos grupos G e H, ou ainda o produto livremente gerado pelos grupos G e
H. O produto livre de G e H é também denotado por G * H, notagao que passaremos a empregar.

E. 2.108 Ezercicio. O grupo G * H n3o é Abeliano (e € infinito), exceto se G ou H forem triviais e o outro for Abeliano (finito).
Justifique essas afirmacdes. *

E. 2.109 FEzercicio (fdcil). Mostre que os subconjuntos de G x H dados por

G = {0}u{l9), 9€G, g#ea} e H = {Oyu{(h), he H, h#en} (2.97)

sdo subgrupos de G x H e que esses subgrupos sido isomorfos a G e a H, respectivamente. *

e Comentario sobre a notagao

Na literatura ¢é frequente adotar-se uma notagao diferente para as palavras e para o produto em Gx H. Palavras como

(1, ..., ®,) sdo denotadas simplesmente por xy - - - &, como se fossem um produto formal sucessivo dos elementos de
r1 a . Esse produto é formal pois elementos sucessivos nao pertencem ao mesmo grupo. O produto de duas palavras
(1, ...y zn) e (Y1, -+, Ym) fica T1 -+ TpY1 - - Ym, sendo que, caso x,, e y; pertencam ao mesmo grupo, o fator z,y;

deve ser entendido como o produto de ambos nesse grupo e, caso x,y; for o elemento neutro desse grupo, o fator x,y;
deve ser eliminado.

Evitamos usar essa notagao pois ha uma situagao na qual ela pode ser ambigua: quando G e H forem o mesmo grupo
ou forem subgrupos de um grupo maior. Nesse caso a expressao xi - - - &, pode ser entendida como o produto em G x H
ou como o produto no grupo que lhes é comum.

e Um exemplo: o grupo livremente gerado por dois elementos

Seja A um grupo com unidade e4 dotado da seguinte propriedade: existe a € A tal que para nenhum n € IN vale
a™ = e4. E facil checar que A4; = {a"™, n € Z} (convencionamos que a’ = e4) é um subgrupo de A que é Abeliano, tem
infinitos elementos e é isomorfo ao grupo (Z, +). Verifique! Um grupo como A; é denominado grupo ciclico infinito de
um elemento gerado por a € A.

E um exercicio muito facil provar que todos os grupos ciclico infinitos gerados por um elemento sao isomorfos.

Seja B um outro grupo dotado de um outro grupo ciclico infinito de um elementoB; := {b", n € Z}. Nesse caso
Ay x By é o grupo constituido por todas as palavras finitas formadas apenas pelas letras a e b e suas poténcias, tais como
a,b,a®, b7, a"1b, ba, ab=®, b3a?, b2a72b" etc. O grupo A; * By assim constituido é denominado grupo livremente gerado
por dois elementos.

E um exercicio muito facil provar que todos os grupos livremente gerados por dois elementos sao isomorfos. Tais
grupos sdo por vezes denotados por Fy. O primeiro grupo de homotopia do espaco composto por R? menos dois pontos
distintos quaisquer é isomorfo a um grupo livremente gerado por dois elementos, Fs.

¢ Extensao do produto livre para mais de dois grupos

A construcao acima do produto livre de dois grupos pode ser facilmente estendida para uma colegao finita de grupos.
Se possuirmos trés grupos F, G e H, por exemplo, definimos palavras como sequéncias finitas (z1, ..., z,) com cada xj
pertencendo a um dos trés grupos, onde dois elementos sucessivos nunca pertencem ao mesmo grupo e nunca comparecem
os elementos neutros de F, G e H. O produto de palavras é definido similarmente ao caso de dois grupos (e é também
associativo), o elemento neutro é a sequéncia vazia () e a inversa de (1, ..., z,) é (z;%, ..., 7).

e Amalgamas de dois grupos por homomorfismos

Sejam G e H dois grupos para os quais definimos o produto livre G * H, como acima. Vamos considerar que exista
um terceiro grupo U, com elemento neutro ey, e dois homomorfismos ¢ : U - Geyp: U — H.
Considere-se agora o subconjunto de G * H dado por Sg 4 = {(d)(u), Y(w)™), ue U u# eU} e considere-se o

subgrupo normal NSy ] de G H gerado por Sy . (para a definigdo de subgrupo normal gerado por um conjunto, vide
pigina 162).
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Definicdo. Amalgama de dois grupos por homomorfismos. O amdlgama dos grupos G e H pelos homomorfismos
¢ e 1 é definido como o grupo quociente (G * H)/N[S4, 4] [ )

O significado intuitivo de (G * H)/N[Sy 4] é que trata-se de um grupo onde identificamos N[Sy, ] com o elemento
neutro, como se estivéssemos impondo as relacoes ¢(u)y(u)~! = e, ou seja, ¢(u) = 1(u) para todo u € U. Note-se que
¢(u) e (u) pertencem a grupos distintos (G e H), respectivamente.

A nocao de amalgama de dois grupos por homomorfismos é relevante na Topologia Algébrica, como no estudo de
grupos de homotopia de espagos topoldgicos [476].

A seguinte observacao é relevante:

Proposigao 2.15 Se ¢ : U — G e ¢y : U — H forem homomorfismos injetores, entao os grupos G e H sao isomorfos a
dois subgrupos de (G * H)/N[S¢, ). O

Prova. Considere o subgrupo G de G % H definido em (2.97). Afirmamos que se g1, g2 sdo elementos de G, entdo
(91) - (92)7* = (9195 ') ndo é elemento de N[S,, 4] caso gig; ' # e, o que significa que (g1) e (g2) ndo pertencem a
mesma classe de equivaléncia em (G * H)/N[Sg, ).

Para provar a afirmagio, observe que pela Proposicao 2.6, péagina 163, os elementos de N[Sy4 4] s@o da forma
(z1, oy @) - (O(w), ¥(w)™h) - (a2t ..., acfl)

Agora, (glggl) nao pode ser da forma (xl, ceey :Un) . (qb(u), w(u)_l) . (x;l, ceey xfl) caso n > 2, simplesmente
pois essas palavras sempre tém comprimento maior que 1. Para n = 1, porém, temos elementos de N[S, ] na forma
(z1) - (o(w), ¥(u)~') - (z7"). Como ¢(u) e ¢(u) pertencem a grupos diferentes, tais elementos sé poderdo estar em G
se 1 € G e Y(u) = ey. Mas isso implica que u = ey (pela injetividade dos homomorfismos), implicando ¢(u) = eq4
(idem). Assim, os elementos (z1) - (¢(u), ¥(u)~!) - (27") sdo forcosamente da forma (z1) - () - (#7") = (), ndo podendo,

consequentemente, ser iguais a (glggl) caso 19y~ # eq.

O argumento para o subgrupo H de G« H é similar. Vemos assim imediatamente que G e H sao isomorfos aos grupos
das classes de equivaléncia {[(g)], g € G} e {[(h)], h € H}, respectivamente. |

2.3 Espacos Vetoriais. Estruturas e Construcoes Basicas

Nesta secao apresentaremos algumas estruturas e construgoes basicas da teoria dos espagos vetoriais. Discutiremos a
nogao de espago quociente e apresentaremos duas maneiras distintas de construir espagos vetoriais a partir de uma cole¢ao
dada de espagos vetoriais (sobre um mesmo corpo), a chamada soma direta de espagos vetoriais e o chamado produto
tensorial de espagos vetoriais. Um comentério pertinente (destinado aos estudantes mais avangados) é que as construgoes
que apresentaremos adiante correspondem as nogoes de soma direta e produto tensorial algébricos. Isso significa que outras
estruturas, como uma topologia, ou propriedades, como completeza, nao sao necessariamente herdadas pela construgao.
Assim, por exemplo, o produto tensorial algébrico de dois espacos de Banach nao é necessariamente um espago de Banach.
Para tal é necessario introduzir um completamento extra, que pode nao ser tnico.

2.3.1 Bases Algébricas de um Espago Vetorial

e Dependéncia linear

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um conjunto finito uy, ..., u, € V de vetores é dito ser linearmente
dependente se existir um conjunto de escalares aq, ..., a, € K, nem todos nulos, tais que
arur + -+ apu, = 0.

Um conjunto arbitrario de vetores é dito ser linearmente independente se nao possuir nenhum subconjunto finito que
seja linearmente dependente.
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e Combinacgoes lineares

Para um conjunto finito de vetores {uq, ..., u,} CV e de escalares {aq, ..., a,} C K, uma expressdo como
iUl + -+ apuy
é dita ser uma combinacao linear dos vetores uy, ..., Upy.

e Varredura linear

Seja C C V um conjunto de vetores. A wvarredura linear (“linear span”) de C, denotado por span (C) é o conjunto
de todos os vetores de V' que podem ser escritos como uma combinagao linear finita de elementos de C.

e Bases algébricas em espagos vetoriais

Aqui I designa um conjunto arbitrario nao vazio de indices.

Uma base algébrica, também denominada base de Hamel™®, em um espaco vetorial V é um conjunto B = {b;, i € I}
de vetores linearmente independentes tais que span (B) = V e tais que qualquer vetor v de V' pode ser escrito de modo
Gnico como uma combinacao linear finita de elementos de B.

Se B é uma base algébrica, entao para cada u € V existem univocamente definidos a1, ..., a, € Keiy, ..., i, €1
tais que:
u = a1by, + -+ anb;, .

Os seguintes teoremas podem ser demonstrados com uso do Lema de Zorn (omitiremos as demonstragdes aqui. Vide,
por exemplo, [214]).

Teorema 2.9 Todo espago vetorial V' possui uma base algébrica, exceto o espago vetorial trivial V = {0}. O

Teorema 2.10 Dado um espago vetorial V (ndo-trivial), todas as bases algébricas em V' tém a mesma cardinalidade. O

e Isomorfismos

Dois espagos vetoriais U e V sobre o mesmo corpo K sao ditos isomorfos se houver uma bijegao linear ¢ : U — V
entre ambos. A aplicagdo ¢ com tais propriedades é dita ser um isomorfismo de U em V. Denota-se fato de dois espagos
vetoriais U e V sobre o mesmo corpo K serem isomorfos por

U~V.
Os fatos descritos no exercicio seguinte sao propriedades elementares importantes de isomorfismo.

E. 2.110 Ezercicio. Demonstre as seguintes afirmacdes:

1. Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K e seja ¢ : U — V um isomorfismo. Entdo ¢! : V — U é também
um isomorfismo.

2. Sejam Uiy, Uz e Us espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K e sejam ¢12 : Uy — Uz e ¢23 : U2 — Us isomorfismos. Entdo
¢23 © @12 : U — Us é também um isomorfismo.

E evidente que todo espaco vetorial € isomorfo a si mesmo (o isomorfismo sendo a identidade). Esse fato e os resultados acima permitem
ver que, dado um conjunto de espacos vetoriais sobre um mesmo corpo, entdo a relacdo de isomorfia é uma relacdo de equivaléncia nesse
conjunto. Prove isso também. "

Para muitos propdsitos, dois espagos isomorfos podem ser identificados. Esse tipo de identificagao é recorrentemente
empregada na literatura, muitas vezes sem maiores comentarios.

" Georg Hamel (1877-1954). A referéncia original é G. Hamel, “Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lésungen der Funktionalgleichung
f(z+y) = f(z)+ f(y)”. Math. Annalen, 60, 459-462 (1905).
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e Dimensao algébrica

Um espaco vetorial é dito ser de dimensao algébrica finita se possuir uma base algébrica finita. Se um espago vetorial
V tem dimensao algébrica finita, sua dimensdo algébrica, ou simplesmente dimensdo é definida como sendo o nimero de
elementos de sua base.

Nem todo espaco vetorial tem uma base algébrica finita (vide exemplos abaixo). A dimensao algébrica de um espago
vetorial é definida como sendo a cardinalidade de suas bases algébricas (pelo Teorema 2.10, acima, sdo todas iguais).

Ezxemplo 1. V = C™ sobre o corpo dos complexos ou V' = RR™ sobre o corpo dos reais. Tais sao bem conhecidos
exemplos-protétipo de espagos vetoriais de dimensao finita (= n).

Seja P = conjunto de todos os polinémios de uma varidvel real com coeficientes complexos: P, (t) € P,
P,(t) = ant™ + -+ a1t +aop

com t € R, a; € C, é dito ser um polinémio de grau n se a,, # 0.

Ezemplo 2. V' = P sobre o corpo dos complexos. Este é claramente um espago vetorial de dimensao infinita. V possui
uma base algébrica, a saber, o conjunto de todos os polinémios da forma b, =t", n=20, 1, 2, ....

Exemplo 3. V = R sobre o corpo dos reais. O conjunto dos reais sobre o corpo dos reais é também um espaco vetorial
de dimensao 1, a saber, uma possivel base é formada pelo elemento 1: B = {1}, j& que, obviamente, qualquer elemento
z € R pode ser escrito como x = x - 1, com x no corpo dos reais.

Esse exemplo pode parecer banal, e de fato o é, mas leva a um antiexemplo curioso que mostra que a dimensao
algébrica de um espacgo vetorial é também fortemente dependente do corpo de escalares utilizado.

Ezxemplo 4. V = R sobre o corpo dos racionais.

A surpresa aqui é que este nao é um espaco vetorial de dimensao algébrica finita: nao existe um conjunto finito
{z1, ..., xm} de nlmeros reais tais que todo x € R possa ser escrito como

T =nrr+-+ T,

onde os numeros r; sao racionais. A razao é que, como @ é um conjunto contavel, a colecao de nimeros que se deixam
escrever como o lado direito é uma colegdo contdvel (tem a mesma cardinalidade de Q™). O conjunto R, porém, nao é
contavel.

Um resultado um tanto surpreendente diz, porém, que esse espago vetorial possui uma base algébrica, ou seja, existe
um conjunto H C R tal que para cada x € R existe um conjunto finito Ay, ..., h, de elementos de H e um conjunto
finito de racionais r1, ..., r, tais que x =r1hy + -+ + rp,h,. A demonstragao da existéncia de uma tal base faz uso do
Lema de Zorn e pode ser encontrada em [78] ou [92]. Essa base é denominada base de Hamel de R.

Uma consequéncia curiosa da existéncia de bases de Hamel em R sera discutida no tépico que se inicia a pagina 190.

Outros exemplos menos draméticos que mostram a dependéncia da dimensao com o corpo utilizado sao os seguintes:
sejam V; = C sobre o corpo dos complexos e Vo = C sobre o corpo dos reais. V7 tem dimensao 1, mas V5 tem dimensao
2.

Mais adiante faremos uso do seguinte resultado:

Teorema 2.11 Se em um espago vetorial V' existir um conjunto {v1, ...,v,} de n vetores linearmente independentes,
entdo a dimensao algébrica de V' € maior ou igual a n. O
Prova. A demonstracao é feita por absurdo. Suponhamos que haja uma base B = {b1, ...,b;} em V com k < n. Entao,

podemos escrever
v = Otlb1+"'+04kbk .

pois B é uma base. Nem todos os «; podem ser nulos. Supondo que «y, seja um elemento nao nulo, podemos escrever

b, = (Oék)il(’l)l —arby — - — Oékflbkfl) . (298)

Analogamente, temos que
v = B1b1 + - + Brbr
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e, usando (2.98), podemos escrever
va = mb1+ -+ Ye—1bg—1 + Mg .

Os «; nao podem ser todos nulos, pois de outra forma terfamos vy = Ajvp, contrariando a hipdtese de os v;’s
serem linearmente independentes. Suponhamos que Yx—1 seja o elemento nao nulo, podemos escrever by_; como uma
combinagao linear envolvendo {b1, ...,bx_2} e os vetores v; e vy. Prosseguindo, concluiremos apds k passos que

Vpy1 = AL+ ALk,

contrariando a hipétese de que os v;’s sao linearmente independentes. |

e Automorfismos descontinuos do grupo (R, +) Nota para os estudantes mais avangados.

Neste topico usaremos as bases de Hamel da reta real para ilustrar uma “patologia”’ cuja existéncia é por vezes
mencionada na teoria de grupos, a saber, a existéncia de automorfismos descontinuos do grupo (R, +).

Considere-se a equagao fx+y) = f(z) + f(y) para todo =, y € R. Podemos nos perguntar: que fungdes f : R - R
podem satisfazé-la™? E bastante claro que fungdes do tipo f(z) = cx, com c constante real, satisfazem f(x + y) =
f(z) + f(y) para todo z, y € R. Fora isso, f(x) = cx sdo continuas e sao bije¢des de R em R (a menos que ¢ = 0).

Serdo essas as unicas fungoes com a propriedade f(x +y) = f(x) + f(y) para todo z, y € R? Haverd outras fungoes
com essa propriedade e que nao sejam continuas? Serd que hé outras fungdes com essa propriedade, nao-continuas, e que
também sejam bijecoes de R em R? A resposta a essa tltima pergunta é muito curiosa e conduz a uma classe de fungoes
cuja existéncia ilustra algumas dificuldades encontradas na teoria de grupos. Provemos em primeiro lugar a seguinte
afirmacao (historicamente esse pequeno resultado é devido a Cauchy76):

Proposicao 2.16 Se f: R — R satisfizer f(x+y) = f(z)+ f(y) para todo x, y € R e f for continua em toda reta real
R, entdo f € da forma f(x) = cx para algum ¢, constante real. O

Prova. Seja f continua satisfazendo f(x +y) = f(z) 4+ f(y) para todo 2, y € R e f : R — R. E claro que, tomando
x =y =0 tem-se f(0) = f(0+0) =2f(0) e, portanto, f(0) = 0. Segue facilmente dai que 0 = f(0) = f(x + (—x)) =
f(x) + f(—=x) e, portanto, f(—z) = —f(x) para todo = € R.

Seja agora p inteiro positivo e x real, ambos arbitrarios. Teremos que f(pz) = f((p —lz+ :L') = f((p — 1):E) + flx) =
f((p — 2):0) + 2f(x) etc. Repetindo p vezes esse proceder, concluimos que f(pz) = pf(x). Como f(—z) = —f(z), essa
relagdo vale para p negativo também. Seja agora ¢ inteiro, ndo nulo. Entdo, pelo que acabamos de provar, f(1) =
flq/q) = qf(1/q) e concluimos que f(1/q) = f(1)/q. Se, entdo, tivermos um nimero racional r da forma r = p/q,
com p inteiro e ¢ inteiro ndo nulo, teremos que f(r) = f(p/q) = pf(1/q9) = (p/q)f(1) = rf(1). Finalizamos a prova
evocando a continuidade de f e o fato que todo x real pode ser aproximado por um ntimero racional: seja z € R e 7,,
n € IN, uma sequéncia de nimeros racionais que converge a z, i.e., x = lim, o r,. Entdo, f(x) = f(limnﬁoo rn) =
limy, o0 f(rn) = (limy—eo ) f(1) = 2f(1). Na segunda igualdade usamos a hipétese (cruciall) que f é continua em
toda parte. Denotando f(1) = ¢ a afirmacao estd provada. |

Com esse resultado em maos podemos nos perguntar: haverd fungdes nao-continuas que satisfazem f(x + y) =
f(x) + f(y)? Talvez surpreendentemente, a resposta é positiva. Nao s6 hd fungbes ndo continuas com essa propriedade,
mas ha dentre elas fungoes bijetoras de R em R. Fungoes com tais caracteristicas um tanto patolégicas podem ser
construidas com o uso das assim chamadas bases de Hamel da reta real, seguindo uma construgao concebida por esse
autor’’. Detalhemos.

Seja o espago vetorial V' dos nimeros reais sob o corpo dos racionais. Como consideramos paginas acima, esse espaco
vetorial tem dimensao algébrica infinita, mas existe uma base H C R de V, nao-contavel, denominada base de Hamel,
tal que todo elemento xz de R pode ser escrito como combinagdo linear finita (tinical) por racionais de elementos de
H, ou seja, para todo z € R existe um n (que depende de z), racionais r1, ..., r, (que dependem de z) e elementos

75Para um tratamento extenso de equagdes funcionais como essa, vide [6].

76 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

77Georg Hamel (1877-1954). A referéncia original é G. Hamel, “Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lésungen der Funktionalgleichung
f(z+y) = f(z)+ f(y)”. Math. Annalen, 60, 459-462 (1905).
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hi, ..., hy, de H (que também dependem de x) tais que = pode ser escrita (de forma tnical) como x = r1hy+- - +7rph,.
Denominaremos essa expressao a decomposicao de x em H.

Notemos que se = e y sao nimeros reais e £ = rihy +---+rphn, ey =r1h, +---+7r._h! sado suas decomposicoes em
11 m''m
x L 4 /AN / i
H, entao a decomposicao de  +y érihy + - +rphy +r1R) + -+ 17 k.

Vamos definir uma funcao f : R — R, da seguinte forma. Primeiramente fixamos seus valores nos elementos de H
tomando, para cada h € H, f(h) := fn € R, onde os ntimeros f3, sdo escolhidos arbitrariamente. Em segundo lugar,
para qualquer x € R, e cuja decomposigao em H seja © = r1hy + - - -+ rphy, definimos f(z) :=rif(h)+- -+ rof(h,) =
r1fn, + o+ rofn,. Assim, se x e y sdo ndimeros reais e x = r1hy + -+ rphy, e y = i) + .- + 1 Al sdo suas
decomposicdes em H, teremos f(z +y) = r1fn, + - +rnfn, + 71 fn + -+ fur = f(x) + f(y)-

O leitor pode convencer-se que hé, para cada base de Hamel H, infinitas fungoes desse tipo (devido & arbitrariedade
da escolha dos fp,’s) e que todas sdo descontinuas, exceto se escolhermos f, = ch para todo h € H, com uma constante
c fixa.

Espertamente, podemos tomar f como uma bijecdo de H em H, ou seja, podemos escolher”® f;, € H para todo h € H
e de modo que para todo h € H exista um g € H tunico tal que fy = h. Uma situacao trivial dessas é aquela na qual f
¢é a identidade quando restrita a H: f, = h para todo h € H, mas outras escolhas sao também possiveis. Se f for uma
bijecao de H em H, é facil de se ver que imagem de f no dominio R é toda a reta real R (mostre isso)!

Além disso, uma tal f, bijetora enquanto fungao de H em H, é igualmente bijetora como funcao de R em R.
Mostremos isso. Sejam x e y € R com decomposicoes * = rihy + -+ 1rh, e y = 5191 + - + Smgm com 1, s, € Qe
hj, gr € H e suponhamos que f(x) = f(y). Isso significa que r1 fo, +- - +7nfn, = s1fg, +- -+ 5m fg,.. Como cada fp,

e cada fg, € elemento de H, essa igualdade s6 ¢ possivel se m = n, se fr;, = fq,,) €ser; = s paratodoj=1,...,n,
onde m é um elemento do grupo de permutagoes de n elementos (ou seja, é uma bijecao de {1, ..., n} em si mesmo).
Como f ¢ uma bijecao de H em si mesmo, segue que hj = gr(;) para todo j =1, ..., n. Assim,

r= erhj = st(j)gw(j) = Zsjgj =y
Jj=1 j=1 j=1

e, portanto, f: R — R é bijetora.

Uma funcdo que satisfaga f(z +y) = f(x) + f(y) para todo z, y € Re f : R — R representa um endomorfismo
do grupo (R, +). O que aprendemos no ultimo paragrafo pode ser expresso na linguagem da teoria de grupos como a
afirmacdo que existem automorfismos de (R, +) que néo sdo continuos. Esse fato ilustra algumas situagdes patoldgicas
que sao por vezes encontradas ou mencionadas no estudo de grupos continuos. Com o uso de fungoes f desse tipo é
possivel, por exemplo, construir subgrupos uniparamétricos nao-continuos de um grupo de Lie dado ou representagoes
nao-continuas de tais subgrupos.

Assim, por exemplo, se A é uma matriz real n x n antissimétrica, entdo O(t) = exp(tA), t € R é um subgrupo
uniparamétrico continuo de SO(n), pois O(0) = 1 e O(t)O(t') = O(t + t') para todos t, t' € R, sendo os elementos de
matriz de O(t) fungdes continuas de ¢. Se agora definirmos P(t) = exp (f(t)A), t € R, para uma fungdo f: R — R,
patolégica como acima (ou seja, satisfazendo f(x + y) = f(z) + f(y) para todo z, y € R, bijetora mas descontinua),
ainda teremos P(0) = 1 e P(t)P(t') = P(t+1') para todos ¢, ¢ € R, mas os elementos de matriz de P(t) ndo sao fungoes
continuas de t.

e Bases topoldgicas em espagos vetoriais Nota para os estudantes mais avancados.

O conceito de base algébrica nao deve ser confundido com o de base topoldgica, conceito esse pertencente ao contexto
dos espagos vetoriais topolégicos:

Uma base topoldgica em um espago vetorial topolégico V' é um conjunto B = {b;, i € I} de vetores linearmente
independentes tais que span (B) é um conjunto denso em V', ou seja, o fecho de span (B) é V.

Uma base topoldgica é dita ser base topoldgica completa se nao possuir nenhum subconjunto préprio que também seja
uma base topoldgica.

A dimensao topoldgica de um espacgo vetorial é, entdo, definida como sendo a cardinalidade das bases topolégicas
completas de V.

Para ilustrar como os conceitos de base algébrica e base topoldgica sao diferentes, consideremos novamente o seguinte

"8Que tal é possivel é garantido pelo Azioma da Escolha — Exercicio.
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Exemplo 4 acima:

Ezemplo 5. V = R sobre o corpo dos racionais, com a topologia usual sobre R, tem uma base topolégica completa
de dimensao finita: B = {1}. De fato, o conjunto {r -1, r € Q} é denso em R. Esse espago vetorial possui, portanto,
uma dimensao topoldgica igual a um.

Definicao. Espacgo vetorial separavel. Um espago vetorial topolégico sobre o corpo dos reais ou dos complexos é
dito ser separdvel se possuir uma base topoldgica contével. '

2.3.2 O Dual Algébrico de um Espaco Vetorial

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K (por exemplo, o corpo C). Uma aplicagdo [ : V — K, definida sobre todo
V', é dita ser um funcional linear se

lox + By) = al(z) + Bl(y)
para todo z, y € V e todo «a, S € K.

E. 2.111 FEzercicio. Mostre que, de acordo com a definicdo acima, vale para qualquer funcional linear [ que 1(0) = 0. "

O conjunto de todos os funcionais lineares de V em K é denominado espaco dual algébrico de V e denotado V’'. O
conjunto V' é feito um espago vetorial (sobre KK), por meio da seguinte relagao:

(al + Bm)(z) = l(az) +m(Bz) ,

paratodolem €V’ ; a, B € K e todoz € V. O vetor nulo de V’ é o funcional linear que associa trivialmente todo
vetor de V' a zero: I(z) =0, Vz € V.

O seguinte teorema é verdadeiro e serd implicitamente usado varias vezes no que segue. Sua demonstragao é, como
veremos, elementar mas instrutiva.

Teorema 2.12 Seja um espago vetorial V' sobre um corpo K. Se um vetor v tem a propriedade que l(v) = 0 para todo
leV', entiov=0. O

Prova. Seja B uma base algébrica em V. Para cada elemento b € B podemos associar um funcional linear [, definido
da seguinte forma. Como todo w € V' pode ser escrito como uma combinacao linear finita de elementos de B, podemos
sempre escrever

w=wpb+w,

onde w’ é uma combinacdo linear finita de elementos de B\ {b} e w;, € K. (E claro que w, = 0 caso b niio compareca na
decomposigdo de w em uma soma finita de elementos de B). Definimos, entao

ly(w) = wyp,

para todo vetor w € V. E um exercicio simples mostrar que, para cada b € B, a aplicagao I, : V — K dada acima é um
funcional linear.

E. 2.112 Ezercicio. Mostre isso. o+

Seja, entdo, v um vetor como no enunciado do teorema. Se {(v) = 0 para todo | € V', vale obviamente que l;(v) =0
para todo b € B. Isso, porém, trivialmente implica que v = 0, completando a demonstracao. |

Se A e B sao espacos vetoriais e A C B, entao B’ C A'.

E. 2.113 Ezercicio. Justifique essa dltima afirmativa. o+

e Notacao

Para x € V el € V' é frequente usar-se a notacdo (I, z) em lugar de I(z). A expressdo (I, x) é muitas vezes dita
ser o “pairing”, ou “emparelhamento”, entre [ € V' e x € V. Essa notagéo é graficamente conveniente por expressar a



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 193/2825

igualdade de status entre V' e V’. Uma inconveniéncia se d4 em casos em que pode haver confusdo com a notagao de
produto escalar.

Com essa notacao, as propriedades de linearidade expressam-se como
(a1ly 4+ aslo, 2y = a1{l1, x) + a2(la, x) e (I, arx1 + aswe) = aq{l, 1) + as(l, x2),

véalidas para todos I, I, o € V', x, 1, 120 € V e a1, as € K.

e Base dual canénica

Seja U um espacgo vetorial sobre um corpo K e suponhamos que U tenha dimensao finita, ou seja, que U possua
n

uma base finita {e1, ..., e,}, n € IN. Todo elemento de u € U pode ser escrito na forma Zuiei com u’ € K. Para
i=1
j=1, ..., n definamos e’ : U — K por™ _ '
e (u) = vl .
E elementar provar que cada e/ é um funcional linear em U e, portanto, um elemento de U’. Pela definicdo, vale
e(ei) = dij
para todos i, j =1, ..., n, ou seja, na notagao de emparelhamento,
<ej, ei> = 51']' .
Em verdade o conjunto {e!, ..., e"} forma uma base em U’, denominada base dual canénica da base {ei, ..., e,}.
De fato, se £ € U’ teremos
n n n
lu) = £ <Zulei) = Zu%(ei) = Zﬁ(ei)ez(u),
i=1 i=1 i=1

para todo u € U, provando que
n

¢ = Zé(ei)ei,

i=1

o que estabelece que todo elemento de U’ é uma combinacio linear de {e!, ..., e"}. Os elementos de {e!, ..., e"}

sao linearmente independentes, pois se 22;1 a;e’ = 0 isso significa que para todo ej, j = 1, ..., n, valerd 0 =
Yim aie'(e)) = .

E relevante comentar que a base dual de {e1, ..., e,} é tnica. De fato, se {e!, ..., e"} e {£}, ..., ("} satisfazem

(e, e;) = &;j e (¢, e;) = &;; para todos i, j, entdo (¢ — e’ e;) = 0 para todos i, j, o que implica que, para cada j e
para todo u € U, vale (¢7 —e7, u) = 0, donde conclui-se que ¥ = e/ para todo j.

e O dual topolégico de um espago vetorial

Seja V' um espaco vetorial topolégico. O conjunto de todos os funcionais lineares continuos sobre V' é dito ser o dual
topoldgico de V. O dual topolégico sera denotado neste texto por VI. Note-se que VI c V.

e Exemplos de funcionais lineares

Ezxemplo 1. Seja V= C™, sobre o corpo dos complexos. Seja aj, ..., a, um conjunto fixo de nimeros complexos.
Para qualquer vetor z = (21, ..., z,) € C" defina-se I(z) = @121 + - - - + Gn2,. Entdo, [ é um funcional linear em C™.
E. 2.114 Ezercicio. Verifique. "

Em verdade, é possivel demonstrar a reciproca: em C" todo funcional linear é da forma acima para algum conjunto
{a1, ..., an}. Essa afirmativa é um caso particular de um teorema importante conhecido como “Teorema da Repre-
sentagdo de Riesz”, um resultado valido para espacos de Hilbert, dos quais C™ é um exemplo, e que serd demonstrado
na Segao 39.2.2.1,

79 Como veremos, a distingao notacional que doravante faremos entre indices superiores e inferiores, ainda que néo possua nenhum significado
profundo em si, é muito conveniente e muito empregada em textos de Fisica.
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Seja P o conjunto de todos os polindmios de uma varidvel real com coeficientes complexos: P, (t) € P,
P,(t) = ant" +---+ a1t +ao,

com t € R, a; € C, é dito ser um polinémio de grau n se a,, # 0. O conjunto P é claramente um espaco vetorial sobre os
complexos.

Ezemplo 2. Para cada to € Rep € P, [(p) = p(ty) é um funcional linear em P.

E. 2.115 FEzercicio. Verifique.

-
Esse exemplo pode ser generalizado:
Exemplo 3. Sejam tq, ..., t, € R, distintos, e a1, ..., a, numeros complexos. Para todo p € P, definamos
Up) = aip(ts) + -+ anp(tn) -
Entao, [ é um funcional linear em P.
E. 2.116 Ezercicio. Verifique. "

O ultimo exemplo pode ser fortemente generalizado nos dois exemplos que seguem.

Ezemplo 3. Seja (a, b) um intervalo finito de R e h uma fungdo complexa integravel nesse intervalo (ou seja,
[2|n(t)]dt < o0). Entdo,

estd definida para todo p € P e define um funcional linear em P.

E. 2.117 Ezercicio. Justifique as duas dltimas afirmativas. *
Ezemplo 4. Seja a fungdo g(z) = e, Entao,
[ee]
Ip) = / g9(t) p(t) dt

esté definida para todo p € P e define um funcional linear em P.

E. 2.118 Ezercicio. Justifique as duas dltimas afirmativas. "

e A relagao entre V e V'

Vamos aqui discutir o fato que sempre existe uma maneira (ndo canénica, vide abaixo) de associar vetores de um
espaco vetorial V' com elementos de seu dual algébrico V.

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K e B C V uma base algébrica em V. Seja 5 = KZ a colecao de todas
as fungdes de B em K. Afirmamos que existe uma bijecdo de Fp sobre V', ou seja, esses dois conjuntos podem ser
identificados nesse sentido.

Para tal, seja f € Fp. Definimos uma aplicacao I : Fg — V' da seguinte forma. Como todo z € V pode ser escrito
como uma combinagao linear finita de elementos de B, digamos, © = a1b;, + - - - + anb;,, , escrevemos

I(f)(x) = arf(bi) + -+ anf(bi,) -

I(f) é um funcional linear pois, se escrevemos y = ay41bi, ., + -+ + Qgpmbi, ., teremos

I(f)(x +y) = alf(bh) +o an+mf(bin+m)
= a1 f(biy) + - +anf(bi,) +ant1f(bi,,,) + -+ angmf(bi,,,.)

= 1(N)=) +1()y) - (2.99)



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 195/2825

Isso mostrou que I(f) é de fato um elemento de V'’ para cada f € Fp. Vamos mostrar o reverso: que a cada elemento
[ de V' h4 um elemento g; de Fp associado e que I(g;) = I. Seja novamente z = agb;, + -+ + a,b;, € V e seja | um
elemento de V’/. Tem-se

Z(x) = Oéll(bil) + -4 Oénl(bzn) .

Definimos ¢g; : B — K por

para todo b € B. Pela definigao
Ig)(x) = a1gi(bi,) + -+ angi(bi,) = onl(byy) + -+ anl(bi,) = I(z) (2.100)

para todo x € V. Logo I(g;) =l como queriamos. Isso provou que I é injetora.

I é também sobrejetora, pois é evidente que se [ : V — K for um elemento de V', entdo a restrigio de [ a B
é um elemento de Fp e vale I(I | B) = [. De fato, para qualquer * = aib;, + -+ + anb;,, temos I(l | B)(z) =
Oéll(bil) R Oénl(bzn) = l(albil —+ -4 anbin) = l(I)

A aplicagao I : Fg — V' &, portanto, uma bijecao entre esses dois conjuntos. Notemos, porém, que essa bijecao nao
é canodnica no sentido que a mesma depende da base adotada. Se trocarmos B por outra base a bijecao altera-se.

De posse desses fatos podemos entender a relagao entre V e V' da seguinte forma. Seja o subconjunto Sg de Fp
formado por todas as fungoes de suporte finito em B, ou seja, pelas fungdes que assumem valores ndo nulos (no corpo
K) apenas para um subconjunto finito de B. Para g € §p existe um conjunto finito By = {b1, ..., by} C B tal que g é
nao nula nos elementos de By, mas é nula em B\ B,.

Os conjuntos Gp e V podem ser identificados no seguinte sentido: existe uma bijecao J : G — V. Tal é facil de ver
se lembrarmos que os elementos de V' podem ser escritos como uma combinagao linear finita de elementos de B. Para
cada g € Gp definimos

J(g) = g(bl)bl +---+ g(bn)bn ev )

onde {b1, ..., by} = By. Se x = anb;, + -+ aynb;, € V, definimos g, € §p por
9z(bi,) = @, a=1,...,n e g:(0) =0 se be&{by, ..., b }.
E f4cil ver, entao, que
J(9a) = g(bi))bi, + -+ g(bi, )bi, = cabi, + -+ onb;, = x, (2.101)
o que mostra que J é sobrejetora. Que J é injetora, segue do fato que se f € Gp é tal que {V}, ..., b} = By e

J(g) = J(f), entao teremos g(b1)by +-- -+ g(bp)by, = f(b))b] + - - -+ f(],)b),, o que implica que n = m, que b; = b} e que
g(b;) = f(b;) para todo i € {1, ..., n}, ou seja, que f = g.

Notemos novamente que essa bijecao J também nao é canodnica, no sentido que a mesma depende da base adotada.
Se trocarmos B por outra base a bijecao altera-se.

E. 2.119 Ezercicio importante. Mostre agora que J~' : V — Gy, é linear, ou seja, J ' (azx + By) = aJ () + BJ ' (y) para todos
x, y €V etodos a, 8 € K. "

Juntando o discutido acima, concluimos que ¢ := I o J~! é uma aplicacdo linear injetora de V em V’. A mesma,
porém, nao é “natural”, pois depende da base algébrica B escolhida.

No caso em que V' é um espaco de dimenséo finita, 3, e G; coincidem e, portanto, ¢ = I o J~! é uma aplicacio linear
bijetora de V em V’. Concluimos, portanto, que se V é um espaco vetorial de dimensao finita, entao ele é isomorfo a seu
dual V’. Esse isomorfismo néo é candnico: depende de uma escolha de base.

Para futura referéncia, colocamos esses resultados na forma de uma proposicao:

Proposicao 2.17 Seja V um espago vetorial. Entao, existe ao menos uma aplicagao linear injetora (nao candnica) de
V em V', que denotamos por ¢ : V.— V'. O espago V, portanto, é isomorfo a sua imagem por ¢ em V': V >~ (V) C V.

Se a dimensdo de V' for finita, entdo ¢ € também sobrejetora e, portanto, V ~ V'. Portanto, ¢ define um isomorfismo
(nao canénica) entre V e V'. |
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Assim, fixada uma base B em V hd uma maneira de associar todos os elementos de V' com elementos do seu dual
algébrico. Notemos porém que no caso de espacos de dimensao infinita pode haver elementos de V' aos quais nao
correspondem tais identificacdes, ou seja, a imagem de ¢ = I o J~! é tipicamente um subconjunto préprio de V'.

E. 2.120 Ezercicio-Exemplo. Seja P o espago vetorial dos polindmios em R definido acima. Seja T'= {t; € R, ¢ € IN}, um conjunto
contavel de pontos distintos da reta real e seja q(t) = qo + qit + - - - + g»t", um polinémio. Definamos I, € V' por

la(p) = qop(to) + qip(t1) + -+ + gnp(tn) -
Mostre que a aplicagdo P > g — I, € V' é linear e injetora.

Serd que com o conjunto T fixado todo elemento de V' seria da forma I, para algum q? Pense. Inspire-se nos exemplos 3 e 4 da
pdgina 194. O que acontece para conjuntos T' diferentes? *

Antes de sairmos desse tema mencionemos um resultado elementar que sera evocado adiante.

Proposigao 2.18 Se U e V' sao espagos vetoriais sobre um mesmo corpo e ambos tem dimensao finita, entao U ~V se
e somente se U' ~ V', |

Prova. Como vimos na Proposicao 2.17, U ~ U’ e V ~ V', Logo, devido a transitividade da relacao de isomorfia, U ~ V
se e somente se U’ ~ V', |

e O bidual algébrico de um espago vetorial

Mais interessante que a relagéo entre V e V’, é a relagao de V com o dual algébrico de V', o chamado bidual algébrico
de V e denotado por (V')', assunto que discutiremos agora. A razao é que, ao contrario do que tipicamente ocorre entre
V e V', ha sempre uma aplicagio linear injetora entre V e (V') que é natural, ou seja, independente de escolhas de
bases.

Outro interesse na relagao entre V e (V') reside no fato que a mesma revela-nos, como veremos, uma distingao aguda
entre espacos vetoriais de dimensao finita e infinita.

Se V é um espaco vetorial sobre um corpo K ja observamos que V’ é também um espaco vetorial sobre o mesmo
corpo. Assim, V'’ tem também seu dual algébrico, que é denominado bidual algébrico de V.

O bidual algébrico de um espago vetorial V' é o espaco (V')’. Como vimos nas paginas anteriores, existe pelo menos
uma aplicagéo linear injetiva de V em V’. Chamemos esta aplicagdo de ¢;. Analogamente, existe pelo menos uma
aplicagao linear injetiva ¢o de V' em (V')’. A composigdo ¢2 o ¢1 fornece uma aplicagdo linear injetiva de V em (V’)'.
Como ¢; e ¢ dependem de escolhas de base, a composigao ¢ o ¢ também depende, nao sendo, assim, natural.

Ao contrdrio do que ocorre na relacao entre V e V’, podemos sempre encontrar uma aplicagao linear injetiva de V/
em (V') que é natural, i.e., independente de base. Vamos denotd-la por A. Definimos A : V' — (V') da seguinte forma:
paraxz € V, A(z) é o elemento de (V') que associa a cada [ € V' o valor I(z):

A(x)(1)

I(z), (2.102)

ou seja,

(A(z), 1) (1, ) . (2.103)
E. 2.121 Egercicio. Mostre que A : V — (V') é linear. Mostre que A : V — (V') é injetora. Sugestdo: use o Teorema 2.12,
enunciado e demonstrado na pdgina 192. &

E transparente pela definicao de A que a mesma é independente de bases e, portanto, “natural”. A relagao entre
2 € V e um elemento de (V') mostrada acima é tao direta que quase poderiamos dizer que V' é um subconjunto de (V')":
V c (V). Alguns autores, abusando um pouco da linguagem, chegam mesmo a escrever uma tal relacdo de inclusdo.
Mais correta, no entanto, é a relagdo A(V) C (V')’. Analogamente, a definigdo (2.102)—(2.103) permite-nos identificar
A(z) = z para todo x € V. Faremos isso frequentemente, ainda que essa identificagio seja imprecisa.

Poderfamos nesse momento nos perguntar: quando podemos eventualmente ter A(V) = (V')'? Para o caso de espagos
vetoriais sobre o corpo dos reais ou dos complexos a resposta é simples e, um tanto surpreendentemente, e se expressa
no seguinte teorema.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 197/2825

Teorema 2.13 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo dos reais ou dos complexos. Entao, A(V) = (V') se e somente
se V. for um espago vetorial de dimensao finita. Como A € linear e injetora, isso diz-nos que V e (V') sao espagos
vetoriais isomorfos se e somente se V' for de dimensdo finita. O

Este teorema revela uma importante distingdo entre espagos de dimensao finita e infinita. Em dimensao finita todos
os funcionais lineares do dual algébrico de V' sdo da forma A(x) para algum vetor x. Em dimensao infinita, porém, hé
certamente elementos em (V') que néo sdo dessa forma. Assim, ao tomarmos duais duplos em dimensao infinita sempre
obtemos espagos vetoriais “maiores”, o que nao ocorre em dimensao finita.

Prova do Teorema 2.13. Seja V um espago vetorial sobre um corpo IKK = C ou R.

Caso de dimensao finita. Vamos, em primeiro lugar, supor que V' seja de dimensao finita e denotemos por dim V sua
dimensao. Seja também B = {b1,...,b,} uma base de V. E claro que o nimero de elementos de B é n = dim V.

E facil mostrar que o conjunto {A(b1), ..., A(b,)} é linearmente independente em (V')’. De fato, se existirem escalares
o' tais que atA(b1) + -+ + a™A(b,) = 0, ou seja, Alatby + -+ + a"b,) = 0, terfamos A(w)(l) = I(w) = 0 para todo
Il € V', onde w = a'by + -+ + a'b,. Isso, porém, implica w = 0 (pelo Teorema 2.12, pagina 192), o que implica

alz...:an:().

Isso afirma que dim (V')" > dim V. Afirmamos que a igualdade s6 se dd se A(V) = (V’)". De fato, se A(V) = (V')
entdo todo elemento de (V') é da forma

A(a'by+ -+ +a"b,) = a'A(by) + -+ a"A(bn) ,

com of € K para todo k e, portanto, {A(b1),...,A(b,)} é uma base em (V') e dim (V') = dim V. Se, por outro
lado, A(V') é um subconjunto préprio de (V')’, existem elementos v € (V') tais que v/ —alA(by) — - — a™A(b,) # 0
para todos o' € K. Portanto, {v", A(b1),...,A(b,)} é um conjunto de n + 1 vetores linearmente independentes. Logo
dim (V') > n = dim V, pelo Teorema 2.11, pdgina 189.

Vamos, entdo, mostrar que obrigatoriamente tem-se que dim (V)" = dim V, provando o teorema.

Como vimos quando discutimos a relacao entre V e V' & pagina 194, V' é equivalente ao conjunto Fp de todas as
funcoes de B em K, enquanto que V' é equivalente ao conjunto Gp formado por todas as fungoes que assumem valores
nao nulos (no corpo K) apenas para um conjunto finito de B. Como B tem um ntmero finito de elementos, sucede
S5 = Fp. Logo, V e V' sao equivalentes: existe uma bijecao linear 1 entre ambos.

A aplicagao ¢; leva a base B em uma base ¢1(B) em V. Para ver isso, notemos que todo elemento [ € V' é da forma
I = ¢1(v), para algum v € V. Como todo v € V é da forma v = alb; + -+ + a"by,, segue que todo elemento [ € V'
é da forma alp1(by) + -+ + a™p1(b,). Como ¢; é bijetora, {p1(b1),...,1(b,)} é um conjunto de vetores linearmente
independentes pois se existirem escalares B!, ..., 8" tais que

Bror(by) + -+ Bp1(by) = 0

terfamos ¢1(B1b1 + -+ + f"b,) = 0, o que implica Bb; + --- + B"b, = 0, pois ¢; é bijetora. Isso, porém, implica
Bt =-...=p" =0, pois {b1, ...,b,} é uma base. Assim, p1(B) = {©1(b1),...,91(b,)} é uma base em V' e, portanto,
dim V' =n =dim V.

Analogamente, tem-se que V' e (V') s@o equivalentes e, portanto, existe uma bijegao linear @9 entre ambos que leva
a base ¢1(B) em uma base 2 0 p1(B) em (V')’. Portanto, dim V' = dim (V’)". Logo dim V = dim V' = dim (V")
como queriamos provar.

Caso de dimensdo infinita. No caso de dimenséo infinita desejamos mostrar que sempre hd elementos em (V’)" que
nao séo da forma A(z) para algum z € V. Abaixo K é o corpo dos reais ou dos complexos.

Vamos primeiro delinear a estratégia a ser seguida. Seja B uma base em V (fixa daqui por diante). Como sabemos,
existe uma aplicacdo linear bijetora ¢ : Fg — V’. Uma funcdo s : B — K, s € Fg ¢é dita ser limitada se existir um
M > 0 tal que |s(b)| < M para todo b € B. Seja Lp o conjunto de todas as fungoes limitadas de B em K. E claro que
Lp C Fp.

Vamos mostrar o seguinte: nao existe nenhum vetor nao nulo v € V' com a propriedade que A(v)() = 0 para todo
B € ¢(Lp). Seja v =alby + -+ a™b,, um tal vetor para o qual A(v)(8) = 0. Isso significa que para todo 8 € ¢(Lp)

0 = A@)(B) = B(v) =a'Bbr) + - +a™Bbm) -
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Para cada i € {1, ..., m} tomemos os funcionais lineares 3* definidos nos elementos b de B por

i . 1, seb=1;,
B(b) = { 0, de outra forma.
Como todo B é um elemento de ¢(Lg) (por qué?), teriamos 0 = 3*(v) = o' para todo i, o que implica v = 0.

A conclusdo é que nenhum elemento de (V’)" que seja da forma A(v) para algum v € V néo nulo pode anular todos
os elementos de ¢p(Lp) C V'. A estratégia que seguiremos serd a de exibir um elemento de (V') que tem precisamente
a propriedade de anular todos os elementos de ¢(Lp). Um tal elemento ndo pode pertencer, portanto, a A(V), o que
mostra que A(V) é um subconjunto préprio de (V)" no caso de dimensao infinita.

Sejau € V' \ ¢(Lp) e U o subespaco de V' gerado por u. Todo elemento I € V' pode ser escrito de modo tinico na
forma !l = au+y, onde a € K e y pertence ao subespaco complementar de U. Definamos a(l) = a. E claro que a € (V')

e que «a aniquila todo elemento de ¢(£Lp), pois estes pertencem ao subespago complementar de U (por qué?). Assim,
a€ (V') masa g A(V). |

o “Pullbacks”

Sejam U e V dois espagos vetoriais (ndo necessariamente de dimensdo finita) sobre um mesmo corpo K e seja
v : U — V uma aplicacdo linear entre ambos. A aplicacao ¢ induz uma aplicagao linear denotada por ¥* : V! — U’, do
espaco dual V' no espago dual U’, a qual é definida de forma que, para todos £ € V' e u € U valha

(P (0),u) = (L,(u)) .

A aplicagao ¥* é dita ser o pullback de . E elementar constatar que ¥* : V' — U’ é uma aplicagao linear entre esses
espagos.

E. 2.122 Ezercicio. Prove essa afirmac3o! o,

E. 2.123 Ezercicio. Sejam Ui, Uz e Us trés espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Sejam 12 : Uy — Us e a3 : Us — Us
aplicacdes lineares. Mostre que (123 0 ¥12)" = (¥12)" 0 (23) ™. *

E. 2.124 Fzercicio. Seja U um espago vetorial e id,, : U — U o operador identidade (ou seja, tal que id y(u) = u para todo
u € U). Mostre que (idy)* = id ¢-. o,
Esses ultimos exercicios preparam a seguinte proposicao relevante:

Proposigao 2.19 Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K e seja ¢ : U — V' um isomorfismo de
U em V. Entdo o pullback ¥* : V' — U’ é também um isomorfismo de V' em U’ e vale (w*)_l = (w_l)*. O

Prova. Provemos que ¢* é sobrejetora. Seja j € U’, para todo u € U temos
Gou) = (v ow() = (¥e (W) G), u).
provando que j = ¥* o (1y~1)*(j) e, portanto, que j estd na imagem de ¢*. Como j € U’ é arbitrario, provou-se que
Y* : V! — U’ é sobrejetora.
Provemos que ¢* é injetora. Sejam {1, {5 € V' tais que ¢*(¢1) = ¢*(¢2). Teriamos, para todo u € U,

(6 — Lo, P(u)) (* (1) —* (L), u)y = 0.

Como a imagem de 1) é sobrejetora e u € U é arbitrario, isso implica que £; = /5, estabelecendo a injetividade de ¥*.

Assim, ¥* é inversivel. Disso segue que

*

idy = idy = (¥low)” = 9 o (p7)  eque  idy =idj = (vou ) = (v71) 0w,

0 que prova que (1/)*)71 = (y~1)". [ |
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2.3.3 Swubespacos e Espacos Quocientes

e Subespacgos

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W de V' é dito ser um subespago de V' (sobre o mesmo
corpo K) se para todo «, 5 € K e todo u, v € W valer que au + fv € W. E evidente que um subespaco de um espaco
vetorial é por si s6 um espaco vetorial.

Proposicao 2.20 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e seja {Wy C V, A € A} uma familia (nao vazia) de
subespagos de V. Entdo, (ycp Wa € também um subespago de V. O

Prova. Se u e v sao elementos de ﬂ/\eA W) entdo ambos pertencem a cada W, com A € A. Como cada W, é um
subespaco de V', conclui-se que toda combinacao linear au + v, com «, 5 € KK, é um elemento de W). Como isso se da
para cada Wy com A € A, concluimos que (au + Bv) € [ cp Wa. Isso completa a prova. |

e Subespacos gerados por um conjunto

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e seja A um subconjunto nao vazio de A. Seja {Wy(4) C V, A € A}
a colegao de todos os subespagos de V' que contém o conjunto A, ou seja, a cole¢do de todos os subespagos Wy (A) de V
tais que A C W (A). Essa familia é ndo vazia, pois, evidentemente contém o espago V. Define-se o subespago gerado por
A por

[A] == [ Wa(4).

AEA

Que se trata de um subespaco ¢é evidente pela Proposicao 2.20. Interpretando-se a definicao pode-se dizer que |[A]] éo
menor subespago de V' que contém A. Justifique esse palavreado.

e Quocientes
Se W é um subespago de um espago vetorial V' sobre um corpo IK, entao é possivel definir em V' uma relagao de
equivaléncia Eyw C V x V da seguinte forma: dizemos que (u, v) € V x V pertence a Ey se u —v € W.

E. 2.125 Ezercicio. Mostre que isso de fato define uma relacdo de equivaléncia em V. "

Seguindo a notagao usual denotaremos também essa relagao de equivaléncia pelo simbolo ~y: u ~y vseu—v € W.

Denotemos por V/W o conjunto das classes de equivaléncia de V' pela relagdo Eyw . Denotaremos por [u] € V/WW a
classe de equivaléncia que contém o vetor u € V.

Com esses ingredientes podemos transformar V/W em um espaco vetorial sobre K. Isso se d4 definindo em V/W uma
soma e um produto por escalares. O vetor nulo serd a classe de equivaléncia [0] que contém o vetor 0. Como subconjunto
de V, a classe [0], alids, vem a ser o conjunto W (por qué?).

Se [u] e [v] sdo as classes de equivaléncia que contém os elementos u e v, respectivamente, de V, entao definimos

[u] + [v] = [u+0].

E. 2.126 FEzercicio. Mostre que essa defini¢do é coerente, no sentido que independe dos representantes (u e v) escolhidos nas classes.
Mostre que essa operacdo de soma é comutativa e associativa. Mostre que [u] + [0] = [u] para todo u € V. o,

Analogamente, a operacao de multiplicacdo por escalares é definida por
afu] = [ou],
para todo uw € V.

E. 2.127 Ezercicio. Mostre que essa definicio é coerente, no sentido que independe do representante u escolhido na classe. Mostre
que o conjunto V//W &, portanto, um espaco vetorial sobre o corpo IK com as opera¢des definidas acima. *

O espago vetorial V/W assim obtido é denominado espago quociente de V por W.
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2.3.4 Somas Diretas de Espacos Vetoriais

e A soma direta de uma colegao finita de espagos vetoriais

Sejam V3 e V, dois espagos vetoriais (sobre um mesmo corpo K, sendo doravante K = R ou K = C). Como V; e
V5 sao dois grupos Abelianos, o grupo Abeliano obtido pela soma direta V7 @ V5 estd definido pelo procedimento geral
descrito na Secao 2.2.4, pagina 174. Isso, entretanto, ainda nao faz de V3 & Vo um espago vetorial.

Para isso, é preciso definir o produto de um elemento de V3 @ V2 por um escalar (um elemento de ). Definimos o
produto de v1 @ ve € V4 & Va por o € K como sendo o elemento (awvy) @ (awvs), ou seja,

a(vy @ vy) = (avr) ® (awvs) . (2.104)

E fAcil constatar que, com essa definigdo, V1 @ V4 torna-se um espago vetorial (vide a definigdo formal de espago vetorial
a pagina 129), que denotaremos por V3 &k Vo. O assim definido espago vetorial Vi @k Vs é dito ser a soma direta dos
espacos vetoriais V7 e Vo sobre o corpo K.

Se tivermos uma colegao finita de espagos vetoriais Vi, ..., V;, (sobre um mesmo corpo ) procedemos analogamente,
primeiro definindo o grupo Abeliano V1 & --- @& V,, e depois definindo a multiplicacao por escalares por

a(vr @ Buy) = (av1) ®--- @ (avn) ,
coma€Kevy @ - Buv, €V @---dV,. O espago vetorial (sobre K) assim definido é denotado por V; @x - - - Bk V.

e Soma direta de colegoes arbitrarias de espagos vetoriais

Se {V;, i € J} é uma colecdo de espagos vetoriais que, em particular, sdo grupos Abelianos, cai definida, pelo
apresentado na subsegdo anterior, a soma direta Vs := @, ; Vi, definida primeiramente como grupo Abeliano. V4 pode
ser feito um espaco vetorial definindo-se, para um escalar genérico a € KK,

a- <>< (va)> = X (ava) , (2.105)

acJ acJ

para todo X (va) € V; (para a notacao de produtos Cartesianos gerais, vide pdgina 64). E um exercicio elementar
acJ
(faga-o!) mostrar que, com essas estruturas, V4 é de fato um espago vetorial, satisfazendo a definigdo apresentada na

Segao 2.1.5, pagina 129.

e Representacoes de grupos em somas diretas de espagos vetoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K (que omitiremos doravante). Seja G um grupo e sejam
U e ¥ permitem definir uma representacio
V. ou por 7V9V a qual é definida como

7Y e v representacdes de G em U e V, respectivamente. As representacoes

de G em U @V denominada representac¢io soma direta e denotada por 7V @ 7
segue. Para g € G, define-se (TFU &3] 7rv> (g) por

<7TU P wv)(g) (udv) = (WU(g)u) & (ﬂv(g)v) , (2.106)

para todos u € U e v € V. A generalizacao para somas diretas arbitrarias de espagos vetoriais é imediata.

2.3.4.1 Formas Multilineares

Para n € IN, considere-se uma colegdo finita de espagos vetoriais V1, ..., V,, (sobre um mesmo corpo K) e seja sua soma
direta V1 & - -- @& V,,. Uma forma n-linear em V1 & --- @V, é uma aplicaggo w : V1 &---®V,, — K tal que para «, 5 € K
e vy, vg- cV;,j=1,...,n, valem as relacoes

w(m@~~~@vif1@(avi+ﬁvg)@vi+1@---@vn)

= aw(vl@---@vi,l @vi@viﬂ@---@vn) +ﬁw<v1@---@vi,1@vg@vi+1@---@vn) (2.107)
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paracadai=1, ..., n.

E elementar constatar-se pela definigao que se w: Vi & --- @ V;, — K é uma forma n-linear, entao
W@ v 1808v e Bu,) = 0

para todo 4, ou seja, se um dos argumentos é o vetor nulo a forma se anula (prova: tome-se « = 8 =0 em (2.107)).

Vamos denotar por M(V1 DD Vn) o conjunto de todas as m-formas lineares em Vi & --- & V,,. O conjunto
M(V1 ®---D Vn) é também um espaco vetorial sobre IK. Para duas n-formas lineares w; e wo e dois escalares a;, as € K
define-se a combinacao linear ayw; + asws como sendo a n-forma linear que a todo v1 @ --- dv, € V1 & --- d V, associa

(w1 + aowa) (V1 B - B vy) = w1 (V1 @ -+ B vy) + aowa(v1 G- B oy) .

Formas n-lineares sdo também genericamente denominadas formas multilineares. A noc¢ao de forma multilinear possui
uma estreita relagao com a nogao de produto tensorial, como discutiremos mais adiante.

e Base em M(V1 ®--- P Vn) no caso de dimensao finita

Sejam Vi, k =1, ..., n espacos de dimensao finita sobre o corpo K (aqui, R ou C). Seja my = dim V}, a dimensao

do espaco Vi e seja {e(k)l, ceey e(k)mk} uma base em Vj e {e(k)l, ey e(k)mk} sua correspondente base dual canonica.

Cada vetor v, € Vj, pode ser escrito na forma vy, = Zzlz’“l(vk)ae(k)a, onde {(vg)',..., (vg)™*} sdo as componentes
de v na base {e(k)l, ceey e(k)mk}.

Defina-se m™ " e M(V41 & --- @& V,) (com 1 < a; <my, ..., 1 <a, <my) por

mi Mn
ma1an (’Ul o2 Un) — Mm% on (Z (,Ul)ble(l)b1 @S ... P Z (vn)bne(n)bn) _ (,Ul)al . (vn)an ) (2.108)
b1=1 b

n=1

E elementar constatar que, de fato, m® %" é uma forma multilinear, ou seja, m® % & M(V1 S RS Vn). Claro esta
por (2.108) que

me (el @@ e, ) =, ety (2.109)
E fécil constatar que {mal”'“", 1<ar<mq, ..., 1 <a, < mn} forma uma base em M(V1 B P Vn) (associada
as bases {e(k)l, ce e(k)mk} de Vi, k=1, ..., n). De fato, para cada w € M(V1 oD Vn) tem-se
mi Mp
w1 & Bv,) = w (Z (vl)‘“e(l)a1 ... o Z (vn)a"e(”)an>
a1=1 an=1
ma Mn
=3 ) () (e(l)a1 o ..o e(”)an)
a1=1 an,=1
mq Mn
= Z . Z w (e(l)a1 @ ... B e(n)an) m O (0 B B uy)
a1=1 an,=1
mostrando que
mi s
w = Z Z w (e(l)al D ... H e(n)an) mal"'an , (2.110)
a;=1 an,=1

como desejavamos.
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I
Para o espago dual (M(Vl b Vn)) temos a base dual candnica {mbl___bn, 1<b;<my, =1, ..., n}, onde

my ., S30 tais que

n

(g, gm0, (2.111)

Segue disso e de (2.110) que

My
(oo ) = (s 35 B0, 6 e, )

a;=1 an,=1

M,

Z Z (e(l) .. ® e(")an) <mb1___bn, m‘“"'“”> @1 w (e(l)b1 e ... P e(”)bn> .

a1=1 an,=1

Sobre essa igualdade

comentaremos mais adiante.

2.3.5 Produtos Tensoriais de Espacos Vetoriais

A nogao de produto tensorial de espacos vetoriais é relevante em dreas como a Geometria Diferencial, a Fisica Relativistica,
a Teoria dos Corpos Deformaveis®’, a Mecanica Classica, a Mecanica Quantica etc. Vide nota histérica sobre a nocao de
tensor a pagina 179.

Vamos comecar nossa definigao da nogao de produto tensorial de espagos vetoriais discutindo um exemplo-protétipo
de uma tal estrutura.

¢ Um exemplo-protétipo de um produto tensorial de espagos vetoriais

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e sejam A := R4 e B := R? as colecdes de todas as funcoes definidas em A e
em B, respectivamente, e assumindo valores em R, ou seja, A :={f: A —= R} e B:={g: B — R}. E claro que tanto
A quanto B sdo espacos vetoriais reais.

Vamos denotar por f ®r g : A x B — R a funcdo produto de f com g, ou seja, a fungdo definida em A x B que a
cada par (a, b) € A x B associa o valor f(a)g(b) € R:

(f ®rg)(a, b) = fla)g(b).

A funcao f ®g g assim definida é um exemplo de um elemento de RA* 5, a colecao de todas as funcdes definidas em
A x B assumindo valores em R, ou seja, RA*Z := {F : A x B — R}. Dentro de R**5, que também é um espaco
vetorial real, vamos destacar um subespaco especifico: o das fungoes que podem ser escritas como uma soma finita de
fungoes do tipo f ®r g com f € A e g € B. Esse subespaco é denotado por A @i B e é denominado o produto tensorial
(algébrico) dos espagos A e B.

N

A ®gr B é o conjunto de todas as fungoes reais definidas em A X B que sejam da forma Z fr(a)gr(b), para algum
k=1

N € N, arbitréario, e fungoes fr € A e gr € B, também arbitrarias. As N fungoes f1, ..., fny ndo precisam ser todas

distintas, nem as N fungoes g1, ..., gny. Assim, com esse entendimento, escrevemos
N
ARrB = {Z fx ®r gk, com N € IN, arbitrério e fr € A, g € B, arbitrérias} .
k=1

E muito claro que A @r B compde um espaco vetorial real (um subespaco de R4*5). Primeiramente, pois a soma de
dois elementos de A @ B é novamente um elemento de A g B (por ser novamente uma soma finita de produtos de

80Para esse tema, vide e.g., [292] e [451].
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fungoes). Segundamente, pois o produto de um elemento de A ®i B por um escalar real é novamente um elemento de
A QR B.

Sobre essas operagoes de soma e multiplicagao por escalares em A Qg B vale fazer algumas observagoes muito impor-
tantes. Para produtos de funcoes valem as bem-conhecidas regras de fatoracao

f(a)gi(b) + f(a)g2(b) = f(a)(g1(b) + g2(b)) e f1(a)g(b) + f2(a)g(b) = (fi(a) + f2(a))g(b) .

Para a multiplicagdo por um escalar real «, vale a regra a(f(a)g(b)) = (af(a))g(b) = f(a)(ag(b)). Em notacdo de
produto tensorial, elas ficam

forg+f®rg2 = [Or(91+92), (2.113)

fierg+ foorg = (fi+/f)®rg (2.114)
(§

a(ferg) = (af)®rg = f®r (ag) . (2.115)

Essa tltima se estende a um elemento qualquer de A ®g B da seguinte forma evidente:

a <Z [ ®r gk> = Z (afe) @r g = ka ®r (ogk) - (2.116)

k=1 k=1 k=1

e Ainda sobre a nocao “intuitiva” de produto tensorial de dois espagos vetoriais

As regras (2.113)—(2.116) tém grande importancia, nem tanto pelo que sdo no contexto acima, mas pelo que sugerem.
Dados dois espagos vetoriais U e V' sobre um mesmo corpo IK, a ideia por tras da construgao de um produto tensorial
U ®k V desses dois espagos é reproduzir, ou imitar, as propriedades do espago vetorial A ®g B, acima, composto de
somas finitas de produtos de fungées. Assim, U @k V deve ser composto por somas finitas de produtos tensoriais de
vetores de U e de V' e devem respeitar regras como (2.113)—(2.116) de soma e multiplicacdo por escalares. Como isso é
efetivamente implementado é algo que comecaremos agora a apresentar.

Sejam U e V dois espagos vetoriais em relagao a um mesmo corpo, digamos, C. Os espacos U e V sao grupos
Abelianos em relacdo as respectivas operacoes de soma de vetores. Assim, podemos, como discutido na Secao 2.2.4.3,
pagina 179, definir o grupo Abeliano U ® V', o produto tensorial dos grupos Abelianos U e V. Naquela construgio estao
definidos produtos tensoriais como u ® v, com u € U e v € V| e os elementos gerais de U ® V' sao somas finitas de
produtos tensoriais desse tipo. Além disso, valem por construcao as relagoes

uUui+u®uy = u® (v +v2),

U @v+tus®@v = (u; +u2)@v

para todos u, uy, ug € U e todos v, vy, vg € V.

Esse grupo Abeliano U ® V' ainda néo tem uma estrutura de espago vetorial (sobre os complexos), pois ndo dissemos
como definir o produto de um elemento de U ® V por um escalar @ € C. Isso é feito da seguinte forma, para u € U,
v € V, define-se a(u ® v) impondo (como essa “imposi¢ao” é feita é algo que serd formalizado adiante)

alu®v) = (au) v = u® (av) . (2.117)

O estudante deve comparar essa regra de produto por escalares com a regra (2.104). Para elementos de U ® V' que sejam
somas finitas, como por exemplo u ® v + v’ ® v/, impomos

alu@v+u ®v) = a(u®v)+a( @)

/

= (au)@v+ (o) @0 = u® (aw)+u' @ (av') .

E. 2.128 Ezercicio. Constate que, com essa definicdo, U ® V torna-se um espaco vetorial, ou seja, verifique que sio vdlidos os
postulados da definicdo formal de espaco vetorial dados a pdgina 129. o]
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Esse espaco vetorial, que denotaremos por U ®¢ V, é denominado produto tensorial dos espacgos U e V. O subindice
C aposto ao simbolo ® é por vezes dispensado, e serve apenas para recordar que um escalar (ou seja, um elemento de C,
nesse caso) pode ser passado de um lado para outro do simbolo ®, tal como na dltima igualdade em (2.117). Passemos
agora a formalizacao dessas ideias.

e O produto tensorial de dois espagos vetoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K (que assumiremos, por simplicidade, tendo caracteristica
zero, como C ou R). Como U e V séo dois grupos Abelianos, o grupo Abeliano U ® V estd definido pelo procedimento
descrito na Secao 2.2.4.3, pagina 179. Isso, entretanto, ainda nao faz de U ® V um espaco vetorial. Para isso tomemos
X =U®YV e consideremos em F(X) (o grupo livremente gerado por X) o subconjunto definido por

R = {reF(U@V)|r = (au) ®@v—u® (aw), com o € K, u € U, UGV}. (2.118)

Como antes, seja R(R) o subgrupo composto por todas as combinagoes lineares finitas com coeficientes inteiros de R.
Definimos, entdo, um novo grupo Abeliano U @k V como U @k V := F(U ® V)/R(R).

U ®k V é por ora apenas mais um grupo Abeliano, mas podemos adicionar-lhe uma estrutura de espago vetorial da
seguinte forma. Primeiramente é preciso definir o produto de um escalar por um elemento de U ® V. Para elementos
da forma u @k v com u € U e v € V, definimos o produto a(u ®k v), para a € K por

alu®@gv) = (ou) g v =u QK (av) . (2.119)

A Jltima igualdade segue da definicdo de U @k V. Os demais elementos de U ®k V' sdo da forma de somas finitas de
elementos como u ®k v, ou seja, sao da forma

N

Z Uk QK Vk

k=1

para algum N € IN. Para os mesmos, definimos

N N

N
« (Zuk RK Uk) = Z(auk) QK Vg = Zuk ®K (avg) ,
k=1

k=1 k=1

com « € K.

E facil constatar (faga-o!) que, com essa definicao, U ®k V torna-se um espago vetorial (vide a definigdo formal de
espago vetorial na Secdo 2.1.5, pdgina 129), que também denotaremos por U @k V. O assim definido espago vetorial
U ®xk V é denominado produto tensorial dos espagos vetoriais U e V sobre o corpo K. O subindice K aposto ao simbolo
® é por vezes dispensado, e serve apenas para recordar que um escalar (ou seja, um elemento de ) pode ser passado de
um lado para outro do simbolo ®, tal como na ultima igualdade em (2.119).

Mais adiante (Se¢ao 2.3.5.1, pdgina 210) comentaremos sobre uma segunda definigao equivalente de produtos tensoriais
como espagos duais de formas multilineares. Essa segunda defini¢ao e sua equivaléncia com a anterior, porém, é restrita
a produtos de espacos vetoriais de dimensao finita.

Os elementos de U @K V' sdo genericamente denominados tensores de ordem 2 (ou “rank” 2). Em seguida, discutiremos
como definir tensores de ordem maior.

e O produto tensorial de uma colegao finita de espagos vetoriais

As ideias acima podem ser generalizadas para o caso de uma colecdo finita de espacos vetoriais. Sejam U*, ..., U"
uma colegao finita de espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K (que assumiremos, por simplicidade, tendo caracteristica
zero, como C ou R). Como cada U® é um grupo Abeliano, o grupo Abeliano U'®- - -@ U™ est4 definido pelo procedimento
descrito anteriormente. Isso, entretanto, ainda ndo faz de U' ® --- ® U™ um espaco vetorial. Para isso, tomemos
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X =U'®---®@U™ e consideremos o subconjunto R de F(X) definido por R := U Rij, com

i, j=1
i#£j

Rij = {TEF(X)‘ ro= (u1®~~~®ui_1®(aui)®ui+1®~~~®u”)f(u1®~~~®uj_1®(auj)®uj+1®~~®u")

com a € K, u¥ € U¥ para todo k=1, ..., n}

Como antes, seja R(R) o subgrupo composto por todas as combinagdes lineares finitas com coeficientes inteiros de
elementos de R. Definimos, assim, um novo grupo Abeliano U! ®x - -- ®k U™ como

Ul@k---@gU" = FU'®---@U")/R(R) .

U ®K --- ®k U™ é por ora apenas mais um grupo Abeliano, mas podemos adicionar-lhe uma estrutura de espaco
vetorial definindo o produto de um escalar por um elemento de U' @ - - - @k U™. Para elementos da forma v! ®k - - - @k u™

com u* € U¥ para todo k =1, ..., n, definimos o produto a(u! @x - - - @k u"), para a € K, por
au' @k - Qg u") = u' Ok - O v Ok (o) Ok W Ok - Ok u”
para qualquer j = 1, ..., n. Que o lado direito independe do particular j adotado segue da definiciao de U' @ - - - @ U™.

Os demais elementos de U! @ - - - @k U™ sdo da forma de somas finitas de elementos como 1! ®x - - - @k u™, ou seja, sao
da forma

N
> up @k - Ok uf (2.120)
k=1
para algum N € IN. Para os mesmos, definimos
N N N ‘ 4 4
«a <Zu’1f®ﬂ<'”®ﬂ{uz) = Za(ullc@K"'@)lKuZ) = Zui(&K "'®]K'Mi_1 OK (aui) ®]Kugjl RK -+ QK Uy ,
k=1 k=1 k=1

a € K, onde, como anteriormente mencionado, a ultima igualdade é valida para qualquer j adotado.

E facil constatar (faga-o!) que, com essa definicio, U ® --- @k U™ torna-se um espago vetorial (vide a definigao
formal de espaco vetorial na Secao 2.1.5, pdgina 129), que também denotaremos por Ul ®x --- @k U™. O assim definido
espaco vetorial U ® - - - ®x U™ é denominado produto tensorial algébrico dos espacos vetoriais U¥, k =1, ..., n, sobre
o corpo KK, ou simplesmente produto tensorial dos espacos vetoriais U,

e Alguns comentarios

Observe-se que, com a construgao acima, vale, para ag, ..., a, € K,

Esse fato limita a construgao de produtos tensoriais que expusemos acima a produtos tensoriais envolvendo apenas uma
colecdo finita de espacos U*, pois para colecdes ndo finitas o produto de infinitos escalares oy, pode nao estar definido.

Uma outra observacao que fazemos é que a construgao do produto tensorial, acima, é puramente algébrica: se os
espacos vetoriais U forem espacos vetoriais topolégicos nenhuma topologia é naturalmente transmitida para esse produto
tensorial. A construcao de produtos tensoriais topolégicos requer elaboragoes adicionais que estao fora do nosso modesto
€SCopo.

Notac¢do. Quando ndo houver motivo de confusdo denotaremos U! ®y --- @k U" simplesmente por U! @ --- ® U".
Frequentemente usaremos a notagao U®%", ou simplesmente U®™, para denotar U ®x - - - Qi U. E também conveniente
—_——

n vezes
definir U®X™ para n = 0 como sendo o corpo K. <
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Os elementos de Ul @k -+ ®k U™ sdo genericamente denominados tensores de ordem n (ou “rank” n).

Mais adiante (Se¢ao 2.3.5.1, pdgina 210) comentaremos sobre uma segunda definigdo de produtos tensoriais como
espagos duais de formas multilineares. Essa segunda definicao, porém, é restrita a produtos de espagos vetoriais de
dimensao finita.

¢ Resumo das conclusoes

Em resumo, temos o seguinte quadro: se U, ..., U™ sdo espacos vetoriais sobre um mesmo corpo KK, cujos vetores
nulos denotamos todos pelo simbolo 0, entao:

N
1. U' ®k --- ®x U™ é um espaco vetorial sobre K cujos elementos sdo somas finitas da forma Z u,l€ ®K -+ QK Uy,
com N € N, arbitrério, sendo u’f, e u’fv elementos arbitrarios de U¥, para cada k=1, ... ,k7:11
2. Valem as regras
Wl euleu + W edde-eulour = (Wtu)ode--eutleur,
Weule- - @utlou” + Weule- - @uou _ WU @u e (ut +u)
para todos u”, u* e Uk k=1, ..., n
3. Ovetornulode U' @k - @x U™ 6 0® --- ® 0 e valem as identificactes
0®-- 00 =00uW® - u" ' 'ou" = - =1l 9u?® - u""1®0
para quaisquer u* € U¥, k=1, ....n.
4. Vale a regra de produto por escalares (a € K),
N N N
o <Z up Ok -+ - OK uﬁ) = Z (au,lg)&Kui&K. C@RUYTIORUY = - = Z%@Kui@]}(. : '®1KUZ_1®1K(OALZ) '
k=1 k=1 k=1

e Produto tensorial com um corpo

Seja U um espaco vetorial sobre K. Como todo corpo K é também, naturalmente, um espago vetorial sobre K, o
produto tensorial IK ®x U esta igualmente definido. E, porém, natural nesse contexto identificar-se K ®x U com U por
meio do isomorfismo a @k u — au, para todos «a € IK e u € U. Doravante essa identificagao serd feita silentemente, salvo
mengao em contrario. O dito acima repete-se para o produto U ®k K.

e O isomorfismo candnico

Dadas duas colecoes finitas V!, ..., V™ e Ul, ..., U™ de espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K podemos, pela
construgao descrita acima, definir os espagos vetoriais produto

Q[:(V1®]K"'®]Kvm)®]K<U1®]}("'®]KU”) e %:V1®K---®]KV"“®KU1®1K---®1KU".

Esses dois espacos sao isomorfos, com o isomorfismo € : A — B dado por
G((vl QK "'®]K’Um) XK (ul QK ®1Ku")) = ol QK -+ Q™ ®1Ku1 QK - Qru", (2.121)

sendo estendido linearmente para os demais elementos. Esse isomorfismo é denominado isomorfismo candénico entre 2
e B. O isomorfismo canonico é relevante na definicao da chamada dlgebra tensorial, tal como descrito na Segao 2.5.1,
péagina 230.
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E. 2.129 FEzercicio. Mostre que C : 2l — B, definido acima, &, de fato, um isomorfismo entre espacos vetoriais. ox
Se U é um espaco vetorial sobre um corpo K, vimos acima que U®¥™ @y U®K" ¢ UPK(M+1) s30 canonicamente
isomorfos. Observe que isso faz sentido mesmo quando m = 0 (ou n = 0, ou ambos), pois nesse caso U®E™ = K, por

convengao.

e Bases em produtos tensoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensao finita sobre um mesmo corpo K (que omitiremos doravante), dotados
de bases {e1, ..., e} e {fi, ..., £}, respectivamente. Afirmamos que a colegao de vetores {e; ®f;, i=1, ..., m, j =
1, ..., n} forma uma base em U ® V. De fato, se u € U e v € V sdo da forma u = }31" u'e; e v = 37 v/fj,
entdo u @ v =y i°, 2?21 u'v? e; @ f;. Como todos os elementos de U ® V sao obtidos como combinagio linear finita
de elementos da forma u ® v com u € U e v € V, concluimos imediatamente que os mesmos podem ser escritos como
combinagao linear dos elementos e; ® f;, como querfamos. Isso estabeleceu também que a dimensao de U ® V' é o produto
da dimenséo de U pela de V: dim(U ® V) = dim U dim V.

As consideragoes acima estendem-se sem maiores surpresas para produtos tensoriais de mais de dois espacos vetoriais

sobre um mesmo corpo. Paran € IN, sejam Vj, j = 1, ..., n espagos de dimensao finita sobre o corpo K (aqui, R ou C).
Seja m; = dim V}, a dimensao do espago Vj e seja {e(])l, cey e(J)mj} uma base em Vj. Assim, um vetor v; € V; se deixa
escrever na forma v; = Zgzl(vj)ae(j)a, onde {(v;)!, ..., (vj)™} sao as componentes de v; na base{e(j)l, cee e(j)mj }

Um elemento geral de V; ® --- ® V;, da forma (2.120) pode ser escrito com auxilio da base acima como

N mi My, N
Zui@@"'@% = Z Z <Z (u}c)al,,.(uz)an) e(l)a1 ®...®e(n)an ) (2.122)
k=1 a;=1 an=1 \k=1

E evidente, portanto, que o conjunto B := {e(l)a1 X ® e(")an, 1<a; <mjparatodoj=1, ..., n} é uma base

em V1 ®---®V, e que esse espago possui dimensao my - - - m,,. Assim, de forma geral, um tensor arbitrarioT € V1 ®---QV,
pode ser escrito nessa base B na forma

mi My,
T=> > 1%mel), @ -e, . (2.123)
a;=1 an,=1

As constantes T sqo denominadas componentes do tensor T na base B.

e A convencgao de Einstein

A representacao (2.123) de um tensor T é frequentemente escrita na forma simplificada
T — T an e(l)al R ® e(")an , (2.124)

com a deliberada omissao dos simbolos de somatdria, sob o entendimento implicito de que indices de componentes de tensores,
se repetidos, sdo somados em seu dominio (no caso acima, cada ajr é somado de 1 a my). Essa convengédo 1til poupa
muitas expressdes de complicacdes notacionais e é denominada convencdo de Einstein®', ou notacdo de FEinstein. A
convencao de Einstein é muito usada em textos de Fisica e passaremos a fazer uso cada vez mais frequente da mesma.

e Alguns exemplos

Exemplo 2.25 Seja C(R), o espago vetorial das fungdes reais e continuas definidas em R. O produto tensorial C(R) ® C(R) é
o espago de todas as fungbes F' de duas varidveis x, y € R da forma

F(z,y) = > fe(@)gry) ,
k=1

para algum N € IN e com fx, gr € C(R). Note-se que C(R) ® C(R) é um subconjunto préprio de C(IR?), a colegio de todas as
funcgoes continuas definidas em R?, pois nem toda funcio continua de duas varidveis reais pode ser escrita na forma de uma soma

81 Albert Einstein (1879-1955).
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finita de produtos de fungdes continuas de uma varidvel. Exemplos sdo as fungdes G(z, y) := 1/(1+2°+y°) e H(z, y) := exp(zy).

¢

Exemplo 2.26 Seja P(R) o espago vetorial de todos os polinémios reais em uma varidvel real. H4 em V uma base, a saber,
aquela composta pelos monoémios e;(z) = 27, j € INg. O produto tensorial P(R) ® P(R) é composto por fungdes da forma

N

P(z, y) = Y pr(@)a(y) ,

k=1

onde os pi’s € 0s gr’s sdo polindmios em uma varidvel e N € IN. Expandindo-se os pi’s e 0s ¢x’s nos mondmios ej, é claro que
podemos escrever a expressdo resultante na forma

n m
P({L’, y) = chabxayb7
a=0 b=0
com Cup € R e com n, m € INy.

Note-se que neste exemplo, em contraste com o Exemplo 2.25, vale P(R) ® P(R) = P(R?), onde P(R?) é o espago vetorial de
todos os polinémios reais em duas varidveis reais. ¢

e Representacoes tensoriais de grupos

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensdo finita (m e n, respectivamente) sobre um mesmo corpo K (que
omitiremos doravante), dotados de bases {ejy, ..., ey} e {fi, ..., f,}, respectivamente. Seja G um grupo e sejam 7V e
7V representaces de G em U e V, respectivamente. As representacdes 7V e 7V permitem definir uma representacio de
G em U ® V denominada representacio produto tensorial e denotada por 7V @ 7V ou por mV®V | a qual é definida como
segue. Para g € G, define-se (7 @ V) (g) por

<7TU ® wv)(g) (u@v) = (WU(Q)U) ® (ﬂv(g)v) ,
parau € U e v € V, sendo 7V @ m¥° estendido linearmente para os demais elementos de U @ V.
m n
Um elemento ¢ de U ® V pode ser escrito da forma ¢t = Z Z the;, ® f;, com t sendo as componentes de t. Para

i=1 j=1
g € G, aaciode 7V @1V sobret € U® V é dada por

<7TU ® WV)(g)t = f:zn:tij (wU(g)ei) ® (Wv(g)fj) :

Escrevendo, em notacdo matricial para 7V (g) e 7V (g),
m n
(gei = Y 7(9)%ea e 7w (9f =Y 7 (9,
a=1 b=1

obtém-se

onde, para todos 1 <a<mel<b<n,
b m n
v =" " al(g) 7 (g)b (2.125)
i=1 j=1

As grandezas t], sao as novas componentes de ¢ apés a transformacao produzida por 7V @ 7V. E frequente em livros
de Fisica definir-se a nogao de tensor (de rank 2, no caso) como sendo uma quantidade que se transforma segundo
(2.125) por uma transformagcao induzida por um grupo (por exemplo, pelo grupo de rotagdes ou pelo grupo de Lorentz).
Estritamente falando, um tensor nao pode ser definido dessa forma, pois (2.125) é uma propriedade derivada, requerendo
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uma definicao prévia da nocao de produto tensorial de espacos vetoriais, tal como apresentamos acima. Ainda assim,
no que concerne ao interesse da Fisica, a transformagao de componentes expressa em (2.125) captura em muitos casos o
aspecto mais importante da nogao de tensor.

¢ Distributividade entre produtos tensoriais e somas diretas

Se U, V e W sao espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K, entao os espagos vetoriais € = U ®k (V DK W) e

D= (U QK V) PK (U QK W) sao isomorfos. Esse fato serda importante na definicao da algebra tensorial, Segao 2.5.1,
péagina 230. O isomorfismo N : € — ® ¢é definido por

N <Z U QK (va Pk wa)> = <Z up QK 'Ub> DK <Z Ue DK wc> ;
b=1 c=1

a=1
para todo n € IN e para todos u, € U, v, €V ew, e W,a=1, ..., n.

E. 2.130 Ezercicio. Mostre que N : € — D, definida acima, &, de fato, um isomorfismo de espacos vetoriais. Para tal é necessdrio
e suficiente provar que N é linear, sobrejetor e que N(k) = 0 se e somente se k = 0. Para provar que N é sobrejetor, observe que todo

/ "

n n
7 ! ! 1" 1 ..
elemento de © é da forma E up QK vy | Bk E Uy, QK W, |. Definindon=n"+n""e

b=1 c=1
u; k=1 n v, k=1 n 0 k=1 n
up = ks IER ] ) v = k> [} ) w, = ) y ey ’
T v, k=n"4+1,...,n, - 0, k=n"4+1,....n, Tl wi_,, k=n"+1,...,n,
para cada k=1, ..., n, teremos
n/ n// n n
/ / " "
E up QK Vp | BK Ue QK We = E up QK Vp | BK E Ue QK We
b=1 e=1 b=1 c=1
(verifique!) que é, evidentemente, um elemento da imagem de N. Determine N™!. o+

Devido ao fato de U ®x (V DK W) e (U QK V) DK (U QK W) serem isomorfos, iremos por vezes identificd-los como

sendo 0 mesmo espago. Evidentemente, ha nisso um abuso de linguagem. Essa identificagao permite-nos pictoricamente
dizer que o produto tensorial é distributivo em relagao a soma direta.

Observemos, por fim, que o exposto acima estende-se para somas diretas finitas, como formulado no seguinte exercicio:

E. 2.131 Ezercicio. Sejam U e V7, j =1, ..., m, com m € IN, espacos vetoriais sobre o0 mesmo corpo IK. Mostre que
U ok <@Vj> ~ PUexv’),
j=1 j=1

sendo que o simbolo =~ denota a relagido de isomorfismo entre espacos vetoriais. O isomorfismo é dado por

(Een(@9) - D)
a=1 j=1 j=1 \a=1

para todon € IN e para todos u, € U, v € Vi, a=1,...,n,j=1, ..., m.

Analogamente, mostre que

<]EPI V7> oxU =~ (Vf oK U) ,

N(an <évi> ®]Kua> = é(ivi ®mua> :

=1 \j=1

com o isomorfismo dado por

para todo n € IN e para todos uq € U, vl € VI, a=1, ..., n,j=1, ..., m. ok
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2.3.5.1 Produtos Tensoriais, Duais Algébricos e Formas Multilineares

Nesta segao, os espacos vetoriais considerados o sao sobre um mesmo corpo K, que tomaremos por simplicidade como
sendo R ou C. Aqui discutiremos a relacdo entre o espaco dual de produtos tensoriais com o produto tensorial de espagos
duais. O resultado de maior significado que obteremos, porém, é a equivaléncia entre produtos tensoriais e o dual de
formas multilineares. Comentaremos que esse resultado permite uma definicao alternativa da nogao de produto tensorial
de espagos vetoriais, valida no caso de dimensao finita.

e Isomorfismo natural entre (U ® V) e (U')® (V') no caso de dimensao finita

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensao finita sobre um mesmo corpo K e sejam U’, respectivamente, V'
seus espacos duais. Sabemos da discussao da Secao 2.3.2, pagina 192, que por serem de dimensao finita, U e V sao
nao-canonicamente isomorfos a seus duais U’ e V', respectivamente, e que U ® V' é isomorfo a seu dual (U ® V). Segue
disso que (U®V) e (U')® (V') sdo igualmente isomorfos. Tal como discutido na Se¢éo 2.3.2, esses isomorfismos, porém,
nao sdo naturais: dependem de escolhas de base. H4, porém, um isomorfismo natural entre (U @ V) ¢ (U’) @ (V') que
desejamos discutir aqui.

Sele U e eV’ podemos definir um funcional linear em U ® V = U ®k V, que denotaremos como £ X u, por

N N
(0 x 1) <Z Uq ®va> = > (ua)p(va) (2.126)

a=1
para todos Zivzl Ug @V, € URV. Que £ x p é um funcional linear em U ® V é um fato de demonstragao elementar,
deixado como exercicio.

Se considerarmos agora elementos gerais de U’ ® V' da forma Z(ILVI:I Ly ® g & aplicagdo @ : U'@ V' — (U® V) dada

por
M M

® <Z£a ®ua) =Y la X [la (2.127)
a=1 a=1

define uma aplicacéo linear de U’ ® V' em (U ® V)’ e que é injetora e sobrejetora. Essa ® é o isomorfismo candnico a
que nos referimos acima.

Para provarmos que ® é sobrejetora, seja {e17 el em} uma base em U e {el, e em} sua base dual canonica e,
respectivamente, seja {fl, cee fn} uma base em V e {f!, ..., f*} sua base dual candnica. Seja w € (U ® V)’. Todo
elemento de U @ V' é da forma a”e; ® f; (com a adogao da ja mencionada conven¢do de Einstein de soma sobre indices
repetidos) e, portanto, w (ae; ® f;) = aw (e; ® f;). Ao mesmo tempo, vale (e xf?) (ale; ® f;) = a'le® (e;) f¥ (f;) =
Q18,85 = a® e, portanto,

w(ae;®f;) = wlep®f) ( (e x f!) (a'e; ® fj)) ,

implicando
w=wle,®f) (e xf) = 0 (w(e,@f)e" f)
para todo w € (U ® V'), provando a sobrejetividade de ®.

Observe-se agora que se ¢ (uijei ® fj) = (I/Z-jei ® fj), teremos fi;; (ei X fj) = Usj (ei X fj) e, calculando ambos os
lados em e, ® 5, obtém-se .y = vy paracadaa=1, ..., me b=1, ..., n, provando a injetividade de ®.

Estabelecemos com isso que os espagos vetoriais (U ® V)" e (U') ® (V') sdo naturalmente isomorfos caso U e V sejam
de dimensao finita.

e Generalizando para produtos tensoriais finitos arbitrarios

As consideragoes acima se deixam generalizar para produtos tensoriais finitos de espagos de dimensao finita sobre um
mesmo corpo. Assim, se V;, i =1, ..., n, sdo espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K, teremos que (V{) ®---® (V)
!~ o . .
e(V1 ®---®V,) sdo espagos vetoriais naturalmente isomorfos.

Nesse mesmo caso, como V3 ® - -+ ® V,, é um espaco vetorial de dimenséo finita sobre R ou C, existe um isomorfismo

!
natural entre V1 ®- - -®V,, e seu bidual ((V1 ®- - -®Vn)/) (vide Teorema 2.13, pagina 197, e a discussao que lhe antecede).

I
Disso concluimos que existe um isomorfismo natural entre V1 @ --- ® V,, e ((Vl') ® - ® (V,{)) :
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Sejam Vi, k=1, ..., n espacos de dimensao finita sobre o corpo K (aqui, R ou C). Seja my = dim V}, a dimensao

: (k) (k)1

do espago Vi, e seja 1€, . ,
em (V).

Seguindo a convencao de Einstein, vamos escrever os elementos de V1 ® - - - ® V,, na forma

A = A%an e(l)al R--® e(”)an

k o
R e )mk} uma base em Vj e {e ey e(k)mk} sua correspondente base dual canonica

e os elementos de (V) ® --- ® (V) na forma

B — Bbl---bn e(l)bl R ® e(n)bn .

Denominemos, como acima, por ® : (V{)® ---® (V) - (Vi ®---®@V,) o isomorfismo entre (V{) @ --- ® (V) e
(Vi ®---®V,)". Por definicio, ® satisfaz

<(I)(B)a A> = <CI) (Bbl..-b" e(l)bl Q& e(n)bn> ) Aalman e(l)al ®- - e(n)a">

= Bb1~~~b

n

goran <e<nb% e<na1>...<ewwm3 e“”an> = B, A% (2.128)

b b
=4 la1 =4 nfln

Para futuro uso, resumimos os fatos acima na seguinte proposicgao:
Proposigao 2.21 Se Vi, ..., Vi, n € N, sdo espacos vetoriais de dimensao finita sobre o mesmo corpo, entdo
Vig-oV ~ (e---aV), (2.129)

. / ~ . . .
ou seja, Vi @ --- @V e (V1 R ® Vn) sao espagos vetoriais canonicamente isomorfos. Por for¢a do Teorema 2.13,
pdgina 197, isso implica, também em dimensdo finita, a relagao canonica de isomorfia expressa em

Vi@V, =~ (We---oV), (2.130)

rela¢do essa que se obtém de (2.129) substituindo-se Vi, por V., para cada k. O

e Mais convengoes e identificagoes

Além da convencgao de Einstein, hd uma outra convencao frequentemente adotada na literatura. Como ®, definida
acima é um isomorfismo, ¢ comum identificar-se um tensor By ;- e @...@eMbn ¢ (V)@ - @ (V!) com sua
imagem por ®. Isso corresponde a identificar-se (V{) ®---® (V) com o espago vetorial dual (V; & ---® V;,)". Com essas
convengoes e identificagdes, (2.128) pode ser apresentada simplesmente na forma

<B, A> = <Bb1~~~bn e @ .. @eMbn  goran o) ®"'®e(")an> = B, .., Ao (2.131)

1
comAeVi®---@V,eBe (V)@ ---® (V).
De forma totalmente andloga permitimo-nos, no caso de dimensao finita, identificar V3 ®---®V,, com o espaco vetorial
I
dual ((Vl') ® - ® (V,i)) , escrevendo

<Aa1..-an e(l)a1 R & e(n)an, Bblm ) e(l)b1 R ® e(n)bn> — AGen Bcl"'cn . (2132)

e Produtos tensoriais e formas multilineares

Vamos agora discutir a relagao entre produtos tensoriais de espagos vetoriais de dimensao finita e o dual de formas
multilineares. A saber, estabeleceremos que o espago vetorial V1 ® - - - ® V,, é isomorfo ao espago dual de M(V1 b---P Vn)
(o espago vetorial das as formas n-lineares sobre V4 @ - -- @ V,,, nogao introduzida na Secdo 2.3.4.1, pagina 200).
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!
Considere-se a aplicacgo ¥ : V1 ® ---®V,, — (M(Vl GEERNS Vn)) definida de sorte que para todo elemento geral de
Vi®---®V, daforma Zgzl ¥ ® - ®vF tenhamos

N N
<\Il (Zv’f®~~®vﬁ>, w> = Zw(v’f@~~@vfl), (2.133)
k=1 k=1

para todo funcional multilinear w € M(V1 ®--- D Vn). Note-se que essa definicao é natural: independe de escolhas de
base. Vamos mostrar que se trata realmente de um isomorfismo de espacgos vetoriais.

A prova da linearidade de W é elementar e é deixada como exercicio. A definigdo (2.133) diz-nos também que

<\1: (e“>a1®---®e(")an)7 w> — w(e(”al@---@e(")an)

(€0) (n)

e que para todo elemento geral de V1 ® --- ® V,, da forma T*1"%re'"/;, @ ---®e" g, tem-se
(@ (1o e, @ @e, ), w) = T (e, @ ae, ). (2.134)
E evidente dessa expressao que valerd a igualdade
<\IJ (T“l'”“" e, @ ®e<">an) , w> =0
para todo w € M(V1 b P Vn) se e somente se 7% "% = () para todos os indices a1, ..., a, (para ver isso, adote-se

b1---bn

w=m""" em (2.134), com m definido em (2.108), pdgina 201). Assim, concluimos que W é injetora.

I
Como vimos, todo w € M(Vl G- B Vn) pode ser escrito na forma (2.110). Assim, se € (M(Vl oD Vn)) ,

teremos
<Q, w> = w (e(l)a1 @ @e(”)an) <Q, m‘“"'a”> .

Logo, por (2.134), vemos que Q = ¥(W), onde
W = <Q7 mal---an> e(l)a1 Q- ®e(")an EVI®---V,.
Isso provou que W é sobrejetora e estabeleceu o isomorfismo de espacos vetoriais

Ne -V, ~ (j\/[(Vl@...@Vn))/. (2.135)

Note-se ainda que, por (2.134) e por (2.112) temos
(3 (12 o0, 006®, ) W) = T (g ) = (T )

. foram definidos em (2.111), pagina 202) e, portanto, vale

1-a

para todo w € M(V1 @ - ® V,,) (m,

w (T, @ wel™, ) = T m,, (2.136)
Para futura referéncia, resumimos os importantes fatos estabelecidos acima na seguinte proposigao:
Proposigao 2.22 Se Vi, ..., Vi, n € IN, sdo espacos vetoriais de dimensao finita sobre o mesmo corpo, entao
I
e eV, = (Mlie-oV)) ., (2.137)

!
ou seja, o produto tensorial Vi ® --- ® V,, e o dual espago dos funcionais n-lineares, ou seja, (M(V1 S RERN<) Vn)) , $G0

espacos vetoriais canonicamente isomorfos. O
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Reunindo nossos resultados das Proposicoes 2.21 e 2.22, temos:

Proposigao 2.23 Se Vi, ..., Vi, n € N, sdo espacos vetoriais de dimensao finita sobre o mesmo corpo, entdo
/ /
Vi®---0V, ~ ((Vl)’®---®(Vn)’> ~ (M(%@---@V@) . (2.138)
Pela Proposi¢ao 2.18, pagina 196, e pelo Teorema 2.183, pdgina 197, seque de (2.138) (tomando-se o dual) que

Vio-—aW) ~ W e el ~MWae --al,). (2.139)

Essa relagao também serd evocada adiante. O

e Uma alternativa a definicao de produto tensorial de espagos vetoriais

A expressao (2.137) diz-nos que podemos, para todos os efeitos, identificar V1 ® - - - ®V,, e o dual de M(V1 b Vn),
as formas n-lineares em V3 @ - - - ®V,,. Por isso, a igualdade (2.137) pode ser tomada como defini¢cdo da nogao de produto
tensorial de espagos vetoriais, o que é feito por alguns autores. Note-se, porém, que essa segunda definicdo da nogao
de produto tensorial é restrita ao produto tensorial de espagos de dimensao finita. Nossa primeira definicao de produto
tensorial de espagos vetoriais (Se¢ao 2.3.5, pdgina 202) é mais geral, e se aplica mesmo ao caso de espagos de dimensao
infinita.

Nenhuma das duas definigoes é “elementar” ou “simples” e pode-se adotar uma ou outra de acordo com a conveniéncia.
A maioria dos textos sobre Topologia Diferencial ou Geometria Diferencial, por exemplo, prefere a segunda defini¢ao
(2.135) (espacos tangentes e cotangentes a variedades de dimensao finita sdo espagos vetoriais de dimensao finita. Vide
Secao 33, pagina 1667).

e Novamente, identificagcoes e convengoes

I
Como ¥ :Vi®--®V, — (M(V1 B D Vn)) é um isomorfismo, convenciona-se também identificar (sempre

I
em dimensdo finita) os espacos V1 ® - @ V,, e (M(Vl oD Vn)) , ou seja, convenciona-se identificar um tensor

T an e(l)a1 X ® e(n)an com sua imagem por ¥. Com a mesma, (2.136) fica simplesmente

Tai-an e(l)a R ® e(n)an = Tal"'a"ma (2.140)

1 1" Gn

que identifica um tensor com o dual de uma forma multilinear (m . foram definidos em (2.111), pagina 202).

ai-a
!/
Devido a (2.138) temos (sempre em dimensao finita) as identificagbes de V1 ® - - - ® V;, com ((Vl') ®:® (V,i)) e com
I
(M(Vl b P Vn)) . Evocaremos essas identificagoes no futuro, por vezes, sem maiores comentarios.

Comentamos, por fim, que também adotaremos a convencao de identificar

T e(Dat R-Q eMan = T m® " en (2.141)

ay--an ai--an

I
assim como identificaremos <V1 ®--® Vn) com (V1)) ®---® (Vi) e com M(V; @ -+ & V,,), devido a (2.139).

2.3.6 Produtos Tensoriais de um Espaco Vetorial com seu Dual

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Adotaremos sua dimensao como sendo m € IN e consideraremos V' como
sendo um espago real. Em aplicagdes como a Geometria Diferencial e & Teoria da Relatividade (Especial e Geral), estamos
muitas vezes interessados em tensores que sejam elementos de produtos tensoriais envolvendo p fatores V' e ¢ fatores V”,
como V@ VeV ® - -®V'. Os elementos de tais espagos sao denominados tensores de tipo (ou posto) (p, q).

p vezes q vezes

Outros ordenamentos também podem ocorrer no produto tensorial, tais como V @ V' @ V.
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2.3.6.1 Tensores Associados a Formas Bilineares Simétricas Nao Degeneradas. Métricas

Vamos tratar de um caso de particular importancia na Fisica Relativistica e na Geometria Diferencial: o caso de tensores
de ordem dois associados a formas bilineares nao-degeneradas e simétricas.

Com uso de uma forma bilinear nado-degenerada e simétrica podemos constituir um isomorfismo entre V' e seu dual V’,
assim como entre produtos tensoriais de V®@---@ VeV’ ®---®@ V' comseuespacodual V' @ --- @V Ve - V.

p vezes q vezes p vezes q vezes

Esses isomorfismos estao relacionados as operagoes de “subir e abaixar indices” de tensores, bem conhecidas daqueles
familiarizados com a Teoria da Relatividade. Aqui descreveremos o significado matematico dessas operagoes.

Uma nomenclatura que por vezes utilizaremos é a de chamar os elementos de V'’ de covetores. Covetores sao, portanto,
duais de vetores.

e Delta de Kronecker

Se i, j pertencem a algum conjunto discreto, definimos

S, 59 = §i. = §i ::{1, sei=7,

) ? J

O sfmbolo § assim definido é denominado delta de Krinecker®?.

e Mais sobre bases duais. Mudancgas de base

Se {e1, ..., e} é uma base em V', sua correspondente base dual candnica (para a definigao, vide pagina 193) em V'
serd aqui denotada por {e!, ..., e™}. Com isso, tem-se, por defini¢ao,
<ei, ej> = 5ij
m
para todos i, j € {1, ..., m}. Vamos considerar uma nova base {f1, ..., f,} em V com f;, = ZEklel ou, adotando

=1
a convencao de Finstein,

fk = Eklel (2.142)

com certos coeficientes reais Ex'. Para que a nova base seja composta por vetores linearmente independentes a matriz de
mudanga de base S, cujos elementos sdo dados por S;; = E;’, deve ser inversivel. Vamos denotar os elementos (S _l)ij
da matriz inversa S™! por E'; = (S7');;. Naturalmente, S™'S = 1 e SS™! = 1, ou seja, Y ;- (S )ikSk; = 65 e
o Sik(S™1)k; = 6;5. Com a notagao acima, essas duas relagoes ficam (também na convencao de Einstein),

P .
ENEY = 67, (2.143)
E*E, = 67, (2.144)
Definamos agora uma nova base {f', ..., ™} no espaco dual V' por
f* = EFel. (2.145)
Teremos,
<faa fb> = BB <ec7 ed> = o .Be P2 5o
———
=3,
mostrando que as bases {f', ..., £} e {fi, ..., f,,} sdo duais. E de se lembrar (vide comentério & pdgina 193) que a
base dual de {f1, ..., f,,} é tnica.

E importante frisar que para quaisquer v € V', v € V, o pareamento (u, v) é invariante pelas mudangas de bases
(2.142) e (2.145). Esse importante fato é um tanto evidente, mas recomendamos ao leitor incrédulo provar essa afirmagao,
como exercicio.

82Leopold Kronecker (1823-1891).
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E. 2.132 Ezercicio. Com as convencdes e definicdes acima, constate que os vetores de base e; € Veel e V', i=1,..., m,
podem ser obtidos a partir dos vetores de base f, € V e f* € V', k=1, ..., m, respectivamente, pelas transformacdes

k ] i ok
e, = E ifk e e’ = Elkf N

sendoi=1,..., m. o+

e Formas bilineares simétricas. Formas bilineares simétricas nao-degeneradas

Como antes, denotemos por M(V @ V') o espago das formas bilineares em V. Uma forma bilinear w: V@V — R é
dita ser uma forma bilinear simétrica se valer w(u @ v) = w(v ® u) para todos u, v € V. Uma forma bilinear simétrica
w: V&V — R é dita ser uma forma bilinear simétrica ndo-degenerada se satisfizer a seguinte condigdo: w(u ®v) =0
para todo v € V' se e somente se u = 0.

e Métricas e formas bilineares

Seja g € M(V @ V) uma forma bilinear simétrica e ndo-degeneradaem V: g: V&V 3 (a®b) — gla®b) € R. Em
uma base {ey, ..., e,} de V podemos escrever um vetor a € V como a = a’e;. Assim, teremos

gla®b) = g((aiei) @ (bjej)> = gle;De;)a't = g;a't!,
onde definimos
9ij = g(eidey),
as componentes (ditas “covariantes”) de g na base {e1, ..., e, } de V, e escrevemos g = g;;m* (m% foi definido em
(2.108)—(2.109), pagina 201). Recordemos que convencionamos identificar formas bilineares em V & V' com tensores em
V'@V’ e, assim, temos - _ '
g = gi;m" = gje'®e’.

Vide (2.141). Com essas identificagdes, temos o pareamento

(g, a®b) = <gijei®ej, (akek)®(blel)> = ga"b(e'®el, ey @e)

= gijakbl <ei, ek> <ej, el> = gijaibj = g(a@b),

=5 =67
como esperado.
A condigdo de simetria implica que g;; = gj; para todos os indices ¢, j € {1, ..., m}. Assim, a forma bilinear

simétrica g possui m(m + 1)/2 componentes independentes. Mais adiante exploraremos as implica¢oes de supor g como
nao-degenerada. Agora necessitamos saber como as componentes de g transformam-se por mudanca de base em V.

o Comentarios sobre a nomenclatura

Uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada g é também denominada tensor pseudométrico, tensor métrico ou
simplesmente pseudométrica ou métrica, em V.

O leitor ndo deve confundir esse conceito de métrica com o conceito de métrica empregado em Topologia (uma
generalizacdo da nogao de distancia entre pontos), estudado no Capitulo 24, pdgina 1296. Ainda que circunstancialmente
haja uma certa relagio entre essas nogoes em casos especiais (na Geometria Riemanniana, um tensor métrico pode sob
hipéteses induzir uma métrica topoldgica em uma variedade), trata-se de uma coincidéncia de nomenclatura um tanto
infeliz.

Outro ponto infeliz da nomenclatura comum refere-se a particula “pseudo”. Normalmente, uma forma simétrica e
nao-degenerada deveria ser denominada tensor métrico ou métrica se for também positivo. Uma forma simétrica, nao-
degenerada e nao-positiva deveria ser denominada tensor pseudométrico ou pseudométrica. No entanto, na Teoria da
Relatividade, é costume nao empregar a particula “pseudo”, ainda que 14 se lide com formas simétricas, nao-degeneradas
e nao positivas.
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e Transformacao das componentes de uma métrica por mudanga de base

Em uma nova base {f1, ..., f,,} em V dada em termos da base {e1, ..., e, } por (2.142), as componentes de g

serao
ggj = g(fi@fj) = 9<Eikek@Ejlel) = EikEjlg(ek@el) = EikEjlgkl.

Assim,
g = gije’®e3 = ggjfl®f] 5
com
9 = BB gu . (2.146)

A expressao (2.146) mostra como obter as componentes de g na base {fi, ..., f,,} a partir das componentes de g na
base {e1, ..., en}.
e A “inversa” de um tensor métrico

A condigdo de nao-degenerescéncia do tensor métrico implica que, em cada base {e1, ..., e,} de V, a matriz G

com elementos g;;, possui uma inversa. Os elementos de matriz dessa inversa G~! sdo denotados por ¢/, com indices
superiores. Como veremos, essa distingao notacional de indices superiores e inferiores, ainda que nao possua nenhum
significado profundo em si, é muito conveniente e muito empregada em textos de Fisica. Observe-se que como G é uma
matriz simétrica, G~! também o é e vale a relacdo simetria g” = ¢7* para todos os indices i, j.

Naturalmente, G™1G =1 e GG~! = 1, o que se escreve na forma
97 = & e gygt = §". (2.147)

Por uma mudanca de sistema de coordenadas G transforma-se segundo G/ = SGST com S, = E.b (vide (2.146)).
Logo, G~! transforma-se como G'~! = (S’I)TG’IS*I. Os elementos de matriz de S~! sdo (571)(1}) = E°, (vide

(2.143)—(2.144)). Logo, a transformagao dos elementos g™/ é
g9 = E'YWEI " . (2.148)
E. 2.133 Ezercicio. Verifique isso e constate que essa expressdo respeita as relacdes (2.147), como esperado. o,

Com os elementos g% é possivel definir uma forma bilinear g* € M(V' ® V'), g* : V' @ V/ — R, definida numa base
{e!, ..., e™} por

gﬁ((aiei) @ (bjej)) = ga;b; . (2.149)
Observe-se que . 4 -
gie'@el) = g7 . (2.150)
Como um tensor de tipo (0, 2), temos -
¢ = g'e;®e;. (2.151)

E importante notar que as expressoes (2.149) e (2.151) s@o invariantes por mudangas de base. E suficiente provar
essa afirmacdo para (2.151). De fato,
y 2.148) . . )
g% = ¢t @ f; 1 )EZkEjlgkl (Eiaea) ® (Ejbeb) = E'WE“FIE" gMe, @e, = gMep e = ¢°,
S—— —

=4,° —
k =6,

como querfamos mostrar. Isso prova que ¢! tem uma existéncia intrinseca, independente da base adotada.

Agora, um pouco da nomenclatura adotada em textos de Fisica. As componentes g;; do tensor métrico sao também
denominadas componentes covariantes do tensor métrico. As componentes de ¢g* em uma base séo (por definigao) g%
e sao denominadas componentes contravariantes do tensor métrico. O tensor g é também denominado tensor métrico
covariante e o tensor g é também denominado tensor métrico contravariante.
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e Mapeando V em V' com os tensores métricos

Por uma questéao de simetria, vamos aqui denotar o tensor métrico g por gy. Temos, portanto, em bases {e1, ..., en}

e{el, ..., e} de V e V/, respectivamente,

9 = gye'®el e g =glewe;.

Os tensores gy e g" permitem-nos definir dois isomorfismos lineares entre os espacos V em V', os quais, por economia
e similaridade, também denotamos por gy e gt

o Definimos gy : V' — V' como sendo a aplicacao linear que a cada a € V associa um elemento gg(a) € V' de forma
que
(91(a), b) = gsla®b) (2.152)

seja vélida para todo b € V. Em uma base, escrevendo a = a'e; € V, b = ble; € V, a definigao (2.152) fica
(gg(a));b7 = g;ja’b?, mostrando que gy(a) = (gu(a))jej € V', com as componentes dadas por

(92(a)); = gjia".

e Definimos g% : V/ — V como sendo a aplicacio linear que a cada d € V' associa um elemento g*(d) € V de forma
que

(e, g*(d)) = g*(c@d) (2.153)

seja vélida para todo ¢ € V’. Em uma base, escrevendo ¢ = ¢;e' € V', d = d;je/ € V', a defini¢do (2.153) fica

cj(g*(d))? = g"c;d;, mostrando que g¥(d) = (gﬂ(d))jej € V, com as componentes dadas por
(¢* (@) = ¢''di .

Como g¢;; e g/ sao matrizes inversiveis, é imediato que gg:V—=>V'e gt : V! = V sao isomorfismos. Como é de se
esperar, gt e gy 530 a inversa uma da outra. De fato, para todo d = d;e' € V' tem-se

gu(g”(d)) = 9u<g”(diei)) = gﬁ((gjidi)ej) = grjg’t die® = die' = d,
~——
=5,°
ou seja, gy o g" = id /. De maneira totalmente andloga demonstra-se que g¥ o gy =idy.
E. 2.134 Ezercicio. Mostre que
(u, v) = gy (g”(u) @v) = g (u@gu(v)) = (gp(v), g'(u)), (2.154)

para todosu € V' ev e V. o+

e Subindo e abaixando indices vetores, covetores e tensores em geral

Como vimos acima, a aplicacao que leva um vetor v € V ao covetor gy(v) € V' corresponde, no que concerne as
suas componentes em uma base de coordenadas, a transformar as componentes v’ nas componentes (gﬂ (’U))j = g;;v".

Analogamente, a aplicacdo que leva um covetor u € V' ao vetor g#(u) € V corresponde, no que concerne as suas
componentes em uma base de coordenadas, a transformar as componentes u; nas componentes (gﬁ(u))Z = gYu;.

Como gy e g" sdo isomorfismos, é costume em textos de Fisica tratar v € V e gg(v) € V' em pé de igualdade, assim
comou € V'eghu)eV.

As componentes v* de v € V em uma base {e1, ..., e,} sio denominadas componentes contravariantes de v,
enquanto que as componentes (gn(v))j de (gu (v)) € V' na base dual {e', ..., €™} sdo denotadas simplesmente por v;
e sao denominadas componentes covariantes de v.

Analogamente, as componentes u; de u € V' na base dual {e!, ..., €™} sdo denominadas componentes covariantes

de u, enquanto que as componentes (g’J (u))z de g#(u) € V na base {ej, ..., e,} sdo denotadas simplesmente por u/ e
sao denominadas componentes contravariantes de u.
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Com essas identificacoes .
i ,
(ga(); =v; e (¢*w) =
podemos escrever expressoes como ' o - _
u;v? = giiu? = gYuiv; = Wy (2.155)

como representagoes em componentes da igualdade (2.154).

E. 2.135 Ezercicio importante.  Verifique que, de fato, (2.155) expressa (2.154) em coordenadas nas bases {ei, ..., en} e
{e', ..., e™}. o,

Esse tipo de notagao, muito mais pratica, é encontrada amitde em livros sobre a Teoria da Relatividade Geral. Assim,
de um ponto de vista notacional, no que concerne as componentes, a passagem de v € V a gy(v) € V' edeu € V' a
g¥(u) € V consiste em abaixar e, respectivamente, elevar os indices, transformacoes essas definidas pelas contragoes

_ i i g : .
v; = gijv' e u® = gYu;, respectivamente, com as componentes dos tensores gy e g*. Essas operacdes sdo inversas uma
da outra, pois gy e g* sdo operagdes inversas, como ji comentamos. Componentes de vetores, com {ndices em cima,
sao frequentemente denominadas componentes contravariantes e componentes de covetores, com indices em baixo, sao
frequentemente denominadas componentes covariantes.

Com tensores que sejam elementos de produtos tensoriais dos espacos V' e V', as aplicacbes gy e g' estendem-se
também de maneira ébvia, permitindo, analogamente, definir as operagoes de elevar e abaixar indices tensoriais. Assim,
definimos

do - wdoge - vg: Ve - aVeVe -V — Ve VeV e -V

p vezes q vezes p vezes q vezes p vezes q vezes

como a aplicagao linear que leva o tensor

T

i1~~~ipj1 e ®-®erTRe, ® Ve, no tensor “dual” T ey @ Qe Qe @ @el,

J1"Jq

onde
i1eerip e i1k ipkp . ) ly--lg
T Jide T 9 g Gih gl Tkr"kp

Com essas operacoes de subida e abaixamento de indices em componentes de tensores gerais podemos constituir

. . . i1t
grandezas invariantes por mudangas de base, tais como U7 V. 7V
JiJq 1 lp

2.3.7 Produtos Tensoriais de um mesmo Espago Vetorial. Os Espacos
Simétrico e Antissimétrico

Seja U um espaco vetorial, ndo necessariamente de dimensao finita, sobre um corpo K (que suporemos, por simplicidade,
tendo caracteristica 0). Considere-se para cada n € IN o produto tensorial U®%" = U Q --- Qi U, que passaremos a
—_———

n vezes
denotar por U®™, omitindo o subindice K dos simbolos ® e @. Adotamos por convencdo que U®? =K e U®! = U.

Para n > 2 podemos definir uma representacao P,, do grupo de permutacoes de n elementos, S, em U®", da seguinte
forma: se m é um elemento de S,,, definimos P, (7) : U®™ — U®" como sendo o operador linear que a cada vetor da
forma u; ® - -+ ® u, associa 0 vetor (1) ® - -+ @ Uy (). Isso significa que P, (1) age em vetores gerais de U®" da forma

l l l
7o) (St 0| = Toontufo) (- w0) = ouskey -0k
k=1 k=1 k=1

onde os ay’s sao elementos de K. E elementar constatar que Pr(m)Pp (') = Pp(n7’) para todos w, 7’ € S, e que
P,(id) =1, id sendo a identidade (elemento neutro) de S,,. Isso confirma que P,, é uma representagao de S,, em U®™.

Paran = 0 e n = 1 convencionamos que S, é o grupo trivial (contendo apenas a identidade) e que em ambos os casos
P, (id) = 1, o operador identidade.
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Definimos o operador de simetrizacdo 8, : U®™ — U®" e o operador de antissimetrizacio A, : U™ — U®", para
n > 2, por

8n = % > Pulm) e Ap = % > sinal () Py (7)., (2.156)

" TES, €Sy

respectivamente, onde sinal (7) é o sinal, ou paridade, de 7 € S,,. Paran = 0 e n = 1 definimos 8§ = Ag = 1 e
81 = A1 = 1, o operador identidade.

A seguinte proposicao contém as propriedades algébricas mais relevantes dos operadores 8, e A,,.

Proposigao 2.24 Com as defini¢cdes e convengées acima, valem as sequintes afirmacoes:

1. 8, Pn(m) = Pp(m)8,, = 8y, para todo n >0 e todo ™ € S,,.
2. Para todon >0 e todo m € S,, vale

AnPu() = Po(m)An = sinal (1) A, . (2.157)

3. 82 = 8, para todo n > 0.
4. A2 = A, para todo n > 0.

5. SpAn = AnSyn =0 para todon > 2. Paran =0 en =1 valem §, A, = A,S8, = 1.

Os fatos que 82 = 8, e A2 = A,, dizem-nos que 8, e A, sio projetores. O

Prova. Que 8,P, (%) = P,(7)S,, = 8,, vale paran =0 e n =1 é evidente. Seja n > 2. Teremos,

8a() = o Y0 Pa@Paln) = = 3 Pulrr) TET 2N Pl = 80

n !
TESR TESR T’ eSy,
Na terceira igualdade acima usamos o fato que, para cada 7’ a aplicacao m — wn’ = 7’ é bijetora em S,, e, portanto,
somar sobre todo 7 € S,, equivale a somar sobre todo 7" € S,,. A prova de que P, ('), = 8,, é andloga.

Que A, P, (7)) = P, (7)A, = A, vale paran =0en =1 é evidente. Seja n > 2. Teremos,

AP (7)) = % > sinal (m)Pp () Pp(x’) = sinal (w')% > sinal (w7 )P (n7)
" mweS, " mweS,

77”=7T7Tl i 1 ! . .
= w g sinal (7")P,(7") = sinal (7')A, .
n!
w''eSy

Na segunda igualdade acima usamos o fato que, sinal (77") = sinal (7)sinal (7’). A prova de que P, (7")A,, = sinal (7")A,,
é analoga.

Que 82 =8, paran = 0 e n = 1 é evidente, pela definicio. Para n > 2, segue das defini¢oes e do obtido acima que
§2 = 2 8nP _ S, = [~ 18, =8
B 2 S Pa(m) = oy S = | D18 = Sa
TESR TESR TESR

pois S, possui n! elementos.

Que A2 = A, paran =0 e n = 1 é evidente pela definigio. Para n > 2, segue as definigdes e do obtido acima que

1 . 1 1
A2 = — Z sinal (7)A,Pp (1) = — Z An = <ﬁ Z 1) An = An .

TESR TESR TES,
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Que paran = 0 e n = 1 valem 8§,A, = A,8, = 1 é evidente pela definicho. Para n > 2 provemos que
> res, sinal () = 0. De fato,

Z sinal () =z Z sinal (7'7"") = sinal (1") Z sinal (") = sinal (7') Z sinal () .

TESK 7' eSy 7' eSSy TESK

Na primeira igualdade escolhemos 7' € S, e definimos 7" := (7/)~tx. A aplicagio 7 — (7')"ln = 7" é bijetora e,

portanto, somar sobre todo © € S, equivale a somar sobre todo 7" € S,,. Escolhendo 7’ de forma que sinal (') = —1
(isso sempre é possivel se n > 2) obtemos na tltima igualdade que ) g sinal (7) = 0.

Assim, para n > 2, segue das defini¢oes e do obtido acima que

SphAn = % Z sinal (7)8,,Pp(7) = i' sinal (7)8,, = <— Z sinal (7r)> S, = 0.

" wES, " mES,

A prova que A,S,, =0 paran > 2 é analoga. |

As imagens dos projetores 8, e A, sao dois subespagos de U®™ denotados por (U®™) se (U @n) 4» Tespectivamente,
e denominados subespaco simétrico e subespaco antissimétrico, respectivamente. Para n = 0 e para n = 1 os subespacos
simétrico e antissimétrico coincidem com K e U, respectivamente. Como §,, e A,, sdo projetores, os elementos de (U®™) g
sao invariantes pela acéo de 8, e os elementos de (U®") , sao invariantes pela acdo de A,. Os elementos de (U®™) 4 séo
denominados vetores simétricos e os de (U®™) , sdo denominados vetores antissimétricos.

Notagao. A imagem por nlA, de elementos da forma u; ® -+ ® u,, com ux € U para todo k, serd denotada por
U1 AK -+ + AK Uy, ou simplesmente por uy A -+ A ty:

Ut A Aup = nlAp(u1 @ @uy) = Z sinal (7) tr(1) ® - -+ @ Ur(y) - (2.158)
TESR
Os elementos de (U®™) 4 Sao, portanto, combinacoes lineares finitas de elementos da forma uy A - -+ A uy,. <

Exemplificamos. Para n = 2, 8 (u1 ® ug) = %(ul @ uz +uz @ ul) é um elemento do subespaco simétrico (U®2)S e

up A ug =21 Ag (u1 ® UQ) = u1 ® uz — us ® u1 é um elemento do subespaco antissimétrico (U®2)A. Para n = 3,

1
53(U1®U2®U3) = §<U1®U2®U3+U3®U1®U2+U2®U3®U1+U1®U3®U2+U2®U1®U3+U3®U2®U1)

é um elemento do espacgo simétrico (U ®3) g» enquanto que
ur Aug Aug = 31 Az(u Q@ua®uz) = 11 @up @us+u3 @ u1 @y + Uy QU3 QU1 — Uy @ Uz QUg — Uz DUy @ Uz — Uz QU Oy
é um elemento do espacgo antissimétrico (U ®3) A Acima, os uy’s sdo elementos de U.

E. 2.136 Ezercicio. Mostre que

wr A Aty = sinal (m)ury Ao A lg(n) - (2.159)

Sugestgo: use que ApPyp () = sinal (7)An.
Conclua que se dois dos vetores de u1, ..., u, forem iguais, entdo u1 A--- Au, = 0. Conclua disso que se os vetores ui, ..., un
n3o forem linearmente independentes, entdo u1 A --- A u, = 0. o+

O exercicio que segue indica algumas das consequéncias dos resultados do Exercicio E. 2.136 no caso em que U tem
dimensao finita.

E. 2.137 Ezercicio. Justifique as afirmacdes que seguem. Se U é um espaco de dimens3o finita m, ent3o segue do exposto no
Exercicio E. 2.136 que u1 A --- A un, = 0 sempre que n > m e que, portanto, (U®") , = {0}, o espaco vetorial trivial, sempre que
n>m.

Se m é a dimensdo de U e {e1, ..., €n} uma base em U, entdo todo elemento a € U se escreve na forma a = > | a*e;,. Como
todos os elementos de (U®Z)A, l =0, ..., m, sdo combinagdes lineares finitas de elementos da forma a1 A --- A a;, com a; € U,
Vj e {1, ..., I}, concluimos que os elementos da forma ex, A---Aeg, com k1 < ... < k; compdem uma base em (U®Z)A.
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Um simples argumento combinatério demonstra que ha (77) l-uplas (ki, ..., ki) com k; € {1, ..., m} para todo j e com
ki1 < --- < k; e, portanto, (U‘X’Z)A tem dimens3o (T) = u(lez)' Assim, todo elemento o de (U®l)A pode ser escrito na forma
m m
a = Z Qly k) €Ky N Neg, = Z~~~Zwekl/\~~/\ekl,
1<ki<..<k;<m ki=1 k=1

com ay, ..., € K, sendo que na lltima igualdade assumimos que as quantidades ay;, ...k, sdo antissimétricas por permutacdes de seus

indices, ou seja, satisfazem R sinal (), ...x, para todo 7 € S; e todos k1, ..., ki € {1, ..., m}. o+

Um fato relevante das consideragoes acima é que (U®l)A e (U®m*l)A tém a mesma dimensao, (";) = l,(lel),, sendo,
portanto (ndo-canonicamente) isomorfos. Esse isomorfismo pode ser explorado quando da presenga de formas bilineares
nao-degeneradas em U, conduzindo a uma estrutura de dualidade, a chamada dualidade de Hodge3® entre os espacos

®1
(U) 4
A discussao sobre produtos tensoriais de espagos vetoriais sera continuada na Segao 2.5, pagina 229.

2.3.8 O Produto Tensorial de Mdédulos. Derivacoes

e O produto tensorial de dois médulos sobre uma algebra associativa

Vamos aqui a uma definicao que nos sera importante. Sejam M e N dois bimddulos sobre uma algebra associativa
A, ambos supostos serem espagos vetoriais sobre o corpo dos complexos. Com os métodos expostos anteriormente de
construgao de produtos tensoriais de espacos vetoriais, podemos definir o espago vetorial M ®¢ N. Entretanto, em certas
aplicagoes desejamos definir um outro tipo de produto tensorial entre M e N que seja também um mddulo sobre a mesma
algebra A.

Para tal, consideremos em M ®¢ N e o conjunto de relagoes
R = {TEM®@N| r = (ma)®cn—m®c¢ (an), coma € A, m € M, nEN} ) (2.160)

Definamos, entdo, R(R) como sendo o subespaco de M ®¢ N composto por todas as combinagdes lineares finitas com
coeficientes no corpo C de elementos de R. Como R(R) é um subespaco de M ®¢ N, queda definido um novo produto
tensorial, que denotamos por M ® 4 N, dado pelo quociente de espacos vetoriais

M®4N = (M®&cN)/RR) . (2.161)
Podemos fazer de M ® 4 N um mddulo, digamos a direita, sobre A tomando o produto
a-(m®an) = (ma) ®an=m®4x (an) , (2.162)

para todo a € A e todos m € M, n € N. Em verdade, esse produto deve ser linearmente estendido a todo M ® 4 N, por

k k k
a (Y my@an;| =) (amy)®an; = Y m;@a(any),
j=1 j=1 j=1
paratodo k€ Netodosac A, mj e M,n; € N,j=1, ..., k.
E. 2.138 FEuzercicio. Verifique que essa expressio faz de M ®4 N, de fato, um médulo sobre A. o+

O subindice A aposto ao simbolo ® serve para recordar que um elemento da algebra associativa A pode ser passado
de um lado para outro do simbolo ® 4, tal como na iltima igualdade em (2.162). Essa propriedade nao é satisfeita pelo
produto tensorial original M ®¢ V.

Faremos uso do assim definido produto tensorial M ®4 N adiante. O mais importante para nds serd a identidade
(ma)®an =m®4 (an) vilida em todo M ® 4 N para todo a € A. Uma outra construgdo que também ird interessar-nos

83Sir William Vallance Douglas Hodge (1903-1975).
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¢ a seguinte. Seja M um bimédulo sobre uma &lgebra associativa A e tomemos V,, = M®4" = M ®4 ---®4 M. Com os
—_————

n vezes
conceitos apresentados anteriormente temos definida a soma direta @ M®an,
nelN
e Derivagoes

Seja A uma algebra associativa sobre C com identidade e e seja M um bimdédulo sobre A. Uma aplicagao linear
§: A— M é dita ser uma derivacdo de A em M se satisfaz a regra de Leibniz®*:

d(ab) = ad(b) +d(a)b, (2.163)
para todos a, b € A.

Vamos a alguns exemplos.

Ezemplo 1. Seja A uma algebra sobre C com unidade e e M = A ®¢ A com os seguintes produtos de bimddulo:

a-(b®c) = (ab)®c, (2.164)

b®c)-a = bR (ca). (2.165)
Deixa-se ao leitor verificar a associatividade dos produtos de bimédulo nesse caso. Defina-se
0(a) = a®e—e®a. (2.166)

Deixa-se ao leitor verificar a validade da regra de Leibniz nesse exemplo. Note-se também que, por essa definicao,
d(e) = 0.

Exemplo 2. Seja A uma &lgebra associativa sobre C, com unidade e e M = A ®¢ A, com os seguintes produtos de
bimédulo:

a-(b®c) = (ab)®c, (2.167)

(b®c)-a = b®(ca)— (be)®a. (2.168)
Deixa-se ao leitor verificar a associatividade dos produtos de bimdédulo nesse caso. Defina-se
5(a) == e®a. (2.169)

Deixa-se ao leitor verificar a validade da regra de Leibniz nesse exemplo. Note-se também que, por essa definicao,
de)=e®e#0.

Exemplo 3. Exemplo importante de derivagoes pode ser visto em &dlgebras de Lie. Seja A uma &lgebra de Lie vista como
um bimédulo sobre si mesma. Seja z um elemento fixo da dlgebra e seja a aplicacao d. : A — A dada por d. (a) = [2, a].
E fécil verificar (faca!) usando a identidade de Jacobi (2.36) que

d.([a, b]) = [d.(a), b] + [a, d.(D)]

para todo a, b € A. Assim, tem-se que a cada z € A é associada uma derivacao d,.

2.4 Anéis e Algebras. Estruturas e Construcoes Basicas

2.4.1 Ideais em Anéis e Algebras Associativas

A nocao de ideal, introduzida por Dedekind®® e depois aprofundada e generalizada por Hilbert®® e Noether®”, desempenha
um papel central no estudo de algebras e anéis. Apesar de algumas defini¢oes gerais que seguem aplicarem-se tanto para
anéis quanto para anéis nao associativos vamos nos restringir, por simplicidade, aos primeiros.

84Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).

85 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916).
86David Hilbert (1862-1943).

87 Amalie Emmy Noether (1882-1935).
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2.4.1.1 Ideais em Anéis

e Subgrupo gerado por um subconjunto de um anel (e alguma notagao)

Seja A um anel e, como tal, dotado de uma operagao de produto “-” (simbolo esse que, por simplicidade, omitiremos
no que segue) e de uma operagdo de soma “+” em relagdo a qual é um grupo Abeliano, segundo as defini¢des da Segao
2.1.6.1, pagina 132.

Se B C A é um subconjunto nao vazio de A, o conjunto 4[B] C A definido por
¢[B] = {mlbl—l—---—i—mnbn, nelN, mp€Z e by € B paratodok=1, ..., n},

formado por todas as somas finitas de miltiplos inteiros de elementos de B, é o menor subgrupo de A que contém B, o
chamado subgrupo gerado pelo subconjunto B de A.
E de se observar que se B e C' sio subconjuntos nio vazios de A, entdo ¥[BUC] contém ¥[B] e 4[C] como subgrupos.

Se B e C sao subconjuntos nao vazios de A denotamos por BC o conjunto de todos os elementos de A que sao da
forma bc com b € Bece C:
BC = {bc, combe B e CEC}.

Com isso, é facil ver que ¥[B|¥¢[C] C 4[BC].

Se B, C e D sao subconjuntos nao vazios de A denotamos por BC'D os conjuntos (BC)D = B(CD) (essa igualdade
dando-se em fungao da assumida associatividade de A):

BCD = {bcd, combe B, ceC e deD}.

e Ideais & esquerda, a direita e bilaterais em anéis

Seja A um anel. Um subconjunto L de A que seja um subgrupo de A em relagdo & operacao “+” é dito ser um ideal
a esquerda de A se al € L para todo a € A e todo I € L. Um subconjunto R de A que seja um subgrupo de A em relagao
a operacao “+4” é dito ser um ideal a direita de A se ra € R para todo a € A e todo r € R. Um subconjunto B de A é

dito ser um bi-ideal de A, ou um ideal bilateral de A, se for simultaneamente um ideal a direita e um ideal a esquerda de
A.

Naturalmente, se A é um anel, A é um ideal bilateral de si mesmo, assim como {0} ¢ um ideal bilateral (trivial) de

A.

E claro também que se L é um ideal a esquerda de um anel A, entao L é um médulo a esquerda sobre A e analogamente
para ideais a direita e ideais bilaterais.

e Homomorfismos e ideais bilaterais

Sejam A e B dois anéis e seja ¢ : A — B um homomorfismo. Entao, Ker(¢) = {a € A| ¢(a) = 0} é um ideal bilateral
de A. De fato, 0 € Ker(¢), se a, a’ € Ker(¢), entdo ¢(a + a’) = ¢(a) + ¢(a’) = 0 e se a € Ker(¢), entdao —a € Ker(¢p),
pois ¢(—a) = —¢(a) = 0, provando que Ker(¢) é um subgrupo de A. Fora isso, se b € Ker(¢), entdo para todo a € A
vale ¢(ab) = ¢(a)d(b) = ¢p(a)0 = 0 e, analogamente, para todo ¢ € A vale ¢(be) = ¢(b)p(c) = 0¢(c) = 0.

A afirmagao feita acima, que Ker(¢) é um ideal bilateral, apesar de elementar, tem aplicagbes e consequéncias em
diversas areas.

e Interseccoes de ideais

Seja A um anel e sejam Ly com A € A (A sendo um conjunto arbitrdrio de indices) uma familia de ideais & esquerda
de A. E muito ficil verificar pelas definicées (faga-o!) que [),o, Lx é também um ideal & esquerda de A. Afirmacao
analoga vale para ideais a direita e ideais bilaterais.

e Ideais gerados por subconjuntos de um anel

Seja C' C A um subconjunto nao vazio de um anel A. Entao, a interseccao de todos os ideais a esquerda de A que
contém C é também um ideal a esquerda, que é dito ser o ideal a esquerda gerado pelo conjunto C'. Definicoes anédlogas
valem para ideais a direita e ideais bilaterais.
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Denotaremos por #g[A, C] (ou simplesmente por Zg[C], quando o anel A for subentendido) o ideal & esquerda gerado
por C C A. Analogamente, denotamos por .#p[A, C] (ou simplesmente por .#p[C]) e por Z5[A, C] (ou simplesmente
por Z5[C]) os ideais & direita e bilaterais, respectivamente, gerados por C' C A.

No caso de anéis associativos é possivel explicitar mais os elementos de ideais gerados por conjuntos.

Proposigao 2.25 Seja C C A um subconjunto nao vazio de um anel associativo A. Tem-se que:

1. I [A, C} = g[(AC’) U C], ou seja, o ideal a esquerda gerado por C, g [A, C’}, consiste em todos os elementos
de A formados por somas finitas de produtos de elementos de A com elementos de C (nessa ordem) mais somas
finitas de elementos de C' com coeficientes inteiros. Naturalmente, se A é unital, entdo g [A, C’] = %[AC’].

2. Ip [A, C] = g[(C’A) U C’}, ou seja, o ideal a direita gerado por C, Ip [A, C], consiste em todos os elementos
de A formados por somas finitas de produtos de elementos de C com elementos de A (nessa ordem) mais somas
finitas de elementos de C' com coeficientes inteiros. Naturalmente, se A é unital, entdo g [A, C’] = %[C’A].

3. Ip[A, C] =9[(ACA) U (AC) U (CA) UC]. Naturalmente, se A € unital, entio Ig[A, C] =9[ACA]. O

Prova. E evidente que %[(AC) U C} é um ideal & esquerda de A e que contém C e, portanto, g [A, C’] C %[(AC’) U C’] .
Por outro lado, g [A, C’], por ser um ideal a esquerda de A que contém C, necessariamente contém todos os elementos
de AC e de C e o subgrupo gerado por tais elementos (um ideal de A é um subgrupo de A), ou seja, Fg[A, C] deve
conter todos os elementos de ¢ [(AC) U C]. Isso estabelece que Jp[A, C| e 4[(AC) U C] sao iguais. Os dois outros
casos sao analogos. |

E. 2.139 FEzercicio. Complete os detalhes faltantes da demonstracdo acima. o+

e Ideais principais

Se A é um anel e a € A, os ideais gerados pelo conjunto de um elemento C' = {a} sdo denominados por alguns autores
os ideais principais gerados por a.

Denotamos por aA o conjunto aA := {ad’| a’ € A} e por Aa o conjunto Aa := {a’a| a’ € A}. E muito facil constatar
que g [{a}], o ideal principal & esquerda gerado por a, coincide com Aa e que .#p[{a}], o ideal principal & direita gerado
por a, coincide com aA.

Observe-se que o conjunto AaA := {a’ad”| a’, " € A} nao é um ideal de A, por ndo ser um subgrupo de A.

e Somas de ideais

Se L1 e Ly s@o dois ideais & esquerda de um anel A, entao sua soma, definida por L1+Lo := {l1+1la, 11 € L1 e ls € Lo}
é também, como facilmente se verifica, um ideal & esquerda de A. Esse ideal é dito ser a soma dos ideais L1 e Lo. Afirmacéao
analoga vale tanto para somas de dois ideais & direita quanto para somas de ideais bilaterais.

o Estrutura de reticulado em anéis

Seja A um anel. Para dois ideais & esquerda L; e Lo de A defina-se as operagoes L1 ALs := L1NLye L1V Lo := L1+ Lo.
A colegao de todos os ideais & esquerda de A é um reticulado (para a defini¢do, vide pagina 109 e seguintes) em relagao
a essas duas operacoes. Afirmacdo analoga vale tanto para a colecdo de todos os ideais & direita de A quanto para a
colecao de todos os ideais bilaterais de A.

E. 2.140 Ezercicio. Prove as afirmacbes acima. o+

e Produtos de ideais

Seja B um subconjunto nao vazio de A. Se L é um ideal a esquerda de A o conjunto ¢ [LB] ¢é igualmente um ideal
a esquerda de A, denominado o ideal produto de L por B. Analogamente, se R é um ideal & direita de A o conjunto
9 [BR] é igualmente um ideal a direita de A, denominado o ideal produto de B por R. Por fim, se L é um ideal a
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esquerda de A e R é um ideal a direita de A, entdo ¢ [LR] é um ideal bilateral de A, denominado o bi-ideal produto de
L por R.

e Quocientes de anéis por ideais bilaterais

Vamos agora a uma das mais importantes construcoes ligadas a nogao de anel: a de anel quociente de um anel por um
seu ideal bilateral. Essa construcao guarda forte semelhanga a de grupo quociente, introduzida na Secao 2.2.2, pagina
162.

Seja A um anel e B um ideal bilateral de A. Podemos definir em A uma relagdo de equivaléncia declarando a ~ o
se a —a’ € B para a, a’' € A.

Por essa definicao é evidente que a ~ a para todo a € A. E também evidente que, se a ~ a’, entao a’ ~ a para
todos a, o’ € A. Por fim, se a ~a' ea’ ~a’, entdoa—d”" =(a—d' )+ (a' —a’) € B,poisa—ada € B,d'—d’ € B
e B é um subgrupo de A, provando que a ~ a”. Isso estabeleceu que “~”, definida acima, é, de fato, uma relacao de
equivaléncia em A. Assim, A particiona-se em classes de equivaléncia por essa relagdo de equivaléncia. Seja [a] a classe
de equivaléncia de um elemento a € A. Podemos fazer da colegao das classes de equivaléncia, que denotaremos por A/B,
um anel definindo

[a1] + [a2] = [a1 + a2 e [a1] [ag] = [aras],

a1, az € A. Antes de mostrar que essas operagoes fazem de A/B um anel, é preciso provar que elas estao bem definidas
enquanto operagoes entre classes. Mas, de fato, se a1, az € Ae by, by € B, tem-se (a1 +b1)+ (a2+b2) = a1 +az+ (b1 +b2),
e como by + by € B, segue que a soma [a1] + [a2] ndo depende do particular representante tomado das classes [a1] e [az], 0
resultado sendo sempre um elemento da classe [a1 + a2]. Analogamente, (a1 + b1)(az +b2) = a1az + (a1be + bras + b1b2).
Como ajbs 4 byas + b1by € B (note que a propriedade de bi-lateralidade do ideal B é usada aqui), segue que o produto
[a1][az] ndo depende do particular representante tomado das classes [a1] e [az], o resultado sendo sempre um elemento
da classe [a1as).

E evidente pelas definicoes que [a1] + [az] = [as] + [a1] para todos [a1], [as] € A/B. E também facil ver que [0] = B.
Logo, [0] é o elemento neutro de A/B pela operagao de soma. Cada [a] € A/B, tem no elemento [—a| seu inverso aditivo,
pois [a] + [—a] = [a — a] = [0]. Logo A/B é um grupo comutativo para a operagio “+”. Agora, para todos [a1], [as] e
[as] € A/B vale ([a1][az])[as] = [a1az][as] = [a1aza3] = [a1]([az2][as]), provando que o produto é associativo. Por fim,

[a1]([a2] + [as]) = [a1]laz +as] = [ai(az +a3)] = [ara2 +aras] = [a1a2] + [aras] = [a1][az] + [ai][as]
e
(lag] + [as])[ar] = [a2 + aslla1] = [(a2 + az)ar] = [asar + azar] = [aga1] + [aza1] = [as]ar] + [as][a1] ,

estabelecendo a distributividade do produto na soma. Isso demonstrou que A/B é um anel.

O anel A/B é denominado anel quociente de A pelo ideal bilateral B, ou anel fator de A por B. Diversas estruturas
algébricas importantes sao construidas na forma de quocientes de anéis por ideais bilaterais e teremos a oportunidade
de apresentar algumas.

Notemos, por fim, que se A possui uma identidade 1, entéo [1] é a identidade de A/B, pois, para todo [a] € A/B vale
[a][1l] = [al] = [a]. Fora isso, se A é comutativo, A/B também o é, pois [a][b] = [ab] = [ba] = [b][a] para todos a, b € A.
A reciproca nao é necessariamente verdadeira: A/B pode ser comutativo sem que A o seja.

e Anéis gerados por relacgoes

Seja A um anel. E por vezes muito importante construir um novo anel a partir de A identificando alguns elementos
selecionados de A. Se, por exemplo, a e b sdo elementos distintos de A pode ser de nosso interesse impor que valha uma
relacdo como a = b, ou como a® = b, ou ainda como aba = b>, ou vérias delas simultaneamente. Isso equivale a impor
que alguns elementos de A (como os elementos a — b, ou a® — b ou ainda aba — b3, nos exemplos acima) sejam nulos.
Combinando alguns ingredientes apresentados acima uma tal construgao é possivel.

Seja A um anel e seja C' um subconjunto nao vazio de A. Seja Sp[A, C] = Fp[C] o ideal bilateral gerado por C
e seja o anel A/Zp[C]. Pela construcao, se x € Zp[C], entdo [z] = [0]. Como C' C Ip[C], segue que se ¢ € C, vale
[c] = [0]. Como se V&, essa construgao permite o efeito desejado se impor a nulidade de certos elementos de A, a saber os
de C (e todos os demais de #5[C], os quais sdo da forma de somas finitas de elementos como ¢ ou aca’, com a, a’ € A e
ce ().
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O anel A/.Z5[C] é dito ser o anel gerado pelo subconjunto C' C A, ou o anel gerado pelo conjunto de relagoes C' C A.
O anel A/.#5[C] serd por vezes denotado por Z[A, C] ou simplesmente por Z[C], quando A for subentendido.

Um exemplo relevante de uma tal construgao é o seguinte. Seja A um anel nao comutativo. Podemos construir um anel
comutativo a partir de A considerando o conjunto C' = {ab—ba, com a, b € A} e construindo o anel Z[A, C] = A/ I5[C].
Os elementos de Z[A, C] sao classes [a] com a € A. Para todos a, b € A teremos que [a][b] — [b][a] = [ab — ba] = [0],
pois ab — ba € C C Ig[C], que é a classe do elemento 0. Com isso, vé-se que Z[A, C]| é um anel comutativo, por vezes
denominado a Abelianizacao do anel A.

E. 2.141 FEzercicio. Seja o anel Z, formado pelos inteiros, com as operagdes usuais de soma e produto. Seja C' = {n}, com n um
inteiro positivo. Mostre que Z[Z, {n}] coincide com Z,,. o,

Construgoes como a do anel gerado por um subconjunto C' sao particularmente potentes quando combinadas a
construcao da algebra tensorial de espacos vetoriais, que introduziremos na Segao 2.5, pagina 229.

e Ideais préprios, primos e maximais e algumas de suas propriedades

Vamos agora a algumas defini¢Ges tteis. Seja A um anel.

Um ideal I de A é dito ser um ideal proprio se I for um subconjunto préprio de A. E f4cil constatar que se A é um
anel com identidade 1, entao um ideal I é proprio se e somente se 1 ¢ I. Essa observacao elementar tem consequéncias
diversas sobre propriedades estruturais de ideais, como veremos adiante.

Um ideal préprio de I de A é dito ser um ideal primo se para todos a e b € A para os quais valha ab € I tem-se ou
que a € I ou que b € I (ou ambos).

Um ideal préprio M de A é dito ser um ideal mazimal se nao houver em A nenhum outro ideal préprio que contém
M.

Proposigao 2.26 Se A ¢ um anel comutativo com uma unidade 1, entdo todo ideal maximal de A € um ideal primo. O

Prova. Como A é comutativo, todo ideal de A é bilateral. Sejam a, b € A tais que ab € M. Se a € M a prova esta
completa. Vamos, entao, supor que a € M. O conjunto Aa é um ideal, pois para todo a’ € A vale a’'ab € a’/M C M.
Fora isso, Aa nao é um subconjunto de M pois, como A é unital, Aa contém o elemento la = a ¢ M. Assim, a soma
Aa + M é um ideal bilateral de A que contém M como subconjunto préprio e que deve conter a unidade, pois se assim
nao fosse seria um ideal préprio de A que contém M propriamente, contrariando a maximalidade de M. Logo, existem
a' € Aem e M tais que a’a +m = 1. Logo, a’ab+ mb =10b. Agora, a’abe€ M e mb=bm € M. Logo, b€ M. |

As proposicoes que seguem contém informagoes importantes sobre a relagao entre ideais primos, ideais maximais e
quocientes.

Proposicao 2.27 Seja A um anel comutativo com unidade e P um ideal primo em A. Entdo, A/P é um anel de
integridade. O

Prova. Vimos acima que a comutatividade de A implica a comutatividade de A/P e que A/P é unital, pois A o é, a
unidade sendo [1]. Tudo o que precisamos é provar que A/P nédo tem divisores de zero. Suponhamos que A/P tenha

divisores de zero, ou seja, que existam [a] # [0] e [b] # [0] tais que [a][b] = [0]. Isso significa que [ab] = [0], ou seja, que
ab € I. Pela hipétese, isso significa ou que a € I (o que implica [a] = [0]) ou que b € I (o que implica [b] = [0]) ou ambos.
Isso é uma contradigao e com ela completa-se a demonstragao. |

A seguinte proposicao é empregada na teoria dos anéis e algebras comutativas e na topologia algébrica.

Proposicao 2.28 Seja A um anel comutativo com unidade e M um ideal mazimal em A. Entdo, A/M é um corpo. O

Prova. Vimos acima que a comutatividade de A implica a comutatividade de A/M e que A/M é unital, pois A o0 é, a
unidade sendo [1]. Vimos também (Proposigao 2.26) que M é um anel primo e, portanto, A/M é um anel de integridade
(Proposigao 2.27). Tudo o que precisamos é provar que todo elemento ndo nulo [a] de A/M tem uma inversa.
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Primeiramente, notemos que se a € A tem uma inversa a™ !, entao [a '] é a inversa de [a], pois [a][a™!] = [aa™!] = [1].
Vamos, entéo, considerar elementos a € A que ndo tenham inversa em A. A condigdo que [a] seja um elemento nao nulo
de A/M significa que a ¢ M.

Fixado um tal a, consideremos o conjunto aA. O fato de a ndo ter inversa em A equivale a dizer que 1 ¢ aA. O
conjunto aA é um ideal & direita, mas também um ideal & esquerda, pois, devido & comutatividade de A, vale aA = Aa.
Assim, aA é um ideal bilateral que nao contém 1. Notemos também que aA nao é um subconjunto de M pois, como A
¢é unital, aA contém o elemento al = a ¢ M.

A soma M + aA é igualmente um ideal bilateral de A, mas M + aA contém o elemento 1 pois, se assim nao fosse,
M + aA seria um ideal bilateral préprio de A que contém M propriamente (j4 que aA ndo é um subconjunto de M),
contrariando a hipétese que M é maximal. Assim 1 € M + aA, o que significa que existem m € M e a’ € A tais que
m+aa’ =1, ou seja, aa’ =1 — m, o que implica [aa’] = [1] e, portanto, [a][a’] = [1]. Isso prova que [a] tem uma inversa
multiplicativa, a saber, [a] ™! = [a/]. |

2.4.1.2 Ideais em Algebras Associativas

As definigoes e construgoes acima, sobre ideais em anéis, podem ser estendidas para o contexto de dlgebras associativas.
Lembrando que toda algebra associativa é um anel, um ponto relevante a considerar é a estrutura linear introduzida pelo
corpo de escalares IK com os quais podemos multiplicar os vetores da dlgebra em questdao. Aqui ndo repetiremos todas as
construgoes acima no mesmo nivel de detalhe, por tal ser claramente dispensavel, e nos ateremos apenas aos fatos mais
importantes para os desenvolvimentos ulteriores. Vamos primeiramente as definicoes adequadas de ideais em &lgebras.

e Subespacgo gerado por subconjunto de uma algebra associativa e alguma notagao

Seja A uma &lgebra associativa sobre um corpo K. Como tal, A é dotada de uma operagao associativa de produto
“” (simbolo esse que, por simplicidade, omitiremos no que segue) e de uma operacao de soma “+” em relagdo & qual é
um grupo Abeliano, sendo também um espago vetorial sobre K.

Se B C A é um subconjunto nao vazio de A4, o conjunto &[B] C A definido por
&[B] = {a1b1+~~~+anbn, nelN, ap, €K e by € B paratodo k=1, ..., n},
e formado por todas as combinagoes lineares finitas de elementos de B com coeficientes em K, é o menor subespaco de
A que contém B, o chamado subespaco gerado pelo subconjunto B de A.

E de se observar que se B e C sdo subconjuntos nao vazios de A, entao &[BUC] contém &[B] e &[C] como subespacos.

Analogamente ao caso de anéis, se B e C' sdo subconjuntos nao vazios de A denotamos por BC' o conjunto de todos
os elementos de A que sdo da forma bc com b € Bec e C: BC = {bc, combe Bece C’}. Com isso, é facil ver
que &[B]&[C] C &[BC). Se B, C e D sdo subconjuntos nao vazios de A também denotamos por BC'D os conjuntos
(BC)D = B(CD) (essa igualdade dando-se em funcio da assumida associatividade de A): BCD := {bcd, com b €

B, ceCe dED}.

e Ideais a esquerda, a direita e bilaterais em algebras associativas

Seja A uma algebra associativa sobre um corpo K. Um subconjunto L de A que seja um subespago vetorial sobre K
de A é dito ser um ideal algébrico a esquerda de A se al € L para todo a € A e todo [ € L. Um subconjunto R de A
que seja um subespacgo vetorial sobre IK de A é dito ser um ideal algébrico a direita de A (ou simplesmente um ideal @
direita de A) se ra € L para todo a € A e todo r € R. Um subconjunto B de A é dito ser um bi-ideal algébrico ou um
ideal bilateral algébrico de A for simultaneamente um ideal & direita e um ideal & esquerda de A. Por vezes omitiremos
o qualificativo “algébrico” e falaremos apenas de ideais a esquerda ou a direita ou bilaterais, tal como no caso de anéis.

¢ Homomorfismos e ideais algébricos bilaterais

Sejam A e B duas &lgebras associativas e seja ¢ : A — B um homomorfismo algébrico. Entao, Ker(¢) = {a €
Al ¢(a) = 0} é um ideal bilateral algébrico de A. A prova dessa importante afirmagao é andloga & do caso de anéis e os
detalhes sao deixados como exercicio.
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e Intersecgoes de ideais

Seja A uma &lgebra associativa e sejam Ly com A € A (A sendo um conjunto arbitrario de indices) uma familia de

anéis algébricos a esquerda de A. E muito facil verificar pelas defini¢des (faga-o!) que ()., Lx é também um ideal
algébrico a esquerda de A. Afirmacao andloga vale para ideais algébricos a direita e ideais algébricos bilaterais.

e Ideais algébricos gerados por subconjuntos de uma algebra associativa

Assim como no caso de anéis, a nocao de ideais algébricos gerados por subconjuntos de uma &lgebra associativa
permite construgoes de grande relevancia.

Seja C' C A um subconjunto nao vazio de uma algebra associativa A. Entao, a intersecgao de todos os ideais algébricos
a esquerda de A que contém C é também um ideal algébrico a esquerda, que é dito ser o ideal algébricos d esquerda
gerado pelo conjunto C. Definigoes analogas valem para ideais algébricos a direita e ideais algébricos bilaterais.

Denotaremos por Zg[A, C] (ou simplesmente por #5[C], quando a algebra A for subentendida) o ideal algébrico a
esquerda gerado por C' C A. Analogamente, denotamos por .#p[A, C] (ou simplesmente por .#p[C]) e por Ip[A, C]
(ou simplesmente por #5[C]) os ideais algébricos & direita e bilaterais, respectivamente, gerados por C' C A.

No caso de algebras associativas é possivel explicitar mais os elementos de ideais algébricos gerados por conjuntos.

Proposigao 2.29 Seja C C A um subconjunto nao vazio de uma dlgebra associativa A. Tem-se que:

1. Ig [A, C’] = cg’[(AC’) U C}, ou seja, o ideal algébrico a esquerda gerado por C, g [A, C}, consiste em todos os
elementos de A formados por combinacdes lineares finitas com coeficientes em K de produtos de elementos de A
com elementos de C' (nessa ordem) mais combinagoes lineares finitas com coeficientes em K de elementos de C.
Naturalmente, se A € unital, entao g [A, C] = é"[AC].

2. Ip [A, C} = é"[(CA) U C], ou seja, o ideal algébrico a direita gerado por C, Ip [A, C’}, consiste em todos os
elementos de A formados por combinacoes lineares finitas com coeficientes em IK de produtos de elementos de C
com elementos de A (nessa ordem) mais combinagies lineares finitas com coeficientes em K de elementos de C.
Naturalmente, se A é unital, entdo g [A, C’] = cg’[C’A].

3. Ip[A, C] = &[(ACA) U(AC) U (CA)UC]. Naturalmente, se A é unital, entao Sg[A, C] = E[ACA. O

A prova é andloga ao caso de anéis e deixada como exercicio.

e Somas de ideais algébricos

Se Ly e Ly sao dois ideais algébricos & esquerda de uma algebra associativa A, entao sua soma, definida por L1+ Lo :=
{li+la, 11 € Ly ely € Ly} é também, como facilmente se verifica, um ideal algébrico & esquerda de A. Esse ideal é
dito ser a soma dos ideais algébricos L, e Ls. Afirmagao andloga vale tanto para somas de dois ideais algébricos a direita
quanto para somas de ideais algébricos bilaterais.

e Estrutura de reticulado

Seja A uma dlgebra associativa. Para dois ideais algébricos a esquerda L1 e Lo de A defina-se as operagoes Ly A Lo :=
LiNLye L1V Ly := Ly + Ly. A colegéo de todos os ideais algébricos a esquerda de A é um reticulado (para a defini¢o,
vide pagina 109 e seguintes) em relacao a essas duas operagoes. Afirmacao andloga vale tanto para a cole¢do de todos os
ideais algébricos a direita de A quanto para a colecao de todos os ideais algébricos bilaterais de A.

E. 2.142 Ezercicio. Prove as afirmacdes acima. o,

e Produtos de ideais algébricos

Se L é um ideal algébrico a esquerda de A o conjunto & [LC] é igualmente um ideal algébrico a esquerda de A,
denominado o ideal algébrico produto de L por C. Analogamente, se R é um ideal algébrico a direita de A o conjunto
& [BR} é igualmente um ideal algébrico a direita de A, denominado o ideal algébrico produto de B por R. Por fim, se L
é um ideal algébrico a esquerda de A e R é um ideal algébrico a direita de A, entdo & [LR} é um ideal algébrico bilateral
de A, denominado o bi-ideal algébrico produto de L por R.
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e Quocientes de algebras associativas por ideais bilaterais

E bastante claro ao leitor que com as defini¢coes acima podemos reproduzir as construgoes que realizamos no caso
de anéis, pois dlgebras associativas sao anéis e subespacos de dlgebras sao também subgrupos das mesmas em relacao
a operagao de adigao. De particular importancia é a construgao de quocientes. Se A é uma algebra associativa e B é
um ideal bilateral algébrico de A, entdo nossas construgoes prévias permitem definir o anel A/B composto das classes
caracteristicas [a], com a € A, sendo a relacdo de equivaléncia em A dada por a ~ a/ se a —a’ € B. Podemos fazer de
A/B uma algebra por meio da estrutura linear

ajfa1] + asglas] = [a1a; + asas] ,

definida para todos aj, as € K e todos a;, as € A. Primeiramente precisamos provar que a expressdo acima estd
bem definida enquanto operagao entre classes. Porém, se a1, as € A e by, ba € B, entdo ag(a; + b1) + az(az + ba) =
ara1 + asas + (a1b1 + asbs). Como aby + asbs € B (pois B é um subespago de A), segue que a1la1] + aslaz] nao
depende do particular representante adotado das classes [a1] e [az], fornecendo sempre a classe [a1a; + azas).

Isso estabelece que o anel A/B é uma &lgebra associativa em relagdo sobre o corpo K, denominada dlgebra quociente
da &lgebra associativa A com o ideal bilateral algébrico B, ou dlgebra fator de A por B.

° Algebras geradas por relacgoes

Seja A uma dlgebra associativa. E por vezes muito importante construir um nova algebra associativa a partir de
A identificando alguns elementos selecionados de A. Se, por exemplo, a e b sdao elementos distintos de A pode ser de
nosso interesse impor que valha uma relacdo como a = b, ou como a®> = b, ou ainda como aba = b3, ou vérias delas
simultaneamente. Isso equivale a impor que alguns elementos de A (como os elementos a — b, ou a? — b ou ainda aba — b?,
nos exemplos acima) sejam nulos. Combinando alguns ingredientes apresentados acima uma tal construgao é possivel.

Seja A uma dlgebra associativa e seja C' um subconjunto nao vazio de A. Seja Ip[A, C] = I5[C] o ideal algébrico
bilateral gerado por C e seja a &lgebra associativa A/.#5[C]. Pela construcao, se © € A/Zg[C], entdo [z] = [0]. Como
C C #[C), segue que se ¢ € C, vale [c] = [0]. Como se vé, essa construgdo permite o efeito desejado se impor serem
nulos certos elementos de A, a saber os de C (e todos os demais de .#5[C], os quais sdo da forma de somas finitas de
elementos como ¢ ou aca’, com a, ' € Aece C).

A 4lgebra associativa A/.Z5[C] é dito ser a dlgebra gerada pelo subconjunto C' C A, ou a dlgebra gerada pelo conjunto
de relagoes C' C A. A dlgebra associativa A/.#p[C] serd por vezes denotado por &7[A, C] ou simplesmente por </ [C],
quando A for subentendido.

Um exemplo relevante de uma tal construgao é o seguinte. Seja A uma algebra associativa ndo comutativa. Podemos
construir uma &lgebra associativa comutativa a partir de A considerando o conjunto C' = {ab — ba, com a, b € A} e
construindo a algebra «/[A, C] = A/.Z5[C]. Os elementos de &Z[A, C] sdo classes [a] com a € A. Para todos a, b € A
teremos que [a][b] — [b][a] = [ab — ba] = [0], pois ab — ba € C C Z[C], que é a classe do elemento 0. Com isso, vé-se que
o/[A, C] é uma dlgebra associativa e comutativa, por vezes denominado a Abelianizacido da dlgebra associativa A.

Construgoes como a da algebra gerada por um subconjunto C' sao particularmente potentes quando combinadas a
construcao da &lgebra tensorial de espagos vetoriais, que introduziremos na Secao 2.5, pagina 229. Na Secao 2.1.7.5,
péagina 141, mostramos como quocientes por certos ideais em algebras tensoriais podem ser empregadas na defini¢ao das
chamadas Algebras de Clifford, de relevancia na Fisica Quéantica.

2.5 Espacos de Fock, Algebras Tensoriais e Algebras Exteri-
ores

Comegamos nossa discussao sobre algebras tensoriais apresentando a nocao de espaco de Fock associado a um espaco
vetorial, uma construgao muito importante na Mecanica Quantica, na Teoria Quantica de Campos e na Mecanica
Estatistica Quéantica, sendo também relevante em certas areas da Matematica, como na Teoria dos Grupos de Lie e
outras.

e O espago de Fock

Seja U um espago vetorial (ndo necessariamente de dimensao finita) sobre um corpo K. Na Secdo 2.3.5, pagina
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202, definimos o produto tensorial U®X™ que aqui iremos denotar simplificadamente por U®" (doravante omitiremos o
subindice K dos sfmbolos ® e @). Pela convencao adotada naquela se¢io, temos U®" = K quando n = 0. Agregando
a isso a definicao de somas diretas de colegoes arbitrarias de espagos vetoriais, apresentada na Secao 2.3.4, pagina 200,
podemos definir o espago vetorial

TWU0) = éU®" :
n=0

O espago 7 (U) é denominado o espago de Fock® associado®® ao espago vetorial U.

Na Secao 2.3.7, pagina 218, definimos também os espacos simétrico e antissimétrico (U®™)g e (U®™) 4, respectiva-
mente. Com eles, podemos analogamente definir os espagos
oo (oo}

Zs(U) = PUe, e ZU) = P U,

n=0 n=0
que sdo os subespagos simétrico e antissimétrico de 7 (U), respectivamente. Acima, para n = 0 convencionamos que
(U#%) 4 = (U®°) , = K e para n = 1 convencionamos que (U®'), = (U®') , =U.
Os espacos J5(U) e T4(U) sdo denominados o espago de Fock simétrico e o espago de Fock antissimétrico, respecti-
vamente, associados ao espago vetorial U.
Antes de prosseguirmos, comentemos que as construgoes de .7 (U), T5(U) e T4(U), acima, sdo puramente algébricas.
Em diversos casos é possivel introduzir topologias nelas caso U seja também um espaco vetorial topolégico. Isso se da

no importante caso em que U é um espaco de Hilbert. Vide para tal Secao 39.3, pagina 2137. Por ora, nao entraremos
no estudo geral de espagos de Fock topolégicos.

2.5.1 Algebras Tensoriais

Lembremos que, de acordo com a definicdo de soma direta, cada vetor v de J(U) é da forma vy ® v1 B vy & -+,
com vy € U®" para todo k, mas somente um ntimero finito de v’s é nao nulo. E funcdo disso, é possivel definir
oo [ee]

em .7 (U) um produto que o transforma em uma &lgebra associativa: para a € @U@m ebdb e @U®" da forma
n=0 n=0
a= Zaka§®a’f@a§®~u eb= Zﬁlbé@bﬁ®bé@~~, as duas somas sendo finitas, com oy € K e 5; € K e com
k 1
af e U%, bé- € U®J para todos k, I, i e j, definimos um produto, que denotamos por a ® b, por

<Zaka§®a’f®a§®--->® (Zﬁﬁé@bi@bé@---) =Y anf (a’g@a’f@a’g@---)®(bg@bﬁ@bg@--->
l

k k, 1

- Bl o

p=0 Lg=0

Acima, usamos diversas vezes as propriedades de distributividade estabelecidas no Exercicio E. 2.131, pagina 209. Os
elementos a’; ® b;,_ o Sao definidos pelo isomorfismo canoénico: se

QZZXT:C{®~-~®$;€U®’” e gszsyf®m®y§€U®”
T s

com as somas sendo finitas e x,., £ € K para todos r, s, entao

z®yY = ZZXrgs9371A®"'®:E:n®yf®...®yi€U®(m+n)'
r s

88Vladimir Aleksandrovich Fock (1898-1974).
890s espagos de Fock foram introduzidos em V. Fock, “Konfigurationsraum und zweite Quantelung”, Z. Phys. 75, 622-647 (1932).
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Aqui, usamos o isomorfismo canénico U®™ @ U™ — U®(m+7) (vide (2.121)) para identificar (:c{ ® - Qx; ) ® (yf ®

m
~~~®y,§) eI ® -1 QU Q- QYL
Observe-se que, devido ao fato de que apenas uma colegao finita de componentes ai—“ e bé- ser nao nula, entao apenas

!

P
uma cole¢ao finita de elementos da forma Z a]; ®b,_,, com p=0, ..., 0o, serd nao nula também (Exercicio E. 2.143),

q=0
provando que o produto acima realmente resulta em elementos de 7 (U) e, portanto, define um produto em 7 (U).

E. 2.143 Ezercicio. Sejam a; € U®* e b; € U®J para todos 4, j =0, 1, ..., co. Mostre que se a; = 0 para todo i > M e b; = 0
P
para todo j > N, entdo Zaq ® bp—q = 0 para todo com p > M + N. &
q=0

O espago vetorial 7 (U) torna-se, assim, uma algebra, denominada dlgebra tensorial de U. Essa édlgebra é associativa
e unital, como se vé nos préximos exercicios.

E. 2.144 Ezercicio. Mostre que o produto definido acima é associativo. Para tal, observe que, para z = 21 ® -+ ® T,
Y=y1Q® - QyYnez=21Q - 2 0 isomorfismo candnico mapeia (g@g) Rzexr® (g@g) emzRyR 2z o+

E. 2.145 FEzercicio. Sejae € F(U) daformae: =140 0@ ---, onde 1 é a unidade do corpo K. Mostre, usando a definicdo de
produto dada acima, que 1b = b para todo b € 7 (U). *

Algebras tensoriais sdo objetos de enorme importancia e diversos outros tipos de dlgebra podem ser construidas a
partir da mesma ou de modo semelhante a mesma.

Na Segao 2.1.7.5, pagina 141, mostramos como algebras tensoriais podem ser empregadas na denificao das chamadas
Algebras de Clifford, de relevancia na Fisica Quantica.

2.5.2 Algebras Exteriores

Algebras exteriores sdo um tipo especial de dlgebras de Grassmann (apresentadas na Secao 2.1.7.4, pagina 140) e ocorrem
de forma importante na Topologia Diferencial e na Geometria Diferencial, especialmente no estudo das chamadas formas
diferenciais, introduzidas por Elie Cartan®. O tratamento que faremos aqui é geral e nao se especializa a estruturas
diferenciaveis.

Na Secao 2.3.7, pdgina 218, definimos o espago (U®")4 como o subespaco de U®" constituido pela imagem do
operador de antissimetrizagao A,. Sejam p, ¢ € No. Se x € (U®P)4 e y € (U®9)4, entdao = e y sdo (evidentemente)
elementos de U®P e U®4, respectivamente, e, portanto, o produto tensorial z ® y (como introduzido acima) define um
elemento de U®PT9). Para x € (U®P)4 e y € (U®9) 4, defina-se o produto Ay, ¢ : (UPP) 4 x (US7) 4 — (U®®PFD) | por

(p+q)!
T gy = %Apﬂ(z@y) . (2.171)
(2y) = 2Aq(y) =
:L') = yx.

Note-se que, por essa defini¢ao, valerd no caso p = 0 que x € K e, portanto, x Ao, 4y 1= Aq (:E ® y) =A
xy. Analogamente, no caso ¢ = 0 teremos y € K e, portanto, z A, oy := Ap (:c & y) =Ap (y:c) =yA,

—~Q

De acordo com (2.157), pagina 219, vale
Aptq (%(1) ® ®Tr(p) ®Yo(1) @+ ® ycr(q)) = sinal ()sinal (0)Aptq (301 R RTRYUR B yq) (2.172)

para todos m € S, 0 € S4. Assim, se x e y sdo da forma x =1 A---Axp ey =y1 A AYyq, entdo, usando também

90Klie Joseph Cartan (1869-1951).
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(2.158) e (2.159), segue que

p+4q) : .
(T1 A Axp) Apg (B1 Ao Ayg) = ( ) Z Z sinal (7)sinal (o) Apq (mw(l) R ®Tn(p) QYo(1) @+ ® yg(q))

lg!
pq TES, 0ES,

p+q)!
- (plql) Z Z AP+Q(351®"'®%®y1®'“®yq>
1 TES, 0ES,

= (p+q)!Ap+q(ml®~-~®mp®y1®~~~®yq)

= TIA- AT AYL A AYq - (2.173)

Essa igualdade torna evidente que para z, y e z da formax = 1 A -+~ Axp € (USP)g, y =y1 A--- Ay, € (U®)4 e
z=2z1 NNz € (U®) 4, vale

(x Np, q y) Nptq,r 2 = T Np, gtr (y Nq, r Z) . (2.174)

Devido a linearidade dos produtos A, , (vide (2.171)), a relagao (2.174) estende-se para todos x € (U®P) 4, y € (U®?)4
eze (UP)a.

Para z € (U®P)4, y € (U®7)4 é importante compararmos = Ay 4y € Y Aq.p &, ambos elementos de (U®(PT9) 4. Por
(2.173), temos que

(T1 A Axp) Apg (Y1 Ao Ayg) TIA AT AYL A Ay

(“1)PIyr Ao Ayg Azt A= Ay

= (_1)PQ(y1 /\.../\yq) Aq. p ($1 /\"'/\Ip) .

Consequentemente, vale

()Pl y Ay p (2.175)

para todos z € (U®P)4 e y € (U®9) 4. E evidente por essa relacao que se p for impar, teremos x A, , * = 0 para todo
x € (U®P) 4. Isso nao é necessariamente verdade para p par. Porém, segue de (2.173) e do comentado no Exercicio E.
2.136, pagina 220, que (:ElA"'/\IL'p) Ap, p (:ElA"'/\IL'p) =z A~ Axp Ax1 A--- Axp = 0 para todo p € IN.

TNp q¥y

Para futura referéncia, resumindo nossos resultados, temos
Proposigao 2.30 Com as defini¢coes acima valem,
1. O produto Ay, 4 : (U®P) a4 x (UP) 4 — (USP+D)) 4 € bilinear, ou seja, satisfaz
(@1 + @2x2) Ap gy = 11 Ap g Y+ Q22 Ap gy € T Ap q (1Y + azy2) = 1@ Ap g Y1 + a2 Ap g Y2 ,
para todos ar, as € R, z1, w2 € (U®P)4 e y1, y2 € (U®) 4.
2. 0 produto N, 4 : (U®P) 4 x (U®) 4 — (USPTD) 4 satisfaz
(2 Ap, q ) Npta,r 2 = T A, gir (Y Ag,r 2) - (2.176)
para todos x € (U®P) 4, y € (U®9) 4 e 2 € (U®") 4. Essa propriedade é por vezes denominada pré-associatividade.
3. Para todos x € (U®P)4 ey € (U®?) 4 vale
TNpqy = (m1)PTyAgpx. (2.177)

Essa propriedade € por vezes denominada comutatividade graduada. Caso p seja impar, isso implica que TNy px =
0. Para p par isso ndo é necessariamente verdade. Porém, para x1, ..., xp, € U, vale

(T A Aap) App (@I Ao Aap) =21 A Azp ATy A+ Az = 0

para todo p € IN. |
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e A dlgebra exterior de U

Podemos agora proceder de forma andloga & que empregamos ao transformarmos 7 (U) em uma §lgebra associativa
o0

e unital, usando os produtos A, , para fazer também de 74(U) uma dlgebra associativa. Para g € @(U®")A e
0 n=0
@ U®™) 4 da forma a = Zak af@af k@ eb= Zﬂl by b @b, @ -+, as duas somas sendo finitas, com
1

Qg E ]K e €Kecomale (U®’),47 bl (U®7) 4 para todos k, [, i e j, definimos o produto a A b por

(Zakao@al@% ) (Zﬁlb @bﬁ@bé@---) = Zakﬁl(a’g@a’f@a’g@---)A(bg@bﬁ@bg@---)

k k, 1

00 p
Zakﬂl@[za /\qp q ‘|
k, 1 p=0

q=0

o0

- Olz:(Zaka)quq(Zﬁl )] (2.178)

p=

A associatividade do produto assim definido decorre diretamente de (2.174) e sua demonstragio é deixada como exercicio.
O espago vetorial 74 (U) torna-se, assim, uma dlgebra associativa denominada dlgebra exterior de U. Essa &lgebra é
unital, como se depreende do préximo exercicio.

E. 2.146 FEzercicio. Sejae € T4(U) daformae:=1000 0@ ---, onde 1 é a unidade do corpo K. Mostre, usando a defini¢do de
produto dada acima, que 1 Ab = b para todo b € T4(U). *

E importante também reconhecer que U é isomorfo ao subespago de 74 (U) definido por 00U 0@ 0d - - - e que para
esse subespaco temos (O@u®0@~ . ~)/\(0€9u@0@0@~ . ) =000® (uN,1u)B0B0B--- =0, poisuN,1u=uAu=0

para todo u € U. Decorre disso que T4 (U) é uma dlgebra de Grassmann (vide defini¢do na Segao 2.1.7.4, pagina 140).

e O caso de espacos de dimensao finita

De particular importancia para a Topologia Diferencial e para a Geometria Diferencial é o caso em que U é um espago
de dimensao finita m. Seja {e1, ..., €, } uma base em U. Pelo comentado no Exercicio E. 2.137, pdgina 220, vale aqui
para o espago J4(U) de todos os tensores antissimétricos,

Ta(U) = KeUe (U*?),&---a (U) (2.179)

A )

pois (U®™) , = {0}, o espago vetorial trivial, sempre que n > m. Pelo mesmo Exercicio E. 2.137, cada espago (U®l)A
tem uma base composta por vetores da forma e, A--- Aey, com k; € {1, ..., m} para todo j e com k; < ... < kj e,
consequentemente, (U®') , tem dimenséo () = m Portanto, 9,4( ) tem dimensao Y, Z,(TZ—LLW =2m

e O produto interior

H&4 também um outro produto ttil que pode ser definido entre espagos (U ®”) 4» 0 chamado produto interior. Para
u € U’ define-se I" : (U®”)A — (U®(”*1))A, 1 < n <m, da seguinte forma: para cada w € (U®”)A define-se I"w como
sendo o elemento de (U®(”_1))A tal que para todos vy, ..., v._1 € U’ vale

(@ ®v_1, [w) = UGV &+ Doy, w) . (2.180)
Honorificamente define-se também I0 = 0.
E. 2.147 Ezxercicio. Demonstre as seguintes propriedades do produto interior:

It = 0, 0<n<m-1. (2.181)

L2 (w1 Ay ymp w2) = (I7w1) Ang—1,mp w2 + (=1)™ w1 Any,np—1 152 (w2) (2.182)
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para todos wi € (U®"1)A e ws € (U®"2)A. Observe-se que a propriedade (2.182) é similar a regra de Leibniz para derivadas, exceto
pelo fator (—1)"* do lado direito. o,

O produto interior pode ser estendido a todo Fa(U) = @, —, (U®") , pelo operador linear I, : Ta(U) = Fa(U)
definido por

m m
I, @w = P (Iiw) = @ (Iiw?) , (2.183)
a=0 a=1
onde w® € (U®a)A para cada a = 0, ..., m. Observe-se que a imagem de I, é o subespaco @? 01 (U®")A de
Ta(U) = @,—, (U®") ,. Por (2.181), vale
m m
Qe = P urtn) o,

a=0 a=1

provando que (Iu)2 = 0 e, portanto, que I,, é nilpotente.

Sejam

:Zakalg@alf@---@a’;1 e wy = Zﬂlblo@bll@~~@bﬁn
k 1
elementos de 74 (U). Entao, vale
L(wi Aws) = (Tuwr) Aws + (Gwr) A (Tuwa) (2.184)

onde G : T4(U) — T4(U), o chamado operador de graduagao, é o operador linear definido por

m

G@a] = @ (=1)%a; .

7=0

Por exemplo, no caso m = 5, G(ao Da DasDazDas D a5) =ap® (—a1)Dax® (—a3) ®as® (—as). A demonstragio
de (2.184) é apresentada no Apéndice 2.A, pagina 249.

2.6 Toépicos Especiais

Esta secao é formada por alguns assuntos independentes que, embora relevantes, nao se enquadram na exposicao que
pretendiamos ter nas segOes anteriores.

2.6.1 O Grupo de Grothendieck

Vamos aqui descrever uma construgdo que permite obter um grupo Abeliano a partir de um semigrupo Abeliano dado.
Um grupo construido por esse procedimento é chamado de grupo de Grothendieck? associado ao semigrupo Abeliano
em questao. Grupos de Grothendieck desempenham um papel importante em véarias dreas da Matemadtica, como por
exemplo na chamada K-teoria.

Seja um semigrupo Abeliano S (ndo necessariamente dotado de um elemento neutro) cujo produto denotamos pelo
sfmbolo +.

Consideremos em primeiro lugar o produto Cartesiano S X S e vamos introduzir 14 uma relagao de equivaléncia da
seguinte forma: dois pares (a, b) e (a’, b') € S x S sdo equivalentes, (a, b) ~ (a’, b'), se existir pelo menos um elemento
p € S tal que®?

a+b +p =d+b+p. (2.185)

91 Alexander Grothendieck (1928-2014).

92Comentemos, antes de prosseguirmos, que nio supomos necessariamente que S seja um semigrupo cancelativo. Assim, ndo necessariamente
inferimos de (2.185) que a+b’ = a’+b. A definigao de semigrupo cancelativo, assim como exemplos de semigrupos cancelativo e ndo-cancelativos
(Abelianos ou néo) encontra-se & pagina 125 (vide Exemplos 2.11, pdgina 125).
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Vamos mostrar que isso define de fato uma relacdo de equivaléncia. Em primeiro lugar é claro que (a, b) ~ (a, b)
para qualquer par (a, b) € S? = S x S, dado que aqui, para verificar (2.185), basta tomar qualquer elemento p € S.
Em segundo lugar é evidente que, se (a, b) ~ (a/, V'), entdao (a’, V') ~ (a, b). Finalmente, vamos mostrar que se
(a, b) ~ (¢, d) e (¢, d) ~ (e, f), entdo (a, b) ~ (e, f). Por hipdtese existem p e p’ € S tais que

a+d+p =b+c+p e c+f+p =d+e+p .

Daqui extraimos que
(a+d+p)+(c+f+p) = (b+c+p)+(d+e+p),

ou seja, que
a+f+p" =bte+p”,

onde p” = d+ c+ p+p’. Essa relagdo diz precisamente que (a, b) ~ (e, f), completando a prova de que temos assim
uma relacdo de equivaléncia em S2.

Vamos considerar agora o conjunto K(S) := 52/ ~ de todas as classes de equivaléncia definidas acima. Como é usual,
denotaremos por [(a, b)] a classe & qual pertence o par (a, b) € S%. Vamos construir em K(S) uma estrutura de grupo
Abeliano, cujo produto também denotaremos por +. Dadas duas classes [(a, b)] e [(¢, d)] definimos

[(a, B)] + [(e, d)] = [(a+ec, b+d)]. (2.186)
Note-se que por essa defini¢ao tem-se (verifique!)
(@, )]+ [(e; D] = [(e, )] + [(a, b)]

para todo a, b, ¢, d € S, pelo fato de a operacdo de soma ser Abeliana em S.

A primeira coisa a fazer é mostrar que essa definigao independe dos elementos tomados nas classes. Para isto basta
provar que se (a’, V') ~ (a, b), entdo (a+¢, b+d) ~ (a/ +¢, V' +d). Se (a/, V') ~ (a, b), entdo existe p € S tal que

a+b +p=d+b+p.
Somando-se ¢ + d a ambos os lados tiramos
(a+e)+ W +d)+p = (d+¢c)+ (b+d)+p
que é precisamente a afirmativa que (a + ¢, b+d) ~ (a’ + ¢, b’ + d).

E igualmente facil verificar que para quaisquer z, y € S tem-se que (z, z) ~ (y, y) e que, portanto, [(z, z)] = [(y, y)].
Vamos provar que hd em K(S) um elemento neutro. Este é precisamente a classe e := [(z, x)] com x € S arbitrério.
Note-se que, para qualquer par (a, b) € S? teremos

[(a, b)] + [(z, z)] = [(a+=z, b+2)] = [(a, b)],
pois (a+x 4+ b) +p = (b+ z + a) + p para qualquer p € S.

Falta-nos provar a associatividade do produto e a existéncia de uma inversa para cada elemento de K(S). Para a
associatividade, notemos que

[, )] + ([(e, D]+ (e, N]) = [(a 0)] +[(c+e, d+ )] = [(a+cte brd+)],

(I 0] + [, D)) +[(e; N] = [@+e b+d]+ [ )] = [[atecte b+d+f)].
Para provar a existéncia de inversa notemos que para cada par (a, b) € S% podemos tomar [(a, b)]~! := [(b, a)] pois
[(@ B)] + [(a, 0] = [(@ O] +[(b: @)] = [(a+b atd)] = .
Isso mostrou que K(S) tem uma estrutura de grupo Abeliano. Este é o chamado grupo de Grothendieck associado ao
semigrupo Abeliano S.

Como de costume, denotaremos [(a, b)}_1 por —[(a, b)] Assim, —[(a, b)] = [(b, a)].

Todo semigrupo Abeliano cancelativo é isomorfo a um semigrupo contido dentro de um grupo, a saber, de seu grupo
de Grothendieck. A prova dessa afirmacdo é o conteiido do exercicio que segue.
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E. 2.148 Ezercicio. 1. Mostre que (a+f, f) ~ (a+g, g) para quaisquer a, f, g € S. IL. Mostre que S(S) := {[(a—i—f, ], ae A}
é um semigrupo em K(S) com relagdo a mesma operagio definida em (2.186). III. Mostre que a aplicagdo ¢ : S — S(.5) definida por
S3am p(a):=[(a+f, f)] €S(S) (com f €S, arbitririo) ¢ um homomorfismo do semigrupo S no semigrupo S(5).

IV. Mostre que todo elemento [(a, b)] de K(S) pode ser escrito da forma [(a, b)] = ¢(a) —¢(b) e que @(a) — @ (b) = @(a’) — p(b')
se e somente se existirpe S coma+b +p=a +b+p.

V. Suponha que S possua a seguinte propriedade: se para a, a’ € S existir p € S tal que a+p = a’ +p, entdo a = a’ (nesse caso S
é dito ser um semigrupo Abeliano cancelativo. Vide pagina 125). Mostre que nesse caso ¢ : S — S(S) é um isomorfismo do semigrupo
S no semigrupo S(S). Nessa situa¢do, terfamos, em um certo sentido, que o grupo K(S) contém uma cépia do semigrupo S dentro de
si (a saber S(S)), sendo, portanto, uma espécie de extensdo do semigrupo S. o,

E. 2.149 FEzercicio. Seja o semigrupo Abeliano (IN, +), dos ndmeros naturais com a soma usual. Mostre que K(IN) ~ (Z, +), o
grupo dos niimeros inteiros com a operagdo de soma usual. ok

O exercicio acima indica a possibilidade de se definir os ntimeros inteiros a partir dos naturais. Os inteiros seriam, por
defini¢do, o grupo de Grothendieck do mondide Abeliano dos naturais com a operagdo de soma usual. Modernamente,
no estudo dos Fundamentos da Matemaética é dessa forma, alias, que os niimeros inteiros sao definidos.

E. 2.150 Ezercicio. Seja o mondide Abeliano (IN, -), dos nimeros naturais (sem o zero), com o produto dado pela multiplicagdo
usual. Mostre que K(IN) ~ (Q., ), o grupo dos racionais positivos (sem o zero) com o produto dado pela multiplicagdo usual. o+

O exercicio acima indica a possibilidade de se definir os nimeros racionais positivos a partir dos naturais. Os racionais
seriam, por definigao, o grupo de Grothendieck do mondide Abeliano dos naturais com a operagao de produto usual.
Modernamente, no estudo dos Fundamentos da Matematica é dessa forma, alias, que os niimeros racionais sao definidos.

E. 2.151 Ezercicio. Aplique a construcdo de Grothendieck para o semigrupo %, definido a pdgina 120. Mostre que o grupo assim
obtido possui apenas um elemento (ou seja, é o grupo trivial). "

E. 2.152 FEzercicio. Seja X um conjunto ndo vazio e considere o semigrupo Abeliano (e n3o cancelativo) composto pela a cole¢do
P(X) \ {0} (de todos os subconjuntos n3o vazios de X) com relacdo a operacdo de unido de conjuntos. Mostre que o grupo de
Grothendieck correspondente ¢ trivial. &

E. 2.153 Ezercicio. Seja X um conjunto ndo vazio e considere o semigrupo Abeliano (e n3o cancelativo) composto pela a cole¢do
P(X)\ {X} (de todos os subconjuntos de X distintos de X) com relacdo a operagdo de unido de conjuntos. Mostre que o grupo de
Grothendieck correspondente € trivial. ok

2.6.2 Grupdides

Um grupdide é definido da seguinte forma. E dado um conjunto C' e um subconjunto Cy C C, o qual é a imagem de duas
fungoes undrias p e ¢ (chamadas de “partida” e “chegada”), ou seja, p: C — Cp, ¢: C — Cy. Os elementos de Cy sao
pontos fixos de p e de ¢, ou seja,

cla) = « e pla) = «

para todo « € Cy (aqui denotaremos os elementos de C' por letras gregas).

Define-se em C' x C um subconjunto (ou seja, uma relacdo em C'), que denotaremos por R¢, da seguinte forma:
Re = {(a,ﬁ) € C? pla) = c(ﬁ)} .

W

E também dada uma fungao binaria Rc — C, que denotaremos por e que denominaremos “produto”, a qual

satisfaz as seguintes hipoteses:

1. Associatividade: « - (8-7) = (a- ) - v sempre que os produtos estejam definidos, ou seja, se (8, 7v), (o, 5-7),
(o, B) e (a- B, 7y) forem todos elementos de R¢
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2. Para todo (a, B) € Re temos p(a - ) = p(B).

3. Para todo (a, ) € R¢ temos c(a - 8) = c(a).

4. Para todo o € C temos a - p(a) = a.

5. Para todo o € C' temos c(a) - o = av.

Fora isso, existe para cada o € C uma assim chamada inversa bilateral a=' € C, a qual satisfaz a - a™! = c(a) e

a~!-a = p(a). Note que, por essa definicio, tem-se que, para todo ag € Cy, ag - agl = ao_l -y = Q.

Estes ingredientes definem um grupéide. Note-se que um grupédide nao necessariamente contém um “elemento neutro”
(vide exemplos).

¢ Exemplo de grupéide: Caminhos

Este exemplo é um protétipo da definicao de grupdide acima, ou seja, aquela possivelmente foi criada tendo o mesmo
como exemplo-guia.

Seja I o intervalo fechado [0, 1] e vamos considerar o conjunto € de todas as fungées continuas de I em um espago
topolégico Hausdorff qualquer (por exemplo R?). Um elemento v de C' é uma curva orientada continua em R? que tem
um ponto de partida v(0) e um ponto de chegada ~(1).

Podemos introduzir uma relacao de equivaléncia em € da seguinte forma: duas curvas a e § € C s@o equivalentes
(o ~ B) se existir uma bijegdo continua b : I — I com b(0) =0, b(1) = 1, tal que o = S o b. Vamos denominar por C as
classes de equivaléncia de € pela relagdo de equivaléncia acima: C := C/ ~.

O conjunto Cy é o subconjunto de C formado pelas classes de equivaléncia de curvas constantes: [a] € Cy <=
a(t) =a(t'), Vi, t' € 1.
Definimos as fungoes undrias p e ¢ da seguinte forma: p([y]) é a classe de equivaléncia da curva constante que a todo

t € I associa o ponto v(0) de R?, o ponto de partida de 7; ¢([]) é a classe de equivaléncia da curva constante que a todo
t € I associa o ponto (1) de R?, o ponto de chegada de .

Dados dois elementos em C' queremos agora definir o seu produto. A ideia a ser seguida é que o produto de duas
curvas é definido apenas quando o ponto de chegada da primeira coincide com o ponto de partida da segunda e resulta
em uma curva Unica unindo o ponto de partida da primeira com o ponto de chegada da tltima. Matematicamente isso
é feito definindo-se o produto [f] - [@] como sendo a classe de equivaléncia da curva 8 * « definida pela composicao

a(2t), para 0 <t <1/2,

Bxa(t) =
B2t —1), paral/2<t<1.

Claramente 8 % a 86 é um elemento de C' (ou seja, uma curva continua) se «(1) = 5(0).
Por fim a inversa bilateral de [a] é definida como sendo a classe [a~!], onde a=1(t) = a(1 — t).
Deixamos para o leitor como exercicio mostrar que a estrutura definida acima é a de um grupéide.

Notemos que para a composigdo * acima nao vale a associatividade: (a x ) xy # a * (8 * ), se ambos os lados
estiverem definidos (por qué?). No entanto, as curvas (ax ) *v e a* () sdo equivalentes no sentido da definigdo acima
e de tal forma que para o produto “” definido nas classes C' vale a associatividade [a] - ([5]-[Y]) = ([¢] - [5]) - [7], se ambos
os lados estiverem definidos (por qué?). Essa é a razao de termos feito a construgdo nas classes C' e nao diretamente
em C. Esse fato ja deve ser familiar ao leitor que conhega o conceito de grupo de homotopia de espagos topolégicos. O
grupdide apresentado acima e o grupo de homotopia sao, alias, fortemente aparentados e ao leitor sugere-se pensar sobre
qual a conexao entre ambos.

e Exemplo de grupdide: Relagoes de equivaléncia

Seja K um conjunto no qual haja uma relacao de equivaléncia R C K x K. Tomamos C = R e Cy = {(:c, x), T €
K} C R. Definimos

1. p((ac, y)) = (z, z), Vo, y € K com z ~ y.

2. C((I’, y)) = (ya y)a VI’; JBS K com x ~ Y.
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3. Produto: (z, y)- (y, 2) := (z, 2), V&, y, 2z € K comz ~y ~ z.

1

4. Inversa bilateral: (z, y)™* := (y, z).

E f4cil de se verificar (faga-o!) que a estrutura assim definida é a de um grupdide.

2.6.3 Quatérnios, Numeros Complexos e outros Amigos

Vamos nesta secao tratar brevemente de um tipo de algebra que possui algumas aplicagoes interessantes na Teoria de
Grupos e outros lugares, a chamada algebra dos quatérnios. Esta se apresenta como uma espécie de extensio a R* das
algebras dos complexos e do produto vetorial em R3. Como preaquecimento, apresentaremos ambas de um ponto de
vista mais fundamental.

Para textos sobre Algebra Cléssica e Abstrata, com notas histéricas, vide [333, 334].
2.6.3.1 Algebras Comutativas e Associativas em R?. A Algebra dos Complexos

e A Algebra R& R

Dado um espaco vetorial como R? h4 vérias maneiras de definir no mesmo um produto de modo a fazer do mesmo
uma 4lgebra. Por exemplo, podemos definir em R? o produto

(z1, 22) - (y1, y2) = (T1y1, T2y2) , (2.187)

que é associativo e comutativo. O produto (2.187) faz de R? uma &lgebra isomorfa a R @ R, ou seja, a duas cépias da
algebra usual dos ntimeros reais e vamos também denota-la por R & R.

A dlgebra R @ R tem uma unidade, o elemento e = (1, 1). Um elemento da forma (a, b) possui uma inversa
multiplicativa se e somente se a # 0 e b # 0, sendo essa inversa (1/a, 1/b). Os elementos (1, 0) e (0, 1) sdo idempotentes:
satisfazem (1, 0) - (1, 0) = (1, 0) e (0, 1) - (0, 1) = (0, 1), sendo que também vale (1, 0) - (0, 1) = (0, 0), o vetor nulo
de R @ R.

O fato de valer (1, 0) - (0, 1) = (0, 0) significa que R @ R possui divisores de zero e, portanto, ndo é um anel de

integridade. Vide pégina 144 e seguintes. O fato de existirem elementos nao nulos em R & R sem inversa multiplicativa
significa que R & R nao é uma algebra de divisdo. Vide pagina 145.

Por fim, vale comentar que a dlgebra R & R possui uma involugao, ou seja, uma aplicacao unaria de R & R cujo
quadrado é a identidade e que é um homomorfismo. Ela é dada por R® R 3 (a, b) — (a, b) :== (b, a) e R&R. E
elementar verificar que

(a, b) = (a, b) e que (a, b)- (e, d) = (a, ) (c, d)
para todos (a, b), (¢, d) € R& R.
Para (z, y) € R® R temos

(x, y)-(z, y) = (yx, zy) = zye.
Assim, podemos definir N : R® R — R por

N((xv y)) = (‘% y) : (I, y) =y,

identificando ae € R @ R com a € R. E facil ver que
N((a, b)- (¢, d)) = N((a, B))N((c, d)) e N((a, b)) = N((a, b))

para todos (a, b), (¢, d) € R@® R.

Uma funcao N com as propriedade a acima é dita ser uma norma algébrica, nogao que nao deve ser confundida com
a de norma em um espago vetorial.
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Vale comentar que (z, y) € R @ R possui inversa multiplicativa se e somente se N ((:L', y)) # 0 e essa inversa é

LR ; X = s .
= M@ y))( v y) = (1=, 1/y)

Encontraremos similaridades entre as diversas estruturas algébricas de R & R, apresentadas acima, com outras da
algebra dos niimeros complexos e, especialmente, da algebra dos ntimeros complexos hiperbdlicos, das quais trataremos
em seguida. Como veremos, a dlgebra dos nimeros complexos hiperbdlicos é isomorfa a dlgebra R & R.

(z, y)~

e A algebra dos ntimeros complexos

Bem mais interessante que o produto (2.187) é o produto

(z1, 22) - (Y1, y2) = (T1y1 — T2y2, T1y2 + T2y1) , (2.188)

também definido em R?, e que ¢ igualmente associativo e comutativo.

E. 2.154 FEuzercicio. Verifique a validade dessas afirmacdes! o+

O espaco vetorial R? com esse produto é denominado dlgebra dos niimeros complexos, denotada por C. Os elementos
da 4lgebra C sdo denominados nimeros complexos, ainda que, como conjunto, C seja idéntico a R?2.

Definindo-se os vetores e := (1, 0) e i := (0, 1), podemos escrever todo (z, y) € R? da forma (x, y) = ze + yi, sendo
que (2.188) indica que e é a unidade da &lgebra (pois (71, 22) -e =e- (z1, 72) = (21, 22)) para todo (z1, 72) € R?) e

iZ=ii= —e,

indicando que i pode ser interpretado como a “raiz quadrada” de menos a unidade, tal como no tratamento informal dos
nimeros complexos.

A conjugacao complexa é a operagao undria que associa cada par (z, y) € R? ao par (z, —y) € R?, ou seja, associa

z=xe+yiaz:=zxe—yi E evidente que se trata de uma involugao, pois E) = z para todo z € R2. E também claro
quee=eei=—i. E também um exercicio facil (faga-o!) constatar que

Z-W = Z-W (2.189)
para quaisquer nimeros complexos z e w.
Se z = ze + yi, vale
— 2 2 2
7oz =2+ = |z, ),
onde || - | denota a norma Euclidiana usual em R2. Assim, podemos definir |z| := v/Z -2z = /22 + 32 = ||z|| como
aplicagdo de C em [0, 00). A expressao |z| é denominada mddulo do nimero complexo z. Observe-se que |z| = 0 se
e somente se z = 0. E um exercicio facil (faga-o!) constatar que, devido a (2.189) e & comutatividade do produto dos
ntimeros complexos,
|2 w] = |z]uwl
para quaisquer numeros complexos z e w.
E facil constatar que N(z) :=Z - z = |z|? é uma norma algébrica em C.
Todo niimero complexo nao nulo possui uma inversa multiplicativa, a qual é dada por
1 1
—1

NE© TR

Verifique!
Para z = xze + yi # 0 definimos cos() := z/|z| e sen(d) := y/|z| e podemos trivialmente escrever
z = |z|(cos(f)e + sen(0)i) , (2.190)

que é denominada forma polar, ou representagdo polar, do nimero complexo z (essa expressao vale trivialmente quando
z =0, em cujo caso 0 nao estd definido, pois |z| = 0).

Por fim, vale comentar que é prética corrente denotar-se um ntimero complexo xe + yi com a notacao simplificada
x + 1y, omitindo-se a unidade e e adotando formalmente a identificacao i =i := /—1.
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E. 2.155 Ezercicio. Mostre que os tnicos elementos idempotentes de C, ou seja, que satizfazem z-z = z, s3o 0 e a unidade e.

e Formula de Euler

Inspirados na expansao em série de Taylor da funcao exponencial, definamos

i 0"
e i=et Y i (2.191)
n=1
Tem-se )
e’ = cos(f)e + sen(h)i, (2.192)

relagao esta por vezes denominada formula de Fuler.

E. 2.156 FEzercicio. Justifique as expressdes acima. A convergéncia da série em (2.191) é demonstrada munindo C da topologia
métrica associada a norma Euclidiana || - || de R?. Para provar (2.192) deve-se separar a soma em n em termos com n par e n impar e
usar os fatos que i*™ = (—1)™e e i*™ ! = (—~1)™i, para todos m € INo. *

Vé-se, entdo, que podemos escrever (2.190) na forma
z = |z]eft,

que também é denominada representacao polar de z € C.

2.6.3.2 A Algebra dos Niumeros Complexos Hiperbdlicos

O espaco vetorial R? também pode ser feito uma dlgebra comutativa e associativa por meio de um outro produto, dito
produto hiperbdlico. Para (x1, x2), (y1, y2) € R? defina-se o produto hiperbélico por

(1, z2) - (Y1, Y2) = (T1y1 + T2y2, T1y2 + T2Y1) - (2.193)

Compare-se essa definigao a (2.188), pagina 239. E fécil constatar que esse produto é comutativo (pois (z1, z2)-(v1, y2) =
(y1, y2) - (z1, w2) para todos (z1, x2), (y1, y2) € R?) e associativo.

E. 2.157 Ezercicio. Verifique a validade dessas afirmacdes! &

O espaco vetorial R? com esse produto é denominado dlgebra dos mimeros complexos hiperbdlicos, denotada por D
(uma notacdo que, advertimos, ndo é universalmente adotada).

Similarmente ao que fizemos no caso dos nimeros complexos, definamos e := (1, 0) e j := (0, 1). Podemos
escrever todo (z, y) € R? da forma (z, y) = ze + yj, sendo que (2.188) indica que e é a unidade da &lgebra (pois
(11, 22)-e =e- (1, v2) = (71, 22)) para todo (z1, x2) € R?) e

P =ij= te.

Assim, j tem a interpretagdo de “raiz quadrada” da unidade (ndo de menos a unidade, como no caso dos numeros
complexos). Como elementos de R?, j e i coincidem, mas suas propriedades algébricas sdo diferentes.

A conjugacao complexa é a operagdo undria que associa cada par (z, y) € R? ao par (x, —y) € R?2, ou seja, associa
z=ze+yjaz = ze+yj. E evidente que se trata de uma involucao, pois (E) = 7 para todo z € R2. E também claro
que € = e e j = j. Igualmente facil é verificar a propriedade

Z-w = Z-wW, (2.194)

valida para todo z, w. Se z = ze + yj vale
2= 2 -yt

Wl

Verifique! Definindo-se N : R? — R por N(z) := % - z, segue facilmente da comutatividade e de (2.194) que

N(z-w) = NE)Nw),
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também para todo z e w, assim como segue que N(E) = N(z), para todo z. A fungdo N é, portanto, uma forma
quadratica em R?, mas que ndo é positiva, em contraste com o que ocorre com niimeros complexos. A funcio N é uma
norma algébrica em D.

Afirmamos que z possui inversa se e somente se N(z) # 0, em cujo caso vale

z 2z

De fato, se N(z) # 0, temos pela expressao acima z - Yo T N~ © Por outro lado, se N(z) = 0 e existisse a inversa

b= z"1 terfamos e = b - 2, o que implica, multiplicando-se & direita por Z e usando-se a associatividade,
z=(b-2)Z=0-(2-2) =b-N(z) =0,

o que implica Z = 0 e, portanto, z = 0.

E f4cil constatar que N (e + J) = 0. Consequentemente, e + j nao possuem inversa. Se definirmos

dy = (e ij) é facil constatar (faga-o!) que dy-di = di.

N =

Assim, d+ sdo elementos idempotentes de D. Além disso, valedy -d_ =0=d_ -d; e (di) =dz.

O fato de valer d - d_ = 0 significa que ID possui divisores de zero e, portanto, ndo é um anel de integridade. Vide
péaginas 144 e seguintes. O fato de existirem elementos nao nulos em D sem inversa multiplicativa significa que ID nao é
uma &lgebra de divisao. Vide pagina 145.

Comoe=d;+d_ej=d; —d_, todo z € D pode ser representado na forma
z = ze+yj = (x+y)dy+(z—y)d-.
Com isso, ¢é facil verificar que para as combinagoes lineares de d e d_ valem as relagoes
(aldJr + agd,) . (bldJr + bgd,) = (a1b1)dy + (azb2)d—

para todos ay, as, by, .ba € R. Concluimos com isso que D é isomorfa a algebra R®& R, com o isomorfismo & : D — R&R
dado por
D(zetye) = O((z+y)dy +(x—y)d-) = (z+y, z—y).

E. 2.158 Ezercicio. Constate que ® : D — R & R dada acima é bijetora e a aplicacdo inversa @' : R@® R — D é dada por
& '(z, y) =ady +yd- = 2(z+y)e+ 3 (z—y)j. Constate que para quaisquer z, w € D valem ®(z-w) = ®(z) - ®(w), o que mostra
que @ é, de fato, um homomorfismo. Constate também que @(2) = w e ®(e) = (1, 1), confirmando que ® mapeia a unidade de D
na unidade de R @& R. Constate que ®(d+) = (1, 0) e ®(d—) = (0, 1), o que significa que & mapeia os elementos idempotentes de

D nos elementos idempotentes de R @ R. Por fim, no que concerne a relagdo entre as normas algébricas de D e R & R, verifique que
N(@(me+ye)):N((x+y,xfy)):foyQ:N(xe+ye). "

e Formula de Euler

Inspirados na expansao em série de Taylor da fungao exponencial, definamos

. = o
= ety —j". (2.195)
= n!
Tem-se
e% = cosh(f)e + senh(f)j . (2.196)

E. 2.159 FEzercicio. Justifique as expressdes acima. A convergéncia da série em (2.195) é demonstrada munindo D da topologia
métrica associada a norma Euclidiana || - || de R?. Para provar (2.196) deve-se separar a soma em n em termos com n par e n impar e

usar os fatos que j°™ = e e j*™ ! = j, para todos m € INy. "
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A &lgebra dos complexos hiperbélicos teria sido inventada por Cockle®® em cerca de 1848. J4 a lgebra dos nimeros
complexos tem raizes bem mais profundas, que remontam & Idade Media, tendo sido talvez criada por Cardano? em
cerca de 1545, e especialmente por Bombelli”, em 1572. Como ¢é bem sabido, a motivacdo original teria sido a de dar
sentido a raizes de certos polindmios. Aparentemente, porém, foram Gauss®® e Hamilton®” os primeiros a sistematizar
a nocao de nimero complexo em termos mais préximos & modernidade. O nome de Hamilton aparecerd adiante na
apresentacio dos chamados quatérnios. O uso da letra i para designar v/—1 nasce com Euler®® - uma de suas incontdveis
contribuigoes notacionais a Matemadtica - e foi difundido por Gauss. Este ultimo foi o primeiro a denominar os nimeros
complexos por esse nome.

Para textos com notas histéricas sobre Algebra Classica e Abstrata, vide [333, 334].

2.6.3.3 Algebras em R3. A Algebra do Produto Vetorial

Em R? podemos definir igualmente vérios tipos de produtos, tais como o produto
(1, 2, x3) - (Y1, Y2, ¥3) = (T1y1, 2292, T3Y3) , (2.197)
que é igualmente associativo e comutativo; o produto
(1, 2, x3) - (Y1, Y2, ¥3) = (T1y1, T2y2 — T3Y3, T2ys + T3Y2) (2.198)
também associativo e comutativo ou ainda um produto como
(1, 22, 3) - (Y1, Y2, Y3) = (T2y3 — T3y2, T3Yy1 — T1Y3, T1Y2 — T241) , (2.199)

que nao é nem associativo nem comutativo. O produto (2.197) faz de R® uma dlgebra isomorfa a RO R ® R (trés cépias
da 4lgebra dos reais). O produto (2.198) faz de R? uma algebra isomorfa a R & C e o produto (2.199) é o bem conhecido
produto vetorial, muitas vezes denotado pelo simbolo x (ou, mais raramente, por A).

O produto vetorial faz de R? uma élgebra que, no entanto, ndo é comutativa nem associativa. Em vez disso, o produto
vetorial satisfaz

1. Anticomutatividade (ou antissimetria):

(@1, T2, 23) X (Y1, Y2, ¥3) = — (Y1, Y2, ¥3) X (21, T2, 3)
para todos (21, =2, x3), (Y1, ¥2, y3) € R?;
2. Identidade de Jacobi®®:

((xlv x2, $3) X (yla Y2, y3)) X (Zla 22, 23)
+ ((21, z9, z3) X (21, T2, 583)) X (Y1, Y2, ¥3)

+ ((y1, ya2, y3) x (21, 22, 23)) X (21, 22, ¥3) = 0 (2.200)
para todos (z1, @2, x3), (Y1, Y2, ¥3), (21, 22, 23) € R®.

Observem-se as permutagoes ciclicas que ocorrem em (2.200).

93Sir James Cockle (1819-1895).
94Gerolamo Cardano (1501-1576).

95Rafael Bombelli (1526-1572).

96 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
97William Rowan Hamilton (1805-1865).
98Leonhard Euler (1707-1783).

99Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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E. 2.160 Ezercicio importante. Usando a defini¢do do produto vetorial em (2.199), verifique essas afirmagdes. "

E. 2.161 Ezercicio. Usando as propriedades acima verifique que a dlgebra R® com o produto vetorial dado em (2.199) n3o possui
uma unidade. s

2.6.3.4 Quatérnios

Inspirados na discussao anterior, o que se poderia, entdo, fazer para tornar R* em uma élgebra? Naturalmente poder-se-ia
definir em R* vérias dlgebras imitando o que fizemos acima. Por exemplo, com o produto

(@1, x2, T3, x4) - (Y1, Y2, Y3, Ya) = (T1y1, T2Y2, T3Y3, Taya) , (2.201)

R* torna-se uma algebra associativa e comutativa isomorfa a R® R @ R & R. Com o produto

(21, T2, T3, x4) - (Y1, Y2, Y3, ya) = (T1y1 — T2y, T1Y2 + Toy1, T3Y3 — Taya, T3ys + T4Y3) (2.202)

R* torna-se uma algebra associativa e comutativa isomorfa a C @ C. Com o produto

(z1, w2, @3, 24) - (Y1, Y2, Y3s Ya) = (T2ys — T3y2, T3y1 — T1Y3, T1y2 — TaY1, TaYs) (2.203)

R* torna-se uma algebra nio associativa e ndo comutativa isomorfa a R?® @ R, com o produto vetorial na componente
R3.

H4 também outros produtos que sdo meras variantes das listadas acima (ache algumas). Existe, porém, um produto
nao-trivial, denominado produto quaterniénico, que faz de R* uma dlgebra associativa, com unidade, mas nao comutativa.
Esse produto foi descoberto (ou inventado) por W. R. Hamilton'%. A histéria da descoberta desse produto em R*,
ocorrida em 16 de outubro 1843, numa tentativa de generalizar a algebra dos ntimeros complexos para mais que duas
dimensoes, é bastante pitoresca (vide adiante) e representou um marco na histéria da Algebra por ser o primeiro exemplo
de uma &lgebra associativa mas ndo comutativa (a descoberta de Hamilton antecede a introdugéo da dlgebra das matrizes
e a introdugédo do produto vetorial). Esse produto é o seguinte:

(zo, x1, x2, 23) - (Yo, Y1, Y2, Y3) =

(IEoyo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3, ToY1 + YoT1 + T2Y3 — T3Y2, ToY2 + YoT2 + T3Y1 — T1Y3, Toy3 + YoT3 + T1y2 — 3922/1) .
(2.204)

E. 2.162 Ezercicio. Mostre que o produto acima é associativo. Sugest3o: paciéncia. "

O espaco vetorial R* dotado do produto acima é denominado dlgebra dos quatérnios ou dlgebra quaternionica e é
denotada frequentemente por H (em honra a Hamilton). A &lgebra H é associativa mas nao é comutativa. H tem uma
unidade, a saber, o vetor (1, 0, 0, 0) € R*.

E. 2.163 Ezercicio. Mostre que H n3o é uma algebra comutativa. "
E. 2.164 Ezercicio. Mostre que (1, 0, 0, 0) é a unidade de H. "

H4 uma maneira melhor de representar o produto quaternidnico que a expressao (2.204). Vamos escrever os vetores
da base canonica de R* como

60:(17 0, 0, 0)7 61:(05 1, 0, O)a 62:(07 0,1, 0)7 63:(07 0, 0, 1))

100William Rowan Hamilton (1805-1865). W. R. Hamilton foi também o inventor do chamado formalismo Hamiltoniano da Mecanica
Cléssica.
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de modo que todo z € R* pode ser escrito na forma = = xgeg + z1e1 + zge2 + x3e3. O produto quaterniénico pode,
portanto, ser definido pelo produto dos elementos da base canonica, que segue as seguintes regras:

1. e é a unidade da dlgebra: x-ey = eg-x = x paratodo z € R*.
2. (e1)? = (e2)® = (e3)® = —ep .
(2.205)
3. eqep = —epey para todoa #bcoma, b=1, 2, 3.
4. ejeqg =e3, €263 =€] € €361 = €3 .
Essas foram as regras do produto quaternionico tal como formuladas originalmente por Hamilton.
E. 2.165 FEzercicio. Verifique que as regras (2.205) reproduzem perfeitamente o produto quaternidnico (2.204). "

Comentdrio histdrico. Hamilton fora o primeiro, em 1835, a encarar a dlgebra dos complexos da forma semelhante & que expomos acima:
como o espaco vetorial R? com o produto definido em (2.188). Tendo atingido esse entendimento, Hamilton iniciou uma série de tentativas
de generalizar essas ideias para o espaco tridimensional R3. Mais especificamente, e usando linguagem atual, Hamilton procurou por uma
slgebra de divisdo normada em R3. Hamilton dedicou-se por um longo tempo, de forma intensiva e obstinada, a essa procura. Em carta
escrita muitos anos depois a um de seus filhos, Hamilton relata: “Every morning in the early part of the above-cited month, on my coming
down to breakfast, your (then) little brother William Edwin, and yourself, used to ask me: ‘Well, Papa, can you multiply triplets?’ Whereto
1 was always obliged to reply, with a sad shake of the head: ‘No, I can only add and subtract them’”.

Hamilton falhou nessa tentativa pois, como é hoje entendido, tais dlgebras ndo existem no caso tridimensional. Instintivamente, porém,
Hamilton comegou a procurar por uma solu¢do para seu problema tornando-o mais dificil (um “método” ndo raramente empregado nas
Ciéncias, ademais) e comegou a pensar no caso quadridimensional.

As regras de produto de quatérnios (em versdo préxima aquelas expressas em (2.205)) teriam subitamente ocorrido a Hamilton, apds
intimeras e obstinadas tentativas de sua parte, quando o mesmo caminhava na manha do dia 16 de outubro 1843 com sua esposa ao longo do
Royal Canal, em Dublin, Irlanda. Hamilton dirigia-se & Real Academia Irlandesa para presidir uma sessdo. Segundo seu relato, “I then and
there felt the galvanic circuit of thought close; and the sparks which fell from it were the fundamental equations between i, j, k; exactly such
as I have used them ever since”.

Entusiasmado com seu achado, e temendo esquecer suas relagoes, Hamilton teria imediatamente talhado com seu canivete as expressoes
que definem o produto de quatérnios na ponte Brougham (também denominada “Broom Bridge”), sobre o mesmo canal. O entalhe original
de Hamilton nao sobreviveu, se realmente existiu, mas certo é que até o presente existe uma placa comemorativa posterior sobre a mesma
ponte. Vide Figura 2.2, pagina 244.

Iked by |

anihe 16th of October 1843 18

Here as he walked by ateh tcion |
on the 16th of October 1843 :
Sir William Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered
the fundamental formula for

quaternion multiplication
i? =42 = k% = ijk = —1
& cut it on a stone of this bridge

Figura 2.2: Placa comemorativa a descoberta de Hamilton na Brougham
Bridge, Dublin.

Como se vé, usa-se na Figura 2.2 uma notacdo que se relaciona a nossa pelas identificagbes 1 = eg, i = e1, j = e2, k = e3. O termo
“quatérnio” foi cunhado por Hamilton. Sua primeira publicacdo a respeito foi a carta: “On quaternions, or on a new system of imaginaries
in algebra”, Edinburgh and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science, vol. XXV, 489-495 (1844).

Hamilton sempre acreditou que a algebra dos quatérnios teria um grande impacto na Fisica e fez diversas tentativas de formular as leis
da Mecanica Cléssica e do Eletromagnetismo usando quatérnios. Sua influéncia estendeu-se, entre outros, a Maxwell'! que originalmente

101 James Clerk Maxwell (1831-1879).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 2 245/2825

formulou as equagdes bésicas do Eletromagnetismo, que levam seu nome, em termos de quatérnios (vide [321]). Essas primeiras tentativas,
porém, acabaram eclipsadas pelo advento da Andlise Vetorial, sob a influéncia de Helmholtz!'02, Gibbs!'03 e Heaviside!®*. Hoje em dia,
quatérnios encontram aplicagoes relevantes até mesmo em Computagdo Gréfica, devido a sua relacdo com o grupo de rotagdes. L)

e Subalgebras Abelianas

A algebra dos quatérnios H possui algumas subdlgebras Abelianas de interesse, como mostram os exercicios a seguir.

E. 2.166 Ezercicio. Mostre que H, = {x S IR4, x = xoeo + z1€1 = (xo, z1, O, 0)} é uma subdlgebra Abeliana de H que é
isomorfa a dlgebra C dos complexos. "

E. 2.167 Ezercicio. Mostre o mesmo para H; := {:v € R*, z = moeo + zoez = (zo, 0, z2, 0)} e H. = {x € R* z =
xToeo + r3es = (1’07 0, 0, :Eg)} L

E. 2.168 Ezercicio. Serd possivel fazer de R* um espaco vetorial complexo? Seja @ € C e considere para = € R* o produto do
escalar « pelo vetor x definido por

a-z = (Re(a)eo + Im(a)er) -z,
onde o produto do lado direito é o produto quaternidnico. Mostre que isso faz de R* um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos.
Para isto verifique as propriedades definidoras de um espago vetorial listadas a pagina 129. o+

E. 2.169 Ezercicio. No exercicio anterior hd outros produtos do escalar o pelo vetor  que podem ser considerados:

a-x (Re(a)eq + Im(a)ez) - @,

ou
a-z = (Re(a)eo +Im(a)es) -z,
ou mesmo
a-z = z- (Re(a)eo + Im(a)er)
etc. Mostre que todos esses seis produtos de escalares o € € por vetores zz € R* fazem de R* um espaco vetorial sobre o corpo dos
complexos. o,

e Quatérnios e algebras de matrizes 2 x 2

Além de ser de manipulacdo mais simples, as regras (2.205) permitem representar a algebra quaternioénica de um
modo talvez mais familiar, a saber, em termos de certas matrizes complexas 2 x 2.

Sejam a e b dois nimeros complexos e seja M (a, b) a matriz

M(a, b) = <_“B 2) ,

onde Z é o complexo conjugado de z € C. E facil de se ver que o conjunto de todas as matrizes dessa forma é uma dlgebra
sobre os reais com o produto usual de matrizes, pois vale

M(a, b)M(c, d) = M (ac—bd, ad + bc) .
E. 2.170 Ezercicio. Verifique! "

Existe um isomorfismo entre a algebra dos quatérnios e essa dlgebra de matrizes 2 x 2. Ele associa (bijetivamente!)
a cada quédrupla (zo, x1, T2, x3) € H a matriz M(aco — X3, T2 + iml) € Mat (C, 2):

o — ZSC3 xro + ixl
T = (:co, T1, Ta, :cg) — =: M(z) . (2.206)
—xo +1x1  Xo + X3

102Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894).
103 Josiah Willard Gibbs (1839-1903).
104Qliver Heaviside (1850-1925).
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E f4cil verificar (facal!) que o produto quaternionico é respeitado por essa associagao:

onde, acima, x -y é o produto quaterniénico de x e y € R*.

Note-se que por essa associacao tem-se
M(z) = M(zoeo + z1€1 + 2e2 + w3€3) = 2oM(eg) + x1M(e1) + z2M(e2) + x3M(e3) ,

com

M(eo) = ]l, I\/I(el) = iUl, M(BQ) = iO’g, M(eg) = —’L'O'37

1 0 0 1 0 —2 1 0
]1:(01), 012(10), 02:(1' 0) e 032(01>, (2.207)

105

onde

as trés matrizes ultimas sendo as chamadas matrizes de Pauli'"”, que satisfazem

1. (0‘1)2 = (0’2)2 = (0’3)2 = ﬂ,
2. 005 = —0jo; paratodo i # j e
3. 010'2=i0'3,020'3=i0'1,030'1Ziag.

E. 2.171 Ezercicio. Verifique essas propriedades. "

O aparecimento das matrizes de Pauli, acima, aponta para a existéncia de uma intima relagao entre quatérnios e o
grupo SU(2), como veremos mais adiante.

e O conjugado quaternidonico, ou involugao quaternidonica

Definimos o conjugado quaternionico de x = xgeg + x1€1 + xoes + xzez € H por
T = xpeg — xX1€1 — Toea — x3e3 € H.

A aplicacdo H 3 2 —— 7 € H ¢ também denominada involucdo quaterniénica. Note-se que T = x para todo = € H.

E facil constatar (faga-o!) que

T-x = ((aco)2 4 (21)% + (20) + (x3)2> €o - (2.208)

e Norma quaternionica

Em uma &lgebra A uma fungdo N : A — R, que satisfaga N(a - b) = N(a)N(b) para todos a, b € A, com
N(a) =0 < a =0, é dita ser uma norma algébrica. Em R e C tem-se a norma algébrica N(z) = |z|, o médulo ou
valor absoluto de z. No caso dos complexos, essa norma também satisfaz [Z| = |z|. O conjunto dos quatérnios H também
possui uma norma algébrica, como agora veremos.

A raiz quadrada do préfator que multiplica eg na expressao (2.208) é denotado por ||z||m, ou simplesmente por ||z|],
e é denominado norma quaternionica de x € H:

Izl = llll = V/(w0)? + (21)2 + (22)? + (a3)2 € [0, 00), (2.209)
de sorte que podemos escrever T - x = |z|/*ep. Note-se que ||z]| =0 <= 2 =0 e que
e +ylle < llzle +lyla

para todos z, y € H.

105Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958).
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E. 2.172 Ezercicio. Verifique que a norma || - ||u satisfaz
= yllm =l llylle (2:210)
para todos x, y € H. Essa propriedade faz de || - ||z 0 que se denomina ser uma norma operatorial, ou algébrica. "

Vale também, como ¢ facil ver,
2l = Izl (2.211)

para todo x € H.

e H é um anel de divisao

E facil ver que a algebra dos quatérnios é um anel de divisdo (vide pagina 145), ou seja, todo x € R*, x # 0, tem
uma inversa em relagdo ao produto quaternionico. Do isomorfismo M definido em (2.206) acima vé-se que

det (I\/l(ac)) = det (M(xo +ix1, 20 + ’Lx3)) = ($0)2 + ($1)2 + ($2)2 + ($3)2 = Hx||%{
e, portanto, M(x) tem uma matriz inversa sempre que z # 0.
De fato, é facil ver que para = # 0 tem-se a inversa multiplicativa quaternionica
1 1

T o= T €M, (2.212)
(el

pois vale 71 -z =z - 27! = eq.

E. 2.173 Ezercicio. Verifique! "

Note-se que, por H ser um anel de divisao, H nao tem divisores de zero: x -y = 0 se e somente se x = 0 ou y = 0.
Como H é uma &dlgebra (real), é comum dizer-se que H é uma algebra de divisao.

106 107

H&4 um teorema devido a Hurwitz'®® que afirma que ha apenas quatro algebras que sao algebras de divisao "’ e
possuem uma norma algébrica: R, C, H e a chamada algebra dos octénios, da qual nao falaremos aqui. Esta ultima, por
sinal, nao é associativa.

e O conjunto dos quatérnios nao nulos H\ {0} é um grupo

Comentemos que as consideragbes acima dizem-nos também que H \ {0}, o conjunto dos quatérnios nao nulos, é
também um grupo ndo Abeliano para a operacao (associativa) de produto de quatérnios. O elemento neutro é eg e a
inversa é aquela dada em (2.212).

O grupo quaterniénico H \ {0} possui, como veremos, alguns subgrupos de interesse.

e O grupo quaternidnico Qg

O conjunto de oito elementos
Qg = {:l:e(), :|:€1, :|:€2, :|:€3} (2213)

é um subgrupo nao Abeliano finito de H \ {0} e é denominado grupo quaterniénico.

E. 2.174 Ezercicio. Verifique que Qs é um grupo para o produto quaternidnico. Use para tal as regras de produto para os elementos
ex, k=0, 1, 2, 3, dadas em (2.205). o,

e O grupo dos quatérnios unitirios H; e o grupo SU(2)

Um quatérnio z € H é dito ser um quatérnio unitdrio se ||z|lm = 1.

Como ja comentamos, H \ {0} é um grupo em relagido ao produto quaternioénico. Devido & propriedade (2.210), é
evidente que o produto de dois quatérnios unitarios é igualmente um quatérnio unitério. Devido a (2.212) e a (2.211),

106 Adolf Hurwitz (1859-1919).
107Vide definigio & pagina 145.
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é também elementar constatar que o elemento inverso de um quatérnio unitério é igualmente um quatérnio unitério (a
saber, se € I é um quatérnio unitério, entdo x~! = ¥). Concluimos disso que

H, := {x = x0ep + r1e1 + w262 +23e3 € H, [jz|m = 1} (2.214)

é um grupo (ndo Abeliano) com relagéo ao produto quaterniénico, denominado grupo dos quatérnios unitdrios. O grupo
finito Qs, definido em (2.213), é um subgrupo de H; o qual, por sua vez, é um subgrupo de H \ {0}.

A condicdo ||z||g = 1 em (2.214) significa que (2)? + (z1)? + (22)% + (23)> = 1. Assim, podemos identificar o
conjunto H; com S3: a superficie da esfera de raio 1 em R*. (Lembremos que para todo inteiro n > 1, o conjunto de
pontos S™ = {(xl, oy Tpy1) € R"Mcomaf + -+ 22y = 1} C R"*! designa a superficie da esfera unitaria de
R+,

Como a aplicagio M definida em (2.206) é um isomorfismo, concluimos que a cole¢do de matrizes {M(:c), x € ]Hl}
é um grupo (pelo produto matricial usual) e que esse grupo é isomorfo ao grupo H;. De forma mais explicita, esse é o
grupo das matrizes

Ty —1T3  Xo +1iTq
com Tg, 1, T2, x3 € R tais que (aco)2 + (acl)Q + (IQ)Q + (I3)2 =1
—T9 +1x1 X0 + T3

Como veremos na Secao 21.4.4, pagina 1144, (vide particularmente a expressdo (21.154)), esse grupo de matrizes é
idéntico ao grupo SU(2), o grupo das matrizes unitérias 2 x 2 de determinante 1. Concluimos disso que o grupo H; e o
grupo SU(2) sao isomorfos, com o isomorfismo definido em (2.206).

X okck okskk skk ok

A &lgebra H possui varias outras propriedades interessantes, mas vamos encerrar aqui nossa exposicao introdutéria.
O leitor interessado poderd encontrar mais sobre H nos bons livros sobre Algebra. Para mais detalhes sobre a relagao
entre quatérnios e os grupos SU(2) e SO(3), vide, e.g., [441].
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Apéndices

2.A Prova de (2.184)

Neste apéndice demonstramos a relagao (2.184), pagina 234, e sua versao para o contexto de variedades diferencidveis, a
relagdo (35.12).

Sejam wy =Y, aral Gaf & - dak ews =Y, Bl BV, @ - @b, elementos de T4 (U). Pelas definicdes, tem-se

(e As) 20 é.’@ingzaka)M,(z@b )]

q=0 r=0

- EBZ lp« <Zaka ) - (Zﬁlb )

(Zaka ) Ar,qer 19~ ’“(Zﬁlb )]

- ne{|@ue] [ @]+ [@ b (@]}
© e [ [ e

= (Lwi) Awa + (Gwr) A (Tws)

onde G : 74(U) = F4(U), o chamado operador de graduagdo, é o operador linear definido por

m

G@aj = @(fl)jaj.

j=0 j=0

Por exemplo, no caso m = 5, G(ao Dar@axPazDay® a5) =ag® (—a1) Ba® (—as) ® as B (—as).

2.B Acao de SL(2, C) e o Grupo de Lorentz em 3+1 dimensoes

Nesta secao apresentamos uma acdo do grupo SL(2, C) sobre o conjunto das matrizes complexas Hermitianas 2 x
2, agado essa que possui uma insuspeita relacao com o grupo de Lorentz préprio ortécrono fl em 3 + 1 dimensoes.
Esses dois grupos s@o introduzidos no Capitulo 21, pagina 1083 (vide Segoes 21.4.6, pagina 1153 e 21.7, pdgina 1167,
respectivamente). Esse exemplo de agao, que é relevante na teoria dos spinores, é mais extensamente desenvolvido no
Capitulo 47, pagina 2721.

Denotemos por Herm (C, 2) o subespago vetorial real de Mat (C, 2), formado por todas as matrizes complexas 2 x 2
e Hermitianas: Herm (C, 2) := {M € Mat (C, 2)| M* = M}. E fécil ver que existe uma correspondéncia biunivoca
entre Herm (C, 2) e R* (e, portanto, entre Herm (C, 2) e o espago-tempo de Minkowski'®® quadridimensional). De fato,
como 1, o1, 02, o3 formam uma base em Mat (C, 2), podemos escrever toda matriz M € Herm (C, 2) na forma

mo + ms mi — ’img
mi +1ima Mo —m3

M = mgl+myio1 +maoz + m3os, = (

108 Hermann Minkowski (1864-1909).
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com mg, my, me, ms € C. Porém, como as matrizes de Pauli e 1 sao autoadjuntas, a condicao de M ser Hermitiana,
ou seja, M* = M, significa

mol +myio1 + moos + msos = mol + mio1 + Mooy + M303,
ouseja, mp € R, k=0, ..., 3. Logo,
3 .
_ _ mo+m3 Mmp —1tmsy
Herm (C, 2) = {mojl—i—;mkak, = (m1 imy g ms) com mg, M1, Mg, M3 € R} . (2.B.1)

Antes de prosseguirmos, facamos algumas observagoes sobre a relacao entre Herm (C, 2) e o grupo SL(2, C). Se
A é uma matriz qualquer de Mat (C, 2) e M € Herm (C, 2), é ficil constatar que AMA* também é um elemento de
Herm (C, 2). De fato, (AMA*)* = AMA*, provando que AM A* é Hermitiana. E claro que isso também vale para
A € SL(2, C). Seja, assim,

a: SL(2, C) x Herm (C, 2) — Herm (C, 2)
definida por
as(M) == AMA™,

com A € SL(2, C) e M € Herm (C, 2). Afirmamos que trata-se de uma acao ¢ esquerda de SL(2, C) sobre Herm (C, 2).

De fato, se M € Herm (C, 2), podemos escrever (com A € SL(2, C)) que M = a4(N), onde N = A"'M(A™1)" €
Herm (C, 2), mostrando que para cada A € SL(2, C) a aplicacio Herm (C, 2) > M +— as(M) € Herm (C, 2) é
sobrejetora. Fora isso, se aa(M1) = aa(Mz), entdo AM1A* = AM2A*, o que implica My = M», ou seja, implica que
Herm (C, 2) > M — asa(M) € Herm (C, 2) é injetora e, portanto, bijetora. E claro que ay,(M) = M para todo
M € Herm (C, 2) e, finalmente, a relagdo de composigdo a4 (aB(M)) = aap(M) é de verificacdo trivial para todos
A, BeSL(2, C) e M € Herm (C, 2).

Antes de prosseguirmos, apontemos para a seguinte proposicao.

Proposicao 2.31 Se A € SL(2, C) € tal que AMA* = M para toda M € Herm (C, 2), entdo A = 1. O

Prova. Como AMA* = M para toda M € Herm (C, 2) e 1 € Herm (C, 2), segue que A* = A=, Logo, AMA™! = M
para toda M € Herm (C, 2), ou seja, AM = MA para toda M € Herm (C, 2). Ocorre, porém, que toda matriz
Q € Mat (C, 2) pode ser escrita como Q = Q1 + iQ2 com

1 . N JPP
Q1 = §(Q+Q ), Q2 = 22-(@ Q")

onde @)1 e Q2 sdo ambas Hermitianas (verifique!). Logo, como A comuta com todas as matrizes Hermitianas, A comuta
com todas as matrizes de Mat (C, 2). Isso s6 é possivel se A for um miltiplo da matriz identidade: A = A1 (vide
Proposigao 2.9, pagina 170). Como det(A) = 1, segue que A\? = 1, ou seja, A = +1, que é o que querfamos mostrar. M

Essa proposicao tem a seguinte consequéncia:

Proposicao 2.32 Se A, B € SL(2, C) sdo tais que AMA* = BM B* para todas as matrizes M € Herm(C, 2), entao
A==+B. O

Prova. A relagdio AM A* = BM B* implica CMC* = M, onde C = B~'A € SL(2, C). Pela proposigao anterior, C' = +1,
terminando a prova. |

Zo

Para todo z € R?*, z = (ﬁ; ), seja a aplicacio M : R* — Herm (C, 2) definida por

x3

(2.B.2)

M(z) = xol + x101 + x202 + 2303 = (x0+x3 x1_2$2) .

1 +1ire To— X3

E facil ver que M : R* — Herm (C, 2) é bijetora e linear: M(ax + By) = aM(z) + SM(y) para todos a, § € R e todos
x, y € R% O exercicio a seguir indica como obter-se a aplicacdo inversa M~! : Herm (C, 2) — R*.
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E. 2.175 Ezercicio. Mostre que as quatro componentes do vetor z € R* podem ser recuperadas de M(z) pelas seguintes expressdes:
1 1 1
To = §Tr (1M(z)) = §Tr (M(z)) e T = §Tr (o:M(z)), i=1,2, 3.

Em resumo, denotando o¢g = 1, tem-se .
T, = 5Tr (ouM(z)), p=0,...,3. (2.B.3)

e
para cada z = (i;) € R o’

3

Com isso, vemos que a aplicagao inversa M1 : Herm (C, 2) — R* ¢ dada por

Tr (
'%r EU1N§ , para N € Herm (C, 2).
T (

E um exercicio facil e importante para o que segue verificar que para todo = € R* vale

_ To+x3 T1—iT2\ _ 2 2 2 o _
det (M(z)) = det <x1 tize 30— ac3> = a5—x] —25 — x5 = (T, NT)R , (2.B4)
onde 71 é a matriz 4 x 4 definida em (21.187), e denominada métrica de Minkowski. Como se vé, surge (inesperadamente!)
a métrica 1 do espago-tempo de Minkowski do lado direito, o que indica a existéncia de uma conexao insuspeita entre a
relatividade restrita e a teoria das matrizes Hermitianas 2 x 2. Vamos explorar as consequéncias desse fato.

Em primeiro lugar, notemos que para dois vetores z, y € R* quaisquer tem-se a seguinte identidade'®?:
1
(@ e = 7[(@+ ), n@+y))y — (@ =9, 0@ = )] - (2.B.5)
E. 2.176 Ezercicio. Verifique (2.B.5) expandindo o lado direito e usando o fato que 1 é uma matriz simétrica. "

Assim, por (2.B.4) podemos escrever

(x, ny)g = i [det (M(z 4+ y)) — det (M(z — y))} . (2.B.6)

A relagao (2.B.6) desempenhard um papel importante no que segue.

Para quaisquer z € R* ¢ A € SL(2, C) teremos que o(A, M(z)) = AM(x)A* é Hermitiana. Como o lado direito
depende linearmente de z, existe uma matriz real 4 x 4, que denotaremos por A(A) tal que

aa(M(z)) = AM(2)A* = M(A(A)z) . (2.B.7)
Formalmente, podemos definir A(A) da seguinte forma. Como M : R* — Herm (C, 2) é bijetora, definimos
AA)z == M (aA (J\/[(:c))) = M (AM(x)A*) , (2.B.8)
para todo x € R%. Segue imediatamente de (2.B.8) que A(ls) = 14. Em componentes, tem-se, usando (2.B.3),

3
% Z Tr (O‘MAO‘,/A*) Ty ,
v=0

(A(A)2), = 3Tr (0, AM()A") =

(verifique!) e, portanto, A(A) é uma matriz 4 X 4 com elementos de matriz

1
A(A);w = §Tr (O-HAO-VA*)) (2.B.9)

109Chamada de identidade de polarizacdo.
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w, v=0,...,3. A relacio (2.B.9) torna evidente a seguinte propriedade de A(A), jd clara na sua definigdo em (2.B.7):
vale

para todo A € SL(2, C).

Um fato de grande relevincia, e que é relativamente facil de provar, é que A(A), definida acima, é um elemento do
subgrupo de Lorentz préprio ortécrono fl de O(1, 3). Esse é o conteudo da proposi¢ao que segue.

Proposicao 2.33 Para cada A € SL(2, C) a matriz A(A), definida acima, é um elemento do subgrupo de Lorentz
proprio ortécrono fl de O(1, 3). O conjunto {A(A), A € SL(2, C)} € conexo por caminhos. O

Comentdrio. O conjunto {A(A), A € SL(2, C)} coincide com j’ , mas isso somente sera estabelecido na Segao 47.A, pdgina 2729. &

Prova da Proposi¢cdo 2.33. Temos por (2.B.6) que

(A(A)z, nA(A)y)y

L {det (MA@ @ +))) ~ det (M(AA) @ - y))ﬂ

LD i {det (AJ\/[(:U +y)A* ) — det (AM(x —y)A )]
SRy [det (M@ +)) — det (M(x - y))}
- % [det (M(z +y)) — det (M(z — y))}

(2.B.6)

=" (z, nY)r

Na peniiltima igualdade usamos que det(A*) = det(A) = 1, pois A € SL(2, C).

Ficou estabelecido, entao, que (A(A)z, nA(A)y)r = (z, ny)g e, portanto, A(A) € O(1, 3), ou seja, A(A) é uma
transformacao de Lorentz. Desejamos agora provar que para todo A € SL(2, C) tem-se A(A) € .,i”_l, ou seja, que valem
A(A)oo > 0 e det (A(4)) = 1. Por (2.B.9) tem-se que A(A)op = 3Tr (AA*) > 0, pois A # 0. Tratemos agora do
determinante de A(A).

Sabemos da Segao 21.4.6, pagina 1153, que cada elemento A € SL(2, C) pode ser escrito na forma
3
A = exp (zﬁ 6’) = Zav(z, ﬁ)av ,
v=0

onde )
N cosh(z) , paray =0,
ay(z, 1) = { senh(z)n,, paray=1, 2,3,
com z € Ceij= (m, 02, n3) € C* com n? +n3 +n3 = 1. Logo, tem-se por (2.B.9) que

3 3

1 L1 L
AA) = §TI'(O‘MAO'VA ) = 522%(2, i) ap(z, 7) Tr(ouoy0u0,) -
v=0 p=0

E evidente que para cada 7 as aplicagoes C > z — a,(z, 77) sdo continuas.

Com A = Zizo a~ (2, 7)oy € SL(2, C) defina-se, para ¢ € [0, 1],

3
A(t) :=exp (tzif - &) Z% (tz, 7)o
~v=0
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E claro que A(t) € SL(2, C) para todo t € [0, 1] (pois a mudanca de A a A(t) corresponde & mudanca de z a tz) e é
claro que A(0) =1 e que A(1) = A.

E também claro que as fungoes

0,115 ¢ (AA®)) =

Nz

N |

3 3
Z ZGV (tz, ﬁ') ap(tz, ﬁ) Tr(ouowol,ap)
v=0 p=0

sao continuas e vale A(A(0)) = A(1z) =14 e A(A(1)) = A(A). Isso estabeleceu que o conjunto {A(A4), A € SL(2, C)}
é conexo por caminhos.

Como A(A(t)) € O(1, 3) para todo t € [0, 1], temos que para cada t € [0, 1] vale det (A(A(t))) = £1. Como
[0, 1] > ¢ > det (A(A(t))) é continua e det (A(A(O))) = det(1) = 1, seguird det (A(A(t))) =1 para todo t € [0, 1] e,
em particular, que det (A(A)) = det (A (A(l))) = 1 para todo A € SL(2, C), completando a prova. |

Para outras demonstracgoes semelhantes da Proposicao 2.33, acima, remetemos o leitor a textos como [174] ou [359].

Segue facilmente de (2.B.9) (fazendo uso da propriedade ciclica do trago) que
A(A*) = AA)T . (2.B.10)
Portanto, como A(A) € XI, segue que
AA)™ = pAA)Tn = nA(A%)y . (2.B.11)
Os exercicios que seguem exibem mais alguns fatos fundamentais sobre as matrizes A(A).

E. 2.177 FEzercicio importante. Usando a Proposi¢do 2.32, mostre que A(A) = A(B) se e somente se A = +B. "

E. 2.178 Ezercicio importante. Mostre que A(A)A(B) = A(AB) para todos A, B € SL(2, C). Sugestdo: use a defini¢cdo (2.B.8),
ndo (2.B.9). o,

E. 2.179 Ezercicio. Mostre que I : SL(2, C) x R* — R* definida por (A, =) = A(A)z é uma acdo de SL(2, C) sobre R*. o,

Esses exercicios ensinam-nos que a aplicacdo A : SL(2, C) — .ZI definida por SL(2, C) 3 A — A(A) € fl é
um homomorfismo de SL(2, C) no grupo de Lorentz préprio ortécrono .ZJI E bom notar que nao se trata de um
isomorfismo, pois A(A) = A(—A), como ja observamos. No entanto, com a tomada do quociente com o subgrupo normal
{—1,, 15} C SL(2, C) obtém-se um isomorfismo. De fato, no Capitulo 47, pdgina 2721 (vide especialmente, pagina 2727
e a Secdo 47.A, pagina 2729), estabelecemos que os grupos PSL(2, C) = SL(2, C)/{—12, 12} ¢ fl sdo isomorfos.

O grupo quociente PSL(2, C) = SL(2, C)/{—12, 12} (também denominado grupo projetivo especial. Vide Segao
21.3.1.1, pagina 1093) é obtido!!? da identificagdao de pares de elementos A e —A em SL(2, C).

110Para a definigio formal geral da nogéo de grupo quociente, vide Segdo 2.2.2, pagina 162.



