Capitulo 5

Conjuntos Convexos e Funcoes Convexas
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. UNCOES convexas ou concavas desempenham um papel na Termodinamica, na Mecanica Estatistica, na Mecanica
Cléassica (notadamente por meio das Transformadas de Legendre, tratada na Segdo 77, pagina ??), na Teoria das
K Probabilidades, na Teoria das Equacoes Diferenciais, no Célculo Variacional e em outras areas. Pretendemos
neste breve capitulo apresentar suas defini¢oes e suas propriedades bésicas para futuro uso e referéncia. Na Secao 5.3,
péagina 337, obtemos algumas desigualdades tteis envolvendo fungoes convexas e concavas, como as desigualdades de
Young e de Minkowski, a mais relevante sendo, talvez, a desigualdade de Jensen, apresentada na Proposicao 5.17, pagina
337.

A area da Matematica dedicada ao estudo de propriedades de conjuntos convexos e fungées convexas é denominada
Andglise Conveza (vide, e.g., [405]). A Anélise Convexa possui também aplicagdes a problemas de optimizagdo em
diversas dreas da Matemética Pura e Aplicada (vide, e.g., [67]). Historicamente, o inicio da Anélise Convexa é creditado
a trabalhos de Minkowski'. Para uma referéncia cldssica sobre funcoes convexas e desigualdades associadas as mesmas,
vide [200].

Nestas Notas faremos em diversos momentos uso de propriedades de funcoes convexas ou concavas, por exemplo, no
tratamento da Funcdo Gama de Euler no Capitulo 7, pdgina 378 (vide o Teorema de Bohr-Mollerup, apresentado na
Segao 7.5.1, pagina 395). Propriedades de conjuntos convexos serdo evocadas na Teoria dos Espagos de Hilbert (capitulo
39, pagina 2109), notadamente no Teorema do Melhor Aproximante, Teorema 39.1, pdgina 2113, e em sua generalizacao
a espacos uniformemente convexos, tratada na Secao 24.6, pagina 1340.

Para o emprego da teoria das fungdes convexas na Termodinamica, vide, e.g., [529], [450], [79].

5.1 Conjuntos Convexos. Nocoes Basicas

e Combinagoes lineares convexas em espagos vetoriais reais

Seja V um espago vetorial real e sejam v1, ve elementos de V. Um vetor da forma Av; 4+ (1 — A)vg com A € [0, 1] é
dito ser uma combinag¢do linear convexra de v1 e vy. O conjunto {)\vl + (1= Xwe, A €0, 1]} é dito ser o segmento de
reta conectanto v; a ve. Note-se que essas definigdes permanecem mesmo no caso vy = vs.

!Hermann Minkowski (1864-1909).
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Essas definigoes podem ser generalizadas para mais vetores. Param € N, vy, ..., vy, € Ve Ay, ..., Ay € [0, 1] tais
que > " A =1, 0 vetor > ;L Apuy € dito ser uma combinagdo linear conveza de v, ..., vp,. O conjunto
m m
Pol(vy, ..., vp) = Z)\kvk, com Ag, ..., Ay €10, 1] e Z)\k =1 (5.1)
k=1 k=1
é denominado poliedro convexo gerado por vy, ..., Up.

e Conjuntos afins em espagos vetoriais reais

Seja V um espago vetorial real e sejam vy, v elementos de V. Um vetor da forma Avq + (1 — A)ve com A € R é dito
ser uma combinacdo linear afim de v1 e vo. Note que a distingao em relagao a nocao de combinagao linear convexa é que
naquele caso A é restrito ao intervalo [0, 1], enquanto que para combinagoes lineares afins A pode ser um elemento de
todo R.

Seja V um espago vetorial real. Um conjunto néo vazio J C 'V é dito ser um conjunto afim se para todos x, y € J e
todo A € R valer Az + (1 — M)y € J. O conjunto vazio de V é também, honorificamente, declarado afim.

Exemplo 5.1 Seja P, o espaco vetorial de todos os polinémios de grau menor ou igual a n € INg de uma varidvel complexa z.
Assim, cada p € P,, é da forma p(z) = a,2" + an-12""1 4+ - +aiz+ ao, com os coeficientes ar’s sendo nimeros complexos. Um
polinémio p € P,, é dito ser ménico se o coeficiente do termo de maior grau for igual a um, ou seja, se p(z) = 2" + an_12""* +
--+4 a1z + ao. O conjunto M,, C P,, de todos os polindémios moénicos de grau n é um subconjunto afim de P,,. Verifique! ¢

E. 5.1 Ezercicio. Mostre que um subconjunto afim de um espaco vetorial real é um subespaco se e somente se contiver o vetor
nulo. "

e Conjuntos convexos em espagos vetoriais reais

Seja V um espaco vetorial real. Um conjunto nao vazio C' C 'V é dito ser um conjunto convezxo se para todos x, y € C' e
todo A € [0, 1] valer Ax+ (1—M\)y € C, ou seja, se o segmento de reta conectando quaisquer z, y € C estiver inteiramente
contido em C. O conjunto vazio de V é também, honorificamente, declarado convexo.

E evidente que todo subconjunto afim de V é também convexo. A reciproca pode nao ser verdadeira.

Se C' CV é convexo e z € C, dizemos que uma expressao do tipo z = Az + (1 — Ny com z, y € C e A € [0, 1] é uma
decomposicao convexra de z. Ha trés situagoes nas quais uma tal decomposicao convexa é trivial: quando r =y = z e
A € [0, 1] é arbitrario, quando x = z, A = 1 e y € C é arbitrario ou quando y = z, A = 0 e x € C é arbitrario. Nesses
casos a decomposi¢ao convexa € trivial: z = z.

Seja C' C V convexo. Dizemos que z € C' é um ponto interior de C' se existirem z, y € C com x # y e A € (0, 1) tais
que z = Az + (1 — A\)y. Em outras palavras, z € C' é um ponto interior de C' se admitir ao menos uma decomposicao
convexa nao trivial.

Dizemos que z € C' é um ponto extremo (ou ponto extremal) de C se ndo existirem z, y € C distintos e A € (0, 1)
tais que z = Az + (1 — A)y. Em outras palavras, z € C' é um ponto extremo de C se admitir somente decomposigdes
convexas triviais, ou seja, se nao for um ponto interior de C'

Exemplo 5.2 No caso em que V é o espago R", um conjunto C C R™ é convexo se e somente se o segmento de reta conectando
dois pontos quaisquer de C estiver inteiramente contido em C. Um tridngulo aberto ou fechado em R? é um conjunto convexo.
Se o triangulo for aberto, todos os seus pontos s@o interiores e ndo ha pontos extremos. Se o tridngulo for fechado todos os seus
pontos sao interiores, exceto seus trés vértices, que sao seus Unicos pontos extremos. ¢

Exemplo 5.3 Um poliedro convexo como em (5.1) é um conjunto convexo. De fato, se u = ;L Axvx € w = D, ALk S30
elementos de Pol(v1, ..., vm), entdo, para p € [0, 1] temos

pu+ (1—pw = Z (H/\Ic +(1- /i)/\;c)vk )
k=1

que é também elemento de Pol(v1, ..., vm), pois uXg + (1 — p) A, > 0 (por ser uma soma de produtos de niimeros nao negativos)
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m

ST(pA+ A=) = pd MeA0 =Y N = p+(1-p) =1,
k=1 k:jl k:jl

o que, em particular, implica puXg + (1 — p)A; < 1 para cada k, mostrando que pXg + (1 — )X € [0, 1]. ¢

Um fato elementar mas digno de observagao é o seguinte:

Proposigao 5.1 Seja V um espago vetorial real. Se C C 'V € convexo, entdo C contém todas as combinacoes lineares

convezas finitas de elementos de C. O
Prova. A prova sera feira por indugao. Seja n € IN, n > 2, e suponhamos que para todos vy, ..., v, € C e todos
ALy -ovy An €0, 1] com Zzzl A = 1 valha que Zzzl Avr € C. Como C' é suposto convexo, sabemos de antemao que
essa suposicao é vélida caso n = 2.

Sejam w1y, ..., wny1 elementos de C e sejam 1, ..., ppt1 € [0, 1] com ZZLI wir = 1. Desejamos provar que
W = ZZLI urwy € C.

Podemos supor que haja dois elementos ndo nulos dentre os nimeros py, ..., pnt1 € [0, 1], pois se houver apenas

um, digamos, 1, valerda ;1 =1 e W = w; € C, nao havendo, portanto, o que se provar. Sem perda de generalidade,
vamos supor, entao, que f, € fin+1 sejam nao nulos. Podemos escrever

n—1
Hn Hn+1
W = w Wi+ (i + ) | ——ap,, + —22F L ] 5.2
I;M (Mn 1) L+ et n Lin + fini1 n+ ( )

2 Hnt1
Agora, ;tn+ltn+1w” + o pn 1

C. Como p1 + -+ + pin—1 + (ftn + piny1) = 1, o lado direito de (5.2) informa que W é uma combinagdo linear convexa
de n elementos de C. Pela hipétese de inducao, isso implica W € C'. Isso completa a demonstragao almejada. |

Wp+1 € um elemento de C, por ser uma combinacao linear convexa de dois elementos de

5.1.1 Operacoes que Preservam Convexidade

e Operagoes em subconjuntos de um espago vetorial

Seja V um espaco vetorial real e sejam A; e Ay dois subconjuntos nao vazios de V. Definimos a soma de A; e As por
Al + Ay = {a1 4+ as, a1 € A1, as € Ag}. Assim, A + Ay é composto por todos os vetores de V que sdo a soma de um
vetor de Ay com um vetor de As. Se A C 'V é nao vazio, definimos —A := {—a, a € V}.

Com mais generalidade, para aj, as € R definimos a3 A1 + as As := {oqal + agag, a1 € Ay, ag € AQ}.

Para A CVep eV, definimos A+ 8 :={a+ 5, a € A}. E clato que A+ 3= A+ {B} com o lado direito dado no
sentido de soma de subconjuntos de V.

Se M :V — 'V é um operador linear e A C V, definimos M A := {Ma, a € A}.
A transformagaoV O A+— MA+ 3 CV é dita ser uma transformacao afim de subconjuntos de V.

e Operagoes em subconjuntos convexos de um espago vetorial

No nosso presente contexto, o seguinte fato é relevante:

Lema 5.1 Seja V um espago vetorial real e sejam C1 e Cy dois subconjuntos convexos nao vazios de V. Sejam também
a1, as € R. Entao, a1Cy + asCy € igualmente convero.

Em particular, C1 + Cy € igualmente convexo e, se C C 'V € convero, entdo —C' € igualmente convezo.

Por fim, seja M :V —V um operador linear e § € V. Entdo, se C CV for convexo, MC + B também o €, ou seja,
a convexidade € preservada por transformacgoes afins. O
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Prova. Seja A € [0, 1] e sejam v, wy € C; e va, wy € Cy. Como Cy e Co sdo convexos, tem-se Av; + (1 — ANwy € Cy e
Avg + (1 — Mwg € Cz. Com isso, vemos que
Magvy + agva) + (1= A)(qwr + aowz) = ax[Avr + (1= Nwi | +az[ Mg+ (1 = Nwz | € a1Cy + aaCh
—_————— —_————
eCy € Cy
que é o que desejavamos estabelecer.

Se C' C 'V for convexo, entdo C + f também o é, pois C+ 8 = C + {S} e o conjunto {S} é convexo, por ser composto
de um tnico elemento. (Uma verificagao direta da covexidade de C' + 8 é igualmente elementar).

Sejam M : V — V um operador linear, C' C V convexo e A € [0, 1]. Sejam dois elementos genréricos de MC da
forma Mu e Mv, com u, v € C. Entdo, pela linearidade de M vale A\Mu + (1 — A)Mv = M()\u +(1- )\)v) € MC, pois
Au+ (1 —A)v € C, devido a suposta convexidade deste. |

e Convexidade e o fecho em espagos normados

No caso de espagos vetoriais normados, se um conjunto é covexo seu fecho também o é. Esse fato, que possui varias
generalizagOes em outras topologias, é particularmente importante e de demonstracao simples.

Proposicao 5.2 Seja V espaco vetorial real normado, com norma || - ||. Entdo, se C C 'V é convexo, seu fecho C na
topologia métrica induzida pela norma € igualmente convero. O

Prova. Sejam u, v € C e considere-se a combinacio linear convexa A\u + (1 — A)v para A € [0, 1]. Como u e v estdo
no fecho de C, existem sequéncias {u,, € C, n € N} e {v, € C, n € IN} convergendo a u e v, respectivamente (pela
Proposigao 27.11, pagina 1431). Assim,

O+ (1= 20) = (v + (1= Aon)

] - HA(U — ) + (1= N (v —vp)

| < A= unll + (L= Mo = va] -

Como ||u — uy|| e ||[v — v,|| vAo a zero quando n vai a infinito, isso mostrou que a sequéncia Au, + (1 — A)v,, n € IN,
converge a Au + (1 — A\)v quando n — oo. Agora, Au, + (1 — A)v, é um elemento de C, pois C' é convexo. Isso provou
(novamente pela Proposi¢ao 27.11, pdgina 1431) que Au + (1 — A)v é elemento de C, completando a prova. |

e Intersecgoes de convexos sao convexos

A seguinte observacao bésica sobre conjuntos convexos é muito relevante.

Lema 5.2 Se {C,, p € Q} for uma familia de conjuntos convexos em wm mesmo espaco vetorial real V, entdo mueﬂ Cu
€ igualmente um subconjunto convexo de V. O

Prova. Se LED C,, for vazio, nao ha o que se provar. Se nao for vazio, sejam z e y elementos arbitrarios de (., Cp
Entao, ambos pertencem a cada Cy, com p € 2. Como cada C, é convexo, concluimos que para cada A € FO, 1] o
vetor Az + (1 — A)y é igualmente elemento de cada C),, com pu € 2 e, portanto, é um elemento de ﬂuEQ C, provando a
afirmacao. |

e Envoltéria convexa e varredura convexa

Seja V um espago vetorial real e seja A C V, nao vazio. O conjunto A pode nao ser convexo, mas é subconjunto de
a0 menos um conjunto convexo, a saber, do préprio V. Denotamos por ccl(A) a intersecgdo de todos os subconjuntos
convexos de V que contém A. Honorificamente, declaramos também que ccl(()) = @. Pelo Lema 5.2, ccl(A) é convexo
para qualquer A C V.

O conjunto ccl(A) é denominado envoltéria conveza, ou invélucro convero, ou ainda fecho convero® de A. Também
se diz que ccl(A) é o conjunto convezo gerado por A. Trata-se do “menor” conjunto convexo de V que contém A.

2Em inglés diz-se convex hull, convex envelope ou convex closure.
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Definimos a varredura convexa de A como o conjunto de todas as combinacgoes lineares convexas finitas de elementos
de A, ou seja,

cspan(A) = {Z Apag, paraalgumm e Neaq, ..., a, € A, sendo A\, € [0, 1] e Z)\k = 1} .
k=1 k=1

cspan(A) é um conjunto convexo, o que pode ser visto da seguinte forma: se u = >, Agay e v’ = Y, Naj sdo dois
elementos de cspan(A4) e p € [0, 1], entdo

pu+ (1 —p ZM)\kak+Zl_ RYEAR

que é uma combinacdo linear convexa de finitos elementos de A, pois, claramente,

Do+ (=X = > M+ —p Z)‘l = p+(1—p) =1,
k=1 =1 =

1 1

sendo que, claramente, todos os nimeros pA; e (1 — )\ sdo elementos de [0, 1].

E um exercicio simples provar que ccl(A) = cspan(A). De fato, cspan(A) é convexo e obviamente contém A, esta-
belecendo que ccl(A) C cspan(A), pela defini¢ao de ccl(A4). Além disso, como ccl(A) é convexo e contém A, ele contém
também, pela Proposicao 5.1, pagina 311, todas as combinagoes lineares convexas finitas de elementos de A, que é
o conjunto cspan(A), estabelecendo que ccl(A) D cspan(A4) e provando a identidade desejada. Para futura referéncia
capturamos essa afirmagao em uma proposigao:

Proposigao 5.3 Seja V um espago vetorial real e seja A um subconjunto ndao vazio de V. Entao, a envoltéria conveza
e a varredura conveza de A coincidem: ccl(A) = cspan(A). O

5.1.2 Um Exemplo. Células e Diagramas de Voronoy

O Lema 5.2, pagina 312, é um excelente pretexto para falarmos sobre alguns objetos matematicamente interessantes e
curiosos, e com diversas aplicacoes atuais: a chamadas células e diagramas de Voronoy®.

Essas nogoes, que definiremos adiante, encontram usos e aplicagoes em uma grande variadade de dreas, tais como
Aerongutica (identificacdo de aeroportos mais préximos a um dado ponto. Vide Fig. 5.2, pagina 318), Antropologia,
Arqueologia (determinagao de dreas de influéncia de civilizagbes), Arquitetura, Astronomia, Biologia (Fisiologia, Epi-
demiologia, Zoologia, Ecologia, Forestamento), Cartografia, Computacao Gréafica, Cristalografia, Estatistica e Andlise
de Dados, Geofisica, Geografia, Geologia, Marketing, Matemédtica (Andlise de Elementos Finitos, estudo de formas
quadraticas, reconhecimento de padrdes, modelamento geométrico via triangularizagées de superficies), Metalurgia, Me-
teorologia, Quimica, Robética e Telefonia Celular (identificagdo de torres de transmissdo mais préximas a um dado
aparelho).

Células de Voronoy foram definidas e estudadas por esse autor em 1908, em trabalhos sobre propriedades de formas
quadraticas, mas surgiram muito antes, tendo sido identificadas em trabalhos de Descartes* e Dirichlet®. Os trabalhos
originais de Voronoy sobre o assunto encontram-se listados em [504].

No que segue, apresentaremos as definicoes das nogoes de célula e diagrama de Voronoy no contexto mais geral, em
espagos métricos (noc¢ao desenvolvida no Capitulo 24, pagina 1296), para em seguida discutirmos casos mais especificos,
e de maior interesse, em espacos vetoriais normados ou eventualmente dotados de um produto escalar.

e Fatos preliminares

Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d. Para p, ¢ € M, distintos, definimos os conjuntos

Alp, q) == {zeM|d(x, p) < d(z, )} e  Flp, q) = {xeMld, p) < d, q}. (5.3)

3Georgy Feodosevich Voronoy (1868-1908). Seu nome é também transcrito como Georgii Feodosevich Voronoi.
4René Descartes (1596-1650).
5Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
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Em palavras, A(p, q) é a colegao de todos os pontos de M que estao estritamene mais préximos (segundo d) de p do que
de g e F(p, q) é a colecao de todos os pontos de M que estao mais préximos, ou igualmente préximos, de p do que de g.

E f4cil ver que F(p, q) = Alq, p)c = M \ A(q, p) para todos p # q.

Uma observagao que nos sera relevante é a seguinte:

Lema 5.3 Os conjuntos A(p, q), para p # q, sao d-abertos. Portanto, os conjuntos F(p, q) sdo d-fechados, por serem
complementares de d-abertos. |

Prova. Seja « € A(p, q). Por hipdtese, tem-se que d(z, ¢) — d(z, p) > 0. Considere-se r > 0 tal que

< d(I, Q) ;d(xv p)

(5.4)

e considere-se a bola aberta de raio r centrada em z, que denotamos por B(x, r). Afirmamos que B(z, r) C A(p, ¢). Para
tal, tomemos y € B(x, r), arbitrério, e consideremos a diferenca d(y, ¢)—d(y, p). Sabemos que d(y, p) < d(y, z)+d(z, p)
e sabemos que d(z, q) < d(y, q) + d(z, y), o que implica em d(y, ¢q) > d(z, q) — d(z, y). Assim,

Ay, o)—d(y, p) > d(z, Q) —d(x, y)—d(y, ©)—d(z, p) = d(z, ¢)—d(z, p)~2d(z, y) > d(z, g)—d(z, p)—2r > 0.

Assim, d(y, p) < d(y, ¢), o que significa que y € A(p, ¢), provando que B(z, r) C A(p, q) e, portanto, que os conjuntos
A(p, q), para p # q, sdo d-abertos. Os conjuntos F'(p, ¢) sdo d-fechados pois F(p, q) = A(g, p)°. |

E um exercicio facil mostrar que A(p, ¢) é o interior de F(p, q) e que o bordo de A(p, q) e de F(p, q) é E(p, q) :=
{:c € M|d(x, p) =d(z, q)}, o conjunto de pontos equidistantes a p e q.

e Células de Voronoy. Definigao e propriedades elementares

Os ingredientes bésicos ligados as nocoes de célula de Voronoy e diagrama de Voronoy sao um conjunto M dotado
de uma métrica d e um subconjunto P C M de pontos distintos de M. O conjunto P pode ser finito ou ndo, contavel
ou nao. Normalmente assume-se que M é completo em relagdo a d, mas essa hipotese pode ser acrescentada quando
necessario.

Definimos a célula de Voronoy associada a um particular ponto ¢ € P, denotada por V;, como o conjunto de todos os
pontos de M cuja distancia (segundo d) a ¢ é menor ou igual & distdncia a todos os demais ponto de P. Formalmente,
para g € P,

V, = {x € M‘ d(z, q) < d(z, p) paratodop € P, p#q } i (5.5)

E evidente por essa definicao que

Vo = () Flg. p)- (5.6)
peEP
p#q

Vide (5.3). Como os conjuntos F(g, p) sdo d-fechados, concluimos imediatamente que as células de Voronoy V; sempre
sdo subconjuntos d-fechados de M. Mais adiante, faremos uso de (5.6) para demonstrar a convexidade de células de
Voronoy em certos casos e ilustraremos o significado de (5.6) no caso em que M = R? com a métrica Euclidiana usual,
uma situagao relevante em aplicacoes.

O interior de uma célula de Voronoy V;, denotado por qu, é dado por,

V;IO = {ac € M| d(x, q) < d(x, p) para todo p € P } i (5.7)

O interior qu de uma célula de Voronoy pode ser vazio.
E evidente que cada ponto g € P pertence a prépria célula V.

E também f4cil ver que se p e ¢ sao elementos distintos de P, entao VpO N qu = (), ou seja, que células de Voronoy
distintas sao interiormente disjuntas. Para ver isso, notemos que se z € V;,O N Vq0 teriamos, do fato que z € V;,O que
d(z, p) < d(z, q) e do fato que z € qu, que d(z, q) < d(z, p), o que é impossivel.
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Se p e ¢ sdo elementos distintos de P é possivel, porém, ter-se V, NV # (), em cujo caso dizemos que as células V,, e
Vy sao células adjacentes. Caso nao vazio, o conjunto V, NV, é dito ser a aresta comum entre as células V, e V.

Note-se que uma aresta comum V,, NV, é sempre um subconjunto fechado de M.

e Diagramas e grafos de Voronoy

Dado um espaco métrico (M, d) e um conjunto nao vazio P C M, a colegdo {V,, p € P} de células de Voronoy é dita
ser um diagrama de Voronoy associado a colecao de pontos P.

Alguns autores usam a expressao “diagrama de Voronoy” para designar a unido disjunta®

|_| Vp = U(VP’ D) .

peP peP
Diagramas de Voronoy sao também denominados tesselagoes de Voronoy ou particoes de Voronoy ou ainda decom-
posicoes de Voronoy. Algumas dreas especificas tém denominacoes préprias para esses objetos.
A unido de todas as arestas comuns pertencentes a um diagrama de Voronoy fechado, ou seja, o conjunto
U vnvi,
P, q€P
qF#p

é dito ser um grafo de Voronoy associado a colegao de pontos P.

e Generalizagoes

Comentamos de passagem que células, diagramas e grafos de Voronoy podem ser similarmente definidas se P nao for
apenas uma colegao de pontos distintos de M, mas uma colecao de subconjuntos disjuntos de M. Nao trataremos dessas
generalizagOes, mas apontamos que também ha aplicagoes para as mesmas, como na determinacao de bacias hidrograficas
na Geografia e Climatologia, onde procura-se determinar os pontos mais préximos a rios levando-se em conta as linhas
de cumeada do relevo. Vide e.g., [315] para um estudo na bacia do Alto Sapucai, na regido de Itajubd-MG.

e Diagramas de Voronoy como particoes de M

H4 diversas questoes bésicas associadas as nocoes de diagrama de Voronoy e grafo de Voronoy e iremos no que segue
discutir algumas das mais relevantes.

Uma primeira questao importante que se coloca é a seguinte: dado um diagrama de Voronoy {V,, p € P} associado
a uma colecao de pontos P C M, quando valera que UpefP Vp = M? Em outras palavras, quando a unido de células de
Voronoy de um diagrama de Voronoy forma uma particao de M?

Para verificar que essa é uma questao néo trivial, notemos que nem sempre ocorre de termos | J Vp igual a M.

pe?P
Exemplo 5.4 No caso geral em que P nao é fechado (na topologia induzida pela métrica d em M) mas ndo necessariamente
finito, nem sempre ocorre de que todo x € M pertence a alguma célula de Voronoy fechada.

Suponhamos que 5\ P seja ndo vazio e seja © € P \ P. Entao, inf {d(m, p), p € TP} = 0 e para cada g € P existird ao menos
um p € P, p # q, tal que d(z, q) > d(x, p), mostrando que = ndo pode pertencer a nenhuma célula V.

Um caso a se ter em mente. Tome-se M = R com a métrica usual e P = (0, oo). Nenhum ponto de (—oo, 0] pertence a alguma
célula de Voronoy. Tem-se nesse caso que cada célula de Voronoy contém um unico ponto: V, = {p}, com p € (0, o). ¢

E. 5.2 Ezercicio. Tome-se M = R com a métrica usual e P = [0, o0). Mostre que, nesse caso, as células de Voronoy sio V,, = {p},
para p € (0, o0) e Vo = (o0, 0]. Assim, U, Vp = R. o,

E. 5.3 Ezercicio. Tome-se M = R? com a métrica usual e P = {(z, 0) € R?, com = € [0, 00)}. Determine as células de Voronoy

nesse caso e verifique se |, Vp = R2. Faga o mesmo para o caso em que P = {(z, 0) € R?, com z € (0, 00)}. o,

E importante notar, porém, que no caso geral a condigao de P ser fechado nao é suficiente para que o correspondente
diagrama de Voronoy seja uma particao de M.

6No sentido da definigdo (1.52), da pdgina 61.
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Vamos listar algumas condiges sob as quais possamos garantir que | Vp = M, ou seja, ou seja, sob as quais um

diagrama de Voronoy seja uma particao de M:

pEP

1. Caso P = M. Nessa situagao trivial, tem-se V,, = {p} para cada p € M e, portanto, o correspondente diagrama de
Voronoy é uma particao de M.

2. Caso P for um conjunto finito. Se z € M, entdo o conjunto numérico {d(x, p), p € P} é finito e, portanto,
possui um minimo, digamos d(x, ¢), para algum ¢ € P (nfo necessariamente tnico). Logo, para esse g valerd
d(z, q) < d(z, p) para todo p € P, mostrando que z € V. Como isso vale para cada € M, concluimos que todo
elemento de M pertence a ao menos uma célula de Voronoy e, portanto, o diagrama de Voronoy associado a P é
uma particao de M.

3. Caso M for um espaco de Hilbert, com a métrica d definida pela norma de M, e P for um conjunto fechado e
convexo de M. Nesse caso, o Teorema do Melhor Aproximante em espacos de Hilbert, Teorema 39.1, pagina 2113,
garante que para cada x € M existe um tnico ¢ € P tal que ||z —¢|| = inf {||ac —pl|l, p€ fP}. A partir daqui podemos
argumentar como no caso em que P é finito: para esse x valerd d(z, ¢) < d(z, p) para todo p € P, mostrando
que z € V;. Como isso vale para cada x € M, concluimos que todo elemento de M pertence a alguma célula de
Voronoy e, portanto, o diagrama de Voronoy associado a P é uma particao de M.

4. A situacao anterior pode ser facilmente generalizada para o caso em que M é um espacgo vetorial normado unifor-
memente convexo’ e completo e P é um conjunto fechado e convexo de M. Pelo Teorema do Melhor Aproximante,
Teorema 24.6, pagina 1342, vale a mesma conclusao que apresentamos para espacos de Hilbert: para cada z € M
existe um tnico ¢ € P tal que ||z — g|| = inf {|lz — p||, p € P}. O restante da argumentagao é idéntico.

e Células de Voronoy convexas

Vamos agora particularizar nossa exposicao considerando a situagdo em que M é um espago vetorial (real ou complexo)
cuja métrica é definida por uma norma proveniente de um produto escalar. Essa situagao é muito frequente em aplicagoes
e nela as células de Voronoy desfrutam de uma propriedade muito importante: sao subconjuntos convexos de M.

Seja V um espago vetorial (real ou complexo) dotado de um produto escalar, que denotamos por (-, -). Seja || - | a
norma associada a esse produto escalar. Sejam p, g pontos distintos de V' e seja, como antes, F'(p, q) = {30 eVl]l|z—p| <
|z —q||}. A condigdo ||z — p|| < ||z — ¢|| equivale & condicdo ||z — ¢||* — ||z — p[|* > 0. Agora,

lz—q|*—llz—p|* = (x—q 2—q)—(@—p, z—p) = |lg> — |p|* — 2Re ((¢ — p, =) . (5.8)

(Se o espaco V for real a simbolo de parte real, acima, é desnecessario). Assim, x € F(p, ¢) se e somente se
lall* = lIplI* — 2Re ({g —p, 2)) > 0. (5.9)

Vamos supor que zg, 1 € F(p, q), ou seja, satisfazem (5.9). Considere-se z := (1 — N)xo + Az1, com A € [0, 1].
Teremos,

lgll> = llpl* = 2Re ((¢ — p, x2)) = llall* = [[pI* = 2(1 = M)Re ((g — p, @0)) — 2ARe ((g — p, z1))

= (=N (llall* = 1pll* = 2Re ({g — p, 7)) ) + A(llall* = Ip)1* = 2Re (g~ p, 21))) = 0,

pois, por hipdtese, x¢ e 1 satisfazem (5.9). Isso provou que x) também satisfaz (5.9) e, portanto, ) € F(p, q) para
todo A € [0, 1] e quaisquer zg, 1 € F(p, q), demonstrando que F(p, ¢) é um conjunto convexo.

Do fato de os conjuntos F(p, q) serem convexos, segue de (5.6) que as células de Voronoy sdo também subconjuntos
convexos de V', por serem interseccoes de conjuntos convexos. Vide Lema 5.2, pagina 312. Note que essa conclusao
independe da cardinalidade de P.

No relevante caso em que P é um conjunto finito, cada célula V; serd uma intersec¢ao finita de semiespacos F'(q, p).
Nessa situacao, se V for um espago vetorial real de dimenséo finita, como R™ (outro caso relevante em aplicacoes), as

"Para essa nogao, vide Se¢do 24.6, pagina 1340.
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células de Voronoy serdao politopos fechados convexos, ou poligonos fechados convexos no caso bidimensional, mas nao
s@0 necessariamente compactos (i.e., limitados). Por razdes histdricas, células de Voronoy que sejam poligonos fechados
convexos sao também denominadas poligonos de Thiessen® em certas 4reas, como Geofisica e Meteorologia.

Chamamos a atencao do leitor para o fato que, no caso de um espaco vetorial normado cuja norma nao provenha de
um produto escalar, as células de Voronoy nao sdo necessariamente conjuntos convexos, mesmo V' tendo dimensao finita
e mesmo P sendo finito. Vide Figura 5.1, pagina 317, para um exemplo ilustrado.

e Tlustragoes

A Figura 5.1, pdgina 317, exibe o diagrama de Voronoy no plano de um mesmo conjunto de pontos, para duas métricas
diferentes, a métrica Euclidiana e a métrica d;.

Figura 5.1: A esquerda, o diagrama de Voronoy do conjunto de pontos em preto, segundo a métrica Euclidiana em R?:
da((z1, 22), (y1, ¥2)) = /(g1 — 21)% + (y2 — x2)2. A direita, o diagrama de Voronoy do mesmo conjunto de pontos, mas
segundo a métrica dy ((z1, 22), (y1, ¥2)) = [y1 — 1|+ |y2 — x2|. Observe-se que as células de Voronoy do lado esquerdo
sao convexas, mas as do lado direito nao sao.

Fonte das figuras: Balu Ertl - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=38534275 ¢ CC BY-SA
1.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=38535751.

A Figura 5.2, pagina 318, mostra o diagrama de Voronoy associado a um conjunto de aeroportos dos EUA, segundo
a métrica Euclidiana usual. A utilidade desse tipo de diagrama é clara: esse diagrama de Voronoy permite identificar,
em caso de emergéncia, o aeroporto mais proximo a um aviao em curso.

e Algoritmos

Um dos assuntos mais interessantes e de utilidade pratica ligados a diagramas de Voronoy, mas que nao discutiremos
aqui, é o desenvolvimento de algoritmos para determinar esses diagramas em diferentes circunstancias. Sao conhecidos
centenas desses algoritmos. S&o eles que permitem produzir diagramas de Voronoy como os das Figuras 5.1 e 5.2.
Remetemos os interessados a vasta lista de referéncia sobre o assunto, encontrével especialmente na internet.

5.2 Funcoes Convexas e Concavas em Espacos Vetoriais Reais

e Funcgoes convexas e concavas. Definigoes e Propriedades Basicas

Seja V um espago vetorial real e seja C C V um conjunto convexo. Uma funcao f : C' — R é dita ser uma func¢ao

8 Alfred Henry Thiessen (1872-1956), meteorologista e militar. Artigo original: [486].
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Figura 5.2: A esquerda, uma lista de Aeroportos nos EUA (que seria o conjunto P). A direita, o correspondente diagrama
de Voronoy, com a medida usual de distancia.

Fonte: GIS Geography. Um mapa interativo desse tipo, em escala mundial, pode ser encontrado em
https://www.jasondavies.com/maps/voronoi/airports/

conveza se para todos z, y € C e todo X € [0, 1] valer a desigualdade

fOz+(1=Ny) < M(@)+ 1 -Nf(y) . (5.10)
Uma fungéo f: C — R é dita ser uma func¢do céncava se para todos x, y € C e todo A € [0, 1] valer a desigualdade
Fz+ 1 =Ny) > M)+ (1 -Nf(y) . (5.11)

Uma fungéo f: C' — R é dita ser uma funcdo estritamente convexa se para todos z, y € C com x # y e todo A € (0, 1)
valer f(Az + (1= A)y) < Af(z) + (1 = A)f(y). Uma fungdo f : C — R é dita ser uma funcdo estritamente concava se
para todos z, y € C com z # y e todo A € (0, 1) valer f(Az + (1= A)y) > Af(z) + (1 = A) f(y).

E elementar constatar que uma funcao f é concava se e somente se — f for convexa. Com isso, propriedades de funcoes
concavas podem ser facilmente derivadas de propriedades correspondentes de fungoes convexas e, por isso, discutiremos
majoritariamente as dltimas. O mesmo vale para funcgoes estritamente concavas e estritamente convexas.

No que segue, salvo mengao em contrario, estudaremos fungoes convexas definidas em conjuntos convexos de R, de
R™ e também de espagos vetoriais reais normados (ndo necessariamente de dimensao finita).

e Funcoes afins

Seja V um espaco vetorial real e V* seu espago dual. Uma funcao F' : V — R da forma
F(v) := (w, v)+b

é dita ser uma funcao afim. Acima, w € V* e b € R sdo constantes e (-, -) denota o emparelhamento ( “pairing”) entre
elementos de V* e V. Para vy, v € Ve A €0, 1] vale

Fwr + (1= Nwa) = (w, Aoy + (1= Nvs) +b = A((w, vi) + b) +(1- A)((w, va) + b) = AF(v1) + (1= \)F(v2) ,
0 que mostra que toda fungao afim é convexa e concava.

e Epigraficos e hipograficos

Seja C um conjunto convexo nao vazio de um espaco vetorial real V e F': C' — R uma fungao convexa. Como ocorre
com todas as fungoes, o conjunto
D(F) := {(z, F(z)),z€C} C VxR,

denota o grdfico da funcao F. O conjunto
EF) = {(z,y) eCxR|y>F(x)} C VxR,

é denominado epigrdfico (ou epigrafo) de F. Pictoricamente, o epigréfico de uma fungao convexa F' é o conjunto de todos
os pontos de V x R que estao sobre ou acima do grafico de F.
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A nogao correspondente a epigrafico para o caso de fungoes concavas é denominada hipogrdfico (ou hipografo):
HF) = {(z, y) eCxRly<F(z)} € VxR.

Em palavras, o hipégrafico de uma fungao concava F' é o conjunto de todos os pontos de V x R que estao sobre ou abaixo
do grafico de F.

O conjunto
EOF) == {(z,y) €eCxR|ly>F(z)} C VxR,

é denominado epigrdfico estrito de F. Em palavras, o epigrafico estrito de uma fungao convexa F' é o conjunto de todos
os pontos de V x R que estao acima do grifico de F. E claro que &(F) = &°(F) UT'(F), uma unido disjunta.

O produto cartesiano V x R, onde o epigrafico de uma fungéo convexa estd definido, possui uma estrutura natural de
espago vetorial real, sendo a combinagao linear de dois pares (v1, 1), (v2, x2) € V X R, para a1, as € R, definida por
ag(v1, 1) + az(ve, x3) == (awl + aovo, a1 + agacg). O espago vetorial assim definido é denominado soma direta de
Ve R e é denotado por V& R. Para mais detalhes sobre essa construcao — nao relevantes para o que segue — vide Secao
2.3.4, pagina 200.

Proposigao 5.4 Seja C' um conjunto convexo nao vazio de um espaco vetorial real V e F : C'— R uma funcdo. Entao,
F € conveza se e somente se seu epigrdfico for um subconjunto convexo de V& R. O

Prova. Seja F' convexa e sejam (v1, y1), (v2, y2) elementos de E(F'), Isso significa que y1 > F(v1) e que ya > F(vq).

Para X € [0, 1] temos que A(v1, y1) + (1 — ) (v2, y2) = (A1 + (1 = A)vz, Ayr + (1 — N)y2). Agora, pela convexidade
da F,
M+ (1= Nyz > AF(v1) + (1= NF(v2) > F(Qr + (1= Noa)

estabelecendo que A(v1, y1) + (1 — A)(v2, y2) é um elemento de E(F) para todo A € [0, 1], provando a convexidade de
E(F).

Reciprocamente, vamos agora supor que E(F') seja um conjunto convexo. Isso, em particular, significa que para
dois pontos do grafico de F, (vi, F(v1)) e (va, F(vg)), vale que A(v1, F(v1)) 4+ (1 — A)(v2, F(v2)) € E(F) para todo

A € [0, 1]. Assim, ()\Ul + (1= MNwg, AF(vy)+(1— )\)F(vg)) € E(F). Agora, isso significa que AF(v1) 4+ (1 — A)F(vg) >
F()\vl +(1- )\)vg), o que afirma que F' é convexa. |

e Supremo de uma familia de fungoes convexas

Vamos agora a uma afirmagao muito relevante sobre funcoes convexas definidas em um mesmo conjunto convexo. Ela
sera evocada, por exemplo, quando discutirmos a nogao de Transformada de Legendre na Segao 77, pagina ?77.

Proposigao 5.5 Seja’V um espaco vetorial real e C um subconjunto convexo nao vazio de'V. Seja {Fg :C =R, o€ E}
uma familia de funcées convexas em C tal que para todo v € C o supremo sup {Fo(v)7 o€ E} exista em R. Defina-se
a fungio F : C — R por F(v) :=sup {F,(v), 0 € £}. Entio, &(F) =\, cx &(Fs) € F € conveza. O

Prova. Afirmamos que &(F) C [,y &(F,). De fato, se (v, y) € &(F), entdo y > F(v) := sup {F,(v), o € ¥}. Logo,
y > F,(v) para todo o € ¥ e, portanto, (v, y) € E(F,) para todo o € X, o que significa que E(F) C E(F,) para todo
o € X, ouseja, E(F) C,ex E(Fs).

Afirmamos também que E(F) D [,y E(F,). De fato, se (v, y) € ,ex E(Fy), entao, para todo o € ¥ tem-se

(v, y) € &(F,). Portanto, para todo o € ¥ tem-se y > F,(v). Logo, y > sup {F,(v), ¢ € £} e, consequentemente,
(v, y) € E(F). Isso estabeleceu que (), o5, E(Fy) C E(F).

Provamos, dessa forma, que E(F) = [,y E(F5). Pelas hipéteses e pela Proposigao 5.4, pagina 319, cada epigréfico
&(Fy) é convexo. Portanto, pelo Lema 5.2, pdgina 312, E(F') também é convexo, o que implica, novamente pela Proposigéo
5.4, que F' é uma fungao convexa. |
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5.2.1 Funcoes Convexas em Espacos Vetoriais Normados e sua Continui-
dade

Vamos agora considerar uma importante generalizacdo da nossa discussdo para espacos vetoriais reais normados. A
leitura do que segue requer nocoes de topologia de espacos métricos, como espagos vetoriais normados, temas tratados
em capitulos posteriores. O principal resultado é:

Proposigao 5.6 Seja V um espaco vetorial real dotado de uma norma || - ||, seja C C V convezo, com interior C° ndo
vazio, e seja f : C — R uma fung¢dao convexa em C. Se f for limitada superiormente em C, ou seja, se possuir um
magjorante superior finito S := sup{f(z), x € C} < oo, entdo f é continua em C°, o interior de C.

Se f:C = R concava em C e limitada inferiormente em C, ou seja, tal que | := inf{f(z), z € C} > —o0, entao, f
é continua em C°, o interior de C. O

Prova. Provaremos apenas a afirmacao para fungoes convexas, pois a afirmagao para funcoes concavas decorre imediata-
mente da mesma (trocando-se f por —f).

Vamos supor que existe z € CY tal que f ndo seja continua em z. Entdo, existe ¢ > 0 tal que para cada § > 0 é
possivel encontrar um x € V tal que ||z — z|| < § mas com |f(z) — f(z)| > € (contrariamente, f seria continua em z).

Como z € C? e C° é um conjunto aberto, existe 7 > 0 tal que a bola aberta de raio r centrada em z, B(r, z) := {y €
V| ly — z|| < r}, esté inteiramente contida em C°: B(r, z) C C°.

Vamos escolher A € (0, 1] tal que

> . (5.12)

Que uma tal escolha sempre é possivel segue do fato que a imagem da funcio (0, 1] > A+ A1 — 1 é [0, 0o), como se vé

facilmente. Segue de (5.12) que
€

3 S—f(z)+e, (5.13)

relacao que usaremos adiante.

Tomemos § = rA. Entdo, pelo que afirmamos acima, existe x € V tal que ||z — z|| < § = rA mas |f(2) — f(z)] > €.
Note-se que, como A € (0, 1], tem-se que § < r e, portanto, € B(r, z) C C°. Como |f(z)— f(x)| > €, h4 duas situacoes
possiveis: situacdo a: f(z) > f(z) + € e situagao b: f(z) < f(z) —e.

Situagdo a: f(x) > f(z) +e. Sejay €V dado por

1 1)
y = 3 Tt
Teremos |ly — z|| = x[lz — 2| < % = r, de modo que y € B(r, z) C C°. Porém, temos x = Ay + (1 — A\)z e como f é
convexa, temos f(z) < Af(y) + (1 — N)f(z). Logo,
1 1—-A 1 1—-A € (5.13)
> = S - B = - .
W) 2 35 - 526 > S0 - 26 = 1o+ s B s

Assim, obtivemos, f(y) > S+ € > S, o que contraria a defini¢do de S, mostrando que a situagao a é impossivel.

Situagdo b: f(x) < f(z) —e. Seja y € V dado por

1 1-A
Yy = —z— T .

A A

Teremos ||y —z|| = 152 [l —z|| < (1-A)% = (1-A)r < r, de modo que y € B(r, z) C C°. Porém, temos z = A\y+(1—\)z
e como f é convexa, temos f(z) < Af(y) 4+ (1 — N)f(z). Logo,

1 1

) = 54

A 1 1-A 1—)\ (5.12)
(1) > $/() ="~ = [ +e—= >S

A

Assim, obtivemos, f(y) > S, o que novamente contraria a defini¢do de S, mostrando que a situagao b também é impossivel.
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A resolucdo dessas contradices é que um tal ponto z € C° onde f é descontinua ndo pode existir. |

e Comentarios a Proposicao 5.6

Se V for um espaco vetorial real normado e f : V — R for um funcional linear em V, entao f é uma fungao convexa
(e concava) no conjunto convexo V. Se V nao for um espago de dimenséo finita, linearidade nao necessariamente faz de
f uma funcao continua. H4 exemplos bem conhecidos de funcionais lineares descontinuos de um espaco normado em R
ou C, como o funcional delta de Dirac discutido a pagina 2159. Assim, podem existir func¢oes convexas ou concavas nao
continuas em espacos normados de dimensdo infinita® e af reside a relevancia de resultados como os da Proposicio 5.6.

E de se notar também que a condigdo de limitagdo superior (inferior) listada na Proposigdo 5.6 é suficiente, mas
nao é necessdria para que uma func¢ao convexa (céncava) seja continua no interior do seu dominio convexo de definigao.
Segundo a Proposicao 40.1, pagina 2158, se V é um espago vetorial normado, um funcional linear f : V — R é continuo
se e somente se sup{|f(z)|, + € V, ||z|]| = 1} < oo. Funcionais lineares f : V — R que satisfacam essa condigao de
continuidade ndo séo limitados nem superior nem inferiormente em V (segundo a definicdo que usamos acima).

e Continuidade no caso de dimensao finita

No caso em que V é um espago vetorial real normado de dimensdo finita (como R™), a condi¢do de uma fungao
f:V = R convexa (concava) ser limitada superiormente (inferiormente) é dispensavel para a continuidade:

Corolario 5.1 Seja C C R™, convexo, e seja f: C' — R uma funcdo convexa ou concava em C. Entdo, [ € continua
em C°, o interior de C. O

Prova. Consideramos apenas o caso em que f é convexa, pois o outro é analogo. Seja a € C°. Entdo, é possivel encontrar
r > 0 tal que B(r, a), a bola aberta de raio r centrada em a, estd inteiramente contida em C°. Dentro dessa bola é possivel
encontrar um conjunto finito vy, ..., v,+1 de pontos tais que o conjunto € := {Ajv1 + -+ + App1Vn+1, A1y «-. Apy1 €
[0, 1] com Ay + -+ + Apy1 = 1} é uma vizinhanga convexa de a. Pela convexidade de f, temos para todo ponto
T =M1+ Ag1Vng1 de € que f(x) < A f(vr)+- -+ Apg1 f(0ng1) <max{f(v1), ..., f(vnt1)}. Logo, f élimitada
superiormente no convexo C e, pela Proposicao 5.6, pagina 320, f é continua em C e, em particular em a. Como a é um
ponto arbitrario de C° a demonstracio estd completa. |

Exemplos 5.5 Considere as fungoes

1, sex =0, L, sex =0, 1/z, se0 <z <1
f@) = 0, se0 <z <1, f@)=4 o, se0<z<l,  f(a)= ’ ’
2, sex = 1.
2, sex =1. 2, sex =1.

As duas primeiras definidas em [0, 1] e a tltima em (0, 1]. Todas s&o convexas em seus respectivos intervalos de definigdo e sdo
continuas no intervalo (0, 1). ¢

5.2.2 Funcoes Concavas e Convexas de uma Variavel

O estudo de funcoes convexas de uma variavel real é, por si, relevante em aplicacoes e prepara o terreno para o estudo
de fungoes convexas de varias varidveis reais.

Consideraremos agora funcoes definidas em um conjunto convexo I C R de interior I ndo vazio. Podemos ter I = R,
ou um intervalo aberto, semiaberto ou fechado, como [4, B], (A, B), [A, B), (4, B], [A, ), (4, 0), (—o0, A]
ou (—oo, A), com —oo < A < B < oo. I? designa o produto Cartesiano I x I e I; designa seu conjunto diagonal:
Iy:={(x, ), z €I} C I

Uma fungéo f: I — R é dita ser uma fungdo conveza se para todos z, y € I e todo A € [0, 1] valer

FAz+ 1 =Ny) < M)+ (1 =N fy) . (5.14)

9Todo o Capitulo 41, pagina 2348, é dedicado a operadores lineares ndo continuos.
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Uma fungéo f: I — R é dita ser uma fun¢do céncava se para todos z, y € I e todo X € [0, 1] valer

FOe+ 1 =Ny) = M(2)+ (1 =N fy). (5.15)

E. 5.4 Ezercicio. A nogio de convexidade (de concavidade) possui uma interpretagdo geométrica muito simples para fun¢des de
uma varidvel real. Uma fun¢3o f : I — R é convexa (respectivamente, cdncava) se e somente se dados dois pontos quaisquer z < y de
seu dominio o gréfico de f no intervalo (z, y) ficar abaixo (respectivamente, acima) da linha reta que conecta o par (z, f(x)) ao par
(y, f(y)), tal como expresso nos gréficos da Figura 5.3, pagina 322. Justifique essa afirmagdo com base nas defini¢cdes. o+

f(y)
f(y)
f(x)

f(x)

X y X y

Figura 5.3: O gréfico de uma fungao convexa (a esquerda) e de uma fungéo céncava (& direita). Em ambos é indicado o
segmento de reta conectando par (x, f(x)) ao par (y, f(y)).

E. 5.5 Eaxercicio. Seguindo a definicio, mostre que f(z) = |z| e f(z) = 2® sdo funcdes convexas em R. "

E. 5.6 Ezercicio (fdcil). Sejam f:R — R e g: R — R duas fungdes convexas. Mostre que se f é n3o decrescente, entdo fog é

convexa. .
Se f: I — R é convexa, é muito facil demonstrar, usando indugao finita, que para todos n € IN, todos z1, ..., x, €
e todos A1, ..., Ay € [0, 1] tais que A\y +--- + A, =1 vale
Fuzi 4+ Xzn) < Af(an) + o+ A flan) (5.16)
Se f é concava, temos
f()\1I1 +---+ )\nxn) > Mif(z) + -+ A fzn) (5.17)
Provaremos apenas o caso convexo, pois o outro é analogo. Suponhamos a afirmacao valida para n — 1, com n > 3.
Podemos supor que haja ao menos dois A’s ndo nulos com A1, ..., A, € [0, 1] tais que A\; +---+ A\, = 1, pois se houver

apenas um, esse deve valer 1 e os demais 0 e nao haveria o que se demonstrar. Sem perda de generalidade, suponhamos
assim que A,_1 + A, > 0. Entdo, como podemos escrever

An—1Tp—1 + Anx
MT1 A+ ATy = )‘lxl+"'+)\n—2xn—2+()\n—1+)\n)|: o - n:|

)\nfl + )\n

temos, pela hipétese de indugao,

)\n* n— +>\n n
f()\1$1+...+)\nxn) = f<)‘1x1+"'+)\n255n2+(>\n1+)\n)[ 1Tn—1 T ])

)\n—l + )\n

IN

)\1f($1) +ooet )\"—Qf(xn—Q) + ()‘n—l + )\n)f ()‘n—lIn_l + )‘nxn)

)\nfl + )\n

< Alf(xl) + -+ )\n72f(fcn72) + )\nflf(:cnfl) + Anf(xn) »
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sendo que, na tltima desigualdade, usamos a convexidade de f para obter

f An—1Tn—1 + ATy < An—1
)\nfl + )\n )\nfl + )\n

M
)\nfl + )\n

J(xn_1)+ flan) .

Isso provou (5.16) para todo n € IN.

A desigualdade (5.16) (ou sua forma concava (5.17)) é por vezes denominada desigualdade de Jensen'®. E importante
mencionar que a desigualdade de Jensen pode ser ainda generalizada e (5.16) é apenas sua versao mais simples (discreta).
Para uma forma mais geral, vide Proposigao 5.17, pagina 337, em especial, vide (5.45).

e Funcgdes concavas ou convexas definidas na semirreta [0, oo)

O seguinte resultado sobre fungbes concavas ou convexas definidas na semirreta [0, oco) é util e serd usado nestas
Notas.

Lema 5.4 Seja f: [0, co) = R com f(0) =0. Entdo, se f for convexa tem-se

f@+y) = f@)+fly), VY, yel0, o0) (5.18)

e se [ for concava tem-se
flety) < fl@)+fly), VY, y€[0, o). (5.19)
O

A propriedade (5.18) é denominada supaditividade, enquanto que a propriedade (5.19) é denominada subaditividade.
Um uso da desigualdade (5.19) serd encontrado no estudo de Espagos Métricos, como na Proposigao 24.1, pagina 1301.

Prova do Lema 5.4. Consideremos apenas o caso em que f é convexa, pois se f for concava valerd que —f é convexa e,
portanto, (5.18) implica (5.19). Como f(0) = 0, a condi¢ao de convexidade implica que
fx) < Af(x) (5.20)

para todo A € [0, 1] e todo x > 0.

Caso x = y = 0 a desigualdade (5.18) exige que f(0) > 2f(0), o que é trivialmente verdade pois, pelas hipéteses,
f(0) = 0. Caso z e y nao forem simultaneamente nulos, temos

Pl = Sfernt A fern) 2 f ()1 (@) = 1@+ ).

demonstrando (5.18). Acima, ao evocarmos (5.20), usamos que xLer e %ﬂ/ sao ambos, pelas hipéteses, elementos do

intervalo [0, 1]. |

Observe o leitor que a hipétese de convexidade é empregada na demonstragdo apenas para justificar (5.20). Nesse
contexto, temos o seguinte resultado:

Lema 5.5 Se f: R — R € subaditiva e satisfaz f(Ax) < \f(x) para todo X € [0, 1] e todo x € R, entdo f € convera. O

Prova. Para todos z, y € R e A € [0, 1] temos

subaditividade

Fx+(1=Ny) < fa)+f(A=Ny) < M)+ 1 =-Nf),

demonstrando a convexidade. [ |

Dos Lemas 5.4 e 5.5 temos, portanto, o seguinte:

10Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925). A desigualdade de Jensen, assim como outros trabalhos do mesmo sobre fungdes
convexas, data de 1906. Para a referéncia original, vide nota de rodapé 13 & pagina 331.
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Corolério 5.2 Seja f: [0, 0co) = R com f(0) =0 e satisfazendo f(Ax) < Af(z) para todo X € [0, 1] e todo = € [0, c0).
Entao, f € convexa se e somente se for subaditiva.

Analogamente, seja f : [0, 00) = R com f(0) = 0 e satisfazendo f(Ax) > Af(x) para todo A € [0, 1] e todo
x € [0, o0). Entao, f € concava se e somente se for supaditiva. O

e Obtendo fungoes convexas de uma varidvel a partir de fungoes convexas em espagos vetoriais reais

O lema a seguir mostra como podemos obter uma fungao convexa de uma variavel real a partir de uma fungao convexa
definida em um espago vetorial real.

Lema 5.6 Seja F': C — R uma funcao convexa definida em um subconjunto convexo C de um espaco vetoria real V.
Sejam x1, x2 € C, distintos, e defina-se f : [0, 1] = R por f(«) := F((l —a)xy + ozxg). Entao, f € conveza. O

Prova. Sejam A € [0, 1] e a1, ag € [0, 1]. Verifique-se que vale trivialmente a igualdade
(1 — o — (1 — )\)Oég)Il + ()\041 + (1 — )\)0&2).%2 = )\((1 — 041)301 + Oélwg) + (1 — )\)((1 — 042)$1 + OéQIQ) .

Com isso, temos que

f()\oq + (1 — )\)052) = F((l — o — (1 — )\)Oég)xl + ()\041 + (1 — )\)&2).%2)

= F()\((l — al)xl + OélIQ) + (1 — )\)((1 — OéQ)Il + 042302))

convexidade

< )\F((l —aq)ry + oqac2> +(1- )\)F((l —ag)xr + agacg)

= Af(ar) + (1 =N f(az),

provando que f é convexa. |

e Propriedades do conjunto de fungoes convexas em [

Se f: I —-Reg:I— R sdo duas fungdes convexas, entdo para todos a, 3 € [0, 00) a funcdo af + Bg é também
convexa em I. A prova disso é elementar. Essa propriedade afirma que o conjunto das fungoes convexas em [ é um cone
convexo'!. Essas afirmacdes valem também para funcdes concavas.

Seja fr, : I = R, n € IN uma sequéncia de fungbes convexas que converge pontualmente a uma funcao f : I — R, ou
seja, tal que para cada = € I valha f(z) = lim,, o fn(x). Entéo, f é igualmente convexa. A prova dessa afirmacao é
elementar e deixada ao estudante. Essa afirmagao vale também para funcgoes concavas.

Seja {fu, : I —» R, w € Q} uma familia de fung¢des convexas definidas em I tal que para cada z € I exista
f(z) == sup{fu(z), w € Q}. Entado, f : I — R é também convexa. Vide Proposigao 5.5, pdgina 319. Para fungoes
concavas vale a mesma afirmacao, com o supremo substituido pelo infimo.

e Uma condicao equivalente a de convexidade

Para uma fungao f : I — R, considere-se a fungdo simétrica de duas varidveis Ry = R : I? \ I dada por

fx) — fy)
Rp(z, y) = Rz, y) == ————, a#y.
-y
A proposicao que segue mostra que com a fungdo R podemos apresentar uma defini¢ao alternativa de convexidade (uma
outra caracterizagio distinta da nogéo de fungao convexa sera encontrada na Proposi¢ao 5.10, pdgina 331).

1 Para entender essa nomenclatura o estudante deve recordar que se € é um cone convexo em R3, entdo se ¥ e @ sdo vetores de €, segue
que av + fu é também um vetor de C para todos a, B € [0, 00).
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Proposigao 5.7 Uma funcao f: I — R é convexa se e somente se para todos x, y, z € I, distintos, com y < z valer
R(z, y) < R(z, 2), (5.21)

ou seja, se e somente se, firado um dos argumentos, R for monotonamente nao decrescente no outro argumento. O

No Exercicio E. 5.7, pagina 326, apresenta-se uma interpretacao geométrica da Proposigao 5.7.

Prova da Proposicdo 5.7. Parte I: supondo f convexa provamos (5.21). Para provarmos (5.21) hé trés casos a se
considerar: s <y<z,y<z<zey<z<z.

Caso 1: < y < z. Como y fica entre = e z, podemos escrever y = Az + (1 — \)z adotando para tal A = Z=£ (notar que
A € (0, 1)). Da convexidade de f segue, entao, que

z—y y—

< A 1-A = — — .
fl) < M@ +0-01E) = =L@+ L)
Subtraindo f(z) de ambos os lados obtemos, ap6s alguns computos elementares,
)~ @) _ 1)~ f)
y— - z—x

ou seja, R(z, y) < R(z, 2).
Caso 2: y < x < z. Como z fica entre y e z, podemos escrever © = Ay + (1 — )z adotando para tal A = i:; (notar que
A € (0, 1)). Da convexidade de f segue, entao, que

z— T —y

fl@) < Af(y) + (1 =Nf(2) = fly) + f(z)

=Y =Y

Subtraindo f(x) de ambos os lados, podemos escrever
z—x T —y
0 < — _
< (1) - S@) + T2 () - S @)
do que segue imediatamente que
)~ I@) _ [~ @)
y—x - z—x

ou seja, R(z, y) < R(z, 2).
Caso 3: y < z < z. Como z fica entre y e z, podemos escrever z = Ay + (1 — M)z adotando para tal A = z:; (notar que

A € (0, 1)). Da convexidade de f segue, entao, que

F(z) < M@+ (1= Nf() = i:;f(yHi:Z

f@).
Subtraindo-se f(z) de ambos os lados, obtém-se ap6s computos elementares

)~ S _ 1)~ f@)

Yy—x - Z—x

)

ou seja, novamente R(z, y) < R(z, z). Com isso, (5.21) estd estabelecida em todos os casos possiveis em que y < z.
Parte II: supondo (5.21) provamos que f é conveza. Por (5.21) sabemos que se y < z, entdo
<

f(x) - 1) < fl@) - f(2)

T—y T—z

para todo x, com x # y e x # z. Tomemos, em particular, z = Ay + (1 — )z, com A € (0, 1). A dltima expressao fica

FQy+(1=N2) = fly) _ f(Ay+(1—>\)Z)—f(2).

(1=MN(-y) B Az —y)

Cancelando-se o fator z — y > 0 de ambos os lados, obtemos f()\y + (1 - )\)z) < AM(y) + (L = N f(z), provando a
convexidade de f. |
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E. 5.7 Ezercicio. A Proposicdo 5.7 possui a seguinte interpretacdo geométrica. Sejam z, y, z € I trés pontos do dominio de
definigdo de uma fungdo f tais que y < z. Considere-se o segmento de linha reta L, conectando o ponto (m, f(w)) ao ponto (y, f(y))
(ambos no grafico grafico de f) e considere-se o segmento de linha reta L2 conectando o ponto (z, f(x)) ao ponto (2, f(z)) (ambos
também no gréfico de f). Ent3o, o que a Proposicdo 5.7 afirma é que f é convexa se e somente se a inclinagdo de L; for menor ou
igual a inclinagdo de Ly. Vide o grafico no lado esquerdo da Figura 5.4, pagina 326. Justifique essa afirmativa com base na Proposi¢do
5.7. o,

e Algumas desigualdades de interesse

Antes de prosseguirmos apresentemos um resultado que serd futuramente evocado nestas Notas.

Lema 5.7 Seja f: I — R convera. Entdo, para quaisquer w, =, y, z € I com w < x < y < z valem as desigualdades

fw)— f@) _ f@) - ) - 1)) 522)
w— - z—y - y—z '
i fw)— @) _ f@)=I@) _ fE) - @) 5.23)
w—x - Yy—x - Z—T
O

Prova. Pelas hip6teses e pela Proposigao 5.7, pagina 325, tem-se R(w, x) < R(z, y) < R(y, z), assim como R(z, w) <
R(z, y) < R(x, z). Escrevendo-se explicitamente o que é a fungdo R, obtemos disso (5.22) e (5.23), respectivamente. ll

O estudante deve atentar para as semelhangas e diferencas entre (5.22) e (5.23). A primeira desigualdade em ambas
é a mesma. A diferenca estd na segunda desigualdade. A desigualdade (5.22) é ilustrada no grafico a direita da Figura
5.4, pagina 326. A desigualdade (5.23) é ilustrada no gréfico & esquerda da Figura 5.4.

A A
@) f(2)
)y fw) |
f(y)
o
w X vy z w X y z

Figura 5.4: A esquerda: grafico de uma fungéo convexa. As inclinagoes dos segmentos de reta la indicados sdo R(w, ),
R(z, y) e R(z, z). A figura deixa claro que R(w, =) < R(z, y) < R(z, z). A direita: grifico de uma fungio
convexa. As inclinagdes dos segmentos de reta 14 indicados sdo R(w, z), R(z, y) e R(y, z). A figura deixa claro que
R(w, ) < R(z, y) < R(y, 2).

o Convexidade e derivadas laterais

Seja uma funcao g : I — R. Para x € I definimos as derivadas laterais que denotamos por ¢/, (z) e g’ (x) por

. glzte) —g@) g
gﬁr(ac) = hi{}f € QL(I) = hﬁ%f;
e>0 e>0
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caso esses limites existam. E relevante notar que caso ambos os limites existam, entao g é continua em x, pois teremos
lim (9(z+e)—g(x) =0e lim (9(z) — g(z — €)) = 0. E claro que g ¢ diferencidvel em z se e somente se ¢/, (z) e ¢/, (z)
e>0 e>0
existirem em forem iguais.

A proposigao que segue revela mais fatos basicos importantes sobre fungoes convexas. A informacao sobre continuidade
ja fora estabelecida no Corolario 5.1, pagina 321.

Proposicao 5.8 Se f : I — R ¢ conveza, entdo f é continua em I° e possui em cada ponto de I° derivadas laterais a
direita e o esquerda, as quais satisfazem a sequinte desigualdade:

L 1) - 1@

Tz —x

< fL) < fL) (5.24)

para todos x, x' € I° com x < 2'. Isso diz que tanto f’ quanto [ sao fungoes monotonamente nao decrescentes em 19,

/ / 0 ~ - , z z ~ . 3 ~
sendo que f < f\ em todo I°. Outra afirmacdo que disso pode ser extraida é que f € nao diferencidvel em uma colegdo
no mdximo enumerdvel de pontos. |

Uma demonstragao mais geral da continuidade de fungoes convexas no interior do seu dominio de definicao sera
apresentada na Proposicao 5.6, pagina 320.

Prova da Propossicdo 5.8. Sejam w, x, y € I° com w < z < y. Pela Proposigao 5.7, pagina 325, temos R(z, w) < R(x, y).

Fixemos w e . Sabemos, também pela Proposi¢ao 5.7, que a fun¢do y — R(z, y) definida para y > = é decrescente
quando y diminui para x. Assim, o limite %131; R(z, y) existe, por ser decrescente e limitado inferiormente por R(x, w).
y>w
Sucede que, pela definicao de R, o limite %131; R(z, y) é precisamente a derivada lateral a direita f/ ().
y>x
Fixemos z e y. Sabemos, também pela Proposigao 5.7, que a fun¢do w — R(z, w) definida para w > x é crescente
quando w cresce para x. Assim, o limite lim R(z, w) existe, por ser crescente e limitado superiormente por R(z, y).
wlx
Sucede que, pela definicao de R, o limite lim R(x, w) é precisamente a derivada lateral a esquerda f” ().
w<x
Isso estabeleceu a existéncia dos limites laterais para todo ponto de I° e estabeleceu que f é continua em todo ponto
de I°.

Sejam agora w, x, y, w’, =’, y' seis pontos de IV tais que w < z < y < w’ < 2’ < y'. Fazendo uso da Proposicio
5.7, temos
R(w, z) < R(z, y) < R(y, v') < R(w', 2') < R(2', y'),

ou seja,

— _ AN AN / AN /

fa) = fw) _ f) = f@) _ f@) =) _ f@) =) _ f) - ) 5.25)
T —w y—z w —y ' —w y —a
Tomando-se em (5.25) os limites lim | llg}, lim , lim e usando-se a continuidade de f, obtemos
w<x y>x t/:;/ Z/:;/
f@) — f(z
) < fiw) < 21D gy < .,

que é (5.24).

Seja N C I° a colegao de todos os pontos de IV nos quais f nao seja diferencidvel, ou seja, nos quais f’ (z) # f, ().
(5.24) informa-nos que se z, 2/ € N com z < z’, entdo os intervalos (f’ (z), fi(z)) e (f_(2'), fi(2')) sdo intervalos
disjuntos de R. Agora, R pode no méaximo admitir uma familia enumeravel de intervalos disjuntos. Logo, N é no maximo
enumeravel. |

E instrutivo chamar a atencao do leitor para o fato de a continuidade a que se refere a Proposicao 5.8 ser garantida
apenas no interior I do dominio de definigdo I. As fungdes f : [0, 1] — R definidas por

1, x2=0, L 1, z=0,
J(@) ‘:{xQ, e, @ "{o, ve (0, 1],
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s@o convexas em todo o intervalo [0, 1], mas nao s@o continuas em z = 0.

e Retas suportes

Seja f : I — R uma fungao convexa de uma varidvel. Uma funcao afim r(z) = axz + 3, com «, S € R, é dita suportar
f no ponto xg € I se valer f(xzg) =r(xo) e f(x) > r(z) para todo z € I.

Se r suporta f em xy a reta {(:c, r(x)), T € ]R} C R? ¢é dita ser uma reta suporte de f nesse ponto. Geometricamente,
podemos afirmar que o grafico de uma funcao convexa estd sempre acima de suas retas suportes e uma reta suporte
tangencia o gréfico de f em xg.

Se a fun¢ao afim r(x) = ax 4+ 8 suporta f em xg, a condigdo r(zg) = f(zo) implica que podemos escrever
r(z) = a(z —x0) + f(w0) -

Ha uma nocgao similar para fungdes concavas, com a correspondente inversao da desigualdade.

O Corolario 5.3, a seguir, afirma que toda funcao convexa possui, em cada ponto de seu dominio, a0 menos uma reta
suporte. Esse coroldrio é consequéncia da Proposigao 5.8, pagina 327, e o usaremos quando apresentarmos a demonstracao
de uma forma geral da desigualdade de Jensen na Proposigao 5.17, pagina 337.

Corolario 5.3 Se f: I — R € conveza, entao

fy) = (y—2)fi@) + f(x) (5.26)

para todos x, y € Iy. O

Esse corolario tem a seguinte interpretacao geométrica: o grafico de uma fungao convexa estd sempre acima das retas
tangentes ao mesmo (e isso é verdade mesmo em pontos em que a derivada é descontinua, em cujo caso temos duas retas
tangentes com inclinagdes f’ e f!).

Prova do Coroldrio 5.3. Sejam z, 2’ € Iy. Para 2’ > x temos de (5.24) as desigualdades f’ (z) < f (z) < W, que
implicam que

f(@) > (@ —2)fi(x)+ f(z), x>, (5.27)
Incluimos acima o caso &’ = x devido & continuidade de f (também demonstrada na Proposigao 5.8).

Também para ' > z temos de (5.24) as desigualdades W < fL(2) < fL(2"), que implicam que

f@) > (z—2)fi(2")+ f(a), >z,
Trocando as letras x <> 2/, isso fica

f@) = @ —a)fi(@) + f(x), w>a". (5.28)
Contemplando (5.27) e (5.28), vemos que estabelecemos que f(2') > (' — z) f.(z) + f(z) para todos x, 2’ € Ip. |

e Mais condigoes para convexidade

A Proposigao 5.8, pagina 327, afirma que se uma fungdo de uma varidvel é convexa, entdo suas derivadas laterais sdo
crescentes. Sob hipdteses adequadas é possivel garantir a reciproca dessa afirmagfo. A proposigdo que segue mostra a
forma mais simples dessa reciproca.

Proposicao 5.9 Seja f: I — R continua em I e diferencidvel em I°. Entao, uma condi¢do necessdria e suficiente para
que f seja convexa é que f' seja monotonamente nao decrescente, ou seja, que f'(x) < f'(y) para todos z, y € I° com
xr <y. O

Prova. Da Proposicao 5.8, pagina 327, é evidente que convexidade e diferenciabilidade implicam que f’ é monotonamente
nao decrescente, de modo que resta apenas provar a reciproca.
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Sejam xg, x1 € I com g < 21 e seja A € (0, 1). Definamos x := (1 — N)xo + Az;. E claro que g < ) < 1. Com
as hipdteses, podemos evocar o Teorema do Valor Médio e afirmar que existem &y € (xo, I)\) e € (I)\, xl) tais que
valem

fax) = flmo) = f'(&)(@x—z0) = A1 —20)f' (&) ,
fle) = flex) = fi(&) (1 —xx) = (L=N)(x1 —z0)f'(€1) -

Note-se que & < &1 e, portanto, f'(£§) < f'(&1). Temos, assim,

flan) = (=N f(wo) = Mf(x1) = (L=N)(f(zx) = f(zo)) +A(f(2r) = f(x1)) = M1 =N (21 —20)(f'(€0) — f'(&1)) < 0,

pois f/(£) < f'(&1). Isso estabeleceu que f(Azg + (1 — A)z1) < (1= X)f(zo) + Af(x1) com A € (0, 1). Para A € {0, 1}

essa relagao é trivial e isso demonstra a convexidade de f. |
O seguinte corolario importante é agora evidente e dispensa demonstragao.

Corolario 5.4 Seja f : I — R continua em I e duas vezes diferencidvel em I°. Entdo, uma condicio necessdria e
suficiente para que f seja conveza é que f"(x) >0 para todo x € I°. O

Esse coroldrio permite confortavelmente determinar se uma funcao f continua e duas vezes diferencidavel em seu
dominio de defini¢io I é convexa (o que se da caso f”(z) > 0 para todo x € I°) ou concava (o que se d4 caso f”(z) <0
para todo x € I°).

Exemplos 5.6 De posse do critério estabelecido no Coroldrio 5.4, é facil demonstrar os seguintes fatos. A funcio Inz é concava
em (0, 00). As funcbes e*” sdo convexas em R. As funcdes z" com n € IN par sio convexas em R. As funcdes 2" com n € IN
fmpar sdo convexas em [0, o) e concavas em (—oo, 0]. A fungio 1/(1 —2?) é convexa no intervalo (—1, 1) e diverge para x — £1.
A fungdo = + 1/z é convexa em (0, co) e concava em (—oo, 0). As fungdes cosz e senz sdo concavas nos intervalos em que sdo
positivas e convexas nos intervalos em que sao negativas. ¢

E. 5.8 Exzercicio (fdcil). Considere-se a fun¢do s: [0, 1] — R dada por

s(z) = 0, sex =0,
T —zln(z), sexze(0,1].

Constate que s(z) > 0 para todo z € [0, 1], que s é uma fungdo continua, duas vezes diferencidvel em (0, 1] e cdncava. "

E. 5.9 Exercicio (fdcil). Constate que as fungdes cos e sen sdo concavas (convexas) nos intervalos em que sdo positivas (negativas).
Sugest3o: ambas satisfazem a equacio diferencial y''(z) + y(z) = 0. &

A Proposigao 5.9 tem ainda um outro corolario digno de nota:

Corolario 5.5 Seja I C R um intervalo convero do tipo que aqui consideramos e seja g : I — R uma funcdo continua,
e nao decrescente. Entdo, a fungao f: I — R definida por

com a € I, fixo, € uma fun¢ao convera da varidvel x. O

Prova. E claro que f é continua e que f'(z) = g(x) para todo x € I. Logo, f’ é estritamente crescente e, pela Proposigao
5.9, pagina 328, f é convexa. |

e A condigao do ponto médio

Vamos agora apresentar mais uma caracterizagao de funcoes convexas e continuas, a qual possui diversas aplicacoes.
O que mostraremos é que uma funcao continua f : I — R é convexa se e somente se satisfizer a desigualdade f (%) <
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f(@)+f(y)
2

convexas.

para todos z, y € I. Como comentaremos, foi essa caracterizagao que deu origem histérica a teoria das fungoes

Comegamos com o seguinte resultado, cuja demonstragao é assaz interessante:

Lema 5.8 Seja f: I — R tal que

2 2
para todos x, y € I. Entao, vale
f<xl+"'+zn> S f(x1)+...+f(xn) (5.30)
n n
para todo n € N e para todos x1, ..., x, € I. O

Prova. A prova é feita seguindo uma curiosa estratégia de inducdo!?: primeiramente mostramos que se a proposicio

vale para n, entdo vale para todo niimero da forma 2*n com k € IN (inducdo para a frente!). Em seguida, provamos
que se a proposigao vale para m ela vale para m — 1 (indugdo para trés!). Com isso, todos os naturais sdo varridos pelo
procedimento indutivo.

Vamos assumir (5.30) vélida para algum n € IN (ela vale para n = 2, por hip6tese). Sejam 1, ..., z2, € I. Entao,

.. zitwy |,y Zanoit@on ipétese
7 r1 + + Topn — 7 7 -t + 2 hS l f 1+ X2 bt f Top—1 + Xon
2n n n 2 2

(5:29) f(a1) + -+ f(20)
= 2n .

Assim, se (5.30) vale para n, vale também para 2n e, consequentemente, para todo nimero da forma 2%n com k € IN.
Isso prova os passos indutivos para a frente.
Vamos agora assumir que (5.30) valha para algumn > 4. Seja x1, ..., z,—1 € I edefina-se x,, := ﬁ (:cl+~ . ~+:cn,1).
E evidente que z,, € I e teremos,
x1++xn x1+...+xn71

n n—1
Verifique! Logo,
n—1 n
hipiese f(fl) 4+ f(fn)
- n

n n

n—1

Passando o termo % f (%) para o lado esquerdo da desigualdade, obtemos imediatamente que

Y

f<z1+~~~+:ﬂn1) _ S+ A FEa)

n—1 n—1

provando que (5.30) vale para n — 1. Isso prova os passos de indugao retrégrada e completa a demonstragao. |

O resultado seguinte apresenta uma caracterizagao muito util de funcoes convexas:

12Essa estratégia foi inventada por Cauchy para demonstrar (5.49) e foi empregada no presente contexto por Jensen (para a referéncia
original, vide nota de rodapé 13 & pagina 331). O texto original de Cauchy é Cours d’analyse de I’Ecole Royale Polytechnique, premier partie,
Analyse algebrique, Paris 1821.
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Proposigao 5.10 Seja f: I — R, continua. Entao, f é convexa em I se e somente se satisfizer

f<fc+y> < flx) + ()

; 5 (5.31)

para todos x, y € I. O

Prova. Se f for convexa em I, (5.31) é um caso particular da defini¢do de convexidade (tome-se A = 1/2). Vamos provar
que se f é continua em I e 14 satisfaz (5.31), entdo f é convexa em I.

Sejam a1, az € IN dois nimeros naturais. Sejam também x1, zo € I. E claro que (alacl + agxg)/(al + ag) é um
elemento de I. Como
ai1xry +agxe = 1+ -+ T +x2+ 0+ 22

ajvezes azvezes

é uma soma de a; + as elementos de I, podemos evocar o Lema 5.8, pdgina 330, em particular, a relacao (5.30) com
n = a1 + as, € escrever

ayvezes asvezes
a1x1 + azrs flxe) + -+ flo) + flre) + -4 f(w2)  arf(x2) + azf(x2)
f < = : (5.32)
ai + as a1 + as aj + as
Afirmamos que isso implica que se r € Q N [0, 1], entao
flrar+ (1 =r)zs) < rf(x)+ 1 —r)f(z2). (5.33)

E suficiente tomarmos r € Q N (0, 1). Como tal, r é da forma r = p/q com 0 < p < ¢, sendo p, ¢ € N. Se definirmos
a1 = p e ay = q— p, teremos a;, as € IN e poderemos escrever r = al‘j}@ el—r= al‘_’ﬁ@. Com essas observagoes
torna-se evidente que a validade de (5.33) segue de (5.32).

Em (5.33), fagamos agora o racional r convergir a A € [0, 1], arbitrdrio. A continuidade da f implica que teremos
f()\acl +(1- )\)xg) < Af(z1) + (1 — A)f(x2). Como isso é vélido para qualquer A € [0, 1] e quaisquer x1, 23 € I, a
convexidade de f fica estabelecida. |

Nota histérica. A nocdo de fungdo convexa foi introduzida por Jensen'® em 1906. A definigio original de Jensen para fungio convexa era

a relagdo (5.31). Assumindo continuidade para f, Jensen ent@o seguiu os passos que apresentamos na demonstracdo da Proposigdo 5.10 e
demonstrou (5.14) assim como (5.16) (que ficou conhecida como desigualdade de Jensen). L)

Comentamos, por fim, que a condicao de continuidade nao pode ser dispensada da Proposicao 5.10. Com o uso de
bases de Hamel (vide discussao & pdgina 188 e seguintes e, em particular, vide a discussdo que sucede a Proposicao 2.16,
pagina 190) é possivel construir fungdes nao continuas em R satisfazendo (5.31) para todos z, y € R mas que néo sao
convexas (pois seu grafico é¢ denso em todo R? (!)).

e Mais duas caracterizagoes de fungoes continuas convexas

O lema a seguir contém uma informacao 1til que serd evocada adiante.

Lema 5.9 Seja f : I — R uma fung¢ao convexa. Entdo, dado qualquer intervalo compacto [a, b] C I (com —oc0 < a <
b < o0), 0o mdzimo de f nesse intervalo € alcan¢ado em um dos seus pontos extremos, a ou b, ou seja, max{f(z), x €

[a, b]} = max{f(a), f(b)} O

Prova. Para todo A € [0, 1] tem-se, evidentemente, Af(a) + (1 — A)f(b) < max{f(a), f(b)}. Se = € [a, b], entdo
& = Xpa+ (1 —Xo)b para algum Xg € [0, 1]. Logo, f(zo) = f(Aoa+(1—X0)b) < Xof(a)+(1—Xo)f(b) < max{f(a), f(b)}.
Claro é que essa desigualdade f(zo) < max{f(a), f(b)} é uma igualdade se x( for igual a a ou b. |

13 Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925). O trabalho original de Jensen é: J. L. W. V. Jensen, “Sur les fonctions convezes
et les inégalités entre les valeurs moyennes”, Acta Math. 30, 175-193 (1906).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 5 332/2825

O estudante deve notar que a reciproca do Lema 5.9 néo é verdadeira: a fungao cosseno restrita ao intervalo I = [0, 27|
é continua e satisfaz max{cos(z), = € [a, b]} = max{cos(a), cos(b)} para todo compacto [a, b] C [0, 2x]. Mas a fungdo
cosseno nao é convexa em [0, 27]. Em verdade, toda fungdo f definida em um intervalo fechado [A, B], continua, sem
nenhum méximo local exceto, eventualmente, os pontos A e B satisfaz max{f(z), = € [a, b]} = max{f(a), f(b)} para
todo [a, b] C [A, BJ.

A proposicao que segue, mencionada em [200], apresenta uma caracterizacao de convexidade para fungbes continuas.
Ela mostra o que é necessario supor adicionalmente para que se obtenha uma reciproca a afirmacao do Lema 5.9.

Proposigao 5.11 Seja f : I — R wma funcdo continua. FEntao, f é convexa se e somente se para todo o € R o
mdzimo da funcdo ¢o(x) := f(x) + ax em um intervalo compacto arbitrdrio [a, b] C I for sempre assumido em um dos
extremos do mesmo. Em outras palavras, f € convera se e somente se para todo a € R valer max{¢n(z), = € [a, b} =
max{dq(a), ¢a(b)} em todo compacto [a, b] € I. O

Prova. E trivial constatar que ¢q(x) = f(x) + ax é convexa se e somente se f o for. Logo, pelo Lema 5.9, pdgina 331,
os méximos da fungéo ¢, em um intervalo compacto arbitrério [a, b] C I sdo assumidos em um dos extremos do mesmo.

Vamos agora supor a reciproca, ou seja, que os maximos da fungao ¢, em um intervalo compacto arbitrario [a, b] C I
sdo assumidos em um dos extremos do mesmo. Assim, temos f(z) + ax < M para todo z € [a, ], onde M :=
max{ f(a) + aa, f(b)+ ab}. Escrevamos x € [a, b] na forma z = Aa + (1 — A\)b com X € [a, b]. Temos, portanto,
f(Aa+ (1= X)b) + a(Aa+ (1= A)b) < M, ou seja,

fRa+(1=XNb) < M—a(da+(1—A)b) .
Subtraindo Af(a) 4+ (1 — A) f(b) de ambos os lados dessa desigualdade, teremos
FAa+ (1 =Nb) = Af(a) — (1= N f(b) < M —\(f(a)+aa) — (1= \)(f(b) +ab) .

Observe-se agora que essa desigualdade deve, por hipotese, ser verdadeira para todo a € R e que seu lado esquerdo
independe de . Se escolhermos o = (f(a) — f(b))/(b — a), teremos f(a) + aa = f(b) + ab = M. Nesse caso, o lado
direito da desigualdade anula-se e concluimos que f(Aa + (1 — A)b) < Af(a) 4+ (1 — A)f(b). Como a e b sao arbitrarios
em I (com a <b) e\ € [0, 1] é igualmente arbitririo, isso estabeleceu que f é convexa em todo I. |

A proposicao que segue, também mencionada em [200], apresenta mais uma condigao equivalente a convexidade para
fungdes continuas.

Proposigao 5.12 Seja f: I — R uma fun¢ao continua. Entao, f é convexa se e somente se satisfizer

1 x+h
fl@) < o f(t)dt, (5.34)
2h x—h
para todo x € I° e todo h > 0 tal que x + h € I. O
Comentdrio. A Proposigao 5.12 estd na raiz da defini¢cdo das chamadas func¢des sub-harmédnicas, tema do qual ndo trataremos aqui. &

Prova da Proposicdo 5.12. Se f é continua e convexa entdo, por (5.29), vale f(z) < 3 (f(z+t)+ f(x—t)) para todos z € I°

e x =t € I. Integrando-se ambos os lados ¢ na varidvel ¢ com t no intervalo [0, k], teremos hf(z) < %ffh [z +1t)dt,
como facilmente se vé, e isso equivale a (5.34).

Vamos agora supor que f seja continua e satisfaga (5.34). Seja o € R. E elementar constatar que para todo h > 0

L Hh op dt. Logo,

vale ar = 55 |7,

Po(r) < o - Do (t) dt | (5.35)

com ¢q(x) := f(x) + ax. Seja [a, b] C I um intervalo compacto e seja um intervalo [xg — h, g + h] C [a, b] com as

seguintes propriedades: 12 ¢, (y) < ¢a(xo) para todo y € [xg — h, xo + h] e 22 existe yo € [xg — h, zo + h] tal que
1 [xot+h

ba(Y0) < ¢al(z0). Como ¢, é continua, teremos 5 coh Pa (t) dt < ¢n(xo). Isso contraria (5.35) e, portanto, devemos
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ter ¢n(y) > do(xo) para todo y € [xg — h, zo + h]. Como isso vale para todo intervalo [xg — h, xo + h] C [a, b], segue
que max{¢, (), = € [a, b]} = max{da(a), ¢n(b)}. Pela Proposi¢do 5.11, pagina 332, isso implica que f é convexa. M

e A desigualdade de Hermite-Hadamard

Proposigao 5.13 Seja f: I — R wma funcdo convexa. Entao, f satisfaz

a b a
f< ;b) < o [ o < JO 0 (5.36)

para todos a, b € I° com a < b. O

A desigualdade (5.36) é conhecida como desigualdade de Hermite'*-Hadamard™®, ou simplesmente como desigualdade
de Hadamard.

Prova da Proposi¢do 5.13. Tomando = (b—a)/2 e z = (a+b)/2 em (5.34), obtemos a primeira desigualdade f (2£2) <

—— f; f(t) dt. Com a mudanga de varidveis t = A(b—a) +a = Ab+ (1 — A)a para A € [0, 1], temos, pela convexidade
de f,

b
bia/ ft) dt = / Fb+ (1= N)a) dr

convex.

/1 [f(b)AJrf(a)(lf)\)} A\ — M
0

completando a prova. [ ]

1
0

e Convexidade ou concavidade de fungoes definidas por integrais

Apresentamos, por fim, um resultado 1til sobre a convexidade ou concavidade de funcoes definidas por integrais. Esse
resultado pode ser provado a partir da Proposicao 5.9, pagina 328, mas apresentamos aqui uma demonstracao que faz
uso de menos recursos.
x

Proposicao 5.14 Para a < b, seja g : [a, b] = R uma fungdo continua por partes. Seja f(x) := / g(s)ds, x € [a, b].
a

Entao, f € convera em intervalos onde g € nao descrescente e céncava em intervalos onde g € nao crescente. O

Prova. Paraa <z <2’ <be A € [0, 1], defina-se ) := Az + (1 — N\)a’ € [z, 2']. tem-se
T x’ z’

fAz+ 1 =N2") = f(zn) = / g(s)ds = / g(s)ds 7/ g(s)ds . (5.37)
a a T

Tem-se também

f(@2) = Mf(@) + (1= N @)+ Dx, (5.38)

onde

/

Dy = A/:'g@)ds—/: g(s) ds

A

4 Charles Hermite (1822-1901).
15 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).
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Vamos agora assumir que g é ndo decrescente no intervalo [z, z'], ou seja, se g(t) < g(t’') sempre que z <t <t < z'.
Desejamos provar que Dy < 0. Escrevemos,

/

Dy = A[/ g(s)ds/:g@)ds] <1A>/:g<s>ds - A/:*g<s>ds<1x>/:g<s>ds.

Agora, para g nao decrescente,

/

/ T gs)ds < gla)an—1) e / " g(s)ds > glan)@ — o). (5.39)

TX

Com isso, vemos que

Dy < Ag(@a)(za —x) = (1= Ng(za) (2" —zx) = g(x2) [A(m —x) = (1= - IA)} =0, (5.40)

=0

pela definigao de z5. Assim, por (5.38), fica estabelecido que f()\:c +(1- )\):E’) < Af(z) 4+ (1= XN)f(a'), ou seja, que f é
convexa. Para provar que f é concava nos intervalos onde g é ndo crescente, pode-se proceder de forma anédloga (nesse
caso as desigualdades (5.39) sdo revertidas, assim como a de (5.40)) ou pode-se simplesmente considerar o caso acima
para g substituida por —g e f por —f. |

5.2.3 Funcoes Convexas de Varias Variaveis

Vamos agora estender alguns dos resultados anteriores para fungoes convexas de um ntmero finito de variaveis reais, ou
seja, definidas em um subconjunto convexo de algum R™.

e Funcoes convexas em R"

No que segue, consideraremos conjuntos convexos C' C R™ que sejam também de dimensao n, isto é, que sejam tais
que o menor subespaco que contém C' seja R™.

Seja C' C R™ um conjunto convexo. Uma fungao f : C — R é dita ser uma fun¢do convexa se para todos x, y € C e
todo A € [0, 1] valer a desigualdade

Fz+1=XNy) < M)+ 1 -Nf(y) - (5.41)
Uma fungéo f: C — R é dita ser uma func¢do céncava se para todos x, y € C e todo A € [0, 1] valer a desigualdade
fOz+ (1 =XNy) > Af(@)+ (1 =Nf(y) . (5.42)

E elementar constatar que f é concava se e somente se — f for convexa, sendo, portanto, suficiente estudar propriedades
gerais de fungoes convexas.

Com ja vimos no Coroldrio 5.1, pagina 321, se f : C — R é convexa ou cdncava, entdo f é continua em C°, o interior
de C.

Conforme ja mencionanos no Lema 5.6, pagina 324, se f : C — R é uma fungao convexa, entao ela é uma fungao

convexa de cada uma de suas varidveis individualmente: tomemos, por exemplo, x, y € C na forma z = (z1, z2, ..., Zpn)
ey = (y1, 2, ..., T,). Entdo, a convexidade de f implica que f()\xl + (1 =Ny, za, ..., :cn) < )\f(:cl, T, ..., :cn) +
1=Nf (yl, To, vuuy :cn), que corresponde a afirmacao que f é convexa enquanto funcao de sua primeira variavel. Para

as demals varidveis individualmente tem-se o mesmo.

A reciproca, porém, nao é necessariamente verdadeira: se f é convexa em cada uma de suas varidveis independente-
mente, ela nao é necessariamente convexa enquanto funcao de suas n variaveis. Como contraexemplo, tome-se a fungao
f:R? = R dada por f(x1, z2) := z172. E facil ver que f é convexa como fungao de z; e de x5 separadamente, mas ela
nao pode satizfazer (5.41) se, por exemplo, tomarmos 1 > 0, 22 =0, y1 =0, y2 > 0e X € (0, 1). Verifique!

O exercicio a seguir mostra uma maneira de se obter uma fungao convexa em n + 1 varidveis a partir de uma fungao
convexa de n variaveis.
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E. 5.10 Ezercicio. Seja C' um conjunto convexo em R™ e seja f : C — R uma fungio convexa de n varidveis em C. Seja
g(z, t) :=tf(t"'x) uma funcdo de n + 1 varidves definida em D := {(z, t) e R""'|t >0et 'z € C} C R""". Mostre que D é um
conjunto convexo em R™*! (em verdade, um cone convexo em R™"!) e mostre que g é uma fungdo convexa de n 4 1 varidveis em D,
ou seja, mostre que

g()\(m, )+ (1= N) (2, t/)) = g()\x + (=N, X+ (1— )\)t/) < Ag(z, t)+ (1 =N)g(a', t')

para todos (z, t), (', t') € D e A € [0, 1]. Sugestdo: Use o fato que

1 , At 1 (1=t 1,
— (A 1—A ) =(—F— - —_—— | =,
)\t+(1—)\)t’(x+( Jo ()\t—l—(l—)\)t’)thr()\t—&—(l—)\)t’ v
note que a soma dos termos entre parénteses do lado direito vale 1 e use a convexidade de C' e de f. o,
E. 5.11 Ezercicio. Mostre que toda seminorma em um espaco vetorial real é uma funcio convexa sobre o mesmo. "

e Hiperplanos suportes. Generalizagao para varias variaveis

Seja F : C' — R uma fungao convexa definida em um dominio convexo C' de um espago vetorial V. Para ¢ € V*, o
espaco dual de V, e 8 € R. A fungéo afim R:V — R dada por R(x) = (g, =) + S é dita suportar F no ponto z¢ € C se
valer F'(zg) = R(zo) e F(z) > R(x) para todo z € C.

Se R suporta F' em xg o hiperplano {(ac, R(x)), T € V} C V x R é dito ser um hiperplano suporte de F nesse ponto.
Geometricamente, podemos afirmar que um hiperplano suporte de F' em x( tangencia o grafico de F' em xg e o gréfico
de F' esta sempre acima de seus hiperplanos suportes.

Se a fungao afim R(x) = (¢, =) + S suporta F' em zo, entdo R(xo) = F(x¢), entdo (q, xo) + S = F(zo) e podemos
escrever

R(z) = (g (x — o)) + F(x0) -

De particular importancia é o caso de fungoes convexas F' : C — R definidas em um dominio convexo C de R"™.
Como j& observamos, uma tal funcdo F(z1, 2, ..., @p), definida em um ponto de coordenadas (x1, za, ..., x,) é

uma fungao convexa de cada uma das varidveis xx, k = 1, ..., n. Portanto, pelas nossas consideragoes anteriores, F' é
continua no interior de C e existem as derivadas partiais laterais

oF . F(x1, ..., 2 t+€ g1 ooy n) — Flar, o0y Ty Tig1 -+, Tn)
a— (Zla T2, ..., xn) - llllg
Tk |+ +e>0 €
para cada k=1, ..., n, sendo que também vale
oF ( ) < oF ( )
- 1, 2, ..., X S X1, 2, ..., T .
axk 3 Y Y K n axk + k) Y ) n

Vide Proposigao 5.8, pagina 327.

Em cada ponto z = (z1, 2, ..., ,) de C temos um méximo de 2™ gradientes laterais
OF OF
<a—l‘1i $)7..., Ei($)> s

sendo que, acima, os diversos sinais %+ sdo independentes. Cada vetor V ndo nulo do cone positivo gerado!® por esses
vetores define um hiperplano tangente ao gréafico de F' em z composto pelos vetores ortogonais ao vetor (V7 1) € R,
Esse hiperplano é um hiperplano suporte a F' em z.

A ideia que uma funcao convexa de n variaveis é também convexa em suas varidveis individuais pode ser estendida,
como ja mencionanos no Lema 5.6, pdgina 324. Seja C' C R™, um conjunto convexo, e F' : C — R, uma funcao convexa.
Tomando x € Cy e um vetor u € R"™, defina-se

f@) == F(z+tu),

160 cone positivo gerado por vetores v1, ..., vq é conjunto de todos os vetores da forma Ajvy +-- -4 Agvg, para todos A\; > 0,5 =1, ..., q.
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com t € R definido em algum intervalo I, pequeno o suficiente para garantir que x + tu € Cy. Afirmamos que f: I — R
é uma fungdo convexa de uma varigvel. De fato, para A € [0, 1], e ¢, t2 € I,

FOt 4+ (1= Mi2) = Fa+ (M + (1= N2)u)

= F(Mo+tw) + (L= V(e +tu)) < AF(e+tw) + (1= NF (e +tu) = Af(h) + (1= N f(ta) .

Com isso, aplicam-se a fungao f os resultados anteriores: f ¢é continua em Iy e possui as derivadas laterais f’, (¢) para
todo t € Iy, sendo que valem também os resultados expressos na 5.8, pagina 327, e também no Corolério 5.3, pagina 328:

f) = (¢ =) fa(t) + f(t)
Agora,

L) S, 2F
RO = S| @,

sendo os sinais & de cada termo do lado direito dependentes do sinal de cada ug.

Assim,

(x + tu) .

F(z+t'u) > F(z+tu) +(t'7t)2uk S—F
k=1 Thls

Denotando y = x + tu, y' = x + t'u, isso se 1& como

n
oF
F(y) = Fly)+ D0 =k 5—| @)
- Tk |+
k=1
Tomando ¢ = (g—fl N (y), ..., gc—i N (y)) (para quaisquer escolhas dos sinais) a relagdo acima pode ser lida como

F(y') =2 R(y'), com
R(y') = (g (y—v)) + F(y),
sendo que R(y) = F(y), o que mostra que as fungdes R suportam F em y.

Temos, com essas consideracoes:
Proposigao 5.15 Seja F': C — R uma funcdao convexa definida em um dominio convexo C' de um espago vetorial R™.
Entao, F possui ao menos um hiperplano suporte para cada xo € C. Isso significa que para cada xo € C existem q € V*
e B € R tais que a fungdo afim R:V — R dada por R(x) = (q, z) + 8 satisfaz F(xg) = R(zg) e F(x) > R(z) para todo
xzeC. O

e Convexidade e fungoes duas vezes diferenciaveis

No caso em que f : C'— R é duas vezes diferencidvel, a proposicao que segue fornece condicoes necessarias e suficientes
a convexidade.

Proposigao 5.16 Seja C C R™ um conjunto convexo e seja f: C — R uma funcao continua e duas vezes diferencidvel
no interior C° de C. Entdo, f é convexa se e somente se

n 62
Z 8:01-8ij (z) aia; > 0 (5.43)

i, j=1

para todo x € C° e para todo (ay, ..., aj) € R™. O
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2
Nota. A condigdo (5.43) é satisfeita se e somente se todos os autovalores da matriz Hessiana'” H;;(z) := 83?78]; (z), i, €41, ..., n}, forem
9z

nao negativos. &
Prova da Proposicdo 5.16. Para z, y € C° defina-se a funcio de uma varigvel

Gz, y(t) = f(ac +t(y — ac)), telo, 1].

Para t1, to € [0, 1] temos

gx7y()\t1+(1—)\)t2) = f()\(ac—i—tl(y—ac))+(1—)\)(x+t2(y—x))),
9oy(t1) = flz+t(y—=)),

goy(tz) = flz+ta(y—2)),

para todo A € [0, 1]. Dessas trés relagbes prova-se facilmente que f é convexa em C se e somente todas as funcoes g, ,
x, y € C°, forem funcdes convexas de uma varidvel.

A fungao g é duas vezes diferenciavel, pois f o é. Assim, pelo Corolario 5.4, pagina 329, f é convexa se e somente se
para todos z, y € C° valer gz’c”y > 0. Agora, pela regra da cadeia,

G0 = 3 God— (ot o) =)0y — )

1, =1

Logo, teremos gi'y > 0 para todos z, y € C° se e somente se

n an
2. Gur, () ai0s 2 0

i, j=1

para todo z € C° e para todo (ay, ..., a;) € R™ |

5.3 Algumas Consequéncias da Convexidade e da Concavi-
dade

Da propriedade de convexidade ou concavidade de funcgoes é possivel obter desigualdades muito titeis das quais faremos
uso em outros momentos nestas Notas. Nesta Secao apresentaremos e demonstramos algumas delas, como a importate
desigualdade de Jensen, a (primeira) desigualdade de Young e algumas outras desigualdades decorrentes da concavidade
da fungao logaritmo ou da convexidade da funcao exponencial. Todas essas desigualdades sao relevantes e possuem
aplicagoes diversas da Mecéanica Estatistica e Termodinamica a Analise Funcional.

5.3.1 A Desigualdade de Jensen

Vamos agora apresentar uma importante generalizagdo da desigualdade (5.16). Por simplicidade, consideraremos aqui
funcoes convexas f : R — R definidas em todo R, mas é facil perceber que é possivel também considerar fungoes convexas
definidas em intervalos menores, desde que as devidas restrigoes sejam feitas as demais fungoes envolvidas.

Proposicao 5.17 (Desigualdade de Jensen) Seja f : R — R conveza. Sejap: R — [0, co) uma fungdo positiva e
integrdvel, ou seja, tal que P := ffooo p(t)dt < co. Seja g : R — R wma fungdo integrdvel na medida p(t)dt, ou seja, tal
que [ |g(t)| p(t) dt < co. Entdo, vale

Py ( | st dt) < [ 1Paw) . (5.44)

— 00 — 00

TLudwig Otto Hesse (1811-1874).
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Essa desigualdade é denominada desigualdade de Jensen. Um caso particular importante é aquele no qual a fungao p
representa uwma distribuicao de probabilidades e temos P = 1. Nele, a desigualdade de Jensen assume a forma

/ ( | a0t dt) < [ flot)pte ar. (5.45)

— 00 — 00

a

O estudante deve perceber que (5.16) é um caso particular de (5.45). O estudante mais avangado deve também
perceber ao longo da demonstragao que (5.44) permacece vélida se p(t)dt for substituida por qualquer medida positiva
e finita du em R (com P := [ du) e que (5.45) permanece valida se p(t)dt for substituida por qualquer medida de
probabilidade dy em R.

Prova da Proposicdo 5.17. A desigualdade (5.26), pdgina 328, afirma que, para todo y € R podemos escrever

onde a, := fi(z) e By = f(z) — xzf\. (), sendo x € R, arbitrdrio. Tomando-se y = Pg(t), temos

f(Pg(t)) > a,Pg(t)+ By .

Logo, como p é nao negativa, temos também

F(Pg®)p(t) > azPg(t)p(t) + Bep(t) .

Integrando-se, obtemos

[ sramypw @z ar [~ g@poa sp = e ( | stno dt) 1 Pf(x) — Pafl(a).

—00 —00 —00

com z € R, arbitrario. Tomando-se e x = ffooo g(t)p(t) dt, o primeiro e o terceiro termo do lado direito cancelam-se e
obtemos, finalmente,

| saw)se e > P ( | a0t dt) ,

— 00 — 00

que ¢é a desigualdade de Jensen (5.44). |

5.3.2 A Primeira Desigualdade de Young

Nosso resultado na corrente secio serd uma desigualdade 1til que denominamos primeira desigualdade de Young'®.

Proposicao 5.18 (Primeira Desigualdade de Young) Sejam dois intervalos [0, «) e [0, 3), onde 0 < a < o0 ¢
0< B <0 esealF:[0, a)—= [0, 8) uma funcdo continua, ndo negativa, crescente, bijetora e satisfazendo F(0) = 0.
Entdo, para todos x € [0, a) e x € [0, 3) vale

zy < /0z F(s) ds + /Oy F~Y(t)dt . (5.46)

Essa desigualdade ¢ denominada aqui “primeira desigualdade de Young”. O

A desigualdade (5.46) tem uma interpretagdo geométrica muito simples, que descrevemos na Figura 5.5, pdgina 340.
Para generalizagoes da desigualdade (5.46), vide e.g. [200].

Prova da Proposicdo 5.18. Como F : [0, o) — [0, 8) uma fungdo continua, ndo negativa, crescente, bijetora e satisfaz
F~1(0) = 0, sua inversa F~! : [0, 8) — [0, a) é igualmenete continua, ndo negativa, crescente, bijetora e satisfaz
F~10) = 0.

18William Henry Young (1863-1942).
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Defina-se, para x € [0, ) e y € [0, ) as fungdes

A e B sdo continuas e diferencidveis (com A'(x) = F(z) e B'(y) = F~(y)) e, pelo Coroldrio 5.5, pagina 329, ambas sio
convexas, ja que F e F~! sdo crescentes.

Afirmamos que vale a identidade B(y) = C(y) para todo y € [0, §), onde

Cy) = /OF_l(y) (y - F(s)) ds .

De fato, C' é continua e diferencidvel (pois £/~ é continua) e tem-se!?
) F'(y) o F(y) )
C'(y) = y—F(F (y))+/ 8—y(y*F(8)) ds = / ds = F~'(y) = B'(y),
0 0

e como B(0) =0 e C(0) =0 (pois F~1(0) = 0), segue que B(y) = C(y) para todo y € [0, 3).
Agora, a identidade B(y) = C(y) permite escrever

F~1(F(x)) T
B(F(x)) = C(F(z)) = /0 (F) - F()) ds = /O (Pa) ~ F(s)) ds = 2F(x) ~ Alz)
Estabelecemos, portanto, que
zF(z) = A(z)+ B(F(z)) (5.47)
para todo = € [0, «), relacdo que logo usaremos.

Da convexidade estrita de B e do Corolario 5.3, pagina 328, segue que
Bly) > (y—y)F'(y') + B(y)
para todos y, 3’ € [0, 8). Tomando-se y' = F(x), teremos

(5:47)

B(y) > (y - F(ac))ac + B(F(x)) — B(F(x)) — A(z) + B(F(ac))

e, portanto, provamos que
zy < A(z)+ B(y)

para todos x € [0, a) ey € [0, B). |

E. 5.12 Ezercicio. Tomando-se F(z) = e” — 1 em (5.46), obtenha a desigualdade
(I+z)(1+y) < e"+(1+yh(l+y), Vo, y>0.
Demonstre alternativamente sua validade estudando os minimos da fun¢io e”+(14y) In(14+y) — (142)(1+y) pelo método convencional.

Ll

Na desigualdade (5.46), o lado esquerdo é uma fungdo simétrica de x e y, mas o lado direito ndo é. Isso pode ser
remediado simetrizando-se o lado direito no intervalo comum a F' e F~1, a saber, [0, ) , onde v = min{a, 3}. Obtem-se,
entao, nesse intervalo

zy < %(/OIF(S) der/OyF(s) ds>+%</OxF1(t)dt+/0yF1(t) dt) .

19 Aqui, usa-se a identidade (prove-al)

d [hw h(y) g7
g s = g+ [ S s as,
dy Jo 0 9y

vélida para h(y) continua e J(y, s) continua e diferencidvel, com (%J(y, s) continua.
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=

Figura 5.5: O gréfico de uma funcéo continua, bijetora, positiva e crescente F', com F(0) = 0. A drea em cinza claro vale
foz F(s) ds. A area em cinza escuro vale foy F~1(t) dt. O retangulo de lados = e y é representado em linhas tracejadas e
sua area xy ¢ claramente menor ou igual a soma das duas areas acinzentadas, que vale fox F(s)ds+ foy F~1(t) dt. Essa
é a interpretacdo geométrica da Primeira Desigualdade de Young (5.46).

5.3.3 Meédias Geométricas, Aritméticas e Desigualdades Correlatas

e A desigualdade entre média geométrica e média aritmética

A concavidade da fungéo In x tem algumas consequéncias relevantes. Paran € IN, sejam z1, ..., x, nimeros positivos
e sejam A1, ..., A, € [0, 1] tais que Ay + - + A, = 1. Como Inx é concava, (5.17) garante-nos que

In (A2 + -+ Antn) > Aln(ar) + -+ A In(zn) = In (mi‘l-~-x,),‘b") .

Tomando-se a exponencial dessa desigualdade, obtemos
xi‘l ceapt < AT+ AT (5.48)
Note-se que se A1, ..., A\n € (0, 1) essa desigualdade é vélida mesmo que alguns z’s sejam nulos.

A expressdo \ixy + -+ + Az, é denominada média aritmética ponderada do conjunto de nimeros nao negativos
{x1, ..., zn} (ponderada pelos fatores A1, ..., A,) e a expressao xi‘l -~z é denominada média geométrica ponderada
do conjunto {x1, ..., x,}. A desigualdade (5.48) afirma, portanto, que a média geométrica ponderada de um conjunto
finito de ndmeros ndo negativos é sempre menor que a sua média aritmética ponderada. Em [200] o leitor poderd

encontrar diversas outras demonstracoes da desigualdade (5.48).

1
Sejam x1, ..., z, nimeros nao negativos. Definimos suas médias geométrica e aritmética (simples) por (:1:1 e xn) "
e Lt respectivamente. Elas correspondem ao caso em que A\; = --- = \,, = +. Temos de (5.48), portanto,
n n
1 1 _|_ - _|_ x
(1 ag)* < TP I (5.49)
n

ou seja, a média geométrica de uma colecao finita de niimeros nao negativos é sempre menor ou igual a média aritmética
da mesma colecdo. Esse resultado é originalmente atribuido a Cauchy?® e pode ser provado de diversas formas. Cauchy

20 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
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obteve-0, ndo usando a concavidade do logaritmo, como fizemos, mas por inducdo (para uma tal prova, vide e.g. [200]).

e A desigualdade de Young

Na demonstragao da chamada desigualdade de Holder em espagos LP (assunto discutido nas Segoes 24.5.1 e 31.4.1,
paginas 1327 e 1551, respectivamente) faz-se uso de uma desigualdade elementar conhecida como desigualdade de Young®!.
Como a desigualdade de Young tem interesse por si s6 e algumas outras aplicagoes, vamos apresentar sua demonstracao.

Como j4 discutimos, a funcdo logaritmo é céncava como funcgéo do intervalo (0, oo) sobre R. Assim, para todos
a, b € (0, 0o) e todo A € [0, 1] tem-se In (Aa+ (1 = A)b) > Alna+ (1 —A)Inb = In (a*b*~*). Tomando-se a exponencial
de ambos os lados, obtemos
a*b N < Xa+(1-N\)b. (5.50)
Note-se que se A € (0, 1), entdo (5.50) é também vélida caso a = 0 efou b = 0. A desigualdade (5.50) é por vezes
denominada desigualdade de Young. Como se vé, trata-se meramente de um caso particular de (5.48) (para n = 2).

Por vezes a desigualdade de Young é apresentada de forma ligeiramente diferente. Sejam p e ¢ ambos tais que
1 1
l<p<ooel<g< oo, mas tais que — + — = 1. Entao, por (5.50), temos para a, b € [0, co).
p q
apa < 240 (5.51)
p q

sendo que a igualdade s6 é vélida caso a = b (isso segue do fato de o logaritmo ser estritamente concavo. Vide, porém,
nota logo abaixo).

A desigualdade dita de Young (5.51) é bastante elementar, mas ela foi originalmente provada a partir do resultado
mais geral e ndo trivial expresso na primeira desigualdade de Young, a desigualdade (5.46) da Proposicao 5.18, pdgina
338.

E. 5.13 Ewercicio. Tomando F(s) = s»~* com 1 < p < oo, para s > 0, obtenha da primeira desigualdade de Young (5.46) a
desigualdade (5.51). o,

Ha ainda uma terceira desigualdade para produtos de convolugao também denominada “desigualdade de Young” e
que é vagamente relacionada as desigualdades (5.51) e (5.46). Vide, e.g., [303].

Nota.Por completeza, apresentemos uma segunda demonstracdo de (5.51) sem uso da concavidade. Notemos, em primeiro lugar, que se a = 0
ou b =0 a (5.51) acima ¢ trivialmente satisfeita, pois o lado esquerdo é sempre zero, enquanto que o lado direito é sempre maior ou igual

- . < , a b, .
a zero. Vamos, entdo, supor que a e b sejam ambos ndo nulos. Tudo o que queremos é provar que —al/Ppl/a 4 Z 4 Z ¢ sempre maior ou
q

igual a zero. Podemos escrever a iltima expressao como b (—to‘ + at + %), onde a =1/pet=a/b. Como 1< p< oo, temos que 0 < a < 1
enquanto que t > 0. Note-se que a funcao

1
f@) = —a® taz+ L,
q
é continua para z € [0, 00) e que, para z > 0, tem-se f/(z) = a (1 —2%71) e f(z) = a(l — a)z*~2 > 0. Assim, f(z) tem um tnico minimo
local em « = 1, onde f(1) = 0 (verifique). Fora isso, f(0) = % >0e lim f(x) = +oo. Desses fatos concluimos facilmente que f(x) > 0 para
T —r o0

todo x > 0, a igualdade s6 se dando caso x = 1. Isso fecha o que queriamos provar. &

E. 5.14 Ezercicio. Mostre que no caso 0 < p < 1 a desigualdade (5.51) se reverte (< deve ser substituido por >). Nesse caso
qg<0. "

e Desigualdades envolvendo somas de poténcias

As desigualdades apresentadas na seguinte proposicao sao muito tteis, especialmente para o propdsito de demonstrar
que os conjuntos de sequéncias ¢, sdo espagos vetoriais (vide Secdo 24.5.1, pagina 1327), o mesmo se dando com os
conjuntos de funcées L,(M, dp) dos quais trataremos no Capitulo 31, pagina 1512.

Proposigao 5.19 Sejam a > 0 e b > 0 dois nimeros reais nao negativos.

I. Para todo p tal que 0 < p <1 tem-se
277 (aP +b7) < (a+b)P < aP +bP. (5.52)

21William Henry Young (1863-1942).
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I1. Para todo p tal que p > 1 tem-se

a? + v < (a+Db)P < 227 (aP +bP) . (5.53)

Prova. Apresentamos separadamente as demonstragoes para os casos I e II.
Caso 1. Tomemos 0 < p < 1 fixo. Vamos primeiramente provar a seguinte desigualdade: para quaisquer a, b > 0 vale
(a+b)P < a? +0bP. (5.54)

Para a = 0 isso é 6bvio. Seja, entao, a > 0. Nesse caso, podemos fatorar a? e a desigualdade acima ficaria,

(1e2) == (0)

Para provar isso, tudo o que desejamos é provar que f(z) := (14 x)’ — 1 — 2P satisfaz f(x) < 0 para todo x > 0. De
fato, tem-se,

Como 1+ % >1lel—p>0,segue que f'(z) < 0 para todo z > 0. Com isso, provamos que f é ndo crescente. Como
f(0) =0, segue que f(x) < 0 para todo x > 0. Isso provou (5.54).

Vamos agora provar que
2" Ha? +bP) < (a+b)P. (5.56)

Paraxz >0e 0 <p<1afuncio p(x) = xP é concava. Portanto, para qualquer A com 0 < A < 1, tem-se
Ap(a) + (1= Ne(b) < ¢(Aa+(1=A)D) .

Para A = 1/2, isso fica % < (“T'H’)p, que é (5.56), e a prova de (5.52) estd completa.

Caso II. Para o caso p = 1 a desigualdade (5.53) é evidente. Tomemos, entao, p > 1 fixo. Vamos primeiramente provar
a seguinte desigualdade: para quaisquer a, b > 0 vale

a’ +b" < (a+b)’ . (5.57)

Para a = 0 isso é 6bvio. Seja, entao, a > 0. Nesse caso, podemos fatorar a? e a desigualdade acima ficaria,

(o) = ()

Para provar isso, tudo o que desejamos é provar que f(z) := (14 x)’ —1 — 2P satisfaz f(z) > 0 para todo x > 0. Agora,

por (5.55),
fl(x) = —paP™! [1 - (1 + %)H] .

Como 1 —|—% >1lep—1>0,segue que f'(x) > 0 para todo > 0. Com isso provamos que f é crescente. Como f(0) =0,
segue que f(x) > 0 para todo x > 0, provando o que querfamos.

Vamos agora provar que
(a+b)P < 2°71(a? +0P) . (5.58)

Paraxz > 0ep > 1 afuncdo ¢(z) = xP é convexa. Portanto, para qualquer A com 0 < A < 1, tem-se
@ (Aa+ (1 =A)b) < Ap(a) + (1= A)p(b) .

Para A = 1/2, isso fica (“TH’)p < #, que é (5.58), e a prova de (5.53) estd completa. |

Um corolério util é:
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Corolario 5.6 Para 0 < g < 2 e para todos z, w € C vale

e+ wl? ]z —wl? < 2(|2l7 4 ful?) (5.59)

Para g > 2 e para todos z, w € C vale
|z +w|?+ |z —w|? < 277 (|2]7 + [w]|?) . (5.60)
O

O Corolario 5.6 pode ser usado para obter-se certas generalizagdes da identidade do paralelogramo (na forma de
desigualdades) em espacos £, com p > 1. Vide relacoes (24.56) e (24.57), pagina 1336.

Prova do Coroldrio 5.6. Para z, w € C e com 0 < p < 1, tomemos a = |z + w|? e b = |z — w|? na primeira desigualdade
em (5.52). Obtemos,
|z +w|?? + |z — w|?P
21-p

< (le4+wP+|z— w|2)p .
Agora, |z +w|? + |z — w|? = 2|2|? + 2|w|?. Assim,

|z + w|?P + |z — w|?P
91—p

< 22(|2 + [w]?)” .

Agora, tomemos a = |z|? e b = |w|? na segunda desigualdade em (5.52). Teremos (|z|* + |w|2)p < |2]?P + |w|?. Assim,
estabelecemos que
|2+ w|?P + |z — w|??
21-p

< 27(Jof + Jw]*)

que é (5.59) com ¢ = 2p.
Provemos agora (5.60). Para z, w € C e com p > 1, tomemos a = |z + w|? e b = |z — w|? na primeira desigualdade

em (5.53). Obtemos,
2+ w + |z —w[® < (|24 wf + |z —w]’)” = 27(|2]” + [w]*)” .

Agora, adotemos a = |z|? e b = |w|? na segunda desigualdade em (5.53). Obtemos, (|z|2 + |w|?)” < 2P71 (|2]?P + |w|?P).
Assim, temos
ot P el < P (P )

Tomando-se ¢ = 2p essa é a desigualdade (5.60). |

5.3.3.1 A Desigualdade de Minkowski

Uma importante desigualdade empregada do estudo de espacos métricos e na Andlise Funcional é a chamada desigualdade
de Minkowski??. Apresentaremos adiante demonstracdes dessa degualdade am algumas instancias, fazendo uso central
da convexidade da funcdo f(z) = «P na regiao = > 0, sendo p > 1. Outras demonstragoes dessa desigualdade podem ser
encontradas na Secao 24.5.1, pagina 1327, e na Se¢ao 31.4.1, pagina 1551. A estratégia que seguimos na presente secao
provém de [409].

Proposicao 5.20 (Desigualdade de Minkowski para sequéncias finitas) Sejap > 1. Paran € N, sejam, ax, € C
eb,€C, k=1, ..., n. Entdo, vale a desigualdade

n 1/p n 1/p n 1/p
Shent] < S| [Swr] o)
k=1 k=1 k=1
conhecida como desigualdade de Minkowski para sequéncias finitas. O

22Hermann Minkowski (1864-1909).
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Prova. Se todos os ay’s forem nulos ou se todos os by’s forem nulos, entéo (5.61) é evidente. Vamos, entdo, supor que

1/p

n 1/p n
A = [Z|ak‘p1 # 0 e B = [Z|ak|p] # 0.
k=1 k=1
E claro que |ak + bk| < ‘ak‘ + |bk| e, portanto, |ak + bk|p < (‘ak‘ + |bk|)p. Assim, podemos escrever que

a B b P
a2 ) e

p
el < (e bl = 447 (1

A B _ s A ag] B |bk| 4 . PP
Agora, como A1B + 15 s 1, com ambos os termos positivos, vemos que A1 A + 155 T5 p ¢uma combinacao linear

. lak| ., [b] ~ _ . o~
convexa dos nimeros =+ e 5. Como a fungao f(z) = 2P é convexa na regido x > 0 quando p > 1, segue que

A o, 8 pl\ A ()", B (Il
A+B A A+B B - A+B\ A A+B\ B '

Retornando com isso a (5.62), ficamos com

ok +bxl” < (A+ B[40y ]" + B b "]

Somando-se em k, teremos

n

Slact+ bl < (A+BP AN o[ 4B Y bl = (A+ By A+ B| = (A+ By
k=1 k=1

k=1
—— N——
= AP = BP
J / n P 1/p 7 .
Logo, tomando-se a p-ésima raiz, obtemos [Zk:l |ak + bk| } < A+ B, que é a desigualdade (5.61). |

Um corolédrio imediato é

Corolario 5.7 (Desigualdade de Minkowski para sequéncias p-somadveis) Seja p > 1 e sejam {ax, k € N} e
{bk, k € N}, duas sequéncias de nimeros complexos tais que

o0 o0
Z|ak‘p < 00 e Z|bk|p < 0. (5.63)
k=1 k=1
Entao, vale a desigualdade
oo 1/p 00 1/p 00 1/p
lz‘ak +bk‘p < lz‘ak‘p + Z|bk|p] , (5.64)
k=1 k=1 k=1
conhecida como desigualdade de Minkowski para sequéncias p-somaduveis. O
Prova. Use que (5.61) vale para todo n € IN e tome o limite n — oo levando em conta (5.63). |

Uma segunda demonstragio da desigualdade (5.64) serd apresentada na Secao 24.5.1, pdgina 1327.

E. 5.15 Ezercicio. Sejam f e g duas fungdes continuas definidas em um intervalo fechado [a, b] C R assumindo valores em C.
Mostre, imitando a demonstracdo da Proposicdo 5.20, que vale a desigualdade

Uab |f(x) + g(z)|” dm] v < Uab |f ()| dm] v + Ub lg(z)|? dm} v , (5.65)

também conhecida como desigualdade de Minkowski. "
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Os resultados acima podem ser muitissimo generalizados (para fungoes p-integraveis em espagos mensurdveis). Vide
Secao 31.4.1, pagina 1551.

eOcaso 0<p<l1

E. 5.16 Ezercicio. Usando o fato que f(x) = 2P é uma fungio cdncava na regido x > 0 quando 0 < p < 1, mostre que para tais

valores de p vale
1/p

+

n 1/p
> (bk)p] : (5.66)

k=1

. S

k=1

[i (a0 +5)"

k=1
onde os a;'s e by's sdo ndmeros reais ndo negativos. Note a reversdo da desigualdade em (5.66) comparada a (5.61). o+
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5.4 Exercicios Adicionais

E. 5.17 Ezxercicio dirigido. Vamos aqui apresentar uma relac3o dtil: uma férmula fechada para a integral indefinida de uma funcdo
inversa. Seja h diferencidvel e inversivel (em um intervalo adequado, digamos, em todo R). Afirmamos que vale

/h*l(x) dr = zh™'(z) — H(h '(2)) +C, (5.67)

onde H é uma primitiva de h (ou seja, H'(x) = h(z)) e C' é uma constante de integracdo. A relagdo (5.67) pode ser facilmente provada
por verificagdo (faga-o!): derivando ambos os lados e constatando a identidade. Apresentemos uma prova direta. Como x = h(hil(x)),
temos da regra da cadeia

1= (h @) (h ") (). (5.68)

Por outro lado, integracdo por partes nos diz que

hl(z)de = j—zhfl(x) de = xzh™'(z) — x(hil)/(:c) .59 xzh™ ' (z) — +dm.
h (h (:c))

Com a mudanga de varidveis u = h~'(z), © = h(u) e dz = h’/(u)du na dltima integral, temos

' z)de = xh™'(z) — h/(u) R'(u)du = zh™'(z) — [ h(u)du, = zh™"(z) — H(u) = zh™'(z) — H(h_l(x)) ,
h'(u)

onde H é uma primitiva de h. Isso prova (5.67).

Exemplos elementares de uso de (5.67): Para h(z) = e®, (5.67) fornece (aqui, z > 0)

/ln(x) dz = zln(z) — ™™ +C = z(In(z) — 1)+ C.

Para h(z) = cos(z) (aqui, = € [0, ©]), temos por (5.67),

/arccos(x) dz = warccos(z) — sen(arccos(z)) + C = zarccos(z) — /1 —22+C .

O estudante pode interessar-se por encontrar outros usos de (5.67). o+



