Capitulo 6

Funcoes Geratrizes. Produtdrias Complexas.
Algumas Identidades Combinatdrias
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capitulo que ora iniciamos é principalmente dedicado a duas classes de objetos matematicos uteis, as chamadas
fungoes geratrizes e as produtodrias complexas infinitas. Trata-se de dois temas nao necessariamente préximos,
mas ligados a diversas identidades e relagoes uteis. Faremos uso de ambos nos capitulos que se seguem assim
como de diversas identidades tteis que obteremos no caminho. Neste capitulo, como em outros adiante, pressuporemos
que o estudante possua nocoes basicas sobre a teoria das fungoes de variavel complexa. Praticamente todos os temas
aqui tratados encontram aplicacoes relevantes na Fisica, como por exemplo, na Mecanica Estatistica.

Funcoes geratrizes, introduzidas na Segao 6.1, pagina 377, desempenham um elegante papel em Anélise Combinatoéria.
O leitor poderd encontrar na bela referéncia [210] uma vasta cole¢ao de identidades combinatérias interessantes que
podem ser engenhosamente demonstradas com o uso de fungoes geratrizes de sequéncias, assim como outras referéncias
a literatura pertinente. Fungoes geratrizes sao também relevantes no estudo de certas sequéncias de fungoes e no estudo
de propriedades de sequéncias numéricas. Ilustraremos isso na Secao 6.2, pagina 387, estudando, por meio de fungoes
geratrizes, algumas identidades combinatérias que nos serao uteis alhures, assim como propriedades de certas sequéncias
numéricas de interesse, como a chamada sequéncia de Fibonacci e os chamados nimeros de Bernoulli, de Bell e de
Catalan. No Capitulo 16 faremos uso de fungoes geratrizes para estudar e demonstrar algumas propriedades tuteis
de algumas das solugoes especiais que encontramos no Capitulo 15, como os polindmios de Legendre, de Hermite, de
Laguerre, de Tchebychev e as funcoes de Bessel.
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Produtérias infinitas, assim como séries, sao encontradas amiide no estudo de propriedades de certas funcoes de
interesse. Faremos uso das mesmas, por exemplo, no Capitulo 7, dedicado a funcao gama de Euler. Na Secao 6.3, pagina
405, discutimos a nogao de convergéncia de produtérias infinitas e estudamos alguns exemplos tteis.

6.1 Funcoes Geratrizes

Fungoes geratrizes sao instrumentos muito uteis para a obtencao de propriedades de sequéncias e apresentaremos aqui
alguns tipos de fungoes geratrizes e suas propriedades basicas.

e Sequéncias numéricas

Apresentemos primeiramente um pouco das definigdes e da notagao que empregaremos.

Recordemos que convencionamos nestas Notas denotar por IN o conjunto de niimeros naturais N = {1, 2,3, ...} e
por INy o conjunto de nimeros naturais incluindo o nimero 0, ou seja, Ng = {0, 1, 2, 3, ...}.

Uma funcao f: Ny — C (ou f : N — C) é dita ser uma sequéncia de ntimeros complexos. Define-se analogamente
a nogao de sequéncia de numeros reais. Como as consideragoes que faremos sao as mesmas para sequéncias reais ou
complexas, lidaremos apenas com as tltimas, sem perda de generalidade.

Frequentemente denotaremos uma sequéncia a : INg — C (ou a : IN — C) pelo simbolo a. Cada sequéncia a pode ser
também apresentada na forma a = (ao, a1, as, as, ...) (ou a = (a1, az, as, ...)).

Dada uma sequéncia g = (ag, a1, ag, as, ...) frequentemente indicaremos o elemento a,, por ga,,.

Denotaremos por &o(C) = &((INg, C) o conjunto de todas as sequéncias de niimeros complexos: CNo.

Vale notar que So(C) é um espago vetorial sobre os complexos. De fato, se a = (ao, a1, a2, as, ...) e b =
(bo, b1, ba, b3, ...) sdo duas sequéncias de nimeros complexos e «, 8 € C, definimos aa + 8b como a sequéncia (aao +

Bbo, aay + Bby, aas + Bba, )

O vetor nulo ¢ a sequéncia 0 identicamente nula: 0,, = 0, Vn € INy. E f4cil verificar (faga-o!) que todos os postulados
da definigao de espaco vetorial sao satisfeitos por essas definigoes.

Para contornar certas dificuldades notacionais, vamos também considerar sequéncias da forma a = (a1, a9, as,...), a
diferenca residindo apenas no indice inicial sendo n = 1 em lugar de n = 0. O conjunto de tais sequéncias sera denotado
aqui por &(C) = &(IN, C) e coincide com : CN. A passagem de um caso ao outro é apenas uma translacio trivial de uma
unidade dos indices. E claro também que &(C) é igualmente um espaco vetorial, podendo, em verdade, ser identificado
como um subespago vetorial de Gy(C), a saber, das sequéncias a de So(C) com ag = 0.

A certas sequéncias de G¢(C) (ou de &(C)) podemos associar certas fungoes de uma varidvel complexa, denominadas
funcdes geratrizes. H& diversos tipos de tais fungoes geratrizes e apresentaremos adiante algumas de suas definigoes,
propriedades e usos.

Kk Kk kkk kok ok kok hokok hokkk

As fungbes geratrizes que trataremos tém vdrias propriedades que permitem tornar os espacos vetoriais &(C) ou
G(C) em &lgebras (comutativas e associativas), definindo nesses espagos determinados tipos de produtos. Apresentemos
nas Secoes 6.1.1, 6.1.2, 6.1.3 e 6.1.4 alguns casos de especial interesse.

6.1.1 Funcoes Geratrizes Comuns

e Fungoes geratrizes (comuns)

Seja a € G((C) uma sequéncia de nimeros complexos: a = (ag, a1, a2, as,...). Define-se a func¢do geratriz da
sequéncia a como sendo a fungao (da varidvel complexa t) dada por

Gou(t) = iant”.
n=0
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Essa definicao pressupoe que a série de poténcias em ¢ do lado direito seja convergente em alguma regiao aberta do plano
complexo, digamos |t| < T, para algum 7' > 0. Isso nem sempre é o caso. Por exemplo, se a, = n! a série acima tem
raio de convergéncia nulo. Se a,, = 4™ para algum v € C, v # 0, o raio de convergéncia serd 1/|~|.

E. 6.1 Ezercicio. Se a e b € G(C) sdo duas sequéncias cujas fungdes geratrizes Go(t) e Gp(t) tém uma regido aberta de
convergéncia comum, mostre que
Ga(t) Go(t) = Ga(?), (6.1)
onde d é a sequéncia
n
dn = anpby, neEN. (6.2)
p=0
o,

Apesar de (6.1) e (6.2) terem sido obtidas apenas para alguma regido de valores de ¢, a expressao do lado direito de
(6.2) estda bem definida (pelo fato de envolver uma soma finita) para quaisquer sequéncias a e b de &o(C), definindo,
dessa forma, um produto nesse espaco, que denotamos por a *, b

(@x,b), == > anpby, neNg. (6.3)
p=0

E fdcil verificar que, com esse produto, o espago vetorial Go(C) torna-se uma dlgebra, que denotamos por (60 (C), *g).
Essa algebra é denominada dlgebra de séries de poténcias formais.

Com essas defini¢oes, reescrevemos (6.1) como

Gz(t) Gg(t) = Gg*gé(t)a (6-4)

O Exercicio seguinte é importante por revelar que (GO(C), *g) é uma algebra comutativa, associativa e com unidade.

E. 6.2 Ezercicio. Mostre que o produto *, é comutativo e associativo: valem
axsb = bxza e a*g (bxgc) = (a*gb) x4c (6.5)
para todos g, b e ¢ € G(C). Mostre também que a sequéncia e’ € & (C), definida por e¢f =1, e =0, Vn > 1, é a unidade da &lgebra

(60(@), *g).

Sugestdo: as identidades (6.5) podem ser provadas diretamente da defini¢do (6.3) ou usando o fato que G (t) Gp(t) = Gu(t) Ga(t) €
que Go(t)(Go(t)Ge(t)) = (Ga(t)Gu(t))Ge(t). O problema com o segundo método € o fato de o mesmo ser limitado a sequéncias para
as quais as fungdes geratrizes G estdo bem definidas, enquanto que as relagdes (6.5) s3o vélidas em geral. o+

A razao da denominacao “dlgebra de séries de poténcias formais” é a seguinte: como facilmente se constata, o produto

o0 o0 o0 n
de duas séries de potencias convergentes <Z anz"> (Z bmzm> resulta na série de poténcias Z <Z an—p bp> z"

n=0 m=0 n=0 \p=0
a qual é também convergente (pois o produto de duas fungdes analiticas é igualmente analitica). Assim, a sequéncia
a *, b representa os coeficientes da série de poténcias resultante do produto das duas séries de poténcias originais. Caso
ao menos uma das séries de poténcias originais nao seja convergente, poderiamos ainda assim falar do produto a %, b
das respectivas séries de coeficientes originais a e b, mesmo se ele nao resulte em coeficientes de uma série de poténcias
convergente. Dai se falar em séries de poténcia formais.

6.1.2 Funcoes Geratrizes Exponenciais

e Funcgoes geratrizes exponenciais

A fungao geratriz exponencial da sequéncia a = (ag, a1, ag, as,...) € Sy(C) é definida por

. a
By(t) = > —t".
n=0

n!
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Novamente, essa definicao pressupoe que a série de poténcias em ¢ do lado direito seja convergente em alguma regiao

aberta do plano complexo, digamos [t| < T. Observe que o lado direito, caso seja convergente, coincide com a série de
d*E,

Taylor centrada em 0 da fungdo E,(t) e, portanto, para cada k vale ap = dtkﬁ (0).

E. 6.3 Ezercicio. Se a e b s3o duas sequéncias cujas fun¢Bes geratrizes exponenciais Fq(t) e Ep(f) t8m uma regido aberta de

convergéncia comum, mostre que
Eq(t) Eb(t) = Eq(t), (6.6)

onde d é a sequéncia

~ n
dn = <p> An—pbp , n € N . (6.7)

p=0
L

Apesar de (6.6) e (6.7) terem sido obtidas apenas para alguma regido de valores de ¢, a expressao do lado direito de
(6.7) estda bem definida (pelo fato de envolver uma soma finita) para quaisquer sequéncias a e b de &o(C), definindo,
dessa forma, um produto nesse espago, que denotamos por a x, b:

(a*.b), =Y <”> an-pbp, n€ENg. (6.8)
p=0 p

E f4cil verificar que, com esse produto, o espago vetorial Go(C) é uma algebra, que denotamos por (GO(C), *e).

Com essas defini¢oes, reescrevemos (6.6) como
Eo(t) Ep(t) = Eax.(t) (6.9)
O Exercicio seguinte é importante por revelar que (GO(C), *e) é uma algebra comutativa, associativa e com unidade.

E. 6.4 Ezercicio. Mostre que o produto x. é comutativo e associativo: valem

axcb = bx.a e axe (bxec) = (areb)*ec (6.10)

para todos a, b e ¢ € Go(C). Mostre também que a sequéncia ¢/ € So(C) definida por e =1, e = 0, Vn > 1, é a unidade da &lgebra
(GO(C)7 *6)- o+

6.1.3 Funcoes Geratrizes de Dirichlet

e Fungoes geratrizes de Dirichlet

Para certos tipos de sequéncias em &(C) é conveniente definir outro tipo de fungéo geratriz, substituindo os monémios
t" por outras fungoes de t: > | a, Sy (t). O exemplo mais importante desse tipo de fungdo geratriz é aquele no qual se
toma S, (t) = 1/n', n > 1. Isso nos conduz a préxima definigao.

A funcgdo geratriz de Dirichlet! da sequéncia a = (ay, as, a3, ...) € &(C) é definida por

Dy(t) = ii—? (6.11)

desde que a série do lado direito convirja com a variavel ¢ em alguma regiao aberta do plano complexo. Em um tal caso,
uma série como (6.11) é dita ser uma série de Dirichlet.

A mais famosa das funcdes geratrizes de Dirichlet é a funcdo zeta de Riemann?, que é a funcao geratriz de Dirichlet
da sequéncia constante a,, =1, n > 1:

C(s) = Zni . (6.12)

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
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Como facilmente se vé, a série do lado direito converge na regiao do plano complexo definida por Re(s) > 1. A fungao
zeta de Riemann desempenha um papel de grande importancia na teoria das fungoes de varidvel complexa e na Teoria
de Numeros, pois vérias de suas propriedades estao relacionadas a propriedades do conjunto dos nimeros primos. A ela
dedicamos o Capitulo 8, pigina 469. Vide também [229], [551], [552], [146] e outras referéncias citadas no Capitulo 8.

e Divisores

Para estudarmos propeiedades de funcoes geratrizes de Dirichlet precisamos recordar alguns fatos sobre a Teoria de
Ntmeros.

Dado um ntumero n € N, dizemos que d € IN é um divisor de n se n/d € IN. Representamos notacionalmente o fato
de d € IN ser um divisor de n € IN por d|n (leia~se “d divide n”). E claro por essas defini¢bes que para qualquer n € IN
tem-se 1|n e nin.

Por vezes, nos interessamos em denotar simbolicamente o conjunto de todos os divisores de um dado n € IN. Infeliz-

mente, ndo hd uma notacdo universalmente aceita para tal e neste Capitulo denotaremos tal conjunto por [n] = {d € IN:
d|n}, juntando-nos a uma tendéncia atual®.

E relevante notar que [n] C {1, ..., n} para qualquer n € N e sempre vale 1 € [n] e n € [n]. Um nimero ¢ € N é
um ndmero primo se e somente se [q] = {1, ¢} (com ¢ = 1 sendo aqui uma excegdo, por nao ser primo, mas para o qual
[1] =A{1, 1} = {1}).

Observemos ainda que se n = H§':1 p? é a decomposic¢ao em fatores primos distintos de n € N, n > 1 (vide Teorema
Fundamental da Aritmética, Teorema 8.1, pagina 469), entao

J

1
[n] = Hp?j,comOSﬁkgakparatodok:1...,l ) (6.13)
j=1

Acima, os oy e B sdo elementos de IN.

e Propriedades de fungoes geratrizes de Dirichlet

E. 6.5 Ezercicio. Se a e b€ &(C) sdo duas sequéncias cujas fungdes geratrizes de Dirichlet Do (t) e Dy(t) tém uma regido aberta
de convergéncia comum, mostre que

Dy(t) Dy(t) = Da(t) , (6.14)
onde d é a sequéncia de G(C) dada por
dn == Y anpby, neN. (6.15)
p€[n]
o,

Apesar de (6.14) e (6.15) terem sido obtidas apenas para alguma regido de valores de t, a expressao do lado direito
de (6.15) estd bem definida (pelo fato de envolver uma soma finita) para quaisquer sequéncias a e b de &(C), definindo,
dessa forma, um produto nesse espago, que denotamos por a *, b:

(a*q Q)n = Z nyp by 5 neN. (6.16)
p€En]

Essa expressao é por vezes denominada convolugdo de Dirichlet entre as sequéncias a e b € &(C).
E f4cil verificar que, com esse produto, o espago vetorial &(C) é uma &lgebra, que denotamos por (G(C), *d).

Com essas defini¢des, reescrevemos (6.14) como

Dq(t) Dy(t) = Daxyn(t) , (6.17)

Verifiquemos que (6(@), *d) é uma algebra comutativa, associativa e com unidade.

3Essa nio é, admitidamente, uma boa notagdo, pois o simbolo [ -] é empregado alhures para denotar classes de equivaléncia, o que nio é o
caso aqui
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Para n/p € IN, definamos ¢q := n/p. E evidente que p € [n] se e somente se ¢ € [n]. Em tal caso podemos escrever
p =n/q. Como a associagdo entre p’s e ¢’s é biunivoca, podemos escrever para cada n € IN,

(ax.b Za”/P p = an/qaq = (b*aa), ,

mostrando a comutatividade do produto x4.

O elemento de &(C) representado pela sequéncia e? definida por ef :=1e el := 0, Vn > 2, é a unidade de (6(@), *d).
De fato, para qualquer a € &(C) vale, para cada n € IN,

d _ d __
(a*a€”), = D anjpey = an,
p€En]

pois apenas o termo com p = 1 sobrevive na soma, devido & definicdo de e?. Pela comutatividade, tem-se também
elx,a=a.

A associatividade do produto x4 é ligeiramente mais trabalhosa de se demonstrar. Temos,

(@xid)xic) = 3 (axib), e = z S npn b - (6.18)

p€(n] [n] g€[n/p]

Observemos agora que se p € [n] e ¢ € [n/p], entdo g € [n], pois se n/(pq) = r € N, entdo n/q = rp, que também
é elemento de IN, provando que ¢ € [n]. Essa mesma relagao informa que p = n/(gr) e, assim, r € [n/q]. Como p =1
também ocorre na soma dupla do lado direito de (6.18), vemos que todos os valores de ¢ € [n] ocorrem. Assim, podemos
escrever a soma dupla acima como

o> anwabicy = Y, Y, bgusgn = . be| D @rcugn

p€[n] ¢€[n/p] q€[n] r€ln/q] q€[n] r€[n/q]

= > by(a*ic),, = (b*d (Q*dg))
q€[n]

n

Com isso, estabelecemos a igualdade
(@a*ab) *ac = bxq (a*ac) .

Pela comutatividade, isso implica (Q *g4 Q) *4,C = (g d g) 4 b. Prosseguindo com permutagoes ciclicas de a, b e ¢, obtemos
disso
(a%sb) *ac = (c*aa) *ab = (bxac)*aa.

Agora, novamente pela comutatividade, o lado direito é igual a a x4 (l_) *d g) e provamos que
(@*ab) *xac = a*a(brac),

estabelecendo a associatividade.

6.1.3.1 A Funcao de Mobius
Para prosseguir, especialmente com a Segao 6.1.4, precisamos coletar alguns resultados sobre o produto de convolugao
de Dirichlet relacionados a Teoria de Numeros. O tema desta secao é tratado em diversos livros-textos sobre Teoria de

Nuumeros, por exemplo, [229]. Vide também [210] para uma abordagem com um viés combinatério.

e A funcao de Mobius

A chamada fun¢do de Mébius* é a funcdo p: IN — {—1, 0, 1} definida por

1, cason =1,
p(n) = (=1)*, caso n seja o produto de k primos distintos , (6.19)
0, de outra forma.

4 August Ferdinand Mobius (1790-1868).
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Segundo essa definicao, u(n) = 0 se e somente se existe m € IN com m?|n.

Definamos agora a sequéncia de Mdbius p € &(C) por

e Nimeros primos entre si

Dois niimeros naturais r, s € IN sao ditos primos entre si se ambos nao contém um divisor primo comum, ou seja, se
na decomposicao de m em fatores primos comparecem primos distintos da decomposicao de n em fatores primos. Uma
outra forma de expressar isso é dizer que r e s sao primos entre si se e somente se 0 maximo divisor comum de ambos
for 1. Assim, r e s s@o primos entre si se e somente se [r] N [s] = {1}.

Afirmamos que se rs sao primos entre si, entao

rs] = {dldg, dye[r]eds € [s]} . (6.20)
Ser =pi"---ptes= plaj_{l - pom sao as decomposicoes em fatores primos distintos de 7 e de s com «aj € IN para
cada k = 1, ..., m (vide Teorema Fundamental da Aritmética, Teorema 8.1, pagina 469), entdo rs = p{*---p/'™ é

a correspondente decomposicao de s, caso estes fatores sejam primos entre si. Entdo, relacdo (6.20) é consequéncia
imediata de (6.13), pdgina 380.

e Funcgoes multiplicativas e sequéncias multiplicativas

Definicdao. Uma fungdo f : IN — C é dita ser uma fun¢ao multiplicativa se f(1) =1 e f(rs) = f(r)f(s) sempre que r
e s forem primos entre si. 'y

Isso leva naturalmente a seguinte definicao paralela:

Definicdo.  Uma sequéncia f : &(C) ¢é dita ser uma sequéncia multiplicativa se i1 =1le im = iris sempre que r € s
forem primos entre si. [

A seguinte propriedade da fungao de Mobius é relevante:

Lema 6.1 Ser e s € IN sao primos entre si, entdo p(rs) = u(r)u(s). Portanto, a sequéncia de Mobius é multiplicativa.
a

Prova. Se r ou s (ou ambos) forem iguais a 1 ndo hd o qué se provar, pois p(1) = 1. Seja, assim, 7 > 1 e s > 1 e sejam

r=pit-optes = pzxfjl -+ - pdm suas respectivas decomposigdes em fatores primos distintos com aj € IN para cada
k=1,..., m (vide Teorema Fundamental da Aritmética, Teorema 8.1, pagina 469). Como r e s sdo primos entre si,
eles ndo tem fatores primos em comum e temos {p1, ..., i} N {pi+1, ---, Pm} = 0. Vemos disso que a decomposi¢ao em

fatores primos do produto rs é p{™* - - p%m. Assim, se ao menos um dos expoentes ay, for igual ou maior que 2, teremos
u(rs) = 0, mas também ou pu(r) = 0 ou u(s) = 0 (ou ambos) e teremos a igualdade pu(rs) = p(r)u(s). Por fim, se
todos os ay’s forem iguais a 1, a decomposicao em fatores primos distintos de r, s e rs sertd r =p1---p;, S = Pi41 - Pm
ers = pi--Pm €, portanto, valerd u(r) = (=1)! e p(s) = (=1)™~!, assim como u(rs) = (—1)™, e novamente temos
wu(rs) = p(r)p(s), completando a demonstragao caso a caso. |

Lema 6.2 Sejam f, g € &(C) duas sequéncias multiplicativas. Entao, f x, g € também uma sequéncia multiplicativa,
ou seja, valem (f*,g)(1)=1¢e
(f*19),, = (F*a9), (f*i9),

sempre que v € s forem primos entre si. O

Prova. Temos (i*dﬂ)n = Z idgn/d, n € IN. Assim, paran =1, (i*d2)1 :ilgl = 1. Paran =rs com r e s primos
de[n]
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entre si, temos

(i*dg)rs = Z f g'rs/d

de([rs)

(6.20)
= Z Z idldQ grs/(dldg)

dle[T] d2€[5]

i e 2 sao multiplicativas
- Z Z idl idQ gr/dl gs/dg

dle[T] d2€[5]

= Z fd1 9y /dy) Z fd2 9s/ds)

di€(r d2€[s

= (f*d g)r (f*d g)s )

completando a prova.

O resultado a seguir serd usado na demonstragao da Férmula de Inversao de Md&bius:

Lema 6.3 Com as definicoes acima, vale
pxgl = e’

(6.21)

Prova. O Lema 6.2 aplica-se, em particular, para a sequéncia de Mdbius e para a sequéncia 1, pois, ambas sao multipli-

cativas. Assim, se p1, ..., p; s&@o primos distintos e a1, ..., a; € IN, temos

(ﬁ*d l)p‘l"l...p;’l = (H*d l)p‘l’l "'(ﬁ*d l)p;’l .

Agora,
(el Z By
de[p,*]
Porém, [p7*] = {1, Dhy Doy« s pz’“} e temos, pela defini¢do de u que B, =1, L, = —1, mas e
- - - Pk

(u* akfzu =1-1=0,

pois somente os dois primeiros termos da soma sdo nao nulos. Disso e de (6.22) segue que
(1 *a l)pin ot = 0, ouseja, (u*,;1), =0 VnelN,n>2.
Como p, =1, temos também (p %, 1)1 = 1 e obtemos, finalmente,

. 1, paran=1,
(pxa D = { 0, de outra forma ,

estabelecendo (6.21).

(6.22)

= 0 para j > 2. Assim,
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6.1.3.2 A Férmula de Inversao de Mobius (para Sequéncias)

Apresentamos agora uma relevante formula de inversao entre sequéncias, conhecida como Férmula de Inversao de Mobius.
Ela nao deve ser confundida com outra identidade de mesmo nome referente a funcgoes definidas entre subconjuntos de
um conjunto dado, relacdo essa apresentada na Segdo 6.4, pagina 408 (vide Proposicao 6.5, pagina 409).

Proposicao 6.1 (Férmula de Inversao de Mdbius (para sequéncias)) Seja f € &(C) e seja g € &(C) dada por

anzid’ nelN. (6.23)
de(n]
Entao,
in = Z Ed gn/d ’ nelN. (624)
de[n]

Em termos simbdlicos, isso significa que
se g = fx,1, ‘entio f = gx,p. (6.25)
O

Prova. Seja f € &(C) e seja g dada por g := f *, 1. Entdo, vale

(6.21)
grap = (fral)kap = fra (Lkap) =" frie' = [, (6.26)
pois, como j4 vimos, e* é a unidade do produto *,. De forma mais explicita, essas relagoes nos dizem que
se gn = Z id ’ entao in = Z Hd gn/d : (627)
de(n] de€(n]
A expressao (6.27) é conhecida como Férmula de inversao de Mobius (para sequéncias). u

e Usos na teoria da Fungao Zeta de Riemann

A férmula de inversao de Mobius tem um usos interessantes envolvendo fungao zeta de Riemann (tratada no Capitulo
8, pdgina 469). Vejamos um exemplo.

Combinando as relagées (6.17) e (6.25), temos que se g = f *, 1, entdo Dy(t) = Dy, 1(t) = Dy(t) Di(t). Como ji
comentamos, D1 () coincide com a fungéo zeta de Riemann, e estabelecemos, assim, que

Dyrga1(t) = C()Dy(t) - (6.28)

Ha um caso particular de (6.28) que é de especial interesse: aquele em que tomamos f = p. Como p x, 1 = e (por
(6.21), pagina 383) e como D.a(t) = 1, constante, segue de (6.28) que 1 = ((¢)D(t), ou seja,

1 & pln)
i nz::l el (6.29)

que fornece a reciproca da fungao zeta de Riemann em termos da série de Dirichlet associada & fungao de Mobius. A
expressao (6.29) é obtida por outros meios na Proposicao 8.4, pdgina 477.

Como |p(n)| <1 para todo n € N, a série do lado direito de (6.29) converge absolutamente na mesma regiao em que
a série de Dirichlet que define (), a saber, na regiao C; := {t € C, Re(¢) > 1} (vide a discussido correspondente no
Secao 8.2, pagina 474 do Capitulo 8) e, portanto, permite afirmar que 1/¢(¢) é uma fungao analitica em C;. Isso informa,
em particular, que a Fungao Zeta de Riemann nao possui zeros em C;p, um fato que também pode ser estabelecido por
outros meios (vide Coroldrio 8.1, pagina 477).

A chamada Conjectura de Riemann (vide pagina 491) é equivalente & afirmagéo que (6.29) é valida também na regido
Re(t) > 1/2.
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E. 6.6 Ezercicio. Prove a veracidade ou a falsidade da Conjectura de Riemann. "

No Exercicio E. 8.1, pagina 478, mostramos que na mesma regiao C; vale

¢(s) _ o= lu(m)]
@ - ; meall (6.30)

6.1.4 Funcoes Geratrizes de Lambert

Comegando definindo uma aplicagéo linear £ : §(C) — &(C) da seguinte forma: para uma sequénciaa = (a1, as, as,...) €
S(C), definimos
la == 1x,a, ou seja, (La), = Z ag, meN.
de(n]

Como 1%, p = e (por (6.21)), £ possui uma inversa £~ : §(C) — &(C):

lg = Hxq .

E. 6.7 Ezercicio. Verifique que (ég“")n =1 para todo n € IN, ou seja, fe* = 1. Além disso, mostre que
(La) *a (Le’) = (a*al)*al "= axq (L*al).

Agora, segundo a defini¢do, constate que

(@*a1), = D L.l = [l]]

p€[n]
o ndmero de elementos de [n]. o+

Definimos N € &(C) como a sequéncia N,, = |[n]|, n € . E relevante constatar que para todas a, b € &(C),

(ba) x4 (£b) = (Q *aq l) *aq (l_) *q l) = (Q *q Q) xq (Lxg 1) = (Q *aq Q) *q IV

(6.31)

e Funcoes geratrizes de Lambert

A funcgdo geratriz de Lambert® da sequéncia a = (a1, as, as,...) € &(C) é definida por

0o m
Lg(t) = Zanl_—tn,
n=1

desde que a série do lado direito convirja com a varidvel ¢ em alguma regiao aberta do plano complexo. As fungoes
geratrizes de Lambert sao também denominadas séries de Lambert.

E. 6.8 Ezercicio. Se a € &(C) é uma sequéncia cuja fungio geratriz de Lambert é Lo (t), mostre que

oo
La(t) = Y f(a)mt™ . (6.32)
m=1
oo}
Sugestdo: faga uso da série de Neumann 1/(1 —t") = Z t"™, convergente em |t| < 1. -
m=0

A relagdo (6.32) permite o célculo da série de Lambert em alguns casos. Por exemplo, se tomarmos a¢ = y e usamos
o fato que fp = px, 1 = e?, obtemos L, (t) = t, ou seja,

oo n

pi(n)

t
- 6.33
T (6.33)

—

n=

5Johan Heinrich Lambert (1728-1777).
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Observe que a soma do lado direito de (6.32) néo é igual a Gy, (t), pois comega com m = 1 e ndo com m = 0. Se,
porém, considerarmos a aplicagao linear I : &(C) — &4(C) dada por

I(a1, ag, a3, ...) == (0, a1, az, ag, ...),

teremos
Lo(t) = Grealt) . (6.34)

e Produto de séries de Lambert.

Para referéncia futura apresentamos a seguinte proposicao sobre produtos de séries de Lambert e sobre mais um
produto definido no espago de sequéncias S(C).

Proposicao 6.2 Com as defini¢ées acima, para duas séries de Lambert Lo(t) e Lyp(t) que sejam analiticas em uma
regiao aberta comum, temos a igualdade
La(t)Lo(t) = Laxp(t) ,

sendo que a expressao
a*x b = 6_1((I€Q) *, (I@l_))) ,

definida para todas as sequéncias a, b € &(C), define um produto comutativo e associativo em S(C). O

Comentdrio. A comutatividade e a associatividade do produto x; nao sdo surpreendentes, pois o produto de fungdes Lq (t) Ly (t) é comutativo
e associativo, quando estiver definido. &

Prova da Proposicdo 6.2. Conclui-se de (6.34) que se a e b € &(C) sao duas sequéncias cujas respectivas fungdes geratrizes
exponenciais L, (t) e Lp(t) tém uma regiao aberta de convergéncia comum, tem-se

6.34 6.4
La®Lo®) 2" Gria®CGran®) = Ciroaye,am) () -

A aplicagao I possui uma inversa em sua imagem, I~ : Im (I) — &(C) dada por
1_1(0, ai, az, as, ) = (al, az, as, ) .

Fora isso, se a, b € &(C), entao (Ia) *, (Ib) é também elemento de Im (), pois

()% (1) = 3 Uahn(ID

" m=0

e, portanto, ((Ig) *, (Il_)))o = (Ia)o(Ib)o = 0. Assim, podemos escrever

(Ita) %, (Ifh) = I((Mg) X, (MQ)) - M(e—l((feg) X, (MQ))) - Iﬁ(g*l Q) :
onde definimos
ax b = 07" ((Ila)*, (Itb)) (6.35)

e concluimos que
La(t)Lb(t) == GIZ(Q*IQ) = Lg*zb .

O produto «, é obviamente comutativo (pois x, o é). Ele é também associativo, pois
ax (brc) 2 ax (LI %, (1))
(6.35)

e—1<(1@ *, (I((M@) *, (Mg)))) = £—1<(I€@) * ((Mb) * (Mg)))

assoc. de *g -1 (((If@) *, (Iﬂ_))) *, ([ﬂg)) . (6.36)
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Na passagem indicada por * usamos o fato, comentado acima, que (I£b) x, (I¢c) ji estd na imagem de I. Paralelamente,
(axd)xc "2 =1 ((Ita) %, (Ih))) % ¢

(635) p1 ((I((Mg) X, (IEQ))) X, (Mg)) 2o <<(IEQ) X, (I@)) X, (Mg)) .
Comparando a (6.36), temos a igualdade desejada:
ax (l_)*L Q) = (Q*L b) * C.

Novamente, na passagem indicada por * usamos o fato, comentado acima, que (I4a) x, (I¢b) ja estd na imagem de 7. W

6.2 Alguns Usos de Funcoes Geratrizes

Passemos a discutir algumas aplicagoes das fungoes geratrizes.

6.2.1 Algumas Identidades Combinatérias

Com uso de fungoes geratrizes apresentaremos agora algumas identidades combinatoérias basicas. Usaremos algumas no
Capitulo 18, pagina 991, e alhures, mas todas tém interesse geral, surgindo de forma especial na Teoria de Probabilidades,
na Mecanica Estatistica, na Algebra e na Anélise Combinatéria. Outras identidades de interesse para as mesmas areas
serao obtidas nas Se¢bes 6.2.2 (sobre niimeros de Fibonacci), 6.2.3 (sobre nimeros de Bernoulli), 6.2.4 (sobre nimeros
de Bell) e 6.2.5 (sobre ntimeros de Catalan), as paginas 389, 392, 395 e 399, respectivamente.

Para a, b € INy convencionamos que

) I > “Y — o <
) = bia —b)! para a > b e que ) = para a .

e A Identidade de Pascal

A primeira das identidades combinatérias que apresentamos é a bem conhecida identidade de Pascal®:

()= ()G o

Basta considerar o caso em que a > b, pois para a < b a identidade acima é trivialmente satisfeita devido as con-

vengoes mencionadas acima. Nesse caso, uma demonstragao puramente algébrica dessa relagao segue as seguintes linhas
autoexplanatorias:

a\ al B ala —1)!
(b)  bla—0b)!  bl(a—0b)(a—b—1)

b!(c(ba—bl—)!m! Lib} - b!(ia_bl_)!l)! [aib +1]

® —(i)T(;)i T b!(c(za—_bl—)!l)! - (Z: i) i <a;1> :

A Tdentidade de Pascal (6.37) pode ser demonstrada de diversas outras formas. O exercicio a seguir aponta uma delas
e segue estratégia similar a empregada no uso de fungoes geratrizes.

estabelecendo (6.37).

6Blaise Pascal (1623-1662).
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E. 6.9 Ezercicio dirigido. Pelo Binémio de Newton, temos

(1+0)" . <Z> t* (6.38)

parat € Cen € INg. Agora, para n € IN vale também (1 +¢)" = (14 ¢)(1 +¢)"~'. Obtenha disso a relago

(141" = Ti <" . 1) "+ Ti ("k 1) i (6.39)
k=0

k=0

n—1 -1 n—1 n—1

— — - k - n
(o)) o)) G

(Sugestdo: na segunda soma em (6.39) faca a mudanca & — k — 1). Comparando a (6.38), conclua, igualando os coeficientes das
poténcias de t, que

As duas primeiras relacbes s3o triviais e a udltima é a Identidade de Pascal para k=1, ..., n — 1. Com as conven¢des supracitadas as
duas primeiras relagdes podem ser consideradas parte da ldentidade de Pascal para os casos kK =0 e k = n. o+

Reescreva o lado direito como

e OQutras identidades

A sequéncia de exercicios dirigidos que segue apresenta-nos outras identidades combinatérias de interesse. A primeira
obtém-se por meio de uma fungao geratriz.

E. 6.10 Ezercicio dirigido. Paran € IN, m € INy, defina-se o conjunto
N;, = {(al, ..., an) € ING, a1+-~~+an:m} .

Seja |IN7,| o niimero de elementos de IN7,,. |IN7,| representa o nimero de maneiras de colocar exatamente m objetos indistinguiveis em
n posicdes distintas, eventualmente permitindo sobreposi¢cdes (e.g., colocar m bolas indistinguiveis em n caixas distintas). Mostre que

n n+m-—1 (n+m—1)!
INom | = m - (n—1!m! °

Sugestdo. Mostre primeiramente que, para cada n, a fungio geratriz da sequéncia |[Nj,|, m=0,1,2, ..., é

oo - 1 n
m=0

Para isso, mostre que, para |t| < 1,

oo n o0 o0
(i) - (Zt“> = X = SN
= m=0

aj, ..., ap=0

De (6.40), obtenha

1 dm 1 "
N = — & (1
INm| m! dt™m (1—t) _

_n-(m4+m-1)  (n+m-1I <n+m1>
m! T o (n=DIm! m '

E. 6.11 Ezercicio dirigido. Paran € IN, m € INy, defina-se o conjunto

M, = {(al, ..., an) € Ny, 0§a1+---+an§m}.
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Seja |M7,| o nimero de elementos de M7,. |M7,| representa o nimero de maneiras de colocar de zero a no maximo m objetos
indistinguiveis em n posi¢cdes distintas, eventualmente permitindo sobreposi¢des (e.g., colocar de 0 a m bolas indistinguiveis em n caixas

distintas). Mostre que
!
M| = (T = [ntmt (6.41)
m n!m!

Sugestio. Convenga-se que

. m . m n+k—1
i = o = 3 ("), (6.)
k=0

k=0
Usando a identidade de Pascal (6.37) (}) = (“;1) + (2:11) conclua que
" (n+k _ “(n+k (6.37) “(n+k-1 “(n+k-1
203 =g () e

e, assim, conclua que

(1) -

:
/N
3
Jr
o=l
|
’
N——
I
ot
VS
3
=+
ol
N——
|

k=0 k=0 ’=0
Por (6.42), isso prova (6.41). -
" n+k—1 n+m
A identidade Z ( i ) = ( ), provada acima, é conhecida como sequnda identidade de Pascal ou
m
k=0

identidade da soma paralela. Para outras identidades combinatdrias tteis, vide [210].

E. 6.12 Ezercicio. Seguindo passos andlogos aos do dltimo exercicio, demonstre a identidade da soma vertical:
n+1 Ny
(m + 1> N ; (m '

E. 6.13 Ezxercicio. As denominacdes identidade da soma paralela e identidade da soma vertical provém da relacdo dos coeficientes
binomiais (Z) com o tridngulo de Pascal. Desenhe um tridngulo de Pascal e entenda o significado dessas identidades e a raz3o de seus
nomes. "

E. 6.14 Egzercicio dirigido. As identidades [N7,| = ("*7"!) e |[Mp,| = ("1™) podem ser obtidas de uma forma talvez mais direta e
simples, dependendo do gosto do leitor. Suponha que se tenha m bolas pretas e n bolas brancas. Convenga-se que h3 ("™) = ("1™)
arranjos possiveis dessas bolas (supondo que as bolas pretas s3o indistinguiveis entre si, e que o mesmo valha para as brancas). Uma
maneira de fazer esse raciocinio é imaginar as n + m bolas enfileiradas e contar de quantas maneiras distintas essas fileiras podem ser
formadas. H4 (n 4+ m)! permuta¢des das n + m bolas, das quais devem ser fatoradas m! permutacdes envolvendo apenas bolas pretas

e n! permutagdes envolvendo apenas bolas brancas, fornecendo assim (”:rnm) arranjos. Convenca-se também que, pela defini¢do, esse

nimero de arranjos é igual a |M},|. Isso provou que |M7,| = ("j'nm) Convenga-se que, pela definicdo, |N7,,| = |M7p,| — M7, _1].
Tem-se, entdo [N, | = (") — ("™ 1) = ("*"~"), onde a (ltima igualdade segue da identidade de Pascal (6.37). o,
6.2.2 Numeros de Fibonacci

Seja an, n =0, 1, 2, 3, 4 ..., a sequéncia definida recursivamente da seguinte forma:

ag = 1, ap =1, An+2 = Gpy1 + apn , Vn>0.
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Essa sequéncia é denominada sequéncia de Fibonacci’. Cada elemento da sequéncia de Fibonacci a partir do terceiro é
a soma de seus dois antecessores. Os primeiros elementos da sequéncia de Fibonacci sao

1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, ... .

A sequéncia de Fibonacci é surpreendentemente rica em propriedades, sendo possivelmente uma das mais pesquisadas,
existindo até mesmo uma publicagao periddica (“Fibonacci Quarterly”) dedicada a seu estudo. Vide [127] para uma bela
exposicgao sobre a vida de Fibonacci e seu tempo. Vide também [347].

Fibonacci introduziu a sequéncia que leva seu nome em um problema de seu livro Liber abbaci, de 1202 (livro esse que
introduziu o sistema decimal arabico na Europa, em substituigdo ao sistema de algarismos romanos, usado até entao®):
“Um certo homem coloca um casal de coelhos em um local cercado de muros por todos os lados. Quantos pares de coelhos
podem ser produzidos a partir daquele casal em um ano se for suposto que a cada més cada casal gera um novo casal, o
qual se torna fértil em um més”. A resposta (supondo que nenhum coelho morre) é que, apés n meses, tem-se a,, pares
de coelhos, sendo a,, dado acima. Trata-se provavelmente do primeiro modelo de evolucao de populagoes.

Um fato que confere aos nimeros de Fibonacci um sabor especial é que os mesmos aparecem frequentemente na
Natureza. H&, por exemplo, uma forte probabilidade de os ntimeros de pétalas em flores de determinadas espécies de
plantas serem ntimeros de Fibonacci. O mesmo se d4 com o niimero de voltas espirais na casca de abacaxis e de pinhas,
com o niimero de ramos de plantas e arvores, com o ntimero de padroes de um determinado tipo nas conchas de caramujos
etc®. A razao do surgimento de niimeros de Fibonacci em contextos biolégicos estd relacionada a formacdo e reproducio
de padroes, mas é apenas parcialmente entendida, atualmente. A &drea da Biologia e da Matematica que se dedica ao
estudo da formagao e evolugdo de padroes é denominada Morfogénese. Um livro cldssico sobre o assunto é [547], de
D’Arcy W. Thompson'®, e um artigo importante foi o trabalho de Alan Turing'! intitulado “The Chemical Basis of
Morphogenesis” [559], de 1952.

No intuito de ilustrar a utilidade de fungoes geratrizes de sequéncias, vamos demonstrar a seguinte identidade para
os elementos da sequéncia de Fibonacci:

n+1

n+1
1 145 (15

Ap — —F4—=

NG 5 5 , (6.43)

valida para todo n > 0. Essa expressao permite obter cada a, diretamente em termos de n e é denominada formula
de Binet'?, tendo sido obtida por esse autor (usando métodos matriciais. Vide comentario adiante e Exercicio E. 10.60,
pégina 666, e Exercicio E. 10.61, pagina 667) em 1843. Essa férmula, porém, foi obtida pela primeira vez por de Moivre!?
cerca de cem anos antes e foi encontrada também por Euler'* e por Daniel Bernoulli'®.

1+v5 1—v5
2

E costume denotar-se a constante 3

pelo simbolo ¢. Note-se que =1—¢ = —1/p, de modo que (6.43) pode

"Leonardo Pisano, cognominado “Fibonacci” (1170-1250).

8Em verdade, sistema decimal ardbico, ou indo-ardbico (ou ainda hindu-ardbico), ji era conhecido na Europa, mas apenas entre um
numero limitado de académicos. Esse sistema, que é hoje quase universalmente empregado, consiste na representacdo posicional decimal
de ntimeros naturais, empregando simbolos (glifos) para representar os ntmeros de um a nove e, de especial importancia, com a inclusdo
de um simbolo para o zero. O mérito de Fibonacci esteve em divulgd-lo e expor suas virtudes de cédlculo, ndo entre letrados e académicos,
mas entre comerciantes, mercadores, mestres-construtores etc., ou seja, entre aqueles que realmente faziam uso de computos aritméticos em
seu dia-a-dia profissional. Essas virtudes no cédlculo de operagdes numéricas, como soma, subtragdo, multiplicagdo e divisdo, divulgadas por
Fibonacci, foram reconhecidas de imediato, de sorte que em poucas geracoes o sistema decimal tornou-se hegemonico. A hegemonia desse
sistema numeérico, sua popularizacdo através do sistema educacional e essa relativa simplicidade computacional possivelmente desempenharam
um papel na futura dominéancia cientifica e tecnolégica do Ocidente. Vide [127].

9 Algumas referéncias:

e S. L. Basin, “The Fibonacci Sequence as it appears in Nature”, The Fibonacci Quarterly, 1, pp. 53-57 (1963).
e A. Brousseau, “Fibonacci Statistics in Conifers”, The Fibonacci Quarterly, 7 (1969), pp. 525-532 (1969).
e P. B. Onderdonk, “Pineapples and Fibonacci Numbers”, The Fibonacci Quarterly, 8, pp. 507-508 (1970).

10Sir D’Arcy Wentworth Thompson (1860-1948).
11 Alan Mathison Turing (1912-1954).

12 Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856).

13 Abraham de Moivre (1677-1754).

" Leonhard Euler (1707-1783).

5Daniel Bernoulli (1700-1782).
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também ser expressa como

ap =

5

[(anrl (1 <p)"+1} _ % l(pnﬂ _ (_é)nﬂl ) (6.44)

Disso extrai-se também que
a
lim = = . (6.45)

n—oo Gy

Verifique!

A constante ¢ = 1+2‘/5 (=~ 1,6180339887...) é denominada razdao durea, propor¢do durea, ou ainda se¢ao durea, e

é célebre devido a sua ocorréncia nao apenas na Natureza, mas também na Arquitetura e nas Artes em geral, devido
a crencga no valor estético por ela supostamente proporcionado. Suas propriedades matematicas sao estudadas desde a
Antiguidade (por exemplo, nos Elementos, de Euclides'®). O uso da letra grega ¢ (ou também ®) para designar esse
niimero, porém, é relativamente recente, tendo sido proposto pelo polimata Mark Barr'” em cerca de 1909 para honrar
o escultor grego classico Fidias'®, que supostamente teria feito uso da razdo durea em diversas obras (o que, alids, é
contestado). Para um relato do papel da razio durea ¢ na Histéria da Arte e muito mais, sugerimos entusiasticamente
o livro [347], do astrofisico Mario Livio.

e Funcao geratriz dos nimeros de Fibonacci

Passemos agora & demonstragio da férmula de Binet (6.43) ou (6.44) fazendo uso de fungoes geratrizes. Uma outra
demonstracao, usando técnicas matriciais, é apresentada no Exercicio E. 10.60, pagina 666, e generalizada no Exercicio
E. 10.61, pagina 667.

A funcao geratriz da sequéncia de Fibonacci é

F() = iant”. (6.46)
n=0

Mostremos, primeiramente, que a série de poténcias do lado direito tem um raio de convergéncia nao nulo. Pelo teste da
razao vale, para n > 0,

an+1tn+1

= oty = an + an-1 It| = (1+““‘1) It < 2/t
an,

ant™ Qp, Qnp

pois aa—’l <1, ja4 que a sequéncia de Fibonacci é crescente. Logo, a série converge absolutamente pelo menos na regiao
[t] <1 / 2. A verdadeira regido de convergéncia é um pouco maior (como veremos adiante), mas nao precisaremos desse
fato por ora, pois tudo o que necessitamos é da existéncia de um raio de convergéncia nao nulo, o que justifica as
manipulagoes que faremos.

Fagamos uso da definigdo da sequéncia de Fibonacci para obter uma férmula explicita para F'(t). Temos que

F(t)

o0
1+t+2ant"

n=2

(oo} [ee] oo
L+t + D (ano1+an2)t™ = 141+ an 1"+ anot”
n=2 n=2

n=2

o0 o0
= 1+t+t2ant"+t22ant"
n=1 n=0

L+t +t(F(t)—1)+t2F(t) .

16Fuclides de Alexandria (ci. 325 A.C. — ci. 265 A.C.).
17James Mark McGinnis Barr (1871-1950).
18Fidias, ou Phidias, (ci. 480 A.C. — ci. 430 A.C.).
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Assim, (1 —t —t2)F(t) = 1 e, portanto,
1

1—t—1t2"
A ideia agora é obter a expansdo em série de Taylor de F'(¢) em torno de t = 0 e comparé-la a (6.46), para assim obter
uma expressao explicita para os a,’s. Para isso, ao invés de calcularmos as derivadas de F' em t = 0, é mais facil proceder

Ft) =

da seguinte forma. Escrevemos 1 —t — 2 = —(t — y1)(t — 72) onde
V51 V5+1
71 = 2 ) 72 = - 2 :
Assim,
1 1 1 1 1
O N BTN
1—t—t (t—m)(t—2) M= m-t -t

n=0 M 72
1 . n n n
= —=> (=) = (=) ¢
5 n=0
- +1 +1
1| (1+v5)" -5\ | .
S (Y -
n=0 \/5
onde usamos que 1/y; = —v9. Comparando a (6.46), obtemos (6.43), como querfamos. Da tltima expressdo, vé-se

também que o raio de convergéncia da série de poténcias que define F ¢ |(v/5+ 1)/2}71 =(v/5-1)/2~0,6180339887 .. .,
0 que é consistente com (6.45) assim como com o fato de F' ter polos simples em 77 e 72, sendo que |y1| < |2

a0 d

No Exercicio E. 10.60, pagina 666, reobtemos (6.43) usando técnicas matriciais, as quais também permitem obter os
valores de a, mesmo para condicoes iniciais outras que nao ag = a; = 1. Essas mesmas ideias sao usadas no Exercicio
E. 10.61, pagina 667, para tratar da chamada sequéncia de Fibonacci generalizada, definida pela relagao de recorréncia
Unt2 = QGpy1 + Ban, onde a e 5 sdo constantes ndo nulas (reais ou complexas).

6.2.3 Numeros de Bernoulli

A sequéncia de nimeros racionais denominados niumeros de Bernoulli'® tem importancia destacada na Teoria dos
Nuumeros, especialmente devido & sua relagdo com a fungdo zeta de Riemann (vide Capitulo 8, pdgina 469). Eles
também aparecem na expansao em série de Taylor da fungao tangente e na chamada férmula de Euler-Maclaurin.

Diversos textos tratam de propriedades elementares dos nimeros de Bernoulli. Recomendamos, em particular, [210],
[512] ou [113]. Vide também as diversas refereréncias do Capitulo 8. Para um texto avangado, vide [19].

Os chamados ntimeros de Bernoulli, denotados por B,,, com n € Ny, sao definidos de sorte que sua funcao geratriz
exponencial seja a fungao z/(e* — 1), ou seja, sdo definidos por

z = B, ,
a1 = Z A (6.47)
n=0

19 Jakob Bernoulli (1654-1705).
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0| -%5 |0

1 1 1 5 691
0| & (ol 5|0l -%]0]&]o0 0 61,

T 2730

N =
=
(=N

Tabela 6.1: Numeros de Bernoulli B, paran =0, ..., 17.

Devido ao fato de z/(e®* — 1) ter um polo em z = 27 sendo, porém, analitica em |z| < 27, concluimos a priori que a

série de poténcias do lado direito ¢ convergente para |z| < 2m. Multiplicando (6.47) por e* —1 = >_°_, 2 /ml!, obtemos

OOBnn Oozm 0 p Bq ptl
- (55) (55) - S awt)

n=0 m=1 p=0 \g=0
donde concluimos que

P
B
By =1 e Zm:o para todop > 1.

Multiplicando a segunda rela¢do acima por (p 4+ 1)! a mesma torna-se

P
1

E <p+ ) =0 paratodop>1,

q=

forma essa mais frequentemente encontrada na literatura. Essa relagao acima permite obter recursivamente todos os
coeficientes B,, a partir de By = 1. (Infelizmente ndo hd nenhuma férmula simples conhecida para expressar cada B,
em fungao de n). De fato, isolando o termo com ¢ = p, temos

—1

-1 3 1
— ) B, <pqu > para todop > 1, (6.48)
0

, =
pt1le=

ou seja,
= — 'E todop>1. 6.49
B, D 1 q' para todo p > ( )

Para os primeiros niimeros de Bernoulli, vide Tabela 6.1, pagina 393.

A contemplacao da Tabela 6.1 permite conjecturar que, exceto Bi, todos os B, com n impar sejam nulos. Veremos
abaixo que essa conjectura é correta. A impressao, porém, que os B,,’s nao nulos crescem lentamente, obtida da observagao
dos primeiros elementos da sequéncia, é falsa. Devido ao fato de a série de poténcias (6.47) ter raio de convergéncia igual
a 2w (lembrar que a fungio z/(e* — 1) é singular apenas nos pontos z = 2wmi, com m € Z, m # 0, onde tem exibe polos
simples), concluimos que os |B,,| ndo nulos devem assintoticamente ser maiores que, ou da ordem de, n!/(27)™ para n
grande. Isso, de fato, é correto (Bgg, por exemplo, é da ordem de 1,13 x 107%) e a expressdo precisa serd apresentada em
(6.56), pagina 395. Outra conjectura que se pode levantar da observagdo da Tabela 6.1 é que os sinais dos nimeros de
Bernoulli com indice par (exceto By) sdo alternados. Essa conjectura é também correta e serd provada mais adiante.

Separando o termo com Bj de (6.47), que é —z/2, e passando-o para o lado esquerdo, obtemos

Z z OOB,L
_:1 —_n TL.
ezfl+2 +;n!z

O lado esquerdo vale § coth (%), como facilmente se constata. Concluimos assim que

2”B
zcoth(z) = 1+ Z 2" (6.50)
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para |z| < 27. Como zcoth(z) é uma funcdo par, vemos de (6.50) que, exceto By, todos os demais B,,’s com n {mpar
sao nulos. Com esse conhecimento podemos escrever

— 4"B
zcoth(z) = Z 2n g2 (6.51)
— (2n)!
Como z cotg (z) = iz coth(iz), obtemos também
— (=1)"4"Boy,
zcotg (z) = Z (()QTQ 22 (6.52)
n=0 ’

para |z| < 27.

6.2.3.1 Numeros de Bernoulli e o Problema de Basel

O assim chamado problema de Basel, levantado por Mengoli?® em 1644%', consiste em encontrar uma férmula fechada
para as somas

— 1
¢(m) ::Zk—m, meWN, m>1,
k=1

(como é bem sabido, para m = 1 a série diverge) as quais envolvem poténcias de inversas de nimeros inteiros??. Esse

problema foi resolvido por Euler em 1734 (para o caso m = 2, um resultado célebre na Histéria da Matemadtica) e
posteriormente, em 1748, para valores pares de m, também por Euler. O caso em que m é impar nao foi resolvido até o
presente. Vide comentdrios ao final desta secao.

O Problema de Basel abriu caminho para o estudo sisteméatico da chamada func¢ao zeta de Riemann. Vide Capitulo
8, pagina 469.

Vejamos como o caso par pode ser abordado com uso dos nimeros de Bernoulli. Diversos outros tratamentos sao
conhecidos na literatura pertinente (vide, e.g., [9]).

e A férmula de Euler para ((m), com m par

H4 uma conclusdo importante a se obter de (6.52). A fungdo z cotg (z) satisfaz também a igualdade, obtida primei-
ramente por Euler em 1748,

oo
1
zcotg (z) = 1 — 222 —_— - 6.53
g(2) > 7 (653)
Demonstragoes dessa importante relacao podem ser encontradas nestas Notas no Exercicio E. 7.5, pagina 441, no

Exercicio-dirigido E. 6.28, pédgina 423, ou no Exercicio-dirigido E. 38.23, pdgina 2152 (para outras referéncias, vide
esses Exercicios-dirigidos). Agora, para |z| < m, podemos escrever, j& que k > 1,

1 1 1 1 X/ z\2n
(km)2 — 22— (km)? <1_(%)2> - (kw)2z<a) ’

e reinserindo isso em (6.53), obtemos

n=1 k=1

zeotg(z) = 1— Z <2Z (k;)%) 2

Comparando a (6.52), obtemos finalmente

S oy B gy 2D B
k2n
k=1

2(2n)! (6:54)

2(2n)!

20Pjetro Mengoli (1626-1686).

21 A cidade Suica de Basel (ou Basileia) é associada a este problema, pois nela residiam membros da familia Bernoulli, composta de vérios
matemadticos célebres, alguns dos quais divulgaram o problema e tentaram sem sucesso resolvé-lo. O préprio Euler era nascido em Basel.
Mengoli propos o problema em Bolonha, em cuja universidade lecionava. Assim, Problema de Bolonha seria uma denominagao mais adequada.

22Na formulagdo original de Mengoli, o Problema de Basel lidava apenas com o caso m = 2.
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vélida para todo inteiro n > 0. Note que o lado esquerdo é igual a {(2n), onde ¢ é a funcao zeta de Riemann, definida
em (6.12), pagina 379. A célebre expressao (6.54) foi obtida pela primeira vez em 1734, por Euler, resolvendo assim
parcialmente o Problema para poténcias pares; Os primeiros resultados obtidos de (6.54) sao

0 2 ) 0 ) S
ZL:”_ Zi:”_ Zi:”_ Zi:”_

26 90 B 945° B 9450
k=1 k=1 k=1 k=1

1 7T10
k0 T 93555 (6.55)

NE

el
Il

1

Como o lado esquerdo de (6.54) é sempre positivo e nao nulo concluimos daquela identidade que os sinais da sequéncia
Bsy, n > 1, sdo alternados e que os Ba,’s nunca se anulam. Como o lado esquerdo de (6.54) converge a 1 quando n — oo
(por qué?), obtemos a expressao assintética

(6.56)

Para uma prova de (6.54) em alguns casos particulares usando séries de Fourier, vide os exercicios da Se¢do 38.6,
pagina 2149. Para uma prova geral de (6.54) usando séries de Fourier, vide [171]. Para uma discussao aparentada, vide
Secao 25.B, pagina 1494, destas Notas.

e O caso impar

O estudante deve interessar-se em saber que é até hoje um problema aberto determinar formulas exatas para as séries

o0

1 . . , . . e < N
E T =: {(m) quando m é um ntumero {mpar maior que 1. Além de tais férmulas exatas ndo estarem disponiveis,
k=1

sabe-se muito pouco sobre ((m) com m fmpar. Apenas em 1979 foi demonstrado, por Apéry?3, que ¢(3) é um nimero
irracional?*. Em 2001, Zudilin?® demonstrou que ao menos um dentre os ntimeros ((5), ¢(7), ¢(9), ¢(11) é irracional.
Em 20002002, Rivoal?” e Ball?® demonstraram que hé infinitos ((m), com m fmpar, que sdo irracionais?® sem, no
entanto, poderem especificar quais sao.

A expressao (6.54) informa que a razdo ((2n)/7%" é sempre um nimero racional, a saber, (—1)"*1 42(2%")7 . Poderfamos

conjecturar que isso é também verdade para a razao ((m)/#"™ para m > 1, impar. Célculos numéricos, porém, indicam
fortemente que isso nao é verdade, ji que ¢(m)/m™ para m fmpar ndo parece exibir uma dizima periédica.

6.2.4 Numeros de Bell

Os chamados nimeros de Bell sdo relevantes na contagem do nimero de particdes de um conjunto finito®° e surgem em
identidades combinatérias. Ha diversas formas de os apresentarmos e escolhemos aqui fazé-lo no contexto de uma dessas
identidades. Afirmamos que para todo n € INj vale a seguinte relagéo:

X n
Zﬁ = eT,, (6.57)
k=0

23Roger Apéry (1916-1994).

24Para o trabalho original: Roger Apéry, “Irrationalité de ¢(2) et ¢(3)”, Astérisque, 61, 11-13 (1979). Vide também Alfred van der Poorten,
“A proof that Euler missed. Apéry’s proof of the irrationality of {(3). An informal report”, Math. Intell., 1, 195-203 (1979).

25Wadim Valentinovich Zudilin (1970-).

26Wadim Zudilin. “One of the numbers ¢(5), ¢(7), ¢(9), ¢(11) is irrational”. Russ. Math. Surv. 56 (4): 774-776 (2001).

27 Tanguy Rivoal (1972-).

28Keith Martin Ball (1960-).

29 Algumas referéncias:

e Tanguy Rivoal, “La fonction Zéta de Riemann prend une infinit’e de valeurs irrationnelles aux entiers impairs”. Comptes rendus de
I’Académie des Sciences, Paris, 331, 267-270 (2000).

e K. Ball and T. Rivoal. “Irrationalité d’une infinité de valeurs de la fonction zéta aux entiers impairs”. Inventiones Mathematicae, 146
(1): 193-207 (2001) . doi:10.1007/s002220100168.

e T. Rivoal, “Irrationalité d’au moins un des neuf nombres ((5), ¢(7), ..., ¢(21)”. Acta Arithmetica, 103 (2): 157-167 (2002).
doi:10.4064/aal103-2-5.

30 A nogao de particio de um conjunto é introduzida & pagina 65.
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onde T}, sao nimeros naturais que satisfazem as relagoes de recorréncia

n
To=1, T =1 e Tn+1z<n>Tp, n>1. (6.58)

To=1, ' =1, Th =2, Ty =5, Ty =15, Ts =52, Ts = 203, Tr= 877, Ty = 4140 etc.

Como veremos mais adiante, o nimero 73, conta o nimero de particoes de um conjunto com n elementos e também possui
uma interpretacéo em termos de probabilidades, a qual apresentamos brevemente adiante (7, é o n-ésimo momento da
distribui¢do de Poisson com média 1).

Os ntimeros T;, sao denominados nimeros de BellP! e a relacdo (6.57) é denominada férmula de Dobiriski®?, e foi

obtida em 1877. A denominacdo em honra a Bell deve-se a um trabalho seu sobre esses niimeros, datado de 193432, mas,
em verdade, o primeiro estudo sisteméatico dos ntimeros de Bell fora feito por Ramanujan®*, mais de 25 anos antes, no
segundo de seus célebres Notebooks [438]. Por isso, a designagao dos ntimeros T, em honra a Bell é controversa.

e Prova da férmula de Dobinski

n

Para n € Ng, defina F,, := Z R . Para n = 0 temos

k=0
1
Fy = ZH =e. (6.59)
k=0
X 1.n
Para n > 0, podemos comegar a somatéria em k = 1 e temos F, Z R E claro disso que
k=1
A=Y Loyl (6.60)
(k—1)! k!
k=1 k=0
Constate que, para n € N,
oo oo [e.e] (oo}
Entt k™ (k+1)» (k+ 1)~
Fovi = 3 = = Zm = o S
k=1 k=1 k=0 k=1
n
Escreva agora (k+1)" Z ( ) kP, insira isso na igualdade acima e obtenha, apds trocar a ordem das somas (justifique
p=0
isso!),
[ee] n n oo
1 n n kP
Fops = 1+Z—<Z( )k) | )( _> |
! !
k=1 k!t p=0 p p=0 p k=1 Kl
1
O termo com p Z i e — 1. Assim, obtenha
k=1

Fpay = e+§;(2) (ZE> = e—l—Z( ) (6.61)

k=1

31Eric Temple Bell (1883-1960). Trata-se do mesmo autor de [49].

32Donald Gabriel Dobifiski (ou Gabor Dobiriski) (?-?). A referéncia original é G. Dobinski, “Summierung der Reihe 3 ’;—T fir m =
1, 2, 3,4,5,...7. Grunert’s Archiv. 61: 333-336 (1877).

33E. T. Bell, “Exponential polynomials”. Annals of Mathematics, 35: 258-277 (1934). doi:10.2307/1968431. JSTOR. 1968431.

34Srinivasa Aiyangar Ramanujan (1887-1920).
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Definido T}, := e~ 1 F,,, n € Ny, ou seja,
P i
k=0

teremos, pelo que vimos acima em (6.59), (6.60) e (6.61),

n
Ty =1, Ti=1 e Tn+1:Z(n)Tp, n>1,
—\p
p_
provando o que desejdvamos estabelecer: a férmula de Dobinski (6.57).
e Distribuicao de Poisson de média 1
A relagao (6.57) tem uma interpretagdo em termos de probabilidades. Consideremos Ny = {0, 1, 2, ...} como um

espago amostral com a distribui¢ao de probabilidades P({k}) = j para todo k € INg. Naturalmente, P({k}) >0e
;ozo P({k}) = 1. A distribuicdo P é a distribuicdo de Poisson3® com média igual a 136,

Para n € INg, a expressao
o0

o0 k‘n
T, = Y k"P({k}) % Z o

k=0

representa o n-ésimo momento da distribuicdo de probabilidades P. As relagoes (6.58) fornecem expressoes recursivas
para esses momentos. Assim, por exemplo, o valor médio da distribuicio é 77 = 1 e sua variancia é Ty — (T7)? = 1.

e Numeros de Bell e partigoes

A nocao de partigdo de um conjunto foi introduzida & pégina 65. Seja X um conjunto e seja € = {Cy, A € A} uma
cole¢do de subconjuntos de X (que indexamos por um conjunto de indices A). Dizemos que € é uma particio de X se
CyNCy = () sempre que X # )\ e se U C\ = X. E evidente que uma colecao € de subconjuntos de X é uma particao

AEA
de X se e somente se cada x € X pertence a um e somente um conjunto C.
Coloquemos a questao de saber quantas particoes podem existir em um conjunto finito.

Seja P, o nimero de partigoes de um conjunto de n elementos distintos, sendo que honorificamente declaramos que
Py = 1 (ou seja, consideramos que o conjunto vazio tem apenas uma partigdo). Afirmamos que P, = T,, para todo
n € Ny, sendo T}, os niimeros de Bell, definidos acima. A argumentagdo é a seguinte.

Seja C' = {c1, ..., ¢p+1} um conjunto com n + 1 elementos distintos. Seja P uma partigdo de C e, dentro dessa
partigdo, considere-se o subconjunto D de C' que contém o elemento ¢;. O conjunto C'\ D pode ter k elementos, sendo
k um ntmero de 0 a n, correspondentes aos casos extremos em que D = {¢1, ..., ¢p41} € D = {c1}. Se eliminarmos
D da particao P o que sobra é uma particdo de k elementos e, por definicao, hd P, de tais particoes. Esses k elementos
comporao um subconjunto de {ca, ..., ¢st1}, que é um conjunto com n elementos. H4 ( ) possiveis subconjuntos de k
elementos em {ca, ..., ¢y11}. Assim, o niimero de partigoes associadas a um dado k é (k) Py. Portanto, como k assume

3 n ~ A ,

todos os valores de 0 a n, concluimos que P, 41 = E ( k:) Py. Trata-se das mesmas relagoes de recorréncia dos niimeros
k=0

de Bell. Como Py =1 e P; =1, os mesmos valores assumidos por Ty e T7, concluimos que P, = T,, para todo n € INp.

Essa constatacdo do significado de T;, em termos de partigoes torna ainda mais notével férmula de Dobinski (6.57).

¢ Uma majoragao grosseira para os numeros 7T,

Com uso das relagoes de recorréncia (6.58) podemos encontrar uma estimativa grosseira para um majorante dos
nimeros de Bell T}, que é suficiente para os propédsitos que teremos logo adiante3”. Essa estimativa é

T, < 2nle™, n € Ny . (6.62)

35Siméon Denis Poisson (1781-1840).

36De modo geral, a distribui¢do de Poisson de média A > 0 é dada por P({k}) = e~ ),‘j .

37 A saber, para demonstrar convergéncia da fungio geratriz exponencial associada aos ntiimeros de Bell em um certo aberto de C.
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Sao conhecidas estimativas muito melhores na literatura — duas serao apresentada mais adiante — mas nao precisaremos
delas por enquanto.

Vamos demonstra-la por inducao. Ela é claramente vélida para Ty e T;. Vamos admitir que o seja para todo
p=1, ..., n. Por (6.58), terfamos

n n p—n
Thi1 < QZ(n)p!e” = 2n!e"2 € TP oplen Z— < 2nle™ Z— = 2nleme
2\, 2 ! g .

Como e < 1en! < (n+1)!, obtemos T}, 41 < 2(n + 1)!e™™!, provando (6.62) para todo n.

e A funcao geratriz exponencial dos nimeros de Bell

A fungdo geratriz exponencial dos nimeros de Bell T'(z) = Y 0, f; T, pode ser calculada facilmente. Poderemos

usar sua formula explicita para obter melhores estimativas para T, quando n é “grande”.

Antes, observemos, porém, que devido & estimativa grosseira (6.62), podemos afirmar que a série que define T'(x) é
absolutamente convergente ao menos na regiao |z| < e~1, z € C, e define uma fungao analftica nessa regiao. Os computos
a seguir sao autoexplicativos.

oo
T(x)zz%%Tn=1+Z 'T n~>_n+11+2 +1 Thir (6—58)14'22) n+1'(Z)Tp
n= n=0p
B B oo & 00 2l
o 1+pz(mz; n+1)! ( )Tp N 1+pz:;)p! 7;)(714’1)(717]7)! '

Com a mudanga n — n + p temos, finalmente,

Diferenciando ambos os lados dessa expressao em relagao a x, e diferenciando a série de poténcias termo a termo, o que
é permitido na sua regiao de convergéncia, obtemos

o0

o0 + o0 o0 o0

n=0 n=0 p=0

Assim, T'(z) satisfaz a equagdo diferencial T'(z) = e‘”T(ac) com a condigdo inicial T'(0) = Ty = 1. Como facilmente se vé,
a equagao diferencial tem por solucao T'(x) = exp (e“‘ + c), com c sendo uma constante, e a imposigao da condicao inicial
implica ¢ = —1. Logo, concluimos que

T(z) = exp(e”—1) = e le” (6.63)

Observe-se que essa fungao € inteira, i.e., analitica em toda a parte como funcao de x € C e, portanto, a série de poténcias
que a define é também convergente em toda parte, nao apenas na regiao |x| <e !

Dessa expressdo, podemos obter mais uma prova da férmula de Dobiriski. De fato, temos por (6.63),
1 e ™) (5 1 Z
o . s . n _ -
) =e E o Assim, para a n-ésima derivada, temos T k'

Pela definicao da fungao geratriz exponencial, temos T(")(O) = T,, e tomando-se z = 0 na expressao acima, temos
T, =TM™(0) = e 1377 &=, que é novamente a férmula de Dobiriski.

¢ Uma majoragao melhor para os nameros 7T,

A expressao para a fungio geratriz T permite aperfeicoar as estimativas para majorantes de T;,. Como T, = T(”)(O),
a féormula integral de Cauchy nos informa que

e

n! e
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, . . . . . s . z z
onde C' é um circuito fechado dando uma volta em torno da origem em sentido anti-horario. Usando que |ee | <el’l <
ol . . . . . -
e e tomando C' como um circulo de raio R centrado na origem, obtemos facilmente a majoragao

R
e n!

Y (6:65)
a qual, para R > 1, ji fornece uma estimativa assintética melhor que a de (6.62). Nada nos impede de escolher R
como funcdo de n na expressao (6.65). Se, por exemplo, adotarmos R = In(n + 1) para n > 0 e usarmos a estimativa

n! < V21 n"tie e, obtida em (7.106), pagina 458, teremos,

n " 1
T, < V2mn [ —2—— ) emn : :
< V2mn <1n(n+1)) et n>0 (6.66)

Verifique!

Usando o método conhecido como “steepest descent” para estimar a integral complexa em (6.64), é possivel obter
estimativas assintéticas ainda melhores para os numeros 7;,, mas nao discutiremos mais essa questao aqui e remetemos
o leitor interessado a literatura pertinente. Estimativas assintéticas para os numeros 7, tém relevancia na Teoria de
Numeros e na Andlise Combinatdéria, sendo ainda hoje objeto de pesquisa.

6.2.5 Numeros de Catalan

Os chamados nidmeros de Catalan®®, também denominados constantes de Catalan, denotados por C,, n € Ny, sdo
recursivamente definidos pelas relagoes de recorréncia

n
Co = 1, Cn-‘,—l = ZCan_j s Vn € Ng , (667)
=0

denominadas relagées de Segner®®. Segner foi um dos primeiros a observar sua ocorréncia em diversos problemas com-
binatérios e estudé-las, mas acredita-se que quem primeiramente apontou a relevancia de nimeros de Catalan foram
Euler® e alguns mateméaticos mongéis e chineses, como Minggatu®!, de forma mais ou menos contemporanea. A deno-
minagao relagoes de Catalan é também empregada para (6.67). Ha diversas férmulas que expressam as constantes C,
diretamente como fungao de n, uma delas sendo

1 2n
C, = n—i—l(n)’ n € Ny . (6.68)

Adiante, demonstraremos essa igualdade usando funcoes geratrizes. Os primeiros trinta e um niimeros de Catalan sao*?

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845, 35357670,
129644790, 477638700, 1767263190, 6564120420, 24466267020, 91482563640, 343059613650, 1289904147324,

4861946401452, 18367353072152, 69533550916004, 263747951750360, 1002242216651368, 3814986502092304 .

H4 uma vasta literatura sobre nimeros de Catalan (dentre os livros-textos listamos [456] e [516]), pois 0os mesmos
ocorrem em muitos problemas combinatérios (segundo estimativas [516], eles ocorrem em mais de 200 aplicagoes distintas
desse tipo!) e na solucdo de certas equagoes de Riccati, definidas na Secao 13.2, pagina 747. Para tal, vide, e.g., [166].
Nao trataremos desses usos e aplicagoes aqui.

38Fugene Charles Catalan (1814-1894).

39 Johann Andreas von Segner (1704-1777).

40Leonhard Euler (1707-1783).

4 Minggatu (1692-1764).

2Vide “The Online Encyclopedia of Integer Sequences”: https://oeis.org/A000108
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6.2.5.1 A Funcao Geratriz dos Numeros de Catalan

Passemos & demonstragao de (6.68) a partir das relagoes de recorréncia (6.67) considerando a fungao geratriz

C(z) = iC’nz”. (6.69)
n=0

Em primeiro lugar, vamos mostrar que a série de poténcias do lado direito possui um raio de convergéncia nao nulo.
Para tal, provaremos por indugdo que para algum 3 > 0 vale a majoragiao C,, < "/n?, para todo n € IN. Uma escolha
possivel se d4 para um valor especifico de 8 > 2 + 72/3 &~ 5,289.... Assim, com essa majoracio, é claro que (6.69) serd
convergente para z € C com |z| < 1/8~0,1890.. ..

¢ Uma majoragao a priori para os nimeros de Catalan

Como veremos, essa majoracao C,, < "/n?, para todo n € IN, e para um certo 3 > 2 + 72/3, é um tanto grosseira,
pois ha, em verdade, uma férmula exata para C,, — a expressao (6.68) — que prevé um comportamento assintético, para
47’1

ﬁn3/2

convergéncia da fungao geratriz dos niimeros de Catalan (6.69) em algum disco aberto de C centrado em 0.

n “grande”, como C,, ~ (provaremos isso). Ela serve, porém, aos nossos propésitos iniciais de demonstrar a

Proposigao 6.3 Para a sequéncia de Catalan definida pelas relagoes de recorréncia

Co = 1, Cpy1 = zn:Can_j , Vn € Ny , (6.70)
§=0
vale a magjoragao
C, < i—z , vnelN, (6.71)
para um certo 3 > 2+ 72/3~5,289.... O

Prova. Seguimos parcialmente a demonstragdo de Mark B. Villarino em [563].

As relagoes de recorréncia (6.70) se escrevem para n € INg na forma

9 n—1
Cot1 = —5Cn+ Zl CiCrj (6.72)
]:
onde separamos, no primeiro termo do lado direito, os termos com j =0 e j = n de (6.70) e usamos que Cy = 1.

A majoracio (6.71) serd provada por inducdo e, para tal, assumimos que para algum 3 > 0 valha Cj, < 3¥/k? para
todo k € {1, 2, ..., n}. Um valor mais especifico para 3 serd determinado durante o processo indutivo. Observe-se que,
por (6.72), tem-se também C; = 1 e, assim, a hipétese Cj, < 3*/k? é naturalmente satisfeita no caso k = 1 se escolhermos
B > 1. Como veremos, 8 tem de ser escolhido ainda maior que 1.

Sob essa hipdtese, (6.72) informa-nos que

n—1

B 1

Escrevemos o somando do lado direito como

j?(nlfﬁ? - (j(nlj))Q - %G*nljf - [%*j(anﬁ (njj)Q

Reintroduzindo isso em (6.73), obtemos

B 268" |~ 1 1
Copt S 25+ 1> S +) ——= | (6.74)

n2
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—1q n—1 n—1 1
sendo que também usamos que Z —2 Z . Para a soma Z 7, escrevemos
Jj=1 J:1 - j)
— 1« B
S - —z( L) = ot
= —7) n i n
onde, com k € IN, h; define a chamada série harmonica
"1 11 1
h = - = ]_ — — “ee — .
K Zj ottt s
J=1
Com isso, (6.74) fica
1
B (S hy—
Cny1 < 25 |1+ Z = - (6.75)
Jj= 1

Passemos agora & demonstracao que, para uma escolha adequada de 3, o lado direito de (6.75) pode ser majorado
por "1 /(n 4 1)2, 0 que completaria a prova da Proposicio 6.3.

-1 )
Como é bem sabido (vide (6.55), pdgina 395), vale lim Z - = T Assim, podemos reescrever (6.75) como
n—00 — 7 6
J_
Bn
Cp1 < ) + - + 72
Br 1\? 72 1 g
= — 1+ — 24+ — — . 6.76
(n+1)2 * n + 3 * j;n j? n (6.76)

Consideremos agora o fator entre chaves {---} acima. Uma simples inspe¢do mostra que ele é de forma

72 2 1 72 N &1 haa
2+§+H(n), onde H(n) = <—+ﬁ) <2+?>+<1+E> *Zj—2+4 -

n .
J=n

o0
1 . h
E bem sabido que lim g —2 =0e que*? lim — =0 e, assim, podemos afirmar que
n— — n—oo N

lim H(n) = 0.

n—oo

Segue disso que existe M > 0 tal que para todo n € IN vale H(n) < M. Retornando a (6.76), concluimos que

ﬁn 7.{.2
i1 < ——— (24 =+ M
C+1—(n+1)2(+:aJr

7 . . 7 . 2 L
Portanto, se houvéssemos escolhido desde o inicio 8 = 2 + % + M, concluirfamos que

Isso completa a demonstracao indutiva para tal 5.

43F bem conhecido o fato que hyn =~ In(n) para n “grande”, o que pode ser estabelecido pelo chamado “critério da integral”. Vide qualquer

bom livro de Célculo ou Anélise Real.
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e Convergéncia da série definidora da fungao geratriz dos niimeros de Catalan

Como C,, < "/n? < ", a série definidora da funcio geratriz dos niimeros de Catalan (6.69) converge absolutamente
na regiao |z| < 1/8 e, portanto, define uma funcdo analitica na varidvel z nessa regido. Como 8 > 2 + %2, temos
0<1/850,189....

Veremos adiante que essa regido de analiticidade, e portanto, de convergéncia da série (6.69), é um tanto maior e se
estende até |z| < 1/4 = 0,25, sendo essa regiao 6tima pois, como veremos em (6.78), C(z) possui uma singularidade tipo
ponto de ramificagdo em z = 1/4.

e Obtendo a funcao geratriz dos niimeros de Catalan e determinando seus coeficientes

Uma vez que estabelecemos a existéncia de uma regiao aberta onde a série definidora da funcao geratriz de Catalan
converge, podemos empregar as préprias relagoes de recorréncia (6.67), pdgina 399, para determinar essa fungao geratriz.
Isso é feito através das seguintes manipulagbes na expressao (6.69):

[e'S) ) o k
6.67
Clz) = 3 Cuz" = 143 etz 20 143" 050
n=0 k=0

k=0 5=0

@4

1[~e

i CjC}gijkJrl - 142 i i CjClZlJrj
k=j

§=0 1=0

J

— 14z icjzj <iazl> = 142(C(2)°

§=0 1=0
ook oo oo
Na passagem indicada por (x) efetuamos a troca de ordem de somas: Z Z( ) = Z Z( -+). A justificativa para
k=0 j=0 §=0 k=3
tal encontra-se no Apéndice 6.A, pagina 425.
Assim, C(z) satisfaz a equagao algébrica de segundo grau
2(C(2)° =Cz)+1 =0, (6.77)

a qual possui duas solugoes:

14++v1—4z

2z

1—+v1—-4z

Ci(2) = C () = —%

Porém, a solucao da esquerda, com o sinal “4”, possui uma singularidade tipo polo simples em z = 0, o que nao é
esperado da funcao geratriz C(z), que é analitica em torno desse ponto. Como a segunda solucdo é regular em um disco
aberto de raio 1/4 centrado na origem, concluimos valer, para a funcao geratriz dos nimeros de Catalan, a expressao

Clz) = 1ovizde V21Z_42 . (6.78)

Portanto, por (15.170), pdgina 894, temos

0 S ] - B ()

n=0 n=0

donde concluimos, comparando & defini¢ao da fungéo geratriz em (6.69), pdgina 400, que

1 2n
n = 7 N ) INv
Co= ) mem

demonstrando, finalmente, a relagao (6.68), pagina 399.
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A funcgao do lado direito de (6.78) é analitica na regido |z| < 1/4 e possui uma singularidade tipo ponto de ramificacdo
em z = 1/4. Assim, a série de poténcias que define a fungao geratriz dos nimeros de Catalan, equagéo (6.69), é também
convergente no mesmo disco aberto centrado em 0 onde |z| < 1/4, e ndo apenas na regidao menor |z| < 1/8 que obtivemos
em nossas estimativas a priori anteriores. O exercicio a seguir, no entanto, é apropriado nessa discussao.

e Expressao assintética para os nimeros de Catalan

Com uso da bem conhecida férmula de Stirling, relagdo (7.81), pagina 451 (estudada na Segdo 7.6, pagina 451),
podemos obter uma expressao mais precisa para o comportamento assintético dos ntimeros C,, para n “grande”. Por
(6.68), temos

(2n)! seinting V271 (2n)2nt 1/ 220

Cpn = nln+1)! ~ (\/ﬁnn+1/2efn)(\/%(n+1)n+3/267(n+1))

E bem sabido4 que lim, . (1 + %)ﬂl = ¢!, Portanto, podemos aproximar para n “grande”,
4n 4n

C, =~ . ~~ . .
VT (n+1)3/2 VT n3/2

(6.79)

e Outras relagoes para os nimeros de Catalan

Listamos nos exercicios a seguir mais algumas relacoes relevantes associadas aos nimeros de Catalan.

E. 6.15 Ezercicio. J& provamos que a série definidora da funcdo geratriz (6.69) converge absolutamente na regido |z| < 1/4.
Usando (6.78), porém, constate que

iﬁ = 2. (6.80)

Justifique por que é legitimo considerar a série de poténcias também no ponto z = 1/4. Use a expressdo assintética (6.79) para justificar
a convergéncia da série acima. Mostre também justificadamente que

oo

Z(—l)"C” =2(vV2-1). (6.81)

41’l
n=0

(O estudante deve observar que essas questdes ndo sdo triviais: a série >~ 2", por exemplo, representa a fun¢do 1/(1 — z) na regido
|z| < 1, mas n3o converge em z = £1, mesmo sendo a fun¢do 1/(1 — z) regular em z = —1).

De (6.80) e (6.81) segue que

= Can ~ Cont1
z2n /2 = = 8—-4V2. .82
;16” V2 eque ; o 8 —4v2 (6.82)
Justifique! o+
E. 6.16 Ezercicio. Usando (6.68), mostre que
an + 2
n = n Ny . .
C +1 nt2 n e 0 (6 83)
Essa é também uma férmula de recorréncia para os ndmeros de Catalan. o+
E. 6.17 Ezercicio. Usando (6.68), mostre que
(2n)!
Cn == ; N ; 6.84
nl(n + 1)! € Ro (6:84)

44Vide, e.g., [512], [13] ou [113].
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e obtenha disso

Co = [, neNon>2. (6.85)

E. 6.18 Ezercicio. Usando (6.68), mostre que

2n 2n
Ca = <n><n+1>, neNo. (6.56)

E. 6.19 Ezercicio. Combinando as relagdes (6.67) e (6.68) obtenha

1 (2n+2) 1 1 25\ [2n —2j (6.87)
n+2\ n+1 _j:0j+1nfj+1 j n—j |’ ’
expressdo essa valida paran > 0. Essa é uma relacdo combinatdria entre os coeficientes binomiais (’;) que é dificil de se obter por outros
meios. Tente fazé-lo! "

E. 6.20 Ezercicio dirigido. H3 um resultado citado na literatura que é raramente esclarecido, a saber, a igualdade

=1 473
§ — =2 . .
n=0 Cn i 27 (659

Vamos aqui esquematizar como ele pode ser obtido?®. Usando (6.68), mostre que

[V

—~

1 n!)
o = (n+1) 2] = (n+1)2n+1)B(n+1,n+1),

—

onde B(p, q) := %, para p, ¢ € IN, é a chamada fun¢3o Beta, definida em (7.35), pagina 438, e que satisfaz a relagdo (7.36):

1
B.o) = [ ¢ a-0ar.
0

Mostre que podemos escrever

ioL - /1 [i(’H 1)(2n+1)(t(1 t))n] dt . (6.89)
Prove agora que _
n 22 z 1
;(n+1)(2n+1)z = 4(1_Z)3+5(1_Z)2+1_Z. (6.90)

Para isso, escreva (n+ 1)(2n + 1) = 2n(n — 1) + 5n 4 1 e, com isso, mostre que

i(n+ 1)(2n+1)z” = QZQin(n— 1)zn_2 +5z§:nz"_1 + iz"
n=0 n=0 n=0 n=0
= 2z 12 ,;)Z + Zdz ,;)Z + ;Z
1 d 1 1

1fz+5zalfz 1—z2°

d2
= 22
* dz?

Verifique, agora, que isso fornece o lado direito de (6.90).

45 A solugdo que apresentamos nao é do autor destas Notas, mas provém de um sitio na internet que, infelizmente, ndo mais sabemos
especificar. Muito provavelmente ela provém do descobridor original da relagdo (6.88) e faz agora parte do patriménio matemético comum.
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Insira agora (6.90) no integrando do lado direito de (6.89) com a substituicdo z = ¢(1 — t). Apds mais alguns computos e
simplificagdes, obtenha
ii _ /11+3t—3t2 &
= Cn o (I—t+412)3

Essa integral pode ser computada usando-se a identidade (verifique-a!)

143t —3t? 4 3

(1—t+2)3  (#2—t+1)3 (2—t+1)2°

Por fim, verifique que a integragdo da funcio do lado direito no intervalo (0, 1) fornece o lado direito de (6.88). Como essa tarefa
pode ser trabalhosa, o leitor ndo precisa envergonhar-se por procurar o resultado em tabelas de integrais ou de fazer uso de computagio
algébrica. "

e A equacdo algébrica de segundo grau (6.77) revisitada

A equagéo (6.77), pdgina 402, pode ser obtida com uso dos resultados (e da notagdo) da Secdo 6.1.1, pagina 377.

Denotando a sequéncia de Catalan por C, temos C(z) = G¢(#) e é facil constatar que as relagdes de recoréncia (6.67)
se escrevem como Cy =1e C, ;= (C*, Q)n, n > 1. Se definirmos uma nova sequéncia D, = C, 1, n € INg, teremos
por (6.4), pagina 378,

2
(Ge(2))” = Gex,a(2) = Gp(2) -

Agora, pela definigao de D, temos Gp(z) = >.o—,Cpi12" €, portanto,
2 n
2(Ge(2))” = Y Cn12™ = Gel2) - Co = Gelz) -1,

e temos novamente a equagao (6.77).

6.3 Notas Sobre Convergéncia de Produtérias

0o M
Seja {an, n € IN} uma sequéncia de nimeros complexos. Definimos a produtéria infinita H ax como o limite lim H ak
M—o0
k=1 k=1

‘e M M . . A .
se este existir. Podemos escrever [[,_, ar = exp () ,_,logay ) e, assim, tentar associar a convergéncia da sequéncia

H/ng:1 ar a convergéncia da sequéncia 21]24:1 logar, quando M — oo. Com isso poderiamos reduzir a questao da con-
vergéncia de produtérias infinitas a questao da convergéncia de séries, tema sobre o qual muito é conhecido. H4, porém,
dois problemas aqui: em primeiro lugar, alguns aj’s podem ser nulos (em cujo caso desejamos que Hzil ay, seja nula) e
para tais ax’s o logaritmo log a; nao esta definido. Em segundo lugar, a questao da convergéncia de 224:1 log a pode
depender da folha onde os logaritmos complexos estao definidos, ponto que é particularmente importante no caso se que
{an, n € N} é uma sequéncia de fungdes em C. A proposigao a seguir fornece condigdes suficientes sob as quais esses
problemas podem ser contornados.

No que segue, log refere-se sempre & primeira folha do logaritmo, isto é, para a = |ale™*® € C com ¢ € (—m, 7] e
|a] > 0, o logaritmo loga é definido por loga :=In |a| + i¢.
Proposigao 6.4 Seja {an, n e ]N} uma sequéncia de numeros complexos. Uma condi¢ao suficiente para que a produtoria

0 0 0o N 0o
H ay, seja convergente € que valha Z lan, — 1| < oo, em cujo caso tem-se H ar = l]:[ ak] exp ( Z log an> para
k=1 n=1 k=1 k=1 n=N+1

todo N € IN suficientemente grande. Sob as hipdteses, a série ZZO:NH log a,, € absolutamente convergente. O

Comentdrios. 1. A condigao Zzozl |an — 1| < oo implica que pode haver no maximo um ndmero finito de a,’s nulos, os quais, se ocorrerem,

estarao presentes no fator Hévzl ay, que sera, portanto, nulo, implicando a nulidade de HZO:1 ag. 2. A convergéncia absoluta de EZO:N-H log an,
assegura que a produtéria [[p2 ; ay, € invariante por permutagdes dos indices.
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0 (—1mFi,m
m=1 m

Prova da Proposi¢do 6.4. Seja z € € com |z| < 1. Sabemos que log(1 + 2) = >
S z|™ = 1‘_Z\‘z\' Assim, para |z| < 1/2, teremos |log(1 + 2)| < 2|z|.

. Logo, |log(1 + z)| <

Se 307 | |an — 1| converge, entdo existe N € N tal que |a,, — 1| < 1/2 para todo n > N. Escrevendo log a, = log (1+
(anfl)) concluimos que | log an| < 2|a,—1| paratodon > N. Essa desigualdade, junto & hipétese que Y-, [a,—1| < oo,

M N M
implica que ZZO:NH log a,, converge absolutamente. Para M > N temos H ar = [H akl exp < Z log an> ea

k=1 k=1 n=N+1
0o M
convergéncia absoluta de E log a,, implica a existéncia do limite lim H ak. |
M—
n=N-+1 k=1

A Proposigao 6.4 tem um corolario extremamente util que diz respeito a produtérias de fungées analiticas em um
dominio compacto comum.

Corolario 6.1 Seja {an(z), n € ]N} uma sequéncia de funcées analiticas em um dominio compacto comum K C C e
[ee] oo

suponhamos que Z sup |an(z) —1| < oo. Entdo, a produtdria infinita H ax(z) converge uniformemente em K e define
n—1%€ K k=1

[eS) N 0o
nesse dominio uma fungdo analitica. Essa funcao pode ser escrita como H ap(z) = [H ak(z)l exp < Z log an(2)>
k=1 k=1 n=N+1
para todo N € IN suficientemente grande, sendo que ZZO:N-H log a,(2) converge absoluta e uniformemente em K e define
uma funcdo analitica nesse dominio. O

Prova. A hipétese Y o7 sup.c g |an(z) — 1] < oo implica que existe N € IN tal que sup,c g |an(z) — 1] < 1/2

para todo n > N e, portanto, valem para todo n > N as afirmacoes que a, nao se anula em K e que log (an(z))
o0 o0

é analitica em K. Pela Proposicdo 6.4, vale também que H ar(z) converge para cada z € K e vale H ar(z) =
k=1 k=1

N oo
l]:[ ak(z)] exp ( Z log an(z)>, sendo que Z»(:LO:N-H log a,,(z) converge absolutamente para cada z € K. Como vi-
k=1 n=N+1
mos na demonstragao da Proposigao 6.4, vale |loga,(2)| < 2|an(z) — 1| < 2sup,¢ g |an(z) — 1|. Com isso, vemos pela
hipétese Y- 7 | sup,¢ x |an(z) — 1] < oo que Y7 \ . logan(z) converge uniformemente em K e, portanto, define uma
fu%éo analitica nesse dominio. Isso implica também a convergéncia uniforme em K da sequéncia de produtorias finitas
- M , [ . ~ [
[Ii_; ax(2). Note-se que cada funcao [],_, ar(z) é analitica em K (por ser um produto finito de fungoes analiticas).
Portanto, o limite H;OZI ak(z) define igualmente uma funcéo analitica em K, por ser o limite uniforme de uma sequéncia
de fungoes analiticas em um compacto. |

6.3.1 Uma Deducgao Elementar do Produto de Wallis

Como aplicagao de nossa discussao anterior, vamos aqui apresentar uma dedugao direta da chamada férmula de Wallis,
ou formula do produto de Wallis. Uma segunda demonstracao independente serd também apresentada em nossa discussao
de propriedades da Fun¢do Gama de Euler, no Capitulo 7, pagina 426. Vide relagdo (7.47), pagina 441.

Para n > 2, vale a identidade

n—1 n—2

(senx) ) (6.91)

(senz)” = —%% (cos(x)(senx)n_1> +
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cuja prova segue das linhas seguintes:

(senz)" = — <% cos:c> (sen:c)ni1 = f% (cos(z)(sen:ﬂ)nil) Jrcos:c% ((senx)nA)

= —% (cos(m)(senx)n_l) + (n —1)(cos :U)2(senx)n_2

407/3043

- _4 (Cos(z)(senx)nil) +(n— 1)(senx)n72 —(n— 1)(sen:c)n )

dx

Com o uso de (6.91) pode-se calcular recursivamente integrais envolvendo poténcias da func¢ao seno. Definindo para

todo n € Ny

Verifique! Observe-se agora que

Logo, por (6.92), valem para todo m € N,

m
T 2k —1 7 (2m — !
Jom = =] —=— = z0——
m 2 g;[ 2k 2 (2m)ll

2k+1  (2m+1)I°

m
2k 2m)!!
J2m+1 = H ( )
k=1
Verifique! Dividindo-se a linha de cima pela de baixo obtém-se facilmente que

m

2 2k —12k+ 1| Jomr
identidade essa que também pode ser expressa na forma
T [(Qm)”]Q Jom (2m)!! 2 Jom
2 Cm-DNC2m+ D T [2m =D 2m 4+ 1 o

(6.92)

(6.93)

(6.94)

(6.95)

Como essas identidades valem para todo m € IN, é natural perguntarmos o que sucede se tomarmos o limite m — oo
do lado direito das mesmas. Para responder a isso precisamos entender o que acontece no limite m — oo com a razao

JQm/JQm—H-
Como 0 < senz < 1 para x € (0, 7/2), é evidente que nesse intervalo vale também 0 < (senac)

(senz) amt Logo,

fOW/Q (senx) ™ fOW/Q (senx) L e
L < /2 2m+1 < w/2 2m+1
Jo 77 (senz) dx Jo'" (senz) dx
o que, face a (6.92), significa que
Jom 1
1< < 14+ —.

Jom+1 2m

2m—+1

< (senx)2m <
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Verifique! Logo, lim,,, o ]2’"1 =1 e, portanto, por (6.95),

J2
us
lim ﬁ =1
m=oo [Ty 550 ot
o que implica que o limite lim,, Hk 1 25’“1 % existe e que vale
m
T 2k 2k
— = lim . 6.96
2 mbmgzk—wkﬂ (6.96)

Essa é a formula de Wallis*®, também denominada férmula do produto de Wallis ou produto de Wallis, obtida em 1665,
e que pode ainda ser expressa como

m
™ . 4k>
7 T kUl 21 (6.97)
ou como 9
™ . (2m)!! 1
5 = 1 : 6.98
2 M50 [(2m nit] 2m+1 ( )

_2k 2k

Note-se que a convergéncia da produtéria infinita Hk | oo g T

na Proposicao 6.4, pagina 405, pois

pode ser provada diretamente do critério listado

o o0

1
; 12k+1 1‘:;4k21<00'

Usando os fatos bem conhecidos que (2m)!l = 2™m! e (2m)! = (2m)!1(2m — 1)!! (Exercicio E. 7.14, pigina 463),
podemos também reescrever (6.97) na forma

24m 1\4 1
T _ lim (m!)

2 m—00 ((2m) )2 2m+1°

(6.99)

Verifique! Essa expressao é util na obtengdo da chamada aproximagao de Stirling, como tratado na Segao 7.6.1, pdgina
453.

6.4 A Formula de Inversao de Mobius. As Formulas de Viete

Seja X um conjunto nao vazio e seja P(X) a colecao de todos os subconjuntos de X, incluindo o vazio. Em muitas
situagoes deparamos com fungoes definidas em P(X) assumindo valores em R ou em C. Nesta segdo demonstraremos
a elegante férmula de inversio de Mabius*", a qual possui diversas aplicacoes em Mecanica Estatistica (expansdes de
polimeros e de “clusters”, expansdes de Mayer®), em Teorias de Campos, na Teoria de Probabilidades e na Anélise
Combinatéria.

Se A é um conjunto finito, denotaremos por |A| a cardinalidade de A, ou seja, o ntmero de elementos de A. Natu-
ralmente, |()] = 0. Note que se AN B = (), entdao |AU B| = |A| + |B.

Lema 6.4 Seja M um conjunto finito (podendo eventualmente ser vazio) e seja f uma fungdo real ou complexa definida

em M. Entao, vale
II C+fm) = > ] fn (6.100)

meM NCM neN

com a convengao [,y f(x) = 1. Uma consequéncia importante de (6.100) é a relagio

1+a)M = > oV, (6.101)

NCM

46 John Wallis (1616-1703).
47 August Ferdinand Mébius (1790-1868).
48 Joseph Eduard Mayer (1904-1983) e Maria Goeppert-Mayer (1906-1972). Vide [362] ou [252].
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vdlida para todo a real ou complexo, a qual tem por implicacoes a expressao

P(M)] = 2™, (6.102)
asstm como a importante relacao
0, seM#D,
(=N = (6.103)
NCcM 1, seM=0.
O

Prova do Lema 6.4. A relagdo (6.100) pode ser provada por indugdo no nimero de elementos de M. Ela é naturalmente
vélida para |M| = 0 e para |M| = 1 e é valida também para |M| = 2, pois se M = {mq1, ma}, (1+ f(m1))(1+ f(m2)) =
14 f(m1)+ f(m2)+ f(mq) f(m2), que tem a forma do lado direito de (6.100), como facilmente se vé, pois os subconjuntos
de M sao 0, {m1}, {ma} e {m1, ma}. Seja, entdo, M = {m4, ..., m;}, com |M| =1, sendo | > 2, e suponha que (6.100)
ja tenha sido estabelecida para conjuntos com [ — 1 elementos. Teremos

-1

[T @+sem) = [T+ fmp)) | (+Fom)) = > [T s | (1+ fm)

meM j=1 NoC{ma1, ..., m;_1} nENp

= > IT 7o)+ > [H f(n)] fm) = > II s,

NoC{m1, ..., mi—1} n€ENp NoC{m1i, ..., my_1} Ln€ENg Nc{mi, ..., m} neEN

como facilmente se vé. A relagio (6.101) é evidente caso M = @ e, caso M # (), ela segue de (6.100) para a fungao
constante definida por f(m) = a para todo m € M. A relagao (6.102) segue de (6.101) tomando-se a = 1. A relagao
(6.103) é evidente no caso M = (). No caso M # (), ela segue de (6.101) tomando-se a = —1. |

Proposicao 6.5 (Férmula de Inversao de Mdbius) Seja X um conjunto ndo vazio e finito e seja F : P(X) — C
uma fungdo complexa (ou real) definida em P(X). Seja G : P(X) — C definida por

GB) = > (- F4) (6.104)

A: ACB

para todo B C X. Entao, vale

F@Co) = Y (-1)Pam, (6.105)

B: BCC
para todo C C X. O

Comentdrios. A funcdo G definida em (6.104) é por vezes dita ser a transformada de Mobius da funcdo F. Ela nao deve ser confundida com
a transformada de Mdobius (para sequéncias) tratada na Proposigdo 6.1, pagina 384. A expressao (6.105) é denominada férmula de inversdo
de Mébius. Por (6.105) vemos que a transformada de Md&bius tem a si mesma como inversa.

A férmula de inversao de Mobius permite obter facilmente identidades combinatérias cuja demonstracdo pode nado ser tdo simples por
outros meios. &



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 19 de julho de 2025. Capitulo 6 410/3043

Prova da Proposicdo 6.5. Pelas definigoes,

Y. )Flam) Yo D YY)

B: BCC B: BCC A: ACB

D D SR G UG

A: ACC B: COBDA

- Y CDMFW < <1>B'>
B: COBDA

A: ACC

D DG PN D DI

A: ACC B’: B'CC\A

S DRI D DIINC Vi

A: ACC B’: B'CC\A

©1% " gy,

Para a tltima igualdade, note que A C C' e C'\ A = ) implicam A = C. Na quarta igualdade usamos que se B é tal que
C D B D A, entdo B pode ser escrito como a unido disjunta B = AU B’ com B’ C C'\ A e, portanto, |B| = |A|+|B'|. &

E. 6.21 Ezercicio. Usando (6.105), prove que se C' é um conjunto finito, entdo
S ()P RB)| = (-, (6.106)
B: BCC

com a convencio que P() = {0} e, portanto, {[P((Z)){ = 1. Por (6.102), a expressdo (6.106) afirma que

> (9 = (), (6.107)
B: BCC
A identidade (6.107) pode também ser provada diretamente de (6.101) tomando-se a = —2. o,

6.4.1 As Férmulas de Viete

Vamos agora apresentar mais uma aplicacao 1til de (6.100): as chamadas Férmulas de Viéte*®, também denominadas
Foérmulas de Girard®®, que sao relacoes que expressam os coeficientes de um polinémio em funcio de suas raizes.

Seja p(z) = 2™ + am_12™ "1 + - -+ + a17 + ap um polinémio monico® de grau m > 1. Os coeficientes aj podem ser
reais ou complexos, assim como a variavel x.

m
Se suas raizes (nao necessariamente distintas) sdo 1, ..., Zm, é¢ bem sabido que podemos escrever p(z H T—xTp).
k=1

Para « # 0, vale p(z) = H 1+ f(k onde, para k € {1, ..., m} = M, temos f(k) := —xy/x.

Fazendo uso de (6.100), escrevemos,

)= S I(3) = X oMem ¥ o = Y caren 3 [

NCMIeN NCM lEN n=0 ‘N‘CM leN
=n

49Frangois Viete (1540-1603).
50 Albert Girard (1595-1632).
51Um polinémio é dito ménico se o coeficiente de seu monémio de maior grau for 1.
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Assim, como p(z) = > 1 am—nz™ "™ com a,, = 1 vemos, comparando os coeficientes, que

tin = (1" X [[o. m=Lom. (6.108)
NGM leN

Essas expressoes sao denominadas Formulas de Viete, ou Formulas de Girard. Elas afirmam que

Am—1 = *(Z1+"'+ﬂ?m),

m
am—2 = (301302-1-301303+'--+$1$m+$2$3+'--+302Im+-"+wm—130m> = E TiTj ,

i, j=1
i<j

m
_ (6.109)
Um—3 = — > TixTk,
i g, k=1
i<j<k
ag = (=1)"z1x0 Ty

De forma geral, temos
am—k = (1) > iy Tiy T, (6.110)
1<y <ip<--<ip<m
para k =1, ..., m. Na expressao para a,,_o, por exemplo, o lado direito envolve somas de todos os produtos possiveis
de duas raizes distintas. As demais expressoes sao similares.

Um fato de grande relevancia, e que se percebe mais claramente com as férmulas de Viete (6.108) e (6.109), é que
os coeficientes sdo polinémios simétricos (por permutagdes) das raizes. Essa simples observacao é a raiz histérica da
Teoria de Grupos e da area da Algebra denominada Teoria de Galois®® (vide e.g., [357]), cujo primeiro sucesso foi o de
determinar condiges necessarias e suficientes para que os zeros de um polinémio possam ser determinadas por radicais,
um célebre problema da Matematica que permaneceu aberto por séculos até sua dramatica solugao por Galois em 1832.

6.4.1.1 Uma Aplicagao. Localizando Zeros de Certos Polinomios

As férmulas de Viete (6.109) possuem muitos usos e vamos no que segue apresentar um deles, que fornece informagao
sobre a localizacao de raizes de polindmios cujas raizes sejam reais.

No que segue, consideraremos um polinémio monico p(z) = 2™ + ap—12™ 1 + -+ -+ a17 + ag cujos zeros T, ..., Tm
sejam todos reais. Nossa primeira observagao é que, como os zeros de p sao supostos reais, entao as relagoes de Viete em
(6.109) nos ensinam que os coeficientes ag, ..., am,—1 de p sdo também nidmeros reais.

Faremos uso do seguinte lema:

Lema 6.5 Seja p(z) = 2™+ apym_12™ L+ - -+ a1z +ag um polinémio monico cujos zeros x1, ..., Ty, sejam todos reais.
Entao,
m—1

(am-1)" > 2am_s . (6.111)

Prova. Pelas duas primeiras relagoes em (6.109), temos

am—1 = —(x14-+Tm), (6.112)

Um—y = ;. (6.113)

i, j=1
i<j

52Fvariste Galois (1811-1832). Galois morreu tragicamente em um duelo. Suas tltimas palavras a seu irmao Alfred teriam sido “Ne pleure
pas, Alfred! J’ai besoin de tout mon courage pour mourir & vingt ans!”. Vide [49].
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Assim,

(am_1)2 (6.112) (301 oot xm)Q = 2 Z T + xi (6.113) 2 —2 + in .
k=1

i, j=1 k=1
i<j

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|$1+"'+5Em‘ = |1'£E1+"'+1'£Em‘ < 124412 \/x%+...+zgn’
—_——
m vezes
e disso segue
1 2 (6.112) 1 2

2

o 2? > a}:c1+~~+acm| = E(am,l) : (6.114)
Logo,

2 1 2 (6.112) 1 2

(am-1)" > 2am-ra2+—(z14+ - +2n) = 2am--2+—(am-1) ,
m m

ou seja, — (am,1)2 > 20,2, como desejavamos provar. |

Nosso resultado principal sobre localizagao de zeros de um polindémio com zeros reais é a proposicao a seguir. Na
demonstracao, seguimos proximamente a referéncia [9], que atribui esse resultado a Laguerre®® 4.

A Proposigao 6.6 é relevante na determinac¢ao numérica de raizes de polindmios (se todas as raizes forem reais), por
indicar uma regiao regiao especifica onde eles podem ser procurados, por exemplo, pelo método de Newton. Usaremos a
Proposicao 6.6 para obter estimativas sobre o espectro de matrizes autoadjuntas na Segao 10.5.3, pagina 607.

Proposigao 6.6 Seja p(x) = 2™ + ayp_12™ 1 + -+ + a1 + ag um polinémio ménico cujos zeros x1, ..., Ty Sejam

todos reais. Entdo, todos os zeros de p estao localizados no intervalo [a;, oz;;] , onde

\/((mfl)am,l)272m(m71)am,2

ou seja, todos os zeros pertencem ao intervalo fechado de largura 2 — centrado em —%m=1,
Observe-se que (6.111) garante que ot sdo ambos reais. a
Prova. Pelas duas primeiras relagoes de Viete em (6.109), temos
Am—1 = 7(z1+~~~+:cm) , (6.116)
m
U2 = 1 (z2+~~-+zm) + 3 @iy (6.117)

i, j=2
i<j

Assim,

(am1)® OBV (it tan)’ = 2 2m(wa ot w) + (2t )

m
6.117
ey 21 +2 | amo— Z TiTj +(ac2+---+xm)2

i, j=2
i<j

m
2 2
= ] + 2am—2 + g ;.
i=2

53Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).
54 A referéncia original seria E. Laguerre, “Mémoire pour obtenir par approximation les racines d’une équation algébrique qui a toutes les
racines réelles”. Nouv. Ann. Math., 2e série, 19, 161-172 and 193-202 (1880).
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Portanto,

Z%Q = (am_1)2 — 27— 22 . (6.118)
i=2

Por outro lado, temos, também por (6.116),

amo1+21)° = (w24 +am)?, (6.119)
( )

mas pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

|$2+"'+$m‘ = |1.$2+...+1.$m‘ < \/12+...+12\/x%+...+$72n.
———
m—1 vezes
Assim,
(:cg+~~~+:cm)2 < (mfl)(:c§+~~~+:c$n).

Retornando com isso a (6.119), obtemos

(am,1+x1)2 < (mfl)(:c§+...+:c2m) = (mfl)((am,l)Qf:c%f2am,2),

ou seja,
ma? + 2a, 121 — (m — 2)(am_1)2 +2(m—1)am-2 < 0. (6.120)

Fagamos agora a observagao que o minimo do polinémio ¢(z) = ma? + 2a,,—12 — (m — 2) (am_1)2 +2(m—1)apy—2 é
negativo. De fato, esse minimo ocorre no ponto ¢ onde ¢'(§) = 0, ou seja, em & = —%. Agora,

(6.111)

(am71)2) S 0 )

m—1

a(€) = (m—1)(20m-2—

como afirmamos.

Retornando com essa afirmacao a (6.120), vemos que z7 deve estar localizada no intervalo fechado entre os dois zeros
de g(x), onde esse polinémio é nao positivo. Esses zeros sdo, como trivialmente se verifica,

—am—1 £/ (m—1)2(an—-1)2 —2m(m — 1)an_»

que coincidem com afq apresentados em (6.115). Observe-se que (6.111) garante que esses zeros sejam reais.

Concluimos que x; encontra-se no intervalo fechado [a,_n, a;;]. Como z; foi escolhido como um zero genérico de
p (nenhum ordenamento foi suposto entre os zeros listados como 1, ..., %), concluimos que os demais zeros devem

submeter-se a mesma restrigao. O

6.4.1.2 As Desigualdades de Samuelson e Algumas Generalizagoes

icao 6. Agi i i ito i . Sej 1y -ovy Tm a i
A Proposicao 6.6, pagina 412, possui uma leitura muito interessante. Sejam z1, , T ontos nao necessariamente
distintos da reta real. Seu valor médio, ou média aritmética, é p, () := % e o desvio padrao desse valor médio é

1 & 9 1 & P
O'm(x) = E Z (xk - Nm(z)) = E Z(xk)Q - (Nm(z)) :
k=1 k=1
Suponhamos que nao conhegamos os valores de x1, ..., Z;,, mas saibamos apenas os valores de m, de pn,(x) e de

om(z). Podemos apenas com essas informagoes determinar uma regido onde o conjunto se encontra? Talvez um tanto
surpreendentemente a resposta é sim e afirmamos que

{21, ..., zm} C {um(m)—\/m—lam(x), pm () +Vm — Loy, (z)]| (6.121)
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Essa afirmacdo é denominada desigualdades de Samuelson®%. Ela afirma que qualquer conjunto finito de m pontos estd
contido no intervalo fechado demarcado por seu valor médio mais ou menos v/m — 1 vezes seu desvio padrao.

Para prové-la, consideremos o polinémio p(z) = (r—x1) -+ - (1 —2p) = 2™+ am_12™ 1+ -+a1x+ag. Os coeficientes
ay sdo dados pelas férmulas de Viete (6.109) e a Proposigao 6.6, pagina 412, informa que {x1, ..., Ty} C [a;@, a;ﬂ
com o dados em (6.115). Agora, por (6.115) e pelas duas primeiras férmulas em (6.109),

2
e, ez, 2
of = ME T EIm oy (ml)<u> -2y wgy. (6.122)

m m m —
1<i<j<m

Porém,

(m— 1) (:cl+.7.71.+xm>2 _ (mm;U zi:(x’f)2+2 Z iz

k=1 1<i<j<m

e, portanto, o termo dentro da raiz quadrada fica

(m—1) — 2 1 — 1 (&
D @)t Y mwy = Y (@) - [ Do) Y wmay
k=1 1<i<j<m k=1 k=1 1<i<j<m
1 ~ 2 (x1+"'+x'rn)2 1 - 2 2 2
= H(xk) - 3 = H(xk) — (Hm(2)) om ()"

+

m

Assim, retornando a (6.122), temos o, = pm () £ vVm — Loy (x), como desejdvamos estabelecer.

Comentemos que o resultado final nao avanca além do de Laguerre, mas é interpretado em termos das quantidades
estatisticas ji,, (z) e o (7). Essa foi a contribuicio de Samuelson ao resultado®” e que escapara a Laguerre.

As desigualdades de Samuelson e suas generalizages (vide adiante) podem ser aplicadas ao estudo da localizacdo do
espectro de matrizes autoadjuntas, assunto apresentado na Secao 10.5.3, pagina 607.

e As desigualdades de Samuelson. Uma segunda demonstragao

As desigualdades de Samuelson podem ser demonstradas com recursos ainda mais simples: elas sao uma decorréncia
da desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada de forma conveniente. A prova que apresentamos aqui provém de: Barry
C. Arnold, “Schwarz, Regression, and Extreme Deviance”. The American Statistician, 28, n. 1, pp. 22-23 (1974).

Empregando a mesma notacio de antes, sejam os vetores x € R™ ™! e u € R™~! definidos por

To — fim () 1

X = e u:=|:|. (6.123)

Ty — o (T) 1
Observe-se que a componente 1 — iy, () foi excluida de x, resultando neste vetor possuir m — 1 componentes, como
também u.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos <x, u>2 < <x, x><u, u>, ou seja

2
m m

S (@ —pm@) | < (Y (27— pm(a)” (fjl) :(mfl)i(%*ﬂm(@)g-

=2 =2 =2

55Paul Anthony Samuelson (1915-2009). Samuelson foi um destacado economista e ganhador do “Prémio de Ciéncias Econémicas em
Meméoria de Alfred Nobel” de 1970, incorretamente conhecido como Prémio Nobel de Economia.

560 artigo original é P. A. Samuelson, “How deviant can you be?”, J. Amer. Statist. Assoc. 63, 1522-1525 (1968).

57Para extensdes desse resultado, vide: Henry Wolkowicz and George P. H. Styan, “Extensions of Samuelson’s Inequality”, The American
Statistician, 33, no. 3, 143-144, (1979). DOI 10.1080/00031305.1979.10482683.
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Somando e subtraindo x1 — pm () e (:cl — um(:c))2 as somas em j do lado direito e esquerdo, respectivamente, obtemos

Z — (@) = (21 — pm (2)) < (m-1) Z (zj — um(ac))2 —(m—1)(z1 — ,um(x))2 . (6.124)

Jj=1 Jj=1

Pela defini¢ao de g, (x), tem-se Z = 0. Assim, (6.124) fica

m(zy = pm(2)* < (m=1)>" (2 — (@),

j=1
ou seja (w1 — um(x))2 < (m —1)om(x)?. Com isso, vemos que

m(z) —vVm —1lop(x) < 21 < pp(x) + Vm— 1oy, (z) .

A escolha de z; foi arbitraria e, portanto, a desigualdade acima permanece vélida se x; for substituido por qualquer z;,
j=1, ..., m. Dessa forma, obtemos novamente a desigualdade de Samuelson (6.121).

e Estendendo as desigualdades de Samuelson

A demonstragdo que apresentamos logo acima inspira uma extensdo das desigualdades de Samuelson, a saber,
utilizando-se a desigualdade de Holder na forma (25.51), pagina 1471, em lugar da de Cauchy-Schwarz. Com um
pouco mais de generalidade consideraremos m € IN ntimeros complexos nao necessariamente distintos z1, ..., x,, € C
cuja média aritmética é u,(z) := # (acl 4+ acm). Definimos x € C™ 1 e u € C™~! por

T2 — Nm(z) 1
X = : e u:=|:|. (6.125)

Ton — M (T) 1

Observe-se que a componente x1 — i, (x) foi excluida de x, resultando neste vetor possuir m — 1 componentes, como
também u. Seja também p € R com p > 1 e seja ¢ € R definido por 1—1) + % = 1. Temos, pela desigualdade de Holder
(25.51), pagina 1471,

- (25.51) | - » v i
[, %) = 3 (2 @) 1] < Z\% @] 1 S g = @) (D10
Jj=2 Jj=2 j=2
m l/p
= (m—-1)Ya Z|acj—,um(x)‘p . (6.126)
=2

Assim,
1/p

2= pm(@))| < (=YY s = (@)

HNgE

[ V)

J
Somando e subtraindo 1 — p, () € ‘acl - um($)|p as somas em j do lado direito e esquerdo, respectivamente, e usando
m
o fato que Z (zj — pm(x)) =0, temos
j=1
1/p

m
|x1 - Mm($)| < (m - 1)1/(1 Z ‘IJ Nm - |x1 - Mm($)|p
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Com isso,
m
o1 = p(@)|" < (m =D oy — @) | = |21 = g (@)[7]
j=1
0 que implica
1/p
(m =1yl .
T1 — Mm($)| < m ; |xj - Mm($)| . (6.127)
E f4cil verificar que 15:?;1)1?)/:/(, = 1+(mi1)1,p, pois p/qg =p — 1.
Definamos,
1 m
vp = l/p(l‘l, cee :cm) = P Z |:cj fum(z)|p
j=1

o =[]

Observe-se que f,(m) é, para cada p, crescente em m para m > 1, aproximando-se de m'/P para m “grande”. Além
disso, fp(m) é, para cada m, decrescente em p, convergindo a 1 para p — co.

Com isso, podemos escrever (6.127) como

1/p
|21 — pm ()] < fp(m) (Vp(xl, cee xm)) . (6.128)
As expressoes acima foram obtidas para todo p € R com p > 1.
Como a escolha de ;1 foi arbitréaria, concluimos que (6.127) é vélida para todo x1, ..., Z,, e, portanto, temos
1/p
ok = (@) < fo(m) (vp (@1, s wn)) (6.129)
para todo k=1, ..., m e todo p > 1. Essa é uma versao generalizada das desigualdades de Samuelson, pois implica

— 1
{a1, o @} € D), fp(m) ()" |
o disco fechado em C, de raio fp(m)(up)l/p7 centrado em p,,(x). Para x1, ..., z,, reais, isso significa

{21, s am} © @) = Lom) ()7 g (@) + fym) ()] (6.130)

No caso em que 1, ..., T, Sa0 reais e p é um inteiro par, a grandeza v, = v (:L'l, e :cm) possui uma interpretacao
estatistica: ela é dita ser o p-ésimo momento central de x1, ..., x,. O qualificativo “central” se deve ao fato de ser
0 p-ésimo momento associado ao conjunto x1 — (), ..., Tm — pm(z), ou seja, ao p-ésimo momento centrado no
valor médio i, (x). No caso em que p é um inteiro impar essa interpretacdo como momento central é prejudicada pelo
aparecimento dos valores absolutos na soma que define v;,. Pelo mesmo fato, para o caso geral de p real nao inteiro, essa
interpretagao também nao esta disponivel.

Como facilmente se verifica, para p = 2 temos fa(m) = vm —1 e /2 = o,,(x), o desvio padrao de x1, ..., Tp.
Assim, para p = 2, (6.129) e (6.130) recuperam as desigualdades de Samuelson originais.
E também interessante analisar o comportamento de f,(m) e de v, (:cl, ceey :cm)l/p quando p e m sao “grandes”.
1. Param fixo e p — oo temos f,(m) — 1. Além disso, nesse mesmo limite, a quantidade v, (acl, ceey xm)l/p converge
a max {|x1 — pm(@)], ooy | — um(ac)|} Logo, nesse limite, (6.129) torna-se
‘xk—,um(x)‘ < max{|x1—um(ac)|, ceey acm—,um(x)‘}, k=1, ..., m, (6.131)
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que é um resultado 6timo e que nos garante (no caso em que 1, ..., T, sao reais) que

{Ila S mm} - [Mm(x) - |xk* - :um(x)‘a fom () + ‘Ik* - Mm(x)u )
onde zj, é um elemento de {z1, ..., acm} para o qual ‘ack - um(ac)| atinge o méximo. Assim. Se xy, > pm(z),
temos

[21im (@) = e x|, caso wn, > pun(a)

{21, ..., 2w} C (6.132)

(o6, 2mm(@) — x|, caso an, < pun(a)

2. Para p fixo e m > 1, f,(m) aproxima-se de m'/? de forma crescente. Assim, por (6.129) podemos escrever

m 1/p
T — pm (z)| < Z |z — um(x)‘p (6.133)
j=1
para todo k =1, ..., m, uma desigualdade trivial por ser a fung¢ao Ry 3> = +— z'/P uma funcio crescente.

Se agora assumirmos que a sequéncia {Z, }men pertenca a ¢,(IN), p > 1, teremos pelo Exercicio E. 25.64, pagina
1487, especificamente, por (25.77), que lim p,(z) = 0. Com essas informagoes, podemos escrever de (6.133),
m—0o0

el < [3552 Jo, ]

= ||z||p, @ norma p da sequéncia {zm, }nen. Portanto,

{z;, je N} c D(0, ||lz[|,),
o disco fechado em C, de raio ||z|,, centrado na origem, ou, no caso real,

{zj, €N} € [—lzllp, lzlp] -

Pelo Teorema 25.5, pagina 1478, sabemos que as normas ||-||,, sdo decrescentes em p: ||z||,» < ||z||, se p’ > p (lembrar

também que £,(IN) C £,/ (IN) se p’ > p, pelo Exercicio E. 25.52, pagina 1468). Assim, a relagéo ‘:L'k‘ < ||lz||, torna-se

mais restritiva & medida que p cresce. Também sabemos, pela Proposicao 25.5, pagina 1478, que lim ||z, = [|2] o
p*)OO

e concluimos que para todo k, tem-se
jox] < oo,  ouseja,  {a;, jeN} C D(0, [lllus) (6.134)
novamente uma relagao 6tima.

As relagoes (6.131)—(6.132) e (6.134) nao sdo surpreendentes, mas a possibilidade de obté-las a partir de (6.129)-
(6.130) ilustra a utilidade daquelas relagoes.

6.4.1.3 As Identidades de Girard-Newton

Aproveitando nossa discussao sobre as férmulas de Viete (6.108), (6.109) e (6.110), pdgina 411, vamos apresentar um
conjunto de identidades tteis envolvendo certos polinémios simétricos em vérias varidveis (reais ou complexas), deno-
minadas identidades de Girard-Newton. Essas identidades foram descobertas por Girard®® em 1629 e redescobertas por
Newton®?, sendo publicadas em 17075°.

Girard e Newton (que aparentemente ndo conhecia o trabalho anterior de Girard) ndo consideraram o caso geral,
nem apresentaram provas das relagoes que obtiveram. Newton limitou-se ao caso m = 3 e k = 3 (em nossa notacao, vide
abaixo), o que corresponde a equagdes cibicas em trés varidveis. O caso geral, do qual trataremos abaixo, é também

58 Albert Girard (1595-1632).

591saac Newton (1642-1726).

60Esses resultados foram apresentados em um livro-texto contendo notas de aula de Newton sobre Algebra e Aritmética, denominado
Arithmetica Universalis, publicado em 1707 sem o consentimento de Newton, por um certo William Whiston (1667-1752). Historiadores
acreditam que Newton ja obtivera seus resultados em 1669 ou mesmo em 1666, seu “Annus mirabilis”.
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denominado Teorema de Newton na literatura (por exemplo, em [147]). Desconhecemos o autor da primeira demonstragao
do caso geral.

As identidades de Girard-Newton tém aplicacdes em Algebra, como na Teoria de Galois (vide, e.g., [147] ou [357]),
no estudo do Grupo de Permutacoes, em Estatistica e Algebra Linear, por meio de generalizagoes das desigualdades de
Samuelson (vide comentério e referéncias adiante) e encontraram uso na obtengao de certas solugoes exatas na Teoria
da Relatividade Geral, as chamadas solugdes de fluido. Vide para tal [517], um texto especializado em solugoes exatas
da Teoria da Relatividade Geral, ou o capitulo IX de [96]. Solugdes de fluido sdo empregadas em modelos estelares, em
Astrofisica, assim como em modelos cosmolégicos.

e Definigoes prévias, enunciado principal e sua demonstracao

Comecemos com a definicao de dois conjuntos de fungoes em m varidveis que nos serao uteis.

Seja m € N e para (z1, ..., z,,) € C™, defina-se

m (w1, s wm) = > (@) = (@) 4 (m)F (6.135)

j=1

sendo k € IN. Defina-se também, para k € Ny,

1, se k=0,
Ce(21, ooy ) = Z iy xy,, se 0<k<m, (6.136)
1<i1 < <ip<m
0, se k>m.
Note-se, em particular, que
Ql(xl,...,xm):xl—i—---—i—xm e Cm(xl,...,xm)le---xm.

Observe-se também que, pela férmula de Viete em (6.110), tem-se que para 0 < k < m que

Ck(xla sy xn) = (71)ka’mfk ) (6137)
onde a; sdo os coeficientes do polinémio (z — x1) - - - (¥ — &) na varidvel z.

Com isso, podemos agora apresentar e demonstrar as identidades anunciadas:

Proposicao 6.7 (Identidades de Girard-Newton) Para todo m € IN, tem-se com as defini¢oes acima,

k
Z(fl)i_lck,i (:L'l, ey :cm)m-(:cl, ce :cm) =k (:L'l, e :cm) , paral <k<m, (6.138)
i=1
k .
Z (=) s (xl, el xm)m(xl, el acm) = 0, para k >m . (6.139)
i=k—m
Acima, (:cl, e :cm) e Cm. O

Observe-se que a forma das relagoes independe do niimero m de varidveis. Ap6s a demonstragao exibiremos algumas
consequéncias de (6.138)-(6.139).

Demonstra¢do da Proposi¢do 6.7. Fixemos m € IN. A demonstracgdo é feita em trés etapas: a prova de (6.138) no caso
k = m; a prova de (6.139) para k > m e, finalmente, a prova de (6.138) no caso 1 < k < m.

Etapa 1. Comegamos provando (6.138) no caso k = m. Considere-se o polinémio ménico de grau m na varidvel z dado
por (x —x1) -+ ( — xm). Sabemos pelas férmulas de Viete e por (6.137) que

m—1 m—1

(x—m1)- (T —Tpm) = ao+ Z a; ' + 2™ = (_1)mCm(x1, R mm) + Z(_l)m_iCm—i(Ih o xm)xi_i_xm.

i=1 i=1
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Se agora escolhermos x = x; para algum j =1, ..., m, ficamos com
m—1
0 = (=1)"Cn(z1, ooy Tm) + (=)™ i1, <y zm) (@) + ()™
i=0
Somando-se essa igualdade para todo j =1, ..., m, obtemos
m—1
0 = (—1)mm(m(:c1, cee :Em) + Z(fl)mﬂcm,i(ml, ce :cm)m-(:cl, cee :L'm) +7rm(:c1, ce :L'm) .
i=0
Lembrando da convencao que (y (xl, ceey xm) = 1, passando o termo (—1)"m¢y, (xl, ceey xm) para o lado esquerdo e

cancelando os fatores (—1)™, extraimos disso que

m

MG (21, -y Tm) = D (1) i (21, s @) mi(2n, o )

=0

expressao essa que ¢ idéntica a (6.138) no caso k = m.

Etapa 2. Provemos agora as relagoes (6.139), quando k > m. Adicionemos as m varidveis x1, ..., &, novas varidveis
ZTm41, ---, Ti. Devido & validade de (6.138) no caso k = m, tem-se

k

i—1
ka(x17 ceey Ty xm+17 St z/L‘k‘) = Z(_l)’t Ck‘—i(x17 ceey Ty xm-‘rl? ctt z/L‘k:)ﬂ-i($17 ceey T Im+17 R xk) .
i=0
(6.140)
Facamos agora x,,41 = - -- = x, = 0. Teremos, para as fungoes ;,
7Ti(I1, covy Tmy T4y oovy xk) = Fi(xl, ey Im) .

Agora, para as fungdes (j,

Cj(fﬂla coes T, =’Em+17~--,f€k) = E Tiy - T
1<i1<...<i; <k
e, portanto, se j > m haverd sempre ao menos um fator do conjunto {xm+1, e xk} no lado direito, fazendo com que
o todo anule-se quando z,, 41 = --- =z = 0.

Por outro lado, se 1 < j < m, temos

Cj(l‘l,...,l'm, 0,,0): Z l'il"'l'ij :Cj(l'l,...,l'm).

1<ii <...<ij<m

Em resumo,

Cj(xla"'7$m)a SelSjSm;
Gz, ooy Tm, 0, ..., 0) = (6.141)
0, sej>m.
Em particular ( (ml, ceiy T, 0, oiy O) = 0, posto que k > m.
Assim, a relagdo (6.140) para quando x,,11 = -+ = x; = 0 assume a forma
k
0= > (“D)""Giler, ooy xm)milz1, oy Tm) - (6.142)

i=k—m
Essa é precisamente a relagao (6.139), vélida quando k > m.

Etapa 3. Resta-nos provar (6.138) para 1 < k < m. Desejamos provar que o polindmio nas varidveis z1, ..., &, definido
por

e
0
“&
kB

i
M~

(—1)i_1§k_i(x1, e xm)m (xl, e xm) — k(x (xl, el xm) (6.143)
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¢é identicamente nulo para 1 < k < m. Observemos para tal que se xx4+1 = -+ = x,,, = 0 teremos
k
Q(Jcl, ey Tk, 0, il 0) = Z(—l)’_lgk_i(acl, R 7 | R O)m(xl, R 7 | R O)
i=1
7k<k(931, vy T, 0, ey 0) .
Agora, m—(:ﬂl, ceey Ty 0p ool 0) :m(ml, ceey :ck) eCj(:cl, ceey Ty 0) ool 0) :Cj(:cl, ceey :Ck) para todo 1 < j <k,
pelo mesmo raciocinio que levou a (6.141) (basta usar (6.141) substituindo-se a letra m por k). Assim,
k
Q(:L’l, cey Ty 0y il 0) = Z(fl)“l(k,i(:cl, ce :ck)m-(:cl, cee :ck) fkck(:nl, cee :ck) =0
i=1

pela relagao (6.138) para k = m, que ja foi demonstrada na etapa 1.

Como @ é um polinémio simétrico nas suas m varidveis, segue disso que Q(Jcl, ceey xm) = 0 sempre que m — k de
suas varidveis forem nulas.

Agora, o polindmio Q(:L’l, ceey xm) é uma soma de mondémios, cada qual envolvendo no méaximo k variaveis
distintas®!. Assim, Q(:L’l, ceey Tiy, 0 Ll 0) contém todos os monomios nas varidveis xi, ..., zr. O fato de
Q(:L’l, cevy Ty 0p ol 0) ser nulo significa que os coeficientes desses monomios nas varidveis x1, ..., xp sao iden-
ticamente nulos. Como @ ¢é um polinémio simétrico nas suas m varidveis, concluimos que os coeficientes de todos os seus
mondmios sao nulos, o que implica que @ ¢é identicamente nulo. |

Comentdrio sobre a demonstra¢do. Nossa demonstracdo adapta ideias préprias a demonstragdes elementares previamente conhecidas (ele-
mentares por ndo evocarem recursos especiais ou resultados prévios que nao sejam as férmulas de Viéte).

H4 diversas outras demonstracoes distintas das identidades de Girard-Newton. Uma das mais curtas (uma péginal) sendo: Doron
Zeilberger, “A Combinatorial Proof of Newton’s Identities”, Discrete Mathematics, 49, p. 319 (1984). Para outra demonstracao distinta,
fazendo uso de Algebra Linear (particularmente, do Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 10.4, pdgina 572), vide Dan Kalman, “A Matrix
Proof of Newton Identities”, Mathematics Magazine, 73, 4, pp. 313-315 (2000). Para outra demonstragao simples fazendo uso de transformadas
de Laplace, vide Mircea I. Cirnu, “Newton’s Identities and the Laplace Transform”, The American Mathematical Monthy, 117, No. 1 (January
2010), pp. 67-71, ou https://doi.org/10.4169,/000298910x474998 ou https://www.jstor.org/stable/10.4169/000298910x474998.

Outras demonstragoes fazem uso de fungoes geratrizes ou de propriedades dos nimeros de Bell, estudados na Segao 6.2.4, pdgina 395. &

e Alguns exemplos

Para termos uma melhor percepgao do que afirmam as identidades de Girard-Newton vale escrevé-las explicitamente
em alguns casos. Param =2 e k =1, 2, 3, por exemplo, teremos,

(m=2,k=1): Co(@1, z2)m (21, 22) = Ci(21, 32) ,
ou seja, 1- (xl +x2) = 21+ x9.
(m=2,k=2): G(z1, z2)m (21, 22) — (o1, @2)mo (1, 2) = 2Co(21, 32) ,

ou seja, (:L'l + 1’2) (:cl + :cQ) - ((x1)2 + (932)2) = 21129 .
(m = 2, k= 3) . CQ(Il, xg)ﬂ'l(Il, $2) — C1($1, $2)7T2($1, $2) +C0($1, IQ)?T'3($17 IQ) = O7

ou seja, T1T (:C1 + :Ez) - (IE1 + IE2) ((391)2 + (992)2) + ((991)3 + (992)3) =0.

E trivial verificar diretamente a validade das identidades acima.

61Pela definigio de Q em (6.143) e pelo fato de as fungdes (j, assim como os produtos _17;, i < i < k, terem essa propriedade.
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e Outras consequéncias

No caso geral, as identidades de Girard-Newton admitem vérias leituras. Por exemplo, as relagoes (6.138) podem ser
usadas para fornecer recursivamente (3 em termos de ¢;, 1 < j < ke de m;, 1 < j < k. Elas também permitem escrever

recursivamente 7, em termos de m;’s e (;’s anteriores. De fato, como {y = 1, vé-se facilmente de (6.138) e (6.139) que

k—1
S (=) G i (1, oy )T, o Tm) HR(=DP T (21, o, @m) , paral <k <m,
i=1
e (21, oo, Tm) = (6.144)
k—1 '
Z (*1)1_16_1%—1'(3317 RN zm)m (11, RN zm) , para k > m .
i=k—m

Verifique! As identidades de Girard-Newton séo frequentemente apresentadas na forma (6.144).

Como (; (acl, e acm) =m (acl, el xm), é possivel escrever 7 e ( recursivamente em termos de somas e produtos
envolvendo apenas (;’s ou 7;’s, respectivamente, com 1 < j < k. Por exemplo, tem-se (omitindo-se a dependéncia com
as varidveis x1, ..., Tp),

G = m, m = (,

G = %((m)Q —m), o= () -2,

G = g(m)’—gmm+m ms = (G —20G + 3G
3 = gm 512 + 373, 3 1 1G2 3.

Um teorema geral, por vezes denominado Teorema fundamental dos polinémios simétricos, informa que todo polinémio
simétrico nas varidveis x1, ..., z,, (ou seja, invariante por permutacoes arbitrdrias dessas varidveis) pode ser expresso
como um polinémio nas fungoes (, (:cl, ceey :cm), a=1, ..., m. Para uma demonstracao, vide [357].

Vemos pelas consideragoes acima que todo polindmio simétrico nas varidveis =1, ..., T, também pode ser escrito
como um polinémio nas fungoes 7, (xl, ey acm), a=1, ..., m. Assim, fixando m € IN, mesmo os polinémios simétricos
T, com k > m, podem ser escritos como polinémios em 71, ..., m,. Por exemplo, é facil ver que, caso m = 2, temos

T3 = 5[37T1’/T2 — (’/TI)S]
E. 6.22 FEzxercicio. Verifique! Ainda no caso m = 2, obtenha w4 e ™5 em termos de 71 e 2. o,

Essas consideracdes mostram que se A é uma matriz complexa m x m, entdo Tr(A¥) com k > m pode ser obtido
como um polinémio em Tr(A), Tr(A42%), ..., Tr(A™).

E. 6.23 Ezxercicio. Justifique essa afirmac3o. "

e Obtendo as somas 7, kK € IN, sem o conhecimento das raizes

m—1
Seja dado um polinémio moénico p(x) = 2™ + g aj:cj , com raizes x1, ..., Tmy, sendo desconhecidas, mas sendo os
=0
coeficientes a; dados. Sabemos por (6.137) (uma decorréncia das férmulas de Viete) que (i (21, ..., zn) = (1) am—_y,
k=0, ..., m (aqui convencionamos que a,, = 1, pois o polinémio é moénico, por hipdtese). Assim, as relagoes (6.144)
ficam
k—1
- Zamkaﬁi mi(z1, ..., Tm) —kGp_jp, paral<k<m,
=1
e (21, o, Tm) = (6.145)
k—1
— Z Un— ki ﬂi(zl, ...,zm), para k >m .
i=k—m

Como (:cl, ey :L'm) = (:L'l, ceey :cm) = —am-1, as relagdes (6.145) permitem obter recorrentemente todos os
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valores de 7 para todo k € IN, mesmo sem o conhecimento das raizes x1, ..., T, 0 que é um tanto surpreendente!
E. 6.24 Ezercicio. Seja o polinémio p(z) = 22 +bx+c¢ coma, =beag=c sendo m = 2. Temos m = —b. Mostre usando
(6.145) que 72 = b> —2c. Obtenha também 73 = —b> + 3bc. Obtenha, também por esse método, 74 e 75. Como as raizes do polindmio

s3o conhecidas (e sdo ( — b+ Vb — 40)/2), é facil verificar a validade dos resultados. O estudante hd de perceber que a situacdo é
completamente outra caso as raizes ndo sejam conhecidas, o que geralmente ocorre se o grau do polindmio for m > 5. Mesmo nesse

caso, porém, as somas 7, podem ser computadas, pelo método apresentado, para qualquer m € IN e qualquer k£ € IN. o+
m

E. 6.25 FEzxercicio. Usando as ideias descritas acima, obtenha férmulas fechadas para a expressdo Zak, k € IN. Considere, para
a=1

tal, o polinédmio (z — 1)(z — 2) - - (z — m). Compare com o Exercicio E. 6.26, pagina 423. -
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6.5 Exercicios Adicionais

E. 6.26 Ezercicio. Prove (usando, por exemplo, indug3o) que para todo n € IN vale

2 6

a=1 a=1

 STERIES R PR VRS RS | N Z:<>:u (6.146)

A expressdo geral para tais somas finitas de poténcias de niimeros naturais é

m k
k (m+ 1) <k> B;j k—j+1
Sk = 3 (F) B (6.147)
Pt k+1 = jlk—7+1

para todos m, k € IN, onde B; sdo os nimeros de Bernoulli, definidos e estudados na Se¢do 6.2.3 392. Prove isso! Para mais identidades
do género, vide, e.g. [210]. o,

E. 6.27 Ezercicio. Prove (usando, por exemplo, indug3o) que

> (=D = (-1)"[n/2], S (=1D)Q2a+1) = (-D)"(n+1), Y (-1)*2a) = (-1)"2[n/2], (6.148)
para todo n € INg. As fungdes |-| e [-] estdo definidas na pdgina 39. "

E. 6.28 FEzxercicio-dirigido. O propésito deste exercicio dirigido é demonstrar a importante férmula da cotangente de Euler, também
conhecida como expansido em fracbes parciais da funcdo cotangente:

1 2z
E ' .14
7 cotg (7z) Eap poREIE (6.149)

vélida para z € C\ Z. Estabeleceremos primeiro a relagdo

1 >, 2x

m cotg (mx) P ; R (6.150)
paraxz € R\Z. A expressdo (6.150) foi obtida pela primeira vez por Euler em 1749. Seguiremos uma demonstragdo elementar e elegante
devida a Herglotz®? tal como apresentada em [9], texto esse que, por sua vez, segue Elstrodt®®. Essa demonstracio é elegante por fazer
uso de poucos ingredientes. Basicamente usa-se apenas o fato de que ambos os lados de (6.150) sdo fun¢des continuas (em R\ Z),
sdo periddicas de periodo 1, tém as mesmas divergéncias nos inteiros e, last but not least, satisfazem uma mesma relacdo algébrica, a
relacdo (6.151), abaixo. Para uma outra demonstracdo de (6.149) usando o Teorema de Mittag-Leffler, vide [304] ou outro bom livro
de fungdes de varidvel complexa. A relagdo (6.150) pode também ser provada usando séries de Fourier. Vide Exercicio E. 38.23, pagina
2152. Vide também [171]. Para uma demonstra¢do usando a chamada representacdo produto da fungcdo seno, vide Exercicio E. 7.5,
pagina 441.

Passemos a prova de Herglotz para (6.149). Defina-se, para z € R\ Z,

f(z) := mcotg (rx) e g(z) == lim gn(x),

N—o0

onde

A 1 L 2
gn () = Z z+n :;7Zn27x2'
n=—N n=1

Desejamos provar que f(z) = g(z) para todo z € R\ Z. Isso € feito nos passos indicados no que segue.
a. Prove que gn(x) converge uniformemente para N — oo e em qualquer intervalo fechado contido em R \ Z. Sugestdes: para
n>2e2n—1>z%temsen® —2z2>n—-12>0e

1 < 1
n? — g2 (n—1)2"

0 <

62Gustav Ferdinand Maria Herglotz (1881-1953).
63J. Elstrodt, “Partialbruchzerlegung des Kotangens, Herglotz-Trick und die WeierstraBsche stetige, nirgendsdifferenzierbare Funktion”.
Math. Semesterberichte 45, 207-220 (1998).
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Use o Teste M de WeierstraB®* (Proposi¢cdo 38.1, pagina 2094) e use o teste da compara¢do por uma integral para mostrar que
> | =z éfinita.

Isso estabeleceu que g existe em R\ Z.
b. Convenga-se que f e g sdo continuas em R \ Z. Para g isso segue da convergéncia uniforme provada em 1.
c. Mostre que f e g sdo periddicas de periodo 1. Para f isso é evidente. Para g isso segue de

1 1

+ )

x+N z+1+N

para z € R\ Z. Prove isso e tome N — oo para obter g(z + 1) = g(z) para todo z € R\ Z.

gn(z+1) = gn(z) +

d. Mostre que f e g sdo fungdes impares: f(—z) = —f(z) e g(—z) = —g(z) para todo = € R\ Z. Novamente isso é evidente para
f e para g isso segue do fato que gn(—z) = —gn(z) para todo N.

e. Até aqui sé lidamos com propriedades elementares de f e g mas agora vem uma passagem crucial. Mostre que f e g satisfazem

f(§)+f(””jl) = 2f() e g(g)w(‘”;l) = 2(a), (6.151)

para todo = € R\ Z. Note que se trata da mesma relagdo algébrica para f e g. Para f isso segue das bem conhecidas férmulas
de adicdo das fungdes seno e cosseno. Mostre isso. Para g isso segue da identidade

T x4+ 1 . 2
QN(§)+QN( 2 )—ngN(m)—i—ierZNJrl.

Prove-a usando a relagdo trivial
1 n 1 _ 2 n 2
Z4+n ””T“+n_:n+2n x+1+2n

e tome o limite N — co.

f. Defina a fung¢do h(z) := f(x) — g(z) (que desejamos provar ser identicamente nula). Note em primeiro lugar que h é uma fungéo
impar, continua e periédica de periodo 1 em R\ Z, pois f e g o s3o.
g. Mostre, usando, por exemplo, a regra de I'Hospital%®

lim (Wcotg (mz) — l) ~ im (chos(wx) — sen(wx)) _ 0
x—0 €T

@0 x sen(mz)

, que

h. Mostre que fato provado em 7 implica hIIlO h(z) = 0. Como h é periddica de periodo 1, isso significa que lim h(xz) = 0 para todo
r—r r—n
n € Z. Definindo h(n) = 0 para todo n € Z, essa propriedade, por sua vez, implica que a fun¢do h torna-se continua e periédica
de periodo 1 em todo R, n3o apenas em R\ Z.

i. Como h é continua e periédica em todo R, h possui um mdximo, que denotaremos por H. Seja x¢o um ponto de R tal que
h(zo) = H (que um tal ponto existe segue da continuidade e periodicidade de h). Agora, tem-se por (6.151) que

n(g)en () = 1 (5) e () o (5) - (M)

(6.151)
=" 2f(x0) — 2g9(wo) = 2h(z0) = 2H .
Isso esta dizendo que a soma de h (%l) eh (@#) é duas vezes o mdximo valor alcancado por h em toda R. Ora, isso sé é
possivel se ambos os termos forem iguais a H, pois se um fosse menor que H o outro teria que ser maior que H, o que ndo é

possivel. Assim, concluimos que h (%l) =H (equeh (@%) = H, mas n3o usaremos esse segundo fato).
Vimos entdo que h(xzo) = H implica h (%l) = H. Prosseguindo indutivamente, segue que h (2%{—) = H para todo inteiro m com
m > 0. Como h é continua, podemos tomar o limite m — co e obter
. x continuidade . x
H = lim h(—o) tpuded h( lim —O) = h(0) = 0,
2m

m—oo m—oo 2M
concluindo que H = 0.

j- Vimos que o miximo de h em R é nulo. Isso significa que h(x) < 0 para todo x € R. Porém, como h é uma fungdo impar
(observado no item f), isso implica que h(z) = 0 para todo = € R. Isso provou que f(x) = g(x) para todo z € R\ Z, ou seja,
provou (6.150) em R \ Z, como queriamos.

Que a relagdo (6.149) vale para todo z € C \ Z segue agora do fato que ambos os lados de (6.150) t&m extensdes analiticas em
todo C\ Z (prove isso!l) e sdo iguais em R \ Z, por (6.150) (justifique!). o,

64Karl Theodor Wilhelm Weierstra8 (1815-1897).
65Guillaume Frangois Antoine, Marqués de I’'Hopital (ou ’Hospital) (1661-1704).
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Apéndices

6.A Troca de Ordem de Somatodrias

Seja f : INg x INg — € uma fungao de duas varidveis f(j, k), sendo j, k € INy. Afirmamos que é vélida a seguinte inversao

de ordem de somatorias:
oo k 0o
S fG k) =D
=0

k=0 j5=0

WE

[, k). (6.A.1)

J

=
Il

Para compreender o por qué disso, contemplemos a Figura 6.A.1, pdgina 425. Nela estdo representados os valores de j
e de k que ocorrem na soma do lado esquerdo de (6.A.1): para cada k € Ny o valor de j varia de 0 a k. O leitor hé de
perceber que isso equivale a fixar primeiro um valor para j € INy — e todos os valores entre 0 e oo sao permitidos — e em
seguida somar em k com k variando de j a oo, tal como fazemos do lado direito de (6.A.1). Isso justifica (6.A.1).

e 6 6 06 0 0 o
e 6 6 06 0 O
e 6 06 0 o
o o o O
e o o
o O
[ J
S
1234567j

Figura 6.A.1: Os circulos indicam os valores de (j, k) € INg x INg que ocorrem nas somatdrias em (6.A.1). Por limitagao
de espaco, apresentamos apenas a regiao que corresponde a 0 < k < 7. Na soma a esquerda em (6.A.1), a varidvel k
assume todos os valores possiveis em Ny, enquanto que, para cada k, a variavel j assume todos os valores no conjunto
{0, 1, ..., k}. Outra maneira de descrever isso é dizer que varidvel j assume todos os valores possiveis em Ny, enquanto
que, para cada j, a varidvel k assume todos os valores no conjunto {j, 7+ 1, 7+2, ... , oco}. Isso é o que consta no
lado direito de (6.A.1).

A troca de ordem indicada em (6.A.1) corresponde a uma permutagdo da soma e, portanto, subjaz & explicagao
acima a hipoétese que ao menos uma das somas seja absolutamente convergente, ou seja, que tenhamos, por exemplo,

Z?:o Z?:o |f(ja k)| < 00.



