Capitulo 6

Funcoes Geratrizes. Produtdrias Complexas.
Algumas Identidades Combinatdrias
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curto capitulo que ora iniciamos é dedicado a duas classes de objetos matematicos tteis, as chamadas fungoes
geratrizes e as produtérias complexas infinitas. Trata-se de dois temas nao necessariamente proximos, mas
ligados a diversas identidades e relacoes tteis. Faremos uso de ambos nos capitulos que se seguem. Neste
capitulo, como em outros adiante, pressuporemos que o estudante possua nogoes basicas sobre a teoria das funcoes de
variavel complexa.

Funcoes geratrizes, introduzidas na Segao 6.1, pagina 347, desempenham um elegante papel em Anélise Combinatéria.
O leitor poderd encontrar na bela referéncia [184] uma vasta colecao de identidades combinatérias interessantes que
podem ser engenhosamente demonstradas com o uso de fungoes geratrizes de sequéncias, assim como outras referéncias a
literatura pertinente. Funcoes geratrizes sao também relevantes no estudo de certas sequéncias de fungoes e no estudo de
propriedades de sequéncias numéricas. Ilustraremos essa dltima afirmacao estudando, por meio de fungoes geratrizes, a
chamada sequéncia de Fibonacci e os chamados nimeros de Bernoulli. No Capitulo 16 faremos uso de fungoes geratrizes
para estudar e demonstrar algumas propriedades tteis de algumas das solugoes especiais que encontramos no Capitulo
15, como os polinémios de Legendre, de Hermite, de Laguerre, de Tchebychev e as funcoes de Bessel.

Produtérias infinitas, assim como séries, sao encontradas amiide no estudo de propriedades de certas funcoes de
interesse. Faremos uso das mesmas, por exemplo, no Capitulo 7, dedicado a funcao gama de Euler. Na Secao 6.2, pagina
359, discutimos a nogao de convergéncia de produtérias infinitas e estudamos alguns exemplos tteis.

6.1 Funcoes Geratrizes

e Funcgoes geratrizes

Seja {an, n € Ny} uma sequéncia de nimeros reais ou complexos. Define-se a fun¢do geratriz da sequéncia {a,, n €
Ny} como sendo a fungdo dada por

(o]
Glany(t) = D ant™.
n=0
Essa defini¢ao pressupoe que a série de poténcias em ¢ do lado direito seja convergente em alguma regiao aberta do plano

complexo, digamos |t| < T, para algum T > 0. Isso nem sempre é o caso. Por exemplo, se a,, = n! a série acima tem
raio de convergéncia nulo.

347
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e Funcgoes geratrizes exponenciais

A fungao geratriz exponencial da sequéncia {a,, n € No} é definida por

oo

[
E{an}(t) = Z —tn .

n!
n=0

Novamente, essa definicao pressupoe que a série de poténcias em ¢ do lado direito seja convergente em alguma regiao
aberta do plano complexo, digamos [t| < T. Observe que o lado direito, caso seja convergente, coincide com a série de
d*Eyq,y

Taylor centrada em 0 da fungao E,,}(t) e, portanto, para cada k vale ax = T(O)

e Fungoes geratrizes de Dirichlet

Para certos tipos de sequéncias é conveniente definir outro tipo de fungao geratriz, substituindo os monémios t" por
outras fungoes de ¢: Y0, an Sp(t). O exemplo mais importante desse tipo de fungao geratriz é aquele no qual se toma
Sn(t) =1/n', n > 1. Isso nos conduz a préxima definigao.

A funcgdo geratriz de Dirichlet' da sequéncia {a,, n € IN} é definida por

an

D{an}(t) = Z nt k)
n=1

desde que a série do lado direito convirja com a varidvel ¢ em alguma regiao aberta do plano complexo.

A mais famosa das funcdes geratrizes de Dirichlet é a funcdo zeta de Riemann?, que é a funcao geratriz de Dirichlet
da sequéncia constante a, =1, n > 1:
[ee]
1
¢(s) = —. (6.1)

ns
n=1

Como facilmente se vé, a série do lado direito converge na regiao do plano complexo definida por Re(s) > 1. A fungéo
zeta de Riemann desempenha um papel de grande importancia na teoria das fungoes de varidvel complexa e na teoria

de numeros, pois varias de suas propriedades estao relacionadas a propriedades do conjunto dos nimeros primos. A ela
dedicamos o Capitulo 8, pdgina 420. Vide também [201], [493], [494], [125] e outras referéncias citadas no Capitulo 8.

e Funcoes geratrizes de Lambert

A funcdo geratriz de Lambert® da sequéncia {a,, n € N} é definida por

o0 tn
Liay(t) = Y anT—7
n=1

desde que a série do lado direito convirja com a varidvel ¢ em alguma regiao aberta do plano complexo. As fungoes
geratrizes de Lambert sao também denominadas séries de Lambert.

e Algumas propriedades de fungoes geratrizes

As funcoes geratrizes definidas acima tém véarias propriedades algébricas interessantes, como mostrado nos exercicios
que seguem.

E. 6.1 Ezercicio. Se {an} e {bn} sdo duas sequéncias cujas funcles geratrizes G,,1(t) € G(s,}(t) tém uma regido aberta de
convergéncia comum, mostre que
Glany(t) G,y (1) = Gie,y(t)

n
Cn = E Gn—pbyp .
p=0

onde

LJohann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
3Johan Heinrich Lambert (1728-1777).
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E. 6.2 Ezercicio. Se {an} e {bn} sdo duas sequéncias cujas funcBes geratrizes exponenciais Ey,, }(t) e Ey;, 1(t) tém uma regido
aberta de convergéncia comum, mostre que

Brany(t) By () = Epe,y(t)
onde

E. 6.3 Ezercicio. Se {an} e {bn} sdo duas sequéncias cujas funcGes geratrizes de Dirichlet Dy, ,1(t) e Dyp,3(t) tém uma regido
aberta de convergéncia comum, mostre que

Dia,y(t) Dy, 3 (t) = Dic,y(t),

n

Cn = Z An/p by .

p=1
n/p inteiro

onde

o,
E. 6.4 Ezercicio. Se {an} é uma sequéncia cuja funcdo geratriz de Lambert é L, }(t), mostre que
Liay(t) = Y bmt™ = Gy(t)
m=1
onde bp := 0 e, para m > 0,
b = Z An .
m/ nnir:n}c eiro
-

Passemos a discutir algumas aplicagoes das fungoes geratrizes.

6.1.1 Algumas Identidades Combinatérias

A sequéncia de exercicios dirigidos que segue apresenta-nos uma série de identidades combinatdrias de interesse (usaremos
algumas no Capitulo 18, pagina 942). A primeira obtém-se por meio de uma funcao geratriz.

E. 6.5 Ezercicio dirigido. Paran € IN, m € Ny, defina-se o conjunto
N, = {(al, ..., an) € ING, a1+-~~+an:m} .

Seja |IN7,| o niimero de elementos de IN7,,. |IN7,| representa o nimero de maneiras de colocar exatamente m objetos indistinguiveis em
n posicdes distintas, eventualmente permitindo sobreposi¢cdes (e.g., colocar m bolas indistinguiveis em n caixas distintas). Mostre que

n n+m-—1 n+m—1)!
|Nm| = < ) = ( ) .

m (n—1)!m!
Sugestdo. Mostre primeiramente que, para cada n, a fungio geratriz da sequéncia |[Nj,|, m=0,1,2, ..., é
oo 1 n
N [t" = | — . 6.2
>Nl = (1) (6.2
m=0

Para isso, mostre que, para |t| < 1,

1 n o n o o
) (B £ e S
a=0 m=0

aj, ..., an=0

De (6.2), obtenha

_n--(m4+m-=1)  (n+m-1)"! <n+m—1>
N m! T o (n—=DIm! m '
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E. 6.6 Exercicio dirigido. Paran € IN, m € Ny, defina-se o conjunto
M, = {(al, o an) ENG, 0< a1+ +an Sm}.
Seja M7, | o ndmero de elementos de M,. |M;,| representa o niimero de maneiras de colocar de zero a no maximo m objetos

indistinguiveis em n posi¢des distintas, eventualmente permitindo sobreposi¢cdes (e.g., colocar de 0 a m bolas indistinguiveis em n caixas
distintas). Mostre que

n n+m n+m)!
Ml = < ) - | _') : (6.3)
m n!m)!
Sugestdo. Convenca-se que
s " fn+k-1
M,,| = Ni| = . 4
pai = o = 3 (") (6.4

Usando a bem conhecida identidade de Pascal*

(
@ ) <a;1> ’ (Z_D (6:5)

conclua que

e, assim, conclua que

) g () - £ E

k=0 k=1 k=0 1’=0
Por (6.4), isso prova (6.3). o,
" n+k—1 n+m
A identidade Z ( i ) = ( ), provada acima, é conhecida como sequnda identidade de Pascal ou
m
k=0

identidade da soma paralela. Para outras identidades combinatdrias tteis, vide [184].

E. 6.7 Exercicio. Seguindo passos andlogos aos do Ultimo exercicio, demonstre a identidade da soma vertical:
n+1 Ny
(m + 1> N ; (m '

E. 6.8 Ezercicio. As denominacdes identidade da soma paralela e identidade da soma vertical provém da relacdo dos coeficientes
binomiais (Z) com o tridngulo de Pascal. Desenhe um tridngulo de Pascal e entenda o significado dessas identidades e a raz3o de seus
nomes. "

E. 6.9 Ezercicio dirigido. As identidades [N7,| = ("*7"7!) e [M7,| = ("1™) podem ser obtidas de uma forma talvez mais direta e
simples, dependendo do gosto do leitor. Suponha que se tenha m bolas pretas e n bolas brancas. Convenga-se que h3 ("™) = ("1™)
arranjos possiveis dessas bolas (supondo que as bolas pretas s3o indistinguiveis entre si, e que o mesmo valha para as brancas). Uma
maneira de fazer esse raciocinio é imaginar as n + m bolas enfileiradas e contar de quantas maneiras distintas essas fileiras podem ser

formadas. H4 (n 4+ m)! permuta¢des das n + m bolas, das quais devem ser fatoradas m! permutacdes envolvendo apenas bolas pretas

4Blaise Pascal (1623-1662).
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e n! permutagdes envolvendo apenas bolas brancas, fornecendo assim ("jnm) arranjos. Convenca-se também que, pela defini¢do, esse

nimero de arranjos é igual a |M},|. Isso provou que |M7,| = ("jnm) Convenga-se que, pela definicdo, N7, | = |M7p,| — M7, _1].
Tem-se, entdo [NJ,| = (") — ("I ") = ("*7*7"), onde a (ltima igualdade segue da identidade de Pascal (6.5). o,

6.1.2 Numeros de Fibonacci

Seja an, n =0, 1, 2, 3, 4 ..., a sequéncia definida recursivamente da seguinte forma:
ap =1, ag =1, apy2 = apy1+a,, Vn>0.

Essa sequéncia é denominada sequéncia de Fibonacci®. Cada elemento da sequéncia de Fibonacci é a soma de seus dois
antecessores. Os primeiros elementos da sequéncia de Fibonacci sao

1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, ... .

Fibonacci introduziu a sequéncia que leva seu nome em um problema de seu livro Liber abbaci, de 1202 (livro esse que
introduziu o sistema decimal ardbico na Europa, em substitui¢io ao sistema de algarismos romanos, usado até entao):
“Um certo homem coloca um casal de coelhos em um local cercado de muros por todos os lados. Quantos pares de coelhos
podem ser produzidos a partir daquele casal em um ano se for suposto que a cada més cada casal gera um novo casal, o
qual se torna fértil em um més”. A resposta (supondo que nenhum coelho morre) é que, apés n meses, tem-se a,, pares
de coelhos, sendo a,, dado acima. Trata-se provavelmente do primeiro modelo de evolugao de populagoes. A sequéncia
de Fibonacci é surpreendentemente rica em propriedades, sendo possivelmente uma das mais pesquisadas, existindo até
mesmo uma publicacdo periédica (“Fibonacci Quarterly”) dedicada a seu estudo.

Um fato que confere aos nimeros de Fibonacci um sabor especial é que os mesmos aparecem frequentemente na
Natureza. H4, por exemplo, uma forte probabilidade de os numeros de pétalas em flores de determinadas espécies de
plantas serem nimeros de Fibonacci. O mesmo se dd com o niimero de voltas espirais na casca de abacaxis e de pinhas,
com o nimero de ramos de plantas e arvores, com o ntimero de padroes de um determinado tipo nas conchas de caramujos
etcS. A razao do surgimento de ntimeros de Fibonacci em contextos biolégicos esté relacionado & formacao e reproducao
de padroes, mas é apenas parcialmente entendida atualmente.

No intuito de ilustrar a utilidade de fungoes geratrizes de sequéncias, vamos demonstrar a seguinte identidade para
os elementos da sequéncia de Fibonacci:

n+1

1 1++5 n+1_ 1-/5 (6.6)

an: \/g 2 2 I

valida para todo n > 0. Essa expressao permite obter cada a, diretamente em termos de n e é denominada formula
de Binet”, tendo sido obtida por esse autor (usando métodos matriciais) em 1843. Essa férmula, porém, foi obtida pela
primeira vez por de Moivre® cerca de cem anos antes e foi encontrada também por Euler® e por Daniel Bernoulli'®. A
constante 1*—2‘/5 (= 1,6180339887...) é a célebre razdo durea, muitas vezes denotada pelo simbolo ¢, e cujas propriedades

sao estudadas desde a Antiguidade. Note-se que 1*2‘/5 =1—p=—1/p, de modo que (6.6) pode ser também expressa
como "
1 [ n+1 nt1 1| < 1 )"
a, = —= |p —(1—-9 } = — |p | — . 6.7
7 ( ) 7 " (6.7)

5Leonardo Pisano, cognominado “Fibonacci” (1170-1250).
6Para algumas referéncias:

e S. L. Basin, “The Fibonacci Sequence as it appears in Nature”, The Fibonacci Quarterly, 1, (1963), 53-57.
e A. Brousseau, “Fibonacci Statistics in Conifers”, The Fibonacci Quarterly, 7 (1969), 525-532.
e P. B. Onderdonk, “Pineapples and Fibonacci Numbers”, The Fibonacci Quarterly, 8 (1970), 507-508.
Um livro cldssico sobre o assunto é [489]. A drea da Biologia e da Matemética que se dedica ao estudo da formagao e evolugdo de padroes é
denominada Filotaxia.
7Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856).
8 Abraham de Moivre (1677-1754).
9Leonhard Euler (1707-1783).
10Daniel Bernoulli (1700-1782).
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A funcao geratriz da sequéncia de Fibonacci é
oo
F(t) = ) ant™. (6.8)
n=0

Mostremos primeiramente que a série de poténcias do lado direito tem um raio de convergéncia nao nulo. Pelo teste da
razao vale, para n > 0,

) 1 < 20,

n

an+1tn+1‘ _ Qn+41 |t| _ Ap + Qp—1 |t| _ (1+ a

antn n n

pois 22=1 < 1, ja que a sequéncia de Fibonacci é crescente. Logo, a série converge absolutamente pelo menos na regiao
[t] <1 / 2. A verdadelra regido de convergéncia é um pouco maior (como veremos adiante), mas ndo precisaremos desse
fato por ora, pois tudo o que necessitamos é da existéncia de um raio de convergéncia nao nulo, o que justifica as
manipulagoes que faremos.

Fagamos uso da definigdo da sequéncia de Fibonacci para obter uma férmula explicita para F'(t). Temos que

F(t)

o0
1+t+2ant"
n=2

oo o0 oo
1+t+ Z(anﬂ +ap_2)th = 1+t+ Zanqt” + Zan72tn
n=2 = =

o0 o0
= 1+t+t2ant"+t22ant"
n=1 n=0

= 1+t+t(F(t)—1)+2F(t) .
Assim, (1 —t —t2)F(t) = 1 e, portanto,
1
1—t—1t2"
A ideia agora é obter a expansdo em série de Taylor de F(¢) em torno de t = 0 e comparé-la a (6.8), para assim obter
uma expressao explicita para os a,’s. Para isso, ao invés de calcularmos as derivadas de F' em t = 0, é mais facil proceder

F(t) =

da seguinte forma. Escrevemos 1 —t — 2 = —(t — v1)(t — 72) onde
V51 V541
o= 2 ) Y2 = = 2 .
Assim,
1 1 1 1 1
L—t—t t=—7)t=7) mnm-rln-t -t
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onde usamos que 1/97 = —v2. Comparando com (6.8) obtemos (6.6), como queriamos. Da tltima expressdo, vé-se
também que o raio de convergéncia da série de poténcias que define F' é (\/5 —1)/2~0,6180339887.. ..

No Exercicio E. 10.58, pagina 617, reobtemos (6.6) usando técnicas matriciais, as quais permitem obter os valores
de a, mesmo para condigoes iniciais outras que nao ag = a; = 1. Essas mesmas ideias sao usadas no Exercicio E.
10.59, péagina 618, para tratar da chamada sequéncia de Fibonacci generalizada, definida pela relacao de recorréncia
Ap+t2 = Qapy1 + Pay, onde « e B sdo constantes (reais ou complexas).

6.1.3 Numeros de Bernoulli

A sequéncia de nimeros racionais denominados nimeros de Bernoulli'' tem importancia destacada na Teoria dos
Numeros, especialmente devido a sua relagao com a funcao zeta de Riemann, definida acima. Os numeros de Ber-
noulli também aparecem na expansao em série de Taylor da funcao tangente e na chamada férmula de Euler-Maclaurin.
Os chamados nimeros de Bernoulli, denotados por B,,, com n € Ny, sao definidos de sorte que sua funcao geratriz
exponencial Eyp 1(2) seja a fungdo z/(e* — 1), ou seja, sao definidos por

> B,
— z:: 2" (6.9)

Devido ao fato de z/(e®* — 1) ter um polo em z = 27 sendo, porém, analitica em |z| < 27, concluimos a priori que a

série de poténcias do lado direito é convergente para |z| < 2r. Multiplicando (6.9) por e* —1 = >_°_, 2™ /m!, obtemos

n=0 m=1 p=0

de onde concluimos que
d B
By =1 e ——2 = (0 paratodop>1.
ZZ:O gp+1-4q)

Multiplicando a segunda rela¢ao acima por (p 4+ 1)! a mesma torna-se

p

1
Z <p+ ) =0 paratodop>1,

q=

forma essa mais frequentemente encontrada na literatura. Essa relacao acima permite obter recursivamente os coeficientes
B,, a partir de By = 1. De fato, isolando o termo com ¢ = p, temos

-1

-1 3 1
—— ) B, <pqu > para todop > 1, (6.10)
0

, =
pt1e=

ou seja,
= —p! todop>1. 6.11
B, pz o panatodop> (6.11)

Usando a férmula (6.10) é possivel obter os primeiros niimeros de Bernoulli, vide Tabela 6.1, pdgina 354.

A contemplacao da Tabela 6.1 permite conjecturar que, exceto Bi, todos os B, com n impar sejam nulos. Veremos
abaixo que essa conjectura é verdadeira. A impressao, porém, que os B,’s nao nulos crescem lentamente, obtida da
observagao dos primeiros elementos da sequéncia, é falsa. Devido ao fato de a série de poténcias em nao convergir para
|z| = 27 concluimos que os |B,| ndo nulos devem assintoticamente ser maiores que, ou da ordem de, n!/(27)™ para n
grande. Isso de fato é correto (Bgg, por exemplo, é da ordem de 1,13 x 107) e a expressdo precisa sera apresentada em
(6.18). Outra conjectura que se pode levantar da observagéo da Tabela 6.1 é que os sinais dos nimeros de Bernoulli com
indice par (exceto By) sdo alternados. Esse fato é também correto e serd provado mais adiante.

1 Jakob Bernoulli (1654-1705).
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n 0] 1 213 4 51 6 |7 8 9110 |11 12 13114 | 15 16 17

1|1 1 1 1 5 691 7 3617
Bl =2 |5|0|-5 |02 |0]-3|0|6|0|-2m|0|6|0|-50]0
Tabela 6.1: Numeros de Bernoulli B,, paran =0, ..., 17.
Separando o termo com By de (6.9), que é —z/2, e passando-o para o lado esquerdo, obtemos
o0
z z B, .,
R e D Db
n=2
O lado esquerdo vale § coth (%), como facilmente se constata. Concluimos assim que
[e.e]
2"B
zcoth(z) = 1+ |n 2", (6.12)
n!

n=2

para |z| < 2m. Como zcoth(z) é uma fungdo par, vemos de (6.12) que, exceto By, todos os demais B,,’s com n impar
sao nulos. Com esse conhecimento podemos escrever

oo

zcoth(z) = Z 4"Bon 22" (6.13)
— (2n)!
Como z cotg (z) = iz coth(iz), obtemos também
> (=1)"4" By,
zcotg (z) = Z % 22" (6.14)
n=0 ’

para |z| < 2.

H4 uma conclusao importante a se obter de (6.14). A funcdo z cotg (z) satisfaz também a igualdade, obtida primei-
ramente por Euler em 1748,

oo
1
zeotg(z) = 1—222 —_— . 6.15
8(2) > G (6.15)
k=1
Demonstragoes dessa importante relagao podem ser encontradas nestas notas no Exercicio E. 7.5, pagina 393, no Exercicio-

dirigido E. 6.17, pagina 376, ou no Exercicio-dirigido E. 37.23, pagina 1985 (para outras referéncias, vide esses Exercicios-
dirigidos). Agora, para |z| < 7, podemos escrever, j& que k > 1,

1 1 1 1 i Z \2n
(hm)? =22~ (k)2 <1(ﬁ)2> - W,;(H) ’

e reinserindo isso em (6.15), obtemos

zeotg(z) = 1— Z <2Z (k;)%b) L2

n=1 k=1

Comparando a (6.14), obtemos finalmente

2’/T)2n B2n

=1 4™ By (
= (-1 n+l> —an _2n - (-1 n+1

2 (6.16)

vélida para todo inteiro n > 0. Note que o lado esquerdo é igual a ((2n), onde ¢ é a funcdo zeta de Riemann,
definida em (6.1), pdgina 348. A célebre expressao (6.16) foi obtida pela primeira vez em 1735, por Euler, resolvendo
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assim parcialmente um problema, denominado problema de Basel, levantado por Mengoli'? em 1644, que consistia em
(o]

encontrar uma féormula fechada para as somas E T m € IN, m > 1, as quais envolvem poténcias de inversas de
k=1
nuimeros inteiros. Os primeiros resultados obtidos de (6.16) sao

> 1 w2 1 7t > 1 6 > 1 8
>E T W w 2w om W - an
k=1 k=1 k=1 k=1

1 7T10
k0 T 93555 (6.17)

NE

el
Il

1

Como o lado esquerdo de (6.16) é sempre positivo e ndo nulo concluimos daquela identidade que os sinais da sequéncia
Bs,,, n > 1, sdo alternados e que 0s Bs,,’s nunca se anulam. Como o lado esquerdo de (6.16) converge a 1 quando n — oo
(por qué?), obtemos a expressdo assintética

(6.18)

Diversos textos tratam de outras propriedades elementares dos nimeros de Bernoulli. Recomendamos, em particular,
[184]. Vide também [455]. Para uma prova de (6.16) em alguns casos particulares usando séries de Fourier, vide os
exercicios da Sec¢ao 37.6, pagina 1982. Para uma prova geral de (6.16) usando séries de Fourier, vide [148]. Para uma
discussao aparentada, vide Secao 24.B, pagina 1354, destas Notas.

O estudante deve interessar-se em saber que é até hoje um problema aberto determinar formulas exatas para as séries

o0

1 . ~ . .
E = ¢(m) quando m é um nidmero impar maior que 1. Além de nao haver tais férmulas exatas, sabe-se muito pouco
k=1

sobre ((m) com m fmpar. Apenas em 1979 foi demonstrado, por R. Apéry'?, que ¢(3) é um nimero irracional'*. Em
2001, Wadim Zudilin demonstrou que ao menos um dentre os nimeros ((5), ¢(7), ¢(9), ¢(11) é irracional’®>. Em 2000,
Tanguy Rivoal demonstrou que h4 infinitos ¢(m), com m fmpar, que sdo irracionais'® sem, no entanto, poder especificar
quais sao.

6.1.4 Numeros de Bell

Os chamados nimeros de Bell sdo relevantes na contagem do nimero de particdes de um conjunto finito!” e surgem em
identidades combinatérias. Ha diversas formas de os apresentarmos e escolhemos aqui fazé-lo no contexto de uma dessas
identidades. Afirmamos que para todo n € INy vale a seguinte relagéo:

> =Ty, (6.19)
k!

onde T}, sao niimeros naturais que satisfazem as relagoes de recorréncia
" /n
Ty = 1, T, =1 e Tn+1:Z( )Tp, n>1. (6.20)

Assim,
To=1, Th =1, To =2, T3 =5, Ty =15, Ty =52, Ty = 203, Tr= 877, Tg = 4140 etc.

Como veremos mais adiante, o nimero 73, conta o nimero de particoes de um conjunto com n elementos e também possui
uma interpretacéo em termos de probabilidades, a qual apresentamos brevemente adiante (7;, é o n-ésimo momento da
distribui¢do de Poisson com média 1).

12Pjetro Mengoli (1626-1686).

BRoger Apéry (1916-1994).

MPara o trabalho original: Roger Apéry, “Irrationalité de ¢(2) et ¢(3), Astérisque, 61 (1979), 11-13. Vide também Alfred van der Poorten,
“A proof that Euler missed. Apéry’s proof of the irrationality of ¢(3). An informal report”, Math. Intell., 1 (1979), 195-203.

BWadim Zudilin. “One of the numbers ¢(5), ¢(7), ¢(9), ¢(11) is irrational”. Russ. Math. Surv. 56 (4): 774-776 (2001).

16Tanguy Rivoal, “La fonction Zéta de Riemann prend une infinit’e de valeurs irrationnelles aux entiers impairs”. Comptes rendus de
I’Académie des Sciences, Paris, 331 (2000), 267-270.

I7A nogao de partigdo de um conjunto é introduzida na péagina 57.
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Os ntimeros T;, sdo denominados nimeros de Bell'® e a relacdo (6.19) é denominada férmula de Dobiriski'®, e foi

obtida em 1877. A denominacdo em honra a Bell deve-se a um trabalho seu sobre esses nimeros, datado de 19342°, mas,
em verdade, o primeiro estudo sistemético dos ntimeros de Bell fora feito por Ramanujan®', mais de 25 anos antes, no
segundo de seus célebres Notebooks [391]. Por isso, a designacao dos nimeros T;, em honra a Bell é controversa.

e Prova da formula de Dobinski

Para n € Ng, defina F,, := Z R . Para n = 0 temos
k=0

=1
Fy, = ZE =ec. (6.21)
k=0

o0
S
Para n > 0, podemos comecar a somatéria em k =1 e temos F,, = Z e E claro disso que
k=1 "

=1 =1
F1 = E W = E E = €. (6.22)
k=1 k=0

Constate que, para n € IN,

O pnt1 00 En 0

> k:+1 k+1
P = 30 = Sty = L = e O

k=1 k:l k=0

n
n
Escreva agora (k+1)" = E < > kP, insira isso na igualdade acima e obtenha, apés trocar a ordem das somas (justifique
p
p=0

e EHE0)) - E0ES)

1
O termo com p =10 é Z i e — 1. Assim, obtenha
k=1 "

isso!),

n+1e+z< )(i%) e+i<Z>Fp. (6.23)

k=

Definido T}, := e~ 1 F,,, n € Ny, ou seja,

1 o= k"
L= 029
k=0
teremos, pelo que vimos acima em (6.21), (6.22) e (6.23),
n
Ty =1, T, =1 e Tn+1z<n)Tp, n>1,
— \P
p=0
provando o que desejavamos estabelecer, a formula de Dobinski.
e Distribuicao de Poisson de média 1
A relagao (6.19) tem uma interpretacdo em termos de probabilidades. Consideremos Ny = {0, 1, 2, ...} como um

espaco amostral com a distribui¢ao de probabilidades P({k}) = # para todo k € INg. Naturalmente, P({k}) >0e
Sreo P({k}) = 1. A distribuicao P ¢ a distribuicdo de Poisson*? com média igual a 1%3.

18Eric Temple Bell (1883-1960). Trata-se do mesmo autor de [44].

9Donald Gabriel Dobinski (-).

20E. T. Bell, “Exponential polynomials”. Annals of Mathematics, 35: 258-277 (1934). doi:10.2307/1968431. JSTOR. 1968431.
21Srinivasa Aiyangar Ramanujan (1887-1920).

22Siméon Denis Poisson (1781-1840).

23De modo geral, a distribuicio de Poisson de média A > 0 é dada por P({k}) = e_’\%.
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Para n € INg, a expressao
o0

> kMP({k}) %Z%

k=0

T, :

representa o n-ésimo momento da distribuicdo de probabilidades P. As relagoes (6.20) fornecem expressoes recursivas
para esses momentos. Assim, por exemplo, o valor médio da distribuicio é 77 = 1 e sua variancia é Ty — (T7)? = 1.

e Ntumeros de Bell e partigoes

A nocao de partigdo de um conjunto foi introduzida & pégina 57. Seja X um conjunto e seja € = {Cy, A € A} uma
cole¢do de subconjuntos de X (que indexamos por um conjunto de indices A). Dizemos que € é uma particio de X se
CyxNCy = () sempre que X # \ e se U C\ = X. E evidente que uma colecao € de subconjuntos de X é uma particao

AEA
de X se e somente se cada x € X pertence a um e somente um conjunto C.
Coloquemos a questao de saber quantas particoes podem existir em um conjunto finito.

Seja P, o nimero de partigoes de um conjunto de n elementos distintos, sendo que honorificamente declaramos que
Py = 1 (ou seja, consideramos que o conjunto vazio tem apenas uma partigdo). Afirmamos que P, = T,, para todo
n € Ny, sendo T}, os niimeros de Bell, definidos acima. A argumentacdo é a seguinte.

Seja C' = {c1, ..., ¢p+1} um conjunto com n + 1 elementos distintos. Seja P uma partigdo de C e, dentro dessa
partigdo, considere-se o subconjunto D de C' que contém o elemento ¢;1. O conjunto C'\ D pode ter k elementos, sendo
k um ntmero de 0 a n, correspondentes aos casos extremos em que D = {¢1, ..., ¢o41} € D = {c1}. Se eliminarmos
D da particdo P o que sobra é uma particdo de k elementos e, por definicao, hd P, de tais particoes. Esses k elementos
comporao um subconjunto de {ca, ..., ¢st1}, que é um conjunto com n elementos. H4 ( ) possiveis subconjuntos de k
elementos em {ca, ..., ¢,11}. Assim, o niimero de partigoes associadas a um dado k é (k) Py. Portanto, como k assume

3 n ~ A ,

todos os valores de 0 a n, concluimos que P, 41 = E ( k:) Py. Trata-se das mesmas relagoes de recorréncia dos niimeros
k=0

de Bell. Como Py =1 e P; =1, os mesmos valores assumidos por Ty e T, concluimos que P, = T,, para todo n € INp.

Essa constatacdo do significado de T;, em termos de partigoes torna ainda mais notével férmula de Dobiriski (6.19).

¢ Uma majoragao grosseira para os numeros 7T,

Com uso das relagoes de recorréncia (6.20) podemos encontrar uma estimativa grosseira para um majorante dos
nimeros de Bell T}, que é suficiente para os propédsitos que teremos logo adiante?*. Essa estimativa é

T, < 2nle™, n € Ny . (6.24)

Sao conhecidas estimativas muito melhores na literatura — duas serao apresentada mais adiante — mas nao precisaremos
delas por enquanto.

Vamos demonstra-la por inducao. Ela é claramente vélida para Ty e T;. Vamos admitir que o seja para todo
p=1, ..., n. Por (6.20), teriamos

p—n

n n n o0
n e g=n—p e 9 e 9
Thy1 < 2§ < >p!e” = 2nle” g ——— =" 2nle" E — < 2nlem g — = 2nle"e
n = P = (n — p)! = q! g q!

Como e ! < 1en! < (n+1)!, obtemos T},+1 < 2(n + 1)!e"*!, provando (6.24) para todo n.

e A fungao geratriz exponencial dos nimeros de Bell

A fungao geratriz exponencial dos nimeros de Bell T'(z) = ZZOZO fl—, n pode ser calculada facilmente. Poderemos

usar sua formula explicita para obter melhores estimativas para T;, quando n é “grande”.

Antes, observemos, porém, que devido & estimativa grosseira (6.24), podemos afirmar que a série que define T'(x) é
absolutamente convergente ao menos na regiao |z| < e~!, x € C, e define uma funcio analitica nessa regiao. Os computos

24 A saber, para demonstrar convergéncia da funcio geratriz exponencial associada aos ntimeros de Bell em um certo aberto de C.
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a seguir sao autoexplicativos.

n=0 n=1 n=0 n=0 p=0
oo 0o $n+1 n oo [e'e) $n+1
=1+Y > <)T1+Zp<z
| P | Y
e (1) p o \& (e 1)(n—p)!

Diferenciando ambos os lados dessa expressao em relagao a x, e diferenciando a série de poténcias termo a termo, o que
é permitido na sua regiao de convergéncia, obtemos

T/ _ S TP = anrp _ S TP D - z" _ T S TP P — oTT
@ =2 ST ) = 2 () = et = T
p=0 n=0 p=0 n=0 p=0

Assim, T'(z) satisfaz a equagao diferencial T"(x) = ¢*T'(x) com a condi¢ao inicial T'(0) = Tp = 1. Como facilmente se vé,
a equagao diferencial tem por solucdo T'(x) = exp (e“‘ + c), com c sendo uma constante, e a imposicao da condigao inicial
implica ¢ = —1. Logo, concluimos que

T(z) = exp(e*—1) = e le (6.25)
Observe-se que essa funcao ¢ inteira, i.e., analitica em toda a parte como funcao de x € C e, portanto, a série de poténcias
que a define é também convergente em toda parte, ndo apenas na regiao |x| <e L

Dessa expressao, podemos obter mais uma prova da férmula de Dobiniski. De fato, temos por (6.25),
1 . ek (n) 1 o K" k
o e . A . n _ - N kx
T(x) = e Z o Assim, para a n-ésima derivada, temos T (z) = e Z e
k=0 k=0

Pela defini¢ao da fungio geratriz exponencial, temos T (0) = T}, e tomando-se z = 0 na expressio acima, temos
T, =TM™(0) = e 1322 &, que é novamente a férmula de Dobiriski.

e Uma majoragao melhor para os nimeros T},

A expressao para a fungio geratriz T permite aperfeicoar as estimativas para majorantes de T3,. Como T, = T(”)(O),
a formula integral de Cauchy nos informa que

n! e
T, = —d 6.26
"7 Orie f{c ot 50 (6.26)

’ . . . . . ya . z z
onde C' é um circuito fechado dando uma volta em torno da origem em sentido anti-horario. Usando que |ee | <ele’l <

I21 . . . . . ~
e e tomando C' como um circulo de raio R centrado na origem, obtemos facilmente a majoragao

R
et n!

a qual, para R > 1, ji fornece uma estimativa assintética melhor que a de (6.24). Nada nos impede de escolher R
como fun¢do de n na expressao (6.27). Se, por exemplo, adotarmos R = In(n + 1) para n > 0 e usarmos a estimativa

n! < V2w n"tie metn, obtida em (7.105), pagina 410, teremos,
n
n
To < V2mn (———— ) emn,  n>0. (6.28)
In(n+1)
Verifique!

Usando o método conhecido como “steepest descent” para estimar a integral complexa em (6.26), é possivel obter
estimativas assintéticas ainda melhores para os numeros 7T;,, mas nao discutiremos mais essa questao aqui e remetemos

o leitor interessado a literatura pertinente. Estimativas assintéticas para os ntimeros T, tém relevancia na Teoria de
Numeros e na Andlise Combinatdéria, sendo ainda hoje objeto de pesquisa.
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6.2 Notas Sobre Convergéncia de Produtérias

e8] M
Seja {an, n € IN} uma sequéncia de nimeros complexos. Definimos a produtdria infinita H ax como o limite lim H ak
M—o0
k=1 k=1

. M M . . A .
se este existir. Podemos escrever [[,_, ar = exp () ,_,logay ) e, assim, tentar associar a convergéncia da sequéncia

H,iwzl ar a convergéncia da sequéncia 224:1 logar, quando M — oo. Com isso poderiamos reduzir a questao da con-
vergéncia de produtorias infinitas & questao da convergéncia de séries, tema sobre o qual muito é conhecido. H4, porém,
dois problemas aqui: em primeiro lugar, alguns a;’s podem ser nulos (em cujo caso desejamos que [[,—; ax seja nula) e
para tais ax’s o logaritmo log a; nao esta definido. Em segundo lugar, a questao da convergéncia de 224:1 log a pode
depender da folha onde os logaritmos complexos estao definidos, ponto que é particularmente importante no caso se que
{an, n € N} é uma sequéncia de fungdes em C. A proposigao a seguir fornece condigdes suficientes sob as quais esses
problemas podem ser contornados.

No que segue, log refere-se sempre & primeira folha do logaritmo, isto é, para a = |ale™*® € C com ¢ € (—m, 7] e
|a] > 0, o logaritmo loga é definido por loga :=In |a| + i¢.

Proposigao 6.1 Seja {an, n e ]N} uma sequéncia de numeros complexos. Uma condicao suficiente para que a produtoria

00 00 ) N )
H ar seja convergente € que valha Z lan, — 1] < oo, em cujo caso tem-se H ar = l]:[ akl exp < Z log an> para
k=1 n=1 k=1 k=1 n=N+1

todo N € IN suficientemente grande. Sob as hipdteses, a série ZZO:NH log a,, € absolutamente convergente. O

Comentdrios. 1. A condigao Zzozl |an — 1| < co implica que pode haver no maximo um ndmero finito de a,’s nulos, os quais, se ocorrerem,

estardo no fator HkN:1 aj o qual serd, portanto, nulo, implicando a nulidade de []gZ; ax. 2. A convergéncia absoluta de >°7° _  logas,
assegura que a produtéria [[p2; ay, € invariante por permutacées dos indices.

00 (71)711,«#12711,
m=1 m

Prova da Proposi¢do 6.1. Seja z € € com |z| < 1. Sabemos que log(1+ z) = > . Logo, |log(1 + 2)| <

% 2| = %\L\ Assim, para |z| < 1/2, teremos |log(1 + 2)| < 2|z|.
Se Y77 | |an — 1| converge, entdo existe N € N tal que |a, — 1| < 1/2 para todo n > N. Escrevendo log a,, = log (1 +

(an—1)) concluimos que |log a,| < 2|a,,—1| para todon > N. Essa desigualdade, junto a hipétese que >~ | |a,—1| < oo,

M N M
implica que ZZO:N-H log a,, converge absolutamente. Para M > N temos H ar = [H akl exp < Z 1ogan> ea

k=1 k=1 n=N+1
[eS) M
convergéncia absoluta de g log a,, implica a existéncia do limite Iv}im H ag. |
—00
n=N+1 k=1

A Proposigao 6.1 tem um corolario extremamente 1til que diz respeito a produtérias de fungoes analiticas em um
dominio compacto comum.

Corolario 6.1 Seja {an(z), n € ]N} uma sequéncia de funcoes analiticas em um dominio compacto comum K C C e
o0

o0
suponhamos que Z sup |an(z) —1| < oco. Entdo, a produtdria infinita H ar(z) converge uniformemente em K e define
K

n=1%¢ k=1
0o N 0
nesse dominio uma funcdo analitica. Essa funcao pode ser escrita como H ar(z) = [H ak(z)] exp ( Z log an(z)>
k=1 k=1 n=N+1
para todo N € N suficientemente grande, sendo que ZZO:NH log an(z) converge absoluta e uniformemente em K e define
uma fun¢ao analitica nesse dominio. O

Prova. A hipdtese Y 7 sup,c g |an(z) — 1] < oo implica que existe N € IN tal que sup,¢ g |an(z) — 1] < 1/2

para todo n > N e, portanto, valem para todo m > N as afirmagoes que a, nao se anula em K e que log (an(z))
o0 (o)

é analitica em K. Pela Proposi¢ao 6.1, vale também que H ax(z) converge para cada z € K e vale H ax(z) =
k=1 k=1
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N oo
lH ak(z)l exp < Z log an(z)>, sendo que Y >\ logan,(z) converge absolutamente para cada z € K. Como vi-
k=1 n=N+1
mos na demonstracdo da Proposigéo 6.1, vale |logan(z)| < 2|an(2) — 1] < 2sup,¢ g |an(z) — 1]. Com isso, vemos pela
hipdtese Y 07| sup, ¢ g |an(z) — 1] < 0o que Y7 o loga,(z) converge uniformemente em K e, portanto, define uma
fu%éo analitica nesse dominio. Isso implica também a convergéncia uniforme em K da sequéncia de produtorias finitas
- M ) [ . - s
[T:—; ax(z). Note-se que cada funcao [],_, ar(z) é analitica em K (por ser um produto finito de fungoes analiticas).
Portanto, o limite H;OZI ak(z) define igualmente uma funcéo analitica em K, por ser o limite uniforme de uma sequéncia
de fungoes analiticas em um compacto. |

6.2.1 Uma Deducgao Elementar do Produto de Wallis

Como aplicagao de nossa discussao anterior, vamos aqui apresentar uma dedugao direta da chamada férmula de Wallis,
ou formula do produto de Wallis. Uma segunda demonstracao independente serd também apresentada em nossa discussao
de propriedades da Funcao Gama de Euler, no Capitulo 7, pdgina 378. Vide relacao (7.46), pdgina 393.

Para n > 2, vale a identidade

n—1 n—2

(senz)" = —%% (cos(x)(senx)n_1> + (senz)" ~, (6.29)
cuja prova segue das linhas seguintes:
(senn)" = — (=L conr ) (sen)" " =~ (cos(a) (sena)" ") +cosar— ((senr)" )
senx) = 5 €057 | (senz = — (cos(z)(senz cosz— | (senz

__4ad (Cos(z)(senx)nil) + (n —1)( cos :E)Q(sen:c)nf2

= T (cosa) (sen)" ) + (n — 1) (sena)"* — (n — 1) (sena)"

Com o uso de (6.29) pode-se calcular recursivamente integrais envolvendo poténcias da func¢do seno. Definindo para
todo n € Ny

o = ———Ju-z. (6.30)
Verifique! Observe-se agora que
T
J() = 5 e Jl =1
Logo, por (6.30), valem para todo m € N,
m
T 2k —1 7 (2m — !
Tom =5 ;El 2k 2 (2m)l (6:31)
m
2k (2m)!!
J: = = . 6.32
et ;};[1 2k+1  (2m+ 1) (6:32)

Verifique! Dividindo-se a linha de cima pela de baixo obtém-se facilmente que

z o ﬁ 2k 2k ng
2 P2k —12k+1

)
J2m+1
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identidade essa que também pode ser expressa na forma

™ [(2m)!1]° Jom [ (2m)!! r 1 Jom
T _ - (6.33)
( )ll

2 2m—1D"2m+ D! oy 2m — )| 2m+ 1 Jopq1

Como essas identidades valem para todo m € IN, é natural perguntarmos o que sucede se tomarmos o limite m — oo
do lado direito das mesmas. Para responder a isso precisamos entender o que acontece no limite m — oo com a razao

JQm/JQm—H-
, . . , 2m+1 2m
Como 0 < senz < 1 para x € (0, 7/2), é evidente que nesse intervalo vale também 0 < (sen:ﬂ) < (sen:ﬂ) <

(senx) et Logo,

- fOW/Q (senz) 2 fOW/Q (senz) 2l g
/2 senx amt dx /2 senx et dx
fo 0
o que, face a (6.30), significa que
Jom 1
1 < < 14—
2m+1 2m

Verifique! Logo, lim,, o ﬁ = 1 e, portanto, por (6.33),

s

im ——2 =1
2% 2k

e T 2ht1

o que implica que o limite lim,, oo []1- he1 213’“1 % existe e que vale
m
T 2k 2k
— = i . 6.34
2 mg%o]:-[l2kz—12k:+1 (6:34)

Essa é a formula de Wallis?®, também denominada férmula do produto de Wallis ou produto de Wallis, obtida em 1665,
e que pode ainda ser expressa como

m 4]{72
= am H 4k2 —1 (6:35)
ou como 9
™ . (2m)! 1
Z ) )
2 T mie [(Qm—l)!!] 2m + 1 (6.36)
2k 2k

Note-se que a convergéncia da produtéria infinita Hk 13 pode ser provada diretamente do critério listado

na Proposicao 6.1, pagina 359, pois

2k—1 2k+1

g} 2k12k—|—1 } i

Usando os fatos bem conhecidos que (2m)!l = 2™m! e (2m)! = (2m)!1(2m — 1)!! (Exercicio E. 7.14, pagina 414),
podemos também reescrever (6.35) na forma

24m(mht 1
— = lim (m)

2 m—ro0 ((Qm)!)Q 2m+1° (6:37)

Verifique! Essa expressao é util na obtencao da chamada aproximagao de Stirling, como tratado na Secao 7.6.1, pagina
404.

25 John Wallis (1616-1703).
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6.3 A Formula de Inversao de Mobius. As Formulas de Viete

Seja X um conjunto nao vazio e seja P(X) a colecao de todos os subconjuntos de X, incluindo o vazio. Em muitas
situagoes deparamos com fungoes definidas em P(X) assumindo valores em R ou em C. Nesta segdo demonstraremos
a elegante formula de inversio de Mabius®®, a qual possui diversas aplicagoes em Mecanica Estatistica (expansdes de
polimeros e de “clusters”, expansdes de Mayer?”), em Teorias de Campos, na Teoria de Probabilidades e na Anélise
Combinatéria.

Se A é um conjunto finito, denotaremos por |A| a cardinalidade de A, ou seja, o ntmero de elementos de A. Natu-
ralmente, |()] = 0. Note que se AN B = (), entdao |AU B| = |A| + |B.

Lema 6.1 Seja M um conjunto finito (podendo eventualmente ser vazio) e seja f uma funcgdo real ou complexa definida

em M. Entao, vale
[T rrem) = 37 ] ). (6.38)

meM NCM neN

com a convengao [[,cq f(x) = 1. Uma consequéncia importante de (6.38) € a relagao

(1+a)™M = > oM, (6.39)
NCM

valida para todo a real ou complexo, a qual tem por implicagdes a expressao

P(M)] = 2M1, (6.40)
assim como a importante relac¢do
0, seM#0,
Z ()N = (6.41)
NCcM 1, seM=0.
O

Prova do Lema 6.1. A relagdo (6.38) pode ser provada por indugdo no ndmero de elementos de M. Ela é naturalmente
vélida para |[M| = 0 e para |M| = 1 e é vdlida também para |M| = 2, pois se M = {mq, ma}, (14 f(m1))(1+ f(m2)) =
14+ f(m1) + f(m2)+ f(m1) f(m2), que tem a forma do lado direito de (6.38), como facilmente se vé, pois os subconjuntos
de M sao 0, {m1}, {ma} e {m1, ma}. Seja, entdo, M = {my, ..., my}, com |[M| =1, sendo [ > 2, e suponha que (6.38)
ja tenha sido estabelecida para conjuntos com [ — 1 elementos. Teremos

-1

[T (+som) = [T+ femp) | 1+ Fom) = > [T se)| (14 fGmo))

meM Jj=1 NoC{ma1, ..., my_1} n€ENp

= > IT ro+ > [H f(n)] fm) = Y I ro),

NoC{m1, ..., m_1} n€Ng NoC{m1, ..., my_1} Ln€Ng Nc{m1, ..., m;} n€EN

como facilmente se vé. A relagio (6.39) é evidente caso M = () e, caso M # (), ela segue de (6.38) para a fungéo constante
definida por f(m) = a para todo m € M. A relagao (6.40) segue de (6.39) tomando-se a = 1. A relagdo (6.41) ¢é evidente
no caso M = 0. No caso M # 0, ela segue de (6.39) tomando-se a = —1. |

Proposicao 6.2 (Férmula de Inversao de Mdbius) Seja X um conjunto ndo vazio e finito e seja F : P(X) — C
uma fungdo complexa (ou real) definida em P(X). Seja G : P(X) — C definida por

GB) = > (-)F4) (6.42)

A: ACB

26 August Ferdinand Mdébius (1790-1868).
27Joseph Eduard Mayer (1904-1983) e Maria Goeppert-Mayer (1906-1972). Vide [323] ou [222].



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 6 363/2825

para todo B C X. Entdo, vale

F(o) = Y (-yPam), (6.43)

B: BCC
para todo C' C X. 0O

A funcdo G definida em (6.42) é por vezes dita ser a transformada de Mébius da fungdo F. A expressdo (6.43) é
denominada formula de inversao de Mdébius. Por (6.43) vemos que a transformada de Mobius tem a si mesma como
inversa. A férmula de inversao de Mobius permite obter facilmente identidades combinatérias cuja demonstracao pode
nao ser tao simples por outros meios.

Prova da Proposicdo 6.2. Pelas definigoes,

Y =nPlam Yo Y WPIEY)ME

B: BCC B: BCC A: ACB

D D SR A ¥)

A: ACC B: CDOBDA

- Y VMR ( <—1>B'>
B: COBDA

A: ACC

= > C)ME@ | Y (e

A: AcC B': B'CC\A

D DI A I DR Rt

A: ACC B’: B'CC\A

(6.41)

F(O).

Para a tltima igualdade, note que A C C'e C'\ A = ) implicam A = C. Na quarta igualdade usamos que se B é tal que
C D B D A, entdao B pode ser escrito como a uniao disjunta B = AU B’ com B’ C C'\ A e, portanto, |B| = |A|+|B’|. B

E. 6.10 Ezercicio. Usando (6.43), prove que se C' é um conjunto finito, entdo

> VFRB) = (-1, (6.44)

B: BCC

com a convencio que P() = {0} e, portanto, ![P((Z))! = 1. Por (6.40), a expressdo (6.44) afirma que

> = = (-, (6.45)
B: BCC
A identidade (6.45) pode também ser provada diretamente de (6.39) tomando-se a = —2. o,

6.3.1 As Férmulas de Viete

Vamos agora apresentar mais uma aplicacdo ttil de (6.38): as chamadas Férmulas de Viéte?®, também denominadas
Férmulas de Girard®®, que sao relacoes que expressam os coeficientes de um polinémio em funcio de suas raizes.

28Francois Viete (1540-1603).
29 Albert Girard (1595-1632).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 6 364/2825

Seja p(x) = 2™ + 1™ + - 4+ a1z + ap um polindémio ménico®® de grau m > 1. Os coeficientes aj, podem ser
reais ou complexos, assim como a variavel x.

m
Se suas raizes (ndo necessariamente distintas) sdo x1, ..., Zn, é bem sabido que podemos escrever p(z H T—T).
k=1

m
Para « # 0, vale p(z) = H 1+ f(k onde, para k € {1, ..., m} = M, temos f(k) := —xy/x.

Fazendo uso de (6.38), escrevemos,

o = ST = 50 T = S 3 Il

NCMIEN NCM leN n=0 NEM IEN
=n

Assim, como p(z) = > 1 am—nz™ "™ com a,, = 1 vemos, comparando os coeficientes, que

amn = (0" [[m, n=1...m. (6.46)

NCM [N
|IN|=n

Essas expressoes sao denominadas Formulas de Viete, ou Formulas de Girard. Elas afirmam que

Am—1 = *(IElJr"'Jrﬂ?m),

Am—2 = ($1IE2+IE1$3+"'+$1£Em+IE2IE3+'~~+ﬂ?2$m+"'+£ﬂmf1ﬂ?m> = E TiTj ,

i, j=1
i<j

m
_ (6.47)
Am—-3 = — Z TiTjTp
i, 4, k=1
i<j<k
ag = (=1)"x129 Ty

De forma geral, temos
Gk = (—1)k Z Ty Tiy - Ty, (6.48)

1<ii<ig< - <ip<m

para k =1, ..., m. Na expressao para a,,_o, por exemplo, o lado direito envolve somas de todos os produtos possiveis
de duas raizes distintas. As demais expressoes sao similares.

Um fato de grande relevancia, e que se percebe mais claramente com as férmulas de Viete (6.46) e (6.47), é que
os coeficientes sdo polinémios simétricos (por permutagdes) das raizes. Essa simples observagao é a raiz histérica da
Teoria de Grupos e da area da Algebra denominada Teoria de Galois®' (vide e.g., [318]), cujo primeiro sucesso foi o de
determinar condiges necessarias e suficientes para que os zeros de um polinémio possam ser determinadas por radicais,
um célebre problema da Matematica que permaneceu aberto por séculos até sua dramatica solugao por Galois em 1832.

6.3.1.1 Uma Aplicagao. Localizando Zeros de Certos Polinomios

As férmulas de Viete (6.47) possuem muitos usos e vamos no que segue apresentar um deles, que fornece informagao
sobre a localizacao de raizes de polindmios cujas raizes sejam reais.

30Um polinémio é dito ménico se o coeficiente de seu monémio de maior grau for 1.
31Evariste Galois (1811-1832). Galois morreu tragicamente em um duelo. Suas tltimas palavras a seu irmao Alfred teriam sido “Ne pleure
pas, Alfred! J’ai besoin de tout mon courage pour mourir & vingt ans!”. Vide [44].
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No que segue, consideraremos um polinémio moénico p(x) = ™ + a,,_12™ 1 + -+ + a1z + ag cujos zeros 1, ..., Tm
sejam todos reais. Nossa primeira observagao é que, como os zeros de p sao supostos reais, entao as relagoes de Viete em
(6.47) nos ensinam que os coeficientes ag, ..., am—1 de p sdo também nimeros reais.

Faremos uso do seguinte lema:

Lema 6.2 Seja p(x) = 2™+ am_12™ "1+ -+ a1z +ag um polindmio monico cujos zeros Ty, ..., Ty sejam todos reais.
Entao,

(am-1)" > 2am s . (6.49)

Prova. Pelas duas primeiras relagbes em (6.47), temos

am—1 = —(z1+-+am), (6.50)
A2 = Zmzxj (6.51)

Assim,

m m m
(am_1)2 (639 (acl +- acm)Q =2 Z TiT; + 3 (631 2am—2 + in .

=1 k=1 k=1
1<jJ
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
|x1+...+mm‘ = |1~:C1+~~~+1~:Cm < 124412 \/x%+...+zgn’
| S ——
m vezes
e disso segue
1 2 (6.50) 1 2
2
i+t > E|zl+~~~+xm| = a(am,l) . (6.52)
Logo,
2 1 2 (6.50) 1 2
(am-1)" > 2am-ra+—(z14+ +2p) = 2am-2+—(am-1)",
m m
.o m— 2 .z
ou seja, —— (am_l) > 2a,—2, como desejdvamos provar. |
m

Nosso resultado principal sobre localizagao de zeros de um polindémio com zeros reais é a proposigao a seguir. Na
demonstracao, seguimos proximamente a referéncia [8], que atribui esse resultado a Laguerre3? 33.

A Proposigao 6.3 é relevante na determinacdo numérica de raizes de polinomios (se todas as rafzes forem reais), por
indicar uma regiao regiao especifica onde eles podem ser procurados, por exemplo, pelo método de Newton. Usaremos a
Proposicao 6.3 para obter estimativas sobre o espectro de matrizes autoadjuntas na Segao 10.5.3, pagina 558.

Proposigao 6.3 Seja p(x) = 2™ + @y 12™ 1 + -+ - + a1 + ag um polinémio ménico cujos zeros xT1, ..., Ty Sejam

todos reais. Entdo, todos os zeros de p estdo localizados no intervalo [a;, a;], onde

ai _ —Q—1 £ \/((m — 1)%:7;1) —2m(m — 1)am—o | (6:53)

\/((m—l)am,l)2—2m(m—1)am,2

ou seja, todos os zeros pertencem ao intervalo fechado de largura 2 — centrado em
Observe-se que (6.49) garante que ot sdo ambos reais. a

—am-—1
—m

32Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).
33 A referéncia original seria E. Laguerre, “Mémoire pour obtenir par approximation les racines d’une équation algébrique qui a toutes les
racines réelles”. Nouv. Ann. Math., 2e série, 19, 161-172 and 193-202 (1880).
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Prova. Pelas duas primeiras relagoes de Viete em (6.47), temos

am—1 = —(z14-+am), (6.54)
m
Am—2 = X1 (IQ + -+ Im) + Z XTilyj - (655)
Assim,
6.54
(am,1)2 (6:54) (IE1+"'+£Em)2 = :c%+2:c1(:c2+~~-+mm) + (IE2+"'+£Em)2
(6.55) " 2
=7 i +2 am_g—ZIixj + (w24 +Tm)
22+ 20,0 + fo .
i=2

Portanto,

Z:c? = (am,1)2 — 22— 2am, o . (6.56)

i=2

Por outro lado, temos, também por (6.54),
2 2

(am—1+x1)" = (24 +Tm), (6.57)

mas pela desigualdade de Cauchy-Schwartz
|x2+...+mm‘ = |1~:C2+~~~+1~:Cm‘ < 124+ 412 \/x%++zgn
—_———
m—1 vezes

Assim,
(w24 +am)” < (m—1)(ad+- +22)

Retornando com isso a (6.57), obtemos

(am—1+ x1)2 < (m—1)(a3+ - +22) (6.59) (m — 1)((am—1)2 —x? — 2am—2> )

ou seja,
ma? + 2a, 121 — (m — 2)(am,1)2 +2(m—1)am—-2 < 0. (6.58)

Fagamos agora a observagao que o minimo do polinémio ¢(z) = ma? + 2a,,—12 — (m — 2) (am_1)2 +2(m—1)apy—2 é
negativo. De fato, esse minimo ocorre no ponto £ onde ¢'(£) = 0, ou seja, em § = —“2=L. Agora,

(6.49)

(am71)2> S 0 )

m—1

a(€) = (m—1)(2ap-2—
como afirmamos.

Retornando com essa afirmagédo a (6.58), vemos que x; deve estar localizada no intervalo fechado entre os dois zeros
de g(x), onde esse polinémio é nao positivo. Esses zeros sdo, como trivialmente se verifica,

—am—1 £ /(M —1)2(am—1)2 — 2m(m — 1)am_2

)

m
que coincidem com a;f apresentados em (6.53). Observe-se que (6.49) garante que esses zeros sejam reais.

Concluimos que x; encontra-se no intervalo fechado [a;@, a;g]. Como z; foi escolhido como um zero genérico de
p (nenhum ordenamento foi suposto entre os zeros listados como x1, ..., &), concluimos que os demais zeros devem

submeter-se & mesma restrigao. O
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6.3.1.2 As Desigualdades de Samuelson e Algumas Generalizagoes

A Proposicao 6.3, pagina 365, possui uma leitura muito interessante. Sejam 1, ..., X, pontos nao necessariamente
distintos da reta real. Seu valor médio, ou média aritmética, é p, () := % e o desvio padrao desse valor médio é

1 — 2 1 — 2
O'm(x) = E Z (xk - Nm(z)) = E Z(xk)Q - (Nm(:c)) :
k=1 k=1
Suponhamos que ndo conhegamos os valores de x1, ..., %, mas saibamos apenas os valores de m, de pn,(x) e de

om(x). Podemos apenas com essas informagoes determinar uma regiao onde o conjunto se encontra? Talvez um tanto
surpreendentemente a resposta é sim e afirmamos que

{21, ..., zm} C {um(:c)—\/m—lam(x), um(x)Jr\/m—lam(:c)} : (6.59)

Essa afirmacdo é denominada desigualdades de Samuelson®*35. Ela afirma que qualquer conjunto finito de m pontos esta
contido no intervalo fechado demarcado por seu valor médio mais ou menos v/m — 1 vezes seu desvio padrao.

Para prové-la, consideremos o polinémio p(z) = (x—x1) -+ - (2 —2p) = 2™ +am_12™ t+- - -+a1x+ag. Os coeficientes
ay sao dados pelas férmulas de Viete (6.47) e a Proposicao 6.3, pagina 365, informa que {x1, ..., z,} C [a;“ a%] com
ot dados em (6.53). Agora, por (6.53) e pelas duas primeiras férmulas em (6.47),

2
e, ez, 2
of = ui\/mfl (m—1) <u> - Z T . (6.60)

m m —
1<i<j<m

Porém,

(m—1) (:U1+.7-n-+xm)2 _ (mm_zl) zi:(xk)2+2 Z iz

k=1 1<i<j<m

e, portanto, o termo dentro da raiz quadrada fica

D e T DRI D B/ S LD s

k=1 1<i<j<m k=1 k=1 1<i<j<m
2
1, o (w4 +am) 1<, o 2 2
= m (z1)” — m2 = m Z(xk) - (Mm(x)) = om(7)”.
k=1 k=1
Assim, retornando a (6.60), temos ot = pm(z) £v/m — 10, (x), como desejdvamos estabelecer.

Comentemos que o resultado final nao avanca além do de Laguerre, mas é interpretado em termos das quantidades
estatisticas ji,,(z) e 0y, (z). Essa foi a contribuigio de Samuelson ao resultado®® e que escapara a Laguerre.

As desigualdades de Samuelson e suas generalizagoes (vide adiante) podem ser aplicadas ao estudo da localiza¢ao do
espectro de matrizes autoadjuntas, assunto apresentado na Secao 10.5.3, pagina 558.

e As desigualdades de Samuelson. Uma segunda demonstragao

As desigualdades de Samuelson podem ser demonstradas com recursos ainda mais simples: elas sdo uma decorréncia
da desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada de forma conveniente. A prova que apresentamos aqui provém de: Barry
C. Arnold, “Schwarz, Regression, and Extreme Deviance”. The American Statistician, 28, n. 1, pp. 22-23 (1974).

34Paul Anthony Samuelson (1915-2009). Samuelson foi um destacado economista e ganhador do “Prémio de Ciéncias Econémicas em
Meméoria de Alfred Nobel” de 1970, incorretamente conhecido como Prémio Nobel de Economia.

350 artigo original é P. A. Samuelson, “How deviant can you be?”, J. Amer. Statist. Assoc. 63, 1522-1525 (1968).

36Para extensdes desse resultado, vide: Henry Wolkowicz and George P. H. Styan, “Extensions of Samuelson’s Inequality”, The American
Statistician, 33, no. 3, 143-144, (1979). DOI 10.1080/00031305.1979.10482683.
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Empregando a mesma notacio de antes, sejam os vetores x € R™ ™! e u € R™~! definidos por

To — fim () 1

X = e u:= [:f. (6.61)

Tm — Um ($) 1
Observe-se que a componente 1 — iy, () foi excluida de x, resultando neste vetor possuir m — 1 componentes, como

também u.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos <x, u>2 < <x, x><u, u>, ou seja

2

S (0@ | <[5 - sonta))? <212>=(m—1)2(%—um($))2-

=2 j=2 1=2 j=2

Somando e subtraindo 1 — p, () € (xl - um(ac))2 as somas em j do lado direito e esquerdo, respectivamente, obtemos

2
m

S (@ = @) = (21 = (@) | < m=1)D (25 = p(@))” = (m = 1) (21 = ()

j=1 j=1

? (6.62)

Pela defini¢ao de g, (x), tem-se Z (zj — ptm(z)) = 0. Assim, (6.62) fica
j=1

m(er — pm(@)" < (m = 1) (25— (@),
ou seja (z1 — um(x))2 < (m —1)om(x)?. Com isso, vemos que

m(z) —vVm —1lop(x) < 21 < pp() + vVm— Loy, (z) .

A escolha de z; foi arbitraria e, portanto, a desigualdade acima permanece vélida se z; for substituido por qualquer z;,
j=1, ..., m. Dessa forma, obtemos novamente a desigualdade de Samuelson (6.59).

e Estendendo as desigualdades de Samuelson

A demonstragdo que apresentamos logo acima inspira uma extensdo das desigualdades de Samuelson, a saber,
utilizando-se a desigualdade de Holder na forma (24.46), pdgina 1331, em lugar da de Cauchy-Schwarz. Com um
pouco mais de generalidade consideraremos m € IN niimeros complexos nao necessariamente distintos z1, ..., xz,, € C
cuja média aritmética é u,,(z) = % (acl 4+ acm). Definimos x € C™ 1 e u € C™~! por

To — fim () 1
X = e u:= |[:f. (6.63)

Tm — Mm(x) 1

Observe-se que a componente x1 — p,,(x) foi excluida de x, resultando neste vetor possuir m — 1 componentes, como
também u. Seja também p € R com p > 1 e seja ¢ € R definido por 1—1) + % = 1. Temos, pela desigualdade de Holder
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(24.46), pdgina 1331,

1/p 1/q
m (24.46) m » m
’ ‘ Z 1| < Z‘xj Hom 1 < Z|x] fan ()| 21‘1
=2 Jj=2 Jj=2
m 1/p
= (m—1)Y4 Z‘Ij—,um(x)‘p . (6.64)
=2

Assim,
1/p

> (@5 = m(@)| < (=DM |3 fo; = ()]

i=2

. 2N . .. .
Somando e subtraindo x1 — pm, () e ‘:L'l um(m)| as somas em j do lado direito e esquerdo, respectivamente, e usando
m

o fato que Z (zj — pm(x)) =0, temos
j=1

1/p

|21 = (@) < (m =YD |ag = (@) | = |21 = s ()]

j=1

Com isso,

— i (@)]" < (=123 ey = ()] ] 21— ()]

j=1
o que implica
1/p
—1pla &
~ ()| < 1+ p/qZ| j =t (@ : (6.65)
E facil verificar que 1&;:?1,,)/:/[1 = 1+(mi1)1—p7 pois p/qg=p — 1.
Definamos,
1
vp = up(xl, R acm) = p” Z |xj — pim(x) P

o =[]

Observe-se que f,(m) é, para cada p, crescente em m para m > 1, aproximando-se de m'/P para m “grande”. Além
disso, fp(m) é, para cada m, descescente em p, convergindo a 1 para p — co.

Com isso, podemos escrever (6.65) como

1/p
o1 = i (@)] < o) (vp (21, s mm)) (6.66)
As expressoes acima foram obtidas para todo p € R com p > 1.
Como a escolha de 1 foi arbitréaria, concluimos que (6.65) é vélida para todo x4, ..., &, e, portanto, temos

1/p

|2k — pm(2)] < fo(m) (Vp (z1, ..., xm)) (6.67)
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para todo k=1, ..., m e todo p > 1. Essa é uma versao generalizada das desigualdades de Samuelson, pois implica

{:cl, ce :L'm} C 3<um(m), fp(m)(z/p)l/p) ,

)1/P

o disco fechado em C, de raio fp(m)(z/p , centrado em i, (z). Para x1, ..., x,, reais, isso significa

{21, s @m} © @) = Lpm) ()7 g (@) + fy(m) ()] (6.68)

No caso em que 1, ..., Z,, Sao reais e p é um inteiro par, a grandeza v, = v (ml, R xm) possui uma interpretacao
estatistica: ela é dita ser o p-ésimo momento central de x1, ..., x,,. O qualificativo “central” se deve ao fato de ser
o p-ésimo momento associado ao conjunto 1 — (), ..., Tm — pum(x), ou seja, ao p-ésimo momento centrado no
valor médio p,,(z). No caso em que p é um inteiro impar essa interpretagdo como momento central é prejudicada pelo
aparecimento dos valores absolutos na soma que define v,. Pelo mesmo fato, para o caso geral de p real nao inteiro, essa
interpretagao também nao esta disponivel.

Como facilmente se verifica, para p = 2 temos fa(m) = vVm —1 e /iz = om(x), o desvio padrao de x1, ..., Tpm.
Assim, para p = 2, (6.67) e (6.68) recuperam as desigualdades de Samuelson originais.
E também interessante analisar o comportamento de f,(m) e de v, (xl, e acm)l/ P quando p e m sao “grandes”.
1. Param fixo e p — oo temos f,(m) — 1. Além disso, nesse mesmo limite, a quantidade v, (:L'l, ey :cm)l/p converge
a max {|z1 — tm(2)], ..., [Tm — pm(2)|}. Logo, nesse limite, (6.67) torna-se
‘xk—,um(x)‘ < max{|x1—um($)|, ceey xm—,um(x)‘}, k=1, ..., m, (6.69)
que é um resultado 6timo e que nos garante (no caso em que 1, ..., T, sdo reais) que
{21 oy n} C [pm(@) = [ar. = i@, (@) + |2, = (@)
onde zj, é um elemento de {z1, ..., xm} para o qual ‘xk — um(x)| atinge o méximo. Assim. Se xj, > pm(z),
temos
[21tm() — 21, x|, caso wh > pn(a) |
{z1, ..., 2m} C (6.70)

(o6, 2m(@) — x|, caso ax, < un(a)

2. Para p fixo e m > 1, f,(m) aproxima-se de m'/? de forma crescente. Assim, por (6.67) podemos escrever

m 1/p
ok — @) < [ [y — (@) (6.71)
j=1
para todo k = 1, ..., m, uma desigualdade trivial por ser a funcdo R, > x + /P uma funcio crescente.

Se agora assumirmos que a sequéncia {Z, }men pertenca a ¢,(IN), p > 1, teremos pelo Exercicio E. 24.60, pagina
1347, especificamente, por (24.72), que lim p,(x) = 0. Com essas informagoes, podemos escrever de (6.71),
m—0o0

1/
o] < [S52 Jesf"]

= ||z||p, @ norma p da sequéncia {zm, }nen. Portanto,

{z;, je N} c D(0, ||lz[|,) ,
o disco fechado em C, de raio ||z|,, centrado na origem, ou, no caso real,
{zj, 5 e N} © [zl Izl -

Pelo Teorema 24.5, pagina 1338, sabemos que as normas ||-||, sdo decrescentes em p: ||z||,» < ||z||, se p’ > p (lembrar
também que £,(IN) C £,/ (IN) se p’ > p, pelo Exercicio E. 24.48, pagina 1329). Assim, a relagéo ‘mk‘ < ||lz||, torna-se
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mais restritiva & medida que p cresce. Também sabemos, pela Proposicao 24.5, pagina 1338, que lim ||z, = [|2]
p*)OO

e concluimos que para todo k, tem-se
|xk| < zlloo ou seja, {xj, j GIN} C E(O7 Hx||oo) , (6.72)

novamente uma relagao 6tima.

As relagoes (6.69)—(6.70) e (6.72) ndo sao surpreendentes, mas a possibilidade de obté-las a partir de (6.67)—(6.68)
ilustra a utilidade daquelas relagoes.

6.3.1.3 As Identidades de Girard-Newton

Aproveitando nossa discussao sobre as férmulas de Viete (6.46), (6.47) e (6.48), pagina 364, vamos apresentar um conjunto
de identidades tteis envolvendo certos polindémios simétricos em vérias varidveis (reais ou complexas), denominadas
identidades de Girard-Newton. Essas identidades foram descobertas por Girard3” em 1629 e redescobertas por Newton®8,
sendo publicadas em 170739,

Girard e Newton (que aparentemente nao conhecia o trabalho anterior de Girard) ndo consideraram o caso geral,
nem apresentaram provas das relagoes que obtiveram. Newton limitou-se ao caso m = 3 e k = 3 (em nossa notacao, vide
abaixo), o que corresponde a equagdes cibicas em trés varidveis. O caso geral, do qual trataremos abaixo, é também
denominado Teorema de Newton na literatura (por exemplo, em [126]). Desconhecemos o autor da primeira demonstragao
do caso geral.

As identidades de Girard-Newton tém aplicacdes em Algebra, como na Teoria de Galois (vide, e.g., [126] ou [318]),
no estudo do Grupo de Permutacoes, em Estatistica e Algebra Linear, por meio de generalizagoes das desigualdades de
Samuelson (vide comentério e referéncias adiante) e encontraram uso na obtengdo de certas solugoes exatas na Teoria
da Relatividade Geral, as chamadas solu¢ées de fluido. Vide para tal [459], um texto especializado em solugdes exatas
da Teoria da Relatividade Geral, ou o capitulo IX de [87]. Solugoes de fluido sdo empregadas em modelos estelares, em
Astrofisica, assim como em modelos cosmoldgicos.

e Definicoes prévias, enunciado principal e sua demonstracao

Comecemos com a definicao de dois conjuntos de fungoes em m varidveis que nos serao uteis.

Seja m € N e para (21, ..., &) € C™, defina-se
mi(21, s wm) = Y (@) = (@) e (@) (6.73)
j=1
sendo k € IN. Defina-se também, para k € Ny,
1, se k=0,
Gz, ooy o) = Z i xy,, se 0<k<m, (6.74)
1<ii << <m
0, se k>m.
Note-se, em particular, que
C1($17---;xm):$1+---+$m e Cm(xlv---7$m):$1"'$m.

Observe-se também que, pela férmula de Viete em (6.48), tem-se que para 0 < k < m que

Ce(a1, s ) = (=D am— (6.75)

37 Albert Girard (1595-1632).

38Tsaac Newton (1642-1726).

39Fsses resultados foram apresentados em um livro-texto contendo notas de aula de Newton sobre Algebra e Aritmética, denominado
Arithmetica Universalis, publicado em 1707 sem o consentimento de Newton, por um certo William Whiston (1667-1752). Historiadores
acreditam que Newton ja obtivera seus resultados em 1669 ou mesmo em 1666, seu “Annus mirabilis”.
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onde a; sdo os coeficientes do polindémio (z — x1) - - - (¢ — &) na varidvel z.

Com isso, podemos agora apresentar e demonstrar as identidades anunciadas:

Proposicao 6.4 (Identidades de Girard-Newton) Para todo m € IN, tem-se com as defini¢ées acima,

k
Z(fl)iflck,i (:L'l, ey :cm)m-(:cl, ce :cm) = k (:L'l, e :cm) , paral <k<m, (6.76)
i=1
k
Z (=) s (ml, e xm)m(xl, o acm) = 0, para k > m . (6.77)
i=k—m
Acima, (:cl, cee :cm) e Cm. O

Observe-se que a forma das relagoes independe do niimero m de varidveis. Apés a demonstragao exibiremos algumas
consequéncias de (6.76)-(6.77).

Demonstra¢do da Proposicdo 6.4. Fixemos m € IN. A demonstracao é feita em trés etapas: a prova de (6.76) no caso
k = m; a prova de (6.77) para k > m e, finalmente, a prova de (6.76) no caso 1 < k < m.

Etapa 1. Comegamos provando (6.76) no caso k = m. Considere-se o polinémio moénico de grau m na varidvel = dado
por (x —x1) -+ (z — xy,). Sabemos pelas férmulas de Viete e por (6.75) que

m—1 m—1
(x—z1) - (r—2xpm) = ao+ Z a;r' + 2™ = (=1)"Cn (21, .., Tm) + Z (=)™ i1, .oy Tm)2’ + 2™
i=1 i=1
Se agora escolhermos x = x; para algum j =1, ..., m, ficamos com
m—1 ) .
0 = (71)m<m ('»7317 ceey Zm) + Z (71)m72<m7i (551; SRR ggm)(;cj)z + (:Cj)m :
i=0
Somando-se essa igualdade para todo j =1, ..., m, obtemos
m—1 )
0 = (—1)mm<m(:c1, cee :cm) + Z(fl)mﬂgm,i(:cl, ce :cm)m-(:cl, cee :cm) +7rm(:c1, ce :cm) .
i=0
Lembrando da convencao que (g (:cl, ey :cm) = 1, passando o termo (—1)"m(,, (:cl, ceey :cm) para o lado esquerdo e

cancelando os fatores (—1)™, extraimos disso que

m

m(:m(xlv s mm) = Z(_l)i_1Cm—i($1a cee xm)ﬂ-i(xla s mm)v

=0

expressao essa que é idéntica a (6.76) no caso k = m.

Etapa 2. Provemos agora as relagoes (6.77), quando k > m. Adicionemos as m varidveis x1, ..., ,, novas varigveis
Tmt1, - -+, Tx. Devido a validade de (6.76) no caso k = m, tem-se
k
i—1
k(k(fch covy Ty Tmdly - oy ka) = E (*1) Ck—z'(ﬂfh covy Ty Tmdly - oy fﬂk)ﬂi(mh cees Tmy Tmeply -oes fck) .
i=0
(6.78)
Facamos agora x,,41 = - -- = o, = 0. Teremos, para as fungoes ,
7Ti(I1, covy Tmy T4y ovy xk) = Fi(xl, ey Im) .

Agora, para as fungoes (j,

Cj(Il, ceey Tmyy $m+17 ey .fk) = E $i1"'$ij
1<ip<...<i; <k
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e, portanto, se j > m haverd sempre ao menos um fator do conjunto {:Em+1, ceey :ck} no lado direito, fazendo com que
o todo anule-se quando z,, 41 = --- =z = 0.

Por outro lado, se 1 < 5 < m, temos

Cj(.ﬁl,...,Im, 0,,0): Z l‘il---Iij :Cj(Il,...,Im).

1<i1<...<i;<m

Em resumo,

C’xla"'amm ) Se]—éjgma
G, ooy T, 0, ..., 0) = i ) (6.79)
0, sej>m.
Em particular (g (ml, ceey T, 0, ouy O) = 0, posto que k > m.
Assim, a relagdo (6.78) para quando @,,11 = -+ = xx = 0 assume a forma
k .
0= > (“D)""Giler, ooy xm)milz1, oy Tm) - (6.80)

i=k—m

Essa é precisamente a relagao (6.77), vélida quando k > m.

Etapa 3. Resta-nos provar (6.76) para 1 < k < m. Desejamos provar que o polinémio nas varidveis x1, ..., &, definido
por
k
Q(xl, cee xm) = Z(—l)l_lgk_i(xl, ey xm)m (xl, cee xm) — k(x (xl, cey xm) (6.81)
i=1
¢é identicamente nulo para 1 < k < m. Observemos para tal que se xx11 = --- = x,;, = 0 teremos
k .
Q(xl, B 7 | 0) = Z(—l)“lgk_i(xl, R 7 | R O)m(xl, R 7 | R O)
i=1
7k<k(ﬂ§1, vy Ty 0, ey 0) .
Agora, 7Ti($1, ey T, 0, L, O) :m(ml, R xk) eCj(Jcl, ey T, 0, L O) zcj(xl, el ack) para todo 1 < j <k,
pelo mesmo raciocinio que levou a (6.79) (basta usar (6.79) substituindo-se a letra m por k). Assim,
k
Q(:L’l, ey Ty 0y il 0) = Z(fl)’_lgk,i(:cl, ce xk)m(:cl, cee :ck) — k(k(:nl, cee :ck) =0
i=1

pela relagao (6.76) para k = m, que ja foi demonstrada na etapa 1.

Como @ é um polinémio simétrico nas suas m variaveis, segue disso que Q(:cl, ceey :cm) = 0 sempre que m — k de
suas variaveis forem nulas.

Agora, o polinébmio Q(xl, cee xm) é uma soma de monomios, cada qual envolvendo no méaximo k varidveis
distintas®. Assim, Q(ml, ceey TE, 0, L. O) contém todos os mondémios nas varidveis xy, ..., xr. O fato de
Q(ml, ceey TR, 0, Lo O) ser nulo significa que os coeficientes desses monomios nas varidveis xy, ..., Ty sao iden-
ticamente nulos. Como @ é um polinémio simétrico nas suas m varidveis, concluimos que os coeficientes de todos os seus
monomios sao nulos, o que implica que @ é identicamente nulo. |

Comentdrio sobre a demonstra¢do. Nossa demonstracdo adapta ideias préprias a demonstragdes elementares previamente conhecidas (ele-
mentares por ndo evocarem recursos especiais ou resultados prévios que nao sejam as férmulas de Viéte).

H4 diversas outras demonstracoes distintas das identidades de Girard-Newton. Uma das mais curtas (uma péginal) sendo: Doron
Zeilberger, “A Combinatorial Proof of Newton’s Identities”, Discrete Mathematics, 49, p. 319 (1984). Para outra demonstracdo distinta,

40Pela definicio de Q em (6.81) e pelo fato de as fungdes (, assim como os produtos (17, @ < i < k, terem essa propriedade.
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fazendo uso de Algebra Linear (particularmente, do Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 10.4, pagina 523), vide Dan Kalman, “A Matrix
Proof of Newton Identities”, Mathematics Magazine, 73, 4, pp. 313-315 (2000). Para outra demonstragao simples fazendo uso de transformadas
de Laplace, vide Mircea I. Cirnu, “Newton’s Identities and the Laplace Transform”, The American Mathematical Monthy, 117, No. 1 (January
2010), pp. 67-71, ou https://doi.org/10.4169/000298910x474998 ou https://www.jstor.org/stable/10.4169/000298910x474998.

Outras demonstragoes fazem uso de fungoes geratrizes ou de propriedades dos niimeros de Bell, estudados na Segao 6.1.4, pdgina 355. &

e Alguns exemplos

Para termos uma melhor percepgao do que afirmam as identidades de Girard-Newton vale escrevé-las explicitamente
em alguns casos. Param =2 e k=1, 2, 3, por exemplo, teremos,

(m: 2, k= 1)1 CQ(Il, xg)ﬂ'l(Il, $2) = Cl(Il, $2) y
ou seja, 1- (:cl +:E2) = 21+ 2o .
(m: 2, k= 2)1 Cl(Il, xg)ﬂ'l(Il, $2) —CQ($1, $2)7T2($1, $2) = 2C2(I1, $2) s

ouseja, (z1+a2) (w14 32) — (1)* 4 (22)?) = 22122 .
3): Go(z1, m2)mi (21, 22) — G (21, @2)m2 (1, 22) + Co(21, 22)m3(21, 22) = 0,
ou seja, w12 (w1 +x2) — (31 + w2) ((w1) + (22)?) + ((21)° + (22)%) = 0.
E trivial verificar diretamente a validade das identidades acima.

¢ Outras consequéncias

No caso geral, as identidades de Girard-Newton admitem vérias leituras. Por exemplo, as relagdes (6.76) podem ser
usadas para fornecer recursivamente (;, em termos de (;, 1 < j < ke de m;, 1 < j < k. Elas também permitem escrever

recursivamente 7, em termos de m;’s e (;’s anteriores. De fato, como (y = 1, vé-se facilmente de (6.76) e (6.77) que

k—1
Z(—l)iikJrlck_i(xl, e xm)m(xl, e xm) + k(—l)kilﬁk(ml, ey J:m) , paral<k<m,
i=1
(21, oo, Tm) = (6.82)
k—1 )
ST emi(@, - @) Tz, - T para k >m .
i=k—m

Verifique! As identidades de Girard-Newton séo frequentemente apresentadas na forma (6.82).

Como (1 (xl, e acm) = (xl, e xm), é possivel escrever 7 e ( recursivamente em termos de somas e produtos
envolvendo apenas (;’s ou 7;’s, respectivamente, com 1 < j < k. Por exemplo, tem-se (omitindo-se a dependéncia com
as varidveis x1, ..., Tpm),

G = m, T = (1,

G = %((WI)Q — ), T o= () -2,

G = ~(m)'— mm 4 o ms = Q) 2+ 3G
3 = g(m 512 + 273 3 = (G 1¢2 3.

Um teorema geral, por vezes denominado Teorema fundamental dos polinémios simétricos, informa que todo polinémio
simétrico nas varidveis x1, ..., &, (ou seja, invariante por permutacoes arbitrdrias dessas varidveis) pode ser expresso
como um polinémio nas fungoes (, (xl, el xm), a=1, ..., m. Para uma demonstragao, vide [318].

Vemos pelas consideracoes acima que todo polindmio simétrico nas varidveis x1, ..., x,, também pode ser escrito
como um polinémio nas fungoes m, (:cl, ceey :vm), a=1, ..., m. Assim, fixando m € IN, mesmo os polindémios simétricos
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T, com k > m, podem ser escritos como polinémios em 7y, ..., 7. Por exemplo, é facil ver que, caso m = 2, temos

T3 = 5[37T1’/T2 — (’/Tl)g}.
E. 6.11 Ezercicio. Verifique! Ainda no caso m = 2, obtenha w4 e m5 em termos de 71 e 2. o,

Essas consideracdes mostram que se A é uma matriz complexa m x m, entdo Tr(A¥) com k > m pode ser obtido
como um polinémio em Tr(A), Tr(A4%), ..., Tr(A™).

E. 6.12 Ezercicio. Justifique essa afirmac3o. "

e Obtendo as somas 7, k € IN, sem o conhecimento das raizes

m—1
Seja dado um polinémio moénico p(x) = 2™ + Z ajacj , com raizes x1, ..., Ty, sendo desconhecidas, mas sendo os
=0
coeficientes a; dados. Sabemos por (6.75) (uma decorréncia das férmulas de Viete) que (i (z1, ..., @n) = (1) am—p,
k=0, ..., m (aqui convencionamos que a,, = 1, pois o polindémio é ménico, por hipdtese). Assim, as relagoes (6.82)
ficam
k—1
- Zamkaﬁi 7i(%1, ..., Tm) —k@pm_, paral<k<m,
=1
T (a:l, ce a:m) = (6.83)
k—1
— Z Uy — ki m(zl, ...,zm), para k >m .
i=k—m
Como 7 (xl, el xm) =(1 (acl, el xm) = —am—1, as relagoes (6.83) permitem obter recorrentemente todos os valores
de 7 para todo k € IN, mesmo sem o conhecimento das raizes x1, ..., T, 0 que é um tanto surpreendente!
E. 6.13 Ezercicio. Seja o polinémio p(z) = 2?24+ bx+e¢ coma =beao=c sendo m = 2. Temos m = —b. Mostre usando
(6.83) que 2 = b% — 2¢. Obtenha também 73 = —b® + 3be. Obtenha, também por esse método, 74 e 5. Como as raizes do polinémio

s3o conhecidas (e sdo ( — b+ b2 — 40)/2), é facil verificar a validade dos resultados. O estudante hd de perceber que a situacio é
completamente outra caso as raizes ndo sejam conhecidas, o que geralmente ocorre se o grau do polindmio for m > 5. Mesmo nesse

caso, porém, as somas 7 podem ser computadas, pelo método apresentado, para qualquer m € IN e qualquer k£ € IN. *
m

E. 6.14 Ezxercicio. Usando as ideias descritas acima, obtenha férmulas fechadas para a expressdo Zak, k € IN. Considere, para
a=1

tal, o polinémio (z — 1)(z — 2) - - (z — m). Compare com o Exercicio E. 6.15, pagina 376. o,
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6.4 Exercicios Adicionais

E. 6.15 Ezercicio. Prove (usando, por exemplo, indug3o) que para todo n € IN vale

2
= n(n+1) =, n(n+1)2n+1) U = n%(n+1)?
a:la 2 ’ a:la 6 ) a*la a:la 4 (68 )

A expressdo geral para tais somas finitas de poténcias de niimeros naturais é

m k
ko (m4 D k B k—j+1
= — —_ 1 : .
2 DV U ey e L (6.85)

para todos m, k € IN, onde B; sdo os nimeros de Bernoulli, definidos e estudados na Segdo 6.1.3 353. Prove isso! Para mais identidades
do género, vide, e.g. [184]. o,

E. 6.16 Ezercicio. Prove (usando, por exemplo, indugdo) que

n n n

(D% = (=1)"n/2], D (-D*(2a+1) = (=)"(n+1), > (=1)"(2a) = (=1)"2[n/2], (6.86)
para todo n € INg. As fungdes |-| e [-] estdo definidas na pdgina 37. "

E. 6.17 Ezercicio-dirigido. O propésito deste exercicio dirigido é demonstrar a importante férmula da cotangente de Euler, também
conhecida como expansido em fragbes parciais da funcdo cotangente:

1 = 2z
WCOtg (71'2) = ; — ngl m 5 (687)
vélida para z € C\ Z. Estabeleceremos primeiro a relagdo
1 — 22
t = - — —_— 6.88
meotg(re) = £ =3 (6.88)

parax € R\ Z. A expressio (6.88) foi obtida pela primeira vez por Euler em 1749. Seguiremos uma demonstracdo elementar e elegante
devida a Herglotz*! tal como apresentada em [8], texto esse que, por sua vez, segue Elstrodt*?. Essa demonstracdo é elegante por fazer
uso de poucos ingredientes. Basicamente usa-se apenas o fato de que ambos os lados de (6.88) sdo fun¢des continuas (em R\ Z), sdo
periédicas de periodo 1, tém as mesmas divergéncias nos inteiros e, last but not least, satisfazem uma mesma relacio algébrica, a relagio
(6.89), abaixo. Para uma outra demonstracio de (6.87) usando o Teorema de Mittag-Leffler, vide [272] ou outro bom livro de fun¢des
de varidvel complexa. A relagdo (6.88) pode também ser provada usando séries de Fourier. Vide Exercicio E. 37.23, pagina 1985. Vide
também [148]. Para uma demonstra¢do usando a chamada representacdo produto da funcdo seno, vide Exercicio E. 7.5, pagina 393.

Passemos a prova de Herglotz para (6.87). Defina-se, para z € R\ Z,

f(z) := mcotg (rx) e g(z) == lim gn(z),

N—o0

onde
N

1 1 L 2
gn(z) = Z z+n :E_;anxQ.

n=—

Desejamos provar que f(x) = g(x) para todo z € R\ Z. Isso é feito nos passos indicados no que segue.

a. Prove que gn(z) converge uniformemente para N — oo e em qualquer intervalo fechado contido em R\ Z. Sugestdes: para
n>2e2n—1>z%temsen® —z2>n—-12>0e
1 1

0 .
Sz S (n—1)2

Use o Teste M de WeierstraB*3 (Proposi¢do 37.1, pagina 1927) e use o teste da compara¢do por uma integral para mostrar que
>, o5 é finita.
Isso estabeleceu que g existe em R\ Z.

41Gustav Ferdinand Maria Herglotz (1881-1953).

42]. Elstrodt, “Partialbruchzerlegung des Kotangens, Herglotz-Trick und die Weierstrafische stetige, nirgendsdifferenzierbare Funktion”.
Math. Semesterberichte 45, 207220 (1998).

43Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815-1897).
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b. Convenca-se que f e g sdo continuas em R\ Z. Para g isso segue da convergéncia uniforme provada em 1.
c. Mostre que f e g sdo periddicas de periodo 1. Para f isso é evidente. Para g isso segue de

1 1
x+N+x+1+N’

gn(z+1) = gn(z) +

para z € R\ Z. Prove isso e tome N — oo para obter g(z + 1) = g(x) para todo z € R\ Z.

d. Mostre que f e g sdo fungdes impares: f(—z) = —f(z) e g(—z) = —g(z) para todo = € R\ Z. Novamente isso é evidente para
f e para g isso segue do fato que gn(—z) = —gn(z) para todo N.

e. Até aqui sé lidamos com propriedades elementares de f e g mas agora vem uma passagem crucial. Mostre que f e g satisfazem

rG)Hr(5) =@ e a(3)ve(5) = (6.89)

para todo = € R\ Z. Note que se trata da mesma relagdo algébrica para f e g. Para f isso segue das bem conhecidas férmulas
de adi¢do das fungdes seno e cosseno. Mostre isso. Para g isso segue da identidade

T z+1 2
9N(§)+9N( 2 )‘292N($)+x+21\7+1'

Prove-a usando a relag3o trivial
112 2
Z+n ””T‘HJrn_m—&—Qn r+1+2n

e tome o limite N — oo.

f. Defina a fun¢io h(z) := f(x) — g(x) (que desejamos provar ser identicamente nula). Note em primeiro lugar que h é uma fungio
impar, continua e periédica de periodo 1 em R \ Z, pois f e g o sdo.

g. Mostre, usando, por exemplo, a regra de I'Hospital**, que

lim <7r cotg (mz) — l) = lim <7m cos(rz) — sen(ﬂ'x)) =0.
z—0 x

0 x sen(mx)

h. Mostre que fato provado em 7 implica lirr}) h(z) = 0. Como h é periédica de periodo 1, isso significa que lim h(z) = 0 para todo
r—r r—n

n € Z. Definindo h(n) = 0 para todo n € Z, essa propriedade, por sua vez, implica que a fun¢do h torna-se continua e periédica
de periodo 1 em todo R, n3o apenas em R\ Z.

i. Como h é continua e periédica em todo R, h possui um mdximo, que denotaremos por H. Seja x¢o um ponto de R tal que
h(zo) = H (que um tal ponto existe segue da continuidade e periodicidade de h). Agora, tem-se por (6.89) que

n()en () = 1 () e (P) o (5) -9 (M57)

(6.89)
=" 2f(xo) —2g9(wo) = 2h(z0) = 2H .
Isso esta dizendo que a soma de h (%l) eh (@%) é duas vezes o mdximo valor alcancado por h em toda R. Ora, isso sé é
possivel se ambos os termos forem iguais a H, pois se um fosse menor que H o outro teria que ser maior que H, o que n3o é
possivel. Assim, concluimos que h (%) = H (e que h (2%1) = H, mas n3o usaremos esse segundo fato).
Vimos entdo que h(xzo) = H implica h (%l) = H. Prosseguindo indutivamente, segue que h (2%{—) = H para todo inteiro m com
m > 0. Como h é continua, podemos tomar o limite m — co e obter
. x continuidade . x
H = lim h(==) "2 p( lim —~) = h(0) = 0,
m

concluindo que H = 0.

j- Vimos que o miximo de h em R é nulo. Isso significa que h(x) < 0 para todo x € R. Porém, como h é uma fungdo impar
(observado no item f), isso implica que h(z) = 0 para todo = € R. Isso provou que f(x) = g(x) para todo z € R\ Z, ou seja,
provou (6.88) em R \ Z, como queriamos.

Que a relagdo (6.87) vale para todo z € C \ Z segue agora do fato que ambos os lados de (6.88) tém extensdes analiticas em todo
C\ Z (prove isso!) e sdo iguais em R \ Z, por (6.88) (justifique!). o,

44Guillaume Frangois Antoine, Marqués de 1’Hépital (ou I'Hospital) (1661-1704).



