Capitulo 9

Transformacoes de Mobius
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RANSFORMAGOES DE MGobius (que também sdo denominadas transformagoes lineares fracionais) sdo certas

@ fungoes de varidvel complexa que surgem em aplicagoes na Teoria de Campos (simetrias conformes), na Mecéanica

Estatistica (modelo de Ising na chamada drvore de Cayley), na Teoria dos Sistemas Dindmicos, na Geometria

Projetiva, nas Geometrias Hiperbdlicas, na Andlise Funcional e nas Algebras de Operadores (via transformadas de

Cayley), na Teoria de Grupos de Lie, assim como em outras dreas. Possuem diversas propriedades notdveis e associam-se
de forma natural & Teoria de Grupos e & Algebra Linear.

O estudo de Transformagoes de Mobius é a porta de entrada para o estudo de funcoes e formas modulares e de
funcgoes e formas automorfas, assuntos de importancia na Teoria de Nuimeros, na Andlise Harmonica e fortemente ligados
a Topologia Algébrica.

No estudo de aplicagoes conformes em R"™, n > 2, transformagoes semelhantes a de Mobius surgem como combinagoes
das chamadas transformagoes conformes especiais e translagoes, como discutido na Secao 24.2.4.3, pagina 1472.

Neste capitulo demonstraremos e discutiremos algumas das propriedades mais simples e relevantes de Transformacoes
de Mobius e temas associados.

9.1 Transformacoes de Mobius. Definicao e Propriedades
Elementares

e Transformacgoes de Mobius. Definicao

Seja A € Mat (C, 2) da forma A = (2Y) com c e d nao simultaneamente nulos. A transformacéo de Mobius' M4

L August Ferdinand Mébius (1790-1868).
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associada & matriz A é a funcdo de varidvel complexa definida por

az+b
MA(Z) = CZ—i—d' (9.1)

Observe-se que z pode ser arbitrario em C, excetuando-se o ponto —d/¢, caso ¢ # 0. E relevante observar também que
para todo A € C tem-se
Mya(z) = Ma(2), (9.2)

para todo z € C\ {—d/c}.

Caso ¢ # 0 transformacao de Mobius acima possui um polo simples no ponto z = —d/c (exceto quando det(A4) = 0,
como veremos adiante). Em manipulacoes algébricas frequentemente omitiremos especificar esses pontos singulares,
exceto quando estritamente necessario. Essas mengoes aos pontos singulares podem ser completamente eliminadas
expressando-se as transformacoes de Mébius como funcdes da chamada Esfera de Riemann? em si mesma, como indica-
remos adiante.

Uma transformagao de Mobius é especificada por uma matriz complexa 2 X 2, que possui quatro elementos inde-
pendentes. A relacdo (9.2) nos ensina, porém, que cada transformagdo de Mobius é especificada por no méximo trés
pardmetros complexos. Esse fato serd explorado mais adiante (Teorema 9.1, pdgina 580).

o Casos triviais

H4 alguns casos triviais dignos de nota. Caso ¢ = 0 (em cujo caso d # 0) a correspondente transformacao de Mobius
¢ a fungao linear Ma(z) = Sz + %. Em particular, vale My (z) = z, a funcao identidade.
Caso o par (a, b) seja um miltiplo do par (¢, d), ou seja, se (a, b) = A(¢, d) para algum X € C, entao a correspondente

transformagao de Mobius é a fungao constante igual a A. Logo adiante veremos que M4 é constante se e somente se
det(A) = 0.

e A transformacao de Cayley

Para C' = (*11 }), a transformacio Mo é denominada transformacdo de Cayley®, ou transformada de Cayley. Nesse
caso, Mc(z) = (1 — 2)/(1 + 2), 2 # —1. Transformagoes de Cayley tém utilidade na Teoria de Grupos (vide Segao
21.3.2.3, pagina 1270) e nas Algebras de Operadores.

Em certas aplicagoes, usa-se a expressao transformacdo de Cayley, ou transformada de Cayley, para denominar a

funcdo complexa Mp(z) = (2 —4)/(z +1), 2 # —i. Aqui, D= (1 7).

e Transformagoes de Mdobius elementares

A fungdo Ty(z) := z — b é uma transformagao de Mobius, correspondente, por exemplo, a A = ((1) _b). A funcao
P,(z) := az é uma transformagao de Mobius, correspondente, por exemplo, a A = (). A fungdo I(z) := 1 (com z # 0)
é uma transformagao de Mobius, correspondente, por exemplo, a A = (9}).

Essas transformagoes de Mobius sao por vezes denominadas transformacgoes de Mébius elementares.
Em particular, a transformagao T} é denominada translagdo (por b € C) e a transformacdo I é denominada inversao.

Observe-se que para todos a, b € C valem as relagoes

P,oTy, = Topo P, (9.3)
e para todo a € C\ {0}, valem

P,ol = IToPyy,. (9.4)
E. 9.1 Ezercicio. Verifique (9.3) e (9.4). o,

e Homotetias e rotagoes

Uma transformacdo P,(z) = pz com p > 0 ¢é dita ser uma homotetia, dilatacdo ou ainda transformacdio de escala.

2Trata-se de uma variedade complexa obtida da “compactificacio de um ponto” de C, ou seja, com acréscimo de um ponto no “infinito”,
denotado por oco.
3 Arthur Cayley (1821-1895).
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J4 uma transformagao como P,ia, para a € (—m, 7|, é dita ser uma rotacdo, pois P.ia(2) = €'“2, 0 que significa que o
nimero complexo z é rodado em torno da origem por um angulo «.

Seja a € C com a decomposigao polar a = |a|e’®, a € (—m, 7]. A transformagdo P,, também pode ser escrita como
a composicao P, = P, 0 Poia = Pia 0 P,). Portanto, a transformagao de Mobius P, ¢ a combinacao de uma homotetia
com uma rotacao.

e Fungoes meromorfas. Fungoes inteiras

Uma fungao de varidvel complexa é dita uma func¢do inteira em C se for analitica em todo C.

Uma funcgao de variavel complexa é dita uma funcdo meromorfa em um dominio D se for analitica nesse dominio,
exceto em um conjunto discreto de pontos isolados (i.e., sem pontos de acumulagdo), nos quais possui polos de ordem
finita. Vide, e.g., [356].

A funcdo f(z) = P(2)/Q(z), onde P e @ sdo polindmios, é meromorfa, pois suas tnicas possiveis singularidades sao
os zeros de Q que nao forem zeros de ordem igual ou superior de P.

A funcdo f(z) = 1/sen(z) é meromorfa, pois tem somente polos nos pontos z = nw, n € Z, que sdo isolados e nao se
acumulam.

A funcdo Gama de Euler, estudada no Capitulo 7, pagina 493, e a fungdo Zeta de Riemann, estudada no Capitulo 8,
péagina 545, sao fungdes meromorfas, pois possuem apenas polos isolados como singularidades.

A funcdo f(z) = 1/sen(1/z) ndo é meromorfa. Ela tem singularidades em 0 e polos em z = 1/(n7), n € Z\ {0}, mas
esses polos nao sao isolados, ja que se acumulam em O.

As fungoes f(z) = exp(1/z) e sen(1/z) ndo sd@o meromorfas, pois possuem singularidades essenciais (polos de ordem
infinita) em z = 0.

As fungoes f(z) = In(z) e /2 nio sdo meromorfas em todo C, pois nao podem ser feitas analiticas pela mera exclusao
de um conjunto de pontos isolados de C.

e Propriedades elementares das transformagoes de Md&bius

Voltando ao caso geral, é facil provar a seguinte afirmacdo: M4 é constante se e somente se det(A) = 0. De fato, se
det(A) = 0 a primeira linha da matriz A é proporcional & segunda, ou seja, existe A € C tal que a = Ac e b = Ad, o que
implica M4(z) = X para todo z € C. Reciprocamente, se M (z) = X para todo z € C, entdo (a — Ac)z + (b— Ad) =0
para todo z € C, o que implica a = Ac e b = A\d, de onde se extrai que det(A) = 0.

Note-se que para todo a € C com « # 0, vale M,1(2) = z, Vz € C, ou seja, M,y é a fungdo identidade. Suponhamos,
reciprocamente, que A seja tal que M (z) = z para todo z € C. Entdo, valeria cz? + (a — d)z — b = 0 para todo z, o
que implica ¢ = 0, d = a e b = 0. Essas condigoes significam que A = al. Assim, estabelecemos que M4 é a fungao
identidade se e somente se A for um multiplo ndo nulo da matriz identidade.

Mais adiante, mostraremos que se para duas matrizes A, B € Mat (C, 2) valer em um dominio conveniente que
M4 = Mp e uma delas for inversivel, entdo existe constante A € C\ {0} tal que B = AA. (Caso nenhuma das duas for
inversivel, entdo M4 e Mp sdo constantes e a condigdo M4 = Mp informa que sdo a mesma constante).

No caso em que ¢ = 0, M4 é uma fungéo linear e, portanto, inteira, Caso ¢ # 0 e det(A) # 0, entdo M4 é uma fungao
meromorfa com um polo simples em z = —d/c.

No caso em que ¢ = 0 e det(A) # 0, M4 : C — C é linear e, portanto, bijetora.

No caso em que ¢ # 0 e det(A) # 0, M4 : C\{—d/c} — C\{a/c} é uma aplicagdo bijetora. Para provar a injetividade,
observemos que se z e w sdo elementos de C\ {—d/c} e vale M 4(z) = Ma(w), entdo (az+b)(cw+d) = (aw+b)(cz+d), ou
seja, (ad—bc)z = (ad—bec)w, o que implica z = w pois supomos det(A) # 0. Para provar que My : C\{—d/c} — C\{a/c}
é sobrejetora, seja y € C\ {a/c} e coloquemos a questdo se existe z € C\ {—d/c} tal que Ma(z) = y. Isso implicaria
az+b—czy—dy =0, ou seja, (a — cy)z = dy — b e, portanto, z = (dy — b)/(a — cy). Como a — cy # 0, um tal z existe,
demonstrando a sobrejetividade desejada.

e A Esfera de Riemann

O plano complexo C pode ser mapeado bijetivamente na esfera unitdria bidimensional de R? centrada na origem
e subtrafda de um de seus pontos, digamos seu polo norte: $2\ {N}. Isso pode ser obtido pela chamada projecdo
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estereogrdfica, ilustrada na Figura 9.1, pagina 577 e descrita com mais detalhes para esferas n-dimensionais a pagina
1960. Operagoes entre nimeros complexos, como somas e produtos, podem ser traduzidos como operagoes entre os pontos
de $2\ {N} e, analogamente, funges f : € — C também podem ser entendidas como fungdes de $2\ { N} em si mesmo.

O acréscimo do ponto N a $2\ {N} corresponde ao acréscimo a C de todos os seus pontos localizados no infinito.
Esse acréscimo é muito 1til no estudo de propriedades de fungoes meromorfas, como as transformacgoes de Mobius.

O ponto infinito que é acrescentado a C por esse procedimento serd denotado por oo (o simbolo de infinito em
negrito). Topologicamente o acréscimo do ponto infinito a C corresponde & chamada compactificacdo de um ponto de C.

O conjunto C:=CU {oo} é denominado plano complexo estendido e a esfera $2 associada é, nesse contexto, denominada
Esfera de Riemann®. Dado existir uma bijecdo entre a Esfera de Riemann e o plano complexo estendido é costume

chamar também C de “Esfera de Riemann”.

A Esfera de Riemann é um exemplo, dos mais simples, de uma variedade complexa, mas ndo trataremos esses aspectos
aqui.

Figura 9.1: A Esfera de Riemann. Cada ponto ¢ da esfera bidimensional unitaria centrada na origem e sem seu polo
norte, $2\ { N}, pode ser mapeado univocamente a um ponto z do plano complexo C, que é o plano horizontal da figura.
O ponto N (com coordenadas (0, 0, 1)) indica o polo norte. O ponto z é definido pelo cruzamento da reta que conecta N

a ¢ com o plano horizontal. Se as coordenadas de g sdo (71, 2, z3) com (z1)? + (22)% + (23)? = 1, entdao Re (z) = T
elm(z) = 12:3' Reciprocamente, tem-se ¢ = (z1, 2, x3) = Wﬁ(ZRe (2), 2Im (2), |2]? — 1). Verifique! Isso define a

chamada projecdo estereogrifica da esfera unitaria. O ponto N pode ser simultaneamente associado a todos os nimeros
complexos “infinitos”, conjuntamente identificados e denotados por co.

Certas operagoes aritméticas podem ser definidas em C: sez € C, definimos z + co = oo; se z # 0 define-se
z x 00 = 0o. Além disso 0o +00 = 00 e 00 X 00 = 00. As operagoes 0o — 0o e 0 X 00 nao sao definidas®. Dessa forma,
C néo compoe um corpo (nogao definida na Segao 2.1.4, pagina 144).

As transformagoes de Mobius definidas em (9.1) podem ser estendidas de forma natural a todo C:=CuU {oc} por
meio das seguintes defini¢oes:

4Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

50 estudante deve notar que —oo seria a inversa aditiva de oo, a qual nio existe, e ndo pode ser confundida com (—1) x oo, pois
(—=1) X oo = oo, pelas regras anteriores.
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1. Caso ¢ # 0. Definimos
My (—é) = oo e Ma(o0) = —. (9.5)

2. Caso ¢ = 0. Definimos
My(oo) = oo (9.6)

No caso 1 vemos como podemos estender a transformagao de Mébius atribuindo-lhe o valor oo no polo —d/c. O valor

a/c atribuido ao ponto infinito é obtido do limite | llim Ma(z) = a/c, como facilmente se vé.
Z|—o0

Como veremos mais adiante, essas atribuicoes sao plenamente consistentes com outras propriedades das trans-
formagoes de Mobius.

e Pontos fixos de transformagoes de Mdobius

Seja A como acima com ¢ # 0 e det(A) # 0. Consideremos a questdo da existéncia de pontos fixos de M4, ou seja,
da existéncia de pontos 2o € C\ {—d/c} tais que M4(z9) = 2o. Isso implicaria que cz2 + (d — a)zo — b = 0, cujas solugdes
sao0

a—d+ VA
20 = —5 . >
2c
onde o discriminante é
A = (d—a)®+4bc = (d+a)® +4(bc—ad) = (Tr(A))” —4ddet(A) .

Conclufmos que M4 possui dois pontos fixos, exceto se (d — a)? + 4bc = 0, quando possui apenas um.

No caso ¢ = 0 temos Ma(z) = ad 'z + bd~'. Logo, a equacdo de ponto fixo seria ad~'z + bd~! = 2, ou seja,
(a — d)z = —b. Caso a # d hd, portanto, somente um ponto fixo: —b/(a — d). Caso a = d a equagao de ponto fixo s
serd satisfeita se b = 0, em cujo caso M4(z) = z, o mapa identidade. Nessa particular situagao todos os pontos de C sao
pontos fixos. Isso se dd se A = A1l para algum A € C, A # 0. Essa é a unica situagdo na qual uma transformacgéo de
Mobius pode ter mais de dois pontos fixos.

Uma transformagao de Mobius com exatamente um ponto fixo é dita ser uma transformacdo parabdlica. Uma
transformacdo de Mdbius com exatamente dois pontos fixos distintos é dita ser uma transformacédo lozodrémica®. Assim,
uma transformagao é loxodromica se e somente se ¢ # 0 e (d —a)? +4bc # 0 e parabdlicase 1) ¢ # 0 e (d—a)? +4bc = 0,
ouse 2) ¢ =0 e a # d. Para mais propriedades geométricas elementares de transformagoes loxodroémicas, parabdlicas,
ou das chamadas transformagées hiperbdlicas, nao definidas aqui, vide, e.g., [298].

e Regra de composigao de transformagoes de Mdobius

A propriedade algébrica mais importante das transformagoes de Mobius, e que liga as mesmas a dlgebras de matrizes
e & Teoria de Grupos (vide pagina 580), é a seguinte regra de composicao:

MA(MB(Z)) = MAB(Z), ou seja, MAOMB = MAB- (97)

De fato, sejam A, B € Mat (C, 2) da forma A = (‘; g), com ¢ e d nao simultaneamente nulos e B = (£¢) com r e s ndo
simultaneamente nulos. Entao,

_aMp(z)+b  alpz+q)+brz+s)  (ap+br)z+(ag+bs)
Ma(Ms(2)) = cMp(z)+d  c(pz+q) +d(rz+s)  (cp+dr)z+ (cq+ds) Mas(z),

ap+br aq+bs

sendo a tultima igualdade decorrente do fato que AB = (cp dr cqtds

), como facilmente se constata.

A elegante relacao (9.7) pode ser estendida a todo C. Esse é o contetido do Exercicio que segue.

6Do Grego “lozds”, “obliquo” e “drémos”, “que corre”. A palavra se origina da Geodesia e da Cartografia, onde designa linhas na superficie

da Terra que formam um angulo constante com todos os meridianos que cruzam, tendo sido introduzidas e estudadas pelo matemaético Pedro
Nunes (1502-1578), em 1537.
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E. 9.2 Ezercicio. Usando (9.5) e (9.6) verifique que (9.7) é também valida em todo C, incluindo os polos de M4, Mp, Map e a
0.

Considere, por exemplo, o que ocorre no ponto —s/r, parar # 0, que é um polo de Mp. Mostre, usando (9.5), que M4 (MB(fs/r)) =
Ma(oco0) = a/c e mostre também, por cdmputo direto, que Mag(—s/r) = a/c. Constate também, novamente usando (9.5), que
Ma(Mp(o0)) éigual a Map(co). Os demais casos sio tratados analogamente. -

e A inversa de uma transformagao de Mobius

Seja A € Mat (C, 2) da forma A = (2%) e det(A) # 0. Entao, temos de (9.7) que My-1 0 Ma(z) = My(z) = 2, a
funcao identidade. Assim, concluimos que

1

(Ma)™" = My . (9.8)
Sabemos que A7 = #(A)Ao, onde Ay = (_dc ;b). Logo, por (9.2), temos também
(Ma)™" = Ma, . (9.9)
Em termos mais explicitos, a fungao inversa de
az+b dz —b
M = ‘ M = —. 1
A = ZE 6 Ma) = (9.10)

H4 de ser dito ainda que o lado direito das relagoes (9.8) e (9.10) estd definido excetuando-se o ponto z = a/c¢ (onde
My-1(z) = Ma, possui um polo simples). Isso é coerente com o fato ji apontado que esse ponto nao é parte da
imagem de My. Pela definigao (9.5), podemos definir M 4-1 também nesse polo por M 4-1(a/c) = oo e, adicionalmente,
M-1(00) = —d/c. Comparando a (9.5) vemos que essa extensao de M 4-1 é também a aplicagdo inversa de M4 também
quando estendidas a C.

No caso ¢ = 0 a aplicagdo M 4-1 (assim como M 4) néo tem polos em C e podemos estendé-la a (IAJ, via (9.6), assumindo
M4-1(00) = co. Também por (9.6) vemos que também aqui M4-1 é a aplicacdo inversa de M4 quando estendidas a C.

e Transformagoes de Mo6bius como composicao de transformagoes de Mobius elementares

Como antes, seja A € Mat (C, 2) da forma A = (‘; 2) com c e d nao simultaneamente nulos.

Para ¢ # 0 podemos escrever
Yez4Sd+b—4d a b—2d

M = = — c
alz) cz+d c+cz+d
e concluimos que
a ad — be 1 a det(A) 1
MA(Z)—E—( = )z+g‘2_( = )z+g' (9.11)

E facil ver de (9.11) que toda transformacdo de Mobius é a composigao de até quatro transformacgoes de Mobius
elementares, pois é claro de (9.11) que, no caso ¢ # 0,

My(z) = T,a/C o Pi(ad—bc) olo de/c(z) . (9.12)

E. 9.3 Ezercicio. Verifique! "

Para ¢ =0 e d # 0 (lembrar que ndo permitimos o caso ¢ = d = 0) tem-se simplesmente

a b
Ma(z) = EZ+E :T_b/doPa/d(z) . (9.13)

Usando-se (9.3) e (9.4) as relagoes (9.12) e (9.13) podem ser reescritas de diversas formas.

e Transformagoes de Mdobius e o semiplano superior de C

Por Hy = {z € C, £Im(z) > 0} denotamos o semiplano superior (inferior) do plano complexo. Sua fronteira é o
eixo real.
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Vamos aqui considerar o caso em que a matriz A = (‘; g) é uma matriz real com det(A) # 0. Escrevendo-se z = z+iy
com z, y € R, vemos que se ¢ # 0 a transformagao de Mobius M4 (z) = (az +b)/(cz + d) tem um polo sobre o eixo real
no ponto —d/c. Caso ¢ = 0 néo hé polos.

Multiplicando e dividindo M4 (z) por ¢z + d = (cx + d) — icy, temos

Ma(z) = (az +b) +iay  [(ax +b)(cax +d) — acy?] +i(ad — be)y
. (e +d) ticy (cx + d)? + 2y? ’

Vemos dessa expressao que Im (MA (z)) =0, caso Im (z) = y = 0 e que o sinal da parte imagindria de M 4(z) é igual
ao sinal de (ad — bc)y = det(A)y.

Concluimos que, caso A seja real e det(A4) > 0, a transformagio de Mobius mapeia H bijetivamente em si mesmo e
o eixo real (com a possivel exce¢do de um polo em —d/c) em si mesmo. Fungoes de varidvel complexa que mapeiam H
em si mesmo e sdo analiticas nesse semiplano sdo por vezes denominadas funcées de Nevanlinna-Herglot?” e desfrutam
de diversas propriedades especiais.

e O grupo de Mobius, o grupo projetivo e o grupo de Lorentz

Reunindo algumas das observacoes que fizemos antes podemos afirmar que o conjunto de todas as transformacoes de
Mdébius M4, com A € Mat (2, C) com determinante ndo nulo, ou seja, com A € GL(2, €)%, é um grupo para a operagao
de composicao. As regras: 12 M4 = Mp se e somente se A = aB para algum « € C\ {0}; 22 M4 o Mp = Map para
A, Be GL(2, €C) e 3° Mys = Ma, com A € GL(2, €C) e A € C\ {0}, mostram que esse grupo é isomorfo ao grupo
projetivo linear complexo PGL(2, C), o qual, por sua vez, é isomorfo ao grupo linear projetivo especial PSL(2, C).
Vide Secao 21.2.1.1, pagina 1224. Esse grupo, por sua vez, ¢ isomorfo ao grupo de Lorentz préprio ortécrono fl, €como
detalhadamente discutido na Secao 21.9, pagina 1339.

O grupo de Mébius tem outros subgrupos de interesse. Um deles é obtido considerando-se matrizes A € Mat (2, R), re-
ais e com determinante positivo, ou seja, A € GL(2, R)™ (vide (21.13), pagina 1224). Temos, porém, que P(GL(Q, R)*)
e PSL(2, C) sao isomorfos (vide novamente Secao 21.2.1.1). J4 vimos que as transformacgoes de Mobius My com
A € GL(2, R)™ mapeiam bijetivamente o semiplano superior H; do plano complexo em si mesmo, o mesmo se dando,
portanto, com os elementos de PSL(2, R).

9.2 O Teorema Fundamental das Transformacgoes de Mobius

Vamos agora apresentar um resultado sobre Transformagoes de Mobius que encontra-se na base de outros desenvolvi-
mentos sobre essas fungoes.

Teorema 9.1 (Teorema Fundamental das Transformagoes de Mdébius) Sejam z1, zo, z3 trés pontos distintos
de C e, igualmente, sejam wi, wg, ws trés pontos distintos de C. Vide Figura 9.2, pdgina 581. FEntdo, existe uma
transformagdo de Mébius, unica, Ma tal que Ma(z) = wy para cada k =1, 2, 3. O

Nota. Apesar dos conjuntos {z1, 22, 23} e {w1, w2, w3} serem ambos compostos por pontos distintos, é permitido que eles tenham uma
intersecgao nao vazia. &

Prova do Teorema 9.1. Seja A € Mat (C, 2), A = (‘; 2). As relagoes M a(zr) = wg, k=1, 2, 3, correspondem ao sistema
linear

z1a+b—wizic—wid = 0,

2zoa + b — wazoc — wad 0, (9.14)

z3a + b —wzzzc —wsd = 0.
Para z1, 25, z3 distintos e wy, ws, ws distintos, desejamos determinar a b, ¢, d de modo que essas relacoes sejam
satisfeitas. H4 dois casos distintos a se considerar

"Rolf Herman Nevanlinna (1895-1980). Gustav Herglotz (1881-1953).
8GL(2, C) é o grupo das matrizes inversiveis 2 x 2 complexas. Vide Segio 21.2.1, pagina 1222.
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Figura 9.2: Trés pontos distintos z1, 2o e z3 do plano complexo sao mapeados em pontos distintos wy, ws e ws,
respectivamente, por uma transformacao de Mobius univocamente determinada. Esse é o conteido do Teorema 9.1,
péagina 580.

Caso L. z1(ws — wa) + zo(w1 — w3) + z3(wa —w1) # 0.

O sistema (9.14) equivale ao problema linear

a Z1W1 21 1 —wy
Nifp| = | zowy | > onde Ni =1z 1 —w

Verifique! Um célculo explicito (faga-o!) revela que
det(Nl) = 21(w3 — wg) + 22(w1 — ’wg) + 23(w2 — wl) ,

sendo, portanto, nao nulo, por hipétese. Com isso, N7 € inversivel e podemos escrever

a Z1Ww1
_ -1

b - CNl Zo2W2

d Z3W3

Isso mostra que as razoes a/c, b/c e d/c com as propriedades desejadas podem ser encontradas em termos dos pontos
z1, Zo2, 23 € wi, wa, ws, estabelecendo a existéncia da matriz A, a menos de um fator multiplicativo nao nulo irrelevante,
dada em termos desses pontos. Isso prova que, no caso considerado, uma transformacao My satisfazendo M(zy) = wy,
k=1, 2, 3, existe.

Caso II. z;(ws — we) + z2(wy — ws) + z3(we —wy) = 0.

Nesse caso, podemos escrever

w3 — w1 w1 — w2
f‘zzg + z:

(9.15)

3 .
w3 — w2 w3 — w2
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Note-se que ws — ws # 0, pelas hipéteses gerais do Teorema.

O sistema (9.14) também equivale ao problema linear

b 2 1 —fw —w
Nofe| = —af 2| onde No = |1 —zowy —wy
d 23 1 —z3ws3 —ws
Um célculo explicito usando (9.15) revela que
det(N2) = ZoWoW3 — Z3WalW3 — zfrwlwg + zzwiws + walwg — ZoWi W2

= zfwi(ws — ws) + 2wz (ws — wy) + z3ws(wi — ws)

wy zo(wy — w3) + wrzg(we — wy) + zews(ws — wy) + zzws(wy — wa)

= (w1 —ws)(wr —wa)(22 — 23) - (9.16)

Verifique! O lado direito de (9.16) é nao nulo, pelas hip6teses gerais do Teorema. Assim, No possui inversa e podemos
escrever

b +

21

_ -1
c| = —alN; 29
d z3

Similarmente & andlise feita no caso I, isso mostra que as razoes b/a, ¢/a e d/a com as propriedades desejadas podem
ser encontradas em termos dos pontos zy, 29, z3 € wy, ws, w3, estabelecendo a existéncia da matriz A, a menos de
um fator multiplicativo nao nulo irrelevante, dada em termos desses pontos. Isso prova que, no caso considerado, uma
transformacao M 4 satisfazendo Ma(z) = wk, k =1, 2, 3, existe.

ot

Voltando agora a discussao geral, a questao da existéncia de transformagoes de Mobius com as propriedades desejadas
foi resolvida com as consideragoes acima, tanto no caso I quanto no II. Para a questao da unicidade dessas transformagoes
vamos apresentar um argumento baseado na nossa discussao prévia sobre os pontos fixos das transformacoes de Mobius.

Seja M4 a transformacao de Mobius que mapeia trés pontos distintos z;, z2 e z3 em trés outros trés pontos distintos
wi, wy e ws e seja Mp uma outra transformacao de Mobius que mapeia z1, z2 € z3 em wy, ws e ws. Entao, a
composicao Mlgl oMy = Mp-14 é uma transformagao de Mobius que mapeia cada zi, £k = 1, 2, 3, em si mesmo. Ou
seja, a transformacao de Mobius Mp-1 4 teria ao menos trés pontos fixos distintos. Ora, vimos que isso s6 é possivel se
B~'A =\, com X # 0. Logo, A = AB, o que significa que M, = Mp, estabelecendo a unicidade. |

9.3 Transformacoes de Mobius sobre Retas e Circulos

Uma das propriedades geométricas mais importantes das transformacoes de Mobius é a seguinte: elas transformam retas
em C em circulos ou retas em C e, analogamente, transformam circulos em C em circulos ou retas em C. No que segue
demonstraremos essa afirmacao. Comecemos com algumas observacoes elementares sobre circulos e retas em C.

e Retas e circulos em C

Um circulo de raio R > 0 em C, centrado em zy € C, que denotamos por € (R, zp), é o conjunto de todos os pontos
z € C tais que |z — Zo|2 = R?. Escrevendo zy = zg +iyo € z = x + iy, com g, Yo, , ¥ € R, temos a condicdo
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(x —x0)* + (y — yo)? — R? = 0, ou seja,
C(R, z) = {z =x+iy, z, y € ]R‘ (22 +y%) — 2z0x — 240y + (23 + y2 — R?) = O} . 9.17)

Uma linha reta em C, que denotamos por Z(B, C, D), pode ser parametrizada por trés ntmeros reais B, C' e D,
com B e C nao simultaneamente nulos:

%(B, C, D):{z::chiy,:c,yER‘BerC’erD:0}. (9.18)
A equagdo Bz + Cy + D = 0 descreve, caso C' # 0, uma reta de inclinagdo —B/C que corta o eixo imagindrio no ponto
y=—D/C. Caso C = 0, trata-se de uma reta paralela ao eixo imagindrio que cruza o eixo real no ponto x = —D/B.
Caso B = 0 trata-se de uma reta paralela ao eixo real que passa cruza o eixo imaginério no ponto y = —D/C.

Comparando (9.17) e (9.18), vemos que podemos descrever os dois tipos de objetos como o lugar geométrico dos
pontos z = x + iy € C satisfazendo
Az +y*)+Bz+Cy+D = 0,

sendo que, para o circulo € (R, 29), temos A # 0, B/A = —2xg, C/A = —2yo e D/A = 23 + y2 — R?. Para linhas retas,
temos A = 0, mas com com B e C' nao simultaneamente nulos.

Com essas convengoes, denotamos, circulos ou retas em C por
F(A, B, C, D) = {z:x+iy, x, y GR‘ A(:c2+y2) +Bx+Cy+D = 0} , (9.19)

sendo A, B, C' e D reais e, caso A = 0, com B e C nao simultaneamente nulos.

E relevante observar que, caso A # 0, tem-se

B C D

F(A, B, C,D) = F(1, —, —, — 9.20

( ) ) ) ) () A7 A) A)) ( )
pois as condicoes A(ac2+y2)+Bx+C’y+D:Oe(x2+y2)+§x+%y+%205e equivalem. Analogamente, caso
D #0,

A B C
F7(A, B D)y=9%—= =, —,1 21
F1.8,0.0) = 7 (5. 5. 51) (9.21)

e Inversoes de retas e circulos em C

Chegamos agora ao resultado tecnicamente mais relevante da corrente secao, e que diz respeito a acao de inversoes
sobre retas e circulos.

Proposicao 9.1 A transformagdao de Mébius definida pela inversao C\ {0} 3 z — I(z) := 1/z € C\ {0} mapeia
bijetivamente o conjunto de pontos F(A, B, C, D)\ {0} no conjunto de pontos % (D, B, —C, A)\ {0}. A inversao,
portanto, mapeia retas em circulos ou retas e, igualmente, circulos em circulos ou retas (excluindo-se eventualmente a
origem). A imagem de um circulo somente pode ser uma linha reta se o circulo contiver a origem. O

Nota. A exclusado da origem observada no enunciado sé é necessaria caso as retas ou circulos envolvidos contenham esse elemento. Os exemplos

listados apés a demonstragao tornam isso claro. L)
Prova da Proposicdo 9.1. Se z = x + iy, z # 0, tem-se 1/z = wy + iws, com wy = xﬁTyQ e wy 1= —ﬁ. Assim,
D Bx Cy 1
2 2 _ _ 2 2
D(wi + w3) + Buwy —Cwy + A = R S Ry +A = W[A(ac +y°) +Bx+Cy+D| .

O lado direito anula-se se e somente se z € .#(A, B, C, D)\ {0}, implicando que 1/z € #(D, B, —C, A)\ {0}, e
vice-versa.

O mapa .7 (A, B, C, D)\ {0} no conjunto Z# (D, B, —C, A)\ {0} é bijetor pois a inversao é bijetora como fungao
de C\ {0} sobre si mesmo.
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Como a imagem de um conjunto compacto por uma fungéo continua é também um conjunto compacto (Teorema 33.5,
pdgina 1838), a imagem de um circulo pela inversdo somente pode ser uma linha reta se o circulo contiver a origem. H

e Significado geométrico da Proposigao 9.1

Tratando os casos possiveis, passemos a interpretacao da afirmagao da Proposicao 9.1.

1. No caso em que R? # 23 +y2 = |20|%, o raio do circulo é estritamente maior ou estritamente menor que a distancia
de seu centro z & origem. Portanto, o circulo (R, zy) = F (1, —2x9, —2y0, 2 + y2 — R?) ndo contém a origem
’ ) ) ) s 40 0
e é levado pela inversao no conjunto

(2 2 2 (9.20) Zo Yo 1
+y5 — R*, —2x0, 290, 1) = F (1, -2 2
F (x() 0 ) 9 ) ) |ZO|2 _ RQ} |ZO|2 — R27 |ZO|2 _ R2 )
que é um circulo centrado em ,z_o/(|zo|2 — RQ) de raio ‘ ‘QR =T conjunto esse que também nao contém a origem.
zZo|c—

2. Caso R? = a3 + y2 = |20[%, o raio do circulo original . (1, —2zo, —2yo, 0) é igual & distancia de seu centro z &
origem, o que implica que ﬂ(l, —2z9, —2yo, O) contém a origem. A imagem de ﬁ(l, —2z9, —2yo, O) \ {0} pela
inversao é f(O, —2x9, 2yo, 1) \ {0}, que é uma reta passando pela origem com inclinagdo —zg/yo (excluindo-se a
origem).

3. Reciprocamente, a reta .#(0, B, C, 0)\ {0}, que passa pela origem (excluida) com inclinagdo —B/C, tem por
imagem pela inversdo o conjunto % (0, B, —C, 0) \ {0}, também uma reta passando pela origem (excluida) com
inclinacao B/C.

4. Por fim, a reta Z#(0, B, C, D) com D # 0 ndo contém a origem e sua imagem pela inversdo é o conjunto

F(D, B, —C, 0)\ {0}. Notar que #(D, B, —C, 0) = #(1, B/D, —C/D, 0) é um circulo centrado em
—B/(2D) +1iC/(2D) com raio v B? + C?/(2D) e que contém a origem.

As trés ultimas situagoes sao as unicas em que a exclusao da origem se faz necesséria.

e Transformagoes de Mdobius gerais sobre retas e circulos em C

Vimos nas relagoes (9.12) e (9.13) que transformagoes de Mobius gerais sdo composigoes de inversoes, translagoes,
dilatagoes e rotacoes. Ora, translagoes evidentemente levam retas em retas e circulos em circulos, assim como dilatacoes
e rotacoes em C. Pela Proposicao 9.1, pagina 583, inversoes levam circulos e retas em circulos ou retas. Concluimos disso
que transformacgoes de Mdbius gerais devem também possuir a mesma propriedade. Demonstramos, portanto, o seguinte
fato relevante sobre a geometria de transformacoes de Mobius gerais.

Teorema 9.2 Uma transformagio de Mébius My, com det K # 0, mapeia bijetivamente o conjunto % (A, B, C, D)\
{0} num conjunto do tipo F(A', B', C', A")\ {0}, para certos A’;, B’, C' e D' reais. Uma transformagao de Mébius
geral, portanto, mapeia retas em circulos ou retas e, igualmente, circulos em circulos ou retas (excluindo-se eventualmente
a origem,).

Como a imagem de um conjunto compacto por uma fung¢do continua € também um conjunto compacto (Teorema 33.5,
pdgina 1838), a imagem de um ciérculo por uma transformagao de Mdébius My somente pode ser uma linha reta se o
circulo contiver o polo de Mk . O

Férmulas explicitas para os parametros A, B’, C’ e D’ em termos de A, B, C e D e dos parametros da matriz K
sao complexas e pouco iluminantes. O Exercicio que segue ilustra isso em um caso bem simples.

E. 9.4 Ezercicio. Mostre que, para a € C, a = a1 + iz, com a1, az € R, tem-se
T.(7(A, B, C, D)) = F(A, B-24a1, C—24as, D+ A(a} +03) — Bay — Caz) ,

com a translago T, definida a pagina 575. Essa férmula descreve a agdo de uma translagio por « € C sobre .# (A, B, C, D). Descreva
também a a¢3o da operagio de multiplicagdo Pg, 3 € C, sobre o conjunto % (A, B, C, D). o+
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Para uso futuro, capturemos uma conclusao direta da andlise de casos da pagina 584 e do Teorema 9.2:

Corolario 9.1 Todo circulo em C pode ser levado em uma reta por meio de alguma transformacao de Mobius e vice-
versa. O

9.4 Transformacoes de Mobius e Razoes Anarmonicas

Trataremos nesta segao da relagao entre transformacoes de Mobius e as chamadas razdes anarménicas, nogao iniciada
na Geometria Plana, como introduziremos, e relevante no contexto da Geometria Projetiva, assim como na chamada
Geometria Hiperbélica, via o modelo de Beltrami-Klein®'?. Essas nocdes sdo também relevantes na Analise Convexa em
associagao com a chamada métrica de Hilbert e com a chamada métrica projetiva de Hilbert, apresentadas no Capitulo
27, pagina 1617.

Vamos nos limitar aos aspectos mais simples, mas que revelam a similaridade entre transformagoes de M&bius e mapas
projetivos. Para um tratamento elementar de Geometria Projetiva e dos desenvolvimentos béasicos da nocao de razao
anarmonica, recomendamos a inspiradora referéncia [135], Capitulo IV. Para um artigo de revisao sobre a nocao de razao
anarménica e alguns de seus usos modernos, citamos [370].

e Razoes anarmoénicas na Geometria Plana

Sejam dois pontos distintos, p e ¢, situados no plano bidimensional R?. Denotemos por pq o segmento de reta
conectando esses pontos e por pg a distancia Euclidiana entre ambos, ou seja, o comprimento do segmento pgq.

Sejam quatro pontos colineares distintos a, b, c e d, situados ao longo de uma linha reta R e ordenados em algum
dos sentidos dessa reta, com o ponto b situado entre a e ¢ e o ponto c entre b e d. Vide Figura 9.3, pagina 587.

A razao % indica a fracao do segmento ac que é ocupada pelo segmento bc. Analogamente, % indica a fragao do
segmento ad que é ocupada pelo segmento bd.

A razao entre essas duas fragoes, mais precisamente, a quantidade

W /b achd

la, b; ¢, d] = =/ = = == (9.22)
ad ac be ad
é denominada razdo anarménica'! dos pontos colineares a, b, ¢ e d. Como é facil constatar,
[a, b; ¢, d} = [b, a; d, c} . (9.23)
Além disso, valem também as relagoes
[a, b; ¢, d] = [c, d; a, b} (9.24)
¢ 1
b, a; ¢, d| = la, b; d, = — . 9.25
[ @ e ] [a c} [a, b; ¢, d} ( )
De fato, pela definicao, .
ca db
[c, d; a, b] - u® [a, b; c, d]
da cb
e —_—

idem para [a, b; d, c].

9Bugenio Beltrami (1835-1900).

10Felix Christian Klein (1849-1925).

HEm Inglés, “cross-ratio”, em Francés “rapport anharmonique’ ou “birapport’, em Alemao “Doppelverhdiltnis’. A expressdo rapport
anharmonique foi cunhada por Michel Floréal Chasles (1793-1880) em seus trabalhos sobre Geometria Projetiva.
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Vale ainda notar que temos
[a, b; ¢, d] = [a, b; c, e} [a, b; e, d] , (9.26)
[a, b; c, d] = [a, e; ¢, d] [e, b; c, d} , (9.27)

onde e é colinear com a, b, ¢, d. Apds cancelamentos,

ac @e bd bd
[a,b,c,e][a,b,e,d},— > — —:ﬁ—[a,b,c,d]

provando (9.26). A prova de (9.26) é anéloga.

Para referéncia futura, listemos os resultados obtidos acima:

[a, b; c, d] = [b, a; d, c} , (9.28)

[a, b; c, d] = [c, d; a, b} , (9.29)
1

b, a; ¢, d] = [a, b; d, c] [a, b o d , (9.30)

[a, b; c, d] = [a, b; c, e} [a, b; e, d] , (9.31)

[a, b; c, d] = [a, e; ¢, d] [e, b; c, d} . (9.32)

e Invariancia por projecgoes centrais

A razdo anarmonica é conhecida desde a Antiguidade, tendo sido particularmente estudada pelo gedmetra grego-
alexandrino Papo'? (e possivelmente por Euclides'?®), que descobriu uma propriedade notavel: sua invaridncia por
projecoes centrais.

Essa propriedade consiste no seguinte. Seja S uma segunda reta, nao necessariamente paralela a R e seja P um ponto
fora de R e de S. Sejam a’, ¥/, ¢’ e d’ as projecoes dos pontos a, b, ¢ e d sobre S a partir de P, respectivamente. Vide
Figura 9.3, pagina 587. Por serem projecoes a partir de um ponto, no caso P, essas projecoes sao ditas centrais. Entao,
vale (para a demonstracéo, vide adiante)

la, b; ¢, d] = [d, ¥ ¢, d], (9.33)

ou seja, a razao anarmoénica associada a quatro pontos situados em uma reta nao se altera quando os mesmos pontos sao
centralmente projetados sobre uma outra reta.

Note-se que, como a reta S nao é necessariamente paralela a reta R, a fragao % pode diferir da fracao
~ bd . . ~ 7 A7 , , , - - B
Analogamente, a fracao % pode diferir da fracao %. O notével, porém, é que a razao entre as fragoes % e
v Te

igual a razao entre as fragoes = € = E nisso que consiste a invariancia por projecoes centrais da razao anarmonica.

b’

‘¢

S]

3l

é

A relagao (9.33) serd demonstrada no que segue com métodos elementares extraidos da referéncia [135], Capitulo IV,
§3. Para trés pontos distintos do plano, p, ¢ e r, denotamos por A(pgr) a area do tridangulo que tem esses pontos como
vértices. Essa drea tanto pode ser expressa como 1/2 do produto de um dos lados pela altura da perpendicular desse
lado até terceiro ponto, como pode ser expressa como 1/2 do produto de dois dos lados pelo seno do dngulo que esses
lados formam no outro vértice. Assim, como indicado na Figura 9.4, pagina 588, temos, por exemplo

N | =

1__ o _
Alpgr) = 5pah = 5pr grsen(pqr)

onde pqr denota o angulo que os segmentos pr e gr formam no vértice r. Assim, pela Figura 9.3, pagina 587, temos

2Papo de Alexandria (ci. 290-ci. 350).
3Euclides de Alexandria (ci. 325 A.C.—ci. 265 A.C.).
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Figura 9.3: Os pontos colineares a, b, ¢ e d, situados ao longo de uma linha reta R, e suas projegdes centrais a’, v, ¢’ e
d', respectivamente, sobre uma segunda reta S, a partir de um ponto P. Aqui 1 denota a distancia de P a reta R e é a
altura de todos os triangulos com vértices em P e dois pontos distintos quaisquer de R.

A(aPc) = %n% = %ﬁ Esen(cﬁ) ,
1 — 11— — —
A(bPc) = 577()0 = §bP Pcsen(bPc) |
1 — 1— — —
A(aPd) = inad = §aP Pdsen(aPd) ,
1 — 1—— —
A(bPd) = 577bd = §bP Pdsen(bPd) .

Com as igualdades acima, podemos escrever, apos cancelar os fatores 1 comuns,
ac bd aP P_csen(a/P\c)b_P P_dsen(b/P\d) sen(a/P\c) sen(b/P\d)

ab;ad::——:__ P — — = — — .
[a ¢ } bc ad bP Pcsen (ch) aP Pdsen (an) sen(ch) sen(an)

(9.34)

O ponto notavel nessa expressao é que o lado direito depende apenas de angulos formados no ponto P por varios
segmentos, e nao dos comprimentos desses segmentos. De maneira totalmente andloga, concluimos que

sen (aTP\c’) sen (b’/P\d’)

[a', b'; ¢, d] = —— — .
sen(b’Pc’) sen(a’Pd’)

(9.35)

Agora, é evidente pela construgao e visivel na Figura 9.3, pagina 587, que AP = a/P\c7 VPd = b/P\d, VP& = bPc e
a/ Pd’ = aPd, o que nos leva a concluir imediatamente de (9.34) e (9.35) que

[a/, b5 ¢, d] = [a, b; ¢, d],
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p

Figura 9.4: Um triangulo com vértices p, g e r. A altura de ¢ até a reta gerada por p e ¢ é denotada por h. Assim,
A(prq) = pqh/2 = pr qrsen(prq) /2

como desejdvamos demonstrar.

Vale ainda notar que, mantidas as defini¢coes acima, também vale
[a, &5 0, d] = [a, ¢ b, d] . (9.36)
De fato,

% a G_P P_b sen (G/P\b)C_P P_d sen (C/P\d) . sen(ﬁ)) sen(c/P\d)

7;b7d:——:__ e — — — —
[a ¢ } cb ad cP Pbsen (ch) aP Pdsen (an) sen(ch) sen(an)

[a', 50, d],

a dltima igualdade seguindo dos mesmos argumentos de antes. Devido & identidade (9.23), temos também
[, d; d, V] = [c, a; d, b] . (9.37)
Esse fato, unido as relagoes (9.28)—(9.30) permitem-nos afirmar o seguinte:

Proposicao 9.2 Sejam a1, az, as e ay pontos colineares do plano e ay, ab, af e a) suas respectivas projecoes centrais
situados em outra reta, em relagao a um ponto P. Entao, vale

[%(1), Ar(2); Ax(3), aw(4)] = [a;u)a a;(g); a;(3), a;(4)}

para qualquer permutacao m de {1, 2, 3, 4}. |

e Invariancia por projecoes paralelas

Além da invariancia por projecoes centrais a partir de um ponto P, como acima descrito, a razao anarmoénica é
também invariante por projegoes paralelas. A forma mais simples de ver isso consiste em mandar o ponto P para o
infinito ao longo de uma reta.
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9.4.1 Razoes Anarmonicas em R" e Transformacoes Lineares

A nocao de razao anarmonica de quatro pontos colineares distintos pode ser facilmente generalizada do plano para R”™,
n > 2. Seja o espago vetorial R™ e seja || - || a norma Euclidiana nesse espago. Para quatro pontos colineares distintos
1, T2, x3 € x4 € R™, definimos a ragao anarmonica

Nz — =zl [lwg — 2
22 — a3 lz1 — 24|

[xl, To; T3, x4] (9.38)

Como os pontos x1, T2, 3 € x4 € R™ sfo colineares e distintos, existem constantes reais ndo nulas a, g e v tais que
o — x4 = ax; — x3), v — 23 = B(z1 —x3) e x1 — x4 = y(x1 — x3). Assim, as diferencas x1 — x3, o — T4, o — T3 €
1 — x4 pertencem a um mesmo subespaco unidimensional, que denotamos por Z (acl, T2, T3, x4).

Seja A € Mat (R, n) uma matriz real n x n. Pela linearidade de A, teremos Axg — Axy = a(Ax; — Axg), Axe — Axg =
B(Axy — Axz) e Axy — Axy = y(Axzy — Ax3), 0 que mostra que os pontos Axy, Axa, Axs, Axs sdo colineares.

Observe-se que se f(acl, To, T3, x4) nao estiver contido em Ker (A4), entdo Ax; # Ax; para todos i, j € {1, ..., 4},
i # j. Nesse caso, portanto, os pontos Az, Axy, Axs, Axy sdo colineares e distintos.

O resultado que desejamos apresentar aqui é o seguinte:
Proposicao 9.3 Seja A € Mat (R, n) uma matriz real n X n e sejam pontos colineares distintos x1, xa, x3 € rq4 € R™.

Entao,
[Aacl, Axo; Axs, Aac4] = [xl, To; T3, xd (9.39)

sempre que ,,?(xl, To, T3, x4) nao estiver contido em Ker (A). O

Prova. Como os pontos x1, z2, x3 € x4 € R™ sdo colineares e distintos, existem constantes reais ndo nulas «, § e « tais
que T2 —xg4 = a1 — x3), T2 — x3 = B(xr1 — x3) € 1 — x4 = y(x1 — 23). Logo,
|olllzy — @3 |al

o _ ol
T e A 1T

Por outro lado,

_ A@ —w)[|[A@ =2 JellA@ )T o
[A(z2 = @3)|[ [[AGer =z || |81 || A1 —as)||* 1B

[Aacl, Azg; Axs, Axd

completando a prova de (9.39). |

A afirmagao da Proposicao 9.3 é relevante em algumas aplicagoes da nogao de razao anarmonica, por exemplo, na
demonstragao do Teorema de Perron-Frobenius.

9.4.2 Razoes Anarmonicas no Plano Complexo e Transformacoes de Mobius

A razao anarmonica nao ficou limitada a Antiguidade, tendo ela sido estudada por gedmetras do século XIX, notadamente
por Mobius, os quais provaram diversas propriedades adicionais e generalizagoes de resultados conhecidos, incluindo
situacoes nas quais os quatro pontos nao sao colineares. No que segue, mostraremos a conexao entre a razao anarmoénica
e as transformagoes de Mc6bius no plano complexo, resultado também devido a matematicos do século XIX.

Dada uma quddrupla ordenada (z1, z2, 23, z4) de pontos distintos de C (nio necessariamente colineares!), define-se
sua razdao anarmonica por
(21— 23) (22 — 2a)
(2’2 - 23) (21 - 2’4)

[21, 22; 23, 24] = (9.40)

. |z1—23] |z2—24]

Observe-se que o valor absoluto ‘[zl, 295 23, Z4H € ozalToi—z» dU€ é precisamente razao anarmonica associada aos

pontos z1, z2, 23 € z4 tal como definimos na Geometria Plana. Aqui, porém, os quatro pontos ndo sdo necessariamente
colineares e a razao anarmonica [zl, Zo; 23, Z4} é, em geral, um nimero complexo.
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Mais sobre a relagao entre a razao anarmonica no plano complexo e a razao anarmonica no plano Euclidiano, que
apresentamos anteriormente, serd visto no Comentario apds a prova do Corolario 9.2, pagina 592.

Segue facilmente da definigao que
(21, 22; 23, 2a] = [23, 24; 21, 22 (9.41)
e que
1
(22, 215 23, 24] = [21, 20} 24, 23] = —————— . (9.42)
[217 223 23, 24}
E. 9.5 Ezercicio. Verifique! Demonstre também a relacio

[217 Z3, 22, 24] =1- [21, Z2; 23, 24} . (943)

L3l

Outras identidades envolvendo permutagoes dos pontos z1, 22, z3 e z4 podem ser facilmente obtidas a partir de
(9.41)—(9.43).

Outras relagoes relevantes, denominadas relag¢oes de cociclo da razdo anarmonica, sao as seguintes:

I:Zla 225 23, 24} = I:Zla 225 23, Z5:| I:Zl; 225 25, Z4] ) (944)

(21, 225 23, za] = [z1, 25 23, 2] [25, 225 23, 24] (9.45)

validas para todos 21, za2, z3, 24 € 25 € C, distintos.
Para provar (9.44), verifique, apés cancelamentos triviais, que o lado direito vale
(21 —28) (22— 25) (21— 25) (22 —21) (21— 23) (22 — )

[21, 223 23, 25] [21, 223 25, 2] = (o —20) (51— 28) (= 20) (1 =)~ (a—29) (1= 20) (21, 225 23, 2] ,

como desejdvamos estabelecer. A prova de (9.45) é andloga (faga-al).

O fato mais relevante sobre a razao anarmonica que desejamos apresentar é o seguinte: elas sdo preservadas por
transformagoes de Mobius. Mais precisamente:

Proposicao 9.4 Seja A € Mat (C, 2) da forma A= (2Y) com det(A) = ad — bc # 0. Temos,

Ma(z1), Ma(z2); Mal(zs), MA(Z4)} = [21, 225 23, 24] (9.46)

para quaisquer pontos distintos z1, za, z3 € z4 € C. O

Prova. Um computo direto fornece

Ma(z1), Ma(z2); Ma(zs), MA(Z4)} -

((az1 +b)(cz3 + d) — (azs + b)(cz1 + d)) ((azz + b)(cz4 + d) — (az4 + b)(c22 + d))
((azz + b)(czs + d) — (azs3 + b)(cz2 + d)) ((az1 + b)(cz4 + d) — (azq + b)(cz1 + d))

_ (d—ba)(e — ) (0d —be)ea—20) _

((ad — be)(z2 — 23)) ((ad — be) (21 — 24))

E. 9.6 Ezercicio. Complete os detalhes faltantes em (9.47). o,
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E. 9.7 Ezercicio. Uma maneira alternativa de provar a invaridncia da razio anarménica por transformacdes de Mdbius, expressa
em (9.46), é lembrar do resultado estabelecido anteriormente segundo o qual transformagdes de Mobius sdo resultado da composi¢do de
multiplicagdes, translagdes e inversdes. E bastante evidente pela definicdo (9.40) que razdes anarménicas sio invariantes por multiplicacdo
simultanea dos pontos z1, 22, z3, 24 por uma mesma constante complexa e por sua translagdo simultdnea pelo mesmo niimero complexo.
Quanto as inversdes, tem-se

E-2)E-H) @)=
[I(z1), I(22); I(23), I(24)] = 4—— KL = LY TGNV [21, 22; 23, 24] .
E2)(E2) - G
Complete os detalhes. Como proceder se um dos pontos for nulo? o+

~

¢ Estendendo a razao anarmoénica para C

A defini¢do de razao anarmoénica (9.40) pode ser estendida para C. Define-se

22 — 24 21 — 23

[00, 225 23, 24} = m ) [217 o0 23, 24] = m ) (9-48)
Zo— 2 21— 2z
[21, z2; OO, 24} = ﬁ ) [217 225 23, 00] = ﬁ . (9.49)

Essas expressoes podem ser obtidas de (9.40) tomando-se os limites |z1| — 00, |z2] — o0, |23] — o0 e |z4| — o0,
respectivamente.

O estudante pode facilmente se convencer que os resultados e relagoes anteriormente obtidos para a razao anarmonica
estendem-se para essa nova situagao em que o ponto oo ¢ incluido, bastando para tal atentar para a tomada dos limites
acima mencionados. Por exemplo, a relagao de cociclo (9.44) para z; = oo fica

[00, 22; 23, 24] = [00, 22 23, 25] [00, 22} 25, 24] ,
e isso é correto, pois o lado esquerdo é Z:Z e o lado direito Z:z; Z:z: = Z:Z . Em um outro exemplo, se substituirmos
z5 por co na mesma (9.44) teremos,
I:Zla 225 23, 24} = [Zlv 223 23, OO] I:Zl; z2; OO0, 24} .
Novamente, o lado esquerdo é E1=280z2=24) ¢  1ado direito é Z-=23 22=24 ¢ ambas as expressoes sio obviamente iguais.
(z2—23)(21—24) 22—23 21—24

E. 9.8 Ezercicio. Mostre que as relagdes (9.41), (9.42) e (9.43), assim como (9.46), permanecem vilidas se um dos pontos é
substituido por oco. ok

e Mais alguns resultados tteis sobre a razao anarmoénica

Apresentemos agora mais alguns resultados tteis a respeito da no¢ao de razao anarmonica.

Lema 9.1 Sejam quatro numeros complexos distintos z1, zo, z3, z4. Entdo, a razdo anarmonica [21, Z9; 23, 24] €
um numero real se e somente se os quatro pontos forem forem colineares ou estiverem em um mesmo circulo do plano
complexo.

Além disso, se z1, zo2, z3, z4 forem colineares, se z1 e z4 forem o0s pontos extremos dentre os quatro e se zo estiver
entre z1 e z3, entao [zl, 29} 23, 24] > 0. O

Prova. Vamos supor que z1, 29, 23, z4 pertengam a uma mesma linha reta & e, sem perda de generalidade, que zo
e z3 estejam entre os pontos z; e z4. Entao, podemos escrever zy e z3 como combinagao linear convexa de z1 e z4:
zo=MXz1+ (1= XNzg e zz3=pz1+ (1 —p)zq, onde A, p € (0, 1), sendo A # p. Substituindo, temos

o o e o)
T (22 — 23) (21 — 24) (X —p)
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(verifique!), que é, naturalmente, real. Essa expressao também mostra que se zo estiver entre z; e z3 (em cujo caso,
A > ), entéo [21, 22; 23, 24} > 0.

Vamos agora supor que z1, 22, 23, 24 pertencam a um mesmo circulo % do plano complexo. Seja M4 uma trans-

formagao de Mobius que transforma % em uma linha reta (que tal transformacao exista é garantido pelo Corolario

9.1, pagina 585). Entdo, [zl, 22 23, z4] (9.46) {MA(zl), Ma(z2); Ma(z3), Ma(z4)|, que é real, pois os pontos

Ma(z1), Ma(z2), Ma(z3) e Ma(z4) s@o colineares.
Vamos agora estabelecer a reciproca, assumindo que [zl, Zo; 23, 24] = qa, com o € R. Sejam w; =0, wa = 1 e

ws = —1 trés pontos da reta real e seja M4 a transformagio de Mobius que satisfaz Ma(zx) = wi, k = 1, 2, 3, cuja
existéncia é garantida pelo Teorema 9.1, pdgina 580. Defina-se wy = M 4(z4). Temos,

9.46
a = [21, 22} 23, 24} (9.46) [MA(zl), Ma(z2); Ma(zs), MA(Z4)} = [wl, wa; W3, w4}

B (w1 — ws3) (w2 — wy) w1 1
C (wo —ws) (wi —wa) 2wy 5(1__) - (9-50)

que é real (caso o = 1/2 podemos adotar wy = 00).

_ 1
LOgO, W4 = 754>

Assim, vemos que os quatro pontos wiy, we, w3 e wy estdo sobre a reta real. Portanto, os quatro pontos z1, z2, 23 €
z4 estao na imagem da reta real pela transformacao de Md6bius Mgl. Sabemos pelo Teorema 9.2, pagina 584, que essa
imagem ou é uma reta ou é um circulo em C, completando a prova. |

Observe-se também que se z1, 22, 23, z4 forem colineares, z; e z4 forem os pontos extremos dentre os quatro e zy
estiver entre z1 e z3, entao [zl, 295 23, 24] coincide com a razao anarmonica que introduzimos na Geometria Plana, pois

[21, 20 23, 24] = ’[217 22} 23, 24]’.
Vamos a um outro resultado.

Lema 9.2 Sejam z1, z3, 23, 24 pontos distintos de C. Suponhamos que existe w € C tal que [w, 295 23, 24} =
[21, 29} 23, 24] Entao, w = z;. O

(1m20) samms) _

Prova. A prova é elementar. A igualdade [21, 22; 23, 24} = [w, #2; %35 24] significa ( )( ) B E
Z2—23 2124

seja, apoOs cancelamentos triviais, 2:2 = Z%Z, do que segue facilmente que w = 2. |

O resultado seguinte pode ser extraido como coroldrio dos Teoremas 9.1 e 9.2 e da relagao (9.46), acima. Ele generaliza
nossas observagoes sobre o significado da nocao de razao anarmonica no contexto da Geometria Plana.

Corolério 9.2 Sejam z1, z3, 23, z4 quatro pontos distintos e colineares de C, localizados sobre uma linha reta Z e sejam
w1, wa, ws trés pontos distintos e colineares de C, localizados sobre uma linha reta .. Entdo, existe uma transformagdo
de Mébius My, unica, tal que

(21, 22; 23, 24] = [w1, wa; w3, Ma(24)] (9.51)
e tal que Ma(z4) € 7, ou seja, 0s quatro pontos wy, wa, wz e wy = Ma(z4) também sao colineares e [21, 203 23, 24] =
(w1, w; ws, ws).

Caso wy, wa, ws forem trés pontos distintos e ndo colineares, entdo pertencem a um circulo €. Nesse caso, afirmamos
que eziste uma transformacao de Mobius My, unica, tal que Ma(z4) € € e tal que (9.51) é novamente vdlida. O

Prova. Consideremos primeiro o caso em que wj, ws, w3 sao colineares. Seja M4 a transformacao de Mobius que satisfaz
Ma(z) = wy, para k =1, 2, 3, cuja existéncia e unicidade foi garantida no Teorema 9.1, pagina 580. Os quatro pontos
z1, 29, 23, 24 localizam-se sobre uma mesma reta % e os trés pontos wy, ws, ws sobre uma mesma reta .. Portanto,
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concluimos que a imagem de Z por M4 é a reta ., ja que transformagoes de M6bius mapeiam retas em retas ou circulos
(Teorema 9.2, pagina 584). Logo, a imagem de qualquer outro ponto de #, como zg4, serd um elemento de %Z. Assim,

[wl, wa, W3, MA(Z4)} = [MA(Zl), MA(ZQ); MA(Z3), MA(Z4)} (Qéﬁ) [21, 225 23, 24} . (952)

Se wy, we, ws ndo sdo colineares, mas pertencem a um circulo €, o argumento segue a mesma linha: existe uma
transformagcao de Mobius M4 com My (z) = wy, para k =1, 2, 3 e que, portanto, mapeia a reta Z no circulo ¢, onde
deve, portanto, estar a imagem de M4(z4). Também nesse caso aplica-se o raciocinio expresso em (9.52). |

Comentario sobre o Coroldrio 9.2. Se os pontos wi, wa e w3 forem projegdes centrais de z1, z2 e z3, respectivamente, a partir de um ponto
P, afirmamos que wqg = M 4(2z4) é também uma projegdo central de z4 a partir do mesmo ponto P. De fato, sabemos da andlise que nos levou
a (9.33) que haverd um ponto d’ em .¥ tal que [zl, z2; 23, 24} = [zl, z9; 23, d’} (lembrar aqui que [zl, z2; 23, 24} é real, pelo Lema 9.1,
pagina 591) e esse ponto d’ é a projecdo central de z4 em 8 a partir de P. Pela unicidade expressa no Lema 9.2, esse ponto hé de ser M 4(z4).

Vemos, com isso, que o resultado expresso no Corolario 9.2, assim como na Proposicdo 9.4, sdo generalizagoes nao triviais das afirmacoes
sobre a invaridncia da razao anarmonica na Geometria Plana, expressa em (9.33). Note, por exemplo, que o Corolério 9.2 vale mesmo que os
pontos w1, w2 € w3 ndo sejam projecoes centrais de z1, z2 e 23 a partir de um mesmo ponto P. &

9.5 Transformacoes de Mobius e Automorfismos do Disco
Unitario

Se D é um aberto conexo de C e f : D — D é analitica e bijetora, dizemos que f é um automorfismo do dominio D.
(Recordar que se f : D — D for analftica e bijetora, entdo f’ nao se anula em D e a funcio inversa f=': D — D é
também analitica). E bastante claro que os automorfismos de um aberto conexo D compoéem um grupo (pela operagao
de composicao de fungoes), muitas vezes denotado por Aut(D), o grupo de automorfismos de D.

Nesta secao descreveremos mais uma propriedade relevante de certas transformacgoes de Mdobius, a saber, a de serem
0s Unicos automorfismos do disco unitario do plano complexo centrado na origem. Esse é o contetido do Teorema 9.8,
péagina 604. Ao final, falaremos também da relacao entre as transformacoes de Mobius e os automorfismos do semiplano
superior H .

Faremos uso de dois resultados de Anélise Complexa que possuem interesse por si: o Teorema do Médulo Méximo e
o Lema de Schwarz, os quais serao apresentados e demonstrados a seguir.

9.5.1 O Teorema do Mddulo Maximo

O Teorema do Médulo Méximo, originalmente devido a Weierstrass'®, é um importante resultado da Anélise Complexa

e diz que se f é analitica e nao constante em uma regiao aberta D e continua na fronteira de D, que denotaremos por
0D, entao |f| atinge seu méximo valor ndo em D, mas em 0D.

H4 varios fatos a respeito de fungoes analiticas que podem ser demonstrados a partir dessa afirmagao, como estimativas
e majoragoes, e colheremos alguns desses frutos no que segue.

O Teorema do Médulo Méaximo é fortemente aparentado a um outro resultado, conhecido como Principio do Mdximo,
vélido para fung¢oes harménicas (ou seja, que satisfazem a equagio de Laplace Au = 0) reais definidas em um conjunto
compacto e conexo K de R™: essas fungoes atingem seu méaximo valor na fronteira de K. Para uma prova no caso de
R?, vide Teorema 47.5, pagina 2858 e a discussdo em seu entorno. Para o caso geral (cujo tratamento é andlogo) vide,
e.g., [185].

Comecemos com algumas defini¢des tteis. Denotamos por C(r, a) o circulo de raio r > 0 em C centrado em a € C e
por D(r, a) o disco aberto de de raio » > 0 em C centrado em a € C:

C(r,a) == {z€C||z—a|=71}. e D(r,a) == {z€C||z—a| <7} .

Por D(r, a) ou D(r, a) denotamos o fecho de D(r, a): D(r, a) := {z € C| |z —a| < r}, o disco fechado de raio 7 > 0 em
C centrado em a € C. E claro que C(r, a) é a fronteira de D(r, a) e que D(r, a) = D(r, a) UC(r, a).

MKarl Theodor Wilhelm Weierstra (1815-1897).
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E comum denotar-se C(1, 0), o circulo de raio 1 centrado na origem, simplesmente por $* e D(1, 0), o disco aberto
de raio 1 centrado na origem, simplesmente por D;.

Seja f uma funcao analitica em D(R, a), para algum R > 0. Definimos, para 0 < r < R,
M(r, a, f) = max{|f(2)], z€ C(r, a)} .

Trata-se claramente do maior valor que |f| assume no circulo C(r, a).

9.5.1.1 A Majoracao de Cauchy e Algumas de suas Consequéncias

Para uma fungao f analitica em D(R, a) vale a bem conhecida férmula de Cauchy'®: para todo n € Ny tem-se

f(")(a) - i‘/c( ) f(2") dz' (9.53)

2mi (z/ —a)ntt

vélida para todo 0 < r < R. Como os pontos de C(r, a) sdao da forma a +re®® com 6 € [0, 27), podemos escrever (9.53)
como

| 27 ] )
fM(a) = 2n7.m / fla+re®)e ™ dp . (9.54)
m 0
Verifique! Dela decorre imediatamente que
n n!M(r, a, f)
‘f( )(a)| < — (9.55)

Essa expressao é frequentemente denominada majoracdo de Cauchy, ou estimativa de Cauchy, para a n-ésima derivada
de f. Um caso relevante se dd para n = 0, quando (9.55) informa que

[fa)] < M(r, a, f). (9.56)

Essa é uma forma fraca do Teorema do Mdédulo Méaximo que estenderemos adiante.

e Convergéncia da série de Taylor

Para f analitica em D(R, a) vale a também bem conhecida expansdo em série de Taylor'®:

> (),
1) = D g
n=0

n!

uma série de poténcias absolutamente convergente para todo z € D(R, a). A convergéncia absoluta pode ser provada
com o uso de (9.55). De fato, seja z € D(R, a) e escolhamos r de sorte que |z — a| < r < R. Teremos

| F) (g .55 > /ly—al\"
S ar] U a3 ()
n=0

n!
n=0
que é uma progressdo geométrica convergente, pois |z — a| < r.

e Fungoes inteiras e o Teorema de Liouville

Uma fungao analitica em todo C é dita ser uma fun¢ao inteira. Naturalmente, podemos identificar C com D(co, a)
para qualquer a € C.

Temos o seguinte fato fundamental, devido a Liouville!'”:

Teorema 9.3 (Teorema de Liouville) Se f € inteira e limitada, ou seja, se existe M > 0 tal que |f(z)] < M para
todo z € C, entao f € constante. O

15 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
16Brook Taylor (1685-1731).
17Joseph Liouville (1809-1882).
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Prova. Por hipétese, M(r, a, f) < M para todo r > 0 e todo a € C. Logo, por (9.55), |f(”)(a)| < M para todo

= rn

r > 0. Para n > 1 isso significa que f(")(a) = (0 para todo a € C e, portanto, que f é constante. |

O Teorema de Liouville possui diversas outras demonstragoes, como pode ser visto na literatura basica de Analise
Complexa.

e Funcoes inteiras de crescimento polinomial

O Teorema de Liouville ou, mais precisamente, sua demonstragao, pode ser estendido de modo a abarcar uma
informacao relevante sobre fungoes inteiras.

Proposicao 9.5 Seja f inteira e tal que existam constantes M > 0 e k > 0 (k nao necessariamente um inteiro) tais
que para cada r > 0 valha
M(r, 0, f) < Mr".

Entao, f € um polinémio de grau menor ou igual a K. O

Prova. Por (9.55), temos |f(”)(0)| < M para todo r > 0 e todo n € INg. Como essa desigualdade é vélida para todo

rn—~r

r > 0, segue que f(”)(O) = 0 sempre que n > &, provando que f é um polinémio de menor ou igual a . |

e Funcoes subarmoénicas

Seja D um aberto conexo em C e seja F': D — R (uma fungao real de uma varidvel complexa) que seja continua.
A funcdo F é dita ser uma funcdo subarmoénica'® se para todo a € D todo r > 0 suficientemente pequeno de sorte que

D(a, r) C D valha
1 2T
F(a) <

— | F ©)do .
= 2 (a +re )
Um exemplo relevante é o seguinte. Por (9.54), para o caso n = 0, temos que

1 27

|fa)] <

— f(a+7"ew)‘d9,

2w Jo

para todo a em um dominio aberto conexo onde f seja analitica e r > 0 pequeno o suficiente. Isso mostra que |f| é uma
fungao subarmoénica nesse dominio.

9.5.1.2 O Mobébdulo de uma Fungao Analitica. O Teorema do Mdédulo Maximo

No que segue apresentaremos uma demonstragido do chamado Teorema do Mddulo Méximo (Minimo) da Andlise Com-
plexa, um resultado com diversas implicagoes relevantes.

Vamos primeiramente apresentar um teorema fundamental (Teorema 9.4), devido a Weierstrass, sobre a inexisténcia
de maximos e minimos locais do valor absoluto de fungoes analiticas definidas em dominios abertos. O enunciado e
a demonstracdo do teorema a seguir foram extraidos, com ligeiras adaptacoes, de [298] e seguem a versao original de
Weierstrass.

Teorema 9.4 Seja D um aberto em C e seja f: D — C, analitica, que ndo seja constante. Seja a € D e seja N, C D
uma vizinhanca arbitrdria de a em D. Entdo, existe um ponto z1 € N, tal que

[f G0l > |f(a)] - (9-57)
Além disso, se |f(a)| # 0, existe um ponto zo € N, tal que

1f(z2)] < [f(a)]. (9.58)
A relagao (9.57) nos informa que se f nao for constante, entdo |f| nao pode ter mdrimos locais em D e (9.58) nos
informa que |f| nao pode ter minimos locais em D, exceto nos pontos em que f se anula. O

18 A referéncia [298] atribui essa definigdio, que se tornou muito importante em Anélise, a Frigyes Riesz (1880-1956).
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Prova. Vamos primeiramente supor |f(a)| # 0. Seja m > 1 tal que as derivadas f*)(a) sejam nulas se 1 < k < m — 1,
mas f(™(a) # 0. Que um tal k exista é garantido pela hipétese que f nao é constante.

Com isso, a série de Taylor de f, centrada em a é

> (9
f(2) = ao+am(z —a)™ + Z ax(z —a)¥, com a; = / j'(a) , VjelN, (9.59)
k=m+1 ’

sendo que a,, # 0. Essa série de poténcias converge para todo z € D(r, a) com r > 0 mas pequeno o suficiente.

Consideremos z # a. Para todo k € IN, escrevemos ay = |ag|e®, com ay € [0, 27) e, similarmente, escrevemos
z —a = |z — ale’® também com ¢ € [0, 27). Vamos escolher um ponto z tal que valha

m¢ = (ao — ) mod 27 . (9.60)

Vale notar que hd aqui m possiveis escolhas.

Para qualquer dessas escolhas, temos ag + am (2 —a)™ = |ao|e®® + |an,| [z — a|el(Mm+am) = e (|ag| + |ay,| |z —a|™)
e, portanto,
lao + am(z — a)™| = lao| + |am| |z — a|™ > |aol . (9.61)

Paralelamente, afirmamos que podemos escolher |z — a| pequeno o suficiente de modo a garantir que

oo
Z appm(z — @)
k=1

De fato, por continuidade sabemos que o lado esquerdo vai a zero quando z — a e, portanto, pode ser escolhido de sorte
a ser menor que |a,|/2.

|am|

<
2

(9.62)

Escrevendo a série de Taylor em (9.59) na forma

f(z) = ao+am(z—a)™ + (z —a)™ Z Argpm(z — a)®
k=1

e denotando por z; um ponto que satisfaca (9.61) e (9.62), podemos escrever!'®
o0
|f(21)] > ‘ao+am(z1*a)m‘ — |z —al™ Zaker(z—a)k ‘

k=1

o0

> ao+ am(z1 — a)™| = |21 — a|™ Zak+m(21 —a)®
k=1
(9.61)

lao| + lam| |21 — a|™ = [z1 — a[™

o0
> arim(z — )
k=1

(9:62) |

> |a0|+7|21*a|m > lao| = |f(a)|.

Isso demonstrou (9.57) no caso em que f(a) # 0. No caso f(a) = 0 temos ag = 0 e obtemos similarmente, para z; # a
satisfazendo (9.62),

am,
Fel 2 2ol a5 o,

o que estabelece (9.57) no caso em que f(a) = 0.
Para provar a existéncia de zo satisfazendo (9.58) procedemos de forma similar, assumindo ag = f(a) # 0 e substi-

tuindo (9.60) pela condigdo
m¢ = (ao — vy, + ) mod 27 . (9.63)

19Na primeira linha usamos o fato bem conhecido que |a + 3| > ||a\ - \ﬁ||7 com «a, 8 € C.
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Vale notar novamente que hé aqui m possiveis escolhas.

Temos com isso, ag + ap (2 — a)™ = |ao|e® + |an,| |z — a|me!(mé+am) = e (|ag| — |ap,| |z — a|™) e, portanto
lao + am(z — a)™| = lao| — |am| |z — a|™ . (9.64)

Retornemos a série de Taylor, temos

(o)
1f(2)] < |ao+ am(z —a)™| + Z ar(z — a)*
k=m-+1
o0
e escolhendo z; satisfazendo (9.64) e Z ar(za — a)*| < |am| |z — a|™/2 (o que vimos ser possivel por continuidade),
k=m+1
teremos
oo
If(z2)] < |ao + am(z2 — a)m| + Z ap(z —a)®
k=m+1
o0
= |ao| = |am| |22 — a|™ + Z ak(za — a)k‘
k=m+1
am| |22 — a|™
< ool - Ll 2 o) = )
demonstrando (9.58). |

Chegamos agora ao enunciado que mais desejavamos.

Teorema 9.5 (Teorema do Médulo Méaximo) Seja D um aberto limitado e conexo de C e seja 0D sua fronteira.
Seja f : D — C analitica, nao constante, e tal que possa ser continuamente estendida a 0D. Como o fecho de D,
denotado por D = DU JD, é compacto, |f| assume um mdximo em D. Entdo,

ma w)| = ma w
mae | ()] = ma |(w)
e, além disso, vale para todo z € D que
IF(2)] < max |f(w)]. (9.65)
wedD
Em palavras, |f| ndo atinge o mdximo em D, mas na fronteira 0D. O
Prova. |f(z)| ndo pode atingir seu méaximo em D, pois isso contrariaria o Teorema 9.4, pdgina 595. |

Com uma ligeira adaptagao, temos também o

Teorema 9.6 (Teorema do Médulo Minimo) Seja D um aberto limitado e conexo de C e seja 0D sua fronteira.
Seja f : D — C analitica, ndo constante, e tal que possa ser continuamente estendida a 0D. Vamos adicionalmente
supor que f ndo se anula em D. Como o fecho de D, denotado por D = D UdD, é compacto, |f| assume um minimo
em D. Entdo,

min |f(w)] = min |f(w)
e, além disso, vale para todo z € D que
)] > min 7). (9.66)

Em palavras, |f| nao atinge o minimo em D, mas na fronteira D. O
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Prova. Podemos analogamente argumentar que | f(z)| ndo pode atingir seu minimo em D, pois isso contrariaria o Teorema
9.4, pdgina 595. Ou podemos considerar a fungéo analitica g(z) = 1/f(z) (lembrar que f néo se anula em D, por hipétese)
e aplicar a ela o Teorema do Mdédulo Maximo, Teorema 9.5, pagina 597. |

Comentdrios. O Teorema do Médulo Méximo (Minimo) é também conhecido como Principio do Mdédulo Mdximo (Minimo).
Chamamos a atencgéo do leitor para o fato de as desigualdades (9.65) e (9.66) serem estritas.

Um comentdrio relevante a se fazer sobre o Teorema 9.4, pagina 595, e seus coroldrios, os Teoremas 9.5 e 9.6, acima, é que esses dois
ultimos exigem que o dominio aberto D seja limitado, mas nao ha tal restri¢do no Teorema 9.4. &

9.5.1.3 O Lema de Schwarz e Algumas Consequéncias

Apresentaremos agora uma das consequéncias do Teorema 9.4, pagina 595, conhecido como Lema de Schwarz?®. Esse
resultado é aparentemente simples, mas possui diversas consequéncias nao triviais, algumas das quais serao exploradas
adiante. Para um estudo amplo desse importante resultado e de algumas de seus usos, vide [148] (que também contém
notas histdricas), assim como o excelente artigo [479].

Como antes, Dy (D;) designa o disco aberto (fechado) de raio 1 centrado na origem, sendo que C(r) = C(r, 0) denota
o circulo de raio r > 0 centrado na origem. Por dD; denotamos a fronteira de Dy, que coincide com C(1).

Teorema 9.7 (Lema de Schwarz) Seja f : D1 — C analitica e satisfazendo sup,cp, |f(2)] = K1, onde K; > 0,
constante. Suponhamos também que f tenha um zero de ordem m > 1 em z = 0, ou seja, que f(0) = f'(0) = --- =
Fm=1(0) = 0 com f(™(0) # 0. Entdo, para todo z € Dy tem-se

|f(2)] < Kilz™ (9.67)

|F™0)] < Kim! . (9.68)
Caso a igualdade em (9.67) ocorra para algum z € Dy \ {0} ou caso a igualdade em (9.68) ocorra, entdo tem-se
f(z) = az™ (9.69)
para todo z € C, onde a € C € uma constante com |a| = K7 e, portanto, ‘f(m)(0)| = Kim!.

As afirmagoes acima equivalem a afirmar a validade das sequintes possibilidades excludentes:

1. Para todo z € Dy \ {0} tem-se
[f(2)] < Kilz™

e |f™(0)| < Kiml.

2. Para todo z € C tem-se

f(z) = a2,
onde a € C € uma constante com |a| = Ky. Portanto, ‘f(m)(O)‘ = Kyml. O
o0
Prova.?! Pelas hipdteses, a série de Taylor centrada em 0 de f é f(z) = Z arz® e converge absolutamente em D;.
k=m

Assim, a funcio g(z) := 2~ f(z) é analitica em Dy, sendo que g(0) = a,, = f™(0)/ml!.

Tomando z € Dy, podemos afirmar pelo Teorema do Médulo Maximo que para todo r com |z| < r < 1 vale

9 < max TN Ly ey < K

weC(r) |w|™ M weC(r) rm

20Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921).
21Seguimos parcialmente [299], mas melhorando diversas imprecisdes daquele texto.
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Podemos agora fazer r arbitrariamente préximo de 1 e, com isso, obtemos??

lg(z)] < Ki, VzeDi. (9.70)

Como f(z) = 2™g(z), z € D1, obtemos |f(z)] < K1|z|™, também para todo z € D;. Como f™(0) = m!g(0), segue
que |fm(0)| < Kim!.

Vamos supor que exista zg € D; \ {0} tal que |f(z0)] = Ki|z0|™, ou seja, tal que |g(z9)] = Ki. Pelo Teorema
9.4, pagina 595, se g ndo for constante, haveria um ponto z; em um vizinhanga de zp com |g(z1)| > K3, contrariando
(9.70). Logo, nesse caso devemos ter g(z) = a em todo Dj, onde a € C é constante com |a| = K; (pois, supostamente
lg(z0)| = K1) e, portanto, f(z) = az" para todo z € C.

Se alternativamente valer |f™(0)] = Kym!, teremos novamente |g(0)| = K (pois f™(0) = mlg(0)) e o mesmo
raciocinio se aplica: pelo Teorema 9.4, pdgina 595, g(z) = a em todo D, onde a € C é constante com |a| = K e,
portanto, f(z) = az™ para todo z € C. Isso completa a prova. |

O Lema de Schwarz, Teorema 9.7, pagina 598, tem a seguinte generalizagao imediata util.

Proposicao 9.6 Seja D = D(R, 0) C C o disco aberto de raio R > 0 centrado na origem. Seja f : Dr — C analdtica e
satisfazendo sup_cp . | f(2)] = KR, onde Kr > 0, constante. Suponhamos também que f tenha um zero de ordem m > 1

em z =0, ou seja, que f(0) = f'(0) = --- = fm=1(0) = 0 com f™(0) # 0. Entdo, vale uma das sequintes afirmagies:

1. Para todo z € Dr \ {0} tem-se
2™

[f()| < Kr (9.71)
e Kot
m RM:
10 < = (9.72)
2. Para todo z € C tem-se
f) = 52 (9.73)
R™ "’ '
onde a € C € uma constante com |a| = Kg. Portanto,
Kgrm!
|fm(0)] = =2 (9.74)
Rm
O

Prova. Defina-se para z € Dy a funcdo h(z) := f(Rz). Entéo h satisfaz as hip6teses do Teorema 9.7, pdgina 598 e temos
as seguintes possibilidades excludentes:

1. Para todo z € Dy \ {0} tem-se |h(z)| < Kg|z|™ e |h™(0)| < Kgm!. Como f(z) = h(z/R), z € Dg \ {0}, temos
17(2)] < Kr 25 e | F0™(0)] < Kpm!/R™.

2. Para todo z € C,
h(z) = az™,

onde a € C é uma constante com |a| = K. Como f(z) = h(z/R), z € Dp, temos f(z) = ‘j{:, z € C. |

Uma importante generalizacao do Lema de Schwarz, o chamado Lema de Schwarz-Pick, sera estudada na Segao 9.5.3,
péagina 607.

e Uma outra generalizagcao elementar do Lema de Schwarz e o Teorema de Liouville revisitado

Seja uma funcao analitica F': Dy — C, limitada em Dpr, R > 0, mas que nao satisfaz a hipétese de anular-se, junto
com suas m — 1 primeiras derivadas, no ponto 0. A fungéo f(z) := F(z) — pm-1(2), 2 € D, com p,,_1, m € IN, sendo o

22Lembrar que 1/r > 1. Dai, se |g(z)| < 1/r™ obtemos |g(z)| < 1 se fizermos r crescer, tornando-se mais préximo a 1.
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m—1
F®) (0
polinémio de Taylor de ordem m — 1 centrado na origem, p,,—1(2) := %zk, satisfaz as hipéteses da Proposicao
k=0 ’
9.6, pagina 599: ¢é limitada em Dp e anula-se em 0 juntamente com suas m — 1 primeiras derivadas.

Podemos, portanto, generalizar o Lema de Schwarz e a Proposi¢ao 9.6 eliminando a necessidade de a fungao conside-
rada anular-se em 0 (juntamente com algumas de suas derivadas), substituindo-a adequadamente por uma outra fungao
analitica e limitada que o faga. Esse fato sera melhor elaborado no Lema de Schwarz-Pick, Teorema 9.10, pagina 607,
adiante.

Tendo isso em mente, podemos mostrar que também o Teorema de Liouville, Teorema 9.3, pagina 594, pode ser
inferido como consequéncia do Lema de Schwarz na sua versao dada na Proposigao 9.6.

Seja F': C — C inteira e globalmente limitada, ou seja, tal que existe constante M > 0 com a qual valha |F(z)| < M
para todo z € C. Defina-se f(z) = F(z) — F(0). Temos |f(z)| = |F(z) — F(0)| < M + |F(0)| em todo C.
Seja R > 0 e tomemos provisoriamente z € Dr. Podemos identificar a constante majorante M + ‘F(O)‘, acima, com
a constante K do enunciado da Proposi¢ao 9.6 e concluir de (9.71) e (9.73) que, para z € Dp,
Krlz| _ M+ [F(0)]
R R

Como isso vale para todo R > 0, concluimos que F(z) = F(0), Vz € C, e, portanto, F' é constante em todo C, que é a
afirmacao do Teorema de Liouville, Teorema 9.3.

|F(2) = F(0)] = |f(2)] <

|2l -

Para outros resultados fundamentais obteniveis a partir do Lema de Schwarz vide, e.g., [148] e [479).

Fokk hk ok hk kkok

Como veremos, um dos corolarios do Lema de Schwarz afirma que os automorfismos de D; sao todos transformacoes
de Mobius de um certo tipo, permitindo-nos, assim, retomar nossa discussao sobre essas transformagoes. Tratar dessas
questoes serd nosso objetivo na Secao 9.5.2, 600.

9.5.2 Transformagoes de Mobius e Automorfismos do Disco Unitario

Vamos agora tratar da relagao entre as transformacgoes de Mdobius e os automorfismos do disco unitdario Di. Ao final,
falaremos também da relagao entre as transformacoes de Mébius e os automorfismos do semiplano superior H .

e Transformagoes de Mobius que mantém o circulo unitario invariante

Proposigao 9.7 Uma condig¢ao necessdria e suficiente para que uma transformacao de Mobius mapeie o circulo unitdrio
centrado na origem, S*, em si mesmo € que seja da forma

az+b
Ma(z) = 2 : 9.75
a(2) bz +a (9.75)
com a, b € C tais que det(A) # 0, ou seja, tais que |a|®> — |b]* # 0. O

Prova. Consideremos a transformacdo de Mobius (9.75) e tomemos z € $!, ou seja, da forma z = €' para todo
¢ € [0, 27). Temos,

, ae'® + b oW )

Ma(e?) = ——— = ¢ — com w = be " ta,

bet? +a w

e vemos que M4 (e’®) é um nimero complexo de médulo 1, pois ¢ e um niimero complexo da forma w/w sdo nimeros

complexos de médulo 1. Assim, M4 mapeia $! em si mesmo bijetivamente (a bijetividade de transformagoes de Mobius

no caso geral foi provada no inicio do capitulo corrente).

’ . ~ 1 s _ az+b _(ab .
Vamos agora demonstrar a reciproca e seja uma transformacao de Mébius M4 (z) = citqr com A= ( @ ), que mapeie

$! em si mesmo. Isso significa que para todo ¢ € [0, 27) tem-se

lae® +b° = Jee® +d|? . (9.76)
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O lado esquerdo de (9.76) é S . S
(@e " +b) (ae™ +b) = |a|* + [b|* + @be " + bae™®

e, analogamente, o lado direito de (9.76) é
‘cew + d‘Q = |c|2 + |d|2 +2ede™ " + dce'? .
Assim, a imposigao de (9.76) corresponde & imposicao de
(Jaf® + [b]* = |e[> — |d|*) + (@b —2d)e™ " + (ba — dc)e™® = 0

para todo ¢ € [0, 27). A nulidade desse polinoémio trigonométrico impoe a nulidade de seus coeficientes (vide Corolario
38.3, pagina 2202), ou seja, devemos ter

lal> + 81> = |c* +1d|* (9.77)
ab = @d, (9.78)

(a terceira condigdo ba = dc equivale a (9.78)). A condigao (9.78) significa que o determinante da matriz (2 ¢) é nulo.
Isso, por sua vez significa que a segunda coluna dessa matriz é proporcional & primeira, ou seja, que existe A € C tal que

d = Xa e b= )c.

Agora, A nao pode ser nula, pois isso implicaria em d = b = 0 e a matriz A teria determinante nulo.
Com isso, a condigao (9.77) fica

2 2 |b|2 2 2 : 2 2 |b|2
lal® + [b]* = WJFW lal®, ou seja, (1=1A) ( lal “hE) T 0.

Para tal, ha duas possibilidades:

2
I |a?> = ‘lf’\% ou

IL A2 =1.

No caso I ndo podemos ter |a| = 0, pois isso implicaria |b] = 0 e, com isso, o determinante de A seria nulo. Assim,
1ol

, i bl 4 . .
terfamos [A| = {&. Escrevendo A na sua forma polar, A = |Ale"® = %ew‘ a matriz A ficaria

a b a b a b
A = = =
b — E|a| 2o alb| i
c d = la 2=le “+le
X o] la

Ocorre, porém, que o determinante dessa matriz vale |a| [b| e’* — |a| |b] ! = 0, 0 que descarta o caso I.

No caso II temos que A = €’® para algum o € R. Assim, terfamos

a b a b a b _ eia/2q  e—ia/2p _ a v
A = — _ — ewz/Q _ eza/Q ,
c d % \a eb  eoq e—ia/2h  e—ia/2g v ooa

sendo que absorvemos os fatores e /2 em a e em b, definindo o’ = e~ "/2¢q ¢ b’ = e~**/2p, vemos que a correspondente

transformagao de Mobius é

a'z+ b

Vz4a’

que é da forma considerada em (9.75). A condicdo |a’|?> — |[b'|? # 0 é simplesmente a condicdo para que o determinante
de A nao se anule. |

MA(Z) =

/|2
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E. 9.9 Ezercicio para obsessivos. Seja A = (Y). Na demonstracio acima, argumentamos que a condicdo (9.78) significa que o

determinante da matriz B = (2¢) é nulo e prosseguimos dizendo que isso imp&e que a segunda coluna seja proporcional a primeira.
Poderiamos, porém, prosseguir impondo que a segunda linha é proporcional a primeira, ou seja, dizendo que existe u € C tal que ¢ = pa

e b = ud. Como é de se esperar a conclus3o serd a mesma, como mostra o procedimento a seguir, um pouco menos direto que o anterior.

Com as escolhas acima, terfamos A = (%, 7, ). Mostre que a condicdo (9.77) ficaria na forma (1 — |u|?)(lal* — [b]*/|u|?) = 0.

Mostre que agora a condi¢do |u| =1 leva a uma matriz A de determinante nulo. A outra condigo significa |u| = |b|/|a| e mostre que
. a b ; i -
escrevendo u na forma polar como p = €*7|b|/|a|, teremos A = (eﬂ'w albl ,—iv blal ) Escrevendo a = |ale’® e b = |ble’? e definindo

al 10]

—36/2 ’ ’ ; ;
167 e*%a)' Mostre agora que A = ¢ %/ (% b—,) onde a' = ¢*/2a e b’ = ¢*/?b. Como no
a

tratamento anterior, essa matriz tem a forma desejada. &

d=v—a-23, mostrequeA:(

e Transformacgoes de Mdobius que mantém o disco unitario invariante

A condicdo |a|? — |b?| # 0 constante na Proposicio 9.7, pagina 600, tem, naturalmente, duas alternativas: |a| < [b|
e |b| < |a|. No primeiro caso ndo podemos ter |b| = 0 e no segundo nao podemos ter |a| = 0. Qual a diferenca entre
ambas? Para responder a essa pergunta observemos que a transformacio de Mébius Ma(z) = (az + b)/(bz + @) possui
um polo em z, = —%. No caso |a|] < |b] esse polo estard contido no disco unitério centrado na origem, D;. No caso

|b| < |a| o polo estara contido no complementar de seu fecho, C \ D;.

Completando essa discussao, temos a seguinte

Proposigao 9.8 Uma condi¢cdo necessdria e suficiente para que wma transformacdao de Mébius seja analitica em Dy e
mapeie 8 em si mesmo € que seja da forma

az+b a
My(z) = T3’ com A = <Eg)’ (9.79)

com a, b € C satisfazendo |b| < |a|, ou seja, satisfazendo det(A) > 0. Tais transformagoes de Mdébius mapeiam
bijetivamente Dy em si mesmo e sdo, portanto, automorfismos de D1.

Comentamos ainda que as transformagoes de Mobius (9.79) possuem um (dnico) zero em Dy pois, sob a condi¢io
|b| < lal, o ponto zop = —b/a estd em Ds. O

Prova da Proposicdo 9.8. Pelo que acabamos de ver, a transformacgio de Mébius (9.79) com |b| < |a| é analitica em D,
e, pelo que vimos na Proposigao 9.7, pagina 600, satisfaz |M(z)| = 1 quando z encontra-se na fronteira de D1, que é
$!. Com isso, podemos evocar o Teorema do Médulo Maximo, Teorema 9.5, pagina 597, para afirmar que |Ma(z)| < 1
quando z encontra-se em D;. Isso significa que M4 mapeia D em si mesmo. [ |

Comentario. A Proposicao 9.8, pagina 602, pode ser provada por meios elementares, sem recurso ao Teorema do Mdédulo Méximo. Vide
Proposigao 9.16, pagina 617. &

{ “[[[-J]H } }

Mais adiante, no Teorema 9.8, pagina 604, provaremos que as transformacoes de Mobius consideradas na Proposicao
9.8 sdo os tnicos (!) automorfismos de D;.

e Uma propriedade dos automorfismos de D,

Proposigao 9.9 Seja A € % da forma A = (9 b), com a, b € C, e det(4) > 0. Entao, para qualquer z1 € D1 vale

ba
Ma(z) =Ma(z) | _ | z2== (9.80)
1~ Ma(ar) Ma(z)| 1172

onde z € Dy, arbitrdrio. O
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Comentdrios. Mais adiante, no Teorema 9.10, pagina 607, apresentaremos uma reciproca dessa afirmacao. Na Proposicao 9.12, pdgina 609,
mostraremos que (9.80) pode ser interpretado como a afirmac@o de invaridncia de uma certa métrica pelo grupo de automorfismos de D1. &

—1 IVIA(Zl)
7MA(21) 1

Prova da Proposicao 9.9. Seja G = (
det(G) > 0, revelando que G € % .

). Como 21 € D1 e A € %, temos }MA(21)|1 < 1 e, portanto,

Agora,
. My(z) — Ma(z1) _ B
g(Z) = 1 _WMA(Z) = MG(MA(Z)) = MGA(Z) .

Um célculo explicito (faga-o!) revela que

a—bMa(z1) b—aMa(z1)
GA =

b—aMa(z1) @—bMa(z1)

Assim,
_ _ _ b—EMA(Zl)
o(z) = (a—bMa(z1))z+ (b—aMa(z1))  [a—DbMa(z1) z+ (a,gMA(Zl)>
(b—aMa(z1))z+ (@—bMa(z1)) a@—bMa(z1) (M)Z“
a—bMa(z1)
Como A~! = ﬁ ( fg ;b>, vemos que
b—aMa(z
_7(1) = —MA—I(MA(Zl)) = —Z1.
a—bMa(z1)
Constatamos, portanto, que
z— Z21
9(2) = v ——
—bM
onde ) = aiﬂ , que é um nimero complexo com || = 1, pois é a razdo entre um ndmero e seu complexo
a— bMA (21)
conjugado. Portanto,
zZ—Z1
9 = ||
que é o que queriamos estabelecer. |

e Reparametrizando as transformacoes de Mdbius que sao automorfismos de D,

Para a discussao que ora se inicia é conveniente escrever as transformagoes de Mobius de (9.79) de uma forma diferente.
Para a, b € C sati fazendo |b| < |al, temos

az+b
Mae) = 507 =

b _ _
LA /LR . (9.81)
b/az +1 1—Zo%

SIS

onde zp = —b/a e onde escrevemos a em sua forma polar a = |ale’®, ou seja, a = arg(a) mod 27.

Dessa forma, podemos parametrizar as transformacgoes de Mobius que sao automorfismos de Dy com dois parametros,
a €0, 27) e zg € Dy, da forma

; zZ— 20
My, o0 (2) = e gt (9.82)
Cabe aqui notar que a derivada M/, . () é dada por
1-— |Z()|2

_ L2
M(/)C,Z()(Z) = € (1_2—02)2
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i 1
_ eQza +|20]

=20 donde concluimos que o expoente 2« em (9.82) coincide com arg (M’ (zo)).

&, 20

e, portanto, M, , (20)

Temos entdo que os parametros zp e o que caracterizam (9.82) satisfazem

My, 2 (20) = 0 e 200 = arg (M’ (zo)) mod 27 .

«, 20

e Automorfismos gerais de D,

Seja N : D1 — D7 um automorfismo do disco unitario D1, ou seja, uma fungao analitica em todo D; que mapeia Dy
bijetivamente em si mesmo. Devido & bijetividade podemos afirmar que existe wg € Dy tal que N(wp) = 0. Afirmamos
que N'(wp) # 0. De fato, a inversa N~! : D; — D; é analitica em D; e satisfaz N(N’l(z)) = z para todo z € D;. Logo,
pela regra da cadeia, N'(N~1(2)) (N~1)'(2) = 1. Para z = 0, temos N'(w)(N"1)'(0) = 1, o que implica N”(wo) # 0.
Disso concluimos também que arg (N'(wo)) estd bem definido.

Com esses ingredientes preparatorios podemos enunciar e demonstrar o resultado principal, que essencialmente afirma
as transformagoes de Mobius que sao automorfismos de D sao todos os possiveis automorfismos do disco unitario.

Teorema 9.8 Seja N : D1 — D1 um automorfismo do disco unitdrio Dy que seja continuo na borda 0D = S'. Sejam
wo € Dy tal que N(wo) =0 e seja 8 € [0, 27) dado por 23 = arg (N’(wo)) mod27. Entdo,

N(z) = Mp,u(2)

para todo z € Di. Em outras palavras, todos os automorfismos de Dy sdo todos da forma (9.82), o que equivale a dizer
que sao todos da forma (9.75). O

Prova.?? Seja N com as propriedades descritas no enunciado e, para simplificar a notagao, denotemos Mg, ., (2) por
M(z). Sejam as fungoes g : D1 — Dy e h: Dy — Dy definidas por g:= M oN~te h:= No ML

Essas duas fungdes sdo também, evidentemente, automorfismos de D; (satisfazendo, em particular [g(z)| < 1 e
|h(z)] < 1 em D) e temos g(0) = M(N~1(0)) = M(wo) = 0 e h(0) = N(M~(0)) = N(wp) = 0. Assim, podemos
evocar o Lema de Schwarz, Teorema 9.7, pagina 598, para ambas as funcoes e afirmar que vale uma das condigoes a
seguir:

L |g(2)] <lz| e [h(2)] <|z|, z € D1 \ {0}
IL. g(2) = ez, 2 € Dy, com a € Re |h(2)] < |z|, 2 € D1 \ {0}.
ITI. h(z) = ez, 2 € Dy, com B € Re |g(2)| < |2|, z € D1\ {0}.

IV. g(z) = ez, com a € Re h(z) = ez, z € Dy, com 3 € R.

No caso I, tomando z = N(w), w # wo, na desigualdade |g(2)| < |z], z € Dy \ {0}, obtemos |M(w)| < |[N(w)|,
w # wg. Tomando z = M(w), w # wo, na desigualdade |h(z)| < |z|, z € D1 \ {0}, obtemos |N(w)| < |M(w)], w # wp.
Essas duas desigualdades sao incompativeis e esse caso é descartado.

No caso I1, temos g(z) = €'®z, z € D;. Tomando z = N(w), teremos M (w) = e*“*N(w) e, portanto |M (w)| = |N(w)|.
Ja a condigdo |h(z)| < |z|, z € Dy \ {0}, tomando-se z = M (w), w # wy, fica |[N(w)| < |M(w)|, w # wo. As duas
condigoes sao, portanto, incompativeis e esse caso é também descartado.

O caso III é, mutatis mutandis, similar ao anterior, sendo também descartado.

O caso IV ¢, portanto, o tnico verdadeiro. Na igualdade g(z) = e!®z, z € Dy, escolhemos z = N(w) para concluir
que M(w) = e'*N(w). Na igualdade h(z) = ¢z, 2 € Dy, escolhemos z = M (w) para concluir que N(w) = e** M (w).
Naturalmente, devemos ter « = —8 mod 2.

Agora, se M(w) = N (w) para algum « real, obtemos que M’(w) = e!®N'(w) e, em particular, para wp, obtemos
arg (M'(wo)) = a + arg (N’(wo)) mod 27, o que implica, pela hipétese que arg (N’(wo)) = arg (M'(wo))7 que o = 0.
Com isso, provamos que M (w) = N(w) para todo w € Ds. |

23 A demonstragio que segue corrige a argumentagio defeituosa encontrada em [299].
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e O grupo de automorfismos de D,

A afirmacao da proposicao a seguir é esperada diante do fato de automorfismos de D;, que pela Proposigao 9.8,
pégina 602, sdo precisamente da forma (9.79), formarem um grupo.

Proposigao 9.10 O conjunto % , definido por

U = (A = , com a, beC, e det(4) > 0 (9.83)

compoe um grupo, um subgrupo de GL(2, C). O

Prova. A matriz identidade estd em % (correspondeaa =1,b=0)ese A= (¢ g) € U, tem-se det(A) = |a|? — [b|* # 0,
0 que mostra que A tem inversa, com

-1

s
>
S]]
|
>

1

“ar—mnel -
W= TF |

<
I

Além disso, se A = (%2) e B= (2 g) sao elementos de %, tem-se

ac+bd ad+be
AB = , (9.84)

be+ad bd+ac

que é manifestamente um elemento de % . Notar também que det(AB) = det(A) det(B) > 0. Isso provou que % é um
grupo. |

E um exercicio facil provar que Z(% ), o centro de % , é composto por todas as matrizes da forma Als com A € R\ {0}.

E. 9.10 Ezercicio. Sejam A = (9 f) e B= (95) elementos %, como acima. Constate que BA = catdb chida) o prove com
ba dc da+cb db+ca
isso e com (9.84) que se B é um elemento de % que comuta com todo A € %, entdo B = A1z com X € R\ {0}. *

A afirmacao do exercicio que segue serd usada adiante.

ba

|¢] = [1] = 1. Mostre que F~'AF € % . *

E. 9.11 Ezercicio. Seja A = (g b) € % e seja F' uma matriz da forma F = (‘g 2) onde ¢ e 1) sdo nidmeros complexos com

Sob a luz do Teorema 9.8, pagina 604, e das consideragoes acima, podemos agora enunciar e demonstrar a seguinte
proposicao sobre o grupo Aut(D;), dos automorfismos de Dy:

Proposicao 9.11 O grupo Aut(Dy), de automorfismos de D1, € isomorfo ao grupo PS% , o grupo projetivo das matrizes
de determinante 1 de % . O

Prova. O determinante de cada elemento de % é real e positivo. Multiplicando cada elemento A € % por 1/+/det(A),
obtemos o grupo S%, o subgrupo de % de matrizes de determinante 1. Tal multiplicacdo nao altera a transformagao
de Mobius My4. O centro desse grupo é composto pelas matrizes {—12, 12} e 0 quociente de S% por esse centro é o
grupo projetivo PS%, no qual sdo identificadas as matrizes de SZ que diferem apenas por um sinal. Essa diferenca de
sinal também néo altera a transformacao de Mobius My. Concluimos disso que Aut(D;) e o grupo projetivo PS% séo
isomorfos. |
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e O grupo de automorfismos do semiplano superior de C

Por Hy = {2z € C, £Im(2) > 0} denotamos o semiplano superior (inferior) do plano complexo. Sua fronteira é o
eixo real. A transformacao de Mébius My (z) = i, com J = (i 7) eJ = %(_11 {) mapeia bijetivamente Dy em H :

My : Dy — H,. Sua inversa é M; 1 : H, — Dy, dada por M 1(z) = izt

11—z

Para verificar que M; mapeia H; em D, escrevamos z = x + iy, x, y € R. Obtemos

2 +y2+1-2y
2 +y? + 142y

. x+i(y—1) 2
Mjlx+1y) = ———= e Mj(x+1 =
J(x +iy) i) | M (x + iy)|
e concluimos que ‘MJ(:C + zy)|2 < 1 se e somente se y > 0, ou seja, se e somente se z € H..
Para verificar que M ;-1 mapeia D; em H,, escrevemos novamente z = x + iy, z, y € R e obtemos

—2y 1= — g2

o124y o Drry?

My (z +1y) =
e vemos que a parte imagindria de M 1(x + iy) é positiva se e somente se 1 — 22 — y% > 0, ou seja, se e somente se
A Dl.

E. 9.12 Ezercicio. Verifique os cdlculos acima. o+

Concluimos do exposto acima e do Teorema 9.8, pagina 604, que todos os automorfismos de H; sao da forma
Mjy1oMagoMy=Mj-1,;, onde A= (%g) EU,coma, be Celb <|al

Denotemos J ' AJ por B. Um calculo direto (faga-o!) revela que

a f Re(a+b) Im(a—b)
B = = . (9.85)

v 4 Im(a+b) Re(a—0)

Como det B = det A, temos que ad — 3y = |a|? — [b|?> > 0. A conclusdo é
Teorema 9.9 Todo automorfismo de Hy € da forma
az+ a p

Mpg(z) = popny onde B € a matriz real B = ) ,
Y

cujas entradas satisfazem ad — By > 0. Se Mp € um automorfismo de Hy, entdo também mapeia a reta real em sim
mesma (exceto, eventualmente, pelo um polo em —3/7, caso v # 0) e, portanto, também mapeia bijetivamente H_ em
St mesmo.

O grupo de automorfismos Aut(IHy) € isomorfo ao grupo PSL(2, R). O

Prova. O tnico ponto de resta demonstrar diz respeito ao grupo de automorfismos Aut(IH;). O conjunto de matrizes
B de (9.85), com determinante positivo compoe o grupo GL(2, R), é o grupo das matrizes reais 2 x 2 de determinante
positivo. Podemos normalizar essas matrizes por multiplicagdo da constante 1/4/det(B), sem alterar a transformagao
de Mé&bius Mp, e obtemos as matrizes de SL(2, R), de determinante 1. O centro desse grupo é composto pelas matrizes
{—15, 13} e o quociente de SL(2, R) por esse centro é o grupo projetivo PSL(2, R), no qual sdo identificadas as
matrizes de SL(2, R) que diferem apenas por um sinal. Essa diferenga de sinal também néo altera a transformagao Mp.
Concluimos disso que Aut(IHy) e PSL(2, R) sdo isomorfos. |

No caso em que o = § e 3 =+, todos ntimeros reais com o? > (2, a matriz B acima é também um elemento (real)
do grupo % . Nesse caso, a transformacao de Moébius Mp é simultaneamente um automorfismo de Hy e de D1, ou seja,
é também um automorfismo de H N Dy, o semidisco unitario superior.
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Um exemplo sao as matrizes de determinante 1 dadas por (fgzgﬁz 222}?22)’ onde aqui z é um parametro real. Es-

sas matrizes representam transformacgoes de Lorentz préprias ortécronas em um espago-tempo bidimensional e, nesse
contexto, z é denominado “rapidez”. Vide Secao 21.3.1, pagina 1248 e, em particular, (21.89), pdgina 1251.

e O grupo modular e fungoes modulares

O grupo Aut(H;) ~ PSL(2, R) possui um subgrupo importante, denominado grupo modular e denotado por

Mod(Hy) ~ PSL(2, Z). Trata-se do grupo discreto formado pelas transformacoes de Mobius da forma My (z) = zjis,

sendo A = (g g) com a, b, ¢ e d € 7Z satisfazendo ad — bc = 1 e com a identificacdo de A e —A. (O préprio grupo
PSL(2, Z) é denominado grupo modular).

Uma fungédo de varidvel complexa f é dita ser uma fun¢do modular se for meromorfa em H, (ou seja, se for analitica
em IH, exceto por um conjunto discreto de polos) e se satisfazer f o M4 = f para toda transformacao de Mdébius M4
contida em um subgrupo de Mod(H, ) (que nao seja o subgrupo trivial, que consiste apenas da identidade).

E possivel provar (vide, e.g., [299] ou [22]) que o grupo Mod(H;) é gerado por composigao das transformagoes
S(z) = 2+ 1eU(z) = —1/z, as quais satisfazem as relagoes U o U = id e (U 0 S) = id (verifique!). Assim, uma
funcdo modular satisfaz, em particular, f(z) = f(z +1) e f(2) = f(-1/z), z € Hy. A primeira condigdo informa
que f é periddica de periodo 1 e, portanto, por ser continua e continuamente diferenciavel, possui uma série de Fourier
convergente a f.

Nestas Notas nao nos aventuraremos adiante na teoria das fungées modulares e remetemos o leitor interessado a
referéncias gerais sobre Andlise Complexa que tratem do assunto, como [313] e [531], e a textos mais especializados,
como [22] e [442]. O estudo das fungbes modulares abre caminho para o estudo das chamadas formas modulares e de
generalizagoes suas, as chamadas funcoes e formas automorfas. Sao areas riquissimas da Andlise Complexa com intimeras
ligagoes com Teoria de Numeros, Andlise Harmonica e Topologia Algébrica.

9.5.3 O Lema de Schwarz-Pick

O Lema de Schwarz, Teorema 9.7, pagina 598, refere-se a propriedades de fungoes analiticas definidas no disco D;. Nele,
um papel especial é conferido ao ponto 0, a origem de D1, onde f supostamente se anula. Como é de se esperar, porém,
nada héa de especial nesse ponto particular, nem na suposicao de que f deva anular-se, e as afirmagoes daquele teorema
podem ser generalizadas de sorte a independerem do particular ponto de Dy onde f se anula, nem mesmo de f se anular
em D;.

Essa generalizacdo assenta-se sobre uma generalizacio do Lema de Schwarz, denominada Lema de Schwarz-Pick** e
ficard mais clara na reformulacao do Lema de Schwarz-Pick apresentada no Teorema 9.11, pagina 612. Formulemos e
demonstremos agora uma primeira versao do Lema de Schwarz-Pick.

Teorema 9.10 (Lema de Schwarz-Pick) Seja f : D; — D; analitica (satisfazendo, portanto, |f(z)| < 1 para todo
z € Dy). Entdo, para todos z, z1 € Dy vale

f(z) = f(z1) z—2z
1—f(z1) f(z)| — [1—Z12 (9.86)
Além disso, vale 2
1f(2)] < % , 0.57)

também para todo z € D1.

Caso caso z # z1, a igualdade em (9.86) ocorre se e somente se [ for um automorfismo de Dy, ou seja, se for uma
transformagdo de Mébius da forma (9.79), pdgina 602, em cujo caso temos

£2) = f(z1)
1= 7 f(2)

para todos z, z1 € D1. O

z— 2z

1—-Zz1z

24Georg Alexander Pick (1859-1942). Pick foi tragicamente assassinado em 26 julho de 1942 no campo de concentragao de Theresienstadt.
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Comentdrio. A desigualdade (9.87) é relevante por mostrar que hé limites para o valor de {f’(z)| de uma funcdo f: D1 — D; para um dado
valor de | f (z){ Esse fato é uma manifestagdo da propriedade de “rigidez” das fungoes analiticas. &

Prova do Teorema 9.10. Para z; € Dy seja A := (2! ). Como det(A) = 1 — [21]? > 0, a correspondente transformacio

z -1
de Mobius M4(z) = = satisfaz as condigbes da Proposi¢ao 9.8, pagina 602. Portanto, M é um automorfismo de
D;. Evidentemente a transformacao de Mobius M 4 possui um tnico zero em D1, a saber, em 2.

Seja agora B := ( 1 f(zl)). Como det(B) = 1 — |f(z1)|* > 0, vale igualmente que Mp(z) = JE)=z ¢y

f(z1) —1 f(z1) 2—1
automorfismo de D;. Evidentemente a transformacao de Mobius M4 possui um tnico zero em D1, a saber, em f(z1).

Considere-se agora a composicao h := Mpo fo M;l. A fungao h é também analitica em D; e sua imagem também
estd em D;. Além disso, tem-se que h(0) = Mp (f(M;%O))) = Mp (f(zl)) =0.

Com isso, vemos que h satisfaz as condigoes do Lema de Schwarz, Teorema 9.7, pagina 598, e concluimos que ou
temos

()] < I (9.88)
para todo z € Dj. Substituindo-se z — M 4(z) nesses expressoes, temos
. flz) = f(2) -z
M ‘ < |M A D .
[Ma(£()| < [Maz)] . ouscia, ‘f(21)f(2)_1 — | €D, (9-89)

provando (9.86). Da tltima desigualdade decorre, caso z1 # z, que

)~ 1G] _ ‘Mﬂz) ~1

21— 2 Ziz— 1

Tomando-se o limite z; — 0, obtemos (9.87).

O Lema de Schwarz informa-nos que a igualdade em (9.88) sé pode ser alcangada em um ponto de D; se valer
h(z) = az, onde a € C e |a] = 1. Adotemos a = €'® com a € R. Terfamos Mp (f(MZl(z))) = az = M¢c(z), com
C=(a9)= (ez')a (1)) Portanto, f(z) = M§1<MC(MA(2))) = Mp-1c4(2).

Note-se agora que B~'CA = CEA, onde E = (C_IBC)_I. Podemos escrever C' = (eio‘/ﬂg)C', onde O/ =
(eizm e_ioa/g)- Como €*/15 é um miltiplo da identidade, temos f(z) = Mcipa(z). Vale notar agora que C’, A e
E séo elementos do grupo % de automorfismos do disco unitério, definido em (9.83), pagina 605 (a matriz E devido ao

Exercicio E. 9.11, pagina 605).
Concluimos disso que f € Aut(D;) e, portanto, é uma transformagao de Mobius da forma (9.79), pagina 602.

A afirmacao reciproca é também verdadeira se f = M4 para qualquer A € %, temos também valida a igualdade

Ma(z1) — Ma(z) _ | a2
17MA(21)MA(Z) 1-Z12
conforme o estabelecido na Proposicao 9.9, pagina 602. |

9.5.3.1 Duas Métricas Invariantes em D;. Revisitando o Lema de Schwarz-Pick

O Teorema 9.10, pagina 607, enseja introduzir duas métricas?® em D1, a chamada métrica pseudo-hiperbélica e a chamada

métrica de Poincaré, ambas fortemente aparentadas e invariantes por automorfismos de D;. Trataremos de ambas aqui,
0 que nos permitird uma releitura do préprio Teorema 9.10, na forma do Teorema 9.11, pagina 612.

e Uma métrica invariante em D;: a métrica pseudo-hiperbdlica

Desejamos reinterpretar as afirmacoes do Teorema 9.10, pagina 607, de uma forma sugestiva e para tal vamos intro-
duzir uma métrica em Dy com certas propriedades especiais.

25 A nocao de topolégica de métrica aqui referida é apresentada e discutida no Capitulo 25, pagina 1515.
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Para z1, 29 € D1 definimos
zZ1 — %2

d(z1, z2) = (9.90)

172_122

e afirmamos que d é uma métrica em D;, denominada métrica pseudo-hiperbdlica. E claro que d(z1, z2) > 0 e que
d(z1, z2) = 0 se e somente se z; = z9. Fora isso, tem-se d(z1, 22) = |MB(22)}, onde B = (% - ) € %, o que implica que
d(z1, z2) < 1 para quaisquer z1, z2 € Dy. Como |1 — 2_122‘ = ‘1 — 521|, segue imediatamente que d(z1, z2) = d(z2, 21).
A demonstragao da desigualdade triangular, d(z1, z2) < d(z1, z3) + d(z3, 22) para todos z1, 22, z3 € D1, é bem mais
elaborada e a apresentaremos adiante no Corolario 9.3, pagina 610, o qual requer alguma preparagao.

A primeira observacao que fazemos é a seguinte:

Proposigao 9.12 Seja A um elemento do grupo % e My a correspondente transformagao de Mébius que é um auto-
morfismo de D1. Entao, para a funcdo d, definida em (9.90), pdgina 609, vale

d(Ma(z1), Ma(22)) = d(z1, 22) (9.91)
para todos z1, z2 € D1. Ou seja, d € invariante pelos automorfismos de D1. O
Prova da Proposicdo 9.12. A afirmagao é a mesma da Proposicao 9.9, pagina 602. |

O lema técnico a seguir serd empregado no que segue.
Lema 9.3 Seja d definida em (9.90), pdgina 609. Para todos z, w € Dy vale
2] + |w]

d(z, w) < LT 9.92
G0) = T e (9:92)
Segue trivialmente disso que

d(z, w) < |z|+|wl, (9.93)
pois 1+ |z] |w| > 1. O
Prova.?6 Como z, w € Dy, temos que |z| e —|w| sdo niimeros reais pertencentes a Dy. Portanto, a expressao d(|z|, —|w|)

estd bem definida e

2 24wl N2 (e ) = (2] + w)® (1= ) (1= |wl?)
N R’ @R

Temos, porém,

2

2
B s _ 4 |z-w |1 —zw|” — [z — w|?
1—d(z, w)* =1 T =al = ‘17211}‘2
B (1—2111)(1—@2)—(2—@)(2—11})
‘1—2111‘2

o e L el e el

|1—Ew‘2
- feP)
11— zw|?
QPO twP) e an?
S e’ e )

26 A elegante demonstracio que apresentamos é devida a Tai-Danae Bradley.
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Verifique! A tltima desigualdade decorre de (1 — |2[?)(1 — [w[?) > 0 e de ‘1 —zw| < 1+ |2||w|. Assim, vemos que
1—d(z, w)* >1—d(|z], —|w|)2 e, portanto,
d(z, w) < d(|z], —|w]),

completando a prova. [ ]

Podemos agora provar a desigualdade triangular para a fungéo d definida em (9.90), pdgina 609.

Corolario 9.3 Para quaisquer z1, ze, z3 € D1 vale a desigualdade
d(z1, z3) +d(z3, 22)

d(z1; 22) < 14 d(z1, 23)d(z3, 22) (9:94)
Como 1+ d(z1, z3)d(z3, 22) > 1, vale a desigualdade triangular

d(z1, z2) < d(z1, z3) +d(z3, 22) (9.95)
para quaisquer z1, zeo, 23 € D1, completando a prova que d é uma métrica em D. O

Comentarios. Com a demonstragao da desigualdade triangular fica estabelecido que d é uma métrica em Di, denominada métrica pseudo-
hiperbdlica. A desigualdade (9.94) serd utilizada na discussdo sobre a métrica de Poincaré, adiante. L)

Prova. Por (9.91), temos para todo A € %, e todo z, w € Dy, d(Ma(z), Ma(w)) = d(z, w). Assim,
(922) ‘MA(Zl)‘ —+ ‘MA(ZQ)‘
- 1+|MA(ZI)HMA(22)‘ '

Tomando My da forma Ma(z) = lz:zi;z’ com z3 € Di, teremos ‘MA(zl)‘ = d(z1, z3) e |MA(22)| = d(z2, 23) € a
desigualdade (9.96) fica

d(z1, z2) = d(Ma(z1), Ma(22)) (9.96)

d(z1, 2z3) + d(zs, 22)
1 —l—d(Zl, Zg)d(23, 22) ’
completando a demonstragao. |

d(z1, 2z2) <

Como vimos na Proposigao 9.12, pagina 609, essa métrica é invariante pelo grupo de automorfismos de D;. Para
que se aprecie essa propriedade de invaridncia basta recordar que a métrica usual em C, dada por d(z, w) := |z — w|,
é invariante por translagoes e por rotagoes (multiplicagdo por um nimero complexo de médulo 1). Isso indica que o
grupo de automorfismos em D; desempenha um papel similar ao das translagdes e rotagdes em C: o de ser um grupo de
isometrias.

e A métrica de Poincaré em D;
27

Para z1, zo € Dy, defina-se
o(z1, z2) = argtanh(d(zl, 22)) , (9.97)

onde argtanh é a funcado inversa da funcdo tanh e e d é a métrica pseudo-hiperbdlica definida em (9.90), ou seja,
) _ 1 |1 —Z122| + |21 — 22
"\ Tl ===l )
Aqui usamos a bem conhecida a identidade?®

1 1
argtanh(z) = —ln( —|—x) )

21 — 22

21, 29) = argtanh
o(z1, 22) g ( T

2 1—=z

vélida para z € (—1, 1). Lembremos também que argtanh nesse intervalo é uma funcao bijetora e estritamente crescente
e sua imagem ¢é todo R.

Afirmamos que essa funcéo o também define uma métrica em D, denominada métrica de Poincaré®®. Essa métrica

27 Alguns autores adicionam um fator 2 ao lado direito de (9.97). Esse fator é matéria de convengdo e nao é relevante (com ele a curvatura
da variedade hiperbdlica D1, que é constante, fica fixada no valor —1).

28Para o estudante: ela pode ser demonstrada verificando-se que as derivadas das fungdes de ambos os lados da igualdade coincidem e
ambas as fungdes assumem o mesmo valor em z = 0.

29 Jules Henri Poincaré (1854-1912).
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é revelante na Geometria Hiperbdlica e remetemos o leitor interessado & literatura pertinente. Vide, por exemplo, [17],
[105], [566], [148] e também o excelente artigo [438].

Comentdrio. Um ponto curioso da demonstragdo a seguir que g é uma métrica é que para ela ndo podemos simplesmente evocar a Proposigao
25.1, pagina 1523, pois, apesar de argtanh(z) ser crescente e anular-se em z = 0, ela ndo é concava, e sim conveza na regiao = > 0. &

Que g é positivo, que p(z1, z2) = 0 se e somente se z; = 22 e que 9(z1, 22) = 0(22, z1) s@o decorréncias das mesmas
propriedades da métrica d, ja demonstradas. O ponto menos trivial é provar que p satisfaz a desigualdade triangular.
Isso seré feito no Corolario 9.4, pagina 611, o qual é consequéncia do seguinte resultado:

Lema 9.4 Sejam a, b e ¢ pertencentes ao intervalo [0, 1), sendo b+ ¢ > 0. Seja

T(a, b, ¢) := argtanh(a) — argtanh(b) — argtanh(c) . (9.98)
Entao, o sinal de T coincide com o sinal de a — 1bibcc' O

zty
1ty

x, y € (=1, 1). Fazendo uso repetido dessas relagoes é facil ver, apés um cémputo magante, porém direto, que

1+bc\ [a—d(b, —c)
(”*C)(m—a)]’ 4

Prova. A fungdo argtanh satisfaz as bem conhecidas relagoes argtanh(z) £+ argtanh(y) = argtanh ( ), para todos

T(a, b, ¢) := argtanh

sendo d(b, —c) = lbi'bi > 0. Verifique! Como b e ¢ s@o nimeros reais em D1, segue que 0 < d(b, —c) < 1. Assim,
d(b, —c)™!' —a > 0, pois a € [0, 1). Logo, o sinal de T coincide com o sinal da diferenca a — d(b, —c) = a — lb:}fc,
completando a prova. |

Coroldrio 9.4 A funcao o definida em (9.97), satisfaz a desigualdade triangular

0(z1, z2) < o(z1, 2z3) + o(z3, 22)

para todos z1, z2, z3 € D1, e, portanto, define uma métrica em D1, denominada métrica de Poincaré.

Prova. Se os trés pontos z1, z2 e 23 coincidirem nao ha o que se demonstrar. Caso z; = 29, idem. Vamos entao supor
que z3 # 21 ou 23 # 29 ou ambos.

Pela definicdo da métrica de Poincaré em (9.97), e com 21, 22, 23 € Dy, temos que

Q(zla 22) - Q(Zla Z3) - 9(237 22) - T(d(zla ZQ); d(zla Z3)a d(237 22)) )

onde T foi definida em (9.98). Devido a desigualdade (9.94), pdgina 610, e ao Lema 9.4, pagina 611, concluimos que
o(z1, 22) — o(z1, z3) — o(z3, 22) < 0 para todos z1, 22, 23 € Di, que é a desigualdade triangular para a métrica de
Poincaré. m

No modelo de Geometria Hiperbdlica formulado em D (conhecido como modelo do disco de Poincaré) a métrica o
é associada a um tensor métrico Riemanniano definido em D7, o chamado tensor métrico de Poincaré, e o(z1, z2) é o
comprimento de uma geodésica, segundo esse tensor métrico, conectando z1 a z3. Vide, por exemplo, [17], [105], [148],
[566] e também o excelentes artigos [438] e [479]. A desigualdade triangular para g é usualmente demonstrada como
consequéncia dessa interpretacao. Naturalmente, ¢ é também invariante pelos automorfismos de D; .

E. 9.13 Ezercicio. Mostre que a métrica pseudo-hiperbdlica d e a métrica de Poincaré o s3o equivalentes: existem constantes
0 < 2 < ¢2 tais que c1d(z1, 22) < o(z1, 22) < cad(z1, 22) para todos z1, z2 € Di. o*

¢ Reinterpretando o Lema de Schwarz-Pick

Com a introdugao das métricas invariantes d e ¢ podemos reformular parte do Lema de Schwarz-Pick, Teorema 9.10,
péagina 607, da seguinte forma:
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Teorema 9.11 (Lema de Schwarz-Pick II) Seja f: D1 — D1 analitica (satisfazendo, portanto, |f(z)| < 1 para todo
z € Dy). Entdo, para todos z1, z2 € Dy vale

d(f(Zl), f(ZQ)) S d(zl, 22) . (9100)

A igualdade em (9.100) pode ocorrer para um par de pontos z1 # zo se e somente se f for um automorfismo de D1, ou
seja, se for uma transformagao de Mobius da forma (9.79), pdgina 602, em cujo caso temos

d(f(z1), f(z2)) = d(z1, 22) (9.101)

para todos z1, z2 € D1. Nesse caso a relagao acima decorre imediatamente de (9.91), pdgina 609.

Como a fungdo argtanh ¢ estritamente crescente, ambas as expressoes (9.100) e (9.101) permanecem vdlidas se
substituirmos a métrica pseudo-hiperbolica d pela métrica de Poincaré o. O

Essa formulacdo do Teorema 9.10 foi obtida por Pick em 19163° e tem a vantagem de ser invariante por automorfismos
de Dy (por d e g terem essa propriedade) e de ndo necessariamente pressupor que f anule-se em algum ponto. Ela
corresponde, portanto, a uma versao do Lema de Schwarz que nao privilegia o papel da origem de D; sobre a qual
falamos no inicio da Secao 9.5.3, na pagina 607.

Depreendemos do Teorema 9.11 que se f : D1 — D; for analitica, mas nao um automorfismo de D;, entao ela é
contrativa nas métricas d ou o.

9.6 A Derivada de Schwarz

Seja uma funcao f de uma varidvel real ou complexa z e que seja ao menos trés vezes diferencidvel em algum dominio

aberto. A expressao
i = FE-3(52)

define a chamada derivada de Schwarz®' de f. A derivada de Schwarz de f em z é também denotada pelo simbolo {f, z}.

Naturalmente, a definigdo (9.102) pressupde que f’ nao se anule no ponto z considerado. Essa expressdo aparece de
forma natural no estudo de transformagoes de Mobius e, no que segue, tentaremos motivar sua definicao e apresentar
suas propriedades bésicas. A derivada de Schwarz aparece também na Geometria Projetiva, no estudo de aplicagoes
conformes®? (onde nasceu), no estudo de fungdes modulares, assim como no estudo do problema de Sturm-Liouville.
Sobre o dltimo, falaremos um pouco, adiante. Para nds, a derivada de Schwarz é relevante por ser invariante por
transformagoes de Mobius e por sua relagao com as razoes anarmonicas, assuntos dos quais também trataremos adiante.

E um exercicio elementar verificar que a defini¢ao (9.102) pode ser reescrita como

oo = (59) -3 (5

que equivale a
S(f)(z) = d—2 (1n (f'(z))) 1 (i In (f'(z)))2 . (9.104)
dz? 2\ dz
Além disso, (9.102) pode também ser reescrita como

S(f)(z) = dizln (f"(2)) - gdizln (f’(z))] dizln (f'(z) = [diz In (%)] dizln (f'(2)) - (9.105)

30Georg Pick, “Uber eine Eigenschaft der konformen Abbildung kreisférmiger Bereiche”, Mathematische Annalen, Bd. 77, S. 1-6, (1916).

31Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). A denominagio dessa quantidade como uma “derivada” é um legado histérico espiirio. S
nédo é sequer linear, ndo segue a regra da cadeia nem a regra de Leibniz, mas variagoes delas, como veremos. A denominacdo “derivada de
Schwarz” é devida a Cayley (Arthur Cayley (1821-1895)). Schwarz ele mesmo atribui corretamente sua invencdo a Lagrange (Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813)). Vide [480].

32 AplicacBes conformes sdo transformacdes entre variedades diferencidveis que preservam angulos entre curvas. Vide Capitulo 24, pagina
1453 e, em particular a Segao 24.2.2, pagina 1460.
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E. 9.14 Ezercicio. Obtenha as relagdes (9.103), (9.104) e (9.105) a partir de (9.102). o,

A nogao de derivada de Schwarz é tratada em diversos livros-texto, como [297] (que dedica um capitulo ao assunto),
[299]33 e [313], com abordagens distintas. Para um instrutivo artigo de revisao com notas histéricas, vide [480].

e Fatos basicos sobre a derivada de Schwarz

Aqui vamos apresentar algumas propriedades bésicas da derivada de Schwarz. Infelizmente, algumas das demons-
tragoes sao obtidas pelo emprego de forga bruta. Trataremos de fungoes analiticas de varidvel complexa, mas nossos
resultados sao também validos para funcoes suficientemente diferenciaveis.

Seja A = (‘; 2) com det(A) # 0 e seja Ma(z) = ZZZIZ a correspondente transformacao de Mobius. Afirmamos que
vale o seguinte fato importante:
S(M4) = 0. (9.106)
Como veremos, isso permite obter outras propriedades da derivada de Schwarz e auxilia também em sua interpretacao.
Vamos verifica-lo.

Temos

ad — be ad — bc 5 ad —be

Mj(z) = (CZTJ)Q e disso decorre que  M'{(z) = —2c———= eque MY (2) = 6¢ (cz+d)t

Logo,

d—bc) (cz+d)* 3 (ad — be) (cz + d)?\*

S(MA)(z) = 62 - , =0

(Ma)(z) ¢ (cz+d)* (ad —bc) 2 C(c,z +d)3 (ad — bc) ’

como facilmente se constata. A afirmagéo reciproca é igualmente vélida: se S(f) = 0, entdo f é uma transformagao de
Mobius. Isso é o contetido do exercicio que segue:

E. 9.15 Ezercicio. Escreva S(f) na forma (9.105) e conclua que se S(f) = 0, entdo ou f € linear (i.e., f(z) = az + b, com

3/2

a e b constantes arbitrarias) ou satisfaz a equacdo diferencial f”(z) = co(f'(2))”'", onde co é uma constante arbitrdria. Definindo

g = f' obtenha ¢’ = cog®?. Obtenha disso que g(z) = (—coz/2+ 01)72, onde c; é uma constante arbitrdria. Extraia disso que

flz) = ﬁ + c2, onde c2 é uma constante arbitraria e verifique, assim, que f é uma transformagdo de Mobius genérica. *
col—coz/24cy

Estabelecemos, portanto, o seguinte resultado:

Proposicao 9.13 Uma fun¢ao duas vezes diferencidvel f satisfaz S(f) = 0 se e somente se for uma transformagao de
Moébius. a

Com isso, podemos arriscar uma interpretacao sobre a derivada de Schwarz de uma fungao f: ela “mede” o quanto f
se desvia de uma transformacao de Mobius. De forma andloga, podemos também dizer que a derivada f’ de uma funcao
f “mede” o quanto f se desvia de uma funcgao constante. Essa interpretacao serd reforcada adiante quando falarmos
sobre a relagao entre a derivada de Schwarz e a razao anarmonica.

Outra relagao importante é a expressao para a derivada de Schwarz da composicao de duas fungoes. Se f e g sdo
analiticas e sua composicao f o g estd definida em algum dominio aberto adequado, entao

S(fog) = (S(f)og)(g)* +Slo) - (9.107)

De fato, temos, por aplicagao da regra da cadeia e da regra de Leibniz,

(fog) = (fog)d .

(fog)" = (f"og)(d)*+ (f'og)g”,

" 3
(ng) _ (f”’og)(g’) +3(f//0g)g/g//+ (flog)g/// )
1" 2
330 estudante deve atentar, porém, que [299] define a derivada de Schwarz como (;/( ()Z))? — g ((J;l((z))))g , que difere de (9.102) por um fator

1/f'(z). Trata-se provavelmente de um erro tipografico, pois essa definicdo nao parece satisfazer nenhuma das propriedades relevantes da
derivada de Schwarz.
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Assim,
(fog)l” (f'”og) n2 (f”og) " q"

T = +3 =g +
(Fog) ~ (Fon) ) !

Além disso,
"\ 2 2 2 2
3(Uog) |\ _3(Ueal) +(eg)e” _ 3 (U 0g) , g"
2\ (fog) 2 (f7e9)g 2\ (freg)” o

Com isso, juntando termos similares e fazendo o cancelamento de dois termos,

siron) = |G -3 (M) (¢) + [‘;—;(%)] = (st)°9)(0)* +5(0)

como desejavamos mostrar.

As relagoes (9.106) e (9.107) tém duas consequéncias imediatas, ambas importantes:

S(Maog) = S(g) e (9.108)

S(foMa) = (S(f)oMa)(Ma)”. (9.109)

A relagéo (9.108), em particular, nos informa que a derivada de Schwarz é invariante por transformagoes de Mébius:
So MA =S.
A afirmacao reciproca é igualmente valida: se S( fo g) = S(g) para toda ¢ analitica, entdo f é uma transformagao

de Mobius. De fato, essa hipétese e (9.107) implicam que (S(f) o g) (g’)2 = 0 para toda ¢ analitica. Adotando-se, em
particular, g(z) = z, temos S(f) = 0 o que implica, pela Proposi¢do 9.13, pigina 613, que f é uma transformacao de
Mobius. Estabelecemos, portanto, o seguinte resultado:

Proposigao 9.14 Uma func¢ao duas vezes diferencidvel f satisfaz S(f ) g) = S(g) para toda g analitica se e somente se
for uma transformacao de Mdobius. O

Vale observar que a transformacgao g — 1/g é uma transformacao de Mobius. Portanto, segue de (9.108) que

S(g) =S G) ; (9.110)

fato esse que também pode ser verificado diretamente da definicdo (9.102), mas com um certo trabalho. No mesmo
espirito, é facil constatar que

S(g) = S(ag+b) =S (ﬁ) (9.111)

para quaisquer a, b constantes, sendo a # 0.

e A derivada de Schwarz e as razoes anarmonicas

Sejam z, wy, wa, w3, wy € C e, para € € R, defina-se zy = z +ewg, k=1, ..., 4. Sabemos que
[21, z9; 23, 24] = [z—i—Ewl, Z + ewe; Z + ews, Z+€w4] = [wl, wo; Ws, wd ,

pois, como ja vimos, a razdo anarmdnica é invariante por translagoes (no caso, por z) e por dilatagoes (no caso, por €).
A razao anarmonica é também invariante por transformagoes de Mobius. Logo, concluimos que vale

[Ma(z 4 cwr), Ma(z+ews); Ma(z +ews), Ma(z + cws)] — [wi, wa; ws, ws] = 0
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para qualquer transformacao de Mobius M4, para qualquer z € C e qualquer € € R. Essa identidade inspira a seguinte
pergunta: quanto vale a diferenca

[f(z4cur), f(z4cwa); f(z+ews), f(z+ews)] — [wi, wa; ws, wy] (9.112)

se f for analitica em um dominio aberto e conexo contendo z, z1, 22, 23, 247 Se f nao for uma transformagao de Mobius
devemos esperar que essa expressao seja nao nula. De fato, assim é e, ao menos no caso em que ¢ ¢é suficientemente
“pequeno”, podemos mostrar que a diferenga acima é proporcional a S(f)(z). Em um certo sentido esse resultado vem
ao encontro da nogao que S(f) é uma medida de o quanto f se afasta de uma transformagao de Mdbius. E de se notar
também que S(f), como vimos acima, é invariante pela substituigdo de f por M4 o f, assim como o lado direito de
(9.112).

Em termos mais precisos, temos o seguinte resultado:

Teorema 9.12 Sejam z, w1, wa, ws, wy € C ec € R e seja [ analitica em uma vizinhanga aberta de z com f'(z) # 0.
Entdo, para todo |g| suficientemente pequeno, vale

[f(z4ewr), f(z4ews); f(z+ews), f(z+ews)| —[wr1, we; w3, wy] = E—625(]”)(,2)(7411—wg)(w4—wg)+0(53), (9.113)

e, portanto,

S(f)(2) (w1 = ws)(ws —wa) _ limi<[f(z+sw1), fz+ews); flztews), flztews)]—[wr, we; ws, w4}> , (9.114)

6 e—0 g2

que expressa a relacao entre as derivadas de Schwarz e as razdes anarmonicas. A diferenca no lado direito de (9.113)
também pode ser expressa como

[f(z4cuwr), f(z+ewa); f(z+ews), f(z+ews)] — [Ma(z+ewr), Ma(z+ews); Ma(z + cws), Ma(z + cws)] ,

onde M4 € qualquer transformacao de Mobius nao constante. Assim, vemos mais uma vez manifesta a ideia de que a
derivada de Schwarz S(f)(z) € uma medida de o quanto a funcao f difere de uma transformacao de Mobius. O

A demonstracao do Teorema 9.12, bastante elaborada, é apresentada com detalhe na Secao 9.B, pagina 617.

e A derivada de Schwarz no problema de Sturm-Liouville

Vamos agora discutir um uso da derivada de Schwarz no contexto de equacgoes diferenciais. Considere-se a equacao
diferencial linear, homogénea e de segunda ordem

y'(z) +v(z)y(z) = 0 (9.115)

definida em um aberto  C C (podemos também, sem perdas, considerar equagoes definidas em abertos de R). Acima,
v é uma fungao dada da qual suporemos apenas continuidade.

Essa equacdo é por vezes denominada, um tanto impropriamente, equacio de Sturm-Liouville**. Equacdes como essa
ocorrem em muitos problemas de Fisica, por exemplo, na Mecanica Quantica unidimensional, onde, a menos de uma
constante multiplicativa, v representa a diferenca V — E entre o potencial V' e um nivel de energia E. Por essa razao a
fungéo v é por vezes (e um tanto impropriamente) denominada potencial.

A questao que colocamos é a seguinte: se u; e ug forem duas solugoes linearmente independentes de (9.115), podemos
obter o potencial v a partir da razao uj/us? A proposigdo a seguir responde essa pergunta.

Proposicao 9.15 Sejam uy e uz duas solugdes linearmente independentes arbitrdrias da equagao diferencial y”(z) +
v(2)y(z) = 0. Seja ¢ = u1/uz. Entdo,
5(¢) = v, (9.116)

0 que permite recuperar o potencial v a partir do conhecimento da razao ¢, por intermédio da derivada de Schwarz S. O

34Dedicamos todo o Capitulo 19, pagina 1145, ao tratamento do chamado problema de Sturm-Liouville, onde equacdes desse tipo ocorrem.
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Comentdrio. Antes de apresentarmos a demonstragdo, fagamos uma observagdo interessante. Na proposigdo acima, u; e uz podem ser duas
solugoes linearmente independentes arbitrérias de (9.115). Podemos nos perguntar, o que ocorre se as substituirmos por outras duas solugoes
linearmente independentes, por exemplo, por combinagoes lineares aui + buz e cu; + dug, obtidas das solugdes originais? Aqui, a, b, c e d
sdo constantes. Sucede que a nova razdo entre solugoes seria

auy +buz  ap+b
cuy + dus - (:(j)er7

Yy =

que é uma transformacdo de Mdbius da razdo ¢ = ui/uz. Assim, pela relagdo (9.108), vemos que S(¢) = S(¢), o que mostra que a escolha
do particular par de solugbes linearmente independentes ndo é relevante. Isso é satisfatério, pois o lado direito de (9.116) independe das
particulares solucdes de (9.115).

Demonstracdo da Proposicdo 9.15. As solugdes u e ug satisfazem ul +vuy; = 0 e ul + vug = 0. Sabemos também que, em
decorréncia, a combinacdo ujuz — uuy (denominada Wronskiano) é constante. De fato, sua derivada é ufus — uhuy =
VU U — vusuy = 0.

Para a demonstragao precisamos calcular as trés primeiras derivadas da razao ¢ = uy/us, o que serd facilitado pela
constancia do Wronskiano. Assim, temos

1 ’ / /
/ U1 UjlUg — UgUy " / / Uo
=|\—] = —— = -2 — —= .
- (@) - HEE o g
Com isso, e usando o fato que u} = —vus,
uf (uz)® — 3(uh)? (uz)? v(uz)® + 3(ujh)?
"= 2w ug — uhuy) =2 2 = 2(ufus — ubu 2
¢ ( 1U2 2 1) (ug)ﬁ ( 142 2 1) (u2)4
Reunindo esses resultados, vemos que
0" w43 ¢ b
¢’ (u2)? @' up
Consequentemente,
" 3 /7N 2 2 1 3(yl)2 1\2
S(6) = ¢ 3 <¢_) B 2U(u2) +2(u2) 76(u2)2 - %,
¢ 2\ ¢ (u2) (u2)

completando a prova. |
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Apéndices

9.A Demonstracao Alternativa da Proposicao 9.8

A Proposicao 9.8, pagina 602, pode ser demonstrada por meios elementares, sem recurso ao Teorema do Médulo Méximo,
como exibimos a seguir.

Proposigao 9.16 Uma transformacao de Mébius Ma € um automorfismo de D1 se e somente se A for da forma
A= (22) coma, beC, com edet(A) >0, ou seja, |a| > |b]. Caso para wma matriz A dessa forma com det(A) < 0,
ba o
ou seja, lal < |b|, a transformagiao Ma mapeia D1 no complementar de Dy.
Para uma tal matriz A temos em ambos os casos, det(A) > 0 ou det(A) < 0, que Ma(z) € $! se e somente se z € $'.
O

Prova. Se a transformacao de Mdbius M4 for um automorfismo de D, entao o polo z, de M4 nao pode, evidentemente,
estar localizado em D;. Nao pode também estar localizado no fecho de Dy, $', pois em uma vizinhanca de um polo o
valor absoluto de M4 assume valores arbitrariamente grandes e, portanto, haveria pontos em D; mapeados fora de D;.
Assim, o polo de M4 localiza-se no conjunto complementar de D;. A transformacao M4 é, por hipétese, bijetora em Dy
e também bijetora em C \ {z,}. Logo, a imagem de $' por M4 nao pode conter pontos em Dy. A transformagio M4
¢ continua em C\ {z,}. Por essa razdo, a imagem de $! por M4 ndo pode conter pontos no complementar de D1, de
outra forma a continuidade seria violada.

Portanto, se M4 for um automorfismo de D; ela mapeia $! em si mesmo. Pela Proposicao 9.7, pagina 600, isso ocorre
se e somente se A for da forma A = (%) com a, b € C satisfazendo |a|? — |b|? # 0, ou seja, det(A) # 0.

ba
Seja A = (¢ g) com a, b € C. Seja também z € Dy e B = (1%). Temos det(B) =1 — |z|> > 0. Agora,
a+bz az+b _ 5 5
AB = e, portanto, det(AB) = }bz+6| - |az+b} .
b+az bz+a

Temos também que det(AB) = det(A)det(B). Logo, caso det(A4) > 0, ou seja, caso ou seja, |a|* — [b]* > 0, teremos
|bz +6‘ > ‘az + b|. Portanto,
az+b

= < 1.
bz+7a

|[Ma(2)| =

Note-se que o polo de M4 em —a/b localiza-se no complementar de Dy, pois |a| > |b].

Caso det(A) < 0, ou seja, caso ou seja, |a|?> — |b|? < 0, entdo teremos |Bz +6} < }az + b}. Portanto,

az+b

M = |=
‘ A(Z)| bz+7a

Note-se que o polo de M4 em —a/b localiza-se agora em Dy, pois |a| < |b].

ab

Concluimos que para A = ( ) com a, b € C, a transformacao M4 serd um automorfismo de D; se det(A) > 0.

ba
Caso z € $!, temos det(B) = 0 e, portanto, det(AB) = 0 independente do sinal de det(A). Com isso, |52+E‘ = |az+b‘
e, consequentemente, MA(Z)| =1. |

9.B Prova do Teorema 9.12

Esta secao é dedicada a demonstracao do Teorema 9.12, pagina 615, o qual permite uma interpretacao da derivada de
Schwarz em termos de razoes anarmonicas.
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Prova do Teorema 9.12. No que segue, suporemos também que f/(z) # 0. Temos, pela definigdo de razdo anarmonica,

(f(z+ewr) — f(z+ews)) (f(z + ewa) — f(z+ cwy))
(f(z + ews) = f(z + ews)) (f(z + ewr) — f(z + cwa))

[f(z+cewr), f(z+ewa); f(z+ews), f(z+ews)] = (9.B.1)

Estaremos interessados no limite em que ¢ tende a zero e, portanto, tomaremos primeiramente |e| pequeno o suficiente
para que cada z = z 4+ ewy, esteja dentro do raio de convergéncia da série de Taylor de f centrada em z.

Faremos uso dessa expansao de Taylor até terceira ordem, escrevendo

fz+ewy) = f(z)+ f(z)ewr + @521@3 + +¥53w}2 +0(e*) .

Agora, com uso da expansao de Taylor acima, escrevemos

flz+ewg) — f(z+ew) = ¢ {f’(z)(wk —wy) + @5@’% —w}) + @52(1112 - w?)} .

Acima e doravante, por simplicidade notacional, omitimos os termos de ordem superior a €2, pois eles nio serdo relevantes

2 2 _ 3 3 _ 2 2
no que segue. Agora, sabemos que wj, — w; = (wr — wy)(wi + wy) e wp — wy = (wi — wy)(wi + wrw; + wj) e podemos

escrever

fz4ewy) = f(z+ew) = ef'(2)(wp —wy) [1 + g}llii))g(wk +wp) + g;:g &? (wi + wrwy + w?)} :
Deﬁnindo f”( ) f///( )
z z
Ap = 27 () (w;c + wl) e By = 7 () (w,% + wrw; + wf) , (9.B.2)

temos simplesmente
flz+ewy) — fz+ew) = ef'(z)(wp —wi) [1+eAp + B -

Substituindo isso nos vérios fatores que surgem do lado direito de (9.B.1), ficamos com

(w1 — w3)(wg — ws) (1 +ecAi3+ 82313) (1 +cAos + 62324)
(wa — w3)(wi —wa) (1+eAgs +e2Bas) (14 cArs + £2B1y)

[f(z+ew), f(z+ewa); f(z+ews), f(z+ews)] =

= ['LU Wo: Wa. W ] (1 + EA13 + 52313) (1 + EA24 + 52324)
b 3 5 4 (1 —|—EA23 +€2323) (1 —|—EA14 +E2Bl4)

} . (9.B.3)

No passo seguinte, vamos expandir o fator entre chaves acima em poténcias de ¢, ignorando termos de ordem &3 e

superior. Facamos notar para tal que, para a, b € C, temos
1
1+eca+e2b

De fato, pela bem conhecida série de Neumann

= 1—ca+e*(a®—b) +O(%). (9.B.4)

1
1+s

= 1-s+52+0(s%

e tomando s = ea + £2b, temos
1

m = 1—€a_€2b+(5a+526)2 = 1—6@—62[)4—82@24-0(53).

Usando (9.B.4), temos

(1 + A3+ 62313) (1 +eAos + 62324)
(1 + Aoz + 52323) (1 +cAis + 82314)

— (1 +eAi5+ 52313) (1 +ehgy + 52B24) (1 —eAg +e% (A3, — B23)) (1 —eAis+e% (43, - B14)) , (9.B.5)
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omitindo, como sempre, termos de ordem igual ou superior a 2. O passo seguinte é coletar os termos em ¢ e £2 do lado
direito da expressao acima, um trabalho um tanto macante mas sem obstdculos. O resultado é que o lado direito de
(9.B.5) é

1+¢ [A13 + Aoy — Aoz — A14}

+ 52{ {A13(A24 — Agz — Ary) — Aog(Ass + A1a) + AssArs + Ads + Ai] + {313 + Bag — Bz — B14} } +0(%) .
(9.B.6)

Devemos agora calcular cada um dos termos entre chaves acima. Para o primeiro termo entre chaves, temos, pela
definicdo de Ay em (9.B.2),

"
z
Arg + Agg — Aoz — A1y = gf,((z))(w1+w3+w2+w4—w2—w3—w1—w4) = 0.

Para o segundo termo entre chaves, com o uso da definigdo de Ag; em (9.B.2) e apds cdlculos magantes, porém, diretos,
que sugerimos ao leitor pacientemente reproduzir, temos

1"y 2
Ais (A24 — Aoz — A14) — A (A23 + A14) + ApsAry + AJg + A}, = — (éff’((z))) (w1 — wy)(ws — w2) .
Por fim, para o tltimo termo entre chaves, usando a definigdo de By; em (9.B.2), temos
/()

Bi3+ Boy — Bas — By =

(w1 — wg) (w3 — wa) ,

6/'(2)
Retornando com esses resultados a (9.B.5) vemos que o lado direito daquela expressao fica

2

f””—(ﬂw)]wrwmwywm+ow>=1+%aﬁ@wrwmwrwm+o€m

2
PSR T \ar)

onde manifesta-se pela primeira vez, no corrente contexto, a derivada de Schwarz de f. Retornando finalmente com isso
a (9.B.3), obtemos,

[f(z+ew), f(z+ews); f(z+ews), f(z+cwy)]

= [w1, we; w3, wy {1 + %S(f)(z)(wl — wy) (w3 —ws) + 0(53)} . (9.B.7)

Observemos ainda que [wl, way; W3, w4] (w1 — wq)(ws — wa) = (w1 — ws)(wy — we) e, assim,

[f(z4ewr), f(z4ews); f(z+ews), f(z+ews)| —[wr, we; w3, wy] = E—625(‘/")(2)(1111—1113)(1114—u)g)+0(53), (9.B.8)

demonstrando (9.113), pdgina 615, e, consequentemente, o Teorema 9.12, como desejadvamos. |
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