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10.2.4 Localização dos Autovalores. Os Discos de Gershgorin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566
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10.12 Exerćıcios Adicionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 665

546



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 547/3043

O
principal objetivo deste caṕıtulo é apresentar a demonstração do Teorema Espectral para matrizes diagona-
lizáveis, em particular, para matrizes autoadjuntas (resultado de grande relevância para a Mecânica Quântica)
e a demonstração do Teorema de Decomposição de Jordan. Salvo menção contrária, sempre trabalharemos no

contexto de espaços vetoriais de dimensão finita Cn sobre o corpo dos complexos. A leitura deste caṕıtulo pressupõe que
alguns conceitos básicos de Álgebra Linear, tais como o conceito de operador linear, de matriz, de produto de matrizes, de
determinante de uma matriz, suas propriedades e métodos de cálculo, sejam familiares ao leitor, mas uma breve revisão é
apresentada na Seção 10.1. Na Seção 10.2, página 557, apresentamos a noção de espectro e a de polinômio caracteŕıstico
de uma matriz. Na Seção 10.5, página 592, introduzimos as noções de matrizes autoadjuntas, normais e unitárias, noções
de importância, por exemplo, na Mecânica Quântica. Na Seção 10.8, página 626, apresentamos algumas representações
de matrizes de interesse em diversos contextos (por exemplo, na teoria de grupos). Na Seção 10.9, página 649, estudamos
a chamada pseudoinversa de Moore-Penrose, de interesse, por exemplo, em problemas de optimização linear.

Este caṕıtulo será continuado no Caṕıtulo 11, página 670, onde outros aspectos de álgebras de matrizes serão explo-
rados.

Há uma vast́ıssima literatura sobre Álgebra Linear e sobre a teoria dos espaços vetoriais de dimensão finita, com
abordagens e objetivos diferentes, e onde partes do material deste e do Caṕıtulo 11 podem ser encontradas. Uma lista
limitada de leituras complementares recomendadas incluiria [223], [344] , [487], [174].

10.1 Propriedades Básicas de Determinantes e Inversas de

Matrizes

A presente seção desenvolve a teoria básica de inversas e determinantes de matrizes. Sua leitura pode, provavelmente,
ser dispensada por aqueles que julgam dispor desses conhecimentos básicos, mas a notação que aqui introduzimos será
empregada alhures. Propriedades mais avançadas de determinantes serão estudadas na Seção 10.11, página 661. Na Seção
11.7, página 709, com base no Teorema de Hadamard, Teorema 10.40, página 662, demonstraremos que o determinante
de matrizes é uma função cont́ınua.

• Fatos elementares sobre matrizes e alguma notação

O conjunto de todas as matrizesm×n (m linhas e n colunas) com entradas complexas será denotado por Mat (C, m, n).
O conjunto de todas as matrizes quadradas n× n com entradas complexas será denotado simplesmente por Mat (C, n).
Uma matriz A ∈ Mat (C, m, n) é frequentemente representada na forma de um arranjo como

A =




A11 . . . A1n

...
...

Am1 . . . Amn




.

Uma matriz de Mat (C, m, n) possui, portanto, m linhas e n colunas e é também dita ser uma matriz m× n.

Mat (C, m, n) é um espaço vetorial complexo, com a operação de soma definida por

(A1 +A2)ij := (A1)ij + (A2)ij ,

A1, A2 ∈ Mat (C, m, n), i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}, e a operação de multiplicação por escalares (complexos)
definida por

(αA)ij := αAij

α ∈ C, A ∈ Mat (C, m, n) e i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}.



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 548/3043

Sejam m, n, p ∈ N e sejam A ∈ Mat (C, m, n) e B ∈ Mat (C, n, p). Denotamos por AB a matriz de Mat (C, m, p)
cujos elementos são dados por

(
AB
)
ij

:=

n∑

k=1

AikBkj (10.1)

para todos i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , p}. A expressão (10.1) é denominada regra de produto de matrizes. Tem-se,
assim, que o produto de uma matriz m× n por uma matriz n× p resulta em uma matriz m× p.

É fácil constatar (faça-o!) que valem as propriedades distributivas

(α1A1 + α2A2)B = α1A1B + α2A2B ,

A(β1B1 + β2B2) = β1AB1 + β2AB2 ,

para todos α1, α2, β1, β2 ∈ C, todas A, A1, A2 ∈ Mat (C, m, n) e todas B, B1, B2 ∈ Mat (C, n, p).

É também fácil constatar (faça-o!) que se m, n, p, q ∈ N valem para todas A ∈ Mat (C, m, n), B ∈ Mat (C, n, p)
e C ∈ Mat (C, p, q) a relação

(AB)C = A(BC) .

Essa importante propriedade é por vezes denominada associatividade do produto de matrizes.

Para cada n ∈ N, e com a operação de produto definida acima, Mat (C, n) é uma álgebra associativa, não comutativa
(exceto se n = 1) e unital, com a unidade sendo dada pela matriz identidade, que denotaremos por 1 neste texto:

1 :=




1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · 1




. (10.2)

Note-se que 1ij = δij , i, j ∈ {1, . . . , n}.
Dada uma matriz A ∈ Mat (C, m, n) denotamos por AT a matriz de Mat (C, n, m) cujos elementos são dados por

(AT )ij = Aji para todos i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , m}. A matriz AT é dita ser a matriz transposta de A. É evidente
que (AT )T = A. Para todos m, n, p ∈ N vale, pela regra de produto de matrizes, a relação (AB)T = BTAT para
quaisquer A ∈ Mat (C, m, n) e B ∈ Mat (C, n, p).

Dado um conjunto de n números complexos α1, . . . , αn, denotaremos por diag (α1, . . . , αn) a matriz A ∈ Mat (C, n)
cujos elementos Aij são definidos da seguinte forma:

Aij =





αi, se i = j

0, se i 6= j

.

Uma tal matriz é dita ser diagonal pois apenas os elementos de sua diagonal principal são eventualmente não nulos. Na
representação usual

A =




α1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · αn




.

A mais popular dentre as matrizes diagonais é a matriz identidade (10.2): 1 = diag (1, . . . , 1).

Denotaremos por 0a, b ∈ Mat (C, m, n) a matriz a × b cujos elementos de matriz são todos nulos. Denotaremos
por 1l ∈ Mat (C, l) a matriz identidade l × l. Por vezes, quando não houver perigo de confusão, poderemos omitir os
sub́ındices e escrever 0a, b simplesmente como 0 e 1l simplesmente como 1.



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 549/3043

Vamos também empregar as seguintes definições. Para m, n ∈ N, sejam Im, m+n ∈ Mat (C, m, m+ n) e Jm+n, n ∈
Mat (C, m+ n, n) dadas por

Im, m+n :=

(
1m 0m, n

)
e Jm+n, n :=




1n

0m, n


 , (10.3)

cujas transpostas são dadas por

(Im, m+n)
T :=




1m

0n, m


 = Jm+n, m e (Jm+n, n)

T :=

(
1n 0n, m

)
= In, m+n . (10.4)

As seguintes identidades úteis serão usadas mais adiante e sua demonstração (fácil) é deixada como exerćıcio ao leitor:

Im, m+n (Im, m+n)
T = Im, m+n Jm+n, m = 1m , (10.5)

(Jm+n, n)
TJm+n, n = In, m+nJm+n, n = 1n . (10.6)

Para cada A ∈ Mat (C, m, n) podemos associar uma matriz quadrada A′ ∈ Mat (C, m+ n) dada por

A′ := Jm+n, mAIn, m+n =




A 0m, m

0n, n 0n, m


 . (10.7)

Obtemos das relações (10.5)–(10.6) que
A = Im, m+nA

′Jm+n, n . (10.8)

Sejam x1, . . . , xn vetores, representados na base canônica por vetores-coluna

xa =




xa1

...

xan




.

Denotaremos por
[[
x1, . . . , xn

]]
a matriz n× n constrúıda de forma que sua a-ésima coluna seja o vetor-coluna xa, ou

seja

[[
x1, . . . , xn

]]
=




x11 · · · xn1

...
. . .

...

x1n · · · xnn




. (10.9)

Considerando os vetores da base canônica

e1 =




1

0

0

...

0




, e2 =




0

1

0

...

0




, . . . , en =




0

0

...

0

1




, (10.10)
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é também evidente que

1 =
[[
e1, . . . , en

]]
. (10.11)

A notação acima é útil por permitir a seguinte observação. Seja B uma matriz qualquer. Então,

B
[[
x1, . . . , xn

]]
=
[[
Bx1, . . . , Bxn

]]
. (10.12)

Essa relação é provada observando-se a regra de multiplicação de matrizes: a a-ésima coluna de B
[[
x1, . . . , xn

]]
é

B11x
a
1 + · · ·+B1nx

a
n

...

Bn1x
a
1 + · · ·+Bnnx

a
n

, (10.13)

que vem a ser as componentes de Bxa, representado como vetor-coluna na base canônica.

É útil observar que se A é uma matriz n× n temos a regra

Aei =

n∑

j=1

Aji ej , (10.14)

onde Aji são os elementos de matriz de A respectivas na base canônica. Verifique!

Ainda sobre essa notação, vale a seguinte identidade útil, cuja demonstração (elementar) deixamos como exerćıcio:
se D = diag (d1, . . . , dn) é uma matriz diagonal, então

[[
x1, . . . , xn

]]
D =

[[
d1x

1, . . . , dnx
n
]]
. (10.15)

Seja V um espaço vetorial dotado de um produto escalar 〈·, ·〉. Dizemos que dois vetores u e v são perpendiculares
(em relação ao produto escalar 〈·, ·〉) se 〈u, v〉 = 0.

Se v1, . . . , vk são vetores em um espaço vetorial V , denotamos por [v1, . . . , vk] o subespaço gerado pelos vetores
v1, . . . , vk, ou seja, a coleção de todos os vetores que são combinações lineares dos vetores v1, . . . , vk:

[v1, . . . , vk] =
{
α1v1 + · · ·+ αkvk, α1, . . . , αk ∈ C

}
.

Denotamos por [v1, . . . , vk]
⊥ o subespaço de todos os vetores perpendiculares a todos os vetores de [v1, . . . , vk]:

[v1, . . . , vk]
⊥ =

{
w ∈ V

∣∣∣
〈
w, (α1v1 + · · ·+ αkvk)

〉
= 0 para todos α1, . . . , αk ∈ C

}
.

• Matrizes bijetoras e a noção de inversa de uma matriz

Uma matriz A ∈ Mat (C, n) define uma aplicação linear de Cn sobre si mesmo. Se essa aplicação for bijetora, então
existe uma aplicação inversa, denotada por A−1 : Cn → C

n, tal que A−1
(
Ax
)
= x para todo x ∈ C

n. A proposição
seguinte reúne fatos elementares sobre a aplicação inversa A−1:

Proposição 10.1 Se A ∈ Mat (C, n) é bijetora, então A−1 é igualmente uma aplicação linear de Cn sobre si mesmo,

ou seja, A−1 ∈ Mat (C, n). Fora isso, A−1 é única e
(
AT
)−1

=
(
A−1

)T
. Por fim, vale afirmar que A é inverśıvel se e

somente se AT o for. 2

Prova. É fácil constatar que A−1 é também uma aplicação linear e, portanto, é também um elemento de Mat (C, n).
De fato, sejam v1, v2 elementos arbitrários de Cn e α1, α2 ∈ C, igualmente arbitrários. Como A é bijetora, existem
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u1, u2 ∈ Cn, únicos, tais que Au1 = v1 e Au2 = v2, ou seja, tais que u1 = A−1(v1) e u2 = A−1(v2). Assim, usando a
linearidade de A, tem-se

A−1
(
α1v1 + α2v2

)
= A−1

(
α1Au1 + α2Au2

)
= A−1

(
A
(
α1u1 + α2u2

))
= α1u1 + α2u2 = α1A

−1(v1) + α2A
−1(v2) ,

o que prova que A−1 é também linear e, portanto A−1 ∈ Mat (C, n). Com isso, podemos afirmar que A−1Ax = x
para todo x ∈ Cn e, portanto, AA−1Ax = Ax. Como A é sobrejetora, isso diz-nos que AA−1y = y para todo y ∈ Cn.
Assim, estabelecemos que A−1A = AA−1 = 1. A unicidade é facilmente estabelecida, pois se B ∈ Mat (C, n) é tal
que BA = AB = 1, então multiplicando-se AB = 1 à esquerda por A−1 obtém-se B = A−1. Por fim, observemos
que do fato que (MN)T = NTMT para quaisquer matrizes M, N ∈ Mat (C, n), segue de A−1A = AA−1 = 1 que

AT
(
A−1

)T
=
(
A−1

)T
AT = 1, o que implica

(
AT
)−1

=
(
A−1

)T
. A última relação implica que se A é inverśıvel, então

AT também o é. Como (AT )T = A, vale também a rećıproca.

Mais adiante indicaremos como a matriz A−1 pode ser calculada a partir de A. Vide para tal a expressão (10.18)
(“regra de Laplace”) do Teorema 10.1, página 552, e também as expressões (10.50), página 575, e (10.215), página 662.

Em parte do que segue estaremos implicitamente usando a seguinte proposição:

Proposição 10.2 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é bijetora (ou seja, é inverśıvel) se e somente se Av = 0 valer apenas
para v = 0. 2

Prova. Se A é bijetora, então existe A−1. Logo, aplicando-se A−1 à esquerda na igualdade Av = 0, obtém-se v = 0.
Vamos agora provar a rećıproca: vamos supor que Av = 0 vale apenas para v = 0 e provar que A é injetora e sobrejetora
e, portanto, bijetora.

Prova-se que A é injetora por absurdo. Se A não é injetora, então, existem vetores x e y com x 6= y mas com Ax = Ay.
Como A é linear, isso implica A(x − y) = 0. Pela hipótese que Av = 0 vale apenas para v = 0, segue que x = y, uma
contradição.

Para provarmos que A é sobrejetora procedemos da seguinte forma. Seja {b1, . . . , bn} uma base em Cn. Vamos
primeiramente mostrar que {Ab1, . . . , Abn} é um conjunto linearmente independente de vetores em Cn (e, portanto,
uma base em Cn). Suponhamos que assim não o seja e que existam números complexos α1, . . . , αn, não todos nulos, tais
que α1Ab1 + · · ·+ αnAbn = 0. Pela linearidade de A, segue que A (α1b1 + · · ·+ αnbn) = 0. Novamente, pela hipótese
que Av = 0 vale apenas para v = 0, segue que α1b1 + · · ·+ αnbn = 0. Isso, porém, diz que os vetores {b1, . . . , bn} são
linearmente dependentes, o que é absurdo.

Logo, {Ab1, . . . , Abn} é um conjunto de n vetores linearmente independente em Cn e, portanto, é uma base nesse
espaço. Assim, qualquer x ∈ C

n pode ser escrito como uma combinação linear tal como x = β1Ab1 + · · · + βnAbn =
A (β1b1 + · · ·+ βnbn). Isso mostra que x está na imagem de A. Como x é arbitrário, segue que A é sobrejetora.

Um corolário evidente é o seguinte:

Corolário 10.1 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é não bijetora (ou seja, não possui inversa) se e somente se existir um
vetor não-nulo v tal que Av = 0. 2

O seguinte corolário indica uma maneira prática, necessária e suficiente de se constatar se uma matriz A ∈ Mat (C, n)
tem inversa.

Corolário 10.2 Seja A ∈ Mat (C, n) da forma A =
[[
a1, . . . , an

]]
para o conjunto de vetores a1, . . . , an que

representam suas colunas. Então, A é inverśıvel se e somente se os vetores a1, . . . , an forem linearmente independentes.
Vale também a afirmação que A é inverśıvel se e somente se suas linhas forem linearmente independentes. 2

Prova. Se v ∈ Cn é o vetor coluna v =

(
v1
...
vn

)
, então é fácil constatar (pela regra de produto de matrizes. Faça-o!) que

Av = v1a1 + . . .+ vnan. Com isso, vemos que a afirmação que existe v não-nulo tal que Av = 0 equivale à afirmação que
os vetores-coluna a1, . . . , an são linearmente dependentes.
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Como A é inverśıvel se e somente se AT o for (Proposição 10.1, página 550), vale afirmar que A é inverśıvel se e
somente se suas linhas forem linearmente independentes.

• Propriedades básicas de determinantes de matrizes

Seja A ∈ Mat (C, n) da forma A =
[[
a1, . . . , an

]]
para o conjunto de vetores a1, . . . , an que representam suas

colunas. O determinante de A, det(A), foi definido em (3.10), página 268, como

det(A) := ωdet(a1, . . . , an) , (10.16)

onde ωdet é a forma alternante maximal em n dimensões, normalizada de sorte que ωdet(e1, . . . , en) = 1. Com isso,
vale det(1) = 1. Assim, se Sn denota o conjunto de todas as bijeções de {1, . . . , n} em si mesmo (o chamado grupo de
permutações de n elementos, estudado na Seção 21.1.1, página 1137), tem-se ωdet(ej(1), . . . , ej(n)) = sinal (j) para todo
j ∈ Sn e, portanto, vale a expressão (3.11), página 268:

det(A) =
∑

j∈Sn

sinal (j)A1j(1) · · ·Anj(n) , (10.17)

frequentemente denominada fórmula de Leibniz1 para o determinante de uma matriz. Acima, sinal (j) denota o sinal, ou
paridade, da permutação j ∈ Sn, noção detalhada na Seção 21.1.1.2, página 1142, e corresponde a (−1)kj , onde kj é o
número de permutações de vizinhos necessárias para levar a sequência finita j(1)j(2)j(3) · · · j(n) à sequência 123 · · ·n.

O teorema a seguir reúne todas as propriedades fundamentais do determinante de matrizes.

Teorema 10.1 Para toda matriz A ∈ Mat (C, n) valem:

1. det(λA) = λn det(A) para todo λ ∈ C.

2. det(A) = det
(
AT
)
. Consequentemente, o determinante de uma matriz troca de sinal quando da permuta de duas

de suas colunas ou linhas.

3. det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) para qualquer B ∈ Mat (C, n).

4. det(A) = det(SAS−1) para qualquer S ∈ Mat (C, n), inverśıvel.

5. Se det(A) = 0, então A não tem inversa.

6. Se det(A) 6= 0, então A tem inversa e vale a chamada regra de Laplace2:

A−1 =
1

det(A)
Cof(A)T , (10.18)

onde Cof(A) ∈ Mat (C, n), denominada matriz dos cofatores de A, é a matriz cujos elementos são

Cof(A)jk = ωdet(a1, . . . , ak−1, ej, ak+1, . . . , an) = det
[[
a1, . . . , ak−1, ej , ak+1, . . . , an

]]
. (10.19)

Em palavras, Cof(A)jk é o determinante da matriz obtida substituindo a k-ésima coluna de A pelo vetor ej. No
próximo item veremos outra caracterização da matriz dos cofatores Cof(A).

Conjuntamente com o item 5, conclúımos que A tem inversa se e somente se det(A) 6= 0.

7. Os elementos de matriz de Cof(A) são dados por

Cof(A)ij = (−1)i+jMen(A)ij ,

onde Men(A), chamada de matriz dos menores de A, é a matriz de Mat (C, n) definida de sorte que cada elemento
Men(A)ij seja o determinante da matriz (n− 1)× (n− 1) obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna
de A. Se n = 1, convenciona-se definir Men(A) = 1. Assim, para det(A) 6= 0, a regra de Laplace escreve-se

(
A−1

)
ij

=
1

det(A)
Cof(A)ji =

(−1)i+j

det(A)
Men(A)ji . (10.20)

1Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646–1716).
2Pierre-Simon Laplace (1749–1827).
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8. Para qualquer k ∈ {1, . . . , n} valem a expansão em linhas do determinante

det(A) =

n∑

j=1

Akj Cof(A)kj =

n∑

j=1

(−1)j+kAkj Men(A)kj (10.21)

e a expansão em colunas do determinante

det(A) =

n∑

j=1

Ajk Cof(A)jk =

n∑

j=1

(−1)j+kAjk Men(A)jk . (10.22)

2

Em (10.215), página 662, apresentaremos outra fórmula expĺıcita para o cômputo da inversa de matrizes baseada no
Teorema de Hamilton-Cayley (Teorema 10.4, página 572).

Demonstração do Teorema 10.1. Prova de 1. Pela fórmula de Leibniz (10.17),

det(λA) =
∑

j∈Sn

sinal (j) (λA1j(1)) · · · (λAnj(n)) = λn det(A) .

Prova de 2. Observemos a fórmula de Leibniz (10.17). Usando o fato elementar que um produto de números complexos
não depende da ordem dos fatores, podemos escrever A1j(1) · · ·Anj(n) = Al(1)j(l(1)) · · ·Al(n)j(l(n)) para qualquer l ∈ Sn.
Em particular, escolhendo l = j−1 obtemos A1j(1) · · ·Anj(n) = Aj−1(1)1 · · ·Aj−1(n)n. Assim, pela fórmula de Leibniz
(10.17), e usando o fato que sinal (j) = sinal (j−1) para todo j ∈ Sn (justifique!), vale

det(A) =
∑

j∈Sn

Aj−1(1)1 · · ·Aj−1(n)n sinal (j−1) =
∑

j−1∈Sn

sinal (j−1)Aj−1(1)1 · · ·Aj−1(n)n

=
∑

j∈Sn

sinal (j)Aj(1)1 · · ·Aj(n)n = det
(
AT
)
.

Quando da permuta de duas linhas ou colunas de A seu determinante troca de sinal devido à alternância da forma
ωdet. A igualdade det(A) = det

(
AT
)
ensina que isso também ocorre quando da permuta de linhas.

E. 10.1 Exerćıcio. Justifique todas as passagens acima. 6

Prova de 3. Sejam A =
[[
a1, . . . , an

]]
e B =

[[
b1, . . . , bn

]]
. Temos que AB =

[[
Ab1, . . . , Abn

]]
(vide (10.12)). Agora,

(Abj)i =

n∑

k=1

Aik(bj)k =

n∑

k=1

(ak)i(bj)k , ou seja, Abj =

n∑

k=1

(bj)kak .
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Assim,

det(AB) = ωdet(Ab1, . . . , Abn)

= ωdet

(
n∑

k1=1

(b1)k1
ak1

, . . . ,

n∑

kn=1

(bn)kn
akn

)

multilinearidade

=

n∑

k1=1

· · ·
n∑

kn=1

(b1)k1
· · · (bn)kn

ωdet (ak1
, . . . , akn

)

=
∑

k∈Sn

(b1)k(1) · · · (bn)k(n) ωdet

(
ak(1), . . . , ak(n)

)

=
∑

k∈Sn

sinal (k) (b1)k(1) · · · (bn)k(n) ωdet (a1, . . . , an)

=

(
∑

k∈Sn

sinal (k) (b1)k(1) · · · (bn)k(n)
)
det(A)

= det(B) det(A) .

Acima, na passagem da terceira para a quarta linha usamos o fato que ωdet (ak1
, . . . , akn

) anula-se a menos que a
k1, . . . , kn sejam distintos, o que somente ocorre se forem da forma k(1), . . . , k(n), respectivamente, para algum
k ∈ Sn. Na passagem da quarta para a quinta linha usamos que ωdet

(
ak(1), . . . , ak(n)

)
= sinal (k)ωdet (a1, . . . , an),

pois ωdet é uma forma alternante.

Estabelecemos, portanto, que det(AB) = det(A) det(B) = det(BA).

Prova de 4. Do item 3 segue que, para quaisquer A, S ∈ Mat (C, n), com S inverśıvel, vale det(A) = det((AS−1)S) =

det(SAS−1).

Prova de 5. Se det(A) = 0 então A não pode ter inversa, pois se existisse A−1 teŕıamos 1 = det(1) = det(AA−1) =
det(A) det(A−1) = 0, absurdo.

Prova de 6. É bastante claro que podemos escrever

ak =

n∑

j=1

Ajk ej . (10.23)

Logo, para qualquer k ∈ {1, . . . , n} vale

det(A) = ωdet(a1, . . . , ak−1, ak, ak+1, . . . , an) =
n∑

j=1

Ajk ωdet(a1, . . . , ak−1, ej, ak+1, . . . , an) .

Note que ej ocorre na k-ésima posição. Provamos assim que

det(A) =

n∑

j=1

Ajk Cof(A)jk , (10.24)

onde a matriz Cof(A) foi definida em (10.19). Mostremos agora que para l 6= k a expressão

n∑

j=1

Ajl Cof(A)jk é nula. De
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fato,

n∑

j=1

Ajl Cof(A)jk =
n∑

j=1

Ajl ωdet(a1, . . . , ak−1, ej, ak+1, . . . , an)

(10.23)
= ωdet(a1, . . . , ak−1, al, ak+1, . . . , an) = 0 ,

pois em ωdet(a1, . . . , ak−1, al, ak+1, . . . , an) o vetor al aparece na l-ésima e na k-ésima posição o que faz ωdet anular-se,
por ser uma forma alternante. Provamos, assim, que

n∑

j=1

Ajl Cof(A)jk = δkl det(A) . (10.25)

Vamos supor que det(A) 6= 0. Defina-se a matriz G = det(A)−1Cof(A)T , cujos elementos de matriz são Gkj =
det(A)−1Cof(A)jk . Então, (10.25) diz-nos que

n∑

j=1

GkjAjl = δkl , ou seja, GA = 1 .

Isso significa que A é inverśıvel com A−1 = G.

Prova de 7. Observemos primeiramente que, supondo provisoriamente k > 1,

ωdet(a1, . . . , ak−1, ej, ak+1, . . . , an) = ωdet (a1 −Aj1ej , . . . , ak−1, ej , ak+1, . . . , an)

devido à linearidade e ao fato que ωdet(ej , . . . , ak−1, ej, ak+1, . . . , an) = 0, pelo fato de ωdet ser alternante. Agora,
a j-ésima linha do vetor-coluna a1 − Aj1ej é nula. Repetindo esse argumento podemos anular j-ésima linha de todas

as colunas da matriz
[[
a1, . . . , ak−1, ej , ak+1, . . . , an

]]
, exceto a k-ésima coluna, sem alterar seu determinante. Um

pouco de meditação nos convence que a matriz resultante é obtida da matriz A anulando-se a k-ésima coluna e a j-ésima
linha, exceto no cruzamento das duas, onde o elemento de matriz vale 1 (elemento jk). O determinante dessa matriz é
Cof(A)jk.

Pelo item 2 e pela propriedade de alternância, sabemos que o determinante de uma matriz troca de sinal quando
permutamos a posição de duas colunas ou duas linhas quaisquer. Com esse tipo de operação podemos transportar o 1
do elemento jk até a posição nn da matriz, ao preço de realizar n− k transposições de colunas vizinhas e n− j de linhas
vizinhas, as quais alteram o determinante por fatores (−1)n−k e (−1)n−j , respectivamente. Temos com isso que

Cof(A)jk = (−1)k+j det
(
A

[jk]
)

com A
[jk] := det




A[jk]

0

...

0

0 · · · 0 1




,

onde A[jk] é a matriz de Mat (C, n− 1) obtida eliminando a j-ésima linha e a k-ésima coluna da matriz A. Pela fórmula
de Leibniz (10.17),

det
(
A

[jk]
)

=
∑

l∈Sn

sinal (l)
(
A

[jk]
)

1l(1)
· · ·
(
A

[jk]
)

nl(n)
.
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Como
(
A[jk]

)
nl(n)

= δl(n), n (justifique!), segue que

det
(
A

[jk]
)

=
∑

l′∈Sn−1

sinal (l′)
(
A

[jk]
)

1l′(1)
· · ·
(
A

[jk]
)

(n−1)l′(n−1)

=
∑

l′∈Sn−1

sinal (l′)
(
A[jk]

)

1l′(1)
· · ·
(
A[jk]

)

(n−1)l′(n−1)

= det
(
A[jk]

)
= Men(A)jk .

(Justifique por que a soma no lado direito da primeira linha acima é sobre Sn−1 e não mais sobre Sn). Provamos,
portanto, que

Cof(A)jk = (−1)k+j Men(A)jk .

A relação (10.20) é imediata por (10.18).

Prova de 8. Eq. (10.22) é imediata por (10.24) e pelo item 7. Eq. (10.21) segue facilmente de (10.22) usando o item 2.

• Menores e cofatores de uma matriz. Propriedades adicionais

E. 10.2 Exerćıcio. Seja Σ ∈ Mat (C, n), Σ = diag
(

+ 1, −1, +1, . . . , (−1)n+1
)

, a matriz diagonal cujos elementos são alternada-
mente +1 e −1, ou seja, Σij = (−1)i+1δij . Mostre que

Cof(A) = ΣMen(A)Σ−1

para toda matriz A ∈ Mat (C, n). 6

Para uma matriz M ∈ Mat (C, n), a transformação de similaridade M 7→ ΣMΣ−1 é denominada “chessboard
transformation”, pois com ela os sinais são trocados em M como alternam-se as cores das casas em um tabuleiro de
xadrez.

E. 10.3 Exerćıcio. Usando a regra de Laplace (10.18), mostre que para toda matriz A ∈ Mat (C, n) valem as relações

Men
(

ΣAΣ−1
)

= ΣMen(A)Σ−1 , Cof
(

ΣAΣ−1
)

= ΣCof(A)Σ−1 ,

Cof(A) = Men
(

ΣAΣ−1
)

, Men(A) = Cof
(

ΣAΣ−1
)

.

6

Se A ∈ Mat (C, n) é inverśıvel, segue da regra de Laplace (10.18) que det
(
A−1

)
= 1

det(A)n det
(
Cof(A)

)
e, portanto,

det
(
Cof(A)

)
= det(A)n−1 . (10.26)

Do Exerćıcio E. 10.3, conclui-se também que

det
(
Men(A)

)
= det(A)n−1 . (10.27)

E. 10.4 Exerćıcio. Mostre que para toda matriz A ∈ Mat (C, n), n ≥ 2, vale

Cof
(

Cof(A)
)

=
(

det(A)
)n−2

A .

Do Exerćıcio E. 10.3, obtém-se também
Men

(

Men(A)
)

=
(

det(A)
)n−2

A .

Assim, para toda matriz A ∈ Mat (C, n) vale

Cof
(

Cof(A)
)

= Men
(

Men(A)
)

.

Portanto, se det(A) = 1 e n ≥ 2, vale Cof
(

Cof(A)
)

= Men
(

Men(A)
)

= A. 6
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• Um resultado útil

Mais abaixo, usaremos o seguinte fato:

Proposição 10.3 Seja M ∈ Mat (C, n) uma matriz da seguinte forma

M =



A 0k, n−k

B C


 ,

onde A é uma matriz k × k (com k < n), B é uma matriz (n− k)× k e C é uma matriz (n− k)× (n− k). Então,

det(M) = det(A) det(C) .

2

Prova. O primeiro ingrediente da prova é a constatação que


A 0k, n−k

B C


 =




A 0k, n−k

0n−k, k 1n−k







1k 0k, n−k

B 1n−k







1k 0k, n−k

0n−k, k C


 .

E. 10.5 Exerćıcio. Verifique! 6

Com isso, temos pela regra do determinante de um produto de matrizes que

det(M) = det




A 0k, n−k

0n−k, k 1n−k


 det




1k 0k, n−k

B 1n−k


 det




1k 0k, n−k

0n−k, k C


 .

Agora, pelas regras (10.21)–(10.22) de cálculo de determinantes, é fácil constatar (faça-o!) que

det




A 0k, n−k

0n−k, k 1n−k


 = det(A), det




1k 0k, n−k

0n−k, k C


 = det(C) e det




1k 0k, n−k

B 1n−k


 = 1 . (10.28)

Cada uma das igualdades acima pode ser provada usando-se a expansão em linhas (10.21) para o determinante. Essa

regra nos diz, por exemplo, que o último determinante em (10.1), o da matriz
(

1k 0k, n−k

B 1n−k

)
, é igual ao determinante

da matriz obtida eliminando-se a primeira linha e a primeira coluna:
(

1k−1 0k−1, n−k

B1 1n−k

)
, com B1 sendo a matriz obtida

de B eliminando-se sua primeira coluna. Mas essa é uma matriz do mesmo tipo da anterior e podemos continuar
eliminando a primeira linha e a primeira coluna. Após k repetições desse procedimento, resta apenas a matriz 1n−k,
cujo determinante vale 1. Para o segundo determinante em (10.21) procede-se analogamente. Para o primeiro, começa-se
eliminando a última linha e a última coluna. Isso completa a prova.

10.2 Noções Básicas sobre o Espectro de uma Matriz

• O espectro de uma matriz

Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz n × n com entradas complexas. No estudo das propriedades de A é de grande
importância saber para quais números complexos λ a matriz λ1−A é inverśıvel e para quais não é. Essa questão conduz
às seguintes importantes definições:
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Definição. O espectro de A ∈ Mat (C, n), denotado por σ(A), é definido como sendo o conjunto de todos os λ ∈ C

para os quais a matriz λ1 − A não tem inversa. Assim, um número complexo λ é dito ser um elemento do espectro de
A ∈ Mat (C, n) se a matriz λ1 −A não possuir uma inversa. ♠

Definição. O conjunto resolvente de A ∈ Mat (C, n), denotado por ρ(A), é definido como sendo o conjunto de todos
os λ ∈ C para os quais a matriz λ1−A tem inversa. Assim, um número complexo λ é dito ser um elemento do conjunto
resolvente de A ∈ Mat (C, n) se a matriz λ1 −A possuir uma inversa. ♠

É evidente que σ(A) e ρ(A) são conjuntos complementares, ou seja, σ(A) ∩ ρ(A) = ∅ mas σ(A) ∪ ρ(A) = C.

Um fato importante é que λ1−A é não inverśıvel se e somente se det(λ1 −A) = 0 (vide Teorema 10.1, página 552).
Assim, um número complexo λ é um elemento do espectro de uma matriz A se e somente se for tal que det(λ1−A) = 0.

Essa observação conduz-nos adiante ao importante conceito de polinômio caracteŕıstico de uma matriz.

10.2.1 Autovalores e Polinômios Caracteŕısticos de Matrizes

• O polinômio caracteŕıstico de uma matriz

Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz cujos elementos de matriz são Aij . Para z ∈ C a expressão

pA(z) := det(z1 − A) = det




z −A11 −A12 · · · −A1n

−A21 z −A22 · · · −A2n

...
...

. . .
...

−An1 −An2 · · · z −Ann




(10.29)

define, um polinômio de grau n na variável z, com coeficientes complexos, os quais dependem dos elementos de matriz
Aij de A. Isso se constata facilmente pelos métodos usuais de cálculo de determinantes (por exemplo, as expansões em
linha ou coluna de (10.21) e (10.22)),

Esse polinômio é denominado polinômio caracteŕıstico de A e desempenha um papel muito importante no estudo de
propriedades de matrizes. O leitor poderá encontrar na Seção 10.11.1, página 661, uma expressão mais expĺıcita para
o polinômio caracteŕıstico em termos dos elementos de matriz Aij de A (vide (10.214), página 662), mas por ora não
precisaremos de maiores detalhes sobre esse polinômio.

Como todo polinômio complexo de grau n, pA possui n ráızes, não necessariamente distintas no plano complexo
(Teorema Fundamental da Álgebra). As ráızes do polinômio caracteŕıstico pA são denominadas autovalores da matriz A.
Assim, o espectro de uma matriz A coincide com o conjunto de seus autovalores. O estudo de autovalores de matrizes é
de grande importância na Álgebra Linear e em suas aplicações à Teoria das Equações Diferenciais, à Geometria, à Teoria
dos Sistemas Dinâmicos e à F́ısica, especialmente à F́ısica Quântica.

Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz e sejam α1, . . . , αr, 1 ≤ r ≤ n, seus autovalores distintos, cada qual com
multiplicidade a1, . . . , ar, respectivamente, ou seja, cada αi é uma raiz de ordem ai ∈ N do polinômio caracteŕıstico de
A:

pA(z) = det(z1 −A) =

r∏

i=1

(z − αi)
ai .

A quantidade ai é um número inteiro positivo e é denominado multiplicidade algébrica do autovalor αi.

Note-se que como o número de ráızes de pA (contando as multiplicidades) é exatamente igual a seu grau, segue
facilmente que a seguinte relação é válida:

r∑

i=1

ai = n , (10.30)

ou seja, a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores de uma matriz A ∈ Mat (C, n) é n. Uma consequência
elementar disso é a seguinte proposição útil:
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Proposição 10.4 Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz e sejam α1, . . . , αr, 1 ≤ r ≤ n, seus autovalores distintos, cada
qual com multiplicidade algébrica a1, . . . , ar, respectivamente. Então,

det(A) =

r∏

k=1

(αk)
ak . (10.31)

2

Prova. Por definição, o polinômio caracteŕıstico de A é pA(z) = det(z1−A) =∏r
k=1(z−αk)

ak . Tomando z = 0 e usando
(10.30), teremos det(−A) = (−1)n

∏r
k=1(αk)

ak . Porém, det(−A) = (−1)n det(A) e a proposição está demonstrada.

• Matrizes similares. Transformações de similaridade

Duas matrizes A ∈ Mat (C, n) e B ∈ Mat (C, n) são ditas matrizes similares se existir uma matriz inverśıvel
P ∈ Mat (C, n) tal que P−1AP = B. Para uma matriz inverśıvel P ∈ Mat (C, n) fixa, a transformação que leva cada
matriz A ∈ Mat (C, n) à matriz P−1AP é denominada transformação de similaridade.

Sabemos que o determinante é invariante por transformações de similaridade, pois para toda matriz A vale det(A) =
det(P−1AP ), mas não é o único objeto associado a uma matriz que é invariante por tais transformações. O polinômio
caracteŕıstico e, portanto, o conjunto de seus autovalores (incluindo as multiplicidades algébricas), também o é. Isso é o
conteúdo da seguinte afirmação.

Proposição 10.5 Sejam A e B ∈ Mat (C, n) duas matrizes similares, ou seja, tais que existe P ∈ Mat (C, n), inverśıvel,
com B = P−1AP . Então, os polinômios caracteŕısticos de A e de B coincidem: pA = pB.

Consequentemente, se A e B ∈ Mat (C, n) são similares, seus autovalores são iguais (e, portanto, seus espectros:
σ(A) = σ(B)), incluindo suas multiplicidades algébricas. 2

Prova. O polinômio caracteŕıstico de A é pA(z) = det(z1 −A) e o de B é pB(z) = det(z1 −B). Logo,

pA(z) = det(z1 −A) = det(P−1(z1 −A)P ) = det(z1 − P−1AP ) = det(z1 −B) = pB(z) , (10.32)

para todo z ∈ C. Acima usamos o fato que para P inverśıvel e para qualquer matriz M vale det(P−1MP ) =
det(P−1) det(M) det(P ) = det(P−1P ) det(M) = det(1) det(M) = det(M).

• Comentários sobre matrizes inverśıveis e sobre matrizes não inverśıveis

Proposição 10.6 Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz arbitrária e B ∈ Mat (C, n) uma matriz inverśıvel. Então, existem
constantes M1 e M2 (dependentes de A e de B) com 0 < M1 ≤ M2 tais que a matriz A + µB é inverśıvel para todo
µ ∈ C com 0 < |µ| < M1 e para todo µ ∈ C com |µ| > M2. 2

Prova. Como B tem inversa, podemos escrever A + µB =
(
µ1 +AB−1

)
B. Assim, A+ µB será inverśıvel se e somente

se µ1 +AB−1 o for.

Seja C ≡ −AB−1 e sejam {λ1, . . . , λn} ⊂ C as n ráızes (não necessariamente distintas) do polinômio caracteŕıstico
pC da matriz C. Se todos as ráızes forem nulas, tomemos M1 = M2 > 0, arbitrários. De outra forma, definamos M1

como sendo o menor valor de |λk| dentre as ráızes não-nulas de pC : M1 := min{|λk|, λk 6= 0} e definimosM2 como sendo
o maior valor de |λk| para todos os k’s: M2 := max{|λk|, k = 1, . . . , n}. Então, o conjunto {µ ∈ C| 0 < |µ| < M1} e o
conjunto {µ ∈ C| |µ| > M2} não contêm ráızes do polinômio caracteŕıstico de C e, portanto, para µ nesses conjuntos a
matriz µ1 − C = µ1 +AB−1 é inverśıvel.

Uma consequência evidente da Proposição 10.6 é a seguinte afirmação:

Corolário 10.3 Seja B ∈ Mat (C, n) uma matriz inverśıvel e A ∈ Mat (C, n) uma matriz arbitrária. Então, existem
constantes 0 < N1 ≤ N2 (dependentes de A e de B) tais que para toda ν ∈ C com |ν| < N1 ou com |ν| > N2 a matriz
B + νA é também inverśıvel. 2
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Prova. Para ν = 0 a afirmação é evidente. Para ν 6= 0 a afirmação segue Proposição 10.6 escrevendo-se B + νA =
ν
(
A+ 1

νB
)
e tomando-se µ = 1/ν, N1 = 1/M2 e N2 = 1/M1.

O interesse pelo Corolário 10.3 é devido ao fato de este afirmar que se B ∈ Mat (C, n) uma matriz inverśıvel então
toda matriz próxima o suficiente da mesma é também inverśıvel. O estudante mais avançado há de reconhecer que essa
afirmação ensina-nos que o conjunto da matrizes inverśıveis em Mat (C, n) é um conjunto aberto (em uma topologia
métrica adequada). Essa afirmação será generalizada (a saber, para álgebras de Banach com unidade) no Corolário 42.6,
página 2410.

A Proposição 10.6 afirma também que é sempre posśıvel encontrar uma matriz inverśıvel “próxima” a uma matriz
não inverśıvel. De fato, se A ∈ Mat (C, n) não tem inversa a Proposição 10.6 garante que a matriz A+µ1, por exemplo,
será inverśıvel para todo µ ∈ C com |µ| pequeno o suficiente, mas não-nulo.

Uma forma geométrica de compreender as afirmações acima é lembrar que conjunto Mat (C, n) é um espaço vetorial
n2-dimensional complexo e as matrizes não inverśıveis são um subconjunto (n2 − 1)-dimensional do mesmo, pois são
caracterizados pela condição de terem determinante nulo, uma condição polinomial sobre os n2 coeficientes das matrizes
que define, portanto, uma união finita de superf́ıcies algébricas (n2 − 1)-dimensionais fechadas em Mat (C, n). Desse
ponto de vista geométrico, fica claro que o conjunto das matrizes inverśıveis é aberto (por ser o complementar das
superf́ıcies fechadas mencionadas acima) e fica claro que é sempre posśıvel encontrar uma matriz inverśıvel próxima a
uma matriz não inverśıvel, pois estas últimas residem em superf́ıcies algébricas de dimensão menor que a dimensão de
Mat (C, n).

• Uma propriedade dos polinômios caracteŕısticos

A seguinte proposição, a qual contém uma afirmação em nada evidente, é uma consequência da Proposição 10.5,
página 559, e da Proposição 10.6, página 559:

Proposição 10.7 Sejam A, B ∈ Mat (C, n). Então, o polinômio caracteŕıstico de AB é igual ao polinômio carac-
teŕıstico de BA, ou seja, pAB = pBA.

Consequentemente, se A, B ∈ Mat (C, n) então as matrizes AB e BA têm os mesmos autovalores (e, portanto, os
mesmos espectros: σ(AB) = σ(BA)), com as mesmas multiplicidades algébricas. 2

O estudante mais avançado poderá interessar-se em encontrar na Proposição 42.30, página 2411, uma versão dos
resultados da Proposição 10.7 para o caso de álgebras de Banach com unidade.

Prova da Proposição 10.7. Se A ou B são inverśıveis (ou ambas), então AB e BA são similares, pois no primeiro caso
teremos AB = A(BA)A−1 e no segundo teremos AB = B−1(BA)B. Nesses casos a afirmação segue da Proposição 10.5,
página 559. O único caso que resta considerar é aquele no qual nem A nem B são inverśıveis. Nesse caso, porém, temos
pela Proposição 10.6, página 559, que existe M > 0 tal que a matriz A + µ1 é inverśıvel para todo µ ∈ C pertencente
ao aberto 0 < |µ| < M . Assim, para tais valores de µ valerá, pelo racioćınio acima p(A+µ1)B = pB(A+µ1). Agora, os
coeficientes de p(A+µ1)B e de pB(A+µ1) são polinômios em µ e, portanto, são funções cont́ınuas de µ. Logo, a igualdade
p(A+µ1)B = pB(A+µ1) permanece válida no limite µ→ 0, fornecendo pAB = pBA, como desejávamos demonstrar.

A Proposição 10.7 pode ser generalizada para matrizes não quadradas, como indicado no exerćıcio que segue:

E. 10.6 Exerćıcio. Sejam A ∈ Mat (C, m, n) e B ∈ Mat (C, n, m), de sorte que AB ∈ Mat (C, m) e BA ∈ Mat (C, n). Mostre
que xnpAB(x) = xmpBA(x). Sugestão: Considere as matrizes (m+ n) × (m+ n) definidas por

A′ :=









A 0m, m

0n, n 0n, m









e B′ :=









B 0n, n

0m, m 0m, n









.

(Vide (10.7), página 549). Mostre que

A′B′ =









AB 0m, n

0n, m 0n, n









e que B′A′ =









BA 0n, m

0m, n 0m, m









.
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Em seguida, prove que pA′B′(x) = xnpAB(x) e que pB′A′(x) = xmpBA(x). Pela Proposição 10.7, tem-se pA′B′(x) = pB′A′(x), de
onde segue que xnpAB(x) = xmpBA(x).

Segue disso que o conjunto de autovalores não nulos de AB coincide com o conjunto de autovalores não nulos de BA: σ(AB)\{0} =
σ(BA) \ {0} e, portanto, σ(AB) e σ(BA) podem não ter em comum apenas o elemento 0. 6

10.2.2 Autovetores

• Autovetores

Pela definição, um número λ0 ∈ C é um autovalor de uma matriz A se e somente se λ01 − A não tem inversa e,
portanto (pelo Corolário 10.1, página 551) se e somente se existir um menos um vetor não-nulo v tal que (λ01−A)v = 0,
ou seja, tal que Av = λ0v. Chegamos a mais uma importante definição:

Definição. Um vetor não-nulo v é dito ser um autovetor de uma matriz A se houver λ0 ∈ C tal que

Av = λ0v .

Note-se que se um tal λ0 satisfaz a relação acima para algum v 6= 0 então λ01 − A não tem inversa. λ0 é então um
elemento do espectro de A, ou seja, um autovalor. λ0 é dito ser o autovalor associado ao autovetor v. ♠

Uma observação importante é a seguinte. Sejam v1 e v2 dois autovetores aos quais está associado o mesmo autovalor,
ou seja, Av1 = λ0v1 e Av2 = λ0v2. Então, para quaisquer números complexos c1 e c2 o vetor v = c1v1 + c2v2 também
satisfaz Av = λ0v. De fato,

Av = A(c1v1 + c2v2) = c1Av1 + c2Av2 = c1λ0v1 + c2λ0v2 = λ0(c1v1 + c2v2) = λ0v .

A conclusão é que, para cada autovalor αi de uma matriz A, a coleção formada pelo vetor nulo e todos os autovetores
de A com autovalor αi é um subespaço vetorial. Vamos denotar esse subespaço por E(αi) ou simplesmente Ei.

Se αi e αj são autovalores distintos de A então os subespaços de autovetores E(αi) e E(αj) têm em comum apenas
o vetor nulo, ou seja, E(αi) ∩ E(αj) = {0}. Isso é fácil de provar, pois se w é tal que Aw = αiw e Aw = αjw então,
subtraindo-se uma relação da outra teŕıamos 0 = (αi − αj)w, que implica w = 0, já que αi 6= αj .

Essas considerações nos levam a mais um conceito importante: o de multiplicidade geométrica de um autovalor.

• A multiplicidade geométrica de um autovalor

Além do conceito de multiplicidade algébrica de um autovalor, há também o conceito de multiplicidade geométrica
de um autovalor, do qual trataremos agora.

Como antes seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz e sejam α1, . . . , αr, 1 ≤ r ≤ n, seus autovalores distintos, cada qual
com multiplicidade algébrica a1, . . . , ar, respectivamente.

Acima introduzimos os subespaços Ei = E(αi), definidos como sendo os subespaços gerados por todos os autovetores
que têm αi como autovalor. A multiplicidade geométrica de um autovalor αi é definida como sendo a dimensão do
subespaço Ei, ou seja, como sendo o número máximo de autovetores linearmente independentes com autovalor αi.

É importante advertir de imediato o leitor do fato que a multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica de
autovalores nem sempre coincidem. Isso é bem ilustrado no seguinte exemplo simples. Seja

A =



0 1

0 0


 .

Seu polinômio caracteŕıstico é

pa(λ) = det(λ1 −A) = det



λ −1

0 λ


 = λ2 .
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Assim, seu (único) autovalor é 0 com multiplicidade algébrica 2. Quais os seus autovetores? São aqueles vetores que

satisfazem Av = 0. Denotando v como um vetor coluna v =



a

b


, a relação Av = 0 significa



0 1

0 0






a

b


 =



b

0


 = 0.

Logo, b = 0 e todos os autovetores são da forma v =



a

0


, a ∈ C. É evidente que o subespaço gerado pelos autovetores

com autovalor zero tem dimensão 1. Assim, a multiplicidade algébrica do autovalor zero é 2 mas a sua multiplicidade
geométrica é 1.

• A multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica

Apesar de a multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica de um autovalor nem sempre coincidirem, há uma
relação de ordem entre eles. A saber, é posśıvel mostrar que a multiplicidade geométrica de um autovalor é sempre menor
ou igual à sua multiplicidade algébrica.

Isso segue das seguintes considerações. Seja λ0 um autovalor de A ∈ Mat (C, n) e E(λ0) o subespaço gerado pelos
autovetores com autovalor λ0, e cuja dimensão denotaremos por d. Vamos escolher uma base v1, . . . , vd, vd+1, . . . , vn
onde os primeiros d vetores são elementos de E(λ0). Nessa base a matriz A tem a forma



D 0d, n−d

A3 A4


 ,

onde D é uma matriz d × d diagonal D = diag



λ0, . . . , λ0︸ ︷︷ ︸
dvezes



, A4 é uma matriz (n − d) × (n − d) e A3 é uma matriz

(n− d) × d. Alguns segundos (minutos?) de meditação, usando a Proposição 10.3 da página 557, nos levam a concluir
que o polinômio caracteŕıstico de A é dado por

det(λ1 −A) = (λ− λ0)
d det(λ1 − A4) .

Isso mostra que a multiplicidade algébrica de λ0 é pelo menos igual a d, sua multiplicidade geométrica.

E. 10.7 Exerćıcio. Realize a meditação sugerida acima. 6

• Matrizes simples

O que foi exposto acima leva-nos naturalmente ao conceito de matriz simples que, como veremos mais adiante, está
intimamente ligado ao problema da diagonalizabilidade de matrizes.

Definição. Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é dita ser uma matriz simples se cada autovalor de A tiver uma multiplicidade
algébrica igual à sua multiplicidade geométrica. ♠

Deixamos para o leitor provar o seguinte fato: toda matriz diagonal é simples.

E. 10.8 Exerćıcio. Prove isso. 6

Adiante faremos uso da seguinte proposição.

Proposição 10.8 Se A ∈ Mat (C, n) é uma matriz simples e P ∈ Mat (C, n) é inverśıvel então P−1AP é também
simples. 2

Prova. Já vimos na Proposição 10.5, página 559, que A e P−1AP têm o mesmo polinômio caracteŕıstico e, portanto, os
mesmos autovalores, incluindo suas multiplicidades algébricas. Seja λ0 um desses autovalores com multiplicidade algébrica



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 563/3043

d e sejam v1, . . . , vd um conjunto de d autovetores linearmente independentes de A. Os vetores P−1v1, . . . , P
−1vd

são autovetores de P−1AP com autovalor λ0. De fato,
(
P−1AP

)
P−1vi = P−1Avi = λ0P

−1vi. Fora isso os d vetores
P−1v1, . . . , P

−1 vd são também linearmente independentes. Para ver isso, suponha houvesse constantes c1, . . . , cd tais
que

c1P
−1v1 + · · ·+ cdP

−1vd = 0 .

Multiplicando-se à esquerda por P teŕıamos c1v1 + · · · + cdvd = 0. Como v1, . . . , vd são linearmente independen-
tes as constantes ci têm que ser todas nulas, provando que os vetores P−1v1, . . . , P

−1 vd são também linearmente
independentes.

Isso prova que a multiplicidade geométrica do autovalor λ0 é pelo menos igual a d. Como ela não pode ser maior que
d (página 562), conclui-se que é igual a d provando a proposição.

A seguinte proposição elementar é por vezes útil para verificar se uma matriz é simples.

Proposição 10.9 Se todos os n autovalores de uma matriz A ∈ Mat (C, n) forem distintos então A é simples. 2

Prova. Se os autovalores de A são α1, . . . , αn, todos distintos, então cada um tem multiplicidade algébrica igual a 1.
Forçosamente, sua multiplicidade geométrica é também igual a 1, já que a multiplicidade geométrica não pode ser maior
que a algébrica.

Ressaltemos que a rećıproca da proposição acima não é verdadeira: uma matriz pode ser simples e possuir autovalores
com multiplicidade algébrica maior que 1.

10.2.3 O Traço de uma Matriz

• O traço de uma matriz

Seja A ∈ Mat (C, n), cujos elementos de matriz são Aij , i, j = 1, . . . n. Sejam λ1, . . . , λn seus n autovalores (não
necessariamente distintos e repetidos conforme sua multiplicidade).

Definimos o traço de A como sendo a soma de seus n autovalores:

Tr(A) :=
n∑

a=1

λa .

Uma conclusão que se tira dessa definição é que se duas matrizes são similares, então ambas têm o mesmo traço, ou
seja, para qualquer matriz inverśıvel P e qualquer matriz A vale

Tr
(
P−1AP

)
= Tr(A) . (10.33)

A razão reside na observação feita acima que duas matrizes similares têm o mesmo conjunto de autovalores e, portanto, o
mesmo traço. Esse fato é de notória importância, pois revela que o traço de uma matriz independe da particular base no
qual a mesma é representada, pois mudanças de base manifestam-se como transformações de similaridades das matrizes.

Temos a seguinte e importante proposição:

Proposição 10.10 O traço de uma matriz A ∈ Mat (C, n) é igual a soma dos elementos de sua diagonal principal, ou
seja,

Tr(A) :=

n∑

a=1

λa =

n∑

a=1

Aaa . (10.34)

2
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Prova. A demonstração consistirá em se calcular o coeficiente de λn−1 no polinômio caracteŕıstico p(λ) de A de dois
modos diferentes. O polinômio caracteŕıstico pA(λ) de A é dado por (10.29). As técnicas de cálculo de determinantes
(e.g., (10.21) e (10.22)) dizem-nos que o coeficiente de λn−1 é −∑n

i=1 Aii. Por exemplo, para o caso n = 2

p(λ) = det



λ− A11 −A12

−A21 λ−A22


 = λ2 − λ(A11 +A22) +A11A22 −A12A21 . (10.35)

E. 10.9 Exerćıcio. Convença-se da veracidade da afirmativa acima para o caso de n arbitrário. Sugestão: use a expansão em cofatores
(10.21)–(10.22) ou leia a Seção 10.11.1, página 661. 6

Por outro lado, os autovalores de A, λ1, . . . , λn, são por definição as ráızes do polinômio caracteŕıstico. Logo,

p(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn) .

Expandindo-se essa expressão, conclui-se que o coeficiente de λn−1 é

−(λ1 + · · · + λn) = −Tr(A) .

E. 10.10 Exerćıcio. Certo? 6

Do exposto acima, conclui-se que o coeficiente de λn−1 no polinômio caracteŕıstico de A é

−
n∑

i=1

Aii = −(λ1 + · · · + λn) = −Tr(A) ,

o que termina a prova.

Essa proposição leva a duas outras propriedades igualmente importantes: a linearidade do traço e a chamada propri-
edade ćıclica do traço.

Proposição 10.11 (A Linearidade do Traço) Sejam A, B ∈ Mat (C, n) e α, β ∈ C. Então,

Tr(αA+ βB) = αTr(A) + βTr(B) .

2

Prova. A prova é imediata por (10.34).

É curioso notar que a linearidade do traço vista acima é evidente por (10.34), mas não é nem um pouco evidente pela
definição do traço de uma matriz como soma de seus autovalores, pois os autovalores individuais de αA + βB não são
em geral combinações lineares dos autovalores de A e de B, especialmente no caso em que A e B não comutam!

Proposição 10.12 (A Propriedade Ćıclica do Traço) Sejam A, B ∈ Mat (C, n). Então,

Tr(AB) = Tr(BA) .

2

Prova. Pelo que vimos acima, tem-se

Tr(AB) =

n∑

i=1

(AB)ii =

n∑

i=1




n∑

j=1

AijBji


 =

n∑

j=1

(
n∑

i=1

BjiAij

)
=

n∑

j=1

(BA)jj = Tr(BA) .
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Na segunda e quarta igualdades usamos a regra de produto de matrizes. Na terceira igualdade apenas trocamos a ordem
das somas.

A propriedade ćıclica expressa na Proposição 10.12 pode ser provada diretamente da definição do traço de uma matriz
como soma de seus autovalores (incluindo multiplicidades algébricas) se recordarmos a Proposição 10.7, página 560, que
afirma que AB e BA têm os mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades algébricas.

E. 10.11 Exerćıcio simples. Contemplando (10.35), constate que o polinômio caracteŕıstico qA de qualquer matriz 2 × 2, real ou
complexa A, é

qA(x) = x2 −Tr(A)x+ det(A) (10.36)

e, portanto, seus autovalores são

λ±(A) =
Tr(A)±

√

(

Tr(A)
)2 − 4 det(A)

2
. (10.37)

Constate usando diretamente (10.37) que λ+(A) + λ−(A) = Tr(A) e que λ+(A)λ−(A) = det(A), conforme o esperado.

Conclua de (10.37) e do Corolário 10.4, página 579, que A ∈ Mat (C, 2) é diagonalizável se
(

Tr(A)
)2 6= 4det(A), uma condição

necessária, mas não suficiente (para a matriz identidade 12, que é diagonal, vale a igualdade
(

Tr(12)
)2

= 4det(12)). 6

10.2.3.1 Algumas Relações entre Determinantes e Traços de Matrizes

Proposição 10.13 (Fórmula de Jacobi) Seja A(α) ∈ Mat (C, n) uma matriz que depende de forma diferenciável de
uma variável α (que pode ser real ou complexa) em um certo domı́nio. Então, vale

d

dα

(
det
(
A(α)

))
= Tr

(
Cof

(
A(α)

)T d

dα
A(α)

)
. (10.38)

Se A(α) for invert́ıvel para todos os valores de α no domı́nio considerado, vale também

1

det
(
A(α)

) d

dα

(
det
(
A(α)

))
= Tr

(
A(α)−1 d

dα
A(α)

)
. (10.39)

Tanto a relação (10.38) quanto a relação (10.39) são por vezes denominadas Fórmula de Jacobi3. 2

Prova. Por (10.17), tem-se

d

dα

(
det
(
A(α)

))
=

∑

π∈Sn

sinal (π)

(
d

dα
A1π(1)(α)

)
· · ·Anπ(n)(α) + · · ·+

∑

π∈Sn

sinal (π)A1π(1)(α) · · ·
(
d

dα
Anπ(n)(α)

)

=

n∑

k=1

det
(
Bk(α)

)
,

onde Bk(α) é a matriz obtida substituindo a k-ésima linha da matriz A(α) pela linha

(
d
dαAk1(α) · · · d

dαAkn(α)

)
.

Usando a expansão em linha do determinante, expressão (10.21), temos

det
(
Bk(α)

)
=

n∑

j=1

(
d

dα
Akj(α)

)
Cof

(
A(α)

)
kj
.

Logo,

d

dα

(
det
(
A(α)

))
=

n∑

k=1

n∑

j=1

(
d

dα
Akj(α)

)
Cof

(
A(α)

)
kj

= Tr

(
Cof

(
A(α)

)T d

dα
A(α)

)
,

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851).
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estabelecendo (10.38). A relação (10.39) segue de (10.38) com uso de (10.18).

A expressão (10.39) é útil até mesmo no contexto da Geometria Riemanniana. Para uma aplicação naquele contexto,
vide expressão (35.128), página 1928. Uma das consequências de (10.39) é o seguinte resultado, também muito útil:

Proposição 10.14 Seja A ∈ Mat (C, n). Então, vale que

det
(
eA
)

= eTr(A) . (10.40)

2

Nota para o estudante. A noção de exponencial de uma matriz será apresentada em (11.21), página 676. É fácil ver de (11.21) que AeA = eAA

para qualquer matriz A ∈ Mat (C, n). Da Proposição 11.6, página 678, segue facilmente que eA é invert́ıvel e que sua inversa é e−A também
para qualquer A ∈ Mat (C, n). ♣

Prova da Proposição 10.14. Tome-seA(α) := eαA. Então, d
dαe

αA = AeαA = eαAA (por (11.21)) e, portanto,
(
eαA

)−1 d
dαe

αA =

A. Dessa forma, (10.39) fica d
dα ln det

(
A(α)

)
= Tr(A). Integrando-se em α entre 0 e 1 e lembrando que A(1) = eA e que

A(0) = 1, teremos ln det
(
eA
)
= Tr(A), que é o que queŕıamos provar.

Uma segunda demonstração da Proposição 10.14 será encontrada na Proposição 11.7, página 680.

10.2.4 Localização dos Autovalores. Os Discos de Gershgorin

Em muitos problema teóricos e práticos é importante possuirmos uma noção suficientemente precisa da posição no plano
complexo dos autovalores de uma matriz A ∈ Mat (C, n). Um dos teoremas mais simples, úteis e elegantes nessa direção
é um resultado obtido por Gershgorin4 em 19315, conhecido como Teorema dos Discos de Gershgorin, que passamos a
apresentar.

Na Seção 10.5.3, página 607, apresentaremos outros resultados sobre a localização do espectro de matrizes autoad-
juntas.

Aqui, nosso primeiro resultado preparatório é o seguinte lema, devido a Lévy6, que afirma que se o valor absoluto de
cada elemento da diagonal de A for maior que a soma dos valores absolutos dos demais elementos da linha7 correspondente
na matriz, então A possui uma inversa.

Lema 10.1 Se A ∈ Mat (C, n) satisfaz

|Aii| > ̺i(A) , para todo i ∈ {1, . . . , n} , (10.41)

onde

̺i(A) :=
n∑

j=1

j 6=i

|Aij | , (10.42)

então det(A) 6= 0. 2

Nota. A propriedade (10.41) é por vezes denominada dominância diagonal estrita da matriz A. ♣

Prova do Lema 10.1. Vamos supor, por contradição, que (10.41) é satisfeita mas det(A) = 0. Então, A não possui inversa
e, pelo Corolário 10.1, página 551, existe um vetor não nulo v ∈ Cn tal que Av = 0. Sejam v1, . . . , vn as componentes

4Semyon Aronovich Gershgorin (1901–1933). Seu nome é também transcrito como Gerčgorin.
5S. Gerschgorin, “Über die Abgrenzung der Eigenwerte einer Matrix”, Izv. Akad. Nauk. USSR Otd. Fiz.-Mat. Nauk, 6: 749–754. (1931).
6Lucien Lévy (1853–1912). O trabalho original é: L. Lévy. “Sur la possibilité de l’équilibre électrique”. Comptes Rendus des Seances de

l’Académie des Sciences. Paris. 93, 706–708. t. XCIII (1881). Lucien Lévy foi o pai do matemático Paul Lévy, conhecido por suas contribuições
à Teoria das Probabilidades e Processos Estocásticos.

7Como o determinante e o espectro de uma matriz são iguais a de sua transposta, todos os resultados da corrente seção permanecem válidos
trocando-se linhas por colunas.
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de v e seja vr a componente de v com maior módulo: |vr| = max
{
|v1|, . . . , |vn|

}
> 0. A equação Av = 0 se escreve em

componentes
∑n

j=1 Aijvj = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Assim, para i = r tem-se Arrvk = −
n∑

j=1

j 6=r

Arjvj . Portanto,

|Arr| |vr| ≤
n∑

j=1

j 6=r

|Arj | |vj | ≤ |vr|
n∑

j=1

j 6=r

|Arj | = |vr|̺k(A) ,

implicando que |Arr| ≤ ̺k(A), o que contradiz a hipótese (10.41). Portanto, sob (10.41) devemos ter det(A) 6= 0.

Para A ∈ Mat (C, n), denotamos por Di(A), i ∈ {1, . . . , n} o disco fechado em C centrado em Aii e de raio ̺i(A):

Di(A) :=
{
z ∈ C

∣∣ |z −Aii| ≤ ̺i(A)
}
.

Esses discos são denominados discos de Gershgorin8.

Nosso segundo resultado afirma que se λ é um autovalor de A, então λ está contido em algum dos discos de Gershgorin.

Lema 10.2 Seja λ um autovalor de A ∈ Mat (C, n). Então, λ ∈ Dj(A) para algum disco de Gershgorin Dj(A) de A.
2

Prova. Em primeiro lugar, note-se o fato trivial que para todo µ ∈ C tem-se para cada i ∈ {1, . . . , n} que ̺i(A+ µ1) =
̺i(A), pois ambas as matrizes A+ µ1 e A coincidem fora da diagonal principal.

Se λ é um autovalor de A ∈ Mat (C, n), então det(A − λ1) = 0. Logo, pelo Lema 10.1, página 566, não pode
valer para todo i ∈ {1, . . . , n} que

∣∣(A − λ1)ii
∣∣ > ̺i(A + µ1) = ̺i(A). Portanto, para algum ı́ndice j deve valer∣∣Ajj − λ

∣∣ =
∣∣(A− λ1)jj

∣∣ ≤ ̺j(A).

A questão que se coloca é se todo disco de Gershgorin de A ∈ Mat (C, n) contém um autovalor de A. De modo geral,
a resposta é não, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 10.1 Seja B = ( 0 9
1 0 ). Uma simples conta revela que seus autovalores são λ = ±3. Seus discos de Gershgorin são

D1(B) =
{

z ∈ C| |z| ≤ 9
}

e D2(B) =
{

z ∈ C| |z| ≤ 1
}

. Vemos que ambos os autovalores estão contidos em D1(B) mas nenhum
em D2(B). �

Considere-se, em contraste, o seguinte exemplo:

Exemplo 10.2 Seja C =
(

10 1
−1 −10

)

. Uma simples conta revela que seus autovalores são λ = ±
√
99 ≈ ±9, 95. Seus discos de

Gershgorin são D1(C) =
{

z ∈ C| |z − 10| ≤ 1
}

e D2(C) =
{

z ∈ C| |z + 10| ≤ 1
}

. Vemos que o autovalor +
√
99 está contido em

D1(C) e o autovalor −
√
99 está contido em D2(C). �

O que o Teorema 10.2 a seguir revelará é que a diferença relevante entre os dois exemplos acima é que no primeiro,
D1 e D2 não são disjuntos, mas no segundo o são.

Precisamos de mais uma definição. Para A ∈ Mat (C, n), dizemos que dois discos de Gershgorin distintos Di(A) e
Dj(A), com i 6= j, são conectados se Di(A) ∩Dj(A) 6= ∅ e que são desconectados se Di(A) ∩Dj(A) = ∅.

A união de todos os discos de Gershgorin D1(A) ∪ · · ·Dn(A) quebra-se em m componentes conexas (para algum
1 ≤ m ≤ n) que denotaremos por H1(A), . . . , Hm(A). Assim, D1(A) ∪ · · · ∪ Dn(A) = H1(A) ∪ · · · ∪ Hm(A), sendo
Hi(A) ∩ Hj(A) = ∅ sempre que i 6= j. Para cada j = 1, . . . , m, seja hj(A), j = 1, . . . , m, o número de discos de

Gershgorin que compõem Hj(A). É claro que h1(A)+ · · ·+hm(A) = n. A Figura 10.1, página 568 ilustra essas definições.

Vale, então o seguinte:

Teorema 10.2 (Teorema dos Discos de Gershgorin) Seja A ∈ Mat (C, n). Então, cada componente conexaHj(A),
j = 1, . . . , m, composta por hj(A) discos de Gershgorin conectados, contém exatamente hj(A) autovalores de A (con-
tando eventuais multiplicidades). 2

8Impropriamente, eles são também denominados ćırculos de Gershgorin por alguns autores.
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Figura 10.1: No plano complexo, os discos de GershgorinD1, . . . , D6 de uma matriz A complexa 6x6 e as correspondentes
regiões conexas H1 = D2 ∪D3, H2 = D4 ∪D5 ∪D6 e H3 e H3 = D1. Os centros dos discos são os elementos diagonais
da matriz: A11, . . . , A66 e seus raios são as grandezas ̺1, . . . , ̺6. Neste exemplo, h1 = 2, h2 = 3 e h3 = 1.

Prova. Seja Hl(A), com l ∈ {1, . . . , m}, uma das regiões conexas supradefinidas e vamos supor que Hl(A) seja a união
dos hl(A) ≡ hl discos de Gershgorin conectados Di1(1), . . . , Dihl

(A).

Seja A′ ∈ Mat (C, n) a matriz obtida de A anulando-se todos os elementos não diagonais de A contidos nas linhas
i1, . . . , ihl

:

A′
ij =





0, se i ∈ {i1, . . . , ihl
} mas i 6= j ,

Aij , de outra forma.

Defina-se também, para t ∈ [0, 1] a matriz At := tA + (1 − t)A′. Os elementos de matriz de At são iguais ao de A,
exceto os elementos não diagonais das linhas i1, . . . , ihl

que valem t vezes os correspondentes elementos de A:

A′
ij =





tAij , se i ∈ {i1, . . . , ihl
} mas i 6= j ,

Aij , de outra forma.

As matrizes At interpolam continuamente a matriz A′ (para t = 0) e a matriz A (para t = 1).

Tem-se também ̺i(At) = t̺i(A) para todo i ∈ {i1, . . . , ihl
} e todo t ∈ [0, 1], pois os elementos não diagonais das

linhas i1, . . . , ihl
de At são iguais a t vezes os correspondentes elementos em A.

Segue disso, que cada disco de Gershgorin Di(At), com i ∈ {i1, . . . , ihl
}, está contido no correspondente disco Di(A)

(ou seja Di(At) ⊂ Di(A) para t ∈ [0, 1]), pois eles são concêntricos (centrados no mesmo ponto Aii) e o raio de Di(At)
é t vezes o raio de Di(A), com 0 ≤ t ≤ 1.

Isso significa também que
Di1(At) ∪ · · · ∪Dihl

(At) ⊂ Hl(A) . (10.43)

O leitor pode facilmente verificar que os elementos diagonais das linhas i1, . . . , ihl
são autovalores de A′ = A0. Eles

são os números Ai1i1 , . . . , Aihl
ihl

. Quando t cresce a partir do valor t = 0, esses hl autovalores variam continuamente com
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t e permanecem nos respectivos conjuntos Dij (At), j ∈ {1, . . . , hl}, até o momento em que esses discos de Gershgorin
começam a conectar-se, quando então eles podem passar a um novo disco que tenha se conectado a seu disco anterior.
De qualquer forma, eles não podem sair fora de Hl(A), devido a (10.43).

Assim, cada Hl(A) conterá ao menos hl autovalores de A. Em verdade, esse número deve ser exatamente hl, pois o
mesmo argumento pode ser carregado para os demais regiões conexas: cada região Hi(A) deve conter ao menos hi(A)
autovalores. Como h1(A) + · · · + hm(A) = n, cada Hi(A) não pode ter mais de hi(A) autovalores. Essas regiões são
desconectas entre si e, portanto, um autovalor de At não pode passar continuamente de uma a outra. Isso completa a
demonstração.

Comentário à demonstração acima. A dependência cont́ınua dos autovalores de At, evocada na demonstração acima, é consequência de dois
fatos: do Teorema 33.39, página 1819 (que garante a dependência cont́ınua do conjunto de ráızes de um polinômio com seus coeficientes), e
da dependência cont́ınua (em verdade, polinomial) dos coeficientes do polinômio caracteŕıstico de uma matriz com seus elementos de matriz,
fato esse claramente explicitado nas expressões apresentadas na Seção 10.11.1, página 661. ♣

˜˜˜˜˜

• Aprimoramentos do Teorema dos Discos de Gershgorin

Como o espectro de uma matriz coincide com o de sua transposta, as quantidades ̺i(A), i = {1, . . . , n}, definidas
em (10.42), página 566, podem ser substitúıdas no Teorema dos Discos de Gershgorin pelas quantidades

̺′i(A) :=

n∑

j=1

j 6=i

|Aji| , i = {1, . . . , n} , (10.44)

que envolvem somas dos módulos dos elementos não diagonais das colunas da matriz A. Essa substituição pode em
certos casos conduzir a estimativas mais precisas quanto à localização dos autovalores de A, especialmente se calhar de os
valores de ̺′i(A) serem estritamente menores que os de ̺i(A). Como o espectro de A também é idêntico ao de uma outra
matriz que lhe é similar, ou seja, de uma matriz da forma S−1AS, com S inverśıvel, há também outras possibilidades de
obtenção de discos de Gershgorin de raio menor e que forneçam localizações mais precisas do espectro de A9. Em casos
concretos, cabe ao engenho e arte do pesquisador explorar a contento essas possibilidades.

Ao leitor interessado cabe dizer que há ainda diversos outros refinamentos ao Teorema dos Discos de Gershgorin
sobre a localização de autovalores de matrizes. Há resultados fazendo uso de ovais de Cassini10, em lugar de discos, e há
teoremas devidos a Ostrowski11, entre outros, que também fornecem informações mais precisas sobre a localização dos
autovalores de uma matriz no plano complexo. Vide, e.g., [355] e referências lá citadas. Vide também [487].

10.3 Polinômios de Matrizes

• Polinômios de matrizes

Seja p um polinômio de grau m: p(x) = amx
m + · · · + a1x + a0 com x ∈ C, aj ∈ C e am 6= 0. Para uma matriz

A ∈ Mat (C, n) definimos o polinômio matricial p(A) por

p(A) = amA
m + · · ·+ a1A+ a01 .

Obviamente p(A) é também uma matriz n× n com entradas complexas.

Se as ráızes do polinômio p forem α1, . . . , αr, com multiplicidades m1, . . . ,mr, respectivamente, então

p(x) = am

r∏

j=1

(x− αj)
mj ,

9Tal se dá no caso trivial em que A é diagonalizável, se S for escolhida de sorte a diagonalizar A, ou seja, se S−1AS = D, uma matriz
diagonal. Os raios dos discos de Gershgorin da matriz diagonalizada são, evidentemente, todos nulos e, pelo Teorema dos Discos de Gershgorin,
o espectro de A coincide com os elementos da diagonal de D, como esperado.

10Giovanni Domenico Cassini (1625–1712).
11Alexander Markowich Ostrowski (1893–1986).
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para todo x ∈ C. É fácil provar, então, que

p(A) = am

r∏

j=1

(A− αj1)
mj .

E. 10.12 Exerćıcio. Justifique isso. 6

E. 10.13 Exerćıcio. Mostre que se D = diag (d1, . . . , dn) e q é um polinômio então

q(D) = diag
(

q(d1), . . . , q(dn)
)

.

6

E. 10.14 Exerćıcio. Suponha que A = P−1DP , onde D = diag (d1, . . . , dn). Se q é um polinômio mostre que

q(A) = P−1q(D)P = P−1diag
(

q(d1), . . . , q(dn)
)

P .

6

• O polinômio mı́nimo

Vamos mostrar que para cada matriz A ∈ Mat (C, n) sempre existe pelo menos um polinômio p com a propriedade
que p(A) = 0. Para tal notemos primeiramente que Mat (C, n) é um espaço vetorial complexo de dimensão n2. De fato
toda a matriz A ∈ Mat (C, n), cujos elementos de matriz são Aij ∈ C pode ser trivialmente escrita na forma

A =

n∑

a=1

n∑

b=1

AabE
ab

onde E
ab ∈ Mat (C, n) são matrizes cujos elementos de matriz são (E ab)ij = δi,aδj,b, ou seja, todos os elementos de

matriz de E
ab são nulos, exceto o elemento a, b, que vale 1.

E. 10.15 Exerćıcio. Certo? 6

Assim, vemos que as matrizes {E ab, a = 1, . . . , n, b = 1, . . . , n} formam uma base em Mat (C, n), mostrando que
Mat (C, n) é um espaço vetorial de dimensão n2. Isto posto, temos que concluir que qualquer conjunto de mais de n2

matrizes não-nulas em Mat (C, n) é linearmente dependente.

Se uma das matrizes Ak, k = 1, . . . , n2, for nula, digamos Aq = 0, então o polinômio p(x) = xq tem a propriedade
que p(A) = 0, que é o que desejamos provar. Se, por outro lado, as matrizes Ak, k = 1, . . . , n2, são todas não-nulas,

então o conjunto {1, A, A2, . . . , An2} é linearmente dependente, pois possui n2 + 1 elementos. Portanto, existem
constantes c0, . . . , cn2 , nem todas nulas, tais que

c01 + c1A+ c2A
2 + · · ·+ cn2An2

= 0 .

Como o lado esquerdo é um polinômio em A, fica provada nossa afirmação que toda matriz possui um polinômio que a
anula. Chegamos às seguintes definições:

Definição. Polinômio Mônico. Um polinômio p : R → C de grau n é dito ser um polinômio mônico se for da forma

p(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ,

ou seja, se o coeficiente do monômio de maior grau (no caso, xn) for igual a 1. Note-se que polinômios mônicos nunca
são identicamente nulos. ♠

Definição. Polinômio Mı́nimo de uma Matriz. Dada uma matriz A ∈ Mat (C, n), o polinômio mı́nimo de A é o
polinômio mônico de menor grau que é anulado em A, ou seja, é o polinômio não-nulo de menor grau da forma

M(x) = xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0
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para o qual M(A) = 0. ♠

As considerações acima mostram que um tal polinômio sempre existe e que tem grau no máximo igual a n2. Essa
é, no entanto, uma estimativa exagerada para o grau do polinômio mı́nimo de uma matriz A ∈ Mat (C, n) pois, como
veremos abaixo, o polinômio mı́nimo de uma matriz A ∈ Mat (C, n) tem, na verdade, grau menor ou igual a n. Isso é
um corolário de um teorema conhecido como Teorema de Hamilton-Cayley , que demonstraremos abaixo (Teorema 10.4,
página 572).

Finalizamos com um teorema básico que garante a unicidade do polinômio mı́nimo e estabelece sua relação com
outros polinômios que anulam A.

Teorema 10.3 O polinômio mı́nimo M de uma matriz A ∈ Mat (C, n) é único. Fora isso se P é um polinômio não
identicamente nulo que também se anula em A, ou seja, P (A) = 0, então P é diviśıvel por M , ou seja, existe um
polinômio F tal que P (x) = F (x)M(x) para todo x ∈ C. 2

Demonstração. Dada uma matriz A ∈ Mat (C, n), o polinômio mı́nimo de A é o polinômio de menor grau da forma

M(x) = xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0

para o qual M(A) = 0. Vamos supor que haja outro polinômio N da forma

N(x) = xm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0

para o qual N(A) = 0. Subtraindo um do outro teŕıamos o polinômio

(M −N)(x) = (am−1 − bm−1)x
m−1 + · · ·+ (a1 − b1)x+ (a0 − b0) ,

que tem grau menor ou igual a m− 1 e para o qual vale (M −N)(A) =M(A)−N(A) = 0− 0 = 0. Como, por hipótese,
não há polinômios não nulos com grau menor que o de M que anulam A, isso é uma contradição, a menos que M = N .
Isso prova a unicidade.

Seja P um polinômio não identicamente nulo para o qual valha P (A) = 0. Se p é o grau de P , deve-se ter p ≥ m,
onde m é o grau do polinômio mı́nimo de A. Logo, pelos bem conhecidos fatos sobre divisão de polinômios, podemos
encontrar dois polinômios F e R, cujos graus são, respectivamente p−m e r com 0 ≤ r < m, tais que

P (x) = F (x)M(x) +R(x) ,

para todo x ∈ C. Ora, isso diz que
P (A) = F (A)M(A) +R(A) .

Como P (A) = 0 e M(A) = 0, isso implica R(A) = 0. Como, porém, o grau de R é menor que m, tem-se que R deve ser
identicamente nulo. Isso completa a prova.

10.3.1 O Teorema de Hamilton-Cayley

Vamos aqui demonstrar um teorema sobre matrizes que será usado mais adiante de várias formas, em particular no
Teorema Espectral, o chamado Teorema de Hamilton12-Cayley13, o qual afirma que toda matriz de Mat (C, n) anula seu
próprio polinômio caracteŕıstico. Esse teorema fornece também, como veremos, um método eficiente para o cálculo da
inversa de matrizes. Cayley e Hamilton demonstraram casos particulares do teorema para matrizes 2× 2, 3× 3 (Cayley)
e 4× 4 (Hamilton). A primeira demonstração geral é devida a Frobenius14. Cayley, Hamilton e Sylvester15 estão entre
os fundadores modernos da teoria das matrizes16.

12Sir William Rowan Hamilton (1805–1865).
13Arthur Cayley (1821–1895).
14Ferdinand Georg Frobenius (1849–1917)
15James Joseph Sylvester (1814–1897).
16Muitos certamente se surpreenderão muit́ıssimo em saber que, apesar de suas diversas e importantes contribuições à Matemática, Cayley

e Sylvester eram originalmente advogados.
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Teorema 10.4 (Teorema de Hamilton-Cayley) Seja A ∈ Mat (C, n) e seja pA(x) = det(x1 − A) o polinômio
caracteŕıstico de A (e que tem grau n). Então, pA(A) = 0. 2

Comentário. No caso particular de matrizes diagonalizáveis o Teorema 10.4 pode ser provado elementarmente usando o Teorema Espectral,
como indicado no Exerćıcio E. 10.22, página 582. ♣

Prova do Teorema 10.4. Desejamos mostrar que para todo vetor y ∈ Cn vale pA(A)y = 0. Se y = 0 isso é trivial. Se
y 6= 0 mas com Ay = 0 então

pA(A)y = (−1)nλ1 · · ·λny ,
onde λ1, · · · , λn são os autovalores de A. Mas a própria relação Ay = 0 indica que um dos autovalores é igual a zero.
Logo pA(A)y = 0. Mais genericamente, se y 6= 0 e {y, Ay} não for um conjunto de vetores linearmente independentes,
então Ay e y são proporcionais, ou seja, existe um autovalor, digamos, λn tal que Ay = λny. Nesse caso também tem-se

pA(A)y =

(
n−1∏

i=1

(A− λi1)

)
(A− λn1)y = 0 ,

pois (A− λn1)y = Ay − λny = 0.

Seja então y daqui por diante um vetor fixado, não-nulo e tal que {y, Ay} é um conjunto de dois vetores não nulos e
linearmente independentes.

Como o espaço Cn tem dimensão n, nem todos os conjuntos de vetores da forma

{y, Ay, A2y, . . . , Ajy}

são formados por vetores não nulos linearmente independentes. Por exemplo, se j ≥ n, o conjunto {y, Ay, A2y, . . . , Ajy}
não pode ser formado por vetores não nulos linearmente independentes pois seu número excede a dimensão do espaço.

Seja k o maior número tal que {y, Ay, A2y, . . . Ak−1y} é um conjunto de vetores não nulos e linearmente indepen-
dentes. É claro que 1 < k ≤ n.

É claro também, pela definição de k, que

Aky = hky + hk−1Ay + · · ·+ h1A
k−1y , (10.45)

para constantes h1, . . . , hk.

Vamos denominar z1 = Ak−1y, z2 = Ak−2y, . . . , zk = y, ou seja, zj = Ak−jy, j = 1, . . . , k, todos não nulos por
hipótese. Caso k < n, escolhamos ainda vetores zk+1, . . . , zn de modo que o conjunto {z1, . . . , zn} forme uma base em
Cn.

Coloquemo-nos agora a seguinte questão: qual é a forma da matriz A nessa base? No subespaço gerado pelos vetores
{z1, . . . , zk} tem-se o seguinte: para i = 2, . . . , k vale Azi = zi−1. Além disso, por (10.45), Az1 = h1z1+h2z2+· · ·+hkzk.
Isso mostra que o subespaço gerado pelos vetores {z1, . . . , zk} é invariante pela ação de A e o operador linear A, no
mesmo subespaço, tem a forma 



h1 1 0 . . . 0 0

h2 0 1
. . . 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

hk−2 0 0
. . . 1 0

hk−1 0 0 . . . 0 1

hk 0 0 . . . 0 0




. (10.46)

E. 10.16 Exerćıcio. Justifique isso. 6
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Se designarmos por P o operador que realiza essa mudança de base, o operador linear A na base {z1, . . . , zn} tem,
portanto, a forma A′ = P−1AP , onde

A′ =



A1 0k, n−k

A2 A3


 ,

onde A1 é a matriz k × k definida em (10.46), A2 é uma matriz (n− k) × k e A3 é uma matriz (n − k)× (n − k). Não
nos será necessário especificar os elementos das matrizes A2 e A3.

Outros segundos (minutos?) de meditação, usando a Proposição 10.3 da página 557, nos levam a concluir que o
polinômio caracteŕıstico pA pode ser escrito como

pA(x) = det(x1 −A′) = det(x1 −A1) det(x1 −A3) .

O estudante deve recordar-se que as matrizes A e A′, por serem similares, têm o mesmo polinômio caracteŕıstico (Pro-
posição 10.5, página 559).

Vamos denominar qk(x) = det(x1−A1) e rk(x) = det(x1−A3). Claramente, pA(x) = qk(x)rk(x). Não será necessário,
no que segue, calcular rk, mas precisaremos calcular qk. Como esse pequeno resultado tem interesse independente, vamos
formulá-lo como um lema, para futura referência.

Lema 10.3 Para h1, . . . , hk ∈ C, tem-se

qk(x) := det




x− h1 −1 0 . . . 0 0

−h2 x −1
. . . 0 0

...
. . .

. . .
. . .

...

−hk−2 0 0
. . . −1 0

−hk−1 0 0 . . . x −1

−hk 0 0 . . . 0 x




= xk − (h1x
k−1 + · · ·+ hk−1x+ hk) . (10.47)

2

Prova. A prova é feita por indução. Para k = 2 vale

q2(x) = det



x− h1 −1

−h2 x


 = x2 − h1x− h2 .
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Para k > 2, tem-se, pelas bem conhecidas regras de cálculo de determinantes,

qk(x) = xdet




x− h1 −1 0 0

−h2 x
. . . 0 0

...
. . .

. . .

−hk−2 0 x −1

−hk−1 0 . . . 0 x




(k−1)×(k−1)

+ 1det




x− h1 −1 0 0

−h2 x
. . . 0 0

...
. . .

. . .

−hk−2 0 x −1

−hk 0 . . . 0 0




(k−1)×(k−1)

= xqk−1(x) + (−1)k−1+1(−hk) det




−1 0 . . . 0 0

x −1
. . . 0 0

. . .
. . .

. . .
...

0 0
. . . −1 0

0 0 . . . x −1




(k−2)×(k−2)

= xqk−1(x) + (−1)k+1hk(−1)k−2

= xqk−1(x)− hk . (10.48)

E. 10.17 Exerćıcio. Complete os detalhes. 6

Assim, se pela hipótese indutiva qk−1 é da forma

qk−1(x) = xk−1 − (h1x
k−2 + · · ·+ hk−2x+ hk−1) ,

segue de (10.48) que

qk(x) = x(xk−1 − (h1x
k−2 + · · ·+ hk−2x+ hk−1))− hk

= xk − (h1x
k−1 + · · ·+ hk−2x

2 + hk−1x+ hk) , (10.49)

como queŕıamos provar.

Retomando, temos que pA(A)y = qk(A)rk(A)y = rk(A)qk(A)y. Sucede, porém, que qk(A)y = 0. De fato, pelo
cômputo acima,

qk(A)y = Aky − h1A
k−1y − · · · − hk−2A

2y − hk−1Ay − hky ,

que é igual a zero por (10.45). Logo pA(A)y = 0. Como y foi escolhido arbitrário, segue que pA(A) = 0, demonstrando
o Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 10.4.

• O Teorema de Hamilton-Cayley e a inversa de matrizes

O Teorema de Hamilton-Cayley fornece-nos um método de calcular a inversa de matrizes não singulares. De fato, se
pA(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 é o polinômio caracteŕıstico de uma matriz não singular A, então o Teorema de
Hamilton-Cayley afirma que

An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a01 = 0 ,
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ou seja,
A
(
An−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A+ a11
)

= −a01 .
Isso tem por implicação

A−1 = − 1

a0

(
An−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A+ a11
)
. (10.50)

Vide (10.215), página 662, para uma expressão mais expĺıcita.

Nota. Usando a definição de polinômio caracteŕıstico pA(x) = det(x1 − A), é evidente (tomando-se x = 0) que a0 = (−1)n det(A). Assim,
a0 6= 0 se e somente se A for não singular. ♣

Em muitos casos a fórmula (10.50) é bastante eficiente para calcular A−1, pois a mesma envolve poucas operações
algébricas em comparação com outros métodos, o que é uma vantagem para valores grandes de n. Compare, por
exemplo, com a regra de Laplace, expressão (10.20), página 552, para o cálculo de A−1, que envolve o cômputo de n2+1
determinantes de submatrizes de ordem n− 1 de A.

E. 10.18 Exerćıcio. Use esse método para calcular a inversa das suas matrizes não singulares favoritas. 6

• De volta ao polinômio mı́nimo

O Teorema 10.3, página 571, e o Teorema de Hamilton-Cayley, juntos, permitem-nos precisar algo a respeito da forma
geral do polinômio mı́nimo de uma matriz.

Se A ∈ Mat (C, n) tem r autovalores distintos α1, . . . , αr, cada qual com multiplicidade algébrica a1, . . . , ar,
respectivamente, então seu polinômio caracteŕıstico pA é da forma

pA(x) =

r∏

k=1

(x − αk)
ak .

Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, pA(A) = 0 e, portanto, pelo Teorema 10.3, M , o polinômio mı́nimo de A, divide q.
Logo, M deve ser da forma

M(x) =

s∏

l=1

(x− αkl
)bl , (10.51)

onde s ≤ r, {αk1
, . . . , αks

} ⊂ {α1, . . . , αr} e onde 0 < bl ≤ akl
para todo 1 ≤ l ≤ s. Seja agora, porém, vm 6= 0 um

autovetor de A com autovalor αm Segue do fato que M(A) = 0 que

0 = M(A)vm =

s∏

l=1

(A− αkl
1)bl vm =

s∏

l=1

(αm − αkl
)bl vm .

Logo,
∏s

l=1 (αm − αkl
)bl = 0 e isso implica que αm ∈ {αk1

, . . . , αks
}. Como isso vale para todo 1 ≤ m ≤ r, segue que

{α1, . . . , αr} ⊂ {αk1
, . . . , αks

} e, portanto, {α1, . . . , αr} = {αk1
, . . . , αks

}. Nossa conclusão é resumida no seguinte:

Proposição 10.15 Seja A ∈ Mat (C, n) com r autovalores distintos α1, . . . , αr ∈ C, cada qual com multiplicidade
algébrica a1, , . . . , ar, sendo 1 ≤ r ≤ n. Então, M , o polinômio mı́nimo de A, é da forma

M(x) =

r∏

k=1

(x− αk)
bk , (10.52)

∀x ∈ C, onde 0 < bl ≤ al para todo 1 ≤ l ≤ r. Em particular, se A ∈ Mat (C, n) tiver exatamente n autovalores
distintos, teremos que bl = al = 1 para todo 1 ≤ l ≤ n, e

M(x) = pA(x) =

n∏

k=1

(x− αk) ,

∀x ∈ C. 2
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• Usos do Teorema de Hamilton-Cayley para matrizes 2× 2

E. 10.19 Exerćıcio. Usando o Teorema de Hamilton-Cayley, mostre que toda matriz 2× 2 complexa A ∈ Mat (C, 2) satisfaz

A2 − Tr(A)A+ det(A)1 = 0 . (10.53)

Sugestão: se A = ( a b
c d ), mostre que seu polinômio caracteŕıstico é pA(x) = x2 − Tr(A)x+ det(A).

Se A ∈ Mat (C, 2) for inverśıvel, mostre com uso de (10.53) que vale a simples relação

A−1 =
1

det(A)

[

Tr(A)1 − A
]

. (10.54)

Assim, se A = ( a b
c d ) tem inversa (ou seja, se ad− bc 6= 0), então A−1 = 1

ad−bc

[(

a+d 0
0 a+d

)

− ( a b
c d )

]

= 1

ad−bc

(

d −b
−c a

)

, resultado esse
bem conhecido e que pode ser obtido por diversos outros métodos.

A identidade (10.53) tem emprego importante na Mecânica Quântica de sistemas desordenados unidimensionais e na Mecânica
Estat́ıstica. 6

10.3.1.1 O Teorema da Aplicação Espectral para Matrizes

Vamos nesta seção demonstrar um importante teorema sobre o espectro de matrizes. Esse teorema e sua demonstração
deixam-se generalizar com toda literalidade a uma situação mais abrangente, a saber, a de álgebras de Banach. Vide
Seção 42.3.5.1, página 2417.

Como acima, denotamos por σ(M) o espectro (conjunto de autovalores) de uma matriz M ∈ Mat (C, m). Seja
a álgebras de matrizes Mat (C, m) e seja um polinômio p(z) = a0 + a1z + · · · + anz

n definido para z ∈ C. Para
A ∈ Mat (C, n) definimos, como antes, p(A) := a01 + a1A + · · · + anA

n ∈ Mat (C, m). O Teorema da Aplicação
Espectral, que demonstraremos logo abaixo consiste na afirmação que σ

(
p(A)

)
= p
(
σ(A)

)
, onde

p
(
σ(A)

)
:=

{
p(λ), λ ∈ σ(A)

}
.

Para demonstrá-lo, usaremos o seguinte resultado:

Lema 10.4 Seja A ∈ Mat (C, m). Então, se λ ∈ σ(A), a matriz (A−λ1)q(A) não tem inversa para nenhum polinômio
q. 2

Prova. Seja p(z) := (z − λ)q(z). Então, p(A) = (A − λ1)q(A). É evidente que q(A) e p(A) comutam com A: q(A)A =
Aq(A) e p(A)A = Ap(A). Desejamos provar que p(A) não tem inversa e, para tal, vamos supor o oposto, a saber, vamos
supor que exista W ∈ Mat (C, m) tal que Wp(A) = p(A)A = 1.

Vamos primeiramente provar que A e W comutam. Seja C := WA − AW . Então, multiplicando-se à esquerda
por p(A), teremos p(A)C = A − p(A)AW = A − Ap(A)W = A − A = 0. Assim, p(A)C = 0 e multiplicando-se essa
igualdade à esquerda por W teremos C = 0, estabelecendo que WA = AW . Naturalmente, isso implica também que
q(A)W =Wq(A).

Agora, por hipótese, A satisfaz p(A)W = Wp(A) = 1, ou seja, (A − λ1)q(A)W = 1 e W (A− λ1)q(A) = 1. Usando
a comutatividade de q(A) com A e com W , essa última relação pode ser reescrita como q(A)W (A − λ1) = 1. Assim,
estabelecemos que

(A− λ1)
(
q(A)W

)
= 1 e

(
q(A)W

)
(A− λ1) = 1

o que significa que A − λ1 tem inversa, sendo (A − λ1)−1 = q(A)W , uma contradição com a hipótese que λ ∈ σ(A).
Logo, p(A) não pode ter inversa.

Passemos agora ao nosso objetivo.

Teorema 10.5 (Teorema da Aplicação Espectral (para matrizes)) Seja A ∈ Mat (C, m). Então,

σ
(
p(A)

)
= p

(
σ(A)

)
:=

{
p(λ), λ ∈ σ(A)

}
(10.55)

para todo polinômio p. 2
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Prova. Vamos supor que p(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n seja de grau n ≥ 1, pois no caso de um polinômio constante a

afirmativa é trivial. Naturalmente, an 6= 0.

Tomemos µ ∈ σ
(
p(A)

)
, que é não-vazio, como sabemos, e sejam α1, . . . , αn as n ráızes do polinômio p(z)− µ em C.

Então, p(z)−µ = an(z−α1) · · · (z−αn), o que implica p(A)−µ1 = an(A−α11) · · · (A−αn1). Se nenhum dos αi pertencesse
a σ(A), então cada fator (A−αj1) seria inverśıvel, assim como o produto an(A−α11) · · · (A−αn1), contrariando o fato
de µ ∈ σ

(
p(A)

)
. Logo, algum dos αi pertence a σ(A). Como p(αi) = µ, isso diz que σ

(
p(A)

)
⊂ {p(λ), λ ∈ σ(A)}.

Provemos agora a rećıproca. Já sabemos que σ(A) é não-vazio. Para λ ∈ σ(A) tem-se evidentemente que o polinômio
p(z) − p(λ) tem λ como raiz. Logo, p(z) − p(λ) = (z − λ)q(z), onde q é um polinômio de grau n − 1. Portanto,
p(A) − p(λ)1 = (A − λ1)q(A) e como (A − λ1) não é inverśıvel, p(A) − p(λ)1 também não pode sê-lo (pelo Lema 10.4,
página 576), o que diz-nos que p(λ) ∈ σ(p(A)). Isso significa que {p(λ), λ ∈ σ(A)} ⊂ σ

(
p(A)

)
, estabelecendo que

σ
(
p(A)

)
= {p(λ), λ ∈ σ(A)}.

10.4 Matrizes Diagonalizáveis e o Teorema Espectral

• Matrizes diagonalizáveis

Vamos agora apresentar uma noção intimamente ligada à de matriz simples introduzida acima (página 562), mas de
importância maior.

Definição. Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é dita ser uma matriz diagonalizável se existir uma matriz inverśıvel
P ∈ Mat (C, n) tal que P−1AP é uma matriz diagonal, ou seja,

P−1AP = D = diag (d1, . . . , dn) =




d1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · dn




.

♠

É fácil de se ver que os elementos da diagonal de D são os autovalores de A. De fato, se A é diagonalizável por P ,
vale para seu polinômio caracteŕıstico

p(λ) = det(λ1 −A) = det(P−1(λ1 −A)P ) = det(λ1 − P−1AP ) = det(λ1 −D)

= det




λ− d1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · λ− dn




= (λ− d1) · · · (λ− dn) ,

o que mostra que os di são as ráızes do polinômio caracteŕıstico de A e, portanto, seus autovalores.

E. 10.20 Exerćıcio. Justifique todas as passagens acima. 6

• Diagonalização de matrizes

O próximo teorema é fundamental no estudo de matrizes diagonalizáveis.

Teorema 10.6 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é diagonalizável se e somente se possuir um conjunto de n autovetores
linearmente independentes, ou seja, se e somente se o subespaço gerado pela coleção de todos os autovetores de A possuir
dimensão n. 2
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Prova. Vamos primeiro provar que se A ∈ Mat (C, n) possui um conjunto de n autovetores linearmente independentes
então A é diagonalizável. Para tal vamos construir a matriz P que diagonaliza A.

Seja {v1, . . . , vn} um conjunto de n autovetores linearmente independentes de A, cujos autovalores são {d1, . . . , dn},
respectivamente. Vamos denotar as componentes de vi na base canônica por vij , j = 1, . . . , n. Seja a matriz P definida

por P =
[[
v1, . . . , vn

]]
, ou seja,

P =




v11 · · · vn1

...
. . .

...

v1n · · · vnn




.

Como se vê pela construção, a a-ésima coluna de P é formada pelas componentes do vetor va. Por (10.12), segue que

AP =
[[
Av1, . . . , Avn

]]
=
[[
d1v

1, . . . , dnv
n
]]
.

Por (10.15) vale, porém, que

[[
d1v

1, . . . , dnv
n
]]

=




v11 · · · vn1

...
. . .

...

v1n · · · vnn







d1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · dn




= PD .

E. 10.21 Exerćıcio. Verifique. 6

Portanto, AP = PD. Como, por hipótese, as colunas de P são formadas por vetores linearmente independentes,
tem-se que det(P ) 6= 0 (por quê?). Logo, P é inverśıvel e, portanto, P−1AP = D, como queŕıamos demonstrar.

Vamos provar agora a afirmação rećıproca que se A é diagonalizável, então possui n autovetores linearmente inde-
pendentes. Suponha que exista P tal que

P−1AP = D =




d1 · · · 0

...
. . .

...

0 · · · dn




.

É evidente que os vetores da base canônica

e1 =




1

0

0

...

0




, e2 =




0

1

0

...

0




, . . . , en =




0

0

...

0

1




são autovetores de D com Dea = dae
a. Logo, va = Pea são autovetores de A, pois

Ava = APea = PDea = P (dae
a) = daPe

a = dav
a .
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Para provar que os vetores va são linearmente independentes, suponha que existam números complexos α1, . . . , αn tais
que α1v

1 + · · · + αnv
n = 0. Multiplicando-se à esquerda por P−1 teŕıamos α1e

1 + · · · + αne
n = 0. Como os ea são

obviamente linearmente independentes, segue que α1 = · · · = αn = 0.

• Matrizes diagonalizáveis e matrizes simples

Vamos agora discutir a relação entre os conceitos de matriz diagonalizável e o de matriz simples, conceito esse
introduzido à página 562. Tem-se a saber o seguinte fato:

Proposição 10.16 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é diagonalizável se e somente se for simples, ou seja, se e somente se
a multiplicidade algébrica de cada um dos seus autovalores coincidir com sua multiplicidade geométrica. 2

Prova. Se A é diagonalizável existe P tal que P−1AP = D, diagonal. Como toda matriz diagonal, D é simples.
Escrevamos D na forma

D = diag


α1, . . . , α1︸ ︷︷ ︸

a1 vezes

, . . . , αr, . . . , αr︸ ︷︷ ︸
ar vezes

,


 .

Um conjunto de n-autovetores de D linearmente independentes é fornecido pelos vetores da base canônica:

e1 =




1

0

0

...

0




, e2 =




0

1

0

...

0




, . . . , en =




0

0

...

0

1




.

Os vetores e1, . . . , ea1 geram o subespaço de autovetores com autovalor α1 de D etc.

Para a matriz A, os vetores Pe1, . . . , P ea1 geram o subespaço de autovetores com autovalor α1 etc. É claro que a
dimensão desse subespaço é a1, pois Pe

1, . . . , P ea1 são linearmente independentes, já que os vetores da base canônica
e1, . . . , ea1 o são. Como isso também vale para os demais autovalores conclúımos que A é simples.

Resta-nos agora mostrar que se A ∈ Mat (C, n) é simples então A é diagonalizável. Como antes, sejam α1, . . . , αr,
1 ≤ r ≤ n, seus autovalores distintos, cada qual com multiplicidade algébrica a1, . . . , ar, respectivamente, e seja E(αi)
o subespaço gerado pelos autovetores com autovalor αi. Como A é simples, tem-se que a dimensão de E(αi) é ai. Já
observamos (página 561) que subespaços E(αi) associados a autovalores distintos têm em comum apenas o vetor nulo.
Assim, se em cada E(αi) escolhermos ai vetores independentes, teremos ao todo um conjunto de

∑r
i=1 ai = n autovetores

(vide (10.30)) linearmente independentes de A. Pelo Teorema 10.6, A é diagonalizável, completando a prova.

O colorário a seguir, que dispensa demonstração, é digno de nota:

Corolário 10.4 Se todos os autovalores de uma matriz A ∈ Mat (C, n) são distintos, então A é simples e, portanto, é
diagonalizável. 2

• Projetores

Uma matriz E ∈ Mat (C, n) é dita ser um projetor se satisfizer

E2 = E .

Projetores são também denominados matrizes idempotentes.
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Discutiremos várias propriedades importantes de projetores adiante, especialmente de uma classe especial de proje-
tores denominados projetores ortogonais. Por ora, vamos mostrar duas propriedades que usaremos logo abaixo quando
discutirmos o teorema espectral.

A primeira propriedade é a afirmação que se λ é um autovalor de um projetor E então ou λ é igual a zero ou a um.
De fato se v é um autovetor associado a um autovalor λ de E, tem-se que Ev = λv e E2v = λ2v. Como E2 = E, segue
que λ2v = λv. Logo λ(λ − 1) = 0 e, portanto, λ = 0 ou λ = 1.

A segunda propriedade é uma consequência da primeira: o traço de um projetor E ∈ Mat (C, n) é um número inteiro
positivo ou nulo, mas menor ou igual a n. De fato, pela definição, o traço de um projetor E é a soma de seus autovalores.
Como os mesmos valem zero ou um a soma é um inteiro positivo ou nulo. Como há no máximo n autovalores a soma
não pode exceder n. Na verdade, o único projetor cujo traço vale exatamente n é a identidade 1 e o único projetor cujo
traço vale exatamente 0 é a matriz nula (por quê?).

Essas observações têm a seguinte consequência que usaremos adiante. Se E1, . . . , Er são r projetores não nulos com
a propriedade que

1 =

r∑

a=1

Ea

então r ≤ n. Para ver isso, basta tomar o traço de ambos os lados dessa expressão:

Tr(1) =

r∑

a=1

Tr(Ea) . (10.56)

O lado esquerdo vale n enquanto que o lado direito é uma soma de r inteiros positivos. Obviamente isso só é posśıvel se
r ≤ n.

Uma outra observação útil é a seguinte: se E e E′ são dois projetores satisfazendo EE′ = E′E = 0, então E + E′ é
igualmente um projetor, como facilmente se constata.

• O Teorema Espectral

O chamado Teorema Espectral é um dos mais importantes teoremas de toda a Álgebra Linear e, em verdade, de
toda Análise Funcional, já que o mesmo possui generalizações para operadores limitados e não limitados (autoadjuntos)
agindo em espaços de Hilbert. Dessas generalizações trataremos na Seção 42.8.2, página 2502, para o caso dos chamados
operadores compactos e na Seção 42.9, página 2508, para o caso geral de operadores limitados autoadjuntos. Nessa versão
mais geral o teorema espectral é de importância fundamental para a interpretação probabiĺıstica da F́ısica Quântica. Vide
discussão da Seção 50.3, página 2951.

Teorema 10.7 (Teorema Espectral para Matrizes) Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é diagonalizável se e somente se
existirem r ∈ N, 1 ≤ r ≤ n, escalares distintos α1, . . . , αr e projetores não nulos distintos E1, . . . , Er ∈ Mat (C, n)
tais que

A =

r∑

a=1

αaEa , (10.57)

1 =
r∑

a=1

Ea (10.58)

e
EiEj = δi, jEj .

Os escalares α1, . . . , αr vêm a ser os autovalores distintos de A. 2

Adiante demonstraremos uma versão um pouco mais detalhada desse importante teorema (Teorema 10.9, abaixo).
Os projetores Ea que surgem em (10.57) são denominados projetores espectrais de A. A decomposição (10.57) é frequen-
temente denominada decomposição espectral de A. Na Proposição 10.18, página 583 mostraremos como os projetores
espectrais Ea de A podem ser expressos em termos de polinômios em A. Na Proposição 10.19, página 583, provaremos
a unicidade da decomposição espectral de uma matriz diagonalizável.
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Prova do Teorema 10.7. SeA ∈ Mat (C, n) é diagonalizável existe P ∈ Mat (C, n) tal que P−1AP = D = diag (λ1, . . . , λn),
onde λ1, . . . , λn são os autovalores de A. Como pode haver autovalores repetidos, vamos denotar por {α1, . . . , αr},
1 ≤ r ≤ n, o conjunto de autovalores distintos de A.

É bem claro que podemos escrever

D =

r∑

a=1

αaKa ,

onde as matrizes Ka são todas matrizes diagonais, cujos elementos diagonais são ou 0 ou 1 e tais que

r∑

a=1

Ka = 1 . (10.59)

As matrizes Ka são simplesmente definidas de modo a terem elementos de matriz iguais a 1 nas posições da diagonal
ocupadas pelo autovalor αa em D e zero nos demais. Formalmente,

(Ka)ij =






1, se i = j e (D)ii = αa

0, se i = j e (D)ii 6= αa

0, se i 6= j

.

Por exemplo, se

D =




2 0 0 0

0 3 0 0

0 0 2 0

0 0 0 4




teremos D = 2




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0




+ 3




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




+ 4




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1




.

É fácil constatar que as matrizes Ka têm a seguinte propriedade:

KaKb = δa, b Ka. (10.60)

De fato, é evidente que (Ka)
2 = Ka para todo a, pois Ka é diagonal com zeros ou uns na diagonal. Analogamente, se

a 6= b KaKb = 0, pois os zeros ou uns aparecem em lugares distintos das diagonais das duas matrizes.

Como A = PDP−1, tem-se que

A =

r∑

a=1

αaEa ,

onde Ea := PKaP
−1. É fácil agora provar que 1 =

r∑

a=1

Ea e que EiEj = δi, jEj . De fato, por (10.59),

r∑

a=1

Ea =
r∑

a=1

PKaP
−1 = P

(
r∑

a=1

Ka

)
P−1 = P1P−1 = 1 .

Analogamente, tem-se por (10.60),

EaEb = PKaP
−1PKbP

−1 = PKaKbP
−1 = δa, b PKaP

−1 = δa, b Ea .

Vamos agora provar a rećıproca. Vamos supor que A possua a representação (10.57), onde os Ea’s satisfazem as
propriedades enunciadas.
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Notemos primeiramente que para x ∈ Cn, e para k ∈ {1, . . . , r}, tem-se por (10.57)

AEkx =

r∑

j=1

αjEjEkx = αkEkx .

Logo, ou Ekx = 0 ou Ekx é autovetor de A. Assim, o subespaço S gerado pelos conjunto de vetores {Ekx, x ∈ C
n, k =

1, . . . , r} é um subespaço do espaço A gerado pelos autovetores de A. Agora, por (10.58), temos, para todo x ∈ Cn,

x = 1x =

r∑

k=1

Ekx

e este fato revela que Cn = S ⊂ A e, portanto, que A = Cn. Assim, pelo Teorema 10.6, página 577, A é diagonalizável.
Isso completa a demonstração.

No Teorema 10.9, página 585, apresentaremos uma segunda demonstração do Teorema Espectral para Matrizes, a
qual lança luz sobre outras condições de diagonalizabilidade de matrizes. Antes, exploremos algumas das consequências
do Teorema Espectral.

• O Cálculo Funcional para matrizes diagonalizáveis

O Teorema Espectral tem o seguinte corolário, muitas vezes conhecido como cálculo funcional.

Teorema 10.8 (Cálculo Funcional) Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz diagonalizável e seja

A =

r∑

a=1

αaEa

sua decomposição espectral, de acordo com o Teorema Espectral, o Teorema 10.7, onde os αa, a = 1, . . . , r, com
0 < r ≤ n são os autovalores distintos de A e os Ea’s são os correspondentes projetores espectrais. Então, para qualquer
polinômio p vale

p(A) =

r∑

a=1

p(αa)Ea . (10.61)

2

Prova. Tem-se, pelas propriedades dos Ea’s, A
2 =

r∑

a, b=1

αaαbEaEb =

r∑

a, b=1

αaαbδa, bEa =

r∑

a=1

(αa)
2Ea. Analogamente,

mostra-se que Am =

r∑

a=1

(αa)
mEa, para qualquer m ∈ N. O resto da prova é trivial.

E. 10.22 Exerćıcio. Usando (10.61) demonstre novamente o Teorema de Hamilton-Cayley (Teorema 10.4, página 572), agora apenas
para o caso particular de matrizes diagonalizáveis. 6

Por simples constatação verifica-se também facilmente a validade do seguinte resultado, que usaremos diversas vezes:

Proposição 10.17 Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz diagonalizável e inverśıvel e seja A =
r∑

a=1

αaEa sua decomposição

espectral, de acordo com o Teorema Espectral, o Teorema 10.7. Então, A−1 =

r∑

a=1

1

αa
Ea. 2

• Obtendo os projetores espectrais

O Cálculo Funcional para matrizes, Teorema 10.8, tem diversas consequências práticas, uma delas sendo a seguinte
proposição, que permite expressar os projetores espectrais de uma matriz A diretamente em termos de A e seus autova-
lores.
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Proposição 10.18 Seja A ∈ Mat (C, n), não-nula e diagonalizável, e seja A = α1E1+· · ·+αrEr, com os αk’s distintos,
sua representação espectral, descrita no Teorema 10.7. Sejam os polinômios pj, j = 1, . . . , r, definidos por

pj(x) :=

r∏

l=1

l 6=j

(
x− αl

αj − αl

)
. (10.62)

Então,

Ej = pj(A) =




r∏

k=1

k 6=j

1

αj − αk




r∏

l=1

l 6=j

(
A− αl1

)
(10.63)

para todo j = 1, . . . , r. 2

Prova. Pela definição dos polinômios pj , é evidente que pj(αk) = δj, k. Logo, pelo Cálculo Funcional para matrizes,

pj(A) =

r∑

k=1

pj(αk)Ek = Ej .

• O Teorema Espectral para matrizes. Unicidade

Proposição 10.19 A representação espectral de uma matriz diagonalizável A ∈ Mat (C, n) descrita no Teorema 10.7 é
única. 2

Demonstração. Seja A ∈ Mat (C, n) diagonalizável e seja A =

r∑

k=1

αkEk a representação espectral de A descrita no

Teorema 10.7, onde αk, k = 1, . . . , r, com 1 ≤ r ≤ n são os autovalores distintos de A, Seja A =

r′∑

k=1

α′
kE

′
k uma segunda

representação espectral para A, onde os α′
k’s são distintos e onde os E′

k’s são não nulos e satisfazem E′
jE

′
l = δj, lE

′
l e

1 =

r′∑

k=1

E′
k. Por essa última propriedade segue que para um dado vetor x 6= 0 vale x =

∑r′

k=1 E
′
kx, de modo que nem todos

os vetores E′
kx são nulos. Seja E′

k0
x um desses vetores não nulos. Tem-se que AE′

k0
x =

∑r′

k=1 α
′
kE

′
kE

′
k0
x = α′

k0
E′

k0
x. Isso

mostra que α′
k0

é um dos autovalores de A e, portanto, {α′
1, . . . , α

′
r′} ⊂ {α1, . . . , αr}. Isso, em particular ensina-nos

que r′ ≤ r. Podemos sem perda de generalidade considerar que os dois conjuntos sejam ordenados de modo que α′
k = αk

para todo 1 ≤ k ≤ r′. Assim,

A =
r∑

k=1

αkEk =
r′∑

k=1

αkE
′
k . (10.64)

Sejam agora os polinômios pj, j = 1, . . . , r, definidos em (10.62), os quais satisfazem pj(αj) = 1 e pj(αk) = 0 para
todo k 6= j. Pelo Cálculo Funcional descrito acima, segue de (10.64) que, com 1 ≤ j ≤ r′,

pj(A) =

r∑

k=1

pj(αk)Ek

︸ ︷︷ ︸
=Ej

=

r′∑

k=1

pj(αk)E
′
k

︸ ︷︷ ︸
=E′

j

, ∴ Ej = E′
j .

(A igualdade pj(A) =
∑r′

k=1 pj(αk)E
′
k segue do fato que os E′

k’s satisfazem as mesmas relações algébricas que os Ek’s
e, portanto, para a representação espectral de A em termos dos E′

k’s vale também o Cálculo Funcional). Como 1 =
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r∑

k=1

Ek =

r′∑

k=1

E′
k e como Ej = E′

j para 1 ≤ j ≤ r′, tem-se

r∑

k=r′+1

Ek = 0. Multiplicando isso por El com r′ + 1 ≤ l ≤ r,

segue que El = 0 para todo r′ + 1 ≤ l ≤ r. Isso só é posśıvel se r = r′, pois os E′k’s são não nulos. Isso completa a
demonstração.

• Algumas outras identidades decorrentes do Teorema Espectral

Proposição 10.20 Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz diagonalizável e invert́ıvel, cujos autovalores distintos sejam
{α1, . . . , αr}, para algum 1 ≤ r ≤ n. Então, vale a identidade




r∏

j=1

j 6=k

1

αk − αj




r∏

l=1

l 6=k

(
A− αl1

)
=




r∏

j=1

j 6=k

1

α−1
k − α−1

j




r∏

l=1

l 6=k

(
A−1 − α−1

l 1

)
, (10.65)

para cada k ∈ {1, . . . , r}. 2

Observe-se também que (10.65) implica

r∏

l=1

l 6=k

(
α−1
k − α−1

l

)(
A− αl1

)
=

r∏

l=1

l 6=k

(
αk − αl

)(
A−1 − α−1

l 1

)
(10.66)

e
(−1)r−1

αr−2
k

∏r
j=1 αj

r∏

l=1

l 6=k

(
A− αl1

)
=

r∏

l=1

l 6=k

(
A−1 − α−1

l 1

)
. (10.67)

Prova da Proposição 10.20. Pelo Teorema Espectral e por (10.63) podemos escrever A em sua representação espectral:

A =

r∑

k=1

αk




r∏

j=1

j 6=k

1

αk − αj




r∏

l=1

l 6=k

(
A− αl1

)
. (10.68)

Se A é também invert́ıvel, a Proposição 10.17, página 582, informa-nos que

A−1 =

r∑

k=1

1

αk




r∏

j=1

j 6=k

1

αk − αj




r∏

l=1

l 6=k

(
A− αl1

)
.

Por outro lado, se A é invert́ıvel, A−1 é diagonalizável (justifique!), e seus autovalores distintos são {α−1
1 , . . . , α−1

r }
(justifique!). Logo, a representação espectral de A−1 é

A−1 =

r∑

k=1

α−1
k




r∏

j=1

j 6=k

1

α−1
k − α−1

j




r∏

l=1

l 6=k

(
A−1 − α−1

l 1

)
,

onde as matrizes

(∏r
j=1

j 6=k

1
α−1

k
−α−1

j

)∏r
l=1

l 6=k

(
A−1 − α−1

l 1

)
são os projetores espectrais de A−1. Aplicando novamente a

Proposição 10.17, obtemos

A =
r∑

k=1

αk




r∏

j=1

j 6=k

1

α−1
k − α−1

j




r∏

l=1

l 6=k

(
A−1 − α−1

l 1

)
. (10.69)

Comparando (10.68) a (10.69) e evocando a unicidade da representação espectral de A, conclúımos pela validade de
(10.65) para cada k ∈ {1, . . . , r}.
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E. 10.23 Exerćıcio. Seja A ∈ Mat (C, n) uma matriz diagonalizável e invert́ıvel com apenas dois autovalores distintos, α1 e α2.
Usando (10.65) ou (10.67) mostre que

A−1 =
1

α1α2

(

(

α1 + α2

)

1 − A
)

. (10.70)

Essa relação não é geralmente válida para matrizes não diagonalizáveis e invert́ıveis com apenas dois autovalores distintos. A matriz
(

1 1 0
0 1 0
0 0 −1

)

tem autovalores +1 e −1, é invert́ıvel, não é diagonalizável e não satisfaz (10.70). Verifique! Prove (10.70) diretamente do

Teorema Espectral. 6

• O Teorema Espectral para matrizes. Uma segunda visita

O Teorema Espectral, Teorema 10.7, pode ser formulado de um modo mais detalhado (Teorema 10.9). A principal
utilidade dessa outra formulação é a de fornecer mais informações sobre os projetores espectrais Ea (vide expressão
(10.73), abaixo). Obtém-se também nessa nova formulação mais condições necessárias e suficientes à diagonalizabilidade
e que podem ser úteis, como veremos, por exemplo, no Teorema 10.22 provado adiante (página 588). No teorema a seguir
e em sua demonstração seguimos parcialmente [174].

Teorema 10.9 (Teorema Espectral para Matrizes. Versão Detalhada) Seja A ∈ Mat (C, n). São equivalentes
as seguintes afirmações:

1. A possui n autovetores linearmente independentes, ou seja, o subespaço gerado pelos autovetores de A tem dimensão
n.

2. A é diagonalizável, ou seja, existe uma matriz P ∈ Mat (C, n) inverśıvel tal que P−1AP é uma matriz diagonal
diag (d1, . . . , dn), onde os di’s são autovalores de A.

3. Para todo vetor x ∈ Cn e todo escalar λ ∈ C tais que (A− λ1)2x = 0, vale que (A− λ1)x = 0.

4. Se x é um vetor não-nulo tal que (A − λ1)x = 0 para algum λ ∈ C então não existe nenhum vetor y com a
propriedade que (A− λ1)y = x.

5. Todas as ráızes do polinômio mı́nimo de A têm multiplicidade 1.

6. Existem r ∈ N, escalares distintos α1, . . . , αr e projetores distintos E1, . . . , Er ∈ Mat (C, n), denominados
projetores espectrais de A, tais que

A =

r∑

a=1

αaEa .

Além disso, as matrizes Ea satisfazem

1 =
r∑

a=1

Ea (10.71)

e
EiEj = δi, jEj . (10.72)

Os projetores espectrais Ek do item 6, acima, podem ser expressos em termos de polinômios da matriz A:

Ek =
1

mk(αk)
mk(A) , (10.73)

para todo k, 1 ≤ k ≤ r, onde os polinômios mk são definidos por

M(x) = (x − αk)mk(x) ,

M sendo o polinômio mı́nimo de A. 2

Demonstração. A prova da equivalência será feita demonstrando-se sucessivamente as seguintes implicações: 1 → 2,
2 → 3, 3 → 4, 4 → 5, 5 → 6, 6 → 1. Que 1 implica 2 já foi demonstrado no Teorema 10.6, página 577.
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2 → 3. Seja D = P−1AP diagonal. D = diag (d1, . . . , dn). Seja (A− λ1)2x = 0. Segue que

P−1(A− λ1)2Py = 0

onde y = P−1x. Logo,
(D − λ1)2y = 0 ,

ou seja, (dj − λ)2yj = 0, j = 1, . . . , n, onde yj são as componentes de y: y =

( y1

...
yn

)
. Agora, é evidente que se

(da − λ)2ya = 0 então (da − λ)ya = 0. Logo
(D − λ1)y = 0 .

Usando-se y = P−1x e multiplicando-se à direita por P , conclúımos que

0 = P (D − λ1)P−1x = (PDP−1 − λ1)x = (A− λ1)x ,

que é o que queŕıamos provar.

3 → 4. A prova é feita por contradição. Vamos supor que para algum vetor x 6= 0 exista λ ∈ C tal que (A − λ1)x = 0.
Suponhamos também que exista vetor y tal que (A− λ1)y = x. Teŕıamos

(A− λ1)2y = (A− λ1)x = 0 .

Pelo item 3 isso implica (A− λ1)y = 0. Mas isso diz que x = 0, uma contradição.

4 → 5. Seja M o polinômio mı́nimo de A, ou seja, o polinômio mônico17 de menor grau tal que M(A) = 0. Vamos
mostrar que todas as ráızes de M têm multiplicidade 1. Vamos, por contradição, supor que haja uma raiz, λ0, com
multiplicidade maior ou igual a 2. Teŕıamos, para x ∈ C,

M(x) = p(x)(x − λ0)
2 .

Assim, M(A) = p(A)(A − λ01)
2 = 0. Como M é, por definição, o polinômio de menor grau que zera em A, segue

que
p(A)(A − λ01) 6= 0 .

Assim, existe pelo menos um vetor z tal que p(A)(A−λ01)z 6= 0. Vamos definir um vetor x por x := p(A)(A−λ01)z.
Então,

(A− λ01)x = (A− λ01)p(A)(A − λ01)z = p(A)(A− λ01)
2z = M(A)z = 0 ,

pois M(A) = 0. Agora, pela definição,
x = (A− λ01)y ,

onde y = p(A)z. Pelo item 4, porém, isso é imposśıvel.

5 → 6. Pela hipótese que as ráızes de M são simples segue da expressão (10.52) da Proposição 10.15, página 575, que para
x ∈ C,

M(x) =

r∏

j=1

(x − αj) ,

onde αj são as ráızes de M e que coincidem com os r autovalores distintos de A. Para k = 1, . . . , r defina-se os
polinômios mk por

M(x) =: (x− αk)mk(x) ,

ou seja,

mk(x) :=

r∏

j=1

j 6=k

(x − αj) .

É claro que mk(αj) = 0 ⇔ j 6= k (por quê?).

17A definição de polinômio mônico está à página 570.
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Vamos agora definir mais um polinômio, g, da seguinte forma:

g(x) = 1−
r∑

k=1

1

mk(αk)
mk(x) .

Como os polinômios mk têm grau r − 1, o polinômio g tem grau menor ou igual a r − 1. Porém, observe-se que,
para todos os αj , j = 1, . . . , r, vale

g(αj) = 1−
r∑

k=1

1

mk(αk)
mk(αj) = 1− mj(αj)

mj(αj)
= 0 .

Assim, g tem pelo menos r ráızes distintas! O único polinômio de grau menor ou igual a r − 1 que tem r ráızes
distintas é o polinômio nulo. Logo, conclúımos que

g(x) = 1−
r∑

k=1

1

mk(αk)
mk(x) ≡ 0

para todo x ∈ C. Isso significa que todos os coeficientes de g são nulos. Assim, para qualquer matriz B tem-se
g(B) = 0. Para a matriz A isso diz que

1 =

r∑

k=1

1

mk(αk)
mk(A) .

Definindo-se

Ek :=
1

mk(αk)
mk(A) , (10.74)

conclúımos que

1 =

r∑

k=1

Ek . (10.75)

Para todo k vale 0 =M(A) = (A− αk1)mk(A), ou seja, Amk(A) = αkmk(A). Pela definição de Ek isso significa

AEk = αkEk .

Assim, multiplicando-se ambos os lados de (10.75) por A, segue que

A =
r∑

k=1

αkEk .

Para completar a demonstração de 6, resta-nos provar que EiEj = δi, jEj .

Para i 6= j tem-se pela definição dos Ek’s que

EiEj =
1

mi(αi)mj(αj)
mi(A)mj(A)

=
1

mi(αi)mj(αj)




r∏

k=1

k 6=i

(A− αk1)







r∏

l=1

l 6=j

(A− αl1)




=
1

mi(αi)mj(αj)




r∏

k=1

k 6=i, k 6=j

(A− αk1)



[

r∏

l=1

(A− αl1)

]

=
1

mi(αi)mj(αj)




r∏

k=1

k 6=i, k 6=j

(A− αk1)


M(A)

= 0 ,
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pois M(A) = 0. Resta-nos provar que E2
j = Ej para todo j. Multiplicando-se ambos os lados de (10.75) por Ej

teremos

Ej =

r∑

k=1

EjEk = EjEj ,

já que EjEk = 0 quando j 6= k. Isso completa a demonstração do item 6.

6 → 1. Notemos primeiramente que para todo vetor x, os vetores Ekx ou são nulos ou são autovetores de A. De fato, por
6,

AEkx =

r∑

j=1

αjEjEkx = αkEkx .

Logo, ou Ekx = 0 ou Ekx é autovetor de A. O espaço gerado pelos autovetores de A obviamente tem dimensão
menor ou igual a n. Por (10.75), porém, vale para todo vetor x que

x = 1x =

r∑

k=1

Ekx .

Assim, todo vetor x pode ser escrito como uma combinação linear de autovetores de A, o que significa que o espaço
gerado pelos autovetores tem dimensão exatamente igual a n.

Isso completa a demonstração do Teorema 10.9.

Destacamos ao leitor o fato de que a expressão (10.73) permite representar os projetores espectrais diretamente em
termos da matriz diagonalizável A.

• Diagonalizabilidade de projetores

A proposição abaixo é uma aplicação simples do Teorema 10.9 a projetores. A mesma será usada abaixo quando
falarmos de diagonalização simultânea de matrizes.

Proposição 10.21 Seja E ∈ Mat (C, n) um projetor, ou seja, tal que E2 = E. Então, E é diagonalizável. 2

Prova. Seja E ∈ Mat (C, n) um projetor. Definamos E1 = E e E2 = 1 − E. Então, E2 é também um projetor, pois

(E2)
2 = (1 − E)2 = 1 − 2E + E2 = 1 − 2E + E = 1 − E = E2 .

Tem-se também que E1E2 = 0, pois E1E2 = E(1 − E) = E − E2 = E − E = 0. Fora isso, é óbvio que 1 = E1 + E2 e
que E = α1E1 + α2E2, com α1 = 1 e α2 = 0. Ora, isso tudo diz que E satisfaz precisamente todas as condições do item
6 do Teorema 10.9. Portanto, pelo mesmo teorema, E é diagonalizável.

• Uma condição suficiente para diagonalizabilidade

Até agora estudamos condições necessárias e suficientes para que uma matriz seja diagonalizável. Vimos que uma
matriz A ∈ Mat (C, n) é diagonalizável se e somente se for simples ou se e somente se tiver n autovetores linearmente
independentes ou se e somente se puder ser representada na forma espectral, como em (10.57). Nem sempre, porém, é
imediato verificar essas hipóteses, de modo que é útil saber de condições mais facilmente verificáveis e que sejam pelo
menos suficientes para garantir diagonalizabilidade. Veremos abaixo que é, por exemplo, suficiente que uma matriz seja
autoadjunta ou normal para garantir que ela seja diagonalizável.

Uma outra condição útil é aquela contida na seguinte proposição.

Proposição 10.22 Se A ∈ Mat (C, n) tem n autovalores distintos, então A é diagonalizável. 2
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Prova. Isso é imediato pelas Proposições 10.9 e 10.16, das páginas 563 e 579, respectivamente.

Observação. A condição mencionada na última proposição é apenas suficiente, pois há obviamente matrizes diagonalizáveis que não têm
autovalores todos distintos. ♣

Outra forma de provar a Proposição 10.22 é a seguinte. Seja {λ1, . . . , λn} o conjunto dos n autovalores de A,
todos distintos. O polinômio caracteŕıstico de A é q(x) = (x − λ1) · · · (x − λn). Como as ráızes de q têm, nesse caso,
multiplicidade 1, segue pela Proposição 10.15, página 575, que o polinômio mı́nimo de A, M , coincide com o polinômio
caracteŕıstico de A: q(x) = M(x), ∀x ∈ C. Logo, o polinômio mı́nimo M de A tem também ráızes com multiplicidade
1. Assim, pelo item 5 do Teorema 10.9, página 585, A é diagonalizável.

E. 10.24 Exerćıcio. Demonstre a seguinte afirmação: se os autovalores de uma matriz A são todos iguais, então A é diagonalizável
se e somente se for um múltiplo de 1. Sugestão: use o Teorema Espectral ou a forma geral do polinômio ḿınimo (10.52). 6

Segue da afirmativa desse exerćıcio que matrizes triangulares superiores com diagonal principal constante, ou seja,
da forma

A =




α A12 . . . A1(n−1) A1n

0 α . . . A2(n−1) A2n

...
. . .

...

0 0 . . . α A(n−1)n

0 0 . . . 0 α




,

só são diagonalizáveis se todos os elementos acima da diagonal principal forem nulos, ou seja, se Aij = 0, ∀j > i.
Naturalmente, a mesma afirmativa é válida para matrizes da forma AT , triangulares inferiores com diagonal principal
constante.

10.4.1 Diagonalização Simultânea de Matrizes

Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é dita ser diagonalizada por uma matriz P ∈ Mat (C, n) se P−1AP for uma matriz diagonal.

Uma questão muito importante é saber quando duas matrizes diagonalizáveis podem ser diagonalizadas por uma
mesma matriz P . A resposta é fornecida no próximo teorema.

Teorema 10.10 (Diagonalização Simultânea de Matrizes) Duas matrizes diagonalizáveis A e B ∈ Mat (C, n)
podem ser diagonalizadas pela mesma matriz P ∈ Mat (C, n) se e somente se AB = BA, ou seja, se e somente se
comutarem entre si. 2

Prova. A parte fácil da demonstração é provar que se A e B podem ser diagonalizadas pela mesma matriz P então A e
B comutam entre si. De fato P−1(AB −BA)P = (P−1AP )(P−1BP )− (P−1BP )(P−1AP ) = 0, pois P−1AP e P−1BP
são ambas diagonais e matrizes diagonais sempre comutam entre si (por quê?). Assim, P−1(AB−BA)P = 0 e, portanto,
AB = BA.

Vamos agora passar a mostrar que se AB = BA então ambas são diagonalizáveis por uma mesma matriz P . Sejam
α1, . . . , αr os r autovalores distintos de A e β1, . . . , βs os s autovalores distintos de B. Evocando o teorema espectral,
A e B podem ser escritos de acordo com suas decomposições espectrais como

A =

r∑

i=1

αiE
A
i e B =

s∑

j=1

βjE
B
j ,
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onde, de acordo com (10.73),

EA
i =






r∏

k=1

k 6=i

(αi − αk)






−1 


r∏

k=1

k 6=i

(A− αk1)


 , i = 1, . . . , r (10.76)

e

EB
j =






s∏

k=1

k 6=j

(βj − βk)






−1 


s∏

k=1

k 6=j

(B − βk1)


 , j = 1, . . . , s . (10.77)

Como A e B comutam entre si e como EA
i e EB

j , dados em (10.76)–(10.77), são polinômios em A e B, respectivamente,

segue que EA
i e EB

j também comutam entre si para todo i e todo j.

Com isso, vamos definir
Qi, j = EA

i E
B
j = EB

j E
A
i

para i = 1, . . . , r e j = 1, . . . , s.

Note-se que os Qi, j ’s são projetores pois

Q2
i, j = (EA

i E
B
j )(EA

i E
B
j ) = (EA

i )
2(EB

j )2 = EA
i E

B
j = Qi, j .

Fora isso, é fácil ver que,
Qi, jQk, l = δi, kδj, l Qi, j . (10.78)

E. 10.25 Exerćıcio. Mostre isso. 6

Note-se também que

1 =
r∑

i=1

s∑

j=1

Qi, j , (10.79)

pois
r∑

i=1

s∑

j=1

Qi, j =

r∑

i=1

s∑

j=1

EA
i E

B
j =

(
r∑

i=1

EA
i

)


s∑

j=1

EB
j



 = 11 = 1 .

Afirmamos que podemos escrever

A =

r∑

i=1

s∑

j=1

γAi, jQi, j (10.80)

e

B =

r∑

i=1

s∑

j=1

γBi, jQi, j , (10.81)

onde γAi, j = αi e γ
B
i, j = βj . De fato, com essas definições,

r∑

i=1

s∑

j=1

γAi, jQi, j =

r∑

i=1

s∑

j=1

αiE
A
i E

B
j =

(
r∑

i=1

αiE
A
i

)


s∑

j=1

EB
j


 = A1 = A .

Para B a demonstração é análoga.

Nas relações (10.80) e (10.81) é posśıvel fazer simplificações em função do fato de que nem todos os projetores Qi, j

são não nulos. Seja Q1 . . . , Qt a lista dos projetores Qi, j não nulos, ou seja,

{Q1 . . . , Qt} = {Qi, j | Qi, j 6= 0, i = 1, . . . , r e j = 1, . . . , s} .
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É evidente por (10.78) que os Qk’s são projetores e que

QkQl = δk, l Qk .

Por (10.79), tem-se

1 =

t∑

k=1

Qk (10.82)

e por (10.80) e (10.81)

A =

t∑

k=1

χA
k Qk (10.83)

B =
t∑

k=1

χB
k Qk (10.84)

onde as constantes χA
k e χB

k estão relacionadas de modo óbvio com γAi, j e γBi, j , respectivamente.

Em (10.83) e (10.84) vemos que A e B, por serem diagonalizáveis e por comutarem entre si, têm decomposições
espectrais com os mesmos projetores espectrais. Note-se também que, pela observação feita no tópico Projetores, à
página 579 (vide equação (10.56)), tem-se 1 ≤ t ≤ n.

Vamos agora completar a demonstração que A e B podem ser diagonalizados por uma mesma matriz inverśıvel P .

Seja Ek o subespaço dos autovetores de Qk com autovalor 1. Subespaços Ek’s diferentes têm em comum apenas o
vetor nulo. De fato, se k 6= l e w é um vetor tal que Qkw = w e Qlw = w então, como QkQl = 0 segue que

0 = (QkQl)w = Qk(Qlw) = Qkw = w .

Seja dk a dimensão do subespaço Ek e seja u1k, . . . , u
dk

k um conjunto de dk vetores linearmente independentes em
Ek. Notemos que dk coincide com a multiplicidade algébrica do autovalor 1 de Qk, pois, conforme diz a Proposição
10.21, o projetor Qk é diagonalizável e, portanto, é uma matriz simples (Proposição 10.16). Como 1 =

∑t
k=1 Qk, tem-se,

tomando-se o traço, que n =
∑t

k=1 dk. Pelas definições, temos que

Qlu
a
k = δk, l u

a
k , (10.85)

pois Qku
a
k = uak e, portanto, Qlu

a
k = Ql(Qku

a
k) = (QlQk)u

a
k = 0 para k 6= l.

Afirmamos que o conjunto de vetores

u11, . . . , u
d1

1 , u
1
2, . . . , u

d2

2 , . . . u
1
t , . . . , u

dt

t (10.86)

é formado por n vetores linearmente independentes. De fato, suponha que existam constantes ck, j tais que

t∑

k=i

dk∑

j=1

ck, j u
j
k = 0 .

Aplicando-se à direita Ql teŕıamos
∑dl

j=1 cl, ju
j
l = 0, o que só é posśıvel se cl, j = 0 para todo j pois u1l , . . . , u

dl

l , foram
escolhidos linearmente independentes. Como l é arbitrário, conclúımos que cl, j = 0 para todo l e todo j, o que mostra
que o conjunto de vetores em (10.86) é linearmente independente.

Seja então a matriz P ∈ Mat (C, n) definida por

P =
[[
u11, . . . , u

d1

1 , u
1
2, . . . , u

d2

2 , . . . u
1
t , . . . , u

dt

t

]]
.

P é inverśıvel pois o conjunto (10.86) é linearmente independente (e, portanto, det(P ) 6= 0).

Tem-se,

AP =
[[
Au11, . . . , Au

d1

1 , Au
1
2, . . . , Au

d2

2 , . . . , Au
1
t , . . . , Au

dt

t

]]
.
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Escrevendo A =
∑t

l=1 χ
A
l Ql (10.83) e usando (10.85), temos

Auak =

t∑

l=1

χA
l Qlu

a
k = χA

k u
a
k .

Assim,

AP =
[[
χA
1 u

1
1, . . . , χ

A
1 u

d1

1 , χ
A
2 u

1
1, . . . , χ

A
2 u

d1

1 , . . . , χ
A
t u

1
t , . . . , χ

A
t u

dt

t

]]
= PDA ,

onde

DA = diag


χA

1 , . . . , χ
A
1︸ ︷︷ ︸

d1 vezes

, χA
2 , . . . , χ

A
2︸ ︷︷ ︸

d2 vezes

, . . . , χA
t , . . . , χ

A
t︸ ︷︷ ︸

dt vezes


 .

Portanto, P−1AP = DA. Analogamente,

BP =
[[
Bu11, . . . , Bu

d1

1 , Bu
1
2, . . . , Bu

d2

2 , . . . Bu
1
t , . . . , Bu

dt

t

]]
.

Escrevendo B =

t∑

l=1

χB
l Ql (10.84) temos,

BP =
[[
χB
1 u

1
1, . . . , χ

B
1 u

d1

1 , χ
B
2 u

1
2, . . . , χ

B
2 u

d2

2 , . . . , χ
B
t u

1
t , . . . , χ

B
t u

dt

t

]]
= PDB ,

onde

DB = diag


χB

1 , . . . , χ
B
1︸ ︷︷ ︸

d1 vezes

, χB
2 , . . . , χ

B
2︸ ︷︷ ︸

d2 vezes

, . . . , χB
t , . . . , χ

B
t︸ ︷︷ ︸

dt vezes


 .

Portanto, P−1BP = DB. Isso provou que A e B são diagonalizáveis pela mesma matriz inverśıvel P . A demonstração
do Teorema 10.10 está completa.

10.5 Matrizes Autoadjuntas, Normais e Unitárias

• A adjunta de uma matriz

Seja V um espaço vetorial dotado de um produto escalar 〈·, ·〉 e seja A : V → V um operador linear. Um operador
linear A∗ que para todos u, v ∈ V satisfaça

〈u, Av〉 = 〈A∗u, v〉
é dito ser o operador adjunto de A. Em espaços vetoriais gerais não é óbvio (e nem sempre verdadeiro!) que sempre
exista o adjunto de um operador linear A dado. Há muitos casos, porém, nos quais isso pode ser garantido18. Aqui
trataremos do caso dos espaços V = Cn com o produto escalar usual.

Sejam u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn) dois vetores de C
n para os quais define-se o produto escalar usual

〈u, v〉 =

n∑

k=1

ukvk .

Um operador linear A é representado (na base canônica) por uma matriz cujos elementos de matriz são Aij , com
i, j ∈ {1, . . . , n}.

É um exerćıcio simples (faça!) verificar que o operador adjunto A∗ de A é representado (na base canônica) por uma
matriz cujos elementos de matriz são (A∗)ij = Aji, com i, j ∈ {1, . . . , n}. Ou seja, a matriz adjunta de A é obtida (na
base canônica!) transpondo-se A e tomando-se o complexo conjugado de seus elementos.

Os seguintes fatos são importantes:

18Tal é o caso dos chamados operadores lineares limitados agindo em espaços de Hilbert, para os quais sempre é posśıvel garantir a existência
do adjunto.
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Proposição 10.23 Se A e B são dois operadores lineares agindo em Cn então

(αA + βB)∗ = αA∗ + βB∗

para todos α, β ∈ C. Fora isso,
(AB)∗ = B∗A∗ .

Por fim, vale para todo A que (A∗)∗ = A. 2

Deixamos a demonstração como exerćıcio para o leitor.

A operação Mat (C, n) ∋ A 7→ A∗ ∈ Mat (C, n) é denominada operação de adjunção de matrizes. Como vimos na
Proposição 10.23, a operação de adjunção é antilinear e é um anti-homomorfismo algébrico.

• Os espectro e a operação de adjunção

Seja A ∈ Mat (C, n). Como já vimos, o espectro de A, σ(A), é o conjunto de ráızes de seu polinômio caracteŕıstico,
definido por pA(z) = det(z1−A), z ∈ C. Como para toda B ∈ Mat (C, n) vale det(B∗) = det(B) (por quê?), segue que
pA(z) = det(z1 −A) = det(z1 −A∗) = pA∗(z), ou seja, pA∗(z) = pA(z). Com isso, provamos a seguinte afirmação:

Proposição 10.24 Seja A ∈ Mat (C, n). Então, λ ∈ σ(A) se e somente se λ ∈ σ(A∗), ou seja, λ é um autovalor de A
se e somente se λ é um um autovalor de A∗.

Em śımbolos, as afirmações acima são expressas pela igualdade σ(A) = σ(A∗).

• Matrizes Hermitianas, normais e unitárias

Vamos agora a algumas definições muito importantes.

Definição. Um operador linear em Cn é dito ser simétrico, Hermitiano ou autoadjunto se A = A∗, ou seja, se para
todos u, v ∈ V satisfizer

〈u, Av〉 = 〈Au, v〉 .
♠

Advertência. Em espaços vetoriais de dimensão finita as noções de operador simétrico, Hermitiano ou autoadjunto são
sinônimas. Em espaços vetoriais de dimensão infinita, porém, há uma distinção entre essas noções relativa a problemas
com o domı́nio de definição de operadores.

Definição. Um operador linear em C
n é dito ser normal se AA∗ = A∗A. Ou seja, A é normal se comuta com seu

adjunto. ♠

Definição. Um operador linear em Cn é dito ser unitário se A∗A = AA∗ = 1. É claro que todo operador unitário
é normal e que um operador é unitário em C

n se e somente se A∗ = A−1. Note que se A é unitário então, para todos
u, v ∈ V , tem-se

〈Au, Av〉 = 〈u, v〉 .
♠

Definição. Se A é um operador linear em Cn define-se a parte real de A por

Re (A) =
1

2
(A+A∗)

e a parte imaginária de A por

Im (A) =
1

2i
(A−A∗).

É claro que essas definições foram inspiradas nas relações análogas para números complexos. Note também que

A = Re (A) + iIm (A) .
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♠

E. 10.26 Exerćıcio. Por quê? 6

É importante notar que para qualquer operador linear A em Cn sua parte real e imaginária são ambas operadores
Hermitianos: (Re (A))∗ = Re (A) e (Im (A))∗ = Im (A).

E. 10.27 Exerćıcio. Mostre isso. 6

Para operadores normais tem-se a seguinte proposição, que será útil adiante e serve como caracterização alternativa
do conceito de operador normal.

Proposição 10.25 Um operador linear agindo em Cn é normal se e somente se sua parte real comuta com sua parte
imaginária. 2

Deixamos a demonstração (elementar) como exerćıcio para o leitor.

A importância das definições acima reside no seguinte fato, que demonstraremos adiante: matrizes Hermitianas e
matrizes normais são diagonalizáveis. Antes de tratarmos disso, vamos discutir algumas propriedades do espectro de
matrizes Hermitianas e de matrizes unitárias.

• Os autovalores de matrizes Hermitianas e de matrizes unitárias

Os seguintes teoremas têm importância fundamental para o estudo de propriedades de matrizes Hermitianas e de
matrizes unitárias.

Teorema 10.11 Os autovalores de uma matriz Hermitiana são sempre números reais. 2

Prova. Seja A Hermitiana, λ um autovalor de A e v 6= 0 um autovetor de A com autovalor λ. Como A é Hermitiana
tem-se

〈v, Av〉 = 〈Av, v〉 .
Como v é um autovetor, o lado esquerdo vale λ〈v, v〉 e o lado direito vale λ〈v, v〉. Logo, (λ− λ)〈v, v〉 = 0. Como v 6= 0
isso implica λ = λ, ou seja, λ é real.

Note-se que a rećıproca desse teorema é falsa. A matriz



2 1

0 3


 tem autovalores reais (2 e 3) mas não é Hermitiana.

Para matrizes unitárias temos

Teorema 10.12 Os autovalores de uma matriz unitária são sempre números complexos de módulo 1. 2

Prova. Seja A unitária, λ um autovalor de A e v 6= 0 um autovetor de A com autovalor λ. Como A é unitária tem-se
〈Av, Av〉 = 〈v, v〉. Como v é um autovetor, o lado esquerdo vale λλ〈v, v〉. Assim, (|λ|2 − 1)〈v, v〉 = 0. Como v 6= 0
isso implica |λ| = 1.

• Operadores simétricos e unitários. Ortogonalidade de autovetores

Teorema 10.13 Os autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz simétrica são ortogonais entre si. 2

Prova. Seja A simétrica e λ1, λ2 dois de seus autovalores, que suporemos distintos. Seja v1 autovetor de A com autovalor
λ1 e v2 autovetor de A com autovalor λ2. Temos, por A ser simétrico, 〈v1, Av2〉 = 〈Av1, v2〉. O lado esquerdo vale
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λ2〈v1, v2〉 e o lado direito λ1〈v1, v2〉 (lembre-se que λ1 é real). Assim (λ2 − λ1)〈v1, v2〉 = 0. Como λ2 6= λ1, segue que
〈v1, v2〉 = 0, que é o que se queria provar.

Teorema 10.14 Os autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz unitária são ortogonais entre si. 2

Prova. Seja U unitária e sejam λ1, λ2 dois de seus autovalores, sendo que suporemos λ1 6= λ2. Seja v1 autovetor de U com
autovalor λ1 e v2 autovetor de U com autovalor λ2. Temos, por U ser unitário, 〈Uv1, Uv2〉 = 〈v1, U∗Uv2〉 = 〈v1, v2〉.
O lado esquerdo vale λ2λ1〈v1, v2〉 = λ2

λ1
〈v1, v2〉 (lembre-se que λ1 é um número complexo de módulo 1 e, portanto

λ1 = λ−1
1 ). Assim (

λ2
λ1

− 1

)
〈v1, v2〉 = 0 .

Como λ2 6= λ1, segue que 〈v1, v2〉 = 0, que é o que se queria provar.

• Projetores ortogonais

Um operador linear E agindo em Cn é dito ser um projetor ortogonal se E2 = E e se E∗ = E.

Projetores ortogonais são importantes na decomposição espectral de matrizes autoadjuntas, como veremos.

Note-se que nem todo projetor é ortogonal. Por exemplo E =



1 0

1 0


 é um projetor (E2 = E) mas não é ortogonal

(E∗ 6= E). O mesmo vale para E =



1 0

2 0


.

E. 10.28 Exerćıcio. Mostre que uma matriz complexa 2× 2 é um projetor ortogonal se e somente se ou for a matriz identidade 1

ou se for da forma 1

2

(

1 + ~a · ~σ
)

, com ~a ≡ (a1, a2, a3) ∈ R
3 e
∥

∥~a
∥

∥ = 1. Aqui, ~a · ~σ := a1σ1 + a2σ2 + a3σ3, com σk sendo as matrizes
de Pauli, cuja definição e cujas propriedades básicas encontram-se no Exerćıcio E. 11.26, página 711. 6

Um exemplo importante de projetor ortogonal é representado por projetores sobre subespaços unidimensionais. Seja
v um vetor cuja norma assumiremos ser 1, ou seja, ‖v‖ =

√
〈v, v〉 = 1. Definimos o projetor Pv sobre o subespaço gerado

por v por
Pvu := 〈v, u〉 v , (10.87)

para todo vetor u. Provemos que Pv é um projetor ortogonal. Por um lado, tem-se

P 2
v u = 〈v, u〉 Pvv = 〈v, u〉 〈v, v〉 v = 〈v, u〉 v = Pvu ,

o que mostra que P 2
v = Pv. Por outro lado, para quaisquer vetores a e b, usando as propriedades de linearidade,

antilinearidade e conjugação complexa do produto escalar, tem-se

〈a, Pvb〉 =
〈
a, 〈v, b〉 v

〉
= 〈v, b〉 〈a, v〉 =

〈
〈a, v〉 v, b

〉
=
〈
〈v, a〉 v, b

〉
= 〈Pva, b〉 ,

provando que P ∗
v = Pv. Isso mostra que Pv é um projetor ortogonal.

Um fato crucial sobre projetores como Pv é o seguinte. Se u e v são dois vetores ortogonais, ou seja, se 〈u, v〉 = 0
então PuPv = PvPu = 0. Para provar isso notemos que para qualquer vetor a vale

Pu(Pva) = Pu

(
〈v, a〉 v

)
= 〈v, a〉 Puv = 〈v, a〉 〈u, v〉 u = 0 .

O mesmo se passa para Pv(Pua).
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Projetores ortogonais sobre subespaços unidimensionais, como Pv, podem também ser representados em forma ma-

tricial. Seja v =

(
v1
...
vn

)
∈ C

n com ‖v‖2 = |v1|2 + · · · + |vn|2 = 1. Para um vetor da forma z =

(
z1
...
zn

)
∈ C

n, arbitrário,

temos

Pvz =




v1v1 · · · v1vn

...
. . .

...

vnv1 · · · vnvn







z1

...

zn




,

ou seja, Pv é representado por uma matriz de elementos de matriz
(
Pv

)
ij

= vivj , (10.88)

para todos i, j ∈ {1, . . . , n}.

E. 10.29 Exerćıcio. Verifique essas afirmações! 6

É também claro por (10.88) que Pv é autoadjunta pois, claramente,
(
P ∗
v

)
ij

=
(
Pv

)
ji

=
(
Pv

)
ij

para todos i, j ∈
{1, . . . , n}.

• Matrizes autoadjuntas e diagonalizabilidade

Vamos aqui demonstrar a seguinte afirmação importante: toda matriz autoadjunta é diagonalizável. Uma outra
demonstração (eventualmente mais simples) dessa afirmação pode ser encontrada na Seção 10.8.3, página 636. Vide
Teorema 10.30, página 638.

Teorema 10.15 (Teorema Espectral para Matrizes Autoadjuntas) Se A ∈ Mat (C, n) é autoadjunta, então A
possui n autovetores mutuamente ortonormais v1, . . . , vn, com autovalores reais λ1, . . . , λn, respectivamente, e pode ser
representada na forma espectral

A = λ1Pv1 + · · ·+ λnPvn . (10.89)

Os projetores Pvk satisfazem P ∗
vk = Pvk para todo k e valem também PvjPvk = δj kPvk , sendo que

∑n
k=1 Pvk = 1.

Portanto, se A é autoadjunta, então A é diagonalizável, sendo que é posśıvel encontrar uma matriz unitária P que
diagonaliza A, ou seja, tal que P−1AP é diagonal e P−1 = P ∗.

Note-se que se α1, . . . , αr com 1 ≤ r ≤ n são os autovalores distintos de A, então (10.89) pode ser reescrita como
A = α1P1 + · · · + αrPr, onde cada Pk é o projetor ortogonal dado pela soma dos Pvj ’s de mesmo autovalor αk. A
Proposição 10.19, página 583, garante a unicidade dessa representação para A. 2

Prova do Teorema 10.15. A demonstração que A é diagonalizável será feita construindo-se a representação espectral
(10.89) para A. Seja λ1 um autovalor de A e v1 um autovetor de A com autovalor λ1 normalizado de tal forma que
‖v1‖ = 1. Vamos definir um operador A1 por

A1 := A− λ1Pv1 .

Como A e Pv1 são autoadjuntos e λ1 é real, segue que A1 é igualmente autoadjunto.

Afirmamos que A1v1 = 0 e que [v1]
⊥ é um subespaço invariante por A1. De fato,

A1v1 = Av1 − λ1Pv1v1 = λ1v1 − λ1v1 = 0 .

Fora isso, se w ∈ [v1]
⊥ tem-se

〈A1w, v1〉 = 〈w, A1v1〉 = 0 ,

mostrando que A1w é também elemento de [v1]
⊥.

O operador A1 restrito a [v1]
⊥ é também autoadjunto (por que?). Seja λ2 um de seus autovalores com autovetor

v2 ∈ [v1]
⊥, que escolhemos com norma 1. Seja

A2 := A1 − λ2Pv2 = A− λ1Pv1 − λ2Pv2 .
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Como λ2 também é real A2 é igualmente autoadjunto. Fora isso afirmamos que A2 anula os vetores do subespaço [v1, v2]
e mantém [v1, v2]

⊥ invariante. De fato,

A2v1 = Av1 − λ1Pv1v1 − λ2Pv2v1 = λ1v1 − λ1v1 − λ2〈v2, v1〉v2 = 0 ,

pois 〈v2, v1〉 = 0. Analogamente,

A2v2 = A1v2 − λ2Pv2v2 = λ2v2 − λ2v2 = 0 .

Por fim, para quaisquer α, β ∈ C e w ∈ [v1, v2]
⊥ tem-se

〈
A2w, (αv1 + βv2)

〉
=
〈
w, A2(αv1 + βv2)

〉
= 0 ,

que é o que queŕıamos provar.

Prosseguindo indutivamente, construiremos um conjunto de vetores v1, . . . , vn, todos com norma 1 e com va ∈
[v1, . . . , va−1]

⊥ e um conjunto de números reais λ1, . . . , λn tais que

An := A− λ1Pv1 − · · · − λnPvn

anula-se no subespaço [v1, . . . , vn]. Ora, como estamos em um espaço de dimensão n e os vetores vk são mutuamente
ortogonais, segue que [v1, . . . , vn] deve ser o espaço todo, ou seja, An = 0. Provamos então que

A = λ1Pv1 + · · ·+ λnPvn . (10.90)

Vamos provar agora que essa é a representação espectral de A. Como os vk’s são mutuamente ortogonais, é evidente
que PvkPvl = δk, l Pvk . Resta-nos provar que Pv1 + · · · + Pvn = 1. Como v1, . . . , vn formam uma base, todo vetor x
pode ser escrito como uma combinação linear

x = α1v1 + · · ·+ αnvn . (10.91)

Tomando-se o produto escalar com va, e usando o fato que os vk’s são mutuamente ortogonais, tem-se αa = 〈va, x〉.

E. 10.30 Exerćıcio. Verifique. 6

Assim, (10.91) pode ser escrita como

x = 〈v1, x〉v1 + · · ·+ 〈vn, x〉vn = Pv1x+ · · ·+ Pvnx = (Pv1 + · · ·+ Pvn)x .

Como isso vale para todo vetor x, segue que Pv1 + · · · + Pvn = 1. Assim, A possui uma representação espectral como
(10.57). Pelo Teorema Espectral 10.7, A é diagonalizável.

Por (10.90), vemos que Ava = λava (verifique!). Logo os λa’s são autovalores de A e os va’s seus autovetores. Assim,
se A é autoadjunto, podemos encontrar n autovetores de A mutuamente ortogonais, mesmo que sejam autovetores com
o mesmo autovalor. Isso generaliza o Teorema 10.13.

Pelo que já vimos A é diagonalizada por P−1AP , onde podemos escolher P =
[[
v1, . . . , vn

]]
. É fácil verificar, porém,

que P é unitária. De fato, é um exerćıcio simples (faça!) mostrar que

P ∗P =




〈v1, v1〉 · · · 〈v1, vn〉
...

. . .
...

〈vn, v1〉 · · · 〈vn, vn〉




.

Como 〈va, vb〉 = δa, b, a matriz do lado direito é igual a 1, mostrando que P ∗P = PP ∗ = 1 e que, portanto, P é unitária.

Para concluir essa discussão, temos:
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Proposição 10.26 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é autoadjunta, se e somente se for diagonalizável por uma trans-
formação de similaridade unitária e se seus autovalores forem reais. 2

Prova. Se A ∈ Mat (C, n) é diagonalizável por uma transformação de similaridade unitária e seus autovalores são reais,
ou seja, existe P unitária e D diagonal real com P ∗AP = D, então A = PDP ∗ e A∗ = PD∗P ∗. Como D é diagonal e
real, vale D∗ = D e, portanto, A∗ = PDP ∗ = A, provando que A é autoadjunta. A rećıproca já foi provada acima.

• Matrizes normais e diagonalizabilidade

O teorema que afirma que toda matriz simétrica é diagonalizável tem a seguinte consequência:

Teorema 10.16 Se A ∈ Mat (C, n) é normal então A é diagonalizável. 2

Prova. Já vimos que toda matriz A pode ser escrita na forma A = Re (A)+iIm (A) onde Re (A) e Im (A) são autoadjuntas.
Vimos também que se A é normal Re (A) e Im (A) comutam entre si (Proposição 10.25). Pelo Teorema 10.10, Re (A) e
Im (A) podem ser simultaneamente diagonalizados.

Observação. Como no caso autoadjunto, o operador que faz a diagonalização pode ser escolhido unitário. De fato, vale uma afirmativa
ainda mais forte. ♣

Teorema 10.17 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é normal se e somente se for diagonalizável por um operador unitário. 2

Prova. Resta provar apenas que se A é diagonalizável por um operador unitário P então A é normal. Seja D = P ∗AP .
Tem-se D∗ = P ∗A∗P (por quê?). Assim,

A∗A−AA∗ = PD∗P ∗PDP ∗ − PDP ∗PD∗P ∗ = P (D∗D −DD∗)P ∗ = 0 ,

já que D∗ e D comutam por serem diagonais (duas matrizes diagonais quaisquer sempre comutam. Por quê?). Isso
completa a prova que A é normal.

Uma outra demonstração (eventualmente mais simples) dessa afirmação pode ser encontrada na Seção 10.8.3, página
636. Vide Teorema 10.31, página 638.

10.5.1 Matrizes Positivas

Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é dita ser uma matriz positiva se 〈w, Aw〉 ≥ 0 para todo vetor w ∈ Cn. A seguinte
proposição é relevante19:

Proposição 10.27 Se A ∈ Mat (C, n) é positiva, então A é Hermitiana e tem autovalores não negativos. Reciproca-
mente, se A é Hermitiana e tem autovalores não negativos, então A é positiva. 2

Prova. A expressão ω(u, v) := 〈u, Av〉, u, v ∈ Cn, define uma forma sesquilinear que, por hipótese, é positiva, ou seja,
satisfaz ω(u, u) ≥ 0 para todo u ∈ Cn. Pelo Teorema 3.1, página 270, ω é Hermitiana, ou seja, ω(u, v) = ω(v, u) ,
para todos os vetores u e v. Mas isso significa que 〈u, Av〉 = 〈v, Au〉, ou seja, 〈u, Av〉 = 〈Au, v〉 para todos os
vetores u e v e assim provou-se que A = A∗. Uma outra forma de demonstrar isso usa a identidade de polarização. Se
A é positiva então, para quaisquer vetores u, v ∈ Cn vale 〈(u + inv), A(u + inv)〉 ≥ 0 para todo n ∈ Z e, portanto,

19Vários dos resultados que seguem podem ser generalizados para operadores lineares positivos agindo em espaços de Hilbert. Vide Teorema
42.30, página 2480.
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〈(u+ inv), A(u+ inv)〉 é um número real. Usando a identidade de polarização, eqs. (3.37)–(3.38), página 280, vale, para
quaisquer vetores u, v ∈ Cn,

〈Av, u〉 = 〈u, Av〉 (3.37)
=

1

4

3∑

n=0

i−n〈(u+ inv), A(u + inv)〉 =
1

4

3∑

n=0

in〈(u + inv), A(u + inv)〉

=
1

4

3∑

n=0

i−ninin〈(u+ inv), A(u+ inv)〉

sesquilin.

=
1

4

3∑

n=0

i−n〈i−n(u+ inv), Ain(u+ inv)〉

=
1

4

3∑

n=0

i−n〈(v + i−nu), A((−1)nv + inu)〉

=
1

4

3∑

n=0

(−1)ni−n〈(v + i−nu), A(v + i−nu)〉

=
1

4

3∑

n=0

in〈(v + i−nu), A(v + i−nu)〉 (3.38)
= 〈v, Au〉 .

Assim, 〈Av, u〉 = 〈v, Au〉 para todos u, v ∈ Cn, o que significa que A é Hermitiana. Portanto, por (10.89), podemos
escrever A = λ1Pv1 + · · · + λnPvn , onde v1, . . . , vn são autovetores mutuamente ortonormais de A com autovalores
λ1, . . . , λn, respectivamente. Disso segue que 〈vj , Avj〉 = λj para todo j = 1, . . . , n. Como o lado esquerdo é ≥ 0, por
hipótese, segue que λj ≥ 0 para todo j = 1, . . . , n.

Se, reciprocamente, A for autoadjunta com autovalores não negativos, segue de (10.89) e da definição de Pvj em

(10.87) que 〈w, Aw〉 =
n∑

j=1

λj |〈w, vj〉|2 ≥ 0, para todo w ∈ C
n, provando que A é positiva.

O seguinte corolário é imediato.

Corolário 10.5 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é positiva se somente se existe uma matriz positiva B (uńıvoca!) tal que
A = B2. As matrizes A e B comutam: AB = BA. 2

Demonstração. Se A = B2 com B positiva, então, como B é autoadjunta (pela Proposição 10.27), segue que para todo
w ∈ C

n vale 〈w, Aw〉 = 〈w, B2w〉 = 〈Bw, Bw〉 = ‖Bw‖2 ≥ 0, provando que A é positiva. Provemos agora a rećıproca.

Se A é positiva então, como comentamos na demonstração da Proposição 10.27, A é autoadjunta com representação
espectral A = λ1Pv1 + · · · + λnPvn , onde v1, . . . , vn são autovetores mutuamente ortonormais de A com autovalores
λ1, . . . , λn, respectivamente, todos não negativos. Defina-se a matriz

B :=
√
λ1Pv1 + · · ·+

√
λnPvn . (10.92)

Como, pela ortonormalidade dos vj ’s, vale PvjPvk = δj, kPvj , é fácil ver que B
2 = λ1Pv1 + · · ·+ λnPvn = A. A unicidade

de B segue da unicidade da decomposição espectral, Proposição 10.19, página 583. A igualdade (B2)B = B(B)2 significa
AB = BA, provando que A e B comutam.

Definição. Se A é uma matriz positiva, a (única!) matriz positiva B satisfazendo B2 = A é frequentemente denotada
por

√
A e denominada raiz quadrada da matriz A. Como vimos, A

√
A =

√
AA. ♠
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Lema 10.5 Se A ∈ Mat (C, n) é uma matriz positiva e C ∈ Mat (C, n) satisfaz CA = AC então C
√
A =

√
AC. 2

Prova. Se C comuta com A, então C comuta com qualquer polinômio em A. Vimos na Proposição 10.18, página 583, que
os projetores espectrais de A podem ser escritos como polinômios em A. Assim, C comuta com os projetores espectrais
de A e, portanto, com

√
A, devido a (10.92).

Uma consequência interessante das considerações acima é a seguinte proposição:

Proposição 10.28 Toda matriz Hermitiana pode ser escrita como combinação linear de até duas matrizes unitárias.
Toda matriz pode ser escrita como combinação linear de até quatro matrizes unitárias. 2

Demonstração. Seja A ∈ Mat (C, n). Se A é Hermitiana (vamos supor que A 6= 0, pois de outra forma não há o que se
provar), então, para todo w ∈ Cn, o produto escalar 〈w A2w〉 é um número real e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
|〈w A2w〉| ≤ ‖A2‖ ‖w‖2

Cn. Assim, −‖A2‖ ‖w‖2
Cn ≤ 〈w, A2w〉 ≤ ‖A2‖ ‖w‖2

Cn Logo, a matriz 1 −A2/‖A2‖ é positiva, pois

〈w, (1 −A2/‖A2‖)w〉 = ‖w‖2
Cn − 〈w, A2w〉/‖A2‖ ≥ ‖w‖2

Cn − ‖w‖2
Cn = 0. Consequentemente,

√
1 −A2/‖A2‖ existe e é

positiva e Hermitiana. Trivialmente, podemos escrever

A =

√
‖A2‖
2

(
A√
‖A2‖

+ i

√
1 − A2

‖A2‖

)
+

√
‖A2‖
2

(
A√
‖A2‖

− i

√
1 − A2

‖A2‖

)
. (10.93)

Agora, as matrizes A√
‖A2‖

± i
√

1 − A2

‖A2‖ são unitárias. Para ver isso, notemos que

(
A√
‖A2‖

+ i

√
1 − A2

‖A2‖

)∗

=

(
A√
‖A2‖

− i

√
1 − A2

‖A2‖

)

e que (
A√
‖A2‖

+ i

√
1 − A2

‖A2‖

)(
A√
‖A2‖

− i

√
1 − A2

‖A2‖

)
= 1 .

Para provar a última igualdade basta expandir o produto e notar que, pelo Lema 10.5, A e
√

1 − A2

‖A2‖ comutam, já que

A e 1 − A2

‖A2‖ comutam.

Assim, vemos de (10.93) que uma matriz Hermitiana A é combinação linear de até duas unitárias, provando a primeira
parte da Proposição 10.28. Para provar a segunda parte, basta notar que se M ∈ Mat (C, n) é uma matriz qualquer,
podemos escrever

M =

(
M +M∗

2

)
+ i

(
M −M∗

2i

)
.

Ambas as matrizes entre parênteses são Hermitianas e, portanto, podem cada uma ser escritas como combinação linear
de até duas unitárias, totalizando até quatro unitárias para M .

A Proposição 10.28 é válida não apenas para álgebras de matrizes. Vide Proposição 42.50, página 2430.

10.5.1.1 Matrizes Pseudoautoadjuntas e Quaseautoadjuntas

Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é dita ser uma matriz pseudoautoadjunta, ou pseudo-Hermitiana, se existir uma matriz
inverśıvel S ∈ Mat (C, n), não necessariamente única, tal que

A∗ = S−1AS ,

ou seja, se for similar à sua adjunta. Se A for pseudoautoadjunta, A e A∗ possuem o mesmo espectro por serem similares
(Proposição 10.5, página 559). Como o espectro de A∗ é sempre o complexo conjugado do espectro de A (Proposição
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10.24, página 593), conclúımos que para uma matriz pseudoautoadjunta o espectro consiste em autovalores reais ou de
pares de números complexo-conjugados.

Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é dita ser uma matriz quaseautoadjunta, ou quase-Hermitiana , se for pseudoautoadjunta
e se a matriz inverśıvel S ∈ Mat (C, n), acima, puder ser escolhida positiva.

As matrizes quaseautoadjunta são importantes pois seus autovalores são todos reais. Para ver isso, seja S1/2 a raiz
quadrada positiva de S. Defina B := S−1/2AS1/2. Por definição, A, A∗ e B são similares e, portanto, possuem o
mesmo espectro. Agora, pela definição, B∗ = S1/2A∗S−1/2 = S1/2S−1ASS−1/2 = S−1/2AS1/2 = B, provando que B é
autoadjunta e, assim, tem espectro real.

É conveniente aqui notar que a condição de uma matriz ser quaseautoadjunta é condição suficiente, mas não é condição
necessária, para garantir a realidade dos seus autovalores.

Se A for quaseautoadjunta, então A possui algo similar à decomposição espectral (vide (10.57), página 580). Como B
é autoadjunta, sua decomposição espectral é B =

∑r
a=1 αaPa, com 1 ≤ r ≤ n, com os αa’s sendo os autovalores distintos

de B (todos reais) e com Pa sendo seus projetores espectrais, satisfazendo: PaPb = δabPa,
∑r

a=1 Pa = 1 e P ∗
a = Pa.

Como A = S1/2BS−1/2, podemos escrever

A =

r∑

a=1

αaQa ,

com QaQb = δabQa e
∑r

a=1Qa = 1, onde Qa := S1/2PaS
−1/2. Verifique! Os operadores Qa não são necessariamente

projetores ortogonais20, por não serem necessariamente autoadjuntos (como os operadores Pa o são), mas satisfazem
Q∗

a = S−1QaS, ou seja, são também matrizes quaseautoadjunta. Como Q2
a = Qa, os autovalores de cada Qa são 0 ou 1.

E. 10.31 Exerćıcio. Seja A a matriz real 2× 2 dada por A = ( a b
c d ), com a, b, c e d reais, sendo b 6= 0 e c 6= 0. Seja S =

(

1 0
0 c

b

)

,

com S−1 =
(

1 0

0 b
c

)

. Verifique explicitamente que S−1AS = AT e, portanto, que A é pseudoautoadjunta. Verifique que S é positiva

caso c
b
> 0 e, portanto, nessa situação A é quaseautoadjunta.

Verifique que os autovalores de A são λ± = 1

2

(

a + d±
√

(a− d)2 + 4bc
)

, o que deixa claro que se c/b > 0 (e, portanto, bc > 0)

os dois autovalores são reais. A condição mais geral, no entanto, para que os autovalores sejam reais é, naturalmente, 4bc ≥ −(a− d)2.
6

Esse exemplo se deixa generalizar nas chamadas matrizes tridiagonais reais, as quais são relevantes na Mecânica
Quântica de sistemas unidimensionais em um espaço discretizado (como no modelo de localização de Anderson21 unidi-
mensional).

• Matrizes tridiagonais

Uma matriz T ∈ Mat (C, n) é dita ser uma matriz tridiagonal se seus elementos de matriz satisfizerem Tij = 0 sempre
que |i− j| > 1. Em palavras, uma matriz é tridiagonal se todos os seus elementos de matriz forem nulos fora da diagonal
principal, da primeira supradiagonal e da primeira infradiagonal.

Algumas matrizes tridiagonais são exemplos relevantes de matrizes pseudoautoadjuntas e quaseautoadjuntas.

E. 10.32 Exerćıcio. Seja A a matriz tridiagonal real 3 × 3 dada por A =

(

a1 b1 0

c1 a2 b2
0 c2 a3

)

, com todos os ai’s, bj ’s e ck’s reais,

sendo bj 6= 0 e ck 6= 0 para todos j, k ∈ {1, 2}. Seja S =

(

1 0 0

0
c1
b1

0

0 0
c1c2
b1b2

)

, com S−1 =

(

1 0 0

0
b1
c1

0

0 0
b1b2
c1c2

)

. Verifique explicitamente que

S−1AS = AT e, portanto, que A é pseudoautoadjunta. Verifique que S é positiva caso c1
b1

> 0 e c2
b2

> 0 e, portanto, nessa situação A
é quaseautoadjunta. 6

O exerćıcio acima pode ser generalizado.

20Exceto, é claro, no caso trivial em que S = 1, ou seja, quando A é autoadjunta.
21Philip Warren Anderson (1923–).
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E. 10.33 Exerćıcio. Seja A a matriz tridiagonal real n× n dada por

A =

















































a1 b1 0 0 0 · · · 0

c1 a2 b2 0 0 · · · 0

0 c2 a3 b3 0 · · · 0

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0

0 0 . . . 0 cn−2 an−1 bn−1

0 0 . . . 0 0 cn−1 an

















































.

Os elementos da diagonal principal são a1, . . . , an, os elementos da primeira supradiagonal são b1, . . . , bn−1 e os elementos da
primeira infradiagonal são c1, . . . , cn−1. Assumimos que todos os ai’s, bj ’s e ck’s são reais, sendo bj 6= 0 e ck 6= 0 para todos
j, k ∈ {1, , . . . , n− 1}. Seja

S = diag

(

1,
c1
b1

,
c1c2
b1b2

, . . . ,

n−1
∏

j=1

cj
bj

)

com S−1 = diag

(

1,
b1
c1

,
b1b2
c1c2

, . . . ,

n−1
∏

j=1

bj
cj

)

.

Verifique que S−1AS = AT e, portanto, que A é pseudoautoadjunta. Verifique que S é positiva caso
cj
bj

> 0 para todo j ∈ {1, . . . , n−1}
e, portanto, nessa situação A é quaseautoadjunta. 6

*** ** * ** ***

Para um tratamento de operadores quaseautoadjuntos que inclua o caso de operadores não limitados, vide [131].

10.5.2 O Teorema de Inércia de Sylvester. Superf́ıcies Quadráticas

• Transformações de congruência em Mat (C, n)

Seja M ∈ Mat (C, n). Se P ∈ Mat (C, n) é inverśıvel, a transformação M 7→ P ∗MP é dita ser uma transformação
de congruência. Uma transformação de congruência representa a transformação de uma matriz por uma mudança de
base (justifique essa afirmação!).

Se M for autoadjunta, P ∗MP é também autoadjunta e, portanto, ambas têm autovalores reais. Em geral, o conjunto
dos autovalores de M é distinto do conjunto dos autovalores de P ∗MP (exceto, por exemplo, se P for unitária). Porém,
um teorema devido a Sylvester, frequentemente denominado Lei de Inércia de Sylvester, afirma que uma propriedade do
conjunto dos autovalores é preservada em uma transformação de congruência, a saber, o número de autovalores, positivos,
de autovalores negativos e de autovalores nulos (contando-se as multiplicidades). Enunciaremos e demonstraremos esse
teorema logo adiante.

Dada uma matriz autoadjunta M ∈ Mat (C, n), a tripla de números (m, m′, m0), onde m é o número de autovalores
positivos de M , m′ é o número de autovalores negativos de M , m0 é o número de autovalores nulos de M , (em todos os
casos contando-se as multiplicidades) é denominada (por razões históricas obscuras) a inércia da matrizM . Naturalmente,
vale m +m′ +m0 = n. A Lei de Inércia de Sylvester afirma, portanto, que a inércia de uma matriz é preservada por
transformações de congruência.

Dizemos que duas matrizes A e B ∈ Mat (C, n) são congruentes se existir P ∈ Mat (C, n) inverśıvel tal que
A = P ∗BP . É muito fácil provar que a relação de congruência é uma relação de equivalência.

E. 10.34 Exerćıcio. Demonstre essa afirmação! 6

Dessa forma, a Lei de Inércia de Sylvester afirma que a inércia de matrizes é constante nas classes de equivalência
(pela relação de congruência). Assim, é leǵıtimo perguntar se as classes de equivalência são univocamente determinadas
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pela inércia de seus elementos. A resposta é negativa (exceto no caso trivial n = 1), como mostra a argumentação do
parágrafo que segue.

Se A ∈ Mat (C, n), com n > 1, é uma matriz positiva, A é da forma P ∗P (Corolário 10.5, página 599). Assim,
detA = | detP |2 e conclúımos que A é inverśıvel se e somente se P o for. Conclui-se disso que a classe de equivalência
(por relações de congruência) que contém a matriz identidade contém todas as matrizes positivas e inverśıveis. Pela
Proposição 10.27, página 598, esse conjunto coincide com o conjunto de todas as matrizes autoadjuntas com autovalores
positivos, ou seja, que possuem inércia (n, 0, 0). Entretanto, existem também matrizes não autoadjuntas com inércia
(n, 0, 0) (por exemplo, matrizes triangulares superiores22 com elementos positivos na diagonal e alguns elementos não
nulos acima da diagonal). Como tais matrizes não podem ser equivalentes à identidade (toda matriz da forma P ∗

1P é
autoadjunta), conclúımos que as classes de equivalência não são determinadas univocamente pela inércia das matrizes
que as compõem.

• A Lei de Inércia de Sylvester

A Lei de Inércia de Sylvester é importante para a classificação de formas quadráticas e sua relevância estende-se até
à classificação de equações diferenciais parciais de segunda ordem. Tratemos de seu enunciado e demonstração.

Teorema 10.18 (Lei de Inércia de Sylvester) Sejam A e B ∈ Mat (C, n) duas matrizes autoadjuntas. Denotemos
por A+, A−, A0 os subespaços gerados, respectivamente, pelos autovetores com autovalores positivos, negativos e nulos
de A (e analogamente para B).

Suponhamos que exista P ∈ Mat (C, n), inverśıvel, tal que A = P ∗BP . Então, dimA+ = dimB+, dimA− = dimB−

e dimA0 = dimB0, onde dimC denota a dimensão de um subespaço C ⊂ Cn. Assim, conclúımos também que A e B têm
o mesmo número de autovalores positivos, o mesmo número de autovalores negativos e o mesmo número de autovalores
nulos (em todos os casos, contando-se as multiplicidades). 2

Prova. Sejam α1, . . . , αa os autovalores positivos (não necessariamente distintos) e αa+1, . . . , αa+a′ os autovalores
negativos (não necessariamente distintos) de A. Analogamente, sejam β1, . . . , βb os autovalores positivos (não neces-
sariamente distintos) e βb+1, . . . , βb+b′ os autovalores negativos (não necessariamente distintos) de B. Naturalmente,
valem 0 ≤ a+ a′ ≤ n e 0 ≤ b+ b′ ≤ n.

Se A e B forem nulos não há o que demonstrar, de modo que podemos supor que ambos têm pelo menos um autovalor
não-nulo. Nesse caso, podemos sempre, sem perder em generalidade, supor que A tem pelo menos um autovalor positivo,
pois se tal não for verdade para A será verdadeiro para −A.

O Teorema Espectral, Teorema 10.7, página 580, permite-nos escrever

A =

a∑

k=1

αkAk −
a+a′∑

l=a+1

|αl|Al

e

B =
b∑

k=1

βkBk −
b+b′∑

l=b+1

|βl|Bl , (10.94)

onde Aj e Bj são os projetores espectrais de A e B, respectivamente. Defina-se

A+ :=

a∑

k=1

Ak , A− :=

a+a′∑

l=a+1

Al e A0 := 1 −A+ −A−

e, analogamente,

B+ :=
b∑

k=1

Bk , B− :=
b+b′∑

l=b+1

Bl e B0 := 1 −B+ −B− .

A+, A− e A0 são, respectivamente, o projetor sobre o subespaço de autovetores com autovalores positivos, negativos e
nulos de A. Analogamente para B. Esses subespaços são

A± = A±C
n , A0 = A0C

n , B± = B±C
n , B0 = B0C

n .

22Para a definição, vide página 609
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Seja x um vetor não-nulo de A+. Tem-se que Alx = 0 para todo l > a e Akx 6= 0 para pelo menos um k = 1, . . . , a.
Logo, como αk > 0 para todo k = 1, . . . , a, segue que

〈x, Ax〉
C

=

a∑

k=1

αk〈x, Akx〉C =

a∑

k=1

αk〈Akx, Akx〉C =

a∑

k=1

αk‖Akx‖2 > 0 . (10.95)

Porém, para um tal x vale também

〈x, Ax〉
C

= 〈x, P ∗BPx〉
C

= 〈Px, BPx〉
C

(10.94)
=

b∑

k=1

βk‖BkPx‖2 −
b+b′∑

l=b+1

|βk|
∥∥∥BkPx

∥∥∥
2

.

Vamos agora supor que B+ < dimA+ (ou seja, que b < a). Afirmamos que podemos encontrar ao menos um x+ ∈ A+,
não-nulo, tal que BkPx+ = 0 para todo k = 1, . . . , b. Se assim não fosse, não existiria x ∈ A+ não-nulo satisfazendo
B+Px = 0, ou seja, valeria B+Px 6= 0 para todo x ∈ A+ com x 6= 0. Logo, (PA+) ∩ (B+)

⊥ = {0}, o que implica que
PA+ ⊂ B+. Isso, por sua vez, significa que dimensão do subespaço PA+ é menor ou igual à dimensão de B+ e, como P
é inverśıvel, isso implica, dimA+ ≤ dimB+, uma contradição.

Assim, para um tal x+ teŕıamos

〈x+, Ax+〉C = −
b+b′∑

l=b+1

|βk|
∥∥∥BkPx+

∥∥∥
2

≤ 0 ,

contradizendo (10.95). Conclúımos disso que dimB+ ≥ dimA+. Como B = (P ∗)−1AP−1, um racioćınio análogo
trocando A e B e trocando P → P−1 implica que dimA+ ≥ dimB+. Assim, dimB+ = dimA+.

Também de forma totalmente análoga prova-se que dimB− = dimA− (isso também pode ser visto imediatamente
trocando A 7→ −A e B 7→ −B). Isso implica ainda que dimB0 = dimA0, completando a demonstração.

• Transformações de congruência em Mat (R, n)

Para matrizes reais agindo no espaço Rn valem afirmações análogas às obtidas acima. Seja M ∈ Mat (R, n). Se
P ∈ Mat (R, n) é inverśıvel, a transformação M 7→ PTMP é dita ser uma transformação de congruência real, ou
simplesmente transformação de congruência. Uma transformação de congruência representa a transformação de uma
matriz por uma mudança de base (justifique essa afirmação!). Para transformações de congruência reais vale também a Lei
de Inércia de Sylvester: se A ∈ Mat (R, n) é simétrica (ou seja, se A = AT ) sua inércia é preservada por transformações
de congruência A 7→ PTAP com P ∈ Mat (R, n) inverśıvel. Como essa afirmação é um mero caso particular do anterior,
omitimos a demonstração e convidamos o estudante a completá-la.

• Classificação de matrizes simétricas em Rn

Matrizes simétricas em Rn podem ser classificadas de acordo com o tipo de inércia que possuem, classificação essa
invariante por transformações de congruência. Uma matriz simétrica A ∈ Mat (R, n), n > 1, é dita ser

1. Parabólica, se ao menos um dos seus autovalores for nulo, ou seja, se sua inércia for da forma (a, a′, a0) com
a0 ≥ 1;

2. Eĺıptica, se todos os seus autovalores forem positivos ou se todos forem negativos, ou seja, se sua inércia for da
forma (a, a′, 0) com a ≥ 1 e a′ = 0 ou com a′ ≥ 1 e a = 0;

3. Hiperbólica, se um de seus autovalores for positivo e os demais negativos, ou o oposto: se um de seus autovalores
for negativo e os demais positivos, ou seja, se sua inércia for da forma (1, a′, 0) com a′ ≥ 1 (a, 1, 0) com a ≥ 1;

4. Ultra-hiperbólica, se ao menos dois de seus autovalores forem positivos e ao menos dois forem negativos, nenhum
sendo nulo, ou seja, se sua inércia for da forma (a, a′, 0) com a ≥ 2 e a′ ≥ 2. Esse caso só se dá se n ≥ 4.

Essa nomenclatura que classifica as matrizes em parabólicas, eĺıpticas, hiperbólicas e ultra-hiperbólicas tem uma mo-
tivação geométrica relacionada à classificação de superf́ıcies quadráticas em Rn, assunto que ilustraremos abaixo.
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• Superf́ıcies quadráticas Rn

Sejam x1, . . . , xn são n variáveis reais. A forma mais geral de um polinômio real de segundo grau nessas variáveis é

p(x) =

n∑

i=1

n∑

j=1

Aijxixj +

n∑

k=1

ckxk + d ,

onde Aij ∈ R, ck ∈ R e d ∈ R. A expressão acima para p pode ser escrita como p(x) = 〈x, Ax〉
R
+ 〈c, x〉

R
+ d, onde,

naturalmente, A é a matriz cujos elementos são Aij , c =

(
c1
...
cn

)
e x =

(
x1

...
xn

)
. A matriz A pode ser sempre, sem perda

de generalidade, escolhida como simétrica. Para ver isso, notemos que, A pode sempre ser escrita como soma de uma
matriz simétrica e uma antissimétrica: A = 1

2 (A+AT ) + 1
2 (A−AT ). Contudo,

〈x, (A−AT )x〉
R

=

n∑

i=1

n∑

j=1

(Aij −Aji)xixj = 0

como facilmente se constata. Assim, a parte antissimétrica de A, ou seja, 1
2 (A−AT ), não contribui em 〈x, Ax〉

R
, apenas

a parte simétrica 1
2 (A+AT ). Portanto, A será doravante considerada simétrica.

Estamos agora interessados em classificar as superf́ıcies em Rn definidas por p(x) = α, com α constante. Há primei-
ramente dois casos a considerar: 1) A é inverśıvel e 2) A não é inverśıvel.

1. Se A é inverśıvel, podemos escrever

p(x) = 〈x, Ax〉
R
+ 〈c, x〉R + d =

〈(
x+

1

2
A−1c

)
, A

(
x+

1

2
A−1c

)〉

R

− 1

4

〈
c, A−1c

〉
R
+ d .

Verifique! Assim, a equação p(x) = α fica
〈(
x+ 1

2A
−1c
)
, A

(
x+ 1

2A
−1c
)〉

R
= β, onde β é a constante α +

1
4

〈
c, A−1c

〉
R
− d. A matriz simétrica A pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal, ou seja, podemos

escrever A = OTDO, com D = diag (λ1, . . . , λn), com λk sendo os autovalores de A e O sendo ortogonal. Podemos
sempre escolher O de sorte que os primeiros m autovalores λ1, . . . , λm são positivos e os demais λm+1, . . . , λn
são negativos (não há autovalores nulos, pois A foi suposta inverśıvel).

Com isso,
〈(
x+ 1

2A
−1c
)
, A

(
x+ 1

2A
−1c
)〉

R
= 〈y, Dy〉

R
, onde y = O

(
x+ 1

2A
−1c
)
. A equação p(x) = α fica,

então,
∑n

k=1 λk y
2
k = β ou seja,

m∑

k=1

λk y
2
k −

n∑

l=m+1

|λl| y2l = β . (10.96)

Temos os seguintes subcasos a tratar:

(a) Se todos os autovalores de A são positivos e β > 0, a equação (10.96) descreve um elipsoide em Rn (se β < 0
não há soluções e se β = 0 a equação descreve apenas o ponto y = 0 em Rn). O mesmo vale, reciprocamente,
se todos os autovalores de A forem negativos e β < 0 (se β > 0 não há soluções e se β = 0 a equação descreve
apenas o ponto y = 0 em Rn).

(b) Se um dos autovalores de A é positivo e os demais n − 1 são negativos, ou se ocorre o oposto, ou seja, se
um dos autovalores de A é negativo e os demais n − 1 são positivos, então a equação (10.96) descreve um
hiperboloide (n− 1)-dimensional em Rn no caso β 6= 0.

Se β > 0 o hiperboloide tem duas folhas (i.e., possui duas componentes conexas) e no caso β < 0 apenas uma.
A Figura 10.2, página 607, exibe hiperboloides com uma e duas folhas em R3.

Devido a sua estabilidade, hiperboloides de uma folha são frequentemente encontrados em estruturas arqui-
tetônicas. A bem conhecida catedral de Braśılia, de Niemeyer23, é um exemplo. A estabilidade estrutural
desse formato decorre do fato que por qualquer ponto de um hiperboloide de uma folha passam duas linhas
retas inteiramente contidas dentro do mesmo (prove isso!).

Se β = 0 a equação (10.96) descreve um cone (n− 1)-dimensional em Rn.

23Oscar Niemeyer Soares Filho (1907–2012).
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(c) Este caso ocorre apenas se n ≥ 4. Se ao menos dois autovalores de A é positivo e ao menos dois são positivos
a equação (10.96) descreve, no caso β 6= 0, uma superf́ıcie (n − 1)-dimensional em Rn denominada ultra-
hiperboloide. Se β = 0 a equação (10.96) descreve uma (n− 1)-dimensional em Rn denominada ultracone.

2. Se A não é inverśıvel temos que proceder de modo ligeiramente diferente. Como antes, a matriz simétrica A pode
ser diagonalizada por uma matriz ortogonal, ou seja, podemos escrever A = OTDO, com D = diag (λ1, . . . , λn),
com λk sendo os autovalores de A e O sendo ortogonal. Como A não tem inversa, alguns de seus autovalores
são nulos. Podemos sempre escolher O de sorte que os primeiros m autovalores λ1, . . . , λm são positivos, os m′

autovalores seguintes λm+1, . . . , λm+m′ são negativos e os demais λm+m′+1, . . . , λn são nulos. Naturalmente,
0 ≤ m+m′ < n. Podemos, então, escrever p(x) = 〈x, Ax〉

R
+ 〈c, x〉

R
+d = 〈y, Dy〉

R
+ 〈Oc, y〉

R
+d onde y = Ox.

Assim, se c 6= 0 a equação p(x) = α fica

yOc = γ +
1

‖c‖




m+m′∑

l=m+1

|λl| y2l −
m∑

k=1

λk y
2
k


 , (10.97)

onde γ = (α− d)/‖c‖ e yOc é a projeção de y na direção do vetor Oc. Se a dimensão do subespaço dos autovalores
nulos A0 for maior que 1 a equação (10.97) descreverá cilindros de diversos tipos, dependendo do número de
autovalores positivos e negativos e de Oc ter uma projeção ou não em A0. Não descreveremos os todos os detalhes
aqui, mas um exemplo de interesse se dá em R

3, se A0 tiver dimensão 2 e Oc for um vetor não-nulo de A0. Nesse
caso equação (10.97) descreve um cilindro parabólico. Vide Figura 10.4, página 608.

Para o caso em que A0 tem dimensão 1 e Oc é um elemento não-nulo desse subespaço, a equação (10.97) descreve
diversos tipos de paraboloides (n− 1)-dimensionais. Temos os seguintes casos:

(a) a equação (10.97) descreve um paraboloide eĺıptico (n− 1)-dimensional caso todos os autovalores não nulos de
A forem positivos ou se todos os autovalores não nulos de A forem negativos. Vide Figura 10.3, página 10.3.

(b) A equação (10.97) descreve um paraboloide hiperbólico (n−1)-dimensional caso um autovalor de A seja negativo
e os demais autovalores não nulos de A sejam positivos (ou o contrário: caso um autovalor de A seja positivo
e os demais autovalores não nulos de A sejam negativos). Vide Figura 10.3, página 10.3.

(c) A equação (10.97) descreve um paraboloide ultra-hiperbólico (n − 1)-dimensional caso pelo menos dois dos
autovalores não nulos de A sejam positivos e pelo menos dois dos autovalores não nulos de A sejam negativos.
Esse caso só pode ocorrer se n ≥ 5.

Para c 6= 0 diversas situações acima podem também descrever cilindros, por exemplo, se Oc encontra-se no
subespaço dos autovetores com autovalores não nulos.

Se c = 0 e dimA0 ≥ 1, equação p(x) = α fica

m∑

k=1

λk y
2
k −

m+m′∑

l=m+1

|λl| y2l = β , (10.98)

com β = α− d. A equação (10.98) descreve diversos tipo de cilindros (n− 1)-dimensionais.

(a) Caso c = 0 a equação (10.98) descreve um cilindro eĺıptico (n− 1)-dimensional caso todos os autovalores não
nulos de A forem positivos ou se todos os autovalores não nulos de A forem negativos. Vide Figura 10.4,
página 608.

(b) Caso c = 0 a equação (10.98) descreve um cilindro hiperbólico (n − 1)-dimensional caso um autovalor de A
seja negativo e os demais autovalores não nulos de A sejam positivos (ou o contrário: caso um autovalor de A
seja positivo e os demais autovalores não nulos de A sejam negativos). Vide Figura 10.4, página 608.

(c) Caso c = 0 a equação (10.98) descreve um cilindro ultra-hiperbólico (n − 1)-dimensional caso pelo menos
dois dos autovalores não nulos de A sejam positivos e pelo menos dois dos autovalores não nulos de A sejam
negativos. Esse caso só pode ocorrer se n ≥ 5 (lembrar que pelo menos um dos autovalores de A é nulo).
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Figura 10.2: Hiperboloides com uma e duas folhas em R3.

10.5.3 Um Resultado Sobre Localização do Espectro de Matrizes Auto-
adjuntas

Apresentaremos aqui alguns resultados sobre a localização do espectro de matrizes autoadjuntas complexas, empregando
as chamadas desigualdades de Samuelson e suas generalizações, estudadas na Seção 6.4.1.2, página 413.

Seja A ∈ Mat (C, m) autoadjunta e sejam λ1, . . . , λm seus autovalores (não necessáriamente distintos), os quais
sabidamente são todos reais. Seu polinômio caracteŕıstico é qA(x) = (x − λ1) · · · (x − λm). Escrevamos qA na forma
xm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Pelas duas primeiras fórmulas de Viète em (6.109), página 411, temos

am−1 = −
(
λ1 + · · ·+ λm

)
= −Tr(A) , (10.99)

am−2 =
m∑

i, j=1

i<j

λiλj . (10.100)

Agora,

(
am−1

)2 (10.99)
=

(
λ1 + · · ·+ λm

)2
= 2

m∑

i, j=1

i<j

λiλj +
m∑

k=1

λ2k
(10.100)

= 2am−2 +
m∑

k=1

λ2k = 2am−2 +Tr
(
A2
)

e conclúımos que

am−2 =
1

2

((
Tr(A)

)2 − Tr
(
A2
))

.

Como as ráızes de qA (ou seja, os autovalores de A) são reais, podemos evocar a Proposição 6.6, página 412, e afirmar
que os autovalores de A estão localizados no intervalo

[
α−
m, α

+
m

]
, onde

α±
m :=

−am−1 ±
√(

(m− 1)am−1

)2 − 2m(m− 1)am−2

m

=

Tr(A)±
√
(m− 1)

(
mTr

(
A2
)
−
(
Tr(A)

)2)

m
.
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Figura 10.3: Um paraboloide eĺıptico (esquerda) e um paraboloide hiperbólico (direita) em R3.

Figura 10.4: Um cilindro eĺıptico (esquerda), um cilindro hiperbólico (centro) e um cilindro parabólico (direita) em R3.

Essa relação é mais elegantemente expressa em termos do traço normalizado ωtr (B) := 1
mTr(B), paraB ∈ Mat (C, m),

que vem a ser um estado na álgebra C∗definida por Mat (C, m). Temos,

α±
m = ωtr (A)±

√
(m− 1)

√
ωtr

(
A2
)
−
(
ωtr (A)

)2
. (10.101)

Vale observar que ωtr

(
A2
)
−
(
ωtr (A)

)2
é a variância de A no estado ωtr .

Para referência futura, coletemos o resultado demonstrado acima na seguinte proposição:

Proposição 10.29 Seja A ∈ Mat (C, m), autoadjunta. Então, σ(A) ⊂
[
α−
m, α

+
m

]
, onde

α±
m =

Tr(A) ±
√
(m− 1)

(
mTr

(
A2
)
−
(
Tr(A)

)2)

m
= ωtr (A)±

√
m− 1

√
ωtr

(
A2
)
−
(
ωtr (A)

)2
, (10.102)

sendo que, para B ∈ Mat (C, m), definimos ωtr (B) := 1
mTr(B), que é um estado na álgebra C∗definida por Mat (C, m).

Vale observar que ωtr

(
A2
)
−
(
ωtr (A)

)2 ≡ Varωtr
(A), a variância de A no estado ωtr . 2

No caso A = µ1m com µ ∈ R, por exemplo, é fácil ver que α±
m = µ e, portanto, σ(A) = {µ}, como deveria ser.

Para m = 1 é trivial verificar que o resultado é igualmente ótimo. Para m = 2 e para uma matriz autoadjunta geral
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A =
(
a b
b c

)
, com a, c ∈ R e b ∈ C, tem-se σ(A) =

{
a+c−∆

2 , a+c+∆
2

}
com ∆ :=

√
(a− c)2 + 4|b|4, enquanto que

α±
2 = a+c±∆

2 , mostrando que o intervalo
[
α−
2 , α

+
2

]
é ótimo, o que geralmente não ocorre se m ≥ 3. Esse fato sugere

procurar-se aprimoramentos das desigualdades empregadas acima.

Para m ∈ N e p um número par, p > 1, a generalização das desigualdedes de Samuelson obtida em (6.130), página
416, pode ser aplicada aqui, fornecendo para uma matriz autoadjunta A ∈ Mat (C, m),

σ(A) ⊂
[
β−
m,p, β

+
m, p

]
,

onde,

β±
m, p := ωtr (A)± fp(m)

[
ωtr

((
A− ωtr (A)1m

)p)
]1/p

,

onde

fp(m) :=

[
m

1 + (m− 1)1−p

]1/p
.

Para p = 2 recupera-se o resultado anterior, pois β±
m, 2 = α±

m, como facilmente se verifica.

Com p par, a expressão ωtr

((
A− ωtr (A)1m

)p)
representa o p-ésimo momento central de A no estado ωtr .

10.6 Matrizes Triangulares

Uma matriz S ∈ Mat (C, n) é dita ser uma matriz triangular superior se forem nulos os elementos abaixo da diagonal
principal, ou seja, se Sij = 0 sempre que i > j. Note que esses não precisam ser necessariamente os únicos elementos
nulos de S.

Uma matriz I ∈ Mat (C, n) é dita ser uma matriz triangular inferior se forem nulos os elementos acima da diagonal
principal, ou seja, se Iij = 0 sempre que i < j. Note que esses não precisam ser necessariamente os únicos elementos
nulos de I.

Proposição 10.30 Matrizes triangulares superiores possuem as seguintes propriedades:

1. A matriz identidade 1 é uma matriz triangular superior.

2. O produto de duas matrizes triangulares superiores é novamente uma matriz triangular superior.

3. O determinante de uma matriz triangular superior é o produto dos elementos da sua diagonal. Assim, uma matriz
triangular superior é inverśıvel se e somente se não tiver zeros na diagonal.

4. Se uma matriz triangular superior é inverśıvel, sua inversa é novamente uma matriz triangular superior.

As afirmações acima permanecem verdadeiras trocando “matriz triangular superior” por “matriz triangular inferior”. 2

Prova. Os três primeiros itens são elementares. Para provar o item 4, usa-se a regra de Laplace, expressão (10.20), página
552. Como é fácil de se ver, Cof(S)ji = 0 se i > j. Logo, S−1 é triangular superior, se existir.

As propriedades acima atestam que o conjunto das matrizes n×n triangulares superiores inverśıveis forma um grupo,
denominado por alguns autores Grupo de Borel24 de ordem n e denotado por GBn(C). Vide Seção 21.2.2, página 21.2.2.
Como discutido naquela seção, um tipo de grupo de Borel particularmente relevante é o chamado grupo de Heisenberg.

O seguinte resultado sobre matrizes triangulares superiores será usado diversas vezes adiante.

Lema 10.6 Uma matriz triangular superior S ∈ Mat (C, n) é normal (ou seja, satisfaz SS∗ = S∗S) se e somente se
for diagonal. 2

24Armand Borel (1923–2003).
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Prova. Se S é diagonal, S é obviamente normal pois S∗ é também diagonal e matrizes diagonais sempre comutam entre
si. Provaremos a rećıproca, o que será feito por indução. Para n = 1 não há o que provar. Se n = 2, S é da forma
S = ( a b

0 c ), com a, b, c ∈ C. A condição SS∗ = S∗S significa


|a|2 + |b|2 bc

cb |c|2


 =



|a|2 ba

ab |b|2 + |c|2


 ,

o que implica b = 0, provando que S é diagonal. Procedemos agora por indução, supondo n > 2 e que o lema seja válido
para matrizes (n− 1)× (n− 1) triangulares superiores normais. Se S ∈ Mat (C, n) é triangular superior, S é da forma

S =



a bT

0 C


 , sendo a ∈ C , b =




b1

...

bn−1




, 0 =




0

...

0




,

ambas b e 0 com n− 1 linhas, sendo C uma matriz (n− 1)× (n− 1) triangular superior. A condição SS∗ = S∗S significa


|a|2 + bT b bTC∗

Cb CC∗


 =



|a|2 abT

ab B + C∗C


 ,

sendo B a matriz cujos elementos são Bij = bibj . Disso extráımos que bT b = 0, ou seja, |b1|2 + · · · + |bn−1|2 = 0 e,
portanto, b = 0. Com isso, ficamos com CC∗ = C∗C, ou seja, C é normal. Como C é triangular superior então, pela
hipótese indutiva, C é diagonal. Isso, mais o fato provado que b é nulo, implica que S é diagonal, provando o lema.

10.7 O Teorema de Decomposição de Jordan e a Forma Canônica

de Matrizes

Nas seções anteriores demonstramos condições que permitem diagonalizar certas matrizes. Nem todas as matrizes, porém,
podem ser diagonalizadas. Podemos nos perguntar, no entanto, quão próximo podemos chegar de uma matriz diagonal.

Mostraremos nesta seção que toda matriz A pode ser levada (por uma transformação de similaridade) à uma forma
próxima à diagonal, denominada forma canônica de Jordan25. Resumidamente (a afirmação precisa será apresentada
mais adiante), mostraremos que existe uma matriz P tal que P−1AP tem a seguinte forma:




λ1 γ1 0 0 · · · 0 0

0 λ2 γ2 0 · · · 0 0

0 0 λ3 γ3 · · · 0 0

0 0 0 λ4
. . . 0 0

...
...

...
...

. . .
. . .

...

0 0 0 0 · · · λn−1 γn−1

0 0 0 0 · · · 0 λn




, (10.103)

25Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922). A forma canônica de matrizes foi originalmente descoberta por Weierstrass (Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815–1897)) e redescoberta por Jordan em 1870.
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onde λ1, . . . , λn são os autovalores de A e onde os γi valem 1 ou 0, mas que forma que a matriz diagonal



λ1 0 0 0 · · · 0 0

0 λ2 0 0 · · · 0 0

0 0 λ3 0 · · · 0 0

0 0 0 λ4
. . . 0 0

...
...

...
...

. . .
. . .

...

0 0 0 0 · · · λn−1 0

0 0 0 0 · · · 0 λn




, (10.104)

e a matriz supradiagonal 


0 γ1 0 0 · · · 0 0

0 0 γ2 0 · · · 0 0

0 0 0 γ3 · · · 0 0

0 0 0 0
. . . 0 0

...
...

...
...

. . .
. . .

...

0 0 0 0 · · · 0 γn−1

0 0 0 0 · · · 0 0




, (10.105)

comutam entre si.

O resultado central que provaremos, e do qual as afirmativas feitas acima seguirão, diz que toda matriz A pode ser
levada por uma transformação do tipo P−1AP a uma matriz da forma D +N , onde D é diagonal e N é nilpotente (ou
seja, tal que N q = 0 para algum q) e tais que D e N comutam: DN = ND. Essa é a afirmativa principal do célebre
“Teorema da Decomposição de Jordan”, que demonstraremos nas páginas que seguem.

Esse Teorema da Decomposição de Jordan generaliza os teoremas sobre diagonalizabilidade de matrizes: para matrizes
diagonalizáveis tem-se simplesmente N = 0 para um P conveniente.

Antes de nos dedicarmos à demonstração desses fatos precisaremos de alguma preparação.

10.7.1 Resultados Preparatórios

• Somas diretas de subespaços

Seja V um espaço vetorial e V1 e V2 dois de seus subespaços. Dizemos que V é a soma direta de V1 e V2 se todo vetor
v de V puder ser escrito de modo único da forma v = v1 + v2 com v1 ∈ V1 e v2 ∈ V2.

Se V é a soma direta de V1 e V2 escrevemos V = V1 ⊕ V2.

• Subespaços invariantes

Um subespaço E de Cn é dito ser invariante pela ação de uma matriz A, se Av ∈ E para todo v ∈ E.

Se V = V1 ⊕ V2 e tanto V1 quanto V2 são invariantes pela ação de A, escrevemos A = A1 ⊕ A2 onde Ai é A restrita
a Vi. Se escolhermos uma base em V da forma {v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn}, onde {v1, . . . , vm} é uma base em V1 e
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{vm+1, . . . , vn} é uma base em V2, então nessa base A terá a forma

A =




A1 0m, n−m

0n−m,m A2


 . (10.106)

onde A1 ∈ Mat (C, m) e A2 ∈ Mat (C, n−m).

E. 10.35 Exerćıcio. Justifique a forma (10.106). 6

A representação (10.106) é dita ser uma representação em blocos diagonais de A, os blocos sendo as submatrizes A1

e A2.

Um fato relevante que decorre imediatamente de (10.106) e da Proposição 10.3, página 557, e que usaremos frequen-
temente adiante, é que se A = A1 ⊕A2 então

det(A) = det(A1) det(A2) .

• Operadores nilpotentes

Seja V um espaço vetorial e N : V → V um operador linear agindo em V . O operador N é dito ser um operador
nilpotente se existir um inteiro positivo q tal que N q = 0. O menor q ∈ N para o qual N q = 0 é dito ser o ı́ndice de N .

Vamos a alguns exemplos.

E. 10.36 Exerćıcio. Verifique que
(

0 1 0
0 0 1
0 0 0

)

e
(

0 1 0
1 0 1
0 −1 0

)

são matrizes nilpotentes de ı́ndice 3. 6

E. 10.37 Exerćıcio. Verifique que
(

0 a c
0 0 b
0 0 0

)

com a 6= 0 e b 6= 0 é uma matriz nilpotente de ı́ndice 3. 6

E. 10.38 Exerćıcio. Verifique que
(

0 0 0
0 0 1
0 0 0

)

e N =
(

0 1 0
0 0 0
0 0 0

)

são matrizes nilpotentes de ı́ndice 2. 6

O seguinte fato sobre os autovalores de operadores nilpotentes será usado adiante.

Proposição 10.31 Se N ∈ Mat (C, n) é nilpotente, então seus autovalores são todos nulos. Isso implica que seu
polinômio caracteŕıstico é qN (x) = xn, x ∈ C. Se o ı́ndice de N é q então o polinômio mı́nimo de N é mN (x) = xq,
x ∈ C. 2

No Corolário 10.6, página 617, demonstraremos que uma matriz é nilpotente se e somente se seus autovalores forem
todos nulos.

Prova da Proposição 10.31. Se N = 0 o ı́ndice é q = 1 e tudo é trivial. Seja N 6= 0 com ı́ndice q > 1. Seja v 6= 0 um
autovetor de N com autovalor λ: Nv = λv. Isso diz que 0 = N qv = λqv. Logo λq = 0 e, obviamente, λ = 0. É claro
então que qN (x) = xn. Que o polinômio mı́nimo é mN (x) = xq segue do fato que mN (x) deve ser um divisor de qn(x)
(isso segue do Teorema 10.3 junto com o Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 10.4), página 572). Logo mN (x) é da
forma xk para algum k ≤ n. Mas o menor k tal que mN (N) = Nk = 0 é, por definição, igual a q. Isso completa a prova.

Mais sobre matrizes nilpotentes será estudado na Seção 10.7.3 onde, em particular, discutiremos a chamada forma
canônica de matrizes nilpotentes.

• O núcleo e a imagem de um operador linear. Decomposição de Fitting

Seja V um espaço vetorial e A : V → V um operador linear agindo em V .

O núcleo de A é definido como o conjunto de todos os vetores que são anulados por A:

N(A) := {x ∈ V | Ax = 0} .
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A imagem de A é definida por

R(A) := {x ∈ V | ∃ y ∈ V tal que x = Ay} .

Afirmamos que N(A) e R(A) são dois subespaços de V . Note-se primeiramente que 0 ∈ N(A) e 0 ∈ R(A) (por quê?).
Fora isso, se x e y ∈ N(A) então, para quaisquer escalares α e β,

A(αx + βy) = αAx + βAy = 0 ,

provando que combinações lineares αx+ βx′ também pertencem a N(A). Analogamente se x e x′ ∈ R(A) então existem
y e y′ ∈ V com x = Ay, x′ = Ay′. Logo

αx + βx′ = A(αy + βy′) ,

provando que combinações lineares αx + βy também pertencem a R(A).

Para um operador A fixado, e k ∈ N, vamos definir

Nk = N(Ak) e Rk = R(Ak) .

Esses subespaços Nk e Rk são invariantes por A. De fato, se x ∈ Nk, então A
k(Ax) = A(Akx) = A0 = 0, mostrando que

Ax ∈ Nk. Analogamente, se x ∈ Rk então x = Aky para algum vetor y. Logo, Ax = A(Aky) = Ak(Ay), mostrando que
Ax ∈ Rk.

Afirmamos que
Nk ⊂ Nk+1 (10.107)

e que
Rk ⊃ Rk+1 .

As demonstrações dessas afirmativas são quase banais. Se x ∈ Nk então Akx = 0. Isso obviamente implica Ak+1x = 0.
Logo x ∈ Nk+1 e, portanto, Nk ⊂ Nk+1. Analogamente, se x ∈ Rk+1 então existe y tal que x = Ak+1y. Logo x = Ak(Ay),
o que diz que x ∈ Rk. Portanto Rk+1 ⊂ Rk.

Isso diz que os conjuntos Nk formam uma cadeia crescente de conjuntos:

{0} ⊂ N1 ⊂ N2 ⊂ · · · ⊂ Nk ⊂ · · · ⊂ V , (10.108)

e os Rk formam uma cadeia decrescente de conjuntos:

V ⊃ R1 ⊃ R2 ⊃ · · · ⊃ Rk ⊃ · · · ⊃ {0} . (10.109)

Consideremos a cadeia crescente (10.108). Como os conjuntos Nk são subespaços de V , é claro que a cadeia não
pode ser estritamente crescente se V for um espaço de dimensão finita, ou seja, deve haver um inteiro positivo p tal que
Np = Np+1. Seja p o menor número inteiro para o qual isso acontece. Afirmamos que para todo k ≥ 1 vale Np = Np+k.

Vamos provar isso. Se x ∈ Np+k então Ap+kx = 0, ou seja, Ap+1(Ak−1x) = 0. Logo, Ak−1x ∈ Np+1. Dado que
Np = Np+1, isso diz que Ak−1x ∈ Np, ou seja, Ap(Ak−1x) = 0. Isso, por sua vez, afirma que x ∈ Np+k−1. O que fizemos
então foi partir de x ∈ Np+k e concluir que x ∈ Np+k−1. Se repetirmos a argumentação k vezes concluiremos que x ∈ Np.
Logo, Np+k ⊂ Np. Por (10.107) tem-se, porém, que Np ⊂ Np+k e, assim, Np+k = Np.

Assim, a cadeia (10.108) tem, no caso de V ter dimensão finita, a forma

{0} ⊂ N1 ⊂ N2 ⊂ · · · ⊂ Np = Np+1 = · · · = Np+k = · · · ⊂ V . (10.110)

Como dissemos, p será daqui por diante o menor inteiro para o qual Np = Np+1. O lema e o teorema que seguem
têm grande importância na demonstração do Teorema de Decomposição de Jordan.

Lema 10.7 Com as definições acima, Np ∩ Rp = {0}, ou seja, os subespaços Np e Rp têm em comum apenas o vetor
nulo. 2
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Demonstração. Seja x tal que x ∈ Np e x ∈ Rp. Isso significa que Apx = 0 e que existe y tal que x = Apy. Logo,
A2py = Apx = 0, ou seja, y ∈ N2p. Pela definição de p tem-se que N2p = Np. Assim, y ∈ Np. Logo A

py = 0. Mas, pela
própria definição de y valia que Apy = x. Logo x = 0.

Esse lema tem a seguinte consequência importante.

Teorema 10.19 Com as definições acima vale que V = Np ⊕ Rp, ou seja, cada x ∈ V pode ser escrito de modo único
na forma x = xn + xr, onde xn ∈ Np e xr ∈ Rp. 2

Demonstração. Seja m a dimensão de Np e seja {u1, . . . , um} uma base em Np. Vamos estender essa base, in-
cluindo vetores {vm+1, . . . , vn} de modo que {u1, . . . , um, vm+1, . . . , vn} seja uma base em V . Afirmamos que
{Apvm+1, . . . , A

pvn} é uma base em Rp. Seja x ∈ Rp e seja y ∈ V tal que x = Apy. Como todo vetor de V , y pode ser
escrito como combinação linear de elementos da base {u1, . . . , um, vm+1, . . . , vn}:

y =

m∑

i=1

αiui +

n∑

i=m+1

αivi .

Logo,

x =

m∑

i=1

αiA
pui +

n∑

i=m+1

αiA
pvi =

n∑

i=m+1

αiA
pvi . (10.111)

Os vetores {Apvm+1, . . . , A
pvn} são linearmente independentes. Isso se mostra com o seguinte argumento. Se existirem

escalares βm+1, . . . , βn tais que

n∑

i=m+1

βiA
pvi = 0, então teŕıamos Ap

(
n∑

i=m+1

βivi

)
= 0, ou seja,

n∑

i=m+1

βivi ∈ Np. Isso

implica que existem constantes γ1, . . . , γm tais que

n∑

i=m+1

βivi =

m∑

i=1

γiui, pois os vetores {u1, . . . , um} são uma base

em Np. Ora, como {u1, . . . , um, vm+1, . . . , vn} são linearmente independentes, segue que os βi’s e os γj ’s são todos
nulos. Isso prova que {Apvm+1, . . . , A

pvn} são linearmente independentes e, portanto, por (10.111), formam uma base
em Rp.

Isso incidentalmente provou que a dimensão de Rp é n−m. Temos, portanto, que dim (Np) + dim (Rp) = dim (V ).

Para i = m+ 1, . . . , n defina-se ui = Apvi. Afirmamos que o conjunto de vetores

{u1, . . . , um, um+1, . . . , un} = {u1, . . . , um, Apvm+1, . . . , A
pvn}

é também linearmente independente e, portanto, forma uma base em V . Suponhamos que haja constantes escalares
α1, . . . , αn tais que

0 =

n∑

i=1

αiui =

m∑

i=1

αiui +Ap

(
n∑

i=m+1

αivi

)
.

Isso implica, obviamente,
m∑

i=1

αiui = −Ap

(
n∑

i=m+1

αivi

)
.

O lado esquerdo dessa igualdade é um elemento de Np (pois u1, . . . , um são uma base em Np), enquanto que o lado
esquerdo é obviamente um elemento da imagem de Ap, ou seja, de Rp. Contudo, já vimos (Lema 10.7) que o único vetor
que Np e Rp têm em comum é o vetor nulo. Logo,

m∑

i=1

αiui = 0 (10.112)

e
n∑

i=m+1

αiA
pvi = 0 . (10.113)
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A relação (10.112) implica α1 = · · · = αm = 0, pois {u1, . . . , um} é uma base em Np. A relação (10.113) implica
αm+1 = · · · = αn = 0, pois {Apv1, . . . , A

pvm} é uma base em Rp. Assim, todos os αi’s são nulos, provando que
{u1, . . . , um, um+1, . . . , un} = {u1, . . . , um, Apvm+1, . . . , A

pvn} é um conjunto de n vetores linearmente
independentes.

Consequentemente, todo x ∈ V pode ser escrito na forma

x =

n∑

i=1

αiui =

m∑

i=1

αiui

︸ ︷︷ ︸
xn∈Np

+Ap

(
n∑

i=m+1

αivi

)

︸ ︷︷ ︸
xr∈Rp

.

Provar a unicidade dessa decomposição fica como exerćıcio. Isso completa a demonstração.

Uma das coisas que o teorema que acabamos de demonstrar diz é que, dado um operador A, o espaço V pode ser
decomposto em uma soma direta de dois subespaços, invariantes por A: um onde A é nilpotente, Np, e outro onde A é
inverśıvel, Rp. A é nilpotente em Np pois Apx = 0 para todo elemento x de Np. A é inverśıvel em Rp pois se x ∈ Rp é
tal que Ax = 0 isso implica x ∈ N1 ⊂ Np. Mas x só pode pertencer a Np e a Rp se for nulo. Logo, em Rp, Ax = 0 se e
somente se x = 0, provando que A é inverśıvel26. Para referência futura coloquemos essa afirmativa, acima demonstrada,
na forma de um teorema:

Teorema 10.20 (Teorema de Decomposição de Fitting) Se A é um operador linear não-nulo agindo em um espaço
vetorial V = Cn, então é posśıvel decompor V em dois subespaços invariantes por A, V = S⊕T, de forma que A restrito
a S é nilpotente, enquanto que A restrito a T é inverśıvel.

Recordar que S = Np ≡ N(Ap) e T = Rp ≡ R(Ap) para um certo p ∈ N. 2

Esse resultado é também conhecido como Teorema da Decomposição de Fitting27 e pode ser facilmente estendido a
anéis agindo em módulos de comprimemto (dimensão) finita. Vide [277].

Esse será o teorema básico do qual extrairemos a demonstração do Teorema de Decomposição de Jordan. O Teorema
10.20 é também empregado no estudo de álgebras de Lie.

10.7.2 O Teorema da Decomposição de Jordan

Chegamos agora ao resultado mais importante desta seção, o Teorema da Decomposição de Jordan28, um importante
teorema estrutural sobre matrizes de importância em vários campos, por exemplo na teoria das equações diferenciais
ordinárias. Para tais aplicações, vide Caṕıtulo 14, página 762.

O Teorema da Decomposição de Jordan também tem certa relevância na Teoria de Grupos, e o usaremos para provar
que toda matriz n×n complexa inverśıvel (ou seja, todo elemento do grupo GL(C, n)) pode ser escrita como exponencial
de outra matriz (Proposição 11.12, página 685). No Caṕıtulo 11 usaremos o Teorema da Decomposição de Jordan para
provar a identidade útil det(eA) = eTr(A), válida para qualquer matriz n× n real ou complexa (Proposição 11.7, página
680). Vide também Proposição 10.14, página 566.

• Enunciado e demonstração do Teorema da Decomposição de Jordan

Teorema 10.21 (Teorema da Decomposição de Jordan) Seja A um operador linear agindo no espaço V = Cn e
seja {α1, . . . , αr} o conjunto de seus autovalores distintos. Então, existem r subespaços S1, . . . , Sr tais que V =
S1 ⊕ . . .⊕ Sr e tais que cada Si é invariante por A. Ou seja, A = A1 ⊕ . . .⊕ Ar, onde Ai é A restrita a Si. Fora isso,
cada Ai, é da forma Ai = αi1i +Ni, onde 1i é a matriz identidade em Si e onde Ni é nilpotente. Por fim, a dimensão
si de cada subespaço Si é igual à multiplicidade algébrica do autovalor αi. 2

26Lembre-se que esse argumento só funciona em espaços vetoriais V que tenham dimensão finita, o que estamos supondo aqui.
27Hans Fitting (1906-1938).
28Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922). A forma canônica de matrizes (que será discutida mais adiante) foi originalmente descoberta

por Weierstrass (Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897)) e redescoberta por Jordan em 1870.



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 616/3043

Demonstração. Seja {α1, . . . , αr} o conjunto dos autovalores distintos de A e seja ni a multiplicidade algébrica do
autovalor αi. Seja A1 = A − α11. Pelo Teorema 10.20, página 615, V pode ser escrito como V = S1 ⊕ T1, onde S1 e
T1 são invariantes por A1, sendo A1 nilpotente em S1 e inverśıvel em T1. Assim, A1 é da forma A1 = N1 ⊕M1 com N1

nilpotente e M1 inverśıvel. Logo

A = α11 +A1 = (α11S1
+N1)⊕ (α11T1

+M1) , (10.114)

onde 1S1
é a matriz identidade em S1 etc. Vamos mostrar que a dimensão de S1 é igual à multiplicidade algébrica de α1.

Por (10.114) o polinômio caracteŕıstico de A é

qA(λ) = det(λ1 −A) = det((λ − α1)1S1
−N1) det((λ − α1)1T1

−M1) .

Se qN1
denota o polinômio caracteŕıstico de N1, tem-se

det((λ − α1)1S1
−N1) = qN1

(λ− α1) = (λ− α1)
s1 ,

onde, na última igualdade, usamos a Proposição 10.31, página 612, sobre a forma do polinômio caracteŕıstico de uma
matriz nilpotente. Dáı, segue que qA(λ) = (λ − α1)

s1 qM1
(λ − α1), sendo qM1

o polinômio caracteŕıstico de M1. Como
M1 é inverśıvel, M1 não tem o zero como autovalor. Logo, qM1

(0) 6= 0. Portanto s1 é igual à multiplicidade de α1 como
raiz de qA, ou seja, é igual a n1, a multiplicidade algébrica de α1.

A ideia agora é prosseguir decompondo agora o operador α11T1
+M1 que aparece em (10.114) da mesma maneira

como fizermos acima com A.

Seja A′ = α11T1
+M1 e que age em T1, que é um espaço de dimensão n− n1. Definimos A2 = A′ − α21T1

.

Evocando novamente o Teorema 10.20, página 615, T1 pode ser escrito como T1 = S2⊕T2, onde S2 e T2 são invariantes
por A2, sendo A2 nilpotente em S2 e inverśıvel em T2. Assim, V = S1 ⊕S2⊕T2. Agindo em T1 = S2 ⊕T2, A2 é da forma
A2 = N2 ⊕M2 com N2 nilpotente e M2 inverśıvel. Logo

A′ = α21T1
+A2 = (α21S2

+N2)⊕ (α21T2
+M2) . (10.115)

Vamos, como acima, mostrar que a dimensão de S2 é igual à multiplicidade algébrica de α2.

Pela definição,
A = (α11S1

+N1)⊕A′ = (α11S1
+N1)⊕ (α21S2

+N2)⊕ (α21T2
+M2) .

Logo,
qA(λ) = det ((λ − α1)1S1

−N1) det ((λ − α2)1S2
−N2) det ((λ− α2)1T2

−M2) .

Portanto, pelos mesmos argumentos usados acima,

qA(λ) = (λ − α1)
n1 (λ− α2)

s2 qM2
(λ− α2) .

Como M2 é inverśıvel, M2 não tem autovalor zero e, assim, qM2
(0) 6= 0. Logo, s2 = n2. T2 é assim um subespaço de

dimensão n− n1 − n2.

Prosseguindo nas mesmas linhas, após r passos chegaremos a um subespaço Tr de dimensão n − n1 − · · · − nr = 0
(por (10.30), página 558). Aı́, teremos V = S1 ⊕ · · · ⊕ Sr, onde cada Si tem dimensão ni e

A = (α11S1
+N1)⊕ · · · ⊕ (αr1Sr

+Nr) ,

onde os Ni’s são todos nilpotentes. Isso completa a demonstração.

Um corolário importante do Teorema de Decomposição de Jordan é o seguinte:

Teorema 10.22 Para toda matriz A ∈ Mat (C, n) existe uma matriz inverśıvel P ∈ Mat (C, n) tal que P−1AP = D+N ,
onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A e N é uma matriz nilpotente e de tal forma que D e N
comutam: DN = ND.

Consequentemente, toda matriz A ∈ Mat (C, n) pode ser escrita na forma A = Ad + An com AdAn = AnAd, sendo
Ad diagonalizável e An nilpotente, a saber, Ad = PDP−1 e An = PNP−1, com D e N dados acima. 2
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Demonstração do Teorema 10.22. O Teorema 10.21 está dizendo que, numa base conveniente, A tem a forma de blocos
diagonais

A =




A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · Ar




=




α11s1 +N1 0 · · · 0

0 α21s2 +N2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · αr1sr +Nr




, (10.116)

ou seja,
A = D +N ,

onde

D =




α11s1 0 · · · 0

0 α21s2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · αr1sr




= diag



α1, . . . , α1︸ ︷︷ ︸
s1 vezes

, . . . , αr, . . . , αr︸ ︷︷ ︸
sr vezes





e

N =




N1 0 · · · 0

0 N2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · Nr




. (10.117)

Acima si é a dimensão do subespaço Si.

É fácil de se ver que N é uma matriz nilpotente, pois se o ki é o ı́ndice de Ni (ou seja, ki é o menor inteiro positivo
para o qual Nki

i = 0), então para k := max (k1, . . . , kr) tem-se

Nk =




(N1)
k 0 · · · 0

0 (N2)
k · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · (Nr)
k




= 0 .

Em verdade, k = max (k1, . . . , kr) é o ı́ndice de N (por quê?).

Por fim, como cada Ni comuta com αi1si , fica claro que D e N comutam. Isso completa a demonstração.

Corolário 10.6 Uma matriz M ∈ Mat (C, n) é nilpotente se e somente se todos os seus autovalores forem nulos. 2
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Prova. A Proposição 10.31, página 612, afirma que se M é nilpotente todos os seus autovalores são nulos. O Teorema
10.22, página 616, afirma que se os autovalores de M são nulos, então existe P tal que P−1MP = N , nilpotente. Isso
implica que M é nilpotente.

• Uma propriedade de matrizes de Hurwitz

Uma matriz A ∈ Mat (R, n) com a propriedade que todos os seus autovalores possuem parte real negativa é dita ser
uma matriz de estabilidade (em textos de Engenharia), ou uma matriz de Hurwitz29. A nomeação dessas matrizes em
honra a Hurwitz deve-se ao fato de este autor ter identificado condições suficientes sobre os menores de uma matriz para
que todos os seus autovalores tenham parte real negativa30. Não usaremos essas condições aqui.

O seguinte resultado é empregado na teoria de estabilidade de equações diferenciais ordinárias, por exemplo, na
demonstração do Teorema de Poincaré-Lyapunov, Teorema 12.6, página 738:

Proposição 10.32 Seja A ∈ Mat (R, n) uma matriz de Hurwitz. Então, existem constante µ > 0 e C > 0 (eventual-
mente dependente de µ) tais que ‖etA‖ ≤ Ce−µt para todo t > 0. Aqui, 0 < µ < min{µ1, . . . , µr}, com os r autovalores
distintos de A sendo αk = −µk + iνk com µk > 0 e νk ∈ R, para k = 1, . . . , r, sendo 1 ≤ r ≤ n. 2

Comentário. A constante µ pode ser livremente escolhida no intervalo aberto
(

0, min{µ1, . . . , µr}), mas para cada escolha a constante C

deverá ser adequada. ♣

Prova da Proposição 10.32. Pelo Teorema 10.22, página 616, existe existe uma matriz inverśıvel P ∈ Mat (C, n) tal
que P−1AP = D + N , onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A e N é uma matriz nilpotente
e de tal forma que D e N comutam: DN = ND. Com isso, podemos escrever etA = PeDteNtP−1. Assim,

∥∥etA
∥∥ ≤∥∥P

∥∥ ∥∥P−1
∥∥∥∥eDt

∥∥∥∥eNt
∥∥. Tomemos t > 0. Sabemos que eNt é o polinômio

eNt =

n∑

p=0

tp

p!
Np e, portanto,

∥∥eNt
∥∥ ≤

n∑

p=0

tp

p!

∥∥Np
∥∥ ≡ P (t) ,

sendo P (t) um polinômio de grau menor ou igual a n.

Sejam α1, . . . , αr, para algum r com 1 ≤ r ≤ n, os autovalores distintos de A. Pelas hipóteses, podemos escrever
αk = −µk + iνk, com µk e νk sendo reais e µk > 0. Temos

etD =

r∑

k=1

etαkDk ,

onde Dk é a matriz diagonal com 1’s na posição em que o autovalor αk ocorre em D e com todos os demais elementos
iguais a zero. Assim,

∥∥etD
∥∥ ≤

r∑

k=1

e−tµk
∥∥Dk

∥∥ ≤ C0e
−tµ′

para todo t > 0, onde µ′ := min{µ1, . . . , µr} > 0 e C0 > 0 é alguma constante adequada.

Reunindo os resultados acima, vemos que
∥∥etA

∥∥ ≤ C1e
−tµ′

P (t), sendo C1 > 0 é alguma constante. É, porém, um

fato bem sabido que uma função da forma e−tµ′

P (t), com µ′ > 0 e com P sendo um polinômio, pode ser majorada
para todo t > 0 por uma função da forma C2e

−µt com 0 < µ < µ′ e C2 > 0 uma constante adequada. Isso completa a
demonstração.

10.7.3 Matrizes Nilpotentes e sua Representação Canônica

Os teoremas que estudamos acima nesta seção revelam a importância de matrizes nilpotentes. Um fato relevante é que
elas podem ser representadas de uma forma especial, denominada forma canônica, da qual traremos logo abaixo. Antes,
alguma preparação se faz necessária.

29Adolf Hurwitz (1859–1919).
30A. Hurwitz, A. “Ueber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur Wurzeln mit negativen reellen Teilen besitzt”. Mathematische

Annalen, Leipzig (Nr. 46): 273–284 (1895)
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Seja N ∈ Mat (C, n) uma matriz nilpotente de ı́ndice q, ou seja, N q = 0, mas N q−1 6= 0. Para uso futuro, provemos
o seguinte lema:

Lema 10.8 Seja N uma matriz nilpotente de ı́ndice q. Estão existe um vetor v 6= 0 tal que os q vetores

v, Nv, N2v, . . . , N q−1v , (10.118)

são linearmente independentes. Fora isso, o subespaço q-dimensional Jv, q := 〈v, Nv, N2v, . . . , N q−1v〉 de V gerado
por esses q vetores é invariante por N . 2

Prova. Se q = 1, então N = 0 e não há nada a provar, pois a afirmação é trivialmente verdadeira para qualquer v 6= 0.
Seja então q > 1 (em cujo caso N 6= 0, trivialmente). Sabemos, por hipótese, que a matriz N q−1 é não-nula. Isso
significa que existe pelo menos um vetor v 6= 0 tal que N q−1v 6= 0. Fixemos um tal vetor. É imediato que os vetores
Nv, N2v, . . . , N q−1v são todos não nulos pois, se tivéssemos N jv = 0 para algum 1 ≤ j < q − 1, então, aplicando-se
N q−1−j à esquerda, teŕıamos N q−1v = 0, uma contradição.

Sejam agora α1, . . . , αq escalares tais que

α1v + α2Nv + α3N
2v + · · ·+ αqN

q−1v = 0 . (10.119)

Aplicando-se N q−1 nessa igualdade e lembrando que N q = 0, conclúımos que α1N
q−1v = 0. Como N q−1v 6= 0, segue

que α1 = 0 e, com isso, (10.119) fica

α2Nv + α3N
2v + · · ·+ αqN

q−1v = 0 . (10.120)

Aplicando agora N q−2 nessa igualdade conclúımos que α2 = 0. Prosseguindo, conclúımos depois de q passos que todos
os escalares αj são nulos. Isso prova que os q vetores de (10.118) são linearmente independentes.

Que o subespaço Jv, q definido acima é invariante por N é evidente pois, para quaisquer escalares β1, . . . , βq, tem-se

N
(
β1v + β2Nv + · · ·+ βqN

q−1v
)

= β1Nv + β2N
2v + · · ·+ βq−1N

q−1v ∈ Jv, q .

O seguinte teorema é central para o que segue.

Teorema 10.23 Se N é uma matriz nilpotente de ı́ndice q agindo em V e v um vetor com a propriedade que N q−1v 6= 0,
então existe um subespaço K de V tal que Jv, q ∩K = {0}, tal que V = Jv, q ⊕K e tal que K é também invariante por
N . 2

Prova.31 A prova é feita por indução em q. Note-se que se q = 1, então N = 0 e a afirmativa é trivial, pois podemos
tomar como v qualquer vetor não-nulo, Jv, q seria o subespaço gerado por esse v e K o subespaço complementar a v, que
é trivialmente invariante por N , pois N = 0.

Vamos supor então que a afirmação seja válida para matrizes nilpotentes de ı́ndice q−1 e provar que a mesma é válida
para matrizes nilpotentes de ı́ndice q. O que desejamos é construir um subespaço K com as propriedades desejadas, ou
seja, tal que V = Jv, q ⊕K, sendo K invariante por N .

Seja V0 = R(N) o conjunto imagem de N . Sabemos que V0 é um subespaço de V e que é invariante por N . Fora isso,
N é nilpotente de ı́ndice q − 1 agindo em V0 (por quê?)

Seja v0 = Nv ∈ V0. É claro que N q−2v0 = N q−1v 6= 0. Assim, pelo Lema 10.8, o subespaço (q − 1)-dimensional

Jv0, q−1 = 〈v0, Nv0, . . . , N q−2v0〉 = 〈Nv, N2v, . . . , N q−1v〉 = JNv, q−1 ,

que é um subespaço de V0, é invariante por N e, da hipótese indutiva, conclúımos que existe um subespaço K0 de V0 que
é invariante por N tal que JNv, q−1 ∩K0 = {0} e tal que V0 = JNv, q−1 ⊕K0.

Seja agora K1 := {x ∈ V | Nx ∈ K0}. Vamos provar a seguinte afirmação:

31Extráıda, com modificações, de [223].
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I. Todo vetor x de V pode ser escrito na forma x = y + z onde y ∈ Jv, q e z ∈ K1.

Para provar isso, notemos que para qualquer x ∈ V vale certamente que Nx ∈ V0. Portanto, como pela hipótese
indutiva V0 = JNv, q−1⊕K0, podemos escrever Nx = y′+z′, com y′ ∈ JNv, q−1 e z′ ∈ K0. Como y′ ∈ JNv, q−1, y

′ é
da forma de uma combinação linear y′ = α1Nv+ · · ·+αq−1N

q−1v = Ny, onde y := α1v+α2Nv+ · · ·+αq−1N
q−2v

é um elemento de Jv, q. Logo, z′ = N(x − y). Como z′ ∈ K0, segue que z := x − y ∈ K1. Assim, x = y + z, com
y ∈ Jv, q e z ∈ K1. Isso provou I.

Note que a afirmação feita em I não significa que V = Jv, q ⊕ K1, pois os subespaços Jv, q e K1 podem ter uma
intersecção não-trivial. Tem-se, porém, o seguinte:

II. Jv, q ∩K0 = {0}.
Provemos essa afirmação. Seja x ∈ Jv, q ∩K0. Como x ∈ Jv, q, x é da forma x = α1v + α2Nv + · · · + αqN

q−1v.
Logo Nx = α1Nv + α2N

2v + · · · + αq−1N
q−1v ∈ JNv, q−1. Agora, como x ∈ K0 e, por hipótese, K0 é invariante

por N , segue que Nx ∈ K0. Logo, Nx ∈ JNv, q−1 ∩K0. Todavia, mencionamos acima que JNv, q−1 ∩K0 = {0}.
Logo, Nx = 0, ou seja, 0 = Nx = α1Nv + α2N

2v + · · · + αq−1N
q−1v. Como os vetores Nv, . . . , N q−1v são

linearmente independentes, conclúımos que α1 = · · ·αq−1 = 0. Logo, x = αqN
q−1v. Isso significa que x ∈ JNv, q−1.

Demonstramos, então, que se x ∈ Jv, q ∩K0 então x ∈ JNv, q−1 ∩K0 mas, como JNv, q−1 ∩K0 = {0}, segue que
x = 0. Isso conclui a prova de II.

III. K0 e Jv, q ∩K1, são dois subespaços disjuntos de K1.

A demonstração é muito simples. É evidente que Jv, q ∩K1 é subespaço de K1. Como K0 é invariante pela ação de
N , segue que se x ∈ K0 então Nx ∈ K0. Pela definição, isso diz que x ∈ K1 e conclúımos que K0 é um subespaço
e K1.

Que K0 e Jv, q ∩K1 são subespaços disjuntos, segue do fato que

K0 ∩ (Jv, q ∩K1) = K1 ∩ (Jv, q ∩K0)
II
= K1 ∩ {0} = {0} .

A afirmação III implica que K1 = (Jv, q ∩ K1) ⊕ K0 ⊕ K ′
0 para algum subespaço K ′

0 de K1 (não necessariamente
único). Seja agora K := K0 ⊕K ′

0. Note que K1 = (Jv, q ∩K1)⊕K e, portanto,

(Jv, q ∩K1) ∩K = {0} . (10.121)

Provaremos que esse K possui as propriedades desejadas, ou seja, que V = Jv, q ⊕K, sendo K invariante por N . Isso é
feito em três passos.

1. Jv, q e K são subespaços disjuntos, ou seja, Jv, q∩K = {0}, pois, como K ⊂ K1, segue que K = K∩K1 e, portanto,

Jv, q ∩K = Jv, q ∩ (K ∩K1) = (Jv, q ∩K1) ∩K
(10.121)

= {0} .

2. Jv, q ⊕K contém os vetores de Jv, q e de (Jv, q ∩K1)⊕K = K1. Por I, isso implica que Jv, q ⊕K = V .

3. K é invariante por N , pois o fato que K ⊂ K1, implica, pela definição de K1, que NK ⊂ NK1 ⊂ K0 ⊂ K.

A prova do Teorema 10.23 está completa

A principal consequência do Teorema 10.23 é a seguinte.

Proposição 10.33 Seja N ∈ Mat (C, n) uma matriz nilpotente de ı́ndice q. Então, existem

1. um inteiro positivo r, com 1 ≤ r ≤ n,

2. r números inteiros positivos n ≥ q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qr ≥ 1, com q1 + · · ·+ qr = n,

3. r vetores v1, . . . , vr satisfazendo N qjvj = 0 mas N qj−1vj 6= 0, j = 1, . . . , r,
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tais que
V = Jv1, q1 ⊕ · · · ⊕ Jvr , qr .

2

Prova. Se q = 1 então N = 0. Basta tomar r = n e escolher v1, . . . , vn uma base qualquer em V . Os qj ’s são todos
iguais a 1.

Consideremos então q > 1 com N 6= 0. Tomemos q1 = q. Pelo Teorema 10.23, existem um vetor v1 6= 0 e um
subespaço K1, invariante por N tais que

V = Jv1, q1 ⊕K1 .

Como K1 é invariante por N , podemos também dizer que a matriz N é nilpotente quando restrita a K1 (já que é
nilpotente em todo V ). Denotemos por q2 o ı́ndice de N quando restrita a K1. É claro que q2 ≤ q = q1.

Assim, podemos aplicar o Teorema 10.23 para a matriz N restrita a K1 e concluir que existe v2 6= 0 em K1 e um
subespaço K2 de K1, invariante por N , tais que K1 = Jv2, q2 ⊕K2. Note que N q2v2 = 0, pois v2 ∈ K1.

Com isso, temos
V = Jv1, q1 ⊕ Jv2, q2 ⊕K2 .

Novamente K2 é invariante por N e, como K2 é um subespaço de K1. O ı́ndice de N em K2 será q3 ≤ q2 ≤ q1.

O espaço V tem dimensão finita. Assim, a prova se conclúı repetindo o procedimento acima um número finito r de
vezes. Note que N qjvj = 0, pois N q1v1 = 0, e vj ∈ Kj−1 para todo j = 2, . . . , r.

Pela construção acima, é claro que q1 + · · ·+ qr = n, a dimensão de V , e que os n vetores

v1, Nv1, . . . , N
q1−1v1, v2, Nv2, . . . , N

q2−1v2, . . . , vr, Nvr, . . . , N
qr−1vr

são linearmente independentes e formam uma base em V . Vamos denotá-los (na ordem em que aparecem acima) por
b1, . . . , bn.

Note agora que, pela construção, Nbj = bj+1, para j em cada um dos conjuntos

{1, . . . , q1 − 1}, {1 + q1, . . . , q1 + q2 − 1}, {1 + q1 + q2, . . . , q1 + q2 + q3 − 1} ,

. . . {1 + q1 + · · ·+ qr−1, . . . , q1 + · · ·+ qr − 1} , (10.122)

com l = 0, . . . , r − 1, sendo que Nbj = 0 para todo j na forma q1 + · · ·+ ql, l = 1, . . . , r.

E. 10.39 Exerćıcio importante para compreender o que segue. Justifique as últimas afirmações. 6

Isso significa que na base b1, . . . , bn os elementos de matriz de N são todos nulos exceto aqueles na forma Nj, j+1

com j em algum dos conjuntos listados em (10.122), em cujo caso Nj, j+1 = 1. Pictoricamente, isso diz-nos que na base
b1, . . . , bn a matriz N assume uma forma genericamente ilustrada na Figura 10.5. Essa é a denominada forma canônica
da matriz nilpotente N ou representação canônica da matriz nilpotente N , que descrevemos mais detalhadamente no que
segue.

Os elementos da diagonal principal são todos nulos. Os únicos elementos não nulos da matriz podem estar localizados
apenas na diagonal imediatamente acima da principal, ou seja, aquela diagonal formada por elementos de matriz do
tipo Nj, j+1 com j = 1, . . . , n − 1. Chamaremos essa diagonal de primeira supradiagonal. Os elementos da primeira
supradiagonal podem ser 0 ou 1, da forma seguinte: a primeira supradiagonal possuirá r fileiras. As primeiras r − 1
fileiras são formadas por qj elementos, j = 1, . . . , n− 1, sendo os primeiros qj − 1 elementos iguais a 1 e o último igual
a 0. A última fileira terá qr − 1 elementos iguais a 1. Assim, se qr = 1, o último elemento da primeira supradiagonal
será nulo, proveniente da (r− 1)-ésima fileira (essa é a única forma de aparecer um zero no último elemento da primeira
supradiagonal).

Note que zeros consecutivos podem ocorrer, se tivermos alguns qj ’s iguais a 1. Note também que os elementos da
primeira supradiagonal podem ser todos nulos (o que valerá se r = n, em cujo caso q1 = · · · = rn = 1. Isso só pode
ocorrer se N = 0 e, nesse caso, q = 1) ou todos iguais a 1 (o que valerá se r = 1, em cujo caso q1 = n).
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Figura 10.5: Forma canônica t́ıpica de uma matriz nilpotente N . Os elementos da primeira supradiagonal podem valer
0 ou 1. Todos os demais elementos de matriz são nulos.

10.7.4 A Forma Canônica de Matrizes

Finalizamos esta seção e nossa discussão sobre o Teorema da Decomposição de Jordan e suas consequências reunindo o
que descobrimos até aqui.

Se A ∈ Mat (C, n) o Teorema 10.21, página 615 ensinou-nos que numa base conveniente (ou seja, por uma trans-
formação de similaridade P−1

0 AP0), toda matriz A tem a forma de blocos diagonais:

P−1
0 AP0 =




A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · Ar




=




α11n1
+N1 0 · · · 0

0 α21n2
+N2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · αr1nr
+Nr




, (10.123)
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sendo α1, . . . , αr os autovalores distintos de A. O j-ésimo bloco é de tamanho nj × nj , sendo que nj é a multiplicidade
algébrica do autovalor αj . As matrizes Nj são nilpotentes.

Cada matriz Nj pode ser levada à sua forma canônica N c
j (tal como explicado na Figura 10.5, página 622, e no que

se lhe segue) em uma base conveniente, ou seja, por uma transformação de similaridade P−1
j NjPj . Assim, definindo

P =




P1 0 · · · 0

0 P2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · Pr




, (10.124)

vemos que P−1(P−1
0 AP0)P = (P0P )

−1A(P0P ), sendo que, por (10.123),

P−1(P−1
0 AP0)P =




P−1
1 (α11n1

+N1)P1 0 · · · 0

0 P−1
2 (α21n2

+N2)P1 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · P−1
r (αr1nr

+Nr)Pr




=




α11n1
+N c

1 0 · · · 0

0 α21n2
+N c

2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · αr1nr
+N c

r




. (10.125)

E. 10.40 Exerćıcio. Complete os detalhes. 6

A matriz final de (10.125) é denominada forma canônica da matriz A, ou forma canônica de Jordan da matriz A. Como
dissemos, toda matriz A assume essa forma numa certa base. Devido ao fato de todos as submatrizes nilpotentes N c

j terem
a forma canônica, os únicos elementos não nulos da forma canônica da matriz A podem estar ou na diagonal principal
(sendo estes os autovalores de A, cada um aparecendo em uma fileira de nj elementos), ou na primeira supradiagonal,
sendo que estes valem apenas 0 ou 1 e seguem as regras descritas acima. Isso é ilustrado na Figura 10.6,

A Figura 10.6, mostra a forma canônica de uma matriz que possui 4 autovalores distintos α1, α2, α3 e α4. A primeira
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supradiagonal é formada pela sequência de números

γ11 , . . . , γ
a
1 , 0, γ

1
1 , . . . , γ

b
1, 0, γ

1
1 , . . . , γ

c
1, 0, γ

1
1 , . . . , γ

d
1 , (10.126)

sendo que os γji assumem apenas os valores 0 ou 1, de acordo com as regras explicadas acima quando discutimos a forma
canônica de matrizes nilpotentes. Todos os elementos fora da diagonal principal e da primeira supradiagonal são nulos.
O primeiro bloco é de dimensão (a + 1) × (a + 1), o segundo bloco é de dimensão (b + 1) × (b + 1) etc., sendo a + 1 a
multiplicidade algébrica de α1, b+ 1 a multiplicidade algébrica de α2 etc.

É interessante notar que na primeira supradiagonal, sempre ocorrem zeros nos pontos localizados fora dos blocos, ou
seja, nos pontos onde ocorrem transições entre dois autovalores distintos (indicados por setas na Figura 10.6). Esses são
os zeros que ocorrem explicitamente na lista (10.126).

Por fim, comentamos que a forma canônica não é exatamente única, pois é posśıvel ainda fazer transformações de
similaridade que permutem os blocos de Jordan da matriz. Além disso, dentro de cada subespaço invariante (onde cada
bloco age) é posśıvel fazer certas permutações dos elementos da base, de modo a preservar a diagonal e permutar os γi’s
da primeira supradiagonal.

10.7.5 Mais Alguns Resultados Sobre Matrizes Nilpotentes

O Teorema da Decomposição de Jordan permite-nos demonstrar mais alguns fatos úteis sobre matrizes, particularmente
sobre matrizes nilpotentes.

Recordemos que o ı́ndice de uma matriz nilpotente N é o menor q ∈ N para o qual vale tem-se N q = 0. Um resultado
útil sobre matrizes nilpotentes é o seguinte lema:

Lema 10.9 Sejam N1 e N2 ∈ Mat (C, n) duas matrizes nilpotentes com ı́ndices q1 e q2, respectivamente. Se N1 e N2

comutarem, ou seja, se N1N2 = N2N1, então α1N1 + α2N2 é também nilpotente para todos α1, α2 ∈ C. O ı́ndice de
α1N1 + α2N2 é menor ou igual a q1 + q2. 2

Prova. Como N1 e N2 comutam, vale o binômio de Newton32 e, para todo m ∈ N tem-se

(
α1N1 + α2N2

)m
=

m∑

p=0

(
m

p

)
αm−p
1 αp

2 N
m−p
1 Np

2 .

A condição de N1 ter ı́ndice q1 implica que é suficiente considerar os valores de p com m− p < q1, ou seja, p > m− q1.
A condição de N2 ter ı́ndice q2 implica que é suficiente considerar os valores de p com p < q2. Assim, só podem ser
eventualmente não nulos os termos da soma com m− q1 < p < q2. Se tivermos m− q1 ≥ q2 (ou seja, m ≥ q1 + q2), essa
condição é imposśıvel e todos os termos da soma do lado direito são nulos, implicando que α1N1 + α2N2 é nilpotente de
ı́ndice menor ou igual a m. Assim, o ı́ndice de α1N1 + α2N2 é menor ou igual a q1 + q2.

Um corolário disso é a Proposição 10.34, página 625, a qual indica-nos uma condição suficiente e necessária para que
uma matriz seja nilpotente. Antes precisamos apresentar e demonstrar o seguinte lema, o qual tem interesse por si só:

Lema 10.10 Seja A ∈ Mat (C, n), sejam α1, . . . , αr seus autovalores distintos (naturalmente, com 1 ≤ r ≤ n) e sejam
m1, . . . , mr suas multiplicidades algébricas respectivas (naturalmente, m1 + · · ·+mr = n). Então,

Tr
(
Ak
)

=

r∑

l=1

ml α
k
l (10.127)

para para todo k ∈ N0. 2

Prova. Seja A ∈ Mat (C, n). Para o caso k = 0, lembremo-nos da convenção que A0 = 1. Assim, Tr(A0) = Tr(1) = n.
Mas no caso k = 0 o lado direito de (10.127) fica

∑r
l=1ml = n. Isso estabeleceu (10.127) para k = 0. Tomemos doravante

k > 0.

32Sir Isaac Newton (1643–1727).
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Seja P ∈ Mat (C, n) uma matriz inverśıvel que leva A à sua forma de Jordan, ou seja, tal que PAP−1 = D+N com
D diagonal, N nilpotente e com DN = ND. Seja q ı́ndice de N . É claro que para cada k ∈ N tem-se

PAkP−1 =
(
PAP−1

)k
=
(
D +N

)k
=

k∑

p=0

(
k

p

)
Dk−pNp = Dk +

k∑

p=1

(
k

p

)
Dk−pNp . (10.128)

Afirmamos que cada termo da última somatória (ou seja, aqueles termos com 1 ≤ p ≤ k) é uma matriz nilpotente. De
fato, para cada l ∈ N tem-se (

Dk−pNp
)l

= D(k−p)lNpl

e se escolhermos l de sorte que pl ≥ q (e isso é sempre posśıvel para cada p ≥ 1, o fator Npl será nulo, provando que
Dk−pNp é nilpotente.

Assim, (10.128) e o Lema 10.9, página 624 informam que PAkP−1 = Dk +M com M nilpotente. Logo, para todo
k ∈ N tem-se

Tr
(
Ak
)

= Tr
(
PAkP−1

)
= Tr

(
Dk
)
+Tr(M) = Tr

(
Dk
)
.

Na última igualdade usamos o fato de que o traço de uma matriz nilpotente é nulo, pois todos os seus autovalores são
nulos (vide Corolário 10.6, página 617 e Proposição 10.31, página 612).

Sejam α1, . . . , αr os autovalores distintos de A (naturalmente, com 1 ≤ r ≤ n) e sejam m1, . . . , mr suas multipli-
cidades algébricas respectivas (naturalmente, m1 + · · · +mr = n). Já sabemos que D = diag (α1, . . . , αr), sendo que

cada αj aparece mj vezes na diagonal de D. Logo, Dk = diag
(
αk
1 , . . . , α

k
r

)
. Consequentemente,

Tr
(
Ak
)

= Tr
(
Dk
)

=
r∑

l=1

mlα
k
l ,

completando a prova.

Vamos agora ao resultado mais desejado.

Proposição 10.34 Uma condição necessária e suficiente para que uma matriz A ∈ Mat (C, n) seja nilpotente é que
valha Tr

(
Ak
)
= 0 para todo k = 1, . . . , n. 2

Prova. Se A é nilpotente, então todos os seus autovalores, são nulos, assim como todos os autovalores de todas as suas
potências. Logo, Tr

(
Ak
)
= 0 para todo k ∈ N.

Vamos agora supor que Tr
(
Ak
)
= 0 para todo k = 1, . . . , n. Sejam α1, . . . , αr os autovalores distintos de

A (naturalmente, com 1 ≤ r ≤ n) e sejam m1, . . . , mr suas multiplicidades algébricas respectivas (naturalmente,
m1 + · · ·+mr = n).

Vamos agora, por contradição, supor que A não seja nilpotente. Pelo Corolário 10.6, página 617, isso equivale a dizer
que ao menos um dos autovalores de A é não nulo. Digamos que este seja o autovalor αr. Temos, assim que αr 6= 0 e
que mr ≥ 1.

Note-se que se r = 1, então todos os autovalores de A seriam iguais (a α, digamos) e teŕıamos mr = n. Porém nesse
caso teŕıamos Tr(A) = nα, o que é incompat́ıvel com a hipótese que Tr(A) = 0, pois isso implicaria que α = 0, ou seja,
que todos os autovalores de A são nulos, o que implicaria, pelo Pelo Corolário 10.6, página 617, que A é nilpotente.
Podemos, portanto, supor r > 1.

Seja p(x) =
∑n

k=1 βkx
k um polinômio de grau menor ou igual a n e cujo termo constante é nulo. Teremos, pela

hipótese que Tr
(
Ak
)
= 0 para todo k = 1, . . . , n, que

0 =

n∑

k=1

βkTr
(
Ak
) (10.127)

=

n∑

k=1

βk

(
r∑

l=1

mlα
k
l

)
=

r∑

l=1

ml

(
n∑

k=1

βkα
k
l

)
=

r∑

l=1

mlp(αl) . (10.129)

Vamos agora escolher p(x) = x(x−α1) · · · (x−αr−1). Teremos, evidentemente, que: 1o o polinômio p é um polinômio de
grau r ≤ n cujo termo constante é nulo. 2o p(αl) = 0 para cada l = 1, . . . r−1. 3o p(αr) = αr(αr−α1) · · · (αr−αr−1) 6= 0,
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pois nenhum dos fatores do lado direito é nulo (já que αr 6= 0 e já que os αj ’s são distintos). Para esse polinômio a
relação (10.129) fica 0 = mrp(αr). Como p(αr) 6= 0, conclúımos que mr = 0, uma contradição com o fato que mr ≥ 1
que por sua vez decorria da hipótese de A não ser nilpotente.

Logo, a hipótese que Tr
(
Ak
)
= 0 para todo k = 1, . . . , n, implica que A é nilpotente, completando a prova.

Uma consequência evidente da Proposição 10.34, acima, é que se para A ∈ Mat (C, n) valer que Tr
(
Ak
)
= 0 para

cada k = 1, . . . , n, então Tr
(
Ak
)
= 0 para todo k ≥ 1. O próximo exerćıcio apresenta mais um corolário da Proposição

10.34.

E. 10.41 Exerćıcio. Demonstre o seguinte corolário da Proposição 10.34, página 625:

Corolário 10.7 Uma condição necessária e suficiente para que uma matriz A ∈ Mat (C, n) seja nilpotente é que valha Tr
(

ezA
)

= n
para todo z em algum domı́nio aberto de C. 2

Sugestão: prove que Tr
(

ezA
)

= n+
∑∞

k=1
zk

k!
Tr
(

Ak
)

é anaĺıtica em z e use esse fato. Para a demonstrar a analiticidade, prove (usando

(10.127)) que
∣

∣

∣
Tr
(

Ak
)

∣

∣

∣
≤ n

(

max
{

|α1|, . . . , |αr|
}

)k

e use esse fato. 6

10.8 Algumas Representações Especiais de Matrizes

Nas seções anteriores apresentamos algumas formas especiais de representar matrizes com determinadas caracteŕısticas,
como aquelas expressas no Teorema Espectral e no Teorema de Jordan. Nesta seção apresentaremos outras representações,
relevantes em certos contextos, como a decomposição polar.

10.8.1 A Decomposição Polar de Matrizes

É bem conhecido o fato de que todo número complexo z pode ser escrito na forma polar z = |z|eiθ, onde |z| ≥ 0 e
θ ∈ [−π, π). Tem-se que |z| =

√
zz e eiθ = z|z|−1. Há uma afirmação análoga válida para matrizes A ∈ Mat (C, n),

a qual é muito útil, e da qual trataremos nesta seção. Antes de enunciarmos esse resultado de forma mais precisa (o
Teorema da Decomposição Polar, Teorema 10.24, abaixo), façamos algumas observações preliminares.

Seja A ∈ Mat (C, n) e seja a matriz A∗A. Notemos primeiramente que (A∗A)∗ = A∗A∗∗ = A∗A, ou seja, A∗A
e autoadjunta. Pelo Teorema 10.15, página 596, é posśıvel encontrar um conjunto ortonormal {vk, k = 1, . . . , n} de
autovetores de A∗A, com autovalores dk, k = 1, . . . , n, respectivamente, sendo que a matriz

P :=
[[
v1, . . . , vn

]]
(10.130)

(para a notação, vide (10.9)) é unitária e diagonaliza A∗A, ou seja, P ∗(A∗A)P = D, sendo D a matriz diagonal
D := diag (d1, . . . , dn), cujos elementos da diagonal são os autovalores de A∗A. Os autovalores dk são todos maiores
ou iguais a zero. De fato, se vk 6= 0 é um autovetor de A∗A com autovalor dk, teremos dk‖vk‖2 = dk〈vk, vk〉C =
〈vk, Bvk〉C = 〈vk, A∗Avk〉C = 〈Avk, Avk〉C = ‖Avk‖2. Logo, dk = ‖Avk‖2/‖vk‖2 ≥ 0.

Com esses fatos à mão, vamos definir uma matriz diagonal, que denotaremos sugestivamente por D1/2, por D1/2 :=

diag (
√
d1, . . . ,

√
dn). Tem-se que

(
D1/2

)2
= D, uma propriedade óbvia33. Note-se também que

(
D1/2

)∗
= D1/2, pois

cada
√
dk é real. Os números não negativos

√
d1, . . . ,

√
dn são frequentemente denominados valores singulares de A.

Definamos agora a matriz
√
A∗A, por √

A∗A := PD1/2P ∗ . (10.131)

Essa matriz
√
A∗A é autoadjunta, pois

(√
A∗A

)∗
=
(
PD1/2P ∗

)∗
= PD1/2P ∗ =

√
A∗A. Observemos que

(√
A∗A

)2
=

33Essa não é a única matriz com essa propriedades, pois qualquer matriz do tipo diag (±
√
d1, . . . , ±

√
dn), com os sinais ± escolhidos

independentemente uns dos outros, também tem como quadrado a matriz D.
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P (D1/2)2P ∗ = PDP ∗ = A∗A. Disso segue que

(
det
(√

A∗A
))2

= det

((√
A∗A

)2)
= det(A∗A) = det(A∗) det(A) = det(A) det(A) = | det(A)|2 .

Provamos assim que det
(√

A∗A
)
= | det(A)| e, portanto,

√
A∗A é inverśıvel se e somente se A o for.

Alguns autores denotam a matriz
√
A∗A por |A|, por analogia com o módulo de um número complexo. Podemos

agora formular e demonstrar o resultado que procuramos:

Teorema 10.24 (Teorema da Decomposição Polar) Seja A ∈ Mat (C, n). Então, existe uma matriz unitária U ∈
Mat (C, n) tal que

A = U
√
A∗A . (10.132)

Se A é inverśıvel, então U é univocamente determinada. A representação (10.132) é denominada representação polar
de A. 2

Prova. Sejam, como acima, dk, k = 1, . . . , n os autovalores de A∗A com autovetores respectivos vk, k = 1, . . . , n.
Sabemos pelo Teorema 10.15, página 596 que podemos escolher os vk’s de forma que 〈vk, vl〉C = δk l.

Como vimos acima, os autovalores dk satisfazem dk ≥ 0. Sem perda de generalidade, vamos supô-los ordenados de
forma que dk > 0 para todo k = 1, . . . , r e dk = 0 para todo k = r + 1, . . . , n. Com essa escolha, tem-se que

Avk = 0 para todo k = r + 1, . . . , n , (10.133)

pois de A∗Avk = 0, segue que 0 = 〈vk, A∗Avk〉C = 〈Avk, Avk〉C = ‖Avk‖2.
Para k = 1, . . . , r, sejam wk os vetores definidos da seguinte forma:

wk :=
1√
dk
Avk , k = 1, . . . , r . (10.134)

É fácil ver que

〈wk, wl〉C =
1√
dkdl

〈Avk, Avl〉C =
1√
dkdl

〈A∗Avk, vl〉C =
dk√
dkdl

〈vk, vl〉C =
dk√
dkdl

δk l = δk l ,

para todos k, l = 1, . . . , r. Assim, o conjunto de vetores {wk, k = 1, . . . , r} forma um conjunto ortonormal. A
eles podemos acrescentar um novo conjunto {wk, k = r + 1, . . . , n}, escolhido arbitrariamente, de vetores ortonormais
pertencentes ao complemento ortogonal do subespaço gerado por {wk, k = 1, . . . , r} e construir assim, um conjunto
ortonormal {wk, k = 1, . . . , n}.

Sejam agora a matriz P , definida em (10.130) e as seguintes matrizes de Mat (C, n):

Q :=
[[
w1, . . . , wn

]]
, U := QP ∗

(para a notação, vide (10.9)). Como {vk, k = 1, . . . , n} e {wk, k = 1, . . . , n} são dois conjuntos ortonormais, segue que
P e Q são matrizes unitárias (por quê?) e, portanto, U também é unitária.

É fácil ver que AP = QD1/2, onde D1/2 := diag
(√
d1, . . . ,

√
dn
)
, De fato,

AP
(10.130)

= A
[[
v1, . . . , vn

]]
(10.12)
=

[[
Av1, . . . , Avn

]]

(10.133)
=

[[
Av1, . . . , Avr 0, . . . , 0

]]

(10.134)
=

[[√
d1w1, . . . ,

√
drwr 0, . . . , 0

]]

(10.15)
=

[[
w1, . . . , wn

]]
D1/2 = QD1/2 .
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Agora, de AP = QD1/2, segue que A = QD1/2P ∗ = UPD1/2P ∗ (10.131)
= U

√
A∗A, que é o que queŕıamos provar.

Para mostrar que U é univocamente determinado se A for inverśıvel, suponhamos que exista U ′ tal que A = U
√
A∗A =

U ′
√
A∗A. Como comentamos acima,

√
A∗A é inverśıvel se e somente se A o for. Logo, se A é inverśıvel, a igualdade

U
√
A∗A = U ′

√
A∗A implica U = U ′, estabelecendo a unicidade. Caso A não seja inverśıvel a arbitrariedade de U reside

na escolha dos vetores ortonormais {wk, k = r + 1, . . . , n}.

O seguinte corolário é elementar:

Teorema 10.25 Seja A ∈ Mat (C, n). Então, existe uma matriz unitária V ∈ Mat (C, n) tal que

A =
√
AA∗ V . (10.135)

Se A é inverśıvel, então V é univocamente determinada. 2

Prova. Para a matriz A∗, (10.132) diz-nos que A∗ = U0

√
(A∗)∗A∗ = U0

√
AA∗ para alguma matriz unitária U0. Como√

AA∗ é autoadjunta, segue que A =
√
AA∗ U∗

0 . Identificando V = U∗
0 , obtemos o que desejamos.

O Teorema da Decomposição Polar pode ser generalizado para abranger operadores limitados agindo em espaços
de Hilbert (vide Teorema 42.31, página 2483) e mesmo para abranger operadores não limitados agindo em espaços de
Hilbert (vide [443]).

10.8.2 A Decomposição em Valores Singulares

O Teorema da Decomposição Polar, Teorema 10.24, página 627, tem um corolário de particular interesse, o Teorema da
Decomposição em Valores Singulares, qua afirma que toda matriz pode ser escrita como produto de três matrizes, uma
delas envolvendo seus valores singulares.

Na Seção 10.9, página 649, estudaremos uma aplicação do Teorema da Decomposição em Valores Singulares, a saber,
ao estudo da chamada Pseudoinversa de Moore-Penrose e suas aplicações em problemas de optimização linear. Outra
aplicação do versa do Teorema da Decomposição em Valores Singulares, relevante à Teoria da Informação Quântica é o
Teorema de Decomposição de Schmidt, objeto da Seção 10.8.2.1, página 631.

A decomposição em valores singulares admite uma generalização para operadores compactos agindo em espaços de
Hilbert de dimensão infinita. Vide Teorema 42.39, página 2507.

Teorema 10.26 (Teorema da Decomposição em Valores Singulares) I. Seja A ∈ Mat (C, n) com n ∈ N. Então,
existem matrizes unitárias V e W ∈ Mat (C, n) tais que

A = V SW ∗ , (10.136)

onde

S =

(
d1

...
dn

)
∈ Mat (C, n) (10.137)

é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais são os valores singulares dk ≥ 0, k = 1, . . . , n, de A, ou seja, os
autovalores de

√
A∗A.

Essa afirmação pode ser generalizada para matrizes retangulares. Seja A ∈ Mat (C, m, n) com m, n ∈ N e m 6= n
(o caso m = n corresponde ao caso I, acima).

II. Caso m > n. Existem matrizes unitárias V ∈ Mat (C, m) e W ∈ Mat (C, n) tais que

A = V SW ∗ , (10.138)

onde S ∈ Mat (C, m, n) é a matriz

S =




D

0m−n, n


 =




d1

...
dn

0m−n, n


 ∈ Mat (C, m, n) , (10.139)



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 629/3043

sendo D ∈ Mat (C, n) uma matriz diagonal contendo na diagonal os n valores singulares dk ≥ 0, k = 1, . . . , n, de A,
ou seja, os autovalores de

√
A∗A ∈ Mat (C, n), incluindo multiplicidades.

III. Caso m < n. Existem matrizes unitárias V ∈ Mat (C, m) e W ∈ Mat (C, n) tais que

A = V SW ∗ , (10.140)

onde neste caso S ∈ Mat (C, m, n) é a matriz

S =

(
L 0m, n−m

)
=

(
l1

...
lm

0m, n−m

)
∈ Mat (C, m, n) , (10.141)

sendo L ∈ Mat (C, m) uma matriz diagonal contendo na diagonal os m valores singulares lk ≥ 0, k = 1, . . . , m, de A∗,
ou seja, os autovalores de

√
AA∗ ∈ Mat (C, m), incluindo multiplicidades. 2

Comentário. É apropriado aqui recordarmos que os conjuntos de valores singulares {d1, . . . , dn} e {l1, . . . , lm} de A e A∗, respectivamente,
são iguais a menos de multiplicidades e da eventual presença de 0’s em algum deles. Isso é consequência da Proposição 10.7, página 560 e,
especialmente, de sua generalização apresentada no Exerćıcio E. 10.6, página 560, onde se afirma que σ

(

A∗A
)

\ {0} = σ
(

AA∗
)

\ {0}. ♣

Prova do Teorema 10.26. Prova de I. A afirmação de (10.136) segue imediatamente de (10.132) e de (10.131) tomando
V = UP , W = P e S = D1/2.

Prova de II. Temos m > n e seja Ae ∈ Mat (C, m) a matriz quadrada m×m dada por

Ae :=

(
A 0m, m−n

)
. (10.142)

Temos que

A∗
eAe =




A∗A 0n, m−n

0m−n, n 0m−n, m−n


 ,

sendo A∗
eAe ∈ Mat (C, m) e A∗A ∈ Mat (C, n). Naturalmente, segue disso que

√
A∗

eAe =




√
A∗A 0n, m−n

0m−n, n 0m−n, m−n


 .

Para a matriz quadrada Ae aplica-se o Teorema da Decomposição Polar, Teorema 10.24, página 627 , e podemos
escrever Ae = Ũ

√
A∗

eAe para Ũ ∈ Mat (C, m), unitária.

A matriz
√
A∗A ∈ Mat (C, n) pode ser diagonalizada por uma matriz unitária P ∈ Mat (C, n) de sorte que√

A∗A = PDP ∗, onde D ∈ Mat (C, n) é diagonal e contém na diagonal os autovalores de
√
A∗A. Com isso, podemos

escrever √
A∗

eAe = P̃ D̃P̃ ∗ ,

onde,

P̃ :=




P 0n, m−m

0m−n, n 1m−n


 e D̃ :=




D 0n, m−m

0m−n, n 1m−n


 ,

e, portanto, Ae = Ũ
√
A∗

eAe = Ũ P̃ D̃P̃ ∗. Agora,

(
A 0m, m−n

)
= A

(
1n 0n, m−m

)
,



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 630/3043

e, portanto, temos

A

(
1n 0m, m−n

)
= Ũ P̃ D̃P̃ ∗ .

Multiplicando-se à direita por




1n

0m−n, m


 e usando o fato que

(
1n 0m, m−n

)



1n

0m−n, m


 = 1n

(verifique!), obtemos

A = Ũ P̃ D̃P̃ ∗




1n

0m−n, m


 = Ũ P̃ D̃




P

0m−n, n


 .

Agora,

D̃




P

0m−n, n


 =




D 0n, m−m

0m−n, n 1m−n







P ∗

0m−n, n


 =




DP ∗

0m−n, n


 =




D

0m−n, n


P ∗

e temos finalmente

A = Ũ P̃




D

0m−n, n


P ∗ .

Adotando-se V = Ũ P̃ , que é uma matriz unitária de Mat (C, m) (pois Ũ e P̃ o são) e W = P , que é uma matriz unitária

de Mat (C, n) e S =




D

0m−n, n


 a demonstração de (10.138) está completa.

Prova de III. Esse caso segue diretamente do caso II. Seja A ∈ Mat (C, m, n) agora com m < n. A matriz
A∗ ∈ Mat (C, n, m) tem, portanto, as mesmas caracteŕısticas das matrizes tratadas na parte II (o número de linhas é
maior que o de colunas) e, portanto, vale a afirmação (da parte II, trocando-se m↔ n) que existem operadores unitários
W ∈ Mat (C, n) e V ∈ Mat (C, m) tais que

A∗ = WRV ∗ , (10.143)

(por conveniência trocamos as letras V e W e substitúımos a letra S or R em (10.138)), onde R ∈ Mat (C, n, m) é a
matriz

R =




L

0n−m, m


 =




l1

. . .
lm

0n−m, m


 ∈ Mat (C, n, m) ,

sendo L ∈ Mat (C, m) uma matriz diagonal contendo na diagonal os m valores singulares lk, k = 1, . . . , m, de A∗, ou
seja, os autovalores de

√
AA∗ ∈ Mat (C, m), incluindo multiplicidades.

Tomando-se o adjunto de (10.143), obtemos
A = V SW ∗ ,

onde

S = R∗ =

(
L 0m, n−m

)
=

(
l1

. . .
lm

0m, n−m

)
∈ Mat (C, m, n) .
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Isso demonstrou (10.140), completando a prova do Teorema 10.26.

• Decomposição em valores singulares. Uma segunda abordagem

Vamos agora apresentar uma segunda versão do Teorema da Decomposição em Valores Singulares com consequências
diferentes da anterior, mas similares às mesmas, especialmente no caso de matrizes não quadradas. Essa versão do
Teorema da Decomposição em Valores Singulares pode ser relevante em certos problemas.

No que segue, m, n ∈ N. Aqui não se faz necessário distinguir os casos m < n e m > n ou m = n. Usaremos as
definições (10.3), (10.7) e a relação (10.8) (vide página 549) que permitem mapear injetivamente matrizes retangulares
em certas matrizes quadradas.

Teorema 10.27 (Teorema da Decomposição em Valores Singulares. II) Seja A ∈ Mat (C, m, n). Então, exis-
tem matrizes unitárias V e W ∈ Mat (C, m+ n) tais que

A = Im, m+nV SW
∗Jm+n, n , (10.144)

onde S ∈ Mat (C, m+ n) é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais são os valores singulares de

A′ := Jm+n, mAIn, m+n =




A 0m, m

0n, n 0n, m


 ∈ Mat (C, m+ n) (10.145)

(definida em (10.7)), ou seja, os autovalores de
√
(A′)∗A′. Mais especificamente,

S =




d1

.. .
dn

0n,m

0m, n 0m,m


 , (10.146)

onde d1, . . . , dn ∈ [0, ∞) são os autovalores de
√
A∗A ∈ Mat (C, n). 2

Comentário. O leitor deve observar que as matrizes V , W e S dos enunciado do Teorema 10.27 são distintas das das matrizes V , W e S

do enunciado do Teorema 10.26, página 628, entre outras coisas, por terem dimensões diferentes. Observe-se também que, como (A′)∗A′ =
(

A∗A 0n, m

0m, n 0m, m

)

∈ Mat (C, m+ n), conclúımos que, a menos de 0’s e de multiplicidades, os valores singulares de A′ coincidem com os de A e

A∗. ♣

Prova do Teorema 10.27. A matriz A′ ∈ Mat (C, m+n) é uma matriz quadrada e, pela parte I do Teorema 10.26, possui
uma decomposição em valores singulares A′ = V SW ∗ com V e W ∈ Mat (C, m + n), unitárias, e S ∈ Mat (C, m + n)
sendo diagonal cujos elementos diagonais são os valores singulares de A′. Com isso, (10.144) segue de (10.8).

10.8.2.1 Uma Aplicação: a Decomposição de Schmidt

O Teorema de Decomposição em Valores Singulares, Teorema 10.26, páginas 628, tem um corolário relevante para a
Teoria da Informação Quântica, o chamado Teorema de Decomposição de Schmidt34.

Teorema 10.28 Sejam HI e HII dois espaços de Hilbert complexos de dimensão finita, com dimensões m e n, respec-
tivamente (concretamente podemos assumir HI = Cm e HII = Cn). Considere-se o produto tensorial HI ⊗ HII. Seja
l = min{m, n}. Então, para cada u ∈ HI ⊗ HII existem números da ≥ 0 com a = 1, . . . , l e conjuntos de vetores{
v1, . . . , vl

}
⊂ HI e

{
w1, . . . , wl

}
⊂ HII, ortonormais em seus respectivos espaços, tais que

u =
l∑

a=0

da
(
va ⊗wa

)
. (10.147)

34Erhard Schmidt (1876–1959).
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O número de termos da soma é l, a menor dimensão dentre os espaços HI e HII. A expressão (10.147) é denominada
Decomposição de Schmidt do vetor u ∈ HI ⊗HII. 2

Comentários. Há algumas observações a se fazer. Os vetores va e wa, assim como os números da, a ∈ {1, . . . , l}, dependem de u e,
portanto, os ingredientes do lado direito da Decomposição de Schmidt (10.147) mudam com u. Não está sendo dito em (10.147) que os vetores
{

v1 ⊗w1, . . . , vl ⊗wl

}

componham uma base em HI ⊗HII (um erro infelizmente encontrado em alguns textos da literatura em F́ısica), até
por que não são em número suficiente para tal (a dimensão de HI ⊗HII é mn, que é maior que l = min{m, n}, exceto no caso trivial em que
m = n = 1).

No caso em que l = m < n, o conjunto de vetores ortonormais
{

v1, . . . , vl

}

compõe uma base em HI, mas o conjunto de vetores

ortonormais
{

w1, . . . , wl

}

não compõe uma base em HII, por não serem em número suficiente para tal. Mutatis mutandis, se l = n < n as
afirmações opostas são válidas. No caso l = m = n ambos os conjuntos compõem bases em seus respectivos espaços. ♣

Prova do Teorema 10.28. Seja
{
e1, . . . , em

}
uma base ortonormal em HI e seja

{
f1, . . . , fn

}
uma base ortonormal em

HII. Então,
{
ei ⊗ fj , i ∈ {1, . . . , m} e j ∈ {1, . . . , n}

}
compõe uma base ortonormal em HI ⊗HII.

Assim, se u ∈ HI ⊗HII, podemos escrever

u =

m∑

i=1

n∑

j=1

uij
(
ei ⊗ fj

)
,

com uij ∈ C para todos i, j.

Seja agora A ∈ Mat (C, m, n) a matriz cujos elementos de matriz são precisamente os coeficientes uij , ou seja,
Aij := uij para cada i ∈ {1, . . . , m} e j ∈ {1, . . . , n}.

Vamos considerar o caso m ≥ n (portanto, com l := min{m, n} = n) fazendo uso das partes I e II do Teorema
10.26. O caso m < n é similar, fazendo uso do caso III do mesmo Teorema e sua prova é deixada ao leitor. Segundo o
Teorema 10.26, podemos escrever A = V SW ∗, onde V ∈ Mat (C, m) eW ∈ Mat (C, n) são ambas unitárias (e, portanto,
satisfazem V ∗V = 1m e W ∗W = 1n). Assim, para os elementos de matriz de A, temos

uij = Aij =
m∑

a=1

n∑

b=1

ViaSab(W
∗)bj =

n∑

a=1

n∑

b=1

Viadaδab(W
∗)bj =

n∑

a=1

daVia(W
∗)aj ,

onde, na segunda igualdade usamos o fato que Sab = 0 caso a > m e Sab = daδab de outra forma. Vide (10.137) ou
(10.139), página 628. Assim,

u =

m∑

i=1

n∑

j=1

Aij

(
ei ⊗ fj

)
=

m∑

a=1

da

(
m∑

i=1

Viaei

)
⊗




n∑

j=1

(W ∗)ajfj


 =

n∑

a=1

da
(
va ⊗wa

)
,

onde, para a = 1, . . . , n,

va :=

m∑

i=1

Viaei e wa :=

n∑

j=1

(W ∗)ajfj .

Isso provou (10.147). Agora, para a, b ∈ {1, . . . , n}, tem-se

〈
va, vb

〉
HI

=

m∑

i=1

m∑

i′=1

ViaVi′b 〈ei, ei′〉HI︸ ︷︷ ︸
δi, i′

=

m∑

i=1

ViaVib =

m∑

i=1

(V ∗)aiVib =
(
V ∗V

)
ab

= δa, b

e, analogamente,

〈
wa, wb

〉
HII

=

m∑

j=1

m∑

j′=1

WjaWj′b 〈fj , fj′ 〉HII︸ ︷︷ ︸
δj, j′

=

n∑

j=1

WjaWjb =

n∑

j=1

(W ∗)ajWjb =
(
W ∗W

)
ab

= δa, b ,

mostrando que {v1, . . . , vn} ⊂ HI e {w1, . . . , wn} ⊂ HII são conjuntos ortonormais em seus respectivos espaços.

A decomposição de Schmidt possui um colorário de interesse sobre matrizes definidas em um produto tensorial de
espaços de dimensão finita.
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Corolário 10.8 Sejam os espaços de Hilbert Cm e Cn e seja A um operador linear definido em Cm⊗Cn ≃ Cmn. Então,
A pode ser escrito na forma

A =
l∑

k=1

dk
(
Ak ⊗Bk

)
, (10.148)

onde l = min{m2, n2}, onde dk ≥ 0 e onde {A1, . . . , Al} ⊂ Mat (C, m) e {B1, . . . , Bl} ⊂ Mat (C, n) são conjuntos
ortonormais de matrizes em relação aos produtos escalares 〈D, F 〉1 := TrCm

(
D∗F

)
e, respectivamente, 〈G, H〉2 :=

TrCn

(
G∗H

)
, para D, F ∈ Mat (C, m) e G, H ∈ Mat (C, n).

A decomposição (10.148) é denominada decomposição de Schmidt para matrizes. 2

Prova. A demonstração é imediata pelo Teorema 10.28, página 631, cabendo apenas notar que as dimensões de Mat (C, m)
e Mat (C, n) são m2 e n2, respectivamente, dáı tomarmos l = min{m2, n2}.

10.8.2.2 A Noção de Traço Parcial de Matrizes

A decomposição de Schmidt para matrizes (10.148), página 633, é útil na tarefa de definir-se a noção de traço parcial de
uma matriz agindo em um produto tensorial de espaços de dimensão finita. A noção de traço parcial é empregada na
Teoria da Informação Quântica. Uma extensão da noção de traço parcial para o caso de operadores agindo em espaços
de Hilbert de dimensão infinita, tecnicamente mais elaborado, é apresentada na Seção 42.11, página 2546.

Sejam H′ e H′′ dois espaços de Hilbert de dimensões m e n, respectivamente, (concretamente podemos assumir
H′ = Cm e H′′ = Cn) e sejam {e1, . . . , em} ⊂ H′ e {f1, . . . , fn} ⊂ H′′ bases ortonormais nesses espaços. Defina-se
H := H′ ⊗H′′ = Cm ⊗ Cn ≃ Cnm.

Para um operador A agindo em H (ou seja A ∈ Mat (C, mn)) a expressão

H
′ ×H

′ ∋ (ψ, φ) 7−→ ω(ψ, φ) :=

n∑

j=1

〈
(ψ ⊗ fj), A(φ⊗ fj)

〉
H

∈ C

define uma forma sesquilinear emH′ e que é cont́ınua (uma afirmação elementar em dimensão finita35). Assim, existe (pela
Proposição 42.11, página 2388.) um operador linear que denotamos por PtrH′′(A) agindo em H′ (ou seja, PtrH′′(A) ∈
Mat (C, n)), denominado o traço parcial de A em relação a H′′, tal que ω(ψ, φ) =

〈
ψ, PtrH′′(A)φ

〉
H′ , ou seja, tal que

〈
ψ, PtrH′′(A)φ

〉
H′ =

n∑

j=1

〈
(ψ ⊗ fj), A(φ ⊗ fj)

〉
H
. (10.149)

Podemos obter expressões mais concretas para PtrH′′(A) se usarmos a decomposição de Schmidt para matrizes
(10.148), página 633. Segundo ela podemos escrever

A =

l∑

k=1

dk
(
Ak ⊗Bk

)
. (10.150)

com TrCm

(
A∗

iAj

)
= δi,j e TrCn

(
B∗

iBj

)
= δi,j , sendo dk ≥ 0 para todo k e l = min{m2, n2}. Assim, vemos facilmente

que

〈
ψ, PtrH′′(A)φ

〉
H′ =

l∑

k=1

dk
〈
ψ, Akφ

〉
H′




n∑

j=1

〈
fj , Bkfj

〉
Cn





para todos ψ, φ ∈ H
′ e assim,

PtrH′′(A) =
l∑

k=1

dkTrCn

(
Bk

)
Ak , (10.151)

35Esse ponto não é trivial em dimensão infinita e obriga-nos a restringirmo-nos a operadores de tipo traço. Vide Seção 42.11, página 2546
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sendo TrCn

(
B
)
o traço usual de B ∈ Mat (C, n) em Cn: TrCn

(
Bk

)
=
∑n

j=1

〈
fj , Bkfj

〉
Cn .

A expressão (10.151) mostra que PtrH′′(A) é independe da base ortonormal {f1, . . . , fn} escolhida em H′′, pois é
bem sabido que TrCn independe dessa escolha (vide Seção 10.2.3, página 563, e, em particular (10.33)).

• Algumas propriedades do traço parcial

Três outros resultados seguem facilmante de (10.151). O primeiro é a afirmação que se A ∈ Mat (C, mn), D ∈
Mat (C, n) e E ∈ Mat (C, m), então

PtrH′′

(
A(D ⊗ E)

)
= PtrH′′

(
A(1m ⊗ E)

)
D , (10.152)

e, em particular,
PtrH′′

(
D ⊗ E

)
= PtrH′′

(
1m ⊗ E)

)
D = TrCn(E)D . (10.153)

De fato, por (10.150), A(D ⊗ E) =
∑l

k=1 dk
(
AkD ⊗BkE

)
e, portanto

PtrH′′

(
A(D ⊗ E)

)
=

l∑

k=1

dkAkDTrCn

(
BkE

)
=

(
l∑

k=1

dkAkTrCn

(
BkE

)
)
D = PtrH′′

(
A(1m ⊗ E)

)
D , (10.154)

provando (10.152).

E. 10.42 Exerćıcio. Seguindo os passos acima, mostre também que

PtrH′′

(

(D ⊗ E)A
)

= DPtrH′′

(

(1m ⊗ E)A
)

. (10.155)

6

O segundo resultado é uma versão particular da propriedade ćıclica. A propriedade ćıclica do traço em Cn permite-nos
escrever, tomando D = 1m na primeira igualdade de (10.154),

PtrH′′

(
A(1m ⊗ E)

)
=

(
l∑

k=1

dkAkTrCn

(
BkE

)
)

=

(
l∑

k=1

dkAkTrCn

(
EBk

)
)

= PtrH′′

(
(1m ⊗ E)A

)
,

demonstrando a propriedade ćıclica particular

PtrH′′

(
A(1m ⊗ E)

)
= PtrH′′

(
(1m ⊗ E)A

)
. (10.156)

Propriedades ćıclicas que igualem PtrH′′

(
AB
)
a PtrH′′

(
BA
)
, para A, B ∈ Mat (C, mn) arbitrários, não são geralmente

válidas para o traço parcial. Justifique!

O terceiro resultado é a afirmação que se A ∈ Mat (C, mn), então

TrCmn

(
A
)

= TrCm

(
PtrH′′(A)

)
. (10.157)

De fato,

TrCmn

(
A
)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

〈(
vi ⊗wj

)
, A
(
vi ⊗wj

)〉
H

(10.150)
=

l∑

k=1

dkTrCm

(
Ak

)
TrCn

(
Bk

)

= TrCm

(
l∑

k=1

dkAkTrn
(
Bk

)
)

= TrCm

(
PtrH′′(A)

)
,

estabelecendo (10.157).
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10.8.2.3 Purificação

Seja HI = Cm, um espaço de Hilbert de dimensão m, e seja ρ uma matriz densidade agindo em HI, ou seja, um operador
autoadjunto e positivo (portanto, com autovalores não-negativos) e satisfazendo TrCm(ρ) = 1.

Afirmamos que existe um espaço de Hilbert HII = Cn (com n ≥ m) e um vetor Ψ ∈ H := HI ⊗HII ≃ Cnm tais que

TrCm(ρD) =
〈
Ψ, (D ⊗ 1n)Ψ

〉
H
. (10.158)

Sejam ρ1, . . . , ρm os autovalores de ρ (incluindo multiplicidades), com ρk ≥ 0 para todo k, e sejam v1, . . . , vm os
correspondentes autovetores compondo uma base ortonormal em Cm:

〈
vi, vj

〉
Cm = δi,j . A decomposição espectral de ρ

é ρ =
∑m

i=1 ρiPvi
, onde Pvi

é o projetor ortogonal sobre o subespaço unidimensional gerado por vi.

Seja n ≥ m e w1, . . . , wn uma base ortonormal em Cn (com
〈
wi, wj

〉
Cn = δi,j). Definamos Ψ ∈ Cm ⊗ Cm ≃ Cnm

por

Ψ :=

m∑

i=1

√
ρi
(
vi ⊗wi

)
. (10.159)

Temos

〈
Ψ, (D ⊗ 1n)Ψ

〉
H

=

m∑

i=1

m∑

j=1

√
ρi
√
ρj

〈
vi ⊗wi,

(
Dvj

)
⊗wj

〉

H

=
m∑

i=1

m∑

j=1

√
ρi
√
ρj
〈
vi,

(
Dvj

)〉
Cm

〈
wi, wj

〉
Cn︸ ︷︷ ︸

δi,j

=
m∑

i=1

ρi
〈
vi,

(
Dvi

)〉
Cm = TrCm(ρD) ,

demonstrando que (10.158) é satisfeita, como desejávamos.

E. 10.43 Exerćıcio. Justifique por que foi necessário tomar n ≥ m na construção do vetor Ψ. 6

De (10.158) segue também (tomando-se D = 1m) que
∥∥Ψ
∥∥2
H

= TrCm(ρ) = 1.

O vetor Ψ dado em (10.159) depende de ρ (por meio dos autovalores ρi e dos autovetores vi) e da escolha arbitrária
dos vetores ortonormais wj de Cn. O lado esquerdo de (10.158), porém, independe da escolha dos wj ’s.

No jargão da Teoria da Informação Quântica, o vetor Ψ é dito ser uma purificação de ρ. Essa noção será estendida a
espaços de Hilbert de dimensão infinita na Seção 50.6.1, página 2985, quando discutiremos também sua interpretação.

• Relação com o traço parcial

Considere-se o vetor Ψ ∈ C
mn dado em (10.159) e calculemos o traço parcial em relação a HII = C

n do projetor
unidimensional PΨ (recordar que ‖Ψ‖ = 1). Por (10.149), escolhendo fj = wj para todo j ∈ N, temos para todos
ψ, φ ∈ HI = Cm,

〈
ψ, PtrHII

(PΨ)φ
〉
HI

=
n∑

j=1

〈
(ψ ⊗wj), PΨ(φ ⊗wj)

〉
H

=
n∑

j=1

〈
(ψ ⊗wj), Ψ

〉
H

〈
Ψ, (φ⊗wj)

〉
H

(10.159)
=

n∑

j=1

m∑

k=1

m∑

l=1

√
ρk

√
ρl

〈(
ψ ⊗wj

)
,
(
vk ⊗wk

)〉

H

〈(
vl ⊗wl

)
,
(
φ⊗wj

)〉

H

=

n∑

j=1

m∑

k=1

m∑

l=1

√
ρk

√
ρl
〈
ψ, vk

〉
Cm

〈
vl, φ

〉
Cmδj, kδj, l

=

m∑

j=1

ρj
〈
ψ, vj

〉
Cm

〈
vj , φ

〉
Cm =

〈
ψ, ρφ

〉
Cm ,
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provando a interessante relação
PtrHII

(PΨ) = ρ . (10.160)

A relação (10.155) para E = 1n e A = PΨ fica

PtrH′′

(
(D ⊗ 1n)PΨ

)
= DPtrH′′

(
PΨ

)
= Dρ .

Portanto, temos de (10.157),

TrCm(Dρ) = TrCm

(
PtrH′′

(
(D ⊗ 1n)PΨ

)) (10.157)
= TrCmn

(
(D ⊗ 1n)PΨ

)
=
〈
Ψ, (D ⊗ 1n)Ψ

〉
Cmn ,

que é uma nova forma de se justificar (10.158).

10.8.3 O Teorema da Triangularização de Schur

O teorema que apresentamos abaixo, devido a Schur36, é semelhante, mas não idêntico, ao Teorema de Jordan: toda
matriz de Mat (C, n) pode ser levada por uma transformação de similaridade induzida por uma matriz unitária a uma
matriz triangular superior (para a definição, vide Seção 10.6, página 609). Esse teorema é alternativamente denomi-
nado Teorema da Triangularização de Schur ou Teorema da Decomposição de Schur. Como veremos, esse teorema
pode ser usado para fornecer uma outra demonstração (eventualmente mais simples) da diagonalizabilidade de matrizes
autoadjuntas e de matrizes normais por matrizes unitárias.

Teorema 10.29 (Teorema da Decomposição de Schur) Seja A ∈ Mat (C, n). Então, existe U ∈ Mat (C, n),
unitária, e S ∈ Mat (C, n), triangular superior, tais que A = U∗SU . Os elementos da diagonal de S são os autovalores
de A. 2

Antes de provarmos esse teorema, mencionemos um corolário evidente:

Corolário 10.9 Seja A ∈ Mat (C, n). Então, existe V ∈ Mat (C, n), unitária, e I ∈ Mat (C, n), triangular inferior,
tais que A = V ∗IV . Os elementos da diagonal de I são os autovalores de A. 2

Prova do Corolário 10.9. Pelo Teorema 10.29, a matriz A∗ pode ser escrita da forma A∗ = V ∗SV , com V unitária e S
triangular superior. Logo, A = V ∗S∗V . Porém, S∗ ≡ I é triangular inferior.

Também pelo Teorema 10.29, os autovalores de A∗ são os elementos diagonais de S, que são o complexo conjugado
dos elementos diagonais de S∗ ≡ I. Mas os autovalores de A são o complexo conjugado dos autovalores de A∗ (pela
Proposição 10.24, página 593) e, portanto, são os elementos diagonais de I.

Prova do Teorema 10.29. Comecemos observando que se A = U∗SU com U unitário, então A e S têm o mesmo polinômio
caracteŕıstico e, portanto, os mesmos autovalores, incluindo a multiplicidade (vide a discussão em torno de (10.32),
página 559). Mas o polinômio caracteŕıstico de S é pS(x) = det(x1 − S) =

∏n
k=1(x− Skk), pois S é triangular superior

e, portanto, os autovalores de S são os elementos de sua diagonal. Passemos à demonstração da afirmativa principal, ou
seja, que A = U∗SU com U unitário e S triangular superior.

Seja n ≥ 2 e v1 um autovetor de A com autovalor λ1 e ‖v1‖ = 1. Seja U (1) uma matriz unitária da forma U (1) =[[
u
(1)
1 , . . . , u

(1)
n

]]
com u

(1)
1 = v1, ou seja, cuja primeira coluna é o vetor v1. Então,

AU (1) (10.12)
=

[[
Au

(1)
1 , . . . , Au(1)n

]]
=
[[
λ1u

(1)
1 , Au

(1)
2 , . . . , Au(1)n

]]
= U (1)




λ1 b
(1)
1 · · · b

(1)
n−1

0 a
(1)
11 · · · a

(1)
1(n−1)

...
...

. . .
...

0 a
(1)
(n−1)1 · · · a

(1)
(n−1)(n−1)




,

36Issai Schur (1875–1941).
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para certos b
(1)
k e a

(1)
kl , k, l = 1, . . . , n− 1, onde

Au
(1)
k = b

(1)
k u

(1)
1 +

n−1∑

l=1

a
(1)
lk u

(1)
l+1 , k = 2, . . . , n . (10.161)

Para simplificar a notação, definimos

b(1) =




b
(1)
1

...

b
(1)
n−1




, 0n−1 =




0

...

0




, A(1) =




a
(1)
11 · · · a

(1)
1(n−1)

...
. . .

...

a
(1)
(n−1)1 · · · a

(1)
(n−1)(n−1)




,

(0n−1 tendo n− 1 linhas) e escrevemos a identidade (10.161) como

U (1)∗AU (1) =




λ1 b(1)
T

0n−1 A(1)


 . (10.162)

Para n = 2 isso demonstra o teorema, pois afirma que

U (1)∗AU (1) =



λ1 b

(1)
1

0 a
(1)
11


 ,

sendo o lado direito uma matriz triangular superior. Para n > 2 procedemos por indução. Supondo a afirmação válida
para matrizes (n − 1) × (n − 1), então existe uma matriz unitária V ∈ Mat (C, n − 1) tal que V ∗A(1)V = S(1), sendo

S(1) triangular superior. Assim, definindo a matriz unitária U (2) ∈ Mat (C, n) por U (2) :=
(

1 0
T
n−1

0n−1 V

)
, teremos por

(10.162),
(
U (1)U (2)

)∗
AU (1)U (2) = U (2)∗U (1)∗AU (1)U (2)

=




1 0
T
n−1

0n−1 V ∗







λ1 b(1)
T

0n−1 A(1)







1 0
T
n−1

0n−1 V




=




λ1
(
V T b(1)

)T

0n−1 V ∗A(1)V




=




λ1
(
V T b(1)

)T

0n−1 S(1)


 ,

que é triangular superior, pois S(1) o é. Como U (1)U (2) é unitária (pois U (1) e U (2) o são), o teorema está provado.

Comentário. Toda matriz triangular superior S pode ser escrita na forma D+N , sendo D a matriz diagonal formada pela diagonal de S (ou
seja, Dii = Sii para todo i = 1, . . . , n) e N é nilpotente (pois é triangular superior, mas com diagonal nula). Assim, o Teorema 10.29 afirma
que toda matriz A pode ser levada à forma D + N por uma transformação de similaridade unitária. Porém, o Teorema 10.29 não garante
(nem é verdade, em geral) que D e N comutem. Assim, o Teorema 10.29 é distinto do Teorema de Jordan, Teorema 10.22, página 616. ♣

O Teorema 10.29 tem por corolário o seguinte teorema, já provado anteriormente por outros meios (Teorema 10.15,
página 596, e Proposição 10.26, página 598).
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Teorema 10.30 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é autoadjunta, se e somente se for diagonalizável por uma transformação
de similaridade unitária e se seus autovalores forem reais. 2

Prova. Pelo Teorema 10.29, existe uma matriz unitária U tal que U∗AU = S, sendo S triangular superior cujos elementos
diagonais são os autovalores de A. Assim, se A = A∗, segue que S∗ = (U∗AU)∗ = U∗A∗U = U∗AU = S. Mas para uma
matriz triangular superior S, a igualdade S = S∗ implica que S é diagonal e os elementos da diagonal são reais.

Reciprocamente, se A ∈ Mat (C, n) é diagonalizável por uma transformação de similaridade unitária e seus autovalores
são reais, ou seja, existe U unitária e D diagonal real com U∗AU = D, então A = UDU∗ e A∗ = UD∗U∗. Como D é
diagonal e real, vale D∗ = D e, portanto, A∗ = UDU∗ = A, provando que A é autoadjunta.

Pelo Teorema 10.29, se A ∈ Mat (C, n) é uma matriz normal e U∗AU = S, com U unitária e S triangular superior,
então S é normal (justifique!). Assim, junto com o Lema 10.6, página 609, provamos o seguinte:

Teorema 10.31 Uma matriz A ∈ Mat (C, n) é normal se e somente se for diagonalizável por uma transformação de
similaridade unitária. 2

Essas afirmações foram demonstradas por outros meios no Teorema 10.17, página 598.

10.8.4 A Decomposição QR e a Decomposição de Iwasawa (“KAN”)

O propósito desta seção é apresentar a chamada decomposição de Iwasawa37, ou decomposição KAN38, de matrizes
inverśıveis, Teorema 10.33. Esse teorema tem relação com a teoria dos grupos de Lie, como discutiremos brevemente ao
final. Os dois primeiros resultados preparatórios abaixo, Proposição 10.35 e Teorema 10.32 (Decomposição QR), têm
interesse por si só.

Proposição 10.35 Seja R ∈ Mat (C, n) uma matriz triangular superior cujos elementos diagonais são não nulos (i.e.,
R é inverśıvel). Então, podemos escrever R = AN , onde A ∈ Mat (C, n) é a matriz diagonal formada com a diagonal de
R: A = diag (R11, . . . , Rnn), e N ∈ Mat (C, n) é uma matriz triangular superior cujos elementos diagonais são iguais
a 1. 2

Prova. É fácil constatar que (abaixo m ≡ n− 1)

R =




R11 R12 · · · · · · R1n

0 R22
. . . R2n

...
. . .

. . .
. . .

...

0
. . . Rmm Rmn

0 · · · · · · 0 Rnn




=




R11 0 · · · · · · 0

0 R22
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...

0
. . . Rmm 0

0 · · · · · · 0 Rnn




︸ ︷︷ ︸
A




1 R12

R11
· · · · · · R1n

R11

0 1
. . . R2n

R22

...
. . .

. . .
. . .

...

0
. . . 1 Rmn

Rmm

0 · · · · · · 0 1




︸ ︷︷ ︸
N

.

37Kenkichi Iwasawa (1917–1998).
38Infelizmente não há uniformidade na literatura quanto à denominação dessa decomposição. Vamos chamá-la de “decomposição de Iwasawa”

pois a mesma é um caso particular (para o grupo GL(C, n) das matrizes complexas n×n inverśıveis) de um teorema mais geral da teoria dos
grupos de Lie, denominado Teorema da Decomposição de Iwasawa, que afirma que todo elemento g de um grupo de Lie semissimples pode
ser escrito como produto de um elemento k de um subgrupo compacto maximal, por um elemento a de um subgrupo Abeliano (real) e por
um elemento n de um subgrupo nilpotente (ou seja, cuja álgebra de Lie é nilpotente): g = kan. Em Alemão, as palavras compacto, Abeliano
e nilpotente são “Kompakt”, “Abelsch” e “Nilpotent”, dáı a denominação “decomposição KAN” para essa decomposição, denominação essa
encontrada em alguns textos.
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O estudante deve comparar as afirmações do teorema a seguir com o Teorema da Decomposição Polar, Teorema 10.24,
página 627, e com o Teorema da Decomposição de Schur, Teorema 10.29, página 636.

Teorema 10.32 (Teorema da Decomposição QR) Seja M ∈ Mat (C, n) uma matriz inverśıvel. Então, M pode ser
escrita na forma M = QR, onde Q ∈ Mat (C, n) é unitária e R ∈ Mat (C, n) é triangular superior, sendo que os
elementos diagonais de R são estritamente positivos.

Prova do Teorema 10.32. Seja M =
[[
m1, . . . , mn

]]
. Como M é inverśıvel, os vetores mk, k = 1, . . . , n, são linearmente

independentes, ou seja, formam uma base em Cn. Podemos, portanto, usar o procedimento de ortogonalização de Gram-
Schmidt (vide Seção 3.3, página 286) e construir uma nova base ortonormal de vetores qj , j = 1, . . . , n, a partir dos
vetores ml, l = 1, . . . , n. Tais vetores são definidos por

q1 =
m1

‖m1‖
, qj =

mj −
j−1∑

l=1

〈ql, mj〉C ql

∥∥∥∥∥mj −
j−1∑

l=1

〈ql, mj〉C ql

∥∥∥∥∥

, j = 2, . . . , n .

Como é fácil verificar, tem-se 〈qi, qj〉C = δi j para todos i, j = 1, . . . , n. As relações acima implicam trivialmente

m1 = q1‖m1‖ , mj = qj

∥∥∥∥∥mj −
j−1∑

l=1

〈ql, mj〉C ql

∥∥∥∥∥+
j−1∑

l=1

ql 〈ql, mj〉C , j = 2, . . . , n ,

relações estas que podem ser escritas em forma matricial como

[[
m1, . . . , mn

]]
=
[[
q1, . . . , qn

]]
R , onde R :=




R11 〈q1, m2〉C · · · · · · 〈q1, mn〉C

0 R22
. . . · · · 〈q2, mn〉C

...
. . .

. . .
. . .

...

0
. . . R(n−1)(n−1) 〈qn−1, mn〉C

0 · · · · · · 0 Rnn




, (10.163)

com

R11 = ‖m1‖ , Rjj =

∥∥∥∥∥mj −
j−1∑

l=1

〈ql, mj〉C ql

∥∥∥∥∥ , j = 2, . . . , n .

E. 10.44 Exerćıcio. Convença-se da validade da relação (10.163). 6

Definindo Q :=
[[
q1, . . . , qn

]]
, a relação (10.163) diz-nos que M = QR, sendo R triangular superior (como se vê) e

Q unitária (pois os vetores ql, l = 1, . . . , n, são ortonormais). Isso completa a prova do Teorema 10.32.

Chegamos assim ao importante Teorema da Decomposição de Iwasawa para matrizes inverśıveis:
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Teorema 10.33 (Teorema da Decomposição de Iwasawa, ou Decomposição KAN) SejaM ∈ Mat (C, n) uma
matriz inverśıvel. Então, M pode ser escrita de modo único na forma M = KAN , onde K ∈ Mat (C, n) é uma matriz
unitária, A ∈ Mat (C, n) é a uma matriz diagonal, tendo elementos diagonais estritamente positivos, e N ∈ Mat (C, n)
é uma matriz triangular superior cujos elementos diagonais são iguais a 1. 2

Prova. A afirmação que M pode ser escrita na forma M = KAN , com K, A e N com as propriedades acima segue
imediatamente da Proposição 10.35, página 638, e do Teorema 10.32, página 639, dispensando demonstração. O único
ponto a se demonstrar é a unicidade dessa decomposição.

Vamos então supor que para algum M ∈ Mat (C, n) existam K, K0 ∈ Mat (C, n), matrizes unitárias, A, A0 ∈
Mat (C, n), matrizes diagonais, tendo elementos diagonais estritamente positivos, e N, N0 ∈ Mat (C, n) matrizes
triangulares superiores cujos elementos diagonais são iguais a 1, tais que M = KAN = K0A0N0.

Segue imediatamente disso que K−1
0 K = A0N0N

−1A−1. O lado esquerdo dessa igualdade é uma matriz unitária
e, portanto, normal. O lado direito é uma matriz triangular superior (pela Proposição 10.30, página 609). Pelo Lema
10.6, página 609, A0N0N

−1A−1 deve ser uma matriz diagonal D. Assim, temos que K−1
0 K = D e A0N0N

−1A−1 = D.
A primeira dessas relações diz-nos que D é unitária. A segunda diz-nos que N0N

−1 = A−1
0 DA, ou seja, N0 = D0N ,

onde D0 := A−1
0 DA é diagonal (por ser o produto de três matrizes diagonais). Agora, N e N0 são matrizes triangulares

superiores cujos elementos diagonais são iguais a 1. Portanto, a relação N0 = D0N com D0 diagonal só é posśıvel se
D0 = 1 (de outra forma haveria elementos na diagonal de N ou de N0 diferentes de 1), estabelecendo que N = N0.

Provamos, assim, que A−1
0 DA = 1, ou seja, D = A0A

−1. Agora, A e A0 são diagonais, tendo na diagonal números
reais positivos. Logo, D também é diagonal e tem na diagonal números reais positivos e, portanto, D = D∗. Como
D é unitária (como observado linhas acima), segue que D2 = 1. Logo, os elementos Dkk da diagonal de D satisfazem
Dkk = ±1, para todo k = 1, . . . , n (os sinais podendo ser distintos para k’s distintos). Agora, como A0 = DA e
como A e A0 têm na diagonal números reais positivos, não podemos ter Dkk = −1 para algum k e, portanto, D = 1.
Consequentemente, K = K0 e A = A0, estabelecendo a unicidade desejada.

Note o leitor que o conjunto das matrizes unitárias de Mat (C, n) forma um subgrupo de GL(C, n) (o grupo das
matrizes complexas n × n inverśıveis). O conjunto das matrizes diagonais de Mat (C, n) tendo elementos diagonais
estritamente positivos é igualmente um subgrupo de GL(C, n). Por fim, o conjunto das matrizes triangulares superiores
de Mat (C, n) cujos elementos diagonais são iguais a 1 é também um subgrupo de GL(C, n). Assim, o Teorema 10.33
afirma que cada elemento de GL(C, n) pode ser escrito de modo único como produto de elementos de cada um desses
três subgrupos. Esse é um caso particular de um teorema da teoria dos grupos de Lie conhecido como Teorema da
Decomposição de Iwasawa.

O Teorema 10.33 tem o seguinte corolário imediato, que também será oportunamente evocado:

Corolário 10.10 SejaM ∈ Mat (C, n) uma matriz inverśıvel com det(M) = 1. Então,M pode ser escrita de modo único
na forma M = KAN , onde K ∈ Mat (C, n) é uma matriz unitária com det(K) = 1, A ∈ Mat (C, n) é a uma matriz
diagonal, tendo elementos diagonais estritamente positivos e com det(A) = 1, e N ∈ Mat (C, n) é uma matriz triangular
superior cujos elementos diagonais são iguais a 1. 2

Prova. Pelo Teorema 10.33, podemos escrever M = KAN , com K unitária, A ∈ Mat (C, n) diagonal, tendo elementos
diagonais estritamente positivos e N ∈ Mat (C, n) triangular superior cujos elementos diagonais são iguais a 1. Natural-
mente, det(M) = det(K) det(A) det(N), sendo que det(N) = 1, por N ser triangular superior com elementos diagonais
iguais a 1. Assim, det(K) det(A) = 1, pois supomos que det(M) = 1. Sabemos, porém, que por K ser unitária, tem-se
det(K) = eiφ para algum φ ∈ R e temos também det(A) > 0, pois A é diagonal com elementos estritamente positivos na
diagonal. Assim, a relação 1 = det(A) det(K) pode ser identificada como a decomposição polar do número complexo 1
e, portanto, φ = 0 e det(A) = 1. A unicidade já fora estabelecida no Teorema 10.33.

10.8.5 Diagonalização em Blocos de Matrizes Antissimétricas Reais

Vamos aqui estabelecer que matrizes reais antissimétricas podem ser postas em uma forma de blocos diagonais espećıfica.
Esse resultado é usado na demonstração de um importante Teorema (Teorema de Williamson, Teorema 10.36, página
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648) sobre o grupo simplético. Ele também é relevante em áreas da chamada Geometria Simplética. Começamos com
algumas observações preliminares.

• Alguns resultados preliminares sobre matrizes antissimétricas

Façamos primeiramente algumas afirmações elementares. Uma matriz real A ∈ Mat (R, m), com m ∈ N, m ≥ 2, é
dita ser antissimétrica se AT = −A. O caso m = 1 é trivial, a única matriz antissimétrica nesse caso é 0. Note-se que os
elementos da diagonal de uma matriz antissimétrica são nulos.

O espectro de uma matriz antissimétrica é composto por números imaginários puros (e, eventualmente, pelo zero).
De fato, se A é antissimétrica, a matriz −iA é autoadjunta e, portanto, tem espectro real, o que leva a concluir que os
autovalores de A são múltiplos reais de i.

Por exemplo, a matriz A =
(

0 1
−1 0

)
tem por polinômio caracteŕıstico qA(z) = det(z1 − A) = z2 + 1, cujas ráızes,

os autovalores de A, são ±i. Os autovetores não nulos correspondentes a esses autovalores são múltiplos de
(

1
±i

)
,

respectivamente. Verifique!

Assim, mesmo que uma matriz antissimétrica A ∈ Mat (R, m) seja real, seus autovalores e autovetores são complexos
e, por essa razão, é conveniente considerarmos Mat (R, m) como uma subálgebra real de Mat (C, m) agindo em Cm.

Recordemos que os valores singulares de uma matriz M ∈ Mat (R, m) (não necessariamente antissimétrica) são os

autovalores de
√
MTM . (Vide Seção 10.8.2, página 628).

SejaM ∈ Mat (R, m) uma matriz arbitrária e seja a matriz simétricaMTM . Os autovalores deMTM são reais (pois
MTM é real e simétrica e, portanto, autoadjunta) e não negativos, pois se λ ∈ R é um autovalor de MTM e u ∈ Cm

um correspondente autovetor normalizado (isto é, tal que ‖u‖2
C
= 〈u, u〉

C
= 1), então λ = 〈u, λu〉

C
= 〈u, MTMu〉

C
=

〈Mu, Mu〉
C
= ‖Mu‖2

C
≥ 0.

Uma matriz M ∈ Mat (R, m) (não necessariamente antissimétrica) é não-singular se e somente se os autovalores de
MTM são positivos. De fato, se λ = 0 for autovalor de MTM , então, pelo que acabamos de ver, um correspondente
autovetor normalizado u ∈ R

m satisfaz Mu = 0, o que implica que M não tem inversa, contrariando a hipótese.
Reciprocamente, se M não tem inversa, então existe (Corolário 10.1, página 551) u ∈ Cm não nulo tal que Mu = 0, o
que implica trivialmente MTMu = 0, mostrando que MTM tem autovalor nulo.

Se λ é autovalor de uma matriz antissimétrica A ∈ Mat (R, m), então, por definição, det(λ1 − A) = 0. Logo,
0 = det

(
(λ1−A)T

)
= det

(
λ1−AT

)
= det

(
λ1+A

)
= (−1)m det

(
−λ1−A

)
, o que mostra que −λ também é autovalor

de A.

Se A ∈ Mat (R, m) é antissimétrica e m é ı́mpar, então det(A) = det
(
− AT

)
= − det

(
AT
)
= − det(A). Logo,

det(A) = 0 e, portanto, A não possui inversa e ATA possui autovalor nulo.

Como iA é autoadjunta, A é simples, e portanto, se um autovalor λ é degenerado, o subespaço dos autovetores
correspondentes possui a mesma degenerescência. Para λ 6= 0 essa degenerescência se repassa ao autovalor −λ, como
mostra o seguinte argumento. O polinômio caracteŕıstico de A é qA(z) = det(z1 − A) =

∏m
j=1(z − λj), onde λj são os

autovalores não necessariamente distintos de A. Como A é antissimétrico, vale qA(z) = det
(
(z1−A)T

)
= det

(
z1−AT

)
=

det(z1 +A) = (−1)m det(−z1 −A) = (−1)mqA(−z). Assim,

m∏

j=1

(z − λj) = (−1)m
m∏

j=1

(−z − λj) =

m∏

j=1

(z + λj) . (10.164)

Essa igualdade mostra que cada autovalor λj possui a mesma degenerescência algébrica (e, portanto, geométrica, pois A
é simples), que o autovalor −λj . Os autovetores de A ∈ Mat (R, m) são também autovetores da matriz autoadjunta iA
e, portanto, os subespaços de autovalores distintos são ortogonais em Cm. Segue dessas observações que o posto de A (a
dimensão de sua imagem) sempre possui dimensão par, independente de m.

Reunindo os resultados de acima, as conclusões relevantes para nós são as seguintes:

Proposição 10.36 Seja uma matriz antissimétrica A ∈ Mat (R, m), m ≥ 2. Os autovalores de A são múltiplos reais de
i ≡

√
−1 (incluindo eventualmente o zero) e se λ 6= 0 é um autovalor, −λ também o é e com a mesma degenerescência.

Se m for ı́mpar, A sempre possui ao menos um autovalor nulo. Se m for par pode ou não possuir valores singulares
nulos, mas (evidentemente) não possuirá se e somente se A for não singular. Em todos os casos o posto de A é sempre
par. Os subespaços de autovalores distintos de A são subespaços ortogonais em Cm.

Podemos refrasear essas afirmações da seguinte forma. Se A tem N autovalores distintos não nulos, então Cm =
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S1 ⊕ · · · ⊕ SN ⊕ Z, onde cada Sk é um subespaço associado a um autovetor não nulo distinto e Z o núcleo de A. Se
m é ı́mpar, Z é não trivial. Se Sa é o subespaço associado a um autovalor λ 6= 0, então existe um outro subespaço Sb

distinto associado ao autovalor −λ e suas dimensões são iguais: dim(Sa) = dim(Sb). Com isso, vemos que N é par e
que a soma dim(S1) + · · ·+ dim(SN ), que é o posto de A, e é também um número par. 2

10.8.5.1 Resultado Principal. Enunciado e Demonstração

Começamos com um resultado técnico mas relevante sobre os valores singulares de matrizes antissimétricas.

Teorema 10.34 . Seja A ∈ Mat (R, m) uma matriz antissimétrica, e sejam (α1, . . . , αr), onde 1 ≤ r ≤ m, e
αk ∈ [0, ∞) para todo k, seus valores singulares distintos. Então, cada valor singular não nulo possui degenerescência
par. No caso de m ser par, a degenerescência do valor singular nulo (se o houver) é também par. No caso de m ser
ı́mpar, a degenerescência do valor singular nulo é ı́mpar. 2

Prova. Seja A ∈ Mat (R, m) uma matriz antissimétrica real. A matriz ATA, é não negativa, autoadjunta e real. Os

chamados valores singulares de A são os autovalores da matriz
√
ATA, os quais são, naturalmente, não negativos. Vamos

denotar por os valores singulares distintos de A por (α1, . . . , αr), onde 1 ≤ r ≤ m, e αk ∈ [0, ∞) para todo k. Vamos

denotar por ǫk ∈ N a multiplicidade do valor singular αk. Naturalmente

r∑

k=1

ǫk = m.

Convencionamos que os q′ primeiros sejam não nulos e os demais, se os houver, são nulos: αk > 0 para 1 ≤ k ≤ q′ e
αk = 0 para k > q′.

Vamos denotar por (β1, . . . , βm) a lista de valores singulares de A, incluindo degenerescência. Ou seja, cada αk,
com 1 ≤ k ≤ r, comparece nessa lista repetido ǫk-vezes.

Convencionamos também que os q primeiros elementos da lista (β1, . . . , βm) sejam não nulos e os demais, se os

houver, são nulos: βk > 0 para 1 ≤ k ≤ q mas βk = 0 para k > q. Está claro que q =

q′∑

k=1

ǫk.

Vamos denotar por u1, . . . , um autovetores normalizados de ATA correspondentes à lista (β1, . . . , βm). Escolhemos
esses autovetores compondo uma base ortonormal (o que é sempre posśıvel por ATA ser autoadjunta). Assim,

ATAuj = β2
j uj, j = 1, . . . , m .

Eles podem ser escolhidos reais, pois ATA é real e autoadjunta. Pela convenção os q primeiros correspondem a autovalores
não nulos de ATA.

Definimos agora novos q vetores por

vj :=
1

βj
Auj , j = 1, . . . , q .

Como escolhemos os uj’s reais, os vetores vj são também reais, já que A é uma matriz real e βj é real.

Temos que ATAuj = β2
juj , j = 1, . . . , q, e, com a definição acima,

AT vj =
1

βj
ATAuj = βjuj , j = 1, . . . , q . (10.165)

A relação AT vj = βjuj implica

AAT vj = βjAuj = β2
j vj , j = 1, . . . , q . (10.166)

Assim, temos

vj =
1

βj
Auj e uj =

1

βj
AT vj

antissimetria

=
−1

βj
Avj , j = 1, . . . , q . (10.167)
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A primeira é uma definição e a segunda foi obtida em (10.165).

Os vetores vj , j = 1, . . . , q, são também ortonormais:

〈vi, vj〉C =
1

βiβj
〈Aui, Auj〉C =

1

βiβj
〈ui, ATAuj〉C =

βj
βi

〈ui, uj〉C =
βj
βi
δi,j = δi,j , (10.168)

i, j ∈ {1, . . . , q}.
Para os vetores uj com j = q + 1, . . . , m, que são autovetores de ATA com autovalor nulo (se os houver), temos

‖Auj‖2C = 〈Auj , Auj〉C = 〈uj , ATAuj〉C = 0. Analogamente, para os vetores vj com j = q + 1, . . . , m, que são
autovetores de AAT com autovalor nulo (se os houver), temos ‖AT vj‖2C = 〈AT vj , A

T vj〉C = 〈vj , AAT vj〉C = 0. Como
A = −AT , conclúımos que

Auj = ATuj = Avj = AT vj para todos j = q + 1, . . . , m . (10.169)

A relação (10.166) nos ensinou que vj , com j = 1, . . . , q, são autovetores de AAT com autovalores não nulos. Como
AAT é autoadjunto, o complemento ortogonal do subespaço gerado por v1, . . . , vq é o núcleo de AAT . Assim, podemos
completar esses vetores v1, . . . , vq com um conjunto adicional de vetores ortonormais vq+1, . . . , vm que são autovetores
de AAT com autovalores nulos.

As bases ortonormais {u1, . . . , um} e {v1, . . . , vm} são denominadas bases singulares à esquerda e à direita,
respectivamente.

É importante observar aqui que as relações (10.167) implicam 〈vk, uk〉C = 0 para todo k ∈ {1, . . . , q}. De fato,

〈vk, uk〉C =
−1

βk
〈vk, Avk〉C = − 1

βk
〈AT vk, vk〉C = −〈uj , vk〉C = −〈vk, uk〉C , (10.170)

o que estabelece que 〈vk, uk〉C = 0 para todo k ∈ {1, . . . , q}, como desejado. Acima, usamos que uj e vk são vetores

reais e, portanto, 〈uk, vk〉C = 〈vk, uk〉C = 〈vk, uk〉C.
Um outro ponto importante a se observar é que, devido à antissimetria de A, as matrizes ATA e AAT são iguais,

pois ambas valem −A2. Disso segue automaticamente que, caso βj 6= βk, para algum par j, k ∈ {1, . . . , q}, então
〈vj , uk〉C = 0, pois nesse caso ambos os vetores vj e uk seriam autovetores da mesma matriz autoadjunta −A2 com
autovalores distintos. De fato,

β2
j 〈vj , uk〉C =

〈(
−A2

)
vj , uk

〉

C

=
〈
vj ,

(
−A2

)
uk

〉

C

= β2
k〈vj , uk〉C ∴

(
β2
j − β2

k

)
〈vj , uk〉C = 0 =⇒ 〈vj , uk〉C = 0 . (10.171)

Porém, mesmo no caso em que βj0 = βk0
para algum par j0, k0 ∈ {1, . . . , q}, podemos escolher os vetores

〈vj , uk〉C = 0,

Como 〈vk, uk〉C = 0 para todo k ∈ {1, . . . , q}, vemos que cada autovalor de ATA = AAT é ao menos duplamente
degenerado, pois uk e vk são autovetores com o mesmo autovalor βk e são linearmente independentes, pois 〈vk, uk〉C = 0.

Afirmamos que a degenerescência de cada autovalor é sempre par. Para provar isso é conveniente fazermos uma
escolha espećıfica dos vetores u1, . . . , um que compõem uma base de autovetores ortonormais de ATA = AAT .

Vamos supor que um dado autovalor não nulo βp de ATA = AAT tenha uma degenerescência maior que dois e que
up e vp sejam dois correspondentes autovetores. Então, como é bem sabido, podemos escolher um vetor, que listamos
como up+1, também autovetor de ATA = AAT com autovalor βp e de sorte que up+1 seja ortogonal a up e a vp e de
norma 1. Afirmamos que o correspondente vetor vp+1 := 1

βp+1
Aup+1 = 1

βp
Aup+1 é igualmente ortogonal a up, a vp e a

up+1. A ortogonalidade entre vp+1 e vp já foi estabelecida em (10.168), enquanto que a ortogonalidade entre vp+1 e up+1

foi provada em (10.170). Para provar que vp+1 e up são ortogonais, observemos que

〈vp+1, up〉C =
−1

βp
〈vp+1, Avp〉C = − 1

βp
〈AT vp+1, vp〉C

βp=βp+1

= −〈up+1, vp〉C = 0 , (10.172)



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 644/3043

pois up+1 foi escolhido ortogonal a vp e a up. Assim, vemos que up, vp, up+1 e vp+1 são mutuamente ortogonais, e,
portanto, linearmente independentes, além de serem todos autovalores de ATA = AAT com o mesmo autovalor39.

Esse proceder pode ser estendido a degenerescências maiores, indicando que a cada autovalor de ATA = AAT existem
autovetores up1

, . . . , uph
e vp1

, . . . , vph
para algum h ∈ N, todos mutuamente ortogonais e normalizados a 1.

Conclúımos disso que os vetores u1, . . . , uq todos são ortogonais entre si e ortogonais aos vetores v1, . . . , vq, que
também são ortogonais entre si (todos têm norma 1). Segue disso também que 2q ≤ m.

A degenerescência do autovalor nulo é exatamente m− 2q. Esse valor é sempre par se m for par e sempre ı́mpar se
m for ı́mpar. No caso de m ser par e m = 2q, não ocorre o autovalor nulo, o que não pode se dar caso m seja ı́mpar.

• Lista canônica de valores singulares de uma matriz antissimétrica

Vamos agora introduzir a para nós relevante noção de lista canônica de valores singulares de uma matriz antissimétrica.

Consideremos primeiramente o caso de matrizes antissimétricas de ordem par.

Seja A ∈ Mat (R, m) uma matriz antissimétrica de ordem par m e sejam (α1, . . . , αr), para algum r ∈ {1, . . . , m},
os valores singulares distintos de A. Pelo Teorema 10.34, página 642, cada αk tem degenerescência par (inclusive o valor
singular nulo, se ocorrer, pois 2n é par). Vamos escrever como ǫk = 2δk a degenerescência do valor singular αk, sendo

δk ∈ N. Tem-se, portanto, que r ≤ m/2, pois

r∑

k=1

2δk = m e cada δk é maior ou igual a 1.

Consideremos a lista (σ1, . . . , σm/2) constrúıda repetindo-se cada valor singular distinto αk um número δk de vezes
(a metade de sua degenerescência). Com isso a lista dos valores singulares de A é da forma

(σ1, . . . , σm) = (σ1, . . . , σm/2, σ1, . . . , σm/2) ,

sendo que cada cada valor singular distinto αk comparece 2δk vezes, sua devida multiplicidade. Note-se que alguns σk’s
podem ser nulos.

A lista (σ1, . . . , σm/2) será denominada aqui a lista canônica dos valores singulares de A.

Exemplo 10.3 Se α1 e α2 são os valores singulares distintos de uma matriz antissimétrica A, de ordem m = 6, com degene-
rescências 2δ1 = 2 e 2δ2 = 4, respectivamente, então a lista canônica dos valores singulares de A é (σ1, σ3, σ3) = (α1, α2, α2) e a
lista dos seis valores singulares de A, repetindo degenerescências, é (σ1, σ3, σ3, σ4, σ5, σ6) = (α1, α2, α2, α1, α2, α2). �

Consideremos agora o caso de matrizes antissimétricas de ordem ı́mpar. Seja A ∈ Mat (R, m) uma matriz antis-
simétrica de ordem ı́mpar m, e sejam (α1, . . . , αr), para algum r ∈ {1, . . . , m}, os valores singulares distintos de A.
Pelo Teorema 10.34, página 642, cada αk não nulo tem degenerescência par, mas o autovalor nulo tem degenerescência
ı́mpar. Seja m− 2q a degenerescência do autovalor nulo.

Consideremos a lista (σ1, . . . , σ(m−1)/2) constrúıda repetindo-se cada valor singular não nulo distinto αk um número
δk de vezes (a metade de sua degenerescência) e o autovalor nulo um número (m− 1)/2− q vezes. Com isso, a lista dos
valores singulares de A é da forma

(σ1, . . . , σm) = (σ1, . . . , σ(m−1)/2, σ1, . . . , σ(m−1)/2, 0) ,

sendo que cada cada valor singular não nulo distinto αk comparece 2δk vezes e o autovalor nulo m−2q vezes, suas devidas
multiplicidades.

Também nesse caso a lista (σ1, . . . , σ(m−1)/2) é denominada lista canônica dos valores singulares de A.

É importante notas que tanto no caso par quanto no ı́mpar a lista (σ1, . . . , σm) difere na lista (β1, . . . , βm) apenas
por uma permutação. Ambas contêm os autovalores não nulos degenerados um número par de vezes, os demais sendo os
autovalores nulos.

Por uma questão de simplicidade notacional, vamos denotar os autovetores do operador ATA = AAT associados a
cada σk por uk e vk.

39Decorre de (10.166) que vp+1 tem o mesmo autovalor de up+1
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• Enunciado e demonstração do teorema de diagonalização por blocos de matrizes antissimétricas reais

Passemos agora ao enunciado e à demonstração do resultado principal, o qual é um corolário do Teorema 10.34,
página 642.

Seja A ∈ Mat (R, m) uma matriz antissimétrica, ou seja, tal que AT = −A. Afirmamos que A pode ser levada
por uma transformações de similaridade produzidas por certas matrizes ortogonais a certas formas em blocos. Mais
especificamente, afirmamos:

Teorema 10.35 Seja A ∈ Mat (R, m) uma matriz antissimétrica e seja m′ := ⌊m/2⌋. Seja (σ1, . . . , σm′) a lista
canônica dos valores singulares de A.

Então, existe uma matriz ortogonal P ∈ Mat (R, m) tal que

PTAP =




0m′ D

−D 0m′


 caso m seja par, ou




0m′ D 0

−D 0m′

...

0 . . . 0




caso m seja ı́mpar, (10.173)

onde D é em ambos os casos a matriz diagonal m′ ×m′

D =




σ1

. . .

σm′




,

e onde 0m′ é a matriz m′×m′ identicamente nula, sendo que σj são os valores singulares de A, ou seja, são os autovalores

de
√
ATA (alguns dos quais podem ser nulos).

Alternativamente, existe matriz ortogonal Q tal que

QTAQ =




A1

. . .

. . .

Am′

0m−2m′




,

onde cada Ak, k = 1, . . . , m′, é uma matriz antissimétrica 2 × 2: Ak =
(

0 σk

−σk 0

)
, onde novamente σk são os valores

singulares de A (isto é, os autovalores de
√
ATA) e 0m−2m′ é a matriz (m − 2m′) × (m − 2m′)) identicamente nula.

Todos os demais elementos de matriz fora dos blocos são nulos. 2

Prova. Seja q ≤ m′ o número de elementos não nulos na lista canônica (σ1, . . . , σm′). Recordando que 2q ≤ m,
definamos m′ = ⌊m/2⌋. É claro que q ≤ m′.

Vamos considerar os dois conjunto (u1, . . . , um) e (v1, . . . , vm) de autovetores que introduzimos na prova do
Teorema 10.34, página 642, mas reordenados de forma que seus autovalores sejam os σk’s. Mais especificamente,

ATAuj = σjuj , j = 1, . . . , q ,

ATAvj = σjvj , j = 1, . . . , q ,
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e os demais tendo autovalor zero.

A ideia é considerarmos bases ortonormais constitúıdas pelos 2q vetores u1, . . . , uq, v1 , . . . , vq e mais, digamos, os
m−2q vetores uq+1, . . . , um, que são autovetores de autovalor nulo de ATA = AAT e são ortogonais aos 2q anteriormente
listados. Como visto na prova do Teorema 10.34, página 642,

Consideremos uma nova base ortonormal

f :=
(
f1, . . . , fm

)
≡
(
u1, . . . , um′ , v1, . . . , vm′ , um′+1, . . . , um

)
,

ou seja, com
fj = ujδ1, ..., m′(j) + vj−m′+1δm′+1, ..., 2m′(j) + ujδ2m′+1, ..., m(j), j = 1, . . . , m

onde,

δa1, ..., al
(j) :=






1, se j ∈ {a1, . . . , al} ,

0, de outra forma.

A questão agora é saber como serão os elementos de matriz de A essa base. Para isso, observe-se que para j, k ∈
{1, . . . , q},

〈uj , Auk〉C = σk〈uj , vk〉C = 0 ,

〈uj , Avk〉C = −σk〈uj , uk〉C = −σkδj, k ,

〈vj , Auk〉C = σk〈vj , vk〉C = −σkδj, k ,

〈vj , Avk〉C = −σk〈vj , uk〉C = 0 .

(10.174)

Devido a (10.169), 〈uj , Auk〉C = 〈vj , Auk〉C = 0 para todo j se k for maior que q.

Dessa forma, segundo (10.174),

〈fa, Afb〉C = 〈ua, Avb−m′+1〉Cδ1, ..., m′(a)δm′+1, ..., 2m′(b) + 〈va−m′+1, Aub〉Cδm′+1, ..., 2m′(a)δ1, ..., m′(b)

= σaδa,b−m′+1δ1, ..., m′(a)δm′+1, ..., 2m′(b)− σbδa−m′+1,bδm′+1, ..., 2m′(a)δ1, ..., m′(b)

= σaδa,b−m′+1δ1, ..., m′(a)δm′+1, ..., 2m′(a+m′ − 1)− σbδa−m′+1,bδm′+1, ..., 2m′(m′ + b− 1)δ1, ..., m′(b) , (10.175)

Agora,
δ1, ..., m′(a)δm′+1, ..., 2m′(a+m′ − 1) = δ1, ..., m′(a)δ2, ..., m′+1(a) = δ2, ..., m′(a)

e
δm′+1, ..., 2m′(m′ + b− 1)δ1, ..., m′(b) = δ2, ..., m′+1(b)δ1, ..., m′(b) = δ2, ..., m′(b) ,

e assim estabelece-se que

〈fa, Afb〉C = = σaδb,a+m′−1δ2, ..., m′(a)− σbδa,b+m′−1δ2, ..., m′(b) .

Observe-se que os valores singulares σj com j > q (sendo q ≤ m′) são todos nulos, se os houver.

Disso vê-se facilmente que na base f a matriz antissimétrica A assume a forma em blocos




0m′ D

−D 0m′


 caso m seja par, ou




0m′ D 0

−D 0m′

...

0 . . . 0




caso m seja ı́mpar, (10.176)



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 19 de julho de 2025. Caṕıtulo 10 647/3043

onde D é em ambos os casos a matriz diagonal m′ ×m′

D =




σ1

. . .

σm′




.

Observe-se que os elementos diagonais σj com j > q (sendo q ≤ m′) são todos nulos, se os houver.

A mudança de base da base canônica à base ortonormal f é realizada por uma matriz ortogonal P . portanto,
estabelecemos que PTAP assume a uma das formas de (10.176), dependendo de m ser par ou ı́mpar.

Se considerarmos alternativamente a base ortonormal

g :=
(
g1, . . . , gm

)
≡
(
u1, v1, u2, v2, . . . , um′ vm′ , um′+1, . . . , um

)
,

é fácil ver, seguindo os mesmos passos acima, que A assume a forma de blocos ao longo da diagonal principal




0 σ1

−σ1 0

. . .

. . .

0 σm′

−σm′ 0

0m−2m′




. (10.177)

Observe-se que a base g é obtida da base f por permutações. Assim, a passagem de uma a outra é também implementada
por uma matriz ortogonal (que implementa as permutações). Com isso e das observações anteriores, conclúımos que existe
uma matriz ortogonal Q tal que QTAQ assume a forma de blocos (10.177). Isso completa a demonstração.

A Seção 10.8.6, página 647, apresenta um relevante corolário do Teorema 10.35, denominado Teorema de Williamson.

10.8.6 O Teorema de Williamson

Para n ∈ N, seja J2n a matriz antissimétrica definida por

J2n :=




0n 1n

−1n 0n


 .

É fácil ver que JT
2n = −J2n = J−1

2n .

Uma matriz real de ordem 2n, S ∈ Mat (R, 2n), é dita ser simplética real se satisfazer STJ2nS = J2n. O conjunto
de todas as matrizes simpléticas reais de ordem 2n compõe um grupo, denominado grupo simplético real e denotado por
Sp(R, 2n). Esse grupo é apresentado e discutido nas Seções 21.2.3.3 e 21.10, páginas 1162 e 1269, respectivamente. Pode
ser visto facilmente (vide Seção 21.2.3.3) que se S ∈ Sp(R, 2n), então ST ∈ Sp(R, 2n).

Matrizes do grupo simplético podem ser utilizadas para transformar matrizes reais simétricas e positivas de ordem par
em uma forma diagonal espećıfica por meio de uma transformação de congruência (não necessariamente de similaridade!).
Esse resultado, conhecido como Teorema de Williamson40 , é utilizado na Mecânica Quântica e na Geometria Simplética
(i.e., na Mecânica Clássica). Vide e.g., [206].

40John Williamson (1901–1949). O artigo original é: John Williamson, “On the Algebraic Problem Concerning the Normal Forms of Linear
Dynamical Systems”. American Journal of Mathematics Vol. 58, N. 1, 141–163 (1936). doi:10.2307/2371062.
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• O Teorema de Williamson

O principal resultado que desejamos provar na corrente seção é o seguinte:

Teorema 10.36 (Teorema de Williamson) Para m ∈ N, seja M ∈ Mat (R, 2m) uma matriz real simétrica positiva.
Então, existe uma matriz simplética S ∈ Sp(R, 2m) e uma matriz m×m diagonal D ∈ Mat (R, m) tais que

M = ST



D 0

0 D


S . (10.178)

Acima, D é a matriz diagonal D = diag {σ1, . . . , σm}, onde (σ1, . . . , σm) é a lista canônica dos valores singulares
(definida à página 644) da matriz antissimétrica de ordem par A :=M1/2J2nM

1/2.

Assim, toda matriz matriz simétrica positiva de ordem par pode ser diagonalizada por uma transformação de congruência
gerada por uma matriz do grupo simplético.

As quantidades (σ1, . . . , σm) são frequentemente denominados autovalores simpléticos de M . 2

Demonstração. Para A, B ∈ Mat (R, m), denotaremos a matriz (A 0
0 B ) ∈ Mat (R, 2m) por A⊕B.

Como M ∈ Mat (R, 2m) é simétrica e positiva, possui uma inversa e também uma raiz quadrada também simétricas
e positivas (vide Corolário 10.5, página 599, e definição que se lhe segue). Denotemos essa raiz quadrada por M1/2 ≡√
M ∈ Mat (R, 2m).

Pelos Teoremas 10.35 e 10.34, páginas 645 e 642, respectivamente, exite uma matriz ortogonal P ∈ Mat (R, 2m) tal
que

PTM1/2J2nM
1/2P =




0m D

−D 0m


 , (10.179)

onde D é uma matriz diagonal m × m com D = diag
(
σm, . . . , σm

)
, onde os (σ1, . . . , σm) compõe a chamada lista

canônica dos valores singulares de M1/2J2nM
1/2. Vide definição à página 644.

Seja agora

S := M−1/2P
(
D1/2 ⊕D1/2

)
.

Então,

STMS =
(
D1/2 ⊕D1/2

)
PTM−1/2MM−1/2P

(
D1/2 ⊕D1/2

)
=
(
D1/2 ⊕D1/2

)2
= D ⊕D .

Agora,

SJ2mS
T = M−1/2P

(
D1/2 ⊕D1/2

)
J2m

(
D1/2 ⊕D1/2

)
PTM−1/2 .

Por um lado,

(
D1/2 ⊕D1/2

)
J2m

(
D1/2 ⊕D1/2

)
=



D1/2

0m

0m D1/2







0m 1m

−1m 0m






D1/2

0m

0m D1/2


 =




0m D

−D 0m




e, assim,

SJ2mS
T = M−1/2


P




0m D

−D 0m


PT


M

−1/2 (10.179)
= M−1/2

[
M1/2J2mM

1/2
]
M−1/2 = J2m ,

estabelecendo que ST é simplética, ou seja, é um elemento do grupo Sp(R, 2m), e, portanto, que S também o é (vide
(21.50), página 1163).
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10.9 A Pseudoinversa de Moore-Penrose

Na presente seção introduziremos uma generalização especial da noção de inversa de matrizes, a qual aplica-se mesmo a
matrizes não quadradas. O conceito que descreveremos, a chamada pseudoinversa de Moore-Penrose, é particularmente
útil no tratamento de problemas de optimização linear, como discutiremos adiante (Seção 10.9.2, página 657), ou seja, em
problemas onde procura-se soluções optimalmente aproximadas de sistemas de equações lineares como Ax = y, onde A é
uma matriz m×n dada, y um vetor-coluna, dado, com m componentes e x, a incógnita do problema, é um vetor-coluna
com n componentes. Em tais problemas procura-se vetores x tais que a norma de Ax − y seja a menor posśıvel e que
representem, portanto, não necessariamente a solução exata do sistema Ax = y (que pode não existir), mas a melhor
aproximação em termos de “mı́nimos quadrados” ao que seria a solução.

• Inversas generalizadas, ou pseudoinversas

Sejam m, n ∈ N e seja uma matriz (não necessariamente quadrada) A ∈ Mat (C, m , n). Uma matriz B ∈
Mat (C, n, m) é dita ser uma inversa generalizada, ou pseudoinversa, de A, se satisfizer as seguintes condições:

1. ABA = A,

2. BAB = B.

O leitor há de notar que se A ∈ Mat (C, n) é uma matriz quadrada inverśıvel, sua inversa A−1 satisfaz trivialmente as
propriedades definidoras da inversa generalizada. Provaremos mais adiante que toda matriz A ∈ Mat (C, m , n) possui
ao menos uma inversa generalizada, a saber, a pseudoinversa de Moore-Penrose. Com a generalidade da definição acima,
porém, não se pode garantir a unicidade da inversa generalizada de A.

Com a amplitude da definição acima, a noção inversa generalizada não é muito útil, mas certos tipos mais espećıficos de
inversas generalizadas são de interesse em certos tipos de problemas. No que segue discutiremos a chamada pseudoinversa
de Moore-Penrose e seu emprego em problemas de optimização linear.

• Definição da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz

Sejam m, n ∈ N e seja uma matriz (não necessariamente quadrada) A ∈ Mat (C, m , n). Uma matriz A+ ∈
Mat (C, n, m) é dita ser uma pseudoinversa de Moore-Penrose de A se satisfizer as seguintes condições:

1. AA+A = A,

2. A+AA+ = A+,

3. AA+ ∈ Mat (C, m) e A+A ∈ Mat (C, n) são autoadjuntas.

O leitor há de notar que se A ∈ Mat (C, n) é uma matriz quadrada inverśıvel, sua inversa A−1 satisfaz trivialmente
as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose.

A noção de pseudoinversa descrita acima foi introduzida por E. H. Moore41 em 1920 e redescoberta por R. Penrose42

em 1955. O conceito de pseudoinversa de Moore-Penrose é útil para a resolução de problemas de optimização lineares, ou
seja, à determinação da melhor aproximação em termos de “mı́nimos quadrados” à solução de sistemas lineares. Trata-
remos desses aspectos mais adiante (vide Teorema 10.39, página 657), após demonstrarmos resultados sobre existência e
unicidade. Outros desenvolvimentos da teoria das pseudoinversas de Moore-Penrose e suas aplicações, podem ser encon-
trados em [59]. Vide também as referências originais: E. H. Moore, “On the reciprocal of the general algebraic matrix”.
Bulletin of the American Mathematical Society 26, 394–395 (1920); R. Penrose, “A generalized inverse for matrices”,
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 51, 406–413 (1955) e R. Penrose, “On best approximate solution of
linear matrix equations”, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 52, 17–19 (1956).

Nas páginas que seguem demonstraremos que toda a matriz A ∈ Mat (C, m, n) possui uma pseudoinversa de Moore-
Penrose, a qual é única. Começamos com a questão da unicidade para em seguida tratarmos de propriedades gerais e,
posteriormente, da questão da existência. As aplicações em problemas de optimização são discutidas na Seção 10.9.2,
página 657.

41Eliakim Hastings Moore (1862–1932).
42Sir Roger Penrose (1931–).
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• A unicidade da pseudoinversa de Moore-Penrose

Demonstremos a unicidade da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz A ∈ Mat (C, m, n), caso exista.

Seja A+ ∈ Mat (C, n, m) uma pseudoinversa de Moore-Penrose de A ∈ Mat (C, m, n) e seja B ∈ Mat (C, n, m)
uma outra pseudoinversa de Moore-Penrose de A, ou seja, tal que ABA = A, BAB = B com AB e BA autoadjuntas.
Seja M1 := AB − AA+ = A(B − A+) ∈ Mat (C, m). Pelas hipóteses, M1 é autoadjunta (por ser a diferença de duas
matrizes autoadjuntas) e (M1)

2 = (AB −AA+)A(B −A+) = (ABA−AA+A)(B −A+) = (A−A)(B −A+) = 0. Como
M1 é autoadjunta, o fato que (M1)

2 = 0 implica M1 = 0, pois para todo x ∈ Cm tem-se ‖M1x‖2C = 〈M1x, M1x〉C =
〈x, (M1)

2x〉
C
= 0, o que significa que M1 = 0. Isso provou que AB = AA+. Analogamente, prova-se que BA = A+A

(para tal, considere-se a matriz autoadjunta M2 := BA − A+A ∈ Mat (C, n) e proceda-se como acima). Agora, tudo
isso implica que A+ = A+AA+ = A+(AA+) = A+AB = (A+A)B = BAB = B, provando a unicidade.

Como já comentamos, se A ∈ Mat (C, n) é uma matriz quadrada inverśıvel, sua inversa A−1 satisfaz trivialmente as
propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose e, portanto, tem-se nesse caso A+ = A−1, univocamente.
É também evidente pela definição que para 0mn, a matriz m× n identicamente nula, vale (0mn)

+ = 0nm.

• A existência da pseudoinversa de Moore-Penrose

Apresentaremos no que seguirá duas demonstrações da existência da pseudoinversa de Moore-Penrose de matrizes
arbitrárias de Mat (C, m, n). Ambas as demonstrações permitem produzir algoritmos para a determinação expĺıcita
da pseudoinversa de Moore-Penrose. Uma primeira demonstração será apresentada na Seção 10.9.1.1, página 653, (vide
o Teorema 10.37, página 655, e o Teorema 10.38, página 656) e decorrerá de diversos resultados que estabeleceremos a
seguir. Destacamos particularmente as expressões (10.201) e (10.202), as quais permitem calcular a pseudoinversa de
Moore-Penrose A+ de uma matriz A ∈ Mat (C, m, n) diretamente em termos de A, A∗ e dos autovalores de AA∗ ou de
A∗A (ou seja, dos valores singulares de A).

Uma segunda demonstração será apresentada na Seção 10.9.3, página 658, e para a mesma faremos uso da decom-
posição em valores singulares apresentada no Teorema 10.26, página 628. A essa segunda demonstração da Seção 10.9.3
o leitor interessado poderá passar sem perdas neste ponto. Os resultados da Seção 10.9.3, porém, não serão usados no
que segue. Essa segunda demonstração é a mais frequentemente apresentada na literatura, mas cremos que as expressões
(10.201) e (10.202), adiante, forneçam um método algoritmicamente mais simples para a determinação da pseudoinversa
de Moore-Penrose de uma matriz geral.

• Calculando a pseudoinversa de Moore-Penrose em casos particulares

Se A ∈ Mat (C, m, n), então A∗ ∈ Mat (C, n, m) é definida como a matriz cujos elementos (A∗)ij são dados por Aji

para todos 0 ≤ i ≤ n e 0 ≤ j ≤ m. Futuramente obteremos as expressões (10.201) e (10.202), as quais permitem calcular
a pseudoinversa de Moore-Penrose A+ ∈ Mat (C, n, m) de uma matriz A ∈ Mat (C, m, n) diretamente em termos de
A, A∗ e dos autovalores de AA∗ ou de A∗A. Nos exerćıcios que seguem indicaremos situações especiais mas úteis nas
quais a pseudoinversa de Moore-Penrose pode ser calculada de modo relativamente simples.

E. 10.45 Exerćıcio. Constate que se A ∈ Mat (C, m, 1), A =

( a1

...
am

)

, um vetor-coluna não-nulo, então A+ = 1

‖A‖2
C

A∗ =

1

‖A‖2
C

( a1 , ..., am ), onde ‖A‖C =
√

|a1|2 + · · ·+ |am|2. 6

Observe-se que se z ∈ C, podemos considerar z como uma matriz complexa 1 × 1, ou seja, como elemento de

Mat (C, 1, 1) e, com isso, obtemos do exposto acima (z)+ =






0, z = 0

1
z , z 6= 0

.

O resultado do Exerćıcio E. 10.45 pode ser generalizado.

E. 10.46 Exerćıcio. Seja A ∈ Mat (C, m, n). Mostre que se (AA∗)−1 existe, então A+ = A∗(AA∗)−1. Mostre que se (A∗A)−1

existe, então A+ = (A∗A)−1A∗. Sugestão: em ambos os casos, verifique que o lado direito satisfaz as propriedades definidoras da
pseudoinversa de Moore-Penrose e use a unicidade. 6

Os resultados do Exerćıcio E. 10.46 podem ser generalizados para situações em que AA∗ ou A∗A não são inverśıveis
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pois, como veremos na Proposição 10.38, página 652 valem sempre as relações A+ = A∗
(
AA∗

)+
=
(
A∗A

)+
A∗. Também

o Teorema 10.37, página 655, apresentará uma generalização dos resultados do Exerćıcio E. 10.46, mostrando uma outra
forma de proceder quando AA∗ ou A∗A não forem inverśıveis.

Os exerćıcios que seguem contêm aplicações dos resultados do Exerćıcio E. 10.46.

E. 10.47 Exerćıcio. Seja A = ( 2 0 i
0 i 1 ), com A∗ =

(

2 0
0 −i
−i 1

)

. Mostre que AA∗ possui inversa, mas que A∗A não possui. Usando o

Exerćıcio E. 10.46, calcule a pseudoinversa de Moore-Penrose A+ de A, obtendo A+ = 1

9

(

4 −2i
1 −5i
−i 4

)

. Verifique que essa A+ satisfaz de

fato as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose. 6

E. 10.48 Exerćıcio. Seja A =
(

1 2
0 i
0 3

)

, com A∗ =
(

1 0 0
2 −i 3

)

. Mostre que AA∗ não possui inversa, mas que A∗A possui. Usando o

Exerćıcio E. 10.46, calcule a pseudoinversa de Moore-Penrose A+ de A, obtendo A+ = 1

10

(

10 2i −6
0 −i 3

)

. Verifique que essa A+ satisfaz
de fato as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose. 6

10.9.1 Outras Propriedades da Pseudoinversa de Moore-Penrose

As seguintes propriedades da pseudoinversa de Moore-Penrose seguem das definições e da unicidade. Suas demonstrações
são elementares e são deixadas como exerćıcio: para A ∈ Mat (C, m, n) valem

1. (A+)+ = A,

2. (A+)
T
=
(
AT
)+

, A+ =
(
A
)+

e, consequentemente, (A+)∗ = (A∗)+,

3. (zA)+ = z−1A+ para todo z ∈ C não-nulo.

É de se observar, porém, que se A ∈ Mat (C, m, n) e B ∈ Mat (C, n, p), nem sempre (AB)+ é dada por B+A+,
ao contrário do que ocorre com a inversa usual (para o caso m = n = p). Uma exceção relevante será encontrada na
Proposição 10.38, página 652.

A seguinte proposição lista mais algumas propriedades importantes, algumas das quais usaremos logo adiante:

Proposição 10.37 A pseudoinversa de Moore-Penrose satisfaz as seguintes relações

A+ = A+ (A+)∗A∗ , (10.180)

A = AA∗ (A+)∗ , (10.181)

A∗ = A∗AA+ , (10.182)

A+ = A∗ (A+)∗A+ , (10.183)

A = (A+)∗A∗A , (10.184)

A∗ = A+AA∗ , (10.185)

válidas para toda A ∈ Mat (C, m, n). 2

Das relações acima, a mais relevante talvez seja a relação (10.182), pois faremos uso importante dela na demonstração
da Proposição 10.39, página 657, que trata da aplicação da pseudoinversa de Moore-Penrose a problemas de optimização
linear.

Prova da Proposição 10.37. Por AA+ ser autoadjunta, vale AA+ = (AA+)∗ = (A+)∗A∗. Multiplicando-se à esquerda por
A+ obtemos A+ = A+(A+)∗A∗, provando (10.180). Substituindo-se A→ A+ e usando o fato que A = (A+)+, obtém-se
de (10.180) que A = AA∗(A+)∗, que é a relação (10.181). Substituindo-se A→ A∗ e usando o fato que (A∗)+ = (A+)∗,
obtém-se de (10.181) que A∗ = A∗AA+ que é a relação (10.182).
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As relações (10.183)–(10.185) podem ser obtidas analogamente a partir do fato de A+A ser também autoadjunta, mas
é mais fácil obtê-las substituindo-se A→ A∗ em (10.180)–(10.182) e tomando-se o adjunto das expressões resultantes.

Da Proposição 10.37 podem ser obtidos vários resultados de interesse, alguns dos quais encontram-se reunidos na
proposição que segue.

Proposição 10.38 Para a pseudoinversa de Moore-Penrose vale

(
AA∗

)+
=
(
A∗
)+
A+ (10.186)

para todo A ∈ Mat (C, m, n). Disso obtém-se que

A+ = A∗
(
AA∗

)+
=
(
A∗A

)+
A∗ , (10.187)

também para todo A ∈ Mat (C, m, n). 2

A expressão (10.187) generaliza os resultados do Exerćıcio E. 10.46, página 650 e pode ser empregada para calcular

A+ desde que
(
AA∗

)+
ou
(
A∗A

)+
sejam previamente conhecidas.

Prova da Proposição 10.38. Seja B =
(
A∗
)+
A+. Tem-se

AA∗ (10.181)
= AA∗ (A+)∗ A∗ (10.185)

= AA∗ (A+)∗A+AA∗ = (AA∗)B(AA∗) ,

onde usamos também que
(
A∗
)+

=
(
A+
)∗
. Tem-se também que

B =
(
A∗
)+
A+ (10.180)

= (A+)∗ A+AA+ (10.183)
= (A+)∗ A+AA∗ (A+)∗A+ = B

(
AA∗

)
B .

Observe-se também que
(
AA∗

)
B =

(
AA∗(A+)∗

)
A+ (10.182)

= AA+

que é autoadjunto, por definição. Analogamente,

B
(
AA∗

)
= (A+)∗

(
A+AA∗

)
(10.184)

= (A∗)+A∗

que também é autoadjunto, por definição. Os fatos expostos nas linhas acima provaram que B é a pseudoinversa de
Moore-Penrose de AA∗, provando (10.186). Substituindo-se A→ A∗ em (10.186) obtém-se também

(
A∗A

)+
= A+

(
A∗
)+

. (10.188)

Observe-se agora que

A∗
(
AA∗

)+ (10.186)
= A∗

(
A∗
)+
A+ (10.183)

= A+

e que
(
A∗A

)+
A∗ (10.188)

= A+
(
A∗
)+
A∗ (10.180)

= A+ ,

provando (10.187).

• A pseudoinversa de Moore-Penrose, o núcleo e a imagem de uma matriz

Definimos o núcleo e a imagem (“range”) de uma matriz A ∈ Mat (C, m, n) por Ker (A) := {u ∈ Cn| Au = 0} e
Ran (A) := {Au, u ∈ Cn}, respectivamente. É evidente que Ker (A) é um subespaço linear de Cn e que Ran (A) é um
subespaço linear de Cm.

A seguinte proposição será usada logo adiante, mas é de interesse por si só.

Proposição 10.39 Seja A ∈ Mat (C, m, n) e sejam definidos P1 := 1n − A+A ∈ Mat (C, n) e P2 := 1m − AA+ ∈
Mat (C, n). Então, valem as seguintes afirmações:
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1. P1 e P2 são projetores ortogonais, ou seja, satisfazem (Pk)
2 = Pk e P ∗

k = Pk, k = 1, 2.

2. Ker (A) = Ran (P1), Ran (A) = Ker (P2),
Ker (A+) = Ran (P2) e Ran (A+) = Ker (P1).

3. Ran (A) = Ker (A+)⊥ e Ran (A+) = Ker (A)⊥.

4. Ker (A)⊕ Ran (A+) = C
n e Ker (A+)⊕ Ran (A) = C

m, ambas somas diretas de subespaços ortogonais. 2

Prova. Que P1 e P2 são autoadjuntos segue do fato de AA+ e A+A o serem. Tem-se também que (P1)
2 = 1 − 2A+A+

A+AA+A = 1 − 2A+A+A+A = 1 −A+A = P1 e analogamente para P2. Isso provou o item 1.

Seja x ∈ Ker (A). Como Ran (P1) é um subespaço linear fechado de Cn, o Teorema do Melhor Aproximante e o
Teorema da Decomposição Ortogonal (que neste texto são apresentados com toda generalidade – no contexto de espaços
de Hilbert, como Cm – na forma do Teorema 41.1, página 2317, e do Teorema 41.2, página 2319, respectivamente)
garantem-nos a existência de um único z0 ∈ Ran (P1) tal que ‖x − z0‖Cm é mı́nimo. Além disso, x − z0 é ortogonal a
Ran (P1). Assim, existe ao menos um y0 ∈ C

m tal que x − P1y0 é ortogonal a todo elemento da forma P1y, ou seja,
〈x − P1y0, P1y〉C = 0 para todo y ∈ Cm, o que implica 〈P1(x − P1y0), y〉C = 0 para todo y ∈ Cm, o que por sua vez
implica P1(x − P1y0) = 0. Isso, porém, afirma que P1x = P1y0. Como x ∈ Ker (A) vale P1x = x (pela definição de P1).
Provamos portanto que se x ∈ Ker (A) então x ∈ Ran (P1), estabelecendo que Ker (A) ⊂ Ran (P1). Por outro lado, o
fato que AP1 = A(1 −A+A) = A−A = 0 implica que Ran (P1) ⊂ Ker (A), provando que Ran (P1) = Ker (A).

Se z ∈ Ker (P1), então z = A+Az, provando que z ∈ Ran (A+). Isso provou que Ker (P1) ⊂ Ran (A+). Por outro
lado, se u ∈ Ran (A+) então existe v ∈ Cm tal que u = A+v. Logo, P1u = (1n − A+A)A+v = (A+ − A+AA+)v = 0,
provando que u ∈ Ker (P1) e que Ran (A+) ⊂ Ker (P1). Isso estabeleceu que Ker (P1) = Ran (A+).

P2 é obtida de P1 com a substituição A → A+ (lembrando-se que (A+)+ = A). Logo, os resultados acima implicam
que Ran (P2) = Ker (A+) e que Ker (P2) = Ran (A). Isso provou o item 2.

Se M ∈ Mat (C, p) (com p ∈ N, arbitrário) é autoadjunta, então 〈y, Mx〉
C
= 〈My, x〉

C
para todos x, y ∈ Cp. Essa

relação torna evidente que Ker (M) = Ran (M)⊥ (justifique!). Com isso o item 3 segue do item 2 tomando-se M = P1 e
M = P2. O item 4 é evidente pelo item 3.

E. 10.49 Exerćıcio. Calcule P1 e P2 para o exemplo do Exerćıcio E. 10.47, página 651, e para o exemplo do Exerćıcio E. 10.48,
página 651. 6

10.9.1.1 A Regularização de Tikhonov. Existência

No Exerćıcio E. 10.46, página 650, vimos que se (AA∗)−1 existe, então A+ = A∗(AA∗)−1 e que se (A∗A)−1 existe, então
A+ = (A∗A)−1A∗. No caso de essas inversas não existirem há um procedimento alternativo que também permite obter
A+. Sabemos da Proposição 10.6, página 559, que mesmo se (AA∗)−1 não existir, a matriz AA∗ + µ1 será invert́ıvel
para todo µ ∈ C não-nulo com |µ| pequeno o suficiente. Isso permite conjecturar que as expressões A∗(AA∗ + µ1)−1

e (A∗A + µ1)−1A∗, que estão bem definidas para µ 6= 0 com |µ| pequeno, convergem a A+ quando tomamos o limite
µ→ 0. Como veremos no que segue, essa conjectura é correta.

Pelo dito acima, podemos substituir as matrizes AA∗ ou A∗A, caso sejam singulares, pelas matrizes inverśıveis AA∗+
µ1 ou A∗A+ µ1 com µ 6= 0 com |µ| pequeno. Esse procedimento de regularização (que envolve a substituição provisória
de uma expressão singular por outra regular) é denominado regularização de Tikhonov43, em honra ao matemático que
desenvolveu essas ideias no contexto de equações integrais44.

Nosso primeiro resultado consiste em provar que os limites descritos acima de fato existem e são iguais, o que será
feito nos dois lemas que seguem.

43Andrei Nikolaevich Tikhonov (1906–1993). O sobrenome russo “Tikhonov” é por vezes transliterado como “Tykhonov”, “Tichonov” ou
ainda “Tychonoff”.

44Para uma referência geral, vide [549]. Para os trabalhos originais, vide: Tikhonov, A. N., 1943, “On the stability of inverse problems”,
Dokl. Akad. Nauk. USSR, 39, No. 5, 195–198 (1943); Tikhonov, A. N., “Solution of incorrectly formulated problems and the regularization
method”, Soviet Math. Dokl. 4, 1035–1038 (1963), tradução para o inglês de Dokl. Akad. Nauk. USSR 151, 501–504 (1963).
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Lema 10.11 Seja A ∈ Mat (C, m, n) e seja µ ∈ C tal que AA∗ + µ1m e A∗A + µ1n sejam inverśıveis (i.e., µ 6∈
σ(AA∗) ∪ σ(A∗A), um conjunto finito). Então, A∗(AA∗ + µ1m)−1 = (A∗A+ µ1n)

−1A∗. 2

Prova. Sejam Bµ := A∗(AA∗ + µ1m)−1 e Cµ := (A∗A+ µ1n)
−1A∗. Temos que

A∗ABµ = A∗
[
AA∗

]
(AA∗+µ1m)−1 = A∗

[
AA∗+µ1m−µ1m

]
(AA∗+µ1m)−1 = A∗

(
1m−µ(AA∗+µ1m)−1

)
= A∗−µBµ .

Logo, (A∗A+ µ1n)Bµ = A∗, o que implica Bµ = (A∗A+ µ1n)
−1A∗ = Cµ.

Lema 10.12 Para toda A ∈ Mat (C, m, n) os limites lim
µ→0

A∗(AA∗ + µ1m)−1 e lim
µ→0

(A∗A + µ1n)
−1A∗ existem e são

iguais (pelo Lema 10.11), definindo um elemento de Mat (C, n, m). 2

Prova do Lema 10.12. Notemos primeiramente que A é uma matriz identicamente nula se e somente se AA∗ ou A∗A
o forem. De fato, se, por exemplo, A∗A = 0, valerá para todo vetor x que 0 = 〈x, A∗Ax〉

C
= 〈Ax, Ax〉

C
= ‖Ax‖2,

provando que A = 0. Como a afirmação a ser provada é evidente se A for nula, suporemos no que segue que AA∗ e A∗A
não são nulas.

A matriz AA∗ ∈ Mat (C, m) é, evidentemente, autoadjunta. Sejam α1, . . . , αr seus autovalores distintos. Pelo
Teorema Espectral para operadores autoadjuntos (vide Teorema 10.7, página 580 e Teorema 10.15, página 596) podemos
escrever

AA∗ =

r∑

a=1

αaEa , (10.189)

onde Ea são os projetores espectrais de AA∗ e satisfazem EaEb = δabEa, E
∗
a = Ea e

∑r
a=1Ea = 1m. Logo,

AA∗ + µ1m =

r∑

a=1

(αa + µ)Ea

e, portanto, para µ 6∈ {α1, . . . , αr}, vale pela Proposição 10.17, página 582,

(
AA∗ + µ1m

)−1
=

r∑

a=1

1

αa + µ
Ea e A∗

(
AA∗ + µ1m

)−1
=

r∑

a=1

1

αa + µ
A∗Ea .

Há dois casos a se considerar 1. AA∗ não tem autovalor nulo e 2. AA∗ tem autovalor nulo.

No caso em que AA∗ não tem autovalor nulo é claro pela última expressão que o limite lim
µ→0

A∗(AA∗ +µ1m)−1 existe

e vale

lim
µ→0

A∗(AA∗ + µ1m)−1 =

r∑

a=1

1

αa
A∗Ea . (10.190)

No caso em que AA∗ tem autovalor nulo, digamos, α1 = 0, o projetor E1 projeta sobre o núcleo de AA∗: Ker (AA∗) :=
{u ∈ Cn| AA∗u = 0}. Se x ∈ Ker (AA∗), então A∗x = 0, pois 0 = 〈x, AA∗x〉

C
= 〈A∗x, A∗x〉

C
= ‖A∗x‖. Portanto,

A∗E1 = 0 (10.191)

e, assim, podemos escrever,

A∗(AA∗ + µ1m)−1 =

r∑

a=2

1

αa + µ
A∗Ea ,

donde obtém-se

lim
µ→0

A∗(AA∗ + µ1m)−1 =

r∑

a=2

1

αa
A∗Ea . (10.192)

Isso provou que lim
µ→0

A∗(AA∗ + µ1m)−1 sempre existe.

Pelo Lema 10.11, página 654, o limite lim
µ→0

(A∗A+µ1n)
−1A∗ também existe e coincide com lim

µ→0
A∗(AA∗ +µ1m)−1.

A principal consequência é o seguinte resultado:
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Teorema 10.37 (Regularização de Tikhonov) Para toda A ∈ Mat (C, m, n) valem

A+ = lim
µ→0

A∗
(
AA∗ + µ1m

)−1
(10.193)

e
A+ = lim

µ→0

(
A∗A+ µ1n

)−1
A∗ . (10.194)

2

Como a existência dos limites acima foi estabelecida para matrizes arbitrárias no Lema 10.12, página 654, o Teorema
10.37 contém uma prova geral de existência da pseudoinversa de Moore-Penrose.

Prova do Teorema 10.37. As afirmações a serem provadas são evidentes caso A = 0mn pois, como já vimos (0mn)
+ = 0nm.

Assim, assumiremos no que segue que A é não nula, o que equivale, pelo exposto no ińıcio da prova do Lema 10.12, a
supor que AA∗ e A∗A não são nulas.

Pelos Lemas 10.11 e 10.12 é suficiente demonstrar (10.193). Há dois casos a se considerar 1. AA∗ não tem autovalor
nulo e 2. AA∗ tem autovalor nulo. No caso 1., vimos em (10.190), na prova do Lema 10.12 (e com a notação lá
estabelecida), que

lim
µ→0

A∗
(
AA∗ + µ1m

)−1
=

r∑

a=1

1

αa
A∗Ea =: B .

Note-se agora que

AB =

r∑

a=1

1

αa
AA∗Ea =

r∑

a=1

1

αa

(
r∑

b=1

αbEb

)
Ea =

r∑

a=1

r∑

b=1

1

αa
αb δabEa =

r∑

a=1

Ea = 1m , (10.195)

que é autoadjunta, e que

BA =

r∑

a=1

1

αa
A∗EaA , (10.196)

que é também autoadjunta, pois αa ∈ R para todo a (por serem autovalores de uma matriz autoadjunta) e pelo fato de
(A∗EaA)

∗ = A∗EaA para todo a, já que E∗
a = Ea.

De (10.195) segue que ABA = A. De (10.196) segue que

BAB =

(
r∑

a=1

1

αa
A∗EaA

)(
r∑

b=1

1

αb
A∗Eb

)
=

r∑

a=1

r∑

b=1

1

αaαb
A∗Ea(AA

∗)Eb .

Agora, pela decomposição espectral (10.189) de AA∗, segue que (AA∗)Eb = αbEb. Logo,

BAB =

r∑

a=1

r∑

b=1

1

αa
A∗EaEb =

(
r∑

a=1

1

αa
A∗Ea

)( r∑

b=1

Eb

︸ ︷︷ ︸
1m

)
= B .

Isso provou que A = A+ no caso em que AA∗ não tem autovalor nulo.

Vamos agora supor que AA∗ não autovalor nulo, a saber, α1. Vimos em (10.192), na prova do Lema 10.12, que

lim
µ→0

A∗
(
AA∗ + µ1m

)−1
=

r∑

a=2

1

αa
A∗Ea =: B .

Usando o fato que (AA∗)Ea = αaEa, o qual segue da decomposição espectral (10.189) de AA∗, obtém-se

AB =

r∑

a=2

1

αa
AA∗Ea =

r∑

a=2

1

αa
αaEa =

r∑

a=2

Ea = 1m − E1 , (10.197)
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que é autoadjunta, pois E1 o é. Tem-se também

BA =
r∑

a=2

1

αa
A∗EaA , (10.198)

que é também autoadjunta, pelos argumentos já expostos.

De (10.197) segue que ABA = A− E1A. Note-se agora que (E1A)
∗ = A∗E1 = 0, por (10.191). Isso demonstrou que

E1A = 0 e que ABA = A. De (10.198) segue que

BAB =

(
r∑

a=2

1

αa
A∗EaA

)(
r∑

b=2

1

αb
A∗Eb

)
=

r∑

a=2

r∑

b=2

1

αaαb
A∗Ea(AA

∗)Eb .

Usando novamente que (AA∗)Eb = αbEb, obtemos

BAB =

r∑

a=2

r∑

b=2

1

αa
A∗EaEb =

(
r∑

a=2

1

αa
A∗Ea

)(
r∑

b=2

Eb

)

︸ ︷︷ ︸
1m−E1

= B −
r∑

a=2

1

αa
A∗EaE1 = B ,

pois EaE1 = 0 para a 6= 1. Isso demonstrou que BAB = B. Assim, estabelecemos que A = A+ também no caso em que
AA∗ tem autovalor nulo, completando a prova de (10.193).

10.9.1.2 A Pseudoinversa de Moore-Penrose e o Teorema Espectral

Durante a demonstração do Teorema 10.37 estabelecemos também o seguinte resultado de interesse:

Teorema 10.38 Seja A ∈ Mat (C, m, n) não-nula e seja AA∗ =
∑r

a=1 αaEa a representação espectral de AA∗, onde
{α1, . . . , αr} ⊂ R é o conjunto dos autovalores distintos de AA∗ e Ea são os correspondentes projetores espectrais
autoadjuntos. Então, vale

A+ =

r∑

a=1

αa 6=0

1

αa
A∗Ea . (10.199)

Analogamente, seja A∗A =
∑s

b=1 βbFb a representação espectral de A∗A, onde {β1, . . . , βs} ⊂ R é o conjunto dos
autovalores distintos de A∗A e Fb os correspondentes projetores espectrais autoadjuntos. Então, vale também

A+ =
s∑

b=1

βb 6=0

1

βb
FbA

∗ . (10.200)

(Vale mencionar aqui que, pelo Exerćıcio E. 10.6, página 560, o conjunto de autovalores não nulos de AA∗ coincide com
o conjunto de autovalores não nulos de A∗A: {α1, . . . , αr} \ {0} = {β1, . . . , βs} \ {0}).

De (10.199) e (10.200) segue que para A não-nula valem

A+ =

r∑

a=1

αa 6=0

1

αa

r∏

l=1

l 6=a

(αa − αl)

A∗




r∏

l=1

l 6=a

(
AA∗ − αl1m

)

 , (10.201)

A+ =

s∑

b=1

βb 6=0

1

βb

s∏

l=1

l 6=b

(βb − βl)




s∏

l=1

l 6=b

(
A∗A− βl1n

)

A∗ . (10.202)

2
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As expressões (10.201) e (10.202) fornecem mais um algoritmo geral para o cômputo da pseudoinversa de Moore-
Penrose, o qual pode ser de implementação simples, pois requer apenas a determinação dos autovalores de AA∗ ou de
A∗A.

Prova do Teorema 10.38. A igualdade (10.199) foi provada durante a demonstração do Teorema 10.37 (vide (10.190) e
(10.192)). A relação (10.200) pode ser provada analogamente, mas segue mais facilmente do truque já mencionado de
usar (10.199), trocando A→ A∗ e tomando-se o adjunto da expressão obtida. As relações (10.201) e (10.202) seguem da
Proposição 10.18, página 583, particularmente de (10.63).

E. 10.50 Exerćıcio. Usando (10.201) ou (10.202) reobtenha as matrizes A+ dos Exerćıcios E. 10.45, E. 10.47 e E. 10.48. 6

10.9.2 A Pseudoinversa de Moore-Penrose e Problemas de Optimização
Linear

Tratemos agora de uma das principais aplicações da noção de pseudoinversa de Moore-Penrose, a saber, no tratamento
de problemas de optimização linear, que motivaremos e definiremos a seguir.

Sejam A ∈ Mat (C, m, n) e y ∈ Cm dados e considere-se o problema de determinar x ∈ Cn que satisfaça a equação
linear

Ax = y . (10.203)

No caso em que m = n e A tem inversa, a solução (única) é, naturalmente, x = A−1y. Nos demais casos uma solução
pode não estar presente ou não ser única. Podemos considerar o problema alternativo de saber para quais x′ ∈ Cn a
norma Euclidiana ‖Ax′ − y‖Cm é a menor posśıvel. Tais vetores x′ ∈ Cn seriam, no sentido da norma Euclidiana ‖ · ‖Cm ,
ou seja, em termos de “mı́nimos quadrados”, os melhores aproximantes ao que seria a solução de (10.203). Um tal
problema é por vezes dito ser um problema de optimização linear. Esse problema pode ser tratado com o uso da noção
de pseudoinversa de Moore-Penrose, a qual permite caracterizar precisamente o conjunto dos vetores x′ que minimizam
‖Ax′ − y‖Cm . A isso dedicaremos as linhas que seguem, sendo o principal resultado condensado no seguinte teorema:

Teorema 10.39 (Optimização Linear) Sejam A ∈ Mat (C, m, n) e y ∈ C
m dados. Então, a coleção de todos vetores

de Cn para os quais a aplicação Cn ∋ x 7→ ‖Ax− y‖Cm ∈ [0, ∞) assume um mı́nimo absoluto coincide com o conjunto

A+y +Ker (A) =
{
A+y +

(
1n −A+A

)
z, z ∈ C

n
}
. (10.204)

Esse conjunto é dito ser o conjunto minimizante do problema de optimização linear em questão. É interessante observar
que pela Proposição 10.39, página 652, tem-se também A+y +Ker (A) = A+y +Ran (A+)⊥. 2

Como se vê do enunciado acima, a pseudoinversa de Moore-Penrose fornece a melhor aproximação em termos de
“mı́nimos quadrados” à solução de sistemas lineares. Observe-se que para os elementos x do conjunto minimizante
(10.204) vale ‖Ax − y‖Cm = ‖(AA+ − 1m)y‖Cm = ‖P2y‖Cm , que é nulo se e somente se y ∈ Ker (P2) = Ran (A) (pela
Proposição 10.39, página 652), um fato um tanto óbvio.

Prova do Teorema 10.39. A imagem de A, Ran (A), é um subespaço linear fechado de Cm. O Teorema do Melhor
Aproximante e o Teorema da Decomposição Ortogonal (que neste texto são apresentados com toda generalidade – no
contexto de espaços de Hilbert, como Cm – na forma do Teorema 41.1, página 2317, e do Teorema 41.2, página 2319,
respectivamente) garantem-nos a existência de um único y0 ∈ Ran (A) tal que ‖y0 − y‖Cm é mı́nimo, sendo que esse y0
satisfaz a propriedade de y0 − y ser ortogonal a Ran (A).

Assim, existe ao menos um x0 ∈ C
n tal que ‖Ax0 − y‖Cm é mı́nimo. Tal x0 não é necessariamente único e, como é

fácil ver, x1 ∈ Cn tem as mesmas propriedades se e somente se x0 − x1 ∈ Ker (A) (já que Ax0 = y0 e Ax1 = y0, pela
unicidade de y0). Como observamos, Ax0 − y é ortogonal a Ran (A), ou seja, 〈(Ax0 − y), Au〉

C
= 0 para todo u ∈ Cn.

Isso significa que 〈(A∗Ax0 −A∗y), u〉
C
= 0 para todo u ∈ Cn e, portanto, x0 satisfaz

A∗Ax0 = A∗y . (10.205)
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Agora, a relação (10.182) mostra-nos que x0 = A+y satisfaz (10.205), pois A∗AA+y
(10.182)

= A∗y. Assim, conclúımos que
o conjunto de todos x ∈ C

n que satisfazem a condição de ‖Ax − y‖Cm ser mı́nimo é composto por todos os vetores da
forma A+y + x1 com x1 ∈ Ker (A). Pela Proposição 10.39, página 652, x1 é da forma x1 = (1n − A+A)z para algum
z ∈ Cn, completando a prova.

Os exerćıcios que seguem ilustram a aplicação da pseudoinversa de Moore-Penrose no tratamento de problemas de
optimização linear.

E. 10.51 Exerćıcio. Usando o Exerćıcio E. 10.47, página 651, determine o conjunto dos melhores aproximantes x ∈ C
3 à solução

da equação linear Ax = y com A = ( 2 0 i
0 i 1 ) e y =

(

1
−2i

)

. Para tais vetores minimizantes x, calcule ‖Ax− y‖C. 6

O exerćıcio que segue envolve uma situação menos trivial que a do exerćıcio anterior, pois trata de um sistema linear
subdeterminado e que não tem solução.

E. 10.52 Exerćıcio. Usando o Exerćıcio E. 10.48, página 651, determine o conjunto dos melhores aproximantes x ∈ C
2 à solução

da equação linear Ax = y com A =
(

1 2
0 i
0 3

)

e y =
(

1
−3
2

)

. Para tais vetores minimizantes x, calcule ‖Ax− y‖C. Observe que nesse caso

y 6∈ Ran (A) e, portanto, o sistema Ax = y não tem solução. 6

10.9.3 Existência e Decomposição em Valores Singulares

Passemos agora a uma segunda demonstração da existência da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz A ∈
Mat (C, m, n) geral, fazendo uso aqui do Teorema da Decomposição em Valores Singulares, Teorema 10.26, página 628.
Trataremos primeiramente de matrizes quadradas para depois passarmos ao caso de matrizes não quadradas.

• Determinando a pseudoinversa de Moore-Penrose para matrizes quadradas

Começaremos pelas matrizes diagonais. Se D ∈ Mat (C, n) é uma matriz diagonal, a pseudoinversa de Moore-Penrose
de D é dada pela matriz diagonal D+ ∈ Mat (C, n) cujos elementos diagonais são definidos para todo i = 1, . . . , n por

(
D+
)
ii

=






1
Dii

, se Dii 6= 0 ,

0 , se Dii = 0 .

É elementar verificar que DD+D = D, D+DD+ = D+ e que DD+ e D+D são autoadjuntas. Em verdade, vale
DD+ = D+D que é uma matriz diagonal com elementos diagonais iguais a 0 ou a 1:

(
DD+

)
ii
=
(
D+D

)
ii

=





1 , se Dii 6= 0 ,

0 , se Dii = 0 .

Passemos agora à questão da existência da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz quadrada geral. Se
A ∈ Mat (C, n) tem uma decomposição em valores singulares A = V SW ∗ (vide Teorema 10.26, página 628), então a
pseudoinversa de Moore-Penrose A+ de A é dada por

A+ = WS+V ∗ .

De fato, AA+A =
(
V SW ∗

)(
WS+V ∗

)(
V SW ∗

)
= V SS+SW+ = V SW ∗ = A eA+AA+ =

(
WS+V ∗

)(
V SW ∗

)(
WS+V ∗

)
=

WS+SS+V ∗ = WS+V ∗ = A+. Além disso, AA+ =
(
V SW ∗

)(
WS+V ∗

)
= V

(
SS+

)
V ∗ é autoadjunta, pois SS+ é uma

matriz diagonal com elementos diagonais iguais a 0 ou a 1. Analogamente, A+A =
(
WS+V ∗

)(
V SW ∗

)
= W

(
S+S

)
W ∗

é autoadjunta.

• Determinando a pseudoinversa de Moore-Penrose para matrizes retangulares

Consideraremos agora matrizes gerais (não necessariamente quadradas) A ∈ Mat (C, m, n).
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Seja A′ ∈ Mat (C, m + n) a matriz quadrada (m + n) × (m + n) definida em (10.7), página 549. Como A′ é uma
matriz quadrada, estabelecemos acima que ela possui uma pseudoinversa de Moore-Penrose (A′)+, única, satisfazendo

1. A′
(
A′
)+
A′ = A′,

2.
(
A′
)+
A′
(
A′
)+

=
(
A′
)+

,

3. A′
(
A′
)+

e
(
A′
)+
A′ são autoadjuntas.

No que segue, demonstraremos que A+ ∈ Mat (C, n, m), a pseudoinversa de Moore-Penrose de A ∈ Mat (C, m, n),
é dada, seguindo as definições (10.3)–(10.4), por

A+ := In, m+n

(
A′
)+
Jm+n, m , (10.206)

ou seja,

A+ = In, m+n

(
Jm+n, mAIn, m+n

)+
Jm+n, m . (10.207)

O ponto de partida é a existência da pseudoinversa de A′. A relação A′
(
A′
)+
A′ = A′ significa, usando a definição

(10.7),

Jm+n, mA
[
In, m+n

(
A′
)+
Jm+n, m

]
AIn, m+n = Jm+n, mAIn, m+n

e das relações (10.5)–(10.6) segue, multiplicando-se à esquerda por Im, m+n e à direita por Jm+n, n que AA+A = A, uma
das relações que desejamos provar.

A relação
(
A′
)+
A′
(
A′
)+

=
(
A′
)+

significa, usando a definição (10.7),

(
A′
)+
Jm+n, mAIn, m+n

(
A′
)+

=
(
A′
)+

.

Multiplicando à esquerda por In, m+n e à direita por Jm+n, m, isso estabelece a validade de A+AA+ = A+.

Como A′(A′)+ é autoadjunta, segue da definição a definição (10.7), que Jm+n, mAIn, m+n

(
A′
)+

é autoadjunta, ou
seja,

Jm+n, mAIn, m+n

(
A′
)+

=
(
AIn, m+n

(
A′
)+)∗

Im, m+n .

Logo, multiplicando-se à esquerda por Im, m+n e à direita por Jm+n, m, segue de (10.5) que

AIn, m+n

(
A′
)+
Jm+n, m = Im, m+n

(
AIn, m+n

(
A′
)+)∗

=
(
AIn, m+n

(
A′
)+
Jm+n, m

)∗
,

provando que AA+ é autoadjunta.

Por fim, como (A′)+A′ é autoadjunta, segue da definição (10.7) que
(
A′
)+
Jm+n, mAIn, m+n é autoadjunta, ou seja,

(A′)+Jm+n, mAIn, m+n = Jm+n, n

((
A′
)+
Jm+n, mA

)∗
.

Logo, multiplicando-se à esquerda por In, m+n e à direita por Jm+n, n, segue de (10.6) que

In, m+n

(
A′
)+
Jm+n, mA =

(
(A′)+Jm+n, mA

)∗
Jm+n, n =

(
In, m+n(A

′)+Jm+n, mA
)∗

,

estabelecendo que A+A é autoadjunta. Com isso estabelecemos que A+ dada em (10.206) é a pseudoinversa de Moore-
Penrose de A.

10.10 Produtos Tensoriais de Matrizes

A noção de produto tensorial de espaços vetoriais foi introduzida e desenvolvida na Seção 2.3.5, página 214. Vamos
considerar os espaços vetoriais complexos de dimensão finita Cm e Cn (o caso de espaços vetoriais reais de dimensão
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finita é totalmente análogo) e seu produto tensorial Cm ⊗ Cn, que á um espaço vetorial complexo de dimensão mn,
isomorfo, portanto, a Cmn. Sejam

{
e1, . . . , em

}
e
{
f1, . . . , fn

}
as bases canônicas em Cm e Cn, respectivamente, com

a qual podemos constituir a base canônica B :=
{
ei ⊗ fj , i = 1, . . .m, j = 1, . . . , n

}
em Cm ⊗ Cn.

Um elemento genérico de Cm ⊗ Cn é uma soma finita
∑N

a=1 ψa ⊗ φa, para algum N ∈ N e com ψa ∈ Cm e φa ∈ Cn

para todo a = 1, . . . , N . Se A ∈ Mat (C, m) e B ∈ Mat (C, n), definimos seu produto tensorial, denotado por A ⊗ B,

como a matriz que age em um vetor genérico qualquer de
∑N

a=1 ψa ⊗ φa de Cm ⊗ Cn de acordo com o seguinte:

A⊗B

(
N∑

a=1

ψa ⊗ φa

)
=

N∑

a=1

(
Aψa

)
⊗
(
Bφa

)
. (10.208)

O produto tensorial A⊗B de duas matrizes é também denominado produto de Kronecker45 de A e B.

É elementar constatar que A⊗B, assim definido, é um operador linear em Cm ⊗ Cn. Por convenção, as matrizes A
e B agem nos respectivos vetores de base de acordo com a regra estabelecida em (10.14):

Aei =

m∑

a=1

Aai ea e Bfj =

n∑

b=1

Bbj fb ,

onde Aai e Bbj são os elementos de matriz de A e B nas respectivas bases. Assim, vale

A⊗B
(
ei ⊗ fj

)
=

m∑

a=1

n∑

b=1

AaiBbj ea ⊗ fb . (10.209)

Consequentemente, podemos afirmar que os elementos de matriz de A⊗B na base B de Cm ⊗ Cn é
(
A⊗B

)
(a, b)(i, j)

= AaiBbj ,

pois assim, seguindo a mesma convenção, podemos reescrever (10.209), na forma

A⊗B
(
ei ⊗ fj

)
=
∑

(a, b)

(
A⊗B

)
(a, b)(i, j)

(
ea ⊗ fb

)
,

onde
∑

(a, b)

significa

m∑

a=1

n∑

b=1

. Nessa representação os pares ordenados (i, j) ∈ {1, . . . , m} × {1, . . . , n} fazem o papel de

ı́ndices das matrizes.

Se A, A1, A2 ∈ Mat (C, m) e B, B1, B2 ∈ Mat (C, n) é trivial demonstrar com uso de (10.208) que

A1 ⊗B +A2 ⊗B = (A1 +A2)⊗B , A⊗B1 +A⊗B2 = A⊗ (B1 +B2) (10.210)

e que (verifique!) (
A1 ⊗ B1

)(
A2 ⊗B2

)
=
(
A1A2

)
⊗
(
B1B2

)
. (10.211)

E. 10.53 Exerćıcio. Prove que (A⊗B)T = AT ⊗BT e que (A⊗B)∗ = A∗ ⊗B∗. 6

Segue também de (10.208) que 1m ⊗ 1n é a matriz unidade em Cm ⊗ Cn. Portanto, se A e B possúırem inversa,
A⊗B também possuirá e valerá (verifique!)

(
A⊗B

)−1
=
(
A−1

)
⊗
(
B−1

)
. (10.212)

Para a rećıproca dessa afirmação precisamos aprender algo sobre determinantes de produtos tensoriais de matrizes.

• O determinante de um produto tensorial de matrizes

É imediato por (10.211) que A⊗B =
(
A⊗ 1n

)(
1m ⊗B

)
=
(
1m ⊗B

)(
A⊗ 1n

)
. Segue que o determinante de A⊗B

será dado por det
(
A⊗B

)
= det

(
A⊗ 1n

)
det
(
1m ⊗B

)
. Vamos agora determinar os dois determinantes do lado direito.

45Leopold Kronecker (1823–1891).
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Ordenemos os vetores da base B na forma
(
e1 ⊗ f1, . . . , em ⊗ f1, . . . , e1 ⊗ fn, . . . , em ⊗ fn

)
. É claro que Cm ⊗ Cn

quebra-se na soma direta de subespaços V1⊕ . . .⊕Vn, onde Vk é gerado pelos vetores e1⊗ fk, . . . , em⊗ fk. Cada Vk é um
subespaço invariante pela ação de A⊗1n, que nele age como (Ae1)⊗ fk, . . . , (Aen)⊗ fk. Assim, ordenando os elementos
da baseB dessa maneira, A⊗1n assumirá a representação matricial na forma de n blocos diagonais, como apresentado à es-
querda:




A

. . .

A




.

Disso, fica evidente46 que det
(
A⊗ 1n

)
=
(
det(A)

)n
(Proposição 10.3, página

557).

Para o caso de det
(
1m ⊗ B

)
a ideia é análoga. Ordenamos a base na

forma
(
e1 ⊗ f1, . . . , e1 ⊗ fn, . . . , em ⊗ f1, . . . , em ⊗ fn

)
e fica claro que

Cm ⊗ Cn quebra-se na soma direta de subespaços W1 ⊕ . . . ⊕ Wm, onde Wk

é gerado pelos vetores ek ⊗ f1, . . . , ek ⊗ fn. Cada Wk é um subespaço in-
variante pela ação de 1m ⊗ B, que nele age como ek ⊗ (Bf1), . . . , ek ⊗
(Bfn). Com a base B assim ordenada, 1m ⊗ B assumirá a representação
matricial na forma de m blocos diagonais como apresentado à esquerda:




B

. . .

B




.

Disso, fica evidente que det
(
1m ⊗ B

)
=
(
det(B)

)m
. Juntando as afirmações

anteriores, estabelecemos que se A ∈ Mat (C, m) e B ∈ Mat (C, n), então

det
(
A⊗B

)
=
(
det(A)

)n(
det(B)

)m
. (10.213)

Observe o leitor que o expoente de det(A) à direita é a ordem de B e vice-versa.

E. 10.54 Exerćıcio (fácil). Sejam A1 ∈ Mat (C, m1), A2 ∈ Mat (C, m2) e A3 ∈
Mat (C, m3). Mostre que

det
(

A1 ⊗ A2 ⊗ A3

)

=
(

det(A1)
)m2m3

(

det(A2)
)m1m3

(

det(A3)
)m1m2 .

6

A relação (10.213) diz-nos, entre outras coisas, que A ⊗ B é uma matriz inverśıvel se e somente se A e B o forem.
Em qualquer desses casos, valerá (10.212).

10.11 Propriedades Especiais de Determinantes

10.11.1 Expansão do Polinômio Caracteŕıstico

Seja A ∈ Mat (C, n) e seja pA(λ) = det(λ1 − A) =
∑n

m=0 cmλ
m, λ ∈ C, seu polinômio caracteŕıstico. Desejamos

obter uma fórmula explicita para os coeficientes cm em termos de determinantes de submatrizes de A (vide abaixo).
Vamos designar por ak a k-ésima coluna de A, de sorte que, pela notação introduzida em (10.9), página 549, valha
A =

[[
a1, . . . , an

]]
. Recordando a definição de base canônica fornecida em (10.10) e (10.11), página 549, fica claro que

pA(λ) = det
[[
λe1 − a1, . . . , λen − an

]]
. Usando a propriedade de multilinearidade do determinante (linearidade em

relação a cada coluna), segue que

pA(λ) =

n∑

m=1

(−1)n−m λm




∑

1≤j1<···<jm≤n

det
[[
a1, . . . , ej1 . . . , ejm . . . , an

]]

+ (−1)n det(A) ,

onde, para 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ n,
[[
a1, . . . , ej1 . . . , ejm . . . , an

]]
é a matriz obtida a partir da matriz A substituindo

sua jl-ésima coluna por ejl para cada l = 1, . . . , m. Note que no caso m = n, tem-se forçosamente jl = l para cada
l = 1, . . . , n e

[[
a1, . . . , ej1 . . . , ejm . . . , an

]]
=
[[
e1, . . . , en

]]
= 1. Com isso, escrevemos

pA(λ) = λn +
n−1∑

m=1

(−1)n−m λm




∑

1≤j1<···<jm≤n

det
[[
a1, . . . , ej1 . . . , ejm . . . , an

]]

+ (−1)n det(A) .

46Lembrar que o reordenamento de uma base não altera o determinante de uma matriz, pois é realizado por uma transformação de
similaridade envolvendo uma matriz de permutação.
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Como cada vetor-coluna ejl contém 1 na jl-ésima linha, as demais linhas sendo nulas, as bem-conhecidas regras de
cálculo de determinantes ensinam-nos que, para todo m = 1, . . . , n− 1,

det
[[
a1, . . . , ej1 . . . , ejm . . . , an

]]
= det

(
Aj1, ..., jm

)
,

Aj1, ..., jm sendo a matriz de Mat (C, n−m) (ou seja (n−m)× (n−m)) obtida a partir de A eliminando-lhe as jl-ésimas
linhas e colunas para todo l = 1, . . . , m. Assim, obtemos

pA(λ) = λn +

n−1∑

m=1

(−1)n−m λm




∑

1≤j1<···<jm≤n

det
(
Aj1, ..., jm

)

+ (−1)n det(A) , (10.214)

onde é posśıvel reconhecer os coeficientes de pA(λ).

Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 10.4, página 572, pA(A) = 0 e, portanto,

An +

n−1∑

m=1


(−1)n−m

∑

1≤j1<···<jm≤n

det
(
Aj1, ..., jm

)

Am + (−1)n det(A)1 = 0 .

Como comentamos em (10.50), página 575, se A for inverśıvel, obtém-se disso

A−1 =
1

(−1)n+1 det(A)



An−1 +

n−1∑

m=1



(−1)n−m
∑

1≤j1<···<jm≤n

det
(
Aj1, ..., jm

)


 Am−1



 . (10.215)

10.11.2 A Desigualdade de Hadamard

Vamos nesta seção demonstrar uma desigualdade para determinantes de matrizes, a qual é muito útil, a chamada
desigualdade de Hadamard47.

Teorema 10.40 (Teorema do Determinante de Hadamard) Seja A ∈ Mat (C, n). Então,

| det(A)|2 ≤
n∏

j=1

n∑

i=1

|Aij |2 , (10.216)

sendo Aij o elemento ij da matriz A. Segue disso que

| det(A)| ≤ nn/2

(
max
ij

|Aij |
)n

, (10.217)

para toda matriz A ∈ Mat (C, n). 2

Comentários. I. Seja A ∈ Mat (C, n) e seja ak ∈ Cn, 1 ≤ k ≤ n, sua k-ésima coluna, de sorte que, pela notação introduzida em (10.9), página
549, valha A =

[[

a1, . . . , an
]]

. A desigualdade de Hadamard (10.216) afirma que

|detA| ≤
n
∏

j=1

‖aj‖2 , (10.218)

onde, para v ∈ Cn com componentes v1, . . . , vn ∈ C, definimos ‖v‖2 :=
√

∑n
i=1 |vi|2, a chamada norma Euclidiana em Cn.

II. Um ponto importante na estimativa (10.217) é o tipo de dependência em n que se tem do lado direito. Ela será usada, por exemplo, em
estimativas de convergência da série de determinantes de Fredholm na Seção 20.2, página 1117.

III. A desiguldade (10.216), acima, será usada na Seção 11.7, página 709, para demonstrar a continuidade do determinante de matrizes. ♣

Prova do Teorema 10.40. A prova de (10.217) é elementar, por (10.216). Passemos à prova de (10.216).

47Jacques Salomon Hadamard (1865–1963). A referência ao trabalho de Hadamard é: J. Hadamard, “Résolution d’une question relativ aux
déterminants”, Bull. Sci. Math. 28, 240-246 (1893).
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Seja A ∈ Mat (C, n). Se A não tem inversa, então det(A) = 0 e a desigualdade (10.216) é trivialmente satisfeita, não
havendo o que se provar. Vamos então supor que A tenha inversa.

Seja A o conjunto de todas as matrizes M de Mat (C, n) com a propriedade que

n∑

i=1

|Mij |2 =

n∑

i=1

|Aij |2

para todo j = 1, . . . , n. Claro está que A ∈ A. É também claro que A é um subconjunto compacto de Mat (C, n) (visto

aqui como Cn2

). A função | det(M)| é cont́ınua como função de M e, portanto, assume ao menos um máximo absoluto
(não necessariamente único) em A, por este ser compacto (teorema de Weierstrass). Seja T ∈ A um desses máximos.
Note-se que | det(T )| ≥ | det(A)| > 0 e, portanto, T tem inversa.

Para todo i = 1, . . . , n vale por (10.21), página 553, que det(T ) =

n∑

j=1

TijCof(T )ij , onde Cof(T ), chamada de

matriz dos cofatores de T , foi definida no enunciado do Teorema 10.1, página 552. Seja fixo esse i. Pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz, vale

| det(T )|2 ≤




n∑

j=1

|Tij |2





n∑

j=1

|Cof(T )ij |2

 =




n∑

j=1

|Aij |2





n∑

j=1

|Cof(T )ij |2

 . (10.219)

A última igualdade sendo devida ao fato que T ∈ A.

Como é bem sabido, para o produto escalar 〈a, b〉 :=
n∑

k=1

akbk, a desigualdade de Cauchy-Schwarz |〈a, b〉| ≤ ‖a‖‖b‖ é

uma igualdade se e somente se os vetores a e b forem proporcionais. Assim, tem-se a igualdade em (10.219) se e somente
se existir λi ∈ C tal que Tij = λiCof(T )ij para todo j, ou seja, se a i-ésima linha de T for proporcional à i-ésima linha
de Cof(T ).

O ponto importante agora e notar que se tivermos a desigualdade estrita

| det(T )|2 <




n∑

j=1

|Aij |2







n∑

j=1

|Cof(T )ij |2


 , (10.220)

então T não pode maximizar o módulo de determinante entre as matrizes de A. De fato, considere a matriz T ′ que é
igual à matriz T , exceto sua i-ésima linha, que é dada por

T ′
ij :=




n∑

j=1

|Aij |2

n∑

j=1

|Cof(T )ij |2




1/2

Cof(T )ij ,

j = 1, . . . , n. É claro que
n∑

j=1

|T ′
ij |2 =

n∑

j=1

|Aij |2 ,

o que mostra que T ′ ∈ A (para as demais linhas T ′ coincide com T e não há o que provar, pois T ∈ A). Fora isso,

det(T ′) =

n∑

j=1

T ′
ijCof(T )ij , pois Cof(T

′)ij = Cof(T )ij , já que T ′ e T só diferem na i-ésima linha. Assim,

det(T ′) =




n∑

j=1

|Aij |2

n∑

j=1

|Cof(T )ij |2




1/2

n∑

j=1

|Cof(T )ij |2 =




n∑

j=1

|Aij |2



1/2


n∑

j=1

|Cof(T )ij |2



1/2
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e conclúımos por (10.220) que teŕıamos | det(T )| < det(T ′), contrariando a hipótese que | det(T )| é máximo. Assim,
devemos ter a igualdade em (10.219) e, pelos comentários acima, isso implica que existe λi ∈ C tal que Tij = λiCof(T )ij
para todo j, ou seja, a i-ésima linha de T é proporcional à i-ésima linha de Cof(T ). Como i é arbitrário, isso vale para
todo i.

Agora, como as linhas de T são proporcionais às de Cof(T ), segue que

det(T ) =
n∑

j=1

TijCof(T )ij =
1

λi

n∑

j=1

|Tij |2 , =
1

λi

n∑

j=1

|Aij |2

e pela multilinearidade do determinante, que

det(T ) = det(T ) = λ1 · · ·λn det(Cof(T )) .

Dessas duas relações extráımos

det(T )n =
1

λ1 · · ·λn

n∏

i=1

n∑

j=1

|Aij |2 =
det(Cof(T ))

det(T )

n∏

i=1

n∑

j=1

|Aij |2 .

Como a relação (10.26) vale para qualquer matriz inverśıvel, tem-se det(Cof(T )) = det(T )n−1 e, portanto, | det(T )|2 =
n∏

i=1

n∑

j=1

|Aij |2. Por construção, T maximiza | det(T )| em A. Como A ∈ A, segue que

| det(A)|2 ≤
n∏

i=1

n∑

j=1

|Aij |2 . (10.221)

Isso prova o teorema.
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10.12 Exerćıcios Adicionais

E. 10.55 Exerćıcio. a) Determine o polinômio caracteŕıstico da matriz

A =

















5 −2 −7

0 2− 3i −5i

0 0 1− 4i

















.

b) Verifique explicitamente a validade do Teorema de Hamilton-Cayley para a matriz A.

c) Usando o Teorema de Hamilton-Cayley calcule A−1.

6

E. 10.56 Exerćıcio. Repita o exerćıcio anterior para as matrizes

A1 =

















2 −1 3

0 −4 + i i

0 0 2− 7i

















, A2 =

















−5 0 0

−8 8 0

−3i 1− 9i 4− 5i

















.

6

E. 10.57 Exerćıcio. Considere em C
n o seguinte produto escalar

〈u, v〉p =

n
∑

a=1

uavapa ,

onde pa > 0 para a = 1, . . . , n. Seja uma matriz A, com elementos de matriz Aij . Mostre que, com o produto escalar 〈·, ·〉p o
elemento de matriz (A∗p)ij da adjunta A∗p da matriz A é dado por

(A∗p)ij =
pj
pi

Aji . (10.222)

(Lembre-se que A∗p é definida de sorte que 〈u, Av〉p = 〈A∗pu, v〉p para todos u, v ∈ C
n).

Para a matriz adjunta definida em (10.222), verifique a validade das regras (A∗p)∗p = A e (AB)∗p = B∗pA∗p , para quaisquer
matrizes A, B ∈ Mat (C, n). Calcule 1

∗p .

Mostre que para quaisquer u, v ∈ C
n vale 〈u, v〉p = 〈u, Pv〉

C
, onde 〈u, v〉

C
=
∑n

a=1
uava é o produto escalar usual em C

n e

P = diag (p1, . . . , pn). Conclua disso que A∗p = P−1A∗P , onde A∗ é a adjunta usual de A em relação ao produto escalar 〈·, ·〉
C
:

(A∗)ij = Aji. 6

E. 10.58 Exerćıcio. Determine os autovalores da matriz A =









4 −i/2

2i 5









. Essa matriz não é autoadjunta em relação ao produto

escalar usual em C
2, mas possui autovalores reais. Justifique esse fato mostrando, pelos exerćıcios anteriores, que A é autoadjunta em

relação ao produto escalar 〈u, v〉p = 2u1v1+u2v2/2. Mostre a adjuntaA∗p em relação a esse produto escalar é A∗p =









4 −i/2

2i 5









= A

e constate explicitamente que 〈u, Av〉p = 〈Au, v〉p para todos u, v ∈ C
2. Determine os autovetores de A e constate que os mesmos

são ortogonais em relação ao produto escalar 〈·, ·〉p. 6

O exerćıcio que segue generaliza o Exerćıcio E. 10.57.
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E. 10.59 Exerćıcio. Seja ω um produto escalar em C
n. Pela Proposição 3.8, página 294, existe uma única matriz Mω ∈ Mat (C, n)

autoadjunta e de autovalores positivos (e, portanto, inverśıvel) tal que ω(x, y) = 〈x, Mωy〉C para todos x, y ∈ C
n.

Seja A ∈ Mat (C, n) e seja A∗ω ∈ Mat (C, n) sua adjunta em relação ao produto escalar ω: ω(x, Ay) = ω(A∗ωx, y) para todos
x, y ∈ C

n. Mostre que A∗ω = M−1
ω A∗Mω, onde A∗ é a adjunta usual de A em relação ao produto escalar 〈·, ·〉

C
.

Mostre que para quaisquer matrizes A, B ∈ Mat (C, n) valem (A∗ω )∗ω = A e (AB)∗ω = B∗ωA∗ω . Calcule 1
∗ω . 6

E. 10.60 Exerćıcio. [Números de Fibonacci]. A sequência de números conhecida como sequência de Fibonacci48 foi introduzida
na Seção 6.2.2, página 389, e foi lá estudada usando-se funções geratrizes. Neste exerćıcio vamos estudá-la fazendo uso de matrizes e
do Teorema Espectral.

A sequência de Fibonacci an, n ∈ N0, é a sequência definida recursivamente pela relação

an+2 = an+1 + an , ∀ n ≥ 0 . (10.223)

Comummente adota-se a0 = 1 e a1 = 1, mas vamos deixar essa escolha de “condições iniciais” provisoriamente em aberto.

A relação (10.223) pode ser expressa de forma elegante com o uso de matrizes e vetores, da seguinte forma. Tem-se, trivialmente
que

T









x

y









=









x+ y

x









, onde T :=









1 1

1 0









.

Isso mostra que vale a seguinte relação para os elementos da sequência de Fibonacci:









an+1

an









= T









an

an−1









, ∀n ∈ N ,

o que permite escrever








an+1

an









= Tn









a1

a0









, ∀n ∈ N0 . (10.224)

Justifique! A matriz T é, por vezes, denominada matriz de transferência.

T é manifestamente autoadjunta e, portanto, diagonalizável (Teorema 10.15, página 596) e, portanto, satisfaz o Teorema Espectral
(Teorema 10.7, página 580).

Mostre que os autovalores de T são λ± = 1

2

(

1±
√
5
)

. Usando (10.63), mostre que a decomposição espectral de T é

T = λ+E+ + λ−E− , onde E± =
±1√
5









λ± 1

1 −λ∓









.

Conclua do Cálculo Funcional (Teorema 10.8, página 582) que, para n ∈ N,

Tn =
(

λ+

)n
E+ +

(

λ−

)n
E− =

1√
5









(

λ+

)n+1 −
(

λ−

)n+1 (

λ+

)n −
(

λ−

)n

(

λ+

)n −
(

λ−

)n (

λ+

)n−1 −
(

λ−

)n−1









,

(use que λ+λ− = −1).

Retornando com isso a (10.224), obtenha que

an =
1√
5

[

(

(

λ+

)n−1 −
(

λ−

)n−1
)

a0 +
(

(

λ+

)n −
(

λ−

)n
)

a1

]

, (10.225)

n ∈ N0. Essa é a expressão geral (em termos de n, a0 e a1) dos elementos an da sequência de Fibonacci.

48Leonardo Pisano, cognominado “Fibonacci” (1170–1250).
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Para o caso particular em que a0 = 1 e a1 = 1, obtenha disso a chamada fórmula de Binet49:

an =
1√
5

[

(

1 +
√
5

2

)n+1

−
(

1−
√
5

2

)n+1
]

, (10.226)

para todo n ≥ 0. Para isso, mostre que
(

λ±

)n
+
(

λ±

)n−1
=
(

λ±

)n
(

1 +
(

λ±

)−1
)

=
(

λ±

)n(
1− λ∓

)

=
(

λ±

)n+1
.

A expressão (10.226) coincide com o resultado apresentado em (6.43), página 390, e lá obtido por outros meios. 6

E. 10.61 Exerćıcio. [Números de Fibonacci Generalizados]. Este exerćıcio generaliza o Exerćıcio E. 10.60.

Considere a sequência de Fibonacci generalizada:

an+2 = αan+1 + βan , ∀ n ≥ 0 , (10.227)

onde α e β são constantes (reais ou complexas). A matriz de transferência T associada a essa sequência é

T :=









α β

1 0









.

Mostre que os seus autovalores são λ± = 1

2

(

α±
√

α2 + 4β
)

.

Considere primeiramente o caso em que α2 + 4β 6= 0. Nessa situação, os autovalores λ+ e λ− são distintos e, portanto, T é
diagonalizável (pela Proposição 10.22, página 588) e aplicam-se novamente o Teorema Espectral e o Cálculo Funcional.

Repita o procedimento do Exerćıcio E. 10.60 para obter a expressão geral (em termos de n, a0 e a1) dos elementos an da sequência
de Fibonacci generalizada. O resultado é que

Tn =
1

√

α2 + 4β









(

λ+

)n+1 −
(

λ−

)n+1
β
(

(

λ+

)n −
(

λ−

)n
)

(

λ+

)n −
(

λ−

)n
β
(

(

λ+

)n−1 −
(

λ−

)n−1
)









,

donde obtém-se que

an =
1

√

α2 + 4β

[

β
(

(

λ+

)n−1 −
(

λ−

)n−1
)

a0 +
(

(

λ+

)n −
(

λ−

)n
)

a1

]

. (10.228)

Esta é a expressão geral (em termos de n, a0, a1 α e β) da sequência de Fibonacci generalizada para o caso β 6= −α2/4.

No caso em que α2 + 4β = 0, mostre que T não é diagonalizável. Para isso, mostre, por exemplo, que seus autovetores são todos
múltiplos do vetor

(

α/2
1

)

e, portanto, compõem um subespaço unidimensional.

O que se pode fazer nessa situação para determinar Tn? Proceda da seguinte forma: escreva

T =









α −α2/4

1 0









=
α

2
1 +N , onde N =









α/2 −α2/4

1 −α/2









.

Constate que N2 = 0 e conclua que a representação T = α
2
1 +N é a forma de Jordan de T . Pelo binômio de Newton, teremos, para

n ≥ 1,

Tn =
(α

2
1 +N

)n

=
n
∑

p=0

(

n

p

)

(α

2

)n−p

Np N2=0
=

1
∑

p=0

(

n

p

)

(α

2

)n−p

Np =
(α

2

)n

1 + n
(α

2

)n−1

N .

Portanto,

Tn =









(1 + n)
(

α
2

)n −n
(

α
2

)n+1

n
(

α
2

)n−1
(1− n)

(

α
2

)n









,

e, portanto,

an = (1− n)
(α

2

)n

a0 + n
(α

2

)n−1

a1 . (10.229)

49Jacques Philippe Marie Binet (1786–1856).
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Esta é a expressão geral (em termos de n, a0, a1 e α) da sequência de Fibonacci generalizada para o caso β = −α2/4.

Note-se que no caso α = 2 (e β = −1), obtém-se disso an = a0 + n(a1 − a0), que exibe um comportamento dominante linear em
relação a n, e não exponencial, como em todos os casos anteriores. Em particular, se a0 = a1, a sequência é constante. 6

E. 10.62 Exerćıcio. Demonstre a identidade de polarização para matrizes: para A, B ∈ Mat (C, n) tem-se:

B∗A =
1

4

3
∑

k=0

ik
(

A+ ikB
)∗(

A+ ikB
)

. (10.230)

Sugestão: simplesmente expanda o lado direito e constate a igualdade. 6
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Figura 10.6: Forma canônica de uma matriz com 4 autovalores distintos α1, α2, α3 e α4. Os γ’s assumem apenas os
valores 0 ou 1, de acordo com as regras explicadas acima. Todos os elementos fora da diagonal principal e da primeira
supradiagonal são nulos. As setas indicam zeros que ocorrem na primeira supradiagonal nos pontos onde ocorre transição
entre os blocos, consequência do fato de esses elementos estarem fora dos blocos.


