Capitulo 12

Equacoes Diferenciais Ordinarias. Uma Introducao
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ESTE capitulo apresentaremos uma breve introdugdo a teoria das equacoes diferenciais ordindrias, abordando
varios assuntos que serao aprofundados em outros capitulos. Na Fisica, equagoes diferenciais sao representacoes
matematicas diretas ou indiretas de leis naturais e nao é de surpreender, portanto, o papel central que as mesmas

nela desempenham. Pode-se, sem medo de exagero, afirmar que o desenvolvimento da Fisica moderna pds-Newtoniana
sé se tornou possivel quando se compreendeu a importancia de se expressar as leis basicas da natureza em termos de
equagoes diferenciais e quando se desenvolveram métodos de resolugao das mesmas. Desde o século XVIII as equagoes
diferenciais tornaram-se nao apenas um dos principais instrumentos teéricos de trabalho dos fisicos, mas a linguagem
mesma pela qual as leis da Fisica se expressam.

Um exemplo bésico é a segunda lei de Newton da Mecanica Classica, que popularmente consiste na afirmacao que
para uma particula de massa m (movendo-se em, digamos, uma dimenséo, do ponto de vista de um referencial inercial)
o produto de sua massa por sua aceleracao é igual & forga que age sobre ela. Se y(t) é a posicao da particula (em um
sistema de referéncia inercial) e a forga F' que age sobre ela em um instante de tempo ¢ depender apenas do tempo ¢, da
posicao y(t) no instante ¢ e da velocidade y(¢) no mesmo instante ¢, entdo a segunda lei de Newton assume a forma da
equagao diferencial ordinaria de segunda ordem

mij(t) = F(t, y(t), 9(t)) .

A Fisica apresenta outros exemplos de leis que se expressam em termos de equagoes diferenciais (parciais), tais como as
leis do Eletromagnetismo (equagoes de Maxwell), da Mecéanica dos Fluidos (equagoes de Euler e de Navier-Stokes), da
Mecénica Quéntica (equagoes de Schrodinger, de Klein-Gordon e de Dirac), da Teoria da Relatividade Geral (equagao
de Einstein) etc.

Atualmente, o estudo das equagoes diferenciais e suas aplicacoes estende-se a outras subdreas da Fisica, tais como a
quimica, a biologia, a economia, financas © etc. Para excelentes introdugoes, legiveis, profundas e abrangentes, a teoria
das equagdes diferenciais ordindrias, recomendamos [22] e [255].

O emprego de equacdes diferenciais ordindrias para a expressao de leis fisicas iniciou-se com a obra de Newton' sobre
dindmica, ainda que ele mesmo tivesse feito pouco uso dessa ferramenta em seu Principia. J4 o emprego de equagoes
diferenciais parciais na Fisica teve inicio com a obra de D’Alembert? sobre as causas dos ventos, sobre o movimento da
corda vibrante e, em especial, sobre hidrodindmica. Vide [419], cap. 5, e [120].

1Sir Isaac Newton (1643-1727).

2Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783). Um dos grandes nomes do Iluminismo, D’Alembert trouxe importantes contribuigdes & Anélise
(a nogéo de limite, por exemplo, é atribuida a ele), & Geometria Analitica, & Teoria das Equagdes Diferenciais. Foi também filésofo e politico,
tendo sido, juntamente a Diderot, editor e organizador da Encyclopédie.
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12.1 Definicao e Alguns Exemplos

Vamos iniciar nossa discussao tentando, de um modo geral e abstrato, definir o que se entende por uma equacao diferencial
ordindria (que, seguindo a praxe, abreviaremos frequentemente por EDO).

e Definicao geral de EDOs

Em termos simples, uma equacao diferencial ordinaria é uma relacao a ser satisfeita em um determinado dominio por
uma funcao de uma varidvel e um conjunto finito de suas derivadas. Vamos tentar formalizar essa ideia.

Seja n > 1 um numero natural e seja G(z1, ..., Tnt2) uma funcdo (real ou complexa) de n + 2 varidveis (reais ou
complexas). Entende-se por uma equagdo diferencial ordindria de ordem n de uma fungao (incégnita) y de uma varidvel
t associada a funcao G a equacgao

G(t, y(t), ¥' (), ... y<">(t)) ~=0. (12.1)

Assim sendo, o nimero n é dito ser a ordem da equagao. Como dissemos, apenas as derivadas de uma funcao incégnita em
relagao a uma das variaveis da qual eventualmente depende ocorrem em uma equacdo diferencial ordindria. Se ocorrerem
derivadas em relagao a varias variaves, a equacao é dita ser uma equacao diferencial parcial. Equacoes diferenciais parciais
serao discutidas em outros capitulos, adiante.

Um exemplo (escolhido arbitrariamente, sem aplicagdo prética conhecida) seria o caso da fungao de trés varidveis
G(x1, w2, v3) = 7 + sen(zw2) — 371 cos(x3) . (12.2)
A equagao diferencial ordinaria de primeira ordem associada a essa fungao seria

t? + sen(y(t)) — 3tcos (y'(t)) = 0. (12.3)

E evidente que sé faz sentido associar uma equacao diferencial a uma funcao G de n + 2 varidveis, como acima,
se a mesma possuir zeros, ou seja, se a equagao algébrica G(x1, ..., Tpy2) = 0 possuir solugdes (reais ou complexas,
dependendo do interesse). Por exemplo, se G(x1, 2, z3) é uma fungio de trés varidveis reais ou complexas da forma
G(z1, z2, 23) = |z1|* + |22|> + |23]*> + 1 entdo ndo hd nenhuma equagdo diferencial associada & mesma, ji que niao ha
nimeros reais ou complexos tais que G(z1, w2, ¥3) = 0 e, portanto, a equacdo |t|* + |y(t)|2 + |y'(t)‘2 +1 =0, ainda que
possa ser escrita, trivialmente nao possui qualquer solugao.

Em muitos casos a equago algébrica G(z1, ..., Znt2) = 0 permite escrever de modo tinico (a0 menos em uma regiao
finita) a varidvel x, 2 em termos das demais:

Tnt+2 = F(Il, ceey $n+1) s (124)

onde F' é alguma funcao de n + 1 varidveis. Condigoes para isso sao garantidas pelo importante Teorema da Fungdo
Implicita (vide Segdo 26.3, pagina 1525, ou qualquer bom livro-texto sobre fungoes de vdrias varidveis). Nesses casos
felizes, a equagao diferencial para G equivale (ao menos localmente) & equagao

y ™M) = F(t, y(t), ..., y" @) . (12.5)

Nos casos em que G é tal que ndo permite a separagao global da dependéncia de x,, 2 como em (12.4) a equagao diferencial
é dita ser uma equacao diferencial implicita. Equacoes implicitas sao por vezes dificeis de lidar. Trataremos da solucao
de algumas delas no Capitulo 13, pdgina 745. Um exemplo de uma equagdo implicita foi apresentado em (12.2)-(12.3).
Outro exemplo é a equacao diferencial (associada & conservagao de energia mecénica de uma particula de massa m se
movendo em uma dimensdo sob a a¢do de um potencial U):

m

W) +Uy®) = B,

onde F é uma constante.

Daqui por diante estaremos mais frequentemente interessados em equagoes diferenciais de ordem n da forma (12.5)
para alguma funcao de n + 1 varidveis F'. Para ilustrar equagoes do tipo (12.5), apresentemos mais alguns exemplos.
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Exemplo 12.1 Sejam m, p e k constantes positivas e f uma funcdo de uma varidvel. Seja G a fungdo de quatro varidveis
G(x1, x2, T3, T4) = mza + kx2 + px3 — f(x1) .
E evidente que para a equagao algébrica G(z1, z2, 3, x4) = 0 podemos escrever
x4 = F(z1, z2, 23),

onde 1
F(x1, 2, x3) = fg(k::vg +px37f(:v1)) .

A equagdo diferencial (de segunda ordem) associada a essa funcdo F é §i(t) = F (¢, y(t) y(t)), ou seja

m(t) + py(t) + ky(t) = f(t).

O estudante pode imediatamente reconhecer que se trata da equagdo do oscilador harménico amortecido submetido a uma forca
dependente do tempo f(t). ¢

Vamos a outros exemplos escritos diretamente em termos da fungao F.

Exemplo 12.2 Sejam g e [ duas constantes positivas e seja F a funcio
F(x1, 2, x3) = f% sen(zz2) .
A equagéo diferencial (de segunda ordem) associada a essa fungéo F' é
Lo g
§1) = 2 sen(y(1)) -

O estudante pode imediatamente reconhecer que se trata da equagao do péndulo simples. ¢

Exemplo 12.3 (Equagado de van der Pol) Sejam p e k constantes e

F(x1, x2, x3) = f/mtg,(:vg — 1) —kxo .
A equagéo diferencial (de segunda ordem) associada a essa fungéo F' é

Y (&) + oy (O (y()* = 1) +ky(t) = 0.

Esta equacéo é conhecida como equagdo de van der Pol’, em honra ao engenheiro que a propds como a equacio bésica para o
triodo (uma espécie de “avd” do transistor). ¢

Exemplo 12.4 Sejam « e 3 constantes e
F(z1, x2) = —azx2 + Bz2 .

A equagéo diferencial (de primeira ordem) associada a essa fungéo F é
y(t) = —ay(t) + By(t)* .

Essa equagao aparece em varios problemas, por exemplo no estudo da evolugao de populagoes. ¢
Vérios outros exemplos serao apresentados adiante.

e A nogao de solugao classica de uma EDO

Algumas palavras devem ser ditas sobre a nocao de solucao de uma equagao diferencial ordinaria. Uma solucdo
cldssica de uma equagao diferencial ordindria de ordem m em um dominio 2 C R ou 2 C € (suposto conexo e de interior
nao-vazio) é uma funcdo m-vezes diferencidvel que satisfaz a equagdo em todos os pontos do interior de Q. Existem
também outras nogoes de solugao, como a de solugao fraca, de solucao distribucional etc. Discutiremos por ora apenas

3Balthazar van der Pol (1889-1959). Os trabalhos originais de van der Pol sobre a equagio que leva seu nome sio: B. van der Pol, Radio
Rev. 1, 704-754, (1920) e B. van der Pol, “Forced oscillations in a circuit with non-linear resistance (reception with reactive triode)”, Phil.
Mag. 3, 65-80, (1927).
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as solugoes classicas e, por isso, abusando um pouco da linguagem, nos referiremos a elas simplesmente como “solugoes”,
sem pender o qualificativo “classicas”.

e Equacoes diferenciais algébricas

Uma equagdo diferencial algébrica de ordem n é caracterizada por uma fungéo de n+2 varidveis P(x; xg, 1, ..., Zn),
onde P é um polindémio nas varidveis g, x1, ..., &, e os coeficientes desse polinémio (onde encontra-se a dependéncia
com a varidvel z) sdo fungoes racionais de z, ou seja, sdo fungdes da forma p(x)/q(x), onde p e ¢ sdo polindnios em x.

A equacao diferencial algébrica associada a P é
P(z; y(@),y'@) ..., y"(@)) = 0.

Ela é obtida substituindo-se a variavel zj por y*) (x), k =0, ..., n. Note-se que se trata, de fato, de uma equagao
diferencial de ordem n.

Exemplo 12.5 Um exemplo de uma equacao algébrica de ordem 1 seria dado pelo polindémio

pi(x) | pa(z) p3(z) pa(z) 2 ps(x) 3
P(z; 20, 1) = + Zo 1+ xo( z1)" — xo:m) + 1),
( = @ T e@™ T w@ " um Y () "
onde py e gk, k=1, ..., 5, sdo polindmios. A correspondente equagao diferencial algébrica seria P(x; y(x), y'(:v)) =0, ou seja,

¢

Sempre podemos multiplicar uma equacao diferencial algébrica pelo produto da polinémios ¢ que surgem nos deno-
minadores dos coeficientes de P (no caso do exemplo acima, seria o produto ¢1 (z)gz2(2)gs(x)qs(x)gs(x)), fazendo com que
os coeficientes se tornem polinémios em x. Assim, podemos alternativamente definir uma equacgao diferencial algébrica
de ordem m da seguinte forma: seja uma fungao de n + 2 varidveis P(z; zo, 1, ..., &), onde P é um polindmio nas
variaveis xg, x1, ..., Tn e os coeficientes desse polinémio (onde encontra-se a dependéncia com a varidvel x) sdo também
polinémios em z. A equacao diferencial algébrica associada a P é

P(:L'; y(z),y'(z) ..., y(")(z)) =0.

Ela é obtida substituindo-se a varidvel z;, por y*) (), k=0, ..., n.

Segue da observacao do ultimo pardgrafo que uma equacao algébrica de ordem n pode ser também caracterizada por
uma fungao de n + 2 varidveis P(x; xg, x1, ..., &), onde P é um polinémio em todas as varidveis x, zg, 1, ..., Tp.

A maioria das equagoes diferenciais ordinarias comummente estudadas sao equacoes diferenciais algébricas. A equacao
diferencial y'(z) = y(z), cuja solugdo é um miltiplo da fungéo exponencial e”, é um exemplo de uma equagao diferencial
algébrica, assim com a diferencial y”(x) +y(x) = 0, cuja solu¢do é uma combinagao linear de cosz e senz. A equagao de
Bessel de ordem v, 2%y"(z) + 2y (z) + (2? — v?)y(x) = 0, é outro exemplo de uma equacio diferencial algébrica e suas

solugoes sao combinagoes lineares de fungoes de Bessel e de Neumann de ordem v.

Uma fungao transcendente que nao € solucao de nenhuma equagao diferencial algébrica é dita ser uma func¢ao trans-
cendentalmente transcendente, ou uma funcdo hipertranscendente.

A Funcao Gama de Euler é um exemplo de uma funcéo transcendentalmente transcendente, ou hipertranscendente,
como discutido na Secao 7.5.4, pagina 448.

12.1.1 Equacgoes Diferenciais Ordinarias Lineares
No estudo das equagoes diferenciais é muito ttil classificar equagbes que possuam certas propriedades comuns. Uma

classificagao muito importante é aquela que separa as equagoes diferenciais em lineares e nao-lineares e as primeiras em
homogéneas e nao-homogéneas.
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e Equacoes diferenciais ordinarias lineares

Seja a equacao diferencial ordindria de ordem n

Y8 =Pt y(®), . g0 0) (12.6)

Se a funcao F(x1, ...xp41) for uma funcdo linear das varidveis xa, ...x,4+1, entdo (12.6) é dita ser linear. Em um tal
caso, F(x1, ...xny1) é da forma

F(z1, ...xnt1) = filz1) + fa(z)ze + - + frr1(@1)Tnt1

para certas fun¢oes de uma variavel fi, ..., fny1.

E f4cil constatar que toda equacao diferencial ordinaria e linear de ordem n é da forma
Y () + an a0y V(@) + -+ a0y (1) + ao(t)y(t) = f(D) (12.7)

para fungoes reais ou complexas ag, ...,a,—1 € f. Veremos iniimeros exemplos adiante (vide Secao 12.1.2).

Equagoes que nao sao lineares sdo (obviamente) ditas ser nao-lineares. Exemplos sdo a equagao do péndulo simples
i(t) + sen(z(t)) = 0

e a de van der Pol
() + pg(t) (y()> = 1) + ky(t) = 0.

Equacoes nao-lineares sao em muitos sentidos mais “complexas” que equagoes lineares e tém sido objeto de intenso
estudo nas ltimas décadas, especialmente no que concerne ao comportamento “cadtico” observado em muitas delas. Nos
capitulos que seguem, nossa énfase serd o desenvolvimento de métodos de resolucao de equagoes lineares, mas trataremos
de métodos de resolugao de algumas equacoes nao-lineares no Capitulo 13, pagina 745, e também no Capitulo 26, pagina
1499, quando desenvolvermos métodos recursivos no tratamento das equagoes integrais de Fredholm e de Volterra.

e Equacoes diferenciais ordinarias lineares a coeficientes constantes

Caso as fungoes ag, ...,an—1 em (12.7) sejam constantes, a equacao (12.7) é dita ser a equagdo a coeficientes
constantes. Como discutiremos, hd um método geral para obter solugoes de equacoes diferenciais ordindrias lineares a
coeficientes constantes (para qualquer ordem n).

e Equacgoes lineares homogéneas e nao-homogéneas

Caso a fungao f seja identicamente nula, a equacdo (12.7) é dita ser uma equacdo diferencial homogénea. De outra
forma, se f néo for identicamente nula, equagdo (12.7) é dita ser uma equacao diferencial nao-homogénea.

Equagoes lineares e homogéneas tém uma propriedade de grande importancia, o chamado principio de sobreposicao,
do qual trataremos agora.

e O principio de sobreposigao para equagoes lineares homogéneas

Seja uma equagao diferencial ordinéria linear e homogénea de ordem n
YO () + an1 (Y () + -+ ar (D' (1) + ao()y(t) = 0. (12.8)

O chamado principio de sobreposicao é a afirmativa que se y, e yp sdo duas solugdes de (12.8) entdo combinagoes lineares
arbitrarias ay, + Sy, sdo também solugoes de (12.8). Aqui « e 5 sdo niimeros reais ou complexos arbitrarios. A prova é

simples. A k-ésima derivada de ay, + Syp é ozyc(lk) + ﬁyék). Assim, substituindo-se y por ay, + By, no lado esquerdo de
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(12.8), teremos

(o + Bys)™ + an—1(t)(aya + By) "V + - + a1 (t)(awa + Bys) + ao(t)(oya + Bys) =

(ay$™ + By™) + an1()(ay{™ Y + By V) + -+ ar(8)(ayl, + Byp) + ao(t)(aya + Bys) =

o [ 48 + e s U0 5+ Ol + a0
=0

+ y;ﬂ”) + anfl(t)yénfl) +tary, +at)ys | = 0.

=0

Uma conclusao importante que se extrai do principio de sobreposicao é que o conjunto de todas as solugoes de uma
equagao diferencial ordinaria linear e homogénea é um espaco vetorial, real ou complexo, dependendo do caso.

Como o estudante facilmente percebe, o principio de sobreposigao vale também para sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias lineares e homogéneas, assim como para equagoes diferenciais parciais lineares e homogéneas, tais como as
equacoes de difusao, de onda, de Laplace, as equagoes de Maxwell no vacuo, a equacao de Schrodinger e muitas outras
equagoes da Fisica. Nelas o principio de sobreposicao é amplamente empregado.

Historicamente, o principio de sobreposicao era conhecido desde os primeiros estudos sobre equagoes diferenciais no
século XVIII, mas foi devido aos trabalhos de Helmholtz* sobre actstica que sua importancia foi inteiramente percebida
na resolugdo de equagoes diferenciais (ordindrias e parciais) lineares de interesse fisico. A influéncia de Helmholtz nao
pode ser subestimada, mesmo no que concerne a aplicagoes praticas: a leitura de Helmholtz, que também inventara
um dispositivo eletromecanico para a producdo artificial do som de vogais, inspirou Bell® a realizar experiéncias de
transmissdo simultinea de miiltiplos sinais de cédigo Morse® em uma tnica linha telegrafica, empregando frequéncias
distintas para cada mensagem. Tais experiéncias conduziram Bell em 1876 a invenc¢ao do telefone.

e O caso de equacgoes lineares nao-homogéneas

Vamos colocar a seguinte questao. Vale o principio de sobreposicao para equacgoes diferenciais ordindrias lineares
nao-homogéneas? Para tentar responder isso, considere-se a equagao nao-homogénea

Y™ () + ana Oy V(@) + -+ a0y (1) + ao(D)y(t) = f() (12.9)

e sejam ¥, e yp duas solugoes. Como acima, consideremos uma combinagao linear ay, + By, e tentemos repetir o que
fizemos no caso homogéneo. Assim, substituindo-se y por ay, + Sy, no lado esquerdo de (12.9), teremos

(¥a + Bys) ™ + an—1(t)(aya + By) "V + - + a1 (t) (e + Bys) + ao(t)(aya + Bys) =

(ay{™ + ByS™) + an—1 () (gD + Bys™ V) + - + a1 (t)(ayl, + Byp) + ao(t) (aa + Bys) =

o | ) 5 s -+ O+ a0l
= f(t)

18 +an Wy + o+ a () +aoy | = (a4 B) ()

=f()

4Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894).
5Alexander Graham Bell (1847-1922).
6Samuel Finley Breese Morse (1791-1872).
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O que concluimos é que ay, + By, somente é uma nova solucao de (12.9) se a+ 8 = 1. Portanto, se y, e yp sdo solugdes
de (12.9) entao ay, + (1 — a)yp é também solugdo de (12.9) para qualquer «.

Vimos que o principio de sobreposicao para equagoes nao-homogéneas nao se da para « e 8 arbitrdarios. Nao se pode
mais, portanto, dizer que o conjunto de solugoes de uma equagao nao-homogénea como (12.9) é um espago vetorial, mas
sim um espago convexo.

H& ainda uma outra propriedade importante satisfeita pelas solugoes de equagbes nao-homogéneas. Seja y,, uma
solugao particular da equagao nao-homogeénea (12.9) e yj, solucao particular da equagao homogénea (12.8), a qual difere
de (12.9) apenas pelo fato de ter-se f(t) = 0. Entao, tem-se que

Y = ayn + Ynh (12.10)

é também solucdo da equacdo ndo-homogénea (12.9) para qualquer constante «. Para ver isso, inserimos y = ayp, + Ynn
no lado esquerdo de (12.9) e teremos

)(n—l)

(ay}z + ynh)(n) + an—l(t) (ayh + Ynh + 4+ al(t) (ayh + ynh)l + aO(t) (ayh + ynh) =

(n—1

(awh” +5) + an-a(®) (o™ + ) + - ar®) (avh + yin ) + ao(t) (avn +yun) =

a |y + an_1 Oy + -+ ar(yh + ao(t)yn
=0

—1
Lyl anc Oy o an Oyl +aoyan | = F(E) -

= f(t)

O que aprendemos com isso é que se tivermos uma solugao particular de uma equagao linear nao-homogénea obtemos
uma outra solugao mais geral adicionando a esta uma solucao da equacao linear homogénea associada. Essa propriedade
é muito 1til na solugao de equagoes nao-homogéneas, especialmente se forem também envolvidas condic¢oes iniciais ou de
contorno.

e Equacoes diferenciais ordinarias com retardo

Apenas por curiosidade informamos que ndo apenas equagoes diferenciais do tipo (12.1) ou (12.5) sdo objeto de
interesse e de pesquisa. Um outro tipo sao as chamadas equagoes com retardo, as quais existem em diversas formas. Uma

dessas formas é a seguinte. Sejam Ty, ..., Ty, constantes positivas. Uma equagao com retardo (fixo) é uma equagao da
forma
A diferenca com relacdo a (12.5) é que aqui y™ no instante ¢ ndo depende de y, ..., "' no mesmo instante t, mas

em instantes anteriores.

Um exemplo interessante é o seguinte. Suponha que y(t) designe a populagido de uma espécie de seres vivos vivendo
em um certo habitat. O ntimero de falecimentos por causas naturais (como doengas) no intervalo ¢ e t + dt é tipicamente
proporcional a y(t) (justifique!). Assim, se a espécie ndo se reproduz, a variacdo dy da populagdo no intervalo ¢ e t + dt
serd dy = —ay(t)dt para uma certa constante «, ou seja, y satisfard a equacao diferencial y'(t) = —ay(t), que é uma
equacao de primeira ordem sem retardo. Agora, admitamos que a espécie se reproduz. O nimero de cruzamentos entre
elementos da espécie no intervalo ¢ e t + dt ¢ tipicamente proporcional a y(t)? (justifique!). Se admitirmos que o nimero
de nascimentos no intervalo entre ¢ e t 4+ dt é proporcional ao de cruzamentos ocorridos em ¢ — T (descontando assim o
tempo de gestacao Tp) a equagao diferencial para y terd que ser modificada para

y(t) = —ay(t) + B(y(t — Tv))”

com uma nova constante 3. Esta é uma equacao de primeira ordem com retardo.
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Ha vérios outros tipos de equagoes com retardo, por exemplo, aquelas onde os tempos de retardo T; nao sao fixos,
mas dependem de ¢t ou mesmo de y, como por exemplo, a equagao de primeira ordem

() = F(t, y(t-7 y(t)))) ,

onde T(t, y) é uma funcao dada. Tais equagoes aparecem no Eletromagnetismo, onde o retardo é devido a finitude da
velocidade da luz.

O estudo de equacoes com retardo requer outros métodos que nao aqueles que discutiremos aqui e é assunto ativo
de pesquisa atualmente, encontrando aplicagoes mesmo fora da Fisica, em areas tais como a Epidemiologia - como o
exemplo acima ilustra - onde os retardos sao tipicamente consequéncia quer de tempos de gestagao quer de tempos de
laténcia (de doencas).

12.1.2 Equacoes Ordinarias de Segunda Ordem. Exemplos de Interesse

Para futura referéncia vamos aqui listar uma série de equacgoes diferenciais lineares de segunda ordem de particular
interesse.

1. A Equagdo linear de segunda ordem e homogénea (forma geral):
a(t)j+b(t)y +c(t)y = 0,
com a(t) ndo-identicamente nula.
2. Equagao linear de sequnda ordem nao-homogénea (forma geral):
a(t)ii(t) + b)) + cB(t) = F(1),
com a(t) e f(t) ndo-identicamente nulas.
3. Equagao do oscilador harménico for¢cado amortecido:
miE(t) + vilt) + kalt) = £(1),
comm >0,v>0ek>0.

4. Equacgao do oscilador anarménico amortecido:
mi(t) +vi(t) + ko(t) + Mz(6)® = 0,
comm >0,v>0ek>0.

5. Equacdo de Duffing’: (
ma(t) + ya(t) + kx(t) + )\(Jc(t))3 = acos(wt +9) ,
comm >0,v>0ek>0.

6. Equacdo de Langevin®
mi(t) +yi(t) = f(t),
comm >0e~vy>0.

7. A Equagio de Euler”:
t24(t) +aty(t) +by(t) = 0,

onde a e b sao constantes.

7Georg Duffing (1861-1944). A referéncia onde a equagio de Duffing foi originalmente apresentada e estudada é [139]. A equacio de Duffing
adquiririu alguma popularidade nos anos 70 do século XX com a emergéncia do estudo de sistemas que exibem comportamento cadtico. Para
uma referéncia geral sobre essa equagdo, vide [313].

8Paul Langevin (1872-1946). A equagdo de Langevin surgiu como equacio estocistica em P. Langevin, “On the Theory of Brownian
Motion”. C. R. Acad. Sci. (Paris) 146, 530-533 (1908).

9Leonhard Euler (1707-1783).
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8. A Equacdo de Hill'":
i) + (A +P@®)yt) =0,

onde P(t) é uma fungdo periddica e A constante. Um caso particular importante é o da equac¢ao de Mathieu:

9. A Fquacdo de Mathieu'!:
ii(t) + (a4 beos(wt))y(t) = 0,

com a, b e w constantes.

10. A Equacdo de Bessel'?:

2?y"(2) +ay' () + (2% = v*)y(z) = 0,

v € R.

11. A Equacdo de Legendre'>:
(1 —a?)y"(z) — 2zy'(x) + A\A + D)y(z) = 0,
A € R, e a equagdo de Legendre associada
2

(1—2%)y" (@) 20y (2) + AA + y(e) — 75— y(x) = 0,

A peR.

12. A Equacdo de Hermite'*:
y'(z) = 2zy'(x) + My(x) = 0,

AeR.
13. A Equacdo de Airy'®:
y'(z) —wy(x) = 0.

14. A Equacdo de LaguerrelS:

vy () + (1 = 2)y'(z) + Ay(z) = 0,

A € R, e a Fquacgao de Laguerre associada:

Y’ + (m+1-z)y + (n—m)y

I
o

m, n constantes.

15. A Equacdo de Tchebychev'”:
(1 —a?)y"(z) — xy'(z) + Ny(z)

I
o

AeR.
16. A Equacdo Hipergeométrica'®, ou FEquacdo de Gauss™®:
21— 2)y(2) + [e— (1 +a+b)2]y/(z) —aby(z) = 0,

a, b, ¢ constantes.

10George William Hill (1838-1914).

1 Emile-Léonard Mathieu (1835-1890).

12Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).

13 Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

14 Charles Hermite (1822-1901).

15George Biddell Airy (1801-1892).

6Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).

17Pafnuty Lvovich Tchebychev (1821-1894).

18 Assim denominada pois uma de suas solucdo envolve uma generalizacio da série geométrica.
19Johann Carl Friedrich Gauf (1777-1855).
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17. A Equacdo Hipergeométrica Confluente, ou Equacdo de Kummer?':

2y"(z) +[e— 2l (2) —ay(z) = 0,
a, c¢ constantes.

18. A Equacdo de Heun?':

2(z=1)(z—a)y'(z) + [y(z—=1)(z —a) + 6 2(z — a) + €2(z — 1)]y/(2) + (aBz — q)y(z) = 0,

onde «, J, €, ¢ e a sao constantes.

O leitor interessado poderd encontrar no Capitulo 45, pagina 2607, problemas fisicos dos quais emergem algumas das
equagoes listadas acima.

12.2 Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Um sistema de equagodes diferenciais ordindrias envolvendo m funcgoes desconhecidas yi, ..., Yy, de uma varidvel é um
conjunto de equagoes do tipo

—1 m—1
g = Fl(t; Ui, Vi s 0T s U s U )) ,
—1 m—1
y§n2)(t) = F2(t, Y1, yllv sy yim )a cees Ymy, y;nv ey y7(77741 )) )
(12.12)
gty = Fm(t% Ui, o s 0T s Uy e yfﬁ’"fl)) ,

onde cada F; é uma fungdo de um certo nimero de varidveis e nj sao nimeros inteiros maiores ou iguais a 1. Para cada
y; tem-se, portanto, uma equacao de ordem nj, na qual comparecem também as demais funcoes yi e suas derivadas de
ordem até n; — 1.

Sistemas de equagoes diferenciais ordindrias sao muito frequentes em Fisica. Considere-se, por exemplo, um sistema
isolado de m particulas de massas M; e coordenadas x;, ¢ = 1, ..., m, interagindo de forma que a particula j exerce
sobre a particula ¢ uma forga Fj; (:EZ- — f;) A segunda lei de Newton fica

M () = Y Fy (70 - 50)

J#i

i=1,..., m, que é um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias.

o O sistema de Lotka-Volterra

Um outro exemplo de sistema de equacdes diferenciais é o chamado sistema de caca-presa de Lotka®*? e Volterra®3,

empregado no estudo de evolucdo de populacoes®*. Esse sistema é da forma

pi(t) = —aupi(t) + Bipa(t)p2(t)
, (12.13)

+aapo (t) — Ba2p1 (t)p2 (t)

pa(t)

20Ernst Eduard Kummer (1810-1893).

21Kar]l Heun (1859-1929).

22 Alfred James Lotka (1880-1949).

23Vito Volterra (1860-1940).

240 modelo foi proposto em 1920 por Lotka para o estudo de certas reacdes quimicas e em 1926 por Volterra, em uma tentativa de modelar
a evolugao de populacoes de peixes e tubardes do mar Adridtico. Para uma referéncia histérica, vide V. Volterra “Legons sur la Théorie
Mathématique de la Lutte pour la Vie”. Gauthier-Villars et Cie., Paris, 1931. Os trabalhos originais de Volterra nesse campo sdo: V.
Volterra. “Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie animali conviventi”. Mem. R. Accad. Naz. dei Lincei 2, 31-113 (1926).
V. Volterra. “Fluctuations in the abundance of a species considered mathematically”. Nature 118, 558-560 (1926).
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onde a; e f;, i = 1, 2 sdo constantes positivas. O sistema de Lotka-Volterra descreve a evolugao de duas populagdes de
acordo com um modelo de interagao entre caca (a populagdo p1) e presa (a populagio ps).

A ideia do modelo é a seguinte: p; representa uma populagao que se alimenta da populagao ps. Esta, alimenta-se
de recursos do habitat. Tenha-se em mente, por exemplo, a situacao onde p; representa uma populagao de raposas que
se alimentam de coelhos, representados por ps. Estes, sendo herbivoros, alimentam-se de plantas de seu habitat. Se as
duas populagdes estao isoladas, p; tende a desaparecer (por falta de alimento) exponencialmente com uma taxa ;. J&
p2 cresce exponencialmente com uma taxa s, por nao ter inimigos naturais. Assim, quando as duas populagoes estao
isoladas, suas evolugoes sao descritas pelo sistema

pit) = —oapi(t) (12.14)

p2(t) = Fagpa(t)
Postas em contacto, as populagdes comecam a interagir, e de modo que p; tem uma chance de sobrevivéncia por se
alimentar de p2, que ganha agora um predador. As chances de sobrevivéncia de p; sdo proporcionais ao numero de
encontros entre elementos de p; e de po no habitat, pois em um encontro um elemento de p; pode eventualmente matar
um elemento de ps e, assim, alimentar-se. Esse ntimero de encontros é grosseiramente proporcional ao produto das duas
populagoes p1p2 (por qué?). Assim, a taxa de sobrevivéncia de p; deve ser acrescida de um termo como [1p1(¢)p2(t),

enquanto que a taxa de sobrevivéncia de ps deve ser subtraida de um termo como Bap1(t)p2(t). Esses termos levam ao
sistema de Lotka-Volterra acima. O resultado da evolucao de um tal sistema ¢ ilustrado na Figura 12.1.

p2 17
0.5
0.6
0.4

0.2

Figura 12.1: A evolucao do sistema de Lotka-Volterra para trés condigoes iniciais distintas. O eixo horizontal é a
populagao p; e o vertical ps. Note que a evolugao se da em ciclos periddicos fechados, uma caracteristica especial do
sistema de Lotka-Volterra.

Também estudado em modelos de ecologia é o modelo de competicdo de Lotka-Volterra, descrito pelo sistema

pi(t) = aapi(t) — Bipr(t)? — yp1(t)p2(t)
(12.15)

p2(t) = agpa(t) — Bapa(t)? — vap1(t)p2(t)
Acima 5; e ; s@o positivos, mas «; podem ser positivos ou negativos. Na primeira equagao, o termo +a1p;(t) descreve

o crescimento (ou decrescimento) da populagdo p; por consumir recursos de seu habitat (supostamente ilimitados), se
reproduzir e morrer. O termo —f1p1(t)? descreve, por exemplo, a taxa de propagacio de doencas fatais entre elementos
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da populagao p1, que é proporcional ao niimero de encontros de elementos da espécie p; com elementos da espécie p;.
Esse niimero é grosseiramente proporcional a p? (por qué?). O termo —~1p1(t)p2(t) descreve a competicio entre as duas
espécies cujas populagoes sao pie ps.

Também muito estudados?® sao os modelos do tipo Lotka-Volterra com n espécies, caracterizados pelo sistema de
equagoes

pit) = O‘jpj(t)JFZﬂjk pi)pe(t), J=1,...,n.
k=1

Mais generalidades sobre o modelo de Lotka-Volterra e sobre outras aplicacoes de equagoes diferenciais em modelos
ecoldgicos e epidemiolégicos podem ser encontradas, por exemplo, em [81] e [11]. Para outra referéncia sobre o modelo
de Lotka-Volterra e assuntos correlatos, vide [260].

Comparados a realidade dos sistemas biolégicos os modelos apresentados acima sao bastante simplificados, deixando
de lado vérios efeitos possivelmente relevantes, tais como reprodugao sexuada (machos s6 se reproduzem com fémeas, ndo
com outros machos, fémeas idem), imunidade ou nao a doengas por parte das populagdes, tempos de gestagdo, auséncia
de reproducao durante a gestacao, tempos de laténcia de doengas, limitacao dos recursos do habitat, surgimento aleatério
de mutagoes e varios outros fatores. Ha toda uma area de pesquisa voltada a modelagem realista de sistemas biolégicos
e eco-sistemas. Alguns modelos estudados chegam a ser extremamente complexos, envolvendo dezenas de equagoes e de
incégnitas. Para referéncias atualizadas sobre modelagem de sistemas biol6gicos, vide , [81], [260] ou [295].

e Sistemas de primeira ordem

O sistema de equagoes diferenciais ordindrias mais bésico é o de primeira ordem:

yl(t) = Fl(tv Y1, -+, ym)v
yQ(t) = FQ(t7 Y, -, y'm) s

(12.16)
y"m(t) = Fm(t7 Y, -, ym) ;

onde cada F; é uma funcdo de m+ 1 varidveis. E conveniente simplificarmos um pouco a expressao (12.16). Introduzindo
os vetores de m componentes

Y1
Y = e R™
yﬁl
e as funcoes F : R™t! — R™
Fl(ta Y1, -y y'rrl) Fl(t7 Y)
Fm(ta Y, -y ym) Fm(ta Y)
a expressao (12.16) fica _
Y(t) = F(t, Y(t)) . (12.17)

Como veremos logo adiante, todo sistema de equacgoes diferenciais ordindrias pode ser escrito como um sistema de
equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem, escrito quer na forma (12.16), quer na forma (12.17), para algum m
e para alguma funcdo F : R™T! — R™.

25Para um trabalho recente, vide P. Duarte R. L. Fernandez e W. M. Oliva “Dynamics on the attractor of the Lotka-Volterra equations”.
J. Diff. Equations 149, 143-189 (1998) e referéncias 14 citadas.
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e Sistemas lineares de primeira ordem

Muito importantes sao os sistemas de m equagoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem, os quais tém a
forma

() = au®u®)+ -+ am®)ym(t) +bi(t) ,
U2(t) = aan(®)yi(t) + -+ azm(O)ym(t) + b2(?) ,

(12.18)
Um(t) = am1(D)yi(t) + -+ Gmm (O)Yym () + b (t) ,

para certas funcoes a;; e b; de t.

No casos em que as fungoes b; acima sao identicamente nulas o sistema é dito ser homogéneo. Caso contrario, é dito
ser nao-homogéneo.

e Representacao matricial de sistemas lineares

Como veremos, é muito conveniente escrever o sistema linear (12.18) acima em notag¢ao matricial. De fato, definindo,

y1(t) ain(t) - aim(t) bi(t)

Ym (t) am1(t) -+ amm(t) b (t)

podemos escrever o sistema (12.18) como '
Y(t) = AWY (@) + B(@),

como facilmente se vé. Sistemas lineares de primeira ordem serao estudados em detalhe no Capitulo 14 onde, em
particular, faremos uso abundante da notagao matricial acima.

e Equivaléncia entre equagoes de ordem n e sistemas de EDOs

Provaremos agora um fato simples, mas de grande relevancia, tanto tedrica quanto em aplicagbes (analiticas ou
numéricas), a saber, que toda equacdo diferencial ordinédria de ordem n é equivalente a um sistema de n equagoes de
primeira ordem.

Seja a equacao diferencial ordindria de ordem n

y™ (1) = F(t, y(t), ..., y<"*1>(t)) . (12.19)
Definindo yy(t) := y*~1(t), para todo k = 1, ..., n, teremos y;(t) = y(t) e
nt) = (),
v(t) = ws(t),
(12.20)
Un-1(t) = yn(t),
In(t) = F(t, (), ..., ya(t)) .

E. 12.1 Ezxercicio. Verifique! "
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Este é um sistema como (12.16), onde, aqui,

Fl(ta Yis -, yn) = Y2,
FQ(ta Yis -, yn) = Y3,
Fn—l(ta Yi, -+, yn) = Yn,
Falt, yis oo yn) = F(t, ni(t), ..., ya(1)) -

Isso mostra que toda equagédo diferencial ordindria de ordem n, como (12.19), equivale a um sistema de n equagoes de
primeira ordem, como (12.20).

E. 12.2 Ezercicio importante. Seja a equacio diferencial ordindria linear de ordem n

n n—1
Y () + an1 (YT @) + -+ a0y (1) +ao(®y(t) = f(1) -
Determine o sistema linear de n equacdes de primeira ordem equivalente e mostre que o mesmo pode ser escrito na forma matricial

Y(t) = A@)Y(t)+ B(t) ,

onde
y(t) 0
y'(t) 0
Y(t) = , B(t) =
y" 2 (1) 0
y" () f()
e A(t) é amatrizn X n
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A(t) =
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
—ao(t) —ai(t) —ax(t) - —an—2() —an-1(t)

Equacdo matriciais como acima serdo estudadas com mais detalhe no Capitulo 14. "
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E. 12.3 Ezercicio. Mostre que todo sistema de equa¢des diferenciais ordindrias como (12.12) equivale a um sistema de equagdes

. . ~ . . . N . n;
de primeira ordem. Sugestdo: use a mesma ideia acima, dando nomes as derivadas yg i)

que aparecem no lado direito de (12.12). ¥

12.3 Discussao sobre Problemas de Valor Inicial

e Problemas de valor inicial

Como ¢ bem sabido, a solugao da equagao diferencial §(t) = y(t) é dada por y(t) = ce’, onde ¢ é uma constante, a
qual pode ser fixada, por exemplo, prescrevendo-se o valor da func¢do y em ¢ = 0: y(0). H4 outros exemplos simples em
que a necessidade de fixacao de certos valores para a fungao y pode ser vista de modo explicito. Considere-se a equacao
do oscilador harmonico simples i + wgz = 0. A solugdo geral dessa equagao é x(t) = A cos(wot) + Bsen(wpt), onde A
e B sao duas constantes arbitrarias. Para determiné-las é preciso fornecer duas informagoes extras sobre a fungao, por
exemplo, sua posigao e sua velocidade em um instante de tempo. Se zy e vy forem a posigao e velocidade no instante
t = 0, entdo é facil constatar que A = x9 e B = vp/wp. Outro par de informagoes é também eventualmente possivel.
Por exemplo, podemos fornecer posicao e velocidade em outro instante de tempo que nao ¢ = 0, ou em dois instantes
de tempo distintos, um para a posicao, outro para a velocidade. Em muitos casos é possivel fixar a solugao desejada
informando apenas a posicao em dois instantes de tempo distintos ou as velocidades em dois instantes de tempo distintos.

De modo geral, para a determinagao completa da solugao de uma equacao diferencial ordinédria de ordem n é preciso
fornecer n informacoes sobre o valor da funcao e/ou suas derivadas em certos instantesS.

O tipo de situagao mais comum para a determinagao completa da solucao de uma equacao diferencial ordinaria de
ordem 7, especialmente em problemas da Mecénica, é aquele na qual sao fornecidas informagoes sobre a funcao e suas
n— 1 primeiras derivadas em um tnico instante de tempo, digamos t = 0. Tais problemas sao conhecidos como problemas
de walor inicial, ou problemas de Cauchy®. O exemplo do oscilador harménico acima é um tipico problema de valor
inicial: qual é a fungdo que satisfaz a equagao diferencial & + w3z = 0 e satisfaz £(0) = zg e v(0) = wvp, para certos
nimeros xo e vg dados? Resposta: z(t) = zq cos(wot) + (vo/wo) sen(wot).

Assim, o problema de valor inicial associado a equagao de ordem n

y"(t) = F(t y@), ..., y" V(@) .

consiste em determinar a solugao dessa equacao que satisfaca

y(0) =y, 9(0) = g2, §H0) = yz, ..., y"(0) = yn,

para certos nimeros dados 41, ..., Yn, 0S quais sao denominados condi¢cdes iniciais ou dados iniciais.

Apés definirmos o que se entende por problema de valor inicial, uma série de questoes se coloca. 1. Todo problema
de valor inicial tem solugao? 2. Se tiver, é inica? 3. Ha condigoes suficientes para garantir que uma solugao exista? 4.
E para que seja tinica? 5. E se existir solugao, serd ela valida para todo t?7 6. Ha condigoes suficientes para garantir
que uma solucao exista para todo t? 7. Ha condigoes suficientes para garantir continuidade da solugao em relacao as
condigoes iniciais? 8. Ha condigoes suficientes para garantir continuidade da solugao em relacao aos parametros que
ocorrem na equagao?

Por varias razoes as questoes acima sdo muito importantes. Naturalmente, a melhor maneira de mostrar que um
problema de valor inicial tem solugao é exibindo a solugao. Isso, porém, nem sempre é factivel, pois muitas equagoes
sao dificeis, ou mesmo impossiveis, de se resolver de modo explicito. Por exemplo, a equagao do péndulo simples
6+ %sen(@) = 0 tem solugao para quaisquer condigoes iniciais, mas essa solugao nao pode ser apresentada de forma
fechada em termos de fungoes elementares conhecidas, apenas em termos de expansoes ou das chamadas fungoes elipticas.
Vide, por exemplo, [322]. (Para um tratamento da equagdo do péndulo em termos de equagdes integrais, vide Segéo
26.2.3, pdgina 1510, destas Notas). Dai a importancia da questdo 3: é muitas vezes necesséario saber a priori se uma
solucao existe antes de tentar encontra-la.

26Uma excecdo notével é a equacio de Clairaut, discutida na Secdo 13.8, pagina 757, que possui uma solucdo, dita solucdo singular, niao
dependente de nenhum parametro livre.
27 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
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Saber a priori se um problema de valor inicial tem solucao e se essa solugao € inica pode ser importante para justificar
métodos de solucao. Muitas vezes, ao encontrarmos a solugao de um problema de valor inicial perguntamo-nos se a solucao
encontrada é unica. Por exemplo, pode-se facilmente constatar que as fungdes x(t) = g cos(wot) + (vo/wp) sen(wot) sédo
solugdes da equagdo do oscilador harmonico simples # + w3z = 0 com as condigdes iniciais 2(0) = x¢ e v(0) = vg. O
que, porém, garante que nao ha outras fungoes que também sejam solugao dessa equacgao para essas condicoes iniciais?
Nisso reside a importancia da questao 4: em se sabendo a priori que a solugdo é tnica (esse é o caso para a equacao do
oscilador harménico simples) nao é necessdrio procurar outras solugoes.

Equagoes diferenciais de interesse em Fisica tipicamente dependem de certos parametros. Por exemplo, a equacao
do oscilador harmonico simples, acima, depende do pardmetro wy, a equagio do péndulo simples depende de g/I. Saber
se uma solucao depende continuamente de condigoes iniciais ou de parametros é importante em aplicacoes, por exemplo
em Fisica, pois em problemas reais tais dados sao frequentemente fornecidos com imprecisoes e é, portanto, importante
poder garantir que erros pequenos no conhecimento dessas grandezas tém efeitos igualmente pequenos nas solugées (ao
menos para tempos nao muito afastados do instante inicial).

Comecemos por dizer que a resposta as questoes 1 e 2 é negativa. Veremos exemplos logo adiante. Uma resposta
as questoes 3 e 4 serd apresentada na forma de dois teoremas importantes, o de Peano (Teorema 12.1, pagina 732), que
fornece condigoes suficientes para garantir existéncia de solugoes, e o de Picard-Lindel6f (Teorema 12.2, pagina 733. Vide
também sua generalizacdo para espacos de Banach, Teorema 26.4, pagina 1517), que fornece condigdes suficientes para
garantir existéncia e unicidade de solugoes. Mostraremos em exemplos que a resposta a questao 5 é também negativa.
Uma resposta parcial & questao 6 (que é chamado de problema da existéncia de solugoes globais) serd discutida na Segao
12.3.3, pagina 734, e as demonstragoes dos resultados 14 apresentados encontram-se na Sec¢ao 26.2.4.3, pdgina 1521. As
questoes 7 e 8 sao discutidas a pagina 736 e, com mais detalhe, na Secao 26.2.4.4, pagina 1522. Vide Teorema 26.7,
pdgina 1523, sua demonstracido e os comentérios que se lhe seguem. Referéncias para varias dessas questoes sao [8], [171],
[105], [61] e [244].

¢ Problemas bem-postos

Um comentdrio sobre nomenclatura. Na literatura sobre a teoria das equagoes diferenciais (ordindrias ou parciais),
um problema no qual se possa garantir existéncia, unicidade e continuidade de solugdes em relacao a condic¢oes iniciais e
de contorno em alguma topologia (estabilidade) ¢ dito ser um problema bem-posto®®.

e Outros problemas que nao de valor inicial

Como ja mencionamos acima, ha outros problemas que nao o de valor inicial. Pode-se querer fixar a funcao em
dois pontos, por exemplo. Problemas desse tipo s@o muito comuns em equagoes ordinarias obtidas pelo método de
separacao de varidveis em problemas de equacoes diferenciais parciais com certas condigoes de contorno. Trataremos
abundantemente desse tipo de problema quando discutirmos o Problema de Sturm-Liouville no Capitulo 19, pagina 1067.

Outros problemas envolvem outros tipos de exigéncia sobre a solucao. Por exemplo, que ela seja finita em certos
pontos, ou de quadrado integravel. Esse ultimo caso é comummente encontrado na Mecanica Quéantica.

12.3.1 Problemas de Valor Inicial. Patologias e Exemplos a se Ter em
Mente

Nesta secao listaremos alguns exemplos instrutivos de problemas de valor inicial que exibem comportamento patoldgico,
como inexisténcia ou nao-unicidade de solucao ou inexisténcia de solugao global, ou seja, inexisténcia de solugao vélida
em toda a reta real. E instrutivo ter alguns desses exemplos em mente. Na Secao 12.3.2, pagina 732, e na Secao 12.3.3,
péagina 734, apresentaremos condigoes suficientes para evitar essas patologias.

e Inexisténcia de solugao

28 A nocéo de prolema bem-posto foi introduzida por Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) ao listar propriedades que modelos ma-
tematicos de sistemas fisicos devem idealmente possuir. Jaques Hadamard: “Sur les problémes aux dérivées partielles et leur signification
physique”. Princeton University Bulletin, 49-52 (1902).
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Exemplo 12.6 (Inexisténcia de solu¢ao) Considere-se o problema de valor inicial no qual procura-se a solugao da equagao

1

) = L

yt) = 5
que satisfaga a condigdo inicial y(0) = 0. Esse problema néo possui nenhuma solugéo. ¢
E. 12.4 Ezercicio. Mostre isso. *

Exemplo 12.7 (Inexisténcia de solugao) Considere-se o problema de valor inicial no qual procura-se a solugao da equagao

1
y(t) = ———
y(t)
que satisfaga a condigdo inicial y(0) = 0. Esse problema néo possui nenhuma solugéo que seja real para t > 0. ¢
E. 12.5 Ezercicio. Mostre isso. -

Exemplo 12.8 (Inexisténcia de solugao) Considere-se o problema de valor inicial no qual procura-se a solugao da equagao

y(t) = V1-y(t)?

que satisfaga a condigdo inicial y(0) = 2. Esse problema nao possui nenhuma solugao real. ¢

E. 12.6 Ezercicio. Mostre isso. o,

Exemplo 12.9 (Inexisténcia de solugdo) (De [255]) Considere-se o problema de valor inicial no qual procura-se a solugdo da
equagao

onde
1, y<O0
H(y) = .
-1, y=0
com a condigdo inicial y(0) = 0. Esse problema ndo possui nenhuma solu¢ao. Para entender por que, observe que se y(0) = 0
entdo, pela equagao diferencial, '(0) = —1, o que implica y(t) é decrescente para ¢ préximo de 0, tornando-se negativa para t
positivo préximo de 0. Mas para y negativo ¢(t) vale 1 e y é crescente, uma contradigao. ¢
E. 12.7 Ezercicio. Certo? -

e Nao-unicidade de solugoes

Exemplo 12.10 (Nio-unicidade de solugdes) Considere-se o problema de valor inicial no qual procura-se a solugdo da equagao

. 2/3
i(t) = 3(u(0)”
que satisfaga a condigdo inicial y(0) = 0. Esse problema néo tem solugdo tnica. Por exemplo, as fungoes
yi(t) =0 e ya(t) = t°

ambas satisfazem a equagao diferencial e y1(0) = y2(0) = 0. ¢
E. 12.8 FEzercicio. Verifique! "

O Exemplo 12.10, acima, foi encontrado por Peano em 1890. H& vérias outras solugoes, como vemos na seguinte
generalizagao.
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Exemplo 12.11 (Nio-unicidade de solugoes) Seja 0 < 8 < 1. Considere-se o problema de valor inicial no qual procura-se a
solugdo da equagao
. 1 8
y(t) = m|y(t)|
que satisfaca a condigdo inicial y(0) = 0. Esse problema nao tem solugdo tnica: a fungdo y(t) = 0, Vt € R, assim como, para
todos ¢1 <0, c2 > 0, as fungoes

1
(1 —)TF, t<er,

Yer,e2(t) = § 0, a<t<es, (12.21)
(t—c2)TF, t>ca,
1
_(Cl_t)17/37 t§017 07 t<02,
Yeu (t) = Yoo (1) = 1 (12.22)
0, t>ci, (t—c2)T=F, t>ca,
satisfazem a equacdo diferencial e anulam-se em ¢ = 0. ¢

E. 12.9 Ezercicio. Verifique! Desenhe gréficos de vérias fungdes ye,, ¢, (t), ye, (t) € ye, () para vdrios valores de ¢1 <0, ¢ > 0. ¥

e Inexisténcia de solugoes globais

Exemplo 12.12 (Solugdo que s6 existe em um intervalo finito) A equagao diferencial é aquela apresentada no Exemplo 12.9,
acima, com condigdo inicial y(0) = yo > 0. Para —oo < t < yo a solugdo é y(t) = yo — ¢ mas para t > yo surge a contradi¢ao
discutida no Exemplo 12.9 e a equagao diferencial ndo mais possui solugao. ¢

Exemplo 12.13 (Solugao que diverge em tempo finito) Considere-se o problema de valor inicial no qual procura-se a solugio
real da equagao

(1) = y(®)’,
t € R, que satisfaga a condigédo inicial y(0) = yo € R, yo > 0. A solugéo é

y(t) = 1;—1: (12.23)

Yo

a qual diverge para t = 1/yo. ¢

Exemplo 12.14 (Solugdo que diverge em tempo finito) Considere-se a equacao diferencial
(1) = 1+y(1)°,

t € R. Sua solugdo é y(t) = tan(t + k), onde k é fixada por uma condi¢ao inicial. Se, por exemplo, tomarmos y(0) = yo, entdo
k = arctan(yo). Essa solugdo, porém, existe apenas no intervalo aberto (—k — %, —k + Z), pois tan(t 4 k) diverge nos extremos.

Exemplo 12.15 (Solugao que diverge em tempo finito) Os exemplos acima podem ser generalizados de uma forma importante.
Considere-se a equagao diferencial

y(t) = F(t, y(1)
para ¢t e y reais, onde a fungdo F satisfaz a desigualdade F(a, b) < —b? para todos a, b € R (uma situagdo como essa ocorre na
equagdo diferencial y(t) = f(y(t))Q — f(t, y(t)) caso f seja uma fun¢do ndo-negativa). Vale, portanto, a inequacdo diferencial
y(t) <

(v)* ~

y(t) < —(y(t))Q, e como (y(t))2 > 0 (pois y é uma funcio real), podemos escrever —1, o que implica, como facilmente

se veé, % (ﬁ) > 1. Integrando-se ambos os lados entre 0 e t, obtemos

EEE P (12.24)

1
y(t) — y(0)
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Agora vejamos, se a condigao inicial y(0) for tal que y(0) < 0 entdo 1/y(t) comecard negativa mas, de acordo com (12.24), passara
a ser positiva o mais tardar no instante top = —ﬁ > 0. Consequentemente, devido & continuidade de y(t), podemos afirmar que
existe um instante t. € (0, to] tal que 1/y(t«) = 0. Provamos, portanto, que sob as circunstancias acima, a solugdo y(t) existe

apenas no intervalo [0, t.), divergindo em ..

Precisamente a situagdo acima descrita ocorre em um problema de suma importancia na Teoria da Relatividade Geral, a saber,
na demonstracio de um célebre teorema, devido a Hawking?®, Penrose®® e outros, da existéncia de singularidades espaco-temporais
em modelos que satisfagam uma condigdo denominada condi¢do forte de exergia. A demonstragdo daquele teorema utiliza uma
equacdo diferencial, denominada equacdo de Raychaudhuri®', a qual tem a forma, g(t)+ (y(t))2 +f(t, y(t)) = 0 com f nao-negativa.
A divergéncia da solugdo y, em um tempo finito estd naquele caso relacionada & impossibidade de prolongar curvas geodésicas
tipo-tempo além de um instante passado, fato diretamente interpretado como a presenca do chamado “big bang” em certos modelos
cosmoldégicos. ¢

Exemplo 12.16 (Solugao que diverge em tempo finito) Considere-se uma particula de massa m que se move em uma dimensao
sob a agdo de um potencial repulsivo U(z) = —£z*, com k > 0, com condicdo inicial z(0) = 0, &(0) = vo > 0. Sua equagdo de
movimento (a segunda lei de Newton) é

i) — Kzt =0,

onde k' = k/m. Qual o tempo que essa particula leva para, partindo de £(0) = 0, chegar ao infinito? A resposta é

TOHOO:/ L7
o VEEr i)

2
onde F = %l > 0 é a energia mecanica da particula. ¢
E. 12.10 Ezercicio. Justifique a expressido dada acima para To—co. "

Para E > 0 a integral acima é finita (justifique!). Logo, a particula leva um tempo finito para chegar ao infinito, ou
seja, z(t) diverge em tempo finito. Isso mostra que a solucio da equacio diferencial & (t) — k'z(t)> = 0, com k' > 0 e
vo > 0, existe apenas em um intervalo finito de valores de t.

E. 12.11 Ezercicio. Mostre que o mesmo se passa com as equacdes diferenciais %(t) — k'z(t)¢ = 0, para todo d > 1, desde que
k' > 0. O que acontece se k' < 0? O que acontece se k' > 0 mas d > 17 o+

12.3.2 Teoremas de Existéncia e Unicidade de Solugoes

Os varios exemplos dados acima nao devem causar uma impressao negativa sobre problemas de valor inicial pois, em
verdade, os mesmos refletem patologias nem sempre encontradas na “pratica” (entenda-se, na Fisica). No caso da
Mecanica, por exemplo, assim como em outras areas da Fisica, pode-se garantir existéncia e unicidade de solugao da
“maioria” dos problemas de valor inicial. Os exemplos acima advertem-nos, porém, da necessidade de alguns teoremas
gerais que fornegam pelo menos condigdes suficientes para garantir existéncia e/ou unicidade de problemas de valor
inicial. Na teoria das equacdes diferenciais ordindrias os mais importantes desses teoremas siao os de Peano®? e de
Picard33-Lindel63*, os quais enunciaremos agora.

Teorema 12.1 Teorema de Peano (Existéncia de Solugdes). Seja a equagao diferencial ordindria real de primeira
ordem

gty = F(t, y(b) (12.25)
(F : R? = R sendo nao-identicamente nula) com a condi¢do inicial
y(to) = vo, (12.26)

29Stephen William Hawking (1942-2018).

30Sir Roger Penrose (1931-).

31 Amal Kumar Raychaudhuri (1923-2005).

32Giuseppe Peano (1858-1932). O Teorema de Peano data de 1886.

33 Charles Emile Picard (1856-1941).

34Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946). Seus trabalhos sobre existéncia e unicidade de solugdes de equagdes diferenciais ordindrias datam
de 1890.
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sendo yo € R. Seja F : R? = R continua no retdngulo fechado

33:{(12 y) =t < a, Iy—yoléb}, (12.27)

com a, b > 0, sendo, portanto, limitada em R. Seja
M = max |F(t, . 12.28
" y)eyl (t, vl (12.28)

Entao, o problema de valor inicial descrito pelas relagoes (12.25) e (12.26) apresenta pelo menos uma solugdo. Além
disso, essa solugao existe pelo menos no intervalo fechado [to — B, to + (], onde

B = min{a, %} (12.29)

d

Em esséncia, o que esse teorema afirma é que se pode garantir a existéncia de solugées do problema de valor inicial
descrito pelas relagdes (12.25) e (12.26) se pelo menos a fungdo F' for continua em um retdngulo centrado na condigao
inicial.

A prova do Teorema de Peano é baseada no importante Teorema de Ascoli discutido na Secao 33.3.4, pagina 1769 (vide
Teoremas 33.18 e 33.19, paginas 1771 e 1772, respectivamente). A demonstragao do Teorema de Peano é apresentada na
Secao 33.3.4.3, pagina 1773, onde fazemos mais alguns comentarios sobre o mesmo.

O estudante pode (deve) verificar que os Exemplos 12.6 a 12.8, pagina 729, ndo satisfazem as condigbes do Teorema
de Peano, dai nao haver solugao naqueles casos.

O teorema de Peano garante condicoes suficientes para existéncia, mas nao para unicidade de solucao. O estudante
também pode (deve) verificar que os Exemplos 12.10 e 12.11, pagina 730 acima, satisfazem as condigbes do teorema de
Peano, mas para eles nao vale a unicidade. E preciso requerer mais da fungao F' para ter-se unicidade da solugao. Isso é
obtido com o préximo teorema.

Teorema 12.2 Teorema de Picard-Lindel6f (Existéncia e Unicidade de Solugdes). Seja a equagao diferencial
ordindria real de primeira ordem

y(t) = F(t, y(t)) (12.30)
(F : R? — R sendo ndo-identicamente nula) com a condicdo inicial
y(to) = vo, (12.31)
com yo € R. Seja F : R?> — R continua no retangulo fechado
R={(ty) + It—tol < a, ly—wol <b}, (12.32)
com a, b > 0, sendo, portanto, limitada em R. Seja
M = F(t, y)| . 12.33
Jax [P, )l (12.33)

Suponha ainda que F' seja Lipschitz continua em R com relagdo ao seu sequndo argumento, ou seja, existe uma constante
k (denominada constante de Lipschitz) tal que para todos (t, y), (t, v) € R valha

|F(t, y) = F(t, v)| < kly—n]. (12.34)

Entdo, o problema de valor inicial descrito pelas relagoes (12.30) e (12.31) apresenta uma tnica solugdo. Além disso,
essa solugdo existe pelo menos no intervalo fechado [to — B, to + 8], onde

B = min{a7 %} (12.35)

Uma condi¢do suficiente para que a condi¢io de Lipschitz acima se cumpra € que Oy f(t, y) exista e seja limitada em

todo R, em cujo caso a constante de Lipschitz seria dada por k := sup ‘8yf(t, y)| O
(t,y)eR
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A prova do Teorema de Picard-Lindelof serd apresentada com bastante generalidade no Capitulo 26, pigina 1499.
Vide Teorema 26.4, pagina 1517.

E importante notar que a condicdo de F ser Lipschitz®® continua em R com relacio ao seu segundo argumento pode
ser obtida de uma condigao mais forte, a saber, que a derivada parcial 0y F (¢, y) de F' em relagdo ao segundo argumento
seja continua em R. De fato, da relagao

F(t, o) = F(t.w) = [ 0,76, ) dy.

segue facilmente que |F(t, v) — F(t, u)| < klv—u|, onde k := (mz)xXR |0, F(t, y)|, que é uma constante finita se 9, F (¢, y)
t,y)e

for continua em R. Assim, em esséncia, o que o Teorema de Picard-Lindelof afirma é que se pode garantir a existéncia e
a unicidade de solugdes do problema de valor inicial descrito pelas relagoes (12.30) e (12.31) se pelo menos a fungéo F e
sua derivada parcial 0, F(t, y) forem continuas em um retdngulo centrado na condigao inicial.

Como comentério final, afirmamos que os teoremas de Peano e Picard-Lindelof podem ser facilmente estendidos para
sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem (em verdade, o Teorema 26.4, pigina 1517, j4 é enunciado com
essa generalidade, o mesmo se dando com o Teorema de Peano, Teorema 33.21, pédgina 1775). Como toda equagdo
diferencial de ordem n é equivalente a um tal sistema, essas generalizacoes garantem condigoes suficientes para existéncia
ou unicidade de solugao de equagoes diferenciais ordinarias de qualquer ordem.

No caso de equagoes diferenciais parciais nao existem teoremas tao fortes relativos a existéncia e unicidade de pro-
blemas de valor inicial como ha no caso de equacoes diferenciais ordinarias. Um dos resultados mais importantes nessa
direcdo, porém, é o Teorema de Cauchy-Kovalevskaya36. Seu enunciado e sua demonstracio podem ser encontrados, por
exemplo, em [114, 115].

12.3.3 Solucgoes Globais

Vimos nos Exemplos 12.12 a 12.16 (pdgina 731) que ha equagoes diferencias cujas solugdes, ainda que existam e sejam
eventualmente Unicas, nao sao globais, ou seja, nao podem ser definidas em toda reta real. A questao que naturalmente
se coloca é a de encontrar condic¢oes suficientes para garantir a existéncia de solucoes globais. Essa é uma vasta questao e
nos limitaremos aqui a apresentar o resultado mais simples, o Teorema 12.3, abaixo. Igualmente importante é a questao
de se demonstrar que uma determinada equacdo diferencial ndo possui solugoes globais (se tal puder ser o caso). Um
dos principais resultados da Teoria da Relatividade Geral e da Cosmologia, a existéncia do chamado “big bang” em uma
classe bastante grande de modelos para o universo, foi tratado como um problema de nao-existéncia de solucoes globais
de determinadas equagdes diferenciais. Vide [230].

O seguinte teorema, cuja demonstracao é apresentada com mais generalidade na Secao 26.2.4.3, pagina 1521, apresenta
condigoes suficientes para a existéncia de solucoes globais.

Teorema 12.3 (Existéncia e unicidade de solugoes globais) Seja F' : R? — R continua em todo R?. Suponhamos
também que para todo a > 0, a funcao F seja Lipschitz continua em relagcdo ao seu sequndo argumento na faiza

Faty = {(t, y)ER?: |t—ty|<a, yeR arbitrdm'o} ,

ou seja, para cada a > 0 existe uma constante k, (eventualmente dependente de a e denominada constante de Lipschitz)
tal que para todos (t, y), (t, v) € Fa 1, vale ‘F(t7 y) — F(t, U)‘ < ko ly — v|. Entdo, para qualquer zo € R, o problema
de valor inicial ©(t) = F(t, x(t)) com x(tg) = xo apresenta uma solug¢do Unica vdlida para todo t € R.

Uma condi¢do suficiente para que a condicgo de Lipschitz acima se cumpra € que O, F(t, y) exista em todo R? e seja li-

mitada em cada faiza Fo,1,, em cujo caso as constantes de Lipschitz podem ser escolhidas como k, :==  sup |9, F (¢, y)|.
(ta y) Eg'a, to
d

35Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903).
36S0fia Vasilyevna Kovalevskaya (1850-1891).
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E. 12.12 Ezercicio. Mostre que a equagdo diferencial n3o-linear & = cos(x) satisfaz as condi¢des do Teorema 12.3 e, portanto,
possui solucdes globais. Mostre explicitamente, por integracdo, que as solu¢des sdo dadas por z(t) = arctan (senh(t 4 ¢)), onde ¢ é
uma constante a ser fixada pela condi¢do inicial. Por meio dessa expressio explicita constata-se claramente que as solugSes existem para
todo t € R. o+

E. 12.13 FEzercicio(de [104]). Mostre que a equagio diferencial ndo-linear

3t
i = 1‘:22 + % cos(z)

satisfaz as condicdes do Teorema 12.3. Sugestdo: mostre que para esse caso

e’ — t?sen(y) e, portanto, em cada faixa Fo. ¢, '%—F(t, y)' < 3¢ +a?,
Y

OF ('t +3yY)
oy Y = (1+92)

e podemos adotar k, = 3e® + a? para cada a > 0. o+

E. 12.14 Ezercicio. A equacio diferencial ndo-linear & = 22 nio satisfaz as condices do Teorema 12.3, pois a condicdo de Lipschitz
requerida ndo ¢é satisfeita em nenhuma faixa F,, +,. Mostre isso. Com efeito, vimos no Exemplo 12.13, da pédgina 731, que essa equagao
ndo possui solugdes globais. Vide também os comentarios da pagina 735 sobre esse problema. o+

E. 12.15 Ezercicio. Faga o mesmo para o Exemplo 12.14, pagina 731. "

e Comentarios sobre solugoes globais. O Exemplo 12.10

Analisemos agora o Exemplo 12.10, pdgina 730 sob a luz dos Teoremas de Peano e de Picard-Lindelof. Aqui,
F(t, y) = 3y*/3, to = 0, yo = 0. Tomando-se um retangulo fechado centrado em (ty, o) = (0, 0), ou seja, R =
{(t, y): |t| < a, |y| <b }, constata-se elementarmente que F' é continua e que

M = F(t, y)| = 3y?/3 = 3p¥/3 .
T e T

Assim, o Teorema de Peano garante a existéncia de solu¢do para o intervalo fechado [—f3, 5], onde 8 := min {a, %} =

min {a, %} (vide (12.29)). Os valores de a e de b podem ser escolhidos arbitrariamente grandes, sem violar a condigéo

de continuidade de F'. Conclui-se disso que podemos tomar S arbitrariamente grande. Assim, nesse particular exemplo,
o Teorema de Peano garante-nos a existéncia de uma solucao global, para todo ¢. Isso condiz com a observagao que a
solugao identicamente nula, bem como as solugoes (12.21) e (12.22) existem para todo ¢.

Por fim, é facil verificar que a funcio F(t, y) = 3y*/3 nao satisfaz a condicao de Lipschitz |F(t, y) — F(t, v)| < kly—v|
para nenhum & em nenhum retangulo centrado em (0, 0). Para isso observe que se tomdssemos v = 0 e y > 0, a condicao
de Lipschitz diria que 3y%/3 < ky, ou seja, 3y~'/3 < k. Mas uma tal desigualdade é impossivel, pois para y — 0 o lado
esquerdo diverge!

Isso justifica por que néao se pode aplicar Picard-Lindel6f nesse caso (e a solugdo, de fato, ndo é unica).

e Comentarios sobre solugoes globais. O Exemplo 12.13

O fato de o Teorema de Peano em principio garantir apenas uma regiao conservadora de validade de solucao, a saber
o intervalo [tg — 3, to + 3], onde B é dado pela expressao (12.29), ndo estd em desacordo com os exemplos: hé sistemas
satisfazendo as condigoes do Teorema de Peano para os quais nao hé solugoes globais, ou seja, solugdes que existem
para todo t € R. O Exemplo 12.13, pagina 731, é um tal caso. Vamos reanalisa-lo sob a luz dos Teoremas de Peano e
Picard-Lindelof, estudando particularmente o que o Teorema de Peano nos diz sobre a regiao de existéncia de solugao.

E bastante claro que no Exemplo 12.13 tem-se F(t, y) = y?, e to = 0 com gy > 0. Tomando-se um retangulo fechado
centrado em (tg, yo) = (0, yo), ouseja, R = { (¢, y): [t| < a, |y—yo| <b }, constata-se elementarmente que F é
continua e que

M = max |F(t, = max ? = +b)2.
S|P Y| = max = (ot d)
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O Teorema de Peano garante a existéncia de solugdo para o intervalo fechado [—3, S], onde § := min{a, %} =
min {a, m}. O valor de a pode ser escolhido arbitrariamente grande, sem alterar o valor de M e sem violar a
condigao de continuidade de F'. Conclui-se disso que podemos tomar § = m. Para qual escolha de b a constante [

assume seu maior valor? E um exercicio fdcil (faga-o!) mostrar que o lado direito da dltima expressao assume seu maximo
em b = yp, em cujo caso § = ﬁ. Assim, o Teorema de Peano garante existéncia de solugao no intervalo [fﬁ, 4—;0]
Sabemos, porém que a solugao (12.23) existe em um intervalo maior (e que contenha ¢t = ¢ty = 0), a saber (—oo, yio)

O que se aprende disso é que o intervalo de solucéo obtido pela estimativa (12.29) nem sempre é maximal, mas nem
por isso contradiz-se o fato de nesse caso nao haver solugao valida para todo t.

Para sabermos se a solugao é tnica, devemos estudar as condigoes do Teorema de Picard-Lindel6f. Sabemos que
F(t, y)— F(t, v) = y*—v* = (y+v)(y —v) . Logo, |F(t, y) — F(t, v)| = |y + v||ly — v| e, para y e v no intervalo
[yo — b, yo + 1], tem-se |y + v| < 2(yo + b). Assim, adotando-se k = 2(yo + b), vale a condigao de Lipschitz

‘F(ta y) _F(ta /U)‘ < k/’|y—’U|

para todos (¢, y), (¢, v) € R. Assim, a solugdo do problema do Exemplo 12.13 serd tnica para quaisquer a e b que se
tome.

12.3.4 Dependéncia Continua de Condicgoes Iniciais e de Parametros

Conforme mencionamos na pagina 728, é importante determinarmos condigoes sob as quais a solugao de um problema de
valor inicial é continua em relagao as condic¢oes iniciais e a parametros que ocorram na equacao diferencial. Essas questoes
sao respondidas com bastante generalidade e detalhe na Secao 26.2.4.4, pagina 1522. Vide Teorema 26.7, pagina 1523,
sua demonstragao e comentarios que se lhe seguem. Os resultados encontram-se resumidos nos dois teoremas abaixo, os
quais valem também para sistemas de equacoes diferenciais ordinarias.

Teorema 12.4 Seja a equacdo diferencial ordindria real de primeira ordem §(t) = F(t, y(t)) com a condigdo inicial
y(to) = yo, com yo € R, e suponhamos que sejam satisfeitas as condigdes descritas no Teorema 12.2, pdgina 733,
de modo que se garanta a existéncia de uma solugao tnica y(t, yo) do problema de wvalor inicial em wm intervalo
[to — B, to + B]. Entdo, existe uma vizinhang¢a J de yo € R onde a solugcdo y(t, yo) depende continuamente de yq.
Mais precisamente, existe uma constante k > 0 e uma vizinhangca T de ty contida em [to — B, to + B8] tal que vale
ly(t, yo) — y(t, yb)| < Klyo — ybleslt =t para todo vy € J e todot € T. O

Teorema 12.5 Seja a equagio diferencial ordindria real de primeira ordem e dependente de um pardametro p: y(t) =
F(t, y(t), p) com a condigao inicial y(to) = yo, com yo € R, e suponhamos que sejam satisfeitas as condigoes descritas
no Teorema 12.2, pdgina 733, de modo que se garanta a existéncia de uma solugdo unica y(t, p) do problema de valor
inicial em um intervalo [to — B, to + B]. Suponhamos também que F seja continua e continuamente diferencidvel em
relagdo a p em alguma vizinhanga. Entao, y(t, p) depende continuamente de p nessa vizinhanga. O

12.4 Linearizacao de EDQO’s e Estabilidade

Em conexao com os resultados anteriores discutiremos aqui um tema muito importante na teoria das equagoes diferenciais
ordindrias: a analise da estabilidade de solugbes a partir da linearizagao das equagoes. Por simplicidade, trataremos o
caso de equacgoes em R™, mas alguns de nossos resultados se deixam generalizar.

e Algumas nogoes relevantes sobre estabilidade

Comecemos com algumas definigdes relevantes. Abaixo, || - | denota a norma Euclidiana em R™. Seja uma equagao
diferencial ordinaria
i(t) = f(t, =(1)), (12.36)
com z(t) sujeita & condi¢do inicial £(0) = x9 e onde ¢t € R, z € R™ e f satisfaz condi¢oes de continuidade em suas
varidveis.
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1. Dizemos que um ponto z. € R™ é um ponto de equilibrio de (12.36) se a funcdo constante z(t) = x,, Vt > 0, for
uma solugao da mesma, ou seja, se f(t, x*) = 0 para todo t > 0.

2. Um ponto de equilibrio z, de (12.36) é dito ser Lyapunov estdvel, ou estdvel sequndo Lyapunov, se para todo € > 0
existir § = §(e) tal que Hx(t) — x*| < € para todo t > 0 sempre que on - ac*| < 4. Aqui, z(t) é uma solugao de
(12.36).

3. Um ponto de equilibrio z, de (12.36) é dito ser assintoticamente estdvel se existir § > 0 tal que se ||zg — x| < ¢
entdo lim;_, o || 2(t) — 2| = 0.

2

4. Um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel x, de (12.36) é dito ser exponencialmente estdvel se existirem
§>0,a>0e >0 tais que tal que se |29 — x| < & entdo ||z(t) — z.| < al|zo — 7]~ para todo t > 0.

Em palavras mais simples, um ponto de equilibrio z, é estivel segundo Lyapunov se uma solucao que inicie sufi-
cientemente proxima a x, em t = 0 continuar préoxima desse ponto em tempos futuros. Um ponto de equilibrio x,
é assintoticamente estavel se uma solugao que inicie suficientemente préxima a x, aproxime-se arbitrariamente de x.
quando t cresce e é dito exponencialmente estdavel se essa aproximacao for exponencialmente réapida.

A literatura matemadtica e fisica possui uma grande variedade de resultados sobre estabilidade de solugoes de equagoes
diferenciais ordindrias (vide, por exemplo, [255] e [559]) e o assunto se insere na drea maior da Teoria dos Sistemas
Dinamicos. Importantes sao resultados a respeito de estabilidade de equagoes diferenciais nao lineares, estudo iniciado
pelo préprio Lyapunov. Especialmente importantes também sao resultados a respeito de equagoes lineares ou nao
lineares, mas que se deixem aproximar bem por equacgoes lineares, as chamadas equacoes linearizaveis. O Teorema de
Poincaré-Lyapunov, Teorema 12.6, pagina 737, trata exatamente de tais equagoes e possui muitos usos em Fisica.

e O Teorema de Poincaré-Lyapunov

O teorema a seguir é de central importancia na discussao de problemas de estabilidade em equagoes diferenciais
ordinérias e é atribuido a Poincaré®” e Lyapunov®®. Ele estabelece condicdes suficientes para que um ponto de equilibrio
de uma equacao linearizével seja exponencialmente estavel. O enunciado e a demonstracao que apresentamos sao baseados
nas de [559], com corregbes e melhorias.

Teorema 12.6 (Teorema de Poincaré-Lyapunov) Seja em R™ a norma euclidiana usual e denotemos também por
I - || a correspondente norma operatorial em Mat (R, n). Considere-se a o problema de valor inicial

i(t) = Az(t) + B(t)z(t) + g(t, z(t)) , z(tg) = zo € R™, (12.37)
para tg € R, onde x € R™, sob as sequintes hipoteses:

1. A € Mat (R, n) € uma matriz constante cujos autovalores todos possuam parte real negativa39.
2. B(t) € Mat (R, n) € uma familia de matrizes continuas em t € R com a propriedade adicional lim;_, || B(t)|| = 0.

3. A funcdo g : RxR"™ — R™ € continua em todo R x R™ e também Lipschitz-continua em relagdo a sequnda varidvel,
ou seja, existe uma constante k tal que para todos (t, y), (t, v) € R x R™ : wale ||g(t, y) — g(t, v)|| < kly —vl|.

4. Além disso, supomos que
e )| .
lim “——— = 0 uniformemente em t € R. (12.38)
lzli—0 ||
Entao, existem constantes 6o > 0, 8 > 0, suficientemente pequenas, e to = to(5) e p' > 0 tais que, se ||zo| < do/2
vale

el < Do (- 1)) . (12:39)

para todo t > tg. O

37 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

38 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).

39Uma matriz com essa propriedade é denominada matriz de estabilidade (em textos de Engenharia) ou matriz de Hurwitz. Adolf Hurwitz
(1859-1919).



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 6 de julho de 2025. Capitulo 12 738/3042

Comentdrios. A condigdo 4 indica que g ndo é de primeira ordem em z e que os termos de primera ordem da equagao diferencial em (12.37)
sao (A+ B(t))=.

Pela hipétese 4, g(t, 0) = 0 para todo ¢ e, portanto, z+ = 0 é um ponto de equilibrio da equagao diferencial &(t) = Axz(¢) + B(t)z(t) +
g(t, z(t)). &

Prova do Teorema 12.6. Iniciemos com alguns comentéarios e definigbes pertinentes.

e Definindo f(t, ) := (A+ B(t))z + g(t, ) a equagdo diferencial em (12.37) é @(t) = f(t, z(t)). Agora, Hf(t, x)—
fit, o) < (||A|| + ||B(t)||)|\x —yll + ||g(t, =) — g(t, y)||- Pelas hipdteses, By := sup,cg, |B(t)| < oo, e
Hg(t, x) — g(t, y)|| < k||l — y|| para todo t e todo x, y € R™ e, portanto,

17t @) = & )| < (1141 + Bo+k)llz =yl

Assim, f(t, x) é também Lipschitz-continua para todo ¢ e, assim, pelo Teorema 12.3, pdgina 734 (ou equivalente-
mente, pelo Teorema 26.6, pagina 1522) o problema de valor inicial (12.37) tem solugao global para todo tg e todo
Zo-

e Pela hipdtese de que os autovalores de A tenham todos parte real negativa, podemos afirmar (vide Proposigao

10.32, pagina 617) que existem constantes C' > 0 e p > 0 tais que ||eTA|| < Ce ™7 para todo 7 > 0.

e Pela hipdtese 2 sobre as matrizes B(t), existe para qualquer S > 0 um tg = to(8) grande o suficiente tal que
|B(t)|| < B para todo t > ty. Fixemos 8 adequadamente pequeno e tomemos ty = to(f), como acima.

e Pela hipdtese 4, g(0, t) = 0 para todo ¢ e, portanto, z(t) = 0 é solu¢ao de equagdo diferencial z(t) = Ax(t) +
B(t)z(t) + g(t, z(t)). Pelo fato de g(t, ) anular-se em = 0 e ser Lipschitz continua, temos que existem & > 0 e
v(60) > 0tal que ||g(s, @)| < v(6o)||z| sempre que ||z|| < Jo. Pela hipdtese 4, 7(do) pode ser escolhida independente
de t e de sorte a ser tdo pequena quanto se deseje fazendo dy pequeno.

e Tomemos dy > 0, a ser adequadamente escolhido, e definamos ¢ := min{do/2, do/(2C)}. Consideremos que a
condigdo inicial x(tg) = xg satisfaz ||zg|| < 6. Naturalmente, isso implica ||xo|| < do/2.

e Como z(t) é continua, certamente existe um intervalo [to, to + 7] com T > 0 tal que ||:c(t)H < 6y para todo
te [to, to +T].

Com esses comentérios e defini¢oes preliminares, passemos & demonstragdo propriamente dita. Tomemos t € [tg, to+
T]. Multiplicando-se (12.37) por e~(*~=*)4 obtemos

d
% (67(’57150)‘43;(15)) — e*(tfto)A (B(t)l‘(t) + g(u :L'(t)))
e integrando-se essa expressao no intervalo (to, ), com t € [tg, to + T, obtemos
t
e~ (=t Ag (1) — 2(ty) = / o—(s—t0)A (B(s)x(s) +g(s, x(s)))ds
to

ou seja, como xz(tg) = xo,

2(t) = e(t—tg)AxO+/t e(t—s)A(B(S)x(S)+g(s7 I(s)))d& (12.40)

to
Com isso, temos a estimativa em norma

Jo ] < et ool + [ =2 (Bl + s =) s, Wiz, (241

Como ja comentamos, pelas hipoteses existem constantes C' > 0 e p > 0 tais que ||eTA|| < Ce M7 para todo 7 > 0.
Com isso, obtemos de (12.41),

o] < Cemt ] + [ 0o =0 (|[B(s) (o)) + (s a(s) | )as

¢
< Ce M=t ||z | +/ Ce—H(t=s) (ﬁ“:p(s)” + Hg(s, :c(s))H)ds , Yt >t . (12.42)

to
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Como s € [tg, to + T, temos ||z(s)|| < dp. Com isso, a desigualdade (12.42) fica
t
lz()] < Ce = |zo || + C (B + v(do)) / e M a(s) | ds
to
vélida para todo t € [tg, to + T]. Deste modo, temos

t
I af0)] < Cllrol + (54 2(0) [ e a(s)] ds.

to

Assim, pelo Lema de Grénwall, Lema 26.3, pagina 1531, aplicado & funcao u(t) := e#(t=%0) || z(¢)|, tem-se

=) l2()|| < C||zo|| exp (C(ﬂ+’y(5o))(t*t0)) )
ou seja,
2@ < Cllaolexp ([C(8+10) —u]t—t0) . tElto to+T].

Como dissemos, a constante 3 pode ser escolhida tdo pequena quanto se queira (eventualmente implicando em um valor
maior para tp). Como também ji comentamos, a constante v(dp) também pode ser escolhida tdo pequena quanto se
deseje se tomarmos dy pequeno. Sob essas hipdteses, definindo u' 1= pu — C’(ﬁ + 7(50)) teremos p’ > 0. Assim, como
Cllzo]| < C§ < /2, temos

]
le@l < Fexp (= p(t—t0)),  telto, to+T].

Essa relagdo mostra que podemos escolher T' arbitrariamente grande e demonstra a relacao (12.39) para todo t > t,. W

e Alguns exemplos ilustrativos

Para ilustrar o uso do Teorema 12.6 vamos discutir alguns exemplos associados ao movimento unidimensional de um
ponto material de massa m = 1 sob potenciais conservativos e sob a acao também de uma forga dissipativa de atrito
viscoso. Vide Figura 12.2, pagina 740.

2
Exemplo 12.17 Caso do potencial harménico V(z) = %mQ, com wo > 0. Na equagdo do oscilador harménico amortecido
%(ﬁg:;) = A(zgg), com A = (f:j[;; 717), sendo wo > 0 e v > 0, os autovalores de A sdo A+ = —3 £ \/% — w? e ambos tém
parte real negativa. Verifique! Assim, pelo Teorema 12.6, o ponto () é um ponto de equilibrio exponencialmente estdvel para
quaquer condi¢do inicial, fato bem conhecido. ¢

2
Exemplo 12.18 No caso do oscilador anarménico amortecido o pétencial é V(z) = wTOxQ —+ %x‘l, com wg > 0ex > 0. A equagao

de movimento é & = —vi& — wix — kx>, ou seja, %(jgg) = A(jgg) + g(t, =(t)), com g(t, z) = (_ng ), e A como em Exemplo

12.17. Como g é ciibica em z, aplicam-se as condi¢des do Teorema 12.6 e temos que se a condigdo inicial (igg;) for suficientemente

préxima do ponto de equilibrio (§) a solugao se aproximard exponencialmente dele quando ¢ — co. Isso ocorre mesmo se k < 0,

. . w z . .
ou seja, quando o potencial V(z) = 70x2 + %x‘l é repulsivo para z grande o suficiente.

Esclarecendo melhor, se k > 0 (potencial atrativo; Figura 12.2, esquerda) o ponto () é um ponto de equilibrio exponencial

:Eg; ng; ) esteja

suficientemente préxima ao ponto de equilibrio () para que a solugdo se aproxime exponencialmente do mesmo. De outra forma,

para qualquer condigdo inicial ( ) Se k < 0 (Figura 12.2, centro), porém, é necessdrio que a condigdo inicial (

LAJ2 ’ . . . ~ . . . s
se ‘x(0)| > 4/ =% o carater repulsivo do potencial torna-se dominante com a evolugao do sistema e x(t) divergird para t — co. ¢

Exemplo 12.19 Uma outra situagio similar que também pode ser descrita sob a luz do Teorema 12.6 é o potencial de poco

duplo V(x) = ,%:ﬁ + %x‘l, com a >0 e k>0 (Figura 12.2, direita). O movimento na presenca de amortecimento é regido pela
equacio & = —yi+ax—rkax>. Os pontos de equilibrio séo . = ()exe = (i\o/%). Consideremos primeiramente x, = (+\0/§) (o

— o , g . s . ~ . .
tratamento do ponto . = ( Vs ) é andlogo). Fagamos a mudanga de varidveis y := © — \/% e escrevamos a equagao diferencial

do oscilador anarménico amortecido como § = —yy + « (y + \/g) — K (y + \/%)3, ou

§ = —v—20y+W(y), com W) = —ry’ —3Vkay.
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Verifique! Isso equivale ao sistema (com v(t) = y(t))

d
Z(U0) = A()) + ot y®), com A= (8.L) e gty = (why)-

a s . ~ 2 ~ . . .
E facil ver que os autovalores de A sdo Ay = —2 + /%~ — 2 e que ambos tém parte real negativa. Fora isso, é de se notar que

g é quadratico em y e, portanto, satisfaz as hipéteses do Teorema 12.6. Pelo mesmo teorema concluimos que x. = <\/o¥) é um
ponto de equilibrio exponencial do sistema, sendo alcangado assintoticamente no tempo se o ponto de partida for suficientemente

s . . ~ . — o
préximo a si. As mesmas conclusGes aplicam-se ao ponto z. = ( V' )

Consideremos, por fim, o ponto de equilibrio z. = (). A equagdao diferencial & = —y& + ax — kx> equivale ao sistema

d xT x
2(20) = A(zE) +olt ow) . com A= (2L) e gltia) = (L)

- . . . ~ /42 .
A fungéo g satisfaz os requerimentos do Teorema 12.6. Porém, os autovalores de A sdo A+ = —3 % 1/ - + «, ambos reais, sendo

que A— é negativo, mas Ay é positivo. Assim, o ponto z. = () nfo satisfaz as condigdes suficientes listadas no Teorema 12.6 e,

de fato, ndo é um ponto de equilibrio exponencialmente estdvel, ndo sendo sequer estavel. ¢

V() V) V()

/NN

N 2
Figura 12.2: A esquerda, o potencial do oscilador anarménico V(z) = WQ—O:UQ + %x‘l, com wy > 0e k> 0. Ao centro, o

2 N
potencial V(z) = UJQ—"IQ + gac‘l, com wy > 0 e k < 0. A direita, o potencial de pogo duplo V(z) = —%IQ + gac‘l, com
a>0er>0. Com a inclusdo da forma de atrito —y#, v > 0. O ponto (§) é um ponto de equilibrio exponencialmente

estével para os dois primeiros potenciais (para o segundo, a condigao inicial deve estar suficientemente préxima a (J)) e

um ponto de ponto de equilibrio instavel para o ultimo.

12.5 Equacoes Periédicas e o Teorema de Floquet

Sistemas lineares de equacoes diferenciais ordindrias com coeficientes periddicos, de um mesmo periodo 7', ocorrem na
descrigao de varios sistemas fisicos e problemas ligados a sua estabilidade sao também importantes.

Um exemplo muito estudado é a chamada equagdo de Hill'®, #(t) + ()\—I—P(t))ac(t) =0, com \ constante e P periddica,
que surge no tratamento perturbativo do problema de trés corpos (vide Segdo 48.3, pagina 2873). Para o trabalho original
de Hill, vide [248, 249, 250]. Um texto cldssico sobre a equacao de Hill é [350].

Outro exemplo importante especifico ¢ a chamada equagdo de Mathieu® i(t) + (X + pcos(t))z(t) = 0, com A e p
constantes, que surge, por exemplo, no tratamento por separacao de variaveis da equacao de ondas em uma membrana
eliptica (com uso de coordenadas elipticas). Para o trabalho original, vide [357].

A primeira observacdo importante a se fazer sobre tais equacoes lineares com coeficientes periédicos de periodo T
é que suas solugoes nao sao necessariamente peridédicas de periodo T', podendo eventualmente acontecer de nao serem
sequer periddicas! Um exemplo é a equagao &(t) + (1 + sen(t)):c(t) = 0, que 27m-periédica, mas cuja solugdo geral é

40George William Hill (1838-1914).
“1Emile-Léonard Mathieu (1835-1890).
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To exp ( —t + cos(t) — 1) (verifique!), com zy = x(0), constante, que ndo é periédica, ndo sendo sequer limitada em
R. Analogamente. a equagao diferencial @ (t) = cos(t)?z(t) tem por solugao geral z(t) = xoexp (t/2 + sen(2t)/4), com
xo = 2(0), constante (verifique!) que também néo é periddica ou limitada em R.

Felizmente, porém, a situagao geral pode ser completamente compreendida por meio de um teorema fundamental
devido a Floquet*?, de 1883 (para a referéncia original, vide [174]), que passamos a apresentar.

Teorema 12.7 (Teorema de Floquet) Para n € N, seja o problema de valor inicial X = At)X(t), com t € R,
X(t) € C™, A(t) € Mat (n, C) continua a periddica de periodo T > 0, com a condi¢io inicial X (0) = Xo € C™. Entao,
existem uma matriz constante E € Mat (n, C) e uma fun¢do R 3t — ®(t) € Mat (n, C) continuamente diferencidvel e
periddica de periodo T (ou seja, D(t) = ®(t + T') para todo t € R), satisfazendo também ®(0) = 1,,, tais que a solugdo
X (t) pode ser escrita na forma

X(t) = o)Xy,

para todo t € R. Com isso, X(T) satisfaz X(T) = CXo, onde a matriz C := T é denominada matriz de monodromia
e pode ser expressa em termos da série de Dyson convergente

o T rt1 tn_1
C = n+2/0 /O /O A(ty)A(ty) - A(ty) dbpdty_1 - dt; . (12.43)
n=1

Uma vez conhecida a matriz E, podemos obter ®(t) por meio da série de Dyson

o(t) = <1n+§:/0t /Otl---/otn1A(tl)A(tg)---A(tn)dtndtn_l---dt1> e P (12.44)

A matriz E deve satisfazer eT = C' com C dada em (12.43).

Um situagdo particularmente interessante se dd se A(t)A(t') = A(t')A(t) para todos t, t' € R. Nesse caso, por
(12.43) teremos

C = exp </OT A(T)dr (12.45)

e podemos tomar

E = —/TA(T)dT. (12.46)

Também nesse caso teremos,

B(t) = exp (/OtA(T)dT) Bt — exp </OtA(T)dT— %/jmm) — oxp (/Ot (A(T)—E)dr) . (1247

também por (12.44) e (12.46). O

Apds a demonstracao apresentaremos alguns comentdarios relevantes sobre o Teorema de Floquet, Teorema 12.7.

Prova do Teorema 12.7. Sabemos pela discussao da Secao 14.2, pagina 762, que a solucao geral do problema de valor inicial
considerado é dada por X (t) = D(t, 0)Xy, onde D(¢, 0), a chamada solu¢do fundamental, pode ser expressa pela série de
Dyson (14.10), pagina 765, que é convergente sob a hipétese de A(t) ser continua, sendo que valem X (t) = D(t, s)X(s)
para todos ¢, s € R (vide (14.23), pagina 771), sendo D(t, s) matrizes inversiveis que, em particular, satisfazem
D(t, s)~' = D(s, t) (vide (14.22), pdgina 771) e D(t, t) = 1,, para todo t € R.

Sabemos também que valem (relagoes (14.13) e (14.15), paginas 766 e 767, respectivamente) %D(t, 0) = A(t)D(t, 0)
e £D(0, t) = —D(0, t)A(t). Considere-se B(t) := D(0, t)D(t + T, 0). Teremos, pela regra de Leibniz,

%B(t) = —D(0, )A()D(t + T, 0) — D(0, t)A(t + T)D(t+ T, 0) = 0

42 Achille Marie Gaston Floquet (1847-1920).
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pois, por hipdtese, A(t + T') = A(t) para todo ¢t € R. Assim, B(t) = C, com C € Mat (n, C), constante. Portanto,
D(t+T,0) = D(t, 0)C VteR. (12.48)

Como C = D(0, t)D(t + T, 0) e ambos os fatores sdo matrizes inversiveis, concluimos que C é também inversivel.

A matriz C é denominada matriz de monodromia. Como C independe de ¢, vale, tomando-se t = 0, que C' = D(T, 0).
Assim, por (14.10), pdgina 765, podemos escrever

0 T t1 th—1
C = n+2/0 /O /O A(t))A(ts) - A(ty,) dtpdty,_y - dty .
n=1

No caso particular em que A(t)A(t') = A(t')A(t) para todos t, ' € R, vale por (14.51), pagina 784,

C = exp (/OT A(T)d’l') .

Isso justifica (12.45) e permite-nos, também nesse caso comutativo, tomar F como em (12.46).

Pela Proposigao 11.12, pagina 684, que é uma consequéncia do Teorema de Decomposicao de Jordan, Teorema 10.22,
pdgina 615, a exponencial de matrizes é sobrejetora enquanto aplicagdo de Mat (C, n) no conjunto GL(C, n) das matrizes

complexas inversiveis. Assim, existe ao menos uma matriz £ € Mat (C, n) tal que podemos escrever C = e?F e, assim,
para uma tal E, (12.48) escreve-se na forma
D({t+T,0) = D(t, 0T VteR. (12.49)
Defina-se agora
®(t) := D(t, 0)e F?, VteER. (12.50)

Observe-se que, segundo essa definicao, ®(0) = 1,,, pois D(0, 0) = 1,,. Por (12.49), vale para todo ¢ € R,

ot +T) "2 D+ T, 0)e BT 2D by ) ETe=B@+T) — pg)e= Bt 20 gy

o que mostra que ®(t) é periddica de periodo T. Vemos dessa forma que a solucao X (t) = D(¢, 0)X, do problema de
valor inicial considerado pode ser expressa na forma

X(t) = t)ef'Xy, teR,

com P periédica de periodo T'.
A relagao (12.44) decorre de (12.50) com o uso da série de Dyson (14.10), pagina 765.

A expressao para ® em (12.47) é vélida devido a (14.51), pdgina 784, no caso em que A(t)A(t') = A(t')A(t) para
todos t, t' € R e com uso de (12.46). Isso completa a demonstragao. |

e Comentarios sobre o Teorema de Floquet, Teorema 12.7

1. O Teorema de Floquet possui uma importante manifestacao na Mecanica Quantica, na forma do bem conhecido
Teorema de Bloch*?, um teorema fundamental no estudo do movimento de elétrons em redes cristalinas*. Vide,
e.g., [26, 301]. O Teorema de Floquet (de 1883) antecede temporalmente o Teorema de Bloch em cerca de 46
anos! Ha de se dizer, porém, que o Teorema de Bloch é enunciado para equagoes a derivadas parciais espacialmente
periddicas (a equagao de Schrédinger com potenciais periddicos), um contexto ligeiramente diferente da formulagao
original do Teorema de Floquet. Ainda assim, néo se justifica a quase auséncia de mencao ao trabalho pioneiro de
Floquet em textos de Mecanica Quantica e Fisica de Estado Sélido.

43Felix Bloch (1905-1983).
440 artigo original é Felix Bloch, “Uber die Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern”, Z. Physik 52, 555-600 (1929).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 6 de julho de 2025. Capitulo 12 743/3042

2. A matriz £ € Mat (n, C") foi escolhida de sorte que e7 = C. Observe-se, porém, que E' = E + z%k]l possui
a mesma propriedade para qualquer k € Z. Outros exemplos também sdo possiveis. Observe-se, porém, que ¥’(t)
dada por ®'(t) = D(t, O)e E't — @(t)e~"*7T" 6 também periédica de perfodo T e também satisfaz @ (0) = 1.
Assim, D(t, 0) = @' (t)e = ®(t)eP’. Vé-se, assim, que as matrizes E e ®(¢) do enunciado do Teorema de Floquet
ndo sao univocamente definidas.

3. Conforme j4 observamos em (14.29), pagina 773, os elementos de matriz de ¢! sio combinacoes lineares de
exponenciais de t vezes autovalores de E com coeficientes que sao polindmios em ¢ cujo grau é no maximo n — 1:

n

(etE)ab = chgb(t) et

k=1

onde A\; sdo os autovalores de F e c’;b(t) sao os mencionados polinémios. Os polinémios nao serao todos constantes
caso na decomposigao de Jordan de E (ou seja, a representacao de F na forma F = D + N, com N nilpotente e D
diagonalizdvel, sendo que DN = N D) tenhamos N # 0.

Como os autovalores de uma matriz nilpotente N sao todos nulos (Proposn;ao 10.31, pagina 611) existe ao menos
um vetor nao nulo Xo que é autovetor de N com autovalor nulo: N Xo = 0. Portanto eEth é uma combinagao
linear de exponenciais dos autovalores de E: e***. Se tivermos um desses vetores X, como condigao inicial, a solugao
D(t, O)XO serd uma combinacdo linear de funcdes periédicas de periodo T com fatores e+t. Caso os autovalores
Ak sejam imagindrios puros, cada termo serd uma fungao periédica com frequéncias =% 2rl L\, com | € Z.

Assim, o comportamento das solugoes depende crucialmente da natureza dos autovalores de E.

4. Como X (t) = ¢(t)eP' Xy e ¢ é periddica de periodo T com ¢(0) = 1,,, seque que para todo m € IN vale X (mT) =
ePmT Xy = C™X,. Com isso, extraimos facilmente os seguintes fatos:

12 Se ||C|| <1 o ponto X = 0 é um ponto de equilibrio exponencialmente estéavel*>, pois |C™|| < ||C||™ para
qualquer m € IN e qualquer matriz C.
22 Se ||IC|| = 1 temos ||[C™] < ||C||™ =1 e a situacdo é, em geral, inconclusiva. Se, porém, C for autoadjunta

ou normal?®, teremos [|[C™| = ||C||™ = 1 e podemos afirmar que o ponto X = 0 é um ponto de equilibrio
estavel segundo Lyapunov.

32 Se ||C]| > 1 ndo segue necessariamente que ||[C™| > 1. Por exemplo, se C' é nilpotente, ocorrerd que C™ =0
para todo m € IN grande o suficiente?”. Porém, se C for autoadjunta ou normal, vale, como comentamos,
[IC™] = ||C||™ para todo m € IN e, af sim, podemos concluir que o ponto X = 0 é um ponto de equilibrio
instével.

Os autovalores de E sao por vezes denominados exponentes de Floquet. As partes reais dos autovelores de F, ou
seja, dos exponentes de Floquet, sao denominadas exponentes de Lyapunov.

A transformacdo Y (£) = ®(¢)"1 X (¢) ¢ denominada transformagdo de Lyapunov. E evidente que Y (t) = ¢ZX, e
que Y satisfaz Y (t) = EY (). Vemos, portanto (e podemos aqui evocar o Teorema 12.6, pagina 737, aqui embora
isso seja desnecessdrio), que o ponto X = 0 é um ponto de equilibrio exponencialmente estdvel caso os autovalores
de E tenham todos parte real negativa, ou seja, caso os exponentes de Lyapunov sejam todos negativos. Se ao
menos um deles for positivo, X = 0 serd um ponto de equilibrio exponencialmente instavel. Se E for diagonalizavel
(por exemplo, se for autoadjunta ou normal) e os exponentes de Lyapunov forem todos nulos, a solugdo X (t) serd
quasi-periédica e o ponto X = 0 serd um ponto de equilibrio de Lyapunov.

5. Observe-se que, na tultima igualdade em (12.47), a diferenca A(7) — E é a diferenga entre A e seu valor médio.

6. Caso A seja uma matriz real ela é, ainda assim, um elemento de Mat (n, C) e, portanto, as conclusoes do Teorema
de Floquet ainda se aplicam. Pode ocorrem, porém, de a matriz E ser complexa.

7. O Teorema de Floquet guarda uma intima relagdo com a Teoria de Representacao de Grupos, ligada ao fato de
as representacoes irredutiveis complexas e de dimensao finita de grupos Abelianos (no caso, do grupo aditivo dos
reais) serem unidimensionais (Coroldrio 23.5, pagina 1346). Nao exploraremos esse ponto na versao corrente destas
Notas.

45Para uma classificacio de tipos de equilibrio, vide péagina 736.

46Se C for autoadjunta ou normal, vale ||[C™|| = ||C||™ para todo m € IN. Vide, por exemplo, Corolario 42.11, pagina 2422.

47A condigio de C ser nilpotente ndo é incompativel com a condicio ||C|| > 1. Por exemplo, a matriz C = (8 g) é nilpotente, pois C2 = 0,
mas C(9) = (2), mostrando que ||C|| > 2.
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¢ Exemplos

Os exemplos discutidos no inicio da corrente Secao podem ser revistos sob a luz das relagoes (12.44), (12.46) e (12.47).

Exemplo 12.20 Para a equacio @(t) + (1 + sen(t))z(t) = 0 temos T = 2w, A(t) = —(1 + sen(t)), como uma matriz 1 x 1.
Assim, E = = OQW A(r)dr = —1. Como fot A(r)dr = —t + cos(t) — 1, tem-se ®(t) = exp (cos(t) — 1). Portanto, a solugdo é
z(t) = ®(t)e” zo = exp (cos(t) — 1 — t)zo, coincidindo com o resultado anteriormente apresentado. Verifique!

A matriz de monodromia é C' = eT¥ = ¢72™. Como |C| < 1, 0 ponto z. = 0 é um ponto de equilibrio exponencialmente estével
para t — +00, 0 que também se vé da solugado obtida, pois claramente , liIJP z(t) = 0 exponecialmente répido. ¢
— o0

Exemplo 12.21 Para a equagdo @(t) = cos(t)’z(t) temos T = w e A(t) = cos(t)>. Assim, E = L [ A(T)dr = 1/2. Vale também
fot A(r)dr = 3t + %sen(2t) e, com isso, ®(t) = exp (sen(2t)/4). Logo, a solugio é z(t) = ®(t)e”'zo = exp (sen(2t)/4 +t/2),
coincidindo com o resultado anteriormente apresentado. Verifique!

A matriz de monodromia é C' = eTP = ¢™2. Como C é uma matriz autoadjunta (por ser real e 1 x 1) e |C| > 1, o ponto
z+ = 0 é um ponto de equilibrio instdvel para ¢ — 400, 0 que também se vé pela solugdo obtida, pois claramente z(t) diverge

quando t — +o0. ¢



