Capitulo 13

Alguns Métodos de Resolucao de Equacoes
Diferenciais Ordinarias
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problema de encontrar métodos de resolucao de equagoes diferenciais ordinarias tem cativado a imaginagao
e instigado a engenhosidade de geragoes de cientistas e matematicos. Embora muitas informacoes sobre o
comportamento de solucoes de equacgoes diferenciais ordinarias possam ser obtidas sem que solugoes explicitas
sejam conhecidas, o conhecimento de tais solugoes é muitas vezes desejavel, pois com ele o poder de previsao de teorias
e modelos torna-se evidentemente maior. Neste capitulo apresentaremos algumas das diversas situagoes felizes nas quais
métodos de resolugao de equagoes diferenciais ordindrias foram encontrados. Todos os métodos apresentados tém sua
validade e sua eficacia limitadas a certas classes de equagoes. No Capitulo 15, pagina 841, desenvolveremos com bastante
detalhe métodos de solugao de equagoes lineares baseados em expansoes, a saber, o método de expansao em séries
de poténcias e o método de Frobenius, vélidos para equagoes diferenciais lineares gozando de certas propriedades de
analiticidade. Com o propésito de centrar a discussao nos métodos de solugao, nao trataremos aqui de questoes relativas
a continuidade de solucoes em relagao a parametros e condicGes iniciais e ao dominio de validade de solugoes. Essas
questoes sao discutidas na Secao 12.3, pagina 728. Métodos iterativos, perturbativos ou numéricos também nao serao
discutidos neste capitulo. Dada a profusdo de métodos de solugao de equagdes diferenciais (uma ciéncia que se desenvolve
j& hé mais de trezentos anos!), nossa apresentagao serd, reconhecidamente, limitada. Para um texto introdutério sobre
equagoes diferenciais ordindrias centrado em métodos de solugao, vide [72].

13.1 Solucao de Equacoes Ordinarias Lineares de Primeira
Ordem

Equacgoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem sao particularmente interessantes pois, sob hipéteses simples,
é possivel apresentar solugoes gerais para as mesmas e de modo relativamente facil. Infelizmente a mesma facilidade nao
é encontrada para o caso das equacgoes diferenciais lineares de ordem dois ou maior. Considere-se a equacao diferencial
ordindria linear de primeira ordem

y(t) = a(t)y(t) + (1) , (13.1)

para fungoes a e b: R — C, continuas. Vamos mostrar como resolver uma tal equacao. Para tal, defina-se

() = exp (/Ota(r)dr) .

Multiplicando-se (13.1) por p(t)~! e usando o fato que p(t) = a(t)p(t), teremos

d

7 PO w®] = pO)7b(0)

745
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donde conclui-se que

y(t) = p(t) [y<o>+ / %d] = 00O+ [ (0w ) bs)ds (13.2)

Essa solucao pode ser obtida por outros meios. Vide (14.53), pdgina 784. Essa expressao representa a solugdo geral de
(13.1), a qual depende do valor de y(0), a ser especificado (condigao inicial).

E. 13.1 Ezercicio. A solug¢do (13.2) é da forma (12.10), pois p(t) é solu¢do da equacdo homogénea y(t) = a(t)y(t) enquanto que
p(t) fg b(s)p(s)~" ds é solugdo particular da equagdo nio-homogénea (13.1). Verifique essas afirmagdes. "

Naturalmente, para o cédlculo explicito de y é necessario calcular a integral fot a(T)dr que aparece na definigao de p,

assim como, numa segunda etapa, a integral fot b(s)p(s)~tds. Como essas fungoes sdo conhecidas, isso pode ser possivel,
em principio, mas nem sempre obtém-se férmulas explicitas para as mencionadas integrais. Ainda assim, (13.2) representa
a solucao completa do problema. Na pior das hipdteses as integrais mencionadas podem ser calculadas numericamente
de modo aproximado.

A solugao (13.2) de (13.1) pode ser reobtida com o método dos fatores integrantes, tal como descrito no Exemplo
13.3, pagina 755.

13.2 As Equacoes de Bernoulli e de Riccati

e A equacao de Bernoulli

Para a e b: R — C, ambas continuas, a equacao diferencial ordindria nao-linear homogénea de primeira ordem

§(t) +a(®)y(t) + b(t)y(t)* = 0 (13.3)

¢é denominada equacdo de Bernoulli'. Apesar desta equacio ser um dos representantes mais simples da classe das equacoes
diferenciais nao-lineares, a nao-linearidade da mesma nao acrescenta nenhuma barreira a sua solubilidade, pois a simples
substituicao y(¢) = 1/w(t) conduz & equagado

W(t) — alt)w(t) —b(t) = 0

que é linear e tem por solugao (vide acima)

w(t) = plt) (w(@) + b(s)p(s)! ds> ,

0

p(t) = exp < A t alr) dT) .

Portanto, a solucao geral da equagdo de Bernoulli (13.3) é

onde

y((t)) .
o) (14900 [ leiplo) " as)

0

yt) =

E interessante observar que essa solucao pode ser singular em um instante ¢’ caso tenhamos (0) J: U b(s)p(s)"tds = —1.

0

E. 13.2 Ezercicio. Determine a solucdo geral da equacdo de Bernoulli generalizada
y(t) +a(t)y(t) +b(t)y()" = 0,

n # 1. Sugestdo: Defina w por y(t) = w(t)ﬁ e proceda como acima. -

1 Jacob Bernoulli (1654-1705). Vide nota histérica & pagina 747.
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As equacoes de Bernoulli s2o um caso particular de uma classe maior de equagoes diferenciais ordindrias nao-lineares,
as chamadas equacgdes de Riccati generalizadas.

e A equacgao de Riccati generalizada

Para a, b e c: R — C, continuas, a equagao diferencial ordinaria nao-linear nao-homogénea de primeira ordem
y(t) + a()y(t) + by (t)* + c(t) = 0 (13.4)
¢é denominada equacao de Riccati? generalizada.

Ao contririo da equacdo de Bernoulli, a equagdo de Riccati generalizada ndo é, em geral, explicitamente soluvel.
Apenas em casos particulares hé solugoes mais ou menos explicitas para as mesmas, normalmente em termos de expansoes
em série, como expansoes em série de poténcias.

Apesar de sua nao-solubilidade genérica (em contraposi¢do com a equagdo de Bernoulli, que é também nao-linear
mas soluvel), é possivel obter a solugao geral de (13.4) se uma solugao particular sua for conhecida. De fato, se u é uma
solucdo particular conhecida de (13.4) entdo a solugao geral é da forma

y(t) = u(t) +o(t),

onde v obedece a equacao de Bernoulli
b(t) + [a(t) + 2b(t)u(t)]v(t) + b(t)v(t)* = 0.
E. 13.3 Ezercicio. Verifique isso, substituindo y = u + v em (13.4) e usando a hipéStese que u é solugio de (13.4). "

Assim, conhecida a fungao u, a solugdo geral da equagao de Riccati generalizada é

1
(o) (v + [ b s

onde wy = 1/(y(0) — u(0)), para y(0) # u(0), é uma constante e onde

y(t) = ult) +

Y

pi(t) = exp < /0 t [a(r) + 2b(7)u(7)] dT> _

E. 13.4 Ezxercicio. Complete os detalhes. "

Observemos que qualquer equagao diferencial ordindria linear homogénea de segunda ordem associa-se naturalmente
a uma equagao de Riccati generalizada. De fato, dada a equagao

W(t) + a(t)w(t) +b(t)w(t) = 0,
¢
com a e b: R — C continuas, o Ansatz w(t) = exp </ y(T)dT) conduz a
0

y(t) + a(t)y(t) +y(t)* +b(t) = 0,

que é uma equagao de Riccati generalizada.

E. 13.5 Ezxercicio. Complete os detalhes. "

e Nota histérica

A equagdo de Riccati generalizada deve seu nome ao matematico e conde veneziano Jacopo Francesco Riccati (1676
1754), que estudou a equacgao diferencial

y'(z) = a(y’(x)+2") , (13.5)

2 Jacopo Francesco Riccati (1676-1754).
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com « constante e n € IN, em monografia publicada em 1724 sem, no entanto, resolvé-la. A equacao
y'(z) = y(a) +a? (13.6)

fora previamente estudada por Johann Bernoulli (1667-1748) em trabalho de 1694, sem que este apresentasse solugao
para a mesma. Jacob Bernoulli (1654-1705), que honrou com seu nome a equagdo (13.3), resolvida por ele em 1696,
também estudara (13.6) e encontrara em 1703 uma solucdo para a mesma em termos de uma razao de série de poténcias,
que entdo expressou como uma série de poténcias simples. Somente em 1841 Joseph Liouville (1809-1882) demonstrou
que a solugdo de (13.6) ndo pode ser expressa em termos de fungoes elementares. Em notagdo moderna a solucao geral

de (13.6) ¢
22 x?
AJ_3/4 <3) + J3/4 (3)

y@) = @ = =<
J 14 o — AJyyy o

onde A é uma constante e J, sao fungoes de Bessel de primeiro tipo e ordem v.

Equagoes do tipo (13.5) sdo hoje denominadas simplesmente equagdes de Riccati. A associagdo do nome de Riccati
a tais equagoes (e nao dos nomes de Johann Bernoulli ou Jacob Bernoulli) é parcialmente devida ao fato de (13.5) ser
ligeiramente mais geral que (13.6) e as referéncias ao trabalho de Riccati feitas por outro Bernoulli, Daniel Bernoulli
(1700-1782), que estudou as equagoes (13.5) em trabalho datado de 1725. Daniel Bernoulli menciona que solugdes de
equagoes como (13.5) foram obtidas anteriormente por Johann Bernoulli, Nicolaus Bernoulli e Nicolaus Bernoulli II. A
desconsideracao de Daniel Bernoulli pela contribuicao prévia de seu tio Jacob Bernoulli deve-se talvez a rivalidade deste
com seu irmao Johann Bernoulli, pai de Daniel Bernoulli, mas talvez seja meramente consequéncia do fato de sua época
nao estar ainda preparada para aceitar solugoes de equagoes diferenciais em termos de séries infinitas. De fato, em seu
trabalho, Daniel Bernoulli preocupou-se em apontar casos em que (13.5) pode ser resolvida por séries finitas, a saber,
quando n é a forma —4m/(2m + 1), com m inteiro.

O método acima descrito de obter a solucao geral da equagao de Riccati generalizada a partir de uma solugao particular
¢ devido a Leonhard Euler (1707-1783) e publicado em 1764.

Para mais notas histéricas sobre as equagoes (13.5) e (13.6) e sua relacao com as fungoes de Bessel, vide por exemplo
[568], Capitulo I.

13.3 Integracao de Equacoes Separaveis

Entre as equagoes diferenciais de resolucao mais simples encontram-se as chamadas equacoes separaveis. Uma equacao
diferencial ordindria de primeira ordem é dita ser uma equacdo separdvel® se for da forma

y'(@) = f(2)g(y(x)), (13.7)
para fungoes f e g convenientes. Consideremos a condigao inicial y(xg) = yo para algum zg. Definindo,
v oq z
Ay) = /yo @ds e B(z) = /xo f(s)ds,
caso as integrais existam, teremos, caso y(z) satisfaga (13.7),

LAWE) = Ay) v @) = Y@ o  B@=/f@.

Logo, L A(y(z)) = B'(z) e, portanto, A(y(z)) = B(z) + ¢, ¢ sendo uma constante. Como B(zg) = 0, segue que

’ dx
c = A(yo) = 0 (caso y(xo) = yo) e, consequentemente, A(y(x)) = B(z). Se a fungdo A possuir uma inversa em algum
aberto em torno de yg, teremos

y(a) = A~ (B(a)) (13.8)

3H4 também uma nocio de equagio separavel na teoria das equacdes diferenciais parciais (vide Secdo 18.3, pagina 1005), mas trata-se de
outra coisa.
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como solugao de (13.7) (com a condi¢do inicial y(z¢) = yo) em um aberto em torno de xo.

E interessante notar que, pelo Teorema da Funcao Inversa?, A é inversivel em um aberto em torno de gy se A’ for

continua e A’(yo) # 0. Assim, a condigio —~— # 0 garante a existéncia da solugio y dada em (13.8) para uma vizinhanca

9(yo)
de xg.

Para o caso particular da equacao y’ = g(y(ac)), que ocorre em diversos problemas na Fisica, em particular, na
Mecanica, temos a solucao

y(z) = A7 (2 — =), com Aly) = /yﬁds,

supondo A inversivel em algum interbalo adequado, sendo ainda y(xg) = yo, como condigao inicial.

E. 13.6 Ezercicio. Determine a soluco de

/(x) _ 3z” — 52 —1
Yy - 1 + y2 ’
com y(0) = 0. o,
E. 13.7 Ezxercicio. Determine a solucdo de

, (1 + m2)

y(z) =
cos (y(z))

com y(0) = yo. Estude os varios casos. o,

13.4 O Método de Variacao de Constantes

Seja a equagao linear nao-homogénea
y'(x) +a(@)y () + b(z)y(z) = f(z), (13.9)

definida em um certo intervalo aberto I C R, com f continua por partes, e vamos supor que sejam conhecidas duas
solugoes independentes y; e y2 da equacgdo homogénea y”(x) + a(x)y’(x) + b(x)y(x) = 0. O método de variagio de
constantes consiste em determinar fungoes v e vy tais que a combinagao

Yo(z) = v1(@)y1(x) + va(2)y2(2) | (13.10)

seja solugdo da equagdo nado-homogénea (13.9). A denominagio do método como de “variagdo de constantes”, uma
contradigdo em termos, provém do fato de que, como é bem sabido, a solucao geral da equagdo homogénea é v1y1(z) +
vay2 () para vy e vo constantes.

Substituindo (13.10) em (13.9), e usando as hipéteses que y{ + ay; + byr = 0 e y} + ayh + bya = 0, obtém-se

!/
[viy1 + vhya| + alviys +vhya| + [Viy) +usys] = f. (13.11)
E. 13.8 Ezxercicio. Complete os detalhes que levam 2 (ltima express3o. o+

Para determinar as duas funcoes v; e vo é preciso acrescentar mais uma equacao diferencial envolvendo ambas as
fungoes. A escolha dessa equagdo extra é essencialmente arbitrdria, mas uma andlise de (13.11) mostra ser muito
conveniente impor a relagdo vjy1 + vhys = 0 pois a expressao viy; + vhys aparece nos dois primeiros termos. Com isso,
chegamos ao sistema de equagoes

Vi1 +vgys = 0,

iYL+ ey = f

4Vide Secdo 26.3, pagina 1525, ou qualquer bom livro de Célculo de funcgdes de vérias varidveis, por exemplo, [113, 341, 342].
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que sdo equagdes algébricas para v e vh, fornecendo

Y2 f yf
Ull = = / 7 ) ’Ué =+ 7 7 )
Y1Y2 — 192 Y1Y2 — 192
cujas solugoes sao

_ [ ya(s)f(s) o ic oolr) — + [ y1(s)f(s) o
n(e) = Jio HORG) — v T e *’JCO nEB6) - E@rE e T

sendo zp € I e c1, co duas constantes de integracdo. A expressdo Wy, 4, (z) = y1(2)y5(z) — y1(z)y2(z) é denominada
determinante Wronskiano® e nio se anula pois, por hipétese, y; e y2 sdo independentes. Assim, a solucio procurada
yo(2) = v1(x)y1 () + v2(2)y2(x) tem a forma

yol) : ) rs)as

[c1y1(2) + caya ()] +/ y1(8)y5(s) — yi(s)y2(s

x

’ (yl(S)yz(I) —y1(x)y2(s)

= [01?/1(36) + 62?/2(30)] + /l (y1(8)y2$y) —yy(;()x)yg(s)) f(s)ds ,

para um ponto xg € I arbitrario e constantes arbitrarias c; e co a serem fixadas por condigoes iniciais em zg. O estudante
deve observar que o termo [clyl () +cays (x)} da ultima expressao acima é uma solugao da equagao homogénea e o ultimo
é uma solugao particular da equacao nao-homogénea.

Uma observacao simples permite reescrever a tultima expressao de uma forma por vezes mais conveniente. Se a é
continua por partes, é facil constatar que

e (Wym(s) exp ( / a(r) dT))

[pﬂﬁ+a@mx@+wgm@ﬂm@>pﬂg+awmug+mgm@ﬂm@ﬂam<ﬁ

S

alr) dT> =0,

0

pois y1 e yo2 sao solugoes da equacao homogeénea. Com isso, concluimos que

Wyroa(s) = Wi, ya(ao) exp (—-jija(r)dr) |

Sempre podemos escolher as fungoes y; e y2 de forma que satisfacam y1(zg) = 1, y(z0) = 0, ya(zo) = 0, y4(zo) = 1.
Nesse caso Wy, 4, (xo) = 1 e concluimos que

x

%@):Bwﬂ@+@m@ﬂ+/

Zo

exp ([ atryar) (sn(shne) = (e (s)) 53 ds.

Com essas escolhas, é facil ver que y,(zg) = ¢1 e Y. (zo) = ca.

No Capitulo 14, pagina 761, o método de variacao de constantes serd reencontrado por outros caminhos e sera tratado
com mais generalidade, de modo a também incluir equacoes de ordem n e nao apenas de segunda ordem, como fizemos
acima.

13.5 O Método de Substituicao de Prifer

Esse elegante método aplica-se a solucao de certas equacoes diferenciais ordinarias e lineares e homogéneas de segunda

ordem da forma ,

(p@)y @) +a(@y@) = 0, (13.12)

5Conde Josef Hoéné de Wronski (1778-1853).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 6 de julho de 2025. Capitulo 13 751/3042

para x € [a, b] C R, sendo p continua e diferencidvel, p(z) > 0 e ¢ continua. O chamado método de substituicao de
Priifer® consiste em definir duas novas funcdes p e @ por

y(x) = p(x)sen(0(z)) ,  p(x)y'(z) = plx)cos (0(z)) (13.13)

e transformar o problema de resolver a equacao diferencial de segunda ordem para y no problema de resolver um sistema
de duas equagoes diferenciais de primeira ordem para p e 6. Como o leitor pode perceber, a mudanca acima pode ser
interpretada como a passagem a coordenadas polares no espago de fase bidimensional definido por (y(ac)7 p(z)y’ (ac))
Obtemos o sistema de equacoes para p e 6 da seguinte forma. Em primeiro lugar, observamos que diferenciando a equagao
do lado esquerdo de (13.13), tem-se

Y (z) = p'(z)sen(0(x)) + p(x) cos ((x))0 (z) .

Multiplicando-se por p e usando a equagao do lado direito de (13.13), obtemos

§/(@)p(x) sen(6(2)) + p(x)p(x) cos ((2))0'(x) = pla) cos (6(x)) -

Em segundo lugar, inserindo-se a equagdo do lado direito de (13.13) em (13.12), tem-se

p'(x) cos (0(z)) — p(z)sen(6(z)) 6 (z) = —q(z)p(z)sen(f(z)) .

Dessas duas tltimas igualdades podemos facilmente obter p’ e 6’:

0'(z) = q(gc)(sen(O(ac)))2 + ]%(cos (9(:0)))2 , (13.14)
J(x) = @ (ﬁ (z)> sen(26(x)) . (13.15)
E. 13.9 Ezercicio. Verifique! "

Esse é o sistema de equacoes procurado. Um aspecto notavel do mesmo é que a primeira equagao envolve apenas 6.
Se for possivel resolver essa equagao, obtendo a funcdo 6(x), a solucao da segunda equacao seria

) = e (5 [ (50— sentom)) ay) (13.16)

e, pela primeira equagdo de (13.13), terfamos a solugao

y(x) = pla)exp (% /: (ﬁ - q(y)) sen(20(y)) dy) sen(6(x)) -

Uma feliz situagao particular na qual a equagao para 6 pode ser resolvida facilmente é aquela na qual ﬁ = q(z),

em cujo caso ficamos com ¢ (x) = q(z), p'(x) = 0, ou seja,

0fe) = ofa)+ [ “dwdy, ) = pla).

Assim, terfamos pela primeira equacao de (13.13) a solugéo geral

y(z) = cisen </: Q(y)dy+02) ;

para duas constantes ¢; e ¢z (aqui, ¢1 = p(a) e c2 = 0(a)).

E. 13.10 Ezercicio. Resolva a equacio do oscilador harménico simples & + wgz = 0 usando o método acima. Sugestdo: reescreva
a equagdo tomando p(z) = wy ! e ¢(z) = wo. "

8Ernst Paul Heinz Priifer (1896-1934). A referéncia para trabalho de Priifer é H. Priifer, “Neue Herleitung der Sturm-Liouvilleschen
Reihenentwicklung stetiger Funktionen”. Math. Ann., 95, 499-518 (1926).
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E. 13.11 Ezercicio. Obtenha a solu¢io da equagio

a € R, em um intervalo (a, b). 3

e Zeros de solugoes

Outro aspecto interessante do método de substituicao de Priifer reside no fato de que com a representacao de Priifer
y(x) = p(x) sen (9(30)), pode-se realizar um estudo mais detalhado do zeros de y. Algumas propriedades desses zeros sao
relevantes para o estudo de solugoes de certas equagoes diferenciais de interesse.

Proposigao 13.1 Seja a equacdo diferencial

(rlw)y' @) +al)yz) = 0, (13.17)

para x € [a, b] C R, sendo p e q reais, p continua e diferencidvel, p(x) > 0 e q continua. Seja y uma solu¢ao nao-
identicamente nula dessa equagdo e y(z) = p(x)sen(6(z)) sua representagio de Prifer. Entdo, um ponto & € |a, b] € um
zero de y se e somente se () = nw para algum n € Z. Além disso, se y tem um zero em £ € [a, b] esse zero € simples.

O

Prova. Claro é que se 6(§) = nm, entao y(§) = p(f)sen(@({)) = 0. Reciprocamente, se y(§) = 0 entao, como p(§) > 0
(por (13.16)), segue que sen(@(f)) =0, o que 86 é possivel se §(§) = nr para algum n € Z.

Se € ¢ um zero de y, segue por (13.13) que y/(€) = p(€) cos (6(€)) /p(€) = (~1)"p(€)/p(€) provando que y'(€) # 0.
Isso estabelece que £ é um zero simples de y. |

13.6 O Método de Inversao

Esse método pode ser aplicado quando a solucao y de uma equacao diferencial ordinaria for uma funcao inversivel em
algum aberto do seu dominio de definicdo. A ideia é transformar a equacdo para y em uma equacdo para a inversa de 7,
que pode eventualmente ser de resolucao mais simples.

Se f é inversivel em um aberto A e f~! é sua inversa, entdo f(f_l(z)) = 2. Supondo ambas diferencidveis, a
regra da cadeia diz-nos que f'(f~1(z)) (f_l)l(z) = 1 e, portanto, f'(f~'(z)) = 1/(f_1)/(z). Diferenciando-se mais uma

3
vez tem-se f”(ffl(z)) = —(ffl)”(z)/ [(f’l)/(z)] . Prosseguindo assim, é possivel sucessivamente expressar todas as

derivadas de f em funcdo de derivadas de f~1.

Com essas relagoes, vemos que uma equagao diferencial de primeira ordem F (:c, y(z), v (:c)) = 0 transforma-se na
equacao

e assim analogamente para equagoes de ordem superior. Em alguns casos tais equagoes transformadas podem ser mais

faceis de resolver que a original e a solucdo y pode ser obtida — ao menos localmente — invertendo a solucao y—!.

Tlustraremos o método em dois exemplos.
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Exemplo 13.1 Seja a equagio diferencial de primeira ordem
1
@)+ @) o

onde a e b sdo duas fungdes continuas e a € R. Pela transformagio acima, essa equagdo equivale a

y'(z) =

(yfll),(z) T a@)y () +1b(z) ) seja,  (y7)'(2) = a(x)y" (&) + (=) (v ()"

que se trata de uma equacio de Bernoulli generalizada para y~'. A solugdo de equacdes de Bernoulli foi apresentada na Secdo
13.2, pagina 746. ¢

3

Exemplo 13.2 Considere a equacio de segunda ordem y"”(z) + zy(z)(y'(z))” = 0. Pela transformacdo acima, essa equagio
1

equivale a
_M +y 7/@) = 0 ou seja, (y_l)”(z) — Zy_l(z) =0,

3 _I(Z)Z 1
[(y—l)/(z)] ((y )

que se trata da equacdo de Airy para y~!. A solucdo da equacdo de Airy pode ser obtida pelo método de expansdo em série de
poténcias. Vide Secdo 15.1.4, pagina 849. ¢

13.7 Solucao de Equacoes Exatas e o Método dos Fatores
Integrantes

e Equacgoes exatas de primeira ordem

Seja D C R? um dominio aberto e simplesmente conexo e sejam definidas em D duas funcoes diferencidveis A; (1, x2)
e As(x1, x2). A equagao diferencial

A (2, (@) + As (2, y(@))y' (@) = 0 (13.18)
é dita ser uma equacdo exrata se
0A 0A
%21(11, T3) — %12(11, 23) = 0 (13.19)

para todo (x1, x2) € D. Uma equagdo exata pode ser resolvida em termos de uma equagao implicita pelo método que
segue.

A condicao (13.19) diz-nos que o campo bidimensional A= (A1, Ag) éirrotacional. Como D é simplesmente conexo,
A pode ser escrito como o gradiente de uma fungdo U. Essa situagdo é andloga ao que ocorre na Mecanica Cléssica
quando se lida com forgas conservativas, as quais podem ser expressas como o gradiente de um potencial.

De fato, sejam (a, b), (z1, x2) € D e seja C uma curva diferencidvel orientada de (a, b) a (z1, x2) inteiramente
contida em D: C = {(wi(s), wa(s)) € D, s € [0, 1]}, onde as fungdes w;(s) e wa(s) sdo continuas e diferencidveis e
satisfazem (w1(0), w2(0)) = (a, b), (wi(1), wa(1)) = (z1, x2). Defina-se a fungdo U : D — R como sendo a integral de
linha do campo A ao longo de C' do ponto (a, b) ao ponto (x1, x2):

(w1, x2) (w1, x2)
U(l‘l, IQ) = / A(’Iﬁ) did = / (A1 ('Ll)l, w2) d'LU1 + AQ('LUl, wg) d’w2)
(a,b) C (a,b) C
! dw dw
= / <A1 (w1 (s), wg(s))d—1 + Az (w1 (s), wa(s)) —2) ds . (13.20)
0 S ds

Como D é simplesmente conexa, o Teorema de Green e a condigdo (13.19) implicam que essa integral ndo depende da
particular curva C' adotada, mas apenas dos pontos extremos (a, b) e (z1, x2). Pela defini¢do de U é imediato que

oUu oU
a—xl(xl, x9) = Ai(z1, z2) e a—m(xl, x9) = Ag(x1, 2) (13.21)
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em todo D. Assim, a equagao (13.18) pode ser escrita como

oU oU Lo .
s (@ 0@) + 5 (@ y(@)y' () = 0. ousefa,

d
%U@’ y(z)) = 0.
Dessa forma, concluimos que a solucéo da equacao (13.18) é a solugao da equagdo implicita

U(x7 y(I)) = UO ;

caso essa exista. Aqui Uy é uma constante. Se estivermos interessados na condigao inicial y(z¢) = yo, para (zo, yo) € D,
teremos Uy = U(xg, yo). Pelo Teorema da Funcao Implicita?, a equagio U(x, y(x)) = U(xo, yo) terd uma solucio

y(z) em uma vizinhanca de zo satisfazendo y(xo) = yo se U for continua e diferencidvel em torno de (zo, yo) e se

g—z[é(:ﬂ(), yo) # 0, ou seja, se Aa(zo, yo) # 0.

E. 13.12 FEzercicio. Mostre que a equacio diferencial
(3m2 —y(z)® - 7) — (ey(x) +2zy(z) + 1)y’ (z) = 0

é exata e mostre que suas soluges sio solucdes da equacdo implicita y(z) — y(x)? + e¥®) 4 71 — 2% = constante. o+

e Método dos fatores integrantes

Dada uma equacao diferencial como
Bi(z, y(z)) + Bz(w, y(x))y'(z) = 0, (13.22)

com Bi(z1, ) e Ba(z1, x2) definidas em um dominio D C R?2, aberto e simplesmente conexo, nem sempre ocorre de a
.o~ .1~ OB 5B . ps , T ~
condicao de exatidao Sa (1, x2)— ETn (:{31, x2) = 0 ser satllsfelta. Em f:mlguns casos, porém, ao mult1phcarmos~ a equagao
(13.22) por uma fator w(z, y(x)) convenientemente escolhido, a equacdo pode transformar-se em uma equagio exata, a
qual pode, entao, ser resolvida pelo método descrito acima. Um tal w, se existir, serd denominado fator integrante da

equagao (13.22).

Definindo A;(z1, z2) := w(z1, x2)Bi(x1, z2) e As(x1, x2) = w(x1, x2)Ba(x1, x2), desejamos determinar quais
fungbes w tornam vdlida a condigdo (13.19), ou seja, desejamos determinar a solucdo w da equacgao diferencial parcial
linear de primeira ordem

) ) OB OB
By (1, xg)a—;;(:cl, 23) — Bo(1, zz)a—;(zl, 22) + w(x1, 22) <%21(zl, z3) — %12(11, xg)) =0. (13.23)

Resolver essa equacao pode nao ser possivel, ou pode ser uma tarefa ainda mais dificil que resolver a equacao original
(13.22) por outros meios. Em certos casos ela pode ser resolvida pelo método das caracteristicas, do qual falaremos
adiante, mas héd duas situagoes especiais que tornam a solugao simples:

_ @(z T2) — @(z x2) | = a(x1), uma funcdo apenas da varidvel x
Ba(t1, 72) \ Oza 1, 22 071 1, T2) | = 1) G p 1
Nesse caso, (13.23) fica

Bl(lL'l, l‘g) &u

Ow
By (1, xg)a—xg(xl’ z2) — a—xl(zl’ T2) + w(r1, ¥2)a(21) = 0.

Escolhendo w(x1, x2) = w(x1), uma funcdo apenas da varidvel x;, essa equagao simplifica-se para

W'(r1) —w(x)a(z) = 0,

w(z1) = cexp (+ / a(g)dg)

sendo a e c arbitrdrios (sem perda, podemos escolher ¢ = 1).

cuja solugao é

"Vide Secio 26.3, pagina 1525, ou qualquer bom livro de Célculo de funcdes de vérias varidveis, por exemplo, [113, 341, 342].
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1 0B 0B
II. m (8721(301, x2) — 8712(301, xg)) = B(x2), uma funcdo apenas da varidvel xo.
Nesse caso, (13.23) fica
ow Bsy(z1, x2) 0w
_ZE\my e) T =0.
s (z1, 2) Br(zy, 72) 0m1 (z1, z2) + w(T1, 22)B(22)

Escolhendo w(x1, x2) = w(xs2), uma funcdo apenas da varidvel xo, essa equagao simplifica-se para

w'(z2) + w()B(w2) = 0,

w(z2) = dexp ( / mﬂ(&)dé)

sendo b e d arbitrarios (sem perda, podemos escolher d = 1).

cuja solugao é

Exemplo 13.3 Revisitando a equagao (13.1) e reencontrando sua solugdo (13.2).

A equagdo y'(z) + a(z)y(z) = b(z) pode ser escrita na forma (13.22) com Bi(z1, x2) = a(z1)z2 — b(z1) e Ba(z1, z2) = 1.

: 1 2B 9By _ s : :
Tem-se aqui que B (—1(:101, x2) — e (z1, x2)) = a(z1) e vale, portanto, a condigdo do item I, acima, sendo o fator

Oxo
w(er) = exp ( / a(f)df)

Av(z1, 72) = exp (/ a(g)dg) (a(@)ez —b(z1)) A, @2) = exp </ a(g)dg) .

Uter, a2) = waesp ([ o) - [ e (/ :a@)df) dx

integrante dado por

com xo arbitrdario. Assim,

Com

constata-se que

Ai(z1, 72) = g—gl(iﬂh 2) e As(w, 1) = g—mUQ(l?h T2) -
E. 13.13 Ezercicio. Obtenha U calculando a integral em (13.20) para alguma curva C' conveniente. o+

Pelo que vimos, a solugdo da equagao diferencial satisfaz a equagio implicita U(z, y(x)) = Uy, sendo Uy uma constante. Para
uma condicao inicial y(zo) = yo, tem-se Uy = U(zo, yo) = Yo € a equacdo implicita U(x, y(z)) = yo fica

y(x) exp (/ﬂ: a(f)df) */x: b(x) exp (/9: a(&)df) dx = Yo,
y(@) = exp (7 / a(f)df) [yw / :b(x) exp ( / :a(f)df) dx} ,

que é precisamente a solu¢ao dada em (13.2), como facilmente se constata. ¢

cuja solugao é

e Equacgoes exatas de ordem n

Veremos agora como as ideias acima podem ser generalizadas para equagoes de ordem n.

Seja F(z, xg, 21, ..., T,) uma funcdo de n + 2 varidveis que define uma equacio diferencial ordindria de ordem n:

F(z, y(@), y' @), ..., y"(@) = 0. (13.24)
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Essa equacdo é dita ser uma equagdo diferencial exata se existir uma funcdo diferencidvel U(z, zo, 21, ..., Tp—1) de
n + 1 variaveis tal que

F(l‘, To, L1y -« xn) -
ou
%(l’, Toy, L1y -« xn71)+mla—mo(ma To, L1y ---y xn71)++mnm(xv Lo, T1y -y xnfl)ﬂ (1325)
n—

entdo a equagao (13.24) torna-se

ou
(@ 9@), v @), oy @) +y @) (o v v @)y @)
ou
(n) / (n—1) _
oty @) g (o @), (@), @) = 0,
ou seja, U(:c, y(x), y'(x), ..., y("*l)(x)) = 0 e, portanto, vale
U(, y(@), y'@, ... y" V@) = Vo, (13.26)

onde Uy é uma constante, fixada pelos n “valores iniciais” y(xo), ¥'(x0), ..., y" 1 (20), para algum ponto xq: Uy =

U (0. y(ao), y'(a0), .., 4"V (a0).

A expressao (13.26) é uma nova equagao diferencial para y, mas de ordem no maximo igual a n — 1. Assim, toda
equacao exata de ordem n pode ser transformada em uma equacao de ordem menor, a qual poderd eventualmente ser
resolvida por algum dos métodos disponiveis.

Claro é por (13.25) que a equagdo (13.24) é da forma

Ay (m, y(z), ¥'(z), ..., y(”_l)(x)) + Ay (m, y(z), ¥'(x), ..., y("_l)(x)> y™M(z) =0, (13.27)
onde
Ai(z, xo, T1, -..y Tp—1) = %(m, Loy, Ty + o ey xn,1)+x18—$0(x, XOy T1y vy Tpe1) (13.28)
+otz —U(m Zo, T Tp—1)
n—1 0xn_2 y L0y L1y cvey In—1),
ou
As(x, o, T1, -..y Tp_1) = (z, o, T1, -y Tn_1) - (13.29)
O0rp_1

As expressoes (13.27)-(13.29) generalizam (13.18)-(13.21), do caso de equagbes exatas de ordem n = 1. Naquele
caso sabiamos que a relagao (13.19) é necessiria e suficiente (caso D seja simplesmente conexo) para garantir exatidao,
ou seja, a existéncia de uma fungao U com as propriedades desejadas. No caso m > 1, infelizmente nao ha modo
simples de expressar as condigbes necessdrias e suficientes para que A; e Az tenham a forma dada em (13.28) e (13.29),
respectivamente.

Exemplo 13.4 Seja V diferencidvel e f = —V’. A equagao diferencial de segunda ordem my” () — f(y(z)) = 0 néo é exata, mas
multiplicando-a por y’(z), ficamos com y’(x) (my”(m) - f(y(x))) = 0, que pode ser escrita como F(z, y(z), y'(z), y"(z)) =0

para F(z, zo, 1, T2) = o1 (mmg — f(mo)) e para essa F, podemos encontrar uma func¢ao U(z, xo, 1) tal que a condigdo de
exatiddo (13.25) é satisfeita. De fato, essa fungdo é U(z, mo, 1) = Zai + V(zo) (verifique!). A nova equagdo (13.26) fica nesse

caso .
5(y/($))2+V(y(m’)) = Up = constante.
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O estudante pode reconhecer nisso a equagdo da conservagdo da energia em uma dimensdo. Podemos entdo, localmente, escrever

y'(z) = £1/2(Uo — V(y(x))), cuja solugio, apés integragio, ¢ obtida invertendo localmente

v - i/L
\/ % (Uo — V(y))

+ constante.

¢

E. 13.14 Exercicio. Use o procedimento descrito acima para resolver a equagdo do oscilador harménico simples my” (x) + ky(z) = 0,
m>0,k>0 o

13.8 Solucoes das Equacoes de D’Alembert-Lagrange e Clai-
raut

Uma equacao diferencial de primeira ordem da forma

zA(y (2)) + B(y'(x)) —y(x) = 0, (13.30)

com A e B continuas e diferencidveis, é denominada equacdo de D’Alembert®, ou equacdo de Lagrange’. No caso em que
A(z) = z, a equacao é conhecida como equacdo de Clairaut'?:

2y () — y(a) + By (@) = 0. (13.31)
Diferenciando a equagao (13.30) em relagao a z, obtém-se
AW @) + (24' (@) + B'(y @) )y (@) = ¢/ (&) = 0.
Definindo v(z) = y/'(x), isso diz que

A(v(z)) —v(z) + (acA'(v(ac)) + B'(U(m)))v'(m) =0. (13.32)

No que segue apresentaremos solugbes das equagoes acima, comegando com a equagao de Clairaut (13.31) e depois
tratando da equacdo de D’Alembert-Lagrange (13.30).

e Solugoes da equagao de Clairaut. A solugao singular

No caso em que A(z) = z (equagdo de Clairaut) a equagao (13.32) reduz-se a
(x —i—B'(v(x)))v'(ac) ~ 0. (13.33)
H4 duas formas de satisfazer essa equagdo: a. impondo v'(x) = 0 ou, b. impondo = + B’(U(m)) =0.

a. Impondo-se v'(x) = 0, tem-se y(z) = cox + ¢1, com ¢y e ¢1 constantes. Essas constantes, porém, nao sao indepen-
dentes, pois (13.31) tem de ser satisfeita. Inserindo y(z) = cox + ¢; em (13.31) obtém-se ¢; = B(cp). Assim, uma
solugao de (13.31) é

yi(z) = ni(z, o) = cor+ Blco) ,

que depende de um parametro livre cg.

8Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783).
9 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
10 Alexis Claude Clairaut (1713-1765).



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 6 de julho de 2025. Capitulo 13 758/3042

b. Aqui impomos z + B'(v(z)) = 0, obtendo localmente v(z) = (B’)fl(f:n). Lembramos, porém, que (13.31) impoe
x

uma relagdo entre y e v: y(z) = zv(x) + B(v(z)). Assim, uma segunda solugao de (13.31) é dada (localmente) por
() = z(B) ' (~2) + B((B’)*l(fx)) :

O fato notével sobre a solu¢do y2 é que a mesma nao depende de nenhum paradmetro livre (que poderia ser fixado,
eventualmente, por uma condicdo inicial). Solucdes desse tipo sdo denominadas solucdes singulares'! de equacdes dife-
renciais. Tecnicamente, a defini¢ao de solugao singular é a seguinte. Uma solugao ys de uma equacao diferencial ordinéria
de primeira ordem ¢é dita ser uma solucdo singular se for tangente a cada solucao geral y, dessa equagao, ou seja, se
para cada = no dominio de definicdo da equac@o houver uma solucao geral y, (que pode variar com o ponto z) tal que

Ys(x) = yg(x) e yi(z) = yy(2).

E. 13.15 Ezercicio. Mostre que a solugdo y2(z) = x(B/)_l(f:v) + B((B’)_l(fx)) é tangente as solu¢des y1(z) = cox + B(co).
Sugestdo: use o fato (e prove-o!) que z(B') '(—z) + B((B/)fl(—m)) ¢ uma primitiva de (B') ' (—x). *

Geometricamente, uma solugao singular pode ser visualizada da seguinte forma. Desenha-se no plano (x, y) a familia
de todas as curvas (z, y4(z)), ¢ € R, para todas as solugdes gerais y,. A solugdo singular corresponde & curva envoltoria
dessa familia de curvas.

A equagao de Clairaut, com sua solugao singular, foi resolvida por esse autor em 1734.

Uma terceira solugdo de (13.32) poderia ser obtida procedendo de modo ligeiramente distinto do que foi feito na
segunda solucdo. Resolvendo localmente em v a equagdo x + B'(v(z)) = 0, obtém-se v(z) = (B’)_l(—x). Como

v(x) = y'(x), obtém-se aparentemente uma terceira solucao por integragao: ys(z) = C(x) + ¢z, ¢z sendo uma constante e
C(z) sendo uma primitiva de (B’) _1(—30), ou seja, tal que C’(z) = (B')  (—z). Essa solugao aparenta ter um parametro
livre e aparenta ser distinta da solucao y», mas isso nao é verdade. E preciso ainda impor que y3 satisfaga (13.31), ou
seja, devemos impor que

I(B')_l(—ac) —C(z) —co+ B((B')_l(—ac)) =0.
(O leitor deve observar que :E(B’)il(fx) + B((B’)fl(f:r)) ¢ também uma primitiva de (B’)fl(f:r), pois
= (o) () 0) ) = @) o)

como facilmente se verifica). Dai, devemos ter co = —C(x) + (I(B')_l(—ac) + B((B')_l(—x)>) e, portanto, ys(z) =

2(B)) H(~x) + B((B')‘1

(—x)), que coincide com a solugao ys.

Exemplo 13.5 Considere a equagao de Clairaut
zy'(z) —y(2) + (4 (=)

Nesse caso, B(z) = 2%, B'(z) = 2z e (B')_l(w) = w/2. Assim, as duas solugdes encontradas acima sado yi1(x) = yi(x, co) =
cox + (00)2 e y2(x) = —x? /4, como facilmente se constata. ¢

>=o0. (13.34)

E. 13.16 Ezercicio. Verifique que as solucdes yi(x, co) e y2(z) dadas no exemplo acima sdo de fato solu¢des de (13.34). Mostre

explicitamente que y2(z) = —2%/4 é uma solugdo singular no sentido da definicdo dada acima, ou seja, para todo z existe co tal que
y2(z) = y1(z, co) e yo(x) = yi(x, co). Desenhe varias das curvas (z, y1(z, o)), = € R, para varios valores de co € R e visualize a
curva envoltéria dessa familia de curvas, a qual corresponderd a curva (:v, yg(x)), x € R, da solugdo singular. "

E. 13.17 Ezercicio. Determine as solucdes y1 e y2 da equacdo de Clairaut
4

ay'(z) —y(z) + (v (z))” = 0,

e resolva as mesmas questdes propostas no Exercicio E. 13.16. o,

11 A palavra “singular” é aqui sinénimo de “distinta”, “sui generis’. Trata-se de uma nomenclatura infeliz, pois o a expressdo “singular” é
usada com vérios outros significados na literatura das equagdes diferenciais.
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e Solugoes da equagao de D’Alembert-Lagrange

Daqui por diante suporemos que A(z) # z. Como veremos, a equagao (13.32) pode ser resolvida com o uso do método
dos fatores integrantes para obter uma equagao exata e depois resolvé-la como tal. Assim como (13.30), a equagao (13.32)
é uma equacao de primeira ordem, mas a dependéncia em v’ é muito mais simples. Em verdade, identificando

By (z, v(z)) = A(v(z)) — v(=) e By (z, v(z)) = zA'(v(z)) + B (v(z)) ,

ou seja, para,

B4 ($1, IQ) = A($2) — T e B> (Il, IQ) = IlAI(IQ) + Bl($2) s
a equacao (13.32) tem a forma (13.22). A condicdo de exatidao (13.19) ndo ¢ satisfeita (verifique!) e desejamos saber se
um fator integrante pode ser encontrado. E facil ver que nesse caso

1 < 0B, 0B> 1

B (s 0 )~ o #9) =~ = )

uma funcao apenas da variavel 5. Vale, assim, o caso II da pagina 755, e o fator integrante é

w(zs) = exp </b ﬁdg) .

Assim, definindo

Ai(er, 12) = w(en)Bu(er, w2) = (A(ra) — 22) oxp (/b ﬁdg) ,

As(m1, 2) = w(x2)Ba(w1, 13) = ($1AI($2) +B'(ac2)) exp (/:2 ﬁdf) ,

a equagdo A (z, v(z)) + A2 (z, v(z))v'(z) = 0, obtida multiplicando (13.32) por w(v(z)), é exata. E facil verificar que
nesse caso

Uler, 22) = 21 (A(z2) — 22) oxp (/b ﬁdg) + /b B'(x) exp (/bx ﬁd&) dy . (13.35)

E. 13.18 Exzxercicio. Prove issol *

Assim, a solugdo para (13.32) é dada por U(ac, U(ac)) = ¢p, ¢p sendo uma constante. Agora, para a obtencao das
solugoes desejadas de (13.30) ha dois procedimentos:

a. Observa-se que a equacao (13.30) pode ser lida como zA(v(z)) + B(v(z)) = y(z), que relaciona v e y. Ao menos
em principio, podemos resolver essa equagao para v e obter v(x) = I(:c, y(:c)) Inserindo isso em U(:c, v(:c)) = ¢y,
obtemos U(:L', I(x, y(:c))) = ¢p. Essa equagao pode ser, ao menos em principio, resolvida em y para fornecer uma
solucdo yi(x), dependente de um pardmetro livre ¢g.

b. Resolve-se localmente a equacao U(:c, v(:c)) = ¢¢ para v, obtendo-se v(x) = H(z, cy) para alguma funcao H.
Observa-se que a equacao (13.30) pode ser lida como y(x) = zA (v(:c)) +B(v(:c)), que fornece y se v é dado. Assim,
ya(z) = :L'A(H(:L’, co)) + B(H(:L’, co)) é uma segunda solugao de (13.30). E de se notar que a solucio y» depende
de um parametro livre cg.

Um terceiro procedimento seria resolver localmente a equacao U(Jc7 v(x)) = ¢p para v, obtendo v(x) = H(x, ¢p) para
alguma funcao H, donde se extrai ys3(z) = [ H(z, co)dz + c¢1, ¢1 sendo uma nova constante. Para que se tenha uma
solucéo de (13.30) é preciso inserir essa solu¢do naquela equagao, o que implica ys(z) = acA(H(ac, co)) + B(H(x, co)),
mostrando que essa terceira solucao é idéntica a ys.
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Exemplo 13.6 A equagéo diferencial (2z+ 1)y’ (x) — y(z) = 0 pode ser facilmente resolvida por integragao, fornecendo a solugao
yo(z) = kv2x + 1, k sendo uma constante. Para ilustrar o método de solugdo desenvolvido acima, escrevemos essa equagao
diferencial na forma de uma equagdo de D’Alembert-Lagrange:

22y’ (z) —y(z) +y'(z) = 0. (13.36)

Aqui temos A(z) = 2z, B(z) = 2, B’(z) = 1. Para a fungao U tem-se por (13.35) (tomamos aqui b = 1 sem perda de generalidade)

U(z1, z2) = x172€Xp (flz2 %d{) + [ exp (flx édﬁ) dx = mas+ [[Pxdx = (z1+3)23 — 5. A equagdo Uz, v(z)) = co

fica, entdo, (2x 4+ 1)v(x)? = ¢} (com cj = 2co + 1). Assim, v(z) = + 2:3_1. Assim, H(z, 06) +
ya2(z) = :I:\/m , que coincide em forma com a solug@o yo.

Para a solugdo y1 comecamos por notar que (13.36) diz-nos que y(z) = (2z + 1)v(z) e, portanto, v(z) = I(m y(z)) =

%H e a solugao y2 fica

y(z)/(2z + 1). A equagéo U(x7 I(x,y(x))) = ¢ fica y(x)?/(22 + 1) — 1 = co, cuja solugio é yi(z) = ++/chH(2x + 1), também
idéntica em forma & solucdo yo. O fato de as solugdes y1 e y2 coincidirem decorre de (13.36) ser uma equagao linear, apresentando
apenas uma solugdo, dependente de um parametro (vide Segdo 13.1, pagina 745). ¢

Exemplo 13.7 Considere a equagao diferencial

[e% 3
2y’ (z) —y(@) - 3 (V'(@)" = 0, (13.37)
a # 0 sendo uma constante. Essa é uma equagao de D’Alembert-Lagrange com A(z) = 2z, B(z) = —%23, B'(z) = —az®. Para a

fungdo U tem-se, por (13.35) (tomamos aqui b = 1, sem perda de generalidade),

o 1 T2 5 X 1 5 T2 3 2 o 4
U(z1, z2) = zix2€Xp Ed{ —a X~ exp Ed{ dx = 15 —« X dx = 1wy — Z(QS’Q — 1) .
1 1 1 1

A equagdo Uz, v(z)) = co fica v(z)* — Zv(z)* — ¢f = 0 (com ¢ = —22 — 1) cujas quatro solugdes sdo

22
vx—:t\/Qx \/ cp)

Por (13.37), y(z) = v(z) (22 — Sv(z)?) e, assim, obtém-se quatro solugdes

p(z) = + <4§ + (_To‘ 4“"2 ) \/23” | (13.38)

CMQ

sendo que os dois dltimos sinais + devem ser escolhidos iguais.

Para obter as solugdes y1 é preciso primeiro resolver em v a equagao de terceiro grau y(z) = 2zv(z) — %v(m)?’. Para solugGes

de equagoes de terceiro grau, vide, por exemplo, [511]. ¢

E. 13.19 Ezercicio. Verifique que (13.38) é, de fato, uma solu¢io de (13.37). o,



