Capitulo 15

Solucoes de Equacoes Diferenciais Ordinarias
Lineares no Plano Complexo
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regulares ou com pontos singulares regulares.

@ RATAREMOS no presente capitulo de apresentar solugoes de equagoes diferenciais ordindrias lineares e homogéneas,
)/

Estudaremos tanto casos gerais (com razodvel detalhe) quanto equagoes particulares de interesse em Fisica.

Em um certo sentido, o presente capitulo da continuidade ao Capitulo 14, mas dele sé utilizaremos os Teoremas 14.3
e 14.4, das paginas 756 e 760, respectivamente. Esses teoremas fundamentais sao as justificativas dos métodos de solucao

Por simplicidade, e para atender ao interesse de problemas

fisicos, trataremos apenas de equagoes de segunda ordem mas, em esséncia, tudo o que faremos facilmente se
generaliza para equagoes de ordem superior. Nossa abordagem estara centrada no chamado método de expansao em
série de poténcias (para equagdes regulares) e no método de Frobenius (para equagoes com singularidades regulares).

que empregaremos.

Comentamos ainda que trataremos as equacoes diferenciais como equagées no plano complexo ainda que, na Fisica,
o interesse tipicamente resida em equacoes na reta real pois, como discutimos no Capitulo 14, a natureza das solugoes e
a justificativa dos métodos de solugao sao melhor entendidas quando abandonamos as limitagoes da reta real de modo a

explorar a estrutura analitica das equagoes e suas solugoes.
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Por vezes, omitiremos detalhes de célculos e o estudante é convidado a completé-los como exercicio. Apesar de alguns
desses célculos omitidos serem reconhecidamente entediantes (ndo sé os omitidos, alids), o estudante é recomendado fazé-
los a0 menos uma vez durante sua existéncia terrena, pois nao é possivel apoderar-se do conhecimento aqui desenvolvido
apenas por meio de leitura passiva.

O tratamento que faremos de solugoes de equagoes gerais é bastante detalhado, um tanto mais do que o por vezes
encontrado na literatura. Os resultados gerais estao resumidos nos Teoremas 15.1 e 15.2, adiante. O tratamento de
certas equagoes particulares de interesse em Fisica (como as de Legendre, Hermite, Airy, Tchebychev, Bessel e Laguerre)
é razoavelmente completo e varias propriedades especiais das solugoes, tais como relacoes de ortogonalidade, relagoes de
recorréncia, férmulas do tipo de Rodrigues, representagoes integrais etc. (todas importantes na resolugéo de problemas de
Fisica) sdo discutidas com detalhe no Capitulo 16, pagina 856. Uma omissao é um estudo detalhado do comportamento
assintético de certas solugoes. Esperamos que futuramente essa lacuna possa ser completada.

Exemplos selecionados de problemas de Fisica onde algumas das equagoes particulares que discutimos se apresentam
(e a consequente resolucao desses problemas) poderéo ser encontrados no Capitulo 43, pdgina 2400, ao qual remetemos os
estudantes interessados em adquirir um pouco de motivagao. A leitura daquele capitulo requer um conhecimento parcial
das solucoes das equagoes diferenciais e suas propriedades, de modo que o estudante deverd alternar sua leitura com a
do material que a precede nos Capitulos 15 e 16.

Todas as equacoes particulares tratadas, suas solugoes e propriedades dessas solugoes, sao amplamente discutidas na
vasta literatura pertinente e a ela remetemos os estudantes interessados. Vide, por exemplo, [413], [521], [296], [20], [510],
[97], [228], [229], [55], [102], [103], [149], [454], [223], [215]. Para uma abordagem da teoria das funcoes especiais sob o
ponto de vista de teoria de grupos, vide [502].

15.1 Solucoes em Séries de Poténcias para Equacoes Regula-
res

Vamos na presente secao ilustrar o Teorema 14.3 da pagina 756 estudando a solugao por série de poténcias de algumas
equagoes diferenciais ordindrias, homogéneas de segunda ordem e regulares de interesse (especialmente em Fisica). Boa
parte dos métodos apresentados nos exemplos aplicam-se a equagoes de ordem maior que dois, mas nao trataremos de
tais generalizagoes aqui pois elas pouco apresentam de especial e seu interesse na Fisica é reduzido.

Na Secao 15.2, pagina 808, ilustraremos o Teorema 14.4, pagina 760, tratando de forma semelhante varias equagoes
singulares regulares de interesse pelo método de Frobenius.

Conforme demonstramos em paginas anteriores (Teorema 14.3, pdgina 756), se a equagao diferencial linear homogénea
de segunda ordem
y"'(z) +a(2)y'(2) + b(2)y(z) = 0 (15.1)

for tal que os coeficientes a(z) e b(z) sdo fungdes analiticas de z em torno de um ponto zg, entdo suas solugoes serao
igualmente analiticas em torno desse ponto e poderemos procurar resolvé-la em termos de séries de poténcia centradas

em zp:
o

y(z) = Z en(z —20)" . (15.2)
n=0
O chamado método de série de poténcias consiste precisamente em inserir o Ansatz (15.2) na equagao (15.1) e determinar
recursivamente os coeficientes ¢,. Pelas conclusoes obtidas anteriormente, resumidas no Teorema 14.3 da pagina 756, a
solucéo obtida deve ser convergente pelo menos no maior disco aberto centrado em zp no qual ambas as fungdes a(z) e
b(z) sejam também analiticas.

Tlustraremos a aplicagao desse método na resolugao da equagao do oscilador harmonico simples e nas equacoes de
Legendre, Hermite, Airy e Tchebychev, todas equacbes de interesse em Fisica. Ao final discutiremos a solucao do
problema geral.
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15.1.1 A Equacao do Oscilador Harmonico Simples

Por razoes pedagégicas, vamos comegar discutindo uma equacgao diferencial bastante simples e familiar. Seja a bem-
conhecida equacao do oscilador harmonico simples

y"(2) +wiy(z) = 0, (15.3)

onde wp é uma constante. Nesse caso a(z) = 0 e b(z = w?, ambas analiticas em toda parte. Procuremos entdo uma
~ o0 .
solugdo da forma y(z) = 3207 ¢,2" (com zp = 0). E fécil ver que

[o ] o0 o0
= chnz”_l = chnzn_l non+l Z(n-i- 1)Cn+12n,
n=0 n=1 n=0
ou seja,
(o)
y'(z) = Z(n—i— ent12" (15.4)
n=0
Z n(n+1)epy12" Z n(n + epyr2" ! "2 Z(n +1)(n +2)cng22",
n=0 n=1 n=0
ou seja,
(o)
1 n
y'(z) = Z(n + 1)(n+2)cpp22" . (15.5)
n=0

Inserindo-se (15.4) e (15.5) em (15.3), obtem-se
Z[ n+ 1)( n+2)cn+2+wocn z2"=0.

Como essa tltima relagao supostamente vale para todo z, tem-se forgosamente que os fatores entre colchetes sao todos
nulos (por que?):

2
—w§

it DT (156)

(n+1)(n+2)cpia +wicn, = 0, ou seja, Cnt2 =

para todo n > 0. A solucao dessa iltima equagao recursiva é

(=1)*wg" _ (=D)Puwg
B R A

Cor = C1 .

com k > 0. Essas expressoes relacionam todos os coeficientes ¢,, com os dois primeiros coeficientes, ¢y € cy.
Inserindo isso na expressio y(z) = Y. cn2", tem-se

o

y(z) = ZC%Z +202k+122k+1 _ COZ Z 2k+10 L2k+1

k=
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=
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= ¢gcos(woz) + a sen(wpz) .
Wo
Na tltima passagem pudemos identificar as duas séries de poténcias com as séries de Taylor (em torno de 0) das fungoes
seno e cosseno. Notemos que em problemas menos simples, como os que encontraremos adiante, nem sempre serd possivel
identificar as séries resultantes com as séries de Taylor de fungoes previamente conhecidas, o que nos conduzira a definicao
de novas funcoes, as chamadas func¢oes especiais.
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E de se notar que a solucdo final, y(z) = co cos(woz) + o sen(wpz), é analitica em toda a parte como fungao de z, o
que j4 era esperado do fato de as fungoes a(z) e b(z) serem fungoes analiticas em toda parte (duas constantes).

Obtivemos, assim, a bem-conhecida solucao do oscilador harmonico simples em termos de uma combinagao linear das
funcgoes seno e cosseno. Os coeficientes ¢y e ¢; podem ser determinados se mais condigoes forem impostas a solugao. Por
exemplo, se impusermos “condicdes iniciais” y(0) = yo e y'(0) = vg, obtemos ¢y = yo € ¢1 = vp.

15.1.2 A Equacao de Legendre

A equacgao diferencial
(1= 22)y"(2) = 229/(2) + A + Dy(z) = 0 (15.7)

é denominada equacdo de Legendre' de ordem? A. Em principio, adotamos A € C, arbitrario, mas na maioria das
aplicagoes em Fisica apenas valores especiais de A sao considerados, a saber, A é tomado um inteiro nao-negativo.

A equacao de Legendre e uma parente proxima, a equacao de Legendre associada, tratada na Segao 15.3.1, pagina
841, surgem em varios problemas de Fisica, do Eletromagnetismo & Mecanica Quantica. Tipicamente ambas surgem
quando da resolucao da equagao de Helmholtz pelo método de separacgao de varidveis em coordenadas esféricas em trés
dimensoes. Vide Capitulo 43, pagina 2400.

A equagao de Legendre acima pode ser posta na forma padrao (15.1) com

—22 AA+1)
alz) = —= e b(z) = —2 .

(2) = 0 (2) T
Claramente, ambas as fungoes sao analiticas em um disco de raio 1 centrado em zg = 0. E, portanto, legitimo procurarmos
solugoes na forma y(z) = >~ ¢,2" (com zg = 0). Tais solugdes serdo analiticas pelo menos no disco de raio 1 centrado
em zg = 0.

Inserindo-se (15.4)-(15.5) em (15.7), obtem-se

(o) (o) (o) (o)
Z(n +1)(n+2)cpp22" — Z(n + 1)(n 4 2)cnpo2™ T -2 Z(n + Denr1z" T AN+ 1) Z ez = 0. (15.8)
n=0 n=0 n=0 n=0
I 1
E f4cil ver que
o0 o0 o0
I=Y (n+1)n+2)cns2"? "2 3 (n-Dnez” = Y (n—ney2" (15.9)
n=0 n=2 n=0

onde, na penultima igualdade, fizemos a mudanca de varidveis n — n — 2 e, na ultima, acrescentamos os termos com
n=0en =1 por estes serem nulos. Analogamente,

I = Z(n+1)cn+1z"+1 nond chnz” = chnz”, (15.10)
n=0 n=1 n=0

onde, na pentltima igualdade, fizemos a mudanga de varidveis n — n — 1 e, na tltima, acrescentamos o termo com n = 0
por este ser nulo. Assim, (15.8) fica

o0 o0 o0 (o)
Z(n + 1) (n+2)cpq22" — Z(n —Dnepz™ =2 Z nepz” + A+ 1) Z cn?" = 0,
n=0 n=0 n=0 n=0

ou seja,

i (n+1)(n+2)cnia — ((n —Dn+2n— A+ 1))%] 2= 0.
n=0

! Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
2Aqui a palavra “ordem” nao deve ser confundida com a ordem da equacéo diferencial, que é dois.
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Como (n — 1)n + 2n = n(n + 1), obtemos o seguinte conjunto de equagoes
(n+1)(n+2)cpsn — (n(nJr 1) — AA+ 1))cn =0, VYn>0.

Essas expressoes fornecem as seguintes equagoes recursivas para os coeficientes c,:

nn+1)—AA+1)
c = Cn , VYn>0. 15.11
e (n+1)(n+2) " = (15.11)
De maneira andloga ao que ocorre no caso do oscilador harménico simples (vide eq. (15.6)), podemos expressar todos os
coeficientes ¢, com n par em termos de ¢y e todos os coeficientes ¢, com n impar em termos de c¢;. Mais precisamente,

tem-se
k—1 —
1 A+1 AAX+1)
% = T g 2020 +1) = A(A + 1) 1:[[ 21+1)] o
k—1 —
B 1 A+1)
okt = mlz (20 +1)(21+2) = A(A +1) 11 [ —2z+1(2z+2)] cr .

Para )\ € C genérico concluimos que a solucao geral da equagao de Legendre é da forma

y(z) = oy (2) + ey (z)

onde
0 ) ng k—1
) = ZW H<21(21+1)>\(>\+1)> (15.12)
k=0 " 1=0

o 2k+1 kol

W) = Z ST 1:[<21+1)(21+2) A(A+1)> (15.13)

Conforme comentamos, sabemos a priori que ambas as séries acima convergem para |z| < 1. O que ocorre caso |z| = 17
Isso é respondido na seguinte proposigao, cuja demonstragdo encontra-se no Apéndice 15.A, pagina 847 (vide também
[413] para uma outra prova semelhante):

Proposicao 15.1 Caso A € R nao seja um inteiro nao-negativo par, a série em (15.12) diverge em z = £1. Caso A € R
nao seja um inteiro positivo impar, a série em (15.13) diverge em z = £1.

Essa proposi¢ao ensina-nos que as solugoes (15.12) e (15.13) da equagdo de Legendre serdo divergentes em z = +1
caso A nao seja um inteiro nao-negativo e isso para qualquer escolha de ¢y e ¢; nao-nulos. Em aplicagoes, porém, é muito

importante ter-se solugoes finitas no intervalo fechado real [—1, 1] de valores de z. A tnica esperanga que resta reside
0) 4

na situagao na qual A é um inteiro nao-negativo e, de fato, podemos verificar que em tal caso y,

que yf\ ) ¢ finita se \ for f impar.

é finita se A for par e

e Os polinémios de Legendre

Contemplando a expressao (15.12) facilmente constata-se que no caso em que A = 2n, um inteiro ndo-negativo par,
tem-se

YR =
Yon (2) = kz:; ) g<2l(21+1)2n(2n+1)> :

que é um polinémio de grau 2n em z.

Analogamente, contemplando a expressao (15.13) facilmente se constata que no caso em que A = 2n + 1, um inteiro
positivo impar, tem-se

no 2kl Rl

y2n+1 Z 2k + 1) H( 20+1)(20+2) - (2n+1)(2n+2)> :
k:O
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que é um polinémio de grau 2n + 1 em z.

Assim, vemos que no caso de A ser um inteiro nao-negativo a equagao de Legendre tem uma solugao finita em toda
a parte, a saber, o polinémio coyégl) (z), caso A\ = 2n, par, ou o polinémio clyé}m)“(z), caso A = 2n + 1, impar. Definimos,
entao,

m/2 o k-1

coyl9(z) = ¢ Z % H <21(2l +1)—m(m+ 1)), m par

k=0 =0

(m—1)/2 5 2k+1 k—1

W) — A
vy (z) = e ) (2k + 1)! 11
k=0 =0

((21 +1)(20+2) —m(m + 1))7 m {mpar

E claro pela definicao acima que P,, é um polinémio de grau m e o coeficiente do monémio de maior grau, z"™, vale

m/2—1

1
o H <21(2l +1)—m(m+ 1)), para m par

=0

(m—3)/2
) H <(2l +1)(204+2) —m(m+ 1)), para m {mpar.

1=0
Por razoes histéricas, convenciona-se escolher ¢y e ¢; de modo que o coeficiente do mondémio de maior grau de P, seja
igual a % Como facilmente se constata apds alguns cédlculos entediantes, isso conduz a seguinte expressao para os
polinémios Py, (z):

Lm/2]
—1)*(2m — 2a)!
Po(z) = o (=D di ;) — LM (15.14)
prt (m —a)! (m — 2a)! a!
onde |m/2| é o maior inteiro menor ou igual a m/2; ou seja,
%, mpar,
VnJ —
5| =
mT_l, m {mpar.
A prova de (15.14) pode ser encontrada no Apéndice 15.B, pdgina 848.
E. 15.1 Ezercicio. Tente provar (15.14) sem ler o Apéndice 15.B. o,

A expressao (15.14) define os assim denominados polinémios de Legendre de grau m, cada qual é solugdo da equacao
de Legendre de ordem m
(1= 2%)y"(2) = 22y'(2) + m(m + 1)y(z) = 0,

com m inteiro nao-negativo. Como comentamos, essa equacao possui, para cada m inteiro nao-negativo, uma segunda
solugao que é, porém, divergente para z — +1.

Os quatro primeiros polinomios de Legendre sao

1 3 3 5 .
PQ(Z)Zl, Pl(Z)ZZ, PQ(Z):—§+§ZQ, P3(Z):—§Z+§ZS,

como facilmente se vé pela definicao acima.

Os polindmios de Legendre possuem varias propriedades importantes, tais como relacoes de ortogonalidade, férmulas
de recorréncia etc., as quais serao discutidas na Secao 16.2.1, pagina 868. Também remetemos o estudante a literatura
pertinente supracitada. A Figura 15.1, pdgina 799, exibe o grafico dos primeiros polinémios de Legendre no intervalo
-1, 1].
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Figura 15.1: Os polindémios de Legendre Py a P4 no intervalo [—1, 1].

15.1.3 A Equacao de Hermite

A equacgao diferencial
y"(2) = 22/(2) + My(2) = 0, (15.15)

com \ € C é denominada equacio de Hermite®. Essa equacdo é famosa por surgir em um problema bésico da Mecanica
Quaéntica, a saber, o problema do oscilador harmoénico unidimensional. Vide Secao 43.7, pagina 2465. A relacdo de
(15.15) com a equacgao hipergeométrica confluente é exibida na Sec¢do 15.2.8, pagina 838.

Comparando & forma padrao (15.1), constatamos que aqui
a(z) = =2z e b(z) = \.

Ambas essas fungoes sdo analiticas em todo o plano complexo e, pelo Teorema 14.3 da pédgina 756, assim serdo as solugoes
da equacao de Hermite, sendo que podemos encontra-las por meio de uma expansao em série de poténcias em torno de

20 =0: y(z) = Y0 g cnz™
Inserindo-se (15.4)-(15.5) em (15.15), obtem-se

o0 o0 o0
n+1)(n+2)c,422" —2 n+ Depr12™ T4 cpz” = 0. 15.16
+ +
n=0 n=0 n=0

11

A soma IT pode ser escrita como em (15.10) e, assim, (15.16) fica

o0 o0 o0
Z(n + 1) (n+2)cpq22" —2 Z nep 2+ A Z cp2™ =0,
n=0 n=0 n=0

3Charles Hermite (1822-1901).
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ou seja,

Z[(n+1)(n+2)cn+2+(A—Zn)cn 2" =0,

0
para todo z € C, o que implica (n + 1)(n + 2)cpt2 + (A — 2n) ¢, = 0, Vn > 0. Disso concluimos que

2n — A
= — VYn>0. 15.17
Cn+2 (n+ 1)(n+2) Cn n = ( )

Assim como no caso do oscilador harménico simples e no caso da equacao de Legendre, os coeficientes ¢,, com n par séo
proporcionais a cg e os coeficientes ¢,, com n impar sdo proporcionais a c¢;. Mais precisamente, tem-se

A A
€2 = —5C0, Cok = —Cp 20! 1;[(4l_)\)5 k>2,
k
_ _9_ > 1.
Coni1 2k+1'llj[141 2 k>1

Desta forma, chegamos a seguinte solugao geral da equagao de Hermite:

y(z) = ey (2) + ey (2)

onde
A o 2k k=1 o L 2k+1 K

Oy — 1 A2 z _ M) 9

Conforme comentamos, o Teorema 14 3 da pédgina 756 garante-nos que ambas as séries acima convergem absolutamente
para todo z € C, fazendo de yA e y)\ fun(;oes inteiras de z.

e Os polinémios de Hermite

Vamos agora passar a definicao dos chamados polinomios de Hermite. Nestas notas usamos a chamada “definicao
fisica” dos polinémios de Hermite. H& uma outra convencao, usada especialmente na Teoria das Probabilidades, que
difere da definicao usada em Fisica por um reescalonamento. O leitor deve, por isso, ter cuidado ao comparar nossas
expressoes com outras usadas em textos da Teoria das Probabilidades.

No caso em que z é restrita a ser uma varidvel real, chamémo-la x, é possivel demonstrar que se A for real e as
séries acima forem infinitas, entdo ambas comportam-se, para |z| grande, como fungdes que crescem mais rapido que
exp(x?/2). Isso é provado no Apéndice 15.C, pagina 850, e, por outros meios, em [296] ou em [289]. No contexto da
Mecénica Quéntica esse fato é indesejado, pois conduz a fungdes de onda que ndo sdo de quadrado integrével (vide
Secgao 43.7, pagina 2465). Assim, interessa-nos investigar sob quais circunstancias as séries acima podem ser reduzidas a
polinémios.

Como vemos facilmente por (15.17), isso se d4 apenas quando A for um niimero inteiro ndo-negativo e par: A = 2m,

comm =0, 1, 2, ... etc. De fato, se A = 2m, com m =0, 1, 2, ... etc., a expressao (15.17) diz-nos que 0 = ¢yp42 =
(0)

. A , 1 [
Cm+4 = Cm+46 = -+ etc. Assim, caso m for par, y,~ serd um polinémio de ordem m e caso m for impar, y, ~ serd um

polindmio de ordem m.

Defina-se, assim,

m

(—2)’”/2 (m — 1)!!] yéo) (z), param par,

Hp(z) = (15.18)

—(=2)m+1/2 (m!!)] yé}%(z), para m impar,



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 15 801/2825

ou seja,
2m Tk Rl
(_2)m/2 (m _ 1)” 1_ 7 22 _ QmZ (2k)| H(4Z — 2m) , Ppara m par,
k=2 =1
Hp(z) = (15.19)
N L2kl K
—(=2)m /2 (1) | 2 + Z ET D H (4l=2(m+1))|, param impar.
=1
De maneira compacta, podemos escrever isso da seguinte forma
Lm/2J )k '
= L o (1520

A demonstragdo pode ser encontrada no Apéndice 15.D, pagina 851.

E. 15.2 Ezercicio. Tente mostrar isso sem ler o Apéndice 15.D. o,

As fungdes H,,(z) sdo polindmios de grau m e sdo denominados polinémios de Hermite. Os fatores (—2)™/2 (m — 1)!!
e —(—2)(m+1)/ 2 (m!!) provém de uma convencio histérica sobre a normalizacio dos polindmios de Hermite. Os quatro
primeiros sao

Ho(z) = 1,  Hyi(z) = 22,  Ha(z) = —2+42%,  H3(z) = —12z+82°

como facilmente se vé pela definicao acima.

Cada polinomio de Hermite H,, é solucao da equagao de Hermite
y"(2) = 22/ (2) + 2my(z) = 0,

com m inteiro positivo. Como mencionamos, essa equacao possui ainda uma segunda solucao que, embora finita para
todo z € C, cresce muito rapidamente quando z é real e |z| — 00, 0 que elimina seu interesse no contexto da Mecénica
Quéntica (especificamente, no problema do oscilador harménico).

Os polinémios de Hermite possuem varias propriedades importantes, tais como relacoes de ortogonalidade, férmulas
de recorréncia etc., que serao discutidas na Secao 16.2.3, pagina 884. Também remetemos o estudante a literatura
pertinente supracitada.

15.1.4 A Equacao de Airy

A equacéo diferencial
y'(2) —zy(z) = 0

¢é denominada equacdo de Airy*. Essa equacdo surge em varios contextos, como por exemplo no estudo da propagacao de
ondas eletromagnéticas em meios com indice de refracao variavel, no estudo da reflexao de ondas de radio na atmosfera
e, de especial importancia, na Mecanica Quantica, mais especificamente, na equacao de Schrodinger de uma particula
que se move em uma dimensdo sob um potencial que cresce linearmente com a posigao (i.e., sob uma forga constante).
Na Segao 43.5.3, pagina 2459, tratamos com detalhe de um outro problema fisico onde ocorre a equagao de Airy, a saber,
o problema de determinar os modos de vibragao de uma corda nao-homogénea cuja densidade varia linearmente com a
posigao.

Comparando & forma padrao (15.1), constatamos que aqui a(z) = 0 e b(z) = —z. Ambas essas fungbes sao analiticas
em todo o plano complexo e, pelo Teorema 14.3 da pagina 756, assim serdo as solucoes da equagdo de Airy, sendo que
podemos encontri-las por meio de uma expansao em série de poténcias em torno de zg = 0: y(z) = ZZOZO 2.

4George Biddell Airy (1801-1892). A equagdo de Airy surgiu originalmente em seus estudos sobre a Teoria do Arco-Iris. Vide também
“On the diffraction of an object-glass with circular aperture”, G. B. Airy, in Transactions of the Cambridge Philosophical Society (1835).
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Inserindo-se (15.5) em (15.15), obtem-se

oo

Z(n—i— 1)(n+2)cpp22" chz =0. (15.21)
n=0
1

A expressao I11 pode ser escrita como

o0 o0
I = E en2™ = E Cn12"
n=0 n=1

pela mudanca n — n — 1. Assim, a equagao de Airy diz-nos que

oo

Z(n—i—l)(n—i—Z Cnt22" ch 12" =0,

n=0
ou seja,

o0
2co + Z [(n +1)(n+2)cni2 — cn_l} Z" =0.

n=1

Com isso, devemos ter

cs =0, (n+1)(n+2)cns2—cn—1 =0, Vn>1.
ou seja,
Cn

co = 0, c = Yn>0. 15.22

? T+ 2)(n +3) (15:22)
O conjunto de coeficientes {c,, n =0, 1, 2, ...} é a unido dos seguintes trés conjuntos disjuntos:

{C3k, k:(), 1, 2, } = {Co, C3, Cg, C9, }
{C3k+1, k:(), 1, 2, } = {Cl, C4, C7, C10, }
{C3k+27 k’ = 07 1, 2, .. } = {627 C5, C8, C11, - - }

As relagoes de recorréncia de (15.22) implicam que os coeficientes do primeiro conjunto acima sdo proporcionais a cg,
que os coeficientes do segundo conjunto acima sao proporcionais a ¢; e que os coeficientes do terceiro conjunto acima sao
proporcionais a c¢o. Porém, como ¢y = 0, concluimos que os coeficientes do terceiro conjunto sao todos nulos. Logo,

oo oo
_ 3k 3k+1
= E C3k% +E C3k+1% .
k=0 k=0

As relagoes de recorréncia de (15.22) dizem-nos que

1 1

Gk S SEEE—Dm 0 O T SpaErnm @ ¢ ke =0

para todo k > 0. Assim, a solucdo geral da equacdo de Airy é

li 53k i S3k+1
y(z) = < I m| T kgl n (15.23)
£ 3R KL (3K — DI £ 3K (3K + DI
Como 3kk! = (3k)!!! (por qué?), podemos reescrever isso como
o0 3k oo 3k+1
u(z) = < lz GONEE—Dn| ~ @ Z (3K)I (3% + 1)
k= 0
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e As fungoes de Airy de primeiro e de segundo tipo

H4 ainda uma outra maneira de reescrever (15.23), a saber, usando as identidades

k 2 k 4
Bk -1 = % , Bk+ 1D = % , (15.24)
sendo, para x > 0,
[(z) := /000 ettt at (15.25)
a bem conhecida Func¢do Gama de Fuler, a qual satisfaz
Nx+1) = 2I'(z) . (15.26)
assim como a assim denominada formula de duplica¢ao
[(z)D(x+1/2) = 21727/77(22) . (15.27)

A Funcao Gama de Euler e suas propriedades sdo discutidas com mais detalhe no Capitulo 7, pagina 378.

E. 15.3 Ezercicio. Usando (15.26) prove (15.24). o,

Com isso, podemos escrever a solugao (15.23) da equagdo de Airy como

9 o0 23k 4 0 S3k+1
v = af ()1 somm s |+ or () |2 s (15.25)
3) |z 3% kT (k+ 3) 3) iz 3% kIT (K + 3)
Essa expressao pode ser escrita como combinagao linear das seguintes fungoes:
o 3k 0 3k+1
z z
Ai(z) = v I~ (15.29)
k2=032k+2/3klf(k+§) kZ:032k+4/3k!I‘(k+ g)
o 3k 0 3k+1
z z
Bi(z) := 32 [ i =~ + ~ | > (15.30)
k2=032k+2/3klf(k+§) kzzo32k+4/3k!F(k+§)

as quais sado denominadas fung¢ées de Airy de primeiro tipo e de segundo tipo, respectivamente. As fungoes Ai(z) e Bi(z)
foram definidas como acima por convencao histérica. Ambas sdo analiticas para todo z € C e representam solugoes da
equagdo de Airy. Propriedades dessas fungoes podem ser estudadas em [296].

Como veremos com um pouco mais de detalhe a pagina 831, a equagdao de Airy pode ser transformada em uma
equagao de Bessel de ordem 1/3 e as fungoes de Airy Ai(z) e Bi(z) podem ser escritas em termos das fungoes de Bessel
J41/3. Vide expressoes (15.128) e (15.129).

15.1.5 A Equacao de Tchebychev

A equacgao diferencial
(1=2%y"(2) — 29/ (2) + Ny(2) = 0 (15.31)

é denominada equacdo de Tchebycher’. Em principio adotamos A € C arbitrario, mas o maior interesse estard no caso
em que A é um inteiro nao-negativo.

A equagdo de Tchebychev acima pode ser posta na forma padréo (15.1) com

—z A2
1— 22 b(z)ileQ'

a(z) =

5Pafnuty Lvovich Tchebychev (1821-1894).
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Claramente, ambas as fungoes sao analiticas em um disco de raio 1 centrado em zg = 0. E, portanto, legitimo procurarmos
~ s " . ~ ~ (e ; .

solugoes na forma y(z) = >~ ¢,2" (com zp = 0). Tais solugoes serao analiticas pelo menos no disco de raio 1 centrado

em zg = 0.

Inserindo-se (15.4)-(15.5) em (15.31), obtem-se

(o) o0 oo o0
Z(n +1)(n+2)cpp22" — Z(n + 1)(n 4 2)cn 0z — Z(n + 1)enr12™ T N2 Z enz” = 0. (15.32)
n=0 n=0 n=0 n=0
I I

Novamente, I e 11 sdo dadas como em (15.9) e (15.10), respectivamente, e, portanto, (15.32) fica

inJrl Y(n 4+ 2)cnq22" i(nfl YN cpz chnz +)\2ch =0,
n=0 n=1

ou seja,

o0
2¢o 4+ N2 + Z

n=1

(n+1)(n+2)cpia — ((n— n+n— )\Q)Cnl 2" =0.

Como (n — 1)n +n = n?, obtemos o seguinte conjunto de equagoes

2co +)\200 = 0,

(n+1)(n+2)cn+2—(n2—)\2)cn = 0, Yn>1.
Essas expressoes fornecem as seguintes equacgoes recursivas para os coeficientes cy:

n? — A2
Chn42 = —————< Cp,, Vn>0. (15.33)
(n+1)(n+2)
De maneira andloga ao que fizemos em exemplos anteriores, podemos expressar todos os coeficientes ¢, com n par em
termos de ¢ e todos os coeficientes ¢,, com n impar em termos de ¢;. Mais precisamente, tem-se

1 k—1
Cor = w l];([) [(2[)2A2] Co ,

1 k—1

Cok+1 m L

(2[ + 1)2 — AQ] c1

Para )\ € C genérico concluimos que a solucao geral da equagao de Tchebychev é da forma

y(z) = oy (2) + ey (2)

onde

k

|
—

y(2) = Z

l (20)* — AQ] , (15.34)

~

0

0o k—1
Z2k+1

ygl)(z) = Z+Zm H

k=1 =0

(20 +1)? — )\2] : (15.35)

e Os polinémios de Tchebychev

Como mencionamos, o principal interesse reside no caso em que A é um inteiro nao-negativo: A\ = m. Nesse caso é
facil ver que y( )( ) serd um polinoémio de grau m, caso m seja par e y( )( ) serd um polinémio de grau m, caso m seja
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impar. Esses polinomios sao

m/2 2k k—1
(=) = 1+ Z 2h)! l(2l)2 mﬂ , m par, (15.36)
k=1 T 1=0
(15.37)
(m—1)/2 5 2k+1 k—1
yfé)(z) = z+ m H (2l+1)2 —m?| , m impar. (15.38)

Por uma convencao histérica, costuma-se redefinir esses polinémios multiplicando-os por uma constante dependente de m
de modo a fazer o coeficiente do monémio de maior grau, z™, igual a 2™~1. Apds alguns célculos entediantes (indicados
no Apéndice 15.F, pagina 854) o estudante poderd convencer-se que, com essa convengao, os polindémios acima podem
ser escritos de uma forma compacta como

o 2l e
To(z) =1, Taulx) = 3 > ( 112! ((m2kk:)! D! (22)"72 . m>0. (15.39)
k=0

Os polinémios assim definidos sao denominados polinomios de Tchebychev, os quais desempenham um papel central na
Teoria da Aproximacio®. Vide, por exemplo, [111], [492], [425] ou [329).

Os quatro primeiros polinémios de Tchebychev sao

To(z) =1, Ti(z) = z, Ta(z) = 2221, T3(z) = 42° —3z.

E possivel ainda demonstrar que os polindmios de Tchebychev podem ser escritos na forma

) Lm/2ji 2 N
T (2) > (-1 z (1-2%)", (15.40)

p=0 2p

valida para todo m =0, 1, 2, 3, 4, ....

Uma das mais curiosas e importantes propriedades dos polinémios de Tchebychev T, é a seguinte identidade:
Tin(z) = cos(marccos(z)) . (15.41)

valida para —1 < z < 1. Essa relagao pode ser demonstrada constatando-se que o lado direito é solugao da equagao de
Tchebychev e constatando-se que o lado direito é um polindémio (o que é um tanto uma surpresa. Vide abaixo) de grau
m e que o coeficiente de seu termo de maior grau em z é 2m 1,

A relagao (15.41) pode ser facilmente demonstrada a partir da expressao (15.40) (ou vice-versa). Vide Exercicio E.
15.4, abaixo. Alguns autores adotam (15.41) como defini¢do dos polinémios de Tchebychev.

6Para uma discussdo sobre o interessante problema de Engenharia que conduziu Tchebychev aos polinémios que levam seu nome, vide

[277].
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E. 15.4 Ezercicio resolvido. Prove (15.41) para —1 < z < 1. Sugestdo: definindo y = arccos(z), tem-se

cos(marccos(z)) = cos(my)
= % [(cosy + iseny)™ + (cosy — iseny)™]
= S [(Erivi=a)" + (z-ivi—a?)"]
Li{g~(m m—gq 2\? (™ m—gq 2)?
. §{Z(q) (Vi) <3 () (zm)}

que é o que queriamos. Na passagem indicada por x usamos o fato que os termos com ¢ impar nas duas somas anteriores cancelam-se
mutuamente, sobrando, portanto, apenas os termos com ¢ par, ou seja, da forma ¢ = 2p com p =0, ..., |m/2]. Para provar (15.41)
a partir de (15.40), basta ler as linhas acima do fim para o comego. "

De (15.41) segue imediatamente a interessante propriedade de composigao
Tn(Tm(m)) = Tnm(x) s (15.42)

vélida para todos n, m inteiros nao-negativos. Como ambos os lados de (15.42) sdo polinémios, essa relacdo vale para
todo x complexo.

15.1.6 O Caso de Equacoes Regulares Gerais
Nas péaginas acima resolvemos em varios exemplos particulares a equacgao
y"(2) + a(2)y'(z) + b(2)y(z) = 0 (15.43)

em casos em que os coeficientes a(z) e b(z) sdo fungoes analiticas de z em torno de um ponto zg. Para tal, evocando o
Teorema 14.3, pagina 756, procuramos solugoes na forma de séries de poténcias:

y(z) = > ealz—20)", (15.44)
n=0
com que, temos
y'(2) = > (n+1eati(z —20)" e y'(2) = > (n+1)(n+2)cnra(z —20)" - (15.45)
n=0 n=0

Vide (15.4) e (15.5). Vamos agora mostrar como o método que descrevemos se aplica ao caso geral no qual as fungoes
a(z) e b(z) sdo também dadas em termos de séries de poténcias:

a(z) = Zap(z —20)7, b(z) = pr(z —20) .

p=0 p=0

Usando (15.44) e (15.45), a equacao (15.43) fica (adotamos doravante zy = 0, por simplicidade e sem perda de generali-

dade),
Z(n+1)(n+2)cn+gz" + (Zapzp> (Z(q+1)cq+1zq> + (przp> <Zcqzq> . (15.46)

n=0 p=0 q=0 p=0 q=0
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/. N . oo p oo q
Para o produto de duas séries de poténcia )~ apzP e >~ 8427 vale

<§%Zp> <§;5qzq> = ii%%zwq = Z (Z - m6m> : (15.47)

p=0 g=0 n=0

E. 15.5 Exercicio. Mostre isso. o,

Assim, (15.46) fica

i n+1)(n+2)c122" + Z <Z Ay mm+1)cm+1> P i(i bnmcm> 2 =0,
n=0 n=0 \m=0

n=0 \m=0
ou seja,
oo n n
Z [(n + 1)(” + 2)Cn+2 + Z (m + 1)an—mcm+1 + Z bn—mcm} 2" =0,
n=0 m=0 m=0
o que implica
1 n
= —-—— Da,_ bn— 15.48
Cn+4-2 (n T 1)(7’L T 2) WIZ:O((m —+ )an mCm—+1 + 0p, mcm) ( )
para todo n > 0. Observe que essa expressao determina c,y9 em termos de ¢y, ¢1, ..., cpy1. Assim, apenas fixando ¢

e ¢; podemos determinar todos os demais coeficientes ¢, por meio da expressao recursiva acima.

Como dissemos, os resultados que nos conduziram ao Teorema 14.3, pdgina 756, garantem-nos que a série y(z) =
Yoo o Cn2™ assim obtida é convergente na mesma regidao em que convergem as séries de a(z) e b(z), de modo que nao
precisamos provar isso. Alguns autores (por exemplo, [413]) usam as expressoes recursivas (15.48) para demonstrar a
convergéncia da série y(z) = fo:o cnz™. Como dissemos, pelo nosso proceder isso nao é mais necessario, mas o estudante
interessado é convidado a estudar essa outra (elegante) demonstracao no texto supracitado.

Para futura referéncia, resumimos nossas conclusoes sobre equagoes regulares no seguinte teorema.

Teorema 15.1 (Solugao de equagGes regulares por expansao em série de poténcias) Considere-se a equagao
diferencial

y'(2) +a(2)y'(z) + b(2)y(z) = 0, (15.49)

z € C, com a(z) e b(z) analiticas em torno de zy e expressas em termos de suas séries de Taylor em torno de zo como

oo o0
:Zan(zfzo)", Z (z—2z0)",
n=0 n=0

séries estas supostas absolutamente convergentes em |z — zo| < r, para algum r > 0. Entdo, a solugdo geral da equagao
(15.49) pode ser expressa em termos de uma expansio em série de poténcias em z — zg:

oo

§ Z*ZO )

onde o0s coeficientes ¢, podem ser obtidos por meio das relagoes recursivas

n
Cnt+2 = Z m+1an mcm+1+b mcm), Vn>0,
m:O

(n+1 )(n+ 2)

a partir dos dois primeiros coeficientes ¢y e c1, arbitrdrios. A expansdo em série de poténcias para y(z) converge
absolutamente pelo menos na regiio |z — zo| < r, onde representa uma fun¢do analitica. |
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15.2 Solucao de Equacoes Singulares Regulares. O Método
de Frobenius

Na presente secdo ilustraremos o Teorema 14.4, pagina 760, estudando a solucao, por um método devido a Frobenius’, de
algumas equagdes diferenciais ordindrias, homogéneas de segunda ordem e singulares regulares de interesse (especialmente
em Fisica). Boa parte dos métodos apresentados nos exemplos aplicam-se a equagoes de ordem maior que dois, mas nao
trataremos de tais generalizagoes aqui pois elas pouco apresentam de especial e seu interesse na Fisica é reduzido.

Vale aqui novamente a adverténcia sobre a omissao de alguns detalhes de cédlculos, sendo o estudante novamente
convidado a completd-los como exercicio (todos merecem ser feitos ao menos uma vez na vida). Todas as equagdes
particulares tratadas e suas solugoes sao amplamente discutidos na vasta literatura pertinente, por exemplo, aquela
listada & pagina 794.

Conforme demonstramos em paginas anteriores (Teorema 14.3, pdgina 756), se a equagao diferencial linear homogénea
de segunda ordem
a(z b(z
Gy )

(z — 20) (z — 20)

y"(2) + 5y(2) = 0 (15.50)

for tal que a(z) e b(z) s@o fungdes analiticas de z em torno de um ponto zg, entao o coeficiente (Zafzz)o) tem no maximo

b(

uma singularidade de tipo polo de ordem 1 em zy e o coeficiente ﬁ tem no maximo uma singularidade de tipo polo

de ordem 2 em zy. Assim, pelas nossas definigbes prévias, zo é um ponto singular regular da equagao (15.50). Nesse caso,
o Teorema 14.3, pagina 756, diz-nos que ou a equagao (15.50) tem duas solugdes independentes da forma

y(z) = (2 —20)" Z en(z —20)" . (15.51)

onde v € C e asérie Y-~ c,(z— 20)™ é absolutamente convergente para |z — zo| < r (e, portanto, representa uma fungao
analitica em torno de zp) ou entao a equagao (15.50) tem duas solugdes independentes, uma da forma (15.51) e outra da
forma

y(z) = (z—20)" (In(z — 20)) Z enl(z — 20)" + (2 — 20)" Z vn(z —20)" . (15.52)

onde, novamente as séries > o~ ¢, (2 — 20)" € Do, Un(z — 29)™ sao absolutamente convergentes para |z — zo| < r (e,

portanto, representam fungdes analiticas em torno de zp). Em ambos os casos acima r > 0 é o raio do maior disco aberto
centrado em zy dentro do qual a(z) e b(z) sdo analiticas.

O chamado método de Frobenius consiste precisamente em inserir-se o Ansatz (15.51) na equagcao (15.50) e determinar
recursivamente os coeficientes c,, assim como o expoente y. Caso duas solugoes distintas sejam encontradas dessa forma,
o problema estd resolvido. Caso se encontre apenas uma solucao, entdo uma segunda solucao da forma (15.52) deve ser
procurada por meio da determinagao recursiva dos coeficientes c, e v,, assim como dos expoentes v e 7.

Ao contrério do que fizemos no caso de equagdes regulares, quando primeiro exploramos exemplos particulares para
depois tratarmos do caso geral, ¢ mais conveniente no presente contexto que nos apoderemos primeiramente da andlise
geral para depois tratarmos de equagoes especificas, pois uma visao prévia das complicagoes envolvidas nos auxiliara a
evitar certas armadilhas ocultas no tratamento de equacoes singulares regulares particulares®. Ilustraremos o método de
Frobenius apresentando a resolucao da equagao de Euler, da equacao de Bessel, da equagao de Laguerre e das equagoes
hipergeométrica e hipergeométrica confluente, todas de interesse em Fisica.

O principal teorema que demonstraremos, o qual resume os resultados do método de Frobenius e expressa a solugao
de uma equagao singular regular homogénea de segunda ordem geral, é o seguinte:

Teorema 15.2 (Solugao de equagées singulares regulares pelo método de Frobenius) Seja a equagao diferen-
cial
(z — 20)%Y"(2) + (2 — 20)a(2)y () + b(2)y(z) = 0, (15.53)

"Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917).

80 estudante é convidado a ndo entrar em pénico diante da aparente complexidade de algumas expressées que obteremos. Na maioria das
equagdes diferenciais de interesse as fungdes a(z) e b(z) sdo apenas polindmios de grau 0, 1 ou 2 e as expressdes obtidas no tratamento geral
se simplificam um tanto.
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z € C, com a(z) e b(z) analiticas em torno de zy e expressas em termos de suas séries de Taylor em torno de zop como

a(z) = Z an(z — 20)", b(z) = Z bn(z — 2z0)",
n=0 n=0

séries estas supostas absolutamente convergentes em |z — zo| < r, para algum r > 0.
Seja definido o polinémio de seqgundo grau
f(x) == z(z —1) +apx+by = 2>+ (ag — 1)z + by ,

e considere-se a equagao algébrica
flz) =0, (15.54)

a qual € denominada equacao indicial. Sejam v+ as solugdes dessa equacao no plano complezo:

1—ag— (a0—1)2—4b0 _ 1*a0+\/(a0*1)274b0
5 .

_ = e =
Y 2 Y+
Entdo, a equagdo (15.53) possui duas solugdes independentes y1(z) e ya2(z), vdlidas pelo menos na regigo 0 < |z — zo| < r.
A forma dessas solugdes varia conforme as sequintes condi¢oes complementares sobre y_ e vi: 1. v_ — vy &€ 7., 2.

V- —v+ =0 ou 3. y_ — 4 € Z\ {0}, como enumeramos a seguir:

1. Caso y— —v4+ ¢ 7.

Nesse caso tem-se

n(z) = (2-20" Y _ea(v)z—20)" e wa(z) = (z—2)" Y ealv4)(z—20)" (15.55)
n=0 n=0
onde
1 n—1
cn(vx) = B CE)) mz_:o[(m +9+)an—m + bn—mi| em(y2) (15.56)

para todo n > 1. Essas expressdes recursivas permitem-nos obter todos os cn(y—) a partir de um co(y—) ndo-nulo
arbitrdrio e, respectivamente, todos 0s c,(v4+) a partir de um co(v4) nao-nulo arbitrdrio.

2. Caso v— — vy = 0.
Neste caso \/(ag —1)2 —4by =0 e v =y =y com

1—a0
Yo ‘= 5

e tem-se

n(z) = (=2 cnli0) (z—20)" e 9a(2) = pi(2) Iz —20) + (2= 20)° > va(10) (2 — 20)" , (15.57)
n=0

n=0
onde )
1 ~
cn(0) = —m mz_:o[(m +Y0)an—m + bn_m} em(70) (15.58)
para todon > 1, e
vn(v0) = *m [Q(n +70) — 1} cn(y0) + mzzoanfmcm(’)’o)
n—1
+ {(m +70)an-m + bn—m} Um(’YO)] , Ya>1, (15.59)
m=0

onde os coeficientes cn(Y0) sao obtidos recursivamente a partir de um co(vyo) ndo-nulo arbitrdrio e os coeficientes
vn(Y0) s@o obtidos recursivamente a partir dos coeficientes ¢, (7o) e a partir de um vo(yo) arbitrdrio (mas que pode
ser escolhido igual a zero).
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3. Caso y— — v+ € Z\ {0}.

Neste caso y— — v+ = —/(ag — 1)2 — 4by € um inteiro nao-nulo. Definamos entdo

ng = ‘\/(a0—1)2—4b0‘ .

Claro estd que ng € {1, 2, 3, 4, ...}. Definamos também

M= Y= Y2 Y4, Caso y— — Y+ > 1’ ou

v
—

ViOP= Y, Y2 = Y-, €aS0 Y4 — Y-

Com essas defini¢oes tem-se

Entao,

yi(z) = (z=20)" Y )z —20)" e ya(2) = Ap(2)n(z = 20) + (2 = 20) Y _val(z = 20)"
n=0

onde

paran>1e

Un =

onde,

Y1 = Y2+no.

n—1
1
Cn(’)/l) = T N |:(m+'71)an7m+bn7mi|cm(’71)a
f(y+n) mzz:o
1 n—1
T ) —m + b ) ; 1<n<ny—1,
Fly2+n) mz_:o((m'i"h)an m T On—m | Um paral < n < ng
arbitrario , paran =ng ,
n—1
T AGn—n, +mz_0((m+72)an_m+bn_m)vm] . paran > ng,
1 no—1
A= - m + Ung—m + bng—m] Vm
co(v1) o ngo ( 2)tng o=m]

In = [2(77’4»’71)71] Cn(71)+ Zanfmcm(’h) , n>0.

m=0

810/2825

(15.60)

(15.61)

(15.62)

(15.63)

(15.64)

(15.65)

As expressoes recursivas para cn, (1) dependem de um co(y1) nao-nulo e arbitrdrio e as expressoes recursivas para
vy, dependem também de um vy arbitrdrio.

Todas as séries de poténcia em z — zy apresentadas acima convergem absolutamente pelo menos na regido |z — zo| < r
e nela representam, portanto, funcdes analiticas.

a

Para a demonstragao desse teorema devotaremos toda a Segao 15.2.1. Em uma primeira leitura o estudante podera
dispensar-se de um estudo detalhado da demonstragao e passar mais rapidamente aos exemplos discutidos na Secao
15.2.2, pagina 818, e seguintes.
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15.2.1 Equacoes Singulares Regulares. O Caso Geral

Daqui para frente, sem perda de generalidade, adotaremos zg = 0.

Seja, entdo, a equagao (15.50) escrita agora na forma
22y (2) + za(2)y (2) + b(2)y(z) = 0 (15.66)

com a(z) e b(z) analiticas em torno de zp = 0 e expressas em termos de suas séries de Taylor em torno de 0 como

= ianz”, b(z) = ibnz”
n=0 n=0

Sob a luz do Teorema 14.4, pagina 760, procuraremos primeiramente uma solugao na forma

[ee]
= > en2"t. (15.67)
n=0

Antes de iniciarmos nossa analise, comentemos que, sem perda de generalidade, podemos sempre adotar o primeiro
coeficiente, ¢y, como nao-nulo: ¢y # 0. Isso se deve ao seguinte. Se ¢, fosse o primeiro coeficiente ndo-nulo, teriamos

o0
= g cnz™
n=m

Agora, com a mudanca de varidvel n’ = n — m ficariamos com
o0
E n/+(y+m)
y(z) = Cn/+m#%
n’=0

redefinindo ¢, := ¢y 4m € ¥ =y + m, ficarfamos com

0o 0o

_ roon/+y /o n+y

= g Criz = chZ .
n’=0 n=0

A ultima expressdo possui a mesma estrutura de (15.67) mas, como se vé, o primeiro coeficiente é ¢, = ¢;,, que é nao-nulo,
por hipétese.

Isto posto, passemos a analisar o que se passa inserindo a expressdo (15.67) em (15.66). Para (15.67) valem

(o)
Y(z) = > (n+)ez"t! (15.68)
n=0
e
o0
= > (n+Nn+y—1eaz" 72, (15.69)
n=0
a equagao (15.66) fica
o0 00 0
Sty n+y—eaz"t + (Zanz ) D +7)enz"t + <anz ) Y 2™ = 0.
n=0 n=0 n=0
Usando novamente (15.47), isso fica
(o) (o) n
Do)ty = Denz™ 7 + 3 (Z an-m(m +7)e ) S Z (Z ba m0m> e
n=0 n=0 \m=0 m=0

ou seja,

i (n+7) n+71cn+<zn:anmm+fy ) (Zb mcm>] 2" =0

n=0 0 m=0
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que implica

[7(7—1)4-@074-50}00 = 0,
n—1
(n+’y)(n+’yfl)+a0(n+'y)+b0}cn = fZ{an,m(er'y)ern,m}cm, Vn>1.
m=0

para todo n > 0. Como ¢y # 0, temos que

’y(’y —1)+apy+b = 0, (15.70)
n—1

m+v)n+v—1)+a(n+~v)+ bo} hn = — Z [an_m(m +7) + bn_m} Cm, Yn>1. (15.71)
m=0

A equagdo (15.70) é denominada na literatura equagdo indicial, por ser uma equacao algébrica (de segundo grau) para
o indice 7. Antes de escrevermos a solugdo dessa equagdo, denotemos por f o polinémio de segundo grau

f@) = z(z — 1) +apz+by = 2°+ (ap — 1)z + bo .

As equagoes (15.70) e (15.71) podem, claramente, ser reescritas como

f) = o, (15.72)
n—1

fy+n)en, = — Z {an,m(m +7) + bn,m}cm , Yn>1. (15.73)
m=0

A equagdo f(v) =0 é uma equagao algébrica de segundo grau, cujas solugoes séo

1—0,0— (a0—1)2—4b0 N 1—@0-1—«/(@0—1)2—4[)0
B) .

- = 5 e v =

Assim, a equagao indicial f(y) = 0 obriga o indice 7 a ser y_ ou 4. H4 dois casos a considerar: o caso y— — v € Z e o
caso y— — v+ € Z. Trataremos primeiramente do caso y_ — vy € Z, que é o mais simples.

e Ocaso v —V+ €7

Como a diferenca y— — 4 nao é um nimero inteiro, tem-se em particular que v_ # 4. Fora isso, como vy_ e v4 sao
os dois tnicos zeros (distintos) do polinémio f(x), tem-se que f(v+ + n) # 0 para todos n > 1 inteiros. Se assim nao
fosse e houvesse ng € Z com, digamos, f(v4 + no) = 0 valeria y_ = v4 + ng, ou seja, y— — 74+ = ng, que ¢é inteiro: uma
contradi¢ao. Com isso, podemos de (15.73) obter

() = 2+ 1) mz_:[an m (M +y+) + b m}cm(yi)
1 n—1
T T (= )%+ (a0 — D(yx + 1) + bo > [anfm(m + &) + b [m(V£) (15.74)

m=0

para todo n > 1. Essas expressdes recursivas permitem-nos obter todos os ¢,(vy—_) a partir de um cg(y—) nao-nulo
arbitrario e, respectivamente, todos os ¢, (74 ) a partir de um c¢o(v4+) ndo-nulo arbitrério.

Concluimos assim, que no caso y— — v+ € Z a equagao diferencial (15.66) (com zp = 0) possui duas solugoes
linearmente independentes y1(z) e y2(z), dadas por

) S
ch n+'y, € yQ(z) - ch(’er)ZnJr’YJr )

n=0 n=0
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com ¢y, (v+) dadas por (15.74), a solugao geral sendo uma combinagao linear de ambas. As constantes co(y-) e co(74+)
sao nao-nulas e arbitrarias.

e Ocaso v —v4 €7Z

O caso y— — v+ € Z subdivide-se em dois: o caso y_ —y4 = 0e o casoy- —v4 € Z\ {0}. Comecemos com o primeiro.

e O caso 7_ =4+

O caso y— = 74 ocorre se e somente se (ag — 1)2 — 4bg = 0 e, portanto, tem-se y_ = y4 = 7, com

1—
Yo 1= 2“0. (15.75)

Note-se que se (ag —1)? —4by = 0 a equacio f(z) = 0 tem apenas v por raiz e, portanto, f(n+ ) # 0 para todo n > 1.
Consequentemente, os coeficientes ¢, com n > 1 serdo dados recursivamente por (vide (15.73))

n—1
Cn('YO) = _m mz::o [an—m(m + ) + bn—m} Cm('YO)
1 n—1
= — ((% T @ Doet T bo> 2 [an,m(m + %) + bn,m} em(0) (15.76)
para todo n > 1. Como se constata, a ultima expressao relaciona ¢,, com os coeficientes anteriores ¢,_1, ..., ¢g. Assim,

fixando apenas ¢y todos os demais estao determinados. Obtemos dessa forma, para o caso (ag — 1)? — 4by = 0 a solucio

yi(2) = D calyo) 2", (15.77)
n=0

onde os coeficientes ¢, (79) sdo obtidos recursivamente de (15.76) a partir de um ¢y arbitrario. Pelo Teorema 14.4, pdgina
760, a série acima serd convergente (a0 menos na regiao onde as séries de a(z) e b(z) convergem).

Com esse proceder obtivemos apenas uma solu¢do da equacao diferencial (15.66). Como a mesma é de segunda
ordem, uma segunda solucao deverad existir. Novamente, o Teorema 14.4, pagina 760, indica-nos que essa segunda
solugdo pode ter uma singularidade logaritmica. Podemos procurar essa segunda solugao seguindo um procedimento
devido a D’Alembert?, que consiste em procurar solucdes da forma

y2(2) = Ay1(2)In(z) +v(2) , (15.78)
sendo y1(z) a solugdo ji conhecida em (15.77) e onde A é uma constante a ser determinada, assim como a fungao v(z).
Note-se que o Ansatz (15.78) estd de acordo com o Teorema 14.4, pagina 760, que prevé a ocorréncia de solugdes com

uma singularidade logarftmica. A especialidade do Ansatz de D’Alembert estd em espertamente'® prever que o fator que
multiplica In(z) é a primeira solucdo y1(z).

Substituindo (15.78) na equagao (15.66), obtem-se a seguinte equagio para v(z):

220" (2) 4 za(2)v'(2) + b(2)v(z) = —A(2zy'1(z) + (a(z) — D (z)) : (15.79)

E. 15.6 Ezercicio. Verifique! "

Como facilmente se verifica, o lado direito é dado pela expansao

AN fu2 (15.80)
n=0

9Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783).
10Na literatura matemdtica o truque é por vezes denominado método de reducdo de D’Alembert e pode ser usado em vérias equacdes
diferenciais de segunda ordem para se obter uma segunda solucdo da equacdo a partir de uma primeira solucado conhecida.
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onde
fn = [2(n + 70) - 1] cn('YO) + Z an—mcm(’yo) . (15.81)

A equagao (15.80) sugere que uma solugao para v(z) deve ser procurada na forma v(z) = Y7 v, 2" 7. Inserindo isso
m (15.79) tem-se

oo oo
Z (n+ ) n+’yoflvn+2[m+'yo)an m + bn_ m:|'Um‘| LT — 7A2fnzn+vo’
n=0 m=0 n=0
que implica
(TL + 70)(” + Yo — 1)Un + Z |:(m + PYO)anfm + bnfmi| Um = 7Afn

m=0

para todo n > 0. Para n = 0 a relagao acima é

[’70(’70 —1)+apy + bo} vg = —Afo,
que é uma identidade trivial, j4 que vo(y0 — 1) + aoyo + bo = 0 e que fo = Y0[270 — 1 + ao] co(v0) = 0, por (15.75). Para
n > 1 tem-se, porém,

n—1

m=0

oo ((Vo+n)2+(70im(ao—1)+50)

o que permite obter recursivamente todos os v, a partir de vyg. Observemos agora que A deve, nesse caso, ser forcosamente
nao-nulo, pois se tomdssemos A = 0 terfamos por (15.82) e (15.76) que os coeficientes v,, satisfazem as mesmas relagoes
de recorréncia dos ¢, (7). Assim, v(z) e y1(z) ndo seriam linearmente independentes. Podemos, portanto, adotar sem
perda de generalidade, A = 1. Com essa escolha e expressando-se os f,,’s como em (15.81), tem-se

[2(n +90) — 1] Cn(VO) + Z an—mcm(VO)

m=0

1
vn(70) = = ((’yo+n)2+(’)’o+n)(a01)+b0)

n—1

+ Z [(m +70)@n—m + bnfm} vm] , ¥Yn>1, (15.83)

m=0

que expressa 0s vp,’s em termos dos coeficientes ¢, (79) de y1(2), 0s quais, por sua vez, sdo dados pelas relages recursivas
(15.76)11, e de vo(70) arbitrério.

Resumindo nossas conclusoes, caso (ag — 1)? — 4by = 0, a solugao da equagao diferencial (15.66) (com 2o = 0) possui
duas solugoes linearmente independentes y1(z) e y2(z), dadas por

= ch(fyo)zmrw e y2(2) = y1(z) In(z) + Zvn('yo)z”JrW,
n=0 n=0

com 9 = (1 — ag)/2, com os ¢,(70)’s dados em (15.76) e com os v, (Y0)’s dados em (15.83), tomando-se A = 1. As
constantes cg(7y) e vo(7y) sdo ndo-nulas e arbitrarias.

E de se notar que, como A é nao-nulo, uma das solugdes possui uma singularidade logaritmica.

e O caso y_ —v4 € Z\ {0}

Esse 1ltimo caso, com a generalidade com que o abordamos aqui, é o mais complexo e o estudante podera dispensar seu
estudo detalhado em uma primeira leitura, atendo-se preferencialmente aos exemplos das equagoes de Bessel e Laguerre,
das quais trataremos adiante.

11Vide nota de rodapé da pégina 808.
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O caso y— — v+ € Z\ {0} é semelhante ao caso anterior onde v_ = vy, a principal diferenga sendo que aqui podem
ocorrer situagoes onde A = 0, de modo que ambas as solugoes podem ser livres de singularidades logaritmicas. De fato,
sabe-se de equagoes particulares onde tem-se A = 0 (um exemplo sendo a equagao de Bessel de ordem 1/2) e de equagoes
particulares onde tem-se A # 0 (um exemplo sendo a equagao de Bessel de ordem 1).

Comecemos com algumas definigdes. O caso y— — v+ € Z \ {0} s6 pode ocorrer se \/(ag — 1)2 — 4bg for um inteiro

nao-nulo. Definamos entao
ng = ‘\/ (ao — 1)2 — 4[)0‘ .

Claro estd que ng € {1, 2, 3, 4, ...}. Como y_ — 4 é um inteiro ndo-nulo, definamos também

Y1 = Y-, Y2 = V4, Caso Y- — Y4 > 1’ ou

(15.84)

Y
—

YIO= Y4, Y2 t= -, €SO Y4 — -
Com essas definicoes, estd sempre garantido que

Y1 = Y2+no-

Isso diz-nos que para todo n > 1 a expressdo f(71 + n) ndo pode se anular, pois se assim o fosse terfamos forgosamente
Y1 + n = 72, ou seja, n = —ng, um absurdo, ja que ng > 1. Por outro lado, existe um tunico valor de n para o qual
f(v2 +n) se anula, a saber n = ny.

Com isso em mente, vemos que para a solugdo v = 71 da equacao indicial, a expressdo (15.73) permite-nos obter
todos os coeficientes ¢,, a partir de um ¢y nao-nulo:

1 n—1
Cn(’)/l) = _m mz_:o[an—m(m + ’71) + bn—m} Cm(’)/l)
1 n—1
= - (,)/1 n n)Q n (ao — 1)(71 n n) n bO n;[anm(m + 71) + bnfm Cm(PYI) ) (1585)

para todo n > 1. Isso fornece-nos a primeira solu¢ao da equacgao diferencial (15.66) (com zo = 0):

oo

n(z) = ch(m)z”""“ , (15.86)
n=0
com 0s ¢, (1) dados em (15.85) em termos de ¢g(y1), arbitrdrio mas nao-nulo.
Passemos a procurar a segunda solugdo independente da equagao diferencial (15.66).
O caso da solugdo v = 2 da equagao indicial requer cuidado pois, como comentamos, vale que f(y2+mng) = 0. Assim,

para n = ng a equagao (15.73) sé faz sentido se o lado direito for igualmente nulo:

no—1

Z [ano,m(m +72) + bng—m|cm(y2) = 0. (15.87)

m=0

Essa relacao pode ou nao ser satisfeita, dependendo da equagao diferencial tratada. Por exemplo, no caso da equacao
de Bessel de ordem semi-inteira (ou seja, de ordem 1/2, 3/2, 5/2 etc.) verifica-se que a relagdo (15.87) é satisfeita.
J& no caso da equagao de Bessel de ordem inteira verifica-se que a relagdo (15.87) nao é satisfeita. Isso serd discutido
explicitamente na Secao 15.2.3, pagina 820.

Devemos, portanto, separar provisoriamente os dois casos: aquele no qual (15.87) é satisfeita e aquele no qual néo é.
Posteriormente veremos que essa separacao é supérflua, mas por ora ela é logicamente necessaria.

Na situacao feliz em que (15.87) é satisfeita, o coeficiente ¢, (72) fica indeterminado e pode ser escolhido livremente,
j& que as equagdes recursivas (15.73) nao o fixam e nada mais hé para fixd-los. Com isso, as equagoes recursivas (15.73)
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determinam todos os demais coeficientes ¢, (y2), n > 1, n # ng, a partir de um cg(y2) nao-nulo mas arbitrdrio. Assim,
obtemos a solucao

Ya(2) = D calr2)2™ 2, (15.88)
n=0
B 1 n—1 ,
Cn(’72) = _mmz_:o[an—m(m""m)'f' n—m}cm('ﬁ)
1 n—1
= TR T DT T 2 ) b en), (15.89)

m=0

para todo n > 1, n # ng e ¢, (72) = constante arbitrarial?.

Resta-nos ainda tratar do caso em que a relacdo (15.87) nao é satisfeita. Aqui, devemos proceder como fizemos no
caso y_ = <4 e procurar uma soluc¢do na forma y2(z) = Ay1(z)In(z) + v(z), com A sendo uma constante e y; sendo a
solugao j& conhecida (15.86). Substituindo isso na equacao (15.66), obtem-se novamente a equagao (15.79) para v(z).

Como facilmente se verifica, o lado direito de (15.79) é dado pela expansao

—AD ga(m)2"T = =AY ga(m)zrtot2 (15.90)
n=0 n=0
onde, como antes,
n
ga(n) = Rm+m) = enn)+ D an-mem(n), n>0, (15.91)
m=0

os coeficientes ¢, (y1) sendo dados por (15.85).
A equagdo (15.90) sugere que uma solucdo para v(z) deve ser procurada na forma

o0

v(z) = Zvnz"+72.

n=0
Inserindo isso em (15.79) tem-se
Z (n+92)(n+ v — 1)v, + (Z p—m (M + Vz)vm) + (Z bnmvm>‘| 2P = —4 Z Gnno(71)2" T2
n=0 m=0 m=0 n=ng

0 que implica

n
(n+v2)(n+y2 — Do, + Z [(m +y2)an—m + bn_m} Up = 0, n=0,...,n0—1, (15.92)
m=0
(n+y)n+y—1)v, + Z [(m +Y2)an—m + bn,m}fum = —Agn-no(11), Yn>ng. (15.93)
m=0

Paran = 0 a relagao (15.92) tem a forma ['yg (v2—1)+aoy2 +b0} vo = 0, mas como o fator entre colchetes é f(v2) =0,

concluimos que essa relagao é trivialmente satisfeita e, assim, vy pode ser escolhido livremente. Para 1 < n < ng — 1,

120 que ocorre se, por opgao, escolhermos Cng (72) ndo-nulo? Nesse caso terfamos um termo a mais em y2(z) do tipo cny2™0 72 = cpy271.
Esse termo se adicionaria na solugdo geral ao termo co(1)z71 proveniente da solugdo y1(z), ou seja, corresponderia a uma nova escolha da
constante arbitrdria co(y1), ndo representando, assim, nenhuma mudanga na solugdo geral.
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(15.92) implica que

1 n—1
Uy = —m mz::() {(m +v2)an—m + bn_m} U, (15.94)
1 n—1
= - m~+¥2)an—m + bp—m | Vm 15.95
(72 +n)? + (a0 — 1)(v2+n) + bo W;O[( ") } (15.95)
Para n = ng a relagao (15.93) é
’ng*l
[(nO +72)(no + 92 — 1) + ao(no +72) + bo} Ung + D [(m +72)@ng—m + bng—m:| Um = —A[271 — 1+ ao] co(m1) -
m=0

Como (ng + v2)(no +v2 — 1) + ap(no + v2) + bo = f(no + v2) = f(11) = 0, ficamos apenas com

no—1
Z [(m + ¥2)ang—m + bng—m] vm = —A[271 — 1+ aglco(y1) = FAV/ (a1 —1)%2 — 4by co(m1) (15.96)
m=0

o sinal F dependendo de se ter v; = 74 ou y; = 7_, respectivamente. E f4cil ver, porém, que em qualquer caso
F+/ (a1 —1)%2 —4by = —np. A relagao (15.96) fixa A:

nofl
1
A= (=) 3 [(m+2)an—m + bugm] vm , 15.97
(00(71),”0) m:O [( ’72) ] ( )

com os vy, fixados na expressao (15.95) em fungéo de vg # 0 arbitrario.

O coeficiente v,, nao é fixado por nenhuma das relacoes anteriores e pode ser escolhido livremente. Sua presenga
adiciona um termo do tipo vp, 2" T2 = v, 27" & solugdo geral e aplica-se novamente o comentério de rodapé da péagina
816.

Para n > ng, tem-se ainda por (15.93)

vy = =

AGn—no(711) + § [anfm (m+72) + bnfm} Um]

m=0

f(v2+n)

n—1

Agn—ny(m)+ > [an,m(m +72) + bn,m} vm] :

m=0

(15.98)

com 0s gn(71) fixados em (15.91) em termos dos coeficientes ¢, (1) da solugao y;(2).

As expressoes (15.95), (15.97) e (15.98) permitem fixar todos os v,,’s e a constante A em termos de vy # 0 e de vy,
arbitrarios. Observemos, A nao é forgcosamente nulo, nem pode ser escolhido arbitrariamente.

Sobre a constante A vale ainda uma observagdo importante.

e A condigao (15.87) e a constante A

Observe o leitor que as relagoes de recorréncia (15.95), que fixam os v,,’s com m = 0, ..., ng — 1, sdo idénticas as
de (15.89), que fixam todos os ¢, (72)’s, em particular aqueles com m =0, ...,ng — 1. Os vy,’s s@o fixados por um vy
inicial ndo-nulo e 0s ¢, (y2)’s por um cp(72) inicial ndo-nulo. Contemplando aquelas relagoes de recorréncia, um minuto
de meditagdo nos leva a perceber que todos os vy, sdo proporcionais a vy e que todos 08 ¢, (72) sdo proporcionais a
¢o(7y2). Como as relagdes de recorréncia séo idénticas, concluimos que

Vo

U = ¢m(v2) paratodo m = 0, ..., ng—1.
co(72)
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Agora, pela expressao (15.97), A é proporcional a

no—1 no—1

v
Z (M +72)ang—m + bng—m] vm = CO(,O}Q) Z [(m +72)@ng—m + bng—m] cm(72) -
m=0 m=0

A dltima soma, porém, é idéntica aquela de (15.87)! Assim, percebemos que, sob a hipétese que (15.87) néo é satisfeita,
tem-se que A # 0.

Por outro lado, se (15.87) é satisfeita, entdo A = 0. Mas se A = 0, as relagdes de recorréncia (15.98) tornam-se
também idénticas aquelas de (15.89), que fixam todos os ¢, (y2)’s. Concluimos entéo, que nesse caso em que A =0 (ou

seja, sob (15.66)) vale também
Yo
Uy = —— ¢ )
" co(r2) m()

mas agora para todo m > 0. Assim, para A = 0 a solugéo y2(z) = Aln(2)y1(z) +v(z) reduz-se (a menos de uma constante
multiplicativa trivial) & solugdo para y2(z) dada em (15.88), obtida sob a condigao (15.87).

Nesse sentido, a condigéo (15.87) é supérflua e podemos unificar as solugoes que obtivemos nos casos em que (15.87)
é ou nao ¢é satisfeita e resumir nossas conclusoes da seguinte forma:

Para v_ — vy € Z \ {0}, a equagdo diferencial (15.66) (com zp = 0) tem duas solugdes independentes y1(z) e y2(2),
onde:

y1(z) = ch(’yl)z’”“ e y2(2) = Ayi(z)In(z) + Z%ZWFW :
n=0 n=0

onde 08 ¢, (1), n > 1, também estdo definidos em (15.85) a partir de um ¢o(y1) ndo-nulo arbitrario e onde os vy,’s com
n > 1, n # ng, e a constante A sdo fixados em (15.95), (15.97) e (15.98) em termos de vy # 0 e de vy, arbitririos.

Como mencionamos, ha casos em que A = 0, exemplos sendo as equacao de Bessel de ordem semi-inteira e a equagao
de Euler, para certos parametros.

Com tudo isso a demonstragao do Teorema 15.2 estd completa e podemos passar ao estudo de exemplos particulares.

15.2.2 A Equacao de Euler Revisitada

A equagio de Buler'® (de segunda ordem) é a equacao diferencial
2y (2) +azy'(2) +by(2) = 0,

onde a e b sdo constantes. Comparando com a forma (15.53), vemos que zp = 0 é um ponto singular regular da equagéo,
vemos que a(z) = a e que b(z) = b. Assim, no presente caso tem-se

a, paran=>_0 b, paran=20
ap = , b, =

0, paran>1 0, paran>1

A equagdo de Euler ja foi resolvida a pdgina 760, onde encontramos as solucoes (14.89) e (14.90).

Vamos tratd-la aqui sob a luz do Teorema 15.2; pagina 808. Se procurarmos uma solugao na forma

(o)
y(z) = chz"J”, (15.99)
n=0
com -
y'(z) = Z(n—i-v)cnz”""y_l (15.100)
n=0

13Leonhard Euler (1707-1783). Um dos matemé&ticos mais prolificos e influentes de todos os tempos, Euler foi um dos fundadores da teoria
das equagobes diferenciais e deixou contribui¢ées seminais em inimeros campos da Matemaética e da Fisica. A equagdo de Euler apresentada
abaixo é uma das véarias que levam seu nome. H& uma outra equagdo de Euler na Mecéanica dos Fluidos, assim como férmulas de Euler,
invariantes de Euler, métodos de Euler, Ansédtze de Euler, multiplicadores de Euler, constantes de Euler, nimeros de Euler, angulos de Euler,
problemas de Euler, conjecturas de Euler, teoremas de Euler etc. Boa parte da notagdo matemaética usada atualmente é também sua invengao
(por exemplo, o simbolo f’ para denotar a derivada de uma fungao f ou o uso da letra e para designar o niimero 2, 7182818...).
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¢ o0
y'(2) = Y (n+y)(n+y— 1272, (15.101)
n=0
a equacao de Euler fica
o0 o0 o0
DNty = Denz™ 7 + 3 a(n+y)enz"7 + Y beaz™ = 0
n=0 n=0 n=0
ou seja,
(o)
|:(Tl + ’Y)(n +v - 1)cn + a(” + f}/)cn + an:| ZnJr’Y = 0;
n=0

0 que implica
fn+v)e, =0 Vn>0.

onde f é o polindomio de segundo grau.
fx) == x(x—1) +ar+b = 2> +(a— 1)z +b.

Sem perda de generalidade, podemos sempre adotar ¢y # 0, pois se ¢,, fosse o primeiro coeficiente ndo-nulo, a série
S ¢, 2" poderia ser reescrita como $2°° ¢ 2"t com ¢, := ¢ ey =~ +m, que tem a mesma forma genérica
0Cn p n=0 Cn n +— Cn4tm €7 =7 » 4 g

n=

mas com ¢, # 0.

Assim, devemos impor f(y) = 0, o que possui duas solugdes:

1—a—+/(a—1)2—4b l—a++/(a—1)2—4b
5 .

_ = e =
Y B T+
Se 7— — 4 ndo for um inteiro, a equagdo f(y+ + n) = 0 ndo é satisfeita para nenhum n > 1 inteiro. A razéo é a
seguinte: f é um polindémio de segundo grau e, portanto, possui apenas duas solugdes. Assim, se f(v+ +n) = 0 teriamos
Y+ +n = y¢, o que implica que y— — y4 € inteiro, uma contradicdo. Nesse caso, entao, temos que adotar ¢, = 0 para
todo n > 1 e as solucoes da equacao de Euler ficam

yi(z) = 27 e ypz) = 2T (15.102)

No caso de y— =4 =70 = (1 — a)/2, tem-se por (15.57) uma solugao na forma
(o) o0
y1(z) = 27° Z cn(0)z"™ e uma segunda na forma  ya(z) = y1(z) In(z) + 2™ Z vn(70)2"
n=0 n=0

com os ¢, dados em (15.58) e os v, dados em (15.59). Observando (15.58), constata-se que nesse caso ¢,(7yo) = 0 para
todo n, exceto n = 0, pois apenas ag e by podem ser nao-nulos. Igualmente, observando (15.59) constata-se que v, (o)
é proporcional a ¢, (7o) para todo n > 1 e, com isso, apenas vy pode ser ndo-nulo. Assim, temos nesse caso, tomando
Co = Vg = 1,

yi(z) = 27° e ya2(z) = 27° In(z) +27°.
O termo 27 na expressao de y2(z) é o préprio y1(2), de modo que podemos tomar como solugdes linearmente indepen-

dentes as seguintes:
yi(z) = 20° e y2(z) = 27° In(z) . (15.103)

Por fim, consideremos o caso em que y_ — 4 é um inteiro ndo-nulo. Definamos 71 e 72 como em (15.60), com
ng = |v/(a —1)2 — 4b|.

Entdo, uma solugao serd yi(z) = 27 Y 07 cn(71)2" € a outra terd a forma yo(z) = Ayi(z)In(z) + 272> 07 jv,2"
onde aqui os ¢, sdo dados em (15.62), os v, sdo dados em (15.63) e A é dada em (15.64).
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Contemplando (15.62) constata-se que ¢, (y1) = 0 para todo n > 1, pois apenas ag e by podem ser nao-nulos, sendo
que podemos escolher ¢y = 1, livremente. Disso concluimos que y;(z) = z7'. Por (15.64) tem-se que A = 0 pois, no caso

da equagao de Euler, any—m = bpg—m = 0 param =0, ..., ng — 1. Por (15.63), tem-se analogamente
0, paral <n < ng—1,
Un = arbitrario, paran =ng,
0, paran > ng,
Assim, apenas vy e vy, sao arbitrarios, sendo que vy deve ser nao-nulo. Escolhendo vg = 1 e v,, = 0, segue que

y2(z) = 272. Concluindo, vale aqui que

n(z) = M e ya(z) = 272 . (15.104)

Todos esses resultados coincidem, como deveria ser, com aqueles obtidos em (14.89) e (14.90), pagina 760 e seguintes.

O estudo das solugoes da equagoes de Euler é 1til na resolugao de equacoes com singularidades regulares mais gerais
como
22y (2) + za(2)y'(2) + b(z)y(z) = 0

pela seguinte razao. Préximo ao ponto singular zp = 0, podemos aproximar a(z) = ag e b(z) & by, j4 que esses sao 0s
primeiros termos das expansoes de Taylor de a(z) e b(z). Assim, para |z| pequeno o suficiente, a equagdo aproxima-se de

22y (2) + aozy'(z) + boy(z) = 0

que é uma equacao de Euler com a = ag e b = by. Com isso, vemos que as solugoes da equacao geral se aproximam para
|z| pequeno daquelas encontradas em (15.102), (15.103) ou (15.104), dependendo do caso. Esse proceder permite-nos,
face a uma equagao singular regular geral, estudar qual tipo de singularidade deve ocorrer préximo ao ponto singular
e, com isso, perceber qual das solugoes descritas no Teorema 15.2, pagina 808, se aplica. Em verdade, a resolucao da
equagao indicial (15.54) fornece o mesmo tipo de informagao.

15.2.3 A Equacao de Bessel

Uma das equagoes diferenciais mais importantes dentro da classe que temos estudado é a equagao de Bessel, a qual
surge em varios problemas de Fisica e de Matemadtica aplicada. A mesma pode ser encontrada, por exemplo, quando da
resolucao da equagao de Helmholtz em duas dimensoes em coordenadas polares ou em trés dimensoes em coordenadas
esféricas (levando as chamadas funcdes de Bessel esféricas). Vide para tal o Capitulo 43, pagina 2400. Para alguns
comentdrios histéricos sobre a origem das equacoes de Bessel e das funcoes de Bessel, vide pagina 898.

A equacgao diferencial
2y (2) + 2y (2) + (2* = v)y(z) = 0, (15.105)

com z € C, onde v € C é uma constante, é denominada equacdo de Bessel** de ordem v. Comparando com a forma
(15.53), vemos que zo = 0 é um ponto singular regular da equagao, vemos que a(z) = 1 e que b(z) = 22 — v2. Assim, no
presente caso tem-se

—2, paran=0

1, paran=0
an = 5 bn = 1, paran=2
0, paran>1
0, paran=1loun>3

A equagao indicial (15.54) conduz as solugoes

Y- = —V e 7Yy = V.

M Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).
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H4, portanto, trés casos a considerar: 1. o caso em que 2v ¢ Z, 2. o caso em que 2v = 0 e 3. 0 caso em que
2v € Z\ {0}. Observe o leitor que as condigdes 2 e 3 correspondem a v semi-inteiro ou inteiro. Os dois casos sdo os mais
relevantes em Fisica. O caso de v inteiro conduz as chamadas fun¢des de Bessel e o caso de v semi-inteiro conduz as
chamadas func¢oes de Bessel esféricas as quais surgem, por exemplo, em problemas de propagacao de ondas em duas ou
trés dimensoes, respectivamente. Vide Secao 15.2.4, pagina 830. Para a origem das fungoes de Bessel, vide nota histérica
a pagina 898.

Caso 1. 2v € 7.

Nesse caso tem-se duas solugoes
o0
Yyr = ch(:tl/)z”i” ,
n=0

com ¢, (+v) dados por (15.56):

1 n—1
en(2v) = —m mz::O [(m tV)an—m+ bn_m} em(2v) .

Podemos nos concentrar apenas nos coeficientes ¢, (+v), pois os coeficientes ¢, (—v) podem ser obtidos fazendo-se v — —v.
Vale

1 n—1
en(v) = a2 mz::O[(m + V)an—m + bn_m} em (V) (15.106)
e tem-se

alv) = 0,
1

eav) = *mco(’/) )
1

en(v) = —m en—2(v), n>3.

Com isso, fica claro que

(=D*

k>0.
car(v) OO 20)[d T 20) @k 2w) o) k=0
Cgk+1(V) = 0, kK>0.
E. 15.7 Ezxercicio importante. Mostre isso! "

A dultima expressao pode ser reescrita como

(=1)*
k1226 (1+v)24v) - (k+v

cor (V) ] cov), k>0.

cokt1(v) = 0, k>0,

onde usamos que (24 2v)(4+2v) -+ (2k+2v) = 2F(1+v)(2+v) - - - (k+v) e também que (2k)!! = 2¥k!. Como a funcio
I’ definida em (15.25)-(15.26) satisfaz

FNk+14v) =TA+v) 1 +v)24+v)---(k+v),
podemos ainda escrever

1T v
can(v) = k!(z%i“(k(Jr 1 +)y) o), kz0.

02k+1(l/) = 0, kZO
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Por convencgao histérica adota-se
1
W) = ZTa 1)

e chega-se com isso a expressao

e —1)k 2\ 2k+v
T,(2) = ;m Z) (15.107)

Essa fungao representa uma das solugoes da equagao de Bessel de ordem v para o caso considerado e é denominada
funcao de Bessel de primeiro tipo e ordem v. Como comentamos, uma segunda solugao é obtida fazendo-se v — —v:

o ad (—1)k 2N\ 2k—v
o) = Yoy ()

Concluimos, assim, com a constatagdo que a solugao geral da equagdo de Bessel de ordem v para o caso 2v € 7 é
a1 Jy(2) + aed_,(2),

onde o e as sao constantes arbitrarias.

Por convencao histérica, é costume considerar-se também uma combinagdo linear particular de Ji,(z), a saber a
seguinte:
Jy(z) cos(vm) — J_p(2)
sen(vm) '

Ny(z) = (15.108)

Essa funcao N, (z) também representa uma das solugdes da equagdo de Bessel de ordem v (por ser uma combinagao
linear de duas outras) e é denominada fun¢do de Bessel de sequndo tipo e ordem v, ou ainda funcdo de Neumann'® de
ordem v.

Concluimos, assim, que a solugao geral da equacao de Bessel de ordem v para o caso 2v ¢ Z também pode ser escrita
em termos das fungoes J, e N, na forma

ﬂlJu(Z) + BQND(Z) )
onde [ e B2 sao constantes arbitrarias.

O estudante deve notar que as fungoes Ji,(z) e N,(z), para 2v ndo-inteiro, sdo analiticas em toda a parte, exceto
em z = 0, onde possuem um ponto de ramificacio devido ao fator z*¥ = exp(£v In(z)).

Caso 2. 2v = 0.
No caso em questao aplicam-se as solugoes (15.57), (15.58) e (15.59). Aqui tem-se vo = (1 — ap)/2 = 0 e para y;
tem-se y1(2) = Y oo ¢n(0)z", com (por (15.58))

n—1

cn(0) = 77112 Z [man,m + bn,m} em(0) .

m=0

Essas relagoes sao idénticas aquelas de (15.106) (tomando-se aqui v = 0) e, assim, tem por solugao

1)k Ok
cak(0) = %CO(O) , = (]5!)%00(0) , k>0,
C2k+1(0) = 0, kZO

onde usamos que I'(1) = 1 e I'(k + 1) = k!. Por convencao histérica adota-se ¢o(0) = 1 e chega-se com isso & expressao

Jo(z) = kz ((k!l))2 ( ) " (15.109)

2
=0

Essa funcgao representa uma das solugoes da equacao de Bessel de ordem 0 e é denominada func¢ao de Bessel de primeiro
tipo e ordem 0.

15Carl Neumann (1832-1925).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 15 823/2825

Para a segunda solugéo yo teremos, por (15.57),

com os v, dados em (15.59). Como o estudante pode facilmente verificar, adotando-se vo = 0, obtem-se para esses
coeficientes as seguintes expressoes:

(-1
Vg = W}lk, k>0,
vay1 = 0, k>0
onde
ho = 0, (15.110)
1 "1
hy = 1+§+§+---+—=27, Vn>1. (15.111)
1=1
Note-se que vy = 0.
E. 15.8 Ezercicio importante. Verifique! "
Com isso, a segunda solugao yz2(z) serd
© (71)k+1 2\ 2k
k=1

Por convencao histdrica, costuma-se considerar também uma particular combinagao das solugdes Jo(2) e ya(2):

No(z) = 2(y2(2)+(’y—ln(2))Jo(z)> = %((wm (g))Jo(Z)-l-i(_l():% (§)2k> : (15.113)

o ™
k=1

onde v é a chamada constante de Euler-Mascheroni'®, definida por!'”:

1 1 1
~v := lim (h, —In(n)) = lim (1 totgt oo o 1n(n)) ~ 0,5772156649... .

n— o0 n— o0 3

Essa fungao Ny(z) também representa uma das solugdes da equagao de Bessel de ordem 0 (por ser uma combinagao
linear de duas outras) e é denominada fun¢ao de Bessel de sequndo tipo e ordem 0, ou ainda func¢ao de Neumann de
ordem 0.

Concluimos, assim, com a constatagao que a solugao geral da equagao de Bessel de ordem 0 é
OélJo(Z) + OégNQ(Z) ,

onde o1 e ag sao constantes arbitrarias.

O estudante deve notar que a primeira solugao Jy(z) é uma fungéo analitica para todo z € C (pois a série em (15.109)
converge absolutamente para todo z (mostre isso!)). J4 a solugdo Np(z) é também analitica em toda parte, exceto em
z = 0, onde possui uma singularidade logaritmica.

Caso 3. 2v € Z\ {0}.

16Leonhard Euler (1707-1783). Lorenzo Mascheroni (1750-1800).
17Essa constante foi introduzida por Euler em 1735, o qual calculou seus 16 primeiros digitos decimais. Em 1790, Mascheroni calculou seus
32 primeiros digitos decimais, dos quais apenas os primeiros 19 estavam corretos.
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Como a equacao de Bessel é invariante por v — —v, podemos sem perda de generalidade tomar aqui 2v um inteiro
positivo. Como veremos, hé dois casos a considerar: a. v é um inteiro positivo e b. v é um semi-inteiro positivo, ou
seja, no caso a. tem-se v =1, 2, 3, 4, ... enquanto que no caso b. tem-se v =1/2, 3/2, 5/2, ....

Casoa.v=1,2 3,4, ...
Vamos aqui escrever v = p, com p sendo um inteiro positivo: p=1, 2, 3, 4, ....

Com essas convengoes, tem-se que y1 = p, 72 = —p e ng = 2p. As solugdes y; e ya sdo aquelas dadas em (15.61),
(15.62) e (15.63):

yi(2) = 2" enp)z” e ya(z) = Ap(x)In(z) + 277 Y vnz",
n=0 n=0

onde, segundo (15.62), as constantes ¢, (p) satisfazem
1 n—1

Cn (p) = _m mz::o {(m + p)an—m + bn—mi| Cm(p)

para n > 1. Novamente, essas relagbes sao idénticas aquelas de (15.106) e, assim, suas solugdes sao

—1)FT(1 + —1)k pl
can(p) = k!(z%i“(k(ﬂi)p) co(p) = m%(p), k20.

C2k+1(p) = 0 B k Z 0 3

L ¢ chega-se com

onde usamos que I'(1 + p) = p! e I'(k + 1+ p) = (k + p)!. Por convengao histérica adota-se co(p) = 55

isso & expressao

(oo}
(=1)k 2\ 2k+p
o = £ o2 )
b(2) kz_o K (k+p)! \2
Essa funcao representa uma das solugoes da equacdo de Bessel de ordem p (com p = 1, 2, 3, 4, ...) e é denominada

funcao de Bessel de primeiro tipo e ordem p.

O leitor é convidado a constatar que a expressao (15.109) para Jo(z) € idéntica a essa se tomarmos p = 0. Na Figura
15.2, pagina 825, exibimos o grafico de algumas das primeiras funcoes de Bessel de ordem inteira.

Procuremos agora a segunda solugéo ya(z):

ya(2) = Adp(z)In(z) + 277 Z vn(p)z" .
n=0

Por (15.63),
1 n—1
_ (m—p)an—m + bn,m) Um(p) , paral < n < 2p—1,
f(n—p) mZ‘O(
v (p) = arbitrario , paran = 2p, (15.114)
1 n—1
——— |Agn—2p + Z ((m —P)an—m + bn_m)vm(p) , paramn > 2p,
f(n o p) m=0

A constante A é dada em (15.64) e, para o presente caso, tem-se

1 2p—1 2pp'
A= — - —m bap—m] Um = = - - :
2p co(p) m§=0 [(m — p)asp—m + bap—m] vm(p) 2 vap—2(p)
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Figura 15.2: Gréficos das fungdes de Bessel J,,(x), m =0, ..., 3, para € [0, 20].

Agora, por (15.63),
2p—3

1
vap—2(p) = “Tr-2) Z ((m —p)azp—2-m + b2p—2—m) U (p) s
m=0
de onde se vé imediatamente que
1
vap—2(p) = 2p-1) v2p—a(p), p=>2,
e, portanto, .
vap—2(p) = 261 (p— 1) vo(p), p=2.

Logo, A = —4vg(p). Adotando-se vg(p) = —1/4 teremos A =1 e

v2(2) = Jp(z)In(2) + 277> va(p)2" .
n=0

com
1 n—1
YRy Z ((m - p)an—m + bn—m) Um(p) 5 paral < n < 2p—-1,
fln—p) =~
v (p) = arbitrério , paran =2p,
1 n—1
——— |9n-2p t (m - p)an—m +bnm Um(p) , paran > 2p,
f(n—p)
n—pr m=0

825/2825

(15.115)
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com 0s g, dados em (15.65) em termos de ¢y (p).

Um célculo trabalhoso, que nos poupamos de apresentar em detalhe, conduz ao seguinte resultado:

o) = eyiie) -3 S0 LTI (A5 CI s thoss) (27

|
o n! nl(n+ p)!
comp=1, 2, 3, 4,

E. 15.9 Ezercicio. Tome uma hora livre e mostre isso. o+

O leitor é convidado a constatar que a expressdo (15.112) é idéntica a essa se tomarmos p = 0 (com a convengao que
-1
2n—o(-+) =0).

Por convencao histérica, costuma-se considerar também uma particular combinagao das solucoes J,(2) e ya(2):
2
Ny(2) = = (1a(=) + (y ~In(2)Jp(2)) =

(e () - S gt () - 2 S e ()77 s

onde v é a constante de Euler-Mascheroni mencionada acima. Essa fun¢do N,(z) também representa uma das solugoes
da equagao de Bessel de ordem p (por ser uma combinacao linear de duas outras) e é denominada func¢do de Bessel de
seqgundo tipo e ordem p, ou ainda fun¢ao de Neumann de ordem p. Na Figura 15.3, pagina 826, sao exibidos graficos de
algumas das primeiras fungoes de Neumann.

Ny

1 Ny

-9—

Figura 15.3: Gréficos das fungoes de Neumann Ny, (z), m =0, ..., 2, para « € [1/2, 15]. Todas divergem em =z = 0, a
divergéncia sendo tanto mais forte quanto maior m.

Concluimos, assim, com a constatacao que a solucao geral da equacao de Bessel de ordem p, p=1, 2, 3, 4, ..., é
a1 dp(2) + a2 Np(z)

onde o1 e ag sao constantes arbitrarias.
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O estudante deve notar que a primeira solugéo J,(z) é uma funcao analitica para todo z € C (pois a série em (15.109)
converge absolutamente para todo z (mostre issol)). Ja a solu¢do N,(z) é também analitica em toda parte, exceto em
z = 0, onde possui uma singularidade logaritmica assim como um polo de ordem p.

Adverténcia. As funcées de Neumann sdo também por vezes denotadas por Y,,.

Precisamos estudar ainda o caso em que v é um nimero semi-inteiro onde, diferentemente do caso que acabamos de
estudar, as solugoes independentes sao ambas livres de singularidades logaritmicas.

Caso b. v =1/2, 3/2, 5/2, ....

Vamos convencionar escrever v = ¢ + 1/2, com ¢ = 0, 1, 2, .... Teremos aqui ng = (2¢+ 1), 11 =v=q¢+1/2¢
v = —v = —q— 1/2. As solugbes y; e y2 sdo aquelas dadas em (15.61), (15.62) e (15.63):

yi(z) = 223 "en(@)2" e wa(z) = Ayi(2)In(z) + 272N " wn(g)2"
n=0 n=0

onde, segundo (15.62), as constantes ¢, (¢q) satisfazem

1 i 1

c . M4 q+ =) anom + bpm| c , 15.117
n(q) f(n+q+%) mz::O [( q 2) n—m n m:| m(Q) ( )
para n > 1. Novamente, essas relagdes sdo idénticas aquelas de (15.106) com v substituido por ¢ + 1/2 e, assim, suas
solugoes sao

_ ! . k>0,
CQk(Q) L 22k T (k 1 q %) CO(q) =

coet1(q) = 0, k>0,
onde usamos I'(1 + ¢+ 1/2) =¢I'(1/2) e I'(k+ 14+ ¢+ 1/2) = (k + ¢)'T'(1/2). Adotando

1
201127 (1+q+3)

co(q) =

chegamos a expressao

[ee]
(_1)k 2\ 2k+q+1/2
st - 8
a+1/2(2) kz_% RIT(k+1+q+1/2) \2
Essa fungao representa uma das solugoes da equagdo de Bessel de ordem ¢+ 1/2 com ¢ =0, 1, 2, ... e é denominada
funcgao de Bessel de primeiro tipo e ordem q+ 1/2.
Passemos agora a segunda solugao
oo
y2(2) = Adgi1/2(2) In(z) + Z v (q)2" 9712
n=0
Por (15.63),
1 n—1
1 mq_>anm+bnm] vm(q) , 1 <n<2q,
oy S (s
vn(q) = arbitrario , n=2q+1,

n—1
-1 1
Agnf -1+ |:<mq_> anm+bnm:| Um\4q , N > 2Q+17
f@q%){ AP 2 @

m=0
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onde,
1 2
A= - @ (2q+ 1) 'rnZO Km —q— 2> A2¢41—m + bagi1 m:| Um (q) (15.118)
Para 1 <n < 2q tem-se
va(q) = mvnz(tﬁ : (15.119)

Porém,

vi(q) = Wiq) KOQ%) a1+b1] vo(q) = 0,

pois a1 = b; = 0. Conjuntamente com (15.119), isso diz-nos que v,(¢) = 0 para todo n fmpar com 1 < n < 2¢. A
importancia dessa observagao reside no seguinte. Por (15.118) vé-se facilmente que

1

A= aoery @

Portanto, tem-se no caso presente que A = 0 e, assim, a segunda solugao é livre de singularidades logaritmicas. Além
disso, com A = 0 as expressoes recursivas para v, (q) simplificam-se para

f(n—qf_ Z[(m_q_%)an_m+bn_”L] Um(q)a 1 <n<2q,

vn(q) = { arbitrdrio , n=2+1, (15.120)

jrree ==k DO | CEVEE) PR o) PR

m=0

Como j& vimos, para 1 < n < 2q os v,(¢) com n impar sdo nulos. Como vy441 é arbitrdrio, é conveniente escolhé-lo
igual a zero também. Com isso, as relagoes (15.120) ficam idénticas aquelas de (15.106) com v substituido por —(¢+1/2)
e, assim, suas solugoes sao

(D) T(1-q—3)

v = v k>0.
21(q) k'22kI‘(k+1—q——) o(q) , 2
v2k+1(Q) =0 ; k>0 )
Adotando
(@) :
v = )
T T (g )
chagamos a seguinte expressao:
> k 2k—q—1/2
VA q
Toam1p2(z Zk'f‘ k+1— - (5) '
k=0 q
Essa funcao representa uma segunda solugdo da equagao de Bessel de ordem ¢+1/2 com ¢ =0, 1, 2, ... e é denominada
fungdo de Bessel de primeiro tipo e ordem —(q + 1/2).
Concluimos, assim, que a solugao geral da equacao de Bessel de ordem ¢+ 1/2 com ¢ =0, 1, 2, 3, ..., é

aqu+1/2(z) + OZQJ—q—l/Q(Z) ’

onde o1 e ap sao constantes arbitrarias.
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Podemos definir também as fungdes de Neumann de ordem q + 1/2 em analogia com (15.108), mas aqui, tem-se
Jav1/2(2) cos((q +1/2)m) — J 4 1/2(2)
sen((q + 1/2)m)

De qualquer forma, a solugdo geral da equacao de Bessel de ordem ¢+ 1/2 com ¢ =0, 1, 2, 3, ..., é

Brdgt1/2(2) + BaNgy1/2(2)

Nq+1/2(2) =

= (=)™ 1ya(2) - (15.121)

onde [ e B2 sao constantes arbitrarias.

O estudante é convidado a constatar que Jgy1/2(2) é uma funcao analitica para todo z € C, z # 0, mas em z = 0
possui uma singularidade como z9t1/2, que é uma singularidade do tipo ponto ramificacio (de grau 2). Paralelamente,
J_q-1/2(2) (e, portanto, Ny 1/2(2)) é analitica para todo z # 0, mas possui em z = 0 uma singularidade como z7971/2,
que é uma singularidade do tipo ponto ramificacdo (de grau —2). Essas afirmagoes sdo ilustradas no préximo exercicio.

E. 15.10 Ezercicio semi-resolvido. Com g = 0 tem-se pelas nossas defini¢cdes acima

_ o (—1)* 2\ 2k+1/2 B e (—1)* 2\ 2k—1/2
Ji/2(2) = kZ:Ok!F(k+1+1/2) (3) ¢ Tl = kzzok!r(k+§) (3) '

Usando as identidades

_ T3/2)2k+ D! /7 (2k+ D!
Tk+1+1/2) = o -y
Pkl = (2K, (2k+ DNEKN = (2k+ 1), (2K)1(2k — DIl = (2k)!,
(prove-as!) teremos,
- 2w (—1)F - 2 o (—1)*
_ /2 [ 4 2k+1 _ /2 [ 4 2k
Npa(2) = 2 VWZ(%H)! e Japlk) =2 =D ey
k=0 k=0
e reconhecemos que
2 sen(z 2 cos(z
Taz) = /2 21/(2) e Jap() = /2 2152) . (15.122)

Observe ainda que

/2 sen(z
J1/2(Z) = 2? P z( ) ,

%(Z) é uma fung¢3o analitica para todo z € C, inclusive em z = 0 (por qué?).

sendo que

Complete os detalhes faltantes de todos os calculos indicados acima. o+

E. 15.11 Ezercicio. Verifique por cilculo explicito que as funcdes sen(z)/z'/? e cos(z)/z'/? sio, de fato, solucdes da equacio de
Bessel de ordem v = 1/2. o

Para futura referéncia, reunimos nossos resultados sobre as solugoes da equacao de Bessel no seguinte teorema:
Teorema 15.3 (Solugées da equacao de Bessel) Seja a equagio de Bessel de ordem v € C
2y (2) + 2 (2) + (22 = P)y(2) = 0,
com z € C.

1. Caso v € Z duas solugdes independentes sio J,(z) e J_,(z), onde

© —1)k 2\ 2k+v
Jy(2) = %m (§> . (15.123)

Definindo
Ju(z) cos(vm) — J_,(2)
sen(vm)

Y

N,(z) =

as fungoes J,(z) e N,(2) sdo também duas solugées independentes.
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2. Caso v € Z podemos, sem perda de generalidade, adotar v > 0, pois a equa¢do de Bessel € invariante pela mudanca
v — —v. Com essa convengdo, duas solugdes independentes sio J,(z) e N,(z), onde

Tulz) = kz_ok!F((_Ji)lkJr V) (§>QW N kz_ok'((;if;)' (§>QW 120
e
9 e 1 w=—n—1! yz\20v 1T & (=1)" (A + hags) (220
w3 (e () - 15 G S L ()
sendo que
ho == 0, hy = 1+%+%+---+% = zn:% Vn=>1.

e v € a constante de Euler-Mascheroni: v := lim (h,, —In(n)) ~ 0,5772156649 . . ..

n—oo

As fungoes J,(z), v € C, sdo denominadas fungoes de Bessel de primeiro tipo e ordem v, ou simplesmente fungoes de
Bessel de ordem v. As fungdes N,(z), v € C, sdo denominadas fungdes de Bessel de segundo tipo e ordem v, ou fungoes
de Neumann de ordem v. O

Comentdrio. O caso em que v é semi-inteiro estd incluido no caso 1, acima: v ¢ Z.

e Nota sobre as fungoes de Bessel de ordem inteira negativa

Até o momento definimos as fungdes de Bessel J,, por meio das expressoes (15.123) e (15.124), mas apenas para v’s
que nao sejam inteiros negativos. A expressao (15.123) contém uma fungao I'(x) no denominador e I'(z) diverge se x for
inteiro negativo. Por isso, em principio (15.123) néo estd definida para v’s inteiros negativos.

A experiéncia mostrou, porém, que é conveniente definir .J,, para v’s que sejam inteiros negativos por meio da seguinte
expressao:

Jom(z) == (=) Jn(z), (15.125)

para todo m € IN e todo z € C. Note que, como a equagao de Bessel é invariante pela troca v — —v, J_,, definida acima
é solucao da equacao de Bessel de ordem £m. A conveniéncia dessa convencao nao pode ser apreciada no momento,
mas ird manifestar-se quando discutirmos algumas propriedades das fungoes de Bessel na Secao 16.2.7, que inicia-se na
pagina 898, tais como as relacoes de recorréncia e a funcao geratriz.

E. 15.12 Ezercicio. Mostre que com a convencdo acima vale

Jom(=2) = Jm(2), Vm e Ny,

2k+m

Sugestdo: Jn(z) é uma soma de mondmios da forma z e vale (—z)2tm = (—1)mg2ktm, o,

15.2.4 Equacoes Relacionadas a de Bessel. A Equacgao de Bessel Esférica

Diversas equagoes diferenciais podem ser transformadas na de Bessel e podem ter suas solugoes expressas em termos de
fungoes de Bessel e de Neumann. Uma classe bastante geral é composta pelas equacoes da forma

229" (2) + (1 —20)2y/ (2) + [52')/222V +a?— VQ'yQ}y(z) =0, (15.126)

com a, f3, v e v constantes (sendo S # 0). Essa equagao é por vezes denominada equagio de Bessel generalizada e sua
solucao mais geral é
az®J,(B827) + bz N, (827) , (15.127)

onde a e b sdo constantes arbitrarias.
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E. 15.13 Ezercicio. Prove as afirmagdes acima, ou seja, prove que (15.127) é asolugdo geral de (15.126). Sugest3o: defina a fungdo
v por y(z) =: 2%v(B2") e, substituindo em (15.126), mostre que v satisfaz a equagdo de Bessel de ordem v. "

Dois casos particulares de interesse, dentro da classe definida em (15.126), sdo a equacao de Airy (que corresponde
aa=1/2,=2/3,y=3/2ev =1/3) e a equagdo de Bessel esférica (que corresponde a o« = —1/2, f =1,y =1¢e
v =0+ 1/2). Trataremos desses casos logo abaixo.

O estudante deve observar que, caso 27 nio seja um inteiro positivo ou zero, a equagao (15.126) nao é singular regular
em zg = 0 (compare a (15.50)) e, portanto, a ela nao se aplica o método de Frobenius. A solucao dada em (15.127), de
fato, ndo é como aquelas obtidas pelo método de Frobenius, que seriam da forma z"¢(z) ou da forma 2" In(z)¢(z), para
alguma constante n e com ¢ analitica em torno de zg = 0. Por exemplo, tem-se

X B 2\ vrta 00 (71)]9 ﬂ2k+u 2\ 2ky
22,82 = (2) B (z)

que nao é da forma 2"¢(z) com ¢ analitica em torno de zp = 0, pois a série do lado direito ndo é uma série de poténcias
em z.

e A equacao de Airy e a equagao de Bessel

Como dissemos acima, varias equagoes diferenciais podem ser transformadas em equacoes de Bessel. Um exemplo é
o da equacdo de Airy: y”(z) — zy(z) = 0, cujas solugdes foram apresentadas na Segdo 15.1.4, pdgina 801. A maneira
mais simples de ver isso é a seguinte!®. Se y é uma solucdo da equacio de Airy, entdao a funcido v(z) definida por por
y(z) = zv (§z3/2) satisfaz a equagao de Bessel de ordem v = 1/3, como facilmente se constata.

E. 15.14 FEzercicio. Verifique isso! o+

Concluimos dai que as solugdes y(z) da equagdo de Airy podem ser escritas como combinagoes lineares das fungoes
VzJis (§z3/2) e VzJ 13 (§z3/2). Com efeito, pelas definigdes (15.29)-(15.30) e (15.123) (para v = 1/3) pode-se
facilmente constatar a validade das relagoes

1/2 ) 2
Ai(z) = ZT |:J1/3 (523/2) + Ji/3 (523/2)} , (15.128)
: 2/ 2 372 2 372
BI(Z) = T J_1/3 §Z - J1/3 gz . (15129)

que permitem expressar as fungoes de Airy Ai e Bi em termos das fungoes Jy1/3.

E. 15.15 FEzercicio. Prove as relagdes (15.128)-(15.129) usando (15.29)-(15.30) e (15.123). o,
Na Secao 43.5.3, pagina 2459, veremos uma aplicacao dessas consideragoes sobre as solucoes da equagao de Airy.

e A equacgao de Bessel esférica

A equacgao diferencial
22y (2) + 22 (2) + (2° —o(0 +1))y(2) = 0,

para z € C, com o € C, constante, é denominada equacao de Bessel esférica de ordem o.

A equacao de Bessel esférica surge, por exemplo, quando da resolucao da equacao de Helmholtz em trés dimensoes em
coordenadas esféricas (vide Capitulo 43, pagina 2400) e, portanto, é importante para o estudo da propagagao de ondas
ou de fenémenos de difusao em trés dimensoes.

Se definirmos v(z) = 2/2y(z), obtemos para v a equacao diferencial

220" (2) + 20/ (2) + <22 - (a + %)2> v(z) =0,

18Uma outra maneira usa propriedades de simetria da equacdo hipergeométrica confluente.
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que nada mais é que a equagao de Bessel usual de ordem o + % Consequentemente as solugoes da equagao de Bessel
esférica sao da forma
Jor1(z)  Nyya(2)

y(z) = Ve + N

onde A e B sao constantes arbitrdrias.

Em funcao disso, definem-se as chamadas func¢oes de Bessel esféricas de ordem v por

Ju(z) = \/gJV+%(z), (15.130)

e as chamadas funcdes de Neumann esféricas de ordem v por

n(2) == /5= Nyp1(2) . (15.131)

E bastante claro que as fungdes n, (z) sdo singulares em z = 0, enquanto que as fungdes j,(z) ndo divergem em z = 0,
sendo até mesmo fungoes inteiras (analiticas em toda parte) para v inteiro ndo-negativo.

Um caso de particular interesse é aquele no qual 0 =1 € INy. Nesse caso, podemos escrever a solucao geral da equacao
de Bessel esférica na forma

y(z) = aji(z) +bn(z),

com a e b constantes arbitrdrias, onde

. s
gi(z) = 2 Jip1(2), e (15.132)

T (15.121) T
m(z) = oo Nigy(2) = (D" o= T (2) - (15.133)

2z

Note que, por (15.122), tem-se

Jo(z) = e mno(z) = — : (15.134)

Algumas propriedades das fungoes de Bessel esféricas serao estudadas na Secao 16.2.8, pagina 920. As primeiras fungoes
de Bessel e de Neumann esféricas encontram-se listadas em (16.261) e (16.262).

15.2.5 Equacoes Relacionadas a de Bessel. A Equacao de Bessel Modifi-
cada

Uma outra equacao diferencial fortemente relacionada & de Bessel é a equacdo de Bessel modificada de ordem v:

229" (2) 4 2y (2) — (22 +1%)y(z) = 0, (15.135)
com z € C, onde v € C é uma constante. Comparando-se a equagao de Bessel (15.105), pagina 820, é ficil perceber que
a equacgao modificada pode ser transformada na de Bessel se fizermos formalmente na primeira a substituicao z — iz. De
forma direta, é imediato constatar que se y(z) é uma solucao da equagao de Bessel, entdo y(iz) é uma solucdo da equagao
de Bessel modificada. Concluimos que no caso de v nao-inteiro a solugao geral de (15.135) é dada por uma combinagao
linear de J, (iz) e J_,(iz) (ou de J,(iz) e N,(iz)) e para v = n, inteiro, por uma combinacao linear de J,,(iz) e N, (iz).
Isso sugere e justifica as definigoes que seguem.

Definem-se as fungdes de Bessel modificadas de primeira espécie e de ordem v, denotadas por I,(z), por
I(2) == i7vJ,(iz) = e /2], (iz) ,

sendo que para v = n, inteiro, tem-se
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As fungoes de Bessel modificadas de sequnda espécie e de ordem v, denotadas por K, (z), sdo definidas por

,L'u-l—l
K, (z) =

7T(Jy(i,z) +z‘N,,(iz)) :
As funcées K, sao denominadas por alguns autores funcdes de Macdonald™®.

Adverténcia. O estudante deve ser advertido do fato de nao haver, infelizmente, uniformidade na literatura quanto a
definicao das fungoes K, apresentadas acima, pois alguns textos adotam para K, uma combinagao linear das funcoes
Ju(iz) e N,(iz) com constantes ligeiramente diferentes daquelas acima. A referéncia [521], por exemplo, multiplica a
expressdo por cos(vm) de modo a fazer com que as fungoes K, satisfagam as mesmas relagoes de recorréncia que as
fungoes I,,. Desastradamente, porém, isso faz com que a expressdo se anule se v = 1/2+ k, com k € Z. A defini¢ao que
adotamos é a mais comum atualmente e, curiosamente, coincide com a original de Basset?® de 1886. Vide [521] para
outros comentarios sobre esse ponto.

Note-se que I,,(z) e K, (2) sao linearmente independentes, de modo que a solugao geral da equagao de Bessel modificada
de ordem v é uma combinagéo linear al,(z) + bK,(z), onde a e b sdo constantes.

E. 15.16 Ezercicio. Mostre que, com as definicdes acima,

ml ,(2) = L(2)

K.(z) = 2 sen(vm)

eque K,(z) = K_.(2).

Da representagao em série (15.123) das fungoes de Bessel, e da defini¢do de I,,(z) obtem-se

s 1 2N 2k+v
I(z) == kzzom (§> . (15.136)

E de se notar que se v > 0 e se e z > 0 entdo todos os termos da série acima sdo positivos e, portanto, I,,(z) > 0. Assim,
ao contrario das fungos de Bessel, as fungoes de Bessel modificadas I, nao se anulam no eixo real positivo. O mesmo
pode ser facilmente provado sobre as fungoes K, as quais divergem em z = 0.

Para o caso em que v = m € Ny, temos

o0

1 2\ 2k+m
In(2) = k;m (5) . (15.137)

15.2.6 A Equacao de Laguerre

21§ a equacdo diferencial

2y (2) + (1= 2)y'(2) + My(z) = 0,

com z € C, onde A € C é uma constante.

A equagao de Laguerre

A equacdo de Laguerre, e uma parente préxima, a equagao de Laguerre associada, apresentada na Se¢ao 15.3.2, pdgina
843, emergem em um dos problemas mais importantes da Fisica, a equacao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio
em coordenadas esféricas. Vide Segao 43.8, pagina 2468. A equagao de Laguerre é também um caso particular da equacao
hipergeométrica confluente, a ser discutida na Segao 15.2.8, pagina 838.

Comparando com a forma (15.53), vemos que zp = 0 é um ponto singular regular da equagao, vemos que a(z) = 1—2z
e que b(z) = Az. Assim, no presente caso tem-se

1, paran=0
A, paran=1
On = -1, paran=1 > b, =
0, paran=0oun > 2
0, paran >2

19Hector Munro Macdonald (1865-1935).
20 Alfred Barnard Basset (1854-1930).
21Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).
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E elementar constatar-se que, para essa equagao, v— = v+ = 0 e, portanto, estamos no caso 2 do Teorema 15.2 da pagina
808 com f(x) = 2%, 79 = 0,

y(z) = Z en 2" e yaz) = yi(z)In(z) + Z vy 2", (15.138)
n=0 n=0
onde .
1 — A—n+1
Cp = —— [man_m + bn_mi| Cm = — 2 Cn—1, n>2 )
n? £~ n
e
1 n n—1
v, = 3 [Qn — 1] cn + Z Ay Cm + Z [man_m + bn_m} vml
L m=0 m=0
1] A—n+1
= —— |2ncy— cn1] — ++ Up_1, Vn>1, (15.139)
n n

(1" ’ﬁ(ki” _ DTt

(n!)? ey o ()2T(A=n+1)
e y1(z) fica
yi(z) = 1+n2=:1 ((n!l)): <g(>\l)> = 1+n2=:1 (n(!););(f(f;j)l) 2", (15.140)

A situacdo de maior interesse em Fisica é aquela na qual A é um inteiro nao-negativo: A = m € INg. A razéo
disso serd explicada detalhadamente no Apéndice 15.E, pagina 852, mas adiantamos que nos casos em que A nao é um
inteiro positivo a solugdo y; cresce muito rapidamente (exponencialmente) quando z é restrito ao semi-eixo real positivo.
Esse comportamento é inadequado em véarias aplicagoes, por exemplo no classico problema do atomo de hidrogénio da
Mecanica Quantica, o que leva ao descarte de tais solugoes.

J& no caso em que A é um inteiro ndo-negativo, A = m € INy, a solu¢do dada em (15.140) reduz-se a um polinémio de
grau m:

o . UL “ (71)7I m! g
(H(m l)> N 1+; (nh2 (m —n)!

m _1)
ne =143 o (11
- (_1)n m P
7;) n! (n) '

Os chamados polinémios de Laguerre, denotados por L, (z), sdo definidos como m! vezes o polinémio acima??:
I L nmbm\ 4
= —1)" — . 15.141
m(2) n§:O( ) ol (n) Z ( )

Os quatro primeiros sao
Lo(2) = 1, Li(2) = 1—2, La(2) = 2—42+2% L3(z) = 6—182+922 - 23 .

E f4cil provar, também, que a seguinte expressao é vélida (vide pdgina 892):

™m

Lin(z) = €° ddz—m(zme_z) . (15.142)

220 fator de normalizacdo m! tem origem histérica. O leitor deve ser advertido do fato, j4 lamentado paginas acima, que em alguns textos
outra normalizagdo é empregada.
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Os polinémios de Laguerre L,,(z) sdo, portanto, uma das solugoes da equagao de Laguerre (com A = m)
29" (2)+ (1 —2)y'(2) + my(z) = 0, (15.143)

com z € C, onde m € Ny. De acordo com (15.138), uma segunda solugdo é dada na forma

onde os coeficientes v, sdo dados em (15.139) em termos dos coeficientes ¢,, dos polinémios de Laguerre. Apés célculos
um tanto macantes, chega-se a seguinte expressao:

B m km' 7 B moo (k’—l)' m+k
y2(2) = Lom( +k§=:1 (k)(hmk B — 2hy) 2% + (= ;mﬂ T ey e E AR

onde h,, estd definido em (15.110)-(15.111).

E. 15.17 Ezercicio. Mostre isso. Sugest3o: tire uma tarde livre. "

E. 15.18 Ezercicio. Caso o leitor ndo deseje fazer o exercicio anterior, poderd contentar-se com a tarefa mais simples de verificar
que a expressdo acima é, de fato, uma solugio de (15.143). "

Essa segunda solugao é raramente empregada em problemas de Fisica, especialmente devido a singularidade lo-
garitmica que apresenta.

Mais propriedades dos polinémios de Laguerre serao estudadas na Secao 16.2.5, pagina 891.

15.2.7 A Equacao Hipergeométrica

A equacgao diferencial
2(1-2)y"(2) + [y — A +a+B)zy'(2) —aBy(z) = 0, (15.144)

paraz € Cecom o, e~ € C constantes, é denominada equacdo hipergeométrica, ou equacdio de Gauf??, quem a primeiro
estudou. A razdo do interesse nessa equagao reside em trés fatos. Primeiro, a equagdo hipergeométrica é (a menos de
multiplicacdo trivial por uma constante) a Unica equagao linear homogénea de segunda ordem com apenas trés pontos
singulares regulares em 0, 1 e oo (vide discussdo & pdgina 766). Sabe-se, ademais, (vide discussdo da Se¢ao 14.8.3, pdgina
779) que toda equagdo Fuchsiana com trés pontos singulares pode ser transformada em uma equagdo hipergeométrica.
Segundo, ha varias equagoes diferenciais de interesse que podem ser transformadas em equagoes hipergeométricas e, com
isso, pode-se estudar certas propriedades de varias fungoes especiais, tais como seu comportamento assintético, a partir
das propriedades correspondentes de fungoes hipergeométricas. Terceiro, suas solucbes possuem muitas simetrias. A
equacgao hipergeométrica é uma das equagoes diferenciais ordinarias mais estudadas, sendo suas solugoes riquissimas em
propriedades. Sua abordagem completa esta muito além das pretensoes destas Notas e, para um tratamento detalhado,
recomendamos as referéncias [228], [454], [521], [296], [223] e outras. Propriedades combinatérias envolvendo as séries
hipergeométricas e suas generalizagoes podem ser encontradas em [184].

Vamos aqui apresentar as solugoes da equagdo hipergeométrica (15.144) em termos de expansdes em torno de seu
ponto singular regular zo = 0. O leitor poderd encontrar em [454] solugbes de (15.144) expressas como expansoes em
torno dos outros pontos singulares regulares zg = 1 e zg = co. O interesse nessas tltimas expansoes é um tanto menor,
especialmente pois as mesmas podem ser expressas em termos das solugoes obtidas em torno de zy = 0. Reescrevemos
(15.144) na forma

y'(2) + —y'(2) + —57uy(z) = 0, (15.145)

23 Johann Carl Friedrich GauB (1777-1855). Um dos maiores e mais influentes mateméticos de todos os tempos, GauBl dedicou-se também
intensamente a problemas de Fisica, Astronomia, Matemédtica Aplicada e mesmo Engenharia (é um dos co-inventores do telégrafo) e encontrou
as equagoes hipergeométricas em estudos de Geodesia, assunto a que se dedicou quando da construgao das primeiras linhas férreas da Alemanha.
Seus trabalhos nessa drea também inspiraram uma das suas muitas contribui¢ées importantes & matematica pura: a formulacdo de geometrias
nao-Euclidianas.
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sendo a(z) e b(z) analiticas em |z| < 1, a saber,

az) = ZUEOEDE S S 1—a— g,
n=0

1—=2

be) = 2 S = Y (ot
n=0 n=1

A equacao indicial, neste caso, é
f2) = a(@—1)+7z = alz+7—1) = 0

e temos, portanto, os indices v+ dados por
- =1-x € ¥+ = 0.

H4, assim, trés casos a considerar: 1. vy —1 ¢ Z, ou seja, v € Z. 2. y=1. 3. v—1 € Z\ {0}, ou seja, v € Z mas
v# 1L
Caso 1. v — 1 ¢ Z, ou seja, v ¢ Z.

Aqui, de acordo com (15.55) e (15.56), as solugdes sao

n(z) = zl_Wchz" e yofz) = Zdnz”, (15.146)
n=0 n=0
onde
1 n—1 1 n—1
Cp = —m nlzz:o [(m + 1-— ’Y)an_m + bn_mi| Cm , dn = _m e |:ma/n—m + bn—mi| dm )

para todo n > 1. Nesse caso, porém, nao é tao simples resolver recursivamente essas equacgoes, pelo menos na maneira
como estao expressas acima. E muito mais f4cil obter as relagoes recursivas de outra forma: inserindo (15.146) na equacao
diferencial ainda na forma (15.144). Com esse procedimento, comegando pela solugdo y2(z), obtem-se alegremente para
os coeficientes d,, a seguinte relagao recursiva:

+n)(B+n)

DG (15.147)

dn+1 ==
para todo n > 0.

E. 15.19 Ezercicio importante. Verifique! o+

Convencionando-se tomar dg = 1, chegamos a

d, = (O‘)n(ﬁ)n, n>1,
n!(Y)n
onde, para x € C e n € Ny,

n—1

z(z+1)---(x+n—-1) = H(ac+l), n>1,
1=0

() = (15.148)
1, n =20,

sdo os denominados simbolos de Pochhammer**. Quando x ndo é um inteiro negativo ou zero, podemos escrever

_ I'(z+n)
() = W

24Leo August Pochhammer (1841-1920).
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Com isso, obtemos para a solucao ys a expressao

Fla, B, 7, 2) == 1+ % RN NG) 3 Dlat+ mT(B +n) i (15.149)

Essa fungao, introduzida por Gauf3 em cerca de 1812, é denominada fun¢do hipergeométrica, denominagao aparentemente
criada por Kummer?® em 1836. Contribuiram 3 teoria das funcdes hipergeométricas nomes como Euler, Gauf}, Kummer
e Riemann. Na literatura F (o, 3, 7, 2) é muitas vezes denotada por o F; (a, 3, v, 2)%6.

Repetindo consideragoes anteriores, F'(«, 8, 7, z) é analitica como fun¢ao de z pelo menos na regido |z| < 1. No caso
em que « ou 3 sdo inteiros ndo-positivos, é ficil ver que F(«, B, v, z) reduz-se a um polindmio e é, portanto, analitica
em toda parte. Exceto nesses casos, a série que define F(a, S, 7, z) é divergente para |z| > 1, como se vé pelo teste da
razao, pois

(@)n+1(B)n+1 n+1

(n+D!'(Y)n+1 z _ |a + nl |B + n| |Z|
R CESHEET R
n'()n

que, para n grande, aproxima-se de |z| > 1. Casualmente, o0 mesmo argumento prova convergéncia absoluta da série
hipergeométrica (15.149) para |z| < 1.

Fazemos ainda notar que a expressido acima para F(a, , v, z) estd definida mesmo para o caso em que v é um
inteiro positivo e, portanto, representa uma solugao da equagao hipergeométrica naquele caso. Para -y nulo ou um inteiro
negativo, digamos v = —m, o denominador (), anula-se para n > m e a expressao para F(«, 8, 7, z) deixa de fazer
sentido.

Para obtermos a outra solucao inserimos y; de (15.146) na equagao diferencial ainda na forma (15.144) e obtemos
alegremente para os coeficientes ¢, a relagao

mtatl—y)n+p+1-17)
m+1)n+2-—7)

Cn+1 n

para todo n > 0.

E. 15.20 Ezercicio importante. Verifique! "

Alguns segundos de contemplacdo nos levam a concluir que essas relagoes sdo idénticas aquelas de (15.147), desde
que 14 fagamos as seguintes modificagées: @« - a+1—7v, 8 = 8+ 1—~v e v — 2 — . Por tras dessa aparente
coincidéncia residem propriedades de simetria da equagao hipergeométrica. O leitor poderd encontrar essa discussao nos
textos supra-citados.

Assim, tomando-se também ¢y = 1, concluimos que a outra solucao é

ZTVF(a+1—7y, B+1—7,2—17, 2).

Fazemos ainda notar que F(a+1—~, S +1—1, 2—1, z) estd definida mesmo para o caso em que v é um inteiro
nao-positivo e, portanto, 2!V F(a+1 -, 3+1—1, 2 — 1, z) representa uma solugao da equagao hipergeométrica
naquele caso.

Resumindo nossas conclusdes, para o caso v € Z a solucao geral da equagdo hipergeométrica (15.144) expressa em
termos de uma expansao em torno do ponto singular regular zp = 0 é

Alzl_’yF(O‘+1777 6+1777 27’77 Z)+A2F(Oé, ﬂa s Z)

onde A; e Ay sdo constantes arbitririas.

Caso 2. y=1.

25Ernst Eduard Kummer (1810-1893).

26 A explicacdo da notacdo 2F1 é a seguinte: o “2” & esquerda indica a presenca de dois simbolos de Pochhammer no numerador dos termos
da série hipergeométrica (15.149). O “1” a direita indica a presenga de um simbolo de Pochhammer no denominador. H4 generalizagdes da
série (15.149) que definem as chamadas fungdes hipergeométricas generalizadas, denotadas por rFj, e que contém k simbolos de Pochhammer
no numerador e ! no denominador (vide e.g. [184]). Mais abaixo encontraremos as fungées hipergeométricas confluentes, que séo do tipo 1 F.
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Aqui y— =4 = = 0. Nesse caso a primeira solugao é da forma y;(z) = Ziozo cn 2" e, de modo andlogo, obtemos
(a+n)(B+n)
el = CEmE Cn (15.150)

para todo n > 0. Assim, a primeira solucao é

(nl)*

Pelo mesmo argumento acima, a expansdo em série do lado direito converge para |z| < 1 e diverge para |z| > 1.

F(a,ﬁ,l,z)lJrZ%z Z (a+n)T(B+n)

Pelo Teorema 15.2, pagina 808, a segunda solucao tem a forma
F(a, 8, 1, z)In(z —I—Zvnz

com os v, dados em (15.59) em termos dos ¢,, acima. A expressao que se obtem é um tanto complexa e evitamos coloca-la
aqui. O leitor poderd encontra-la, por exemplo, em [454].

Caso 3. vy — 1€ Z\ {0}, ou seja, v € Z mas v # 1.
Ha dois casos a distinguir: a. v > 1e b. v <0.

No caso a, v = m, com m > 1 inteiro. Aqui tem-se ng =m—1,v; =74 =0e v =7v_ = 1—m. Como ji observamos
acima, uma solugao é dada por F(«, 8, m, z). Uma segunda solugao serd da forma

AF(a, B, m, 2) In(z) + 2!~ mZvnz

com os v, e A dados como em (15.63) e (15.64) a partir dos coeficientes ¢,, de F(a, 8, m, z). Novamente, a expressao
que se obtem é complexa e remetemos o estudante a, e.g., [454].

No caso b, v = —m, com m > 0 inteiro. Aqui tem-se no = m+1, 1 =7 =14+ me vy = v = 0. Como ja
observamos acima, uma solucio é dada por 2! "™ F(a+1+m, B+1+m, 2+m, z). Uma segunda solugdo sera da forma

AT F(a4+14+m, B+1+m, 24+ m, 2) In(z Zvn ,

com os v, e A dados como em (15.63) e (15.64) a partir dos coeficientes ¢, de 2! T F(a+1+m, B+ 1+m, 2+m, 2).
Novamente, a expressdo que se obtem é complexa e remetemos o estudante a, e.g., [454].

Com isso encerramos nossa breve excursao as fungoes hipergeométricas e remetemos o estudante interessado em um
maior aprofundamento a literatura supra-citada.

15.2.8 A Equacao Hipergeométrica Confluente
A equacgao diferencial
2y'(2) + [y = 2ly'(z) —ay(z) = 0, (15.151)

para z € C e com « e v € C constantes, é denominada equa¢do hipergeométrica confluente ou equagio de Kummer. A
mesma pode ser obtida da equacao hipergeométrica por um procedimento de limite no qual a singularidade regular de
zo = 1 daquela equagao é feita imergir (“confluir”, dai o nome) na singularidade regular de zy = co. Esse processo pode
ser descrito da seguinte forma. Facamos na equagao hipergeométrica

2(1=2)y"(z) + [y — L+ a+B)ly'(z) —afy(z) = 0

a mudanca de varidveis ( = fz. A mesma assume a forma (verifique!)

¢\ d?y a+p+1 dy _
4(“5)7@*[ (75 )C}d—c‘ay—o-
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Tomando-se agora o limite |5| — oo obtemos a forma (15.151). Vide, e.g., [454] ou [228]. A equagdo hipergeométrica
confluente possui uma singularidade regular em zo = 0 e uma irregular em zy = oo (vide discussdo & pagina 767).

Assim como no caso da equagao hipergeométrica, hé varias equagoes diferenciais de interesse que podem ser transfor-
madas em equacoes hipergeométricas confluentes. Os exemplos mais evidentes sao a equacao de Laguerre, Secao 15.2.6,
péagina 833, que corresponde a v = 1 e « = —A\, e a equagao de Laguerre associada, Secao 15.3.2, pagina 843, que
corresponde a y =m+1 e a = —(n —m). Um outro exemplo é a equagao de Hermite, equacao (15.15), pdgina 799, que
pode ser transfomada em uma equagao hipergeométrica confluente definindo-se w = 2% e v(w) = y(z). Com isso, (15.15)
transforma-se em

wv' (w) + B - w} v'(w) + =v(w) = 0, (15.152)

(verifique!) que é uma equacgao hipergeométrica confluente com v = % eq= f%.
Pode-se, portanto, estudar propriedades de varias fungoes especiais, tais como sua estrutura de singularidades ou seu

comportamento assintético, a partir das propriedades correspondentes de fungoes hipergeométricas confluentes.

Para a equacao hipergeométrica confluente tem-se

e assim, comparando com a forma padrao (15.50), temos
a(z) = vy—z, e bz) = —az.
Logo,

v, paran =20
—a, paran=1
an = -1, paran=1 - by =
0, paran=0oun>2
0, paran>2

A equacao indicial é, portanto,
f@) = az+y-1),
cujas raizes sao
¥- = 1=n e 7+ = 0,

tal como para a equacdo hipergeométrica. H4, assim, trés casos a considerar: 1. v —1 & Z, ou seja, vy € Z. 2. v=1. 3.
v—1¢€Z\ {0}, ou seja, v € Z mas vy # 1.

Caso 1. v —1 ¢ Z, ou seja, v ¢ Z.
Aqui, de acordo com (15.55) e (15.56), as solugdes sao

yi1(z) = zl_Wchz" e yofz) = Zdnz”, (15.153)
n=0 n=0
onde
1 n—1 1 n—1
Cn = — %77 1 Z |:(m +1- V)Gn—m + bn—m} Cm , dn = T [man—m + bn—m} dm )
fA=y+n) == f(n) =
para todo n > 1. Assim,
o — n+o-—ry . 4 — n+a-—1 d
n—n(n+1iﬁy) n—1 5 n_n(n+'yfl) n—1
o que conduz a
(a+1—9), ()n
= — d, = d 15.154
Cn Tl'(2 — ’}/)n Co , n n'('}’)n 0 5 ( )
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Tomando dg = 1 a solugao y» assume a forma

2 (), TS
R 70 2) = 14 3 = pﬁz.iigo

Esta fungao é denominada funcdo hipergeométrica confluente ou, por vezes, funcdo de Kummer.

=l

E‘;‘ig %T (15.155)

E. 15.21 Ezercicio. Prove, usando diretamente as definicbes, a seguinte relacdo entre as funcdes hipergeométricas confluentes e as
fungbes hipergeométricas:

1Fi(a, 7, 2) = lim F (a, B, 7, %) :
*
Aplicando o teste da razao a série de (15.155) temos
(@W)n+1 L+l
(D! (Mnia _ __la+n] o
Toh CESIEET

e vemos que a mesma converge absolutamente para todo z € C, pois para cada z fixo o lado direito torna-se menor que
1 para n grande o suficiente. Assim, 1F)(«a, v, z) é analitica para todo z € C.

Fazemos ainda notar que a expressdo acima para 1 F1(«, 7, z) estd definida mesmo para o caso em que « é um inteiro
positivo e, portanto, representa uma solugao da equacao hipergeométrica confluente naquele caso. Para + nulo ou um
inteiro negativo, digamos v = —m, o denominador (v), anula-se para n > m e a expressao para F(a, 7, z) deixa de
fazer sentido.

Passemos agora a solugdo y;. Alguns segundos de contemplagao das expressoes de (15.154) conduzem-nos & percepgao
que a relagdo entre ¢, e ¢ equivale a relagao entre d,, e dy com a troca « - a+1—vy ey — 2 —~ (tal como se fez no
caso da equagdo hipergeométrica, acima). Assim, convencionando-se também ¢y = 1, tem-se que a solugao y1(z) é dada
por

ATV R+l -5, 27, 2).

Fazemos ainda notar que 1 F1 (a+1—+, 2—1, z) estd definida mesmo para o caso em que v é um inteiro nao-positivo
e, portanto, 2177 1 Fy(a + 1 — 7, 2 — v, z) representa uma solugao da equagao hipergeométrica confluente naquele caso.

Resumindo, para o caso v € Z a solugao geral da equacao hipergeométrica confluente (15.151) é
Al Zli’ylFl(a+17’ya 277; Z)+A2 lFl(aa s Z)a

onde A1 e Ay sdo constantes arbitrérias.

Caso 2. y=1.
Esse é o caso da equagao de Laguerre.
Aqui y— =4 =79 = 0. Nesse caso a primeira solugdo é da forma y;(z) = Y .-, c, 2" e, de modo andlogo, obtemos
(a+mn)
Cn4+1 = m Cp , (15156)

para todo n > 0. Assim, a primeira solucao é

Pelo Teorema 15.2, pagina 808, a segunda solucao tem a forma

1Fi(a, 1, 2)In(z) + Z vp 2",
n=0
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com os v, dados em (15.59) em termos dos ¢,, acima. A expressao que se obtem é um tanto complexa e evitamos coloca-la
aqui.

Caso 3. vy — 1€ Z\ {0}, ou seja, v € Z mas v # 1.
Esse é o caso da equagao de Laguerre associada.
H4 dois casos a distinguir: a. v >1eb. v <0.

No caso a, v = m, com m > 1 inteiro. Aqui tem-se ng =m—1,v1 =74+ =0e vy =v- = 1—m. Como ja observamos
acima, uma solucao é dada por 1 Fi(a, m, z). Uma segunda solugdo serd da forma

AP (a, m, z) In(z) +z'7™ Z 2"
n=0

com os v, e A dados como em (15.63) e (15.64) a partir dos coeficientes ¢, de 1 Fi(a, m, z). Novamente, a expressao
que se obtem é complexa e a omitimos aqui.

No caso b, v = —m, com m > 0 inteiro. Aqui tem-se ng = m+1, 11 =v- =14+ me y2 = v+ = 0. Como ja
observamos acima, uma solucao é dada por 2™ 1 Fy(a + 1 +m, 2+ m, 2). Uma segunda solugao serd da forma

(o)
AT B (a+1+m, 24+ m, 2) In(z) + Z vp 2"
n=0

com os v, e A dados como em (15.63) e (15.64) a partir dos coeficientes ¢,, de z!7 | Fi (a+1+m, 2+m, z). Novamente,
a expressao que se obtem é complexa e é omitida aqui.

Com isso encerramos nossa breve excursao as funcoes hipergeométricas confluentes. Para um tratamento extensivo
da equagdo hipergeométrica confluente e propriedades de suas solugoes, vide [446], [228] ou [521].

15.3 Algumas Equacoes Associadas

Algumas das equagoes tratadas acima possuem parentes préximos com os quais se relacionam amistosamente. Vamos
estudar algumas delas.

15.3.1 A Equacao de Legendre Associada

A equacgao de Legendre associada é equacao diferencial

(1—22)y"(2) — 229/ (2) + XA+ Dy(z) — . ﬁ = y(z) = 0. (15.157)

Como é facil de se constatar, os pontos +1 sao pontos singulares regulares da equagao de Legendre associada. Repare
também que para p = 0 recupera-se a equagao de Legendre usual

(1—2%)y"(2) — 229/ (2) + MM+ 1)y(2) = 0. (15.158)

O principal interesse na equagdo (15.157) se d4 no caso em que g é um nimero inteiro, p = m € Z, situagdo que
corresponde a maioria das aplicagoes. Nesse caso, um truque feliz permite-nos encontrar as solugoes sem termos de
recorrer ao método de Frobenius.

Tudo comeca com a observacao que a equacao de Legendre usual e a equagao de Legendre associada podem ser
transformadas em uma mesma equagdo. Se em (15.157) (j4 adotando p = m € Z) fizermos a substituicao y(z) =
(1 — 22)™/29(2), obtemos para v a equacio

(1— 220" (2) — 2(m + 1)z v'(2) + (A(A +1) —m(m+ 1)) v(z) = 0. (15.159)
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E. 15.22 Exercicio importante. Mostre isso. Sugestdo: um pouco de paciéncia. *

Se, por outro lado, tomarmos a equagao (15.158) e a derivarmos m vezes, obtemos

"

(1 - 22) (y<m>) (2) — 2(m + 1)z (y<m>>' (2) + (A(A 1) —m(m+ 1)) (y<m>) () = 0. (15.160)

m

E. 15.23 Ezercicio importante. Mostre isso. Sugestdo: use a regra de Leibniz para calcular as derivadas %((1 — 22)y”(z)) e

ddz% (zy/(z)). "

Comparando (15.159) com (15.160), constatamos que ambas sdo a mesma equagdo. Com isso, vemos que se yy, é a
solucdo geral da equagao de Legendre e y1,, é a solucdo geral da equagao de Legendre associada, entéo (1 — 22)”“/ 2yra(2)
(m) . sy N ~ . ~
e y; ’(z) devem ser proporcionais, j& que obedecem & mesma equacao (15.159). Com isso, obtemos que a solugdo geral

da equagao de Legendre associada pode ser obtida da solucao geral da equagao de Legendre por

yra(z) = b (1= 220"y (2) |
k., sendo constantes de normalizagao a serem convencionadas.

Coloquemo-nos agora a questao: qual solugao yr da equacao de Legendre devemos adotar? Isso certamente depende
do tipo de problema considerado, mas na maioria das aplicacoes procuramos resolver a equacao de Legendre associada
no intervalo [—1, 1] e procuramos solugdes que sejam finitas em todo esse intervalo, incluindo as bordas +1. Ora, ja
vimos que as unicas solugoes da equagao de Legendre usual que permanecem limitadas nos extremos +1 (assim como
suas derivadas) sdo os polindémios de Legendre P;(z), os quais ocorrem como solugdo apenas no caso A = [, um inteiro
nao-negativo. Obtemos, assim, que as solucoes de interesse da acao de Legendre associada que sao limitadas em todo o
intervalo fechado [—1, 1] ocorrem para A = [, um inteiro nao-negativo, e sdo dadas por

PP (z) = (1—22)m/? d—mpl(z), (15.161)

dz™

onde P, é o polinémio de Legendre de grau [. E claro que P (z) é nulo se m > [ (pois P, é um polindémio de grau [).

As fungoes P/™ definidas acima s@o denominadas polindmios de Legendre associados, ainda que nao sejam realmente
polindémios em z no caso em que m é {mpar (devido ao fator (1 — 22)’"/ 2)27 ¢ desempenham um papel importante na
resolucao de equagoes diferenciais parciais em 3 dimensoes em coordenadas esféricas, tais como a equagao de Laplace e
de Helmholtz. A eles estdo intimamente relacionados as chamadas funcoées harménicas esféricas, das quais falaremos na
Secao 16.2.2, pagina 872, e que desempenham um papel na Mecéanica Quéntica (orbitais atémicos), na Teoria de Grupos
(representagoes do grupo SO(3)), no Eletromagnetismo (emissdo de ondas eletromagnéticas por antenas) etc.

As fungdes P/™ estao definidas acima para ! inteiro nao-negativo, ousejal =0, 1, 2, 3, ..., e m inteirocom 0 < m <[
(pois para m > [ o lado direito de (15.161) anula-se). Cada P/™ é soluc@o da equacado de Legendre associada

m2

(1—22)y"(2) — 229/ (2) + 11 + Dy(z) — T y(z) = 0. (15.162)
—z
Na Secao 16.2.1, que se inicia a pagina 868, mostraremos que os polinomios de Legendre podem ser escritos como

RE) = g (-1,

2011 dz!

expressao essa conhecida como férmula de Rodrigues para os polinémios de Legendre. Assim, obtemos

m 2\m/2 dm 2 l
P(z) = g (1= 2" ((z - 1)) , (15.163)
expressao valida para 0 < m <[, com [ um inteiro nao-negativo: [ =0, 1, 2, 3, .... Caso m > [, o lado direito se anula.

27Se, no entanto, substituirmos z por cos#, com 0 < @ < 7, 0 que costumeiramente se faz em aplicacbes, P/™(cos 0) torna-se um polinémio
trigonométrico, ou seja, um polindémio em cos @ e senf, ji que (1 — 22)7"/2

expressao (16.63), pagina 875.

torna-se (sen(f))™. Essa é a razdo dessa nomenclatura. Vide
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Um ponto interessante, porém, é que a expressao do lado direito de (15.163) estd bem definida para quaisquer [ e m
com [ +m > 0, ou seja, também para m’s negativos tais que m > —I. Assim, (15.163) estd definida para todo m inteiro
com — < m < [?8,

Da expressao (15.163), entendida para todo ! inteiro ndo-negativo e —I < m < [, é possivel mostrar que

R O e O}

Essa relacao, que ¢ relevante para as chamadas funcdes harmoénicas esféricas, mostra que P, " (z) é também solucao da
equacao de Legendre associada (15.162), por ser proporcional a P/™(z). Trataremos disso na Se¢ao 16.2.2, pagina 872,
onde outras propriedades dos polindmios de Legendre associados serao apresentadas e sua relagao com as harmonicas
esféricas serd discutida.

Os primeiros polindmios de Legendre associados sao

_ 1
Py(z) = 1; Pri(z) = —5(1—22)1/27 Pl(z) = z, Pl(z) = (1-2%)"?;
1 1 1
PPe) = (-2, Bile) = 32092, B(e) = 5(32-1), () = 3:(1-A)Y7, B(e) = 3(1-27).
E. 15.24 FEzercicio. Verifique! "

15.3.2 A Equacao de Laguerre Associada
A equacgao de Laguerre associada é a equacgao diferencial
2y +(m+1-—2)y +(n—m)y = 0. (15.164)

O principal interesse nessa equacao reside no caso onde m e n sao inteiros satisfazendo 0 < m < n. Como o leitor
facilmente constata, trata-se de um caso particular da equagdo hipergeométrica confluente (15.151). A equacado de
Laguerre associada surge da equacao de Schrodinger para o dtomo de hidrogénio quando a mesma é resolvida pelo
método de separagao de varidveis em coordenadas esféricas.

A solucao dessa equacao pode ser obtida diretamente da solucao da equacao de Laguerre usual
'+ 1 —-2)y +ny =0 (15.165)
pois esta, quando diferenciada m vezes em relacao & x, transforma-se exatamente na equagao (15.164).

E. 15.25 Ezercicio. Verifique! Sugestdo: regra de Leibniz. "

Assim, se y é solucio de (15.165) segue que y(™ é solugao de (15.164). Conclufmos que as tinicas solucoes de (15.164)
que sao regulares em z = 0 sao da forma
am am ( L dn

LM (z) = Teln(a) = o (e (x”e—l‘)) : (15.166)

a ultima igualdade sendo proveniente de (15.142) ou de (16.134).

Os polinémios L%m) sao denominados polinémios de Laguerre associados. Os polinomios de Laguerre associados
surgem, como dissemos, na resolucao da equagao de Schrodinger para o dtomo de hidrogénio em coordenadas esféricas.
Vide Secao 43.8, pagina 2468. Junto com as harmonicas esféricas, definidas na Segao 16.2.2.1, pagina 878, os polinémios
de Laguerre associados definem a forma dos orbitais eletronicos do dtomo de hidrogénio e (de forma aproximada) de
atomos hidrogendides. A forma desses orbitais é de importancia fundamental no estudo de dtomos e moléculas e suas
ligagoes quimicas.

28De passagem, comentamos que a relacio —l < m < | desempenha um papel na teoria do momento angular na Mecanica Quéantica, mas
isso nao é nosso assunto aqui.
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Usando (15.141), é fécil constatar que

L () = Z ) (m+k) -

Mais propriedades dos polindomios de Laguerre associados serao estudadas na Secao 16.2.6, pagina 895.
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15.4 Exercicios Adicionais

E. 15.26 Ezercicio. Considere as equagdes diferenciais v/ (z) — au(x) = 0 e v”(z) + wiu(x) = 0, com a € C, wo € C, constantes
e z € €. Usando o método de expansdo em série mostre que suas solucBes gerais sdo, respectivamente, u(z) = Ae” e u(z) =
Acos(wozx) + Bsen(woz), onde A e B sdo constantes. -

E. 15.27 Ezercicio. Seja a bem conhecida expansio binomial
(14 )" Z £ | (15.167)

vélida para z € C com |z| < 1 e para todo o € C, onde, para z € C e n € Ny, (2)n sdo os simbolos de Pochhammer definidos em
(15.148), pagina 836. Demonstre (15.167) resolvendo a equagdo diferencial

(1+a)y —ay =0

com a condigdo y(0) = 1. Sugestao. Verifique que (1 4+ x)® é solu¢do da equagio diferencial acima e satisfaz y(0) = 1. Depois resolva
a mesma equagdo, procurando solu¢des na forma de uma série de poténcias na regido |z| < 1.

Mostre que quando a = n € INg, um inteiro ndo-negativo, a solugdo reduz-se a um polindmio, a saber, aquele definido pelo binémio

de Newton:
arar = 3 (4)

k=0
L
E. 15.28 FEzercicio. Mostre que os simbolos de Pochhammer satisfazem
(a+1-k), = (-D)"(-a)x, (15.168)

e, com isso, reescreva a expansio binomial na forma
- ()
1-2)"" =Y —|’“ , (15.169)
k=0

vdlida para © € C com |z| < 1 e para todo @ € C. Comparando a definicdo das fun¢des hipergeométricas 2 Fi(a, B, v; z) =
F(a, B, v; z) dada em (15.149), pégina 837, para z € C na regido |z| < 1, constate que

Fla, 8, B52) = 1—2)" %, (15.170)

para qualquer 3 € C, relagdo essa vélida para € C com |z| < 1 e para todo a € C. "

E. 15.29 Exercicio. Usando o método de expansio em série de poténcias mostre que a solugdo da equag3o diferencial y'(2)+2y(z2) =
0 é y(2) = cexp(—22/2), onde ¢ é uma constante. -

E. 15.30 Ezercicio. Encontre, utilizando o método de expansio em série, a solucdo geral da seguinte equacio diferencial
2
o’ (x) — e " u'(x) + sen(x)u(z) = 0.

Em que regido a série de poténcias obtida para u(z) deve ser convergente? Justifique. o,

E. 15.31 Ezercicio. Mostre que a fun¢do u(z) = (arcsen(x))2 é a solucdo da equacio diferencial
(1 -z (z) — zu/(z) = 2,
com as condigdes iniciais u(0) = u'(0) = 0. Usando o método de expansio em série para resolver a equagdo, obtenha a expansio
2 . N = k L . . 2
de (arcsen(m)) em uma série de poténcias Z crx". Essa série coincide com a série de Taylor de (arcsen(m)) em z = 0. Esse

k=0

método de determinar a expansido em série de Taylor dessa fungcdo é muito mais simples que o método direto, envolvendo o computo das
derivadas da fungdo (arcsen(n&))2 em z = 0, e foi descoberto por Euler. Segundo [215], a série obtida j& era conhecida do matemitico
Kowa Seki (1642-1708), contemporineo de Newton. -
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E. 15.32 Ezercicio. a) Pelo método de Frobenius determine a solu¢do geral da seguinte equagdo diferencial:
22u" (x) — (1 + z)u(z) = 0,

b) Qual o raio de convergéncia das séries encontradas? Justifique.

c) Determine a solugdo da mesma equac¢do que satisfaz a condigdo u(0) = 0. H3 solugdes para a condi¢do inicial u(0) = 1?
Justifique. o+
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Apéndices

15.A Prova da Proposicao 15.1. Justificando os Poliné6mios
de Legendre

(oo} oo
Provaremos a Proposicao 15.1 apenas para o caso da série g CngQk, pois a demonstragao para a série E Cok+1 22k +1 é,
. . k=0 k=0
mutatis mutandis, idéntica.
Caso X € R seja um inteiro ndo-negativo par, a série em (15.12) torna-se um polinémio e é, consequentemente, finita

para todo z € C.

Consideremos, entdo, que A € R ndo é um inteiro nido-negativo par. Tomemos a série em (15.12) somada, para
simplificar, a partir de k = 2 e calculada em z = £1 (tomamos ¢y = 1, sem perda de generalidade):

x <1 A+ 1)
= — ny = 1—- ==t
2 em = DM )Z%H[ 21(21+1)]
k=2 k=2 "7 1=1
Consideremos, para N > 2,
N N k—1
B 1 AA+1)
Sen = Y5 111~ s
k=2 k=2 " 1=1

N N
Portanto, como ]\}glloo Z % diverge, isso prova que ]\}glloo Z cap diverge, completando a prova.

Se A(A+ 1) > 0 devemos proceder de outra forma. E claro que existe kg € IN, kg > 2, tal que

AA+1)

— < 1, 15.A.1
2]17()(2]17() + ].) ( )

o que implica 1 — 2)28;11)) > 0 para todo [ > k. Escolhendo N > kg, podemos escrever
N
> e = ZC% fY
k=2 k=ko+1

Foo ! >\+1) S AA+1)

Podemos escrever

rkl [ ;z:%] - (klen (1 %» |

pois 1 — 21%21+1)) > 0 para todo | > k.
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Agora, se 0 <z < M para algum 0 < M < 1, entdo vale

In(1— M)

In(l-2) >
n(l—z) >z %

(15.A.3)

Isso pode ser provado de diversas formas, por exemplo usando a concavidade da funcao logaritmo (vide Capitulo 5,
pagina 309), que garante que

In (aa +(1- a)b) > aln(a) + (1 — a)In(d) ,

paratodo 0 < a<letodo0<a<b Tomandoa=1—M,b=1e a=x/M, estabelece-se (15.A.3).

Com isso, e como 0 < 2)28;11)) < 21;)‘8,;221) : M, para todo [ > kg, temos que
k—1 k—
AA+1) In(1 — AA+1)
In{1l— ——-~ >
eXp(;;“( 21(2z+1)>> = &P ( Z 2z+1> ’
=ko
Agora,
k—1 o0
AA+1 AA+1
S CERI RS
2020+ 1) 2020+ 1)
l=ko l=ko
AN+
pois a série acima é convergente. Assim, definindo K := E m teremos que
= AA+1) In(1— M) S AA+1) In(1 — M)
n{l—-——~ > > o Sl °
xp <zz;; n( 21(21+1))> = eXp( M IZ; 21(21+1)> = eXp( M )
—ko —ko

j& que, por (15.A.1), In(1 — M) < 0.

Dessa forma, retornando a (15.A.2), temos que

N ko
g Cok — E C2k
k=2 k=2

T2 § de(Su( am)

1=1 k=ko+1
ko—1 N
AA+1) In(1 — M) 1
> —K —
= [ 120+ 1)] P < M 2
1=1 k=ko+1
N N
Como o limite lim Z — diverge, concluimos que hm Zc% também diverge, completando a prova. |
7% k=ho+1 > =2

15.B Polinémios de Legendre: Provando (15.14)

Vamos considerar apenas o caso em que m é par, pois o caso em que m é impar pode ser tratado de forma totalmente
andloga. Temos que

m/2 2k‘ k—1

(0
Po(z) = coyD(z) = ¢ E H 2020+ 1) —m(m+1) |,

k= o : 1=0

Como dissemos, a convengao é escolher ¢y de modo que o coeficiente do monémio de maior grau do polindémio acima seja
2

275,(% Assim, devemos ter

m_

co% 11 <21(21+1)—m(m+1)> — %

=0
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ou seja,

m_ —1
~(2m)! 3
1=0
Com isso ) ) )
m/2 oL 5 — -
_ z%% (2m)!
P,(z) = k; @)1 2l l]l <21(2l+1) m(m+1)> .

Fagamos agora a mudanca de varidvel k — 3 — k. Ficamos com

m

T2 meak (2m)! I+ o

k=0 =7k

Fagamos ainda a mudanca de varidvel [ — 3 — [. Obtemos,

m/2 Lm—2k (Zm)' k -1
Po(z) = ;} o 31 2] 11;[1 (m—20(m—2l+1)—m(m+1)] .
Entretanto,
(m—-2)(m—-2l+1)—m(m+1) = =2l2m—-2[+1),

como facilmente se vé. Agora, com isso,

k

H((m —20)(m—=2l+1) —m(m+ 1))

=1

I
—~
|
DO
=
©
3
|
2
+
N
~_
L

(2m —20+1)
= (_1)k l=];-[f-1
(2k)!! flom o111
=1
e | L - S
@Rt @Em -1 12111( m—2l+1)
_1\k m—k
- m I @m—k) —21+1)
=1
_1k
- m@(m—kﬂ—l)!!.

Assim,
m/2

Pn(z) =

(—1)k zm=2k [ (2m) (2(m — k) — 1)
Lo gm(m —2k)L \ ml k)T (2m — 1)1 )
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Vale, porém,

@2m)!2(m—k) -1t @2m)! (2(m —k) = I\ (2(m — k)
m! (k) (2m — 1)1 m! (2K (2m — D)1 | (2(m — k)

2m)! (2(m — k))!
m! (2m — D (2K (2(m — k))!!

2m)!! (2m — 2k)!
m! (2k)!1 (2(m — k))!!

2™m! (2m — 2k)!
m! 2k 2m—F(m — k)!

(2m — 2k)!

k' (m— k)’

onde, na pendltima passagem, usamos que (2p)!! = 2Pp! para todo p € INy. Com isso,
m/2

B (_1)k Lm—2k (2m— Qk-)l
Pr(z) = kz=02m(m72k)! k! (m — k)’

que é a expressao (15.14) para m par.

O caso em que m é impar é analogo e é deixado como exercicio.

15.C Justificando os Polinomios de Hermite

Tomaremos aqui z = x € R e consideraremos apenas a série

A =z
(@) = 1= Sa? —inj A

850,/2825

com A € R mas A # 2m para m um inteiro positivo par (o que faz da série acima uma série infinita), pois o tratamento

M 4

da série yy ' é idéntico.

Seja s > 1, arbitrario mas fixo, e escolhamos kg > 2 tal que (1 — —) > 1

todo kg > 2 enquanto que, se A > 0, devemos tomar

As
—_— 2.
ko >max{4(sl)7 }

Escrevemos
©) ko 2k k—1 [e’e) Z2k k—1
Y\ @)f—gf—foEZ II “N =AY @ (41— \) .
k=ko+1 T=1

E f4cil verificar que

o ok k-1 0 k—1
x B 1 o (k—=1)! A
2l = 3 el ()
01 =1 k=ko+1 =1
1k071 A 0o ) (k’ 1)' k—1 A
- (1 11 ( _ﬂ)>k=§+l4kxk a1l (1—@)

<+ Note que se A < 0, isso é valido para

(15.C.4)
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oS k—1
k—1)! A
Vamos agora nos concentrar na série Z 42k ( (2kz)') H (1 - ﬂ) Pela escolha de kg, sabemos que para [ > kg,
k=ko+1 o=
vale \ \ )
1—-—=) > (1=-—] > -
< 41) - < 4k'o) S
e, portanto,

Além disso,
(2k)! = (2k)1(2k — )11 = 2FEI(2k — )1 < 22F(k1)?2,

pois

2k — ! = (2k —1)(2k —3)(2k —5)---1 = 2* <k1> <k;) (k%)% < 2%k(k—1)(k—2)---1.

Logo,

Sl (eg) - o S mm(5)

2
Ke® /s —p(x
722)(), onde K é uma constante (que depende de A, s e ko) e
x

E\O)e—xQ/Q

Tudo isso mostra que }yg\o) (x)} ¢ maior que

p(z) é um polindmio de grau 2kg + 2 em x. Como s é arbitrario, vemos que o produto y diverge para |z| — oo,

j& que podemos escolher 1/s > 1/2, tomando®® 1 < s < 2.

No contexto do problema do oscilador harménico na Mecanica Quéantica (vide Secdo 43.7, pagina 2465) esse compor-
tamento é inaceitavel, pois o produto yf\o)e*“g/ 2 representa uma funcdo de onda, que deve ser de quadrado integravel em

R. Isso forga-nos a tomar A = 2m com m um inteiro positivo e par, de modo a reduzir yg\o) (z) a um polindmio.

1 . U [ . . .
Para y(A )(x) as consideracoes sao analogas e nao iremos repeti-las aqui.

15.D Polinémios de Hermite: Provando (15.20)

Consideraremos apenas o caso em que m é par, pois o caso em que m é impar é tratado analogamente. Para m par,
tem-se

m

2 2k k-1

Hp(z) = (—2)7”/2 (m-=-1" |[1- mz2— kazﬁ % ll;[l(éll —2m)

29Por (15.C.4), tomar s préximo de 1 aumenta o grau do polinémio p(z), mas nio altera o fato que yE\O) (a[:)e*“”?/2 diverge para |z| — oo
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Fazendo a mudanca de varidveis k — 3 — k, teremos
m_3 k-1
= (=2)y™/2 — 1! — — _
Hp(z) = (=2)™2 (m =1 |1 —m2? QmZ p—ySY (41 — 2m)
k=0 1=1
Tem-se que
m_p 1 m_g 1
[T @w-2m) = L] (m—20)
1=1 1=1
m_q
H (m —21)
_ k-1 =1
= (72)2 pr
(m —2U')
r=m_k

Vo m_pq 1= m_p_q1(m—2)I!
=2 —2)2 k=1 1=t 0 _ —92)% k—1\"" 7 4)-
(~2) T (-2) S
r=1
Logo,
H, 9)m/2 ool 2_9 P gy k-1 (m = 2N
me) = (R = |12 3 () o
m_
— —N%E —1N(1 = 2 ( 925)m 2k
(=2)% (m - 1) ( mz)+k=0 (m,gk)!kl( )
O VL -
= —(22)™ 15.D.
Z(mek)!k!(Z) ’ (15.D.5)
k=0
ja que

2p)! 2p) (2p — D!
m(m— 1D (m -2 = m!, que (2K = 2kl e que ( p') = 2p)t( Zf )
p!
A expressao (15.D.5) coincide com (15.20) para m par. O caso em que m é impar é andlogo e é deixado como exercicio.

= 22(2p— 1) .

15.E  Porque )\ deve ser um Inteiro Positivo na Equacao de
Laguerre

Justificaremos aqui por que consideramos A um inteiro positivo na equagao de Laguerre. Temos dois casos a tratar: a.
A < 0eb. XA >0 mas A nao-inteiro. Em aplicacoes, especialmente na Mecanica Quantica, a varidvel z é um ndmero real
positivo (uma coordenada radial). Vamos entdo doravante tomar z real e positivo e escrever z = r > 0.

Se A nao for um inteiro positivo a série (15.140) acima é uma série infinita. Podemos escrever

—1)" ﬂ(A—Z) = -\ ﬂ(Z—A) = —A\(n—1) 1:[ (1—%) : (15.E.6)
=0 =1 =1
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Se A < 0, a dltima expressao fica

Agora, % > n+r1 e (1 + @) > 1. Assim,

1 . AL r
yl(T’)>1+|>\|Zm7’ :1+7(€ *177")
n=1 ’

853/2825

Disso concluimos que y1(r) cresce da ordem de e” quando r — co. O problema com isso é que em vdrias aplicagdes
tal comportamento é indesejado. No problema do dtomo de hidrogénio da Mecanica Quantica, por exemplo, o produto

e "2y, (r) representa a fungéo de onda radial de um elétron de momento angular nulo sob um potencial coulombiano?’.

30

Pelo visto acima, se A < 0 a funcio de onda cresceria para r — 0o pelo menos como et”/2, ndo podendo, assim, ser
uma funcao de quadrado integravel em R?, uma condicdo fundamental ligada & interpretacdo probabilistica da Mecanica.

Quantica. Assim, solugoes com A < 0 devem ser descartadas nesse contexto.

Tratemos agora do caso em que A é positivo, mas ndo é um nitmero inteiro. Por (15.E.6), podemos escrever, para

n—12>2[\], "
n—1 2[A]—-1 A n—1 \
" T =0) = A —1)! 1-Z 1-2),
Il I (-7) I0(-3)

onde [A] é o menor inteiro maior ou igual a A\. Assim,

2] (71),” n—1 0o 1 n—1 \
yl(T’):1+ZW [H()\l) T’n+L Z W H (17) Tn,
n=1 1=0 n=2[A]+1 1=2[\]
com
2[A]—1 \
L = =\ 1—— .
I (-7)
=1
n—1
A razao de escrevermos essa expressao dessa forma reside no fato que, agora, H (1 - 7) é um produto de termos
1=27A]
positivos, sendo que, para [ > 2[A] tem-se
A
1— 7 Z «
onde
D S 7Y SO P (2 B N P\ B
o 2[AT  2[A] 2[ ] 2[A1 27

30Vide Secio 43.8, pagina 2468, ou qualquer bom livro de Mecanica Quéantica.
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Com isso, para a tdltima soma do lado direito vale

> | (-] 7

n=2[A]+1 1=2[A]

2T+

Y

Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 15

n=2[A]+1

K Z % (ar)™

n
n=2[A]+1

> 1
K Y, mrm e

n=2[A]+1

K (em - P(ar))

ar

onde K = o2l P(ar) := Z — (ar)"™ é um polinémio de grau 2[A\] +1e a > 1/2.

n!

n=0

854,/2825

Disso concluimos que para r — oo, |y1(r)| cresce mais rdpido que e*” com « > 1/2. Assim, um produto como
e "2y, (r), que como dissemos representa a funcdo de onda radial de um elétron de momento angular nulo sob um
potencial coulombiano, ndo é de quadrado integravel no espaco R3, uma condicdo fundamental ligada & interpretacio
probabilistica da Mecanica Quéntica. Assim, solugbes com A > 0, mas A nao-inteiro, devem também ser descartadas

nesse contexto.

15.F Polindmios de Tchebychev: Obtendo (15.39) a Partir

de (15.36)—(15.38)

, . [ k-1
Trataremos apenas o caso em que m ¢é par e m > 2, o caso impar sendo andlogo. O fator [],_, [(21)2 - m2] que ocorre

em (15.36) pode ser reescrito da seguinte forma:

J () -

k—1 k—1
H[(QZ)QmQ] = (H 204+ m

=0 =0

k—1
- (H

2+ m

OIS

=0

_ (_1)k(2k—2+m)!! m!! .
(m—1!  (m—2k)"
E. 15.33 Ezercicio. Justifique! "
Com isso e com a mudanga de varidvel k =m/2 — j, escrevemos
m/2 .
m = (m =25 (2" (m — )N
O coeficiente do termo de maior grau (que corresponde a j = 0) é (—1)’”/22’”*1#51)”. Assim, multiplicando-se y.?’ (2)
por (71)””/2W para que o coeficiente do termo de maior grau torne-se 2™ !, obtemos

m/2

Tn(z) = > zm2j(1)ij

=0

2m — 2j — 2)!!
m —2)! (25)!1
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Usando agora o fato que (2a)!! = 2%a!, a € N, obtemos finalmente
& m_m—j = 1!
Ton(z) = 22y ()i )
n(2) JZ:;( D Y g

que é (15.39).



