Capitulo 18

Rudimentos da Teoria das Equacoes a Derivadas
Parciais
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ESTE capitulo apresentaremos uma breve introdugao a teoria das equacoes a derivadas parciais. Serao apresenta-
dos alguns métodos de resolucao mais comummente empregados e alguns teoremas de unicidade de solucao de
importancia na justificativa daqueles métodos. Assim como as equagoes diferenciais ordindrias, introduzidas no

Capitulo 12, pagina 666, equagoes a derivadas parciais sao de grande importancia nas Ciéncias Naturais por expressarem

leis fisicas. Ainda que tenham se desenvolvido em paralelo, a teoria das equagoes diferenciais ordindrias distingue-se um

tanto da teoria das equagoes a derivadas parciais, pois na segunda menos resultados gerais sao conhecidos e os métodos
de resolucgao e de andlise qualitativa sao mais intrincados e limitados em escopo. Por exemplo, nao existem na teoria das
equagoes a derivadas parciais resultados sobre existéncia e unicidade de solucao que sejam tao gerais quanto os Teoremas
de Peano e de Picard-Lindeldf, vélidos para equagoes diferenciais ordindrias (vide Teorema 12.1, pagina 684 e Teorema

12.2, pdgina 685). Uma outra observagao geral que deve ser feita sobre a teoria das equagoes a derivadas parciais é que

nem sempre encontram-se resultados véalidos para equacoes de ordem arbitraria com um nimero arbitrario de varidveis.

H& mais resultados, e mais fortes, sobre equagoes envolvendo duas varidveis que mais de duas varidveis e, igualmente, ha

mais e mais fortes resultados sobre equagoes de ordem um ou dois que para equacoes de ordem trés ou mais.

Alguns métodos de resolucao de equacoes a derivadas parciais, como o método de separacao de variaveis e o método das
caracteristicas, envolvem a resolucao de equagoes diferenciais ordinédrias e vamos nos dedicar a eles aqui. Nosso propésito
neste capitulo é apresentar primordialmente ideias da teoria geral das equagoes a derivadas parciais. O capitulo 43,
péagina 2400, é dedicado a exemplos de aplicagoes de métodos especificos de resolugao e sua leitura complementa a deste
capitulo de maneira essencial.
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A Segao 18.6, pagina 1000, dedica-se a alguns teoremas de unicidade de solugao, os quais sdo evocados nos exemplos
do Capitulo 43. A leitura da Secao 18.6 dispensa a leitura das segoes precedentes.

H& uma vasta literatura sobre equagoes a derivadas parciais e nossas pretensoes no presente capitulo sao infimamente
modestas. Para um estudo mais completo recomendamos [102, 103], [233], [384], [172], [138], [449], [148], [243].

O emprego de equacoes diferenciais parciais na Fisica teve inicio com a obra de D’Alembert! sobre as causas dos
ventos, sobre o movimento da corda vibrante e, em especial, sobre hidrodinamica. Vide [377], cap. 5 e [107].

18.1 Definicoes, Notacoes e Alguns Exemplos

e Notacao de multi-indices e diversas outras notagoes

Devido a frequente ocorréncia de derivadas parciais mistas na teoria das equagoes a derivadas parciais é conve-
niente introduzir algumas notacgoes simplificadoras. Um n-multi-indice, ou simplesmente multi-indice, ¢ uma n-upla
a = (oq, ..., ay) onde cada oy é um nitimero natural maior ou igual a zero. A colegdo de todos os n-multi-indices
é, portanto, . A ordem de um multi-indice «, denotada por |«|, é definida por |a| == a3 + -+ + a,. O multi-
indice (0, ..., 0) é denominado multi-indice nulo e denotado por 0. Dados dois n-multi-indices o = (a1, ..., an) €
B=(B1, ..., Brn) denotamos por « + S o n-multi-indice (a1 + B1, ..., @, + Bn).

Seja u um a funcao de n varidveis z1, ..., z,. Dado um multi-indice o € INfj, denotamos por D*u ou por 0%u a
derivada parcial mista de u univocamente definida por

olely
D% = 0% = ————
Ozt - Oxom
sendo que, se 0 = (0, ..., 0) for o multi-indice nulo, define-se D%u := u. Note-se também que D®DPy = Dy,

Dado um operador diferencial D* o valor de |« é dito ser o grau de D®.

Neste texto denotaremos por M7, o conjunto de todos os n-multi-indices de ordem menor ou igual a m € INy:

m

MP = {(al, sy ap) ENGL 0 < o Sm} = {(al, ey an) ENG,0< a3+ -+ ay §m} (18.1)
e denotaremos por N7 o conjunto de todos os n-multi-indices de ordem igual a m € INy:

NP = {(al, —ooy ap) € ING, |oz|=m} = {(oq7 .oy ap) € ING, al—i—---—i—an:m}. (18.2)

O numero de elementos do conjunto N7, é denotado por |N7,| e tem-se

- () - e

(vide Exercicio E. 6.5, pagina 349). Pelo Exercicio E. 6.6, pdgina 350, tem-se também que |[M”, |, o nimero de elementos

do conjunto M}, é dado por
n n+m (n+m)!
M| = < . > = (18.4)

E de se notar a validade da relagao
D*DP = poth = DPpD™

onde, se « = (a1, ..., an) e B=(B1, ..., Bn), denotamos o+ 8 := (a1 + f1, .-+, @n+ Bn) =L+ .
Para um n-multi-indice o = (o, ..., @) definimos o simbolo a! como sendo o produto
al = aq! - ap!.

1Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783). Um dos grandes nomes do Iluminismo, D’Alembert trouxe importantes contribuigdes & Andlise
(a nogao de limite, por exemplo, é atribuida a ele), & Geometria Analitica, & Teoria das Equagdes Diferenciais. Foi também filésofo e politico,
tendo sido, juntamente a Diderot, editor e organizador da Encyclopédie.
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Para z € C" (ou R") da forma z = (21, ..., z,) € um n-multi-indice & = (o, ..., ayp) definimos o simbolo z* como
sendo o produto

«

z = Z?l Za”

n

H4 uma relacdo de ordem parcial entre n-multiindices. Se o e § sao n-multiindices, escrevemos a < f caso o; < f3;
para todo j € {1, ..., n} e, analogamente, escrevemos o < 3 caso a; < §; para todo j € {1, ..., n}. Dados dois
n-multiindices « e § definimos min{a, $} como sendo o n-multiindice cuja j-ésima componente é o minimo entre a
j-ésima de « e a de [:

min{a, 8} = (min{oq7 b1}, ..., min{ay,, ﬁn}) i
O n-multiindice max{«, 8} é definido analogamente.

Além da notagao de multi-indices, empregaremos outras notagoes para as derivadas parciais de uma funcao u. Por
exemplo,

du
- = 0u = ug
sdo trés simbolos que representam a derivada parcial de u em relacdo a x. Analogamente,
0%u 0%u
Fre) = Opah = Ugy 950y = Oyt = Ugy  ete.

e A regra de Leibniz

A notagao de multi-indices permite expressar a regra de Leibniz, para derivadas parciais multiplas de produtos de
duas fungoes, de uma forma econémica. Se v é um n-multi-indice e f e g sao duas fungoes de n varidveis que sejam ao
menos || vezes diferencidveis, entdo vale

Dfg) = Y L DD (18.5)

—a)!
ofat, Ay —a)
onde v e «, acima, sao n-multiindices.

E. 18.1 Ezercicio. Demonstre (18.5). Sugesto: prova por indugio. "

e Operadores diferenciais lineares

Uma expressao como

Pp— (07
L = E ao(T1, -y Tn) DY, (18.6)
acMn,
onde an, @ € M7, sao funcoes em principio arbitrarias das varidveis 1, ..., zp, é dita ser um operador diferencial
linear de ordem m nas variaveis xy, ..., x,. Naturalmente s6 faz sentido, classicamente falando, aplicar operadores

diferenciais lineares de ordem m em funcoes m vezes diferenciaveis. Um fato evidente é que se 1 72 sao constantes, vale
L('ylul + ’yg’uz) = 1 Luy + v9 Lus para quaisquer funcoes m-vezes diferenciaveis uy e us.

e Equacgoes a derivadas parciais

Em termos simples, uma equagao a derivadas parciais (abreviadamente, uma EDP) é uma relagdo a ser satisfeita
por uma fungdo de vdrias varidveis e um conjunto finito de suas derivadas parciais (incluindo eventualmente derivadas
parciais mistas). Passemos a formalizar essa ideia.

Uma fungao incégnita de n varidveis reais u(x1, ..., x,) é dita satisfazer uma equacdo a derivadas parciais em um
certo dominio Q2 C R", definida por uma funcao de N varidveis G e por um conjunto de n-multi-indices a1, ..., aps
(pelo menos um sendo nédo nulo) se valer

G(Jc, u(z), D u(x) ..., DaMu(ac)) =0

para todo z = (z1, ..., x,) € Q. O maior valor de |ag|, k = 1, ..., M é dito ser a ordem da equa¢ao a derivadas
parciais. Vide exemplos logo adiante. Com essa generalidade hé, como também notamos quando apresentamos a defini¢ao
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de equacoes diferenciais ordinérias (Capitulo 12, pdgina 666), equagdes impossiveis, como por exemplo no caso em que,
para uma funcdo de duas varidveis u(z1, x2),

ou

—|+1=0
8I2+

ou ou ou
G <931, T2, u(ry, T2), 8—561(9317 T3), 8—@(‘%1’ 932)) = [ul + o +

que nao pode ser satisfeita de forma alguma. Assim, devemos sempre supor a existéncia de um dominio (aberto) onde
G anula-se, hipétese que assumiremos doravante sem maiores comentarios.
Y

e Sistemas de equagoes a derivadas parciais

Um conjunto de m fungoes incégnitas de n varigveis reais ug(z1, ..., @n), Kk = 1, ..., m, é dito satisfazer um

sistema de | equacoes a derivadas parciais definidas por [ funcoes de N varidveis G, j =1, ..., [ e por um conjunto de
n-multi-indices o 4§ (pelo menos um sendo nao nulo) se valer

G, (x, ur(x), ..., um(x), D“ilul(x) ceey D%, up(x), ..., D‘X%mum(ac) ey Do um(x)> = 0,
(18.7)

G, (x, ui(z), ..., um(x), D‘Xlllul(x) e, Do‘lf”lfuul(ac), . Do‘llmum(x) e DSty um(ac)) = 0,
para todo z = (21, ..., x,) € Q. O maior valor de |afk| é dito ser a ordem do sistema de equacgodes a derivadas parciais.

Exemplos serao vistos logo adiante.

Naturalmente, temos que supor que as [ equacoes acima sejam independentes, ou seja, que nao possam ser obtidas
umas das outras quer por operagoes algébricas quer por diferenciacao.

Se I < m (menos equagdes que fungdes incégnitas) o sistema é dito ser um sistema subdeterminado. Se | > m (mais
equagoes que fungdes incognitas) o sistema é dito ser um sistema sobredeterminado. Se | = m o sistema é dito ser um
sistema determinado (isso nao quer dizer que seja solivel!). Alguns resultados sobre sistemas sobredeterminados sao
discutidos na Secao 18.7, pagina 1013.

Muito semelhantemente ao que ocorre com equacoes diferenciais ordinarias, é possivel transformar uma equagao a
derivadas parciais em um sistema de equagoes a derivadas parciais de primeira ordem. Por exemplo, a equacao

6 (s ate ) G2 ) G ), Gt b 2 = 0 (185)
pode ser transformada no sistema equivalente
G (1 uler ) ol ). oo ), G2 ). Gl G ) = 0.
) p ) = 0, (189)
g—;(% y)—alz,y) = 0,

composto de trés equagoes de primeira ordem com trés fungoes incégnitas, u, p e g. Na primeira das trés equagoes acima
ap ituf 94
oy pode ser substituido por F1I.

O leitor deve ser advertido, porém, que a reciproca nao é sempre verdadeira: nem todo sistema de equagoes de primeira
ordem pode ser transformado em uma tnica equagao a derivadas parciais. Em muitos casos uma tal equivaléncia sé é

possivel sob restrigoes a condicOes iniciais ou de fronteira.

e A nocgao de solugao classica de uma EDP

Assim como no caso de equacgdes diferenciais ordindrias, algumas palavras devem ser ditas sobre a nocao de solucao
de uma equacao a derivadas parciais. Uma solugdo cldssica de uma equacao a derivadas parciais de ordem m em n



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 18 946/2825

varidveis em um dominio @ C R™ (suposto conexo e de interior ndo vazio) é uma funcdo m-vezes diferencidvel que
satisfaz a equagao em todos os pontos do interior de §2. Existem também outras nocoes de solugao, como a de solucao
fraca, de solugao distribucional, de solucao estocastica, de solugao viscosa etc. Discutiremos por ora apenas as solugoes
cléssicas e, por isso, abusando um pouco da linguagem, nos referiremos a elas simplesmente como “solugoes”, sem pender
o qualificativo “classicas”.

e Exemplos de equagoes a derivadas parciais de interesse

Como ilustracao e para futura referéncia apresentemos uma breve lista de equagoes a derivadas parciais de interesse.

Abaixo, u é uma funcdo de n varidveis reais x1, ..., Tn, n > 1, ou de n + 1 varidveis reais t, x1, ..., T,. Em muitas
aplicacdes ¢ representa o tempo e x1, ..., T, representa coordenadas espaciais. Os simbolos A e V2 denotam o operador
Laplaciano para as coordenadas espaciais x1, ..., Ty, que no caso de coordenadas Cartesianas se escreve:
02 02
— o2 .
A=V i= 54+
Oxy O0x2

e Fquacdo de Laplace?
Au = 0.
e Fquacdo de Poisson®:
Au = p,
p sendo uma fungao nao nula (doutra forma recaimos na equagao de Laplace).

o Fquacdo de Helmholtz*:
Au+ku = 0,

onde k% é um parametro fixo ou um autovalor a ser fixado pela imposicdo de condicdes de contorno.

e Equacao de difusao de calor em um meio material ndo homogéneo, sélido (ou seja, na auséncia de condugao de
calor por convec¢@o) com uma fonte interna de calor:

cp%—v- (Kﬁu) = o,
onde u = u(Z, t) é a temperatura como funcéo da posicdo Z e do tempo ¢, ¢ = ¢(&, t) é o calor especifico do
material, p = p(&, t) a densidade do material, kK = k(Z, t) a condutividade térmica do material e ® = ®(Z, t) a
quantidade de calor produzida por unidade de volume por unidade de tempo por uma fonte interna de calor dentro
do material (e.g. radioatividade, reagées quimicas etc). As fungodes ¢(Z, t), p(Z, t) e k(&, t) sdo positivas e, assim
como ®(Z, t), podem também ser dependentes da temperatura u(Z, t).

e Equacdo de difusdo homogénea ou Equacgdo do calor (provavelmente proposta pela primeira vez por Fourier®):

ou
9% _pAu = @
ot “ ’

onde D é uma constante positiva e & uma fungao, a qual pode ser identicamente nula.

e FEquacao de ondas homogénea:

Pu
— —c“Au = 0,
ot?
onde ¢ é uma constante positiva.
e FEquacao de ondas homogénea com amortecimento:

0% u ou o

— +v—= —c’Au = 0,

ot? ot

onde ¢ > 0 e v > 0 sao constantes.

2Pierre-Simon Laplace (1749-1827).

3Siméon Denis Poisson (1781-1840).

4Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894).
5Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).
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e Fquacao de ondas homogénea com amortecimento interno:

0% u 0 Au

2 _
o2 T —chu =10,

onde ¢ > 0 e v > 0 sao constantes.

e Equacao do telégrafo:
Pu  ,0%u L Jdu n 0
— — 7 — e u =
oz~ " oxr Vot !

onde ¢ > 0, v > 0 e n sdo constantes.

o Equacdo de Tricomi®, também conhecida como equacio de Euler- Tricomi:

0%u 0%u
— —y=— = 0.
0y? ox?
e Equagio de Schridinger” dependente do tempo:
du h?
h— = ——A 18.1
ih— 5 u+Vu, (18.10)

3

onde u = u(Z, t) é uma funcdo de 7 e t, h (a constante de Planck) e m sdo constantes positivas, e V =V (Z, t) é
uma funcao de 7 e t.

o FEquacgao de Schrodinger independente do tempo:

h2
——Au+Vu = Eu,
2m

onde u = u(Z) é uma fungdo apenas de &, assim como a funcdo V, sendo E um autovalor a ser fixado por condigoes
de contorno e pela condigao [ |u(Z)[2d"Z < oco.

e FEquacao de Gross-Pitaevsky:

ou h?
2l — Y AtV 2
ih Fr 5 u+V(z)u+ alul*u,

« sendo uma constante real.

o FEquacao de Schrodinger nao linear:
in2t fh—QAu+a|u|2u (18.11)
ot 2m ’ '
a sendo uma constante real.
Na Secao 43.4.3.4, pagina 2443, estudamos algumas solugoes especiais (18.11), a saber, os chamados sélitons claro
e escuro da equacao de Schrodinger nao linear.

e Equacdo de Klein-Gordon®:
1 0%u 5
2 o2

c e m constantes positivas.

6Francesco Giacomo Tricomi (1897-1978).

"Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger (1887-1961).

8Oskar Klein (1894-1977). Walter Gordon (1893-1939). A equacio de Klein-Gordon foi, em verdade, originalmente proposta por Schrédin-
ger como equagdo de ondas para uma particula quantica relativistica, antes mesmo de Schrédinger propor a equagdo (nao relativistica) que
leva seu nome (e, portanto, antes de Klein e Gordon).
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e Equagio de Sine-Gordon®:
Au— L2 (v) = 0 (18.12)
U— ———= —asen(u) = .
c? o2 ’

com ¢ > 0 e a > 0, equagao essa particularmente estudada no caso de uma dimensao espacial, onde assume a forma

Pu 10%u

W — C_QW — O[SGH(U) =0. (1813)
Na Segao 43.4.3.2, pdgina 2440, estudamos algumas solugoes especiais (18.13), a saber, os chamados sélitons da
equagao de Sine-Gordon.

o Fquacdo de Korteweg-de Vries'®, também abreviada para Equacdo KdV:

on  [g[3 on 0n
ot \/?{2n8x+208x3 ’ (18.14)

3 ~ . . . - .
L — Il Fgsa equacao descreve o movimento de um fluido de densidade p e tensdo superficial 7 em um

com o = = .
3 Pg
canal unidimensional de profundidade I (com ! suposta “pequena”), a constante g sendo a aceleragao da gravidade.
Apos algumas transformagoes simples a equagao pode ser reescrita em uma forma na qual a equagao de Korteweg-de

Vries é usualmente apresentada na literatura moderna:
ou 0%u ou

—— + 55 + 6u

5 T B3 5 = 0 (18.15)

Na Secao 43.4.3.1, pagina 2438, estudamos uma solugao especial de (18.15), o assim denominado sdliton da equagao
de Korteweg-de Vries.

o FEquacdo de Burgers'':
du  9*u du
o "o o
1 sendo uma constante positiva. A equagdo de Burgers é uma espécie de versao unidimensional da equagao de
Navier-Stokes da Mecénica dos Fluidos (sem gradiente de pressao e forgas externas). Para n = 0 tem-se a Equacdo

de Burgers inviscivel (i.e., sem viscosidade):

=0, (18.16)

du ou

Essa equagao também coincide com a versao unidimensional da equacdo de Fuler da Mecanica dos Fluidos na
auséncia de gradiente de pressao e forgas externas. Vide [291].

o Fquacao da éptica Geométrica:

(grad u)? = 1 ou seja Ju 2+ + Ju : =1
g =1, o g0 ) =1

n

e Equacao de Black!2-Scholes!?, usada em anélise financeira:

ou  o%x? 0%u ou
+re——ru = 0.

a2 a2 T

e Exemplos de sistemas de equagoes a derivadas parciais de interesse

90 nome “Sine-Gordon” é um jogo de palavras com o nome da equagio de Klein-Gordon.

10Djederik Johannes Korteweg (1848-1941). Gustav de Vries (1866-1934). A referéncia original ao trabalho de Korteweg e de de Vries é
“On the Change of Form of Long Waves Advancing in a Rectangular Canal and on a New Type of Long Stationary Waves”, Philosophical
Magazine, 5th series, 36, 422-443 (1895).

1 Johannes Martinus Burgers (1895-1981).

2Fischer Sheffey Black (1938-1995).

13Myron Samuel Scholes (1941-).
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o Fquacdes de Mazwell'* fora de meios materiais, do Eletromagnetismo:
S " S - OF S dB
VE=L vV.B=0, VxB=pJtmerr, VxE=-22 (18.18)
€0 ot ot

onde E e B sao o campo elétrico e magnético, respectivamente, p sendo a densidade de carga elétrica e J sendo
a densidade de corrente elétrica. As equacOes acima estdo escritas no chamado sistema internacional de unidades
(SI). Para a forma das equagoes de Maxwell em outros sistemas, vide e.g. [247] Uma consequéncia imediata das
equagoes acima ¢ a lei de conservagao de carga elétrica, expressa na forma 8‘) +V-J=0.

Das equagoes (18.18) é possivel obter (vide Exercicio E. 43.29, pdgina 2498 ou qualquer bom livro de Eletromag-
netismo, e.g., [247]) as equagdes de onda nao homogéneas para os campos E e B:

. 10%°E 1 (s 10J
AE -2 —= = = - 18.1
c2 Ot? €0 <VP+ c2 875) ’ (18.19)
. 10°B L

onde ¢ = .
Ho€0

e Fquacoes de Maxwell em meios materiais:

- < - - - 9D R o B
V-D = p, V-B =0, VxH =J+—, VXE = ——— | (18.21)
ot ot
onde D = D(E, B) e H = H(E, B) sao fungoes de Eec¢B (essas relagoes sdo ditas constitutivas). Por exemplo,

no caso de meios isotropicos e lineares tem-se D=c¢cEeH=1 B sendo € e p dependentes do meio.

e Equagio de Dirac'® livre da Mecanica Quantica Relativistica (em 3 + 1 dimensdes):

a0
Y1
onde m > 0 é a massa da particula, ) = ﬁi € C* e y* sdo matrizes 4 x 4 satisfazendo y#v¥ 4+ y¥yH = 2g*¥1,
Ya

10 0 0
onde g é a matriz <8 %0 ) Em (18.22) adotou-se a convengdo de Finstein: indices repetidos sdo somados.
00 0 —

1

o Equacdo de Fuler'® da Mecéanica dos Fluidos:

(%t (U V) )+ﬁp:f,

onde p é a densidade do fluido, ¥ o campo de velocidades, p a pressao e f um campo de forgas externas (por
exemplo, f = pg, para o caso do campo gravitacional). Essa equagdo deve ser complementada pela equagdo de
continuidade % + V- (pv) = 0. Para a histéria dessa equagdo, bem como da Mecénica dos Fluidos, vide [107].

o FEquacio de Navier-Stokes'™'® da Mecanica dos Fluidos:

p@)t (v V) >+§pnM(<+g)ﬁ(V~ﬁ) =7,

onde 71 e ¢ sao coeficientes de viscosidade do fluido. Essa equagao difere da de Euler, acima, por incluir efeitos de
viscosidade. No caso de fluidos incompressiveis o termo que contém V - ¥ pode ser desconsiderado. Para a histéria
dessa equacgao, bem como da Mecénica dos Fluidos, vide [107].

14 James Clerk Maxwell (1831-1879).

15Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
16Leonhard Euler (1707-1783).

17Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836).
18George Gabriel Stokes (1819-1903).
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e Condicoes de contorno, iniciais e subsidiarias

Uma equagao diferencial definida em um dominio Q2 C R™ vem em muitos exemplos de interesse acompanhada de
condigbes a serem satisfeitas pelas solugoes e suas derivadas na fronteira de 2 (que eventualmente pode estar no infinito).
Tais condigoes sao genericamente denominadas condi¢oes de contorno, ou condicées de fronteira, ou condi¢des iniciais,
dependendo da interpretagao que possuam. Em aplicagoes, condi¢oes de contorno usualmente sao ditadas ou por leis
fisicas'® ou por restricdes fisicas ou geométricas que devem ser impostas & solucdo nos pontos da fronteira de €.

H4 diversos tipos de condigoes de contorno e tradicionalmente desenvolveu-se uma nomenclatura para denominar
certas condigoes de contorno, empregada especialmente no caso de equagoes de segunda ordem. Se 2 C R™ é um conjunto
limitado, condicoes que fixem o valor da solucdo u na fronteira de Q sdo denominadas condicées de Dirichlet?’. Condicoes
envolvendo apenas as primeiras derivadas da solucio u sdo denominadas condicées de Neumann?'. H4 também condicées
mistas, envolvendo tanto a fungao quanto suas primeiras derivadas na fronteira. Condigoes de contorno também podem
ser lineares (se dependerem linearmente da solugao e suas derivadas) ou no lineares e as lineares podem ser homogéneas
ou nao homogéneas.

O leitor podera encontrar exemplos de condigoes de contorno nas aplicagoes do Capitulo 43, pagina 2400. Para a
relevancia de condicoes de contorno na questao da unicidade de solucoes, vide Secao 18.6, pagina 1000.

Se uma das varidveis da equacgao diferencial tiver a interpretagao de tempo, condigoes impostas a solugao em uma
superficie ¢ = constante sao denominadas condi¢des iniciais. De um ponto de vista tedrico nao ha nenhuma diferenga
qualitativa entre condigoes iniciais e de contorno, mas é importante distingui-las em aplicagoes, pois ambas podem ter
interpretagoes distintas enquanto imposicoes fisicas as solugoes.

Exemplifiquemos isso na seguinte situacao. Se desejarmos descrever a evolugao da temperatura em cada ponto de
uma barra unidimensional de comprimento L, estendida no intervalo 0 < x < L, cujas bordas em «x = 0 e z = L estao
em contacto com banhos térmicos a temperaturas a(t) e b(t), respectivamente, devemos considerar a equagao de difuséo
do calor dyu = DO,z u, definida na regido t > 0 e 0 <z < L, onde u(z, t) representa a temperatura da barra no ponto
2 no instante t e D > 0 é a constante de difusdo de calor da barra. A condi¢do u(x, t = 0) = ug(x) fixa a temperatura
inicial da barra em cada ponto x do intervalo [0, L] como sendo ug(x), onde ug é uma fungdo dada. As condigdes
u(x =0, t) = a(t) e u(r = L, t) = b(t) para t > 0 fixa a temperatura nos extremos da barra como sendo a(t) e b(t),
respectivamente, para todos os tempos posteriores a t = 0, a e b sendo funcoes dadas. A primeira condi¢ao é denominada
condicao inicial, pois fixa uma condicao para a solugao em t = 0, o instante “inicial” a partir do qual a evolucao da
solucéo é estudada. J4 as duas outras condigoes sdo de contorno (do tipo de Dirichlet), pois impoe uma condicdo a
solucdo nos extremos espaciais do sistema considerado. Nesse caso, a regidao Q C R? onde a equacio diferencial esta
definida é o retangulo semi-infinito Q = {(z, t), 0 <z < L, t > 0} C R2. As condigoes u(z, 0) = ug(z) para 0 < x < L,
u(0, t) = a(t) e u(L, t) = b(t) para t > 0 sdo condigbes impostas a u na fronteira I de €, que consiste no conjunto
formado pela unido de trés linhas descrita em 9Q = {(x, 0), 0 < x < L} U{(0, t), t > 0} U{(L, t), t >0} C R e
podem também, assim, ser entendidas como condig¢oes de contorno impostas a solugdo em 9f2.

Outro exemplo é o da equacgao de ondas para descrever uma corda vibrante de densidade constante, fixa nos extremos
estendida no intervalo 0 < x < L: ¢20yu = dz,u, onde ¢ é a velocidade de propagacao da onda e u(z, t) seu desvio
da posicao de equilibrio. A regido 2 é a mesma encontrada acima. As condigdes de contorno (para uma corda fixa nos
extremos) sao u(0, t) = u(L, t) = 0 para todo t e a condigdo inicial fixa a posi¢ao e a velocidade de cada ponto da corda
em ¢t = 0: u(z, 0) = up(z) e du(z, 0) = vo(z), para todo 0 < z < L, ug e vy sendo fungoes dadas.

De um ponto de vista matematico um certo cuidado deve ser tomado na definicao de condigoes iniciais ou de contorno,
pois estas podem ser incompativeis com a continuidade e a diferenciabilidade das solucoes. No exemplo acima, para que
a equacao da corda vibrante faca sentido sua solugao deve ser continua e duas vezes diferencidvel em relagao a t e a x.
No entanto, ha problemas nos quais as condigoes iniciais, definidas pelas condigbes ug € vg, nao tém essas propriedades
de continuidade e diferenciabilidade. Tal se d& nos casos da chamada corda “pincada” e da chamada corda “percutida”
(ou “martelada”). No primeiro, impoe-se em t = 0

%x, 0<x<h,
ug(z) = hU vo(z) = 0.
0
— <zx<
L—h(L z), h<xz<L,

19No Eletromagnetismo, por exemplo, as condicbes de contorno impostas aos campos elétrico e magnético sdo consequéncia das préprias
equagoes de Maxwell.

20 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).

21Carl Neumann (1832-1925).
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A corda é pincada em ¢t = 0 no ponto x = h até um deslocamento Uy > 0 e solta dai com velocidade nula. No segundo,
o problema da corda “percutida”, impoe-se

Vo, O0<a<z<b<l[L
ug = 0, vo(x) =

0, de outra forma

Vide Figura 18.1, pagina 951. A corda estd inicialmente em sua posi¢ado de repouso e é imprimida (por exemplo, por
uma martelada) uma velocidade V) > 0 aos pontos situados no intervalo [a, b], onde 0 < a < b < L.

B ) v A

<Y

h L a b L

Figura 18.1: As fungoes ug e vy para a corda pingada e percutida, respectivamente.

No primeiro caso (corda pingada), a fungdo ug é continua mas néo diferencidvel em 2 = 0. No segundo caso (corda
percutida), a func¢do vy nao é continua em = = a e x = b. Em tais casos, as condigdes iniciais devem ser entendidas como
limites: lim wu(z, t) = up(z), lim dwu(z, t) = vo(z).

t—>0+ t—>0+

Além de condicoes de contorno e iniciais, h& problemas que envolvem condigoes ditas condi¢des subsididrias, que
impoe outros tipos de restrigoes as solucoes, por vezes de carater global. Um caso muito importante é o da equagao de
Schrédinger da Mecanica Quantica, onde impoe-se a condi¢ao que a solucao deve ser de quadrado integravel, ou seja,
deve satisfazer [ |u(Z, t)|?d"# < oo para todo ¢, onde a integragao é feita na regido espacial onde o sistema estd definido.

O fato importante é que as solucoes de equacoes a derivadas parciais dependem crucialmente das condigoes de contorno,
iniciais ou subsididrias impostas. Em verdade, a prépria questao da existéncia e/ou unicidade da solugéo dessas equagoes
depende crucialmente daquelas condicoes. Vide Secao 18.6, pagina 1000.

e Problemas bem-postos

Um problema envolvendo a resolugao de uma equagao a derivadas parciais é dito ser um problema bem-posto caso
se possa garantir: 12 existéncia de solugao, 2° unicidade de solugao, 3% continuidade em relagao a condi¢oes iniciais
e de contorno (continuidade aqui entendida em relagdo a alguma topologia conveniente). Esta nogao foi introduzida
por Hadamard?? ao listar propriedades que modelos mateméticos de sistemas fisicos deveriam idealmente possuir, uma
colocacgao, alids, ingénua, pois em Fisica pode haver também interesse por problemas mal-postos. E por vezes muito
importante determinar a priori se um problema de interesse é bem-posto mas, particularmente na Fisica, nao apenas
problemas bem-postos atraem a atengao. A questao da boa-postura de certas equacoes a derivadas parciais é ainda
assunto de pesquisa, especialmente no que concerne & questao da estabilidade de solugdes (continuidade em relagdo a
condigoes inicias, de contorno e a parametros).

22 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963). Vide J. Hadamard: “Sur les problémes aux dérivées partielles et leur signification physique”.
Princeton University Bulletin, 49-52 (1902).
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18.2 Algumas Classificagcoes de Equacoes a Derivadas Parci-
als

18.2.1 Equacoes Lineares, Nao lineares, Semilineares e Quaselineares

Equagoes a derivadas parciais podem ser classificadas de diversas formas de acordo com certas especificidades. Métodos

de resolucao e propriedades das solugoes dependem dos tipos aos quais as equagoes pertencem e listaremos aqui alguns

de maior relevancia. A nomenclatura que apresentaremos é importante para futuras discussoes. A classificacao mais
bésica divide as equacgoes diferenciais em lineares e nao lineares.

e Equacoes lineares e nao lineares

Uma equacao a derivadas parciais para uma funcao u ¢é dita ser linear se depender linearmente de u e suas derivadas
parciais. Por exemplo, a forma mais geral de uma equagao linear de segunda ordem nas varidveis x e t é

0% u 0%u 2u du du
a1(x, t) == +as(x, t) =5 + a3z, t) =—— + as(x, t) =— + as(x, t)— + as(z, t)u = b(x, t 18.23
1(7)6.%2 2(7)at2 S(a)axat 4(;)8I 5(7)at 6(7) (a)a ( )
as funcgoes ag, k =1, ..., 6, e b, acima, sao em principio arbitrarias, mas nao contém nenhuma dependéncia em u, apenas
nas variaveis x e t.
De modo geral, uma equacao diferencial linear de ordem m em n variaveis x1, ..., z, é da forma
> aalmy, oy xp) Dulay, ., wn) = b1, ., @) (18.24)

aeM?,

onde, usando a notacao de multi-indices introduzida acima, a,, a € M, e b sao funcoes em principio arbitrarias das

m?
varidveis x1, ..., ¥, (recordar a definigdo de M7, em (18.1)).

Muito frequentemente denotaremos uma equacao diferencial linear por Lu = b, onde L é um operador diferencial
linear como em (18.6) e b uma fungdo apenas de 1, ..., Zy.

e Equacoes lineares homogéneas e nao homogéneas. O principio de sobreposicao

Analogamente ao que ocorre para equacgoes diferenciais ordinarias lineares, uma equacao a derivadas parciais linear
Lu = b é dita ser homogénea se a funcao b for identicamente nula e ndo homogénea, caso contrario.

Também como no caso de equagOes ordindrias, vale para equagoes a derivadas parciais lineares e homogéneas o
importante principio de sobreposicdo (ou de superposicdo): se uy e us sdo duas solugoes de uma equagao homogénea (ou
seja, se Lu; = 0 e Lug = 0), entdo qualquer combinacao linear yyu;1 +y2uq é igualmente uma solugdo da mesma equagéo,
pois L(mul + 'yqu) = ~y1Luy + 2 Lug = 0. (Note-se que condigoes iniciais ou de contorno podem limitar as combinagoes
lineares possiveis).

No caso de equacgoes a derivadas parciais lineares nao homogéneas vale uma forma mais fraca do principio de sobre-
posigdo. Se uy e uy sdo duas solugdes de uma equagao linear ndo homogénea (ou seja, se Lu; = b e Luy = b), entdo
uma combinacao linear da forma vju; + youg serd uma solugado da mesma equagao se e somente se y; +y2 = 1. De fato,
L(’ylul + y2u2) = y1Luy + v2Lug = (71 + 72)b, que é igual a b se e somente se y1 + 72 = 1.

H4 ainda uma outra observagao elementar, mas relevante, a se fazer sobre equagoes lineares nao homogéneas. Seja
u uma solugdo da equagao linear ndo homogénea Lu = b e seja v uma solucdo da equagdo homogénea Lv = 0 (para o
mesmo operador diferencial linear L). Entao u + v é igualmente solugdo da equagao linear ndo homogénea. De fato,
Lu+v)=Lu+ Lv=0».

Esse ultimo fato é muito empregado na préatica quando se deseja encontrar uma solugao de uma equacao nao ho-
mogénea satisfazendo certas condigoes de contorno. Se uma solugao u nao satisfaz as condigoes de contorno, por vezes
é possivel encontrar uma solucao satisfazendo as condigoes desejadas adicionando a uw uma solugdo v conveniente da
equacao homogénea.

Listamos, por fim, mais uma propriedade elementar, porém relevante, de solugoes de EDP’s lineares nao homogéneas.
Se uy e uz sao duas solugoes da equagao nao homogénea Lu = b, entao u; — ug é solugao da equagao homogénea Lu = 0.
A prova é elementar. Com isso vemos que duas solu¢oes de uma mesma EDP linear ndo homogénea sempre diferem por
uma solugao da correspondente EDP linear homogénea.
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e Equacoes explicitas. Parte principal de uma EDP

Uma equagdo a derivadas parciais de ordem m (ndo necessariamente linear) é dita ser uma equagdo explicita (ou,
mais raramente, ezxtrinseca) se for da forma

G1<x, u, Dy ..., DO‘MU) = Gg(x, u, DPu .. DﬁNu) , (18.25)
para certas funcoes G1 e Gg, onde x = (1, ..., Zp), com |aj| < m para todo j =1, ..., M e |Bi| < m para todo
k=1, ..., N, ouseja, se o lado esquerdo contiver todas as derivadas de ordem m (a ordem da equagéo) e o lado direito

contiver derivadas de ordem menor que m. Essa definigao é um tanto ambigua, pois o lado esquerdo pode conter também
derivadas de ordem menor m que podem ou nao ser passadas para o lado direito. Suporemos no que segue que na forma
(18.25) ndo seja mais possivel eliminar derivadas de ordem menor que m do lado esquerdo o que, admitidamente, nem
sempre pode ser feito de modo tnico.

A parte de uma equagdo a derivadas parciais explicita que contém as derivadas de maior ordem (ou seja, o lado
esquerdo de (18.25)) é denominada parte principal da equagdo. Por exemplo, a parte principal da equagao linear de
ordem m de (18.24)

Z ao (1, .oy Tn) D(xy, ..., Ty)

aeND
(recordar a definicao de N7, em (18.2)).

Certas propriedades de equagoes diferenciais dependem de caracteristicas de sua parte principal, de modo que é
relevante classifica-las de acordo com propriedades da mesma.

e Equacgoes quaselineares

Uma equagao a derivadas parciais é dita ser uma equac¢ao quaselinear se sua parte principal depender linearmente das

derivadas de maior ordem. Assim, a forma geral de uma equagao quaselinear de ordem m em n varidveis x = (z1, ..., &)
é
Z aa(x, u, D%, ..., D’ﬁ’“u) D%u(x) = H(x7 u, D%, ..., DB’“u) ,
aeND
onde H e as fungdes a, dependem eventualmente de x, de u e de k derivadas do tipo D%u, [ =1, ..., k, com |5 < m—1.
Novamente, k < [M?,_,| = ("I 1).

Assim, a forma geral de uma equacao quaselinear de primeira ordem é:

Zaku X) aack = b(u, x),

onde x = (21, ..., x,) slo as n varidveis das quais a fun¢do u depende e onde as fungoes b(u, x) e ar(u, x), k =1,
s@o fungoes de x e de u, mas ndo de derivadas de u. A forma geral de uma equacao quaselinear de segunda ordem é (por
simplicidade, mas sem perder em generalidade, consideraremos apenas fun¢oes em duas varidveis: x e y):

92 u 0%y 9% u

a(x, y, u, Ozu, 8u)a2 b(x, y, u, Ozu, 8u)88 c(z, y, u, Ozu, 8u)62 = d(z, y, u, Ozu, Oyu) ,

onde as fungoes a, b, ¢ e d dependem de x, y, u, e das duas derivadas parciais de primeira ordem de u.
~ a 2 a 2 ~ ~
A equagao da 6ptica geométrica (8—;> + (6—;> = 1 ndo é uma equacgao quaselinear (nem pode ser reescrita como

tal).

e Equacoes semilineares

Uma equagao a derivadas parciais é dita ser uma equacdo semilinear se sua parte principal for um operador linear.
Assim, a forma geral de uma equagao semilinear de ordem m em n varidveis x = (1, ..., ) é

Z aq(x) D%(x) = H(x, u, D%, ..., Dﬁ’“u) ,
aeNzy,
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onde a, sao funcoes apenas de x e H depende eventualmente de x, de u e de k derivadas do tipo D%u, I =1, ..., k,
com |4)] < m — 1. Naturalmente, acima k é um nimero natural satisfazendo k < |M?,_,| = ("/"1).

E de se notar que toda equagao linear é semilinear e toda equagao semilinear é quaselinear.

Um outro comentario é que diversas equagoes diferenciais quaselineares de primeira ordem podem ser resolvidas por
um método denominado método das caracteristicas, do qual falaremos na Secao 18.5, pagina 969. Diversas equagoes
diferenciais lineares e homogéneas podem ser resolvidas pelo método de separagao de variaveis, sobre o qual falaremos
na Segao 18.3, pagina 957.

18.2.2 Classificacao de Equacoes de Segunda Ordem. Equacoes Parabdlicas,
Elipticas e Hiperbdlicas

e Transformacgao da parte principal de uma EDP

Dada uma equacao a derivadas parciais de tipo semilinear, é importante, para diversos propdsitos, saber como sua
parte principal se transforma por uma mudanga (local, eventualmente) de varidveis (z1, ..., &) — (&1, ..., &) (suposta
diferencidvel e de Jacobiano ndo nulo). No que segue, para nao carregar em excesso a notagao, consideraremos equagoes
semilineares, mas o caso de equagoes quaselineares e idéntico, como o leitor pode facilmente perceber. Se considerarmos
o operador 59_;;’ a € IN, é muito facil constatar, aplicando a regra da cadeia, que apds a referida mudanca de varidveis o

mesmo transforma-se em
O Bj v
ST (a—fj) —— (18.26)
BeNy =1 Tk 9" -+ 9"

sendo que os termos omitidos envolvem derivadas de ordem menor que a. Se a é um n-multi-indice, segue disso que o
glel

operador - —— transforma-se segundo
1 n
olal n T DE (Br); glel
- E E II ||<—]> —_— - (18.27)
a5, on M9 ,
Oz oy seNy paeny, Lot [jo oz, 3 o0&y,
ou seja

pr Y o Y AT H(a—xk) DY+ (18.28)
k=1 |j=1

Br1ENZ Bn€END
onde v é o n-multi-indice v = 81 + - - - + 3, e onde novamente omitimos derivadas de ordem menor que |a/.

Se a parte principal da equagao considerada for de ordem m e possuir a forma

Z ao(T1, .oy Tn) DY u(z1, ...y Tp) = Z aa(:c)a o™ u (x) ,

$<1)61 .. ax%n
aENT, aeN?,

é muito facil constatar, usando as expressoes acima, que apds a referida mudanga de varidveis a mesma torna-se

Sy (96 o™ u
PRI o 111 (oY R

a€NZ, Br1eNn  BheNz | k=1 [j=1

onde v é o n-multi-indice v = 81 + - - - + [, e onde novamente omitimos derivadas de u de ordem menor que m, ja que
nosso interesse estd apenas na transformacao da parte principal. Essa tltima expressao é a parte principal da equacao
nas variaveis £ e pode ser escrita na forma

- o™ u
v;ﬂ ay (&5 oo &z)W(ﬂf(ﬁ)) ;

m
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onde

) n n & (Br)j n
av(fla A S Z Z T Z Qo (x(f)) H (a—ji) H(s’vu (B1)i++(Bn)1 -
=1 l

a€Np B1eNE Bn€NZ k=1 |Jj

e Transformacao da parte principal de uma EDP semilinear de segunda ordem

O caso de equagoes a derivadas parciais semilineares de segunda ordem é de particular importancia em aplicagoes
e por essa razao vamos olhd-lo com mais detalhe. Consideremos uma equacao a derivadas parciais de segunda ordem

definida em R" da forma
" & 8% u du du
Ap ———— = Flz, uy —, ...,— | ,
ZZ Y Dx,0, <:c “ 0xy axn)

a=1 b=1

onde os coeficientes A, sdo reais, satisfazem a condicao de simetria A,, = Apq, ndo sdo todos identicamente nulos e séo

eventualmente também fungoes de x, wu, 37”, ...,gT”, nao dependendo de derivadas de ordem maior que 1 de u. A
1 n

funcdo F' é real. A parte principal da equacgao acima é

zn: zn: Ay L (18.29)
ab ﬁxaaxb '

e sua versao no sistema de coordenadas & sera

2> Bei gegg T

Essa relagao é melhor escrita em forma matricial:
B = JAJT | (18.30)

onde B ¢ a matriz real simétrica n xn cujos elementos de matriz sao Bji, A é a matriz real simétrica n xn cujos elementos
de matriz sao Aji, e J é a chamada matriz Jacobiana®?, cujos elementos de matriz sdo Jy; = g—i’;. A transformacao (18.30)
é uma transformacgao de congruéncia (vide pagina 555). O fato de os coeficientes da parte principal de um operador de
segunda ordem se transformarem segundo uma transformagao de congruéncia tem consequéncias interessantes a serem
exploradas. Como discutimos na Secao 10.5.2, pagina 553, o nimero de autovalores positivos, o nimero de autovalores
negativos e o niimero de autovalores nulos (incluindo multiplicidade) de uma matriz real simétrica (ou autoadjunta) é
conservado por transformacoes de congruéncia. Esse é o conteiido do Teorema 10.18, pagina 554, conhecido como Lei
de Inércia de Sylvester. Esse fato permite classificar operadores de segunda ordem de modo analogo a classificagao de
matrizes simétricas reais apresentada a pagina 555. Essa classificacao é de grande importancia na teoria das equacoes a
derivadas parciais.

e Classificagcao de EDPs de segunda ordem

Equacoes a derivadas parciais em R™, de segunda ordem, e cujas partes principais sao quaselineares, ou seja, da
forma (18.29), podem ser classificadas em cada ponto de acordo o nimero de autovalores positivos, negativos e nulos
(incluindo a multiplicidade) que possui a matriz dos coeficientes A, de sua parte principal. Essa classificacao é de grande
importancia na teoria das equagoes a derivadas parciais. Dizemos que a equagao é

e Parabdlica, se ao menos um dos autovalores da matriz A for nulo (em cujo caso A é singular);

e FEliptica, se todos os autovalores da matriz A forem positivos ou se todos forem negativos;

23Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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e Hiperbdlica (ou Estritamente Hiperbdlica), se todos os autovalores da matriz A forem positivos, exceto um que é
negativo, ou o oposto: se todos os autovalores da matriz A forem negativos, exceto um que é positivo;

e Ultra-hiperbdlica, se pelo menos dois dos autovalores forem negativos e pelo menos dois forem negativos, nenhum
sendo nulo. Esse caso s6 pode ocorrer em n > 4.

E importante notar que se A depender da posicao, a classificacdo da equacdo pode mudar de um ponto a outro. Isso
é o caso da equacao de Tricomi, como veremos logo adiante. Se A também depender de u, entao a classificacao pode
depender também da solucao u da equagao.

O leitor que desejar entender o porqué da nomenclatura geométrica observada na classificagao acima é convidado a
leitura da Secao 10.5.2, pagina 553, especialmente da parte referente as superficies quadraticas.

A equagao de Laplace e a equacao de Poisson sao do tipo eliptico, a equagao das ondas é do tipo hiperbdlico, a
equacgao do calor e do tipo parabdlico. Vide adiante.

A classificagao acima é importante, pois os tipos de equacoes mencionados possuem diversas caracteristicas comuns.
A classificacdo é ttil, por exemplo, por permitir guiar o tipo de condicao de contorno apropriada a cada problema.
Em regices finitas, equagoes do tipo eliptico sao melhor servidas por condigoes de Dirichlet e de Neumann. Equagoes
hiperbdlicas sao mais convenientemente tratadas em problemas de Cauchy e equacGes parabdlicas por condicoes de
Dirichlet. Também quando ao comportamento de singularidades nas condigoes iniciais e/ou de contorno a classificagao é
util. Equagoes elipticas e parabdlicas tendem a suavizar singularidades nas condigoes de contorno. Equacgoes hiperbdlicas
tendem a propaga-las.

A classificagao das equagoes em elipticas ou hiperbdlicas pode também ser feita em sistemas de equagoes de primeira
ordem. Trataremos disso mais adiante. Antes daremos uma olhada mais detalhada nas equacoes de segunda ordem em
duas variaveis.

¢ O caso de EDPs de segunda ordem em R?. Exemplos

Para o caso n = 2 as condigoes que classificam as equagoes de segunda ordem exibidas acima podem ser diretamente

expressas em termos do determinante da matriz de coeficientes A = (‘3; ‘2;2) pois seu determinante A11 Aoy — (A12)2 é

também igual ao produto de seus autovalores. Assim, se ambos os autovalores tiverem o mesmo sinal o determinante de
A serd positivo, se tiverem sinais trocados serd negativo. Com isso, dizemos que a equagao é

e Parabélica, se A1 Azz — (A12)? = 0;
o Elz’ptica, se A1 Agg — (A12)2 > 0;

o Hiperbdlica, se Ay Agy — (A12)? < 0.

Fazemos notar que a classificacdo acima é local, pois os coeficientes A,, podem ser funcoes da posicao e da funcao wu.
Como veremos logo abaixo, hd equagoes ditas mistas (como a equagao de Euler-Tricomi) cujo tipo varia com a posicao,
podendo ser parabdlica, eliptica e hiperbdlica.

e Alguns exemplos

Para a equagao de difusao % — % =0 temos A = (8 ,01). Trata-se portanto de uma equagao parabdlica.

Para a equacao de Laplace % + giyg =0 temos A = (}9). Trata-se portanto de uma equagao eliptica. A equagao
de Poisson é ipso facto eliptica.

Para a equagao de ondas % — % =0 temos A = ((1) o ) Trata-se portanto de uma equagao hiperbdlica. Também
é hiperbdlica a equagao %{;ﬁ = 0 (verifique!) que é a equagdo de ondas em coordenadas caracteristicas. Vide Segao

43.4.1, pagina 2432, em particular a equagao (43.127).

A equagdo de Tricomi (também conhecida como equagdo de Euler-Tricomsi), %273 — y% = 0, ¢é eliptica na regiao
y < 0, é parabdlica na regiao y = 0 e é hiperbdlica na regiao y > 0. Uma equacao dessas é dita ser mista, pois seu tipo
pode mudar de uma regiao para outra.

A equagédo (18.23) sera parabdlica na regido em que aj(x, t)az(x, t) — (ag(ac, t))2 = 0, eliptica na regiao em que

a1 (z, t)az(z, t) — (as(z, t))2 > 0 e hiperbdlica na regiao em que ay(z, t)az(z, t) — (as(w, t))2 < 0.
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e Classificacao de sistemas de equagoes a derivadas parciais de segunda ordem

Consideremos em R™ um sistema de equagoes a derivadas parciais de segunda ordem em m fungoes incognitas reais
U1, ..., Um, que possa ser escrito na forma

U 02 uy, O uy 0 uy du du
AR Z 2k (e u, . tm, ) 18.31
; ; W Jx,0xy, LA “ 0xy ox,, 0xy ox,, ( )
com k =1, ..., m. Para cada k, os coeficientes A((ZIZ) sao reais, satisfazem a condigao de simetria A((llz) = Al(f;), nao sao

todos identicamente nulos e sao eventualmente também funcoes de z, das funcoes u; e suas derivadas de no maximo
primeira ordem. As fungbes Fj, acima, sdo reais. Cada uma das m equacoes acima pode ser classificada de acordo com as
propriedades dos autovalores da matriz A* de maneira andloga ao que se fez para o caso de apenas uma funcéo incégnita.

Um exemplo de interesse é a equagdo de Schrodinger dependente do tempo (18.10), a qual, por ter coeficientes
complexos, pode ser representada como um sistema de duas equacoes reais. Como tal, é um sistema de tipo puramente
parabdlico, por consistir num par de equacoes parabdlicas. Para ver isso, transformemo-la em um sistema de equagoes
reais, escrevendo u = w1 + iug, com uy e ug reais. Separando parte real e imagindria de (18.10), obtemos

h2 0 (%)
%Aul = ﬁw + V(:c)ul 5
h2 0 U1

Trata-se de um sistema na forma (18.31). Disso reconhecemos facilmente tratar-se de um par de equagdes parabdlicas.

e Classificagao de sistemas quaselineares de primeira ordem

Sistemas quaselineares de primeira ordem podem ser classificados em elipticos e hiperbdlicos. Tal é discutido na Segao
18.5.3, pagina 986.

18.3 O Método de Separacao de Variaveis

Dentre os diversos métodos de resolucao de equagoes a derivadas parciais aquele que encontra emprego mais frequente-
mente em aplicagoes é o chamado método de separacao de varidveis.

A ideia desse método consiste basicamente no seguinte. Suponhamos que procuramos resolver uma equagao a derivadas
parciais (linear ou ndo) para uma funcao incégnita u(x1, ..., x,) de n varidveis 1, ..., x,. O método de separagio
de varidveis consiste em identificar uma funcao JF conveniente de n varidveis e procurar escrever u em termos de F e n
fungoes desconhecidas de uma variavel Xq, ..., X, na forma

U(Il, ceey Tp) = ?(Xl(.ﬁl), ceey Xn(xn)) )

de sorte a transformar a equacao a derivadas parciais para v em um conjunto de n equagoes diferenciais ordinarias para
as fungoes X1, ..., X,, as quais podem ser eventualmente resolvidas pelo vasto arsenal de métodos de resolucao de
equagoes diferenciais ordindrias.

Identificar a funcao F conveniente para cada caso é parte da arte de resolver equagoes por esse método. Por exemplo,
mostra a experiéncia que para muitas das equagoes diferenciais lineares homogéneas pode-se adotar F na forma de um
produto:

U(:Cl, R xn) = 9:(AXI(QCI)v CER Xn(xn)) = Xl(xl) : Xn(xn) :
Veremos também exemplos de equacoes nao lineares onde pode-se adotar F na forma de uma soma:
w(Ty, ..y Tp) = ?(Xl(xl), e Xn(xn)) = Xi(z1) + -+ Xn(zn) .

Outras formas para a funcao F sao possiveis. Vide exemplos da Secao 18.3.2.

E importante frisar que nem sempre o método de separacao de variaveis permite encontrar a totalidade das solugoes de
uma dada equacao. No caso de equagoes lineares e homogéneas, porém, o método de separacao de varidveis, combinado
com o principio de sobreposicao, permite em muitos casos uma resolucao completa de certos problemas sob certas
condicoes iniciais e de contorno. Discutimos isso no que segue e nos exemplos do Capitulo 43, pagina 2400.
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18.3.1 O Método de Separacao de Variaveis. Caso de Equagoes Lineares

O chamado método de separacao de varidveis é frequentemente empregado na solugao de certas equagoes a derivadas
parciais lineares e homogéneas. Quer a sorte que muitas equagoes de interesse em Fisica pertencem a classe de equagoes
para as quais esse método é eficaz??, uma das razoes da sua popularidade. Uma segunda vantagem desse método reside
no fato de o mesmo transformar um problema de equagoes a derivadas parciais em uma série de problemas de equagoes
diferenciais ordindrias, sobre as quais muito mais é conhecido, especialmente no que concerne a métodos de solucao.
Uma terceira razao para o interesse no método de separacao de variaveis reside no fato de o mesmo permitir explorar
simetrias de determinados problemas (por exemplo, a simetria por rotagdes), o que é de particular utilidade em certas
situagoes. O método de separacao de varidveis foi originalmente descoberto (ou inventado) por Daniel Bernoulli?® no
estudo de diversas equagoes diferenciais lineares, como a equagao da corda vibrante (vide Secdo 43.5, pdgina 2453).

Vamos ilustrar o emprego do método de separacao de varidveis no tratamento de uma equagao a derivadas parciais
linear e homogénea de segunda ordem em duas varidveis reais, digamos x e y, definidas em um certo dominio de R?, mas
é importante que se diga que o método é também eventualmente aplicidvel se mais varidveis estiverem envolvidas e/ou
se a ordem da equagao for diferente de dois.

Seja a equacao a derivadas parciais linear e homogénea da forma

2u 2u u u

% + B(y)g—y2 + C(:c)% + D(y)g—y + (B(z) + F(y))u = 0, (18.32)
sendo que ou A ou B nao é identicamente nula (de modo que a equagéo seja de segunda ordem em pelo menos uma das
varidveis, mas nao necessariamente em ambas) a ser satisfeita por uma fungao incégnita de duas varidveis u(z, y). Como
claramente indicado acima, as fungoes A, C' e E sao funcoes de uma unica variavel, a saber x, enquanto que B, D e
F sao fungoes de uma unica varidvel, a saber y. E preciso supor muito pouco sobre essas fungoes, por exemplo, que as
mesmas sao continuas, mas mesmo essa hipotese pode ser enfraquecida, o que ocorre em muitos exemplos de interesse
(vide as préximas secoes). Por enquanto, deixemos de lado consideracdes sobre o dominio de validade D C R? da equacio
acima e sobre condigoes de contorno e concentremo-nos em procurar solugoes particulares de (18.32).

A(z)

O método de separagdo de varidveis consiste em procurar solugoes particulares para a equacao (18.32) que sejam da
forma u(z, y) = F(X(z), Y(y)) := X(2)Y (y). Antes de fazermos perguntas sobre a aplicabilidade dessa ideia, vejamos
a que a mesma conduz. Inserindo o Ansatz u(z, y) = X (2)Y (y) na equagdo (18.32), obtém-se

A@)X" (@)Y (y) + By) X (2)Y"(y) + C(2) X' (@)Y (y) + D)X ()Y (y) + (E(x) + F(y)) X (@)Y (y) = 0.  (18.33)
Dividindo-se essa expressao por X ()Y (y), obtém-se
A + BT 8+ Ol + D))

Aqui, é de se observar que cada termo da expressao acima é funcao de uma unica varidvel. Separando os termos que
dependem de cada variavel em cada lado da igualdade, obtém-se da tltima expressao

(40T + C@ i+ B@) = - (B33 + DS +F )

Chegamos agora ao ponto crucial que justifica o que foi feito até aqui. Do lado esquerdo da igualdade acima encontra-se
uma funcao que depende apenas de x e do lado direito uma funcao apenas de y. Ora, como ambas as varidveis sao
independentes, uma tal igualdade s6 é possivel se ambos os lados forem iguais a uma mesma constante, que denotaremos
por A, a qual é denominada constante de separagao. Assim,

+E(x)+F(y) = 0.

(405 + 0T +B@) = - (BT + D3 + ) = A,
o que implica o par de equagoes desacopladas
A@) X" (x) + C(x) X' (z) + (E(:c) — )\)X(:c) = 0, (18.34)

By)Y"(y) + Dy)Y'(y) + (F(y) + \)Y ()

24Por tras do fato de muitos sistemas de interesse serem soliveis pelo método de separacio de varidveis residem propriedades profundas
ligadas a simetrias das equagoes.
25Daniel Bernoulli (1700-1782).

0, (18.35)
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cada qual sendo uma equacdo diferencial ordindria?®. Ambas as equacdes podem agora, em principio, ser tratadas

separadamente com os métodos de solucao disponiveis para equagoes diferenciais ordinarias lineares, como o método de
expansao em série de poténcias, o método de Frobenius ou outros que se adéquem. E de se lembrar, porém, que ambas
as equagoes nao sao totalmente independentes, pois tém em comum a presenca da mesma constante de separacao ainda
indeterminada A. Em muitos problemas de Fisica as constantes de separagao desempenham o papel de autovalores de
operadores diferenciais e sao fixadas por condigoes de contorno que garantam que esses operadores sejam autoadjuntos
em um espago de Hilbert conveniente.

Uma pergunta que se coloca nesse momento é se a equacao (18.32) é a forma mais geral de uma equacao linear de
segunda ordem em duas varidveis para a qual o Ansatz u(z, y) = X (2)Y (y) conduz a equagdes separadas para X e
para Y. Nao é do conhecimento do autor que sejam conhecidas condi¢bes necessarias e suficientes para a separabilidade
de equagoes a derivadas parciais lineares, de modo que a forma da (18.32) é apenas uma condigao suficiente para
separabilidade. Um pouco de experimentagao (faga!) permite concluir que a separagao dificilmente se dd caso haja na

~ . . 2 ~ ~ ~ s . .7
equagao um termo com uma derivada mista Zi:gy’ ou se as fungoes A, B etc. nao forem fungoes de uma tunica varidvel

especificamente como explicitado em (18.32), mas hd excegoes, como mostra o exemplo do Exercicio E. 18.4, abaixo.

Outrossim, nao é do conhecimento do autor que tenham sido determinadas classes gerais de equagoes a derivadas
parciais nao lineares para as quais o método é de separagao de varidveis seja eficaz. A aplicabilidade desse método é,
portanto, mais uma matéria de arte que de ciéncia, mas consideracgoes sobre simetrias sao por vezes de grande utilidade
(vide [56] e [369]). Alguns exemplos de aplicagdes do método de separagao de varidveis para equagoes a derivadas parciais
nao lineares sao discutidos na Segao 18.3.2, adiante.

E de se notar, porém, que o método de separagao de varidveis nao se restringe a equacoes envolvendo apenas duas
variaveis, nem a equagoes de segunda ordem. Nosso interesse pelas equacoes de segunda ordem provém do fato de que a
grande maioria das equagoes a derivadas parciais encontrada na Fisica é de segunda ordem.

E. 18.2 Ezercicio. Encontre uma classe de equagdes a derivadas parciais de primeira ordem lineares e homogéneas em duas varidveis
x ey para as quais o Ansatz u(z, y) = X (z)Y (y) conduz a equagdes separadas para X e para Y. Obtenha essas equagdes. "

E. 18.3 Ezercicio. Encontre uma classe de equacdes a derivadas parciais de terceira ordem lineares e homogéneas em duas varidveis
x ey para as quais o Ansatz u(z, y) = X (z)Y (y) conduz a equagdes separadas para X e para Y. Obtenha essas equagdes. "

E. 18.4 Exercicio. Mostre que uma equacio diferencial da forma

9%u &*u

ou
922 By) 0zxdy

+(C@)+ D) SE = 0 (18.36)

A(z)

permite separagdo de varidveis na forma u(x, y) = X(z)Y (y). Sugestdo: substitua esse Ansatz na equagio e divida-a por X' (z)Y (y),
obtendo, com uma constante de separagdo A,

A(@)X"(z)+ (E(z) - N X'(z) = 0,

By)Y'(y)+ (Dy) + A\)Y(y) = 0.

Outra sugest3o é observar que a equacio (18.36) pode ser reduzida a uma equac3o linear de primeira ordem para 2%, a qual é separdvel.
Oz

L

O que determina a constante de separacao \? Em situacgoes tipicas ela é determinada pela imposicao de condigoes
de contorno, ou de outras condigoes subsididrias a solugao, tais como que ela seja continua, ou que ela seja periddica, ou

26 Alguns podem objetar a demonstragdo de acima das relagdes (18.34)-(18.35) com base no fato que a divisdo por X (x)Y (y) ndo é bem
definida nos pontos onde X ou Y eventualmente se anulem. Uma outra forma de argumentar, que evita a divisao por X (z)Y (y), é a seguinte.
A relagdo (18.33) pode ser escrita como

X(@) (= Bw)Y" () - DY (W) - FQ)Y (1)) — (A@)X" (@) + C@)X' (@) + B@)X(@))Y(y) = 0.

Denotando V(y) := —B(y)Y"(y) — D(u)Y"'(4y) — FW)Y (y) e W(z) i= A(2) X" (z) + C() X' (x) + E() X (x), temos X (2)V () — W (2)Y () = 0,
ou sej dt(X@)W(””) — 0. Tsso impli d S colunas da matriz s& jonais, ou seja, existe A tualment
ja, det (35 vy . Isso implica que para cada par (x, y) as colunas da matriz sdo proporcionais, ou seja, existe Az, y (eventualmente

dependente de (z, y)) tal que W(z) = Az, y X () e V(y) = Az, yY (y). Ambas a igualdades implicam, porém, que Az, 4 independe de x e de y
e, assim, obtemos disso a relagdes (18.34)-(18.35).
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que ela seja limitada, ou que ela seja de quadrado integrdvel (o que tipicamente ocorre na Mecanica Quantica) etc. Os
exemplos que se seguirao ilustrarao essas diversas situagoes.

Um certo cuidado aqui € necessario. Para a imposicao de condigoes de contorno ou subsidiarias as solucoes particulares
da forma de um produto X (x)Y (y) é necessirio que essas condi¢oes de contorno possam ser expressas separadamente
como condicdes sobre a dependéncia em x e sobre a dependéncia em y. Geralmente?”, isso s6 é possivel se o dominio
D de validade da equagdo (entenda-se, a regido onde o problema estd definido) for um retangulo tal como {(z, y) €
R%2, 0<2 <L, 0<y< M}, um disco {(x, y) € R?, 0 <z < L, 0 <y < 27} com uma dependéncia periédica de
periodo 27 na varidvel y (que representaria um angulo, em algum sistema de coordenadas) ou talvez um toro {(z, y) €
R?, 0 <z <2m 0 <y <27} com uma dependéncia periédica de perfodo 2m em ambas as varidveis. Os exemplos sdo
os melhores mestres nessa discussao e varios deles sao apresentados no Capitulo 43, pagina 2400.

Assim, mesmo que uma equagao diferencial tenha a forma (18.32) o método de separacao de varidveis serd ineficaz
se as condigoes de contorno e subsididrias nao forem compativeis com solugoes particulares na forma de um produto.

Um fato importante observado na pratica (vide os exemplos tratados no Capitulo 43, pdgina 2400) é que j a imposigao
de algumas das condigoes de contorno ou subsididrias fixa todos os valores possiveis para a constante de separacao A e, em
muitos casos, esse conjunto de valores possiveis é um conjunto contavel: {\,, n € IN}. Para cada uma dessas constantes
An haverd possivelmente duas solugoes independentes para a equagdo (18.34) e duas solugoes independentes para a
equacao (18.35) (pois sdo equacdes de segunda ordem?®). Assim, para cada n € IN teremos associada uma constante de
separacao \,, duas solugoes linearmente independentes, X,gl) e X,(LQ), para a equagao (18.34) (a solugao geral sendo uma

combinagao linear de ambas) e duas solugdes linearmente independentes, Y,S” e Yf), para a equagao (18.35) (a solugao
geral sendo uma combinagao linear de ambas). A solugdo particular fornecida pelo Ansatz u(z, y) = X (x)Y (y) assume

assim, para cada n, a forma (aanll)(x) + Banf) (ac)) (’anrgl)(y) + (5nY7§2) (y))7 onde au,, Bn, Yn € 0, sao constantes.

Como a equagao (18.32) é linear e homogénea, e as condi¢oes de contorno sdo homogéneas, o principio de sobreposigao
se aplica e uma solucao mais geral seria obtida somando-se as solucoes obtidas para cada n, ou seja,

XD (@) + B XO (@) (1Y) +8.YO W) .
§< XO(a) + 8 X2 (@) (1Y @) + 65,2 (9) (18.37)

As constantes au,, B, Vn € 0, devem ainda ser fixadas por meio das demais condigdes de contorno e subsididrias (que
nao aquelas que ja foram usadas para fixar os A\,,’s) e, apds isso, é preciso também demonstrar que a série (18.37) assim
obtida converge.

Serd, afinal, a expressao (18.37) a solugdo completa do problema, que resolve a equacio diferencial e satisfaz todas
as condigoes de contorno e subsididrias? Em muitos casos, a resposta é sim, o que pode ser provado por teoremas que
garantam a unicidade de solugoes de certas equacoes diferenciais que satisfagam certas condigoes de contorno. Vide Secao
18.6, pagina, 1000.

Como comentamos, e como ilustram os exemplos do Capitulo 43, pagina 2400, o método de separacao de varidveis
delineado acima é feliz em resolver véarios problemas envolvendo equacoes a derivadas parciais lineares de interesse em
Fisica. Todavia, o estudante nao deve adquirir a falsa impressao de que o método de separagao de varidveis é o unico
método de solucao disponivel para equagoes a derivadas parciais. Muitos outros métodos sao oferecidos na gigantesca
literatura sobre o assunto (vide para tal [102, 103] ou mesmo [536]), cada qual empregdvel em uma classe especifica de
equagOes. Para nos limitarmos a um tnico exemplo, citamos o chamado método das caracteristicas (vide Segao 18.5,
pagina 969), que também permite a resolugao de certas equagoes a derivadas parciais em termos de equagoes diferenciais
ordinarias. Boa parte do estudo de equagoes a derivadas parciais nao é voltado a procura de solugoes para as equagoes,
mas sim a analises qualitativas de propriedades das solucoes. Muitas vezes, advém dessas analises informagoes tteis sobre
o comportamento do sistema de interesse que nao sao facilmente obteniveis diretamente das solugoes, mesmo caso estas
sejam conhecidas (vide para tal [172], [138], [384], [102, 103]).

27Para um contraexemplo, vide Exercicio E. 43.58, pagina 2516.
28Nada impede, porém, que se tenha A = 0 ou B = 0, em cujo caso uma das equagdes (18.34) ou (18.35) serd de primeira ordem. Tal
ocorre, por exemplo, na equagao de difusdo. Vide pagina 2411.
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18.3.2 O Método de Separacao de Variaveis. Caso de Equacoes Nao Li-
neares
O método de separagao de varidveis pode ser também empregado na resolucao de algumas equacoes a derivadas parciais
nao lineares. Vejamos alguns exemplos. Seja a equagao da Optica Geométrica em duas dimensoes:
(0pu)? + (Oyu)? = 1. (18.38)

Se procurarmos solugdes na forma u(z, y) = F(X(z), Y(y)) = X(z) + Y (y), obtemos

(X'(x))2+(Y'(y))2 = 1 ouseja (X'(:c))2 =1-(Y'(y))

Na dltima igualdade, vemos que o lado esquerdo depende apenas de x e o direito apenas de y, sendo ambos, portanto,
iguais a uma mesma constante a?. Obtemos, assim, o par de equacoes diferenciais ordindrias desacopladas

(X'(x))2 =a® e (Y’(y))2 =1-a?,

2

cujas solugoes sdo X (x) = +ax + by e Y(y) = £v1 — a?y + ba, onde by e by sdo constantes arbitrdrias e onde as duas
escolhas de sinal £+ podem ser feitas independentemente. Portanto, temos para (18.38) uma soluc¢ao na forma

u(z, y) = tar+V1—-a?y+b,

com b = by + by e com os dois sinais + independentes.

O exemplo acima é interessante pois exibe uma situacao na qual o método de separacao de varidveis nao esgota a
totalidade de solugdes. Como é facil constatar, u(z, y) = y/z2 + y?, para (z, y) # (0, 0), é também uma solugéo da
mesma equacao. Além dessa ha ainda muitas outras solugoes.

Os exercicios que seguem ilustram vérias situagoes nas quais o método de separagao de varidveis pode ser aplicado.
E. 18.5 Ezxercicio. Aplique o método de separacdo de varidveis para encontrar uma solucdo para a equacio da Optica Geométrica
em trés dimensdes:
(Oau)” + (Byu)* + (9:u)* = 1,
com u(z, y, z) = X(x) + Y (y) + Z(z) e obtenha a solugio

u(z, y, 2) = taztby+V1-a>+5z+c,

os trés sinais & sendo independentes. Observe novamente que u(z, y, z) = v/z2 + y2 + 22, para (z, y, z) # (0, 0, 0), é também uma
solugdo da mesma equacio. "

E. 18.6 Ezercicio. De [103]. Aplique o método de separacdo de varidveis com a tentativa u(z, y) = X (z) + Y (y) para a equacio
F(@)(0:0)* + 9()(8yu)” = ale) +b(y) -

@1 v o) —a
u® y)‘/zo\/ G df*/yo Vg It

onde o e B sdo constantes arbitrarias. "

Obtém-se as solugdes

E. 18.7 Exercicio. Aplique o método de separacdo de varidveis para encontrar uma solu¢io para equagio
(0u)® 4 (Dyu)® = u .
Sugestdo: tente u(z, y) = X(z) + Y (y). o,

E. 18.8 Ezxercicio. Aplique o método de separacio de varidveis para encontrar uma solucdo para equacio
(0zu)® 4+ (Oyu)® = u .

Sugestdo: tente

(X(@) +Y(y) +7)°

u(z, y) = F(X(2), Y(y) = f(X(2) +Y(y) = 1 ;

onde f(z) = (z+v)?/4 é solucio de (f'(2))? = f(z). Acima, v é uma constante arbitraria. -
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E. 18.9 Ezxercicio. Aplique o método de separacio de varidveis para encontrar uma solucdo para a equacio
(0u)® + (Dyu)® = u® .

Sugestdo: tente u(z, y) = X(2)Y (y). o,

E. 18.10 Ezercicio. Aplique o método de separacdo de varidveis para encontrar uma solucdo para equacio
(0u)® + (Dyu)® = u® .

Sugestdo: tente
u(e, y) = F(X@), Y() = F(X@)+Y() = exp(+ (X@) +Y() +7)

onde f(z) = e***7 é solucgo de (f')? = (f)%. Acima, y é uma constante arbitraria. -

E. 18.11 Ezercicio. Aplique o método de separacdo de varidveis para encontrar uma solucdo para equacio
(@ew)? + (9yu)* = u*,

Sugestdo: tente

u(e, y) = F(X(@), Y() = F(X@)+Y(y) = ep (£2VX@) + Y1) +7) |

onde f(z) = exp(£2+/z +7) é solugdo de (f’(z))2 = 271(f(2))?. Acima, v é uma constante arbitraria. -

E. 18.12 FEzercicio. Aplique o método de separacdo de varidveis para encontrar uma solucio para equacdo
(Ozu)? + (Oyu)® = u", n#£2.

Sugestdo: tente

u(z, y) = F(X(z), Y(y) = f(X(2)+Y(y) = [i(2—n)\/X($)+Y(y)+7]m ;

2
onde f(z) = [:I:(Q —n)z'/? —&—fy] *7 ¢ solugdo de (f/(2))? = 2~ *(f(2))™. Acima, v é uma constante arbitréria. -

E. 18.13 Euzercicio. Generalizando as ideias acima, aplique o método de separacdo de varidveis para encontrar solucdes para equacio

(Ozu)™ + (Oyu)™ = u™ .

18.4 Problemas de Cauchy e Superficies Caracteristicas. De-
finicoes e Exemplos Basicos

Problema de Cauchy é o nome dado a uma classe de problemas envolvendo equagoes a derivadas parciais e que merece
particular atengdo devido & sua relevancia em aplicagoes (especialmente em Fisica). Problemas de Cauchy sdo também
conhecidos como problemas de condigao inicial, mas no caso de EDPs essa nomenclatura pode ser enganosa e um certo
cuidado é recomendado ao estudante.

e Problemas de Cauchy

Um problema de Cauchy envolve a resolugao de um sistema de equacgoes a derivadas parciais independentes, como o
sistema (18.7), do seguinte tipo:

1. O ntmero de equagoes é igual ao nimero m > 1 de fungoes incégnitas.

2. Para uma das variaveis, que sem perda de generalidade suporemos ser a variavel x,,, tem-se o seguinte:
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(a) Para cadai = 1, ..., m, seja n; o maior grau das derivadas parciais da fun¢do u; que ocorre no sistema.
~ . . 7’ . g . .
Entéo, suporemos que cada derivada parcial de grau maximo Z—% pode ser resolvida do sistema, de modo

5
TG
Tn

que 0 mesmo assuime a forma

— = F; |z, ..., Tp, ur(T1, ..o, Tn)y ooy Um(T1, oy Tn)y - .. J
8I21 ) ) ) ( ) ) )a ) ( ) ) )7 ) axlfl L 6,%1?'_711 8$I;L" ) )
(18.39)
i=1, ..., m, sendo que paracada j =1, ..., mtem-se k =k + ...+ k,_1 + k, < n; mas com k, < n;.
(b) Para algum (¢ s@o prescritas na superficie definida por =, = (, para cada k = 0, 1, ..., n; — 1 e cada
i=1, ..., m, as condigoes
OF u;
axkl (Il, ey Tp—1, C) = @-,k(xl, ey xn_l) ,
n
com certas funcoes dadas ¢; .
Assim, para cada i = 1, ..., m sao fixadas a fung@o wu,; na superficie z,, = ¢ e as n; — 1 primeiras derivadas
normais a superficie z,, = ¢ da fungao u;.
As funcgbes ¢; p,com k=1, ..., n;,—lei=1, ..., m, sdo denominadas dados de Cauchy do problema.

Alguns autores denominam (18.39) a forma de Kovalevskaya®® do sistema de equacdes a derivadas parciais do problema
de Cauchy em questao. Assim, na forma de Kovalevskaya temos no lado esquerdo da equagao as derivadas de ordem
maior das fungdes incégnitas u; em relagdo & varidvel z,, (em relagdo & qual o problema de Cauchy é definido) e no lado
direito temos fungoes envolvendo derivadas de ordem menor. Logo adiante, quando apresentarmos a nogao de equacao
caracteristica, discutiremos condigoes para que a forma de Kovalevskaya exista.

e Alguns poucos problemas de Cauchy

Problemas de Cauchy sao muito comuns em problemas mecanicos, onde z,, = t é a varidavel “tempo”, as equacoes
sdo (tipicamente) de segunda ordem e os dados de Cauchy prescrevem posicoes e velocidades do sistema em um instante
“inicial” ¢ = t3. Um problema prototipico é o problema da equagao de ondas em uma dimensao espacial descrito e
resolvido na Secao 43.4.1, pagina 2432.

‘g;“; + %Zg =0 em R? sob as condigdes u(0, y) = ¢o(y) e (0, y) =
¢1(y) é um problema da Cauchy (para a varidvel x) com os dados de Cauchy ¢y e ¢ fixados na superficie z = 0. O

problema de resolver a equacao de Laplace ‘2;72‘ %Z“; = 0 em R? sob as condicoes u(z, 0) = ¢o(z) e g—;(x, 0) = ¢y (x)

O problema de resolver a equacao de Laplace

é um problema da Cauchy (para a varidvel y) com os dados de Cauchy do e ¢1 fixados na superficie y = 0.

O problema de determinar a solucao da equacao % = (3271; com a condicao inicial que fixa u em ¢t = 0: u(z, 0) = ugp(x),

sendo up uma fungao dada, (problema esse tipico de problemas de difusdo) nao é um problema da Cauchy, pois a derivada
de ordem maior é 2, e na varidvel x. Para essa equacao, um problema de Cauchy seria o determinar a solucao sob as
condigoes u(0, t) = T'(t), %(0, t) = Q(t) para todo t € R, sendo T e @Q fungodes dadas.

e A equagao caracteristica

Para que o sistema (18.7) possa ser resolvido nas derivadas %, j =1, ..., m, e, portanto, para que se possa
ter a forma de Kovalevskaya (18.39), é suficiente pelo Teorema da Funcdo Implicita3® que seja ndo nulo em x, = ¢ o

determinante da matriz m x m cujos elementos sao definidos pelas derivadas

0 G; (:L', u(x), ..., um(z), Do‘{lul(x) e Daﬁli ui(x), ..., Daji?"um(x) e DM um(x))
Hi; = ) <8”J‘ Uj> (18.40)
Oy’
i, 7 =1, ..., m. Implicitamente, assumimos aqui que as funcoes G; sejam continuas e diferencidveis em suas varidveis.

A continuidade garantird que esse determinante é nao nulo em uma vizinhanca da superficie € definida por x, = .

29Sofia Vasilyevna Kovalevskaya (1850-1891).
30Vide, e.g., [101] ou qualquer outro bom livro de Célculo de fungdes de vdrias varidveis. Para uma versio geral do Teorema da Funcio
Implicita, vide Teorema 25.8, pagina 1385.
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Note que det H depende (especialmente em sistemas nao lineares) da solucdo u e dos dados de Cauchy. Se para
uma dada u e determinados dados de Cauchy tivermos det H = 0 em algum ponto de €, entao C é dita ser uma
superficie caracteristica, ou simplesmente caracteristica, para o problema de Cauchy em questao. A equacao det H =0 é
denominada equacao caracteristica do problema em questao. Se € for caracteristica e nao for possivel resolver as derivadas
68 mit para que se possa ter (18.39), entdo o sistema de equagoes a derivadas parciais (18.7) representa restrigoes aos
dados de Cauchy em €, sendo por isso denominado interno.

A nocao de superficie caracteristica serd estendida quando tratarmos de problemas de Cauchy generalizados logo
adiante.

E também importante notar que no caso de sistemas nao lineares, mais precisamente, no caso de sistemas que
apresentam dependéncia nao linear nas derivadas de ordem maior em relacdo a x,,, as equagoes (18.39) podem néo ser
Unicas, conduzindo a vérias possiveis solugoes.

2 2

Exemplo 18.1 Considere a equagio a(z, y, u )g 5 (2, y) +b(z, ¥, u )g 1; +c(z, v, u)% = 0 definida em R? sob as condigdes
Y x

u(z, 0) = f(x), 2 Sz, 0) = g(z), f e g sendo fungdes dadas. Esse é um problema de Cauchy (na varidvel y) com os dados de
Cauchy fornecidos na superficie € definida por y = 0. A equacao caracteristica é b(x, y, u) = 0 (verifique!). Se b e f forem tais que
b(z, 0, f(z)) =0 para algum x € R, entdo a superficie C é uma superficie caracteristica. Naturalmente, se C ndo é caracteristica
a equagao pode ser escrita na forma de Kovalevskaya

Pu _ oy ) Pu o clayw) O
07~ b(wy,w 0e2 T ba y, w) 0x
¢
Exemplo 18.2 Considere o sistema de equactes de segunda ordem em R?
0? 0?
An 821 + A1z 81;2 +J = 0,
0? 0?
Az 81;1 + Az 81;2 +J2 = 0,
sob as condigdes
ur(z, y, 0) = filz,y) , wz,y 00 = foz,y) (18.41)
Tz, y,0) = qi(zy) , F2(x, 9,00 = gy ,

na superficie z = 0, com f, e ga, a =1, 2, sendo fung¢oes dadas.

. 4 = = ~ du; duy duy 9%uy 8%uy 8%wy 82wy Huw
. Acima u é uma funcdo de z, y, z e A;; e J; sdo fun(f‘oes de z, y, z, ui, G52, B e aar W, m;, St m‘ com
i =1, 2. Trata-se de um problema de Cauchy e a equagdo caracteristica é

All A13
det = A11A22 — A21A12 = O .

A21 A22

Note que nesse caso o lado esquerdo da equagao caracteristica é inteiramente determinado pelos dados de Cauchy (18.41) (observar

A Ou; 7 . u du 9% u 9% u 9% u 9% u a2
. guq — Quj Quy 97wy 97wy 97wy 97wy DTwy
que, além de u; e S+, i =1, 2, também as derivadas 53¢, b, G5t 8y2 s Groer ey ayors com i =1, 2, sdo determinadas

em z = 0 pelos dados de Cauchy (18.41). Por exemplo, %(m, y, 0) = gﬁg; (z, y, 0)).

A forma de Kovalevskaya do sistema acima é

8wy _ —AxJi+ Axda
022 A11 Az — A1 A1’
8% ug _ A1 — A Ja
022 A11 Az — A1 A1’

du; Ou; Ou; 0% u; 82wu; 82w, 0%u; 82wy .
Ox ’ Oy ' 090z ) 9x2 )’ 9y2 ° 0z0y’ Oxdz’ Oydz com 7 = 1, 2. ¢

o lado direito sendo uma funcgao de z, y, z, wu,
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E. 18.14 Ezercicio. Verifique as afirmacdes do Exemplo 18.2. "

e Problemas de Cauchy generalizados

Em muitas aplicagoes, que se estendem do Mecanica de Corpos Deforméveis, da Teoria da Difusao e da Mecanica dos
Fluidos & Teoria das Relatividade Geral, é importante considerarmos problemas de Cauchy mais gerais do que aqueles
tratados acima. Nas situagoes descritas acima os dados de Cauchy eram oferecidos em uma superficie plana z,, = (,
constante. Desejamos tratar da situa¢do mais geral no qual procuramos a solu¢ao de um sistema como (18.7), definido
em R"™, n > 2, que aqui escrevemos de forma simplificada como

G; (l'v Ujy = Dsjlujv ) =0, (1842)

parai=1, ..., m, com m > 1 equagoes independentes e igual nimero de funcoes incégnitas u;, sendo fornecidos dados
de Cauchy sobre uma superficie n — 1-dimensional € nao necessariamente plana.

Para sermos mais especificos, seja, como acima, definido por n; o maior grau das derivadas da funcao u; que ocorre
no sistema (18.42). Seja uma superficie n — 1 dimensional C, orientével, suposta suficientemente suave, e para cada

i =1, ..., m, sejam fornecidos em cada ponto de C o valor da fung@o u; e de suas n; — 1 primeiras derivadas normais
(& C):

0% u;

E)nkz (x) = ¢ik(2)
paratodoz € Ceparatodosk =0, ..., n;—lei=1, ..., m,sendo ¢, , funcoes dadas. Acima, % = (ﬁ(:c)ﬁ)k, onde

f(x) é um vetor unitario normal a € em x € €. Suporemos que o campo € > z — 7(z) seja continuo e suficientemente
diferencidvel®'. A orientacio do campo 7 é decidida pelo problema.

Suporemos que seja possivel construir um sistema de coordenadas (a0 menos em uma vizinhanca de €), que deno-
taremos por &1, ..., &, tais que C corresponda a superficie de nivel &, = (, para alguma constante e tal que, em C
ok o7

Ik = el para todo j > 1. Geometricamente, isso significa dizer que as curvas (—e¢, €) 3 s — (51, coey &1, O+ s)

(definidas para algum e > 0, pequeno o suficiente) sdo normais a € nos pontos (51, T C) € €. Suporemos também
que em C (e, devido & continuidade, em uma vizinhanga de €, portanto) o Jacobiano da transformagao de coordenadas
x +— £ seja nao nulo.

No sistema de coordenadas ¢ os dados de Cauchy ficam
8’“ V;

8—51“(51’ s &1, ©) = ikl ey Ens)

k=0,...,ni—lei=1, ..., m, onde v;(§) = u; (:c(f)) e ¢~)Z k=0 k(:c({)), a ultima valida, naturalmente, em C.

Uma ponto importante é expressar o préprio sistema (18.42) nas novas varidveis . Para tal podemos fazer uso das
transformagoes (18.27)-(18.28) e com isso obtemos

n n agj (Br); ,
Glew 0 3 2 ] H(a_xk) Do+ | =0, (18.43)

B1ENT BrnENT k=1 [j=1

(adlyy (@dlyy

1=1, ..., m, onde, como em (18.27)-(18.28), omitidos as derivadas de ordem inferior na transformagao. Também como
em (18.27)-(18.28), v é o n-multi-indice v = f1 4+ - -+ + B,. Em (18.43), a expressao

n n a ; (Bk)y N
oo 1T H(a—i) Divj + - (18.44)

BN, N,

o it
entrou em substituicao a Dg" u;.

E importante notarmos que em (18.44) somente teremos um termo proporcional as derivadas de grau maximo em

~ . "I v; J VST
relacao a &,, ou seja, a ?J;J, se houver nos somatérios n-multi-indices v na forma v = (0, ..., 0, n;). Como v
n

31Pelo menos tantas vezes quando maxmn; — 1.
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é dada pela soma de m-multi-indices v = 81 + - -+ + B, concluimos que cada B,, a = 1, ..., n, deve ser da forma
Ba=1(0, ..., 0, by) com by +---+b, = n;. Como cada 3, pertence a N?ajl)a, ou seja, satisfaz |3,| = (a?'),, concluimos
que (ozjl)a = b,. Assim, s6 surgirao termos com g ) argumento que substitui 94 com bi+---+by=nje

b
6111 ~~~89:l;,,"

o€
ﬁ (%)bk o™ v
i1 \ Oy On’

8", \
TR n
858};1"'63«‘?:1 - H (afn k
"I v; B ox ’
( oer ) k=1 g

Desse fato, concluimos, evocando novamente o Teorema da Funcao Implicita e usando a regra da cadeia, que o sistema

esses termos sao do tipo

e vale

(18.43) s6 pode ser resolvido nas varidveis %, 7 =1, ..., m, se for ndao nulo o determinante da matriz m x m cujos
elementos de matriz H;; sao definidos por
lel . lel de " o\
Hyj = ——7 v = Z ’ &n _gn . (18.45)
(6 —Jnv'j) b1y i b =0 " uy Oz, 9z,
8’ bliﬁzlb:: nj (92?1171 ---6:6?1"
i, 7 =1, ..., m. Compare com (18.40). Como em (18.40) assumimos aqui implicitamente que as fung¢ées G; se-

jam continuas e diferencidaveis em suas varidveis. A continuidade garantird que esse determinante é nao nulo em uma
vizinhanca da superficie € definida por &, = (.

Note que det H depende (especialmente em sistemas nao lineares) da solu¢do u e dos dados de Cauchy. Se para
uma dada u e determinados dados de Cauchy tivermos det H = 0 em algum ponto P de C, entao € é dita ser uma
superficie caracteristica em P. Uma superficie C que seja caracteristica em algum de seus pontos é dita ser uma
superficie caracteristica, ou simplesmente caracteristica, para o problema de Cauchy em questao. A equacao det H = 0
é denominada equacdo caracteristica do problema em questao.

Em valendo det H # 0 em toda superficie €, € é dita ser uma superficie ndo caracteristica e podemos em uma
vizinhanga de € escrever o sistema (18.43) na forma de Kovalevskaya, explicitando as derivadas de maior ordem em &,,

a saber, %g—?, j=1, ..., m, obtendo o sistema
T, (g s 01(E1, oo ) s vm(Ers s €0) Akl ) (18.46)
n, i 1y +-+5 Sny V1\S1, --+5 Qn)y -++y Um(QSL; -5 Sn)y -+ kn_1 ) ot ) .
I3 agk ... aghn - ogkn
i=1, ..., m,sendo que paracadaj=1, ..., mtem-se k = ki +...+k,—1 +k, <n; mas com k,, <n;. Isso generaliza
(18.39).

o™i v,
oty"
de equagdes a derivadas parciais (18.42) representa restrigdes aos dados de Cauchy em €, sendo por isso denominado
nterno.

Se € for caracteristica e nao for possivel resolver as derivadas para que se possa ter (18.46), entdo o sistema

e Planos caracteristicos

Consideremos ainda o sistema (18.42)-(18.43). Muito 1til saber se uma superficie é caracteristica ou nao para um
sistema de equagoes como as acima (vide exemplos mais adiante) é a nogao de plano caracteristico. Seja P € R"™ um
ponto com coordenadas (p1, ..., pn), seja @ = (a1, ..., a,) um vetor ndo nulo e seja o hiperplano (n — 1)-dimensional
Ha, p, que passa por P, definido por

Ha p = {(:L'l, ceoy Tp) ERT

Zak(xnfpn) = 0} .
k=1

Como é bem sabido, o vetor @ = (a1, ..., an) é normal ao hiperplano Hz, p.
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Dizemos que Hg, p é um plano caracteristico do sistema (18.42)-(18.43) se for nulo no ponto P o determinante da
matriz m x m cujos elementos de matriz J;; sao definidos por

y

0G;
Jij = = | (@)™ (@)™ . (18.47)
b1, ooy by =0 (M)
byt by =nj Al ...0z4n
i, 7=1, ..., m. Compare com (18.45). Repare que como (18.47) é homogénea nas componentes de @ (pois by +- - - +b,, =

n;), podemos sem perda de generalidade considerar sempre vetores @ unitérios, ou seja, com ||al|? = (a1)?+ - -+ (an)? = 1.
Outra normalizagao tem apenas o efeito de multiplicar as colunas da matriz J por constantes nao nulas, o que nao altera
a equacao det J = 0.

Percebemos dessa defini¢ao e de (18.45) que se a superficie C definida por &, = ¢ passa pelo ponto P, entdo ela é
uma superficie caracteristica em P do sistema (18.42)-(18.43) se e somente se o plano tangente a € em P for um plano
caracteristico do sistema (18.42)-(18.43).

Isso é ntil, pois geralmente é muito mais facil lidar com a equacao det J = 0 que com a equacao det H = 0.
Determinando os planos caracteristicos de um sistema de equagoes diferenciais parciais saberemos que todas as superficies
que lhes tangenciam sao caracteristicas. Os exemplos adiante tornarao isso mais claro.

e Alguns exemplos

Equagoes de segunda ordem do tipo

~ 8%u
A, B = 18.4
Z > Ox + 0 (18.48)

ocorrem com muita frequéncia em problemas fisicos. No que segue podemos considerar os coeficientes Ay, € B como
sendo fungoes de z, de u e das derivadas de primeira ordem de u. Como é facil constatar, a equagao caracteristica de
(18.48) é

- 0&n 0&n
Agpy=—2 =0. (18.49)
a;I Oz, Oz,
a>b
e a equacao dos planos caracteristicos é
n
> Awaaay = 0. (18.50)
a, b=1

a>b

n
ou
Analisemos com mais detalhe alguns casos especificos, onde tomaremos B da forma g Bca— + C, onde os coeficientes
x
c=1 ¢
B, e C podem ser funcoes de x, de u e das derivadas de primeira ordem de u.
1. Para a equacao
n n
0% u ou
—_— B.—+C =0 18.51
D g T2 Begr T (18.51)
a=1 c=1

a superficie &, = constante serd caracteristica em um ponto P se a a equagdo caracteristica (18.49) for satisfeita

n 2
0
em P. Em nosso caso (18.49) fica E (a_ﬁn) = 0. Se essa equagdo ¢ satisfeita em P entao nesse ponto todas as
x
0 &n

derivadas Z>* anulam-se. Mas isso implica que o Jacobiano da transformagao x — § anula-se em P, o que nao ¢

a

aceitavel para o novo sistema de coordenadas . Assim, a equacdo (18.51) nao possui caracteristicas (reais).

a=1 a

Observe-se que as equacdes de Laplace e de Poisson em R?, importantes em diversos problemas de Fisica, sio do
tipo (18.51) e, portanto, ndo tém caracteristicas (reais).

A equagdo (18.51) faz parte de uma classe de equagoes denominadas equagdes elipticas.
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2. Para a equagao

0%u " du
ZA o2 +ZBC(970+C =0 (18.52)

a=1 c=1

n 2
0]
com A, > 0 para todo a, a equagdo caracteristica (18.49) fica E A, <8§”> = 0. Como no caso anterior
x

a=1 a

concluimos que a equagao (18.52) néo possui caracteristicas (reais).

A equagdo (18.52) faz parte de uma classe de equagoes denominadas equagdes elipticas.

(55)

que cuja parte principal (entre parénteses, acima) coincide com a da equagao de ondas, identificando z,, = c¢t. A
equacao dos planos caracteristicos (18.50) fica (a1)*+- -+ + (an—1)? = (a,)?. Como temos também a normalizacio

3. Seja a equagao

+ZB Ou Lo g (18.53)

(a1)?+---+ (an)? = 1, concluimos que a,, = :l:\/Ti. Geometricamente isso significa que os planos caracteristicos de
(18.53) tém uma normal que forma um angulo de 45° com o eixo x,. Assim, uma superficie é caracteristica para
a equagdo (18.53) em um determinado ponto se nesse ponto a normal a seu plano tangente formar um angulo de
45° com o eixo x,.

A equagao (18.53) faz parte de uma classe de equagoes denominadas equagdes hiperbdlicas.

Para um ponto § = (y1, ..., yn) € R™ define-se o cone de luz com vértice em ¥, denotado por Vj, como sendo a
superficie (n — 1)-dimensional definida por

Vg = {f:(xl, cooy ) ERT

(wl - y1)2 + -+ (wn—l - yn—1)2 = (In - yn)Q} .
Os cones de luz passado e futuro com vértice em ¥, denotados por e Vg_ e Vyj', respectivamente, sao definidos por

Vi o= {f:(xl, cooy Tp) ERT

(1= y1)> 4+ (@1 = Yn—1)® = (@n —yn)?, @ < yn}

Vyf = {a’c’:(xl, ceoy Tp) ERT

(xl - y1)2 +eee (xn—l - yn—1)2 = (In - yn)2 y Tp > yn} .

Naturalmente, Vy = Vg_UVg‘|r U{7}. Todo plano tangente a Vy_ ou a Vyj' (e, portanto, a Vi) é um plano caracteristico.
Assim, Vyf e V; sao superficies caracteristicas em todos os seus pontos.

4. Seja a equagao

n—1 2
g u +ZB Ou Lo =0 (18.54)

que difere de (18.53) pela omissdo do termo com g; .

-+ (ap_1)*> = 0. Como temos também a normalizacio (a;)? + --- + (an)? = 1, concluimos que a, = =+1.
Geometricamente isso significa que os planos caracteristicos sao os planos x, = constante. Assim, uma superficie
é caracteristica para a equagdo (18.54) em um determinado ponto se nesse ponto a normal a seu plano tangente
apontar na direcao do eixo z,, ou seja, se esse plano for paralelo a um plano z,, = constante.

A equacdo dos planos caracteristicos (18.50) fica (a;)? +

A equagao (18.54) faz parte de uma classe de equages denominadas equagdes parabdlicas. Note que a equagao de
difuséo ¢é do tipo (18.54).

5. Seja a equagao definida em R™, com n > 4, dada por
n—2 n
0% u Pu  0u ou
— | — - = |+ B.—+C = 0. (18.55)
[(a:l 0x2 ) ox2_, 022 ; oz,

Essa equagao faz parte de uma classe de equacoes denominadas equacgdes ultra-hiperbaolicas.
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A equagdo dos planos caracterfsticos (18.50) fica (a1)? + -+ + (an_2)? = (an_1)* + (a,)?. Como temos também a
normalizagao (a1)? + -+ + (a,)? = 1, concluimos que (an—1)? + (an)? = 3. Geometricamente isso significa que os
planos caracteristicos de (18.55) tém uma normal que forma um angulo de 45° com o plano x,,_1—2,. Assim, uma
superficie é caracteristica para a equagao (18.53) em um determinado ponto se nesse ponto a normal a seu plano

tangente formar um angulo de 45° com o plano x,_1—z,.

E. 18.15 FEzercicio-ezemplo. A equagio de Dirac. Determinemos os planos caracteristicos da equagdo de Dirac (18.22). Como
facilmente se vé, a equagdo dos planos caracteristicos é

3
det <Z’y”au> =0.
n=0

A maneira mais elegante de resolver essa equac3o é a seguinte. Tomando o quadrado de ambos os lados e usando o fato que (det A)? =

det(A?), temos
3 3
0 = det <Zz'y“7”aual,> .

pn=0v=0
Agora,

n=0r=0 pn=0rv=0 pn=0rv=0

10 0 0
. . . -1 ,
onde usamos o fato de que as matrizes v* satisfazem v*~" + 4”~y* = 2¢g""1, sendo g a matriz <8 Lo ) Logo, concluimos que
00 0 —1

0= ((ao)2 — (a1)? = (a2)? — (a3)2)4det]l e, portanto, os planos caracteristicos s3o definidos por (ao)? = (a1)? + (a2)* + (a3)?.
Essa é precisamente a mesma situagdo que obtivemos no caso da equagdo (18.53). Como naquele caso, temos também a normalizagio
(ao0)?® + -+ (a3)® = 1 e concluimos que ag = :I:@. Geometricamente isso significa que os planos caracteristicos da equacdo de Dirac
tém uma normal que forma um angulo de 45° com o eixo xg = ct (a dire¢do temporal). Assim, uma superficie é caracteristica para
a equagdo de Dirac em um determinado ponto se nesse ponto a normal a seu plano tangente formar um angulo de 45° com o eixo
xo. Como naquele caso, os cones de luz VyjE sdo caracteristicos em todos os seus pontos para a equa¢do de Dirac. Tais fatos ndo s3o

inesperados pois, como é bem conhecido, as solu¢des de equacio de Dirac sdo também solucdes da equacio de Klein-Gordon, que é do
tipo (18.53). o,

18.5 O Método das Caracteristicas

O chamado método das caracteristicas é um importante método de resolugao de equagoes a derivadas parciais quaselineares
de primeira ordem (para a defini¢do, vide pégina 953). Sua relevancia nao é apenas prética, no sentido de fornecer
solugoes: com ele é também possivel alcancar uma visao em profundidade de diversas propriedades de certas equagoes
a derivadas parciais quaselineares e de suas solugoes. Descreveremos as ideias por tras do método das caracteristicas,
coletando as hipoteses necessarias a sua implementabilidade, hipdteses estas que serao brevemente discutidas em seguida.
Ap06s essa descrigao, alguns exemplos ilustrativos serao apresentados de modo a facilitar o entendimento.

Uma referéncia cléssica e abrangente sobre o método das caracteristicas é [103]. Para tratamentos e resultados mais
recentes e para outras referéncias a literatura, vide [483], [485] e [234] Vide também [172], [138] e [190] e [520].

e Equacgoes quaselineares de primeira ordem. Problema de Cauchy

Sejam b(z1, ..., T, u) € ag(x1, ..., Tp, u), com k =1, ..., n, fungdes de n + 1 varidveis reais (1, ..., Tn, u).
Denotaremos por &€ o espago n-dimensional das varidveis (x1, ..., x,) e por T o espaco n + 1-dimensional das varidveis
(1, ..., Tn, u). Também denotaremos x = (1, ..., Tp) € &.

Seja com essas funcoes definida a equacao a derivadas parciais quaselinear de primeira ordem

n

Zak(x, u(x)) ug, (x) = b(x, u(x)), (18.56)

k=1
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para uma funcdo incégnita u(x) = u(z1, ..., x,) € R. Note-se que as fungdes b(x, u(x)) e ax(x, u(x)), k=1,..., n,
sao fungoes de x e de u, mas nao de derivadas de wu.

Se u(x) é uma solugao de (18.56) a aplicagio € 3 x — (x, u(x)) € T define uma superficie n-dimensional em T. Essa
superficie serd denominada superficie-solugdo (de (18.56)).

Como ¢ bem conhecido, o vetor n+ 1-dimensional dado por (ug, (), ..., us,(x), —1) é um vetor normal & superficie-
solugdo no ponto (x, u(x))32. Com isso em mente, podemos interpretar (18.56) como sendo a afirmagdo que o vetor
n + 1-dimensional definido por

(a1 (x, u(x))7 e an(x7 u(x)), b(x, u(x)))
é tangente & superficie-solu¢ao no ponto (x, u(x)). Essa interpretacdo geométrica tera significado no que segue.

Vamos supor que a fungéo u(x) satisfaga condigdes iniciais que fixam seu valor em alguma superficie n— 1 dimensional
¢ de €. Assumiremos que na superficie € tenha-se a condi¢ao inicial u(x) = ug(x), x € €, onde up é uma fungao dada
definida em €. A superficie € é denominada superficie de Cauchy. O problema de resolver (18.56) com u fixada em €,
como acima, é dito ser um problema de Cauchy.

Suporemos que € seja uma variedade, ou seja, que os pontos da superficie € possam ser localmente descritos por um

conjunto de n — 1 pardmetros reais, que denotaremos por sg, ..., S,. Assim, os pontos x = (1, ..., &) de € sdo
(localmente) descritos por n fungdes continuas ¢;, i = 1, ..., n de n — 1 varidveis:
x1 = P1(s2, ...y Sn), cee T = Yn(s2, ..., Sn) .
Denotando ¥ = (91, ..., 1), escrevemos as relagdes acima como x = ¥(sa, ..., s,) para x € €.
Em termos dos parametros s, ..., s, que descrevem a superficie de Cauchy €, a condigao inicial escreve-se
w(U(s2, ..., 8n)) = uo(¥(s2, ..., Sp)). Com um certo abuso de linguagem, escreveremos ug(¥(s2, ..., s,)) =
u0(827 ceey Sn)'

e Curvas caracteristicas e curvas caracteristicas planares

Seja I um certo intervalo da reta real (compacto ou ndo). Uma curva £ no espago J definida por I > s; —

(z1(s1), ..., zn(s1), U(s1)) € T é dita ser uma curva caracteristica da equagdo quaselinear (18.56) se as fungoes
x1(81), .., xp(s1) e U(s1) forem continuas, diferencidveis e satisfizerem o sistema de equagoes diferenciais ordindrias
i1(s1) = ai(x(s1), U(s1)) ,
in(s1) = an(x(s1), U(s1)) , (18.57)
U(sl) = b(x(sl), U(sl)) .
As curvas em & dadas por I 3 s1 — (21(81), ..., @n(s1)) € € sdo denominadas curvas caracteristicas planares ou

curvas caracteristicas base.

Como estudamos nos capitulos dedicados a equagoes diferenciais ordinérias, sob condigdes de continuidade para as
fungodes b e aj pode-se garantir a existéncia ao menos local de solugdes de (18.57). Sob condigoes de diferenciabilidade,
é possivel garantir também unicidade de solugoes (18.57) para problemas de valor inicial.

e O método das caracteristicas

Seja u(x) uma solugdo dada de (18.56). Suponha que haja uma curva continua e diferencidvel, definida no espago
&, parametrizada por s; € I e definida por n funcoes (z1(s1), ..., zn(s1)) = x(s1) com a propriedade que as que as

32Recordando, para variagdes “infinitesimais” (dz1, ..., drn) tem-se du = wug, (x)dz1 + -+ + Ug, (X)dz, e, portanto, o vetor
(“11 (%), .-y Uz, (X), 71) é ortogonal aos vetores (dz1, ..., dryn, du), que sdo tangentes & superficie-solugéo.
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fungoes xi(s1), k =1, ..., n, satisfagam o sistema de n equagoes diferenciais ordindrias

i1(s1) = ai(x(s1), u(x(s1)))
(18.58)

in(sl) = an(x(sl)a U(X(sl)))

Como estudamos nos capitulos dedicados a equagoes diferenciais ordindrias, sob condigoes de continuidade para as fungoes
b e aj, pode-se garantir a existéncia ao menos local de solugoes de (18.58). Sob condigoes de diferenciabilidade, é possivel
garantir também unicidade de solugoes de (18.58) para problemas de valor inicial.

Pela regra da cadeia temos, naturalmente,

d%u(x(a)) = > 1) wa (x(s1)) = 3 an(x(s1), ulx(1)) i, (x(51) " blx(s1), ulx(s1)) . (18.59)
k=1 k=1

e concluimos que a curva em T definida por I 3 s1 — (x(sl), u(x(sl))) € T é uma curva caracteristica da equagao
(18.56). De (18.58) e (18.59) vé-se que os vetores tangentes a essa curva caracteristica sdo paralelos em cada ponto ao
campo definido pelos vetores (a1, ..., an, b) e, portanto, essas curvas caracteristicas encontram-se inteiramente sobre a
superficie-solugao da equagao (18.56) definida pela solugao u. Esse fato deve ser retido em mente para o que segue.

Vemos, portanto, que dada uma funcao u, solugao de (18.56), obtém-se curvas caracteristicas procurando soluges do
sistema de n equagoes diferenciais ordindrias (18.58). A questao que se poe é se é possivel inverter esse procedimento:
serd possivel recuperar a solucao u(x) de (18.56) se for dada a familia de curvas caracteristicas de (18.56), ou seja, as
solugoes de (18.57)? Como veremos, sob hip6teses convenientes a resposta é sim e esse método de determinar a solugao
de (18.57) a partir da determinagao das curvas caracteristicas de (18.56), ou seja, as solugoes de (18.57), é denominado
método das caracteristicas.

A ideia do método das caracteristicas é interpretar as diversas solugdes U(s1) de (18.57) como U(s1) = u(x(s1)) para
alguma solugao u de (18.56) e procurar determinar essa u a partir da fungdo U. Geometricamente, o que se faz é aproveitar
a observacao feita acima de que, as curvas caracteristicas definidas por uma solugdo dada u de (18.56) encontram-se
inteiramente dentro da superficie-solugao definida por w e tentar recuperar essa superficie-solugao (e portanto a solugao
u) a partir do conjunto de todas as curvas caracteristicas associadas & equagao (18.56).

No que segue descreveremos como essas ideias podem ser implementadas, discutiremos as virtudes e limitagoes desse
método e estudaremos exemplos.

e Obtendo solugoes com uso das curvas caracteristicas

O sistema (18.57) é um sistema de n + 1 equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem e iremos supor que
um tal sistema possua solugdo unica para um dado conjunto de condigbes iniciais. A resolugdo de (18.57) geralmente

requer a fixacdo de n + 1 condigoes iniciais x1(0), ..., 2,(0) e U(0). Vamos supor que as curvas caracteristicas planares
s1 = (x1(s1), ..., xn(s1)) cruzem € em exatamente um ponto e que tal se de para s; = 0. Portanto, escolhemos
o ponto (x1(0), ..., z,(0)) € € sobre a superficie € onde as condigdes iniciais para (18.56) foram definidas. Assim,
x(0) = (21(0), ..., x,(0)) € & é tal que x(0) = ¥(sq, ..., s,) para algum conjunto de pardmetros sa, ..., S,. Como

desejamos interpretar U(0) = u(x(0)) para uma solucao u de (18.56), é natural impormos

U0) = uo(s2, -, Sn) - (18.60)
As relagoes x(0) = ¥(sa, ..., $p) e U(0) = ug(s2, ..., Sn), ou seja,

(X(O), U(O)) - (\11(52, ey 8n) uo(Soy e, sn)) , (18.61)

fazem cada curva caracteristica sy — (x(s1), U(s1)) € T depender também dos n — 1 pardmetros sa, ..., S, que
fixam a condigdo inicial (18.61). Introduzindo a notagdo s = (s1, ..., $n) € R", podemos escrever as fungdes xx(s1),
k=1,...,n,eU(s1) como fungdes de s; e desses pardmetros:

1(51, ey 50) = 21(S)s ees a1y ey 50) = Ta(s) (18.62)
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e
U(s1y .-y $Sn) = Uf(s).

Para s; = 0 o ponto x(s; =0, $2, ..., Sp) encontra-se sobre € e, portanto,

T >3 (X(Sl =0, s2, ..., Sp), U(s1 =0, s, ..., sn))

= (:El(sl =0, 82, .y Sp)y +-vy Tn(s1 =0, S2, ..., $p), U(s1 =0, s2, ..., sn))
= (x(sl =0, S2, ..., Sn), Uo(S2, .-, sn)) . (18.63)

Se o Jacobiano % = H nao se anular, podemos inverter as n fungdes de (18.62) e escrever os parametros

S$1, .. ,Sp em termos de x1, ..., Tp:
s1(x1, ooy xn) = 51(X), ..., Sp(T1, oo., Th) = Sn(X) .

Sob essa hipdtese estamos supondo que as fungées s — x(s) e x — s(x), definidas entre certos abertos de R", séo
bijetoras, uma sendo a inversa da outra.

Com as escolhas descritas acima, cada curva caracteristica é fixada pelos parametros s, ..., s, e parametrizada
pelo pardmetro s; quando a curva é percorrida. Para s; = 0 a curva inicia-se no ponto de T dado em (18.63).

Com a introdugao dos parametros s podemos reescrever as equagdes para as curvas caracteristicas dadas em (18.57)
trocando a derivada total em relagdo a s; por uma derivada parcial (levando em consideragdo, assim, a presenca das
outras varidveis sa, ..., Sp):

6I1

8—51(5) = a1(x(s), U(s)),

0zn

Sks) = an(xls). Uls) (15.64)
oU

6—51(8) = b(x(s), U(s)) .

Vamos agora descrever de que forma o exposto acima pode ser empregado na resolucao da equacdo (18.56). Defina-se

ou seja,
w(T1, ooy Tp) = U(sl(acl, ceey By ey Sp(T1, o xn)) )

Vamos provar que u assim definida é uma solucdo de (18.56) e satisfaz as condigoes iniciais desejadas. De fato, calculando-
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se explicitamente,

zn:ak<x’ U(X))ﬂ(x) = zn:ak(x, u(x)) zn:é)_U( (x)) s (x)
g )
k=1 Tk k=1 j=1 S_] T
- aU - asj‘
= L, >>;ak<x, ()) 5t (%)

(18.64) " oU " Oy %
- = aSJ( (X))]; 881 ( )axk( )
B
ouU
= a—sl(s(x))

= b(x7 u(x)) ,

provando que u satisfaz (18.56), como queriamos. E também claro que, na superficie €,

u(U(s2, ..., 5n)) = u(x(s1 =0, s2, ..., $p)) = U(s(x(51 =0, s2, ..., sn))>

= U((s1=0, s2, ..., sn)) = uo(s2, ..., sn), (18.65)

mostrando que u satisfaz as condigoes iniciais desejadas.

e O método das caracteristicas em sistemas de EDPs

O método das caracteristicas também pode ser empregado em certos sistemas de equacoes diferenciais quaselineares
especificos. O caso mais destacado, a saber, o de sistemas quaselineares de primeira ordem, ¢é tratado detalhadamente
na Segao 18.5.3, pagina 986.

e Método das caracteristicas. Resumo e comentarios gerais

Recapitulando e resumindo, os passos para a resolugdo da equagao quaselinear de primeira ordem (18.56) pelo método
das caracteristicas sao:

1. Determinagao das curvas caracteristicas s; — (x(s1), U(s1)) por meio da resolugdo do sistema de equagoes dife-
renciais ordindrias (18.57).

2. Parametrizacao das curvas caracteristicas em termos de coordenadas locais so, ..., s, da superficie de Cauchy &
onde esta definida a condigao inicial, fornecendo assim as fungoes x(s) e U(s).

3. Obtencao das fungbes inversas s(x).

4. Determinacao da solugao u por u(x) = U(s(x)), com U obtida nos passos 1 e 2.

A aplicagao do método das caracteristicas tem diversos pressupostos que vagamente delineamos na discussao acima
e algum comentério deve ser feito a respeito de certas patologias ou especialidades que podem ocorrer quando de sua
implementacao.
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Uma primeira observacao é que a parametrizacao das curvas caracteristicas pelas coordenadas locais da superficie de
Cauchy tem em muitos casos um significado apenas local. E bem conhecido que nem sempre € possivel parametrizar glo-
balmente uma superficie com um tinico conjunto de coordenadas (tal ocorre, por exemplo, no caso da esfera bidimensional
S?). Em tais casos, a parametrizacio deve ser feita localmente, conduzindo a solugoes definidas apenas localmente (as
quais podem, eventualmente, ter extensoes globais, parametrizadas por outras coordenadas). Analogamente, a existéncia
de uma aplicagao inversa de s — x pode ser, muitas vezes, garantida apenas localmente.

Pode também ocorrer de a aplicagao s — x nao possuir inversa, local ou globalmente. Nesse contexto, um fenémeno
observado em certas equacoes nao lineares é o cruzamento de curvas caracteristicas, conduzindo a uma ambiguidade de
solugao ou a solugoes singulares (o fenémeno de ondas de choque, observado em equagdes nao lineares como a equagao de
Burgers sem viscosidade, sendo um exemplo. Vide o tratamento da equacao de Burgers inviscivel feito no Exemplo 18.6,
pagina 979). Outro fenomeno patolégico se dd em situacgoes nas quais existem regides no espago das varidveis x que nao
s@o visitadas por curvas caracteristicas planares, levando a ambiguidades de solucao nessas regides (ondas de rarefagao.
Vide novamente o Exemplo 18.6, pdgina 979). Tais situagoes requerem um tratamento especial para o qual remetemos
o leitor a literatura especializada.

Outras anomalias podem ocorrer no que concerne a relacao entre as curvas caracteristicas planares e a superficie
de Cauchy e a condicao inicial. Pode, por exemplo, ocorrer de algumas curvas caracteristicas planares nao cruzarem a
superficie de Cauchy ou fazerem-no mais de uma vez. Ou pode ocorrer de haver curvas caracteristicas planares contidas
dentro de superficies de Cauchy ou de serem tangentes a mesma em alguns pontos. Ou ainda pode ocorrer de haver
pontos da superficie de Cauchy pelos quais nao passam curvas caracteristicas planares. Essas situagoes exigem cuidados
especiais e, para seu tratamento, pressupostos adicionais podem ter de ser feitos, mas a unicidade e mesmo a existéncia
de solugoes podem ser perdidas.

Sob essas ressalvas, é pedagogicamente mais util, no momento, estudar alguns exemplos de aplicagao do método das
caracteristicas. Nos exemplos que apresentamos mais adiante, veremos situagoes em que o método funciona sem maculas
e situacoes em que diversas das patologias acima descritas manifestam-se.

18.5.1 Exemplos de Aplicacao do Método das Caracteristicas

Para ilustrar a exposi¢ao acima, exemplifiquemos o uso do método das caracteristicas na resolugao alguns problemas
de Cauchy de equacoes quaselineares. No primeiro exemplo temos uma situagdo nao trivial na qual o método das
caracteristicas funciona a contento.

Exemplo 18.3 De [536]. Seja a equagio quaselinear de primeira ordem

Ou 20u

8—%()() + (z1) o1, (x) = —zou(x) . (18.66)

A superficie € onde a condigao inicial é dada é definida por z1 = 0, ou seja, tem-se x1 = 11 (s2) = 0, T2 = P2(s2) = s2 com s2 € R.
A condigdo inicial para u nessa superficie é u(x1 = 0, z2) = ug(z2) para alguma fungdo uo dada, que suporemos diferencidvel.
Temos aqui n = 2, a1(x, u(x)) =1, az(x, u(x)) = (z1)? e b(x, u(x)) = —z2u(x).

As equagbes (18.57) para as curvas caracteristicas sdo

31:1(81) = 1 s

352(81) = (331(51))27

U(Sl) = 71’2(81)U(81) .
A solucio da primeira é z;(s1) = s1 + o, para o constante. A segunda equacdo fica, entdo, 22(s1) = (s1 + a)?, cuja solucio é
za(s1) = @ + /3, com 8 constante. A terceira equacao, portanto, é U(s1) = — (% + B) U(s1), cuja solugao é

4
U(s1) = exp (f% — Bs1 +'y)

com <y constante. Para s; = 0 desejamos estar na linha reta € definida por 1 = 0. Isso implica « = 0. Como em € temos a
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parametrizacdo x2 = s2 com s2 € R e, como z2(0) = 8, podemos identificar 8 = s2. Com isso escrevemos

1’1(31, 82) = 81,

(s1)°

z2(s1, s2) = 3 + sz,
4
U(s1, s2) = exp (f% — S182 +7) .

A imposicao U(0, s2) = uo(x2(0, s2)) = uo(sz2) significa exp () = uo(s2). Portanto, temos

xl(sl, 82) = 81, (1867)
$2(S1, 82) = % + s2, (1868)
U(s1, s2) = exp <f% — 8182) uo(s2) . (18.69)

Isso determina a expressdo das curvas caracteristicas em termos dos pardmetros s1 e s2. Fixar o pardmetro ss fixa uma curva
caracteristica, a qual é percorrida fazendo-se variar o pardmetro s;. Como se vé, para cada curva caracteristica planar vale
x2 = (21)%/3 + s2. As curvas caracteristicas planares de (18.66) encontram-se desenhadas, para diversos valores de s2, na Figura
18.2, pagina 975.

Figura 18.2: Curvas caracteristicas planares da equagdo (18.66) no plano z1—x2. A superficie de Cauchy € é eixo vertical
xr9.
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O préximo passo é inverter as relagoes (18.67)-(18.68), acima, e expressar s1 e s2 em termos de z1 e z2. Para o Jacobiano
dessa transformagido temos

8(1'1, :Eg) _
6(81, 82) ’
(verifique!) e a inversdo é possivel para todos (z1, x2) € R?. Como é ficil constatar, obtém-se
3
x
si(z1, 2) = x1,  s2(x1, T2) = @2 — ( ;)

A solugédo de (18.66) é, portanto, u(x1, x2) = U(sl(xl, x2), sa2(z1, :vg)), ou seja,

e = oo (20! ) (s ), sy

como facilmente se calcula.

E. 18.16 Ezercicio. Verifique explicitamente que (18.70) é de fato solu¢do de (18.66) e satisfaz a condi¢do u(0, x2) = uo(z2). ¥

3
Como cada curva caracteristica é definida por z2 — % = s2, vemos de (18.70) (e também de (18.69)) que o valor ug(s2)
4
fixado para u na superficie € propaga-se ao longo da caracteristica sendo “corrigido” pelo fator exp (% — 1}11}2). Isso fornece

uma certa intui¢ao sobre o método, a0 menos no caso de equagoes lineares, como (18.66): em equagdes como as acima, as curvas
caracteristicas planares sdo as curvas ao longo das quais a “influéncia” da condicdo inicial se propaga a partir de cada ponto da
superficie de Cauchy.

A solugao (18.70) é uma solucgo classica da equagdo diferencial (18.66) sob o pressuposto que ug seja continua e diferencidvel.
Se nao o for, (18.70) representa uma solucdo fraca de (18.66). Se ug for descontinua em um ponto sz, entdo vemos por (18.70) (e
também de (18.69)) que essa descontinuidade propaga-se no espago ao longo da curva caracteristica fixada por sz, ou seja ao longo

3
da curva xs — (z:l,)) = s59. O mesmo se d4 se a derivada u(, for descontinua em sz. Isso ilustra um fenémeno valido para equagoes
lineares como (18.66): a propagacao de singularidades a partir de uma condigdo inicial se d4 ao longo de curvas caracteristicas.
No caso de equagoes nao lineares, ensinam-nos intimeros exemplos e alguns teoremas gerais que a propagagao de singularidades a
partir de uma condigdo inicial pode ser bem mais complexa. ¢

Vamos tratar agora de um exemplo bem mais simples, mas com o qual podemos identificar e discutir alguns problemas
do método das caracteristicas.

Exemplo 18.4 Consideremos u como uma fungio de duas varidveis (z1, z2) € R? satisfazendo a equagdo diferencial
Uy, (T1, 72) = 0. (18.71)

Naturalmente, a solugdo dessa equag@o é u(z1, z2) = h(z2), para uma fun¢do h em principio arbitrdria, a qual deve ser fixada
por condigbes iniciais (vide abaixo). Como nesse caso ai(x, u) = 1 e a2(x, u) = b(x, u) = 0, as equagbes (18.57) da curva
caracteristica sao

$1(S1) = 1, i’g(sl) = O, U(S1) = 0. (18.72)
A solugdo desse sistema é
zi(s1) = s1+a, z2(s1) = B, U(s1) = v, (18.73)

onde «a, 8 e v sdo constantes. Dessas expressbes inferimos que as curvas caracteristicas planares é a familia de todas as retas
paralelas ao eixo .

De (18.73) observamos que, para a equagao aqui discutida, U(s1, s2) é constante ao longo das curvas caracteristicas planares
(pois U(s1, s2) ndo depende de s1).

Vamos agora discutir a solugdo sob alguns tipos de condicoes iniciais.
1. A superficie de Cauchy € é a reta z; = 0, a qual podemos parametrizar como
¢ = {(1717 22) ER?, z1 = Yi(s2) = 0, 22 = ta(s2) = 82, $2 € IE{} }

Para a condic8o inicial em € fixamos, na parametrizacao acima, u(1(sz2), ¥2(s2)) = uo(s2), uo sendo uma funcéo dada.
Por (18.73) podemos adotar o =0, 8 = s2 € v = uo(s2). Assim,

1’1(31, 82) = 51 , 1’2(31, 82) = S2, U(Sl7 82) = ’lLo(SQ), (18.74)
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A(zy, x2)
9(s1, s2)
em toda parte, sendo dada por si(z1, x2) = x1, s2(x1, x2) = x2. Logo, a solugdo u é dada por

Claramente, para o Jacobiano da transformagcao (31, 52) — (xl, 1}2) tem-se = 1 e a transformagio inversa existe

u(zy, x2) = U(si(z1, z2), s2(z1, x2)) = wo(z2) .

Assim, para esse tipo de condigao inicial tem-se h(z2) = uo(z2).

2. A superficie de Cauchy € é a reta x2 = 0, a qual podemos parametrizar como
¢ = {(ml, 22) €ER®, @1 = Yi(s2) = s2, T2 = Ya(s2) = 0, s2 GR}.

Para a condigdo inicial em € fixamos, na parametrizacao acima, u(¢1(sz2), ¥2(s2)) = uo(s2), uo sendo uma funcao dada.

A especialidade desse problema é que a superficie de Cauchy € é paralela ao eixo x1 e, portanto, é uma das curvas carac-
teristicas planares do problema. O problema em questdo é, portanto, um problema de Cauchy caracteristico.

Por (18.73) podemos adotar o = s2, 8 =0 e v = uo(s2). Assim,

1’1(31, 82) = S1+ 82 , 1’2(31, 82) =0, U(Sl, 82) = ’lLo(Sg), (1875)

Claramente, para o Jacobiano da transformacao (si, s2) — (21, z2) tem-se %

= 0 e ndo existe a transformacao
inversa (z1, z2) — (s1, s2) em nenhum ponto de R2.

J4 observamos que, para a equagdo aqui tratada, a funcdo U(s1, s2) é constante ao longo das caracteristicas planares (pois
independe de s1, como se vé em (18.75)). Como nesse caso a prépria superficie de Cauchy é uma curva caracteristica planar,
concluimos que ug deve ser constante. Nesse caso, entdo, uma solugdo pode ser obtida para u, a saber, u(z1, x2) = uo,
constante.

Percebe-se que nesse caso, no qual a superficie de Cauchy é uma curva caracteristica planar, nem sempre é possivel encontrar
uma solugdo para o problema de valor inicial, somente em casos especiais, a saber quando uo for constante.

3. A superficie de Cauchy € é a pardbola (3172)2 —x1 = 0, a qual podemos parametrizar como
¢ = {(ml, r2) €R®, 1 = Yi(s2) = (s2)°, T2 = Pa(s2) = s2, s2 G]R}-

Para a condi¢do inicial em € fixamos, na parametriza¢ao acima, u(¢1(s2), ¥2(s2)) = uo(s2), uo sendo uma funcao dada.
Por (18.73) podemos adotar a = (s2)?, 8 = 52 e v = uo(s2). Assim,

xl(sl, 82) = S$1+ (82)2 5 $2(S1, 82) = S2, U(Sl, 82) = uO(SQ), (1876)
Claramente, para o Jacobiano da transformacao (si, s2) — (z1, x2) tem-se % = 1 e a transformagao inversa existe

em toda parte, sendo dada por si(z1, x2) = 1 — (22)?, s2(x1, x2) = x2. Logo, a solugio u é dada por
u(z1, z2) = U(si(z1, z2), s2(z1, 22)) = uo(w2) .

Assim, para esse tipo de condigao inicial tem-se h(z2) = uo(z2).

4. A superficie de Cauchy € é a pardbola (x1)?> — x2 = 0, a qual podemos parametrizar como
¢ = {(1717 z2) €R®, 21 = i(s2) = s2, T2 = Pa(s2) = (s2)°, 2 GR}.

Para a condicdo inicial em € fixamos, na parametrizacao acima, u(1(sz2), ¥2(s2)) = uo(s2), uo sendo uma funcéo dada.

A especialidade desse problema é que as curvas caracteristicas planares cruzam a superficie de Cauchy duas vezes ou nenhuma
vez, exceto a curva caracteristica planar 2 = 0, que é tangente & superficie de Cauchy no ponto (0, 0). De fato, a reta
x2 = f3 (usando a notagdo de (18.73)) cruza a pardbola € nos pontos ++1/B caso 8 > 0 e em nenhum ponto se 8 < 0. Se
B = 0 as duas curvas se tangenciam no ponto (0, 0).

Por (18.73) podemos adotar a = s2, 8 = (s2)? e v = uo(s2). Assim,
1’1(31, 82) = 81 +82 , 1’2(81, 82) = (82)2 . (1877)

Note-se que ao parametrizarmos as curvas caracteristicas da forma feita acima, com o paradmetro s da superficie de Cauchy
¢, estamos excluindo as curvas caracteristicas com z2 < 0, pois, claramente x2(s1, s2) > 0. Note-se também que, para
cada sz a curva caracterfstica planar s1 — (z1(s1, S2), @2(s1, s2)) coincide com a curva caracteristica planar s; —
(z1(s1, —s2), z2(s1, —s2)), pois ambas s@o linhas retas paralelas ao eixo x1 com xs = (32)2.

De acordo com as ideias gerais do método das caracteristicas, descritas acima, o valor de U deve ser fixado pelo valor da
fungdo up no ponto em que cada curva caracteristica planar cruza a superficie de Cauchy. Para s2 # 0 ha dois desses pontos.
Qual adotar? Como, para a equagao estudada, U é constante ao longo de cada curva caracteristica planar, concluimos que
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para s2 # 0 a funcdo U(s1, s2) assume o mesmo valor nos dois pontos onde estas cruzam €. Ora, isso s6 é possivel se
uo(s2) = uo(—s2) para todo sz € R, ou seja, se up for uma fungdo par. Caso contrario, ndo existe solu¢do para o problema.
Assumindo ent&o que ug é uma fungéo par, podemos adotar U(s1, s2) = uo(sz2), dando sentido & tltima relagdo de (18.73).
Podemos ent@o passar & questdo de determinar a solugdo w. Notemos que a aplicagdo (s1, s2) — (x1, x2) definida em
(18.77) tem por imagem o semiplano zz > 0. Para o Jacobiano dessa transformacao tem-se % = 2s2 € a0 menos uma
transformacao inversa existe, portanto, se sz # 0. De fato, tem-se

51(1'1, m’g) = 1 — /T2, 52(1’1, m’g) = VT2, Vx € R, z2 >0, (1878)
ou
81(.T1, m’g) = x1+ T2, 82(.T1, m’g) = —V/x2, Vri€R, 22>0. (1879)

Logo, no semiplano z1 € R, z2 > 0, a solugdo u é dada por u(z1, z2) = U(s1(z1, x2), s2(z1, z2)) = uo(y/Z2) se adotarmos
(18.78) ou u(x1, x2) = U(si(z1, x2), s2(x1, x2)) = uo(—+/Z2) se adotarmos (18.79). Como uo foi suposta par, ndo hd
disting@o entre essas solugoes.

No semiplano z2 < 0 a solugdo néo é fixada pelas condigoes de contorno (pois essa regiao ndo é visitada pelas curvas
caracteristicas). Nessa regido podemos adotar para u(zi, z2) qualquer fun¢do que seja constante ao longo das curvas
caracteristicas planares, ou seja, que seja funcdo apenas de z2. Naturalmente, se desejarmos solugdes cldssicas, essa fungdo
deve ser continua e diferencidvel e, por exemplo, deve-se impor que a solucao seja igual a uo(0) em z2 = 0.

Resumindo, caso up ndo seja par ndo hé solucdo para o problema e se o for a solucdo é

onde g é uma fungdo, em principio, arbitraria.

¢
Exemplo 18.5 Considere-se a equacao diferencial linear e homogénea
ou ou
1-— — —(1-2 — = 18.
.T1( m1)8$1 ( .T1).T2 6$2 O ) ( 8 80)

para z € [0, 1], ¢ > 0, com as condi¢des de contorno u(z, 0) = 0 e u(0, t) = u(1, ¢t) = 0. Nesse caso a superficie de Cauchy é
¢ =VoUV>UH onde

Vo = {($1, $2) S RQ, T1 0, zo > O} s

i = {(-Th l’2) G]RQ, x1 1, x2 > O},

H

{1, 22) €R%, 0 < a1 < 1, 2 = 0},
ou seja, € é formada pela unido das semirretas que compoem a fronteira do retdngulo semi-infinito R = {(x1, x2) € R2, 1 €
[0, 1], 2 > 0} onde a equagao (18.80) estd sendo considerada. Nesse caso a fungdo uo é identicamente nula em €.

As equagdes que definem as curvas caracteristicas sao
32:1(81) = 31’1(51)(1_371(51)) )

Ta(s1) = —(1—2x1(s1))m2(s1),

U(Sl) = 0 .
A primeira equagdo pode ser facilmente resolvida por integracao (fagal!), fornecendo

ae’l

mle) = Toe

)

onde « é uma constante arbitrdria. Inserindo isso na segunda equagéo, obtemos por integracéo (faga!) a solucao

(1 +aesl)2
ae’l

z2(s1) = B

bl
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onde B é uma constante arbitrdria. Das expressoes para x1(s1) e 22(s1) obtemos

:vg(sl):vl(sl)(l 7%1(81)) = B .

Assim, as curvas caracteristicas planares sdo o lugar geométrico dos pontos (z1, z2) € R? tais que xz221(1 — 1) = B para todo
B € R. A equagao U(sl) = 0 informa-nos que U é constante ao longo das curvas caracteristicas planares e disso concluimos que
u(w1, x2) = f(w221(1 — 21)) ¢ a solugdo geral de (18.80) para qualquer funcéo continua e diferencidvel f. Para fixar as condiges
de contorno precisamos estudar como as curvas caracteristicas planares cruzam a superficie de Cauchy € e aqui se revela o interesse
especial desse exemplo.

O fato interessante é que para 3 # 0 as curvas caracteristicas planares nao cruzam € em nenhum ponto. De fato, em € ou
tem-se 1 = 0 ou 1 = 1 ou zz = 0 e terfamos z2z1(1 — 1) = 0, contradizendo a condigdo 8 # 0. A Figura 18.3, pégina 979,
mostra diversas curvas caracteristicas planares para 0 < x1 < 1 e para diversos valores de 8 > 0. Essas curvas sdo disjuntas duas a
duas e sua unifo coincide com o interior do retangulo R, tendo como envoltéria a fronteira €. Porém, como dissemos, essas curvas
ndo cruzam a fronteira € e, portanto, nelas ndo é possivel fixar as condi¢bes de contorno. Para = 0 as curvas caracteristicas
planares sdo trés: uma sendo a linha reta 1 = 0, a segunda sendo a linha reta 1 = 1 e a terceira sendo a linha reta 2 = 0. Cada
uma delas passa ao longo de uma dos subconjuntos Vp, V1 ou H de €. Como U é constante ao longo das curvas caracteristicas
planares, deve anular-se ao longo dessas trés linhas. Disso concluimos que para a solugdo u(z1, x2) = f(mgml(l — ml)) a fungao f
deve anular-se em zero, ou seja, f(0) = 0. Note-se que essa é a unica restrigdo imposta & fungio f pelas condigoes de contorno.

Concluimos que o problema considerado possui infinitas solugées, todas da forma u(xz1, x2) = f(:vgxl(l — :cl)), onde f é uma
fungao continua e diferencidvel em [0, co) satisfazendo f(0) = 0.

Se tivéssemos imposto condigoes de contorno ndo homogéneas na superficie de Cauchy € o problema sé possuird solucoes
(infinitas delas) se essas condigoes forem constantes em €, de outra forma nao é possivel satisfazer a condigdo que U seja constante
ao longo das trés curvas caracteristicas planares que passam por Vo, Vi ou H. Assim, para condigbes de contorno gerais, ou ha
infinitas solugbes ou ndo ha nenhuma.

A Figura 18.4, pagina 980, mostra diversas curvas caracteristicas planares em todo o plano xi1-x2 para diversos valores de o e
[, positivos e negativos. ¢

Figura 18.3: As curvas caracteristicas no interior de R para diversos valores de § > 0. A superficie de Cauchy € é a
fronteira de R, indicada por linhas grossas.

Exemplo 18.6 [A equagao de Burgers inviscivel e ondas de choque]. Vamos agora considerar um exemplo de uma
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Figura 18.4: As curvas caracteristicas em todo plano x1-zs para diversos valores de « e 3, positivos e negativos.

equacdo nao linear, a saber a equagio de Burgers inviscivel®® (i.e., sem viscosidade) (18.17): u%—;‘ + %—f = 0, com uma condigao
inicial u(z, 0) = uo(z).

Comummente a funcdo u(x, t) é interpretada como representando a velocidade no ponto x e no instante de tempo ¢ de um
fluido unidimensional. Vamos nos ater a essa interpretacdo no que segue. Cada ponto do fluido se move com velocidade u e
suporemos que nele ndo ajam quaisquer forcas, quer externas quer das outras particulas do fluido. A auséncia de aceleragao

du — 0 implica, pela regra da cadeia, %—f + % %—; = 0, ou seja, %—f + u%—; = 0. Essa é a forma mais simples de deduzir a equagdo

dt
de Burgers inviscivel. Com essa interpretagdo em mente as curvas caracteristicas representam, como veremos, a trajetoria de cada
particula do fluido a partir de uma posigdo e velocidade inicial. Como particulas situadas em pontos diferentes em ¢ = 0 podem
ter velocidades iniciais diferentes e movem-se sem interagir umas com as outras, as mesmas podem se sobrepor em uma mesma

posicao em instantes futuros. Essa é a origem das chamadas ondas de choque que veremos surgir formalmente no que segue.

A equagdo de Burgers inviscivel (18.17) é uma equac@o quaselinear (mas nao linear) com ai(z, ¢, u) = u, a2(z, t,u) =1 e
b(z, t, u) = 0. A superficie de Cauchy nesse caso é € := {(x, t) € R*: t =0} e podemos parametriza-la por

¢:= {(m, t) €R®: = =1h1(s2) =52, tzwg(SQ)EO}.

O sistema de equagbes para as curvas caracteristicas é
i(s1) = U(s1), i(s1) = 1, U(s1) = 0, (18.81)
cujas solugdes sao,

z(s1) = vs1 +«a, t(s1) = s1+ 8, U(s1) = v,

com «, 3 e v constantes. Impondo que para s1 = 0 estejamos sobre €, temos @ = s2 e § = 0. Impondo U(0) = uo(s2), teremos
v = uo(s2). Com isso,
x(s1, s2) = uo(s2)s1 + s2, t(s1, s2) = s1, U(s1, s2) = wuo(s2) . (18.82)

33Essa equacdo coincide com a equacdo de Euler da Mecénica dos Fluidos, sem gradiente de pressdo e forcas externas.
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Como se vé, as curvas caracteristicas planares dependem da escolha da condicdo inicial wug.

A titulo de exemplo, tomemos uo da forma

1, <0,
uo(z) = (1—22?, 0<az<1, (18.83)
0, rz>1

Essa fungéo é continua e tem derivada continua em toda reta R. Seu grafico é exibido na Figura 18.5, pagina 981.

Upk

1

Figura 18.5: A condicao inicial uy dada em (18.83) representa um perfil inicial de velocidades no qual todo ponto do
fluido situado em x < 0 move-se com velocidade 1. A velocidade decai a zero continuamente (e diferenciavelmente) no
intervalo 0 < x < 1 e é nula para x > 1. Dessa forma, todo o ponto do fluido situado em = < 1 tem uma velocidade
inicial positiva. Como vemos na solucao da equagao de Burgers inviscivel, essa condi¢ao conduz ao aparecimento de uma
onda de choque no fluido.

Para essa escolha de uo as familias de curvas caracteristicas planares sdo descritas por

(81+82,81), s1teER, 52 <0,
(m(sl, s2), t(s1, 52)) = (1= (52)*)%s1 + 52, 51), s1€R,0<s <1,
(82,81), s1t€R, s2>1.

Essas relagoes implicam que, para cada s2, vale & = uo(s2)t+s2 que, como dissemos descreve a trajetdria de uma particula partindo
da posigdo s2 movendo-se com velocidade constante uo(s2). No plano z—t essas curvas correspondem & familia de linhas retas

t = x—s82, zreR, s52<0,

xr— S
t = — 2 zeR, 0<sa<l1,

(1= (s2)%)%"

z = s2, teR, s221,
tal como desenhadas na Figura 18.6, pdgina 982. Nessa figura exibimos apenas o semiplano ¢ > 0. E importante recordar que,
pela ultima equagao de (18.81), U é constante ao longo de cada curva caracteristica planar.

O fato mais notdvel observado na Figura 18.6 é a existéncia de regides no plano z—t onde se dd cruzamento das curvas
(g 4 . x < . o
caracterfsticas planares®®. Nas regides em que nio ocorre cruzamento, u é constante ao longo das caracterfsticas planares e,

34E de se observar, também, que as curvas caracteristicas no espaco z—t—u nio se cruzam.
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Figura 18.6: As curvas caracteristicas planares no semiplano ¢ > 0 associadas a condigao inicial ug de (18.83). As retas
que partem do eixo x na regiao x < 0 correspondem a sy < 0 e tém inclinagao 1. As retas que partem do eixo x na
regiao 0 < x < 1 correspondem a 0 < sy < 1 e tém inclinagao variando de 1 a infinito. As retas que partem do eixo x na
regiao x > 1 correspondem a sy > 1 e tém inclinagao infinita, ou seja, sao verticais. A funcao u é constante ao longo de
cada curva caracteristica planar, assumindo em cada uma o valor fixado pela funcao ug no ponto onde mesma atinge o
eixo horizontal z (i.e., em ¢t = 0). Porém, em pontos em que ocorrem cruzamentos de curvas caracteristicas planares, hé

uma indefini¢gao. Observe na figura acima a existéncia de zonas de cruzamento das curvas caracteristicas planares. Essas
zonas sao regioes singulares onde ocorrem as chamadas ondas de choque.

portanto, é univocamente determinado pelo valor de up no ponto em que cada caracteristica planar cruza o eixo z em ¢t = 0. Nas
regides em que ocorre cruzamento de curvas caracteristicas planares a aplicacao (s1, s2) — (x, t) ndo é bijetora (pois a inversdo
ndo é univoca) e, nado havendo inversa, é de se esperar a existéncia de singularidades na solugdo. Na Figura 18.7, pdgina 983,
é exibida a evoluc@o temporal do perfil de velocidades u(z, t) para diversos instantes de tempo apds o instante inicial ¢t = 0,
quando foi fixada a condigao inicial uo(z) dada em (18.83) e exibida na Figura 18.5. O surgimento de singularidades ¢ notado na
formagao de uma descontinuidade na func¢ao u como funcdo de x. Esse fenémeno é denominado chogue, em referéncia ao fen6meno
fisicamente conhecido das chamadas ondas de choque, e é sempre, matematicamente falando, associado & ocorréncia de cruzamento
de curvas caracteristicas planares.

E. 18.17 Ezercicio. Estudando a Figura 18.6, conven¢a-se da validade do quadro exibido na Figura 18.5, que descreve a evolugdo
temporal do sistema considerado. "

O fenémeno de ondas de choque é observado em outras equagdes diferenciais ndo lineares, um exemplo sendo a equagédo de
Korteweg-de Vries (18.15), pagina 948. Para uma discussao mais extensa do fendomeno de ondas de choque em Mecanica dos
Fluidos e sua relagdo com a teoria das equagoes a derivadas parciais, vide [172] ou [291]. ¢

Exemplo 18.7 [A equagao de Burgers inviscivel e ondas de rarefagdo]. Vamos agora considerar novamente a equagao
de Burgers inviscivel u%—; + % = 0, com uma condigdo inicial u(z, 0) = uo(z) tratada no Exemplo 18.6, pigina 979, mas agora
com uma outra condig¢do inicial com a qual podemos exemplificar outro fenémeno. Adotamos, a saber,
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Figura 18.7: Visao esquemdtica da evolugdo temporal do perfil de velocidades u(z, t) a partir da condi¢ao inicial ug(z).
O perfil é mostrado acima em instantes de tempo 0 = tg < t; < ta < t3 < t4, movendo-se da esquerda para a direita.
A presenga de choque manifesta-se com a formacgao de uma descontinuidade na fungdo u como funcao de x. Acima,
nas unidades consideradas, t3 = 1 (pois é 1 é o tempo necessdrio para se percorrer uma distancia de uma unidade com
velocidade 1). Nesse instante a descontinuidade assume o valor méximo.

Como (18.82) permanece vélida, concluimos que

(82781)7 816R,82§0,
(m(sl, s2), t(s1, 52)) =

(81+82, 81), s1t€R, s2>0.

No plano z—t essas curvas correspondem a familia de linhas retas

t = x—s2, zER, s2>0,

tal como desenhadas na Figura 18.8, pagina 984. Nessa figura exibimos apenas o semiplano ¢ > 0. E importante recordar que,
pela dltima equagao de (18.81), U é constante ao longo de cada curva caracteristica planar.

O fato notédvel observado na Figura 18.8 é a auséncia de curvas caracteristicas planares na regido t > x com = > 0. Como U §é
constante ao longo de cada curva caracteristica planar concluimos que a solugdo da equagao diferencial que satisfaz a condigao de
Cauchy dada é

1, z>0, t<ux,

sendo que a solugdo estd indeterminada na regido t > = com x > 0 onde as curvas caracteristicas planares estdo ausentes e,
portanto, ndo determinam a solugdo nessa regido. Esse fenémeno da auséncia de curvas caracteristicas planares em uma regiao
do espago onde a solucdo é procurada é denominado rarefa¢do ou onda de rarefagdo. Nesse exemplo, a presenca desse fenémeno é
parcialmente devida & descontinuidade da condigéo inicial (e ao fato de ug ser ndo decrescente).

Na regido t > x com x > 0 podemos adotar u(z, t) = 0, obtendo uma solugdo continua exceto ao longo da linha z = t.
Podemos também adotar u(z, t) = 1, obtendo uma solugdo continua exceto ao longo da linha z = 0. Na mesma regiao é também



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 18 984/2825

Ui 0 0 us 1 X

Figura 18.8: Curvas caracteristicas planares para a equacao de Burgers inviscivel com a condicao inicial uy = 0 para
x <0ewug=1para x> 0. Acima, exibimos apenas o semiplano ¢ > 0. As retas do lado esquerdo sdo verticais e as do
lado direito tém inclinacao 1. Observe que as curvas caracteristicas planares nao visitam a regiao ¢t > x com = > 0. Esse
fenémeno é relacionado as chamadas ondas de rarefagao da Mecanica dos Fluidos.

possivel adotar a solucdo u(z, t) = x/t. E fcil verificar que a funcao

0, <0, t>0,
u(z, t) = z/t, >0, t>ux,
1, 2>0, 0<t<uz,

assim obtida é solugdo fraca da equagdo de Burgers inviscivel e é continua em todo semiplano ¢ > 0. As diversas solugoes
mencionadas acima nao sao ditadas pelas condigoes iniciais e para justificd-las é preciso acrescentar mais condigoes ao problema.
Vide [447] ou [520] para uma discussdo mais detalhada. Para uma discussdo fisica de fenémenos de rarefagio, vide [291]. ¢

E. 18.18 Ezercicio. Resolva a equacio de Burgers inviscivel u%—;‘ + % =0, com uma condi¢go inicial u(z, 0) = uo(z), sendo

0, =<0,
uo(z) = z, O0<z<1,
1, z>1

E. 18.19 Ezercicio. Resolva a equacio de Burgers inviscivel u$% + 2% = 0, com uma condico inicial u(z, 0) = uo(z), sendo

1, z <0,
uo(w) = l—2, 0<z<1,
0, z>1

Aqui também ocorrem ondas de choque. ok



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 18 985/2825

Qu

du _ PP _
5o + 5 = 0, com uma condi¢do inicial u(z, 0) = uo(z), sendo

E. 18.20 Ezercicio. Resolva a equacio de Burgers inviscivel u

0, <0,
w(@) =4 1-1-2)?%)°, 0<e<l, (18.84)
1, z>1
Vide Figura 18.9, pagina 985. o,
u
0 A
T :
0 1 X

Figura 18.9: A condigéo inicial ug de (18.84).

18.5.2 Caracteristicas. Comentarios Adicionais

e Curvas caracteristicas e mudancas de coordenadas

Se for realizada uma mudanca de varidveis (1, ..., ) — (y1, ..., Yn) Na equacdo (18.56) a mesma transforma-se
em
j=1
onde y := (y1, .-+, Yn), v(y) = u(x(y)),
A' . n % B o b
iy, v(y) = ) ak(x(y), v(y)) 5 ) (v, v(y)) = b(x(y), v(y)) - (18.86)
k=1 k

Para a nova equacao (18.85) as curvas caracteristicas seriam dadas pelo sistema (vide (18.64))

@—fj@) = A(y(s), UE)

0 Yn

) = Auly(s): UG). (18.87)
ov

8—81(5) = B(y(s), Us)) -



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 18 986/2825

Expressando essas curvas em termos das coordenadas x teremos

ox " dux "z
6 = Z—a—y ga— (s), U(s))

= Y; 051
= S anxly(s), vlyle)) 3 T2 s) = a(x(y(s)). oly(s))
Oy, Oz,
k=1 =1 793
EEEEP,
T (s) = blxly(s). V()

Percebemos tratar-se do mesmo sistema de (18.64). A conclusdo disso é que as curvas caracteristicas de uma equagao
quaselinear de primeira ordem nao dependem do particular sistema de coordenadas usado para escrevé-la tendo, portanto,
um caracter intrinseco.

Esse comentario justifica, alids, o adjetivo “caracteristicas” para designar tais curvas. Em Matemadtica esse quali-
ficativo é utilizado para designar objetos que independem das coordenadas ou sistemas de referéncia usados para sua
descrigdo (mais ou menos como, no jargao da Fisica, se emprega a palavra “invariante”). Por exemplo, se M é uma
matriz quadrada, o polinémio Pys(x) := det(z1l— M) é denominado polinémio caracteristico de M pois independe da base
usada para descrever M. De fato, Py (z) := det(z1 — M) = det(T (21l — M)T) = det(21 — (T"1MT)) =: Pp-—1 ()
para qualquer matriz inversivel T' (lembrar que 7~!MT representa a transformacao de M pela mudanca de base descrita
por T).

Retornando a (18.85), suponhamos que as novas coordenadas y coincidam com as coordenadas s usadas para para-
metrizar as curvas caracteristicas de (18.56). Para (18.86) teremos, usando (18.64),

3

0y " aack 854 ds;
A4 = J ‘7 = —‘7 = .
o v = Pan(xte) o) G2 = 3@ = G2 = b

e, assim, (18.85) reduz-se a
vs,(s) = B(s, v(s)), (18.88)

que trata-se, em esséncia, de uma equacgao diferencial ordinédria para v. Essa equagao nao é distinta da tltima equacao de
(18.64) ou de (18.57), mas permite um novo entendimento das curvas caracteristicas: a familia das curvas caracteristicas
representa um sistema de coordenadas no qual alguns termos sao eliminados da parte principal da equacao quaselinear de
primeira ordem (18.56), de modo a torné-lo o mais simples possivel. Essa ideia é importante, pois pode ser reproduzida
em equagoes de ordem superior a 1, levando a nogao de superficies caracteristicas.

18.5.3 Sistemas de Equacoes Quaselineares de Primeira Ordem

Vamos aqui estender o método das caracteristicas para a resolugao de certos sistemas de equagoes a derivadas parciais
quaselineares de primeira ordem. Consideremos um sistema de equacoes diferenciais a derivadas parciais quaselineares
de primeira ordem da forma

3 Aulu, :C)STU +a(u, z) =0, (18.89)
k

uy (x)
onde u(z) : R* - R™, u = < ), é um vetor coluna composto por m fungoes incégnitas u; em R™ e onde cada
Ag(x, u) é uma matriz m x m dependendo eventualmente de z € R™ e de u € R™ de forma continua e a é um vetor
ay(u, x)

coluna de m componentes a(u, z) = ( ) , sendo cada aj : R"™™ — R eventualmente dependente de z € R"™ e de
amr(;h 3’)

u € R™. Acima, como no que segue, usamos a abreviagdo (u, ) = (u1, ..., Um, T1, .., Tp)-
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Para manter o tratamento simples, vamos supor que os elementos de matriz das matrizes Ay e de a sejam infinitamente
diferencidveis em suas varidveis, mas condi¢Ges muito mais fracas podem ser consideradas em muito do que segue.

No que segue, apresentaremos algumas consideragoes gerais sobre sistemas como (18.89) e discutiremos em alguns
casos métodos de solugao. Observamos de antemao que, especialmente no caso nao linear, as solugoes que obteremos
podem existir apenas em certas regioes limitadas, em fun¢ao de fen6menos como cruzamento de caracteristicas, “blow-up”
de solugdes (i.e., divergéncias de solugdes em tempo finito) ou “choque”, i.e., divergéncia de alguma derivada espacial de
alguma das componentes de u. Uma extensa literatura foi desenvolvida em torno desse tema (inclusive com estimativas
precisas da regido de validade das solugoes), mas na corrente versao deste texto nao discutiremos esse assunto, limitando-
nos a remeter o leitor & literatura especializada, por exemplo a [234], [103], [172], [485] ou [190].

Tomando emprestada uma nomenclatura de sistemas de equagdes lineares, o sistema (18.89) é dito ser um sistema
quaselinear homogéneo se a(u, x) for identicamente nula e é dito ser um sistema quaselinear nao homogéneo de outra
forma.

Vamos supor que, ao menos localmente, fagamos uma mudanga de varidveis x — £ em R™ em (18.89), as novas
varidveis sendo diferencidveis ao menos uma vez em relagdo & antigas (e vice-versa) e com o determinante Jacobiano
supostamente nao nulo. A equagao (18.89) tornar-se-ia

> A, g)@ +a(v, £) = 0, (18.90)

onde v(&) = u(z(§)),

e a(v, &) = a(v(§), z(¢)).

Consideremos agora a superficie C definida por &,(z) = k, constante, e suponhamos que sejam fornecidos os valores
de u (e, portanto, de v) nessa superficie. Esses valores compoem os dados de Cauchy do problema. Note que em se
conhecendo os dados de Cauchy, conhece-se automaticamente as derivadas de u (e, portanto, de v) na diregdes dos plano
tangente a € em cada ponto. A questdo que estao se coloca é se as equagoes que definem o sistema permitem também
determinar a derivada normal a C em cada ponto.

) "\ Ou dx;
A derivada normal de v (e, portanto, de u) em relagéo a essa superficie é gy _ Z guogry De acordo com (18.90),

0¢,, = Ox; ¢,

temos
L 02 = -5 A, 022 —a, ¢ (18.91)
n\V, e 1\, e ) ) .
%, ~ & 73

e, portanto, a equacdo (18.90) determina a derivada normal ggv em termos dos dados de Cauchy e suas derivadas

primeiras ao longo de € se e somente se a matriz inversa A, (¢, v)~! existir em toda €, em cujo caso

P ov - 1

n—1
STZ = _;An(vv €)71AI(U7 g)a_gl - An(U7 €) a(Ua g) . (18'92)

Segundo nossas defini¢oes acima, a superficie C definida por &, = k, constante, é dita ser uma superficie nao carac-
teristica da equacao (18.89) se para todo z € € e qualquer u a matriz inversa A, (v, £)~! existir, ou seja, se valer

det <Z Ak (u(=), x)%(a&)) # 0, (18.93)
k=1

caso contrério, ou seja, se para algum x € C valer

det (Zn:Ak(u(x), x)%(x)> =0, (18.94)
k=1

Oz,
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C é dita ser uma superficie caracteristica, ou simplesmente uma caracteristica para u no ponto  em questdo. A equagdao

(18.94) é denominada equagdo caracteristica. Note-se que, pela hipGtese de continuidade das matrizes Ay, (u(ac), x) e das

85“ (x), se C nao é caracteristica, entdo (18.93) vale em uma vizinhanga de C.
Ty

derivadas

o
~ . 65”
longo de C se C for nao caracteristica.

Dessa forma, a derivada normal 86 é determinada pelos dados de Cauchy em € e suas derivadas primeiras ao

A equagao dos planos caracteristicos é

n
det( Ak , )Ozk> = 0, (1895)
=1
onde o vetor @ é suposto ser normalizado: 2+t (an)? = 1.
e As superficies caracteristicas
Vamos supor que ao menos uma das matrizes A; (u(:c), :L'), 7 =1,..., nsejainversivel. Sem perda de generalidade,

vamos supor que essa matriz seja a matriz A, (u(:c), :c) Se as superficies de nivel £, = constante forem caracteristicas,

ou seja, se (18.93) for identicamente satisfeita, a relagao (18.93) é valida. Se 4, (u(:c), :L') for inversivel, podemos escrever
(18.93) como

0 = - 0
de t( fn( )1 — A(u(z), :c)> =0, com A(u(z), z) = —ZAn(u(:c), ) lAk(u( ), @) fn( ), (18.96)
ox,, — Oz,
que se trata de uma equagao polinomial para gE" (x), a saber, a equagao para os zeros do polinémio caracteristico (vide
Segao 10.2.1, pagina 510) da matriz A( (z), :L') e as solugbes em ngz(z) seriam os autovalores dessa matriz. Para
(%i", ce 8’?&) nulo, a equacao (18.96) exibe apenas a solugao nula % = 0. Para (%57 o afzﬁn ) c R™ ! nio
1 —1 n 1 n—1
nulo a equagao (18.96) exibe, em principio, m solugdes para E"( ). Cada solugdo é, ao menos localmente nas varidveis
(%i:', ceey 825:)’ do tipo
9&n 0&n 9&n
= e =1,... 18.97
G = L (G ) amtm, (1897

onde f, sdao funcdes definidas em algum aberto de R™!. Observe-se que essas funcdes ndo sdo necessariamente reais
e que somente solucoes reais tem interesse no sentido de descreverem coordenadas reais. Observe-se também que as
fungoes f, nao sao necessariamente distintas, pois os autovalores de uma matriz podem ser degenerados. Cada equacao
em (18.97) é uma equagdo a derivadas parciais para a fun¢ao &». Assim, da solugao de (18.97) podemos obter m fungoes

él)(ac), el é )( ), ndo necessariamente distintas, que corresponderdo a familias de curvas caracteristicas dadas por
féj)(m) = constante.

O seguinte exemplo simples é ilustrativo (tendo a ver diretamente com a equagéo de ondas em 1+ 1-dimenséao. Vide
Exercicio E. 18.21, pdgina 990, adiante). Considere-se o sistema

0 -1l a9 o ||wm

— 41—
ox ox
-2 0 ! 2 U9

=0, (18.98)

onde ¢ > 0, constante. Nesse caso, A = (002 é) % e a equagao (18.96) fica
1

2 2
d& 2 (08"
— | —c | == =0,
0x, 0xy
cujas solugoes para % fornecem as equacgoes a derivadas parciais
2

06 _ 06 06 _ 96

= 18.
O0xy 0301 ¢ 0302 axl (18.99)
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A primeira apresenta a solucao gél)(x, t) = hi(z — ct) e a segunda apresenta a solugao 552)(33, t) = ha(z + ct), com hq
e hy sendo funcdes, em principio arbitririas e uma vez diferencidveis®®. Assim, as curvas caracteristicas associadas a
solugao 551) sao do tipo 551)(:@ t) = hq(z — ct) = constante, ou seja, sdo as curvas do tipo x — ¢t = constante, enquanto
que as curvas caracteristicas associadas a solugao 552) sao do tipo «552)(30, t) = ha(z + ct) = constante, ou seja, sdo as
curvas do tipo x + ¢t = constante.

e Sistemas elipticos

Se todas as solugoes de (18.96) forem complexas (exceto a solu¢do nula) o sistema quaselinear de primeira ordem
considerado é dito ser um sistema eliptico. Sistemas elipticos ndo exibem superficies caracteristicas (reais).

e Sistemas hiperbdlicos

Se (18.96) possui uma solugdo nao trivial real (para (%g", ey 2
1

) € R"1), existird um vetor 8 € R™ nao nulo

n—1

tal que (.A(x, u) — ?,Tg(ac)]l) B =0, ou seja,

<Z Ay (u(z), :c)flAk(u(:c), :c)agn (:c)) 8 =0. (18.100)
k=1

Oz,
O sistema quaselinear de primeira ordem considerado é dito ser um sistema hiperbdlico se para cada (%ﬂ, R %L) S
1 n—1
R™! nao nulo as m solucdes de (18.96) forem reais e ndao nulas e se os correspondentes m vetores 31, ..., B, (cada um

(a)
associado a cada autovalor 8;%) satisfazendo (18.100) forem linearmente independentes.

Observe-se, en passant que, segundo essa classificagdo, toda equagédo diferencial ordindria (caso n = 1) é hiperbdlica,
assim como toda equacao diferencial parcial (caso m = 1) quaselinear de primeira ordem com coeficientes reais. Justifique!

No caso do sistema (18.98) ¢ fécil constatar que podemos escolher 31 = (1) e 2 = (_16) Verifique! Assim, o sistema
(18.98) ¢ de tipo hiperbdlico.

e Sistemas totalmente hiperbdlicos, ou essencialmente hiperbdlicos

Se para cada (%f:, ce £—§) € R"! ndo nulo as m solugdes de (18.96) forem reais, ndao nulas e forem todas
1 n—1
. . ~ . ael ~ .
distintas entre si, entao os m vetores By, ..., Bm (cada um associado a cada autovalor E?’—) serao automaticamente

linearmente independentes. Nesse caso o sistema é dito ser totalmente hiperbdlico, estritamente hiperbolico ou ainda
essencialmente hiperbdlico.

O sistema (18.98) é essencialmente hiperbdlico, devido ao fato de as solugoes (18.99) serem distintas.

e Sistemas hiperbdlicos simétricos

Antes de prosseguirmos, apresentemos uma outra condicao suficiente para garantir que um sistema quaselinear de
primeira ordem seja hiperbdlico. Afirmamos que se A,, for simétrica e positiva (para a definigdo e propriedades, vide
Secgao 10.5.1, pagina 549) e se as matrizes Ax, k =1, ..., n — 1 forem simétricas, entdo o sistema (18.89) é hiperbdlico.
Um tal sistema é dito ser um sistema hiperbélico simétrico.

Para provar a afirmagao, notemos que se A, for simétrica e positiva, entao, pelo Corolario 10.4, pagina 550, po-

demos escrevé-la na forma A, = S2, com S sendo simétrica e inversivel (pois A, o é). Assim, (18.94) equivale a

det (ZTE:(JU)IL + 30T ST Ay (u(z), x) S_lngz(x)> = 0. Como as matrizes S™' Ay (u(x), z)S~! sdo simétricas e gfk (z)

s@o reais, as solugoes para % (x) sao reais, por serem autovalores da matriz simétrica 22;11 S A (u(x), z)S™1 % ().
3 k

n

Como essa matriz é simétrica, possui um sistema de m autovetores S, ..., B linearmente independentes, completando
a prova da afirmacao.

Observe-se que o sistema (18.98) é um sistema hiperbdlico, mas néo é um sistema hiperbdlico simétrico, pois a matriz

A = (_Ocz _01) nao é simétrica (se ¢ # 1).

35Naturalmente, para que os Jacobianos das transformacdes z — £(1) e z — £(2) sejam néo nulos as fungdes hy e ho nao podem ser escolhidas
constantes.
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E. 18.21 FEuzercicio-exemplo. Esse exercicio ilustra trés situacdes bdsicas.

I.

II.

III.

Ja vimos acima que as superficies caracteristicas do sistema linear de primeira ordem

8 0 -1 9 U1
+ — =0, (18.101)
at 5 ox

—c 0 u2

onde ¢ > 0, constante, sdo dadas por x & ¢t = constante e vimos também que se trata de um sistema hiperbdlico (adote-se

(w1, 22) = (=, t)).

2 92 .
Em um dominio simplesmente conexo de R? esse sistema equwale 3 equac3o de ondas 2 W — 2‘3—“ = 0. Para ver isso, suponha
que u satisfaca a equacdo de ondas e defina u; := ’3— eus 1= . Ent&o, é facil checar que —l %2 =0e 72 2‘98—“]- =0, ou
T,
seja, (w1 ) satisfaz o sistema acima. Reciprocamente, se (ﬁ;) satisfaz o sistema acima defina-se u(z, t) = / (uldm—l—ugdt),
(z9, to)

onde a integral é tomada em uma curva suave orientada entre entre um ponto fixo (zo, to) € R? e (z, t) € R?. Devido 3 equacio

du duy __ . : . . = I S T o : du _ Ou
5t — 552 = 0 a integral independe do cam2|nho de mtegra;ao. Com essa definicdo é facil verificar que u1 = 3+ e u2 = 7.
Logo, a equagio 8“2 —c 88“1 =0 implica W; — 2‘9 =0.

A solugdo de (18.101) em termos de condi¢cles |niC|a|s é apresentada no Exercicio E. 18.23, pagina 996.

Mostre que o sistema linear

— + = =0
10 0 -1 us

(equagdes de Cauchy-Riemann) n3o possui superficies caracteristicas (reais) e, portanto, trata-se de um sistema eliptico.

’ . . . . N ~ 2 2 .
Em um dominio simplesmente conexo de R? esse sistema equwale a equagdo de Laplace 3 M —+ %—;‘ = 0. Para ver isso, suponha

que u satisfaca a equagdo de Laplace e defina uy := g;‘ eus = . Entdo, é facil checar que d; +% 0“1 =0e? el 7‘96% =0, ou
(zyy) '
seja, (. ) satisfaz o sistema acima. Reciprocamente, se (. ) satisfaz o sistema acima defina-se u(z, y) = / (u2dz+urdy),
(z0,v0)
onde a integral é tomada em uma curva suave orientada entre entre um ponto fixo (zo, ¥o) € R? e (z, y) € R*. Devido a
equagio 031;2 — df;; 0 a integral independe do cammho de integracdo. Com essa definicdo é facil verificar que uq = %—;‘ e
Uy = d—“. Logo, a equagdo d; + 6“1 =0 implica 2 W + W =0.
Mostre que as superficies caracteristicas do sistema
1 0 ) 0 -1 9 U1 0
= + — + =0
ot oz
0 0 1 0 U2 U2
sdo dadas por t = constante. Mostre que n3o se trata de um sistema hiperbdlico ou eliptico.
- . . N ~ I 2 .
Sob condi¢cdes adequadas esse sistema equivale a equagdo de difusdo %—f — ?)T =0comus =ueuz = %. As condi¢Ges a que

nos referimos, s3o a imposicdo que uz = 081;1 na superficie de Cauchy € considerada, um caso particular da condicdo mais geral
onde u; e uz sdo escolhidos independentemente em C.

Para entendermos esse exemplo melhor, notemos que o sistema acima é composto pelas equagdes (a) % = ‘987;2 (b) dd;‘cl = us.

Se tomarmos a superficie caracteristica t = 0, os dados de Cauchy seriam wui(z, 0) e uz(z, 0). A equagio (b) mostra que esses
dados n3o sdo independentes, pois 081;1 (z, 0) deve ser igual a uz(x, 0). Assim, uma das equagdes do sistema forga a existéncia
de uma relacdo entre os dados de Cauchy ao longo da superficie caracteristica.

A equagdo (a) permite determinar a derivada de u1 normal a superficie caracteristica (ou seja, 'dqil) a partir de d,“2 (z, 0) (que

pode ser obtida dos dados de Cauchy), mas ndo hd nenhuma outra relagdo no sistema de equag¢des que fornega a derlvada de uz

871,2

normal a superficie caracteristica (ou seja,
z.

) em termos dos dados de Cauchy ou suas derivadas primeiras em relag3o a varidvel
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18.5.3.1 Generalidades Sobre Problemas de Condigao Inicial em Sistemas Quaselineares
de Primeira Ordem

No sistema (18.89) vamos supor que as superficies x,, = constante ndo sejam caracteristicas e que u esteja submetida &
condigao inicial em x,, = 0 expressa em

u?(xl, ey mn_l)
u(zy, ..., Tyo1, 0) = : , (18.102)
ul (21, ..oy Tno1)
as fungoes u]Q (xl, ceey :cn,l), j=1,..., m, sendo dadas e pertencentes a certas classes adequadas de fungdes (por

exemplo, infinitamente diferencidveis) a serem especificadas conforme a necessidade. A hipéStese de as superficies x,, =
constante nao serem caracteristicas implica que A,, é inversivel e podemos escrever (18.89) na forma

ZBM »2H +§7u+b(u z) =0, (18.103)

b1 (u, x)
onde By(u, =) = An(u, )" 'Bg(u, ), k =1,...,n—1, e blu, z) = ( : ) = An(u, )" ta(u, ). Aqui,
bon (u, )
abreviamos (u, ) = (U1, ..., Um, T1, -+, Tn).
E um fato de utilidade pratica (resolugao das equagoes) e tedrica (obtencao de estimativas sobre as solugdes) que o
sistema (18.103) sob as condigdes (18.102) pode ser transformado em outros problemas de condigdo inicial quaselineares
de primeira ordem que apresentam as mesmas solugoes. No que segue exibiremos duas dessas transformagoes.

e Transformagao em um sistema homogéneo

Afirmamos que o problema (18.103), em m fungdes incégnitas u, ..., w,;, € n varidveis x1, ..., Z,, sob as condigoes
iniciais (18.102) pode ser transformado no sistema homogéneo em m+1 fungdes incégnitas uq, .. ., Upm, Um+1 € N varidveis
i, ..., Ty definido por

du 8 U
ch u, )= T = 0, (18.104)
onde Cy, k=1, ..., n—1, sdo as matrizes (m +1)x (m+ ) definidas por
r Ty (u’ x) r R
Bl(u, ac) Bk(u, x) .
Cr(u, x) = , Ck(u, x) = para k=2, ..., n—1,
L N bm(u, :C) L 3 0
0 e 0 1 0 e 0 0
uy (z)
— u(z) _ : C o e
eu(x) = (umﬂ(z)) = i | com as condigdes iniciais
“m+1(m)
ul(:cl, ey Tp1, 0) u(f(:cl, cey :cn,l)
u(zy, ..., Tp_1, 0) = = , (18.105)
um(xla -y Tn—1, 0) Uom(mlv B xn—l)
U1 (21, -y Tno1, 0) T
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sendo as funcgoes u , 7 =1, , m, sendo as mesmas dadas em (18.102). De fato, escrevendo-se (18.104) explicitamente,
teremos as equa(;oes

ou 8 U +1 ou
Bi(u, z)=— + ——b(u, )+ =— = 0 18.106
Z k 0xk axl ( ) ) aIn ) ( )
du ou
mil 2wl g, (18.107)
O0x, Oz,
Verifique! Agora, (18.107) tem por solugao um+1(z1,. .., Tn-1, Tn) = f(T1 —Zpn, X2, ..., Tn_1), com [ diferencidvel. A
condigao inicial wpmy1(x1,..., Tp_1, 0) = 21 (vide tltima componente de (18.105)) implica f(x1, x2, ..., Tn_1) = Z1.
Assim, Upm41(21, ...y Tno1, Tn) = X1 —Tp. Isso, por sua vez, implica % =1 e, com isso, (18.106) reduz-se a (18.103)
1
com a mesma condigao inicial (18.102).
e Transformagao em um sistema independente das coordenadas x
Afirmamos que o problema (18.103), em m fungdes incégnitas u, ..., w,;, € n varidveis x1, ..., Z,, sob as condigoes
iniciais (18.102) pode ser transformado em um problema de valor inicial com um sistema quaselinear de primeira ordem
em m + n fungodes incognitas w1, ..., Um, Umt1, .-, Umtn € independente das varidveis x1, ..., xp.

Para simplificar a exposicao vamos considerar o caso em que n = 2. O caso geral pode ser tratado semelhantemente.
Afirmamos que o sistema

ou Ju
com as condigoes iniciais
Ul (acl, O) u?(xl)
u(z1, 0) = : = : : (18.109)
um(azl, 0) u? (:cl)
onde r = (71, 72) e u(x) = (Z;g;), u(u, ) = (:;EZ i;), onde (u, ) = (u1, uz, ¥1, T2), equivale ao sistema
du  Odu
D1 (u )6301 + = 8% +d(u) =0, (18.110)
w1 (z)
u(z) :
onde u(z) = (um+1(x)> = w (%) com as condigoes iniciais
um+2(®) Um41 ()
um+2(93)
uy (21, 0) uf (1)
%(3917 0) = um(acl, O) = u,On(xl) g (18.111)
uerl (Zl, 0) I
U2 (21, 0) 0

sendo as fungoes u9, j =1, ..., m, sendo as mesmas dadas em (18.109) e onde D (u) ¢ a matriz (m +2) x (m +2) dada
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em
r 70 0 b1 (u)
Bi(y) o b(y)
Di(u) = | . 500 e dw) =1 0 | = [bm(w
0o .- 0 0 -1 0 0
0o .- 0 -1 0 0
De fato, escrevendo-se (18.110) explicitamente, teremos as equagoes
du  Ju
B — 4+ — 40D = 0 18.112
1(’%) o, + D, + (’%) ) ( )
01\ O [um+1 0 [umi1
7(1 0)0—xl<um+2)+8—$2(um+2) =0 (18.113)

Verifique! A solugao de (18.113) é upmy1(x1, 2) = f(z1 — x2) + g(x1 + x2) € Upga(T1, x2) = — f(x1 — 22) + g(21 + 22)
(prove issol), para f e g arbitrdrias (mas diferencidveis). As condigoes iniciais tp,11(21, 0) = 21 € Ums2(z1, 0) =0 (vide
as duas tltimas linhas de (18.111)) implicam f(z1) = g(x1) = x1/2 para todo z; e disso obtemos

um-‘,—l(xla T2) = T1 € um+2($1’ $2) =2

u

Vemos que y = ( ) e que, portanto, (18.112) coincide com (18.108).

x1
T2
E. 18.22 Ezercicio. Generalize o tratamento acima para o caso de n varidveis 1, ..., Tn. *
® ok okkk ok ok

Reunindo os dois resultados acima, podemos facilmente concluir que todo problema de condigoes iniciais envolvendo
um sistema de m equacgoes a derivadas parciais quaselinear de primeira ordem em n variaveis x1, ..., T, com m fungoes
incégnitas ug, ..., Um, como (18.103), pode ser transformado em um novo problema de condigoes iniciais envolvendo um
sistema de m +n + 1 equagoes a derivadas parciais quaselinear homogéneo de primeira ordem em n variaveis x1, ..., T
com m + n + 1 fungdes incégnitas uq, ..., Um4n+1, sistema esse independente das n varidveis xq, ..., T,.

Ao menos no caso n = 2 é possivel sermos ainda mais econdmicos e reduzirmos o numero de fungoes incégnitas do
novo problema a m + 2. Mais precisamente, tem-se a seguinte

Proposigao 18.1 Considere-se o problema de condigoes iniciais envolvendo o sistema de m equagoes a derivadas parciais
quaselinear de primeira ordem em duas varidveis © = (21, T2),
du  Ju

B — 4+ — 4D = 18.114
1(“7 x)a$1 + ax2 + (ua Z) 0; ( 8 )

uy () by (u, x)
onde u(x) = ( : ) sao as incdgnitas, onde b(u, ) = ( : ) e onde By(u, x) sdo matrizes m X m, as fungoes

o um(z) /- S bn (u, )
incognitas u; sendo sujeitas a condigoes iniciais em xo = 0 expressas em
0
ul (xl)
u(zy, 0) = : , (18.115)
0
Uy (Il)
com as funcgoes u? (:cl), 7 =1,...,m, sendo dadas. Entdo, esse problema pode ser transformado em um problema
envolvendo um sistema de m+ 2 equagdes quaselineares, homogéneo, de primeira ordem em duas varidveis x = (1, x2),
ou Ou

B (u) =0, (18.116)
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u1(x)

onde u(x) = |, oy | sdo as funcdes incdgnitas e E1(u), é a matriz (m +2) x (m +2),
)
r a 1;1(@) 0
By (u)
Ei(uw) = | L Jobmw) 0 | (18.117)
0 0o 0 -1
0 0 -1 0
onde
Bi(w) = Bui(ur, - tmga) == Bi(ts, -.) o tmgrs Umsz) -
biw) = biur, . ) = b1y o, Uy Uty Ump2) s G=1, ..., m,

sendo as novas condigoes iniciais em xo = 0 expressas em

uf (1)

uw(zy, 0) = | | (18.118)
Uy (€1)

T1

0
O

Prova. Se escrevermos (18.116) mais explicitamente, teremos
—~ ou  Oumyis ou
B —+—b — =0 18.119
1(w) 0. T om, (w) + oy , ( )
01 8 Um+1 a Um 41

4,<10) o (um+2) 5 (um+2) - 0, (18.120)

(comparar com (18.106)—(18.107) e com (18.113)). Como ja observamos acima, a solugao de (18.120) com as condigdes
iniciais wp,41(21, 0) = 1 € Umga(21, 0) = 0 é Uppy1(x1, T2) = 1 € Umta(T1, T2) = T2. Assim, % =1e (18.119)
transforma-se em (18.114). [ |

Mais adiante (Segao 18.5.3.3, pagina 997) apresentaremos um método de obter certas solugoes (ditas solugdes simples)
de sistemas quaselineares homogéneos em duas varidveis e dependentes apenas das fungdes incégnitas u, como (18.116)
(solugbes essas que nao necessariamente satisfazem as condigoes iniciais (18.118) e, portanto, ndo necessariamente re-
presentam solugoes de (18.114)). Antes disso, na Segdo 18.5.3.2, trataremos de sistemas semilineares, para os quais a
transformagao em (18.116) nao é necessdria para a obtengdo de uma solugdo. A questdo da obtengdo de solugoes de
(18.118) sob condigdes iniciais adequadas é muito mais complexa. Em [190] é discutido um método iterativo de solugao
que faz uso dos resultados da Secao 18.5.3.2, adiante, e sobre o qual falaremos brevemente ao final daquela secao.

18.5.3.2 Sistemas Hiperbodlicos Semilineares de Primeira Ordem em Duas Variaveis

Ha um particular interesse em sistemas hiperbdlicos de equacoes a derivadas parciais semilineares de primeira ordem em
duas variaveis pois, como veremos, os mesmos podem, em principio, ser tratados pelo método das caracteristicas, que
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discutimos na Segao 18.5, pdgina 969. Nesse caso a fungao incégnita é u : R? — R™, enquanto que (18.89) fica

ou ou
141(93)6—301 +A2(ﬂf)a—x2 +a(u, z) = 0,

podendo as matrizes A; e As ser dependentes de x mas nao de u. Supondo As(z) inversivel para todo z, escrevemos
essa equacao na forma

Bi(z)z7— +—=—+0b(u, z) = 0, (18.121)

com Bi(z) := As(x) L A1(x) e b(u, z) := Az(z) " ta(u, ). A equagio (18.92) fica

- ov - ov =

Bz(é)a—52 = —Bl(é)a—gl —b(v, €, (18.122)
onde b(v, £) = b(v(€), z(€)) e ) )
By(e) = %Bl(xwiﬂ, i=1,2.

Vamos considerar que o sistema da coordenadas (£, &2) seja caracteristico (i.e., as curvas de nivel & = constante sdo
caracteristicas). A condi¢ao det B2(£) = 0 e as demais hip6teses de hiperbolicidade implicam a existéncia de m vetores-

coluna B, ..., Bm linearmente independentes tais que B (f(a))ﬂa =0,a=1,..., m (um para cada caracteristica). Ou
seja,
0" 0"
B = — =1, ... . 18.123
81'1 1(x)6a 81'2 Ba ) a ) , ( )
Note-se que os vetores 3, sdo eventualmente fungoes de x Seja P = P(z) a matriz m X m dada por P := [[51, ceey ﬂmﬂ
(para a notagao, vide (10.9), pdgina 501), de sorte que, para cada a =1, ..., m, sua a-ésima coluna é o vetor §,. Como
os vetores 31, ..., B, s@o linearmente independentes, a matriz P é inversivel. Com a matriz P, (18.123) pode ser escrita
em forma matricial como
Bi(z)P = PA, (18.124)
onde (1) (1) (m) (m)
0 0 ae&" I
A = diag | — &2 2 y o oeee T S 2
0xy Oz, O0xqy O0x,
(@) (a)
é a matriz diagonal cujo a-ésimo elemento diagonal é A, := — 68%2 / 88%1 . Verifique (para tal, use (10.15), pagina 502)!

Defina-se w := P~!u, ou seja, escrevamos u = Pw. Supondo P diferenciavel®®) fica

ow ow orP 0P
Bi(z)P— +P— = — | By(x)m— + — —b(z, Pw). 18.12
1(z) o, + oy ( 1(:E)a$1 + 8x2) w —b(x, Pw) (18.125)
Usando (18.124) isso fica
ow Ow 0P oP
A—+— = —(AP'—+ P '—|Jw—P 'pP : 18.126
Or, Oz, ( 0z, * 8932) v (Po, @) ( )
Cada componente da equagao (18.126) é da forma
m
A LWa  OWa NSl a=1.....m, (18.127)
O0x, O0xqy —

36Essa é praticamente a tnica hipStese técnica a ser introduzida, mas note o leitor que a mesma néo é sempre satisfeita, especialmente no

caso de haver pontos nos quais ocorre degenerescéncia de autovalores. Note também o leitor que no caso de sistemas quaselineares em que

A1 e Ay (e, portanto Bi) dependem de u, as derivadas gTP que surgem em (18.125) conterdo também termos com as derivadas 27“). Isso
J )

dificulta o tratamento dessas equagdes pelo método acima e é a razdo de termos nos limitado a sistemas semilineares. Para um tratamento de
sistemas com A; ou Az dependentes de u, vide Secao 18.5.3.3, pagina 997.
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com M sendo a matriz m x m dada em M = (AP laP -+ P~ 1 ) e ¢ sendo o vetor coluna ¢ = l(w, xz) =

—P71p(Pw, x). A expressao (18.126) ou (18.127) é por vezes denommada forma candnica do sistema de equagOes
semilineares hiperbdlico em duas variaveis considerado.

O ponto importante na equagao (18.127) é que a equagdo para cada componente w, depende apenas da a-ésima
caracteristica, no sentido de que as derivadas que 14 comparecem poder ser entendidas como derivadas ao longo da
a-ésima curva caracteristica (vide abaixo). Para a resolugdo de cada uma das equagdes em (18.127) aplica-se, portanto,
o método das caracteristicas que discutimos na Segao 18.5, pagina 969. De fato, para a a-ésima equacao teremos para a
curva caracteristica as equagoes

dai” A KLY / og” . def) _ L

ds 0x, 0xy ds
. del™ Lo - (a)
que facilmente se escrevem como —%- = 0. Portanto, como esperado, as curvas caracteristicas sao as curvas & ' (s) =
constante, sendo que podemos adotar s = x3. Note-se que também as derivadas em M = (P_lap + AP~ 1 )

podem ser escritas como derivadas ao longo da a-ésima caracteristica. Adotando-se a mesma parametrizagao s = x5 para
todas as curvas, as equagoes (18.127) assumem a forma

dUJa ZMab (s) +La(w(s), s), a=1,....m. (18.128)

O sistema (18.128) é um sistema de equagoes diferenciais ordindrias e deve entendido como um problema de valor
inicial com dados de Cauchy ao longo da reta xo = constante. Ao menos em principio, esse sistema ser resolvido pelos
procedimentos usuais de tratamento de sistemas de EDOs.

E. 18.23 Ezercicio. Usando o método das caracteristicas, mostre que sua solu¢do de (18.101) em termos dos dados de Cauchy para
(u1, uz2) em t =0 (ou seja, u1(y, 0) e u2(y, 0), y € R) é

1 1
ui(z, t) = 3 (u1 (x +ct, 0) +ui(x —ct, 0)) + % (ug(x +ect, 0) — ua(z — ct, 0)) , (18.129)
1
uz(z, t) = %(m (x +ct, 0) —ui(x —ct, 0)) +3 (ug(m +ct, 0) + uz2(z — ct, O)) . (18.130)
Com a interpretagdo u1 := 3% e us := 2 (re)obtenha de (18.129)~(18.130) a solucio de D'Alembert®” da equagio de ondas em
1 4 1-dimensdes: et
u(x7 t) _ 'U;O(x — Ct) + 'LLO(:E + Ct) + i / UO(S) ds , (18131)
2 20 x—ct
(vide (43.129), pagina 2432), onde uo(z) := u(z, 0) e vo(z) := Z%(x, 0) sdo dados de Cauchy para u na superficie t = 0. o,

e Solugoes iterativas de sistemas quaselineares de primeira ordem gerais em duas variaveis

Os métodos de resolugao de sistemas semilineares de primeira ordem apresentados acima, conjugados a um procedi-
mento iterativo, permitem a obtencao de solugoes aproximativas de sistemas quaselineares de primeira ordem gerais em

duas varidveis, como (18.114):
du  Jdu
By (u, —+b =0. 18.132
(o 25" b, ) (18.132)
A ideia consiste em partir-se de uma aproximacao inicial adequada u(?) & solucdo do sistema (18.132) e considerar-se a

partir dai os sistemas iterados
au(nJrl) au(nJrl)

(n)
By (u!(z), ) oz, Iz,

+b(u™(z), z) =0, n=01,23, ... (18.133)

Como cada funcio u(™ (z) é determinada no passo anterior, cada sistema (18.133) é um sistema semilinear, ao qual
aplicam-se os métodos de resolucdo acima apresentados. Sob hipéteses adequadas (vide, e.g., [190]) é possivel provar que
a sequéncia de solucdes assim obtida u(™(z), n = 0, 1, 2, 3, ..., converge a uma solucio de (18.132). Essa técnica
permite ndo apenas a demonstracao de existéncia de solugoes de (18.132), como também oferece um método eficaz de
determinagao numeérica das mesmas.

37Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783).
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18.5.3.3 Solucgoes Ditas Simples de Sistemas Quaselineares, Homogéneos, de Primeira
Ordem em Duas Variaveis

Para algum m € IN, seja O um conjunto aberto conexo de R™ contendo a origem e seja £ uma fungao O 3 z =
(21, -+ vy 2m) = E1(2) = E1(z1, ..., z2m) € Mat (R, m). Para simplificar as coisas, suporemos (como acima) que os
elementos de matriz da matriz real m x m definida por E(z) sejam fungdes infinitamente diferencidveis das componentes
de z. Para certos propdsitos é também suficiente considerar E;(z) definida, ndo apenas em um aberto O, mas em todo
R™. Trataremos aqui de encontrar solugoes certas solucoes especiais para o sistema quaselinear e homogéneo de equagoes
a derivadas parciais de primeira ordem em duas varidveis do tipo

ou du

-0, (18.134)

u1(z)
onde o vetor-coluna u(z) = ( : ) (com z = (z1, x2)) representa as fungdes incégnitas. Note-se que FEj (u) em
U (T

(18.134) é uma matriz real m x m( c)lue depende apenas do vetor u, mas nao de . De acordo com a Proposicao 18.1,
pagina 993, todo problema de valor inicial (em z2 = 0) envolvendo um sistema quaselinear de equagoes a derivadas
parciais de primeira ordem em duas variaveis pode ser transformado em um problema envolvendo uma equacao do tipo
(18.134) para algum m. Como veremos, podemos encontrar solugdes para (18.134) por uma variante do método das
caracteristicas.

Sejam Bj(z) € R™, j =1, ..., N, autovetores linearmente independentes de F1(z) com autovalores reais \;(z):
El(z)ﬁ](z) = )\J(Z)ﬁ](z) . (18.135)
Pelas hipéteses 5 e A; s@o fungdes infinitamente diferencidveis em O.

Comentdrios. Acima 1 < N < m. No caso hiperbdlico temos N = m, mas ndo iremos necessariamente supor isso. Se E; possuir autovalores
complexos os mesmos nao sao considerados. Supomos no que segue que Ej(z) possua ao menos um autovalor real. Também nao é preciso
supor que E1(z) seja diagonalizdvel. &

Para um j especifico, considere-se a equagao diferencial ordinaria
d
ds

com I > s+ UW(s) € R™, sendo I um intervalo aberto de R contendo o ponto s = 0. Pela continuidade e diferencia-
bilidade de f;, pode-se garantir a existéncia e unicidade da soluc@o de (18.136) em algum intervalo I conveniente para
uma condicio inicial U (0) € O.

U (s) = B (Uu)(s))’ (18.136)

A questao que agora colocamos é a seguinte: que condigdo uma fungéo 7; : R? — R deve satisfazer para que a funcio
w9 (1, 23) = UD (nj (21, 22)) (18.137)

seja solucao de (18.134)? Tal solucdo, se existir, é denominada solugdo simples’® ou, mais especificamente, solucdo
j-simples®® de (18.134). E elementar constatar-se que (abaixo, U(j)l(s) = %U(j)(s))

N oud  Huld ) 0 ) 0 )
Ey (u(])) oo Ton, - B (U(])(ﬂj(fﬂla 952))) 3o U (s, 22)) + 509 (nj (a1, 22))
, , on. , on.
= b (U(J)(ﬂj(fﬂla 932))) U9’ (a1, 932))6—2]1 + U9 (3 (1, 12))8—22

(18.136) B, (U(j) (m;(z1, 302))) B; (U(j) (m;(z1, x2))> g_z +B; (U(j) (m; (1, 302))) g_z;

. 4 on: O ,
= [AJ‘ (U9 (w1, 22)) ) a_ZJl - a_ﬂ 8 (U (o, 22)))

38 Essa nomenclatura provém de F. John, “Formation of Singularities in the One-Dimensional Nonlinear Wave Propagation”, Comm. Pure
and App. Math., 27, 377—405 (1974).
39Essa nomenclatura provém de [234].
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Logo, uma condicao suficiente para que ul?) seja solucio de (18.134) é que n; seja solucdo da equacao a derivadas parciais

_ on;  On;
N (U9 (nj(an, 22))) 52 + 52 = 0. 18.138

J (7’] ( 1, 2)) 6$1 8I2 ( )
Observe-se que se trata de uma equagao a derivadas parciais quaselinear (ndo um sistema de EDP’s!) que pode, ao menos
em principio, ser resolvida, por exemplo, pelo método das caracteristicas. Vide adiante. Uma funcdo n; satisfazendo

(18.138) é dita ser uma fase da solugdo j-simples (18.137).
¥k kkk Kk

E importante fazer algumas observagoes sobre as limitacoes das solugoes exibidas acima. Em primeiro lugar, o
autovalor considerado pode deixar de ser real em certos pontos ou regioes de R™. Em segundo lugar, o carater nao
linear de (18.136) pode restringir o intervalo de valores de s para o qual solugoes finitas existem. Adicionalmente, o
fenémeno do cruzamento de caracteristicas em (18.138) pode adicionar limitagoes & solucdo a intervalos finitos de valores
de xo. A existéncia de tais limitacgoes ¢é ligada a diversos fendmenos, inclusive de natureza fisica, e uma extensa literatura
foi desenvolvida em torno desse tema (inclusive com estimativas precisas da regido de validade das solugoes), ao qual
contribuiram nomes como Riemann*®, John*!, Glimm®*? e diversos outros. A esse respeito limitamo-nos a remeter o leitor
a literatura especializada, por exemplo a [234], [103], [172], [485] ou [190].

e O caso de sistemas lineares com coeficientes constantes

Um caso instrutivo e de particular interesse é aquele em que E; é uma matriz constante. A equacdo (18.134) fica

du OJu
EB—4+ 2= =9. 18.139
! Oxy  Oxgy ( )
Se B, j =1,..., N, sdo autovetores (constantes!) de E; linearmente independentes com autovalores respectivos \;

(constantes!), todos reais, a equacao (18.136) tem por solucao
U9 (s) = sB;+;

Ony 4 Ony

com v; € R™, constante. A equacao (18.138) fica A; 72 T 7z = 0, cuja solugao é

7]]'(1'1; 932) = ¢j(f€1 *)\jﬂ?2) )

onde ¢; : R — R é uma fungéo, em principio arbitraria, uma vez diferencidvel. Com isso, a solugdo procurada (18.137) é

u(j)(acl, $2) = ¢j (Il - )\jxg)ﬁj + 5 -

Como nesse caso (18.139) é uma equacao linear, o principio de sobreposi¢do permite-nos obter uma solu¢ao mais geral
na forma

N
U(Il, IQ) = Z(fh (Il — )\ng)ﬁj +. (18.140)
j=1
para v € R™ constante e fungoes ¢; : R — R, arbitrarias mas uma vez diferencidveis.
No caso hiperbélico temos N = m e os 3;’s formam uma base de vetores linearmente independentes. Podemos
escrever vy = Z;’;l ~v;B;. Absorvendo cada constante y; em ¢;, teremos para a solucdo (18.140) a expressao u(z1, z2) =
Z;”:l ¢;j(z1—Ajz2)B;. Para uma dada condigdo inicial u(z1, 0) = ug(21) vemos que se decompormos ug(z1) na base dos

y . _ m ] ] , ) _ 4 . . B
B;’s, ou seja, escrevendo ug(z1) = ijl uo;(z1)B;, concluimos que ¢;(z1) = ug;(z1) para cada j. Assim, nossa solugio,
expressa diretamente em termos das condicoes iniciais, serd

u($1, $2) = Z’U;Oj (Il — )\jIQ)ﬁj .
j=1

U - ~ N . . .
No caso nédo hiperbélico uma soluc¢ao da forma u(zy, x2) = ijl Uo; (xl - )\jxg)ﬁj é também possivel se para todo
x1 o vetor das condigbes iniciais ug(x1) estiver no subespago linear gerado por S, ..., On.

40Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
41 Fritz John (1910-1994). Vide [347].
42 James Gilbert Glimm (1934-).
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¢ Resolucao de (18.138) pelo método das caracteristicas

No que segue, w; : R =+ R é definida por w; := A; o U, A funcao w; serd suposta conhecida. A equagio (18.138)

X X 87“ 87]]' . . ~ . . o o~ o e . , .

fica w; (773 (21, 1’2)) o T 305 = 0 Desejamos resolver essa equacao impondo para 7n; uma condicao inicial na superficie
x9 = 0:

nj(z1, 0) = li(z1), (18.141)

l; sendo uma funcéo dada. Aplicando-se o método das caracteristicas (aqui, s = (s1, s2) e x(s) = (z1(s1, s2), z1(s1, 52))),
somos conduzidos ao sistema

).

81'2

Dl Rt
881 ’

o) = 0.

A resolucao dessas equacoes fornece
z1(s1, s2) = w;(g;(s2))s1 + hj(s2),
z2(s1, s2) = s1+ fi(s2),
ni(x(8)) = g5(s2),
com fj, g; e h; arbitrarias. Verifique! Queremos que a superficie s; = 0 coincida com a superficie z = 0. Disso e
das relagbes acima tiramos que f; é identicamente nula e obtemos também (0, s2) = h;(s2). Podemos escolher a

parametrizagdo da superficie o = 0 tomando z;(0, s2) = s2 e, assim, obtemos h;(s2) = s2. Com isso, a condi¢do inicial
para n; fica n;(s2, 0) = [;(s2), e concluimos que g; e [; coincidem. Obtemos, portanto,

331(51, 52) = Wwj (lj(SQ))Sl + 89, (18142)
Ta(s1, s2) = s1, (18.143)
ni(x(s)) = I(s2) . (18.144)

Para cada j as expressoes (18.142)—(18.144) fornecem uma familia de curvas caracteristicas que denotamos por J;.

Cada curva caracteristica planar de J; cruza a superficie de Cauchy z2 = 0 em z; = s2. Vemos das relagdes acima
que ao longo de cada curva caracteristica planar de F; a fase 7; é constante e dada por seu valor inicial [;(s2). Vemos
também que as curvas caracteristicas planares de J; sao linhas retas, sendo que a inclinagdo da curva caracteristica que

parte do ponto (s2, 0) da superficie de Cauchy xo =0 é 1/w;(l;(s2)) = 1/); (Uéj)(SQ)), onde ’U;gj)(SQ) =UWD (l(s2)) é a
condico inicial para a solucio simples ) implicada pela condicio inicial (18.141) para n;.

Concluimos ainda que para que nao haja cruzamento de caracteristicas da familia J; na regido x > 0 é preciso que
wjol; seja uma funcao crescente. Para que nao haja rarefacdo é preciso que w; ol; seja uma fungado crescente e continua.

Em ndo havendo nem cruzamento nem rarefacao das caracteristicas planares de J; na regiao x2 > 0 podemos associar
univocamente a cada ponto (z1, x2) dessa regido a uma curva caracteristica planar que passa pelo mesmo, a saber a

curva com inclinacdo 1/w; (Zj (82(I1, 302))) =1/); (ugj) (52 (z1, acg))) que parte da superficie de Cauchy o = 0 do ponto

sa(x1, x2), com Sa(x1, x2) sendo a solugao de

T = Wy (lj(SQ))lL’Q + Sz . (18145)

Em nao havendo nem cruzamento nem rarefagao das caracteristicas planares de J; na regiao o > 0 concluimos do
fato de n; ser constante ao longo de cada caracteristica planar que a solucao j-simples u9) tem a peculiaridade de ser
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também constante ao longo de cada caracteristica planar e, portanto, dada pelo seu valor inicial na superficie de Cauchy
r9 = 0. A saber, temos

u(j)(xl, xg) = U@ (lj(SQ(acl, m))) = Uéj)(SQ(x17 acg)) ,

com s2(x1, z2) dado implicitamente em (18.145).
%k kkk Kk

Devemos ainda comentar que as solugoes j-simples (exceto, como discutimos, no caso hiperbélico com E; constante)
nao podem por si s6 abarcar a totalidade das solugoes de problemas de valor inicial para (18.134) com

w1 (z1,0) uo1 (1)
u(ry, 0) = < : ) = wuo(x1) = < : )
U (21, 0) Uom (Z1)

pois, evidentemente, nao podemos ter a igualdade
( um(a:l) ) Ul(J) (lj(g'l))
e/ \ v (00)
satisfeita por todas as componentes por uma tnica funcgao [;, exceto para algum ug especialmente escolhido. Assim,
retomando a afirmagdo da Proposicao 18.1, pagina 993, caso o sistema considerado seja do tipo do sistema (18.116)—
(18.117), suas correspondentes solugoes simples nao necessariamente fornecerdo solugdes do sistema (18.114) por néo

satisfazerem as condigGes iniciais (18.118). Uma excecao é, conforme j& discutido, o caso de sistemas homogéneos de
coeficientes constantes, onde podemos evocar o principio de sobreposicao.

A importancia das solugbes reside em outro aspecto. Conforme discutido no trabalho listado na nota-de-rodapé 38,
péagina 997, no caso estritamente hiperbdlico toda solucao com dados de Cauchy de suporte compacto e “pequenos” em
relagao a uma norma adequada converge apds um certo tempo relativamente curto a alguma solugao j-simples.

18.6 Alguns Teoremas de Unicidade de Solucoes de Equacoes
a Derivadas Parciais

Como ja comentamos, teoremas de unicidade de solugoes de equagoes a derivadas parciais submetidas a condigoes iniciais
e de contorno sao de importancia crucial para justificar certos métodos de resolugao, como por exemplo o método
de separagao de varidveis e de expansdo em modos (como os modos de vibracido de cordas ou membranas vibrantes,
por exemplo), tal como discutido em diversos dos problemas tratados no Capitulo 43, pagina 2400. No que segue,
apresentaremos alguns desses teoremas, concentrando-nos em casos de maior interesse em problemas fisicos. Alguns
desses teoremas sao evocados na discussao do Capitulo 43, pagina 2400.

18.6.1 Casos Simples. Discussao Preliminar

Primeiramente, exporemos o leitor aos teoremas de unicidade de solugao mais simples e seus métodos de demonstracao.
A intencao é pedagdgica e por isso escolhemos dois tipos de equagoes de interesse fisico, as equagoes de difusao e de
ondas com coeficientes constantes em uma dimensao espacial. Generalizagoes serao apresentadas adiante na Segao 18.6.3,

péagina 1006. O caso das equacoes de Laplace e Poisson é discutido na Secao 18.6.2, pagina 1004.

e Unicidade de solugoes para a equagao de difusao em um intervalo finito

A proposicao que segue apresenta condigoes que garantem unicidade para as solugoes da equagao de difusdo a coefi-
cientes constantes definida em um intervalo finito da reta sob certas condigoes iniciais e de contorno.

Proposigao 18.2 Considere a equacao diferencial

ou 0%u
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com K > 0 constante, e F é uma fungdo dada (em principio arbitrdria). Acima, x € [0, L] para algum L >0 et > 0.
As condicdes iniciais sao
u(z, 0) = wup(x), (18.147)

onde ug : [0, L] = R é uma funcao arbitrdria. Considere os sequintes tipos de condi¢des de contorno.

1. Condigoes de Dirichlet:
w(0, 1) = fi(t), u(L, t) = fa(t)

II. Condigoes de Neumann:

Acima, f; sao funcgoes arbitrdrias.

Entdo, caso exista, a solug¢io de (18.146) sob as condigdes iniciais (18.147) € inica tanto sob condi¢des de contorno
do tipo de Dirichlet quanto sob condi¢des de contorno do tipo de Neumann. O

A proposigao acima garante unicidade da solu¢do para qualquer fungdo F(z, t) e quaisquer fungdes f;, mas nao
garante a existéncia de solugdes. Para garantir existéncia e exibir uma solu¢do (por exemplo em termos de séries de
Fourier) é preciso ser mais restritivo quanto a fungéo F' e as fungoes f;. A demonstragao da Proposicao 18.2 é apresentada
na forma do exercicio dirigido que segue. Generalizagoes encontram-se na Proposicao 18.7, pagina 1007, e a Proposicao
18.8, pagina 1009.

E. 18.24 Fzercicio. Prova da Proposi¢ido 18.2. Para demonstrar a unicidade de solug¢do da equac¢io diferencial (18.146) sob as
condicdes acima procede-se da seguinte forma. Suponha que haja duas solu¢des u e v da equagdo acima, ambas satisfazendo as mesmas
condi¢Bes de contorno e as mesmas condi¢des iniciais. Defina w(z, t) := u(z, t) — v(z, t). Desejamos mostrar que w = 0, implicando
que as duas solu¢gbes u e v sdo em verdade iguais.

a. Mostre que w satisfaz a equacgdo diferencial homogénea

ow 0%w
— —-K =0. 18.14
ot Ox? 0 (18.148)
b. Mostre que w satisfaz a condigdo inicial w(z, 0) = 0.
c. Mostre que w satisfaz as condi¢Ges de contorno
w(0, t) = 0, w(L, t) =0 > (18.149)
no caso de condi¢des de Dirichlet ou
ow ow
—(0,¢t) =0, —(L,t) =0 > (18.150)
20,1 = 0, S2(L, 1)

no caso de condi¢des de Neumann.
d. Defina

Mostre que E(t) > 0 para todo t. (Trivial).
e. Mostre que E(0) = 0. (Use as condi¢des iniciais de w).

f- Mostre, diferenciando dentro da integral, usando integrag¢do por partes e usando a equacgdo diferencial (18.148), que

E'(t) = 72K/0L (%)2dx+2K (w(L,t)Z—Z)(L,t)fw((),t)g—l:((),t)) .

E'(t) = 72K/OL (%)Qday

supondo as condi¢des de contorno (18.149) ou (18.150) para w. Conclua que, sob essas condi¢cdes, E'(¢) < 0 para todo t.

g. Conclua que
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h. Conclua de g, d e e que E(t) = 0 para todo ¢.

i. Conclua daf que w(z, t) é identicamente nula. |

Uma das razoes de expormos os passos acima de forma tao detalhada é pedagdgica: esses passos sao seguidos, nem
sempre com a mesma trivialidade, em outras demonstragoes de teoremas de unicidade de solugoes de equagoes a derivadas
parciais. Para teoremas de unicidade validos em generalizacoes da equacao de difusao vide, por exemplo, a Proposicao
18.7, pagina 1007, e a Proposicao 18.8, pagina 1009.

Podemos generalizar um pouco a proposicao acima, mas apenas para condi¢oes de Dirichlet. Isso é o contetudo da
proposicao que segue.

Proposigao 18.3 Considere a equacdo diferencial

ou 9%u ou

oK s —az = Fla ), (18.151)

com K >0, a € R, constantes, e F' € uma fun¢ao dada (em principio arbitrdria). Acima, x € [0, L] para algum L >0

et >0. As condicdes iniciais sao
u(z, 0) = ug(x), (18.152)

onde ug : [0, L] = R é uma funcao arbitrdria. Entdo, para condi¢des de Dirichlet:

U(O, t) = fl(t)7 U(La t) = fQ(t) ’

onde f; sao fungdes arbitrdrias, a solugdo de (18.151) € unica, caso ezista. O

Prova. A prova segue os mesmos passos descritos no Exercicio E. 18.24, mas agora

L w 2 w w
E'(t) = 72K/0 (g—x) dr + 2K <w(L,t)g—$(L,t) w(O,t)g—x(O,t)> +a (w(L,t)* —w(0, t)?) .

Porém, os dois tltimos termos sdo nulos, em funcdo das condigoes de Dirichlet, e obtemos a mesma expressao para E’(t)
que no caso do Exercicio E. 18.24. |

e Unicidade de solugoes para a equagao de ondas em um intervalo finito

Vamos agora considerar outra equagao importante em Fisica, a equagao de ondas. A proposicao que segue apresenta
condigoes que garantem unicidade para as solugoes da equacao de ondas a coeficientes constantes definida em um intervalo
finito da reta sob certas condigoes iniciais e de contorno.

Proposigao 18.4 Considere a equacdo diferencial

Pu 5 0%u ou

— —Cc" = — = F t 18.153

52 "¢ a2 T V5 (2, 1) ( )
com ¢ >0, v > 0, constantes, sendo F uma funcao dada (em principio arbitrdria). Acima, x € [0, L] para algum L > 0

et >0. As condicdes iniciais sao

u(z, 0) = wuo(z), %(m, 0) = vo(x), (18.154)

onde ug, v : [0, L] = R sdo igualmente fungdes arbitrdrias. Para as condi¢des de contorno, consideramos

I. Condigoes de Dirichlet:
U(O, t) - fl(t)a U(La t) - fQ(t)
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ou

%(La t) - f4(t)

Acima, f; sao funcgoes arbitrdrias.

Entao, caso exista, a solugao de (18.153) com as condi¢ées iniciais (18.154) € inica tanto no caso de condigées de
contorno do tipo de Dirichlet quando do tipo de Neumann. O

A proposigao acima garante unicidade da solugéo para qualquer funcao F(z, t) e quaisquer fungdes f;, mas nao garante
a existéncia de solugbes. Para garantir existéncia e exibir uma solugdo (por exemplo em termos de séries de Fourier) é
preciso ser mais restritivo quanto a funcao F e as fungoes f;. A proposicao acima pode ser bastante generalizada. Isso é
apresentado na Proposicao 18.9, pagina 1010.

E. 18.25 Ezercicio. Prova da Proposi¢do 18.4. Para demonstrar a unicidade de solucdo da equagdo diferencial sob as condicdes
acima proceda da seguinte forma: suponha que haja duas solugdes u e v da equagdo acima, ambas satisfazendo as mesmas condi¢cSes
de contorno e as mesmas condi¢des iniciais. Defina w(x, t) = u(z, t) —v(x, t). Desejamos mostrar que w = 0, implicando que as duas
solugdes u e v s3o, em verdade, iguais.

a. Mostre que w satisfaz a equagdo diferencial homogénea

9%w 5 0%w ow
- Y5 = 0.
ot? Ox? ot
b. Mostre que w satisfaz as condi¢cGes iniciais
ow
c. Mostre que w satisfaz as condi¢Ges de contorno
w(0,t) =0, wl,t)=0 (18.155)
no caso de condi¢des de Dirichlet ou
9wty =0, L,y =0 . (18.156)
0. 0
no caso de condi¢des de Neumann.
d. Defina
L 2 2
ow 5 [ Ow
E(t) = — e d
o= [(at) v () } :
Mostre que E(t) > 0 para todo ¢. (Trivial).
e. Mostre que E(0) = 0. (Use as condi¢des iniciais de w).
f- Mostre, diferenciando dentro da integral e usando integracdo por partes, que
L 2 2
ow [ 0%w 0w
E@t =2 = - d
® /0 ot {aﬁ W] v
Para a integracdo por partes é preciso usar as condi¢des de contorno (18.155) ou (18.156) para w.
g. Usando a equacido diferencial de w conclua que
L 2
ow
E'(t) = -2 — ) d
0= [ (5) a
e, portanto, E’(t) < 0 para todo t.
h. Conclua de g, d e e que E(t) = 0 para todo t.

Conclua dai que w(x, t) é uma constante, ou seja, nio depende de z e t. Disso, conclua pela condiggo inicial w(z, 0) = 0 que
w é identicamente nula. [ |
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e Unicidade de solugao de EDPs. Um contraexemplo

Sob a luz das Proposicoes 18.2, 18.3, 18.4, 18.5, 18.7 e 18.8 (paginas 1000, 1002, 1002, 1004, 1007, e 1009, respecti-
vamente), o estudante nao deve ser levado a pensar que a unicidade seja uma propriedade comum a todas as equagoes a
derivadas parciais lineares com as condigoes iniciais e de contorno como as que tratamos. Vejamos um contraexemplo.

E. 18.26 Ezercicio. Seja a equacdo diferencial linear e homogénea

1- zm)t‘g—i‘ I

para z € [0, 1], ¢ > 0, com a condi¢go inicial u(z, 0) = 0 e as condi¢des de contorno u(0, t) = u(1, ¢) = 0.

Esse problema tem infinitas solugdes. Mostre que todas as fun¢des da forma u(z, t) = f(t:v(l — x)) onde f é uma funcio continua
e diferencidvel em [0, co), satisfazendo f(0) = 0, satisfazem a equagdo diferencial, a condi¢3o inicial e as condigdes de contorno acima.
Por exemplo, para qualquer a > 0 a fun¢do va(z, t) := (tm(l — m))a satisfaz a equagdo diferencial, a condigdo inicial e as condi¢des de
contorno. O problema acima é estudado sob a luz do método das caracteristicas no Exemplo 18.5 da pagina 978. o]

18.6.2 Unicidade de Solucao para as Equacoes de Laplace e Poisson

e Unicidade de solugao para as equagoes de Laplace e Poisson em regioes finitas

De grande importancia em problemas de Eletrostatica, Magnetostatica, Mecanica dos Fluidos ou em problemas de
transporte de calor é a questdo da unicidade de solucao da equacio de Laplace A¢(#) = 0 ou da de Poisson® A¢(F) = p(7)
sob certas condigoes de contorno. Para o caso de regioes limitadas essa questao é respondida na seguinte proposigao.

Proposicao 18.5 Considere-se o problema de determinar a solugcdo da equagdo de Poisson Ap(Z) = p(Z) (a equagao
de Laplace é o caso particular em que p(Z) = 0) em trés dimensées em um volume R, compacto, conexo, limitado por
uma superficie fechada, retificdvel e orientdvel OR, de forma que ¢ seja continua e diferencidvel em OR satisfazendo em
OR uma das seguintes condi¢des de contorno:

1. Condigéo de Dirichlet. Para todo & € OR vale ¢(Z) = f(¥), para uma funcao f dada.

2. Condi¢ao de Neumann. Para todo & € OR vale a_n( 7) = g(Z), para uma funcdo g dada, onde %( z) = (6¢)(")) .

(&) € a chamada derivada normal de ¢ em & € OR, 7(Z) sendo um versor normal a OR em & € OR, apontando
para fora de R.

3. Condicdo mista. Para todo ¥ € OR vale ¢(Z) + a(Z )6¢( ) = h(Z), onde h € uma fungao dada e a é continua por
partes, ndo identicamente nula e nao negativa, ou seja, a(Z) > 0 para todo & € OR.

Entao, no caso de uma condicao de Dirichlet ou mista a solugao, se existir, € inica e no caso de uma condicdo de
Neumann a solucao, se existir, € unica a menos de uma constante aditiva. No caso de uma condi¢cdo de Neumann, uma
condi¢do necessdria a existéncia de solugao € que valha

/ o(7) PF = / o(7) do(@) . (18.157)
R OR

Mutatis mutandis, as afirmagdes acima sao também vdlidas em duas dimensdes, ou mesmo em quatro ou Mais
dimensoes. O

Prova. Vamos supor que haja duas solugoes u e v da equagdo A¢(Z) = p(¥) em R, ambas satisfazendo a mesma condicao
de contorno, de Dirichlet, de Neumann ou mista, em 0R. Entao, a fungao w := u — v obviamente satisfaz Aw = 0 em R
e uma das seguintes condigoes de contorno homogéneas:

43Siméon Denis Poisson (1781-1840).
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1)

w(@
2) 94(7) = 0 para todo & € OR (no caso de uma condi¢do de Neumann) ou
w(@

3)

Considere-se a quantidade

7) = 0 para todo & € R (no caso de uma condicao de Dirichlet),

7) + a(Z) 22 (%) = 0 para todo Z € OR (no caso de uma condi¢io mista).

U = /y(ﬁw(f))Q &7 .

, N N
E evidente pela definicao que U > 0. Como V- (wVw) = (Vw) +wAw = (Vw) (pois Aw = 0), temos, pelo Teorema
de Gauss, Teorema 4.1, pagina 300,

U = /SQ v-(wﬁw) G gw(f)g—:(f) do(7) , (18.158)

do(Z) sendo a medida de integragdo de superficie em OR.

No caso de uma condi¢do de Neumann ou de Dirichlet o lado direito de (18.158) anula-se, pois ou w(#) = 0 para todo
# € OR (Dirichlet) ou 2% (%) = 0 para todo & € R (Neumann).

0
No caso de uma condigao mista o lado direito de (18.158) fica — @S a(%) (8w (a'c')) do(Z) < 0, pois a foi suposta nao
n
R

negativa. Como, de acordo com a definicao, U > 0, concluimos novamente que U é nulo.

Assim, para cada uma das trés condigoes concluimos que U = 0, o que implica que Vw = 0 em todo R. Logo,
u(®) = v( ) + ¢, onde ¢ é uma constante. No caso de uma condi¢do de Dirichlet essa constante deve anular-se, pois u
e v satisfazem as mesmas condi¢oes em OR. O mesmo se dd para uma condigado mista. No caso de uma condigcao de
Neumann essa constante pode ser arbitréria.

Ainda no caso de Neumann, vé-se que a condigdo (18.157) é necesséria aplicando a ¢ a terceira identidade de Green,
relacdo (4.32) do Teorema 4.3, pagina 301.

Mutatis mutandis, a demonstragao das afirmacoes acima nao se altera em duas ou mais dimensoes. |

¢ Unicidade de solucao para as equacoes de Laplace e Poisson em R3

A Proposigao 18.5, pdgina 1004, estabelece condigbes que garantem a unicidade de solugdo das equagoes de Poisson e
Laplace em regioes finitas. Uma generalizacio para equacoes de Poisson e Laplace definidas em todo R? pode ser obtida,
mas certos cuidados com as hipéteses sdo necessarios.

Contemplando a demonstracao da Proposicao 18.5, vemos que a mesma pode ser estendida para equagoes definidas
em todo R? desde que se possa garantir que a expressio

3{;6 w(f)g—::(f) do (%) (18.159)
OR

(610(5))2 &7

do lado direito de (18.158), convirja a zero no limite quando R — R?, pois isso garantird que U := /
R3

é nula e, portanto, que w é constante em todo R3. Agora, a condigao que H}Him 122w () Hﬁw(f)
ZT||—0o0

para garantir que a expressdo de (18.159) anule-se quando R — R3 e, portanto, é suficiente para garantir a unicidade
de solucdo das equacdes de Laplace e Poisson em R?. Como veremos abaixo, porém, essa condicdo pode ser modificada.
Ainda assim, podemos provisoriamente apresentar a seguinte extensao da Proposigao 18.5:

Proposicao 18.6 Considere-se o problema de determinar a solu¢do da equagdo de Poisson Au(Z) = p(Z) (a equagao
de Laplace € o caso particular em que p(¥) =0) em R? de forma que u satisfaca

im 72 (@) | @) | = o

Entao, se existir, a solucdo € unica a menos de uma constante aditiva. O
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Para certas aplicagoes esse resultado é um tanto restritivo. Para irmos além dele, necessitamos um estudo mais
detalhado de propriedades de solugoes da equagao de Laplace. De fundamental importancia é o chamado Teorema do
Valor Médio para fungoes harmonicas, que apresentamos na Segao 44.3, pagina 2536.

Teorema 18.1 Considere-se o problema de determinar a solu¢do da equagdo de Poisson Au(Z) = p(Z) (a equagao de

Laplace € o caso particular em que p(T) = 0) em R? de forma que u satisfaca | %}m |u(Z)| = 0. Entado, se existir, a
|| —o0

solugdo € unica. O

Prova. Se houver duas solugoes u e v do problema, a diferenca w = u — v satisfaz limz o |w(Z)| = 0 e é uma funcao
harmoénica, ou seja, satisfaz a equacdo de Laplace Aw = 0. Para todo Z € R? vale, portanto, o Teorema do Valor Médio,
Teorema 44.4, pagina 2536, que afirma que, para qualquer R > 0,

" 1 , _,
w(@) = W@i{ w(y) do(y) . (18.160)

onde Bpr é uma esfera de raio R centrada em #. Definindo K(R) = max{|w(y)|, ¥ € 0Bgr}, extraimos facilmente de
(18.160) que |w(Z)| < K(R). Tomando R — oo e lembrando que limz| o |w(Z)| = 0 (0 que implica limg o K(R) = 0),
segue que |w(Z)| = 0. Como isso vale para todo ¥ € R3, segue que u = v em toda parte, provando a unicidade. |

O Teorema a seguir generaliza o Teorema 18.1 e sua demonstragao é idéntica.

Teorema 18.2 Considere-se o problema de determinar a solu¢do da equagao de Poisson Au(Z) = p(Z) (a equagao de
Laplace é o caso particular em que p(Z) =0) em R? de forma que u satisfaca, para cada versor &,

lim |u(Rz)| = ®(2),
R—o0

onde ® é uma funcdo dada definida na esfera unitdria. Entdo, se existir, a solu¢ao € unica. O

Prova. Se houver duas solugoes u e v do problema, a diferenca w = u — v satisfaz limz o |w(Z)| = 0 e é uma funcao
harmoénica, ou seja, satisfaz a equagao de Laplace Aw = 0. Os demais passos sao idénticos aos da demonstracao do
Teorema 18.1. [

O Teorema 18.1 tem também o seguinte corolario evidente, o qual sera evocado adiante:
Coroldrio 18.1 A tnica func¢do harménica em R® que satisfaz | %}m |u(Z)| =0 € a fungao identicamente nula. O
T||—00
Prova. A fungao identicamente nula é harmoénica e trivialmente satisfaz | *lﬁm |u(Z)| = 0. Portanto, pelo Teorema 18.1
x||—o0

é a tunica funcao com essas propriedades. |

18.6.3 Unicidade de Solugoes. Generalizagoes

Nesta segao continuaremos a discussao sobre teoremas de unicidade de solugoes de equagoes a derivadas parciais de
interesse, particularmente para versoes mais gerais das equacoes de ondas e de difusdo, em uma ou mais dimensoces
espaciais.

O problema de determinar solugoes de equagoes diferenciais submetidas a condigoes iniciais é frequentemente deno-
minado problema de Cauchy.

e Unicidade de solugao para a equagao de difusao em regioes finitas

A proposigao que segue estabelece unicidade de solugao para uma forma bastante geral da equagao de difusao definida
em um conjunto limitado e conexo D de R, para todo n > 1, sob certas condicoes iniciais e certas condi¢oes de contorno,
que podem ser do tipo de Dirichlet**, de Neumann®® ou mistas (vide abaixo), generalizando assim a Proposicio 18.2, da

44 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
45Carl Neumann (1832-1925).



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 18 1007/2825

péagina 1000.

Proposigao 18.7 Consideremos para uma funcao real u a equacdo diferencial linear, denominada equagdo de difusao,

dada por

VB 1)~ 9 - (5(E, OFu(E, ) + 0@ 1) = ol 1), (18.161)

definida para T em um conjunto ndao vazio, aberto, conexo e limitado D C R"™, n > 1.

Suporemos que y e 1 sao continuas por partes com Y(Z) > 0 e n(Z) > 0, ambas podendo se anular apenas em um
conjunto de medida nula. Suporemos também que k € continua e diferencidvel e que k(Z, t) > 0.

Denotaremos por D o fecho de D (que € compacto, pois D € limitado) e denotaremos por 0D = 5\@ a fronteira de
D. Acima, o(Z, t) € uma fungdo real dada de T et que, se ndo nula, faz de (18.161) uma equagdo ndo homogénea. Sobre
a regigo D, suporemos ainda que 0D seja diferencidvel e orientdvel, de modo que em qualquer ponto © de 0D possamos
definir o versor (vetor de comprimento 1) 7i(Z) normal ¢ 9D no ponto & e apontando para fora de D.

Iremos supor que a funcao u esteja submetida a condi¢des iniciais que fixam seu valor em t = 0:
u(@, 0) = wuo(Z), Ve D, (18.162)

onde a fungao real ug € um dado do problema (denominado dado de Cauchy). Além disso, iremos supor que u(Z, t)
esteja submetida a condigdes na fronteira 0D, as chamadas condi¢ées de contorno. Trataremos dos sequintes tipos de
condigoes de contorno:

I. Condigoes de Dirichlet:
u(fv t) = ¢(fv t)

para todo T € 9D e todo t >0, ¢(Z, t) sendo uma fun¢do real dada.

II. Condigoes de Neumann:
%(fa t) = 711)(:2"7 t)
ou

para todo T € 0D e todo t > 0, Y(Z, t) sendo uma funcgdo real dada. Acima, 5~ representa a derivada normal de

u a superficie 0D, ou seja, g—Z(f, t) = (L) - ﬁu(f, t), £ € 9D.

ITI. Condigoes mistas: para uma fungdo continua (&, t) > 0, definida em 0D para todo t > 0, tem-se

u(#, 1)+ al@, DI 1) = X(F 1)

para todo & € D e todo t > 0, x(&, t) sendo uma fun¢ao real dada.

Entao, para cada uma das condi¢oes de contorno descritas acima, a solu¢ao do problema de Cauchy de determinar a
solugdo (18.161) para as condigoes iniciais (18.162) é unica, caso ezista. O

Vide também a Proposigdo 18.8 para uma generalizagdo. Antes de passarmos a demonstragdo da Proposigao 18.7,
fagamos alguns comentérios.

O leitor deve ter notado que no enunciado da Proposicao 18.7 nao sao feitas restrigoes as fungoes ¢, ¢, ¥ e x, acima,
pois, de fato, restricbes nao sao necessarias para garantir-se unicidade. Para uma prova de existéncia de solugao, porém,
certamente sao necessarias restri¢coes a essas fungoes, tais como continuidade por partes etc. Nao trataremos de condigoes
gerais de existéncia aqui.

Na Proposigao 18.7, acima, a regiao D é limitada e conexa. O estudante pode perguntar-se o que ocorre com a
questdo da unicidade se considerarmos a equagao de difusdo, equacdo (18.161), em regides abertas, conexas, mas nao
limitadas, como R", por exemplo. Nesse caso, tem-se que considerar outras condi¢des de contorno no infinito e os métodos
de demonstracao abaixo nao funcionam. Sob condi¢oes convenientes, é possivel demonstrar unicidade de solucao, mas
algumas surpresas interessantissimas ocorrem. Vide para tal a fascinante discussao de [277], especialmente seus capitulos
67 e 68.
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A equacao (18.161) pode ser interpretada como a equagao de difusdo de calor sem convecgdo em um meio homogéneo
de constante de difusdo k(Z, t), a funcdo u(Z, t) representando a temperatura do meio no ponto Z no instante t.
Nessa interpretacdo, para o caso em que para 7 e ¢ sao identicamente nulas, a equagdo (18.161) é uma representacao
matemdtica de uma lei fisica denominada Lei de Fourier’® do transporte de calor. Vide [148]. A Lei de Fourier foi
originalmente obtida experimentalmente e é até hoje um problema de pesquisa demonstra-la teoricamente a partir de
primeiros principios usando os métodos da Mecanica Estatistica, especialmente no caso quantico. O termo (&, t) tem
a interpretacdo de uma fonte de calor externa e o termo 1n(Z, ¢)u(Z, t) com 1 > 0 representa uma dissipacdo de calor,
por exemplo, por emissao de radiagao.

As trés condigoes de contorno listadas acima manifestam condigoes fisicas as quais o sistema definido em D se submete
em seu contorno 9D. Consideremos a interpretagdo de (18.161) como a equagao de difusdo de calor sem convecgdo em
um meio homogéneo. Fisicamente mais precisas sdo as condi¢oes mistas, que afirmam que para o fluxo de calor (para
fora de D) por unidade de drea, —5%(Z, t), vale —24(Z, t) = ﬁ (u(Z, t) — x(Z, t)). De acordo com a Lei de Fourier
do transporte de calor (vide [148]), isso diz-nos que em cada ponto & € 9D o calor flui do sistema & temperatura u(Z, t)
para um banho térmico externo & temperatura x(Z, t), através da superficie de contacto cuja constante de difusao é
a(Z, t), a qual dependente do contacto entre o sistema e o meio, do material que os compde etc., e por isso pode depender
de & e t. As condig¢oes de Dirichlet significam que cada ponto de Z de 9D estd em contacto com um banho térmico a
temperatura ¢(Z, t) que difunde calor perfeitamente ao sistema nos pontos de contacto, ou seja, vale a aproximar por
zero a constante de difusdo de contacto « (o que é uma boa aproximagao no caso de contactos metdlicos). As condigoes
de Neumann significam que, cada ponto de & de 9D, o fluxo de calor (para fora de D) por unidade de drea, —g—z, é fixado
em (%, t). Tal se dd, por exemplo, se u for desprezivel face & temperatura do meio externo, em cujo caso teriamos,
comparando com o caso das condigoes mistas, — = x/«. Um caso comum é aquele em que v é nula, o que corresponde
a colocar o sistema em contacto com um isolante térmico perfeito, ou seja, para o qual a é préximo ao infinito.

Prova da Proposigdo 18.7. Afirmamos que sob as condigoes descritas na proposicdo, a solu¢do de (18.161) é tinica,
caso exista. Para tal, vamos supor que u e v sejam duas solugoes reais de (18.161), ambas satisfazendo as mesmas
condigoes iniciais e as mesmas condigoes de contorno, quer sejam de Dirichlet, de Neumann ou mistas, descritas acima.
Consideremos a fun¢do w definida por w(Z, t) := u(Z, t) — v(&, t). Como (18.161) é linear, é facil constatar que w
satisfaz a equagao homogénea

v(f)%—f(ﬂ 0=V (k@ OV(@, 1) +9@)u(@ ) = 0, (18.163)

para todo & € D e todo t > 0, assim como a condigao inicial w(Z, 0) = 0, VZ € D. Quanto as condic¢oes de contorno
teremos, para o caso de condigdes de Dirichlet, w(Z, t) = 0 para todo & € 9D e todo ¢ > 0. Para o caso de condigoes de
ow

Neumann, 4% (Z, t) = 0 para todo & € 9D e todo ¢t > 0. Para o caso de condigdes mistas, w(%, t) + a(Z, t)‘g—z(f, t)=0

para todo & € 9D e todo t > 0.

Desejamos mostrar que w é identicamente nula, o que prova que u e v sao idénticas, estabelecendo unicidade de
solucao sob as condigoes mencionadas. Para tal, consideremos a expressao

A(t) = /Dv(f)(w(f, t)? d”f+2/0t (/D (@) (w(@, 1)) d"f) dt’ . (18.164)

E evidente que A(t) > 0 para todo t > 0. Tem-se, porém, A(0) = 0, pois em ¢t = 0 a funcdo w anula-se (pela condigao

46 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Os trabalhos de Fourier na resolugio da equacio de difusdo de calor em uma dimensdo o
conduziram as chamadas séries de Fourier.
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inicial para w). Como w é diferencidvel em relacdo a ¢, podemos calcular a derivada %A(t) por

GO = [ @5 wE ) @i [ @, )

2 o
d"z

(18.163)

Gauss R ow o o - N2
= 2 [/6@ K(Z, t)w% ds(Z) — /D/@(Jc, t) (Vw) d x} ,

onde ds(Z) é a medida de integracdo n — 1 dimensional em 9D. Agora, no caso de condigdes de Dirichlet, a integral
S ow . -
/ k(Z, t) wa— ds(Z) anula-se pois w anula-se em 9D, o mesmo se sucedendo no caso de condigoes de Neumann, quando
oD n
g—fj anula-se em 9D. Concluimos que em ambos os casos

%(t) - —2/@%(5@', ) (%)2 & . (18.165)

No caso de condig¢oes mistas, tem-se
2 L oN2
%(t) - 2 VBD a(Z, 1) k(T 1) <g—:) ds(:E)Jr/D/i(:E, £) (Vw) d"a?] . (18.166)

Ora, como (&, t) > 0 e a(Z, t) > 0, o lado direito de (18.165) e de (18.166) sdo ambos claramente menores ou
iguais a zero. Porém, como A(0) = 0, se a derivada %—?(t) fosse negativa para algum ¢ > 0, a fungao A assumiria valores
negativos, o que é impossivel pois, como observamos, A(t) > 0 para todo t > 0. Logo, devemos ter %—?(t) = 0 para
todo t, ou seja, A é constante. Mas como A(0) = 0, vale A(t) = 0 para todo ¢ > 0. Sendo A(t) dada em (18.164)
como a soma de duas integrais maiores ou iguais a zero, isso implica que ambas se anulam, ou seja, em particular,

/ v(Z) (w(&, t))2 d"Z = 0 para todo ¢ > 0. Como w ¢é continua e ¥(Z) se anula apenas em um conjunto de medida
D

nula, isso implica que w é identicamente nula em todo D, para todo t > 0, para a condicao inicial e para cada uma das
condigoes de contorno consideradas, que é o que queriamos mostrar. |

Uma ideia semelhante a da demonstragao acima serd seguida quando tratarmos da equagao que descreve vibragoes
em meios eldsticos na Proposi¢ao 18.9, pagina 1010. A Proposicao 18.7 pode ser estendida, sob certas condigoes, como
mostra a seguinte proposigao, que generaliza a Proposicao 18.3 da pagina 1002.

Proposigao 18.8 Consideremos para uwma funcdo real u a equacao diferencial linear dada por

B, 1)~ 9 - (w7, OFu(E, 1) 0 1) VulE, 1)+ @l 1) = o 1) (18.167)

definida sob as mesmas hipoteses da Proposicao 18.7, mas assumindo ainda que ¢ continuamente diferencidvel e
V-0(Z, t) > 0 para todo T € D et > 0. Seja u submetida a condigdes iniciais que fixam seu valor em t = 0:

u(Z, 0) = wuo(¥), (18.168)
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VZ € D, onde a funcgdo real ug é um dado do problema (denominado dado de Cauchy) e a condigoes de contorno do tipo
de Dirichlet na fronteira 0D :

u(Z, t) = (&, t)
para todo & € D e todo t > 0, ¢(Z, t) sendo uma funcgao real dada.

z

Entao, a solugao do problema de Cauchy de determinar a solugao (18.167) para as condigdes iniciais (18.168) ¢é
unica, caso erista. O

O leitor deve notar que a equagao diferencial (18.167) difere de (18.161) pela introducao do termo contendo o campo
#, sendo que supomos que o divergente desse campo seja maior ou igual a zero em D. E de se notar também o fato de a
proposicao limitar-se a condi¢des de contorno do tipo de Dirichlet.

Prova. A prova segue os mesmos passos do caso da Proposicao 18.7, mas obtém-se agora
dA - = 2 n = = 2 - 2 (0 =(= —
—(t) = =2 [ w(&, 1) (Vw) "z — (V : 9) w* d"Z¥ + w (9 : n(:c)) ds() , (18.169)
dt D D oD

em lugar de (18.165). A integral sobre 0D é nula sob condi¢ées de Dirichlet, pois para elas w anula-se na fronteira.

Assim, se V-0 > 0, obtém-se novamente Cil—‘?(t) < 0 sob condicdes de Dirichlet”, conduzindo as mesmas conclusdes que
no caso da Proposigao 18.7. |

e Unicidade de solugao para a equagao de vibragoes elasticas em regioes finitas

A proposigao que segue estende os resultados de unicidade que obtivemos para a equacao de difusao na Proposicao
18.7, acima, para uma forma bastante geral da equagao que descreve vibragoes em meios elasticos, definida em um
conjunto limitado e conexo D de R™, para todo n > 1, sob certas condigbes iniciais e certas condigdes de contorno, que
podem ser do tipo de Dirichlet, de Neumann ou mistas. Um caso particular importante é a equacao de ondas, de grande
relevancia em Fisica, tratado na Proposicao 18.4 da pagina 1002 no caso unidimensional.

Proposicao 18.9 Consideremos para uma fungao real u a equagao diferencial linear, dada por

p(f)%(f, t) + (&, t)%(f, t)—V- (T(fﬁu(f, t)) +n(B)u(Z, t) = (T, 1), (18.170)

definida para £ em um conjunto nao vazio, aberto, conexo e limitado D C R™, n > 1. D €, assim, limitado e conexo.
Assumiremos que T € continua e diferencidvel e que p, v e m sejam continuas por partes. Suporemos também que
p(@) >0 e 7(Z) > 0, exceto em conjuntos de medida nula, onde podem anular-se. Assumiremos também que n(Z) >0 e
que v(Z, t) > 0 para todo T € D e todo t > 0.

Denotaremos por D o fecho de D (que € compacto, pois D € limitado) e denotaremos por 0D = 5\@ a fronteira de
D. Sobre a regido D, suporemos ainda que 0D seja diferencidvel e orientdvel, de modo que em qualquer ponto & de 0D
possamos definir o versor (vetor de comprimento 1) 7i(Z) normal ¢ 9D no ponto & e apontando para fora de D.

Iremos supor que a funcao u esteja submetida a condicoes iniciais que fixam seu valor em t = 0 assim como o de sua

derivada temporal:
ou

Erlt
VZ € D, onde as fungdes reais ug e vy sao dados do problema (denominados dados de Cauchy). Além disso, iremos supor

que u(Z, t) esteja submetida a condi¢des na fronteira 0D, as chamadas condi¢oes de contorno. Trataremos dos sequintes
tipos de condi¢coes de contorno:

u(Z, 0) = wuo(&), Z, 0) = vo(@). (18.171)

I. Condigoes de Dirichlet:
u(fv t) = ¢(f7 t)
para todo T € 9D e todo t > 0, ¢(Z, t) sendo uma fun¢do real dada.

470 leitor poderia pensar que poderfamos incluir condicdes mistas de contorno e ainda obter %(t) < 0 em (18.169) se adicionalmente

supuséssemos que g- 7(Z) < 0 em todo 9D, mas isso é incompativel com V- 52 0, pelo Teorema de Gauss, Teorema 4.1, pagina 300.
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IT. Condigoes de Neumann:
%(fa t) = 711)(57 t)
ou

para todo & € 0D e todo t > 0, (¥, t) sendo uma funcdo real dada. Acima, 5~ representa a derivada normal de
u a superficie 0D, ou seja, g—x(f, t) =71(L) - ﬁu(f, t), £ € 9D.

ITI. Condigoes mistas: para uma fungdo continua ((Z, t) > 0, definida em 9D para todo t > 0, tem-se

ou @

E(fv t) +C(fv t)an(fv t) = X(fa t)

para todo & € 9D e todo t > 0, x(&, t) sendo uma fun¢ao real dada.

IV. A expressio T(f)g—“t‘g—z anula-se identicamente na fronteira 0D.

Entao, para cada uma das condi¢ées de contorno descritas acima, a solu¢ao do problema de Cauchy de determinar a
solugdo (18.170) para as condigées iniciais (18.171) é unica, caso ezista. O

A equagao (18.170) descreve vibragoes eldsticas em um meio material de densidade p(Z) localizado em D. O termo
v(&, t)%(f, t) descreve uma dissipagdo (por exemplo, por atrito viscoso com um meio externo) e 7(Z) deve ser inter-
pretado como a tensdo do meio no ponto Z. O termo 7(Z)u(Z, t) provém de uma forga harmonica restauradora (caso
7 positivo) agindo sobre cada ponto do meio. Por fim, ¢(Z, t) representa uma forga externa (por unidade de volume)
agindo sobre o sistema no ponto & no instante ¢. Para uma dedugao parcial dessa expressao no caso unidimensional vide,
por exemplo, [148].

Um caso particular importante é aquele em que v, 1 e ¢ sao nulas e p e 7 sao constantes positivas, caso esse em que
(18.170) assume a forma da equacao de ondas livres

0%u
— (&, t) — AAu(E, t) = 0, c = ,/—.
2 ( (@, 1) P

A constante ¢ tem a interpretacao de velocidade de propagacao das ondas.

Prova da Proposi¢do 18.9. Afirmamos que sob as condigoes descritas na proposigdo, a solugdo de (18.170) é unica,
caso exista. Para tal, vamos supor que u e v sejam duas solugoes reais de (18.170), ambas satisfazendo as mesmas
condigoes iniciais e as mesmas condicoes de contorno, quer sejam de Dirichlet, de Neumann ou mistas, descritas acima.
Consideremos a fungdo w definida por w(Z, t) := w(Z, t) — v(Z, t). Como (18.170) é linear, é facil constatar que w
satisfaz a equagao homogénea

9? 0 - -

P&) Sz (7 1) + (& )50 (@ 1) = V- (1@ V(@ 1) +n(@u(@ ¢) = 0, (18.172)
para todo Z € D e todo t > 0, assim como as condigdes iniciais w(Z, 0) = 0, e %—f(f, 0) = 0, VZ € D. Quanto as
condigoes de contorno teremos, para o caso de condigdes de Dirichlet, w(Z, t) = 0 para todo & € 9D e todo t > 0.

ow

Para o caso de condigbes de Neumann, %2(Z, t) = 0 para todo & € D e todo t > 0. Para o caso de condigdes mistas,

%—?(f, t) + ¢(Z, t)g—z(f, t) = 0 para todo & € 9D e todo ¢t > 0.

Desejamos mostrar que w é identicamente nula, o que prova que u e v sao idénticas, estabelecendo unicidade de
solucao sob as condigoes mencionadas. Para tal, consideramos a expressao

B(t) = /D [@ (%—Z}(f, t))2+@<ﬁw(f, t))2+@(w(f, t)ﬂ & (18.173)

E evidente pelas hipéteses de positividade sobre p, T e 1 que E(t) > 0 para todo ¢t > 0. Tem-se, porém, E(0) = 0, pois
em t = 0 a fungdo w anula-se, assim como sua derivada temporal (pela condigao inicial para w). Como w é diferencidvel
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em relagao a t, podemos calcular a derivada %E(t) por

dE ow ,_ 0%w (= - Ow . Ow "
%(t) = /D [Wp(z)ﬁ + 7(%) <Vw : VE) +n(z)wa] d"
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Gauss . ow\’ n - _owow ,
w 7/1)7(:43, ) < é)t) & + /6@ r(#) S S ds(7) (18.174)
ow

onde Z~ é a derivada normal introduzida & pdgina 1011.

No caso de condigoes de Dirichlet, w anula-se na fronteira 9D para todo t e, portanto, também sua derivada temporal
se anula. Com isso, a segunda integral em (18.174) vale zero, o que também ocorre para condigbes de Neumann pois, ai,

9w ¢ pula, assim como para as condicoes de contorno do tipo IV, descritas na pagina 1011. Nesses casos tem-se, assim,

on
0 -~ [ e 0 ()
at T ), ot o

que é menor ou igual a zero, pois supomos y(Z, t) > 0. Para condigbes de contorno mistas, tem-se

%(t) = —/Dv(f, t) (%—f)Q d”f—/wr(f)c(i t) (2—3)2 ds(Z) ,

que é igualmente menor ou igual a zero, pois supusemos que 7(Z) > 0, y(Z, t) > 0 e ¢(&, t) > 0.

Para os varios tipos de condigoes de contorno tratados, chegamos ao mesmo tipo de situagao encontrada na prova da
Proposicao 18.7: temos que E(t) > 0 e que 2£(¢) < 0 para todo ¢ > 0, mas E(0) = 0. Isso s6 é possivel se E(t) =0
para todo ¢t > 0. Lembrando a definicao de E(t) em (18.173) e da hipdtese que p e 7 sdo positivos (exceto, talvez, em
conjuntos de medida nula), concluimos que para todo & € D e todo t > 0 tem-se %—T(f, t)y=0e ﬁw(f, t) =0, o que
implica que w(Z, t) é uma constante para todo & € D e todo t > 0. Lembrando que w(Z, 0) = 0 pela condicao inicial,
concluimos que w(Z, t) é nula para todo T € D e todo t > 0. Isso implica que as solucdes u e v sdo idénticas, que é o

que queriamos provar. |

E. 18.27 Ezercicio. Se u é uma solu¢do da equagdo (18.170), que descreve vibragBes eldsticas em um meio material, ento a
expressdo que define E(t) em (18.173), ou seja,

E®l) = /D [@ (%(iﬁ t))2 + @ (ﬁu(f, t))2 + %f)(u(f t))2] d'i,

representa a energia mecanica dessas vibracdes. Justifique essa afirmacdo. Determine, como fizemos acima, mas para ¢ n3o nula e para

condi¢cSes de contorno ndo homogéneas, a expressdo de %(t). Discuta sob quais circunstancias a energia é conservada. o+
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18.7 Condicoes de Compatibilidade em Sistemas Sobredeter-
minados

Na lide com problemas envolvendo equagoes a derivadas parciais ocorre, por vezes, de encontrarmos sistemas nos quais
o numero de equagoes supera o numero de fungoes incégnitas. Em tais situagoes é necessario que haja condigoes de
compatibilidade (também ditas condigioes de integrabilidade) que garantam que uma mesma solugio satisfaca as diversas
equagoes e que estas equagoes, portanto, nao possuam solugoes incompativeis entre si.

No que segue, apresentaremos uma classe de sistemas onde condigoes necessarias e suficientes para a compatibilidade
sdo encontradas*®. Nestas Notas encontraremos tais sistemas quando tratarmos das equacoes de Gauss e Weingarten,
que ocorrem no estudo de superficies bidimensionais em R3, assunto tratado no Capitulo 36, pagina 1871 (vide, em
especial, a Segdo 36.2.4, pagina 1898).

Os casos aqui tratados nao esgotam as situagoes onde requerimentos de compatibilidade sao exigidos em equagoes a
derivadas parciais e o tema tem diversas extensdes, como & teoria das transformacdes de Bicklund*®, que ndo trataremos
aqui.

Consideremos o caso especifico do sistema de equacoes de primeira ordem

0y’ ,
axj(xl, ) = F}(yl(xl, cee :c"), cee ym(:cl, cee :c"); ot L :c") , (18.175)
ie{l, ..., mleje{l, ..., n},comm >1en > 1. Suporemos que as fungdes FJ’ sejam duas vezes continua-

mente diferencidveis em todas as suas varidveis. Trata-se de um sistema com m fungoes incognitas de n > 1 varidveis

yi(xl, ..., 2™) e m X n > m equagoes.

Caso esse sistema possua solucoes y*(x!, ..., 2™), i € {1, ..., m}, valera, sob as hipdteses,
aQyi a2yi
N : 18.176
OxkOxi OxI Ok ( )
para todos i € {1, ..., m} e todos j, k € {1, ..., n} com j # k. Assim, se o sistema (18.175) for satisfeito, valerd
também
" OF] N\ OyP oF; ' RO S\ OyP OF; , 18177
pz:; a—yp(g(&), g)y(g) + @(y(z), z) = pz:; a—yp(y(z), z) 57 &) T 507 (g(&), &) , (18.177)
onde introduzimos as notacoes simplificadoras y = (y*, ..., y™) ez = (2!, ..., 2"). Aplicando nisso (18.175) para
eliminar as derivadas parciais das funcdes y em relacio as coordenadas z, obtemos
"L |OF) OF} OF} OF}
J ) P ) k ) P ) _ k ) J :
pz:; a—yp(g(z), z)Fk (g(z), z) ~ o (g(&), &)Fj (g(z), z) = 5w (g(&), &) - @(y(ﬁ), Q) ; (18.178)
para todos i € {1, ..., m} e todos j, k € {1, ..., n} com j # k.

As condigoes (18.176), (18.177) ou (18.178) sdo por vezes denominadas condigoes de integrabilidade para o sistema
(18.175).

E. 18.28 Exercicio. As relagbes (18.177) ou (18.178) sdo em niimero de m X w Assim, o ntlimero de equagBes menos o
nimero de condi¢des de compatibilidade é Zn(3 — n) e esse nlimero é menor ou igual a m, o niimero de fungdes incégnitas, para todo
n > 2 (e também no caso trivial n = 1). Verifique essas afirma¢des! "

Vemos assim que as condigoes (18.177) ou, equivalentemente, (18.178), sdo necessdrias para a counsisténcia do sistema
sobredeterminado (18.175). O teorema a seguir, o resultado principal desta se¢ao, informa, um tanto surpreendentemente,
que essas condigoes sao também suficientes.

48Seguimos proximamente a exposigdo de [466], com uma nota¢do mais precisa, melhorias em diversos esclarecimentos e uma corregao.
49 Albert Victor Bicklund (1845-1922).
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Teorema 18.3 Sejam m > 1 e n > 1, inteiros. Assumindo que para todo i € {1, ..., m} e todo j € {1,...,n} as
funcaoes FjZ sejam duas vezes continuamente diferencidveis em suas m + n varidveis, entao as relagées (18.177) ou,
equivalentemente, (18.178), sao necessdrias e suficientes para a consisténcia do sistema (18.175). Especificando-se o
valor das funcoes y* (acl, ceey x”), ke {l,...,m}, em um ponto (xé, ceey xg) ( “condi¢do inicial”) uma solu¢do para
esse sistema existe em uma vizinhanca da condi¢do inicial. O

Prova. Resta apenas demonstrar a suficiéncia, ou seja, que as condigdes (18.177) conduzem a solugoes de (18.175). No
que segue, portanto, estaremos assumindo (18.177). A prova é feita por indu¢ao em n, comegando-se por n = 2.

Caso n = 2. Nesse caso, o sistema (18.175) fica

%(xl, ?) = F} (yl(:cl, :c2), e Yy (:L'l, 1’2); x!, :L'2) , (18.179)

oy (z!, 2*) = Fj(y'(at, 2?) (2t 2?); 2t 2 (18.180)

6$2 ’ - 2\Y ’ y cees Y ’ ) ’ ’ .
para todo i € {1, ..., m}. As condi¢des (18.177) assumem a forma®®

" [OF oyP OF! dyP
3 [ay; (e ) 0t o) St o) = S (4o, ) o1, o) 5, xﬂ

p=1
OF: OF}
+ &Ef (g(ml, ac2); zt, $2) — ax; (g(ml, x2); zt, $2) =0, (18.181)
i€ {1, ..., m}. Verifique!
Fixemos a varidvel 22 em um valor 23 e consideremos primeiramente o problema de valor inicial para o sistema de
equacoes diferenciais ordindrias na varidvel 2! e funcoes v? (:L'l, :c%), 1e{l, ..., m},
8—“(1 ) = Fi(u(z', 23); o', 2f e {1 } (18.182)
8:0130’%_ Tlule, 25); «°, x5, i e, M} .
onde v = (v!, ..., ¥™), com a condicio inicial®!
v (2, 23) = v, ie{l, ..., m}. (18.183)

Pelas hipéteses e pelo Teorema de Picard-Lindelof, Teorema 25.4, pagina 1378, esse sistema possui solugao tinica em uma
vizinhanga da condigao inicial.
Na préxima etapa tratamos do problema de valor inicial na varidvel 2, expresso pela equacdo diferencial
', i ) 1,2 .
w(m,z):FQ(y(x,z);x,x), 1e€{l, ..., m}, (18.184)

onde, novamente, u = (ul, ..., u™), com a condi¢do inicial

1

u'(z', ) = v'(a!, :cg) , ie{l, ..., m}, (18.185)

sendo os v'’s do lado direito as solugdes do problemas de valor inicial (18.182)-(18.183). Evocando novamente o Teorema
de Picard-Lindel6f, sabemos que também esse problema possui solugao tnica.

Afirmamos que a solugao procurada para (18.179)-(18.180) ¢é

y'(zt, 2% = ui(:cl, :c2) , ie{l, ..., m}.

50H4 neste caso apenas um par j, k de elementos distintos no conjunto {1, 2} e tomamos j = 2, k = 1 em (18.177).
51Para todo efeito, podemos considerar (18.182) (respectivamente, (18.184)) como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, j& que
nelas comparece apenas a derivada em relacio a x! (respec. z¢).
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Verifiquemos essa afirmagao. Temos para cada i € {1, ..., m} que
) 4
3u2 (!, 2?) (18.184) FQ( ( 7 $2); ) $2> , (18.186)
x

o que verifica (18.180) para as fungdes u(x!, 2?). Para verificar (18.179), observemos primeiramente que, para i €

{]" M) m}’

out . o’
a_;jl(xl7 ZC(QJ) (18:185) a_;)'l(xl, x%) (18. 182) Fz( ( ,x%)7 fL‘l, x%) (18. 185) F'L( ( ,x%)7 x17 ZL‘(Q)), (18187)
o que verifica (18.179) para u(z', z?), mas apenas quando z? = x3. Para estender a afirmagao para outros valores de
22, consideremos, para cada i € {1, ..., m}, a diferenca
i12.7a_ui127i12,12
G(:c,:c).fal(z,:c) Fi(u(z', 2%); o', 2°) . (18.188)
x
J& vimos logo acima, em (18.187), que G*(z!, 23) = 0 para todo i € {1, ..., m}. Diferenciando (18.188) em relagao a
x2, temos
oG* 0%’ T OF) ou? OF}
w(xla $2) = m(.ﬁl, IQ) - au; (%(.ﬁl, IQ); $1, IQ)@(‘xl7 IQ) 81’2( ( 17 IQ); xla $2) : (18189)
p=1
Agora,
0%u’ 9 O?ut 1 5 (18186) O [ ./ 1 o 1 9
o =) = gt ) TS g [Fe oot )
_ i 8F2i 2) xl a“p( 1 2) 6F2i u(acl x2) 2l g2
- aup ) a 1 ) 8931 ) ’ 9
p=1
Retornando com isso a (18.189), obtemos
G OF, 2). 1 oul |, orf 1oy, o1 2\ouw g o
8I2( ’ Z[@uf’( EREE )ax( x)—auZ)(y(:c,x),x,x)@(x,m)

+

OF% OF;
[a—xf(g(zl, ) ot o) - Pyt ) zﬂ .
Evocando agora a suposta condigido de compatibilidade (18.181) no lado direito, obtemos

0G*

da? (',
Verifique! Como G*(z!, x3) = 0 isso estabelece que G*(z!, x2) = 0 para todo i € {1, ..., m} e, portanto, que (18.179),
¢é valida para y = u. Isso completa a demonstragao no caso n = 2.

%) =0, Vie{l, ..., m}.

Caso n > 2. Procedendo indutivamente, vamos assumir que, a hipétese valha para um dado valor de n > 2 e provemos
que ela também vale para n + 1. Mutatis mutandis, o caminho é, em parte, similar ao do caso n = 2. Consideraremos
agora a questao de saber se o sistema

P ,
ag] (z, 2" = F;(yl(g, ac"+1), . ym(g, ac"“); x, ac"“) , ie{l,..., m} e j€e{l,...,n, n+1},
(18.190)
(acima, x = (2!, ..., 2™)) possui uma solugio sob as correspondentes equagoes de compatibilidade j4 anteriormente

listadas, com a adicao da condicao de compatibilidade

- 6FZ aup 6FZ a,up
n+1Y. n+l)~7" n+1 n+1y. n+1 ntl
z:: aup (~ z, T )7 x, T ) aﬂ')j (£7 T ) aup (U/(x, X )7 X, T ) azn+1 (I €T )1
OFi,,

8Fi
(%(L 2" ); z, x"“) - (U(fv 2", x"“) =0, (18.191)

al‘j 89:”“
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je{l, ..., n}

Fixemos a varidvel 2"+ em um valor z{ !

e consideramos primeiramente o problema de valor inicial para o sistema

de equacdes diferenciais nas varidveis z e funcoes v’ (g, acg+1):
o’ n+1 i n+1 n+1 .
@(g, x ) = I} (Q(g, x ); z, x5 ) , ie{l, ..., m}, (18.192)
para cada j € {1, ..., n}, onde v = (v!, ..., v™), com a condicao
v (g, .., g, 20T = v ied{l, ..., m}. (18.193)

Pela hipotese indutiva, tal solucao existe.

Na préxima etapa tratamos do problema de valor inicial na varidvel 271, expresso pela equacao diferencial ordinéria
ou' , _
W(g, 2"t = Fl (g(g, ")z, :E"H) , ie{l, ..., m}, (18.194)
onde, novamente, y = (ul, e um), com a condicao inicial
u'(z, m8+1) = v'(z, m8+1) , ie{l, ..., m}, (18.195)

sendo os v'’s do lado direito as solugdes do problemas de valor inicial (18.192)-(18.193). Evocando novamente o Teorema
de Picard-Lindel6f, sabemos que também esse problema possui solugao tinica em uma vizinhanca da condigao inicial.

Afirmamos que a solugdo procurada para (18.190) é

yi(g, :E"H) = ui(g, :E"H) , 1e{l, ..., m}.
Verifiquemos essa afirmagao. Temos para cada i € {1, ..., m} que
ou? 18.194 -
Opnt1 (z &™) . Fop (%(L a"t); z, fUnH) ; (18.196)
o que verifica (18.190) no caso j = n + 1 para as fungoes g(g, :c”“). Para verificar (18.190) para j € {1, ..., n},
observemos primeiramente que, para i € {1, ..., m}e j € {l, ..., n},

ou’ 8.195) Ov’ 8.19 , 8.19 ,

(a2 Zhie o) Y (v op )z ap) Y F(u(e o) 2 aptt), (18.197)
o que verifica (18.190) para u(z, z"*') paraj € {1, ..., n}, mas apenas quando 2"*! = ", Para estender a afirmagao
para outros valores de #! consideremos, para cada i € {1, ..., m} e cada j € {1, ..., n}, a diferenca

; ou’ : ‘ .

Gz, a") = i (z, £L’n+1)*F;(U1(2, 2", u™ (2 2™ :E"H) , ie{l,....,m} e je{l,..., n}.
(18.198)
Desejamos provar que as fungoes G; sao identicamente nulas. J4 vimos logo acima, em (18.197), que G; (z, acg“) =0
para todo i € {1, ..., m} e para cada j € {1, ..., n}. Diferenciando (18.198) em relagao a ™1, temos
. 5
96 (z, 2" = _ow (z, ")
Q1 Or 19z
- 6FJI n+1 n+1 aup n+1 6FJI n+1 n+1
_ Z%(E(L 2"z, )830”‘“ (x, ") — pycEs) (g(g, ")z, @ ) . (18.199)
p:
Agora, para j € {1, ..., n},
0%u’ +1 0%u’ 41, (18196) O [ 41 +1
sorrige @ ) = gag@ ) TS o e 2™ e )
m , .
OF! ouP OF!
= ﬁ(%(@ 2" g, w"“)%(g, ")+ ﬁ(%(& AR E) x”“) :

p=1
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Retornando com isso a (18.199), obtemos

965 -~ | 9% dur OF our
J n+1 _ n+1 n+1Y. nt+l\2" n+ly 777 n+1y. n+l o
Ogntl (z, 2"77) = z; oup (%(E, T )7 z, T >8xj (z, 2"7) OuP (%(L ")z, x )&rnﬂ (z, z"t1)
p:
OF, OF!
+ a;;"l (E(Ev :CnJrl); x, ;anrl) _ 8In_j;_1 (,y:(£7 :CnJrl); z, :CnJrl) .

Evocando agora a suposta condigdo de compatibilidade (18.191) no lado direito, obtemos

0G; “ - .
s ) =0, Vie{l, .. m}eVie{l ... n}.
Verifique! Como G’ (z, x0T = 0 isso estabelece que G(z, 2"') =0 para todo i € {1, ..., m} etodo j € {1, ..., n}

e, portanto, que (18.190) é valida para y = u. Isso completa a demonstracao indutiva, estabelecendo o resultado desejado
para todo n > 2. |



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 18 1018/2825

18.8 Exercicios Adicionais

E. 18.29 Euzercicio. Determine a solucio da equacdo (18.71) para o caso em que a superficie de Cauchy € é a curva € = {(z1, 2) €
R2, 2y = (x1)3}. Parametrizando ¢ = {(xl, x2) € R2?, z; = Y1(s2) = s2, T2 = Ya(s2) = (52)3, S92 € IR} a condicdo inicial é

u(wl (s2), 1/}2(52)) = up(s2), uo sendo uma fun¢io dada. o*

E. 18.30 Ezercicio. Determine a solugio da equagio (18.71) para o caso em que a superficie de Cauchy € é a curva € = {(z1, z2) €
R?, x1 = (x2)}. Parametrizando ¢ = {(ml, 22) € R?, x1 = i(s2) = (52)%, 32 = ta(s2) = s2, 52 € ]R} a condi¢io inicial é

u(wl (s2), 1/}2(52)) = uo(s2), uo sendo uma fun¢io dada. o*

E. 18.31 Ezercicio. Determine a solu¢do da equagdo (18.71) para o caso em que a superficie de Cauchy € é a curva € = {(:E1, x2) €
R?, 21 = tanh(zz)}. Parametrizando ¢ = {(ml, x2) € R 21 = w1(s2) = tanh(s2), 2o = ta(s2) = s2, 52 € ]R} a condi¢do

inicial é u(v1(s2), ¥2(s2)) = uo(s2), uo sendo uma funcdo dada. -

E. 18.32 Ezercicio. Determine a solu¢do da equag3o (18.71) para o caso em que a superficie de Cauchy € é a curva € = {(:E1, x2) €
R2, 25 = tanh(xl)}. Parametrizando ¢ = {(xl, x2) € R?, z; = Yi1(s2) = s2, T2 = a(s2) = tanh(sz), s2 € IR} a condicdo

inicial é u(d;l(sQ), 1/12(32)) = uo(s2), uo sendo uma fungio dada. Note que nas regides z2 > 1 e 2 < —1 a solugdo ndo é determinada
pelas condi¢des iniciais acima. o,

E. 18.33 Ezercicio. Determine a solu¢do da equagdo (18.66), mas considere agora a superficie de Cauchy € definida por z2 = 0,
ou seja, tem-se £1 = 11(s2) = s2, 2 = Y2(s2) = 0 com s2 € R. A condi¢o inicial para u nessa superficie é u(z1, 0) = ug(z1) para
alguma fungdo uo dada.

Para sua conferéncia, o resultado é

4 (3 4/3
(z1)" — dx122 — (27 — 322) ) wo ((17? _ 312)1/3) .

u(z1, T2) = exp( )

Verifique também explicitamente que esta fungdo é, de fato, solugdo de (18.66) e satisfaz a condigdo de contorno desejada. o]



