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5. STE capitulo pretende ser uma modesta introducao ao estudo de grupos de Lie. Algumas observagoes prévias sao
necessarias. Para a discussao do conceito geral de grupo de Lie sao indispensaveis algumas nog¢oes basicas sobre
K espacos topoldgicos. Para tal, vide Capitulos 24, 27, 30 e 32, paginas 1296, 1410, 1494 e 1575, respectivamente,
assim como outras referéncias 14 citadas. De importancia especial é a nogao de variedade diferenciavel. Esse importante
conceito, proveniente da Geometria, desempenha um papel importante em varias areas de Fisica, tais como a Teoria da
Relatividade Geral e as Teorias de Calibre. O conceito de variedade diferenciavel nasceu inspirado na nog¢ao mais familiar
de superficie em espagos R™ e nao se desvincula totalmente daquela. Nao pressuporemos da parte do leitor conhecimento
prévio do conceito de variedade diferenciavel e, por isso, vamos introduzi-lo adiante. Nao iremos, no entanto, desenvolver
esse assunto em detalhe no presente capitulo e, para tal, remetemos o estudante interessado ao Capitulo 33, pagina 1667,
e aos (indmeros) bons livros sobre Geometria Diferencial, por exemplo [359].

Trataremos primordialmente de grupos de Lie matriciais, o que simplifica um pouco o tratamento e reduz um tanto o
escopo destas notas introdutdrias. No entanto, a grande maioria dos grupos de Lie de interesse (especialmente em Fisica)
é formada por grupos de Lie matriciais. Para o tratamento de grupos de Lie matriciais discutiremos com certo detalhe
aspectos algébricos e topoldgicos de grupos de matrizes.

Mais de 100 anos de pesquisa intensa nos separam dos primérdios do estudo dos grupos e dlgebras de Lie e nossas
pretensoes aqui sao a de uma modesta introducao a esse vastissimo assunto. Para tratamentos gerais e abrangentes de
grupos de Lie recomendamos as referéncias [388], [357], [85], [269], [509], [217], [218] ou [441]. Para &lgebras de Lie,
recomendamos [246] e [417].

Vérios grupos de Lie sao importantes na Fisica e seu tratamento é particularmente importante na Mecanica Quantica
e nas Teorias Quanticas de Campos. Exemplos de grupos de Lie importantes para a Fisica sao discutidos com certo
detalhe no Capitulo 21, tais como os grupos SO(3), SU(2) e o grupo de Lorentz.

22.1 Variedades e Grupos de Lie

e Variedades diferenciaveis

Uma variedade diferencidvel real de dimensao n é um espago topolégico Hausdorff segundo-contével V' dotado de uma
familia de abertos ¥ = {U,, a € A} com as seguintes propriedades:
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LV =Uqer Ua-
2. Para cada U, € JF existe um conjunto aberto C, de R™ e uma bijecao continua com inversa continua ¢, : U, — C,.

3. Para todo par Uy, U € F com U, NUs # 0 a fungéo
Pa0ds': ¢s(UaNUs) = ¢a(UaNUp)

¢ infinitamente diferencidvel como funcéo de (um subconjunto de) R™ em R".

Vide Capitulo 33, pagina 1667.

Uma variedade analitica complexa de dimensao n é definida analogamente, substituindo-se R"™ por C™ e substituindo-
se a condigao de diferenciabilidade infinita do item 3, acima, por analiticidade.

Observacao 1. Acima, A é apenas um conjunto de indices usados para rotular os elementos de & e nao tem nenhum
papel especial. A pode ser finito ou nao, contavel ou nao.

Observagao 2. As fungdes ¢, od)gl acima sao denominadas funcoes de transicdo. Em uma variedade k-diferencidvel
exige-se apenas que as fungoes de transicao sejam k-vezes diferencidveis. Esses objetos tém, porém, interesse
relativamente limitado.

Observagao 3. Os pares (¢n, U,) sdo frequentemente denominados cartas locais da variedade ou simplesmente
cartas. A colecao das cartas é frequentemente denominada atlas.

Vamos & interpretacao das condigoes acima. A condi¢ao 1 diz apenas que a familia {U,, a € A} é um recobrimento
de V, ou seja, todo elemento de V' pertence a pelo menos um aberto U,, podendo naturalmente ocorrer que alguns
pontos de V' pertencam a varios elementos da familia &F, ou seja, os elementos de F podem ter interseccoes nao-vazias.
A condigao 2 é importante e diz que os elementos de cada U, podem ser rotulados (univocamente) por uma n-upla de
nimeros reais (ou complexos). Ou seja, podemos dotar cada U, de um sistema de coordenadas. Note que esses sistemas
podem ser diferentes para U,’s diferentes. Como dissemos, pontos de V' podem pertencer a vérios U,’s e, portanto,
podem ter a si atribuidas coordenadas diferentes, uma para cada U, ao qual pertence. Assim, os pontos de U, N Uy
tém a si atribuidos pelo menos dois sistemas de coordenadas: as coordenadas C, de U, e as coordenadas Cz de Ug. A
condicao 3 diz-nos como esses sistemas de coordenadas devem relacionar-se, a saber, o que se deseja é que a passagem
das coordenadas C'g para as coordenadas Cy, a qual é definida pela funcao ¢, o (;551, seja infinitamente diferencidvel (ou
analitica).

Como mencionamos, a conceito de variedade foi inspirado na nogao de superficie em conjuntos como R™ e C™. Sem
entrarmos em detalhes técnicos, toda superficie em R™ convenientemente definida (tais como a superficie da esfera e o
toro, em R?) é uma variedade, ou seja, tem um sistema de coordenadas local. Isso pode ser garantido, por exemplo,
pelo conhecido teorema da fungao implicita da andalise real. Note-se porém que variedades nao sao apenas conjuntos
de pontos, como as superficies de R"™ o sao, podendo ser também conjuntos de outros tipos de objetos, como fungoes,
curvas, vetores, matrizes etc. A ideia intuitiva bésica em torno da nocao de variedade é que a mesma representa uma
colecao continua de objetos que podem ser rotulados por sistemas de coordenadas e de tal forma que possamos, ao menos
localmente, manipular essas coordenadas de modo (infinitamente) diferencidvel, como se faz em R™.

E. 22.1 Ezercicio. Mostre que o conjunto de matrizes {R = (_“b g) , a, b€ R com det(R) = 1} é uma variedade diferenciavel de
dimensdo 1. "

e Grupos topoldgicos

Vamos agora apresentar a definicao de grupo topoldgico, da qual precisaremos para discutir grupos de Lie.
Seja G um grupo. Para cada g € G podemos definir uma fungdo A\, : G — G por A\;(h) := gh. Fora isso tem-se
também em G a fungao inv : G — G definida por inv(h) :== h~1.

Definicdao. Um grupo G é dito ser um grupo topoldgico em relagao a uma topologia 7 definida em G se nessa topologia
a funcao inv e todas as fungdes A, forem continuas. '

Comentdrio. Podemos definir também para cada g € G a funcéo pg : G — G por pg(h) = hg, que representa a multiplicacdo & direita por g.
E facil de se ver, porém, que pg = inv o )\qfl o4nv. Assim, em um grupo topolégico as funcdes pgy sdo também continuas. &
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Comentdrio. Um grupo pode ser topolégico em relagdo a uma topologia mas nao em relacdo a outra. Veremos exemplos. &

Informalmente, um grupo G ¢é topoldgico se as operacoes de produto por elementos do grupo e inversao forem
continuas.

Em termos mais precisos um grupo topolégico é formado por um grupo G e uma colecao & de subconjuntos de G,
& C P(G), satisfazendo as condigoes definidoras de um Espago Topolégico (vide Capitulo 27):

1.0eBeGed,
2.5¢e AeBeBeBentao ANB € B,

3. Se I é um conjunto arbitrario de indices e Ay € & para todo A € I entao U Ay também é um elemento de &,
el
e tais que para todo O € & as imagens inversas inv=1(0) e A;l(O), para todo g € GG, sao igualmente elementos de &.

Os elementos de & sao ditos ser os conjuntos abertos de G. Como em geral se faz em espagos topoldgicos, um conjunto
F C G é dito ser fechado se seu complementar G \ F for aberto.

e Grupos de Lie

Um grupo topoldgico que, enquanto espaco topoldgico, seja uma variedade real diferencidvel (complexa analitica)
é dito ser um Grupo de Lie' real (complexo) se as operacoes de multiplicacio & direita e inversao forem infinitamente
diferencidveis (analiticas).

E. 22.2 Ezercicio. Verifique que (R, +) (o grupo aditivo dos reais) e (R+ \ {0}, -) (o grupo multiplicativo dos reais ndo-negativos)

sdo grupos de Lie reais. "

E. 22.3 Ezercicio. Verifique que {R = (_“b f;) , a, b€ R com det(R) = 1} é um grupo de Lie real. "

Na Segao 22.3.2, pdgina 1236, mostraremos com detalhe que GL(n, C) é um grupo de Lie. Para mais exemplos, vide
a discussao sobre os grupos SO(3), SU(2) etc. do Capitulo 21.

22.2 Breves Consideracoes sobre Grupos Topoldgicos

Nesta secao nos limitaremos a apresentar alguns poucos resultados sobre grupos topolégicos, dos quais faremos uso
adiante ao tratarmos de grupos de Lie. O estudo de grupos topoldgicos gerais é bastante vasto e para um texto classico
recomendamos fortemente [388].

Introduzimos aqui a seguinte notacao. Seja G um grupo topolégico. Se U é algum subconjunto de G e g € G definimos
gU = {x € G| x = gu para algum v € U} .

Analogamente,
Ug := {x € G|z =ug para algum u € U} .

E. 22.4 FEzercicio. Se U é um conjunto aberto de G mostre que para todo g € G os conjuntos gU e Ug sdo também conjuntos
abertos de G. "

e Grupos topoldégicos conexos e desconexos

Um grupo topolégico H é dito ser desconexo se for a uniao disjunta de dois conjuntos A e B, ambos nao-vazios e
ambos simultaneamente abertos e fechados. Ou seja, H = AUB, ANB =) com A # (), B # (), onde A e B sao abertos
e fechados. Um grupo topoldgico H é dito ser conexo se nao for desconexo.

IMarius Sophus Lie (1842-1899). Lie introduziu esse conceito em cerca de 1870 em seus estudos de propriedades de invaridncia de equagdes
diferenciais parciais.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 22 1234/2825

e Alguns fatos sobre grupos topoldégicos

Vamos aqui provar alguns fatos béasicos sobre grupos topoldgicos gerais. Faremos uso da Proposicao 22.3 abaixo
quando falarmos da relagao entre dlgebras de Lie matriciais e dlgebras de Lie.

Seja H um grupo topolégico e G C H um subgrupo de H. Dizemos que G é um subgrupo topologicamente aberto de
H (ou simplesmente subgrupo aberto de H) se G for um subconjunto aberto de H. Analogamente, dizemos que G é um
subgrupo topologicamente fechado de H (ou simplesmente subgrupo fechado de H) se G for um subconjunto fechado de
H. A seguinte proposigao é relevante nesse contexto.

Proposigao 22.1 Seja H um grupo topoldgico e G um subgrupo aberto de H. Entao, G ¢é igualmente um subgrupo
fechado de H. 0

Prova. Seja ¢’ € G, onde G ¢é o fecho de G. Entdo, se Uy é qualquer aberto de H que contém ¢’, tem-se Uy NG # ()
(Proposicao 27.8, pagina 1428). Vamos escolher cuidadosamente um tal aberto Uy. Seja U. um aberto de H que
contém a identidade. Como G é aberto, V = U, N G é igualmente aberto. Escolhemos Uy = ¢'V = {x € H, = =
g'v para algum v € V'}. Entao, como Uy NG # () existe algum elemento g € G que é também elemento de Uy, ou seja,
g = g'v para algum elemento v € V. Mas isso implica que ¢’ = gv~'. Agora,v € V =U.NG C G e, portanto, ¢’ € G
por ser o produto de dois elementos de G, que é um grupo. |

Proposigao 22.2 Seja H um grupo topoldgico conexo e G um subgrupo aberto de H. Entdo, G = H. O

Prova. Vamos supor que G # H, ou seja, H\ G # (). Como G é um conjunto aberto e fechado (pela proposigao anterior)
H\ G = HNG*® éum conjunto aberto e fechado. Assim, H é a unido disjunta de dois conjuntos abertos e fechados, a
saber G e H \ G. Isso é uma contradi¢ao com o fato de H ser conexo. Logo, G = H. |

Proposigao 22.3 Seja H um grupo topologico conexo e U um aberto de H que contém a identidade e que seja tal que
para todo v € U tem-se u=' € U. Entdio,
oo
H=|JU",
n=1

onde U! ::UeU”::{:EEH‘ T=1uUp---uy parau; € U, i =1, ...,n},n>1. O

Prova. Todos os conjuntos U™ sao conjuntos abertos. Isso é facil de se ver. De fato,

U? = |J wU

us €U

e, assim, U2 é aberto, pois ¢ uma unido de abertos (vide exercicio & pagina 1233). Analogamente,

vt = |J wUmt,  n>2. (22.1)
unp €U
Por inducao, segue facilmente que todo U™ é aberto.

Assim U := UZOZI U™ é igualmente um conjunto aberto (por ser uma unidao de abertos). Se provarmos que U é um
grupo, a proposicao anterior garante a prova desejada.

E evidente que U contém a identidade e (que estd contida em U). Fora isso, se g1 € U™ e go € U™2, entdo g1 =
Up, -+ U1 € go = ul,, - uf para certos u; e u € U. Logo, g1g2 = Un, - - - uruy,, ---uj, mostrando que g1go € U™ "> C U.
Finalmente, se g € U™ e g = uy, - - - u1, entdo g~ = ul_l +~u,l € U™ C U. Isso completa a prova que U é¢ um grupo. M

Informalmente, essa proposicao diz que se H é um grupo topoldgico conexo, entao qualquer aberto U que contém a
identidade gera o grupo H, ou seja, todo elemento de H pode ser escrito como o produto finito de elementos de U.

Observagao. Como a identidade e é um elemento de U, segue facilmente de (22.1) que U?~! C U™ para todo n > 1. &
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Seja H um grupo topoldgico. Dizemos que uma colecao de conjuntos abertos Ay € H, A € A, é um recobrimento de
H se
H = U Ay .
AEA

Um grupo topolégico é dito ser compacto®se possuir a seguinte propriedade: para todo recobrimento Ay € H, A € A,
de H existir um subconjunto finito Ay,, ...,Ax, de conjuntos abertos que também é um recobrimento de H:

H = Ay, U---UA,, .

A seguinte proposicao é imediata:

Proposigao 22.4 Seja H um grupo topoldgico conexo e compacto e seja U um aberto de H que contém a identidade e
que seja tal que para todo uw € U tem-se u~! € U. Entdo, existe um n tal que

H =U"

Prova. Como H ¢ conexo, pela Proposicao 22.3 tem-se H = UZOZI U™. O lado direito é, portanto, um recobrimento de H
por abertos. Assim, como H é compacto, H tem um recobrimento finito pelos abertos U™: existem ny < ng < -+ < ng
taisque H =U™ U.--UU™. Como U™ C --- C U™, tem-se H = U™*, como queriamos provar. |

Comentdrio. Na proposicdo acima, a igualdade H = U™ afirma que todo elemento de H é obtido por um produto de no maximo n elementos
de U. O nimero n é dependente de U e é intuitivo dizer que quanto “menor” for o aberto U que contém a identidade, maior serd n. &

e Continuidade uniforme de fungoes em grupos topoldégicos

Seja G um grupo topolégico. Uma funcao f : G — C é dita ser uniformemente continua se para cada € > 0 existir
uma vizinhanga aberta V. do elemento neutro de G tal que ‘ flg)—f (h)‘ < € sempre que g e h pertencerem a V.

A seguinte afirmacgao é importante no presente contexto.

Proposigao 22.5 Seja G um grupo topoldgico. Seja f1 : G — C wma func¢do uniformemente continua e seja fo : G = G
uma fungdo continua com fa(e) = e. Entdo, a fungdo composta fi o fo : G — C é uma fungdo uniformemente continua.
O

Prova. Como f; é uniformemente continua, existe para cada € > 0 uma vizinhanca aberta V. do elemento neutro de G
tal que |f1 (9) — fl(h)‘ < e sempre que g e h pertencerem a V;. Defina-se W, := f; *(V.). Trata-se de um aberto em G,
pois V. é aberto e fo continua. Além disso, e € W, pois e € V; e fa(e) = e. Logo, se g e h sdo ambos elementos de
We, teremos fa(g) € Ve e fa(h) € V.. Portanto, valerd também |f1 o falg) — f1o fg(h)‘ < ¢, completanto a prova que
fio fa: G — C éuma fungdo uniformemente continua. |

22.3 Grupos de Lie Matriciais

Nosso objetivo nesta se¢ao e nas que se seguem ¢ introduzir os grupos de Lie matriciais e discuti-los. Trataremos de
alguns exemplos ilustrativos com algum detalhe, comegando com o grupo GL(n, C). Comentemos que essencialmente
todas as nossas afirmagoes adiante sobre GL(n, C) sdo também vélidas para o grupo real GL(n, R).

2Para a definicdo da nocdo de compacidade e suas propriedades, vide Secdo 32.3, pagina 1599.
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22.3.1 Uma Topologia Métrica em GL(n, C)

Como preparacao, fagamos alguns comentdrios topoldgicos sobre GL(n, C). A topologia métrica de Mat (C, n) discutida
na Se¢ao 11.1, pdgina 622, pode ser introduzida naturalmente em GL(n, C), que afinal é um subconjunto de Mat (C, n),
ao definirmos para A, B € GL(n, C) a métrica d(4, B) = ||A — B||, sendo || - || a norma operatorial de Mat (C, n).
Mostremos que GL(n, C) é um conjunto aberto e denso de Mat (C, n).

e GL(n, C) é um conjunto aberto de Mat (C, n)

E relevante notarmos que GL(n, €) ndo é um subconjunto fechado de Mat (C, n). Isso se vé tomando o exemplo da

1/m 0
sequéncia de matrizes diagonais 2 x 2 da forma A,, = , m € IN| sequéncia essa formada por elementos de
0 1/m

GL(2, €) mas que converge para a matriz nula, que obviamente nao é elemento de GL(2, C).

Em verdade, GL(n, C) é um conjunto aberto de Mat (C, n). Para mostrar isso temos que provar® que se A € GL(n, C)
e B é uma matriz tal que ||B — Al|¢ é suficientemente pequena, entdo B é inversivel e, portanto, também pertence a
GL(n, C). Observemos que B = A (]l + A 4B - A)) Se provarmos que 1+ A~1(B — A) é inversivel entdo teremos que
B! existe, sendo dada por (1+ A~'(B — A))f1 AL

Escolhendo B préximo o suficiente de A de modo que ||B — All¢ < 1/||A7Y|¢ entdo A~!(B — A) terd norma menor
que 1 e, portanto, 1+ A~1(B — A) tem uma inversa dada pela série de Neumann* convergente®

1

(1+A'(B-4) =1+ i(—l)m (A7Y(B-A)" .

m=1

Isso prova que B tem inversa e completa a prova que GL(n, C) é um conjunto aberto.

E. 22.5 Ezercicio. Ha uma maneira alternativa “rdpida” de provar que GL(n, C) é um conjunto aberto. Pela Proposi¢do 11.18,
pagina 660, a funcdo Mat (C, n) 3 A — det(A) € C é continua em qualquer norma matricial. Conclua que GL(n, C) é um conjunto
aberto, observando para tal que se trata do conjunto de todas as matrizes complexas com determinante ndo-nulo e notando que C\ {0}
€ um conjunto aberto em C. o,

e GL(n, C) é denso em Mat (C, n)

Provemos que todo elemento de Mat (C, n) pode ser aproximado em norma por uma matriz inversivel. Isso equivale
a dizer que GL(n, C) é denso em Mat (C, n). Seja A € Mat (C, n) e seja 0(A) = {A1, ..., A} o conjunto de seus
autovalores distintos (r < n). E claro que se o & o(A) entdo det(al — A) # 0 e A — al tem inversa (recorde que os
autovalores de A s@o os zeros do polinémio caracteristico de A). Seja agora, oy, n € IN, uma sequéncia de nimeros
complexos tais que «,, € o(A) para todo n, e tais que a,, — 0 para n — co. Teremos que as matrizes A, = A — @, 1 sdo
todas inversiveis e d(A, Ay) = ||A — A, = |an| 1] = || — 0 para n — oo. Isso prova nossa afirmagao.

e SL(n, C) é um subconjunto fechado de Mat (C, n)

O grupo especial SL(n, C) é composto pelos elementos de Mat (C, n) cujo determinante é igual a 1. Se considerarmos
a funcdo F : Mat (C, n) — C dada por F(M) = det(M) — 1, podemos identificar SL(n, C) = F~*({0}), a pré-imagem
de {0}. Como F é uma funcdo continua (pela Proposi¢ao 11.18, pagina 660), concluimos disso que SL(n, C) é um
subconjunto fechado de Mat (C, n).

22.3.2 O Grupo de Lie GL(n, C)

Nesta se¢ao mostraremos que GL(n, €C) é um grupo de Lie. Para isso mostraremos primeiro que GL(n, C) é um grupo
topoldgico e depois que é uma variedade analitica, para entao mostrar que o produto e a inversao sao analiticos. Esses

3Vide a definigdo de conjunto aberto em espagos métricos dada & pagina 1318.
4Karl Neumann (1832-1925).

5A justificativa dessa expressdo foi apresentada na Secdo 11.2. Note que a expansdo de Taylor da funcdo analitica 17%2 para |z| < 1 em

torno de z = 0 é precisamente 14 Y >°_; (—1)™2".
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resultados, além de importantes em si, servem ao propédsito pedagdgico de ilustrar os conceitos de grupo topolégico e de
variedade.

e GL(n, C) é um grupo topolédgico

Para provarmos que GL(n, C) é um grupo topoldgico precisamos mostrar que o produto em GL(n, C) e a inversao
de matrizes em GL(n, C) sdo operagdes continuas.

Sejam G, G', H € GL(n, C). Temos que
IG'H - GH|le = [(G"=G)H|c < [|G"=GCllclH]lc,
mostrando que ||G'H — GH||¢ — 0 se ||G' — G||¢ — 0. Assim, o produto & esquerda é continuo.

Sejam agora G, H € GL(n, C). Fixemos H e tomemos |[G — Hll¢ < € com € > 0 escolhido pequeno o su-
ficiente de modo que €|H |l¢ < 1. E claro que G = H + (G — H) = H(L + H YG — H)), de maneira que
G'=[1+H G- H)] " H Logo,

Gl emt = L H G- )

Assim, como pela escolha de € temos |[H ' (G — H)||¢ < €||[H!||¢ < 1, podemos escrever

Gl'-H' = [i(nm [Hl(GH)]m] H™L.

m=1
A justificativa dessa expressao® foi apresentada na Secdo 11.2. Tem-se, entdo,

elHE
= dH e

m=1

o0
IGT = H e < [Z [PemlFS IIG—HI%“l IH e <

Portanto |G~ — H~!||¢ — 0 quando |G — H||¢ — 0, provando a continuidade da operacio de inversao de matrizes. Isso
completa a prova que GL(n, C) é um grupo topoldgico.

E. 22.6 Ezxercicio. H3 uma maneira alternativa “rdpida” de provar que a operacio de inversdo é continua: use a regra de Laplace,
expressdo (10.20), pagina 504, para calcular a inversa de uma matriz e evoque o fato que o determinante é continuo. "

e GL(n, C) é uma variedade analitica

Vamos agora mostrar que GL(n, C) é uma variedade analitica. Seja, para cada € > 0, o subconjunto €. de o
definido por

2
[ n - .
G = {(xn, ceey Tins T20y ey Tony «ons Tnly -« -5 Tnn) € C* com |z,5] < € para todos i, j=1, ..., n}
Para ¢ = (211, -y T1n, X201y -«vy Tony -ovy Tnly ---5 Tnn) € Ce, denotemos por X a matriz cujo elemento ij é
Xi; = x;j e denotemos 1 + X por A(z). Obviamente A(x);; = ;5 + 5,4, j=1, ..., n.

E bem claro que cada €. é um subconjunto aberto de €. Seja também U, := {A(x) € Mat (C, n)| x € C.}.

E. 22.7 Ezercicio. Mostre que cada U é um subconjunto aberto de Mat (C, n). o,

E bem claro que para toda matriz A(z) como acima tem-se det(A(z)) = 1+ p(z), onde p(z) é um polindmio nas
varidveis x;; que se anula quanto todas as x;; sdo nulas. Assim, se x € C, vé-se que det(A(z)) # 0 caso € seja pequeno
o suficiente, pois isso garante que |p(z)| < 1. Portanto, se escolhermos ¢ pequeno o suficiente, teremos que U, é um
subconjunto aberto de GL(n, C), o que suporemos daqui por diante.

Seja agora g uma matriz arbitrdria de GL(n, C) e seja

Ug = {gA(z), com A(z) € U} .

6Note que a expansdo de Taylor da fungdo analitica ﬁ — 1 para |z| < 1 em torno de z = 0 é precisamente » o>, (—1)"2z™.
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Pela notac@o que apresentamos quando discutimos grupos topolégicos, U, = gU,, e U, é um aberto de GL(n, C). Fora
isso, g € Uy, pois 1 = A(0) € U.. Concluimos que

GLn, C) = |J U,
g€GL(n, C)

ou seja, GL(n, C) possui um recobrimento por abertos.
Vamos agora mostrar que cada U, é bijetivamente mapeado em um aberto de C"’. Isso é bem simples pois, se para
cada g € GL(n, C) definirmos fungoes ¢f; : U, — C por
gj(gA(x)) = z‘gj(g+gX)) = (gX)ijv i j=1,...,n,
ou seja,

n
zgj(gA(x)) = Zgiklﬂk]’, i, j=1,..., n,

vemos facilmente que todo h € U, é da forma hi; = gi; + ¢7;(9A(x)). Assim, o conjunto C, C €™ formado pelas
varidveis T;; = ZZ=1 GikTr; com x;; € C. é um sistema de coordenadas para Uy.

Por fim, para todo h € U, N U, teremos h = gA(z) = g’ A(z'), ou seja, A(z") = (¢') 'gA(x) e

n

= —0ij + Z 9l Orj +2x5) = ((9) "9 = 1), + > @) ]y s

k=1

o que mostra que as coordenadas z’ sao expressas em termos de polindmios nas varidveis z. Portanto, a mudanca nas
coordenadas de Uy para as de Uy é expressa em termos de fungdes analiticas (em verdade, polinémios). Isso provou que
GL(n, C) é uma variedade analitica.

e GL(n, C) é um grupo de Lie

Para finalmente provarmos que GL(n, C) é um grupo de Lie, resta-nos provar que a multiplicagdo & direita e a
inversdo sdo analiticas. A primeira parte é elementar. Tomemos g, h € GL(n, C). Os elementos de U sao da forma
hA(z) e os de gUy, sdo da forma ghA(x) € Ug,. Agora, as fungdes de €. em C dadas por

6591"—)(;5,? (ghA Zgh”bk‘xk‘j) i,j=1, ..., n,
k=1

sao polinémios nas varidveis x;; e, portanto, sao analiticas. Assim, o produto é analitico.

Para provar que a inversdo é analitica tomemos g € GL(n, C). Um elemento genérico de U, é da forma gA(x) =
g(1+ X). Agora,

(gA@) ™ = @+X) g7t = g 'A+gY(2)g "), comY(z) = Y (-1)"X".

m=1

Cada elemento de matriz de Y (z) é uma fungao analitica dos z;;, pois a série de Neumann”

(claramente, temos que escolher € pequeno o suficiente). Agora, as fungoes

acima converge absolutamente

€3 a ¢! ((gA@)™Y) = ¢% (97 A+ gY(2)g™h) = (9Y (2)g7"),,

sao fungdes analiticas dos x;;, provando que a aplicagdo de inversao é analitica. Isso estabelece finalmente que GL(n, C)
¢ um grupo de Lie de dimensdo n?.

E. 22.8 FEzercicio. H3 uma maneira alternativa “rdpida” de provar que a operacdo de invers3o é analitica: use a regra de Laplace,
expressdo (10.20), pagina 504, para calcular a inversa de uma matriz e evoque o fato que o determinante é analitico. &

"Karl Neumann (1832-1925).
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e SL(n, C) é um grupo de Lie

J4 vimos acima que SL(n, C) é um subconjunto fechado de Mat (C, n). Portanto, é um subgrupo fechado de
GL(n, C). Logo, pelo Teorema 22.2, pagina 1246, é um grupo de Lie.

e Grupos de invariancia de formas sesquilineares e bilineares em dimensao finita sao grupos de Lie

Na Secao 21.3.3, pagina 1102, introduzimos grupos de invariancia de formas bilineares e sesquilineares definidas em
espagos vetoriais. No caso de espagos de dimensdo finita apresentamos em (21.47) e (21.48), os grupos Q(R", wa) e
Q(C"™, wa), respectivamente, que mantém invariantes, respectivamente, a forma bilinear real wa (u, v) := (u, Av)p (com
u, v € R" e A € Mat (R, n)) e a forma sesquilinear wa(u, v) := (u, Av)y (com u, v € C" e A € Mat (C, n)).

Os grupos Q(R", wy) e Q(C", wya) possuem subgrupos (ditos especiais) de matrizes com determinante igual a 1,
denotados por SQ(R™, w4) e SQ(C", wa), respectivamente.

Para esses diversos grupos vale o seguinte resultado fundamental, j4 anunciado anteriormente sem demonstragao
(Proposicao 21.3, pdgina 1106):

Proposicao 22.6 Os grupos Q(C™, wa) (ou Q(R"™, wa)), com det A # 0, definidos acima, e que mantém invariantes
as formas sesquilineares (ou bilineares) definidas por A, sdo subgrupos topologicamente fechados de GL(n, C) e, portanto
(pelo Teorema 22.2, pdgina 1246), sdo grupos de Lie. O mesmo se dd para os grupos SQ(C", wa) (e SQ(R™, wa)). O

Prova. Tomemos o exemplo dos grupos Q(C"™, wy), definidos em (21.49), que mantém invariante a forma sesquilinear
wa(u, v) = (u, Av)g, com A € Mat (C, n), sendo u, v € C". E claro que Q(C™, wy) é um subgrupo de GL(n, C), o
grupo das matrizes complexas inversiveis n X n. E sabido que GL(n, C) é um grupo de Lie (vide Segao 22.3.2, pgina
1236). Sucede que, como logo veremos, Q(C™, w4) é um subgrupo fechado de GL(n, C) (na topologia métrica induzida
pela norma operatorial. Vide Secdo 22.3.1, pagina 1236) e, assim, pelo Teorema 22.2, pdgina 1246, concluimos que
Q(C™, wy) é também um grupo de Lie.

A mesma argumentacao se aplica ao grupo SQ(C™, w4 ).

Para provar que Q(C", wa) é fechado, consideremos uma sequéncia M,, € Q(C", w4), n € N, que converge em norma
a uma matriz M € Mat (C, n), ou seja, tal que | M, — M| — 0 para n — oco. Por definicdo, temos que M AM, = A
para todo n € IN. Desejamos provar que M*AM = A. De fato, M*AM = (M — M,)* AM + M} A(M — M,)+ M} AM,, =
(M — M,)*AM + M}A(M — M,,) + A, como facilmente se constata. Logo,

|preans — Al < || = My am || + ||z AGg = 2| < ([0 = M AN MY+ 1M AN (M - M|

= ||M — My || [|A] (1M + [1Ma]]) < [|M = My || [|A]l M|+ | M = My|)) , (22.2)

sendo que, na ultima passagem usamos ||M, || < || M|+ ||M — M,||, o que decorre trivialmente de M,, = M + (M,, — M).
Assim, tomando-se n — oo no lado direito de (22.2), concluimos que M*AM — A = 0, estebelecendo o que desejdvamos.

No caso dos grupos SQ(C", wy) resta ainda verificar que se M,, € SQ(C", w4), n € N, é uma sequéncia que converge
em norma a M € Mat (C, n), entdo det M = 1. Mas isso é uma consequéncia da continuidade do determinante na norma
operatorial, demonstrada na Secao 11.7, pagina 660. |

22.3.3 Subgrupos Uniparamétricos e seus Geradores Infinitesimais
Subgrupos uniparamétricos sao muito importantes na teoria dos grupos de Lie. Vamos apresenté-los no caso de matrizes.

Definicdo. Um subgrupo uniparamétrico de GL(n, C) é um homomorfismo continuo® do grupo (R, +) em GL(n, C).
Em outras palavras, é uma fungdo que a cada t real associa continuamente uma matriz inversivel v(¢) de modo que

V() = (E+1) (22.3)

8Vide nota & pagina 1242.
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para todos ¢, ¢’ € R. Note que de (22.3) segue automaticamente que v(0) = 1 (por qué?). [

A importancia dos subgrupos uniparamétricos reside na seguinte proposicdo, a qual também comeca a revelar a
relevancia das exponenciais de matrizes na teoria dos grupos de Lie.

Proposicao 22.7 Seja v : R — GL(n, C) um subgrupo uniparamétrico continuo. Entdo, existe uma matriz M €
Mat (C, n), univocamente definida, tal que y(t) = exp(tM) para todo t € R. Esse fato, em particular, mostra que v €
real-analitica (e, portanto, diferencidvel) e que M = ~'(0). A matriz M € dita ser o gerador infinitesimal do subgrupo
uniparamétrico . O

Prova.? Se supuséssemos que v é uma matriz diferencidvel préximo a t = 0, terfamos que para qualquer ¢

V() = lm L (e 8) — () = (1) (nm1<v<s>—v<o>>) — ().

5—0 8 s—=0 8

Definindo M := ~/(0), concluiriamos que v satisfaz a equagdo diferencial v/(t) = ~(t)M, cuja solucdo é tnica (vide
Capitulo 14) e dada por v(t) = exp(tM), como querfamos provar.

A demonstragao estaria completa, nao fosse o fato de que no enunciado supomos apenas que y é continua, o que em
geral nao implica que 7 seja também diferencidvel em ¢ = 0. E, no entanto, possivel provar que se v é continua, entao
pelo fato de ser um homomorfismo de (R, +) segue que 7 é também diferencidvel préximo a ¢ = 0! A ideia é construir
a partir de v uma funcao v infinitamente diferencidvel e posteriormente mostrar que v pode ser recuperada de ¥ por
operagoes diferenciaveis.

Para tal seja 6 uma funcao real, positiva infinitamente diferencidvel, com suporte compacto contendo ¢t = 0 e tal que

/O; O(s)ds = 1.

Um exemplo de uma tal fungao seria (para a < 0 < b)

Kexp " (s—a 157 ? para s € (a” b)
o(s) — ( G=a)*( b)?)

0, de outra forma,

que tem suporte [a, b] 0. Uma escolha conveniente da constante K garante que ffooo O(s)ds = 1.

Assim, seja uma tal fungdo 6 desse tipo e com suporte em, digamos, [—a, a] para algum a > 0, e seja
[ee]
() = / 0(t — s)y(s)ds .
—o0
E f4cil (Exercicio!) ver que 4 assim definida é infinitamente diferencidvel. Fora isso,
30 = [ ot-onds = [ slun-win = [ s@ritn-wde = 1) [ o@s(-ude = 1Y

com Y := [7_6(u)y(—u)du. Temos que

pois ffooo 6(u)du = 1, por hipétese. Logo,

-t < [ 0w lh-u)-tleds = [ 0@ ht-w-tleds < ¢ [ owdu = ¢ [ ouyau = .

—00 —a —a —0Q0

9Extraida de [217]. A observacio de que no enunciado da Proposicdo 22.7 é suficiente supor-se que o subgrupo uniparamétrico vy é apenas
continuo (dispensando uma condicdo de diferenciabilidade) é devida a von Neumann (John von Neumann (1903-1957)).
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onde ¢ 1= SUP,¢[_q, o [7(—1) —1lc. Como 7 é continua e v(0) = 1, podemos fazer c arbitrariamente pequena, escolhendo
a pequeno. Mas isso diz que Y = 1 — (1 —Y)) é inversivel, com Y ! dado pela série convergente Z:::O (L-Y)™. Assim,

com a pequeno teremos () = ¥(t)Y "1, o que prova que ~(t) é infinitamente diferencidvel. |
Definicao. O que essa proposigdo provou é que todo subgrupo uniparamétrico continuo de GL(n, C) é da forma
exp(tM) para alguma matriz M € Mat (C, n). Essa matriz M é dita ser o gerador infinitesimal do subgrupo unipa-
ramétrico em questao. 'y

Comentemos brevemente que a Proposicao 22.7, que acabamos de provar, tem generalizagoes importantes na teoria
dos espagos de Hilbert e de Banach, onde é conhecida como Teorema de Stone!®. Vide, por exemplo, [395].

e A colegao de todos os geradores infinitesimal de subgrupos uniparamétricos

Seja G um subgrupo de GL(n, C). Seja definido o seguinte conjunto:
L(G) = {M € Mat (C, n)| exp(tM) € G, VteR} .
Analogamente, seja G um subgrupo de GL(n, R). Seja definido o seguinte conjunto:

L(G) := {M € Mat (R, n)| exp(tM) € G, Vte R} .

Em palavras, £(G) é a colegao de todos os geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos de G. E
claro, pela defini¢do, que £(G) contém sempre pelo menos a matriz nula (pois exp(t0) = 1 € G, Vt € R), mas nao é
nem um pouco evidente que esse néo seja o tUnico elemento de £(G). Por exemplo, se G for um grupo discreto entéao
L(G) = {0}. Mesmo no caso de G ser um grupo continuo nao é nada ébvio que G possua subgrupos uniparamétricos
nao-triviais. Logo abaixo estudaremos essa questdo no caso do grupo GL(n, C) e, um pouco mais adiante, no caso de
subgrupos fechados (nao-discretos) de GL(n, C). Em tais casos veremos que £(G) néo consiste apenas na matriz nula.

Chamamos a atengao do estudante para o fato que, para um grupo G genérico, nao é necessariamente verdade que
todo elemento de G pode ser escrito na forma exp(tM) para algum M € L(G) e algum t € R. Ou seja, existem grupos
G nos quais encontram-se elementos que nao pertencem a nenhum subgrupo uniparamétrico de G. Na Proposicao 11.11,
pdgina 636, vimos que isso ocorre no grupo real GL(n, R), pois esse grupo nao é conexo, mas esse fenémeno pode ocorrer
mesmo em grupos conexos. Um exemplo serd discutido na pagina 1256, adiante.

A colegao de todos os geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos de um dado grupo G é um
objeto muito importante, especialmente na teoria dos grupos de Lie. Discutiremos esse fato adiante. No caso do grupo
GL(n, C) podemos facilmente identificar o que é L(GL(n, (D)) Faremos isso agora.

e Subgrupos uniparamétricos de GL(n, C) e a dlgebra de Lie associada a GL(n, C)

A colegao de todos os geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos do grupo GL(n, C) serd
denotada aqui por £ (GL(n, (D)) ou por gl(n, €). Vamos identificar esse conjunto.

Na Proposicao 11.12, pagina 636, demonstramos que todo elemento A € GL(n, C) pode ser escrito na forma A =
exp(B) para algum B € Mat (C, n). Consequentemente, A pertence ao subgrupo uniparamétrico composto pelas matrizes
da forma exp(tB), t € R. Assim, GL(n, C) possui subgrupos uniparamétricos nao-triviais. Reciprocamente, para todo
B € Mat (C, n) o conjunto de matrizes da forma exp(tB), t € R, forma um subgrupo uniparamétrico de GL(n, C).
Concluimos disso que £(GL(n, C)) = Mat (C, n).

J& discutimos por diversas vezes (vide pagina 136 e seguintes) que o conjunto Mat (C, n) é uma dlgebra de Lie com
relagao ao produto definido pelo comutador de matrizes. Um pouco mais adiante, veremos que esse fato é geral: o
conjunto de todos os geradores infinitesimais de um subgrupo fechado (néo-discreto) de um grupo de Lie é também uma
algebra de Lie. Esse fato é de importancia central na teoria dos grupos de Lie.

10Marshall Harvey Stone (1903-1989).
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E. 22.9 Ezercicio. Paraa, b=1, ..., ne a € C, sejam 72°(t), matrizes definidas da seguinte forma:

, 1+ atE, paraa #b,
Yo' (t) == comteR.

1+ (e* —1)E*, paraa=h,

Aqui E® é a matriz cujos elementos ij sido dados por (E“b)ij = 0;adj1, ou seja, £ é a matriz cujos elementos de matriz so todos
nulos, exceto o elemento ab, que vale 1. Mostre que as matrizes v2* s3o subgrupos uniparamétricos de GL(n, C), ou seja, que fyfib(t)
= . . 2

sdo continuas e que Y2’ (t)ya’(t') = v’ (t +t') para todo a, b e todo a. (Sugestdo: mostre que (E")” = §a, E*" e use esse fato).

Mostre que seus geradores infinitesimais s3o as matrizes a2®. Constate também explicitamente que v2°(t) = exp (atEab). o+

Note que a colecao formada por todas combinagoes lineares reais dos geradores infinitesimais dos subgrupos unipa-
ramétricos 7* de GL(n, C) coincide com Mat (C, n) (por qué?).

E. 22.10 Ezercicio importante. Como sio as relacdes de comutacio das matrizes E*°? o+

¢ Homomorfismos nao-continuos de (R, +)

Contemplando a definicao de subgrupo uniparamétrico que apresentamos acima, como sendo um homomorfismo
continuo de (R, +) em um grupo G, o estudante pode legitimamente questionar se existem, afinal, homomorfismos nao-
continuos desse grupo que justifiquem a necessidade de evocar a condigao de continuidade na Proposicao 22.7. Talvez um
tanto surpreendentemente, a resposta é positiva. H4 até mesmo automorfismos nao-continuos de (]R, +) em si mesmo, os
quais foram apresentados a pagina 190, onde discutimos a existéncia de fun¢oes descontinuas de R em R que satisfazem
f@)+ f(t') = f(t+t') para todos ¢, t' € R. Assim, com o uso de uma tal funcdo f, é relativamente ficil construir um
homomorfismo nao-continuo de (R, +) em um grupo G dado, caso conhegamos um homomorfismo continuo de (R, +)
em G. De fato, se v(t), t € R, é um homomorfismo continuo de (R, +) em G entdo v(f(t)), t € R, é um homomorfismo
de (R, +) em G, mas que nao é continuo. Dada a “artificialidade” daquelas fungées f, tais exemplos sdo um tanto
patoldgicos, mas explicam a necessidade de incluir a condi¢ao de continuidade na definicao de subgrupo uniparamétrico
e na Proposicao 22.7, pagina 1240.

22.3.4 Subgrupos Uniparamétricos e Algebras de Lie

e Subgrupos uniparamétricos em subgrupos fechados

Definicdao. Seja H um subgrupo fechado mas nao discreto de GL(n, C). Definimos,
L(H) := {X € Mat (C, n) tais que " € H paratodo t € R} .
[

Como se vé, trata-se do conjunto dos geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos de H. E claro,
pela definicio acima, que £(H) possui pelo menos um elemento, a saber a matriz nula, pois, obviamente e = 1 € H
para todo t € R. Nao é nem um pouco ébvio, porém, que haja outros elementos em L£(H) que nao o elemento nulo. Nao
é sequer 6bvio que existam subgrupos uniparamétricos ndo-triviais'' em H. Na Proposicio 22.8 adiante, provaremos
que L(H), de fato, é ndo-trivial e que hd, de fato, subgrupos uniparamétricos nao-triviais em H. Para demonstrarmos a
Proposicao 22.8 precisamos de algumas defini¢oes e de alguns resultados preparatorios. Seguiremos muito proximamente
a exposigao de [357] (vide todo o §2 do Capitulo XI daquela referéncia), mas com ligeiras corregoes e aperfeicoamentos.

Para simplificar a notagdo denotaremos aqui o grupo GL(n, C) por G e sua dlgebra de Lie Mat (C, n) por g.

Fixemos doravante um numero r > 0, arbitrdrio mas conveniente, e seja tv, a bola fechada de raio r centrada na
origem em g:

W, = {X cgl |IX|I< 7"} . (22.4)

11Um subgrupo uniparamétrico v(t) é trivial se v(t) for igual ao elemento neutro para todo t € R.
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Notemos que v, é simétrica, ou seja, se X € 1w, entdo —X € ,.. Denotaremos por ¢ a bola aberta de raio 7 centrada
na origem em g:

w0 = {X cg| x| < 7“} . (22.5)

T

Vamos denotar por W,. a imagem de tv,. pela exponenciacao:
W, = {exp(X), Xe mr} . (22.6)

E claro que W, C G e é claro que W, é simétrico, ou seja, se Y € W, entdo Y~ € W,.

Como H é um subconjunto fechado de G, o conjunto H N W, é fechado. Seja f, o subconjunto de tv, formado pelos
elementos cuja exponencial estd em H N W,.:

- {X € w,| exp(X) € HN WT} . (22.7)

Comentemos que, pela Proposi¢ao 11.12, pagina 636, todo elemento de H é uma exponencial de algum elemento de
g = Mat (C, n). Portanto, todo h € H N W, é da forma h = exp(f) para algum f € f,.. Simbolicamente, podemos
escrever

exp(fr) = HNW, . (22.8)

E bastante claro que fr é também simétrico. Como exp é continua, f,. é também fechado (vide Sec¢ao 30.5.2, pagina
1508). Fora isso, f,. C w,., por defini¢do. Logo, f. é limitado. Por ser fechado e limitado, f, é compacto.

Definamos M(H, W,) = M, por
M, = {X € g tais que, para algum € > 0, tem-se exp(tX) € H N W, sempre que |t| < e} ) (22.9)
Alternativamente, é claro que

M, = {X € g tais que, para algum € > 0, tem-se tX € f, sempre que [¢| < e} )

Note-se que M, contém sempre ao menos um elemento, a saber, 0. Nao é nada 6bvio, porém, se esse é o Unico
elemento de M,.. No Corolario 22.1, adiante, provaremos que tal ndo é o caso, ou seja, M, nao é trivial. Antes disso
precisamos de dois lemas preparatorios.

Lema 22.1 Com as definicoes acima, valem as sequintes afirmacgées. 1. Se X € M,. entdo AX € M,. para todo X\ € R.
II. o, "M, C . O

Prova do Lema 22.1. Se X € M, entdo, para algum € > 0 tem-se tX € f, sempre que |t| < e. Mas, entdo, se A # 0, vale
t(AX) € §, sempre que |t| < €/|A|. Isso prova a afirmativa I.

Seja agora X € w, N M,. Queremos provar que X € f.. Como X € M, entdo, para algum € > 0 tem-se exp(tX) €
H N W, sempre que |[t| < e. Assim, para n € IN grande o suficiente (n > €~!) teremos exp(n='X) € HN W, o que,
em particular, diz que exp(n~'X) € H. Como H é um grupo, tem-se que (exp(n='X))" € H. Mas o lado esquerdo é
exp(X) e, portanto, concluimos que exp(X) € H. Agora, por hipétese, X € w,, o que implica, pela definicdo de W,., que
exp(X) € W,.. Logo, mostramos que exp(X) € HNW,, o que significa que X € f,.. Provamos, assim, que ro, "M, C f,.
Isso completa a prova do Lema 22.1. |

Podemos agora demonstrar o seguinte lema, de importancia central no presente contexto e, talvez, o resultado
preparatério tecnicamente mais dificil.

Lema 22.2 Seja X,,, n € N, uma sequéncia de elementos de §, tais que X,, # 0. Suponhamos que X,, — 0 para n — oo
e que X, /|| Xyn|| = Y para algum 'Y € Mat (C, n). Entdo*?, Y € M,. O

12 Apés a demonstracdo do Lema 22.2, discutiremos & pégina 1245 que de fato existem sequéncias satisfazendo essas hipéteses.
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Prova do Lema 22.2. Notemos antes de mais nada que se Y,, := X,,/||X,,|| = Y € Mat (C, n) entdo Y # 0. Em verdade,
[Vl = 1 pois, fazendo uso da desigualdade (3.24), pagina 268, temos | ||Y,|| = [|Y]| | < ||Yn — Y]. Como o lado direito
vai a zero quando n — 0o, segue que ||Y|| =1, pois ||[V,] = 1.

Fixemos também um nimero m € IN nao-nulo. Podemos escrever tv,, como a uniao

m
o, = U 5k,
k=1

onde

S, =8, = {Xem,«

k
rsnxns—r},
m

ou seja, podemos escrever tv,. como uma uniao de “fatias”, ou cascas esféricas, de vetores com normas entre %7‘ e %r.

Note-se que s; é a bola fechada de raio r/m centrada em 0:

51 = {Xem,.

,
Ixi<=}.

Como X,, converge a 0, existe um nimero N, (que pode depender de m) tal que X,, € s1 para todo n > N,,. Seja
agora um kg € IN fixo, escolhido de modo que 1 < kg < m. Vamos mostrar que para cada n > N, podemos encontrar
um ntimero inteiro j, (eventualmente dependente de n) de modo que j, X,, € si,, ou seja, tal que

ko — Dr . kor
B < g%, <
m

Para isso, € suficiente escolhermos um j,, inteiro satisfazendo

k‘o —1)r . k‘o?‘

(ko — < jnl £ = -

m|| Xn|| m|| Xn||
Haver4 inteiros no intervalo entre (727|;(1)ﬁ e ml"“g{ I ? Para ver isso, notemos que o comprimento desse intervalo é

kor (ko —1)r r .
m||Xall  m|Xa|l m||Xal T 7

pois | X, || < %, dado que X, € 5;. Entdo, uma tal escolha de j, é sempre possivel para cada n (pois todo intervalo

fechado de comprimento igual ou maior que 1 contém ao menos um inteiro).

Vamos denominar j, X,, por Y,gko) (com Ky fixo). E evidente que Yéko) € s, C w,. Isso implica que exp (Yék0)> e W,.
Fora isso, exp (Y}gk")) = exp(jnXn) = (exp(Xn))j". Como exp(X,,) pertence ao grupo H (pois X,, € §,), segue pela
propriedade de grupo que também tem-se exp (Y}gk")) € H (é por essa razao que escolhemos j, inteiro). Com isso,
provamos que exp (Y}Sk“)) € HNW,, o que significa que'3 Y}Ek[}) € fr.

O conjunto f, é fechado e limitado e, portanto, compacto. Isso significa que existe uma subsequéncia Yélk O), l €N,
que é convergente em f,.. Agora, como Y,, = X,,/||X,| converge a Y, isso significa que Y}Slk o) converge a um multiplo de
Y, digamos A%0)Y | pois Y,Elk”) ¢ um multiplo de Y,,, a saber, Y,flk") = jn, || Xn,||Yn,. Portanto, para um tal A(%0) temos

Ako)y e fr. Note que também tem-se —\ko)y ¢ fr, bastando para tal trocar X,, por —X,, na argumentagao acima, o
que é permitido pois f, é simétrico.

Assim, A\*0) = lliglo Jn | Xn, || €, consequentemente,

(k‘o — 1)7“

kor

< ‘)\(ko)

m .

O que provamos acima vale para cada kg € IN com 1 < kg < m. Resumindo nossas conclusoes, provamos que para

(ko—1) .

todo m € N, cada intervalo Iy, n, = [ -

, %r} com 1 < ko < m contém pelo menos um A\*0) tal que £A*)Y ¢ fr-

B3Em [357] o argumento que prova que ngk[)) € fr nao esta correto, lamentavelmente.
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m
A unido I, m é o conjunto Ly r]. Esses intervalos I, m podem ser feitos mais finos e em maior ntimero
0, m' 0, )

ko=2

1
fazendo m — oo, sendo que U [—r, 7“} = (0, r].
m
meN
Concluimos disso que existe um conjunto contdvel denso de niimeros A no intervalo (0, 7] tais que =AY € f,. Como
f» é fechado, isso implica que A\Y € f, para todo A € [—r, r]. Agora, isso significa precisamente que Y € M., que é o que
queriamos provar.

A prova do Lema 22.2 estd completa. |

Podemos nos perguntar agora, sera que existem sequéncias X, satisfazendo as hipdteses do Lema 22.2; ou seja, tais
que X, /|| Xn]|| convirja para algum Y? E f4cil ver que sim. Notemos para isso que para qualquer sequéncia X,, € fr com
X, — 0 a sequéncia Y,, = X,,/|| Xy|| estd contida no conjunto compacto formado pelos vetores de norma 1. Assim, Y,
sempre tem uma subsequéncia convergente a algum Y, que também tem norma 1. A essa subsequéncia aplica-se entao o
Lema 22.2 e tem-se Y € M,.. Isso, em particular, mostra-nos que M,. é nao-trivial, ou seja, contém elementos nao-nulos.
Provamos entao:

Corolario 22.1 O conjunto M, definido acima contém elementos diferentes de 0. O

Esse simples corolério é crucial para o que segue'?, pois tem a seguinte consequéncia.

Proposicao 22.8 Seja H um subgrupo fechado e ndo-discreto de GL(n, C). Entdo, valem as sequintes afirmativas. 1.
M, = L(H) para qualquer r > 0. II. L(H) ¢é nao-trivial, ou seja, ndo consiste apenas na matriz nula. Hd, portanto,
subgrupos uniparamétricos nao-triviais em H. O

Prova. Seja o conjunto M, = M(H, W,) definido em (22.9), com W, definido em (22.4)-(22.6) para algum r > 0.
Provaremos que M(H, W,.) = L(H).

Em primeiro lugar, é claro (por defini¢do!) que se X € L(H) teremos exp(tX) € H, Vt € R. Se X = 0 entdo
X € M(H, W,) trivialmente. Se X # 0 entdo, se escolhermos || < r/|| X]|, teremos que tX € w,. Logo, X € M(H, W,.).
Isso mostra que L(H) C M(H, W,.).

Seja X € M(H, W,) com X # 0. Pelo Corolério 22.1, um tal X existe. Assim, existe um e > 0 tal que exp(t'X) € H
para todo t' € (—e, €). Seja agora t € R qualquer. Se escolhermos n € Z com |n| grande o suficiente, teremos |t/n| < e.
Dai, exp((t/n)X) € H e, como H é um grupo, exp(tX) = (exp((t/n)X))" € H. Como isso vale para qualquer ¢t € R
provamos que X € L(H).

Com isso provamos que M(H, W,) C L(H) e, portanto, M(H, W,) = L(H). Assim, pelo Corolario 22.1, L(H)
é nao-trivial. Consequentemente existem em H subgrupos uniparamétricos nao-triviais, a saber aqueles que tém como
geradores infinitesimais os elementos nao-nulos de M(H, W,). u

Chegamos agora ao ponto em que boa parte do que fizemos serd unificado e revelaremos a importancia de subgrupos
uniparamétricos para os grupos de Lie matriciais.

e Subgrupos uniparamétricos e algebras de Lie

Seja H um subgrupo fechado e néo-discreto de GL(n, C). O seguinte teorema, o qual é uma consequéncia das
férmulas de Lie-Trotter e do comutador (férmulas (11.41) e 11.42 da Proposigao 11.13, pagina 638. Vide Capitulo 11), é
de importancia fundamental:

Mnfelizmente, alguns textos como [441], [509] e mesmo (surpreendentemente) [388], ndo provam que M, é nio-trivial, o que torna suas
demonstragdes do Teorema 22.2 incompletas. Mesmo [357], que prova os Lemas 22.1 e 22.2, nao menciona o Coroldrio 22.1, embora o mesmo
fique implicito pela sua andlise. A referéncia [217]-[218] , que segue outra e muito interessante linha de raciocinio, é explicita quanto ao
Corolario 22.1.
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Teorema 22.1 Se H é um subgrupo fechado e nao-discreto de GL(n, C) entao L(H), definida acima, é uma dlgebra de
Lie real'®. a

Prova. Vamos primeiramente mostrar que £L(H) é um espago vetorial real. Para tal, precisamos mostrar que se X e
Y sao geradores infinitesimais de dois subgrupos uniparamétricos de H, entao aX + Y também o é, para quaisquer
a, B € R. Comecemos observando que 7(t) := exp (t(aX + BY)) é um subgrupo uniparamétrico continuo de GL(n, C)
cujo gerador infinitesimal é obviamente X + Y. Tudo o que precisamos fazer é mostrar que v(t) € H para todo t € R.
Pela férmula de Lie-Trotter (férmula (11.41) da Proposicao 11.13, pagina 638),

exp (t(aX + BY)) = lim_ |:eXp (%‘X) exp (%Yﬂ " : (22.10)

Observemos entao o seguinte. Pela hipotese, as matrizes exp (%X ) e exp (iy—fY) pertencem ao grupo H, pois supomos

que X e Y sao geradores infinitesimais de subgrupos uniparamétricos de H. Portanto, os produtos exp (%X ) exp (’;—BLY)

s@o também elementos de H, pois H é um grupo. Ora, o lado direito de (22.10) é, portanto, o limite de uma sequéncia de
elementos de H. Como supomos que H é fechado, segue que o limite é igualmente um elemento de H, como queriamos
mostrar. Isso provou entdo que aX + Y € L(H) para quaisquer «, 8 € R e, portanto, L(H) é um espaco vetorial real.

Vamos mostrar agora que £L(H) é uma dlgebra de Lie. Se X, Y € L(H) temos, pela férmula do comutador (f6rmula
11.42 da Proposicao 11.13, pdgina 638), e usando [tX, Y] = ¢t[X, Y], que

exp (03, ¥) = i [esp (Y exp (7Y exp (L s (<20)] 21)

Raciocinio idéntico ao que empregamos acima conclui que exp (t[X , Y]) € H para todo ¢ € R, mostrando que [X, Y] é
o gerador infinitesimal de um subgrupo uniparamétrico continuo de H, ou seja, [X, Y] € L(H). Isso provou que L(H)
é uma algebra de Lie. [ |

Comentdrio. Se para todo X € L(H) tivermos também aX € L(H) para todo o € C, conclui-se pela demonstragao acima que £(H) é uma
4lgebra de Lie complexa. &

22.3.5 Subgrupos Fechados de GL(n, C)

Nesta Secao provaremos o seguinte teorema fundamental, atribuido a Elie Cartan'®:

Teorema 22.2 Se H é um subgrupo topologicamente fechado de GL(n, C) (na topologia métrica induzida de GL(n, C)),
entdo H € também um grupo de Lie (na topologia métrica induzida de GL(n, C)). O

Observamos que o enunciado desse teorema ¢é valido mesmo no caso de H ser um subgrupo discreto, pois nesse caso
H é um grupo de Lie enquanto variedade de dimensao zero. No correr da demonstragao, adiante, suporemos H nao
discreto, eliminando esse caso trivial.

O Teorema 22.2 é particularmente importante pois muitos grupos encontrados em aplicagoes sao subgrupos fechados
de GL(n, C) ou de GL(n, R). Tal é o caso, por exemplo, dos grupos U(n), U(p, ¢), SU(n), SU(p, ¢), O(n), SO(n) e dos
grupos simpléticos. Assim, o Teorema 22.2 informa-nos que tais grupos sao grupos de Lie!

A prova desse teorema sera oferecida a pagina 1248. Antes de chegarmos 14 precisaremos apresentar varios teoremas
preparatérios. Chamamos a atengao do leitor para o fato que as demonstragoes de alguns desses resultados preparatérios
sao bastante técnicas e talvez devam ser omitidas em uma primeira leitura.

Seja H um subgrupo fechado nao-discreto de G = GL(n, C). Sabemos pelo Teorema 22.1 que £(H) é um subespago
de £L(G) = Mat (C, n). Seja L(H)* seu complemento ortogonal (em relacio a algum produto escalar em Mat (C, n), por

15A1gebras de Lie foram definidas & pégina 136.
16Elie Joseph Cartan (1869-1951).
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exemplo (A, B) = Tr(A*B)). Todo elemento A € Mat (C, n) pode ser escrito de modo tnico na forma A = Al + AL,
com Al € L(H) e At € L(H)*.

Seja assim a fungdo @y : L(G) — G definida por
Oy (A) := exp (A”) exp (AJ‘) .

Lema 22.3 Para H, subgrupo fechado e conexo de GL(n, C), existe ro > 0 tal que a aplicagao @y definida acima é um
homeomorfismo do aberto m% em um aberto @H(m%) D> Wy para um certo gy > 0. O

Acima, m,?o ¢ a bola aberta de raio rg em torno da matriz nula. Vide (22.5).

Prova. Escolhamos rg pequeno o suficiente para que valha a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff'?. Considere-se a
aplicagdo ¢ : L(G) = L(G) definida por ¢x(A) =1In (Py(A)), ou seja,

ou(A) == In (exp (A”) exp (AL)) = Als 4t = A4 pp(4),

(lembre-se que Al 4 AL = A) onde

o = 4y [ 4] [ [ )]+

Como facilmente se constata, ”‘”ﬂf)” — 0 para ||A]| — 0. Assim, ¢ é continua e diferencidvel em uma vizinhanga de 0

e sua derivada em 0 é a identidade. Assim, pelo bem conhecido Teorema da Aplica¢do Inversa (vide, Secao 25.3, pdgina
1384, ou por exemplo, [307]), ¢ é um homeomorfismo entre mf% e sua imagem. Como @5 = expo ¢y e a exponencial
é também um homeomorfismo local (Proposi¢ao 11.4, pdgina 628), a prova do Lema 22.3 estd completa. |

Seja H um subgrupo fechado de GL(n, C). Vimos acima que L(H) C Mat (C, n) é uma &lgebra de Lie real e, como
tal, um subespago de Mat (C, n). E evidente que se A € L(H) entao exp(A4) € H. Vamos denotar por H o subgrupo de
H cujos elementos sao produtos finitos de exponenciais de elementos de £(H):

H = {h € H, h=exp(A4;1)---exp(A4,,) para algum m € N, sendo A, € L(H), k=1, ..., m} .

H é de fato um grupo, pois

1. 1€ H,
2. se h = exp(Ay)---exp(A,) € H entdo h™! = exp(—Ap,)---exp(—A1) € H e

3. se h=exp(Ay) - exp(Ap) e h' = exp(A}) - -exp(A,,) € H entdo tem-se, evidentemente,

hh' = exp(A;y)---exp(An)exp(A})---exp(Al,) € H.

O grupo H ¢ denominado subgrupo gerado por L(H). Vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 22.3 Se H € fechado e conexo entao H=H. O

Prova. J4 é evidente, pela definigao, que HCH , de modo que queremos apenas provar que H C H. Seja r > 0, fixo.
O que faremos é provar que f, C L(H) Nw,  para algum 7’ > 0. Se isso for verdadeiro, entdo, pela definigdo de f, em
(22.7) e por (22.8), os elementos de H NW, sao da forma exp(A) com A € L(H)Nw, . Agora, pelo fato de H ser conexo,
sabemos pela Proposigao 22.3, que todo elemento de H pode ser escrito como um produto finito de elementos do interior
de HNW,. Logo, todo elemento de H pode ser escrito como um produto finito exp(A;) - - - exp(Ay, ), para algum m € N,
com Ay € L(H) N, . Ora, isso estd precisamente dizendo que H C ﬁ, que é o que queriamos provar.

17Vide Capitulo 11, pagina 621. A férmula de Baker-Campbell-Hausdorff é dada em (11.68) & pagina 651.
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Vamos entdo mostrar que f. C L(H) N,  para algum " > 0. A demonstragao serd feita por absurdo, ou seja,
supondo que néo existam r e v’ > 0 tais que f, C L(H) N, e chegando-se daf a uma contradigao.

E muito fécil ver pela defini¢ao dos conjuntos fr em (22.7) que f,, C fr, sempre que 11 < ro. Além disso, ﬂ fr = {0}.
>0
Para um r’ arbitrdrio, fixo, vamos entdo supor que nao haja nenhum f, com f, C L(H) Nw, . Isso implica que
F-\(L(H) Nto,s) # () para todo r. Fixando r, poderfamos escolher uma sequéncia r,, < r, r, — 0 com §. \(L(H) Ntw,) #
(). Escolhendo para cada n um elemento X,, € f., \ (£L(H)Nto,), teremos que X,, € f, \ (L(H) Nto,s) para todo n e
X, — 0 quando n — oo.

Como X,, — 0, teremos exp(X,,) € W, para todo n grande o suficiente, onde r{ é referido no enunciado do Lema

22.3. Assim, pelo mesmo lema, existird para cada um de tais n’s um elemento Z, € tw,,, Z, = Z,HL + Z,%, tal que
exp (X,) = Py(Z,) = exp (Z,ll) exp (Z;).

Antes de prosseguirmos, facamos algumas observagoes sobre Zrll e Z+. Como X, — 0, deve valer também Z,, — 0

ja que, pelo Lema 22.3, &y e sua inversa sdo continuas. Assim, tem-se igualmente Z,Hl — 0e Z+ — 0. Pela parte II
do Lema 22.1 e pela parte I da Proposigao 22.8, segue que w, N L(H) C f,.. Dai, para n grande o suficiente, ter-se-&

yll € f,. Note-se também que, como X,, ¢ L(H) para n grande, teremos Z;- # 0, pois, se assim nao fosse, valeria

exp (X,) = exp (Zyl‘z) e, tomando-se o logaritmo (o que é permitido para n grande, ji que || X,]| e ||Z,”L|| estdo ambos
préximos a zero), obterfamos X, = Z,”L € L(H), o que é impossivel.

Como consequéncia das observagoes acima, teremos que exp (Z,f) = exp (—Z,Il) exp (X,,). Sucede que exp (X,) €
HNW, e exp (—Z,HL) € HNW,. Assim exp (Z,Il) € He, || Zx| < |1 Zall < ro. Logo, exp (Z;+) € HN W,,. Portanto,
ZE € fry-

Como consequéncia do Lema 22.2, da parte I da Proposigao 22.8 e da compacidade de f,,, a sequéncia de vetores
de norma 1 dada por Z;-/||Z;-|| tem uma subsequéncia que converge a um elemento de M,, = L(H). Porém, como
ZL e L(H)1, isso é impossivel e tem-se af uma contradicdo. Logo, deve valer f, C £L(H) N, para certos 7, r’ > 0.
Isso completa a prova do Teorema 22.3. |

Podemos agora reunir os resultados que provamos acima e passar a

Prova do Teorema 22.2. Seja H um subgrupo fechado de GL(n, C). Como veremos, é suficiente provarmos o teorema
considerando apenas a componente de H que é conexa ao elemento neutro, componente essa que denominaremos Hy.
Isso pois se provarmos que Hy é uma variedade, a demonstragao facilmente se estendera para todo H. Esse ponto serd
discutido com mais detalhe ao final da demonstracao, de modo que, por ora, nos limitamos a considerar o caso em que
H é conexo (o que, no caso geral, equivale a nos restringirmos a Hp).

Pelo Teorema 22.3, basta provarmos que H éum grupo de Lie. Pelo Teorema 11.4, podemos encontrar uma vizinhanga
aberta de V de 0 em Mat (C, n) e uma vizinhanga aberta W de 1 em GL(n, C) tais que exp : V' — W é um difeomorfismo.
Seja Vi a vizinhanca de 0 em L(H) definida por Vg = V N L(H) e seja Wy sua imagem em H pela exponencial. A
aplicagao exp : Vg — Wy é também um difeomorfismo, pois é a restrigdo de um difeomorfismo (a saber exp : V. — W)
por uma funcdo suave (a projegdo V — Vg ). Existe naturalmente um sistema de coordenadas em Vi, pois L(H) é um
espaco vetorial e, portanto, isomorfo a C*, k sendo a dimensdo de L(H). Dessa forma como exp : Vg — Wg é uma
bijecao, e)ip_1 : Wy — Vg estabelece um sistema de coor@enadas em Wpgy. Para estabelecer um sistema de coordenadas
em todo H, por exemplo, em torno de um elemento h € H, podemos transladar o sistema de coordenadas de Wy para
uma vizinhanga de h, a saber, hWy. As cartas locais assim obtidas serdo compativeis (infinitamente diferencidveis ou
analiticas) devido ao fato de exp : Vg — Wy ser um difeomorfismo e pelo fato de a multiplicagdo por um h constante nao
alterar esse carater. O argumento de translacao pode ser aplicado mesmo a elementos de H que nao estao na componente
conexa a identidade, de modo que todo H se torna uma variedade de dimensao k. O produto e a inversa sao continuas e
infinitamente diferencidveis por o serem em GL(n, C) e também devido ao fato de exp : Viy — Wy ser um difeomorfismo.
A demonstracao do Teorema 22.2 estd entao completa |

Comentdrio. Segundo [357], o Teorema 22.2 é devido a Cartan'®. Demonstragdes desse importante teorema podem ser encontradas em varios
livros-texto, como por exemplo [357] ou [388]. Devemos, porém, notar ao leitor e advertir o estudante que alguns textos (inclusive alguns

18Elie Joseph Cartan (1869-1951). E. J. Cartan foi um dos mais importantes contribuidores & teoria de grupos de Lie.
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classicos) apresentam certas falhas na sua demonstragao, falhas essas que procuramos corrigir e evitar nas demonstragoes acima. Vdrios textos
apresentam demonstragdes incompletas (por exemplo, [441], [509] e mesmo parcialmente [388]), pois deixam por exemplo, de provar que o
conjunto M., definido acima, ndo é apenas formado pelo elemento nulo, um ponto crucial. A demonstragdo que apresentamos é essencialmente
(mas néo exatamente) a de [357] (vide todo §2 do Capitulo XI daquela referéncia). Um outro tratamento excelente é o de [218] (vide também

[217). s

Um ponto importante do Teorema 22.2 é que o subgrupo fechado H é um grupo de Lie com a topologia induzida em
H por G. Em verdade, vale para grupos de Lie um teorema mais ainda forte que o Teorema 22.2:

Teorema 22.4 Todo subgrupo H de um grupo de Lie G é também um grupo de Lie, mas nao necessariamente em rela¢dao
a topologia induzida por G em H. O

Como se vé, esse teorema generaliza o Teorema 22.2 pois nao é necessario requerer que H seja um subgrupo fechado
de GG. Porém, a topologia na qual H é um grupo de Lie pode nao ser a topologia induzida em H por G. Um exemplo
ilustrativo serd discutido na Segao 22.4.3. A demonstracao do Teorema 22.4 estd além dos limites dessas notas e pode
ser encontrada em textos como [388], [218] ou [217].

O Teorema 22.1, pagina 1246, revela um sentido da relacao fundamental entre grupos de Lie e dlgebras de Lie. Ele
mostra que é possivel construir uma algebra de Lie a partir de um grupo de Lie fechado. A teoria geral dos grupos de Lie
revela que muitas propriedades importantes de grupos de Lie podem ser estudadas a partir das algebras de Lie associadas a
seus subgrupos uniparamétricos. Essa relacao se mostra particularmente relevante no estudo de representagoes de grupos
de Lie. E possivel provar (e faremos isso no exemplo do grupo SO(3) no Capitulo 23) que existe uma correspondéncia
um-a-um entre as representagoes de um grupo de Lie e as representagoes de sua dlgebra de Lie. Sucede que (devido
& estrutura linear) é muito mais simples estudar as representagoes de uma dlgebra de Lie do que de um grupo de Lie.
Infelizmente ainda esté fora do modesto alcance destas notas explorar completamente esse vasto terreno e remetemos o
estudante aos bons livros supra-citados sobre grupos e dlgebras de Lie.

Iremos no que segue deste capitulo limitar-nos a discutir algumas questoes as quais sao importantes para um estudo
mais abrangente. Particularmente nos deteremos na questao de identificar algumas situacoes nas quais podemos prosse-
guir no caminho inverso ao que apontamos acima, ou seja, na questao de quando um grupo de Lie pode ser recuperado
a partir da algebra de Lie dos seus geradores infinitesimais por aplicagao da exponenciacao.

22.4 A Relacao entre Grupos de Lie Matriciais e suas Algebras
de Lie

Vimos nas segoes anteriores que se H é um subgrupo nao-discreto fechado de GL(n, C) existe associada ao mesmo uma
algebra de Lie a qual é (obviamente) uma subédlgebra da dlgebra de Lie de GL(n, C) que é Mat (C, n). Serd a reciproca
verdadeira, ou seja, se A é uma subdlgebra de Lie de Mat (C, n) haverd um grupo de Lie fechado associado a A? A
reposta, em geral, é ndo. Um contraexemplo (para n = 2) é o seguinte: Seja a um niimero real irracional e seja a dlgebra

it 0
de Lie formada pelas matrizes 2 x 2 dadas por com t € R. Exponenciando os elementos dessa dlgebra de Lie
0 zat
et 0
obtemos as matrizes com t € R. Esse conjunto de matrizes forma certamente um grupo. Sucede, porém,
0 eiat

que nao se trata de um subgrupo topologicamente fechado de GL(2, C), como veremos com um pouco mais de detalhe
na Secao 22.4.3 (a qual o leitor poderd passar sem perdas). Felizmente é possivel dizer um pouco mais se enfraquecermos
a condigao de H ser um subgrupo fechado. Tem-se, por exemplo, o seguinte:

Proposicao 22.9 Seja G um subgrupo fechado ndo-discreto de GL(n, C) cuja dlgebra de Lie é L(G) e seja H um
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subgrupo (ndo discreto) de G. Seja L(H) := {M € Mat (C, n)| exp(tM) € H, Vte R} e suponha que se saiba que
L(H) € um subespago de L(G). Entdo, L(H) € também uma subdlgebra de L(G). O

Prova. Sejam A, B € L(H). Entdo, é claro que para todos t e s € R teremos e*“e!Pe™%4 € H pois H é um grupo e
es4, et ¢ H. Podemos escrever e¥4etBe54 = exp (teSABe_SA) e isso prova que e¥4Be =4 € L(H) para todo s € R.

Como por hipétese L(H) é um subespago de L(G), L(H) é fechado (pois estamos em dimenséo finita). Logo,

3 1 ] —S d ] —S
L(H) 5 lim — (e*'Be™" = B) = — (¥ Be™*") = (4, B],

completando a prova. [ ]

Comparando a demonstracao acima com a do Teorema 22.1, vemos que a diferenca é que nao supomos que H seja
fechado. Podemos ir mais um pouco além e estabelecer o seguinte:

Teorema 22.5 Seja G um subgrupo fechado de GL(n, C) cuja dlgebra de Lie é L(G) e seja b uma subdlgebra de Lie
real de L(G). Entao, existe um tunico subgrupo conexo H de G cuja dlgebra de Lie é h. H € um grupo de Lie (em uma
certa topologia,). O

Nao apresentaremos a demonstragao dessa afirmagao aqui no caso geral, a qual é uma consequéncia da féormula de
Baker-Campbell-Hausdorff. Mais adiante (pagina 1253) discutiremos como H pode ser construida a partir de § no caso
dessa ultima ser uma algebra de Lie nilpotente, o caso mais facil de tratar.

22.4.1 Algebras de Lie Nilpotentes, Soliveis, Simples e Semissimples

J4 comentamos anteriormente que se A e B sdo matrizes nxn reais ou complexas tais que AB = BA, entdo exp(A) exp(B) =
exp(A + B). O que ocorre caso A e B nao comutem entre si? A resposta a esta questdo é dada por uma expressao
conhecida como formula de Baker-Campbell-Hausdorff, a qual foi discutida e demonstrada no Capitulo 11, pagina 621.
Essa férmula permite expressar o produto exp(A)exp(B) para duas matrizes A e B € Mat (C, n) (ou € Mat (R, n))
novamente como uma exponencial de matrizes:

exp(A)exp(B) = exp(Ax B),

onde A* B é uma expressao um tanto complexa envolvendo somas de comutadores multiplos das matrizes A e B, e cujos
primeiros termos sao os seguintes:

1 1 1
AxB = A+ B+5[A Bl+ S[A [A B+ (B, [B, Al +--- .

A expressdo completa encontra-se em (11.68) & pégina 651.

Vamos agora fazer uma pausa e, antes de entrarmos na discussao das consequéncias da férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff e da exponenciacao de algebras de Lie e sua relagao com grupos de Lie, vamos nos dedicar a discutir alguns
aspectos algébricos das &lgebras de Lie (com o perdao do pleonasmo).

A férmula de Baker-Campbell-Hausdorff nos chama a atengdo para a importancia de comutadores miltiplos de
elementos de uma algebra de Lie. Vamos aproveitar a oportunidade para introduzir algumas nocgoes algébricas muito
empregadas no estudo de dlgebras de Lie. Falaremos da sua relevancia adiante.

No que segue trataremos apenas de algebras de Lie sobre o corpo dos nimeros reais ou complexos.
Seja £ uma &lgebra de Lie e A, B dois subconjuntos de £. Por [A, B] denotamos o conjunto de todos os elementos

de £ que sdo iguais ao comutador de algum elemento de A por algum elemento de B. Em simbolos:

A, B] = {[a, b, ac A, be B}, (22.12)
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° Algebras de Lie nilpotentes

Seja uma &lgebra de Lie £. Com a notacdo acima, denotaremos por L™, n =0, 1, 2, ..., a sequéncia de conjuntos
obtida da seguinte forma: L0 := £ e £lM = [¢, £l*~U] n =1, 2,.... Ou seja,

£l = g,
ol = L L[O}: — £, £,
£ = L L[”: = [£, 16, £]]
B = L LM: - [L, £, (£, L]H etc.
Definicio. Uma 4lgebra de Lie é dita ser dlgebra de Lie nilpotente se L™ = {0} para algum m. [ )

O menor m para o qual £[™ = {0} é dito ser o grau ou indice da 4lgebra de Lie nilpotente. Note-se que se £I™ = {0}
entao L™ = {0} para todo m’ > m.

Um exemplo de algebra de Lie nilpotente é a algebra de Heisenberg tri-dimensional gh;, com geradores infinitesimais
p, q e h, satisfazendo [p, h] =0, [¢, i] =0 e [p, q] = —ih. Para ela vale (ghy)!? = {0}. Essa élgebra foi apresentada e
discutida na Secao 21.3.2 a pagina 1095.

H4 varias razoes por que as algebras de Lie nilpotentes sao relevantes. Uma delas estd no fato de as dlgebras de
Lie nilpotentes serem igualmente dlgebras de Lie soltveis (vide o que segue) e a importancia destas serd discutida. O
leitor pode reconhecer uma outra razao da importancia das dlgebras de Lie nilpotentes na seguinte observacao: para uma
algebra de Lie nilpotente a série de Baker-Campbell-Hausdorff em (11.68) e (11.69) é uma série finita! Voltaremos a isso
quando retomarmos adiante a discussao da férmula Baker-Campbell-Hausdorff.

e Algebras de Lie soliveis

Em paralelo a nocao de algebra de Lie nilpotente que apresentamos acima, existe a nocao de dlgebra de Lie soluvel.

Para uma slgebra de Lie £, denotaremos por £, n =0, 1, ..., a sequéncia de conjuntos obtida da seguinte forma:
LO) =g LM =[N £=D] n =12 ... Ouseja,
£O =
O = 2O, £O) = [, £],
L@ = [L“), L(l)} = [I&, £, [, £)]  ete.
Definicdo. Uma algebra de Lie ¢ dita ser uma dlgebra de Lie solivel se £(™) = {0} para algum m. [

Para qualquer élgebra de Lie £ é bastante evidente, pelas definicoes, acima que £ < L[, De fato, £ = £
e L) = £ e se £ ¢ £ para algum n, segue que £ = {L("), L(")} C [L, L(”)} C [L, L["]] = gl
provando a afirmativa por indugao. Segue dessa observacao que toda algebra de Lie nilpotente é também solavel.

A reciproca dessa ultima afirmacao é falsa: nem toda algebra de Lie solivel é nilpotente. Considere-se com exemplo
a algebra de Lie bidimensional com geradores infinitesimais \; e Ag satisfazendo [A1, A2] = 2. Essa dlgebra nao é
nilpotente, pois [A1, [A1, [+, [A1, A2]]]] = A2. Porém, essa dlgebra é soluvel, pois [[A1, A2], [A1, A2]] = [A2, A2] = 0.
Essa dlgebra aparecerd concretamente no exemplo discutido a pagina 1256.

H4 vérias razoes por que as dlgebras de Lie soluveis sao relevantes. Uma delas sera discutida apds apresentarmos o
Teorema de Levi, abaixo.
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° Algebras de Lie simples e semissimples

Se £ é uma §lgebra de Lie, dizemos que é um subespaco vetorial J de £ é uma subdlgebra (de Lie) se
[@,3] c 3.
Se £ é uma &lgebra de Lie, dizemos que um subespaco vetorial J de £ é um ideal se

[£,9 c 7.

Pela definigao, todo ideal de £ é uma subdlgebra de Lie de £.

As algebras de Lie nilpotentes e as soltveis possuem “muitos” ideais. Contrapostas as mesmas estao as chamadas
algebras de Lie simples e semissimples, que possuem “poucos” ideais.

Definicdo. Uma dlgebra de Lie £ é dita ser simples se seus tnicos ideais forem {0} e a prépria £. '

Definicdo. Uma dlgebra de Lie £ é dita ser semissimples se nao possuir ideais soliveis (que nao {0}). [ )

E bem claro que toda algebra de Lie simples é semissimples.

H4 vérias razoes por que as dlgebras de Lie semissimples sao relevantes. Uma delas sera discutida apds apresentarmos
o Teorema de Levi, abaixo.

e Soma direta e soma semidireta de algebras de Lie

Definicao. Uma &lgebra de Lie £ é dita ser a soma direta de duas de suas subéalgebras £1 e L5 se
[£1, L2] = 0

e se todo elemento x € £ puder ser escrito de modo tnico da forma x = 21 + x2 com x1 € L1 e 22 € Ls.

Se L for a soma direta de £1 e L5 denotamos isso por £ = £ @ Ls. '

Definicdo. Uma &lgebra de Lie £ é dita ser a soma semidireta de duas de suas subdlgebras £1 e L5 se
[Ll, Lg] C Lo
e se todo elemento x € £ puder ser escrito de modo tnico da forma x = 21 + x5 com x1 € L1 e 25 € Lo.

Se L for a soma semidireta de £ e L5 denotamos isso por L = £ H L5. Note que L5 deve ser um ideal de L. '

Neste contexto, o seguinte teorema, devido ao matemético italiano Eugenio E. Levi'®, é importante. Sua demonstracio
(vide, e.g., [357, 246]) estd além das pretensoes destas Notas, mas é, em espirito, similar & demonstragdo do Teorema de
Decomposicao de Jordan, Teorema 10.21, pagina 566.

Teorema 22.6 (Teorema de Levi) Toda dlgebra de Lie £ de dimensao finita é uma soma semidireta
L =SHR,

onde 8 € semissimples e R solivel. O

A subédlgebra R acima é denominada radical de L.

Exemplo 22.1 O chamado grupo Euclidiano®® em trés dimensbes E3 possui seis geradores infinitesimais Ji, Ja, J3 (geradores
infinitesimais de rotagdes) e Py, P, Ps (geradores infinitesimais de translagdes), satisfazendo as relagoes

3 3
[Ji, J]] = qukjk [J»L, Pj] = Zei]'kpk [Pi, Pj] = 0,

k=1 k=1

YEugenio Elia Levi (1883-1917).
20Euclides, de Alexandria (ci. 325 A.C., ci. 265 A.C.).
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onde €;5;, é o simbolo antissimétrico de Levi-Civita definido em (21.96), p4gina 1123. Se denominarmos por P a subdlgebra gerada
por P, P>, Ps e por J asubdlgebra gerada por Ji, Ja, Js, veremos que P é solivel (pois é Abeliana) e que J é simples (e, portanto,
semissimples). E também imediato que £L = PH J. ¢

O teorema de Levi nos diz que o estudo geral de algebras de Lie, e consequentemente, de grupos de Lie, reduz-se ao
estudo das dlgebras de Lie soltveis (dentre as quais estdo as nilpotentes) e das dlgebras de Lie semissimples. Um dos
resultados mais importantes da teoria das algebras de Lie é uma célebre classificagao completa de todas as algebras de
Lie semissimples, feito devido a Killing?! e a Cartan®?. Para o caso das dlgebras soltiveis uma classificacio completa esta
ainda longe de ser alcancada.

22.4.2 Questoes sobre a Exponenciacao de Algebras de Lie
Apesar de sua importancia, a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff apresenta uma restrigdo quanto a norma das matrizes
A e B, necessdria para garantir a convergéncia da série que ocorre em (11.68). H4, porém, uma classe de dlgebras de Lie

para a qual essa questao nao é importante, as chamadas algebras de Lie nilpotentes, das quais trataremos agora.

e Grupos de Lie nilpotentes

A importancia das dlgebras de Lie nilpotentes no contexto da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (11.68), pdgina
651, é a seguinte. Se L C Mat (C, n) é uma dlgebra de Lie nilpotente de grau m de matrizes, entdo para quaisquer
A, B € L teremos que A x B definida em (11.68) é uma soma finita, contendo no mdximo comutadores multiplos de
ordem m.

Com isso, vemos que para uma dlgebra de Lie nilpotente de matrizes £ C Mat (C, n) ndo existe o problema da
convergéncia da série de (11.68), e a mesma vale para todo A, B € £, independente da norma desses elementos. Fora
isso A*x B € £, ja que é dado por uma soma finita de elementos de £. Uma consequéncia é a seguinte proposicao.

Proposicao 22.10 Seja G um subgrupo de Lie de GL(n, C) e Lo C Mat (C, n) sua dlgebra de Lie. Vamos supor que
L seja nilpotente. Entdo, o produto x definido pela formula de Baker-Campbell-Hausdorff € associativo. Fora isso, a
dlgebra de Lie Lg €, ela mesma, um grupo com o produto *. O

Prova. Sejam A', A% e A® trés elementos de £g. Se Ly, ..., L, formam uma base em L podemos escrever A* =
27;:1 ag Ly, onde o, sao nimeros complexos. Como a soma de comutadores que ocorre na férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff é finita, concluimos que

m m
(A" A%)x A% = > “pr(a)Li e Al (A2 A%) = qu(a)Lk
=1 k=1
onde pi(a) e gr(«) s@o polinémios nas varidveis aé-, i1=1,2,3,5=1, ..., m. Desejamos provar que para cada k tem-se
Pk = qr. Como ambos sao polinomios, é suficiente provar isso para quando as variaveis 04; estao restritas a algum aberto
de C.

Sejam G; = exp(A?), i = 1, 2, 3, elementos de G. Como o produto do grupo é associativo, temos (G1G2)G3 =
G1(G2G3) e, portanto, exp((A'  A%)x A%) = exp(A' x (A% x A?)). Se escolhermos as varidveis o} suficientemente proximas
de zero, teremos pi(a) e gr () igualmente préximas de zero (convenga-se disso checando a férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff) e, portanto, ||(A! x A%) x A3||c e | Al x (A% x A3)||¢ podem ser ambas feitas menores que In 2. Pela Proposicio
11.5, pagina 628, podemos tomar o logaritmo das exponenciais acima e concluir que (A! x A%) x A3 = Al x (A% x A3).
Assim,

m m
> pr(@)Li = qr(e)Li
k=1 k=1

21Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
22Elie Joseph Cartan (1869-1951).
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pelo menos para aé pequenos o suficiente. Como os elementos L da base sao linearmente independentes, concluimos
que pi(a) = gx(a) para todo k = 1, ..., m, pelo menos quando os aé sao pequenos o suficiente. Como py e g sao
polindmios, isso vale para todos o’ € C. Isso provou a associatividade.

Para provar que L é um grupo, devemos mostrar que hd um elemento neutro em L para o produto * e que para
cada elemento de L existe uma inversa. Pela formula de Baker-Campbell-Hausdorff é facil constatar que

Ax0 = 0xA = A

para todo A € L. Assim o zero é o elemento neutro procurado. Fora isso, também pela férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff é facil constatar que

Ax(—A) = A+ (—A)+ comutadores de Acom —A = 0.

Logo, (L¢g, *) é um grupo. |

Esses fatos tém ainda uma consequéncia importante. Seja £ C Mat (C, n) uma dlgebra de Lie nilpotente de matrizes.
Definamos por exp(£) o conjunto de todas as matrizes que sdo exponenciais de elementos de L:

exp(L) = {G € Mat (C, n)| G = exp(A) para algum A € L} .

Afirmamos que exp(£) é um grupo (em relagdo ao produto usual de matrizes), em verdade um subgrupo de GL(n, C).
De fato, 1 € exp(£), pois, 0 € £. Se G = exp(A) com A € £, entdo sua inversa é G~! = exp(—A), que também pertence
a exp(L) pois —A € L. Por fim, se G; = exp(A1) e Ga = exp(A2) com A; e As dois elementos quaisquer de € £, entdo,
pela férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, G1 G2 = exp(A; * A3) € exp(L), pois A1 x As € L.

A conclusao é que a partir de uma dlgebra de Lie nilpotente £ podemos construir um grupo, denominado grupo de Lie
associado a dlgebra £ pelo procedimento de exponenciagao. E importante notar que £ é um conjunto conexo. Portanto,
como a exponencial é continua, o grupo exp(£) é igualmente conexo.

Interessantemente vale também a reciproca. Seja G um grupo de Lie conezo fechado (de matrizes) e L sua dlgebra
de Lie e vamos supor que L¢ seja nilpotente. Considere, para algum e > 0 suficientemente pequeno, o subconjunto V
de L definido por

m
Ve = {Z)\kLk, com |\;| < e paratodoi=1, ..., m} ,
k=1

e o subconjunto U, de G definido por

m
U, = {exp <Z )\kLk> , com |\;| <eparatodoi=1, ..., m} ,
k=1

onde Ly, ..., L,, formam uma base em Lg.

Note-se que V. é um subconjunto aberto de L¢. Note-se também que 1 € U, e que se g = exp (> ;-; MLi) € Ue
entdo g~ = exp (— ZZL=1 M Li) € Ue. Assim, se provarmos que U, é aberto poderemos usar a Proposicao 22.3, pagina
1234.

Se € for pequeno o suficiente poderemos garantir que || Y 7" AxLi|lc < In2 sempre que |\;| < € para todo i =
1, ..., me, pela Proposicao 11.5, pagina 628, teremos In (exp (> ;- A\pLx)) = > peq Ae L. Logo, Ue é a imagem inversa
pela fungao In do conjunto aberto V.. Como In é uma fungao continua (Proposi¢ao 11.3, pagina 627) concluimos que U,
é igualmente aberto.

Logo, pela Proposigao 22.3, cada elemento g de G pode ser escrito como um produto de n elementos de U.: g =
g1 gn, onde g; = exp(l;) com l; € V.. Agora, como a dlgebra é nilpotente, vale exp(l1) - --exp(l,) = exp(ly * - - * I,).
Com isso, fica demonstrada a seguinte afirmagao: se G é um subgrupo conexo fechado de GL(n, C) e se sua &lgebra de
Lie L é nilpotente, entao todo elemento de G pode ser escrito como exponencial de um elemento de Lg. Um exemplo
dessa situacao é o grupo de Heisenberg GHj, tratado a pagina 1095.

Observagéo 1. O niimero n mencionado no tltimo pardgrafo pode ndo ser o mesmo para todo g € G (vide o enunciado da Proposicio

22.3), podendo eventualmente crescer arbitrariamente quando g varia no grupo. Porém, como a élgebra £ é nilpotente, o produto I3 *-- -1,
estd sempre definido para qualquer n. &
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Observagéo 2. Nas circunstancias descritas acima, é ficil constatar que a funcdo exponencial exp : LG — G é um isomorfismo do grupo
(Lg, *) em G. &

Grupos de Lie com &algebras de Lie nilpotentes nao sao os unicos grupos de Lie para os quais vale que todo seu
elemento pode ser escrito como exponencial de um elemento da sua algebra de Lie. E possivel mostrar que grupos de Lie
compactos com algebras de Lie semissimples também tém essa propriedade. Para uma demonstragao vide, por exemplo,
[441]. Vimos isso de modo explicito quando tratarmos dos grupos SO(3), SU(2), SL(2, C), SU(n) e SO(n) no Capitulo
21, pagina 1083.

Para grupos de Lie nao-conexos tipicamente ocorre que nao se pode escrever todos os seus elementos como exponenciais
de elementos de sua dlgebra de Lie. Tal é, por exemplo, o caso do grupo de Lie GL(2, R), cuja dlgebra de Lie é Mat (R, 2).
A exponencial de matrizes reais 2 x 2 é sempre formada por matrizes com determinante positivo (pela Proposicao 10.14,
pagina 517, ou pela Proposigao 11.7, pagina 631), enquanto que GL(2, R) possui também matrizes com determinante
negativo. Vide Proposicao 11.11, pagina 636.

Porém, como veremos no exemplo discutido em detalhe a pagina 1256, nao basta que um grupo de Lie seja conexo
para que todos os seus elementos possam ser escritos como exponenciais de elementos de sua algebra de Lie. Em varios
casos, todavia, os elementos do grupo podem ser escritos como um produto finito de exponenciais. Tal também ocorre
no exemplo da pagina 1256.

Para um grupo de Lie conexo G é possivel, sob hipéteses adequadas que nao discutiremos aqui, construir um grupo de
Lie simplesmente conexo a partir de sua algebra de Lie, usando um procedimento semelhante ao que empregamos quando
discutimos acima o caso de dlgebras de Lie nilpotentes. Constrdi-se primeiramente uma vizinhanga U da identidade que
seja simétrica (ou seja, se g € U entdao g~! € U) —por exemplo a vizinhanga na qual a férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff converge, no caso de matrizes— e em seguida considera-se o conjunto formado por produtos finitos de elementos
de U, o chamado grupo gerado por U. Esse conjunto é em geral um grupo de Lie simplesmente conexo que é um
recobrimento do grupo original G.

22.4.3 Alguns Exemplos Especiais

e Um subgrupo conexo nao-fechado de GL(2, C)

Exibiremos aqui um exemplo de um subgrupo conexo nao-fechado de GL(2, C) o qual é um grupo de Lie mas nao
é um subgrupo de Lie de GL(2, C). Isso significa que a topologia que faz desse subgrupo H, um grupo de Lie nao é a
topologia induzida por GL(2, C) em H,.

Esse exemplo é bastante instrutivo e ilustra o porqué de haver certas dificuldades sutis de natureza topoldgica na
teoria dos grupos de Lie (e na geometria diferencial, em geral).

O grupo em questao é o seguinte grupo de matrizes a um parametro real:

onde a é um numero real irracional fixo arbitrario. Para mostrar que esse grupo nao é fechado, vamos exibir uma
sequéncia convergente de matrizes de H, que nio converge a um elemento de H,. Considere t,, = (2n+ 1)7 com n € INy.

-1 0
As matrizes de H, correspondentes a esses valores de t sao . Sucede que, como a é irracional, os
0 ei27ra(2n+1)

nimeros complexos da forma e27*(2"*+1) com n € Ny, formam um conjunto denso em todo o circulo unitério do plano
complexo?3. Assim, existe uma subsequéncia ny, tal que e?27%2"+1) converge a —1 quando k — co. Isso mostra que a
matriz —1 estd no fecho de H,. Sucede, porém, que —1 ¢ H, pois, para a irracional, nao existe nenhum ¢ real tal que
valham simultaneamente e = —1 ¢ €' = —1 (prove isso). Isso mostra que H, nao é fechado.

230 leitor para o qual esse fato ndo é familiar poderd encontrar demonstragdes em bons livros sobre teoria de nimeros, por exemplo [201].
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et 0
Por outro lado, é claro que ha uma aplicagao bijetora de R em H, dada por R >t — , a qual induz a
0 eiat
topologia usual de R em H,, topologia essa na qual H, é um grupo de Lie, como facilmente se vé. Essa topologia nao
coincide com a topologia induzida em H, pela norma de matrizes em H,.

H&4 uma maneira geométrica de entender o que estd acontecendo nesse grupo. Considere o seguinte grupo de Lie de
matrizes 2 X 2:
et 0
T = , t,seR
0 eis

Esse grupo de Lie (a dois parametros reais) pode ser visualizado como um toro bidimensional (pois é o produto Cartesiano
de dois circulos: o circulo € com t € R e o circulo €** com s € R). Cada grupo H, é um subgrupo de T e, nessa imagem,
corresponde a uma curva (pois cada H, é unidimensional) que preenche densamente o toro sem autocruzamentos. Dessa
forma entende-se que o fecho de H, na topologia da norma das matrizes é o grupo 7.

Se imaginarmos um aberto no toro, veremos que este intersecta a curva que corresponde a H, em infinitos segmentos.
Assim, H, nao é uma subvariedade de T e, portanto, apesar de ser um subgrupo de T', H, nao pode ser um subgrupo
de Lie de T na topologia de T'.

e Exponenciagao e algebras de Lie matriciais. Um contraexemplo

Vamos agora apresentar um exemplo de um grupo de Lie conexo no qual nao podemos escrever todos os seus elementos
como exponenciais de elementos de sua algebra de Lie, ou seja, a exponencial de sua dlgebra de Lie nao é sobrejetora no

grupo.
Seja o um ntimero real irracional®* fixo. Vamos considerar o seguinte conjunto de matrizes complexas 2 x 2:

Ho = {h(t, 2), teR, z€C} ,

onde
etz
h(t, z) = . (22.13)
0 eiat
Afirmamos que H,, é um subgrupo de GL(2, C). De fato,
1 = h(0,0) €H,,

h(t, 2)h(t', 2") ht+1, ze +2e) e H, e

h(t, 2)7Y = h(—t, —ze T e 5, .

E. 22.11 Ezercicio. Verifique! "

He € um grupo de Lie conexo parametrizado por t € R e z € C. De fato, o grupo H, é homeomorfo a variedade
conexa R x C. O homeomorfismo de R x C em H, é dado pela fungéo h definida em (22.13), isto é, h : R x C — H,,

(t, 2) = h(t, z) =

24Como veremos abaixo, é crucial para a construcio desejada que a néo seja racional.
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Claramente, h é continua. Vamos mostrar que h é bijetora. Suponha que existam (¢, z) e (¢, z’) € R x C tais que
h(t, z) = h(t', '), ou seja,

Isso implica as trés seguintes condigoes simultaneas:

et = ¢t (22.14)
et = gt (22.15)
z = 2. (22.16)

As relagoes (22.14) e (22.15) implicam
t =t +2rk e at = ot +2nl,
respectivamente, para k, [ € Z. Assim, multiplicando-se a primeira igualdade por « e subtraindo-se da segunda, teriamos
ak =1

para k, [ € Z. Mas isso é impossivel se o for um ntimero irracional, a menos que £ = [ = (0. Com isso, concluimos que
t =1, fato esse que, juntamente com (22.16), prova que h é uma bijegdo. Mais ainda, é bem claro que h é infinitamente
diferencidvel e, portanto, é um difeomorfismo.

Vamos determinar os geradores infinitesimais de H,, que denotaremos por Ay, As:

b i 0
)\1 = Eh(t, Z) = )
t=2=0 0 i
9 0 1
)\2 = a—h(t, Z) =
z e
t=2=0 0 O
E. 22.12 FEzercicio. Verifique! "

Um elemento genérico da algebra de Lie £(H,,) associada a H,, é, portanto, da forma

h(r, w) = 7M1 +why = ,

comTeReweC.

E. 22.13 FEzercicio. Constate que [A1, A2] =i(1 —a)X2. Conclua dai que a &lgebra de Lie £(H,) associada a H, ndo é nilpotente,
ndo é simples e ndo é semissimples, mas é soldvel. o+

Vamos nos dedicar agora a calcular exp(h(r, w)). E muito facil provar que

(iT)? w(iT)(1 4 «)

0 (iaT)?
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e que

(it)3 w(iT)?(1 + a + a?)

0 (iat)3

Por inducao, vé-se também que

(ir)" u(mﬂ”l<gifap> i U4ﬁ0nl<lan)

p=0

b(Tv w)n = = )

0 (iar)™ 0 (iaT)"

para todo n > 1. Na ultima igualdade usamos a bem conhecida formula da progressao geométrica.

E. 22.14 Ezercicio importante. Prove as afirmacdes acima.

Dessa forma, obtemos

explb(r, w) = 143 bl w)"

1+ 2y “’2 i) <11_0;7> ¢ wf(r)

onde

rm = 3 Sy (A2

n=1

Vamos agora expressar melhor a func¢do f(7). Note-se que f(0) =1 e que, para 7 # 0,

= 1, n—1 1—a" 1 S L. n—1 = [y n—1
ZE(”) (1@) = 104(225(”) _O‘ZE(WT) )

1258 /2825
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Assim,

e, finalmente,

exp(h(r, w)) = . (22.17)

A questao que agora se poe é: serd o conjunto de matrizes exp(L(Hy)) = {exp(h(1, w)), 7 € R, w € C} igual a H,?

27

A resposta é nao! Para provar isso mostraremos que as matrizes h (m, z) com z # 0 nao sao elementos do conjunto

exp(L(H,)). Se tal ndo fosse o caso, existiriam 7 € R e w € C tais que

h (155 2) = ew(r w).

ou seja,

Isso s6 é possivel se as seguintes trés condigoes forem satisfeitas simultaneamente:

27

e'ts = 7, (22.18)
ST = eloT (22.19)
) (22.20)
As condigoes (22.18) e (22.19) implicam
T = 12_—7ra + 27k e ar = fiaa + 27l

respectivamente, com k, | € Z. Das duas conclui-se (multiplicando a primeira por «) que 2rka = 27l, ou seja, ka = .
Porém, como « foi suposto ser um ntimero irracional, isso s6 é possivel se £ =1 = 0. Portanto

2
1—a

Ocorre agora, porém, que inserindo-se esse valor de 7 no lado direito de (22.20) obtemos

; o0 B iirs [ pil—a) T g B j2ma i A .
YI\1=a) T Y170 i - e omi )

l-«

e, consequentemente, (22.20) ndo pode ser satisfeita para z # 0.

Esse exemplo ilustra bem o fato mencionado de haver situagoes nas quais a imagem pela exponenciacao da dlgebra
de Lie £(G) associada a um grupo de Lie G nao coincide com o grupo G.



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 22 1260/2825

E. 22.15 Ezercicio. Seja um grupo de Lie simplesmente conexo G, cuja dlgebra de Lie é £. Um teorema devido a Dixmier [217]-
[218] afirma, entre outras coisas, que exp(L) = G se exp for injetora. Mostre que (7, w) — exp(h(7, w)) definida em (22.17) n3o é
injetora. *

No exemplo acima vale, porém, a seguinte afirmagao: todo elemento de H, pode ser escrito como produto de duas
exponenciais de elementos da dlgebra de Lie £(3{,), a saber, da forma

exp(h(, 0)) exp(h(0, w)) .

De fato, é bem fécil ver que

h(t, z) = = = exp(h(t, 0))exp(h(0, e *2)).



