Capitulo 22
Grupos. Alguns Exemplos
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RUPOS sao objetos de suma importancia na Fisica devido a sua relagao com transformagdes de simetria. A
nocao abstrata de grupo foi introduzida na Seg¢ao 2.1.3, pagina 84. No presente capitulo apresentaremos alguns
grupos de particular interesse na Fisica e na Matematica e estudaremos algumas de suas propriedades mais

simples e importantes. Com particular detalhe trataremos do grupo de Lorentz na Se¢do 22.6, pagina 1095, grupo
esse de fundamental importancia na Teoria da Relatividade. No Capitulo 23, pagina 1141, apresentaremos diversos
desenvolvimentos basicos da Mecanica Classica, notadamente da teoria dos corpos rigidos, sob a luz da Teoria de Grupos,
especialmente do grupo de rotagGes SO(3), o qual & estudado com certo detalhe na Secdo 22.3.2, pagina 1052.
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22.1 O Grupo de Permutacoes

Seja C' um conjunto nao-vazio qualquer e seja Perm(C) o conjunto de todas as fungOes bijetoras de C' em C. Perm(C)
& naturalmente um grupo, onde o produto & a composi¢ao de fungdes e o elemento neutro & a funcao identidade (que
denotaremos doravante por id). O elemento inverso de uma fungao f € Perm(C) & a sua fungdo inversa f~! (que existe,
pois Perm(C) contém funcDes bijetoras, por definicdao). Perm(C) & denominado grupo de permutacdes do conjunto C.

E. 22.1 Ezercicio. Mostre que Perm(C’) somente é um grupo Abeliano se C' possuir um ou dois elementos. *

Grupos de permutacOes desempenham um papel de destaque na Teoria de Grupos, em parte devido ao seguinte
teorema estrutural, que ndo demonstraremos nestas Notas, e que & denominado Teorema de Cayley':

Teorema 22.1 Todo grupo & subgrupo de um grupo de permutacdes Perm(C), para algum conjunto C. 1

De particular importancia & o caso em que C' & um conjunto finito. Tais grupos de permutagado e suas representacoes
também desempenham um papel de destaque na Fisica, particularmente na Mecanica Quantica, e por isso vamos nos
deter um pouco nos mesmos.

e Grupos de permutactes de n elementos

Seja n > 1, inteiro, e considere-se o conjunto {1, ..., n}. O grupo S,, = Perm({1, ..., n}) & denominado grupo de
permutacGes de n elementos.

E. 22.2 Ezercicio. Seja C' um conjunto com n elementos. Mostre que Perm(C) é isomorfo a S,,. *
Um elemento 7 € S,, & dito ser uma permutag@o. Como toda a permutacdo, = & uma fun¢ao bijetora {1, ..., n} —
{1, ..., n} e & costume representa-la na forma de um arranjo matricial:
1 2 . n
T = ,

) #(2) ... w(n)

onde na primeira linha ordenamos os elementos de {1, ..., n} e na segunda suas imagens por 7.

Exemplos. Os elementos de S; s@o

1 2 1 2
™ = e Ty =
1 2 2 1
m & a identidade do grupo.
Os elementos de S5 sao
1 2 3 1 2 3 1 2 3
™ = ) T = ) T3 = )
1 2 3 2 1 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
T4 = ) 5 = ) 6 =
3 21 31 2 2 31
m & a identidade do grupo.
E. 22.3 Exercicio. Mostre que S, tem exatamente n! elementos. *

LArthur Cayley (1821-1895).
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22.1.1 Ciclos, TransposicOes e Transposicoes Elementares
Vamos aqui estudar alguns fatos estruturais importantes sobre os grupos S,,.
e Ciclos
Precisamos da seguinte defini¢ao.
Definigao. Uma permutacao = & dita ser um ciclo, ou um r-ciclo, se existirem r inteiros distintos 41, ..., tais que
j7 Sejg{ilv"'viT}a
() = § igp1, S€j=i4, MasaFEr,
11, Sej =1, .
[ )
E. 22.4 Exercicio. Mostre que se m é um r-ciclo, entdo 7" = id. *
A importancia do conceito de ciclo manifesta-se no seguinte teorema:
Teorema 22.2 Toda permutacao diferente da identidade & um produto de ciclos disjuntos dois a dois. —1
Prova. Seja 7 € S, m # id. Seja i; 0 menor elemento de {1, ..., n} para o qual «(z) # i. Vamos considerar a sequéncia
(em principio infinita)
7;17 ﬂ-(il)a ﬂ-Q(il)v 7T3(i1)5 s
Os elementos dessa sequéncia sdo obviamente elementos de {1, ..., n} que & um conjunto finito. Consequentemente essa

sequéncia tem, na verdade, elementos repetidos. Vamos supor que 7P(i1) e w9(i1), p < ¢, Sejam 0s primeiros elementos
que se repetem: 7P(i;) = w9(i1). Essa igualdade implicaria i; = 7" (i1), onde r; = g — p. Assim, 0 primeiro par que se

repete na sequéncia acima &, em verdade, o par i; e " (iy).
Isso nos diz que a sequéncia acima & uma repeticdo infinita da sequéncia finita
. . 2/ .
11, Tr(ll)a ™ (Zl)v ceey "t (Zl) )
sequéncia esta formada por r; elementos que, por construcao, sao distintos.
Vamos denominar

i1, ig = 7(i1), i3 = 7 (i1), ce iry = 7 2 (i1)

e definir 7, € S, por

7, Sej & {i1, -ovy bry},

™) =  dgp1 = 7%(i1), Sej =i, Masa#r,

Z.la se .7 = i’l“l :

E evidente que 7; & um ciclo e que 7; e 7 coincidem no conjunto {41, ...,i., }. Podemos entdo escrever
— A !
mT = mmT = T T,
onde 7’ € S,, & a identidade em {iy, ...,%, } € coincide com 7= no complemento:
. 7 sej€{it, --vy ir ),
() =

w(j), de outra forma.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1030/2349

O que fazemos em seguida & repetir o procedimento, mas agora para a permutagao «’. Obteremos 7’ = mon”’ = 7//m5,
onde 72 & novamente um ciclo (disjunto de 71, por construgdo). Como {1, ..., n} & um conjunto finito, a repeticao
desse procedimento deve ter um fim, e obtemos

m = 7['17'('2 . e ﬂ'k
para k ciclos 71, ..., m disjuntos dois a dois. Isso completa a prova. |
e Transposicoes
2-ciclos s8o denominados transposices. Sejam p e ¢ dois elementos distintos de {1, ..., n}. A transposi¢ao de p e

g, denotada por ¢, , & a permutag@o definida por
J, SejFpejFaq,
thal) =9 q, sej=p,
P, Sej=gq.

TransposicOes sao importantes pela seguinte razao:

Teorema 22.3 Todo ciclo pode ser escrito como um produto de transposicoes. —1
Prova. Seja 7 o ciclo associado ao conjunto {i1, ...,%.} C {1, ...,n}:
j7 Sejg{ilv"'viT}a
() = § igp1, S€j =i, MasaFr,
i1,  Sej=i.

A prova resume-se em constatar que

T = iy, ipbin, iv—abia, ir—p ** " Lia, iglia, iz -

E. 22.5 Ezercicio. Complete os detalhes e/ou faga alguns casos particulares para convencer-se. *

O seguinte teorema & um corolario imediato dos Teoremas 22.2 e 22.3:

Teorema 22.4 Toda permutac@o diferente da identidade & um produto de transposicOes. —1

e Transposicoes elementares

De particular importéncia sdo as transposic0es de vizinhos t; =t; ;41 comi=1, ..., n— 1

Js sejFiejFi+l,
ti() =< i+1, sej=i,

1, sej=1+1.

e que sao chamadas transposictes elementares. A importancia das mesmas reside nos dois teoremas abaixo.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22

Teorema 22.5 Toda transposicao & um produto de transposicdes elementares.

Prova. Seja ¢, , uma transposi¢do com p < ¢. A prova resume-se em constatar que

tp,q = tg—1,q " tp+1, pr2lp, p+itpt1, pr2 - "tg—1,q = tg—1- tprilplpy1---tq—1 -

E. 22.6 Exercicio. Complete os detalhes e/ou faga alguns casos particulares para convencer-se.

O seguinte teorema & um corolario imediato dos Teoremas 22.2, 22.3, 22.4 ¢ 22.5:

Teorema 22.6 Toda permutac@o diferente da identidade & um produto de transposi¢Oes elementares.

1031/2349

1

O Teorema 22.6 afirma que S,, & um grupo gerado por transposictes elementares, ou seja, todo = € S,, (distinto da

identidade) & da forma

™ = til cee tik s (221)
para certas transposic0es ¢;,, ..., t;..
E. 22.7 Exercicio. Determine quais dos elementos 71, ..., s do grupo Ss (pagina 1028) s3o transposicdes elementares e escreva
os demais como produtos de tais transposi¢coes elementares. *
Podemos nos perguntar, essa forma de escrever 7 & (inica? A resposta & nao, pelas razbes que agora expomos.
e TransposicOes elementares e suas relacOes
Proposicao 22.1 Em S, as transposicoes elementares ¢;, : =1, ..., n — 1 satisfazem as seguintes relactes:
t:)* = id, (22.2)
tit; = titi, seli—j|>2, (22.3)
titiv1ts = tigititiyr, se 1= 1, e, N = 2. (224)
1
Prova. «— Exercicio. |

Essa proposi¢ao explica por que a representacao (22.1) ndo & geralmente Gnica: o lado direito de (22.1) pode even-
tualmente ser reescrito se aplicarmos quaisquer das relagdes (22.2)-(22.4). Estas, porém, sdao as Gnicas relagdes que as

transposicOes elementares ¢; satisfazem. Desses fatos extraimos a seguinte conclusao:

Proposicao 22.2 Todo grupo gerado por n — 1 elementos ¢1, ..., t,—1 € que satisfazem as relacBes (22.2)-(22.4) (e

somente elas) & isomorfo a S,,.

Prova. «— Exercicio.

e O sinal, ou paridade, de uma permutacao

1

Seja m € S,,. O sinal, ou paridade, de = & (—1)*, onde k & o menor nimero de transposigOes elementares que geram

m. Assim, se ™ = t;, - - - t;, define-se sinal (id) = +1 e

sinal (7) = (-1, 7#id.

O estudante & convidado a constatar que sinal (7) ndo depende da particular representacao de = em termos de produtos

de transposices elementares, pois sinal () n@ao muda por aplicagao das relagdes (22.2)-(22.4).
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E. 22.8 Ezercicio. Determine o sinal das permuta¢des 71, ..., mg do grupo S3 dadas acima (pagina 1028). *

E. 22.9 Exercicio importante. Mostre que

sinal (x7') = sinal (r)sinal (7")

para todos 7, 7' [_3),. Mostre dai que S;7 = {m [9,| sinal () = +1} é um subgrupo de S, o subgrupo das permutacdes pares.
Mostre também que S, é normal. *

S, & também denominado subgrupo alternante de grau n.

E. 22.10 Ezercicio. Ja mencionamos que S, tem n! elementos. Quantos elementos tem S;? *

e O grupo de trancas

Ha um grupo importante aparentado ao grupo S,, que & o chamado grupo de n trangas, denotado por B, (do inglés

braid = trancga). Este &, por defini¢do, o grupo gerado por n — 1 elementos b1, ..., b,_1 que satisfazem as relagcGes
bibj = bib, seli—j|>2, (22.5)
bibi+1bi = bi+1bibi+1, se i = 1, e, N — 2 R (226)
de tal forma que para todo § € B,, existem {b;,, ..., b; } C {b1, ..., bp—1} € nUmeros inteiros ny, ..., nx € Z tais que

B = )™ )™

Note-se que a relagdo (22.2) nao tem analogo em B, ou seja, ao contrario do que ocorre em S,,, 0s elementos b; nao
tém a si mesmos como inversa. Por essa razao, elementos como (b;)™ para n’s diferentes sao todos distintos entre si.
Assim, ao contréario de S,,, B,, € um grupo infinito, apesar de ter um nimero finito de geradores.

E. 22.11 Ezercicio. Seja p:7Z - {0, 1} definida por p(n) = 0 se n for par e p(n) = 1 se n for impar. Mostre que ¢ : B, - S,
definido por ¢((bi, )™ « -+ (bsy )™ ) = tfl(”l) e tfé”k) é um homomorfismo. *

O grupo de trancas foi inventado pelo matematico E. Artin? em 1925 e desempenha um papel importante na chamada
teoria dos nds, um rico capitulo do estudo das propriedades topoldgicas do espago tridimensional. Nesse contexto 0s
elementos b; t8m uma interpretacao interessante em termos de transposictes de trangas (barbantes) no espaco tridimen-
sional. Por falta de espaco e habilidade em apresentar as figuras correspondentes, ndao entraremos em mais detalhes aqui
e remetemos o estudante a leitura de [183], por exemplo. No final dos anos 80 e nos anos 90 do Século XX encontrou-se
aplicagbes dos grupos de trangas na Fisica, no contexto das Teorias Quanticas de Campos em dimenstes 2 e 3, assim
como na Fisica dos Materiais (problema da Supercondutividade a altas temperaturas).

22.2 Alguns Grupos Matriciais

22.2.1 0Os Grupos GL(n) e SL(n)

Vamos denotar por Mat (n, R) ou Mat (R, n) o conjunto de todas as matrizes reais n x n e por Mat (n, C) ou Mat (C, n)
0 conjunto de todas as matrizes complexas n x n.

Mat (n, R) e Mat (n, C) sdo naturalmente dois grupos (Abelianos) em relacdo a operagao de soma de matrizes. Nao,
porém, em relag@o a operagao de produto, pois &€ bem sabido que nem toda matriz possui uma inversa.

O conjunto de todas as matrizes de Mat (n, R) que sdo inversiveis forma naturalmente um grupo n@o-Abeliano® em
relac@o ao produto usual de matrizes. Esse grupo, denominado grupo linear real, & denotado por GL(n, R). Analo-
gamente, o conjunto de todas as matrizes de Mat (n, C) inversiveis forma um grupo nao-Abeliano* que & denominado

2Emil Artin (1889-1962).
3Exceto no caso n = 1, onde o grupo é Abeliano, trivialmente.
4Idem.
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grupo linear complexo e denotado por GL(n, C). Em simbolos

GL(n, R) := {A € Mat(n, R), det(4) #0} e GL(n, C) := {A € Mat(n, C), det(4) # 0} .

Devido a propriedade bem conhecida det(AB) = det(A) det(B), o produto de duas matrizes com determinante igual
a 1 & novamente uma matriz com determinante igual a 1. Assim,

SL(n, R) = {A € Mat(n, R), det(4) =1} e SL(n, C) := {4 € Mat(n, C), det(4) =1}
sao subgrupos de GL(n, R) e GL(n, C), respectivamente.

E. 22.12 Egzercicio. Para qualquer matriz n X n real ou complexa e inversivel A vale que (AT)_1 = (Ail)T. Além disso, para
qualquer matriz nxn complexa A vale que (A*)™ = (A_l)*. Usando esses fatos, mostre que se A CAL(n, R), entdo AT [GQL(n, R).
Analogamente, mostre que se A [CQL(n, C), entio A* e AT [GL(n, C). -

E. 22.13 Ezercicio. Para qualquer matriz n X n real ou complexa A vale que det(A) = det (AT). Fora isso, para qualquer matriz

n>n complexa A vale que det(A) = det (A*). Usando esses fatos, mostre que se A [SL(n, R) entdo AT [SL(n, R). Analogamente,
mostre que se A [SL(n, C) entdo A* e AT [SL(n, C). -

Os grupos GL(n, R), GL(n, C), SL(n, R) e SL(n, C) possuem varios outros subgrupos de interesse. Discutiremos
alguns adiante, como os grupos de Borel, os grupos ortogonais, unitarios e simpléticos.

e Os grupos GL(n, Q), SL(n, Q) e SL(n, Z)

Vamos denotar por Mat (n, Z) ou Mat (Z, n) o conjunto de todas as matrizes n x n cujos elementos de matriz sao
ndmeros inteiros e por Mat (n, Q) ou Mat(Q, n) o conjunto de todas as matrizes n x n cujos elementos de matriz sao
nmeros racionais. Analogamente, defina-se

GL(n, Z) := {A € Mat(n, Z), det(4) £0} e GL(n, Q) := {A € Mat(n, Q), det(4) % 0}

SL(n, Z) = {AcMat(n, Z), det(A) =1} e SL(n, Q) = {Ac Mat(n, Q), det(4) =1} .

Entao, valem as seguintes afirmagdes:

1. GL(n, Q) & um grupo em relag@o a operacdo de produto usual de matrizes.
2. SL(n, Q) @ um grupo em relaga@o a operag@o de produto usual de matrizes.
3. GL(n, Z) n@o & um grupo em relag@o a operagao de produto usual de matrizes, mas sim um mondide.

4. SL(n, Z) & um grupo em relaga@o a operagao de produto usual de matrizes.

Para provar 1, notemos que o produto de matrizes n x n com entradas racionais & também uma matriz n x n com
entradas racionais (por qué?). Assim, a operacao de produto & uma operacao binaria em GL(n, Q). O elemento neutro
& a matriz identidade, que & elemento de GL(n, Q) (pois os nUmeros 0 e 1 sao racionais). Por fim, resta mostrar que a
inversa de uma matriz inversivel com entradas racionais também tem entradas racionais.

Para mostrar isso, notemos primeiramente que o determinante de uma matriz com entradas racionais & também um
namero racional, pois o calculo do determinante de uma matriz M envolve apenas operacfes de soma e produto dos
elementos de matriz de M. Além disso, lembremos a chamada “regra de Laplace®”), expressdo (9.20), pagina 360, que
para qualquer matriz A o elemento ¢j da sua matriz inversa (se houver) & dado por

(_1)i+j

(A_l)ij = mMen(A)ji, (227)

5Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
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onde Men(A);; & o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna da
matriz A. (A matriz Men(A) & por vezes denominada matriz dos menores de A). V&-se claramente dai que se A & uma
matriz com entradas racionais entdo os nimeros Men(A);; sao também racionais, assim como det(4). Logo, (471);; &
um ndmero racional e, portanto, se A € GL(n, Q) entdo A~! € GL(n, Q).

O item 2 se prova da mesma maneira.

No caso do item 3, notemos que o produto de matrizes n x n com entradas inteiras &€ tamb&m uma matriz n x n com
entradas inteiras (por qué?). Assim, a operagao de produto & uma operagao binaria em GL(n, Z). O elemento neutro
& a matriz identidade, que & elemento de GL(n, Z) (pois 0s nimeros 0 e 1 sdo inteiros). Com isso, GL(n, Z) & um
mondide. O problema que faz com que GL(n, Z) nao seja um grupo reside no fato de que a inversa de uma matriz com
entradas inteiras nem sempre & uma matriz com entradas inteiras. 1sso se v& claramente no exemplo da matriz ({9
cuja inversa & (5 192). No entanto, se uma matriz A, inversivel com entradas inteiras, tiver determinante igual a 1, segue
imediatamente de (22.7) que A~! tem também entradas inteiras. Dai, prova-se facilmente a afirmativa 4.

E. 22.14 Egzercicio. Complete os detalhes das afirmacdes feitas acima. *
1 1 2 -1
E. 22.15 Ezercicio. Verifique que A = [SL(n, Z) e que A™! = [SL(n, Z). Mais genericamente, se
1 2 -1 1
a b d —b
a, b, c e d s3o nimeros inteiros tais que ad — bc = 1, entdo A = [SL(n, Z)e A™! = CSL(n, Z). *
c d —c a
1 0
E. 22.16 Ezercicio. Verifique que todas as matrizes da forma com b sio elementos de SL(n, Z). Verifique que
0 1
1 1
todas as matrizes da forma com ¢ sdo elementos de SL(n, Z). *
c c+1

e Outros subgrupos de GL(R, n) e de GL(C, n)

H& vérios outros subgrupos de GL(R, n) e GL(C, n) aos quais eventualmente faremos referéncia. Deixamos ao
estudante provar em cada caso que se trata realmente de grupos. Dois deles sao os grupos de matrizes com determinante
positivo:

GL(R, n)" = {A € Mat(R, n), det(4) >0},
GL(C, n)* = {4 € Mat(C, n), det(A4) >0} .
Outro grupo relevante & o chamado grupo de Weyl® de GL(C, n):

Aij
1

W, = ¢ A€ GL(C, n), Aj; €{0, 1} Vi, j, com Y A;=1=
i=1 j=

Em palavras, as matrizes de W,, sd0 matrizes n x n cujas entradas valem 0 ou 1, sendo que exatamente um elemento “1”
ocorre em cada linha e em cada coluna.

10 0 1
E. 22.17 Ezercicio. Mostre que W contém apenas dois elementos, a saber as matrizes e ) *

6Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).
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E. 22.18 Ezercicio. Determine os (seis) elementos de Ws. *

E. 22.19 Ezercicio. Prove que W, é isomorfo ao grupo de permutacdes de n elementos S,, definido & pagina 1028. *

22.2.2 O Grupo de Borel e o0 Grupo de Heisenberg

Uma matriz A, complexa, n x n, & dita ser uma matriz triangular superior se seus elementos de matriz A,; satisfizerem
A;; =0se 4> j. Tais matrizes ttm a forma

A A - Al(n-1) A1p
0 Ay - As(n-1) Aan,
A= ,
0 0 - Ap-1)m-1) Am-1n
0 0 e 0 Ann

onde os elementos abaixo da diagonal principal sao nulos. Aqueles que ficam acima da diagonal principal podem ser
nulos ou nao.

De acordo com a Proposicao 9.29, pagina 411, o conjunto das matrizes complexas n x n triangulares superiores
inversiveis forma um grupo, denominado por alguns autores Grupo de Borel” de ordem n e denotado por GB, (C).

E. 22.20 Ezercicio-ezemplo. Para duas matrizes triangulares superiores inversiveis 2 % 2

a b d e
A = e B =
0 ¢ 0 f
verifique que
ad ae+bf
AB = ,
0 cf

que é novamente uma matriz triangular superior, e verifique que

Q=
|

AT =

Um caso particular do grupo de Borel & o grupo de Heisenberg, que agora discutiremos.
22.2.2.1 O Grupo de Heisenberg

e O grupo de Heisenberg GH;3(C)
O chamado grupo de Heisenberg®, denotado por GH3(C) (os grupos GH,,(C) com n > 3 sao definidos adiante), &

7Armand Borel (1923-2003). A nogdo de grupo de Borel é mais geral. As matrizes n x n triangulares superiores inversiveis compdem o

grupo de Borel associado ao grupo GL(C, n).
8Werner Karl Heisenberg (1901-1976).
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definido como o grupo formado por todas as matrizes 3 x 3 da forma

1 a ¢
H(a, b,¢c) = 1o 1 b
0 0 1

onde a, b, ¢ € C, com o produto usual de matrizes (se a, b, ¢ € R temos o grupo GH3(R)). A matriz identidade & um
elemento de GH3(C) pois H(0, 0, 0) =1 e tem-se

H(a, b, c)H(d', V', ) = H(a+a’, b+, c+c/+ab’) . (22.8)

Essa relagao, em particular, diz que o produto de duas matrizes de GH3(C) & novamente uma matriz de GH3(C). Tem-se
também que

1 —a ab—c
H(aa bv 6)71 = H(*(I, 7b7 ab*c) = O 1 —b ’ (229)
0 O 1

gue mostra que toda matriz de GH3(C) tem inversa e que essa inversa & também uma matriz de GH3(C). Assim, GH3(C)
& um grupo matricial. De (22.8) constata-se facilmente que GHs(C) ndo & um grupo Abeliano.

E. 22.21 Egzercicio. Verifique essas afirmacoes. *

E. 22.22 Ezercicio. Mostre que o centro do grupo de Heisenberg é formado pelas matrizes do tipo H(0, 0, ¢) com ¢ [d. O
conceito de centro de um grupo foi introduzido a pagina 124. *

Como & facil de ver, o grupo de Heisenberg & um grupo de Lie (grupos de Lie serdo tratados no Capitulo 24,
pagina 1218) que, como variedade analitica, & difeomorfo a C3. O exercicio seguinte discute trés de seus subgrupos
uniparamétricos.

E. 22.23 Ezercicio.  Verifique que as matrizes H1(t) := H(t, 0, 0), Ha(t) := H(O, t, 0), Hs(t) := H(0, 0, t) satisfazem
H;¢)H;(t') = H;(t +t') e H;(0) =1, j =1, 2, 3. Assim, para cada j, as matrizes H,(t) representam subgrupos uniparamétricos de
GH3(C). Os geradores desses subgrupos sdo h; = %Hj(t)hzo. Verifique que

010 0 00 0 0 1
h =10 0 ol h2=1]0 0 1| hs =10 0 o0
0 0O 0 00 0 0 0

e mostre explicitamente que para todo ¢ vale

Hi(t) = ™| Ho(t) = ™2 e  Hs@t) = ™.

Mostraremos agora que esses geradores formam uma algebra de Lie, a chamada algebra de Heisenberg gh;(C). Adiante
explicaremos por que o nome de Heisenberg & associado ao grupo GHs(C) e a algebra gh,(C).
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e A algebra de Heisenberg gh,(C)

Considere matrizes h(a, b, ¢) da forma ah; +bhy +chs (hy sao os geradores definidos no Exercicio E. 22.23), ou seja,

0 a ¢
h(a, b, c) = |0 0 b/ » (22.10)
0 0O

onde a, b, ¢ € C. Calculando-se o comutador de duas de tais matrizes tem-se
[h(a, b, ¢), h(d, ¥, c/)} = 1(0, 0, ab/ — a'b) , (22.11)

(verifique!) que & novamente da forma (22.10). Assim, o conjunto de matrizes da forma (22.10) forma uma algebra de Lie
com o produto definido pelo comutador de matrizes. Essa algebra de Lie, denotada por ghs(C), & denominada &lgebra
de Heisenberg.

A razao dessa denominac@o & a seguinte. Podemos encontrar em gh;(C) uma base especial formada por trés matrizes
que, por razoes “psicoldgicas”, denotaremos por p, q e h:

010 0 00 0 0 i
p=100 0> =100 1] h=10 0 of - (22.12)
000 0 00 000

E um exercicio facil (e fortemente recomendado) verificar que essas matrizes satisfazem as seguintes regras de co-
mutacao:

Para aqueles familiarizados com a Mecanica Quantica as relagdes acima justificam a denominagao dessa algebra
em honra a Heisenberg: as relagdes de comutacao acima sao precisamente iguais as relagdes candnicas de comutacao
satisfeitas pelos operadores associados ao momento (p) e posicao (¢) de uma particula se movendo em uma dimensao.
No caso da Mecanica Quantica, p &€ o operador fzﬁa , ¢ = x e A representa um namero (a constante de Planck®), que
obviamente comuta com os operadores p € g.

Nota. O estudante deve, porém, observar que as matrizes p, g e h, acima, ndo sdo autoadjuntas, ao contrario dos operadores correspondentes
da Mecanica Quantica. Essa observacao é relevante, pois é possivel provar que as relagées candnicas de comutacdo nao podem ser satisfeitas
por operadores autoadjuntos agindo em espagos de Hilbert de dimensdo finita ou por operadores autoadjuntos limitados agindo em espacos
de Hilbert de dimensao infinita. De fato, no espago de Hilbert L2(R, dzx) os operadores p = —ihg, € ¢ = x sdo autoadjuntos (em um dominio
conveniente), mas nio sdo limitados.

A argumentagao para tal é a seguinte. Vamos supo e seJam wdores autoadjuntos e limitados agindo em unmspaqg‘de Hilbert e
que satisfagam (22.13), com £ > 0. Entao tem S % fécil provar por indugdo (faca-o!) que vale p, ¢" = —inhg"~
para todo n € IN. Assim, tem-se nﬁ 2||pl| gora como ¢ é autoadjunto, vale = ||lg||™ para todo n € IN

(hé diversas provas desse fato. Para uma prova geral no contexto de algebras C*, vide Coroldrio 41.10, pédgina 2113). Assim, temos a
desigualdade nh|q|"~! < 2||p|| |lg||*. Como, naturalmente, supomos que ||g|| # 0, podemos cancelar um fator ||q||*~! de ambos os lados e
obter nh < 2||p|| |lq||- Ora, essa desigualdade ndo pode ser satisfeita para todo n € IN, a menos que h = 0 (um caso trivial, pois implicaria que
as relagoes (22.13) sdo comutativas) ou que p ou g (ou ambos) seja(m) ndo-limitado(s), provando o que desejdvamos. A referéncia [35] atribui
esse resultado a Wielandt19. &

O que faz gh,(C) especial como &lgebra de Lie & a propriedade expressa no seguinte exercicio:

E. 22.24 Ezercicio importante. Verifique que para quaisquer trés elementos 1, l2 e I3 da dlgebra de Heisenberg gh;(C) tem-se

(11, [l2, 5] = 0. (22.14)

Sugestdo: use as relagdes de comutacdo de p, ¢ e K, dadas acima ou use diretamente (22.11). A relagdo (22.14) mostra que gh,(C) é
o que se chama uma 3lgebra de Lie nilpotente (de grau 2). *

9Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947).
0Helmut Wielandt (1910-2001).
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Para entender a relac@o da algebra de Heisenberg gh,(C) com o grupo de Heisenberg GH;3(C), facamos o seguinte.
Notemos em primeiro lugar que as matrizes h(a, b, ¢) sao matrizes nilpotentes de grau 3, ou seja,

h(a, b, ¢)®> = 0.

(Mostre issa!). E facil com isso verificar que se calcularmos a exponencial de h(a, b, c¢) teremos

ab
1 a c+

1 b
exp (h(a, b, c)) = 1+ h(a, b, c)+ Eh(a7 b,e)> = |o 1 b = H (a, b, ¢+ %) (22.15)
0 0 1
e disso conclui-se que
b
H(a, b, ¢) = exp (h (a, b, ¢ — %)) . (22.16)
E. 22.25 Ewercicio. Escreva h(a, b, c — %) como combinaggo linear de p, q e h. *

Pelo que vimos, todos os elementos do grupo de Heisenberg GH3(C) sdo obtidos pela exponenciac@o de elementos da
algebra de Lie gh4(C), ou seja, a exponenciagao & uma aplicacdo sobrejetora de gh;(C) em seu grupo de Lie GH;3(C).
Em verdade, & facil constatar que essa aplicagao & também injetora (faca isso!). A aplicagao exponencial &, portanto,
uma bijeca@o de gh;(C) em GH3(C).

E. 22.26 Ezercicio importante. Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (equagdes (10.4), pagina 456, ou (10.60), pagina
483) e as relagdes (22.11) e (22.14), mostre que

;7
exp (h(a, b, c)) exp (h(a’, b, c’)) = exp <h (a +a, b+b, c+c + w) ) . (22.17)
Usando (22.15) e (22.16), reobtenha de (22.17) a regra de produto (22.8). *

Comentdrio. Esse exercicio ilustra uma aplicagdo da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff. Note-se que, devido ao fato de ghs(C) ser uma
&lgebra de Lie nilpotente (vide (22.14)), a série de Baker-Campbell-Hausdorff é composta apenas por um nimero finito de termos e, portanto,
converge sempre. &

e O grupo de Heisenberg GH,,(C), n > 3

Vamos agora generalizar o grupo GH3(C). Paran > 3, os chamados grupos de Heisenberg GH,,(C) sdo definidos como
sendo os grupos formados por todas as matrizes n x n da forma

1 o7 ¢
H(a, b,¢) = |0, 1, b
0 (DZI 1

com o produto usual de matrizes, sendo m =n—2,onde a, b € C"2 e c € C. Acima, a e b representam matrizes-coluna
com m = n — 2 linhas, enquanto que o™ e b7, as transpostas de a e b, respectivamente, representam matrizes-linha com
m = n — 2 colunas:

a1 b1
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sendo 0,, = | : | a matriz coluna identicamente nula com m = n — 2 linhas e sendo 1,, a matriz identidade m x m.
0
ay bl . 1lay a2 ¢
Por exemplo, no caso n = 4, para a = , b= € C?, amatriz H(a, b, ¢) & H(a, b, ¢) = (8 o g;) Para
as b2 00 0 1
simplificar a notag@o, iremos doravante escrever H(a, b, ¢) na forma
1 a7 ¢
H(a, b,¢) = |0 1 b
0 0 1
A matriz identidade & um elemento de GH,,(C), pois H(0, 0, 0) = 1 e tem-se
H(a, b, c)H(a', V', ) = H(a+d, b+V, c+ +a"V), (22.18)

sendo que definimos a forma bilinear a”b' := (a, V')z = a1b}y + -+ + a,_2b, _,. Essa relacdo, em particular, diz-nos que
o0 produto de duas matrizes de GH,,(C) & novamente uma matriz de GH,,(C). Vale também que

1 —a adafb-c
H(a, b, ¢) = H(—a, =b,a’b—c) = [0 1,, —b |- (22.19)
0 o0 1

que mostra que toda matriz de GH,,(C) tem inversa e que essa inversa & também um elemento de GH,,(C). Assim,
GH,,(C) & um grupo matricial.

e A algebra de Heisenberg gh,,(C), n >3

Para n > 3, considere matrizes de Mat (C, n) da forma

h(a, b, &) = |0, Omm b - (22.20)

com m =n — 2, onde 0,,,, & a matriz m x m identicamente nula e onde a, b € C"~2 e ¢ € C, como acima. Por exemplo,

ay bl 0a1 a2 c
no caso n = 4, para a = , b= € C?, a matriz h(a, b, c) & h(a, b, c)=(88 0 Z;)
a9 b2 00 0 O
Calculando-se o comutador de duas de tais matrizes tem-se
[, b, o), h(a, ¥, )] = h(0, 0, a”d' — D), (22.21)

(verifiqgue!) que & novamente da forma (22.20). Assim, o conjunto de matrizes da forma (22.20) forma uma algebra
de Lie com o produto definido pelo comutador de matrizes. Essa algebra de Lie, denotada por gh,,(C), & igualmente
denominada algebra de Heisenberg.

E. 22.27 Ezercicio importante. Verifique que para quaisquer trés elementos hi, ho e hs da dlgebra de Heisenberg gh,,(C) tem-se

[h1, [he, hs]] = 0. (22.22)

A relagdo (22.22) mostra que gh,,(C) é o que se chama uma &lgebra de Lie nilpotente (de grau 2). -




JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1040/2349

Podemos encontrar em gh,, (C) uma base especial formada pelas matrizes % e pg, qi, k = 1, ..., n — 2 definidas por
0 e o 0 0 O 0 0 ¢
P = |0 0 Of- % =10 0 el h=10 0 0] (22.23)
0 0 O 0 0 O 0 00
sendo e, k =1, ..., n— 2 as matrizes-coluna definidas por
1
0 1 0
0
e = . s ey = . s e s en_2 = . ,
0 0 0
0 0 1

ou seja, todos as linhas de e; sdo nulas, exceto a j-ésima, que vale 1. No caso n = 4, por exemplo, tem-se

0100 0 010
0 0 0O 00 00O
p1= 7172: )
0 0 0O 00 00O
0 00O 0 00O
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0 4
0 0 01 0 0 0O 00 00O
G = , g2 = 7h:
0 00O 0 0 01 0 00O
0 0 0O 0 0 0O 00 00O

Em analogia com o caso do grupo GH3(C), & facil constatar que as matrizes pg, ¢, € —ih sao geradores de subgrupos
uniparamétricos de GH,,(C).

E. 22.28 Ezercicio. Verifique a afirmac3o do tltimo pardgrafo. Determine os subgrupos uniparamétricos de GH,,(C) mencionados.
*

Como ele; = &, para todos k e I, & um exercicio facil (e fortemente recomendado!) verificar que essas matrizes
satisfazem as seguintes regras de comutacao:

ox, @] = —ihok,1, ok, Al = lax, Bl = [px, 1] = lax, @] = 0, (22.24)

paratodos k, I = 1, ..., n—2. Como o estudante familiarizado com a Mecanica Quantica percebe, essas sao as relacdes
canonicas de comutacao de um sistema com n — 2 graus de liberdade.

Para entender a relagdo da algebra de Heisenberg gh,,(C) com o grupo de Heisenberg GH,,(C), notemos em primeiro
lugar que, assim como no caso n = 3, as matrizes h(a, b, ¢) sao matrizes nilpotentes de grau 3, ou seja,

h(a, b, ¢)> = 0.
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(Mostre isso!). E facil com isso verificar que

T
exp (h(a, b, ¢)) = 1+ h(a, b, ¢)+ %h(a, b, = |og 1 b =H (a, b, ¢+ “Tb) : (22.25)
0 o0 1
ou seja,
aTh
H(a, b, c) = exp|h|a, b c— — . (22.26)

Pelo que vimos, todos os elementos do grupo de Heisenberg GH,,(C) sao obtidos pela exponencia¢ao de elementos da
algebra de Lie gh,,(C), ou seja, a exponenciacao & uma aplicagao sobrejetora de gh,,(C) em seu grupo de Lie GH,,(C).
Em verdade, & facil constatar que essa aplicagao & também injetora (faca isso!). A aplicagao exponencial &, portanto,
uma bijec@o de gh,,(C) em GH,,(C).

E. 22.29 Ezercicio importante. Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (equacdes (10.4), pagina 456, ou (10.60), pagina
483) e as relagdes (22.21) e (22.22), mostre que

Ty _ 1T
exp (h(a, b, c)) exp (h(a’, Y, c’)) = exp <h <a+a/, b+b, c+c + M)) . (22.27)

Usando (22.25) e (22.26), reobtenha de (22.27) a regra de produto (22.18). *

e As relagtes de Weyl em GH,,(C)

E evidente pelas defini¢bes (22.23) que podemos escrever

n—2

h(a, b, ¢) = Y (arpx + brqi) — ich.. (22.28)
k=1

Por outro lado, as relagOes de comutacgao (22.24) afirmam que i comuta com cada p; € com cada g. Logo, tem-se

n—2
exp (h(a, b, ) = exp ( - ich) exp (Z (arpr +bqu)> :
k=1
Por (22.28), tem-se S —7 (arpr + brgr) = h(a, b, 0). Assim, vale a identidade
exp (h(a, b, c)) = exp ( — z‘ch) exp (h(a, b, 0)) .
Usando isso no lado direito da relagao (22.27), a mesma fica
aTv —a'Tp
exp (h(a, b, c)) exp (h(a’, b, c')) =exp|—ilc+ + — hlexph(a+a', b+¥, 0)].
Efetuando-se nessa expressao as trocas a <> a’, b <> b/, ¢ <> ¢/, obtemos também
Ty Ty
exp (h(a’, b, c’)) exp (h(a, b, c)) = exp (z <c+c’+ %) h) exp (h (a+a, b+, 0)) :

Comparando-se as duas Gltimas expressoes, conclui-se facilmente que

exp (h(a, b, c)) exp (h(a’, b, c’)) = exp(—i(aTb’ fa’Tb)h) exp (h(a’, b, c’)) exp (h(a, b, c)) . (22.29)
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Essa expressao & denominada relagdo de Weyl'!, ou relagdo de comutagdo de Weyl, para GH,,(C).
Definindo-se

n—2
U(a) = exp (h(ia, 0, O)) = exp (iZakpk> e
k=1

n—2
V() = exp (h(O, ib, 0)) = exp <i2bqu> :
k=1

& facil checar por (22.29) (faca-o!) que valem

U@V() = exp (i(aTb)h) V(O)U(a) (22.30)
Ul@U@) = U@)U@) = U(a+d) e (22.31)
VOVE) = VEOWVE) = V(E+D) . (22.32)

A relagao (22.30) é também denominada relagao de Weyl. Ndo por acaso, as relagtes (22.30)-(22.32) sao essencialmente
idénticas as relacOes (39.49)-(39.51), pagina 1921, validas em um espaco de func¢tes (o espagco de Schwartz). De fato, se
a e b acima forem vetores reais, a expressao a’ b, que ocorre em (22.30), & o produto escalar usual entre eles.

E. 22.30 Ezercicio. Vocé sabe explicar o por qué dessa coincidéncia? *

_AsrelagBes de Weyl na forma (22.30)-(22.32) ou na forma (39.49)—(39.51) sao a motivagao da defini¢ao das chamadas
Algebras CCR (vide, e.g., [53]), cujo estudo & relevante tanto na Mecanica Quantica quanto na Teoria Quantica de
Campos.

22.2.3 Grupos Associados a Formas Bilineares e Sesquilineares

Na corrente secao vamos estudar grupos compostos por operadores lineares que preservam formas bilineares ou sesquili-
neares. O interesse especifico por operadores lineares & consequéncia de dois resultados, o Lema 22.1 e 0 Teorema 22.7,
abaixo, cujo interesse vai aléem de nossas pretensoes iniciais, como teremos oportunidade de comentar alhures. O Teorema
22.7, por exemplo, € relevante na discussao sobre a invariancia do intervalo na Teoria da Relatividade restrita e no estudo
do movimento de corpos rigidos na Mecanica Classica.

Lema 22.1 Seja V um espacgo vetorial real dotado de uma forma bilinear simétrica e ndo-degenerada w : V x V — R.
Seja ¢ a forma quadratica associada a w, definida por ¢(u) := w(u, u), para todo v € V. Seja R: V — V uma fungao
sobrejetora. Entao, R satisfaz as condicGes

R0O)=0 e q(R(u) — R(v)) = q(u —v) paratodos u, v € V (22.33)
se e somente se satisfizer
w(R(u)7 R(U)) = w(u, v), (22.34)
também para todos u, v € V.
Se w for um produto escalar a condicao de R: V — V ser sobrejetora pode ser omitida. —1

Prova do Lema 22.1. A prova & dividida em duas partes:

I. Vamos supor a validade de (22.33). Tomando-se v = 0 na segunda igualdade de (22.33) e usando a primeira (R(0) = 0),
tem-se ¢(R(u)) = q(u) para todo u. Agora, Por um lado

q(R(u))+q(R(v))—q(R(u)fR(v)) = q(u)+q(v)fq(u7v) = w(u, u)+w(v, v)—w(u—v, ufv) = w(u, v)+w(v, u) .

M Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).




JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1043/2349

Por outro lado,

q(R(u)) + q(R(U)) — q(R(u) — R(U)) = w(R(u)7 R(u)) + w(R(v), R(v)) — w(R(u) — R(), R(u) — R(U))

= w(R(u), R(v)) +w(R(v), R(u)) .
Isso estabeleceu que
cu(R(u)7 R(v)) +w(R(v), R(u)) = w(u, v) +w(v, u) .
Se w & simétrica, isso implica
w(R(u), R(v)) = w(u, v) .

1. Vamos supor a validade de (22.34). Tomando-se nela v = 0, temos que w(R(u), R(O)) = 0 para todo v € V, 0 que
implica R(0) = 0 pois w & nao-degenerada e R & sobrejetora (se w for um produto escalar tomamos u = v =0 e (22.34)
diz-nos que w(R(O), R(O)) = 0, o que igualmente implica R(0) = 0). Além disso,

4(R() - R()) = w(R(u) - R(v), R(w) - RW)) = w(R(u), R@)) +w(RE), RE)) - 2w(R(w), R())
(22:34) w(u, u) +w(v, v) = 2w(u, v) = wlu—v, u—-v) = qu—-v), (22.35)

estabelecendo a validade de (22.33), completando a prova do Lema 22.1. |

O Teorema que segue & muito importante no estudo de fungdes que mantém formas quadraticas invariantes.

Teorema 22.7 Seja V um espago vetorial real dotado de uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada w : V xV — R.
Seja ¢ a forma quadratica associada a w, definida por ¢(u) := w(u, u), para todo v € V. Seja A : V — V uma fungao
sobrejetora definida em V' e tal que ¢(A(u) — A(v)) = q(u—v) para todos u, v € V. Entdo, existem: um vetor constante
¢ € V e um operador linear sobrejetor R : V — V satisfazendo w(Ru, Rv) = w(u, v) para todos u, v € V, tais que
A(w) = Ru+c
para todo u € V. O operador linear R e a constante ¢ sdo univocamente determinados.
Se w for um produto escalar a condi¢c@o de A : V — V ser sobrejetora pode ser omitida. 1

Prova do Teorema 22.7. Seja V um espaco vetorial real dotado de uma forma bilinear simétrica e ndo-degenerada
w: VxV — R. Seja q a forma quadratica associada a w, definida por ¢(v) ‘= w(u, u), paratodou € V. Seja A:V =V
uma funggo sobrejetora definida em V' tal que ¢(A(u) — A(v)) = ¢(u — v) para todos u, v € V.

Defina-se ¢ := A(0) € V e defina-se uma nova fungdo R : V' — V dada por R(v) := A(v) — ¢ = A(v) — A(0) para todo
v e V. E claro que R & sobrejetora, por A o ser. E claro também que R(0) = 0 e que ¢(R(u) — R(v)) = ¢(u —v) para
todos u, v € V.

VVamos agora mostrar que se R : V — V satisfaz (22.33) (e, portanto, (22.34), pelo Lema 22.1), entdo R & linear.
Desejamos provar que para todos oy, as € R e todos uy, us € V vale R(ajug + asus) — a1 R(ug) — as R(uz) = 0. Temos
que, para w € V, arbitrario,

w(R(w), R(oqul + O[QUQ) - OélR(ul) - QQR(UQ))
= w(R(w), R(ou; + a2u2)) — alw(R(w), R(ul)) - GQW(R(w)a R(uz))
(22:39) w(w, s +am) — aw(w, ur) — asw(w, us)

= w(w, (aquy + agug) — aqug — a2u2) = 0. (22.36)

=0
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Como R & sobrejetora e w & arbitrario, a ndo-degenerescéncia de w implica que R(aju; + asus) — a3 R(u1) — as R(uz) =0
para todos a1, as € R e todos uy, us € V, significando que R : V — V & linear.

Se w for um produto escalar, prova-se que R(aju; + agus) — a1 R(u1) — as R(uz) = 0 mostrando-se que
w(R(awl + aoug) — a1 R(u1) — asR(u2), R(aiui + asus) — agR(uy) — OégR(UQ)) =0,
0 que & feito expandindo-se o lado esquerdo em nove termos do tipo w(R(:c), R(y)) = w(x, y), como feito em (22.36), e

reagrupando-os para obter w((a1u1 + aouz) — aquy — agus, (rug + agug) — aug — a2u2) = 0.

Resta apenas demonstrar a unicidade de R e ¢. Vamos supor que para todo v € V tenhamos Ru + ¢ = R'u + ¢.
Tomando-se « = 0 concluiriamos que ¢ = ¢. A relagdo restante Ru = R'u, valida para todo u € V, significa que R = R’.
Isso completa a prova do Teorema 22.7. |

Uma generalizagao do Lema 22.1 e do Teorema 22.7 para o0 caso complexo pode ser encontrada na Se¢ao 22.A, pagina
1128.

e Grupos Associados a Formas Bilineares e Sesquilineares

Seja € um espago vetorial sobre os reais ou sobre os complexos. Vamos denotar por GL(€) o conjunto de todos o0s
operadores lineares bijetores (e portanto inversiveis) de & em &. E bem claro que GL(&) forma um grupo, tendo como
produto o produto de operadores.

Seja w : &€ x &€ — R (ou C) uma fungdo, em principio arbitraria, definida em & x & e assumindo valores reais ou
complexos. Em palavras mais simples, seja w uma fung@o de duas variaveis que a cada par de vetores z, y € € associa
um ndmero real ou complexo w(z, y).

Denotaremos por Q(&€, w) o subconjunto de GL (&) formado por todos os operadores lineares O : & — &, inversiveis,
tais que w(Ozx, Oy) = w(x, y) para todos z, y € &:

QE, w) = {o € GL(E)| w(Ox, Oy) = w(w, y) para todos z, y € 5} . (22.37)

Dizemos que Q(&, w) & composto pelos operadores lineares inversiveis agindo em & que preservam a fungdo w. Vamos
mostrar que Q(&, w) & um subgrupo de GL(E), muita vezes denominado o grupo de invariancia associado a w.

Primeiramente, & claro que 1 € Q(&, w). Em segundo lugar, sejam O; e O, dois operadores de Q(&, w). Teremos
pelas hipdteses que
w(Olng, 0102y) = w(ng, Ogy) = w(:z:, y)

para todos z, y € & e, portanto, O;0, € Q(€, w). Resta mostrar que se O € Q(&, w) entdo O~ ! € Q(&, w). De fato,
w(Oflx, Ofly) = w(OOflx, OOfly) = w(x, y)
para todos z, y € €, que & 0 que queriamos provar.

e Grupos de invariancia de formas bilineares e sesquilineares em um espaco vetorial

Ha um grande interesse nos grupos Q(&, w) nos importantes casos particulares (nos quais nos especializaremos logo
em seguida) em que w & uma forma bilinear ou sesquilinear definida em & (esse Gltimo caso se € for um espago vetorial
sobre os complexos). As no¢des de forma bilinear ou sesquilinear foram introduzidas no Capitulo 3, pagina 195. Também
de interesse sao as situagbes em que & & um espago vetorial (real ou complexo) de dimensao finita. Muitos dos grupos
classicos de relevancia na Fisica e na Geometria sao grupos de invariancia de formas em espacos vetoriais de dimensao
finita, como veremos mais adiante.

e O caso de formas sesquilineares Hermitianas

Uma simplificacdo relevante na definicdo de Q(€, w) ocorre no caso de w ser uma forma sesquilinear: podemos
identificar o grupo Q(&, w) com o conjunto

Q. w) = {0 €GLE)| w(Ov, Oz) = w(v, 2) paratodow € &} . (22.38)
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Compare-se com (22.37). Primeiramente, & evidente que se O € GL(€) e satisfaz w(Oz, Oy) = w(z, y) para todo
z, y € &, entdo também satisfaz w(Oxz, Oz) = w(z, x) paratodo z € £. A reciproca, porém, &€ também verdadeira, para
formas sesquilineares, devido a chamada identidade de polarizagao, relagao (3.10), pagina 201, que claramente diz-nos
que se w(Oz, Ox) = w(z, =) para todo z € &, entdo w(Oxz, Oy) = w(z, y) para todos z, y € &, justificando (22.38).

E. 22.31 Ezercicio. Justifique essas afirmagdes. *

e O caso de formas bilineares simétricas

Algo semelhante se da no caso de formas bilineares simétricas. Se w for uma forma bilinear simétrica (ou seja, se
valer w(z, y) = w(y, ) para todos z, y € &), entdo podemos também identificar o grupo Q(€, w) com o conjunto

Q(E, w) = {o € GL(&)| w(Ox, Ox) = w(x, x) para todo « € e} . (22.39)
Compare-se com (22.37). A justificativa & analoga ao caso de formas sesquilineares, acima, sendo, porém, que agora

a identidade de polarizagao assume agora a forma da relagdao (3.3), pagina 196, a qual claramente diz-nos que se
w(Oz, Oz) = w(z, z) para todo z € &, entdo w(Oz, Oy) = w(x, y) para todos z, y € &, justificando (22.39).

E. 22.32 Ezercicio. Justifique essas afirmacdes. *

Vamos agora considerar casos particulares em que & & o espaco R™ ou C™. Esses sao 0s casos mais relevantes de
grupos de invariancia associados a formas.

e Grupos de invariancia de formas bilineares em dimensao finita

Seja &€ = R™ e seja wa uma forma bilinear em R™, que pelas consideractes da Secao 3.4 & da forma wa(z, y) =
(x, Ay)i para alguma matriz real A. Neste caso, Q(R", w4) & o conjunto de todas as matrizes M inversiveis reais n x n
tais que

<M.I', AMy>]R = <$a Ay>]R

para todos z, y € R". Essa relagg@o diz-nos que (z, M7 AMy), = (z, Ay)y para todos z, y € R™, o que implica
MTAM = A.

(Por qué?). Assim,
Q(R", wy) = {M € Mat (R, n), det(M) #0e MTAM = A} .

Se a matriz A for inversivel (ou seja, se w4 for ndo-degenerada), entdo podemos escrever também

Q(R", wa) = {M € Mat (R, n), det(M)#0e M~! = A*lMTA} .

Se A possui uma inversa, a relagdo M7 AM = A implica que det M = +1 (justifique!). Nesse caso, o grupo Q(R", w4)
possui um subgrupo de particular interesse, composto por suas matrizes de determinante igual a 1:

SQ(R™, wa) = {M e Mat (R, n), det(M)=1e M~! = A—lMTA} .

e Grupos de invariancia de formas sesquilineares em dimensao finita

Seja € = C™ e seja wa uma forma sesquilinear em C”", que pelas consideracOes da Secao 3.4 & da forma wa(zx, y) =
(x, Ay)e para alguma matriz complexa A. Neste caso Q(C", w,) & 0 conjunto de todas as matrizes M inversiveis
complexas n x n tais que

<MJ}, AMy>C = <$a Ay>C

para todos z, y € C". Essa relag@o nos diz que (z, M*AMy). = (z, Ay) para todos z, y € C", o que implica

M*AM = A.
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Acima M* = MT. Assim,
QC™, wy) = {M € Mat (C, n), det(M) %0 e M*AM = A} .
Se a matriz A for inversivel (ou seja, se w4 for ndo-degenerada), entdo podemos escrever também

QC", wa) = {M € Mat(C, n), det(M) #0e ML = A*1M*A} .

Se A possui uma inversa, a relagdo M*AM = A implica que | detM| = 1 (justifique!). Nesse caso, o grupo Q(C", wa)
possui um subgrupo de particular interesse, composto por suas matrizes de determinante igual a 1:

SQ(C", wy) = {M € Mat(C, n), det(M)=1e M~ = A‘lM*A} .
* k% %

Vamos no que segue estudar diversos casos particulares dentre os grupos descritos acima, que mantém invariantes
formas bilineares ou sesquilineares, especialmente aqueles mais relevantes em Fisica e outras areas, como 0S grupos
ortogonais e 0s unitarios.

22.2.4 Os Grupos Ortogonais

e Os grupos O(n) e SO(n)

Um caso de particular interesse & aquele onde € = R™ e A = 1, ou seja, wa(z, y) = (x, y)i. Neste caso o grupo
Q(R™, wa) & denotado por O(n) e tem-se

O(n) := {Melvlat(lR, n), M~! = MT}.

O(n) & o grupo das matrizes ditas ortogonais n x n.
Se M & uma matriz ortogonal, tem-se que MM” = 1. Dai, 1 = det(1) = det (MM”) = det(M)det(MT) =
(det(M))2. Concluimos que se uma matriz M & ortogonal, vale det(M) = +1.

O grupo O(n) possui um subgrupo, denominado SO(n), que &€ composto pelas matrizes ortogonais com determinante
igual a 1:

sO(n) := {M € Mat (R, n), M~' = M7 e det(M) = 1} .

Os grupos SO(n) sao generalizacBes do grupo de rotacGes do espago tridimensional para o espago n-dimensional.

e Os grupos O(p, n) e SO(p, n)

Um outro caso de particular interesse & aquele onde & = RP™", com p, n € Ny, e w(z, y) = (z, n(p, n)y)g onde
n(p, n) & a matriz diagonal

np, n) = , (22.40)
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com p elementos +1 e n elementos —1. Neste caso o grupo Q(RP*", w) & denotado por O(p, n) e tem-se
O(p, ) = {M € GL(R, p+n), M~ =n(p, )M n(p, n)} .

Se M € O(p, n), tem-se que Mn(p, n)MTn(p, n) = 1. Dali,
1 = det(1) = det (Mn(p, n)MTy(p, n)) = det(M) det(M7)(det(n(p, n)))” = (det(Mr))”.

Concluimos que se M € O(p, n), vale det(M) = +1.

O(p, n) possui um subgrupo, denominado SO(p, n), que & composto pelas matrizes de O(p, n) com determinante
igual a +1:

SO(p, n) = {M € GL(R, p+n), M~L=n(p, n)MTn(p, n) e det(M) = 1} .

*

Certos grupos O(p, n) e SO(p, n) desempenham um papel muito importante em Fisica, estando ligados ao chamado
Grupo de Lorentz, o qual tem importancia na Teoria da Relatividade Especial. O grupo de Lorentz & detalhadamente
discutido na Seg¢ao 22.6, pagina 1095.

22.2.5 Os Grupos Unitarios

e Os grupos U(n) e SU(n)

Mais um caso importante & aquele onde & = C" e w4 & a forma sesquilinear associada a A = 1, ou seja, wa(zx, y) =
(z, y)- Neste caso o grupo Q(C", w,) & denotado por U(n) e tem-se

Un) = {Me Mat (C, n), M~! =M*} )

U(n) & o grupo das matrizes ditas unitarias n x n.
Se M & uma matriz unitaria, tem-se que M M* = 1. Dai,

1=det(1) = det (MM*) = det(M)det(M*) = det(M) det (W) =

det(M)det(MT) = det(M)det(M) = |det(M)|* .
Concluimos que se M € U(n), vale |det(M)| = 1.
U(n) possui um subgrupo, denominado SU(n), que &€ composto pelas matrizes unitarias com determinante igual a 1:

SU(n) := {M € Mat(C, n), M~' = M* e det(M) = 1} .

Os grupos SO(n) e SU(n) serao estudados com alguma generalidade na Se¢ao 22.4, pagina 1082. Outras seg0es
anteriores tratarao de grupos de interesse particular, como os grupos SO(3) e SU(2), os quais desempenham um papel
muito importante na Mec@nica Quéntica e na Fisica das Particulas Elementares. Na Se¢@o 22.4 veremos, por exemplo,
que os elementos do grupo SO(n) sdo caracterizados por n(n — 1)/2 parametros reais e os elementos de SU(n) por n? —1
parametros reais. Disso segue que 0s grupos SO(3) e SU(2) sao caracterizados pelo mesmo nimero de parametros reais,
a saber, 3. Mais adiante entenderemos o por qué dessa coincidéncia.

e Os grupos U(p, n) e SU(p, n)

Mais um caso & aquele onde & = CP*™", p, n € Ny, e w(z, y) = (z, n(p, n)y)g, onde n(p, n) foi definida em (22.40),
sendo m = p + n. Neste caso o grupo Q(CP*™, w) & denotado por U(p, n) e tem-se

U@, n) = {M € Mat(C, p+n), M~* = n(p, n)M*n(p, n)} .
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Se M € U(p, n), tem-se que Mn(p, n)M*n(p, n) = 1. Dai,

1 = det(1) = det(Mn(p, n)M*y(p, n)) = det(M)det(M*) (det(n(p, n)))> =
det(M) det (W) = det(M)det(MT) = det(M)det(M) = |det(M)|> .

Concluimos que se M € U(p, n), vale |det(M)| = 1.

U(p, n) possui um subgrupo, denominado SU(p, n), que & composto pelas matrizes de U(p, n) com determinante
igual a 1:

SU(p, n) := {M e Mat(C, p+n), M~' = n(p, n)M*n(p, n) e det(M) = 1} .

e Os grupos ortogonais complexos

Seja o espago vetorial complexo C” e seja a seguinte forma bilinear em C": w(z, y) = (z, y)g = z1y1 + -+ Tpyn
para vetores x = (21, -+, ) €y = (y1, -+, yn) € C"™. O grupo ortogonal complexo, denotado por O(n, C), &€ o grupo
das matrizes complexas que mantém essa forma bilinear invariante:

O, €) = {M € Mat(n, C)| w(Mz, My) = w(z, y), Yz, y € @"}

= {Me , T=pm—11.
{ Mat (n, C)| M 1}

O(n, C) ndo pode ser confundido com o grupo U(n). E facil ver também que se M € O(n, C), entdo det(M) = +1. Dai,
define-se
SO(n, €) = {M € Mat(n, C)| MT = M~ e det(M) = 1} .

Como & facil de se ver, SO(n, C) & um subgrupo de O(n, C).

22.3 Os Grupos SO(2), SO(3), SU(2) e SL(2, ©)

Em fung@o de sua particular importancia na Fisica, em especial na Fisica Quantica, vamos discutir aqui com algum
detalhe os grupos SO(3) e SU(2), os quais, ademais, como veremos, sao intimamente relacionados. Por razoes pedagogicas,
ilustraremos o estudo dos grupos SO(3) e SU(2) tratando antes do grupo SO(2).

22.3.1 Os Grupos SO(2), O(2), SO(1, 1) e O(1, 1)

e Os grupos SO(2) e O(2)

Conforme ja definimos, o grupo SO(2) & o grupo das matrizes ortogonais 2 x 2 reais com determinante igual a 1:
SO(2) = {R € Mat (R, 2)| RT = R~! e det(R) = 1}. Vamos comegar estudando a forma geral de tais matrizes.

Como toda matriz 2 x 2 real, uma matriz genérica R € SO(2) & da forma R = (‘g g) onde a, b, ¢, d € R. Vamos
estudar a condigdo R~! = RT. Podemos calcular R~' usando a regra de Laplace, expressdo (9.20), pagina 360: R~!
€ dada pela transposta da matriz dos cofatores de R dividida pelo determinante de R, que & 1, neste caso. Ou seja,
R~V = (4 ). Assim, R~! = RT significa nesse caso

a
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ou seja, c = —bed=a. Logo, R = (). A condicdo det(R) = 1 implica, portanto, a? + b> = 1. Podemos entao
escrever a e b na forma a = cos(d), b = —sen(#), com 6 € (—m, w]. Resumindo:

cosd —send
SO(2) = , onde 6 € (—m, ]

senf cosd

Seja
cosf —send
R(9) =
senf  cosd

Como R(#) = R(0+ 27) vemos que SO(2) & homeomorfo ao circulo unitario $, que & uma variedade diferenciavel. Como
0 produto e a inversa sao continuos em SO(2), isso diz que SO(2) & um grupo de Lie. E facil constatar que R(0)=1c¢e
que vale a regra de produto R(F)R(#') = R(6 + ¢’) (faca!). SO(2) &, portanto, um grupo uniparamétrico homomorfo ao
grupo (R, +) e isomorfo ao grupo (IR, + mod 27).

O gerador J de SO(2) & definido por

d [cosf —send 0 -1

_d
J = —R()

=0 senf  cosf 1 0

6=0

E igualmente elementar constatar que J? = —1. Dai

OOm

29_

m=0

e 0 92k+1
— Z T2k 4 Z J2k+1
(2k)| 2o 2k + 1)!

_ ( 1)k92k ( 1)k92k+1
B (Z (2k)! ) (Z 2k +1)! )J

= cos(f)1 + sen(d)J

exp(6J)

= R().

Assim,

SO(2) = {exp(aJ), onde 0 € (—, 7r]} . (22.41)
Com isso, (22.41) esta nos dizendo que todo elemento de SO(2) pode ser escrito como exponencial do seu gerador.
Veremos que algo semelhante também se da nos grupos SO(3) e SU(2).

O grupo O(2) & o grupo das matrizes ortogonais 2 x 2 reais: O(2) = {R € Mat(R, 2)| RT = R~'}. Se R € O(2) entdo
det(R) = +1. O caso det(R) = 1 corresponde a SO(2), que tratamos acima. Vamos considerar o caso det(R) = —1.

Como toda matriz 2 x 2 real, uma matriz genérica R € O(2) com det(R) = g da forma R = (‘;3), onde
a, b, ¢, d € R. Neste caso, como det(R) = —1, teremos R~! = ( —db ) Assim, a condlgao R~ = RT significa nesse
caso
—d b a c
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ouseja, c=bed=—a. Logo, R = (§ °, ). A condicdo det(R) = —1 implica novamente a® + b> = 1. Podemos entao
escrever a e b na forma a = cosé, b = —send, com 0 € (—m, «]. Assim, R & da forma
cosf®  —send 1 0 cosf —send
R = =
—send —cosd 0 -1 senf  cosé
Resumindo:
P
1 0 cosf —send
0(2) = ,onde Pe {0, 1} e 0 € (—m, =]
0 -1 senf  cosd

e O grupo U(1)

E. 22.33 Ezercicio. Mostre que o grupo U(1) := {z [Q, |z| = 1} é isomorfo ao grupo SO(2). *

e O grupo O(1, 1) (o grupo de Lorentz em 1+1 dimensoes)

Aqui estudaremos com algum detalhe o grupo O(1, 1), também denominado Grupo de Lorentz em 1+1 dimensdes. A
leitura deste topico pode servir de introdugao a leitura da Se¢ao 22.6 que tratara do Grupo de Lorentz em 3+1 dimensoes.

Seja M matriz inversivel real 2 x 2 na forma M = (¢}), onde a, b, ¢, d € R. Tem-se que, M~ = —L_ (4 b)),

ad—bc \ —c a
onde det(M) = ad — be. Se n:= (§ %), entdo nM Ty = (4 ), como facilmente se ve.

Se M € SO(1, 1), entdo M~! = nM7ny e det(M) = 1. Isso significa que ( ¢, .*) = (% ). Assim, devemos ter
a=d e b=c. A condi¢do det()M) = 1 significa > — b*> = 1. Logo,

sO(1, 1) = {MeMat(}R, 2| M = (2%),a beR, com a2_b2=l}.
Como se V&, SO(1, 1) & homeomorfo ao conjunto H. U H_ formado por duas hipérboles
H: = {(z, y) e R*| z = +\/1+ 42, y e R} .

SO(1, 1) tem, portanto, duas componentes conexas, que denotaremos por fl e fi:

T — (V12 b

7 = {MeMat(]R, ) M = ( ; m) be]R},
b — [ —V1Fb? b

gt = {MeMat(]R, )| M = ( I+ _W), be]R} .

Note-se que apenas .,iﬂl & conexa a identidade e, portanto, apenas a componente ,ZI & um subgrupo de SO(1, 1).
Parametrizando b € R na forma b = —senh (z), com z € R, constatamos que

- _ cosh(z) —senh(z)

Z+ - {ME Mat(]R’ 2)| M = (—senh(z) cosh(z) )’ < GR}’

&t {M € Mat(R, 2)| M (*COSW) *““h“)), ze R} .

—senh (z) — cosh(z)

Os elementos de O(1, 1) que nao sdao de SO(1, 1) tém determinante —1. Assim, sdo matrizes que satisfazem
(42) = (%) sendo, portanto, da forma (% ° ) com a? —b? = 1. O conjunto de tais matrizes & igualmente
homeomorfo ao conjunto H, U H_ e consta tamb&m de duas componentes conexas, a saber, 0s conjuntos

o= {MeMat(R,2)| M = (‘/?7\/%),1)613},
7t = {MeMat(]R, ) M = (*T#),beﬂ}.
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E claro que nem #1 nem #* sao subgrupos de O(1, 1). Parametrizando b € R novamente na forma b = — senh (z),
com z € R, constatamos que

2t = {Mematr, 2| M= (200 ), s e R},

2t = {mematm, 2 M= (3N ) ser)

O grupo O(1, 1) &, portanto, a unidao de quatro componentes conexas:
oW = 2lvztustvgt

sendo cada componente disjunta das demais. Dentre elas apenas ,ZJI & um grupo.

Definindo as matrizes 7:= (' 9) € 2* e P:= (} %) € £, podemos escrever

2t = {Memat®, 2] M= P( S )T s e R},
T — _ cosh(z) —senh (z)
2t = {memat®, 2| M= P( N0 ) ser),

o= {Me Mat (R, 2)| M ( cosh(z) *SE“W))T, ze R} ,

—senh (z) cosh(z)
0 que exibe a relag@o entre as matrizes dessas trés componentes conexas e as matrizes de Zf_.

E. 22.34 Egzercicio importante. Mostre que

71 = {M [Mat (R, 2)] M = exp(zM1), = }

onde M; == (% ). *

O grupo O(1, 1) & por vezes denominado Grupo de Lorentz em 1+1 dimensges. fl & denominado Grupo de Lorentz
proprio ortocrono em 1+1 dimensdes. O Grupo de Lorentz em 3+1 dimensBes sera estudado em detalhe na Secao 22.6,
pagina 1095.

Para fazermos contacto com a teoria da relatividade restrita, fagamos uma outra parametrizacao de ZI, definindo
v = ctanh(z). Com isso —c < v < ¢, cosh(z) = v(v) e senh (2) = 2v(v), onde y(v) := (1 — (v/c)*)~/2. Assim, definindo

y(w)  —2v(v) cosh(z) —senh(z)
Bi(v) = = , (22.42)
—2y()  (v) —senh(z) cosh(z)

teremos
fl = {Bl(v), —c<v< c} .

Bi(v) € Zf_ age em um vetor (¢¢) como By (v) (&) = ((ztm , onde
, _  xT—ut

_ t-ae
J1-% VJ1-%

que sao as bem conhecidas transformagGes de Lorentz da Teoria da Relatividade Restrita.

t x

E. 22.35 Ezercicio. Qual a interpretacdo fisica das matrizes P e T introduzidas acima? *



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1052/2349

E. 22.36 Ezercicio. Constate que para todos v, v' [[(Fc, c) vale

Bi(w)Bi(v)) = B <L“m> .

VU
1+ g

Trata-se da bem-conhecida regra relativistica de composicdo de velocidades. *

22.3.2 O Grupo SO(3)

A presente se¢@o € dedicada ao grupo SO(3), o subgrupo de O(3) composto por matrizes de determinante 1. Ao restante
do grupo O(3) dedicamos a Seg¢ao 22.3.3, pagina 1068.

Conforme ja definimos, SO(3) & o grupo formado por todas as matrizes 3 x 3 reais R tais que R” = R~! e tais que
det(R) = 1. Vamos comecar seu estudo mostrando que toda a matriz R # 1 de SO(3) representa uma rotacao por algum
angulo em torno de algum eixo que passa pela origem. A essa interpretacao seremos conduzidos pelas ProposicOes 22.3 e
22.4, logo adiante, cujas demonstragdes iniciam-se com o seguinte resultado, valido para os grupos SO(n) com n impar:

Lema 22.2 Seja R € SO(n) com n impar. Entdo, 1 & um autovalor de R e, portanto, existe ao menos um vetor ndo
nulo v € R™ tal que Rv = v. —1

Prova. Como R € SO(n), tem-se RRT =1 e det(R) = 1. Logo,

det (1 — R) = det (R(R" — 1)) = det(R)det((R—1)") = det(R—1) = det(—(1—R)) = —det(1—R),
=1
0 que implica det (1 — R) = 0. Acima, usamos o fato que se A for uma matriz n x n com n impar, entdo det(—M) =
— det(M) (essa afirmagao & falsa se n for par).

O fato que det (]l — R) = 0 implica que 1 & um autovalor de R e que R — 1 ndo possui inversa. Pelo Corolario 9.1,
pagina 359, existe um vetor ndo-nulo v € R™ que & anulado R — 1, ou seja, que & tal que Rv = . |

No caso especifico de SO(3) tem-se a seguinte afirmagao:

Proposigao 22.3 Para cada matriz R € SO(3), R # 1, o subespago V = Vi de R? formado por vetores que s3o deixados
invariantes por R (ou seja, que satisfazem Rv = v para todo v € V) & unidimensional. —1

Note que o subespaco V' pode nao ser 0 mesmo para matrizes R distintas. Note tamb&m que excluimos R = 1 por
razoes Obvias: todo vetor de R? & invariante por 1 e ndo apenas um subespago unidimensional.

Prova da Proposicdo 22.3. Seja R # 1 uma matriz qualquer de SO(3), fixa daqui por diante. Seja V' o subespago de R3
formado por todos os vetores v que sdo autovetores de R com autovalor 1: V = {v € R?| Rv = v}. Sabemos pelo Lema
22.2, pagina 1052, que V # {0} e sua dimensao pode, portanto, ser 1, 2 ou 3.

Notemos de passagem que se v € V entdo vale também que R7v = v. De fato, se aplicarmos R” & esquerda na
igualdade v = Ruv e lembrarmos que RTR = 1, segue que RTv = v. Notemos também que V*, o subespago formado
por todos os vetores ortogonais a todos os vetores de V, & também deixado invariante por R, ou seja, se v € V' entdo
RucV+. Defato,seveVeuecV+t

(Ru, vy = (u, RTv)g = (u, v)g = 0.

Como isso vale para todo v € V, concluimos que Ru € V-, como queriamos.

Como dissemos, a dimensao de V' pode ser igual a 1, 2 ou 3. Vamos mostrar que os dois Ultimos casos ndo sao
possiveis.

Se a dimens3o de V fosse 3, V seria idéntico ao espago R3. Nesse caso entdo Rv = v para todo vetor v € R?, ou seja,
R =1, situagdo que excluimos.
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Vamos supor, entdo, que a dimensao de V & 2. Nesse caso a dimensdo de seu complemento ortogonal V- & 1. Agora,
como V+ & unidimensional e & invariante pela agdo de R, teremos para u € V+ que Ru = \u, para algum \ € R. Mas
isso diz que

(u, uyg = (Ru, Ru)p = (M, M) = A (u, u)y

e, portanto, A = +1. O caso A = +1 ja esta excluido (pois ai v € V). Logo, A = —1 e Ru = —u. Assim, R possui um
autovalor A = +1 duplamente degenerado e um autovalor A = —1, simples. Logo, det(R) = —1, uma contradi¢do com a
hipdtese que R € SO(3). Logo, a dimensao de V' dever ser igual a 1, e isso completa a prova. |

Seja R # 1 um elemento de SO(3) e seja Vr 0 subespaco unidimensional formado pelos vetores deixados invariantes
por R e cuja existéncia foi estabelecida na proposi¢cao que acabamos de provar. Como também vimos, R também deixa
invariante o subespaco bidimensional Vi3, que & ortogonal a V.

Isso significa que se escolhermos em R3 uma base ortonormal v, ui, us cOm v € Vz € u; € VH%, a matriz R tera a
forma

R = , (22.43)

onde r & uma matriz real 2 x 2. Que propriedades tem »? Como veremos, » € SO(2). De fato, pela definicao de R,
teremos para qualquer vetor u, que (u, u)y = (Ru, Ru)g, mas se escolnermos « € Vi3, teremos Ru = ru em Vj e
a relagdo acima significa (u, u)p = (ru, ru)g. Logo, r € O(2). Fora isso, (22.43) mostra que 1 = det(R) = det(r),
provando que r € SO(2). Como sabemos a forma geral de uma matriz de SO(2) &

CoSp —seny
seny  COS¢y

com ¢ € (—m, w]. Isso estd também dizendo que R representa uma rotacdo de ¢ em torno do eixo (que passa pela
origem) representado por Vkg.

Concluimos ent@o o seguinte:

Proposicao 22.4 Para cada R € SO(3) existe uma base ortonormal de R? onde R & da forma

R =10 cosp —senp (22.44)

0 senp cosyp

com ¢ € (—m, 7. —1

A discussao precedente nos informa que cada elemento R de SO(3) representa uma rotagao de um certo angulo
6 € (—m, 7] em torno de um eixo (que passa pela origem) definido por um vetor 7 € R? (que podemos sempre escolher
como tendo norma 1, ou seja, ||7]| = 1)!2. Essa afirmagdo & por vezes denominada Teorema da Rotag@o de Euler, que o
demonstrou pela primeira vez (com outros argumentos) em 1776.

12No caso R = 1 tomamos 0 = 0 e 77 arbitrario.
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e Os geradores de SO(3)

Pela discussao precedente, se considerarmos os elementos de SO(3) que correspondem a rotacGes por um angulo ¢
no sentido anti-horario em torno dos eixos candnicos 1, 2 e 3 do espago tridimensional R? (eixos esses que suporemos
orientados positivamente, como usual), teremos que as respectivas matrizes de rotacao sao dadas por

1 0 0 cose 0 senyp cose —senp 0
Ri(¥) = |0 cosp —senp |, Ra(p) = 0 1 0 e Rs(p) = | senp cose Of -
0 seny cosyp —senp 0 cosy 0 0 1
(22.45)

com ¢ € (—m, w]. O estudante deve convencer-se do fato que a diferenca de sinal nos senos entre Rs(¢) € as outras duas
matrizes em (22.45) se deve ao fato de que as trés matrizes representam rotactes no sentido anti-horario.

E um exercicio elementar (faca-o!) verificar que cada matriz R;(#) representa um subgrupo uniparamétrico de SO(3):
R;(0)=1¢e R;(0)R;(¢) = R;(6 + ¢"). Os geradores desses subgrupos sao dados por

1 0 0 0 0 O
d d
Jio= %Rl(@) - = | O cosp —seny =100 -1 |, (22.46)
0 senp cosyp 01 0
e=0
cose 0 senyp 0 01
d d
7 = Yp - ¢ = , 22.47
2 e 2(¢) o g 0 1 0 0 00 (22.47)
—senp 0 cosy -1 0 0
e=0
cose —senp O 0 -1 0
d d
J. o= Yp - ¢ = 22.48
3 o 3() e o senp cosp O 1 0 0 ( )
0 0 1 0 0 O
©=0

Para ilustrar a discuss@o que faremos na Secdo 22.4.2, pagina 1086, notemos aqui que as trés matrizes .J, compdem uma
base no espaco das matrizes 3 x 3 antissimétricas.

E relevante constatar, contemplando (22.46)—(22.48), que os elementos de matriz das matrizes J,, a = 1, 2, 3, sao
dados por
(Ja)bc = —Eabc (2249)

onde 44, COM a, b, ¢ =1, 2, 3, & 0 chamado simbolo (ou tensor) de Levi-Civita'3, definido da seguinte forma:

1, se abe for uma permutacao par de 123,
€abe *= { —1, se abe for uma permutagdo impar de 123, (22.50)

0, se quaisquer dois indices forem iguais.

O exercicio a seguir revela um fato importante sobre as matrizes Jx:

13 Tullio Levi-Civita (1873-1941).
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E. 22.37 Ezercicio importantissimo. Verifique que as matrizes J1, J2 e Js satisfazem as relacdes de comutacio

3
[Ja, Jo] = Zsabcjc . (22.51)

c=1

Sugestao 1: use a férmula explicita das matrizes J;, dada em (22.46)—(22.48), calcule seus diversos comutadores e constate a validade
de (22.51). Sugestao 2: use (22.49) e a identidade de Jacobi para os simbolos de Levi-Civita, relacdo (4.10), pagina 234. *
E. 22.38 Ezercicio. Sejam & = (o, a2, az) CR® e §= (81, B2, f3) CR®. Usando (22.51), mostre que

[&-f,ﬁ-f] = (axg)-f, (22.52)
sendo que “x" denota o produto vetorial em R% e & - J é uma abreviacdo sugestiva para a1J1 + azJs + asJs. *

Os Exercicios E. 22.37 e E. 22.38 dizem-nos que as matrizes J;, Jo e J3 geram uma algebra de Lie, denominada
algebra de Lie so(3) (com letras mindsculas), para lembrar sua associagao com o grupo SO(3).

E. 22.39 Ezercicio. Verifique que as matrizes J1, J2 e J3 satisfazem

0 0 0 -1 0 O -1 0 O
U)*=1lo0o -1 of|=E, (J=]0 0 0| =E, e ("=|0 -1 of = Es, (2253
0o 0 -1 0 0 -1 0 0 O
e que vale
(J1)* + (J2)* + (J3)* = —21.
3]
E. 22.40 Egzercicio. Verifique que com as matrizes E1, E> e E3 acima podemos escrever
Ra(¢) = 1+ (1—cos(p))Ea + sen(p)Ja (22.54)
paraa=1 2e3. *
Com o uso de (22.53) podemos facilmente provar o seguinte fato: para a =1, 2 ou 3 tem-se
Ra(p) = exp(pJa) -
Vamos mostrar isso. Por (22.53) & evidente que J? = E,J, = —J, (verifique!). Logo,
J* = (~1)ME,, VkeN e J2RHL = (—1)*J, , VkeN. (22.55)

Assim, temos paraa =1, 2 ou 3,

explpls) = Z *0—,

- kZ(Zk)' “ Z(21<:+1)| T

(22.55) ( 1)k+1 2k ( 1)k 2k+1
= <Z (2k)! ) (Z 2k + D) ) Ja
= 1+ (1-—cos(p))E, + sen(p)J,

(22.54)
= Ru(y),
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que € o que queriamos mostrar.
* k% *

E. 22.41 Ezercicio. Sejam as matrizes de rotacdo definidas em (22.45). Mostre que vale a relacdo
Rg(_Tr/Z)Rl(_ﬂ'/Z)RQ(_ﬂ'/Z) = R; (_71'/2)

e interprete-a geometricamente. *

e Os geradores de SO(3) e a aplicagao exponencial

Vamos agora mostrar que todo elemento de SO(3) pode ser escrito como exponencial de uma combinacao linear das
matrizes J,. Antes, porém, precisamos estabelecer uma certa convengdo.

Como comentamos anteriormente, cada elemento R de SO(3) representa uma rotagao de um certo angulo 6 € (—m, 7]
em torno de um eixo definido por um vetor 77 € R3 (que podemos sempre escolher como tendo norma 1, ou seja, ||77]| = 1).
Agora, uma rotacao de um angulo 6 em sentido anti-horario em relacao a i corresponde a uma rotagao de um angulo 6
em sentido horario em torno de » ou a uma rotagao de angulo —6 em sentido anti-horario em relagdo a 7. Para evitar
essas ambiguidades, vamos doravante adotar a convengdo de considerar apenas rotagdes em sentido anti-horario e limitar
o0 angulo 6 ao intervalo [0, =].

Designaremos por R(G, ﬁ) a matriz de rotag@o de um angulo ¢ € [0, 7] em sentido anti-horario em torno de 7 € R?
com ||77]] = 1. Convencionamos também que a rotac@o identidade 1 & entendida como uma rotagdo de um angulo nulo
em torno de um eixo arbitrario: 1 = R(0, 7).

Temos, entao, a seguinte proposicao:

Proposicao 22.5 Seja R(@, ﬁ) € SO(3) uma rotagao em sentido anti-horario de um angulo 6 € [0, ] em torno de um
eixo definido por um vetor 77 € R?, 7= (11, 12, 13), com ||77|| = 1. Entdo, podemos escrever

R(0, 1) = exp (9ﬁ~ f) , (22.56)
onde 77 - J:= mJ1 +neJo +n3J3. Calculando-se a exponencial acima obtém-se
2 >
R(0, 7) = 1+ (1— cos(9)) (ﬁ~ J) + sen() (ﬁ J) , (22.57)

ou seja, escrevendo-se explicitamente,

(1 —cos(@))ni +cos(d) (1 —cos(@))mnz — sen(@)ns (1 — cos())mns + sen(O)r2

R(0, 1) = | (1 - cos(@))mmnz + sen(@)ns (1 —cos(@))n3 +cos(®) (L — cos(@))narz — sen(O)m

(1 —cos(9))mns — sen(@)n2 (1 — cos(0))nsn2 + sen(@)m (1 — cos(8))n3 + cos(d)

Por fim, para @ € R3 arbitrario, tem-se que

R(O, )@ = @+ (1-cos(®)) (7 x (7xa)) + sen(6) 7 x & (22.58)
= cos(f)a + (1 —cos(9)) (7 @) 7+ sen(d) 77 x & . (22.59)
As expressoes (22.57) e (22.58)—-(22.59) sao denominadas formulas de Rodrigues'# para o grupo SO(3). |

MBenjamin Olinde Rodrigues (1794-1851). Rodrigues foi banqueiro, socialista, e matemdtico amador, nascido na Franga, mas de origem
judaico-portuguesa. Seu nome é mais conhecido por uma identidade sobre polinémios de Legendre, a equagdo (15.40), pagina 690, (vide
também Secdo 15.1.2, pagina 687 para generalizagoes).
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Antes da demonstracao, facamos alguns

[ R |
Comentdrios. A Proposigao 22.5 revela-nos que R 60, 77—depende do angulo 6 e do vetor 77 através da combinagao 67j. O vetor 07 é, por isso,
denominado vetor de rotagdo associado ao elemento R 6, 7 € SO(3).

A férmula de Rodrigues (22.57) também pode ser obtida com o uso do Calculo Funcional (Teorema Espectral). Vide Exercicio E. 22.99,
pagina 1126.

Para uma prova mais geométrica de (22.59), siga os passos indiepdqsno Exercicio E. 22.100, pagina 1126. As expressdes (22.58)—(22.59)
sdo interessantes por exibirem explicitamente a acdo da rotagdo R 0, 77 sobre cada vetor & € R3. &
Prova da Proposicdo 22.5. A equagao (22.56) & evidente no caso # = 0. VVamos supor R(G, ﬁ) % 1 e, portanto, 6 # 0.
Pela Proposicao 22.3, pagina 1052, existe um subespaco unidimensional Vz que & deixado invariante por R(G, ﬁ). E
obvio que R(0, i) = 1.

O que faremos para demonstrar nossa proposicao & mostrar que exp (917- f) & uma matriz ortogonal, de determinante
1, e que mantém 77 invariante e roda os vetores perpendiculares a 77 de um angulo # (no sentido anti-horario) em torno
do eixo definido por 7. Com isso, podemos identificar R(@, ﬁ) =exp <9ﬁ~ f), COmMO queremos.

VVamos abaixo calcular de modo mais explicito o que & a matriz exp (9ﬁ~ J) mas, antes disso, vamos demonstrar que

exp (917- f) € SO(3). Para isso, comegamos com a observacao que

0 —n3 N2
qoJ = mdimdatnsds = | e 0 —p, (22.60)
-2 m 0

& uma matriz antissimétrica, ou seja, (77 - f)T =—7- J. Note-se que seus elementos de matriz sao dados por
3
(7)== e (22.61)
* k=1

Assim,

oo

[exp <9ﬁ.f)r =¥ % ({ﬁjr>m = i (*n?m(ﬁ.j)m = exp (7977.[7) = {exp <9ﬁ.f)}_1 :
m=0

Isso demonstrou que exp (67 - f) & uma matriz ortogonal, ou seja, sua transposta € igual a sua inversa. Resta-nos mostrar
que det (exp (9ﬁ~ f)) = 1. Como exp (9ﬁ~ f) & ortogonal, seu determinante & +1. Assim, como det (exp (9ﬁ~ f))

depende continuamente de @ (para isso, vide, por exemplo, a expressao (22.64), abaixo), temos que det (exp (Hﬁ- f)) é
constante para todo 6 € (—, w]. Calculando em 6 = 0, teremos

det (exp (9ﬁ~ f)) = det (exp (Oﬁ~ f)) = det(1) = 1.

Um segundo argumento que pode ser empregado para se provar 0 mesmo fato & evocar a Proposicao 9.14, pagina 373,
segundo a qual vale

det (exp (9ﬁ~ f)) = (7).

Como 77-J € uma matriz antissimétrica, segue que Tr(ﬁ-f) = 0 (evidente por (22.60)) e, portanto, det (exp (917- f)) =1
Estabelecemos, assim, exp (917- f) € SO(3) para todo 6 e todo 7.

VVamos agora expressar de modo mais explicito a matriz exp <9ﬁ~ J). Para isso, serd importante mostrar que

(ﬁ-f)3 = f(ﬁ-f) : (22.62)
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A maneira pedestre de mostrar isso € por verificagdo explicita. De fato, por (22.60),

-1 mn mn

2
(”'J) = | mm -1 mne

mns  mmz n3—1

Multiplicando-se novamente por 7 - J, obtém-se (22.62). Temos, entado, o seguinte: para todo k£ € IN, vale

(1) = co=(0) e (i 0) = (i)
Logo,
exp(9ﬁ~f) = 1+ i % (ﬁ~f)m
m=1
= X o5 (17) X Gy ()
% (_1\k+1pg2k R  (_1ykp2k+1 -

= 1 (;( l()2k)!9 ) (77"])2+ <;((21k);fl)! )ﬁ"]

= 1+ (1—cos(h)) (ﬁ f)2 + sen(f) (ﬁ- f) .
Resumindo,

- =\ 2 -
exp (9ﬁ~ J) = 1+ (1 —cos(9)) (ﬁ J) + sen(f) (77- J) .
Seja agora @ € R3, arbitrario. Tem-se que
(7-7)a=iqxa.
E. 22.42 Ezercicio. Verifique-a usando a forma explicita (22.60) de 77 .J ou usando (22.61).

Segue imediatamente de (22.65) que

N
(7-7) @ =qx@xa "2 (7-a)i-a,

1058/2349

(22.63)

(22.64)

(22.65)

(22.66)

onde, na segunda igualdade, usou-se a bem-conhecida identidade (4.14), pagina 235, bem como o fato que ||7]| = 1.

Retornando com isso a (22.64), temos imediatamente que

exp(eﬁ-f)o-z = o-z+(1—cos(9))(ﬁx(ﬁxo-z))+sen(9)ﬁxo7

cos(d)a + (1 — cos(9)) (77 @) 77+ sen(d) ij x & .

(22.67)

(22.68)

Vamos agora provar que exp (9ﬁ~ J) mantém o vetor 77 invariante e roda os vetores ortogonais a 77 por um angulo ¢

=

no sentido horério, o que nos permite identificar R(@, ﬁ) =exp <9ﬁ~ J)

De (22.67) segue imediatamente que
exp (077 7) 77 = 7.
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=

ou seja, tal como R(G, 77‘) a matriz exp (917- J

N—

mantém 7j invariante para qualquer 6. Tomemos agora um vetor unitario

g_“'que seja ortogonal a 77. Os vetores 5e RS 55’50 ambos unitarios e formam uma base ortonormal no subespagco ortogonal
a 77. Evocando (22.68), e usando que 77- ¢ =0, que 7 - (ﬁx E) =0eque 7 x (ﬁx E) = —(, temos

cos(8) ¢ + sen(d) (7 x ¢) ,

exp (917- f) ¢

—sen(d) ¢ + cos(9) (7 x C) ,

exp <9ﬁ-f) (7 % )

como facilmente se constata (faca-o!). Essas relag®es mostram-nos claramente que exp (9ﬁ~ f) age no subespaco gerado

por 5 e 17 % f como uma rotagao de um angulo ¢ no sentido anti-horario. Assim, podemos identificar R(G, ﬁ) =
exp (9ﬁ~ f), 0 que completa a demonstrac@o da Proposicao 22.5. |

Resumindo nossas conclusoes,
s0@3) = {exp <9ﬁ~ f) , 0c0, 7], 7e€R® com || = 1} .
O leitor deve atentar para o fato que alguns elementos listados no conjunto a direita podem ser idénticos, vide comentario
adiante.

A Proposicao 22.5, pagina 1056, esta dizendo-nos que todo elemento de SO(3) pode ser escrito como a exponencial
de um elemento de sua algebra de Lie. Isso constata um teorema geral (vide, por exemplo, [296]) que diz que se um
grupo de Lie & compacto!® e conexo e sua algebra de Lie & semi-simples, a aplicagdo exponencial da sua algebra de Lie &
sobrejetora no grupo. De fato, SO(3) & compacto, conexo e so(3) & semi-simples.

Finalizamos com uma breve observagao, um tanto evidente, mas que sera evocada mais adiante:

Proposicao 22.6 Seja i7 € R3, 77 = (n1, n2, n3). Entdo, a matriz exp (9ﬁ~ f) € igual & matriz identidade se e somente
se § =2mn para n € Z. 1

> 5 2 >
Prova. De (22.57) vemos que exp <9ﬁ~ J) = 1 se e somente se (1 - cos(H)) (ﬁ- J) + sen(6) (ﬁ- J) = 0. Agora, vemos
- 2 -
por (22.60) e (22.63) que as matrizes 77- J e (77‘ J) sao linearmente independentes (observe que 77- J tem apenas zeros

N
na diagonal, ao contréario de (ﬁ- J) ). Logo, devemos ter cos(d) =1 e sen(d) =0, o que se da se e somente se § = 27n
para n € Z. |

e O espaco dos parametros do grupo SO(3)

Para continuar esta exposicao sobre o grupo SO(3), vamos descrever sua estrutura enquanto variedade. Como vimos,
os elementos de SO(3) sdo parametrizados por pontos #77 de R3, sendo que ¢ € [0, =] e ||77]] = 1. O conjunto de todos os
pontos desse tipo compreende a esfera fechada de raio 7 centrada na origem. Para cada ij fixo, os dois pontos antipodas
da superficie dessa esfera que estao na direcdo definida por 77 s@o +7. E claro, porém, que tais pontos correspondem

—

a mesma rotacdo: uma rotagao de = em torno de um 7 & 0 mesmo que uma rotagao de w em torno de —7. De fato, €
trivial verificar por (22.64) que exp (wﬁ~ f) =exp (fmT f). Assim, SO(3) corresponde nessa imagem ao espaco obtido
tomando-se uma esfera fechada e identificando-se todos os pares de pontos antipodas de sua superficie.

Na linguagem da topologia e das variedades, o conjunto obtido por essa construcao coincide com o chamado espaco
projetivo real, denotado por RP3, que & definido como o conjunto de todas as linhas retas em R* que passam pela origem.
Com mais generalidade, o conjunto RP" & a variedade topoldgica (diferenciavel) n-dimensional formada pelo conjunto
de todas as linhas retas de R™*! que passam pela origem. O espago projetivo real RP™ & definido e analisado na Segao
35.4.6, pagina 1697. A pagina 1699 esclarecemos por que RP™ pode ser também entendido como o conjunto obtido
tomando-se uma bola fechada em R™*! e identificando-se os pontos antipodas de sua superficie.

15Para a definicdo da nogéo de compacidade e suas propriedades, vide Secdo 34.3, pagina 1579.
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SO(3) & homeomorfo, enquanto variedade, ao espago projetivo RP3. Como veremos na proxima se¢do, o grupo SU(2),
que & fortemente aparentado a SO(3), tem outra estrutura: SU(2) & homeomorfo a $3, a superficie da bola de raio 1 em
R*. Para uma introdug3o ao estudo de variedades, vide Capitulo 35, pagina 1642, e outras referéncias 14 citadas.

22.3.2.1 Mais Propriedades das Matrizes de SO(3)

As formulas de Rodrigues (22.57) e (22.58)—(22.59) permitem a obtencao de outros resultados relevantes sobre as matrizes
que compdem o grupo SO(3). Nesta se¢a@o exibiremos alguns deles.

Proposi¢do 22.7 Sejam 7}, e 7, dois vetores unitarios de R®. Entao, existe Riz = Ri2(f12, 712) € SO(3) tal que
Ry = 7j2, OU Seja, existe uma matriz de SO(3) que leva 7; em 7.
1. No caso em que 7j; = 7j» podemos escolher (evidentemente) Ri> = 1, ou seja, 012 = 0 € 7o arbitrario.

2. No caso em que 7; = —7j> podemos escolher 6,2 = 7 e 712 qualquer vetor que seja ortogonal a 7/, (e, portanto, a
72)-

3. No caso em que 7; # 7j» € 71 # —17j2, podemos escolher

T X 72

Riy = R(612, 712) com 6y2 = arccos (7j; - 72) € [0, 7] e 2 = i =]
1 2

Prova. O caso em que 7j; = 7> & trivial. No caso em que 77; = —7j, a escolha 6,5 = 7 fornece por (22.59)
R(b12, )it = —if +2(Ta2 - 1) Tha

que vale —7; = 7> se tivermos 7715 - 771 = 0, ou seja, se 7712 for ortogonal a 77; (e, portanto, a 75).

O Unico caso que realmente requer algum esforco de demonstracao & o caso em que 77; # 72 € 7y # —72. A escolha
612 = arccos (771 -7j2) € [0, =] significa que 61, & o angulo formado entre 77y € 77>. L0go, oS b12 = ify -7j> € Senfia = ||ify X ifa |-
Portanto, por (22.59), temos

R(b12, Th2) i (771 - )T + (71 % 772) X i} Y () — (- TR) T+ = 2,

onde na primeira igualdade usamos també&m que 7712 - 773 = 0 (por ambos 0s vetores serem mutuamente ortogonais) e na
pendltima usamos também o fato que ||771|| = 1. [ |

O que essa proposicao diz & que SO(3) age transitivamente na esfera de raio 1 de R3: qualquer vetor unitario pode
ser levado a qualquer outro vetor unitario por meio da agao de algum elemento de SO(3).

O resultado a seguir & dbvio sob varios aspectos, mas ainda assim apresentamos uma prova do mesmo.

Lema 22.3 Se R € SO(3), vale
R(@x ) = (RA) x (RB), (22.69)

para todos @, 3 € R3. —1

Prova. Seja R = R(G, ﬁ) para algum vetor unitario 77 e algum 6 € [0, 7]. Usando a bem conhecida identidade (4.14),
pagina 235, é facil ver que

(R(@x 8)) x ((ra) x (rE)) = ((R(o? ) -Rﬁ) Rd — <(R(07 <)) ~Ra> RA
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Na segunda igualdade usamos o fato que R preserva produtos escalares e na terceira igualdade usamos o fato que & x B
& ortogonal a @ e a 5. Isso mostrou que R(@ x §) = )\((Ro‘z) X (RE)) para alguma constante \ € R.

Como R preserva a norma dos vetores, temos
|R@x )| = llax Al = fla 7] sene
onde ¢ & o angulo entre @ e /3. Temos também

| (ra) x (3)

| = ||za| || R | sen’ = ||| | F]|sene’

onde ¢’ & o @ngulo entre Ra e Rﬁ. Como R também preserva o angulo entre dois vetores (pois preserva suas normas
e seu produto escalar), tem-se ¢’ = . Disso segue imediatamente que A = +1. A matriz R = R(@, ﬁ)) & continua
em 6. Como A\ pode assumir apenas dois valores, a continuidade diz-nos que A nd@o se altera em uma vizinhanca aberta
de # = 0 (em verdade em parte alguma, pela compacidade e conexidade do grupo). Para 6 = 0 temos R = 1, em
cujo caso vale evidentemente A = 1. Esse valor de A, portanto, € o mesmo para todo ¢ e, assim, estabeleceu-se que
R(@x )= (Rd) x (RB). [ |

E. 22.43 Ezercicio. Ha outras provas do Lema 22.3. Prove-o, por exemplo, usando diretamente (22.58)—-(22.59). Vide também
Exercicio E. 22.45, pagina 1062. *

Uma consequéncia do Lema 22.3 & a seguinte proposi¢ao importante:

Proposicao 22.8 Se Ry € SO(3) vale

RoR(0, MRy = R(0, Roj) (22.70)
para todo vetor unitario 7 € R? e todo 6 € [0, 7]. Assim, tem-se
exp <9(R0ﬁ) ~f) = Rpexp (9ﬁ~ f)Rgl = exp <9ﬁ~ (RofRol)) . (22.71)
1

Prova. Seja @ € R3. Temos por (22.59)

R(0, Ro)Ro@ “=” cos(8) (Rod) + (1 — cos(®)) ( (Roff) - (Rod) ) Roi + sen(6) ((Rof) x (Rod))

cos(9)Rod + (1 — cos(9)) (77 - @) Roif + sen(h) Ry (77 x @)

Ry {cos(@)(o?) + (1 —cos(9)) (77 - @) 77 + sen(d) (77 x 0_2)}

CL9 ReR(0, ) d

sendo que na segunda igualdade usamos que Ry preserva produtos escalares e usamos (22.69). Como isso vale para todo
@ € R3, estabelecemos que R (6, Roij) Ry = RoR(0, 77), completando a demonstracgo de (22.70). A relag@o (22.71) segue

disso e do fato provado alhures que Pexp(A)P~! = exp (PAP*l) para quaisquer matrizes quadradas A e P de mesma
ordem (P inversivel). |

As Proposices 22.7 e 22.8 tém o seguinte corolario evidente:
Corolario 22.1 Sejam 7, e 7}, dois vetores unitarios de R3. Entdo, existe R15 € SO(3) tal que
R(G, 772) = ngR(G, ﬁl)Rﬁl .

A expressao para a matriz R12 € SO(3) & a mesma descrita na Proposicao 22.7. —1
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Outra consequéncia Util da Proposicao 22.8 & a identidade
(Roi) -7 = Ro(i- D Rg* = i1 (RoTR;") (22.72)

que pode ser provada diferenciando-se os termos da igualdade (22.71) em relacdo a # e tomando-se § = 0. A relacdo
(22.72) & valida para qualquer Ry € SO(3) e qualquer 77 € R3 (aqui ndo & necessario impor ||77]] = 1, por razoes dbvias).

E. 22.44 Egercicio. A relagdo (22.72) diz-nos que R(0, i) (52 . j)R( —0,17) = (R(Q, ﬁ)&) - J. Usando a férmula de Rodrigues
(22.59), obtenha a relagdo

R(6, 7) (&- f)R( —0,7) = cos(d) (& : f) + (1 - cos()) (77 - @) (ﬁ- f) + sen(0) (7> &) - J . (22.73)

Essa relacdo é particularmente (itil no caso em que & e 77 s3o vetores da base candnica {e1, e2, e3} de R3. Mostre que

3
Ri(0)JiRiu(—0) = (&m +(1- 5k,,l)cos(9)) i+ sen(0) Y eiimdm | (22.74)

m=1
tomando 77 = e, e & = e; na relagdo (22.73), com k, | {1, 2, 3}. *
E. 22.45 Ezercicio. Demonstre a relacdo (22.69) usando (22.72) e as relacdes de comutagdo (22.52). *

e Fixando rotagcbtes com pares de vetores ortonormais

Vamos denotar por e, k = 1, 2, 3, os vetores da base candnica de R3: e; = (é) e, = (g) e e3 = (
Naturalmente, (ex), = dx.

[ =l=}
N—

Se R € SO(3), suas colunas sa@o as imagens da base candnica por R: se

Ry1 Ri2 Ris Rix
R = Ry Ry Ras| > entdo Ro. | = Rex.
R31 R3» R Rsye

Assim, a imagem de R nos trés vetores da base candnica fixa R univocamente. Em verdade, & suficiente considerar a
acdo em apenas dois desses vetores pois tem-se, por exemplo, Res = R(e; x e;) = (Re;) x (Rez) (pelo Lema 22.3,
pagina 1060). A reciproca dessa afirmacdo & também verdadeira:

Proposicao 22.9 Sejam €] e e/, dois vetores ortonormais, ou seja, satisfazendo e/, - e; = d,,. Entdo, existe uma matriz
R € SO(3), Unica, tal que Re; =€), Res =€}, e Res =€} x €l. —1

Prova. Seja e} := e} x e,. Como & = {el, e, e3} el = {e’l, e, eg} sdo bases em R? podemos expandir qualquer
vetor 7 € R® em ambas: & = x1€1 + x2€5 + z385 = €] + zhel +zhel, coma, =T e e} =7 e, k=1,2,3.

Afirmamos que a matriz R procurada tem elementos de matriz dados por

Ry =e-€;, i,j=123. (22.75)

Antes de provarmos que a mesma pertence a SO(3), calculemos sua agao sobre os vetores da base candnica. Teremos

3 3
Logo,

Re, = Z(Rek)iei = Z(ei.e%)ei = e;“ k=12 3.
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Como e3 = e; X eq, 0 fato que Res; = €} ja seguiria diretamente do Lema 22.3, pagina 1060.

Da definicdo vé-se que a k-ésima coluna de R & o vetor e, (na base £). Com isso, a condi¢do de ortogonalidade
RRT = 1 segue da ortonormalidade dos elementos de &’. A condigdo det(R) = 1 segue do fato de & ser positivamente
orientado. ]

A Proposi¢ao 22.9 sera relevante para nossa discussao sobre os angulos de Euler, a ser feita mais abaixo.
Resumimos a discussao acima da seguinte forma:

Corolario 22.2 O grupo SO(3) pode ser hijetivamente associado ao conjunto de todos pares ordenados (e’l, e’2) € R3xR?
com e; - €’ =6;, 4, j =1, 2. 1

Os vetores unitarios e, podem ser associados bijetivamente a pontos da esfera unitaria $2. Para cada e}, 0s vetores €/,
que s3o ortogonais a €} podem ser bijetivamente associados ao circulo unitario $*. Assim, concluimos que SO(3) ~ $2 x $1.

22.3.2.2 SO(3) e os Angulos de Euler

Nesta secao expomos mais uma forma de expressar as matrizes de rotacao R € SO(3), desta vez em termos dos chamados
angulos de Euler. Essa nova forma € relevante na descricao do movimento de corpos rigidos na Mecanica Classica, na
Astronomia (Dinamica Planetaria) e também surge no contexto da Mecanica Quantica. Algumas dessas aplicagdes a
Mecanica Classica serao discutidas na Se¢ao 23.4, pagina 1174. Usaremos diversos resultados anteriores, especialmente
da Secdo 22.3.2.1, pagina 1060, mas comegamos com mais alguns resultados preparatorios.

e Mais alguns resultados Uteis sobre rotagOes

Proposi¢ao 22.10 Sejam & e /3 dois vetores unitarios de R3 e seja R(G, 77‘) € SO(3) a matriz de rotagdo por um angulo
6 em torno de um terceiro vetor unitario 7. Entdo, existira um angulo 6, tal que R(@o, ﬁ)d' é ortogonal a ﬁ ou seja,
(R(60, 7)a, E}R =0, se e somente se a condi¢ao

(@-8)° ~2(a-A)(@-a) (@A) + ((@x §) 1) =0 (2276)

for satisfeita. L1

Prova. Por (22.59) tem-se

-,

(R(0, 7)&, B), = cos(@)a B+ (1—cos(0)) (77 &) (7~ B) + sen(t) (& x B) -77 -

(Acima usamos que (ﬁx 62) ﬁ = (07 X ﬁ) - 77, identidade (4.13), pagina 235). Desejamos, portanto, saber se existe um
angulo 6 tal que

cos(®)|a-F~ (7- @) (7 B)| + sen® | (@ x B) - 7] = ~(77-a) (- B) . (22.77)
Afirmamos que, para A e B constantes reais, a imagem da funcdo

f(@& = Acos(9) + Bsen(d) , e,

€ o intervalo fechado {f VAZ + B2, /A2 + BQ] Se VA% + B2 = 0 essa afirmagdo & dbvia (poisai A= B =0¢ f &
identicamente nula). Se v/ A2 + B2 # 0, defina-se sen(d) := A/v A2 + B? e cos(d) := B/ A% + B2 e teremos
f(0) = A%+ B2(cos(f) sen(5) + sen(f) cos(5)) = /A2 + B2sen(d +6) ,

0 que torna a afirmagao evidente.

Adotando-se A=a& -3 — (i7- @) (77 - ﬁ) e B = (@ x j) -1, a equagdo (22.77) sera satisfeita para algum angulo 6, se e
€

somente se
—(i7- &) (7- B)

*\/A2+BQ, \/142_4_32}7



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1064/2349

ou seja, se e somente se (ﬁ- 07)2(77‘- 3)2 < A% + B2, Expandindo-se o lado direito, vé-se facilmente que essa condigZo &
idéntica a condicao (22.76) |

O corolario a seguir sera usado quando da nossa discussao sobre a parametrizagao de SO(3) em termos dos chamados
angulos de Euler.

Corolario 22.3 Sejam ad e 5 dois vetores unitarios de R? e seja R(G, ﬁ) € SO(3) a matriz de rotagd@o por um angulo ¢
em torno de um terceiro vetor unitério 7. Assuma que 7j & ortogonal a &. Entao, existird um angulo 6, tal que R(Go, ﬁ)d'

& ortogonal a 3, ou seja, (R(6o, 7)d, B), = 0. 1

Prova. Sob a hipdtese que 77- & = 0 a condig¢ao (22.76) fica E) ( a x ﬁ ) > 0, a qual, evidentemente, & sempre
satisfeita. |

O Corolario 22. 3 & geometricamente intuitivo, mas & preciso destacar que a condi¢ao i7-a@ =0 & |mportante Se 0s
trés vetores 77, @ e 3 forem proximos, ou seja, quase-paralelos, entao R(0, n)a pode nunca ser ortogonal a : nesse caso,

0 cone descrito por R(@, n)a quando ¢ varia pode nunca interceptar o plano ortogonal a ﬂ que passa pela origem.

e Parametrizacdo de rotagtes em termos de angulos de Euler

Vamos agora apresentar o resultado principal da presente segdo: a parametrizagao de rotagdes em R® em termos dos
chamados angulos de Euler.

Seja R € SO(3), sejam e, k =1, 2, 3, os vetores da base candnica de R®. No que segue, denotaremos por e} o vetor
unitario obtido apds a acdo de R sobre ey, ou seja, e} := Rey, k =1, 2, 3. Os vetores {e}, e}, e5} compGem também,
evidentemente, uma base ortonormal em R3. Para o acompanhamento do que segue a Figura 22.1, pagina 1066, deve ser
de utilidade.

Teorema 22.8 (Parametrizacao de Rotacbes em Termos dos Angulos de Euler) Seja R € SO(3) e sejam ey,
k=1, 2, 3, os vetores da base candnica de R* e vamos assumir que €5 = Res # +es.

Ent3o, existem trés angulos 6 € (0, 7), ¢ € [0, 27) e ¥ € [0, 27), denominados angulos de Euler, tais que R pode
ser escrita na forma
R = R(SD, e3)R(95 el)R(’dJa e3) = R3(‘P)R1(9)R3(¢)7 (2278)

(na segunda igualdade apenas empregamos a notagao de (22.45), pagina 1054). A expressao (22.78) afirma que R & um
produto de trés rotacBes sucessivas: uma rotacao de um angulo ) em torno do eixo 3 seguida de uma rotacao de um
angulo # em torno do eixo 1 e, finalmente, seguida de uma rotacao de um angulo ¢ em torno do eixo 3.

Além disso, R tamb&m pode ser escrita na forma
= R(¢, €5)R(0, M) R(e, e3) , (22.79)

onde e} := Res = R(6, il )es e onde
M= R(p, e3)er = R(—1, e5)e] (22.80)

com e] ‘= Re;. A parametrizacdo (22.79) afirma que R pode ser escrita como o produto de trés rotacDes sucessivas:
uma rotacao de um angulo ¢ em torno do eixo candnico 3 seguida de uma rotagao de um angulo # em torno de um certo
vetor unitario fi situado no plano definido por e; e es e seguida, finalmente, por uma rotacao de um angulo ) em torno
do eixo definido pelo vetor e5 = Res. Vide Figura 22.1, pagina 1066.

No caso em que e} = Res = +e3, podemos escrever R na forma
R = R(p, €3), (22.81)
com ¢ € [0, 27), e no caso em que e, = Res = +e3, podemos escrever R na forma
R = R(p, e3)R(r, e1), (22.82)
com ¢ € [0, 7). 1
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Antes de apresentarmos a demonstracao desse teorema, fagamos alguns comentarios.

1. A forma explicita da matriz R em termos dos angulos de Euler 9, ¢ e ¢ fornecida pela relagao (22.78) & exibida na
expressao (22.90), pagina 1067.

2. Os trés angulos de Euler que surgem em (22.78) e (22.79) tém denominagdes especiais na Mecanica Classica e na
Dinamica Planetaria. O angulo 6 & denominado angulo de nutagao, o angulo ¢ &€ denominado angulo de precessao e o
angulo + & denominado angulo de rotagao (intrinseca). Vide [201], [15] ou [122] para 0 emprego dessa nomenclatura
na Mecénica Classica.

3. O vetor unitario i que surge em (22.79) & denominado vetor nodal. Ele esta situado na intersec¢ao do plano definido
por e; e e; com o plano definido por €| := Re; e €}, := Res. O vetor unitario i pode ser obtido rodando o vetor
e; por um angulo ¢ em torno do eixo candnico 3 (vide a definicao (22.80) e vide Figura 22.1, pagina 1066.) ou
rodando o vetor e} de um angulo —¢ em torno do eixo e} (vide a demonstracao do Teorema 22.8, logo adiante, e
vide Figura 22.1).

4. Na demonstrac@o do Teorema 22.8, logo adiante, provaremos primeiramente a validade da parametrizagao (22.79)
e dela obteremos a parametrizagao (22.78).

5. A parametrizagao (22.78) de uma rotagao em termos de trés rotacdes sucessivas em torno dos eixos 3, 1 e 3 pode
ser estendida a quaisquer outros dois eixos candnicos distintos: se a, b € {1, 2, 3} e a # b, entdo existem angulos
Haba Pab € wab tais

R = R(¢ab, €4)R(0ab, €)R(Vas, €a) , (22.83)

Os angulos 6., wap € Pep S@0 também denominados angulos de Euler, mas & importante ndao confundi-los. A
relac@o (22.79) também se generaliza analogamente. Ha ao todo seis convengDes distintas possiveis para as escolhas
dos dois eixos distintos. Adiante demonstraremos apenas a validade da parametrizacao (22.78) (eixos 3-1-3) e a
extensao a outros pares de eixos distintos ficara dbvia.

6. A convencgao que adotamos, com os angulos de Euler 6, ¢ e v e rotagdes nos eixos sucessivos 3—1-3 & a mais comum
em textos de Mecanica Classica, sendo adotada, por exemplo em [201], em [15] e em [122] (assim como em alguns
textos de Teoria de Grupos, como [248]). Na Mecanica Quantica e na Fisica Nuclear a conveng@o mais adotada
parece ser a 3-2-3. Areas especificas da Engenharia adotam outras convengBes que nao a convengao 3-1-3. A
referéncia [122] discute diversas convengBes em um apéndice.

7. E também possivel representar R € SO(3) utilizando rotag@es sucessivas em torno de trés eixos candnicos distintos,
como por exemplo

R = R(¢1, e1)R(¢2, €2)R(¢s, €3) .

Nesse caso, os angulos de rotagdo sdo denominados angulos de Tait-Bryan'® e ha seis convengGes possiveis para a
ordem dos trés eixos (6 = 3!). Seu emprego & mais comum nas Engenharias Naval, Aeronautica, Aeroespacial e
de Satélites. Muito confusamente, porém, na Engenharia Aeroespacial os angulos de Tait-Bryan sao denominados
angulos de Euler.

Nao trataremos aqui dessa parametrizagao diretamente no caso do grupo SO(3), mas na pagina 1075, apresenta-
remos essa parametrizacao para o grupo SU(2) (vide Exercicio E. 22.53, pagina 1075, e, em particular, a relacao
(22.113)). Dada relagdo entre SO(3) e SU(2) a ser discutida na Sec@o 22.3.5, pagina 1076, a validade dessa para-
metrizacao no caso de SU(2) implica sua validade no caso de SO(3).

8. Os angulos de Euler (0, ¢, ), com 6§ € (0, ©), ¢ € [0, 27) e b € [0, 27), proveéem SO(3) de uma carta local
de coordenadas, mas para 6 = 0 ou § = 7 0s demais angulos ¢ e ¢ ndo estdo definidos (tal “singularidade” do
sistema de coordenadas composto pelos angulos de Euler & similar ao que ocorre nos pbdlos com o familiar sistema
de coordenadas esféricas no espaco tridimensional). Essa indefinicao de ¢ e ¢» quando 6 =0 ou 6 = 7 € a razao de
assumirmos e; = Res # +e;3 no inicio do enunciado do Teorema 22.8.

Prova do Teorema 22.8. Seja R € SO(3), sejam ey, k = 1, 2, 3, os vetores da base candnica de R? e sejam e}, := Rey,
k =1, 2, 3, os vetores da base obtida apb6s a acao de R. Para o acompanhamento do que segue a Figura 22.1, pagina
1066, deve ser de utilidade.

16Peter Guthrie Tait (1831-1901). George Hartley Bryan (1864-1928).
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Figura 22.1: Esquema dos /&ngulos de Euler. Sao indicados na figura os vetores unitarios ortogonais €, €2, €3, 0S
correspondentes vetores “rodados” (por R) e}, €5, e, o vetor nodal fi e os angulos de Euler  (angulo de nutacao), ¢
(angulo de precessao) e ¢ (angulo de rotagao (intrinseca)). Os diversos vetores unitarios nao estdao desenhados ha mesma
escala. O vetor nodal i esta localizado na intersec¢ao do plano gerado por e; € e; com o plano gerado por e} e e5,. O
angulo 0 & formado entre ez e e;. O @ngulo ¢ & formado entre e; e . O @ngulo « & formado entre ii e e].

Vamos primeiramente assumir que e = Res # te3 e deixar 0s casos e5; = Rez = +e3 para o final.

Como e} e e/ sao ortogonais, podemos evocar o Corolario 22.3, pagina 1064, (adotando-se 7 = e}, d =¢€} e B =es)

e afirmar que existe algum angulo — tal que R( — ¢, e})e} & ortogonal a e3. Se assim for, o vetor R( — ¢, e})e} esta

no plano gerado por e; e e; e, portanto, pode ser alcangado a partir de e; por uma rotagao de algum @ngulo ¢ em torno
de e3. Vale, portanto,

R(—v, es)el = R(yp, es)e; . (22.84)

E facil ao leitor convencer-se (vide Figura 22.1, pagina 1066) que podemos limitar ¢ e ¢ aos dominios ¢ € [0, 27) e
1 € [0, 27r) ou defini-los médulo 27.

Vamos definir it € R?3, denominado vetor nodal, como sendo o vetor unitario dado por

A= R(—1v, ej)e] = R(p, e3)e; . (22.85)
Afirmamos que i & ortogonal a es e a e}. De fato,

(M. es)p = (R(p: es)er, e3)y = (&1, R(— ¢, es)es)p = (e, &3)y =0

(M, eh)y = (R(—v, eh)er, ey)y = (€], R(v, ej)el), = (el, &), = 0.
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Acima, usamos os fatos evidentes que R( — o, e3)e3 =e3, € R(w, eg)eg = e, por serem rotacOes de vetores em torno
de seus proprios eixos.

Agora, se i & ortogonal a e; e a ej, entdo & possivel rodar o vetor e; de um certo @ngulo # em torno de i de modo a
alcancgar e, ou seja, existe um angulo 6 tal que

e, = R(0, i )es. (22.86)
E facil ao leitor convencer-se (vide Figura 22.1, pagina 1066) que podemos limitar § ao dominio 6 € (0, ).

Seja agora S € SO(3) dada por
S = R(v, e5)R(0, T)R(p, e3)
e calculemos sua agao nos vetores e; e e3. Temos

Se, = R(v, e})R(0, M)R(p, es)er “EY R(y, ey)R(6, 1) = R(y, )i "2V Ry, e})R(— ¢, e})e] = ¢}

e temos
Ses = R(y, €4)R(0, 1 )R(p, es)es = R(1, e})R(0, A )es "=V R(y, e})e} = €.
Isso estabeleceu que Se; = e} = Re; e Se; = e; = Res. Segue também que Se; = €}, pois Se; = S(e3 X e1) (22:99)
(Ses) x (Se1) = e} x e} =e). Pela Proposicdo 22.9, pagina 1062, e pelo Corolario 22.2, pagina 1063, concluimos disso
que S = R. Provamos, portanto, que
R = R(v, e3)R(0, M)R(y, e3) . (22.87)

O lado direito de (22.87) pode ainda ser escrito de uma forma mais limpa, envolvendo apenas rota¢Oes em torno de
e; e es. Por (22.86) e;, = R(6, i )es Assim, usando-se (22.70), temos

R(w, €)= R(v, R(6, M)es) "2 R(0, M) R(s, es) R(—0, 7).
Substituindo isso no primeiro fator do lado direito de (22.87), temos
R = R(0, A)R(p+1, €3) . (22.88)
Agora, por (22.85) temos i = R(yp, es)e; e, novamente por (22.70), obtemos
R0, 1) = R(0, R(p, es)er) “EV R(p, e5)R(0, e1)R(~, €3) .

Substituindo isso no primeiro fator do lado direito de (22.88), temos

R = R(p, e3)R(0, e1)R(¢, e3) . (22.89)
As afirmages (22.81) e (22.82) para os casos em que e;, = Res = e3 e e, = Res = —eg, respectivamente, sao a esta
altura evidentes. Isso completa a demonstragao do Teorema 22.8. |

e Forma explicita de uma rotagao em termos de angulos de Euler

Na notac@o das matrizes de rotacdo de (22.45) obtivemos em (22.89)

cosep —seny 0 1 0 0 cosy —seny O
R = Rs(p)Ri(0)R3() = | senp cose 0| |0 cosd —send| | senyy cosy 0
0 0 1 0 senf cosé 0 0 1

COS (p COS Y — COSHsenyseny — COSy Seny — coSH senycosy  senysend

Seny oS¢ + oS A COSpSeny  Seny seniy + COSOCoSpCcosy  —cospsend | - (22.90)

seny senf cos 1) senf cosf
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E. 22.46 Exercicio. Verifique! *

A expressao (22.90) fornece uma formula explicita para os elementos de SO(3) em termos dos angulos de Euler.

22.3.3 O Grupo O(3)

O grupo O(3), das matrizes ortogonais reais de ordem 3, contém o subgrupo SO(3), de matrizes ortogonais reais de ordem
3 e de determinante 1, estudado na Se¢ado 22.3.2, pagina 1052, acima, assim como contém o conjunto complementar
O(3) \ SO(3) das matrizes ortogonais de determinante —1. Na maior parte desta secdo vamos tentar caracterizar os
elementos de O(3) \ SO(3), e tentar descrever sua agdo sobre vetores do espago tridimensional R3.

Conforme vimos na Segd@o 22.3.2, SO(3) & o grupo das rotagOes puras em RR3 e, como veremos na presente se¢ao, 0s
elementos de O(3) \ SO(3) sao composigdes de rotagoes puras e de reflexdes puras em R3.

o ReflexGes sobre planos e sobre a origem

Dentre os elementos de O(3) \ SO(3) encontram-se as seguintes matrizes:

-10 0 1 0 0 10 0
P =10 10, P =1]0o-10|, B =1]o1 0|, (@90
0 01 0 0 1 00 -1
-1 0 0
Py := PP = 0 -1 0 = —-1. (22.92)
0 0 -1

E trivial verificar que se trata, de fato, de matrizes ortogonais de determinante —1. A matriz P, implementa uma reflexao
sobre o plano 2-3, a matriz P, implementa uma reflexao sobre o plano 3-1, a matriz P; implementa uma reflexao sobre
o plano 1-2 e a matriz P, = —1 implementa uma reflexdao sobre a origem.

A ideia pode ser generalizada. Seja 56 R? um vetor unitario e seja {5}L 0 subespaco bidimensional ortogonal a f
Pelo Teorema da Decomposi¢ao Ortogonal, todo v € R3 pode ser escrito de forma Gnica como ¥ = v1{ + ¥, com v; € R
e o> € {(}*. Defina-se o operador linear P> : R® — R? por

P = Pg(v15+ ) = —01 Ty (22.93)

Claro esta que 5 & um autovetor de PE com autovalor —1 e que o subespago bidimensional {5}L & o subespaco dos
autovetores com autovalor +1. Logo, det (Pg) = —1. Além disso & um exercicio elementar (faga-o!) provar que para
quaisquer @, @ € R3 vale <P<417, P511‘>]R = <17, ﬁ)m, mostrando que P & ortogonal. Logo, P & um elemento de O(3) com
determinante —1 e que representa uma reflexdao sobre o plano {5}%

Claro esta que P, = P, paracada k =1, 2, 3. Claro estad também que P, n@o coincide com nenhum Pg, pois para
Py o autovalor —1 & triplamente degenerado, enquanto que para as matrizes P & simplesmente degenerado. Por fim, &

evidente da definicao que (P5)2 = 1. Chamamos també&m a atenc¢ao para o fato que Pe=P ¢ (verifique!).

Elementos de O(3) \ SO(3) como P, ou como as matrizes P sao denominados reflexdes puras em R3. Vamos agora
encontrar a forma geral dos elementos de O(3) \ SO(3) e entender como eles agem em R3.

e Os elementos gerais de O(3) \ SO(3)

O primeiro fato de constatac@o elementar & que todo elemento de O(3)\ SO(3) & obtido pelo produto de qualquer uma
das matrizes Pzou Ry acima com uma matriz de SO(3). De fato, se P € O(3)\ SO(3), entao Pgp & também um elemento
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de O(3), por ser igualmente ortogonal, e ser tal que det(PgP) = det(Pg) det(P) = (-1)?> = 1. Logo, PzP € SO(@3) e,
dado que (P5)2 = 1, segue que P = PzR para alguma R € SO(3). Note-se que a associaca@o entre P e R & univoca, pois
se P = P:R = PzRy, valerd R = Rs, pois (PZ)Q = 1. Note-se também que, ipso facto, PP & também um elemento de
0O(3) e, portanto, também podemos escrever P = R’Pf para algum R’ € SO(3), Gnico (mas nao necessariamente igual a
R). Os mesmos raciocinios aplicam-se a P.

Concluimos disso que os elementos de O(3) \ SO(3) representam rotacdes de algum angulo em torno de um eixo que

passa pela origem, seguidas por reflexdes sobre algum plano bidimensional ou sobre a origem (ou na ordem reversa).
Provamos, assim, as seguintes afirmagcoes:

Proposicao 22.11 Seja P € O(3) \ SO(3). Entao, para qualquer f unitario em R3 existem R e R’ € SO(3) tais que
p— j— /!
P = PR = R'F,
assim como existem R, e R{, € SO(3) tais que P = PyRy = R(P,.
Para cada vetor unitario fe R?3, as aplicagdes de SO(3) em O(3) \ SO(3) dadas por

SO@) > R — P:R € 0(3)\SO() e  SO@) > R — R'P- € O(3)\S0(3)

sdo bijetoras, com inversas dadas por O(3) \ SO3) > P — PP € SO@3) e O(3) \ SO(B) > P — PP; € SO(3),
respectivamente. Ambas as aplicagfes sao continuas e com inversa continua e, portanto, sao homeomorfismos entre
SO(3) e O(3) \ SO(3). As mesmas afirmagtes valem para as aplicagdes SO(3) > Ry — PyRo € O(3) \ SO(3) e SO(3) >
R} — R{Py € O(3) \ SO(3). —1

As afirmagOes sobre continuidade, acima, sao dbvias e ndo requerem demonstracdao. A Proposi¢cao 22.11 mostra que
SO(3) e O(3) \ SO(3) sao homeomorfos e, com a discussao da pagina 1059 sobre o espaco de parametros de SO(3),
podemos afirmar que também O(3) \ SO(3) pode ser identificado com o espago projetivo tridimensional RP3 (para a
definicdo deste, vide Se¢ao 35.4.6, pagina 1697).

Reunindo alguns fatos previamente apresentados temos a seguinte afirmacao sobre grupo O(3) como um todo:

Proposicao 22.12 O grupo O(3) & composto por duas componentes conexas, SO(3) e O(3) \ SO(3), ambas homeomorfas
ao espaco projetivo tridimensional real RP3. —1

E;22;47 Ezercicio. Sejam 51 e 52 dois vetores unitdrios_de JR3. Determine_explicitamente em funcdo de 51 e 52 as matrizes
R((1, ¢2) e R'(C1, ¢2) de SO(3) que satisfazem Pz = Pz R(C1, () e Pz =R (G, CQ)PC"Z, respectivamente.

Sugestdes: No caso em que 51 e 52 sdo vetores linearmente dependentes ndo ha o que provar pois, evidentemente, R(g?l, 52) =
R’(g?l, 52) = 1. Considere, entdo, que 51 e 52 sdo vetores linearmente independentes. Expresse um vetor geral # de R® na base
{¢1, ¢2, (1 > (2} (que ndo é necessariamente uma base ortogonall!) e, usando (22.93), expresse P&sz e szPfl. Convenga-se que
ambas Pz Pz, e Pg, Py, representam rotaces em torno do eixo (1 % (2 (pois a componente de ¥ na dire¢do (1 < (2 é mantida invariante

por Py e por Pz,) e, usando (22.58)~(22.59), determine os angulos de rotacdo a que R(fl, 52) e R’(fl, 52) correspondem. *

e Mais sobre os elementos de O(3) \ SO(3)

As ProposicOes 22.13 e 22.14, a seguir, fornecem uma visao talvez mais precisa de O(3) \ SO(3) e da acdo dos seus
elementos.

Proposicao 22.13 Se P € O(3) \ SO(3) com P # —1, entdo podemos encontrar um vetor unitario 77 e um angulo
0 € (—mn, =] tais que valem

P = R(0, f)P; = PR(0, 7)) = R(—0, —f)P_; = P_zR(—0, i) . (22.94)

Para cada P € O(3) \ SO(3), 0 angulo 6 e o vetor 77 sdo Gnicos a menos das identificacdes indicadas em (22.94). Assim
tais elementos P € O(3) \ SO(3) com P # —1 representam uma reflexdo sobre um plano bidimensional especifico seguida
de uma rotacao sobre o eixo ortogonal a esse plano (ou na ordem reversa).
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Para o elemento —1 temos as representagdes —1 = R( + 7, ﬁ)Pﬁ = PﬁR( + ﬁ), com 77 € R3 unitario qualquer.
Assim, a reflexdo sobre a origem també&m pode ser vista como uma reflexdo sobre um plano bidimensional qualquer seguida
de uma rotac@o de +7 sobre o eixo ortogonal a esse plano (ou na ordem reversa). —1

Prova da Proposicdo 22.13. Seja P € O(3) \ SO(3). Seja p(x) = det(z1 — P) seu polindmio caracteristico. O polindmio
p(z) € de grau 3 e o termo de maior grau & +x3. Logo, lim,_,_. p(z) = —oo. Por outro lado, p(0) = det(—P) =
(=13 det(P) = 1. Como p & continuo, positivo em z = 0 e vai a —oco quando z — —oo, segue que P deve ter um
autovalor \ (uma raiz de p) que seja negativo. Seja 7 um autovetor desse autovalor negativo, i.e., P77 = \ij e escolhamos
l77]] = 1. Como P & ortogonal, ela preserva o comprimento de 77 e, portanto, A = —1 e temos Pij = —1.

Para esse 77, seja a matriz P; como definida acima, que reflete vetores sobre o plano {77}*. O produto PP; & um
elemento R de SO(3), como ja observamos. Logo, P = RP;. Agora, sabemos que Pij = —7 e que P57 = —7. Logo,
Rij = PP;ij = 1j. Portanto, R = R(6, i) para algum 6 € (—, ).

No caso em que P = —1 temos R(e, 17) = —P;. Segundo a defini¢do (22.93), se ¥ & um vetor arbitrario de R? escrito
na forma & = vy7j + @, com vy € R e ¥, € {7j}*, entdo R(0, 77)T = —Py(v17 + ¥2) = v17] — T2 1ss0 mostra que R(6, 7)
& uma rotacao de +7 em torno de 7j, e concluimos que —1 = R( + 7, ﬁ)Pﬁ. Ainda sobre 0 caso P = —1 & importante
notar que a escolha de 57 entre os vetores unitarios de R?® & totalmente arbitraria, pois sao todos autovetores de —1 com
autovalor —1, obviamente.

Retornando ao caso geral, a igualdade R(G, ﬁ)Pﬁ = PﬁR(H, ﬁ) que ocorre no lado direito de (22.96) pode ser
facilmente constatada geometricamente, mas uma prova formal pode ser obtida com uso de (22.59), segundo a qual,
valem para todo @ € R3

X
—
}b
S
P

Q1

Il

cos(9) Pza + (1 — cos(9)) (17 - (Pﬁd‘)) i7+ sen(0) 77 x (P;d)

cos(0) Py@ — (1 — cos()) (77 - &) 77 + sen(0) ij x &

P
X
—
}b
S
Qy
Il

cos(0) Pza + (1 —cos(9)) (77 - &) Pyij+ sen(d) Pq(77 x @)

= cos(A)Pyd — (1 —cos(f)) (77 @)+ sen(f) i x & .
Acima, além de alguns fatos bvios, usamos que P;(if x @) = i x &, pois 77 x & & um vetor de {77}-. Comparando, vemos
que R(0, i) P; = P;R(6, 1), como queriamos mostrar.

Concluimos disso, em particular, que temos
-1 = R(+m, 7)P; = PzR(xm, 7)

com os dois sinais independentes e para qualquer 7 € R? unitario.

No caso geral ha ainda algumas identificacOes a se fazer. Notemos que —57 também & autovetor de P com autovalor
—1. Logo, temos também
P = R(0, —ij)P_; = P_zR(¢', —7))
para algum ¢’ € (r, 7]. Como P; = P_; e R(¢, —ij) = R( — ¢, 1), conclui-se facilmente que R( —¢', 77) = R(6, 7).
Logo, R(6 +¢', 77) = 1, o que implica que ¢’ +6 mod (2r). Para ¢, ¢ € (—n, 7] isso implica ¢’ = —6.

Com isso estabelecemos que todo P € O(3) \ SO(3) se deixa escrever na forma
P = R(0, f)P; = P;R(0, 1) = R(—0, —)P_z = P_zR(—0, —7) , (22.95)
para ao menos um par (6, 7) € [, 7] x $2. Aqui, $2 & a esfera unitaria de R>: o conjunto de todos os vetores 7 € R?
com ||77]] = 1.
VVamos agora estabelecer que se P € O(3) \ SO(3) e P # P, = —1, entao o vetor 7 acima & Unico a menos de um sinal.

Suponhamos que P € O(3) \ SO(3) seja tal que haja dois vetores unitarios linearmente independentes 7j; e 77 € R?
tais que P = R(Gl, ﬁl)Pﬁl e R(HQ, ﬁg)Pﬁz, com 61, 0> € [-m, w). Mas isso informa que 7, e 7> sao ambos autovetores
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de P com autovalor —1. Como P & uma matriz ortogonal, P mantém invariantes os subespagos {7;}* e {7x}*, e
portanto, mantém invariante o subespago unidimensional {77; }* N {772}*, que & o subespago gerado por 7, x 7j». Logo,
P(71 x172) = Aij1 X 772. Como P preserva 0s comprimentos de vetores (por ser uma matriz ortogonal), devemos ter A = +1.
Assim, 771, 772 € 71 X 7o SA0 trés autovetores linearmente independentes de P com autovalores —1, —1 e A = +1. Logo,
como det(P) = —1, devemos ter A = —1, e cOmMoO 71, 7> € 71 x 72 formam uma base em R? isso implicaria que P = —1.
Portanto, como P # —1, concluimos que 7; € 7> nd@o podem ser linearmente independentes e, portanto, 7, = —7;. Em
(22.95) vemos que a troca 77 — —7j tem de ser acompanhada pela troca de 6 por —# no intervalo [—7, «]. Isso completa
a demonstracao. |

A Proposigao 22.13, pode ser reformulada em termos um tanto mais sucintos com uso de algumas nog¢0es topologicas,
como faremos na Proposicao 22.14, logo abaixo. Para enuncia-la precisamos de uma definicdo. Alguma familiaridade
com a construgao de espagos quociente, como discutido na Secao 35.1.1, pagina 1648, sera Gtil ao leitor para o que segue.

Considere-se 0 conjunto [—x, 7] x $2 e vamos introduzir no mesmo a seguinte relagao de equivaléncia:

1. Todo elemento (0, 7) € [—=, 7] x $2 & declarado equivalente a si mesmo.
2. Dois pares (61, 1) e (02, 72) sdo equivalentes para quaisquer 7j; € 7> € $2 se |01] = |02| = 7.
3. Cada elemento (4, 77) € [-w, 7] x $2 & declarado equivalente ao elemento (-0, —7) € [, 7] x $2.

Denotaremos por [(9, 17)} a classe de equivaléncia de [-7, 7] x $2 pela relagdo de equivaléncia acima. Temos,

{(9, M, (-0, fﬁ)}, caso 6 # +rw |

(. m] =
{(—W, i7), 7 € SQ}U{(W, i), i eSQ}, caso 0= 4+rm .

Seja I3 := ([—w, ] X SQ)/N a colecao de todas as classes de equivaléncia acima. Com alguma ginastica mental &

possivel perceber que I3 pode ser compreendido como o espaco obtido tomando-se a bola fechada de raio 7 e identificando-
se os pontos antipodas de sua superficie. Essa foi precisamente a descrigao que fizemos de SO(3) o qual, como ja
comentamos, identifica-se também com o espago projetivo real tridimensional RP3.

Proposi¢do 22.14 A aplicagdo P : L? — O(3) \ (SO(3) U {—1}) dada por
P[0, M]) = R(6, )Py = P3R(6, 7) (22.96)

& uma aplicagdo bijetora entre L2 e O(3) \ SO(3). —1

A prova da Proposi¢cao 22.14 & uma mera releitura das afirmag0es da Proposi¢ao 22.13. Comentemos também que,
como I3 pode ser identificado com RP?3 e com SO(3), reobtemos com a Proposigao 22.14 a afirmagao ja feita na Proposigao
22.11, e comentarios que se Ihe seguem, sobre a identificag@o de O(3) \ SO(3) com esses espagos.

22.3.4 O Grupo SU(2)

Esta secao & dedicada ao grupo SU(2), de grande relevancia na Mecanica Quantica, na Fisica Nuclear, na Mecanica
Quantica Relativistica, na Teoria Quantica de Campos e na Fisica das Particulas Elementares.

e As matrizes de Pauli

De grande importancia no estudo do grupo SU(2) sdo as chamadas matrizes de Pauli'”, definidas como

o, = , o9 = e o3 = . (22.97)

"Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958).
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As matrizes de Pauli satisfazem as seguintes relagGes algébricas: para todos a, b =1, 2, 3 valem

3
[0a, 03] = 0u0y — 0400 = 20 Eancoe (22.98)
c=1
{00, b} = caop +op0a = 2041, (22.99)
3
0a0h = Ol +i Y Eapcoe . (22.100)
c=1

E. 22.48 Exercicio importantissimo (todo estudante deve fazé-lo pelo menos uma vez na vida). Verifique as relacdes algébricas
acima. Note que (22.100) segue diretamente de (22.99) e (22.98). *

Note também que as matrizes de Pauli sao autoadjuntas: o} = ;. Note ainda que as quatro matrizes 1, oy, o2, 03
formam uma base em Mat (C, 2): toda matriz complexa 2 x 2 pode ser escrita como uma combinacao linear das mesmas.

E. 22.49 Ezercicio. Mostre que as matrizes 1, o1, 02, o3 sio ortonormais em relacio ao seguinte produto escalar definido em
Mat (C, 2): [4, BCk 1 Tr(4*B). *

As matrizes de Pauli desesmpenham um papel importante na Mecanica Quantica, estando associadas ao operador de
spin para particulas de spin 1/2, tais como o elétron, o proton, o neutron, os quarks e outras.

e A forma geral das matrizes de SU(2)

Conforme ja definimos, o grupo SU(2) & o grupo das matrizes unitarias complexas 2 x 2 com determinante igual a
1: SUQR) = {U € Mat(C, 2)| U* = U~'e det(U) = 1}. Vamos comegar estudando a forma geral de tais matrizes,
procurando uma parametriza¢gao conveniente para as mesmas que permitira estudar as propriedades de SU(2) como um
grupo de Lie.

Como toda matriz 2 x 2 complexa, uma matriz genérica U € SU(2) & da forma U = (g 3) onde a, b, ¢, d € C.

Vamos estudar a condigdo U~ = U*. Podemos calcular U~! usando a regra de Laplace, expressao (9.20), pagina 360:
U~! & dada pela transposta da matriz dos cofatores de U dividida pelo determinante de U, que & 1, neste caso. Ou sgja,

U~t= (1 7). Assim, U~! = U~ significa nesse caso

—Cc a

IS8
\
o
ol
ol

|
o
S|
<
aul

ou seja, c= —bed=7a. Logo, U = (fgg). A condigao det(U) = 1 implica, portanto, |a|> + [b]? = 1.

Resumindo:

a b
SUQR) = , ondea, b€ Ccom |a>+|b]* =1

=b

S]]

Escrevendo os niimeros complexos a € b como soma de suas partes real e imaginaria: a = a; +ias € b = by +iby, com
a1, az, by, ba € R, poderemos escrever U como uma combinag@o linear de matrizes de Pauli (e da unidade):

a1 +iay by +iby
U = = aﬂl + i(bgO’l + b10'2 + a20'3) . (22101)

—by +1iby a1 —ias

Essa expressao sera usada adiante.
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Vamos agora nos voltar para a condi¢do |a|? + |b|?> = 1. A mesma significa a? + a3 + b3 + b3 = 1. Temos ent3o,

ay + ias b1 + iby 4 ) ) ) )
SUQ2) = , onde (a1, ag, b1, b2) € R* comaj +a5 +b7 +b; = 15 . (22.102)

7b1 + ’LbQ ap — 7;0,2
Lembremos que para todo inteiro n > 1, o conjunto de pontos
gn = {(:cl, ooy Tpg1) € R com 2t + 22 =1} c Rt

designa a superficie da esfera unitaria de R**!'. Assim, vemos que SU(2) & homeomorfo a $3, a superficie da esfera
unitaria do espago quadridimensional R*. Isso ilustra o fato que SU(2) & uma variedade diferenciavel. Como o produto
e a inversa sao continuos em SU(2), o mesmo & um grupo de Lie.

Comentdrio.Conforme discutimos & pagina 193, (22.101) e (22.102) permitem ver que o grupo SU(2) é isomorfo ao grupo Hi, o grupo dos
quatérnios unitdrios. Por essa razdo, (22.101) é por vezes denominada representagdo quaterniénica das matrizes do grupo SU(2). &

Vamos tentar agora parametrizar de outra forma o vetor (a1, as, b1, b2) € $3 que aparece do lado direito de (22.102).
Claramente, a condigdo a? + a3 + b2 + b3 = 1 diz que a1, aa, by € by S30 nlmeros reais contidos no intervalo [—1, 1].
Podemos assim definir um @ngulo 0 € [—7, 7] de forma que

a; = cosd .
Fora isso, para cos(f) # +1, podemos definir
_ b _ b _ G2
= eng T seng P T seng

A condigdo af + a3 + b3 + b3 = 1 implica entdo (verifique!) que n? + n3 +n3 = 1. Assim, o vetor 77 := (11, 72, n3) de R3
& um vetor de comprimento 1. Com esses novos parametros 6 e 77 podemos reescrever (22.101) como

U = cos()L+isen(0)ij- o,

onde

oo 73 m — N2

17-0 = moy+n02 +n303 =

m+ing -3
Assim,
SUQ)={cm@ﬂ+i%ﬂ@ﬁ&,m%@efﬂyﬂeﬁeﬂgwmnwzl}
A importancia de se expressar U € SU(2) dessa forma, em termos de 6 e 77, provém da seguinte identidade:

cos(A)1 +isen(0)ij-& = exp (:07- &) .

Vamos provar isso expandindo o lado direito e verificando que € igual ao lado esquerdo. De fato, pela definicao da
exponencial de matrizes,

il £ (2h)! 2k + 1)!

N = (29)777/ — - (19)2k — - (z9)2k+1 =3
exp (i67f- ) = ) @i H" =y @7+ @i &),
k=0
onde, na Gltima linha, apenas fizemos separar a soma em m da primeira linha nos casos m par e m impar. E um exercicio
muito facil (faga!) verificar que
2

o 73 m — i
(7-8) = =1.

1+ 12 =13
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Portanto, (7- 5)%* = 1 e (i - &)***! = 77- &. Logo,
o _ 0 (w)% (29)2k+1 _’ -
exp (it 7) = (Z (2k)! Z < 2k + 1)
k=0

cos(f)1 +isen(0)i7- 7, (22.103)

que & o que gueriamos mostrar.
Resumindo nossas conclusoes,

SU(@2) = {exp (i077- &) onde 0 € [, 7] e 77 € R® com 7] 1} . (22.104)

Se tomarmos 7; = (1, 0, 0), 7> = (0, 1, 0) ou 75 = (0, 0, 1), obtemos trés subgrupos uniparamétricos distintos de
SU(2):

cosf isend

U1(0) = exp(ifoy) = , (22.105)
isenfd cosé
cosf sené

Ux(0) = exp(ifos) = , (22.106)
—senf cosd
et 0

Us(0) = exp(ifos) = , (22.107)
0 6710

respectivamente. 1sso nos permite identificar as matrizes ioy, ioy € io3 como o0s geradores desses subgrupos unipa-
ramétricos. As relagbes (22.98) sao as relagdes de comutagao satisfeitas por essas matrizes, como elementos de uma
algebra de Lie, que &€ denominada algebra de Lie su(2).

Com isso, (22.104) esta nos dizendo que todo elemento de SU(2) pode ser escrito como exponencial de um elemento
de sua algebra de Lie. Isso constata um teorema geral (vide, por exemplo, [296]) que diz que se um grupo de Lie &
compacto e sua algebra de Lie & semi-simples, a aplicagdo exponencial da sua algebra de Lie & sobrejetora no grupo. De
fato, tal como SO(3), SU(2) & compacto e su(2) & semi-simples.

E. 22.50 Egzercicio. Mostre que

uQE) = {exp (ial + i077 - &) onde a,§ [[Fn, 7] e 7 CR® com L= 1} .

e Parametrizacdo de elementos de SU(2) em termos de angulos de Euler

a b
—ba
Vamos escrever a = aj + iaz € b = by + iby, cOM ay, € by, reais. A condigdo |a|? + |b|?> = 1 equivale a podermos escrever
la| = cos(f) e |b| = sen(#) para algum & € [0, w/2]. Assim, podemos escrever a = cos(f)e’® e b = isen(d)e’’, com « e
B € (—m, 7] sendo as fases de a e —ib, respectivamente. Definamos ¢ = (o + 5)/2 mod 27 e ¢ = (o — 8)/2 mod 27,
Entdo, temos ¢, ¥ € (—x, 7] e podemos escrever a = cos(0)e’(*T¥) e b = isen(f)e’*~%). Com isso, podemos escrever

U= (_‘%;) na forma

Sabemos que o grupo SU(2) & formado por matrizes da forma U = ( ) com a, b € C satisfazendo |a|? + |b|? = 1.

cos(f)eiet¥)  jsen(h)eile—?)
= Ule, 6, 9) = - (22.108)

isen(d)e~¢=%)  cos(h)e~i(#t¥)



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1075/2349

Temos, por (22.108),

e 0 22.107
Ulp, 0,0) = 2 exp(ivos)
0 e %
cos(9) isen(d)
U@, 0,0) = (22299) " oxp(ibor) |
isen(d)  cos(d)
e 0 22.107
U@, 0, v) = #2270 exp(ivos) .
0 e @

E claro disso que {U(y, 0, 0), ¢ € (=, 71}, {U(0, 6, 0), 0 € [0, 7]} e {U(0, 0, ¥), ¢ € (—m, =]} sdo trés subgrupos
uniparamétricos de SU(2). Importante, para nos, porém, & notar que podemos escrever

U(p, 0, ) = exp(ipos)exp(ifor) exp(itos) . (22.109)
E. 22.51 Egzercicio. Verifique! *

A equagdo (22.109) & a versao para o grupo SU(2) da parametrizagao em termos de angulos de Euler que discutimos
com detalhe, no caso do grupo SO(3), na Secdo 22.3.2.2, pagina 1063. A forma explicita da parametrizacdo (22.109) &
dada em (22.108).

Outras parametrizagdes tamb&m s@o possiveis. Se tivéssemos escrito a = cos(f)e’(»+¥) e b = sen(h)e’(»~¥) obteriamos
a parametrizacao
U(p, 0, ¥) = exp(ipos)exp(ifos) exp(ivos) . (22.110)

E. 22.52 Egzercicio. Verifique! *
Essas varias parametrizag0es foram discutidas no caso do grupo SO(3) na Se¢ao 22.3.2.2, pagina 1063. O fato de
tanto SO(3) quanto SU(2) possuirem parametrizagdes em termos de angulos de Euler deve-se a relagdo proxima entre

esses dois grupos, a ser precisada na Se¢ao 22.3.5, pagina 1076.

e Parametrizacdo de elementos de SU(2) em termos de angulos de Tait-Bryan

No exercicio que segue vamos provar que todo elemento de SU(2) pode também ser escrito na forma de um produto do
tipo exp (ig101) exp (ig202) exp (i¢sos). Essa parametrizagdo & denominada parametrizagdo de Tait-Bryan de SU(2)'S.
A forma explicita dessa parametrizagao & dada em (22.112), abaixo.

E. 22.53 Ezercicio dirigido. Sabemos que o grupo SU(2) é formado por matrizes da forma U = (fgg) com a, b [CQ satisfazendo

|a|® + |b]?> = 1. Mostre que escolhendo
a = (cos(¢1)cos(p2) —isen(p1)sen(¢z))e’®® e b = (cos(p1)sen(pz) + isen(¢pr)cos(gpz))e ¥ (22.111)
com ¢; C(@Fm, ©], a condicdo |a|® + |b]*> =1 é satisfeita.

Com isso, podemos parametrizar os elementos de SU(2) como

(cos(¢1) cos(¢2) — isen(¢1) sen(epz))e’ (cos(p1) sen(epz) + isen(p1) cos(¢z))e "2
U(r, ¢2, ¢3) = . (22.112)

(= cos(¢1) sen(ez) + isen(¢1) cos(¢z))e’ (cos(¢1) cos(¢2) + isen(¢r) sen(¢z))e %2

I8Peter Guthrie Tait (1831-1901). George Hartley Bryan (1864-1928).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1076/2349

com ¢; G, 7.
Em seguida, mostre que {U(d)l, 0, 0), o1 (@, 7r]} {U(O7 ¢2, 0), ¢o [CFm, 7r]} e {U(O7 0, ¢3), 93 [C(Fm, 7r]} sdo trés

subgrupos uniparamétricos de SU(2).
Mostre que os geradores desses subgrupos uniparamétricos sdo io1, i02 € i03, respectivamente.

Por fim, mostre que
U1, 2, ¢3) = exp (i¢101) exp (ig202) exp (igsos) (22.113)
usando (22.105)—-(22.107) e calculando explicitamente o produto do lado direito.

A justificagdo da parametrizagdo (22.111) se d4 como segue. Escrevamos a = a1 +iaz € b = by +ibz, com ay, e by reais. Definamos
a’, b CQpor a’ = ae™ %3 e b/ = be'®3, com ¢3 a ser fixado adiante. Com isso, escrevemos

a = (a'l + ia/g)em53 e a = (b'l +ib'2)e_i¢3 . (22.114)
E claro que |a|? + |b]? = 1 se e somente se |a’|> + |b|> = 1. Escrevamos a’ = a} +iah e b’ = b +ib, com a}, e b), reais para todo k.
A condic3o |al|? + [b|> = 1 equivale 3 condicio (a'l)2 + (aé)Q + (b'l)2 + (b;)2 = 1. Definamos ¢, d CQ por ¢ = a} + by e d = by —iah.

Vamos agora fixar ¢3 através da imposicdo que c e d tenham a mesma fase: b; /a} = —a5 /b5, ou seja, que b} by = —a’ab. Escrevendo
1/01 2/02 102 102
ay, ah, by e by em termos de a1, az, b1 e b2 e ¢3, mostre que a condicdo b b, = —aja) equivale a

(araz + bibz) cos(2¢3) + (af + b7 — a5 — b3) sen(2¢3) = 0.

Constate que essa condicdo sempre pode ser satisfeita para algum ¢3 [Tl
2 f—

Se a condicdo (a/l)2 + (a/g)2 + (b’1)2 + (b’2)2 = 1 for satisfeita, podemos escrever (a/l)2 + (b’1)2 = ((:OS(<1§1))2 e (a’2)2 + (b3)" =
(sen(¢1))2 para algum angulo ¢1. Se a condigdo (a’l)2 + (b’l)2 = (COS(¢1))2 for satisfeita, podemos escrever
ai = cos(¢1) cos(p2) e by = cos(¢1)sen(pa)
para algum angulo ¢2. Se a condi¢do (a’g)2 + (b’g)2 = (sen(¢1))2 for satisfeita, entdo podemos escrever

ay = —sen(¢r)sen(oq) e by = sen(¢1)cos(¢p4)

para algum angulo ¢4. Agora, a escolha de ¢3 impde a condicdo b b, = —aab, ou seja, cos(p1) sen(p2) sen(¢p1) cos(¢s) = cos(o1) cos(g2) sen(o1)
isto é, sen(¢2) cos(ps) = cos(p2) sen(¢s4). Isso implica que devemos ter ¢4 = ¢2 e, portanto,

ap = cos(p1)cos(¢2) , a; = —sen(pi)sen(pz), by = cos(pi)sen(¢z), br = sen(¢i)cos(¢2) -

Retornando com isso a (22.114), temos a parametrizacdo (22.111). *

22.3.5 A Relagao Entre SO(3) e SU(2)

O leitor que acompanhou com atengao as exposi¢des precedentes sobre 0s grupos SO(3) e SU(2) certamente apercebeu-se
da existéncia de uma série de semelhangas entre ambos. Vamos agora precisa-las.

Em primeiro lugar, note-se que os geradores de SO(3) sao matrizes 3 x 3 satisfazendo as relactes algébricas [.J,, J3] =
p g q g ¢ g )
Zizl eabeJe, €NQuanto que geradores de SU(2) sdao matrizes 2 x 2 satisfazendo as relagDes algébricas [o,, op] =

2i 23:1 EabcOc. S€, porém, definirmos j, := —io, /2, obtemos [j,, ] = Zizl Eabeje, AS mesmas relactes de comutagdo
dos geradores de SO(3).
Seja

s0(3) = {L eMat(R, 3): L=a1J;+asts+azJs, ay €R, k=1, 2, 3}
a algebra de Lie (real) associada aos geradores de SO(3) e seja
su2) = {l€Mat(C, 2): I =auji +asjo +agjs, ax R, k=1,2,3}
a algebra de Lie (real) associada aos geradores de SU(2).

E. 22.54 Ezercicio. Mostre que s0(3) coincide com a dlgebra de Lie de todas as matrizes reais 3 % 3 antissimétricas. (Vide exercicio
a pégina 101). *
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E. 22.55 Ezercicio. Mostre que su(2) coincide com a algebra de Lie de todas as matrizes complexas 2 % 2 antiautoadjuntas e de
traco nulo. (Vide exercicio a pagina 101). *

E muito facil constatar que a aplicacao linear ¢ : su(2) — so(3) dada por
@(onjr + agja + asjz) = onJy+andy + asds
& um isomorfismo de algebras de Lie, ou seja, € bijetora e satisfaz
@(llas b)) = [ea), @) (22.115)
para todos I, I, € su(2).

E. 22.56 Ezercicio importante. Prove as afirmativas acima. *

Assim, as algebras de Lie so(3) e su(2) sao isomorfas. Discutiremos agora que implicagdes isso traz sobre a relagao
entre os grupos SO(3) e SU(2).

O isomorfismo ¢ definido acima sugere considerar-se a seguinte aplicag@o ¢ : SU(2) — SO(3) dada por

o(exp(l)) = exp (o)) , Vi € su(2) ,

ou seja,
& (exp (077 - ; )) ‘= exp (977*- J) : (22.116)
para todos 0 € (—2x, 2x], e 7 € R3 com ||77]| = 1. Antes de estudarmos as propriedades da aplicagdo (22.116) & preciso

mostrar que a mesma esta bem definida enquanto aplicagdao de SU(2) em SO(3), no seguinte sentido: se exp (9ﬁ~j ) e
exp (G’ﬁ” ]) representarem um mesmo elemento de SU(2) entdo a imagem de ambos por ¢ & a mesma, ou seja, se

exp (0777 ) = exp (07 -7, entdo exp (9ﬁ~ f) exp (9’77’ ~ f) .

—

Sabemos por (22.103) que exp (9777 ) = exp (—i%7-& ) =cos (&) 1—isen (§)7-G. Assim, exp (077-5) = exp (0'7 -] )

ocorre se e somente se
oS %) = oS 9—I e sen A sen 9—I 7 (22.117)
2) ~ 2 2)"~ 2)"> ‘

pois as matrizes 1, o1, o2 € o3 compdem uma base em Mat(C, 2). A primeira relagdo em (22.117) garante que
sen (g) = +sen (%L) e, portanto, temos pela segunda relagao que 7 = +77.

Agora, pela formula de Rodrigues (22.57), temos

(22.57)

exp (9ﬁ~ f) = 1+ (1 —cos(6)) (ﬁ- f)2 + sen(d) (ﬁ- f)
= ]l+2[sen (g) <ﬁ~f)r+2005 (g) sen <g> (ﬁf)
L [sen (%) (ﬁ” . f)r + 2cos <%/> sen <%/> (ﬁ” . f)

= 1+ (1—cos(d)) (ﬁ”’ : f)2 + sen(9’) (ﬁ”’ : f)

(2227) exp (9’77’ . f) )

Na segunda (e na quarta) igualdade, acima, usamos identidades trigonométricas bem-conhecidas e na terceira igualdade
usamos as relages (22.117).
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Assim, provamos que se exp (977‘5) =exp (07 j) entao exp (917- f) =exp (9’77" . f) € Vemos com isso que ¢ dada
em (22.116) esta realmente bem-definida como aplicagao de SU(2) em SO(3). Vamos agora estudar suas propriedades
objetivando provar que ¢ & um homomorfismo.

Em primeiro lugar, & facil ver que ¢ & sobrejetora (por que?), mas nao & injetora, pois para Uy :=exp (—i377- &) =1
e Us := exp (—z%’fﬁ 6) = —1 tem-se ¢(U;) = ¢(Us) = 1. Verifique!'® A questdo agora & como se comporta ¢ em
relac@o ao produto dos elementos do grupo? A resposta encontra-se na afirmativa da proposicao seguinte.

Proposicao 22.15 A aplicagao ¢ : SU(2) — SO(3) definida em (22.116) & um homomorfismo do grupo SU(2) no grupo
SO(3), ou seja, ¢(1) =1 e para todos U,, Uy € SU(2) vale ¢(U,)p(Up) = ¢(UaUp). —1

Como ¢ & sobrejetora, a Proposicao 22.15 estabelece que ¢ & um epimorfismo de SU(2) em SO(3). Vide definicao a
pagina 112. Para um homomorfismo alternativo de SU(2) em SO(3), vide Exercicio E. 22.102, pagina 1127.

Prova da Proposi¢do 22.15. Que ¢(1) = 1 & trivial. Provemos que ¢(U,)¢(Us) = ¢(U,Uy) para todos U,, U, € SU(2).

Sejam U, e U, da forma
3 3
Ua = exp (Zakjk) ; Up = exp <Zﬁkjk) ;
k=1 k=1

com ag, B € R, k =1, 2, 3, e limitemos provisoriamente os valores dos ay’s e §;’S @ uma vizinhanga O suficiente-
mente pequena de zero de modo que as matrizes a = 22:1 apjr € b= Zizl Brjr tenham ambas normas menores que

1In (2 — @) Essa restricao provisoria as normas de a e b & Util pois coloca-nos no dominio de validade da formula de
Baker-Campbell-Hausdor (eq. (10.60) & pagina 483. Vide também (10.61)). Isso justifica, entdo, escrevermos

UUpy = e%® = exp (axb),

onde a x b esta definida em (10.60). Como a série que define a * b &€ convergente e envolve comutadores multiplos de
elementos da algebra de Lie su(2), & evidente que a * b € tamb&m um elemento de su(2) e, mais que isso, tem-se

3 3
axb = e = Y w(on, az, as, B, B2, B3) j (22.118)

k=1 k=1

onde cada ~; & uma fungdo analitica das variaveis a1, as, as, 81, B2, 83 em um aberto suficientemente pequeno proximo
a zero. A analiticidade se deve ao fato de que a série que define a * b & absolutamente convergente e envolve, em cada
termo, polindmios nas variaveis « e (.

E. 22.57 Ezercicio. Lance um olhar meditativo sobre a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (10.60) e convenga-se da veracidade

das afirmagdes feitas no dltimo pardgrafo sobre a analiticidade das fun¢des ;. De modo mais iluminante, mostre usando (10.61) e as
relages de comutagio (22.52), que os primeiros termos de ¥ = (71, v2, 73) sdo

=

7= a i g 8) + gy (ex ) e (7)) o
onde @ = (a1, az, az) e B= (B, B2, fa). ,,

Retomando, sejam agora
3 3
$(Ua) = exp (Z aka> . o(Uy) = exp (Z ﬂm) :
k=1 k=1
e A= p(a), B=g(b), ouseja, A=3""_ axJi e B=Y"_, BrJi. Novamente, tem-se que
dUa)p(Up) = ee” = exp (A B) .

g I R
9Por essa razdo, ndo podemos definir uma aplicagdo ¢’ : SO(3) — SU(2) por ¢/ exp 0i-J :=exp 67-j , revertendo (22.116). Tal

aplicagdo nao é bem-definida.
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Como ¢ & um isomorfismo entre su(2) e so(3), tem-se (p(a * b) = ¢(a) * p(b), ja que o produto “x” envolve apenas
combinag0es lineares de comutadores (maltiplos) de elementos de su(2) (vide (22.115)). Logo, segue que

3
AxB = p(a) x o) = plaxb) = ¢ (Z%(al, a2, a3, B, Ba, Bs) jk)

k=1

NE

3
= Z’Yk(oél, a2, a3, B, B2, Bs) ¢(jr) = Vi (ou, a2, as, B1, B2, Bs) Ji -
k=1

k=1
Isso concluiu que, pelo menos quando a1, as, as, 51, B2, B3 sdo suficientemente proximos de zero, vale

oUa)p(Us) = exp (plaxb)) = ¢(exp(axb)) = ¢(U.Us) -

O que nos falta agora & um argumento que justifique que essa igualdade vale ndo apenas para a1, as, as, 1, B2, B3
suficientemente proximos de zero, mas para quaisquer valores desses parametros. Esse argumento € a analiticidade.

Cada elemento de matriz de exp (Zizl aka) & uma fungao analitica (inteira) de a1, as € ag (pois a série que define
a exponencial converge absolutamente em toda parte). O mesmo vale para os elementos de matriz de exp (22:1 ﬁka).
Assim, cada elemento de matriz do produto exp (22:1 aka) exp (22:1 ﬁka) & uma fungao analitica (inteira) de «;,

as, as, B1, B2 € B3. Igualmente, cada elemento de matriz de exp (Zizl 7ka) & uma fungao analitica das variaveis aq,
as, asz, B1, B2 € B3 quando estas estdao proximas a zero (pois a composi¢ao de fungdes analiticas & também uma funcao
analitica). Portanto, provamos acima que as fungBes analiticas exp (Zizl aka) exp (Zizl ﬁkjk) e exp (Zizl ijk)
coincidem em um aberto suficientemente pequeno. Por um teorema geral da teoria de fungBes de variaveis complexas,

isso implica que essas fung@es sao iguais em toda parte. Assim, vale para todos o, as, as, 51, 52 € B3 reais ou complexos
que ¢(U,)o(Uy) = ¢(U,Uyp), completando a prova. |

Note que a aplicagao ¢ nao pode ser um isomorfismo de grupos pois, como vimos, nao € bijetora. Vale, no entanto,
0 seguinte resultado, importante, por exemplo, na Mecanica Quantica:

Proposicao 22.16 Os grupos SU(2)/{1, —1} e SO(3) sdo isomorfos. —1

Prova. Cologuemos a seguinte questdo: qual & o nicleo?® Ker (¢) do homomorfismo ¢ : SU(2) — SO(3) definido em
(2.39), ou seja, quais elementos de SU(2) sao mapeados na identidade de SO(3) por ¢? De acordo com (22.116) e com a

> =

Proposi¢ao 22.6, pagina 1059, esses sao exatamente os elementos da forma exp (Hﬁ- j) =exp ( —ig1- o ) com 6 = 2mn,
n € Z. Agora, por (22.103) temos que exp (—iQ’TT"ﬁ- 5) = cos(nm) 1 —isen(nm)ij-& = (—1)"1. Logo, concluimos que
Ker (¢) = {]15 _]1}'

Como ¢ € sobrejetora tem-se que sua imagem & Ran (¢) = SO(3). Assim, evocando o Teorema 2.5, pagina 122, para o
homomorfismo ¢ : SU(2) — SO(3) dado em (22.116), concluimos imediatamente que SU(2)/{1, —1} e SO(3) sao grupos
isomorfos. |

As consideragBes acima sobre a relagdo entre os grupos SO(3) e SU(2) sao de importancia na Fisica Quantica,
particularmente no que concerne a parametrizagao do grupo de rotagdes SO(3) para particulas de spin 1/2. Ainda mais
profunda & a relagdo entre o grupo SL(2, C) e o grupo de Lorentz, relacdo essa que discutiremos na Se¢ao 26.1, pagina
1280.

20A nogéo de niicleo de um homomorfismo foi definida em (2.39), pagina 119.
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e Mais alguns resultados sobre o grupo SU(2)

A proposicao que segue estende ao grupo SU(2) resultados estabelecidos para o grupo SO(3) na Proposi¢ao 22.8,
pagina 1061. Ela pode ser demonstrada usando-se o isomorfismo acima, mas apresentamos uma demonstracao que faz
uso instrutivo da série de Lie, expressao (10.52)-(10.53), pagina 479.

Proposicao 22.17 Valem as relactes

exp <i§ﬁ~&> (£-3) exp (z‘%ﬁﬁ) = (R(e, ﬁ){) G (22.119)
9. b - 0.\ _ s ) o
exp <z§n : a> exp (ZE§ : a> exp (ZEU : O’> = exp <z§ (R(@, n)g) 'O’> : (22.120)
para 0, 0’ € R e para dois vetores unitarios i = (1, 72, 13) € R3 e £ = (&1, &, &) € R3. 1

Prova. A relagdo (22.120) segue diretamente de (22.119), pois Aexp (— %g )A I = exp( ﬁA(E- E)A—l) para
qualquer matriz invertivel A. Resta-nos demonstrar (22.119).
Definamos j, := —io,/2. Valem, portanto, relacdes de comutacdo [j., js] = €abcje (@QUi € NO restante desta de-

monstracao usaremos a convengao de implicitamente somarmos (de 1 a 3) sobre indices repetidos). O lado esquerdo de
(22.119) fica

2’L'§j eeﬁ'jjj 6_977'; .
Pela série de Lie, expressao (10.52)-(10.53), pagina 479, temos
Ha

07 i

-0 _— .
j € =7+

a=1 o V6zes

Para o primeiro comutador, temos
(77, 45] = mildes 4i] = micijuin -
Para o segundo comutador, teremos
R S _ R . (4.7) _ L .
[7707 (777, J;ﬂ = mmicik G gk) = mmicikEemim = M (SimS1 — Sadm)jm = m; (7T 7) — jj -
Assim, o terceiro comutador sera igual a [ﬁ-f, 1y (17- 5) _jj] Agora, o primeiro termo &

[ﬁ']i 77](ﬁj)i| = mnink i, dk] = mnymkEiknjn = 0,

devido a antissimetria de ¢;,. Logo, o terceiro comutador sera igual a — {ﬁj‘, jj] = —m€ijkJk PO Ser igual ao primeiro
comutador, mas com o sinal trocado.

Segue disso uma expressao geral para os comutadores maltiplos:

73, i 77, (-1 ("j (7-7) —jj) , a par,
[77-]; [77-.7,...,[17-.7,‘%]...} —
a VEzZes (,1)(a71)/2m€ijkjk 7 & impar,

a qual pode ser facilmente provada por inducao (faga-o!).
Assim,

exp (67 7) g exp (= 077 )

(Dot : (=1)ko2* N
<Z 2k + 1) )Wiijkﬂk + <Z 5! ) ( n; (77 7) —Jj)

= jj + sen@nicisnin + (1 - cos®)) (m; (7 7) — js) -
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Logo,

G-+ sen(@) (77 x @) - + (1~ cos(®)) ((7-@) (7 7) - (7))

exp (977}) (@-7) exp(feﬁj')

(a + sen(9) (7 x @) + (1 — cos(9)) ((ﬁ @) — o7)> -

(22.59)

(cos(e)a + sen(6) (7 x @) + (1 —cos(9)) (77~ @) ﬁ) -
(R 0, i o-z) 7

Isso completa a demonstraca@o de (22.119). |

22.3.6 O Grupo SL(2, ©)

Vamos aqui tratar de um grupo fortemente aparentado ao grupo SU(2) e ao grupo de Lorentz, cujo estudo & importante
na teoria dos spinores, particularmente no estudo de representagdes do grupo de Lorentz para particulas de spin 1/2.
Trata-se do grupo SL(2, C). Mais sobre o grupo SL(2, C), em especial, sua relagdo com o grupo de Lorentz, sera visto
na Se¢ao 26.1, pagina 1280.

O grupo SL(2, C) & definido como o grupo formado pelas matrizes complexas 2 x 2 de determinante igual a 1. Como
as matrizes 1, o1, oo, o3 formam uma base em Mat (C, 2), podemos escrever toda matriz A € SL(2, C) na forma

ag + as aiq 77;(12
A = apl +ay01 +ag0o +azoz = R

a1 +ias ag—as

com ag, a1, as, ag € C. A condi¢@o det(A) = 1 implica a3 — a? — a3 — a3 = 1. Assim,

_ ao +az a1 —ia 2 2 2 o _
SL(2, C) = com ag, ai, az, a3 € Ceag—aj—a3—az =1, . (22.121)

a1 +ias ag— as
Como agy &€ um nimero complexo arbitrario, podemos escrever

ag = coshz,

para algum z € C, pois a fungao cosh : C — C & sobrejetora. Fora isso, para z # inw, n € Z, podemos definir trés
nmeros complexos 71, 12, 13 por

ay o a2 . as
senhz ’ 7 “senhz BT senhz

m =

A condigdo a2 — a? — a3 — a3 = 1 implica (verifique!) que os nimeros complexos 7y, 12, 73 satisfazem nf +n3 +n3 =
Com isso vemos que

SL(2, C) = {cosh(z)]l + senh (2) (77~ &), onde z € C e if € €3 com 12 + 12 + 12 = } . (22.122)

Note-se que a parametrizacao usada em (22.122) para os elementos de SL(2, C) ndo & univoca, pois cosh(z) = cosh(z’)
e senh (z) = senh (z’) caso z — 2z’ = 27wmi, com m € Z.
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Como vimos anteriormente quando tratamos de SU(2), a condigdo n? + 73 + 13 = 1 implica que (77- &)? = 1 (mesmo
para vetores 77 complexos!). Portanto,

exp (277-3) = > %(ﬁ-&)m

m=0

L2k o 2kl -_
= (77 + = (r-
; DN ; AL

2k+1

L2k >, L
- () (Saen) o
= cosh(z)1 + senh(2) (77- &) .

Assim, todo elemento A € SL(2, C) & da forma exp (z 77 - ). Em resumo,
SL(2, C) = {exp (zi7-G) , onde z € C e i € C° com 0} +n3 +n3 = } . (22.123)

Como ja observamos logo apds (22.122), a parametrizagdo usada em (22.123) para os elementos de SL(2, C) nao &
univoca.

Como ja vimos, o subgrupo SU(2) de SL(2, C) corresponde a z =36, # € R, e 77 € R3. Como vemos, SU(2) e SL(2, C)
tém ambas algebras de Lie geradas pelas matrizes de Pauli, mas em SU(2) essa algebra de Lie & uma algebra sobre o
corpo dos reais, enquanto que em SL(2, C) & sobre o corpo dos complexos.

Mais material sobre o grupo SL(2, C), em especial, sobre sua relagdo com o grupo de Lorentz, sera apresentado na
Se¢ao 26.1, pagina 1280.

22.4 Generalidades Sobre os Grupos SU(n) e SO(n)

Nesta secdo discutiremos algumas qualidades gerais dos grupos SU(n) e SO(n). Para esta secao recomenda-se a leitura
prévia de partes do Capitulo 24, pagina 1218. Comegaremos com 0s grupos SU(n) pois seu tratamento € ligeiramente
mais simples que o dos grupos SO(n). O caso fisicamente importante do grupo SU(3) sera brevemente discutido na Se¢ao
22.4.1.1, pagina 1085.

22.4.1 Os Grupos SU(n)

Apbs termos adquirido algum conhecimento sobre o grupo SU(2), vamos estudar alguns aspectos gerais dos grupos SU(n),
n > 2. Vimos acima de modo explicito que os elementos de SU(2) podem ser escritos como exponenciais de elementos
de sua algebra de Lie. Veremos que esse fato & também valido para SU(n).

Lembremos a defini¢do: paran > 1,
sU(n) = {U € Mat(C, n)| U* =U~' e det(U) = 1} .

Comecemos com a seguinte observagao.

Proposicao 22.18 SU(n) & um subgrupo compacto de GL(C, n). —1

Prova. Provemos primeiramente que SU(n) & um subconjunto (topologicamente) fechado de GL(C, n).

Seja U,, n € IN, uma sequéncia de matrizes de SU(n) que converge em norma a uma matriz U € Mat (C, n), ou seja,
lim,_ [|Uy, — Ullc =0, onde || - ||c & a norma operatorial de matrizes. Desejamos provar que U € SU(n).
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Em primeiro lugar, notemos que podemos escrever
v = U-U,+0,)U-U,+U,) = U-U)yU-U)+U;U-U,)+U-U,)U,+UU, .

Como os U,, sao unitarios, U U, = 1 e conclui-se que U*U — 1 = (U —U,)*"(U - U,) + U:(U - U,) + (U — U,)*U,.
Assim

IUU~tle = U =0) U =U)+ Ui = U) + U = U) V|
< @ =U)W = U)o + |U20 = U)o + [|(U = Un) Unl
< W =T lellU = Unlle + 1UR][e|U = Unlle + I(U = Un)*lle/Unlle
< U= Ual2+ 20U - Ulle - (22.124)

(Ao estudante deve ser claro que acima usamos os fatos que, para quaisquer matrizes A, B, complexas n x n, valem
|[A+ Blle < ||Allc + ||Blles |ABlle < |l Allcl|Blle, I|Allc = ||A*||c e que ||A||c = 1 se A & unitaria. Se ndo for claro,
justifique esses fatos como exercicio ou leia o Capitulo 41).

Agora, como o extremo direito da sequéncia de desigualdades (22.124) pode ser feito arbitrariamente pequeno para
n — oo, concluimos que o extremo esquerdo € nulo, ou seja, U*U = 1. Analogamente, prova-se que UU* = 1. Isso
estabelece que U € unitario.

Para provar que o determinante de U vale 1, notemos que o fato de U,, convergir a U na norma operatorial implica
que os elementos de matriz da sequéncia de matrizes U,, convergem aos elementos de matriz de U (por que?). Como
0 determinante de uma matriz depende continuamente de seus elementos de matriz (por que?), segue que det(U) =
lim,,_, o, det(U,,) = 1. Isso estabelece que U € SU(n) e isso prova que SU(n) & um subconjunto topologicamente fechado
de GL(C, n), como queriamos.

Para provarmos que SU(n) & compacto, resta apenas provar que SU(n) & um conjunto limitado?!. A condigao U*U =1
implica Tr(U*U) = n. Assim, vale
Z |Uab|2 = n,
b=

a 1

para todo U € SU(n). Isso mostra que SU(n) & limitado e, portanto, compacto. |

Seja agora {U(t) € SU(n), t € R}, um subgrupo uniparamétrico de SU(n) (ou seja, U(Q) =1 e U@)U (') = U +1t),
sendo ¢t — U(t) continua). Pela Proposicdo 24.6, pagina 1226, U(t) = exp(tA) para alguma matriz A. Agora, sejam u, v
dois vetores arbitrarios de C". Temos que, para todo ¢ vale (u, v) = (U(t)u, U(t)v)o. Diferenciando essa igualdade
em relag@o a ¢, escrevendo-se U(t) = exp(tA) e calculando a derivada em ¢ = 0, tem-se 0 = (Au, v)¢ + (u, Av)g,
ou seja, (u, (A + A*)v), = 0. Como isso vale para todo u, v em C", segue que A* = —A. Fora isso??, como
1 = det(exp(tA)) = exp(¢tTr(A)), segue que A tem traco nulo.

Assim, vimos que os geradores dos subgrupos uniparamétricos de SU(n) sao antiautoadjuntos e tém trago nulo.
Podemos nos perguntar se a reciproca & valida, ou seja, se todas as matrizes antiautoadjuntas e de traco nulo sao
geradoras de subgrupos uniparamétricos de SU(n). Para responder isso, precisamos da seguinte proposicao:

Proposicao 22.19 Se A € Mat(C, n) é antiautoadjunta (ou seja, A* = —A) satisfazendo também Tr(A) = 0, entdo a
matriz exp(A) & um elemento de SU(n). —1

Prova. Precisamos provar que exp(A) & unitaria e que seu determinante & igual a 1. Pela definicdo da exponencial de
matrizes em termos de uma série de poténcias (a série de Taylor da funga@o exponencial), sabe-se que exp(M)* = exp(M™*)
para qualquer matriz n x n complexa M. Assim, exp(A4)* = exp(A*) = exp(—A) = exp(A4)~!, provando que exp(A) &
unitaria. Além disso, para nossa matriz A, tem-se (pela Proposi¢do 9.14, pagina 373) det (exp(A)) = exp (Tr(4)) =
exp(0) =1, o que prova que exp(A) € SU(n), como queriamos. |

21pPara a definicdo da nocio de compacidade e suas propriedades, vide Secdo 34.3, pagina 1579.
22 Aqui usamos a Proposicdo 9.14, pagina 373, ou a Proposicdo 10.7, pagina 466.
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Essa proposicao diz-nos que, se A € Mat(C, n) & antiautoadjunta e tem traco nulo, entdo U(t) = exp(tA), t € R &
um subgrupo uniparamétrico de SU(n). Em resumo, concluimos que o conjunto de todas as matrizes n x n complexas
antiautoadjuntas e de trago nulo & idéntico ao conjunto de todos os geradores de subgrupos uniparamétricos de SU(n).

Como SU(n) & um subgrupo fechado de GL(C, n), segue do Teorema 24.1 que o conjunto de seus geradores &€ uma
algebra de Lie. Essa algebra de Lie & dita ser a algebra de Lie de SU(n), e & denotada por su(n) (assim, com letras
minQsculas). Como vimos, su(n) coincide com o conjunto de todas as matrizes n x n complexas antiautoadjuntas de
traco nulo.

De passagem, notemos que o conjunto de todas as matrizes n x n complexas antiautoadjuntas de trago nulo forma
uma algebra de Lie real, fato ja visto independentemente nos exercicios da pagina 101.

Provemos agora uma outra proposi¢ao, a qual essencialmente diz-nos que todo elemento de SU(n) pode ser obtido
como exponencial de um elemento de su(n). No caso de SU(2) isso foi provado explicitamente, quando mostramos que
todo elemento de SU(2) & da forma exp(if7 - 7).

Proposicao 22.20 Todo elemento U de SU(n) pode ser escrito na forma U = e, onde A € Mat (C, n) é antiautoad-
junta (ou seja, A* = —A) e de tragco nulo (ou seja, Tr(A4) = 0). Segue disso que SU(n) & um grupo a n? — 1 pardmetros
reais. —1

Prova. Seja U € SU(n). Como toda matriz unitaria, U & normal, pois vale UU* = U*U (= 1). Uma das consequéncias
do Teorema Espectral para matrizes diz-nos que toda matriz normal pode ser diagonalizada por uma matriz unitaria
(vide Teorema 9.16 e as paginas que o antecedem).

Assim, existe V, matriz unitéria, tal que U = VDV*, onde D = diag(u1, ..., u,), € onde 0S u; SA0 nUmeros
complexos (os autovalores de U). Da condi¢cao UU* = 1 segue imediatamente que DD* = 1, o que implica que cada uy,
& um namero complexo de modulo 1: |ux|? = 1. Assim, podemos escrever u;, = e, onde \;, € R, sendo que cada \; &
determinado a menos de um termo 27m, com m inteiro.

Note-se que, como U tem determinante 1, segue que 1 = det(U) = det(VDV™*) = det(D) = exp (i y_,_, Ax). Assim,
> r_1 Ak = 2mmg, com my inteiro. Podemos redefinir, digamos, ), subtraindo-lhe 27m,. Com essa nova escolha teremos

> & =0. (22.125)
k=1

Definamos agora a matriz L = diag (iA1, ..., i\,). Note-se que, como 0s \; sdo reais, vale L* = —L. E claro que
D = el e também que U = exp(A4), onde A = VLV*. E agora elementar constatar que A* = —A. Fora isso, por (22.125)
segue que Tr(A) = Tr(VLV*) =Tr(L)=i> ,_, A = 0.

O ndmero de parametros reais que determina os elementos de SU(n) &, naturalmente, a dimensao (real) do espago das
matrizes antiautoadjuntas de traco nulo. Os elementos independentes de tais matrizes podem ser contados da seguinte
forma. Para uma matriz antiautoadjunta A temos A;; = —A;; parai # j e Aj; = —A;;. Assim, sdo independentes
os elementos complexos acima da diagonal principal e os elementos imaginarios puros da diagonal principal. Acima da
diagonal principal ha 1+ --- +n — 1 = n(n — 1)/2 elementos complexos e, portanto, os mesmos sao determinados por
n(n — 1) parametros reais. Na diagonal ha mais n parametros reais independentes, mas a condi¢do de traco nulo reduz
esse niimero para n — 1. Assim, o nimero total de parametros reais independentes € n(n — 1) +n — 1 = n? — 1. Isso

completa a prova. [}

A Proposi¢ao 22.20 tem o seguinte corolario simples:

Corolario 22.4 O grupo SU(n) & conexo por caminhos e, portanto, & um espago conexo. —1

Prova. Pelo que vimos, se U € SU(n), entdo U & da forma U = e, para alguma A € su(n). Logo, U pertence ao subgrupo
uniparamétrico de SU(n) gerado por A: {exp(tA), t € R}. Esse subgrupo conecta continuamente U & identidade 1 (que
corresponde a t = 0). |

A Proposigao 22.20 diz-nos que a exponenciagao & uma aplicacdo sobrejetora de su(n) em SU(n). Isso & um caso
particular de um teorema mais geral que diz que isso & valido para qualquer grupo de Lie compacto, conexo e cuja algebra
de Lie seja de dimensao finita.
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E. 22.58 Ezercicio. Pelo que vimos su(2) coincide com a dlgebra de Lie real de todas as matrizes complexas 2 % 2, antiautoadjuntas
e de traco zero. Mostre que as matrizes io1, to2 e 03 formam uma base nesse espaco de matrizes. Conclua que todo elemento de
SU(2) é da forma exp(iaio1 + iazoz + iasos) com i [, fato esse que jé estabelecemos por outros meios (vide (22.104), pégina
1074). *

22.4.1.1 Um Pouco Sobre o Grupo SU(3)

O grupo SU(3) & de grande importancia na Fisica das Particulas Elementares, estando associado a uma simetria aproxi-
mada, dita de “sabor”, e a uma simetria exata, dita de “cor”. Nao nos deteremos nesses aspectos aqui, € remetemos o
estudante aos bons livros sobre Fisica das Particulas Elementares e Teoria Quantica de Campos (por exemplo, [350]-[351]).

O grupo SU(3) & um grupo a 32 — 1 = 8 parametros reais. Pelo que vimos, su(3) coincide com o espago das matrizes
complexas 3 x 3, antiautoadjuntas e de traco zero. Para o estudo do grupo SU(3) no contexto da Fisica das Particulas
Elementares & conveniente introduzir-se uma base explicita nesse espago. Como toda matriz antiautoadjunta pode ser
escrita como i\, onde A & autoadjunta, basta-nos procurar uma base no espago das matrizes autoadjuntas de trago zero.

Comummente adota-se as chamadas Matrizes de Gell-Mann23 \;, i =1, ..., 8, que sdo as seguintes matrizes:
010 0 —i 0 1 0 0
M=([100|, =i 0 0], M=]0 -1 0f:
0 0O 0 0 O 0 0 O
0 01 0 0 —i 0 0O
M=1foo0oo0|l, =00 0], A=1|[001]:
100 i 0 0 010
0 0 O 10 0
M=o o0 —i|. =01 0
0 ¢« O 0 0 -2

Note que todas as matrizes \; sao autoadjuntas e de traco zero, formando uma base no espago das matrizes complexas
autoadjuntas e de traco nulo (mostre isso!). As mesmas sao normalizadas de modo que Tr(AgAp) = 204p-

E. 22.59 Ezercicio. Prove as afirmativas do ltimo paragrafo. -

A algebra de Lie de su(3) pode ser expressa para as matrizes de Gell-Mann da seguinte forma:

8
[)\az )\b] = ZiZfabc)\c ;

c=1

onde f.:., as chamadas constantes de estrutura®* de su(3), sdo totalmente antissimétricas, ou seja,

fabc = fbca = fcab = 7fbac = 7facb = 7fcba7

23Murray Gell-Mann (1929-).
24 A nocdo geral de “constante de estrutura” de uma &dlgebra de dimensao finita foi introduzida a pégina 98.
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sendo
Jizz = 1,
_ _ _ _ _ _ 1
Juur = —fise = faae = fosr = faas = —faer = 5
V3
Jiss = fors = P
e as demais constantes independentes sao nulas.
E. 22.60 Ezercicio. Verifique isso. Sugestdo: tire uma tarde livre. *

Pelo que aprendemos da nossa discussao geral sobre grupos SU(n), todo elemento U de SU(3) pode ser escrito na

forma .
U = exp <i2ak)\k> ,
k=1

onde 0s «;’s sao nUmeros reais.

22.4.2 Os Grupos SO(n)

Primeiramente lembremos a definicdo: para n > 2,

sO(n) = {R € Mat (R, n)| RT = R~' e det(R) = 1} .

Sob varios aspectos 0s grupos SO(n) podem ser tratados de modo semelhante aos grupos SU(n), exceto por um
ponto importante: por agirem em um espaco vetorial real (R™), ndao podemos aplicar o teorema espectral as matrizes
ortogonais, tal como fizemos na prova da Proposi¢ao 22.20. Por isso, um desvio mais longo devera ser seguido, ainda que
as conclusOes sejam as mesmas, em esséncia.

Analogamente ao que fizemos no caso SU(n), comecemos com a seguinte observacgao.

Proposicao 22.21 SO(n) & um subgrupo compacto de GL(R, n). 1

Prova. A prova & uma mera imitacdao da demonstracgao correspondente no caso SU(n) e poupamo-nos de reproduzi-la. B

Seja agora { R(t) € SO(n), ¢t € R}, um subgrupo uniparamétrico continuo de SO(n) (ou seja, R(0) =1 e R(t)R(t') =
R(t +t")). Pela Proposicao 24.6, pagina 1226, R(t) = exp(tA) para alguma matriz A. Agora, sejam u, v dois vetores
arbitrarios de R". Temos que, para todo ¢ vale (u, v)p = (R(t)u, R(t)v)y. Diferenciando essa igualdade em relag&o
a t, escrevendo-se R(t) = exp(tA) e calculando a derivada em ¢t = 0, tem-se 0 = (Au, v)p + (u, Av)p, OU sgja,
(u, (A+AT)v) =0. Como isso vale para todo u, v em R", segue que AT = —A. Assim, A & uma matriz antissimétrica,
0 que implica que seus elementos diagonais sao nulos. Assim, & automatico que Tr(A) = 0.

Assim, vimos que os geradores dos subgrupos uniparamétricos de SO(n) sao antissimétricos. Podemos nos perguntar
se a reciproca & valida, ou seja, se todas as matrizes antissimétricas sao geradores de subgrupos uniparamétricos de
SU(n). Para responder isso, precisamos da seguinte proposicao:

Proposicao 22.22 Se A € Mat (R, n) & antissimétrica (ou seja, AT = —A), entdo a matriz exp(A4) & um elemento de
SO(n). —1

Prova. Precisamos provar que exp(A) & ortogonal e que seu determinante & igual a 1. Pela definicdo da exponencial de
matrizes em termos de uma série de poténcias (a série de Taylor da fungdo exponencial), sabe-se que exp(M)” = exp(MT)
para qualquer matriz n x n real ou complexa M. Assim, exp(4)T = exp(4T) = exp(—A) = exp(4)~', provando que
exp(A) & ortogonal.
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Como observamos, Tr(A) = 0. Logo, para nossa matriz A, tem-se det(exp(A)) = exp(Tr(A)) = exp(0) = 1, o que
prova que exp(A) € SO(n), como queriamos. |

Essa proposicao diz-nos que, se A € Mat (R, n) & antissimétrica, entdao R(t) = exp(tA4), t € R & um subgrupo
uniparamétrico de SO(n). Em resumo, concluimos que o conjunto de todas as matrizes n x n reais antissimétricas &
idéntico ao conjunto de todos os geradores de subgrupos uniparamétricos de SO(n).

Como SO(n) & um subgrupo fechado de GL(R, n), segue do Teorema 24.1 que o conjunto de seus geradores & uma
algebra de Lie. Essa algebra de Lie & dita ser a algebra de Lie de SO(n), e & denotada por so(n). Como vimos, so(n)
coincide com o conjunto de todas as matrizes n x n reais antissimétricas.

De passagem, notemos que o fato de o conjunto de todas as matrizes n x n reais antissimétricas formar uma algebra
de Lie real ja fora visto independentemente nos exercicios da pagina 101.

Provemos agora uma outra proposicao, a qual essencialmente diz-nos que todo elemento de SO(n) pode ser obtido
como exponencial de um elemento de so(n). Nos casos de SO(2) e SO(3) isso foi provado explicitamente nas paginas
acima.

Proposicao 22.23 Todo elemento R de SO(n) pode ser escrito na forma R = e#, onde A € Mat (R, n) & antissimétrica
(ou seja, AT = —A). Segue disso que SO(n) & um grupo a n(n — 1)/2 parametros reais. —1

Prova. Como dissemos ndao podemos aqui seguir exatamente os passos da prova da Proposi¢dao 22.20, pois o teorema
espectral nd@o se aplica de modo direto a matrizes reais.

Seja R € SO(n), com elementos de matriz reais R;;. Normalmente R age no espaco real R"™, mas podemos fazé-la agir
em C™ da maneira usual: para um vetor v € C" com componentes u; € C, tem-se (Ru); = Z}’Zl R;ju;. Como tal, R &
uma matriz unitaria de determinante 1, ou seja, um elemento de SU(n), pois (R*);; = (R);i = (R);; = (RT);; = (R71)5.
Aqui usamos que 0s R;; sao reais e o fato dbvio (por que?) que a inversa de R em C™ & a mesma que em R”.

Dado que R & unitaria, seus autovalores sao nimeros eventualmente complexos mas de médulo 1. Notemos, porém,
que os autovalores sdo raizes do polindmio caracteristico p(x) = det(z1 — R), x € C. Como 0s R;; sao reais, esse
polindmio tem coeficientes reais. E um fato elementar e bem conhecido que se z & raiz de um polindmio com coeficientes
reais, entdao seu complexo conjugado T também o &.

Se n & par, os autovalores sdo, portanto, pares de nlimeros complexos de moddulo 1 complexo-conjugados: e’ e e=%.
Como o determinante de R & o produto de seus autovalores, isso automaticamente garante que det(R) = 1 desde que
—1, se for autovalor, o seja com multiplicidade algébrica par.

Se n & impar, os autovalores s@o pares de nimeros complexos de moddulo 1 complexo-conjugados: e**®, mas um
deles pode ser real, podendo, portanto, ser +£1. Como o determinante de R & o produto de seus autovalores, a condicao
det(R) = 1 implica que um dos autovalores deve ser +1 e que —1, se for autovalor, o & com multiplicidade algébrica par.

Em resumo:
1. Se n & par, o conjunto de autovalores de R & do tipo {e*% k=1 ... n/2, sendo 0, € R}.
2. Se n & impar, o conjunto de autovalores de R & do tipo {1} U {e* k=1 ..., (n —1)/2, sendo 6; € R}.

Em ambos os casos —1 pode ser autovalor e, se o for, 0 & com multiplicidade algébrica par.
Seja o0 autovalor <. Ha dois casos a considerar.
Caso |. e # 41, de modo que e*’< & ndo-real e, portanto, distinto de e,

. , , . 2
Seja v¥ € €™ um autovetor de R com autovalor e'’<: Rv¥ = eifkv¥, normalizado de modo que ||v*||; = (V¥, v¥) =

1. Segue que Rvk = e~if«yvk ou seja, vk & um autovetor de R com autovalor e~%. Como R & unitaria, segue que
autovetores que correspondem a autovalores distintos sao ortogonais (em C™). Logo,

vk vEY =0 e, portanto, vEoVEY = (vE VvF) = 0. (22.126)
(V5 V), (Vh V) = (VR V),

Escrevamos v* separando componente a componente suas partes real e imaginaria: v¥ = a* +ib*, com a*, b* € R".
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As relagdes RvF = eifcyk ¢ RvF = ¢~ifxyk tornam-se

RaF = (cos6,)a® — (send)b”,

Rb* (send;)a” + (cos;)b".

Note-se que, como senf, # 0, essas duas relagdes implicam que n@o se pode ter a¥ = 0, pois isso implicaria b* =0 e
vice-versa. Porém, a* e b* s3o vetores ortogonais em R". De fato,

(a*, b¥) %<(v"”’ +VF), (v -VE))

por (22.126)

%(0f1+170) = 0.

Assim, concluimos que no subespago real gerado pelos vetores ortogonais nZo-nulos a* e b*, a matriz R age (na base

cos 6y, send;,
gerada por a* e b*, como a matriz , elemento de SO(2).

—send;, cosb,

E importante notar também que os vetores a* e b* sdo também ortogonais entre si para k’s diferentes. Isso & mostrado
na proposicao seguinte.

Proposicao 22.24 Se v/ = a/ + ib’ e v¥ = a* + ib* sdo vetores de C" com a’, a*, b’ b* € R™ e se valerem
<vj, v’“> =0e <vﬂ', v’“> =0, ent@o tem-se
c c

<aj’ ak>1R - <aj’ bk>R - <bj’ ak>]R - <bj’ bk>1R =0

Prova. De <vj, Vk>c = 0 segue facilmente que
<aj, ak>]R+ <bj, b’“>]R =0 e <bj, a’“>]R— <aj, b’“>]R =0.
Como v/ = a’ — ib?, tem-se de <W, v"°’>C =0 que
<aj, a’“>R— <bj, b’“>]R =0 e <bj, ak>R+ <aj, b’“>]R =0.
Disso, o resultado desejado segue imediatamente. |

O nUmero de parametros reais que determina os elementos de SO(n) &, naturalmente, a dimensao (real) do espaco
das matrizes antissimétricas reais. Os elementos independentes de tais matrizes podem ser contados da seguinte forma.
Para uma matriz antissimétrica A temos A;; = —Aj; para i #Z j e A;; = 0. Assim, sdo independentes os elementos
reais acima da diagonal principal, que sao em nimero 1+ --- +n — 1 = n(n — 1)/2, este sendo, portanto, o nimero de
pardmetros reais independentes que determina os elementos de SO(n).

O fato demonstrado nessa proposic@o acima mostra que os subespagos gerados por pares a’, b7 s@o ortogonais em
R". Na base formada por esses vetores, R tem a forma de blocos diagonais (_C';’Zflej jjfzj ) Resta-nos ainda discutir o
que se passa com o0s autovalores reais.
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Caso Il. e = +1.

Como comentamos, o autovalor —1 tem multiplicidade algébrica par em C"™. Como R & unitaria em C", R & simples
(vide defini¢do a pagina 370), concluimos que a multiplicidade geométrica desse autovalor em C™ & igualmente par. Os
autovalores reais de R correspondem a autovetores reais (por que?). Assim, ha um subespaco real de dimensao par onde
R age como —1. Como a dimensao & par, podemos escrever R nesse subespaco como uma série de blocos diagonais como

( cosfj senfj ), mas para 9]’ = .

—senfj cos 6j
Para o autovalor +1 a conclusao & a mesma, exceto que se n for impar a multiplicidade geométrica & impar. Assim,

oo f - cosfj senfj _
R age nesse subespago como uma série de blocos diagonais como (7561191_ cos ) ) mas para §; = 0 e um bloco 1 x 1 com
elemento de matriz 1.

A conclusdo é a seguinte: para R € SO(n) existe uma matriz ortogonal®® V tal que R = VBV !, onde B € a seguinte
matriz: quando n € par, ou seja, n = 2m, para algum m > 0 inteiro, B & a matriz bloco-diagonal dada por

c0s 01 send,

—senf; cosb;

cos 05 senf,

—senfy; Ccos by
B = , (22.127)

cosb,, send,,

—send,, c€osb,,

que & formada por m = n/2 blocos 2 x 2, como indicado acima, sendo os demais elementos de matriz nulos. Quando n &

25 A matriz é ortogonal pois faz a mudanca de base para a base dos vetores al, b7 e dos autovetores de autovalor +1, os quais sdo todos
ortogonais entre si, como provamos acima. Um fato crucial, como se vé.
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impar, ou seja, n = 2m + 1, para algum m > 0 inteiro, B & a matriz bloco-diagonal dada por

cos 64 sené,

—send; cosb

€0S 05 sends

—senfy; cos 6y

B = , (22.128)

cosd,, send,,

—send,, ¢€o0sb,,

que & formada por m = (n — 1)/2 blocos 2 x 2, como indicado acima, sendo o elemento B, igual a 1, e os demais
elementos de s@o matriz nulos.

Definamos agora (tanto para o caso em que n & par ou impar)

0

0= =0m=0

E claro que cada J, & a matriz antissimétrica composta pelo bloco | ° } | colocado na k-gsima posi¢do, os demais
elementos de matriz sendo iguais a zero. Deve ser també&m claro que JiJ; = J;J paratodos k, [ =1, ..., m e que

B = exp (91J1+-~~+9mjm).

E. 22.61 Ezercicio. Complete os detalhes. *
Do comentado acima, temos, entdo, que R = VBV ! = exp (A), onde
A= V(0h+ 00 )V

Agora, como V & ortogonal e as J;, sdo antissimétricas, & elementar verificar que A” = —A. Isso completa a prova da
Proposi¢ao 22.23. |

A Proposi¢ao 22.23 diz-nos que a exponenciagao & uma aplicagao sobrejetora de so(n) em SO(n). Isso & um caso
particular de um teorema mais geral que diz que isso & valido para qualquer grupo de Lie compacto, conexo e cuja algebra
de Lie seja de dimensao finita.

A Proposi¢c@o 22.23 tem os dois seguintes corolarios simples:
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Corolario 22.5 Para n impar existe para cada R € SO(n) um vetor 77 € R"™ tal que R7j = 1. 1

O vetor 77 & 0 autovetor com autovalor 1. Se n & par pode ndo haver um tal vetor invariante. Esse corolario, junto
com a Proposicao 22.23, generaliza a Proposi¢ao 22.5, pagina 1056, que era restrita ao caso SO(3).

Corolario 22.6 O grupo SO(n) & conexo por caminhos e, portanto, & conexo. —1

Prova. Pelo que vimos, se R € SO(n), R & da forma R = ¢4, para alguma A € so(n). Logo, R pertence ao subgrupo
uniparamétrico de SO(n) gerado por A: {exp(tA), t € R}. Esse subgrupo conecta continuamente U & identidade 1 (que
corresponde a t = 0). |

22.5 0O Grupo Afim e o Grupo Euclidiano

Seja V' um espaco vetorial (que, lembremos, & um grupo Abeliano em relagao a operacao de adi¢gao de vetores). Vamos
denotar por GL(V) o conjunto dos operadores lineares bijetores (e, portanto, inversiveis) de V em V. Também sabemos
que GL(V) & um grupo.

Existe uma acao a esquerda natural de GL(V) em V, a saber « : GL(V) x V — V dada por (M, v) := Mv onde
M e GL(V) e v € V. (Mostre que isso define uma ac¢ao a esquerda).

Dessa forma podemos definir o produto semi-direto de GL(V) e V, denotado por GL(V') L., ou simplesmente por

GL(V) 2 1definindo em GL(V) x V o produto
M, v)-(M', v) == (MM, Mu +u),

onde M, M’ € GL(V) e u, v’ € V. (A nogdo de produto semi-direto de dois grupos foi definida na Se¢do 2.2.4.2, pagina
128).

GL(V) 7% denominado o grupo afim do espaco vetorial V.

Se G for um subgrupo de GL(V'), o produto semi-direto G [V definido analogamente (M, u) - (M’, ') =
(MM', Mu +wu),onde M, M’ € Gewu, v € V. E evidente que G IV um subgrupo de GL(V) [/

E. 22.62 Ezercicio. Mostre que o conjunto de translacdes puras formado pelos pares (1, v), v U é um subgrupo normal de
GL(V) [ 1Sugestdo: basta mostrar que trata-se de um subgrupo Abeliano. *

E. 22.63 Ezercicio. Se G é um subgrupo normal de GL(V'), mostre que G [V & um subgrupo normal de GL(V) [/ 1 *

E. 22.64 Ezercicio. Se G é um subgrupo de GL(V), mostre que V [l 3 Ru + v, para (R, v) A [/ 1define uma acdo 2
esquerda de G LV &¢m V. *

Consideraremos dois exemplos importantes, o grupo Euclidiano? e o grupo de Poincaré?” o qual sera tratado na
Secao 22.7.

e O grupo Euclidiano

O chamado grupo Euclidiano em dimensao n € definido como sendo o grupo E,, := O(n) [1]R™

O grupo E,, tem uma acao natural em R™ dada por R™ > y — Ry + z, para cada elemento (R, z) € E,. Assim,
E,. implementa em R™ translacOes, rotacdes e reflexdes, as chamadas transformac®es Euclidianas de R™. Essa &, em
verdade, a propria motivacao da defini¢ao de E,,.

E. 22.65 Ezercicio. Mostre que R” [yl3 Ry + x, para (R, ) [H,, define uma a¢3o a esquerda de E,, em R". *

26Fuclides de Alexandria (ci. 325 A.C. — ci. 265 A.C.).
27 Jules Henri Poincaré (1854-1912).
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Ha um subgrupo de GL(n + 1, R) que & isomorfo a E,,. Sejam as matrizes reais (n + 1) x (n +1)

R x
E(R, x) = , comReO(n)exeR".
0 1
Entao, tem-se
E(R, 2)E(R', ') = E(RR', Ra' +x) .
E. 22.66 Ezercicio importante. Mostre isso. *

Assim, o conjunto de matrizes {E(R, z) € GL(n + 1, R), com R € O(n) e z € R™} forma um subgrupo de GL(n +
1, R) que & isomorfo a E,,. Tamb&m denotaremos esse grupo por E,,.

E. 22.67 Exercicio. Prove essa tltima afirmativa. *

e Os geradores do grupo Euclidiano E;

De particular interesse & 0 caso n = 3. E possivel identificar os seguintes subgrupos uniparamétricos de E3, aqueles
gerados pelas matrizes E(R;, 0), 7 = 1, 2, 3, onde R; sdo as matrizes introduzidas em (22.45) e que geram subgrupos
uniparamétricos de SO(3) e aqueles gerados pelas matrizes E(1, zx), k =1, 2, 3, onde z; = (z, 0, 0), 2o = (0, z, 0) e
x3 = (0, 0, ) com z € R. Esses Gltimos subgrupos geram translac@es nas dire¢bes k = 1, 2, 3.

E. 22.68 Ezercicio importante. Mostre que esses seis subgrupos sio subgrupos uniparamétricos. *

Como facilmente se verifica, os geradores desses subgrupos sao as seguintes matrizes:

0 0 0
J1 0 Ja 0 J3
J1 = 0 Jo - 0 Ja -
000 0 000 0 0
e
1 0 0
0 0 0 1 0 0
P = 0 p2 - 0 ps3 - 1
000 0 000 0 000 0

sendo que J, Jz € J3 530 os geradores de SO(3), definidos em (22.46)-(22.48), pagina 1054. Usando a forma das matrizes
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J dada em (22.46)-(22.48), & facil constatar as seguintes relagdes de comutacao entre os geradores acima:

3 3
I-jav jb] = Zeabc jc; [pa; pb] = 0; [ja; pb] = Zeabc DPc - (22129)

c=1 c=1

E. 22.69 Exercicio. Verifique! *
As relagBes (22.129) representam as relacdes de comutacao da algebra de Lie e3 do grupo E3. Note que p1, p2 € p3
formam uma subalgebra Abeliana de e3 e que essa subalgebra & um ideal de e;. Esse fato reflete a propriedade que o

subgrupo de translagtes &€ um subgrupo normal de Es.

e Os geradores do grupo Euclidiano E;

De maneira analoga podemos tratar o caso (mais simples) do grupo E,. Os elementos de SO(2) [IR?1 podem ser
parametrizados na forma

cosd —send x;

send cosh axy | o 0 € (—m, 7], 1, 22 €R.
0 0 1
Seus geradores serao
0 -1 0 0 01 0 00O
Jsr=11 0 0|, PL-=1]10 0O0> P2-=1]00 1
0 0 O 0 0O 0 0O

Como & facil de verificar, as relagdes de comutagao entre esses geradores sao

U1, p1]l = p2, U1, p2] = —p1, [p1, p2] = 0.

Um elemento genérico dessa algebra de Lie & da forma

(3, t) = , onde J = e + = ,
0 0 to

com —7m <0 <mety, tz € R. E um exercicio facil (faca-o!) constatar que para todo & € IN, tem-se

13, tF = 1(3% 3" "1) .
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Consequentemente, vale que

R t’
o~ 1 Eo— o~ 1 kEoqk—1;\ —
exp(I(d, t)) = Zk— @ 6" =1+> 13" ") = :
k=1 k=1
0 0 1
onde
cosf# —send
R = ¢€ = e t = ft,
send  cosd
sendo f a fungao analitica inteira definida pela série de Taylor
[ee] 1 B
fw) = 1+Zgwk 1 wecC. (22.130)
k=2
E facil constatar que
e 1, w0
fw) = v
1 w=0

A matriz f(J) pode ser calculada facilmente usando-se o fato que, para M = (? 2 ) valem M?¢ = (-1)*1 e
M?k+1 = (—1)*M, k € INy, de onde se extrai

— - l k—1 _— - l 2m—1 - 1 2
1@) = “;53 "“;(M)!H +mz::1(2m+1)!8

mpg2m— 1 mg2m _
2(1)9 2(1)9 :cose 1M+sen9]l
(2m)! @2m +1)! 0 0
send _cos@ -1
0 0
= . (22.131)
cosfd —1 send
0 0

Notemos que det f(J) = 2 (1%25") # 0 para —7 < 6 < 7. Assim, f(J) € inversivel e se escolnermos ¢t = f(J)~'z, para
qualquer = = (33) € R?, teremos

cosd —senf x;

exp (I(3, f(@)'x)) = = senf  cos® o

0 0 1
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Isso prova que todo elemento do grupo SO(2) CIRZ1pode ser escrito como exponencial de um elemento da sua propria
algebra de Lie. Essa afirmaga@o & igualmente valida para todo os grupos SO(n) CIR™1 A demonstracdo segue passos
analogos aos acima pois, como observamos na Seg¢ao 22.4.2, pagina 1086, os elementos de SO(n) podem ser escritos em
uma base conveniente na forma de blocos de matrizes de SO(2). Isso implicara que também no caso geral a matriz f(J)
g inversivel. Deixamos os detalhes da demonstragao como exercicio ao leitor.

22.6 O Grupo de Lorentz em 3 4+ 1-Dimensoes

Para a leitura desta secao uma certa familiaridade com rudimentos da teoria da relatividade restrita & recomendavel,
mas nao totalmente indispensavel.

22.6.1 O Espaco-Tempo, a Nocao de Intervalo e a Estrutura Causal

E um fato elementar da natureza ser possivel descrever qualquer evento idealmente pontual e de duragdo instantanea
por uma colecao de quatro nimeros que especificam sua posicao espacial e seu instante de tempo, medidos em algum
sistema de referéncia. A cole¢@o de todos os eventos pontuais de duragao instantanea & denominada espago-tempo, nogao
introduzida por Minkowski?®. Assim, & natural (pelo menos na auséncia de campos gravitacionais, que podem alterar
a topologia global do espago-tempo) identificar o mesmo com o espaco matematico R*. Assim descrito, cada evento
pode ser especificado em um sistema de referéncia que adote coordenadas espaciais Cartesianas, por uma quadrupla
ordenada (xo, z1, z2, x3), onde convencionamos que os trés Gltimos nimeros sao coordenadas espaciais do evento e o
primeiro sua coordenada temporal. O leitor deve ser advertido que muitos autores convencionam escrever as coordenadas
espaco-temporais de um evento na forma (z1, x2, x3, x4), onde x4 € a coordenada temporal. Isso alteraria a forma das
matrizes que serdo manuseadas abaixo, mas ndo a esséncia dos resultados que apresentaremos.

Na Mecanica Classica, a primeira lei de Newton?® afirma existirem certos sistemas de referéncia dotados da seguinte
propriedade: se um corpo encontra-se isolado do restante do universo, ou seja, se sobre ele ndo atuam forgas externas,
entdo em relagao a esse sistema de referéncia esse corpo se move com velocidade constante. Tais sistemas de referéncia
sdo denominados sistemas de referéncia inerciais, pois neles vale o principio de inércia. E muito facil concluir que se
um sistema de referéncia se move com velocidade constante em relagdo a um sistema de referéncia inercial, entdo ele &
tamb&m um sistema de referéncia inercial.

Sistemas de referéncia inerciais desempenham um papel central, pois neles as Leis da Fisica assumem um caracter
universal. E um postulado fundamental da Fisica que suas leis basicas sao as mesmas em todos os sistemas de referéncia
inerciais. Na mesma linha, & um postulado fundamental da Fisica que também suas constantes fundamentais, tais como
a velocidade da luz ¢, a constante de Planck3® h, a constante de gravitag@o universal G e outras tenham também o mesmo
valor em todos os sistemas de referéncia inerciais. Mais que isso, 0s sistemas de referéncia inerciais concordam quanto as
relagOes de causa e efeito entre todos o0s eventos ocorridos no espaco-tempo. Essa série de principios aqui mal-delineados
& por vezes denominada principio da relatividade. O principio da relatividade tem sua origem nos trabalhos de Galilei3!
sobre Dindmica, mas foi com a Teoria da Relatividade de Einstein? que suas reais consequéncias foram exploradas em
sua maxima extensao.

Ao realizarmos transformagdes entre sistemas de coordenadas inerciais, as coordenadas dos eventos transformam-
se linearmente33. Esse postulado & familiar se nos lembramos da ag@o do grupo de translagGes, da ac3o do grupo de

28Hermann Minkowski (1864-1909). A expressdo “espago-tempo” provém do Alemio “Raumzeit”.

298ir Isaac Newton (1643-1727).

30Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947).

31Galileo Galilei (1564-1642).

32 Albert Einstein (1879-1955).

33 Transformagdes que preservam a estrutura causal (vide discussio adiante) no espago-tempo de Minkowski sdo necessariamente lineares.
Esse afirmacao foi demonstrada por diversos autores de forma independente. Citamos ao estudante interessado as seguintes referéncias:

1. A. D. Alexandrov, “On Lorentz Transformations”, Uspehi Mat. Nauk. 5, 187 (1950).

2. A. D. Alexandrov, “Mappings of Spaces with Families of Cones and Space-Time Transformations”, Annali di Mat. Pura Appl. 103,
229-257 (1975).

3. E. C. Zeeman, “Causality Implies the Lorentz Group”, J. Math. Phys. 5, 490-493 (1964).
4. H.-J. Borchers and G. C. Hegerfelt, “The Structure of Space-Time Transformations”, Commun. Math. Phys. 28, 259-266 (1972).
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rotacdes no espaco tridimensional ou das transformacGes de Galilei da Mecanica Classica (nao-relativista). Assim, cada
transformacao entre sistemas de coordenadas inerciais deve ser representada na forma Lx + ¢, onde L & uma matriz real

x1

To
4 x 4 e xetsdo vetores de R*. Aqui, = e t s30 representados na forma de um vetor coluna, como = = (12 )

T3

O vetor ¢ representa uma translag@o (tanto no espago quanto no tempo) entre os sistemas de coordenadas. Cada

matriz L € Mat (R, 4) deve depender das velocidades relativas entre os sistemas inerciais cuja transformagao descreve,

da direcdo dessas velocidades e dos angulos relativos entre os eixos Cartesianos espaciais dos dois sistemas. L deve

também conter informagao sobre se os eixos Cartesianos espaciais dos dois sistemas tém a mesma orientagao (positiva
ou negativa) e sobre se os reldgios dos dois sistemas correm na mesma direcao.

Dados dois eventos quaisquer x, y no espago-tempo (que doravante identificaremos com R?*) e cujas coordenadas
sejam = = (xg, 1, x2, r3) € y = (Yo, Y1, Y2, y3) €m um determinado sistema de referéncia inercial, define-se o intervalo
entre ambos como sendo a quantidade3*

I(x, y) = I(x—y) = F(wo—y0)” — (&1 —y1)° — (@2 — y2)* — (w3 — y3)*,

onde ¢ & a velocidade da luz no sistema de referéncia inercial em questao.

A nocdo de intervalo entre eventos & de grande importancia. Para comecgar a explicar isso consideremos a situa¢ao na
qual dois eventos distintos de coordenadas x e y representam a producao e a absor¢gao de um mesmo raio luminoso, respec-
tivamente. Se em um determinado sistema de referéncia inercial as coordenadas desses eventos sao « = (zg, 1, T2, x3)
ey = (vo, y1, Y2, y3), entdo a velocidade de propagacao da luz entre x e y satisfaz

2 = (y1 — 21)% + (y2 — 22)* + (y3 — v3)°
(Yo — w0)?

e, portanto, I(y, ) = I(y — ) = 0. Um dos postulados fundamentais da Teoria da Relatividade Restrita € a afirmagao
que a velocidade de propagacdo da luz no vacuo & a mesma para qualquer sistema de referéncia inercial. Portanto, se
em um outro sistema de refer@ncia inercial as coordenadas de x e y fossem z’ = (zf, 2}, =5, =) e v’ = (4, Vi, Vb, Y5)
teriamos igualmente
2 _ (W —21)? + (b — 7)) + (uh — b)?

(o — xg)?

e, portanto, tem-se igualmente I(y’, ') = I(y’ — ') = 0 com 0 mesmo valor ¢ para a velocidade de propagag¢ao da luz.

C

Compreendemos, entd@o, que o postulado da constancia da velocidade da luz pode ser traduzido matematicamente da
seguinte forma: se o intervalo entre dois eventos & nulo em um sistema de referéncia inercial, entdao & também nulo em
todos os demais sistemas de referéncia inerciais. Mais adiante provaremos que, sob certas hipdteses fisicas adicionais,
esse fato implica uma condi¢@o ainda mais geral de invariancia: o intervalo entre dois eventos quaisquer & 0 mesmo em
qualquer sistema de referéncia inercial, mesmo quando nao & nulo.

Nota. Independente de ser um postulado tedrico, a constancia da velocidade da luz é um fato experimental que tem sofrido sucessivas

confirmagoes ao longo de vdrias décadas. Para uma lista seguramente parcial de referéncias recentes (das ltimas quatro décadas) contendo
testes experimentais da constancia da velocidade da luz e testes da velocidade da luz como velocidade limite, vide:

1. T.S. Jaseja, A. Javan, J. Murray and C. H. Townes. “Test of Special Relativity or of the Isotropy of Space by Use of Infrared Masers”.
Phys. Rev. A133, A1221-A1125 (1964).

2. T. Alvéger, F. J. M. Farley, J. Kjellman and I. Wallin. “Test of the Second Postulate of Special Relativity in the GeV Region”. Phys.
Lett. 12, 260-263 (1964).

3. D. I. Blotkhintsev. “Basis for Special Relativity Theory Provided by Experiments in High Energy Physics”. Sov. Phys. Uspekhi, 9,
405 (1966).

4. Z. G. T. Guiragossian, G. B. Rothbart, M. R. Yearian, R. A. Gearhart and J. J. Murray. “Relative Velocity Measurements of Electrons
and Gamma Rays at 15 GeV”. Phys. Rev. Lett. 34, 335-338 (1975).

5. K. Brecher. “Is the Speed of Light Independent of the Velocity of the Source?”. Phys. Rev. Lett. 39, 1051-1054, 1236(E) (1977).

6. D. Newman, G. W. Ford, A. Rich and E. Sweetman. “Precision Experimental Verification of Special Relativity”. Phys. Rev. Lett. 40,
1355-1358 (1978).

7. K. M. Baird, D. S. Smith and B. G. Whitford. “Confirmation of the Currently Accepted Value 299 792 458 Metres per Second for the
Speed of Light”. Opt. Comm. 31, 367-368 (1979).

No comentéario & pdgina 1102 provaremos com base no Teorema 22.7, pigina 1043, que transformagdes que mantém invariantes os intervalos
entre todos os pares de eventos sdo necessariamente lineares.
34Novamente supomos a auséncia de campos gravitacionais, em cuja presenca a definicdo de intervalo tem de ser modificada.
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8. G. L. Greene, M. Scott Dewey, E. G. Kessler, Jr. and E. Fischbach. “Test of Special Relativity by a Determination of the Lorentz
Limiting Velocity: Does E = mc??”. Phys. Rev. D 44, R2216-R2219 (1991).

9. Bradley E. Schaefer. “Severe Limits on Variations of the Speed of Light with Frequency”. Phys. Rev. Lett. 82, 4964 (1999).
Para um texto recente, vide [365]35. L)
Notemos que o intervalo depende da diferenga x —y. Assim, translacGes entre sistemas de referéncia automaticamente

mantém invariantes os intervalos entre eventos. Por essa razao vamos por ora nos interessar apenas por transformagcoes
entre sistemas de referéncia que sejam do tipo Lz, com L € Mat (R, 4).

Para prosseguirmos precisamos introduzir uma importante classificagdo de intervalos.

e Intervalos de tipo luz, de tipo tempo e de tipo espago

Em um sistema de referéncia, dois eventos distintos x e y sdo ditos ser3°

1. do tipo luz se I(x, y) =0,
2. do tipo tempo se I(x, y) > 0,

3. do tipo espago se I(z, y) < 0.
Se dois eventos distintos x = (zg, x1, =2, x3) € ¥ = (Y0, Y1, Y2, y3) sao do tipo luz, entdo

(1 —21)* + (y2 — 22)> + (y3 — w3)® _ 2
(yo — w0)?

Se dois eventos distintos x = (xg, x1, z2, x3) € ¥ = (yo, Y1, Y2, y3) sao do tipo tempo, entdo

(y1 — 21)? + (y2 — 22)% + (y3 — 23)? < &2
(yo — x0)?

Se dois eventos distintos x = (xg, x1, 2, x3) € ¥ = (Yo, Y1, Y2, y3) Sao do tipo espago, entao

(y1 — 21)? + (y2 — 2)* + (y3 — x3)? S 2
(yo — w0)? '

Com isso, entendemos que

1. Se dois eventos sao separados por um intervalo do tipo luz pode haver um sinal fisico conectando ambos e que se
propagaria com a velocidade da luz.

2. Se dois eventos sao separados por um intervalo do tipo tempo pode haver um sinal fisico conectando ambos e que
se propagaria com velocidade menor que a da luz.

3. Se dois eventos sao separados por um intervalo do tipo espago nao pode haver um sinal fisico conectando ambos,
pois 0 mesmo se propagaria com velocidade maior que a da luz.

A importancia dessas considerag0es & a seguinte. E uma crenga da Fisica atual que as particulas elementares que
compBem toda a matéria conhecida do universo ndo podem mover-se com velocidade maior que a da luz. Consequen-
temente, se dois eventos sao separados por um intervalo do tipo espaco nao pode haver nenhum processo fisico que,
iniciando-se em um evento, influencie o outro. Diz-se, entdo, que esses eventos sao causalmente desconectados, ou seja,
nao pode haver nenhuma relagao causal (isto &, de causa e efeito) entre ambos. Por outro lado, se dois eventos sao
separados por um intervalo do tipo tempo entdo pode haver alguma influéncia causal entre ambos, por exemplo, através
de uma particula ou corpo material que, movendo-se no espago-tempo com velocidades inferiores a da luz, parta de um
evento e influencie o outro. No caso de intervalos do tipo luz a situagao &€ a mesma mas, entao, a eventual influéncia de
um no outro deve propagar-se com a velocidade da luz.

35 Agradecemos & Profa. Renata Zukanovich Funchal pelas referéncias acima.
36 As expressdes em Inglés sdo “light-like”, “time-like” e “space-like”, respectivamente. Essa nomenclatura provém do Alemao: “lichtartig”,
“zeitartig” e “raumartig”.
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E. 22.70 Ezercicio. Passe vérios dias meditando sobre os pardgrafos acima. *

e A estrutura causal. Transformag¢Oes que preservam a estrutura causal

Como se percebe, se aceitarmos a ideia que processos fisicos ndo podem propagar-se com velocidades superiores a
da luz, a noca@o de intervalo estabelece as possiveis relagdes de causalidade entre todos os eventos do espaco-tempo, ao
dizer quais eventos podem eventualmente influenciar-se (aqueles que sao do tipo tempo ou do tipo luz um em relacao ao
outro) e quais ndo podem de forma alguma influenciar-se (aqueles que sao do tipo espaco um em relacao ao outro).

E uma crenga da Fisica atual que essas relacOes de causalidade devem ser as mesmas para todos os sistemas de
referéncia inerciais, pois os mesmos descrevem as mesmas Leis Fisicas e devem perceber as mesmas relacdes de causa e
efeito entre 0s eventos que compdem 0 universo.

E. 22.71 Ezercicio. Mais alguns dias de meditaco. *

Com isso, podemos introduzir a seguinte definicdo: dizemos que uma transformacao linear L, que representa uma
transformacao entre dois sistemas de referéncia, preserva a estrutura causal do espaco-tempo se a mesma satisfizer todas
as trés condicles seguintes:

1. I(Lx, Ly) = 0 sempre que I(x, y) =0,
2. I(Lz, Ly) > 0 sempre que I(x, y) > 0,
3. I(Lz, Ly) < 0 sempre que I(z, y) < 0.

Em palavras, L preserva o tipo de intervalo que separa todos os eventos do espaco-tempo, levando todos os intervalos
do tipo luz em intervalos do tipo luz, levando todos os intervalos do tipo tempo em intervalos do tipo tempo e levando
todos os intervalos do tipo espaco em intervalos do tipo espaco.

Notemos que a condi¢ao que impde que I(Lz, Ly) = 0 sempre que I(z, y) = 0 & a condi¢ao da invariancia da
velocidade da luz (ja mencionada acima), mas as demais representam algo diferente: a invariancia das relacdes de
causalidade por mudancga de sistemas de referéncia inerciais.

Um pouco mais abaixo exploraremos as consequéncias matematicas que essas imposi¢des tém sobre as transformagdes
L e concluiremos que, sob as hipdteses acima (e sob uma hipotese adicional de auséncia de dilatacGes), vale uma con-
sequéncia mais forte, a saber, que I(Lz, Ly) = I(x, y) para todos 0s eventos = € y. Assim, transformaces que preservam
a estrutura causal e nao envolvem dilatagOes preservam o valor do intervalo entre dois eventos quaisquer do espago-tempo.

Por fim, apenas a titulo de ilustragao, exemplifiguemos como seria uma transformagao que preserva os intervalos de
tipo luz mas nao os demais, preservando, portanto, a velocidade da luz mas violando a estrutura causal. Consideremos
um espago-tempo bidimensional, onde cada evento & descrito por uma coordenada espacial z; e uma temporal ¢. Seja

—1 . . -
a matriz L = (0 °0 ) O intervalo entre os eventos = = (: ) e 0= (8) seria I(z, 0) = c*t? — 23. Porém, pela
1

‘ = c e .
transformagao L teriamos ( U) = L( ' ) = ( ‘ 1). Assim,
Ty x1 ct
I(Lz, LO) = A({)* — ()? = 22 —=2* = —I(x, 0).
Logo, como os intervalos I(Lx, LO) e I(xz, 0) diferem por um sinal, teriamos para quaisquer eventos x e y

1. I(Lz, Ly) = 0 sempre que I(x, y) =0,
2. I(Lz, Ly) > 0 sempre que I(z, y) <0,
3. I(Lz, Ly) < 0 sempre que I(z, y) > 0.

Portanto, intervalos tipo luz seriam levados em intervalos tipo luz, mas intervalos tipo espago seriam levados em intervalos
tipo tempo e vice-versa. Como se V& por esse exemplo, em transformagBes que violam a estrutura causal deve haver algo
como uma permutacao entre coordenadas espaciais e temporais.

E. 22.72 Ezercicio. S3o tais transformacdes fisicamente aceitaveis? -
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e Dilatactes
Vamos agora discutir uma classe de transformagtes que preservam a estrutura causal: as dilatagGes.

Para A € R, A # 0, a matriz D()\) := Al simplesmente transforma cada = € ]Ri1 em Az, ou seja, D()\) representa
uma dilatacao ou mudanca de escala das coordenadas espago-temporais de eventos. E evidente que I(D(N)xz, D(\)y) =
A2I(z, y), de modo que dilatagBes sdo transformag@es lineares que preservam a estrutura causal.

Sao as dilatagDes aceitaveis enquanto mudancas de sistemas de referéncia inerciais? Essa & uma questao muito
interessante e sutil e demanda uma certa discussao.

Claramente, mudancas de escala podem ocorrer naturalmente no caso de tratarmos de dois sistemas de referéncia que
adotam sistemas métricos diferentes, como no caso em que um sistema mede distancias em metros e um outro em jardas
(mas de modo que as medidas de tempo em um e outro sejam tais que ambos atribuem o mesmo valor numérico para c).
Essas situacOes sao triviais e poderiam ser contornadas se ambos o0s sistemas de referéncia concordassem no uso de uma
mesma escala de distancias. Mas para que isso seja possivel & preciso que haja objetos fisicos, em repouso em ambos 0s
sistemas de refer@ncia, que possuam as mesmas dimensdes. Poderiamos, por exemplo, adotar como unidade de distancia
0 “tamanho médio” do atomo de Hidrogénio®’, ou o comprimento de onda de uma linha de emissdo de um certo atomo
ou molécula, fixos em cada sistema de referéncia.

Mas o que garante que o tamanho médio de um atomo de hidrogénio parado na Terra € 0 mesmo que o de um atomo
de hidrogénio parado em uma galaxia distante que se move em relagdo a nds com uma certa velocidade? A principio,
nada garante, mas a crenga que sistemas de referéncia inerciais descrevem a mesma fisica envolve tamb&m a crenca que
certas escalas basicas de distancia e de tempo, como o tamanho médio de um atomo em repouso, Sa0 as mesmas em
todos os sistemas de referéncia inerciais. Por exemplo, o tamanho médio do atomo de hidrogénio em repouso depende de
propriedades fisicas que regem a interaga@o entre o proton e o elétron que o constituem (a lei de Coulomb?®), das leis da
Mecanica que regem seus movimentos (as leis da Mecanica Quantica), assim como dos valores das cargas elétricas e das
massas de repouso dessas particulas. Essas grandezas e leis devem ser as mesmas em quaisquer sistemas de referéncia
inerciais.

Intimamente associada a isso esta a questao dos valores das massas de repouso das particulas elementares. Isso se
deve ao fato seguinte. A Fisica Quantica ensina-nos que se mg & a massa de repouso de uma particula elementar, digamos
um elétron, entdo a quantidade 7/(moc) tem dimensao de comprimento (verifique!). Esse & o chamado comprimento de
onda Compton3? da particula de massa de repouso mg. Assim, para qualquer particula de massa de repouso mg ha uma
escala de distancia a ela associada.

E parte da crenga associada ao principio da relatividade que as massas em repouso das particulas elementares,
como elétrons, quarks etc., sao as mesmas quer na Terra quer em uma galaxia distante que se move em relagao a nos
com velocidade constante. Até onde se sabe, essa hipdtese tem corroboragao experimental, pois sua violagao levaria a
consequéncias observacionais em relacao ao comportamento da matéria que nunca foram verificadas quer em observagoes
astrondmicas quer em experimentos com aceleradores de particulas feitos na Terra. Como & e ¢ sao constantes fisicas,
devem também ser as mesmas em quaisquer sistemas de referéncia inerciais e, portanto, o comprimento de onda Compton
de, digamos, um elétron em repouso deve ser o mesmo em qualquer sistema de referéncia inercial e com ele poderiamos
estabelecer uma escala de distancias universal.

Em um universo em que nao houvessem escalas de distdncia ou de massa naturais, como por exemplo no caso
de universos em que todas as particulas elementares tém massa nula e nao formam estados ligados (como atomos)
gue possuam alguma escala de distancia tipica, nao haveria maneira de sistemas de referéncia inerciais concordarem
com escalas espaciais e temporais e, ai, a inclusao de dilatagOes seria inevitavel nas transformag0es entre sistemas de
referéncia. Esse nao € o caso do universo em que vivemos, pois nele sabidamente habitam particulas massivas.

Assim, apesar de as dilatacOes satisfazerem a condi¢ao de nao violarem a estrutura causal do espago-tempo, as mesmas
nao devem ser consideradas como transformacoes legitimas de coordenadas espago-temporais entre sistemas de referéncia
inerciais no Nosso universo, pois partimos da crenga gque esses sistemas podem sempre concordar quanto a certas escalas
basicas de certos objetos fisicos em repouso, tais como as massas de repouso de certas particulas elementares e seus
comprimentos de onda Compton.

E. 22.73 Ezercicio. Mais meditacio. *

37 A nocdo de “tamanho médio” de um &tomo pode ser definida na Mecanica Quantica, mas nio entraremos em detalhes aqui.
38Charles Augustin de Coulomb (1736-1806).
39 Arthur Holly Compton (1892-1962). Compton recebeu o prémio Nobel de Fisica de 1927 “for his discovery of the effect named after him”.
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e A convencao que c=1

Daqui por diante adotaremos a conveng@o simplificadora que ¢ = 1. Isso pode ser obtido pela escolha de um sistema
de unidades métricas conveniente. Essa convencdo, muito empregada atualmente em textos de Fisica Teorica’?, tem a
vantagem de “limpar” as expressoes matematicas de fatores que dependam de c¢. Admitidamente, ha uma certa “preguica”
na ado¢do dessa conveng¢ao, mas a mesma traz vantagens. De qualquer forma, os fatores ¢ omitidos podem ser facilmente
recuperados por consideracdes de analise dimensional.

e Convencao sobre a notagdao matricial

Nesta secdo sobre o grupo de Lorentz convencionamos que indices matriciais e vetoriais variam de 0 a 3. Assim,
representaremos uma matriz M € Mat (R, 4) na forma

Moy Mor Moz Mo

Mg My Mia Mis
M = . (22.132)

Moy Moy Mas Mag

Mszg M3y M3y Mss

o A métrica de Minkowski

E muito conveniente escrever o intervalo entre dois eventos x e y com uso da seguinte notacdao matricial:

I(x—y) = (x0 — yo)2 — (21 — y1)2 — (22 — 92)2 — (z3 — ys)2 = <($ —y), n(x — ?J)>]R )

onde
1 0 0 0 1 0 0 O
0 -1 0 0 0
n = n(, 3) = = . (22.133)
0 0 -1 0 0 -1
0 O 0o -1 0
E. 22.74 Egzercicio. Verifique! *

A matriz n & frequentemente denominada métrica de Minkowski.

22.6.2 A Invariancia do Intervalo

Aprendemos acima que o postulado da invariancia da velocidade de propagacao da luz, visto como uma transformacao
linear entre sistemas de refer@ncia inerciais, implica que se = e y sao dois eventos tais que

Iz, y) = ((@—y), nx—y))g =0, (22.134)

entao tem-se também
I(Lx, Ly) = <L(m —), nL(x —y)>]R =0 (22.135)

para qualquer transformacao linear L € Mat (R, 4) que represente uma mudanca entre sistemas de referéncia inerciais.

40Em textos tedricos de Mecanica Quéntica e Teoria Quéantica de Campos, adota-se também 7 = 1.
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Nesta secao iremos provar uma afirmacao, o Teorema 22.9, adiante, que generaliza ainda mais o descrito no Gltimo
paragrafo, a saber, provaremos que se L € Mat (R, 4) representa uma mudanca entre sistemas de referéncia iner-
ciais que preserva a estrutura causal e nao envolve dilatacGes (definiches adiante), entao I(x, y) = I(Lz, Ly) para
quaisquer eventos x e y, mesmo aqueles para os quais I(z, y) # 0. Esse fato releva a importancia da nocao de intervalo
na teoria da relatividade: o mesmo representa uma grandeza invariante por transformactes de sistemas de referéncia
do tipo descrito acima. Dessa propriedade de invariancia extrairemos todas as informagGes importantes sobre as trans-
formagOes de Lorentz.

e Transformacoes lineares e a estrutura causal

Vamos aqui provar um teorema de importancia central no entendimento da relagao entre transformagbes L €
Mat (R, 4) e sua relagdo com a estrutura causal do espago-tempo.

Teorema 22.9 Seja L um elemento inversivel de Mat (R, 4) que representa uma mudanca entre sistemas de referéncia
inerciais que preserva os intervalos de tipo luz. Ent3o,

1/2

nL™nL = (L™nL),,1 = +|det(L)| (22.136)
Se além disso L preserva a estrutura causal, entao,
nL™nL = (LTyL),,1 = |det()|""1. (22.137)
Por fim, se L preserva a estrutura causal e ndao envolve dilatacGes, entao
nLTnL = 1. (22.138)
Uma consequéncia imediata dessa relagdo & que I(Lxz, Ly) = I(x, y) para todos =, y € R*. 1
Prova. Para 2 € R*, sejam as formas quadraticas
I(x) = (z, nr)p e J(z) = (L, 7]L:L'>]R = (z, LTnL:E>]R.
E bastante claro que
I(z) = (z0)® = |€]* = [zo — [I2]] [zo + IIZ]I] . (22.139)
onde # = (z1, x2, x3) € ||Z|| := \/x? + 2% + 23. Por outro lado,
J(x) = (L"nL),, (x0)* + a(@)xzo + b(T) , (22.140)
onde*!
3 3
a(@ =2 (L"nL),, Ta e bE) = > (L™L),, Tazs - (22.141)
a=1 a, b=1

A partir daqui ha dois casos a se considerar*?: (L7nL),, =0e (L™yL),, # 0.
l. Caso(LTnL)OO = 0. Sabemos por (22.134)-(22.135) (tomando y = 0) que se L preserva intervalos tipo luz, entao

se tivermos I(z) = 0 para algum x € R*, valera também J(x) = 0. A condigdo I(x) = 0 se da caso xo = ||7| e se
xo = —||Z||. Nesses casos a condi¢do J(x) = 0 significa,
a(@)| 7| +b(Z) =0 e — a(@)||Z]| + b(Z) =

respectivamente. Subtraindo-se a segunda relagdo da primeira, obtemos que o(Z)||Z|| = 0, o que implica a(Z) = 0, sendo
Z arbitrario. Segue de (22.141) que (L"nL), = 0 paracada a =1, 2, 3. Ora, junto com a hipotese (L"7nL),, =0,
isso estabeleceu que (L"nL), = 0 paracadaa =0, 1, 2, 3, ou seja, que a primeira linha da matriz L"7L & nula,
implicando que 0 = det (LTnL) = —det(L)?. Isso provou que L n3o possui inversa, estabelecendo, por contradigio com
as hipdteses, que o caso (L"nL), =0 ndo & possivel.

L] L]
41 Aqui usou-se que LTnL = L 17L o Pois LTyL é simétrica, ou seja, LT17LL_:P| =LTyL.
42 Agradecemos a Bruno Hldekl Kimura por apontar-nos a existéncia de dois casos (e ndo de apenas um) e pelo tratamento do primeiro.
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1. Caso(LTnL)OO % 0. Neste caso J(x) € um polindmio de grau dois em z( e, devido a (22.140), podemos escrever

J(x) = (LTnL)OO [0 — 11 (D)] [z0 — y2(@)] ,

sendo y; (%) e yo(¥) tais que

- (LTnL)OO (11 (@) + y2(F)) = a(@) e (LTUL)OO y1(@)y2(Z) = b(7) .

As expressoes y(Z) e y2(¥), porém, podem ser determinadas independentemente dessas relagdes, por serem as raizes de
J(x) como funcao de zy. Sabemos por (22.134)-(22.135) (tomando y = 0) que se L preserva intervalos tipo luz, entao se
tivermos I(x) = 0 para algum = € R*, valera também J(z) = 0. Para & fixo qualquer, vemos por (22.139) e (22.140) que
tanto /(z) quanto J(x) sao polindmios de segundo grau em z, €, pelo que acabamos de comentar, ttm 0s mesmos zeros.
Dessa forma, também por (22.139) e (22.140), podemos escolher y; (%) = ||Z|| € y2(&) = —||Z||.

Com isso e com (22.139), teremos que
J(x) = (L"L)g, (zo — 1) (o + |Z]) = (LTnL)geI (@)
para todo z € R*. Pela defini¢do de I(x) e J(x), segue disso que
(Lz, nLx), = (L"nL),, (x, nr)g (22.142)
para todo = € R*, ou seja,
(x, [LTUL — (LTnL)OOn] ) =0
para todo 2 € R*. Como L™yL — (L"nL) ,n & uma matriz simétrica (verifique!), a Proposigao 3.4, pagina 212, implica

L™nL — (L"nL),,m = 0. Como 7 = 1, segue que

nL™nL = (L™nL) 1 . (22.143)
Como det(n) = —1 e det(L) = det(L™), obtemos ao tomar o determinante de ambos os lados da igualdade acima que

4
det(L)? = [(LTnL)OO] :

de onde extraimos que
1/2

(L™nL),, = =£|det(L)| "~ . (22.144)
Com (22.143), isso prova (22.136).
Inserindo (22.144) em (22.142) teriamos (Lz, nLz)y = +|det(L)|'/?(z, nx)y para todo z € R Portanto, se
L preserva a estrutura causal, apenas o sinal positivo & aceitavel. Assim, por (22.143), temos nesse caso LTnLn =
| det(L)|'/?1 e isso completa a prova de (22.137).

Seja agora . o conjunto de todas as matrizes Lo € Mat (R, 4) que satisfazem nLInL, = 1. Afirmamos que se L
satisfaz (22.137), entdo L & da forma L = ALy com A € R e Ly € .Z. De fato, se L # 0 satisfaz (22.137), teremos para
qualquer X > 0 que n(A\~*L) n(A~'L) = A\~2|det(L)|*/21 e, escolhendo X = | det(L)|*/*, concluimos que A\~'L € .Z.

Assim, se L satisfaz (22.137), L & produto de uma transformagao de . com uma transformag@o D(\) = A1, A € R,
A # 0. Se L n3o envolve dilatagOes, entdo L € .Z. Isso prova (22.138). |

e Comentario sobre a linearidade

Comentdrio. Como vimos, as transformagdes lineares de .Z tém a propriedade de manterem invariantes os intervalos entre eventos, ou seja,
sdo tais que I(Lz, Ly) = I(z, y) para todos z, y € R* Podemos nos colocar a quesfao: qual prforma mais geral de uma transformagao
sobrejetora A : R* — R* que tenha a mesma propriedade, ou seja, que seja tal que I A(x), A(y) = I(z, y) para todos z, y € R*, sem que
tenhamos de assumir a priori que A seja linear? A resposta é dada por uma simples aplicacdo do Lema 22.1 e do Teorema 22.7, paginas 1042
e 1043, respectivamente.

De fato, notando-se que w(z, y) := (z, ny) define uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada em R*, concluimos do Teorema 22.7
que existem um vetor constante ¢ e um operador linear L : R* — R satisfazendo (L, nLy)p = (z, ny)p para todos z, y € R*, tais que vale
para todo x € R* a relagio A(z) = Lz +c.
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Assim, concluimos que a transformacgio mais geral no espago-tempo que preserva os intervalos entre eventos é uma combinacao de uma
transformagao de Lorentz com uma translacao. Como discutiremos mais adiante, essas transformacoes formam um grupo, denominado grupo
de Poincaré. &

* * *

Como vemos, um papel especial € desempenhado pelas matrizes de .. Por toda nossa discussao, tais matrizes
representam as transformagOes entre sistemas de referéncia inerciais que respeitam a imposicao fisica de preservar a
estrutura causal e ignoram dilatacGes e transla¢des. Daqui por diante vamos nos concentrar exclusivamente em tais
transformagtes. Como veremos, o conjunto ., introduzido acima, tem a estrutura de um grupo, um fato de grande
importancia. Trata-se do chamado grupo de Lorentz, um objeto de importancia central na teoria da relatividade especial.

22.6.3 O Grupo de Lorentz

O Teorema 22.9, acima, diz-nos que se L € Mat (R, 4) representa uma transformagao linear entre sistemas de referéncia
inerciais que preserva a estrutura causal e nZo envolve dilatagGes e translagBes, entdo nL”nL = 1, o que equivale a dizer
que L=! = nLTy. Isso também equivale a dizer que

(Lz, nLy)p = (z, ny)p
para todos x, y € R*. Esse fato e a particular forma da matriz » mostram que o conjunto de tais matrizes L coincide
com o grupo O(1, 3), que previamente definimos (vide pagina 1046).

Devido a sua grande importancia na Fisica Relativistica, o grupo O(1, 3) recebe denominacao especial, a saber, €
denominado grupo de Lorentz?, em honra ao grande fisico holand@s, pioneiro nos estudos da teoria da relatividade. O
grupo O(1, 3) & também denotado pelo simbolo .#. Os elementos de ¢ sao denominados transformacdes de Lorentz.

Equivalentemente, o grupo de Lorentz . = O(1, 3) & o grupo de todas as matrizes 4 x 4 que satisfazem

L™t = LTy (22.145)

Como todo elemento L do grupo de Lorentz satisfaz LnL”n = 1, tem-se det(LnL”n) = 1, ou seja, det(L)? = 1, pois
det(LnL™n) = det(L) det(n)? det(LT), det(n) = —1 e det(L) = det(L”). Assim, det(L) = +1. O subconjunto SO(1, 3)
de O(1, 3), formado pelas matrizes L que satisfazem det(L) = +1 & um subgrupo, denotado por .%; .

A seguinte proposi¢ao sobre o grupo de Lorentz serd usada adiante:
Proposicao 22.25 Se L € ., entdo LT € Z. —1

Prova. Sabemos que para qualquer matriz M vale (MT)T = M e que para qualquer matriz inversivel M vale (MT)71 =

(M—l)T. Se L € .#, tem-se, por defini¢do, que L~! = nLTn. Assim, como 7 = 7, segue que (L—l)T = nLn, ou seja,
(LT)’1 = n(LT)Tn, significando que L™ € .#, que & o que se queria provar. [ |

e O grupo de Poincaré

Retornemos brevemente as transformagOes afins gerais que preservam intervalos e que, como vimos, sao da forma
Lz +t, com ¢t € R?* sendo uma translagdo e L € .. A composi¢do de duas de tais transformagfes L'z +¢' e Lz +¢, € a
transformagao L'(Lx +t)+t' = L'Lx + L't + 1.

Essa Gltima expressdo naturalmente conduz ao seguinte. Seja &2 := . x R* o conjunto de todos os pares ordenados
(L, t) com L € £ et c R Entdo, & & um grupo com o produto definido por

', ty-(L,t) == ('L, L't+t).

Como se V&, esse produto faz de & o produto semi-direto . IR O produto semi-direto de grupos foi definido na Sego
2.2.4.2, pagina 128.

43Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).
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E. 22.75 Exercicio. Verifique que o produto acima é de fato associativo. Identifique o elemento neutro e determine a inversa de
cada par (L, t) 2. *

Esse grupo, que combina transformagoes de Lorentz e translagGes, & denominado grupo de Poincaré** em homenagem
ao eminente matematico francés que também foi um dos pioneiros da teoria da relatividade*>. O grupo de Poincaré & o
grupo mais geral de transformages afins do espaco-tempo que mantém os intervalos invariantes.

Mais adiante (pagina 1120) vamos retornar ao grupo de Poincaré para analisar sua estrutura enquanto grupo de Lie.
Antes, porém, precisamos nos concentrar plenamente no grupo de Lorentz.

22.6.4 Alguns Subgrupos do Grupo de Lorentz

Antes de e com o propbsito de estudarmos a estrutura do grupo de Lorentz, vamos identificar alguns de seus subgrupos
mais importantes.

e Troca de paridade e reversao temporal

As seguintes matrizes sao elementos do grupo de Lorentz

1 0 00 10 0 O 100 O
0 -1 00 01 0 O 010 O
P1 = s P2 = s P3 = (22146)
0 0 10 00 -1 0 001 O
0 0 01 00 0 1 0 00 —1
€
1 0 0 O -1 0 0 0
0 -1 0 O 0 100
P = , T = . (22.147)
0 0 -1 0 0 010
0 0 0 -1 0 001

E. 22.76 Ezercicio importante. Verifique que as cinco matrizes acima sio membros do grupo de Lorentz, ou seja, satisfazem
LnLTn=1. *

As matrizes P, P, P, e P; implementam trocas de paridade, ou seja, reversao da orientacao dos eixos de coordenadas
espaciais de pontos de R*. A matriz T implementa uma reversao temporal, ou seja, inversdo da coordenada temporal de
pontos de R*.

E bastante evidente que (7)2 = (P)? = (P))2 = (PR)?> = (P3)? =1 e que P = PP, P;. As matrizes 1, T, Py, P>, Ps
geram um subgrupo do grupo de Lorentz que implementa reversdes temporais e de paridade.

44 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

45V 4rios historiadores da Ciéncia apontaram para o fato que Poincaré, assim como Lorentz, antecedeu Einstein em alguns aspectos.
Poincaré foi o primeiro (em 1905, o ano da publicagdo do trabalho seminal de Einstein, mas independente deste) a estudar o carédter de
grupo das transformagoes de Lorentz, tendo provado que toda transformagao de Lorentz é combinagao de rotagdes com um “boost”, fato que
estabeleceremos no Teorema 22.10, mais adiante.
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e Os subgrupos Rot e SRot

Se R & uma matriz 4 x 4 da forma

1 0 0 O
0
R = :
0 To
0

onde ro € uma matriz 3 x 3 pertencente a O(3), entdo & facil verificar que R & um elemento do grupo de Lorentz, ou seja,
satisfaz RnRTn = 1.

E. 22.77 Ezercicio. Verifique isso, usando os fatos que rora = 1 e que

1 0 0 O

RT = o — R71
0 (ro)"
0

L)l

E facil constatar gue o conjunto das matrizes da forma de R acima forma um subgrupo do grupo de Lorentz. Esse
subgrupo sera designado aqui*® por Rot.

E. 22.78 Ezercicio. Mostre que Rot é isomorfo ao grupo O(3): Rot [QOI3). *

Se R & da forma acima, & evidente também que det(R) = det(ry). Logo, Rot tem um subgrupo SRot de matrizes R
com det(R) = 1 da forma

1 0 0 O
0
R = ,

0 To

0
onde o &€ uma matriz 3 x 3 pertencente a SO(3).
E. 22.79 Ezercicio. Mostre que SRot é isomorfo ao grupo SO(3): SRot [SD(3). *
E. 22.80 Exercicio. Mostre que se R [Rlot mas R [LSRot, ent3o existe uma matriz R’ [CSRot com R = PR'. *
E. 22.81 Egzercicio. Mostre que se R [Rlot mas R [ISRot, ent3o existe uma matriz R’ [SRot com R = P R". *

As matrizes de SRot implementam rotagOes puras (sem troca de paridade) nas coordenadas espaciais de R?.

46Essa notacgio nao é uniforme na literatura.
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o Os ““boosts” de Lorentz

Um conjunto muito importante de matrizes de Lorentz & formado pelos chamados “boosts”4” de Lorentz na dire¢ao
1. Tais matrizes sao da forma

(@) —vy(w) 0 O

—vy(v) @) 0 0

Bi(v) = , (22.148)
0 0 1 0
0 0 0 1
onde
@) = ———
K V12

e v € (-1, 1) (lembrar que adotamos a conveng¢d@o ¢ = 1). O estudante deve aperceber-se que as matrizes B;(v) sao o
equivalente em 3 + 1 dimens0es dos “boosts” de Lorentz (22.42), em 1 + 1 dimensbes, que encontramos em nosso estudo
do grupo O(1, 1) (vide pagina 1050 e seguintes).

E. 22.82 Ezercicio muito importante. Verifique que as matrizes B1(v) acima s3o membros do grupo de Lorentz, ou seja, satisfazem
Bi1(v)nB1(v)Tn = 1 para todo v [(F1, 1). *

Outro fato de grande importancia & o seguinte: o conjunto de todas as matrizes B;(v) com v € (-1, 1) forma um
subgrupo do grupo de Lorentz, denominado subgrupo dos boosts de Lorentz (na dire¢do 1) e que designaremos aqui por
B;. Isso decorre do seguinte:

1. Parav =0

2. Paratodo v € (-1, 1)
Bi(v)™" = Bi(-v).

3. Para todos v, v’ € (-1, 1)

B,(W)Bi(v) = B (1v’++v va) _ (22.149)

E. 22.83 Ezercicio muito importante. Verifique essas trés afirmacdes. *

Observe-se que o item 3, acima, esta intimamente associado a regra relativista de composicao de velocidades.
Segue também de (22.149) que By & um subgrupo Abeliano: B;(v')Bi(v) = By1(v)B;(v') para todos v/, v € (—1, 1).

E. 22.84 Ezercicio. Mostre que det(B1(v)) = 1 para todo v [(#1, 1) e, portanto, By [SO(1, 3). *

De forma geral, um boost de Lorentz & um elemento do grupo de Lorentz que seja da forma RB;(v)R~! para algum
v € (=1, 1) e algum R € SRot. O conjunto de todos 0s boosts de Lorentz &

B = {RBl(v)R_l, ve(-1,1)eRe SRot} . (22.150)

Como discutiremos mais adiante, esse conjunto B nao & um subgrupo do grupo de Lorentz. No entanto, para cada
R € SRot fixo, o conjunto

By = {RBl(v)R_l, ve (-1, 1)}

47Do inglés to boost: impulsionar, propelir, impelir, empurrar. Esse vocébulo é geralmente usado em Fisica para denominar transformacoes
entre sistemas de coordenadas inerciais que envolvam apenas mudangas de velocidades.
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& um subgrupo do grupo de Lorentz que contém boosts em uma determinada direcao, fixada por R. De fato, para cada
R < SRot fixo, 0 produto (RBl(v)R_l) (RBl(v')R_l) = RB;((v+v')/(1 +vv'))R~! & novamente um elemento de Bg
e as demais propriedades de um grupo sao trivialmente verificaveis.

Analogamente aos boosts de Lorentz na diregao 1, ha os boosts de Lorentz nas diregOes 2 e 3, representados por
matrizes como

() 0 —ovy(w) O yw) 0 0 —vy(v)
0 1 0 0 0 10 0
By(v) = e Bs(v) = . (22.151)
—vy(v) 0 () O 0 01 0
0 0 0 1 —vy(v) 0 0 ()

Todas as afirmac0es feitas sobre as matrizes B; tém seu correspondente analogo para as matrizes Bs € Bs. Os respectivos
subgrupos sao aqui denotados por B; e Bs.

Geometricamente as matrizes B, (v) e B (v) estdo relacionadas por uma matriz de rotagao de SRot que implementa
uma rotagao de 7/2 em torno do eixo 3:
By(v) = RBi(v)R™",

onde
1 0 0 O
00 -1 0
R = € SRot.
01 0 O
00 0 1
E. 22.85 Egzercicio. Verifique! *

Analogamente, & possivel obter a matriz Bs(v) a partir de B;(v) ou de B2(v) através de rotagoes.

E. 22.86 Ezercicio importante. Uma propriedade de significado profundo na Teoria da Relatividade é o fato que boosts de Lorentz
em direcdes distintas ndo comutam! Mostre explicitamente, por exemplo, que B1(v)B2(v') 8 B2(v")B1(v), exceto se v =0 ou v’ = 0.

Esse é um fendmeno puramente relativistico: boosts de Galilei em direcGes distintas comutam! Verifique! *

Adiante, em nosso estudo da estrutura geral do grupo de Lorentz, mostraremos o quao importantes os boosts de
Lorentz sdo. A saber, mostraremos que toda matriz de Lorentz & obtida por uma sucessao de uma rotagao, um boost (na
direc@o 1, por exemplo) e eventualmente uma outra rotacdo. Eventualmente, trocas de paridade e inversdes temporais
podem ocorrer também. A afirmacao precisa esta no Teorema 22.10.

22.6.5 A Estrutura do Grupo de Lorentz

Antes de iniciarmos esta se¢ao, sugerimos ao leitor apreciar o estudo do grupo O(1, 1) iniciado a pagina 1050.
Vamos aqui tentar caracterizar a forma geral de um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3). Como ja observamos,
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O(1, 3) possui um subgrupo SRot ~ SO(3) formado por matrizes da forma

1 0 0 O
0
R = ,
0 To
0

onde o &€ uma matriz 3 x 3 pertencente a SO(3).

Vamos no que segue demonstrar o seguinte teorema, que nos fornece a forma geral de toda matriz L € . e que & de
importancia em todo estudo detalhado do grupo de Lorentz.

Teorema 22.10 Seja L um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3). Entao, vale uma das quatro afirmagdes seguintes:
la. det(L) = +1, Log > +1 e L & da forma

L = R, Bi(W) Ry, (22.152)
para algum v € (-1, 1) e para R,, R, € SRot.
Ib. det(L) = +1, Logg < —1e L & da forma
L = TPR,Bi(v) Ry, (22.153)
para algum v € (—1, 1) e para R,, Ry € SRot.
lla. det(L) = -1, Logg < —1e L & da forma
L = TR,Bi(v) Ry, (22.154)
para algum v € (—1, 1) e para R,, Ry € SRot.
llb. det(L) = -1, Lgg > +1 e L & da forma
L = PR,Bi(v) Ry, (22.155)
para algum v € (-1, 1) e para R,, R, € SRot.
Fazemos notar que as representacdes (22.152)—(22.155) nao sao univocas. —1

A demonstragao detalhada deste teorema encontra-se na Se¢ao 22.B, pagina 1130.

e Dois resultados sobre o grupo de Lorentz

Proposicdao 22.26 Se L & um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3) e L~! & sua inversa, entdo tem-se que (L™ ')gp =
Loo. 1

Prova. A prova & simples, pois sabemos que L~' = nL”y. Entdo, usando-se a representac¢@o (22.B.10) e calculando-se
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explicitamente, tem-se

Versao de 18 de maio de 2018.

1 0 0 Loo a” 1
0
0 ~1 ; p 0
0

Loo —aT

—b I

0 que leva & constatagdo que (L~'),, = Loo-

Proposicao 22.27 Se L e L’ sao dois elementos quaisquer do grupo de Lorentz O(1, 3), entao tem-se que

sinal ((LL/)OQ)

sinal (Loo) sinal (L) -

Capitulo 22

1109/2349

Prova. Sejam L e L’ duas transformag®es de Lorentz que, como em (22.B.10), representamos na forma de blocos

Loo

bT

LI

/
LOO

by

l/

(22.156)

Vamos formar o produto L” = LL’ e estudar o sinal do elemento L, da matriz resultante. Pela regra de produto de

-

matrizes teremos (verifique!) Ly, = LooL}, + bTa’. O produto de matrizes ba’ € idéntico ao produto escalar b - a’ dos
vetores b e o’ de R? (por que?). Assim,

Ha dois casos a considerar: o caso em que sinal (Loo) = sinal (L{,) € 0 caso em que sinal (Lgo) # sinal (L{).

" — ! !/
LOO - LOOL()() +b-a .

1. Caso em que sinal (Lgo) = sinal (L{).

Nessa situacao tem-se por (22.157) que

Lgo = LooLgo — [b-a'l .

(22.157)
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Sabemos que b - a’ = [|b]| [|a’|| cos @, onde ||b]| & o comprimento de b, [|a’[| & 0 comprimento de o e 6 & 0 @ngulo que esses
dois vetores formam entre si. E dbvio, portanto, que [b-a’| < ||b]| ||¢’|| (desigualdade de Cauchy). Assim,

Lgo = LooLgo — [[0ll [la'[] - (22.158)

Pela Proposicao 22.32, pagina 1134, valem ||b|| = ||a]| e ||b’|| = ||a’||, @ssim como Log = £+/1 + |ja]|? € L, = £4/1 + ||d/||%.
Assim, por (22.158),

Lyy 2 V1+|la]2y1+[l']? —|la] fla"] > ©.
Portanto, sinal (L{,) = +1 = sinal (L) sinal (L{,), como queriamos provar.
2. Caso em que sinal (Loo) # sinal (L{)-

Por (22.157) tem-se
Lg() S L00L60 + |b . a’| .

Sabemos que b - a’ = ||b]| [|a’|| cos #, onde |[b]| &€ o comprimento de b, ||a’|| & 0 comprimento de o’ e § & o @ngulo que esses
dois vetores formam entre si. E dbvio, portanto, que |b-a’| < ||b]| ||| (desigualdade de Cauchy). Assim,

Lio < LooLgo + [[]] lla']] - (22.159)

Pela Proposicdo 22.32, valem ||b]| = ||a|| € ||b'|| = ||a’||, assim como Log = £+/1+||a||? e Ly, = F+/1+ ||d/||? (pois
sinal (Lgo) 7 sinal (Lg)). Assim, por (22.159),

Lgy < —V1+[al?y/1+ [la]+ [l [l'] < 0.

Portanto, sinal (Lg,) = —1 = sinal (Lgo) sinal (L), como queriamos provar. |

e Os subgrupos proprio, ortdcrono e restrito do grupo de Lorentz

Os conjuntos de transformac®es de Lorentz que satisfazem as condicGes la, Ib, Ila ou Ilb acima sao obviamente
conjuntos disjuntos. Nao & dificil mostrar (mas nao o faremos aqui) que cada um & um conjunto conexo. Portanto, o
grupo de Lorentz . = O(1, 3) possui quatro componentes conexas. Seguindo a conveng¢ao, denotaremos essas quatro
componentes da seguinte forma:

1. )= {L e | det(L) = +1 e sinal (Loo) = +1

2. 1= {L € .Z| det(L) = —1 e sinal (Lg) = +1

N~ = =

3. ,iﬁi = {L € .Z| det(L) = +1esinal (Lo) = -1

4, Pt= {L € 2| det(L) = —1 e sinal (Loo) = _1}.

Note-se também que apenas .Zl contém a identidade 1. . contém a operagao de troca de paridade P. Zi contém
a operacao de troca de paridade e inversao temporal PT. £* contém a operagd@o de inversado temporal 7.

Os conjuntos .#", fi e £* nao s3o subgrupos de .. Porém, pelas ProposicBes 22.26 e 22.27, & muito facil constatar
as seguintes afirmagoes:

1. fl & um subgrupo de .Z, denominado grupo de Lorentz proprio ortdcrono ou grupo de Lorentz restrito.
2. 1= ZJI U<t &um subgrupo de ., denominado grupo de Lorentz ortdcrono.
3. %= .Zl U Zi & um subgrupo de ., denominado grupo de Lorentz proprio.

4. L= gj U 2% & um subgrupo de .#, denominado grupo de Lorentz ortdcoro*s.

48Fssa denominacdo, “ortécoro”, é raramente usada.
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No grupo de Lorentz ortocrono .£" := .,%I U 2" nao ocorrem reversoes temporais®®. Apenas os elementos de ambos
0s conjuntos fl e ,Zi satisfazem det(L) = 1 e, portanto, o grupo de Lorentz proprio .2, = ,ZI U ,Zi coincide com
SO(1, 3). O grupo de Lorentz proprio ortocrono fl & também por vezes denotado por SOy (1, 3), pois o subindice “0”
& amilde usado na literatura matematica para designar a componente conexa de um grupo (no caso, do grupo SO(1, 3))
que contém a identidade. Note tamb&m que SRot & um subgrupo de .ZI.

e A importancia de 7, £' e £| na Fisica

E uma crenca da Fisica atual que ,ZI representa uma simetria da Natureza (na auséncia de campos gravitacionais).
Essa crenga nd@o se estende aos grupos .2, e .#'. O problema com esses Gltimos grupos & que os mesmos envolvem
operagOes de troca de paridade (representada pela matriz P) ou de reversdao temporal (representada pela matriz 7).

E um fato bem estabelecido experimentalmente que nas chamadas interagOes fracas da Fisica das Particulas Elemen-
tares a troca de paridade (representada por matrizes como P ou P;) nao & uma transformagdo de simetria da natureza®®

No contexto da Teoria Quantica de Campos Relativistica, & um fato tedrico bem estabelecido®' que a chamada
transformagao C P72 & uma transformagao de simetria. ViolagOes dessa simetria ndo foram empiricamente observadas
na Fisica das Particulas Elementares. Por isso, a descoberta experimental, realizada em 1964, que a simetria CP & violada
em certos processos de decaimento de particulas®® indica fortemente que a reversdo temporal também nZo seria uma
simetria da natureza. Entretanto, evidéncias experimentais diretas de que a simetria de reversao temporal & violada nao
foram ainda encontradas, por serem de dificil constatacao. Para mais informages a respeito de simetrias e suas violagdes
na Fisica das Particulas Elementares, vide por exemplo [210], [127], [260], ou outros livros introdutdrios sobre o assunto.

. .ZI € um subgrupo normal de .¥

Vamos aqui provar a seguinte proposi¢ao sobre XI:

Proposicao 22.28 fl & um subgrupo normal do grupo de Lorentz. —1

Prova. Tudo o que temos que fazer & provar que se L € ZI e GeZ entdo GILG € ZI. Isso equivale a provar que
det(G~'LG) = 1 e que sinal ((G"*LG)oo) = 1.

Como det(L) = 1, tem-se obviamente que
det(G™'LG) = det(G~')det(L)det(G) = det(G~')det(G) = det(G'G) = det(1) = 1.
Analogamente, pela Proposi¢ao 22.27 vale

sinal ((G™'LG)oo) sinal ((G™"L)oo) sinal (Goo) = sinal ((G~")oo) sinal (Loo) sinal (Goo)

sinal ((G~")oo) sinal (Goo) = (sinal (Goo))” = 1.

49Fsse é o significado da flecha apontando para cima nos simbolos _2”:[, indicando que o tempo corre na mesma dire¢cdo nos sistemas de
referéncia inerciais transformados por fl Analogamente, a flecha para baixo nos simbolos fi indica que a direcdo temporal dos sistemas

de referéncia inerciais transformados por fi ¢é invertida.

50Essa descoberta foi realizada em experimentos de decaimento de neutrons publicados 1957, realizados pela fisica Chien—Shiung Wu (1912
1997) e colaboradores, baseados em previsao teérica feita por Tsung-Dao Lee (1926—) e Chen Ning Yang (1922-). Esses dois ultimos foram
agraciados com o Prémio Nobel de Fisica de 1957 “for their penetrating investigation of the so-called parity laws which has led to important
discoveries regarding the elementary particles”. A Profa. Chien—Shiung Wu foi agraciada com o Prémio Wolf de Fisica de 1978.

A referéncia ao trabalho original de Lee e Yang é: T. D. Lee and C. N. Yang, “Question of Parity Conservation in Weak Interactions”.
Phys. Rev. 104 (1), 254-258 (1956). A referéncia ao trabalho original de Wu e colaboradores é: C. S. Wu, E. Ambler, R. W. Hayward, D. D.
Hoppes and R. P. Hudson, “Ezperimental Test of Parity Conservation in Beta Decay”. Phys. Rev. 105 (4), 1413-1415 (1957). A referéncia
[360] contém uma compilacdo de vérias referéncias originais desses e outros autores sobre o tema.

51Vide, e.g., [320] ou [175].

52A chamada transformacdo CPT envolve as operagdes sucessivas de troca de carga, ou particula-antiparticula, (denotada por C), de
paridade (denotada por P) e de reversao temporal (denotada por T).

53Esta descoberta, realizada em experimentos datados de 1964 sobre o decaimento de mésons K, rendeu o Prémio Nobel de Fisica de 1980 a
James Watson Cronin (1931-) e Val Logsdon Fitch (1923-), “for the discovery of violations of fundamental symmetry principles in the decay
of neutral K-mesons”. A referéncia [360] contém uma compilacdo de vérias referéncias originais desses e outros autores sobre o tema.
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Acima, usamos a Proposi¢cao 22.26 na penlltima igualdade. Isso completa a prova. |

E. 22.87 Ezercicio. Mostre que o grupo quociente f/fl é isomorfo ao grupo gerado por P, e T. *

22.6.6 Os Geradores do Grupo de Lorentz

e Os geradores dos boosts de Lorentz

Vamos reparametrizar os boosts de Lorentz B;, Bs e Bs, introduzindo um novo parametro z = arctanhv, ou seja,
v =tanhz, com —oo < z < co. Na literatura fisica, z & por vezes denominado “rapidez”. Definindo B,(z) := B,(tanh z2),
a =1, 2, 3, temos, explicitamente

coshz —senhz 0 O coshz 0 —senhz 0
—senhz coshz 0 O 0 1 0 0
Bi(z) = ;o Ba(z) = ,
0 0 10 —senhz 0 coshz O
0 0 01 0 0 0 1

coshz 0 0 —senhz

0 10 0
Bg(z) =

0 01 0

—senhz 0 0 coshz

As relacBes de composicao (22.149) ficam

Bo(2)Ba(z)) = Bu(z+ 2, a=1,2, 3.

E. 22.88 Exercicio. Mostre isso usando (22.149) e a identidade bem conhecida tanh(z +y) = %

use a forma explicita das matrizes B,(z) dada acima. *

Alternativamente,

Como B,(0) = 1, constatamos que {B,(z), —co < z < o0}, a =1, 2, 3, s@o trés subgrupos uniparamétricos do grupo
de Lorentz. Seus geradores sao definidos por

Moo= Le. . a=123,
dz z=0
e sao explicitamente dados por
0 -1 00 0 0 -1 0 0 00 -1
-1 0 00 0 0 0 O 0 00 O
M; = s My = s Mz = . (22160)
0 0 0O -1 0 0 O 0 00 O
0 0 00 0 0 0 O -1 00 O
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E também importante notar que
Ba(z) = exp (2M,)
paraa =1, 2, 3.
E. 22.89 Ezercicio. Verifique isso usando as formas explicitas dos geradores M, dadas acima. *

e Os geradores de SRot

Além dos boosts de Lorentz, consideremos também os trés subgrupos uniparamétricos de SRot dados por

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 cos¢p O seng
Ri(e) = ;o Rae(e) =
0 CcoS¢ —Seng 0 0 1 0
0 seng  COS ¢ 0 —seng 0 coso
1 0 0 0
0 cos¢p —senp O
R3(9) =
0 sengp <cos¢p O
0 0 0 1

que representam rotagdes por um angulo ¢ € (—m, 7] no sentido anti-horario® em torno dos eixos espaciais 1, 2 e 3,

respectivamente. Em completa analogia com o grupo SO(3), seus geradores sao

d
9. = LR(e) . a=1 2 3.
5 ()¢:0
E obvio que
0 0 0 O
0
da = ;

0 Ja
0

onde J, sao os geradores de SO(3) dados em (22.46)-(22.48), pagina 1054. Explicitamente, tem-se

000 O 0 0 00 00 0 0
000 O 0 0 01 00 -10

g = 32 = , 3 = (22.161)
000 -1 0 0 00 01 0 0
001 0 0 -1 00 00 0 0

54Daf a diferenga de sinal nos senos entre Ra(¢) e as outras duas matrizes.
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E. 22.90 Ezercicio muito importante.. Mostre que os geradores, M, e J,, com a, b = 1, 2, 3, satisfazem as seguintes relacdes de
comutacao:

3

[Ba 3] = D cabede, (22.162)
c=1
3

Mo, Mb] = = capede, (22.163)
c=1
3

[Ba: M) = ) cave Mo (22.164)
c=1

Mostre também que de (22.162)—(22.164) segue que

a-M+43-7 a-ﬁ+5‘-j} = (ﬁxa—&xé‘)-ﬁw(ﬁxé‘—&xi)-j. (22.165)
B B 3 B 3

Acima, @, 8, 74 e § sdo vetores em R3eexpre556es como @ -M e & - J denotam &-MEZacMce&-HEZacHC. *
c=1 c=1

E claro de (22.162)-(22.164), e especialmente de (22.165), que o espaco vetorial real composto por todas as combinactes
lineares reais dos seis geradores M, e J, formam uma algebra de Lie real, a algebra de Lie do grupo de Lorentz £, a qual
& por vezes denotada por 61. Sabemos que nao ha mais geradores independentes pois, como provamos, todo elemento
do grupo de Lorentz fl & produto de boosts e rotacses.

De (22.163) percebemos o fato notavel que os trés geradores dos subgrupos de boost por si s6 nao formam uma
algebra de Lie! Para tal, & preciso incluir os geradores dos subgrupos de rotagao! Isso releva uma relagao insuspeita,
mas profunda, entre os boosts (que fisicamente representam transformagtes entre sistemas de referéncia inerciais com
velocidades relativas ndao-nulas) e as rotac0es espaciais, pois indica que as rotacGes espaciais podem ser geradas a partir de
boosts. 1sso & uma caracteristica especial da Fisica Relativista (vide a comparagao com o grupo de Galilei, abaixo) e esta
relacionada a alguns fendmenos fisicos, como a chamada precessao de Thomas®®, importante na discuss@o do chamado
fator giromagnético do elétron. Vide qualquer bom livro sobre Mecanica Quéantica Relativista (por ex. [279]).

e Revisitando o Teorema 22.10. Mais sobre boosts e rotacoes

Como vimos no Teorema 22.10, pagina 1108, toda L € ZI g da forma L = R,Bi(v)R,, com R,, R, € SRot.

Podemos escrever L = (RaBl(v)Rgl)R, onde R := R,R;,. Note-se que B := R,B;(v)R,;! & um boost de Lorentz em
uma certa direcao (determinada por v e por R,), ou seja, &€ um elemento do conjunto B definido em (22.150), pagina
1106. De maneira analoga, podemos escrever L = R,Bi(v)R, = R’(Rb‘lBl(v)Rb) = R'B’ com R’ = R,R, € SRot e
B' = R, 'B1(v)R, € B. Em resumo, temos a

Proposicao 22.29 Toda transformagdo de Lorentz L € ZI é da forma L = BR = R'B’, para certos B, B’ € B e
R, R’ € SRot. Ou seja, toda transformacao de Lorentz L € Zl € o produto de uma rotagao por um boost de Lorentz. [

Escrevendo v = tanh z, ficamos com B = R,Bi(2)R,;! ou, usando o gerador My, B = R,exp(zM;)R;*. Isso,
por sua vez pode ser reescrito como B = R, exp(zMi)R; ' = exp (zRaMlel). Vamos agora escrever R, na forma

R, = exp(J), onde J = Zizl apdy = a - fpara certos «y's reais. Pela série de Lie, expressdo (10.52)-(10.53), pagina
479, teremos

RMR;!

exp(/ exp(—J) = M + [, M+ 2 [, 1, M0]) + [, (7 1 | + -+

sendo a série do lado direito convergente. O fato importante a notar & que, por (22.164), os comutadores maltiplos
[J, A Ml]] sdo combinagOes lineares de My, My e M3 (para mais detalhes, vide a demonstrac@o da Proposicao

22.30, pagina 1115). Concluimos disso que todos os elementos de R sao da forma exp (i . M) com 7 € R3.

55Llewellyn Hilleth Thomas (1903-1992). Thomas é também autor, junto com Fermi (Enrico Fermi, 1901-1954.), do chamado modelo de
Thomas-Fermi, amplamente empregado na Fisica Atomica.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1115/2349

Provaremos adiante que a reciproca & igualmente verdadeira: todos os elementos da forma exp (7 . J\Z/) com 7 € R?

530 boosts de Lorentz. Mais especificamente, mostraremos (no Corolario 22.7) que um elemento de ZI que seja da forma
exp (? . 3\7[) com ¥ € R3 ndo-nulo, representa um boost de Lorentz com “rapidez” ?H (e, portanto, com velocidade

tanh (HiH)) na direggo definida pelo vetor unitario 7/||7||.

Os dois resultados a seguir, a Proposi¢ao 22.30 e o Corolario 22.7, tornam mais precisa a relagao entre boosts arbitrarios
e rotac0es.

Proposi¢do 22.30 Seja r(#, 77) € SO(3) a rotagdo de ¢ em torno do vetor unitario 77 e seja R(¢, 7) o elemento
correspondente de SRot. Seja 13(07) com @ = (a1, az, az) € R3 o boost de Lorentz dado por

B(a) = exp (o?-J\?E) :
onde @M := Zizl apMy, sendo My, os geradores dos boosts de fi. Entao, vale

R0, 7)B(@) R(~6,7) = B(R(6, 1)a) . (22.166)

1

Prova. Nesta demonstragao, seguiremos a conveng@o de implicitamente somar (de 1 a 3) sobre indices repetidos. Temos,
R(9, M) B(&@) R(—0, i) = exp (9ﬁ~ ET) exp (62 : 3\7[) exp ( — 077 - Ef) = exp <aj exp (9ﬁ~ 5)3\/[] exp ( — 07 - ET)) .

Pela série de Lie, expressao (10.52)-(10.53), pagina 479, temos

exp(eﬁ.ﬁ)Mjexp(feﬁ.zT) = Mj+ii_(!l [ﬁ.j, 73, ... 173 Mj]..” _
o=t o VEzes

Para o primeiro comutador, temos

[7-3, M;] = n;[d:, M) #2200 ni€ijk My -

Para o segundo comutador, teremos

{ﬁ'i [7-, MJH = mmiciji |1, Mi] (22250 MNi€ijkEtkmMm (D i (Sim i1 — 010 jm ) M = 05 (77 - M) — M; .

—

Assim, o terceiro comutador sera igual a [ﬁ~ d, nj (ﬁ 3\7[) — Mj}. Agora, 0 primeiro termo &

{ﬁ'i ﬁj(ﬁ'ﬁ)} = mminw [di, My] (22250 mnikEn My = 0,

devido a antissimetria de ¢;,. Logo, o terceiro comutador sera igual a
- [ﬁ J, M;} = —nicije Mg

por ser igual ao primeiro comutador, mas com o sinal trocado.
Segue disso uma expressao geral para os comutadores maltiplos:

[ﬁ.j, [ﬁj, TR Mj]...” _ (*1)a/2<nj(ﬁ~ﬁ) —Mj) , a par,

« V8zes (-1 e My, a impar,
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a qual pode ser facilmente provada por inducdo (faca-o!). Assim,

1)k g2k+1 1)k g2k L
e (Z ((213+ 1)! ) i M+ <Z ( (2)/<;)| ) (”j (77 M) — Mj)

exp <9ﬁ~ 5)3\@ exp ( — 01 - ET)

= M, + sen(f)mieijpMi + (1 — cos(9)) (77]- (77- M) — Mj)
Logo,

exp (077 3) (@) exp (077 &N+ sen(0) (77 x @) - N+ (1~ cos(®)) ((7- @) (7- M) — (@)

Qa
~——"
Il Il
A

+ sen(6) (7 x @) + (1 — cos(8)) ((ﬁ- a)if — 07)) M

Il
/N

cos(9)a + sen(6) (77 x @) + (1 — cos()) (77 &)ﬁ) M

P (Ro, pa) M

completando a prova. [ |

Da Proposigao 22.30, pagina 1115, e da Proposi¢ao 22.7, pagina 1060, segue a seguinte afirmacao, que dispensa
demonstrac@o:

Corolario 22.7 Seja

—

6) = e (-030).

onde z € R, gz (&1, &, £3) € R3 com ||§|| =1le 53\7( = Zizl &My, sendo My, os geradores dos boosts de .ZI. Entao,
existe R (6, 7j) € SRot tal que

B(

I

B(z, £) = R(6, i) Bi() R(0, 7) ",

onde B(z) & o boost na direcdo 1 e R(6,77) € SRot & o elemento de SRot obtido a partir da rotacdo (6, 77) € SO(3)
que leva o vetor unitario na direcao 1, e;, no vetor unitario 5 ou seja, tal que r(9, ﬁ)el = E

E claro por isso que um elemento do grupo .Zl que seja da forma exp (62 . 3\7[) com @ € R? nao-nulo, representa
um boost de Lorentz com “rapidez” ||@|| (e, portanto, com velocidade tanh (||@||)) na direc3o definida pelo vetor espacial
unitario a/||d|. —1

Dentre as nossas conclusoes acima temos também:

Proposicao 22.31 O conjunto de boosts de Lorentz B coincide com o conjunto das matrizes da forma exp (Zﬁzl 'ykMk),
com ~x’s sendo nimeros reais:

B = {exp(i~ﬁ), ?GRB}.

Toda L € ZI é da forma L = exp(MM) exp(d), onde J = ﬁ JeM= g - M, sendo que oS ﬁ’s e 7 sao elementos de R3.
Alternativamente, podemos escrever L = exp(J’) exp(M’), onde §' = 3'-J e M’ =~/ - M, sendo também 3’ e v/ € R3. [

Um outro reconhecimento importante & o de que as matrizes M, sdo simétricas, ou seja, satisfazem M7 = My,
enquanto que as matrizes J; sao antissimétricas. Dal segue que as matrizes exp (o‘Z-M), a € R?, que implementam

boosts de Lorentz, sao simétricas, enquanto que as matrizes exp (5 5) B e R3, HBH < m, que implementam rotacdes,
sao matrizes ortogonais.
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22.6.7 O Grupo de Galilei

Para diversos propositos & interessante comparar 0 grupo .Zl com seu correspondente nao-relativistico: o grupo de
Galilei®®. Excluindo-se a reversdo temporal e as reflexdes espaciais, as bem-conhecidas transformages de Galilei da
Mecanica Classica sao fornecidas por matrizes reais 4 x 4, da forma

1 0 0 O

G(r, 17) = 0 ,
—V2 T
—3

onde » € uma matriz 3 x 3 pertencente a SO(3) e ¥ = (v1, vs, v3) € R® & um vetor com componentes v; € (—oo, 00),
j =1, 2, 3. As matrizes G(r, 17) transformam da seguinte forma um vetor com 4 componentes ( %):

~+
~+

G (T, 17) =

rid — Ut

8

A interpretacdo fisica-geométrica dessa transformac@o & que ela transforma sistemas de refer@ncia inerciais, rodando os
eixos espaciais coordenados de » € SO(3) e em seguida aplicando um boost n3o-relativistico de velocidade ¢ € R3, sem
alterar intervalos de tempo. TransformagOes entre sistemas de referéncia na Mecanica Classica sao estudadas na Se¢ao
23.1, pagina 1142. Vide, em particular a Proposi¢ao 23.2, pagina 1150.

E. 22.91 Ezercicio. Mostre que o conjunto de matrizes
gl = {G(r, 7), r [SD(3) e ¥ 3}
forma um grupo pelo produto usual de matrizes: mostre que vale a regra de produto
G(r1, 91)G(ra, %2) = G(rira, ¥y +r102) , (22.167)

mostre que o elemento neutro é G(]l3, 6) = 14 e mostre que G(r, 17)_1 = G(ril, —rilﬁ). Esse grupo %l é denominado Grupo de
Galilei em (3 + 1)-dimensdes. *

As matrizes G(7) = G(13, ¥), ou seja,

- 1 0 0

—vy 0 1 0

—v3001

com 7 = (v1, v2, v3) € R3, fornecem os chamados boosts de Galilei com velocidade . E evidente por (22.167) que
G(ﬁl)G(UQ) = G(ﬁl + ’172) = G('I?Q)G(ﬁl) .

Disso, vé-se que {G(U), ve ]R3} & um subgrupo Abeliano do grupo de Galilei, denominado grupo dos boosts de Galilei.
Ao contrario do que ocorre com os boosts de Lorentz, os boosts de Galilei formam por si s6 um grupo e esse grupo &
Abeliano (e isomorfo ao grupo aditivo R?). Esses fatos comp@em uma marcante diferenga entre fi e %I

56Galileo Galilei (1564-1642).
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De (22.167) & facil constatar que o grupo de Galilei S{I & isomorfo ao grupo obtido pelo produto semidireto SO(3) R3]
com SO(3) representando rotagdes e R3 representando boosts de Galilei.

O conjunto de matrizes SRot = {G(r, 6), r e SO(B)} tamb&m compde um subgrupo de S%I 0 subgrupo das rotag0es.
Usando (22.167), & facil ver que para todos 7 € R? e » € SO(3) vale

G(r, 7) = G(?)G(r, 0) = G(r, 0)G(r 'v), (22.168)

ou seja, todo elemento de %I pode ser escrito como o produto de uma rotagdo seguida de um boost de Galilei (ou na
ordem oposta). Compare-se com a afirmativa da Proposi¢ao 22.29, pagina 1114, e comentarios que se Ihe seguem.

Vamos agora estudar os geradores do grupo de Galilei.

E. 22.92 Ezercicio. Mostre que os geradores dos boosts de Galilei sio as matrizes

0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
-1 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
M1 = 5 MQ = N Mg = . (22169)
0 0 0 O -1 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O -1 0 0 O

Compare-os aos geradores dos boosts do grupo fl dados em (22.160), pdgina 1112. Mostre que os geradores das rotagdes no grupo
de Galilei sdo as matrizes

0 00 O 0 0 0O 0 0 0 O
0 00 O 0 0 01 0 0 -1 0
J = ) Jo = , ds = . (22.170)
0 0 0 —1 0 0 0 O 01 0 O
0 01 O 0 -1 0 O 0 0 0 O

Constate que (sem nenhuma surpresa) eles sdo idénticos aos geradores do subgrupo de rota¢des do grupo cﬁ,ﬂl dados em (22.161), pagina
1113.

Mostre que os geradores, M, e Jp, com a, b =1, 2, 3, acima, satisfazem as seguintes relagdes de comutag¢3o:

3
[@a, 3] = D cabede, (22.171)
c=1
Mo, Me] = O, (22.172)
3
[Fa, Mo] = ) are M. (22.173)
c=1
Mostre também que de (22.171)—(22.173) segue que
[a-fmﬁ-i v-fmé‘-ﬂ = (EXﬁ—&xg) M+ (Bxé‘) 7. (22.174)

Acima, @, E, e § sdo vetores em R, E claro de (22.171)-(22.173), e especialmente de (22.174), que o espac¢o vetorial real composto
por todas as combinag¢des lineares reais dos seis geradores M, e J, formam uma algebra de Lie real, a digebra de Lie do grupo de Galilei
{J’I. Compare essa algebra de Lie com a dlgebra de Lie do grupo fl tal como exibida em (22.162)—(22.164) e (22.165), pagina 1114.

Mostre também que G(ﬁ) = exp (17- 3\7[) para todo ¥ [IR?, calculando explicitamente a exponencial do lado direito (isso é facil,
pois as matrizes 7 - M sdo nilpotentes).

Juntando isso a afirmagdo de (22.168) e ao fato de todo elemento r [CSD(3) ser da forma exp (077- j> com J sendo os geradores
de SO(3), 0 []O, 7] e 7 (IR com [FI = 1 (vide Secdo 22.3.2, pagina 1052), conclua que todo elemento de {J’I é da forma

=

G(exp (07-J), 17) = exp (Uﬁ) exp (077-3)
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Compare com a afirmagdo da Proposicdo 22.31, pagina 1116, sobre o grupo de Lorentz. *

Nota. Para um estudo mais aprofundado do grupo de Galilei, de suas representagoes irredutiveis, da algebra de Lie dos seus geradores e das
aplicagoes desses temas & Mecanica Quantica Nao-Relativistica, vide:
1. Jean—Marc Lévy—Leblond, “Galilei group and Galilean invariance”, em [222], vol. 2. paginas 221-296.

2. Jean-Marc Lévy-Leblond, “Galilei Group and Nonrelativistic Quantum Mechanics”, J. Math. Phys. 4, 776-789 (1963). Doi.:
10.1063/1.1724319.

3. H. Bacry and J.-M. Lévy-Leblond, “Possible kinematics”, J. Math. Phys. 9, 1605-1614 (1968).

4. J.-M. Lévy-Leblond, “Une nouvelle limite non-relativiste du groupe de Poincaré”, Ann. Inst. H. Poincaré, Sect. A 3, 1-12 (1965).
Vide também:

5. E. Indnu, E. P. Wigner, “On the Contraction of Groups and Their Representations”. Proc. Nat. Acad. Sci. 39 (6), 510-524 (1953).
Doi: 10.1073/pnas.39.6.510.

Para uma leitura extremamente interessante e que contém comentérios sobre as contribuicées supralistadas de Lévy-Leblond®”, Inénu®8
e Wigner®, vide: Freeman J. Dyson®®, “Missed opportunities”. Bull. Amer. Math. Soc. 78, Number 5, 635-652 (1972). &»

22.7 O Grupo de Poincaré

O chamado grupo de Poincaré®!' (em 3+1 dimensGes) & definido como sendo o grupo obtido do produto semi-direto%? de
O(1, 3) e do grupo aditivo de translagBes R*, ou seja, &2 := O(1, 3) [IR? Seus elementos sa@o, portanto, pares ordenados
(L, a) com L € O(1, 3) e a € R?, sendo o produto dado por (L, a)-(L', a’) = (LL', La’+a). Sua agao no espago-tempo
R* & interpretada como uma transformagdo de Lorentz L seguida de uma translag@o por a € R*.

Ha um subgrupo de GL(R, 5) que & isomorfo a &2. Sejam as matrizes reais 5 x 5 da forma

P(L, a) = , comLecO(, 3)eacR.

Entao, tem-se
P(L, a) P(L, d) = P(LL', La/+a) .

E. 22.93 Ezercicio importante. Verifique isso e verifique que o conjunto de matrizes

{P(L, @) CGL(R, 5), com L [O(L, 3) ea 4}
forma um subgrupo de GL(R, 5). Mostre que a aplicagdo & (L, a) B P(L, a) é um isomorfismo. *

Assim, o conjunto de matrizes {P(L, a) € GL(R, 5), com L€ O(1, 3)ea € ]R4} forma um subgrupo de GL(R, 5)
que & isomorfo a 2. Também denotaremos esse grupo por .

A representacdo do grupo de Poincaré pelas matrizes P(L, a) serve basicamente a visualizagao de sua a¢ao. Para tal,

Zo
o _ 1
pontos do espago tempo com coordenadas = = <§; > € R* sdo representados em R° pelos pontos w2 | = € RS.
3 3
1 1

57 Jean—Marc Lévy-Leblond (1940-).

58Erdal Inénii (1926-2007).

59Fugene Paul Wigner (1902-1995).

60Freeman John Dyson (1923-).

61Jules Henri Poincaré (1854-1912).

62 A nocao geral de produto semi-direto de grupos encontra-se definida na Secdo 2.2.4.2, pagina 128.
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E. 22.94 Ezercicio. Mostre que

x Lx+a
P(L, a) =

1

e Os geradores do grupo de Poincaré

O chamado grupo de Poincaré proprio ortdcrono, denotado por 321 & o grupo 321 = fi [R*

De maneira totalmente analoga ao que fizemos no grupo Euclidiano, podemos determinar os geradores do grupo 3”1
Este possui 10 geradores. Seis da forma

Mk 0 Hk 0

mg = ou je = , comk=1 2 3,

onde My, e Ji s@o as matrizes 4 x 4 definidas em (22.160) e (22.161), respectivamente, e quatro da forma

0 Xk
pr = comk=0,...,3,
0 0
onde
1 0 0 0
0 1 0 0
Xg = , X; = , Xo = , Xg =
0 0 1 0
0 0 0 1
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As relagBes de comutagao associadas ao grupo de Poincaré sao:

3
lia: Jo] = > caelic, (22.175)
c=1
3
[ma; mb] = _Zgabcjc 5 (22176)
c=1
3
lio: Mol = cape M, (22.177)
c=1
[Pa, Po] = O, (22.178)
3
lio: Pl = (1 —=640) D abe Pe , (22.179)
c=1
[Ma, Pr] = —(ab Po + ko Pa) - (22.180)

Aqui, os indices dos m’s e j’s variam de 1 a 3 e os indices dos p’s variam de 0 a 3.

E. 22.95 Ezercicio importante. Todo estudante deve fazé-lo uma vez na vida. Verifique isso. *

As trés primeiras relagdes acima seguem de (22.162)-(22.164), pagina 1114. A relagado (22.179) diz que os j’s comutam
com po €, nos demais casos, tem-se a Gltima relagdo de (22.129).

Novamente constatamos que a subalgebra gerada pelos p’s € um ideal de algebra de Lie do grupo de Poincarg.

e O grupo 3”1 em 1+1-dimensoes

Com base nas consideragdes acima e no nosso estudo do grupo O(1, 1) (vide Secdo 22.3.1, em especial, pagina 1050),
sabemos que o grupo 3”1 em 1+1-dimensOes é isomorfo ao grupo de matrizes da forma

coshz —senhz ag

—senhz coshz ap | »

0 0 1
com z, ag, a; € R. Seus geradores serao
0 -1 0 0 01 0 0O
mp = -1 0 0 ) po = 0 0O ) p1 = 0 0 1
0 0 0 0 0O 0 00

Como & facil de verificar, as relagbes de comutagao entre esses geradores sao

[mla p()] = —D1, [mla pl] = —Do, [PO, pl] =0.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22

Um elemento genérico dessa algebra de Lie & da forma

M t
o, t) =
0 0 0
onde
0 —Zz ﬁo
M = zZmy = e t = t()p()"'tlpl =
—z 0 tq

com z, to, t1 € R. E um exercicio facil (faca-o!) constatar que para todo k € IN, tem-se
I, tF = 1(mF, M1t .

Consequentemente, vale que

L '
=1 , =1 -
exp (IO, 1)) = 1+ZEI(M, HF = 1+ZE1(M’“, ML) =
k=1 k=1
0 0 1
onde
coshz —senhz
L=t = e t = fONO)t,

—senhz coshz

1122/2349

sendo f a func@o analitica inteira definida em (22.130), pagina 1094. A matriz f(M) pode ser calculada facilmente

usando-se o fato que
Mk =1 e ML = v, ke Ny,
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de onde se extrai

=1 =1 Nt 1
M = 1+ _Mk’fl = 1+ M2m71 + M2m
f00 2.7 2 @y 2 @D

o Z2m71 o Z2m
= (7712_1 2m)! ) M+ (7712_0 m + 1)!) L

COShz—1M+ senh z 1

z z
senh z coshz —1
V4 z
coshz — 1 senh z
z z

Notemos que
coshz —1
det (f(\)) = 2 (7; ) =0

para z € R. Assim, f(M) & inversivel e se escolhermos t = f(M)~'a, para qualquer a = (32) € R?, teremos

coshz —senhz ag

L a
exp (I(M, f(M)*la)) = = | —senhz coshz a
0 0 1

0 0 1

Isso prova que todo elemento do grupo @I em 1+1 dimensGes pode ser escrito como exponencial de um elemento da
sua propria algebra de Lie.

22.8 Ac¢0Oes de Grupos em Espacos de Funcoes

Nosso estudo sobre usos de grupos continuos e suas representacdes, em Fisica, nao poderia estar completo sem que
gastassemos algumas palavras apresentando alguns fatos elementares ligados a agao de certos grupos de maior interesse
em espacos de fungDes. Esse tema & relevante na Mecanica Quantica, onde essas a¢les sao amplamente usadas, mas
també&m na Mecanica Classica, na discussao da a¢ao de grupos de simetria e da evolugao temporal no espacgo de fase.

e O grupo de translacbes em R e R"
Seja f uma fungao definida em R assumindo valores em R ou C. Em R age naturalmente o grupo de translactes

(R, +), o grupo aditivo dos reais. Segundo a definicao geral (vide Sec@o 2.1.9.1, pagina 106), uma a¢ao desse grupo
sobre f & dada por (7,,f)(z) := f(z — a), a € R. Afirmamos que, ao menos para funcdes diferenciaveis, o operador f%.

& 0 gerador das translagBes. De fato, Iin?) a (T f)(2) - f(x))‘ = —f'().
a— 0

a=

Se f satisfizer condi¢bes adequadas, como a de ser real-analitica, ela pode ser expandidada em série de Taylor e,

. (GQ)) . . P
assim, f(z —a) =37, fT!(I)(—a)". Com isso, podemos escrever de forma simbblica

(L.NG) = [ —a) = ((Z (_:')nd%) f) @) = (& f) @)
n=0 :




JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1124/2349

Nao vamos aqui atribuir um significado preciso a exponenciacao do operador de diferenciacdao %, ou seja, ndo vamos
discutir de forma precisa em que sentido a série que define essa exponencial & convergente, em quais tipos de funces
ela age etc. Isso pode ser feito de diversas formas, em espacos de funcOes diferentes, e trataremos desse tipo de questao
em outros capitulos. O ponto que queremos destacar & que essa relag@o é consistente com a nogao de que o operador
diferencial —d% & o gerador das translacGes no espaco de fungdes considerado, pois ela nos mostra que 7, € obido pela
exponenciacao de a vezes o gerador —%.

Essa caracterizacao de —% como o gerador de translac@es € de grande relevancia, por exemplo, na Mecanica Quantica.

e O grupo SO(2) agindo em fungdes de R?

Seja f uma fungdo definida em IR? assumindo valores em R ou C. Denotaremos os vetores de R? por Z ou diretamente
em termos de suas componentes pelo par ordenado (x, y) = . O grupo SO(2) age no dominio de defini¢ao dessa fungao
e seja um elemento de SO(2) da forma R(0) = (ZZ?Z —Cg‘ig@). Por convengdo, R(9) roda cada vetor & de R? de um @ngulo
0 € (—=, w] no sentido anti-horario em torno da origem.

Sua agao na fung@o f &, por definicdao, dada por (7yf) (f) = f(R(fG):z_:’). Escrevendo em termos de componentes,

(Tof)(z, y) = f((cos )z + (send)y, —(senb)z + (cosd)y). O gerador associado & aga@o Ty &€ definido por

NG 1) = S@H(E )

=0
= [( — (senf)z + (cosb)y) % ((cos 0)x + (senh)y, —(send)x + (cos 9)y)
+ (= (cos @)z — (senf)y) g—z ((cos 0)x + (send)y, —(send)x + (cos G)y)]

= ({ya% —xa%] f) (z, v),

ou seja, J = yF= — x4 €, por conseguinte,

6=0

("1) (@) = F(RE0)) .

Essa relagao decorre da afirmagdo, ja utilizada varias vezes, que todo grupo uniparamétrico pode ser escrito como
exponencial de seu gerador (vide, por exemplo a Proposicao 24.6, pagina 1226), mas pode também ser obtida formalmente
da expansao em série de Taylor de (7yf) (:c, y) como fun¢do da variavel 6 em torno de 6 = 0.

E. 22.96 Ezercicio. Mostre isso! -
Novamente omitiremos a discussao sobre a convergéncia da série que define a exponencial do operador diferencial J.

e O grupo SO(3) agindo em fungdes de R?

Seja f uma fungdo definida em R? assumindo valores em R ou C. A agdo de uma rotagdo anti-horaria de um angulo
6 em torno do eixo definido por um versor 77 &

(Te,ﬁf) (7) = f(e—‘)ﬁ'f:z) = f(a‘:‘+ (1 - cos(6)) (ﬁx (7 x :E‘)) — sen(9) 7 x :E)

onde, na Gltima igualdade, usamos a formula de Rodrigues (22.58), pagina 1056. A derivada da expressao do lado direito
em relacdo a 6 &

(sen(e) (ﬁ x (77 :zf)) — c0s(0) 7 x :E) : (6 f) (:z + (1 — cos(6)) (77‘ x (7 :E‘)) — sen(0) 77 x :E‘)

e essa expressao, quando calculada em 6 = 0, torna-se —(17 X :E) . (ﬁf) (:?:’) (12%) i - (:?:’ X ﬁf) (a‘:‘) Notemos en passant

que (f X ﬁf) (7) = -V x (f(f) :f) pela identidade (4.21), pagina 236.
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Concluimos disso que, para cada versor 7j, 0 gerador das rotagoes & J; 1= 7 -

/N

7 ﬁ). Portanto,
(e"-’mf) (7) = f(e*‘)ﬁ'ff) = f(R(fG, ﬁ)f).

E. 22.97 Ezercicio. Verifique a validade das seguintes relacdes de comutacdo formais:

@ (#x D5 (7 Tfh= —(ax§)- (¢ O

-
onde @ e 3 sdo vetores constantes de R®.

1125/2349



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1126/2349

22.9 Exercicios Adicionais

E. 22.98 Ezercicio. a. Usando (22.17), pagina 1038, verifique a validade da férmula de Lie-Trotter (relagdo (10.33), pagina 470):

o9 =t fo31) o0 (3]

m— oo

para quando A e B s3o elementos da algebra de Heisenberg gh;(C), ou seja, A= h(a, b, ¢) e B=h(d, V', ).

b. Nas mesmas circunstancias, e também usando (22.17), verifique a férmula do comutador (relagdo (10.34), pagina 470):

exp ([4, B]) = lim_ {exp <%A> exp (%B> exp <‘%A> P <_%B>]m2

E. 22.99 Ezercicio. A férmula de Rodrigues (22.57) também pode ser obtida com o uso do Célculo Funcional (Teorema Espectral).
Seja M = i7- J, com 77 sendo um vetor unitdrio de R®. Obtenha explicitamente o polinémio caracteristico de M e mostre que seus

autovalores s3o a1 = 0, a2 = i e a3 = —i. Por serem distintos, conclua que M ¢é diagonalizivel e que, portanto, vale para a mesma o
Teorema Espectral, Teorema 9.6, pagina 384. Usando (9.56), pdgina 386, mostre que seus respectivos projetores espectrais s3o
2 1 2 . 1 2 .
B = M>+1, E2=—§(M +zM) e E3=—§(M —’LM>.

Constate que 1 = 22:1 Er e que M = 22:1 oxEr = i(FE2 — Es3). Conclua também que

3
M =N "B, = Ei+eEy+e By = 1+ sen(0)M + (1—cos(0)) M?

k=1

que é a férmula de Rodrigues (22.57). *

E. 22.100 Ezercicio. Usando apenas consideracdes geométricas, deduza que o efeito de R (6, 77) (uma rotacio de um angulo 6 no
sentido anti-hordrio em torno de um eixo definido por um vetor unitdrio 7 1) em um vetor qualquer & CRR? ¢, de fato, dado por
(22.59).

Sugestdo: Suponha primeiramente que & e 77 n3o sejam paralelos e defina uma base ortogonal em R® constituida pelos vetores 17,
7xdaeqx (ﬁx 62). Normalize esses vetores e exprima & em termos dessa base ortonormalizada. Efetue a rotacdo de um angulo 6
do vetor @ em torno de 7] observando que a componente de @ na direcdo de 7] permanece invariante, enquanto que as componentes ao
longo de 77 % (77>< &) e 7] X & s3o rodadas de 6. Por fim, convenca-se que (22.59) é trivialmente vélida caso & e 7] sejam paralelos.

E. 22.101 Ezercicio. Uma forma alternativa de se escrever a 3lgebra de Lie do grupo SO(3) é obtida definindo-se
3
Jke 1= Z Ehemdm = EpemIm
m=1

como o gerador de rotagdo no plano k—¢. Acima, €r¢m € 0 simbolo totalmente antissimétrico de Levi-Civita, J,, representa o gerador
usual de rotacdo em torno do eixo m e, na dltima igualdade, empregou-se a convencdo de soma para indices repetidos. Mostre que, em
termos dos geradores Ji¢, a dlgebra de Lie de SO(3), [Jk, Je] = €kemJm, pode ser escrita como

I:Jkl7 Jmn} = 6kaZn - 6kn<]lm - 6lkan + 6ln<]km )

onde 0y, é o delta de Kronecker. (Sugestao: E desaconselhavel, embora possivel, verificar as relagbes de comutagdo explicitamente
caso-a-caso. O mais pratico é explorar as bem-conhecidas propriedades (4.4)—(4.10) do simbolo de Levi-Civita ¢, obtidas na Se¢do
4.1, pagina 233.

Observacgao. A utilidade de se escrever a dlgebra de SO(3) em termos dos geradores Ji, estd no fato de podermos generaliza-la para
dimensdes maiores de uma forma direta. Por exemplo, a dlgebra de Lie do grupo de Lorentz préprio ortécrono .,?I [SO(1, 3) pode ser
escrita como

[JLLV7 J)\U} = _n;l,>\<]l/0' + nuJJ;LA + ny/\J;m' - nuaJu/\ B
com u, v, A, o 0, 1, 2, 3}, onde n,, = diag (1,—1,—1,—1) é o tensor métrico de Minkowski e onde, adicionalmente, Joo = 0 e
Jor = —Jko = My, k =1, 2, 3. Note que, assim, um boost na direcdo k “equivale” a uma “rotacdo” no plano formado pela direcdo

(espacial) k e pela dire¢do temporal 0. -
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E. 22.102 Ezercicio. Adaptado de [248]. Este exercicio fornece uma alternativa ao homomorfismo dado em (22.116). J4 vimos

que um elemento genérico de SU(2) é da forma U = (fgg), sendo a, b [0 com |a|® + |b]?> = 1. Mostre que a aplicacio ¢’ definida
por

@-Fraor) i(@eF o) -
a b
¢ _ = %(—a2+b2+62—52) %(62+52+a2+b2) i(ab — a@b)
b a _ B )
ab +ab i(ab - Eb) aa — bb
é um epimorfismo (um homomorfismo sobrejetor) de SU(2) em SO(3) e mostre que Ker ¢’ = {1, —1}. -

E. 22.103 Ezercicio. Sejam % := { B(t) CAL(C, n), t (R} e ¢ := {C(s) CAL(C, n), s [T} dois subgrupos uniparamétricos
de matrizes n X n e suponha que valha

B(t)C(s) = C(eM's)B(t) , (22.181)
para todos t, s [R, com A [1R sendo uma constante. Mostre que o conjunto &/ = {B(t)C’(s)7 t, s DH} composto por todos os

possiveis produtos de elementos de B e de ¢ (nesta ordem), forma um subgrupo de GL(C, n).

O grupo &7, acima, é denominado grupo de Anosov® e est4 relacionado a uma classe importante de sistemas dindmicos hiperbélicos,
denominados sistemas de Anosov ou fluxos de Anosov. A relagdo (22.181) é por vezes denominada relacdo de Anosov. A constante X é

denominada constante de Lyapunov®*, nesse contexto.

Um exemplo concreto (com A = 1) é fornecido pelas matrizes 3 % 3

cosht 0 —senht 1+ % s é
B@) = 0 1 0 e Ol = s 1 5
—senht 0 cosht —% —s 1- §

Verifique que B(t)B(t") = B(t +t'), que C(s)C(s') = C(s+s'), que B(0) = C(0) =1 e, mais importante, verifique que a propriedade
(22.181) é satisfeita nesse caso, na forma B(t)C(s) = C(e's)B(t), para todos ¢, s [TR.

As matrizes B(t) e C(s), acima, sdo elementos do grupo de Lorentz em 2+ 1 dimensdes. As matrizes B(t) implementam um “boost”

de Lorentz na direcdo 2 e as matrizes C'(s) implementam as chamadas translacées horosféricas, que sdo transformacdes de Lorentz que
. . . . L. 1 . , . <
mantém invariante um raio de luz, no caso, o raio de luz que aponta na dire¢do ( 01>. Vide também o Exercicio E. 10.28, pagina 494.

;. ~ L. A . . . ~ 1
Naquele exercicio as translagbes horosféricas mantém invariante o raio de luz que aponta na dire¢do (?)

eft/2

Um outro exemplo com matrizes 2 % 2, também com A =1, é B(t) = ( o

532) e C(s) = (19). Verifique! x

63Dmitri Victorovich Anosov (1936-).
64 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).
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Apendices

22.A Extensao do Lema 22.1 e do Teorema 22.7 ao Caso
Complexo

O Lema 22.1 e o Teorema 22.7, paginas 1042 e 1043, respectivamente, possuem versdes para formas sesquilineares
nao-degeneradas em espacos vetoriais complexos. Trataremos disso na secao corrente.

Lema 22.4 Seja V um espaco vetorial complexo dotado de uma forma sesquilinear e n@o-degenerada w : V x V — C.
Seja ¢ a forma quadratica associada a w, definida por ¢(u) := w(u, u), para todo v € V. Seja R: V — V uma fungao
sobrejetora satisfazendo R(iv) = £iR(v). Entdo, R satisfaz as condicOes

R(0) =0 e q(R(u) — R(v)) = q(u—v) paratodos u, v € V (22.A.1)
se e somente se satisfizer a condi¢do (caso “+”
w(R(u), R(v)) = w(u, v) (22.A.2)
para todos u, v € V, ou a condi¢ao (caso “—)
w(R(u), R()) = w(v, u), (22.A.3)
também para todos u, v € V. —1

Prova do Lema 22.4. A prova & dividida em duas partes

I. Vamos supor a validade de qualquer um dos dois casos (22.A.2) ou (22.A.3). Tomando-se nela v = 0, temos que
w(R(u), R(O)) = 0 para todo u € V, o que implica R(0) = 0 pois w & nao-degenerada e R & sobrejetora. Além disso,

q(R(u)—R(v)) = w(R(u)fR(v), R(u)—R(v)) = w(R(u), R(u))+w(R(v), R(v))fw(R(u), R(v)) —w(R(v), R(u))

(22.4.2) ou (22.4.3) wlu, u) +w(v, v) —w(u, v) —w(v, v) = wu—v, u—v) = qu—1v), (22.A4)

que estabelece (22.A.1).

Il. Vamos supor a validade de (22.A.1). Tomando-se v = 0 na segunda igualdade de (22.A.1) e usando a primeira
(R(0) = 0), tem-se ¢(R(u)) = g(u) para todo u. Agora, por um lado

q(R(u))+q(R(v))—q(R(u)fR(v)) = q(u)+q(v)fq(u7v) = w(u, u)+w(v, v)—w(u—v, ufv) = w(u, v)+w(v, u) .

Por outro lado,

q(R(u)) + q(R(v)) — q(R(u) — R(v)) = w(R(u), R(u)) + w(R(v), R(v)) — w(R(u) — R(v), R(u) — R(v))

= w(R(u), R(v)) +w(R(v)7 R(u)) .

Isso estabeleceu que
w(R(u), R(v)) +w(R(v), R(u)) = w(u, v) +w(v, u) . (22.A.5)

Trocando-se v por iv em (22.A.5) e adicionando-se o resultado a propria (22.A.5), obtemos
2w(u, v) = w(R(u), Rw)) +w(R), R(u)) fi[w(R(u), R(iv)) + w(R(iv), R(u))] (22.A.6)
Se tivermos vélida a condicao R(iv) = +iR(v), (22.A.6) implica
w(u, v) = w(R(u)7 R(v)) .
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Se tivermos valida a condi¢ao R(iv) = —iR(v), (22.A.6) implica

w(u, U) = w(R(v), R(u)) .

Isso provou a validade de (22.A.2) ou de (22.A.3), completando a prova do Lema 22.4. |

Teorema 22.11 Seja V um espago vetorial complexo dotado de uma forma sesquilinear e ndo-degenerada w : VxV — C.
Seja ¢ a forma quadratica associada a w, definida por ¢(u) := w(u, u), para todo v € V. Seja A : V — V uma fungao
sobrejetora definida em V' e tal que ¢(A(u) — A(v)) = ¢(u — v) para todos u, v € V e satisfazendo A(iu) — A(iv) =
ii(A(u)—A(U)) também para todos u, v € V. Entao, existem: 12 um vetor constante ¢ € V' e, 22 um operador sobrejetor
R :V — V satisfazendo

e (caso “+7): R:V — V & linear e w(Ru, Rv) = w(u, v) para todos u, v € V;
e (caso “—"): R:V — V & antilinear e w(Ru, Rv) = w(v, u) para todos u, v € V.
e tais que
A(u) = Ru+c

para todo u € V. O operador R e a constante ¢ sao univocamente determinados. —1

Prova do Teorema 22.11. Seja V um espaco vetorial real dotado de uma forma bilinear simétrica e ndo-degenerada
w: VxV — R. Seja q a forma quadratica associada a w, definida por q(v) ‘= w(u, v), paratodou € V. Seja A:V =V
uma func@o sobrejetora definida em V' tal que q(A(u) — A(v)) = q(u — v) para todos u, v € V.

Defina-se ¢ := A(0) € V e defina-se uma nova fungao R : V — V dada por R(v) := A(v) — ¢ = A(v) — A(0) para todo
v € V. E claro que R & sobrejetora, por A o ser. E claro também que R(0) = 0 e que ¢(R(u) — R(v)) = ¢(u — v) para
todos u, v € V. Alem disso, R(iu) = A(iu) — A(i0) = +i(A(u) — A(0)) = +iR(u), para todo u € V.

Vamos agora mostrar que se R : V — V satisfaz (22.A.1) (e, portanto, (22.A.2) ou (22.A.3), pelo Lema 22.4) e as
demais hipdteses entao R € linear ou antilinear. Temos que, para w € V, arbitrario, e assumindo o caso R(iv) = +iR(v),

w(R(w), R(awl + OéQUQ) - OélR(Ul) - OQR(UQ))
= w(R(w), R(oquy + QQUQ)) — a1w(R(w), R(u)) — asw(R(w), R(uz))
(22:2-2) w(w, QU +a2u2) —anw(w, ur) — asw(w, up)

= w(w, (a1uy + agus) — aqug — a2u2) =0. (22.A7)

=0

Como R & sobrejetora e w & arbitrario, a ndo-degenerescéncia de w implica que R(ajuy + asus) — ag R(ui) — asR(u2) =0
para todos a;, as € C e todos uy, us € V, significando que R: V' — V & linear.
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Analogamente, assumindo o caso R(iv) = —iR(v),

W(R(w), R(oqul + O[QUQ) — Oé_lR(Ul) - Q_QR(UQ))
- w( R(w), R(cyu +a2u2)) — @w(R(w), R(uw)) - azw(Rw), R(us))
(2254»3) w(alul + asug, w) 7a_1w(u17 w) *OZ_QW(UQ, UJ)

= w((a1u1 + oug) — auy — Qalg, w) =0. (22.A38)

=0

Como R & sobrejetora e w & arbitrario, a ndo-degenerescéncia de w implica que R(ajuq + aous) — g R(u1) —azR(uz) =0
para todos a1, as € C e todos uy, us € V, significando que R : V — V & antilinear.

Resta apenas demonstrar a unicidade de R e c¢. Vamos supor que para todo u € V tenhamos Ru + ¢ = R'u + (.
Tomando-se u = 0, concluiriamos que ¢ = ¢’. A relagado restante Ru = R'u, valida para todo v € V/, significa que R = R’.
Isso completa a prova do Teorema 22.11. |

22.B Prova do Teorema 22.10

Nesta secdo sera apresentada a demonstragao do Teorema 22.10, pagina 1108.
Seja L um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3), representada como matriz 4 x 4 na forma

Loo Lo1 Loz Los

Ly Lii Lis Lis
L= . (22.B.9)
Loy La1 Loy Los

L3yg L31 L3z Lss

Vamos definir vetores coluna (ou seja, matrizes 3 x 1) a e b por

Lqg Lo
a = Loo , b = Loz
L3g Lo3

E evidente que podemos representar L na forma de blocos

Loo bT

L= , (22.B.10)
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onde b7, a transposta de b, & o vetor linha (matriz 1 x 3) dado por v” = <L01, Lo, L03) e | &€ a matriz 3 x 3 dada
por

L1 Lip Lis
= Loy Lag Lag
L3 L3z Lss

Vamos agora considerar duas matrizes R, € R, pertencentes a SRot, ou seja,

1 0 0 O 1 0 0 O
0 0
R, = , R, = )
0 Ta 0 Tp
0 0

com 7, e 1, matrizes 3 x 3 pertencentes a SO(3). Precisamos estudar a forma da matriz R, LR}. A regra de produto de
matrizes diz-nos que

Loo (ryb)™

R,LR! = . (22.B.11)

T Ta lrbT

E. 22.104 Ezercicio importante. Verifique! -

A expressao acima € valida de modo bastante geral, para quaisquer que sejam as matrizes de rotagao r, e r,. Vamos
agora, porém, considerar matrizes de rotagao r, e r, particulares. Escolnemos r, da forma r, = s%t“, onde ¢* € SO(3) €
a matriz de rotacao que roda o vetor a de modo que apenas a primeira componente do vetor resultante seja nao-nula:

tia = | o |. (22.B.12)

A matriz s* € SO(3), por sua vez, & uma matriz de rotacdo em torno do eixo 1, e que, portanto, deixa o vetor (%)
(o]
invariante. s* & da forma

s =10 s5 s | = | o : (22.B.13)

al

a a
0 s s43 0
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com
S59 833
s = € S0(2) .
S35 853
Assim, temos também
(6%
$%%a = 0
0

Analogamente, escolnemos r;, da forma r, = s°t?, onde t* € SO(3) & a matriz de rotag&o que roda o vetor b de modo que
apenas a primeira componente do vetor resultante seja ndao-nula:

B
b= o |. (22.B.14)

0

A matriz s® € SO(3), por sua vez, & uma matriz de rotagdo em torno do eixo 1, e que, portanto, deixa o vetor (%)
(o]
invariante. s® & da forma

1 0 0 1 00
s =10 s 8 | = | o : (22.B.15)
b Sbl
0 s35 s33 0
com
Sb Sb
o= € S0(2)
522 Sgs
Pela defini¢do de s® acima, também temos
g
s = 0
0

Daqui por diante as matrizes t* e t* estardo fixas. As matrizes s® e s® s3o ainda arbitrarias, mas serdo fixadas mais
adiante. Com essas escolhas temos agora

Loo 8 0 0
_— «
R,LR;, = , (22.B.16)
0 5%, (s")T
0
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onde I, := t*1(t*)7T.

1133/2349

A matriz L' := R, LR} & certamente um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3), pois R,, L e R] o sdo. Assim, L/

satisfaz L'n(L")"Tn = 1. Calculemos o lado esquerdo dessa igualdade:

Loo B 0 0 1 0 0 O Lgo a 0 0
0
@)y = | ° 0
0 s2(s?)T 0 -1 0 st (s)T
0 0 0
LOO *5 0 0 Loo —Q 0 0
_ a B
0 — 5, (s")T 0 — T (s9)T
0 0
Lo — B —g7
g f
onde
1 00 1
f= L)) = 0 0 0 e g = =Bs"UL(sN" | o |+ Looc
0 0O 0

Na expressao para f usamos o fato que (s*)” s® =1, pois s® @ uma matriz ortogonal.

E. 22.105 Ezercicio importante. Verifique as expressdes acima. Sugest3o: exerca a virtude da Paciéncia.

Como mencionamos, L'n(L)Tn = 1. Portanto, devemos ter

f=1,

Lgy—p* = 1

1

0

0

(22.B.17)
(22.B.18)

(22.B.19)
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Logo,
1+a2 0 0
s“L(l) T (sM)T = o 10 | (22.B.20)
0 01
(]
1 1
Bs (s | o | = Lo | 0o | - (22.B.21)
0 0

Devido & forma de s e s* em (22.B.13) e (22.B.15) essas relagdes implicam

1+a2 0 0
L))" = o 10 | (22.B.22)
0 0 1
e
1 1
Blul 0 | = Loox| 0 | - (22.B.23)
0 0
respectivamente
E. 22.106 Ezercicio. Verifique! *

Com as relagbes acima temos em maos algumas conclustes sobre a estrutura do grupo de Lorentz. A primeira é a
seguinte proposi¢ao:

Proposicao 22.32 Para qualquer transformacado de Lorentz L vale

L, —-p* = 1, (22.B.24)
Ly —a® = 1 (22.B.25)
e, consequentemente,
o = B2, (22.B.26)
Fora isso,
lal? =a® = % = |b]?,

onde ||a|| e ||b|| s@o os mddulos dos vetores a e b, respectivamente, ou seja,
lall®* = (L10)* + (L20)* + (L30)? e 1617 = (Lo1)? + (Lo2)* + (Loz)* -

Portanto,
L3y = 1+ (L10)® + (L20)* + (L30)> = 1+ (Lo1)* + (Lo2)* + (Los)? .
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Prova. (22.B.24) @ o mesmo que (22.B.19). Para provar (22.B.25), notemos que, pela Proposicdo 22.25, L7 & também
uma transformagd@o de Lorentz. Logo, para LT a relagdo (22.B.24) significa L3, — o? = 1, pois ao passarmos de L
para LT o elemento Ly, ndo muda, mas ocorre a troca o <> 3. (22.B.26) segue de (22.B.24) e (22.B.25). Para provar

que |jal|?* = a2, notemos que, por (22.B.12), o vetor (%‘) € obtido de a por uma rotagao t* € SO(3), que ndo altera o
o
comprimento de vetores. De modo analogo prova-se que ||b||? = 2. |

Segue dessa proposicao que, para prosseguirmos, teremos que considerar dois casos: 0 caso « = § = 0 e 0 caso em
que a #0e 8 #0.
Caso a=p8=0.

Como comentamos, nesse caso temos a = b = 0. Podemos adotar s® = s®* = t* = t* = 1 e, portanto, L & simplesmente

da forma
Loo 0 0 O
0
L =
0 l
0

Coma =0es*=s"=1t* =t =1, arelagdo (22.B.22) reduz-se a 1/ = 1, ou seja, I € O(3). Como det(L) = +1e
det(!) = +1 ha quatro situacBes a considerar:
la. det(L) =1 e det(l) =1.
Nessa situacao tem-se [ € SO(3) e Loy = 1. Portanto, L € SRot.
Ib. det(L) =1 e det(l) = —1.
Nessa situagao I € O(3) mas | ¢ SO(3) e Loy = —1. Assim L é da forma L = P,TR com R € SRot.
lla. det(L) = —1 e det(?) = 1.
Nessa situacao [ € SO(3) e Lgp = —1. Assim L & da forma L = TR com R € SRot.
Ilb. det(L) = —1 e det(l) = —1.
Nessa situagao I € O(3) mas | ¢ SO(3) e Loy = 1. Assim L & da forma L = PR com R € SRot.

E. 22.107 Exercicio. Justifique as afirmacdes acima. *

Resumindo, vimos para o caso a = b = 0 que nas quatro situagdes possiveis L consiste apenas numa simples rotacao,
seguida eventualmente de uma inversao de paridade (Ib e I1b) e/ou de uma reversao temporal (Ib e Ila.). Como veremos,
0 caso a # 0 e 8 # 0 envolve também um “boost de Lorentz”, ou seja, uma mudancga entre dois sistemas de referéncia
inerciais com uma velocidade relativa eventualmente nZo-nula.

Caso a#0e g#0.
Como § # 0, (22.B.23) pode ser escrita como

Ll o | = o, (22.B.27)
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ou seja, (%) € um autovetor de {; com autovalor w := %. Escrevendo [, na sua forma explicita como
[0}

D11 Uiz Ui
=1 )21 ()22 (W)as |

()31 ()32 (It)33

a relagao (22.B.27) fica

()i Uiz ()3 1 1
()21 ()22 (I)23 0 =wl o ’
()31 (e)32  (It)s3 0 0

o que implica (Iy)11 = w € (l)21 = ()31 = 0. Assim,

w (lt)12 (lt)13 “
e = 0 (It)22 (le)23 0 ’
l/
0 (l)s2 (l)ss 0 '
; (T2 ; ) ()22 (lt)23 ;
onde ¢ & o vetor coluna ¢ = e l; &€ a matriz 2 x 2 dada por I} := . Ocorre que também
(lt)13 (lt)32 (lt)33

vale que ¢ = 0. Para ver isso, notemos que (22.B.22) diz-nos que

T
w [ | w 00 1+a®> 0 0

L)t =, = o 10 |-
i 6 i
0 0 01
ou seja,
W+ oTo | (o) 1+a® 0 0
= 0 10
l;¢ nan”
0 01
Logo,
LNt =1, (22.B.28)
L =0 (22.B.29)
(]

Wty = 1+a?. (22.B.30)



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. versio de 1s de maio de 2013, Capitulo 22 1137/2349

Agora, (22.B.28) afirma que [, € uma matriz ortogonal: (I;)~' = (I})*. Aplicando, portanto, (/;)~! a esquerda em
(22.B.29) segue que ¢ = 0. Chegamos assim a conclusao que

w 0 0 w 0 0
Iy = 0 ()22 ()23 = 0 )
ly
0 ()32 ()33 0

com w? =1+ a? (por (22.B.30)). Segue dai que

w 0 O
s%,(sP)T = 0 ,
GO
0

(s e " estdo definidos em (22.B.13) e (22.B.15)). Neste momento vamos fixar s® e s®, adotando
s = ST =S

Com isso, obviamente
I
s71("HT = 1.

Logo,
w 0 0
LT =10 1 0
0 01
Retornando a (22.B.16)
Loo B 00
a w 00
R,LR} = (22.B.31)
0 010
0 0 01
onde, recordando,
wo= DO g2, (22.B.32)

B

Resta-nos mostrar que a matriz do lado direito de (22.B.31) tem a forma de um boost de Lorentz, acompanhado
eventualmente de uma operacao de troca de paridade e/ou reversao temporal. E o que faremos agora.

Como R, LR] &um elemento do grupo de Lorentz O(1, 3), tem-se que det(R,LR]) = +1. Calculando o determinante
da matriz do lado direito (22.B.31) tem-se, entdo, wLoo — o = +1. Multiplicando-se por «/3 teremos wL%—W —a? = i%,
ou seja,

Pela segunda equacgdo em (22.B.32) isso implica
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os dois sinais + acima sendo iguais ao sinal de det(R,LR!). Porém, w & dado por /1 + a2 (vide (22.B.32)), mas a
escolha do sinal dessa raiz quadrada & independente do sinal de det(R,LR!). Ha, portanto, quatro situagdes possiveis
gue deveremos considerar separadamente:

la. Escolhendo det(R,LR]) = +1e w=+y1+ a2, (22.B.31) fica
V1+a? e 0 0

L = (R)T Ry . (22.B.33)

R, e R; sao elementos de SRot ~ SO(3), temos det(R,) = det(R;) = 1. Logo, neste caso temos det(L) = 1. Fora

isso Lgg > 1.
E conveniente escrever (22.B.33) de outra forma. Como « & um nGmero real arbitrario, vamos definir v € (-1, 1)
or
’ = a de modo que = Y (22.B.34)
e ————N a = — . .B.
V1+a? a V1—2
Teremos
Vi+a? e’ 0 0 ~yw) —vy(w) 0 O
a Vi+a?2 0 0 —vy(w) @) 0 O
= = Bi(v),

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1
onde

() = ——=
LAY

Como se V&, chegamos dessa forma aos boosts de Lorentz B;(v) utilizando apenas as propriedades definidoras do
grupo de Lorentz. Compare com o estudo do grupo O(1, 1), pagina 1050.

Com essa parametrizacao, (22.B.33) fica
L = (R)TBi(v)Ry , (22.B.35)

para R,, R, € SRot.
Ib. Escolhendo det(R,LR) =+1ew = —V1+a?, (22.B.31) fica

—V1+ a2 o 0 0

R,LRI = . (22.B.36)
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Logo, usando-se as matrizes P; e T definidas em (22.146) e (22.147), segue
V1+a? o 0 0

P\R,LRIT = : (22.B.37)

como facilmente se verifica. Dal, notando que T' e R, comutam (por que?), conclui-se que nesse caso temos
V1+a? Q 0 0

L = (PR,)" RyT . (22.B.38)

Assim, com a parametrizacao (22.B.34),
L = (PiR.)'Bi(v)R,T , (22.B.39)
para R,, R, € SRot. Note-se que neste caso temos det(L) = 1 com Loy < —1.

Ila. Escolhendo det(R,LR]) = —1e w=+y1+ a2, (22.B.31) fica
—V1+a? - 0 0

R,LR] = . (22.B.40)

Assim,

TR,LR] = : (22.B.41)

como facilmente se verifica. Nesse caso, entao,

L = T(R,)" Ry . (22.B.42)
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Assim, com a parametrizacao (22.B.34),

L = T(R,)TBi1(v)Ry ,

para R,, R, € SRot. Note-se que neste caso temos det(L) = —1 com Loy < —1.

I1b. Escolhendo det(R,LR]) = —1e w = —v/1+ a2, (22.B.31) fica

R,LRI =

Assim,

R,LRIP, =

como facilmente se verifica. Nesse caso, entao,

L = (RJ)"

Assim, com a parametrizacao (22.B.34),

IT@ -
0 —VIta?
0 0
0 0
VitaZ o«
a V1+a?
0 0
0 0
V1+a2 « 0
o Vi+aZ 0
0 0 1
0 0 0

A demonstraga@o do Teorema 22.10 esta assim completa.

L = (R)"Bi(v)P Ry ,
para R,, R, € SRot. Note-se que neste caso temos det(L) = —1e Loy > 1.

PRy .

Capitulo 22

1140/2349

(22.B.43)

(22.B.44)

(22.B.45)

(22.B.46)

(22.B.47)



