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presente capitulo visa apresentar ao estudante a nocao de medida de conjuntos, algumas de suas proprie-
dades basicas e exemplos elementares e, por fim, discutir uma construgao importante de medidas devida a
Carathéodory!. O caso importante da chamada medida de Lebesgue? é discutido com essa base no Capitulo
30, pagina 1591. Comecaremos com uma discussao parcialmente informal sobre os problemas bésicos por tras da nogao
intuitiva de medida de conjuntos.

29.1 O Problema da Teoria da Medida

Em uma primeira instancia, o objetivo da area da Anadlise conhecida como Teoria da Medida é dar fundamento as ideias
intuitivas de comprimento, area, volume etc. de subconjuntos de R". Grandezas como comprimento, area, volume etc.
de subconjuntos de R™ sao referidas genericamente como medidas de tais conjuntos e a Teoria da Medida cabe nao sé
apresentar definicoes precisas de tais conceitos mas também cabe determinar que classes de conjuntos sao mensurdveis,
ou seja, a quais conjuntos tais conceitos sao aplicaveis.

Talvez surpreenda ouvir pela primeira vez que conceitos como comprimento, drea e volume nao possam ser aplicados
a qualquer conjunto e que a manipulagao dos mesmos, se feita sem o devido cuidado, possa levar a situacoes paradoxais.
Entretanto, como mostra o exemplo do conjunto de Vitali, tratado logo adiante, existem, ja no simples caso da reta real,
conjuntos para os quais o conceito de comprimento nao pode ser definido. A dificuldade que temos de sequer imaginar
como devem ser tais conjuntos reside, talvez, no fato que os mesmos serem de construgéo incomum (a construc¢do, como
veremos, faz uso explicito do Axioma da Escolha. Vide pagina 72 da Segao 1.1.2.6).

A Teoria da Medida néo se restringe, porém, a tratar de conceitos geométricos como comprimento, area etc., sendo
que o conceito formal de medida de um conjunto extrapola em muito esse campo de aplicagoes, como veremos. Fora isso,
a Teoria da Medida nao se limita apenas ao estudo do conceito de medida e de conjuntos mensuraveis, mas tem como seu
mais importante objetivo formalizacao da teoria da integracao. Que os conceitos de medida e de integral sao conectados
diz-nos ja a velha nocao de integral definida como sendo o “area sob o grafico” de uma fungao. De fato, a teoria da
medida fornece material poderoso para um tratamento mais profundo do conceito de integral e de suas extensoes. Nestas
notas, o tratamento da Teoria da Integracao serd iniciado no Capitulo 32, pagina 1641.

Todos esses conceitos serao tratados de modo cuidadoso adiante, mas achamos por bem comecar mostrando ao
estudante a origem de toda a problematica: a existéncia de conjuntos nao mensurdveis.

! Constantin Carathéodory (1873-1950).
2Henri Léon Lebesgue (1875-1941).
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e O exemplo de Vitali

Considere-se o conjunto R dos numeros reais e seus subconjuntos. Temos uma nogao intuitiva clara do que seja o
comprimento de intervalos da reta real como (a, b) ou [a, b] ou [a, b) ou (a, b]. Em todos esses casos o comprimento é
o ntmero positivo (ou nulo) b — a. Para um intervalo I como aqueles acima, denotemos por m(I) o seu comprimento.
Assim, por exemplo, m([a, b]) = b — a, para todo a e b com b > a.

Se um conjunto A C R for formado pela uniao disjunta de dois intervalos I e J como os acima, é também intuitivo que
o comprimento de A seja dado por m(A) = m(I) + m(J), ou seja, pela soma dos comprimentos dos intervalos disjuntos
que formam A. Se A for formado por uma uniao disjunta contavel de intervalos I,, a € IN, entao, igualmente, é natural

dizer que o comprimento total de A é dado por

m(A) = Y m(l.).

a=1

Note-se que nao excluimos a possibilidade de A ser um conjunto com comprimento infinito, como é o caso da semirreta
[0, 00), que, alids pode ser escrita como a unido contével disjunta de intervalos de comprimento 1 do tipo [n, n+1) com
n € Ny. Conjuntos com comprimento zero, como conjuntos com um s6 elemento {z} também existem.

Dessas nocoes extraimos o seguinte principio: se um conjunto A puder ser escrito como uma unido disjunta contével
de outros conjuntos By, a € IN, que possuem um comprimento bem definido (finito ou néo), entdo o comprimento de A
deve ser dado pela soma dos comprimentos de cada B,, seja essa soma finita ou nao:

m(U Ba) = > m(Ba).

aclN a€N

Outra propriedade razodvel que devemos supor do conceito de comprimento de um conjunto é que se A e B sao
conjuntos e A C B entdo m(A) < m(B). Note que podemos ter a igualdade mesmo que A seja um subconjunto préprio
de B. Esse é, por exemplo, o caso dos conjuntos A = (1, 3) e B = [1, 3] onde tanto A quanto B tém o mesmo
comprimento, a saber 2.

Por fim, uma 1ltima condigao razoavel que o a no¢ao usual de comprimento de subconjuntos da reta deve satisfazer
é o de invariancia por translacoes. Seja £ C R. Denotemos por E,, ou por F + z, o conjunto E transladado por um
nimero = € R, ou seja:

E, = {yG]R, comy:a+:cparaalguma€E}.

Entao, é razodvel supor que m(E,) = m(E) para qualquer = € R.

O que vamos agora fazer é mostrar que existem subconjuntos da reta real para os quais nao ha a menor possibilidade
de definir um comprimento m que satisfaca os requerimentos razoaveis delineados acima.

O exemplo que construiremos é conhecido como exemplo de Vitali®. Vamos supor que a todo subconjunto E da
reta real possamos associar um comprimento m(E) com as condigdes mencionadas acima. Seja o intervalo I = [0, 1].
Definamos em I uma relagao de equivaléncia da seguinte forma. Dois pontos z e y, ambos elementos de I, sao ditos
equivalentes,  ~ y, se e somente se x — y for um nimero racional.

E. 29.1 Ezercicio. Prove que isso define de fato uma relacio de equivaléncia. "

O fato de termos assim criado uma relagao de equivaléncia em [ significa que I pode ser escrito como uma uniao
disjunta das classes de equivaléncia por essa relagdo. Usando o Axioma da Escolha (vide pigina 72 da Segao 1.1.2.6)
podemos construir um conjunto, que chamaremos de V', tomando um e somente um elemento arbitrario de cada classe
de equivaléncia de I. Obviamente, temos V C I.

Seja agora V. o conjunto obtido transladando-se o conjunto V' por um nimero r € Q. Vamos mostrar que V,, NV, = 0§
ser # scomr, s €Q, ouseja, que V. e V5 sao disjuntos se r e s forem elementos distintos de Q. Para ver isso,
suponhamos o contrario, ou seja, que exista um elemento v € V. N Vs. Como u € V, entao u = v + r, para algum
elemento v € V. Por outro lado, como u € V; entdo u = v’ + s, para algum elemento v’ € V. Portanto, v +r =v' + s
ev—1v" =s—r. Como s—r é um racional, entdo v ~ v'. Mas isso s6 é possivel se v = v/ pois, ao construirmos V,

3Giuseppe Vitali (1875-1932).
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tomamos um e somente um elemento de cada classe de equivaléncia de I, o que significa dizer que elementos distintos
de V' nao podem ser equivalentes. Por outro lado, se v = v’ a relagdo v — v’ = s — r diz que s = r, 0 que contraria as
hipé6teses. Logo V, NV, =0 ser, s € Q com r # s.

Vamos denotar por Q1 o conjunto de todos os nimeros racionais contidos no intervalo [—1, 1]: Q; = Q N [—1, 1].
Afirmamos que as seguintes relacoes de inclusao sao validas:

0,11 c WV cl1z2. (29.1)
reQ1
Vamos provar isso. A inclusio U V. C [-1, 2] é 6bvia pois V é um subconjunto do intervalo [0, 1] e, ao

reQ
transladarmos V' por um niimero r do conjunto Q; podemos no maximo cair dentro de [—1, 2].
A inclusdo [0, 1] C U V. pode ser vista da seguinte forma. Se x € [0, 1], entdo x pertence a uma classe de

reQ:
equivaléncia V. Seja v o elemento de V que foi escolhido para comparecer em V' como o representante de V. Como x e v

sdo membros da mesma classe de equivaléncia, entdo x — v é um racional s. Como z e v s@o elementos de [0, 1], entao
sua diferenca deve ser um elemento de [—1, 1]. Assim, vemos que s € Q;. Logo, z € V5 com s € Q1. Como isso vale

para todo = € [0, 1], segue que [0, 1] C U V.. como queriamos mostrar.
reQ
Que consequéncias isso tudo tem? Pela hip6tese que se A C B entao m(A) < m(B), segue de (29.1) que

w(i0, 1) < m U V) < min 2,
r€Q1

ou seja,

L<m| JV] <3,
reQy

Pelo que vimos acima a uniao U V., é uma unido disjunta e contdvel (pois os racionais sdo contdveis). Logo, pelas

reQ:
nossas hipéteses sobre m, temos que

m UVT :Zm(W).

reQq reQ

A desigualdade acima fica entao

reQ

Por fim, pela hipétese que m é invariante por translacoes, segue que m(V,.) = m(V) e, portanto,

1< > mV) < 3.

reQq

Agora, essa relagao é absurda pois ndo pode ser nunca satisfeita para m(V) > 0. Se m(V) = 0 a primeira desigualdade
é violada e se m(V') > 0 (ou infinito) a segunda o é pois a soma ¢ infinita.

O que estd errado? O erro estd em supor que se possa atribuir ao conjunto V um comprimento m (V). O conjunto
V', que é chamado conjunto de Vitali, ¢ um exemplo de um conjunto nao-mensurdvel. A ele nao é possivel atribuir um
comprimento, nem nulo, nem finito, nem infinito.

Para finalizar essa discussao fazemos notar que fizemos uso de modo crucial do Axioma da Escolha na construcao do
conjunto V acima. Em outros esquemas axiomaticos sobre a teoria dos conjuntos subjacente a Matematica o Axioma
da Escolha pode ser substituido por um outro axioma que impeca a construcao de conjuntos como V. Tais esquemas
conduzem, entretanto, a Matematicas em um certo sentido empobrecidas, nas quais varios resultados de interesse nao
podem mais ser estabelecidos.
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X kokxk ok

Para a leitura do que segue neste Capitulo é conveniente que o estudante esteja familiarizado com a nogao de o-algebra
e suas propriedades basicas. Vide Capitulo 28, pagina 1534.

29.2 Medidas de Conjuntos. Definicao, Exemplos e Proprie-
dades Basicas

e A definigao de medida

Uma vez visto que problemas com a mensurabilidade de conjuntos podem existir, vemo-nos forcados a tratar o
problema de conceitualizar a no¢ao intuitiva de medida reunindo instrumentos mais sélidos para sua abordagem.

Seja X um conjunto ndo-vazio e M uma o-dlgebra em X (para a defini¢do, vide Capitulo 28, pagina 1534). Vamos
apresentar o conceito formal de medida. Uma medida em M é uma fungao u que associa a cada elemento da o-algebra M
um ntmero real > 0 ou infinito, ou seja, u: M — R4 U {oo} e de tal forma que as seguintes condigoes sejam satisfeitas:

1. pu(0) =o0.

2. Se A;, i € IN, é uma colegdo contavel e disjunta de elementos de M entao

M(U An> = > u(An). (29.2)

nelN nelN

A propriedade 2 é por vezes denominada aditividade contdvel, ou ainda o-aditividade.

Uma palavra tem de ser dita aqui sobre o significado dessa definigao. Conforme vimos, hd conjuntos em R aos
quais nao podemos atribuir uma nocao razoavel de comprimento. O problema consiste entao em identificar classes de
conjuntos para os quais esta definicao pode fazer sentido sem que venhamos a cair em paradoxos como os envolvendo o
conjunto de Vitali. A experiéncia mostrou que o-algebras sdo justamente o ambiente ideal para desenvolver a nocao de
medida de conjuntos, sem que se recaia em dificuldades 1égicas. Dai restringirmos a definicao de medida a o-algebras.
A propriedade (29.2) é de importancia crucial para o desenvolvimento da teoria de medida (e como tal, um achado
histérico) e é chamada de propriedade de o-aditividade.

¢ Exemplos

Vamos a alguns exemplos béasicos de medidas.

1. A medida de contagem. Seja X um conjunto nao-vazio e M = P(X). Para E € M definimos

o numero de elementos de £, caso E seja um conjunto finito,
o, caso E nao seja um conjunto finito.
Entao, p. define uma medida em M (verifique!), a qual “conta” o nimero de elementos de cada conjunto E, daf

sua designacao.

2. A medida de Dirac*. em xy. Seja X um conjunto nio-vazio, seja M = P(X) e seja 29 um elemento de X. Para
E € M definimos

1, casoxp € F,

0, casoxg ¢ FE .

Entao, 0., ¢ uma medida (verifique!) que diz se o ponto xy fixado é um elemento de E ou ndo. Observe que
0z0(E) = pe(E N {x0}) para todo E € M.

4Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
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3. A medida de Dirac sobre um conjunto contdvel C. Seja X um conjunto nao-vazio, seja M = P(X) e seja C' um
subconjunto contavel de X. Para E € M definimos

o numero de elementos de ENC, caso £NC seja um conjunto finito,

0, caso E'N C nao seja um conjunto finito.

Entao, ¢ é uma medida (verifique!) que generaliza a medida ¢, acima. Observe que d¢(E) = p.(E N C) para
todo E € M.

4. Sejam «, 8 > 0 e seja X um conjunto nao-vazio que possua um subconjunto préprio ndo-vazio A (para isso basta
que X tenha mais de um elemento). Considere a o-dlgebra M = {0}, A, A¢, X}. Se definirmos (@) = 0, u(4) = a,
w(A) =B e u(X) =a+ f, entdo p serd uma medida em M. Mostre isso!

Por estes exemplos vemos que a nocao de medida extrapola a no¢cao geométrica de comprimento, area, volume etc. de
um conjunto, conceitos esses que, ademais, sé se aplicam a certos subconjuntos de R™. Outros exemplos mais elaborados
de medidas serao vistos adiante, em especial aqueles referentes justamente as nogoes geométricas de comprimento, drea
etc. de subconjuntos de R™. Tais medidas sao conhecidas como medidas de Lebesgue e serao discutidas adiante.

E. 29.2 FEzercicio. Sejam «, B e ~y trés objetos distintos (por exemplo, trés letras distintas do alfabeto grego). Mostre que

= {0, e 8). o 8.2}
é uma o-dlgebra em X = {a, 3, v}. Mostre que u : M — R, definida por
p@) =0, u({1}) =1 p({e, 8}) =0, p({a, ,7}) =1

é uma medida em M. o+

E. 29.3 Ezercicio. Sejam «, B e ~y trés objetos distintos (por exemplo, trés letras distintas do alfabeto grego). Mostre que

= {063, (o ), (a5
é uma o-dlgebra em X = {a, B, v}. Mostre que i : M — Ry, definida por
p(@) =0, p({v}) =2 u(ao B8})=1 un({e, 8,7}) =3

é uma medida em M. o+

E. 29.4 FEzercicio. Sejam «, B e ~y trés objetos distintos (por exemplo, trés letras distintas do alfabeto grego). Mostre que

M = {w, {0}, {8}, (). (o B}, {an 7. {6, 7} e B, 7}}

é uma o-dlgebra em X = {a, B, v}. Mostre que i : M — R4 definida por

p©0) =0, pa}) =0, u({B}) =0, u{y})=1,
p({e, 8}) =0, u({a,}) =1, uw{B }) =1, w({a B, 1}) =1

é uma medida em M. Constate que se trata da medida de Dirac centrada no elemento ~. "

e Propriedades basicas de medidas

Vamos agora extrair algumas consequéncias bésicas da definicdo de medida [455]. Abaixo, seja X um conjunto
nao-vazio, M uma o-algebra em X e p uma medida em M.
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1. Se Ay,..., A, é uma colegio finita de elementos disjuntos de M entao pu(A; U---U Ay) = p(Ar) + -+ + p(4y).

Prova. Defina-se A,, = ) para m > n. Entao, Ay U---UA, = U A;j e, portanto,
JEN

pA 0 0A) = p | U4 ] = YA = pA) -+ p(An)

JEN JEN
pois p(0) = 0.
2. Se A e B sao elementos de M e A C B entao u(A) < u(B).
Prova. Como A C B, segue que B = AU (A° N B), uma unido disjunta de elementos de M (por qué?). Logo, pelo
item anterior segue que pu(B) = p(A) + p(A°N B). Como u(A°N B) > 0, segue que u(B) > u(A).

3. Se A;, j € N, séo elementos de M com A; C Aj41 para todo j € N, entdo lim p(A,) = p(A), onde A = U A,
n—oo
nelN
Prova. Defina-se By = A; e B, = A, \ Aq—1 para a > 2. Entao, pelas hipéteses,

A, = BiU---UB, e A= | B,
aclN

onde, em ambos os casos, as unices sao disjuntas. Assim,

WA = B+ +uBy) e plA) = > u(Ba).
aclN

Portanto, p(A) = lim p(A,), como querfamos provar.
n—oo

4. Se A;j, j € IN, s@o elementos de M com A; 1 C A; paratodo j € IN, e se u(A;) for finito, entao lim p(A,) = p(A4),
n—oo
onde A = ﬂ A,.
nelN
Prova. Seja C, = Ay \ A,. Entéo, pelas hipéteses, C; C Cj41. Como vimos no item anterior, isso diz que

lim u(Cr) = p(C),

n— o0
onde C = U C, = A1 \ A. Temos agora que A; = A, UC, e A; = AU C, duas unides disjuntas. Portanto

aclN
w(Ap) + p(Cr) = p(A) 4+ u(C). Assim, nh_)II;O w(Ap) + nh—>Holo w(Cp) = p(A) + u(C) e, entao,

Jim pu(An) + p(C) = p(A) + p(C) .

Como p(Ay) é finito, entdo u(C) e p(A) também séo finitos (pois sdo subconjuntos de A;). Logo, podemos cancelar
w(C) da ultima igualdade e obtemos o desejado.

Os dois primeiros itens acima sao resultados desejados pela nocao intuitiva de medida. O pentltimo diz que a medida
de um conjunto mensuravel A pode ser aproximada “por dentro” pelas medidas de conjuntos mensuraveis que convergem
a A e o ultimo item diz que se um conjunto mensurdvel A tem medida finita e se ha conjuntos A, também com medida

finita que contém A e convergem a A entao também podemos aproximar a medida de A pela dos aproximantes externos
A,

e Férmula de Inclusao-Exclusao

O seguinte exercicio apresenta mais algumas propriedades gerais elementares de medidas. As expresses (29.4) e
(29.5), denominadas por vezes férmulas de inclusao-exclusdo, ou principio de inclusdo-exclusao, sdo usadas amitude, por
exemplo, na Teoria de Probabilidades e em Anélise Combinatdria.
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E. 29.5 Ezercicio. Sejam X um conjunto ndo-vazio, M uma o-dlgebra em X e p uma medida em M. Entdo, se A e B sdo
elementos de M tais que pu(A) < oo e u(B) < oo, mostre que

w(AUB) = p(A)+ pu(B) — n(ANB) . (29.4)
Mais genericamente, prove que vale para todo n € IN vale a seguinte afirmac¢do: se A1, ..., A, s3o elementos de M com u(Ag) < oo
para todo k=1, ..., n, entdo
n n
(Ua) =30 | 3 wunnan] 295)
j=1 k=1 1<iy <--<ip<n
Uma demonstracdo de (29.4) e (29.5) pode ser encontrada no Apéndice 29.A, pagina 1589. o,

No caso de a medida u ser a medida de contagem, (29.4) e (29.5) fornecem expressoes para o nimero de elementos de
unides de conjuntos finitos. Nesse contexto, (29.4) e (29.5) sdo por vezes denominadas férmulas do crivo de de Moivre®,
ou férmulas do crivo de Poincaré®-Sylvester”.

E. 29.6 Ezercicio. Mostre que (29.5) pode ser escrita como

u(OA]) = S iy (Ailm---ﬂAim) . (29.6)

Usando a Férmula de Inversio de Mdbius, Proposicdo 6.2, pdgina 392, mostre, por (29.6), que

1 <ﬁ Az) = Z (_1)‘J‘+1M (Ajl U"'UA]'\J\) ) (297)

e, portanto, que
[ <ﬂ A¢> = > (-p* S (AU U4y (29.8)
i=1 =1 1<ji < <qi<n

Essa dltima relagdo também pode ser provada diretamente, de modo andlogo a demonstracdo de (29.5) apresentada no Apéndice 29.A,
pdgina 1589. o,

¢ Quase em toda parte

Se X é um conjunto no qual estd definida uma medida p, uma afirmacao a respeito dos elementos de X que for falsa
apenas em um conjunto de medida p nula é dita valer quase em toda a parte em relacao a p, ou p-quase em toda parte.
Abreviadamente, escreve-se também g¢.t.p., ou p-q.t.p.%

29.3 Construindo Medidas. A Medida Exterior e o Teorema
de Carathéodory

H&4 muitos processos que permitem construir medidas com certas propriedades desejadas. Vamos aqui delinear um
tal processo, devido a Carathéodory®, que serd particularmente importante para a construcdao da chamada medida de
Lebesgue da reta real, a qual corresponde & nogao intuitiva de comprimento de conjuntos em RR. A construgao a que nos
referimos exige que introduzamos mais um conceito, o de medida exterior.

5Abraham de Moivre (1667-1754).

6 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

7James Joseph Sylvester (1814-1897).

8Em lingua inglesa usa-se a abreviacdo a.e.: “almost everywhere”.
9Constantin Carathéodory (1873-1950).
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o Medidas Exteriores

Uma medida exterior 7 em um conjunto nao-vazio X é uma funcao que associa a cada subconjunto de X um ntmero
real maior ou igual a zero ou infinito e de tal forma que:

1. () = o.

2. Se A C B entdo n(A4) < u(B).

3. Para qualquer colecao contdvel A;, j € IN, de subconjuntos de X tem-se que

pl U4 = domay).

JEN jEN
Antes de prosseguirmos, fagamos alguns comentarios.

e Um exemplo elementar de medida exterior, e que ilustrard o Teorema de Carathéodory, abaixo, é encontrado no
Exercicio E. 29.8 da pagina 1574.

e Enfatizamos que medidas exteriores sao definidas sobre a totalidade dos subconjuntos de X ao contrario de medidas,
que sdo definidas apenas sobre o-dlgebras em X (e que podem ser menores que P(X)).

e Uma outra distingdo relevante entre medidas exteriores e medidas é a seguinte. Seja A um conjunto e sejam
A; e Ay dois subconjuntos disjuntos préprios do conjunto A tais que A = A; U As. Entao, hé casos em que
(A) # 1(A1) + T(As). Esse fato é contrério & intuigdo por trés da nogdo de medida de um conjunto. Para uma
medida g isso nunca pode ocorrer se A, A; e As forem elementos da o-algebra dos conjuntos mensuraveis por pu,
pela prépria definigao de medida dada acima.

e Se A; e As sdo dois subconjuntos de X sempre temos que (A U As) < (A1) + 1i(Az). Isso é facil de se ver pela
defini¢do de medida exterior pois, tomando-se A; = () para j > 2 temos que A; U Ay = U Aj.
jEN

e Para um esquema de construcao de medidas exteriores, vide Secao 29.4, pagina 1579.

A nocao de medida exterior foi introduzida por Carathéodory, que desenvolveu boa parte da sua teoria.

A seguinte proposicao serd relevante quando construirmos a medida de Hausdorff no Capitulo 30, pdgina 1591.
Proposicao 29.1 Sefiy, A € A, for uma familia de medidas exteriores em X, entdo [t := sup @y € também uma medida

AEA
exterior em X. O

Prova. Como fiy (@) = 0 para todo A € A, segue que (D) := supyep {7\ (0)} = 0. Sejam A, B C X com A C B. Como
7ixn(A) < Tiy(B) para todo X € A, segue que Ji(A) := supycp{7iy(A)} < supyepa{fin(B)} = f(B). Por fim, sejam A, € X
para todo n € IN. Como 7y (U, ey An) < 2 nen Ba(An) para todo A € A, segue que

ﬁ(U An> = sup {m (U An>} < ig{ZﬁA(An)} < Y sup {7 (An)} = D T(An) -

nelN nelN nelN nelN AEA nelN

e O Teorema de Carathéodory

Vamos agora demonstrar o seguinte resultado fundamental e que é a verdadeira razao de ser do conceito de medida
exterior.
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Teorema 29.1 (Teorema de Carathéodory) ¥ Seja X um conjunto ndo-vazio e seja i uma medida exterior em X .
Considere Mz C P(X) a colecao de todos os subconjuntos A de X que tenham a sequinte propriedade: Para todo E C X

vale que
! w(E) = n(EnA)+u(EnA°), (29.9)

onde A° = X \ A. Entdo, My é uma o-dlgebra. Fora isso, i € uma medida em Mg. O

Antes de provarmos esse teorema, facamos algumas observagoes sobre o mesmo.

No enunciado do Teorema 29.1 a condigao (29.9) pode ser substituida pela desigualdade
WE) > n(EnA)+u(EnA°), (29.10)
pois, como i é uma medida exterior, vale sempre que (E) < ﬁ(E N A) + ﬁ(E N Ac), pois E = (E N A) U (E N AC).
Assim, (29.10) implica (29.9).

Apesar de o teorema acima nao ser, admitidamente, muito intuitivo, o mesmo fornece um método importante de
construcao de medidas. A razdo é que, como veremos no caso da construcao da medida de Lebesgue, é em muitos casos
mais ficil (um esquema de construgdo de medidas exteriores é apresentado na Secdo 29.4, pagina 1579) construir-se
primeiro uma medida exterior sobre um conjunto X que uma medida, o que exigiria a identificagao prévia de uma o-
algebra conveniente. O teorema acima ja permite exibir uma tal o-algebra, no caso My, para a qual & é uma medida.
Historicamente o teorema acima representou também uma simplificacao importante, especialmente na construcao da
medida de Lebesgue, dado que a mesma era originalmente alcangada por vias mais trabalhosas (identificando-se a
medida exterior com o que se chama de medida interior, da qual ndo trataremos aqui).

Um exemplo elementar que ilustra o Teorema de Carathéodory é encontrado no Exercicio E. 29.8 da pédgina 1574. O
estudante podera estudéd-lo antes de mergulhar na demonstracao do teorema.

A prova do Teorema de Carathéodory é um pouco longa e precisamos de um resultado preparatério.

Lema 29.1 Sejam A e B dois elementos de My. Entdo, AU B € também um elemento de My. O

Prova. Tudo o que queremos provar é que
A(E) = B(EN(AUB) + (BN (AUBY)
para um subconjunto £ C X genérico.
Seja E' o conjunto E' = (AU B) N E. Entao, como A € My, segue que
WE) = n(E'nA)+xu(E'NnA°),
ou seja,
A((AUB)NE) = ((AUB)NENA)+u((AUB)NEN A°) .

E facil de se ver agora (faca!) que
(AUB)NENA = ANE

e que
(AUB)NENA® = A°NENB.

Assim,
E((AUB)NE) = g(ANE) +a(A°NENB) .

Vamos fazer uso dessa iltima igualdade logo abaixo.

Notemos agora que, como A e B sao elementos de My, temos que

WE) = p(ANE)+nu(A°NE)

= H(ANE)+u(A°NENB)+u(A°NENB°).

10Em sua forma original esse teorema é devido ao matemético Constantin Carathéodory (1873-1950) e por isso vamos nomeé-lo assim,
ainda que tal denominagdo nao seja universal.
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Acabamos de ver que a soma dos dois primeiros termos da ultima igualdade vale ﬁ((A UuB)Nn E) e para o ultimo
termo vale ﬁ(AC NnB°N E) = ﬁ((A UB)‘n E), pois A¢N B¢ = (A U B)c. Assim, provamos que

WE) = 5(EN(AUB)) +a(EN(AUB)°),

que é o que queriamos demonstrar. |

Note que o resultado acima também diz que se Aq, ..., A, sao elementos de My entao o conjunto A; U---U A,
também ¢é elemento de My para qualquer n finito.

Passemos agora a prova do Teorema de Carathéodory.

e Prova do teorema de Carathéodory

Parte I. Vamos nesta parte I provar que o conjunto My ¢, de fato, uma o-dlgebra.

Em primeiro lugar, note-se que se A € My entao A° também é um elemento de My pois (A°)¢ = A e portanto, para
todo F C X,
A(EN(AY) +m(En(A9)°) = p(EN(A9) +m(ENA) = k),

por hipdtese. Assim, podemos também ver que tanto () quanto X sdo elementos de My pois, claramente, para qualquer
EcX
AE) = g(End) +a(En©)°)

dado que ¢ = X, que ENX = E, que ENQ = e que 1) = 0.

Vimos no Lema 29.1 que se A e B sao elementos de My entao AU B também o é. Como ANB = (Ac U BC)C entao
concluimos que A N B também é elemento de My, o mesmo valendo para A\ B pois A\ B = AN B°.

Resta-nos provar que se {A4;, j € IN} é uma colec@o contével de elementos de My entdo A = U A; também o é.

JEN

Seja E um subconjunto genérico de X. Claramente temos que E = (E N A) U (E N A°), o que, pelo que observamos
acima, significa que u(E) < ﬁ(E N A) + ﬁ(E N Ac). Tudo o que precisamos fazer, entdo, é provar que n(E) >
ﬁ(E N A) + ﬁ(E N AC) o que significaria entao que A € My, como queremos provar.

Para provar esta desigualdade, observemos primeiro que, para qualquer conjunto E’ e qualquer elemento A de My
vale, por defini¢do, n(E') = ﬁ(E’ N A) + ﬁ(E’ N Ac). Dali, tomando-se E’ da forma £/ = (AUB)NE, com EC X e
A, B € Mz com AN B = (), temos

A((AUB)NE) = p(ANE)+u(BNE),
pois, como AN B =0, tem-se que (AUB)NENA=ANEe(AUB)NENA°=BNE.

E. 29.7 Ezxercicio. Verifique estas dltimas afirmativas. "

Isso significa, em particular, que se By, ..., B, sao elementos disjuntos de My, entdo

ﬁ(Eﬂ(Blu---UBn)> =aENDB)+---+a(ENB,).

Vamos definir By = A;, B, = A, \ (Al U---u An_l) para n > 2. Entao, pelo que ja observamos, cada B; é elemento
de Mz e BiNB; =0 se i # j. Fora isso,
Us =4

ieN ielN
n
Como cada B; é elemento de My, entdo ja vimos que para cada n finito U B; € Mg, ou seja,

i=1

A(E) = ﬁ(“ (L_JB>> W(Em <L—JB>>
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para todo E C X. Agora

(o0 (00) - S
Us) ) =#(so(42))

C n C
C (U Bi> (justifique!) .

i=1

pois os B;’s sao disjuntos.

Por outro lado

dado que

-

i€IN

Logo, vimos que

ﬁ(E)Zg (B;NE)+ (Em(UB)).

i€eIN

Como essa desigualdade vale para qualquer n, segue que

i:: (B; N E) +M<EQ<UBi>C> :

i€IN

Por fim, pela prépria definicao de medida exterior, temos que

i (B,NE) > u(Eﬁ (UB)) (justifique!)

i€eIN

(oo (W) oelen(ye) )
(en(a) oo ) )

e, portanto,

v

a(E)

1573/3025

Isso é exatamente o que querfamos provar. Assim, mostramos que Mg ¢é de fato uma o-dlgebra e a prova da parte /

do teorema esta completa.

Parte II. Vamos nesta parte I provar que a medida exterior é de fato uma medida quando restrita aos elementos da

o-4lgebra M.

Tudo o que queremos provar ¢ a propriedade seguinte: se B;, i € IN, sao elementos disjuntos de Mg,

ﬁ(U Bz-> = > B

€N i€IN

Pelo que ja vimos na parte I, temos que

wE) > i (B;NE) +u<Eﬁ<UB>C>

i€eIN

(o)) oo (4

= pE),

Y]

entao
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onde a tltima igualdade é precisamente a afirmativa que foi provada na parte I. Assim, como f(E) aparece no comego

“ 2

e no fim da cadeia de desigualdades, todos os simbolos de “>" podem ser substituidos por simbolos de igualdade “=
(justifique!). Ou seja, temos que

a(E) = Zﬁ(BmE)Jrﬁ(Eﬂ (U Bz-> ) :

i=1 i€IN

Como isso vale para todo E C X, tomemos, em particular, £ = U B;. A dltima férmula fica

ielN
oo
7 (U Bz-) S
ielN i=1
que é exatamente o que queriamos provar. Isso completa a prova do Teorema de Carathéodory. |

*

No Capitulo 30 vamos ilustrar o uso do Teorema de Carathéodory, Teorema 29.1, pagina 1571, na construgao de uma
medida muito importante: a medida de Lebesgue da reta real. O Teorema de Carathéodory pode ser utilizado em varias
outras construgoes de medidas, as mais notaveis talvez sejam medidas em conjuntos fractais, conjuntos que nao possuem
dimenséao (de Hausdorff) inteira, tais como o conjunto de Cantor!!, a Estrela de Koch'? (Fig. 29.1) e outras. A Estrela
de Koch tem dimensao (de Hausdorff, vide Se¢ao 30.2, pagina 1596) igual a In(4)/In(3)

Figura 29.1: A Estrela de Koch.

O Teorema de Carathéodory, Teorema 29.1, pagina 1571, permite a constru¢ao de uma medida em uma determinada
o-algebra e seria 1til conhecer critérios que permitam obter mais informagoes sobre os elementos dessa o-algebra. No caso
de espagos métricos uma informagao importante pode ser obtida para o caso das chamadas medidas exteriores métricas,
a saber, que todos os conjuntos Borelianos!'?® sio mensuraveis no sentido de Carathéodory, ou seja, satisfazem a condicio
(29.9), pagina 1571. Disso trataremos na Segao 29.3.1, pagina 1576.

e Uma ilustragao elementar do Teorema de Carathéodory

O seguinte exercicio-exemplo ilustra o Teorema de Carathéodory.

E. 29.8 FEzercicio-ezemplo.  Sejam «, [ e v trés objetos distintos (por exemplo, trés letras distintas do alfabeto grego). Seja
X =A{a, B, 7} e seja

P(X) = {@, {0} 18}, (). Lo B3, {an 4}, {5, 7. {a 5 v}}~

1 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).
2Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924).
13 A nogdo de conjunto Boreliano é introduzida & pagina 1544.
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Mostre que &z : P(X) — R4, definida por

B0) =0, B({a})=1, m{B}) =1, m({r}) =2,
ﬁ({Oé, ﬁ}) =1, ﬁ({av ’Y}) =3, ﬁ({ﬁy ’7}) =3, ﬁ({av B: ’7}) =3

é uma medida exterior em P(X). Podemos, ent3o, nos perguntar: quais conjuntos A C X tém a propriedade de Carathéodory
a(E) = a(ENA)+u(EnA°) (29.11)

para todo E € P(X)? Mostre explicitamente (ou seja, analisando caso-a-caso) que os elementos de

= {0, 0 (e 8). o 5.2}

possuem a propriedade (29.11). Mostre agora que

1. Para A = {a} a propriedade (29.11) falha com E = {«, 3, v} e com E = {«, S}.
2. Para A = {B} a propriedade (29.11) falha com E = {a, 8, 7} e com E = {a, }.
3. Para A = {«a, v} a propriedade (29.11) falha com E = {a, 3, v} e com E = {«, B}.
4. Para A = {f, v} a propriedade (29.11) falha com E = {a, 8, v} e com E = {«a, B}.

Assim, apenas os elementos de M, acima, possuem a propriedade de Carathéodory.

Os fatos, garantidos pelo Teorema de Carathéodory, que M é uma o-algebra e que & restrita a M, ou seja

0 =0, z({v}) =2, m({a, B}) =1, (e, B8,7}) =3

é uma medida em M, podem agora ser facilmente verificados diretamente e, de fato, ja o fizemos no Exercicio E. 29.3, pagina 1567.

e Medidas completas

Uma medida g em uma o-algebra M é dita ser uma medida completa se para todo A € M com a propriedade que
u(A) = 0 valer que todo B C A é também elemento de M. Naturalmente, para um tal B vale u(B) = 0. Em palavras
mais simples, p é completa se qualquer subconjunto de um conjunto de medida nula for também mensuravel, em cujo
caso ele também tem medida nula.

Um exemplo de uma medida nao-completa é aquele encontrado no Exercicio E. 29.2 da pagina 1567. Aquela medida
nao é completa pois {a, S} é um conjunto de medida nula, mas possui subconjuntos, {a} e {8}, que nao sdo elementos
de M.

Esse exemplo, ainda que um tanto elementar, ilustra que para uma medida ser completa deve estar definida em uma
o-algebra rica o suficiente para poder conter todos os subconjuntos dos conjuntos de medida nula. O Exercicio seguinte
ilustra isso.

E. 29.9 FEzercicio. Mostre que a medida definida no Exercicio E. 29.4, pigina 1567, é completa. Compare com a medida do
Exercicio E. 29.2, pagina 1567, em particular, compare as o-algebras desses dois exercicios. o,

A medida do Exercicio E. 29.3, pdgina 1567, é completa pois 14 () é o tinico conjunto de medida nula. A razao profunda
daquela medida ser completa, porém, esta relacionada ao fato, estudado no Exercicio E. 29.8, pagina 1574, que aquela
medida provém de uma medida exterior. Esse é o nosso préximo assunto.

e Medidas completas e o Teorema de Carathéodory

Mostraremos que qualquer medida construida pelo procedimento de Carathéodory, ou seja, a partir de uma medida
exterior, é completa. Isso é o contelido do seguinte teorema:

Teorema 29.2 Seja 11 uma medida exterior em um conjunto ndo-vazio X e sejam My e p a o-dlgebra e a medida
associadas a i pela construgdo de Carathéodory. Entdao, p € completa, ou seja, se A é um conjunto p-mensurdvel e
1(A) =0 seque que todo B C A € também p-mensurdvel (um fato nao trivial!) e u(B) = 0. a
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Prova. Para provar a afirmativa note que, se E C X e B C A com A sendo p-mensuravel, entdao

GENB) < WENA) < WA = wA) =0, (29.12)
R(ENB°NA) < pu(d) = p(4) =0, (29.13)
AENA) < T(A) = pA) =0, (29.14)

pois ENB°NA e ENA sao ambos subconjuntos de A e, para medidas exteriores, vale que se M C N entéo (M) < u(N).
Logo,

H(ENB)+a(EnBe) =Y

A(E N B°)
A ¢ p-mensurével B(ENB°NA°)+r(ENB°NA)

B(EN(BUA)F)+m(ENB°NA)

bed A(ENA°) +7(EN BN A)
(29.13) (BN A°)
(20.19)

A(ENAS) +a(ENA)
A ¢ u—m:ensurével _(E)

Assim, estabeleceu-se que para todo E C X vale u(E) = ﬁ(E N B) + ﬁ(E N BC) e, portanto, B é p-mensuravel. O fato
que p(B) = 0 é agora trivial pois B C A e, portanto, u(B) < u(A4) = 0. |

Nota. Nao poderfamos logo de partida ter concluido que p(B) = 0 do fato que B C A e, portanto, u(B) < u(A) = 0, pois nao estava ainda
estabelecido que B era p-mensurédvel e que u(B) estivesse definido. »

A medida de Lebesgue, que construiremos no Capitulo 30, é completa, pois é também construida por uma medida
exterior, seguindo Carathéodory. J4 a medida de Borel-Lebesgue, também tratada naquele capitulo, nao é completa.

29.3.1 Medidas Exteriores Métricas e Conjuntos Borelianos

De grande importancia em aplicagoes sao medidas exteriores definidas em conjuntos dotados de uma métrica e que
tenham uma relacao cordial com a topologia induzida por essa métrica. Nesta secao discutiremos uma classe de medidas
exteriores com essa caracteristica, as chamadas medidas exteriores métricas. A grande importancia de medidas exteriores
métricas reside no fato, demonstrado no Teorema 29.3, pagina 1578, que todo conjunto Boreliano (em relacao & topologia
induzida pela métrica) é mensurdvel no sentido de Carathéodory, ou seja, satisfaz a condigdo (29.9), pagina 1571. A
nogao de conjunto Boreliano é introduzida a pagina 1544. Assim, a o-dlgebra dos conjuntos mensuraveis por uma medida
exterior métrica contém a o-dlgebra de Borel.

e Medidas exteriores métricas

Seja M um conjunto nao-vazio dotado de uma métrica d e seja 74 a topologia induzida em M pela métrica d. Dados
dois conjuntos A, B C M definimos a distancia'? de A a B, denotada por d(A, B), por

d(A, B) = mf{d(a, b), acA be B} :

Se A e B forem tais que d(A, B) > 0, ou seja, se forem tais que inf{d(a, b), a € A, b € B} > 0, entao os fechos de A e
de B nao tém pontos em comum: AN B = ). De fato, se inf{d(a, b), a € A, b € B} > 0 e existir ¢ € AN B, existirao

1 Atengao: apesar do nome, nio se trata de uma métrica (no sentido usado em Topologia) na colegio de todos os subconjuntos de M.
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uma sequéncia a,, € A que converge a ¢ e uma sequéncia b, € B que convergem a c. Logo, pela desigualdade triangular
d(an, by) < d(an, ¢) +d(e, by), e lim d(an, b,) =0, contrariando inf{d(a, b), a € A, b € B} > 0.
n—oo

Uma medida exterior i em M ¢é dita ser uma medida exterior métrica (em relagdo a métrica d) se para todos os
conjuntos A, B C M que satisfizerem d(A, B) > 0 valer

w(AUB) = u(A) +u(B) . (29.15)

Uma sequéncia de conjuntos A,, € M é dita ser uma sequéncia crescente se A, C A,41 para todo n. Para uma
sequéncia crescente de conjuntos vale nh—>Holo A, = U A,,. Vide Proposigao 1.15, pagina 100.
meN
O lema técnico a seguir tem consequéncias importantes a respeito da mensurabilidade de conjuntos Borelianos, das
quais trataremos logo abaixo.

Lema 29.2 Sejam M um conjunto ndo-vazio dotado de uma métrica d, 14 a topologia em M induzida por d e i uma
medida exterior métrica em M. Seja {A,, n € N} uma sequéncia crescente de subconjuntos de M com a propriedade

d(An, A\ Any1) > 0 (29.16)
para todo n € IN, onde A= lim A, = U A,,. Entao,
n—oo
meN
u(n11_>n;0 An) = nh_,H;OM(A") . (29.17)

Prova. Defina~se uma nova sequéncia {B,,, n € IN} de subconjuntos de M por By = Aj, B = A \ Ak—1, k > 2. Pela
definicao vale, evidentemente, que
B C A (29.18)

para todo k, e que, paral — k > 2
By C A\ Ag1 (29.19)

pois B = Aj\ Aj—1 C A\ A1 C A\ Aj41 a tltima relagdo sendo devida a A;—1 D Ag41. Segue disso que
d(By, B;) > 0 paratodos kelcoml—Fk > 2, (29.20)

pois para [ — k > 2 vale

d(Bk; Bl) = mf{d(:c, y)a VS Bka JAS Bl}

(29.18)—(29.19) (29.16)
> mf{d(:c, y), =€ Ag, yGA\AkH} =: d(Ak, A\AkH) >

Por (29.15), segue de (29.20) que f@(By U Bs) = [i(B1) + 1i(Bs) e i(B2 U By) = i(B2) + 1(B4) e, por indugao, segue
também facilmente que

ﬁ(U Bga_1> = D H(Ba-1) e ﬁ(U B%) = > (B2) (20.21)

para todo m > 1.

H4 dois casos a considerar: 1. quando pelo menos uma das somas em (29.21) diverge para m — oo e 2. quando ambas
as somas em (29.21) convergem para m — 0.

No caso 1., observe-se que para todo k,

k
A = |JBa. (29.22)
a=1



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 17 de junho de 2025. Capitulo 29 1578/3025

Logo, para todo m tem-se Agp—1 D || Boa—1 € Aam D U, Baa. Portanto,

Ti(Agm 1) > ﬁ(U BM) C2Y S i(Boa) e (Asm) > ﬁ(U Bga> F2Y S (Baa) -

a=1 a=1 a=1 a=1

Consequentemente, se qualquer das somas em (29.21) divergir quando m — oo teremos lim (A, ) = oo, o que implica
n—oo

i(A) = oo pois, como A D A, para todo n, vale i(A) > 1(A4,), também para todo n. Nesse caso terfamos, entao,
(A) = lim 7(A,) = oo, provando (29.17) para o caso 1.
n—oo

No caso 2 procedemos da seguinte forma. Segue de (29.22) que
oo [ee]
a=1 a=j+1

para qualquer j. Logo,

pA) =m| A0 | B <mA)+m| | Ba| < EA)+ D BB, (29.23)
a=j+1 a=j+1 a=j+1
sendo a soma ao lado direito convergente, por hipétese. Pela mesma razao, vale lim Z 7 (B,) = 0 e, portanto,
j—oo
a=j+1

segue de (29.23) que Ti(A) < lim %(A;). Do fato que A D A, para todo n, segue que (A) > 7i(Ay), implicando que
J—00
(A) > lim 7i(Ay). Essas duas dltimas desigualdades implicam (29.17) para o caso 2. |
n—oo

e Mensurabilidade de conjuntos Bolerianos para medidas exteriores métricas

Teorema 29.3 Sejam M um conjunto nao-vazio dotado de uma métrica d, T4 a topologia em M induzida por d e seja
7t uma medida exterior métrica em M. Entdo M[rq] C Mg, ou seja, os conjuntos Borelianos de M (segundo a topologia
Ta) sGo mensurdveis para a medida exterior métrica . a

Prova. E suficiente demonstrarmos que todo aberto A € 74 satisfaz a condicao de mensurabilidade de Carathéodory
(29.9), pagina 1571, para todo E C M, pois isso garante que 74 C My, o que implica que M[rg] C Mg. Para tal, é
suficiente provarmos que n(E) > n(E N A) + n(E N A°) para todo A € 74 e todo E C M, pois a desigualdade oposta
A(E) <m(ENA)+n(EnNA°) é sempre satisfeita para uma medida exterior 7.

Para cada m € IN, seja F,, C EN A o conjunto
E, = {ac e En A| d(x, y) > 1/m para todo y € AC} )

Claramente, para todo = € E,, e para todo y € EN A° C A€ vale d(z, y) > 1/m e, portanto, d(Em, EN AC) > 1/m.
Logo, por 7t ser uma medida exterior métrica, vale

A(EmU(ENA%) = a(Ey) +a(ENA%) . (29.24)

Porém, como E,, C EN A, segue que E,, U(ENA®) C (ENA)U(EN A°) = E e, portanto, fi(E, U (ENA°)) < a(E).
Assim, estabelecemos por (29.24) que para todo m € N,

WE) > w(En) +r(ENA°). (29.25)

Como se vé, se provarmos que lim fi(E,,) = f(E N A), teremos por (29.25) que fi(E) > m(E N A) + u(E N A°) e a
m—0o0
demonstragao do Teorema 29.3 estard completa. No que segue estabeleceremos isso em trés passos sucessivos.

O primeiro passo é notar que vale
ENA = |J En. (29.26)
meN
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Para provar isso, lembremos que para todo m tem-se E, C EN A e, assim, trivialmente, {J,,cy Em C EN A. Por
outro lado, se x € EN A entdo existe r(x) > 0 tal que todo z € M com d(z, =) < r(z) também pertence a A, pois A é
T4-aberto, por hipétese!. Logo, para todo y € A¢ forgosamente vale d(y, ) > r(z). Assim, se z € EN A existe algum
m grande o suficiente tal que d(y, x) > 1/m para todo y € A°. Isso equivale a dizer que se x € EN A, entdo = € Ey,
para algum m. Logo, ENA C U,,cy Em, provando (29.26).

O segundo passo é observar que,
lim F,, = ENA, (29.27)

m—r0o0

pois, como a sequéncia de conjuntos E,, é crescente, ou seja, E,, C E,,, para todos m < m/, segue que U E, =

meN
lim E,, e, de (29.26), segue imediatamente (29.27).
m—o0
No terceiro passo provamos que para todo m € IN vale
d(Em, (ENA)\ Ept1) > 0. (29.28)

De fato, notemos que se z € (EN A) \ Ep,4+1 entdo, pela definigdo de E,, 41, existe pelo menos um ponto y € A° tal que
d(z, y) < 1/(m +1). Logo, para qualquer = € E,, teremos pela definicao de E,, que d(z, y) > 1/m. Da desigualdade
triangular segue que d(z, y) < d(x, z) + d(z, y) e, portanto, que

1 1

d > d —d R
(@, 2) > dlw, ) = dlz, y) > ————

Assim,
1 1
d(Em, (ENA)\ Ep, :'f{d, 2 €En, ENA\E, }>—— >0,
(B, (BOA)\ Bnit) = inf {d(e, 2), 2 € B, 2€ (BAA\ B} > - - ——
provando (29.28).
Por (29.27), (29.28) e pelo Lema 29.2, pagina 1577, vale
u(EﬂA) = mlgnoo,u(Em) .
Logo, de (29.25) segue que
A(E) > lim 7(En) +E(ENAY) = A(ENA) +a(EN A7)
completando a demonstragao. |

29.4 Um Esquema de Construcao de Medidas Exteriores

Vamos nesta secao descrever um procedimento de construcao de medidas exteriores que é aplicdvel em diversos contextos,
em particular, na construcao das medidas de Lebesgue e de Hausdorff, das quais trataremos no Capitulo 30, pagina 1591.
Comegamos com uma proposicao util. Lembramos que a construcao de medidas exteriores é relevante por permitir a
construcao de medidas, como descrito no Teorema de Carathéodory, Teorema 29.1, pagina 1571.

Proposicao 29.2 Seja X um conjunto ndo-vazio e seja uma cole¢io ndo-vazia R C P(X) de subconjuntos de X, com () €
R. Denotemos por S, a colecao de todos os subconjuntos contdveis de R. Seja uma fungao h : R — R U{oo} = [0, o],
com h(0) = 0. Defina-se uma func¢io H : Sy — R4 U{oco} da sequinte forma: para cada R = {R, € R, n € N} € Gn

tem-se
H(®R) = > h(Rn). (29.29)
R,ER

Entao, valem

1. H{0}) =0.

150 estudante deve atentar para o fato que somente nessa passagem é evocado que A é Tg-aberto.
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2. Se R® € Gy para todo b € IN, entdo

H (U be> < > HR). (29.30)

beN belN

Prova. Que H({0}) = 0 segue de h()) = 0. Se R® € Gux, entdo é da forma R* = {R. € |, n € N}. Logo,
Upew R® = {R € R, n € N, b € N}. Portanto, H (UyenR®) = 3 1(RY), a soma 3" sendo feita entre elementos
distintos de {RY € R, n € IN}. Agora, claramente 3 h(R5) < 3y o 3=, e A(RY) = 3o H(R?), provando (29.30). M

Seja X um conjunto nao-vazio. Se A C X, A # (), dizemos que uma colecao contével de conjuntos B = {B,, C X, n €
IN} é um recobrimento contdvel de A se sua unido contém A: {B, C X, n € IN} é um recobrimento contével de A se
UnelN B, D A. Por convengao, diremos que {}} é um recobrimento (contével, pois s6 possui um elemento) de ().

O teorema a seguir descreve um esquema para a construgao de medidas exteriores.

Teorema 29.4 Seja X um conjunto ndo-vazio. Vamos supor que exista uma a cole¢do ndo-vazia R C P(X) de subcon-
juntos de X, com as sequintes propriedades:

1. P eR.

2. Se G, denota a cole¢io de todos os subconjuntos contdveis de R (ou seja, cada R € Gy € uma colegdo contdvel
{B,, € R, n € N} de elementos de R), entao existe uma funcao H : Sy — Ry U{oo} com as sequintes propriedades:

(a) H({0}) = 0.
(b) Se R® € &x para todo b € N, entdo

H (U be> < > H(R). (29.31)

beN belN

(Lembrar que se R® € &g para todo b € N entdo Usen RY € G, pois unides contdveis de conjuntos contdveis sio
também contdveis. Assim, H (UbE]N Rb), acima, estd bem definida).

3. Todo A C X possui ao menos um recobrimento contavel por elementos de R. Para cada A C X denotemos por
Cn(A) € Gn a colecao (nio-vazia) de todos os recobrimentos contdveis de A por elementos de R.

Com isso, defina-se para cada A C X,
H(A) = Tig(A) = mf{H(fR), Re th(A)}. (29.32)

Entao, a aplicagao T : P(X) — Ry U{oo}, definida em (29.32), é uma medida exterior em X. O

Antes de apresentarmos a demonstracao do Teorema 29.4 fagamos alguns comentérios.

1. Cada R € €x(A) ¢ uma colegao contével {B, € R, n € N} de elementos de R tais que Up, 5 m O A. Note
também que, como €x(A) € Gx, entdo Cx(A) pertence ao dominio de definigao de H.

2. Note que se {R?, b € IN} for uma colegio contével de elementos de € (A), entdao (J,oy R é também elemento de
Cx(A):
se R® € €x(A), VbeN, — U e en(4). (29.33)
beN

3. No Teorema 29.4, a fungao H desempenha um papel especial, pois iz é definida como o infimo entre certos valores
de H. Em algumas situagoes concretas, e tal é o caso das medidas de Lebesgue e Hausdorff que discutiremos
no Capitulo 30, pagina 1591, a funcao H é definida a partir de uma funcao h, dotada de significado geométrico,
definida nos elementos de R, tal como descrito na Proposicao 29.2, em especial, em (29.29). E importante observar
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que os fatos provados na Proposi¢ao 29.2 sobre a fungdo H definida por (29.29) s@o precisamente aqueles requeridos
da funcao H no Teorema 29.4. Assim, as hip6teses sobre H usadas no Teorema 29.4 podem ser substituidos pelas
hipéteses sobre h usadas na Proposi¢ao 29.2, com H agora sendo definida por (29.29). As construgoes das medidas
de Lebesgue e Hausdorff do Capitulo 30, pagina 1591, seguirao essas ideias.

4. Afirmamos acima que a funcao h tem, por vezes, um significado geométrico. Ilustramos isso com o que ocorre no
caso da medida de Lebesgue em R"™ (vide Capitulo 30). A colecdo R é uma cole¢do de cubos n-dimensionais e,
para um tal n-cubo R, a funcdo h(R) fornece o volume de R. Assim, H(R) fornece a soma de uma cole¢ao contédvel
R de n-cubos e i(A4) é o menor valor possivel (o infimo) de H(R) dentre todas as cole¢oes contaveis de n-cubos
que recobrem A.

Prova do Teorema 29.4. Em primeiro lugar, como {(}} é um recobrimento contavel de (), vale H({}}}) = 0. Assim, pela
definigao de 7, segue que (M) = 0.

Em segundo lugar, se A C B, entdao €x(B) C €x(A) pois se uma cole¢io R € R recobre B, entdo também recobre
A. Logo,
inf  {H(®R) < inf {H®R)},
ﬂzel@r;ln(A){ (R} < JQEIQ‘I;(B){ (R)}

provando que 7i(A) < (B).

Falta-nos apenas provar que & (U AZ-) < Z 71(4;) onde A; sdo subconjuntos de X. Observemos primeiramente que
ieN i€N

se A é um subconjunto qualquer de X, entdo pela definicao de infimo de um conjunto de nimeros, podemos encontrar

para qualquer ntmero real positivo r dado pelo menos um R € €y (A4) tal que H(R) < m(A) +r.

Isto posto, fixando € > 0 existe para cada b € IN um R® € €x(4,) tal que

H(RY) < ﬁ(Ab)—i—%. (29.34)

Pela hipétese (29.33), a colegio J = U R’ é também uma colecdo contavel de conjuntos que cobrem o conjunto U A;
beN i€IN

e, portanto, pertencem a Cgy <U Ai> . Fora isso,

i€N
(29.31) =° (20.34) 2, € B
HE) "< Y H®R) <Y (BA) +55) = YA +e. (29.35)
b=1 b=1 bEN
Como J € €n (U AZ-), segue que
ieN
(29.35)
il JAi| = mf{H®R), Reen ([ JAi | < H@ < D A(A)+e
i€N i€N bEN
Como isso vale para qualquer € > 0, segue que
. (U Ai) < YA
€N belN
Isso completa a prova que @ é uma medida exterior. |

A Proposigao 29.2 e o Teorema 29.4 ensinam-nos quais ingredientes devem ser reunidos para a construgao de uma
medida exterior em X: 1. uma colecao R de conjuntos de X; 2. uma funcao positiva h definida em ‘R, ingredientes estes
que devem satisfazer as condigoes da Proposicao 29.2 e do Teorema 29.4. No Capitulo 30, pagina 1591, esse esquema
sera ilustrado em exemplos importantes.
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29.5 Medidas sobre Anéis e suas Extensoes

Nesta secao faremos uso da nogao de anel conjuntos e de outros sistemas de conjuntos introduzidos na Secao 1.2, pagina
101. Apresentaremos aqui mais uma consequéncia util da construgdo de Caratheodory enunciada no Teorema 29.1,
péagina 1571, a saber, apresentaremos um procedimento de construgao de medidas sobre o-algebras a partir de medidas
construidas sobre anéis que a gerem e apresentaremos condigoes sob as quais essa construcao é tnica. Esse tipo de
construcao é empregado, por exemplo, na construgao das chamadas medidas produto.

Nosso resultado principal é o Teorema 29.5, pagina 1583. Antes, introduzamos algumas nogoes necessarias.

e Medidas sobre anéis

Seja X um conjunto ndo-vazio e R um anel sobre X que contenha o conjunto vazio. Uma fungao p : R — R4 U{+o0}
é dito ser uma medida sobre o anel R se satisfizer:

L p(®) =0,
2. Se A,,, n € IN, é uma colegio de elementos de R disjuntos dois-a-dois (i.e., A;N A, = B se a # b) e se Unen An € R,
entao
nelN neN

A segunda propriedade é denominada o-aditividade.

Como discutiremos, sob hipdteses adequadas medidas sobre anéis podem ser estendidas a o-dlgebras.

e Conjuntos monotonamente alcancaveis por um anel.

Seja X nao-vazio e R um anel em X. Disemos que Y € P(X) é monotonamente alcangdvel por R se existir uma
colecao contével A,, n € IN, de elementos de R que seja crescente (i.e., A, C A, sempre que n < m) e tal que
Y C U,en An- Analogamente, dizemos que o préprio X é monotonamente alcangdvel por R se existir uma colegdo
contavel A,, n € N, de elementos de R que seja crescente (i.e., A, C A,, sempre que n < m) e tal que X = |J, ey An-
Se X é monotonamente alcangdvel por R entao, evidentemente, todo ¥ C X é monotonamente alcangavel por fR.

Comentamos que se X é monotonamente alcangavel por um anel R em X, entdo R nao é necessariamente uma
algebra, pois nao é necessariamente véalido que X € R. No entanto, se X é monotonamente alcangavel por R, entao o
o-anel R?[R] gerado por R coincide com a o-dlgebra A7 [R] gerada por R. De fato, nesse caso é evidente que X € R7[R]
o que faz de R[R] uma o-dlgebra que contém MR. Logo, RI[R] D A?[R]. Como, naturalmente, toda o-dlgebra é um
o-anel, A7 [R] é um o-anel que contém R e, portanto, temos também A [R] D R7[R]. Isso estabelece R [R] = A7 [R].

e Medidas o-finitas sobre anéis

Seja X um conjunto nao-vazio e seja 2 uma o-algebra ou um anel contendo o conjunto vazio e seja u uma medida
sobre 2(. Um elemento A € 2 é dito ser p-o-finito se existir uma sequéncia de conjuntos {B,, € A, n € N} tal que
A C U,en Bn e tal que u(By,) < oo para todo n € IN.

Uma medida g em 2 é dita ser o-finita se para cada A € 2 existir uma colec¢ao contdvel de conjuntos {B,, € A, n € IN}
tal que A C UnelN B, e tal que p(B,) < co para todo n € IN, ou seja, se todo elemento de 2 for p-o-finito.

Em palavras mais simples, u é dita ser o-finita se todo elemento de 2 puder ser recoberto por uma uniao contével de
elementos de 2 que possuam medida y finita.

No caso de 2 ser uma o-algebra, para que uma medida p sobre 2 seja o-finita é suficiente que X seja um conjunto
p-o-finito, ou seja, é suficiente que exista uma colegao contavel de conjuntos {B,, € A, n € N} tal que X = J,.nBn
tal que u(B;) < co para todo n € IN.

Como veremos, a medida de Lebesgue em R"™ é o-finita. Como exemplo de uma medida que nao é o-finita, considere-
se X = R e a o-dlgebra A = P(R) com a medida de contagem .. Um elemento A € A é p.-o-finito se e somente se for
finito ou contdvel. Como R (e outros dos seus subconjuntos) nao é enumerdvel, a medida de contagem p. em R nao é
o-finita.

A nogao de medida o-finita captura uma propriedade de medidas que conduz a importantes consequéncias comuns.
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Por exemplo, a existéncia de medidas produto, o Teorema de Fubini e o Teorema de Radon-Nikodym tém por requisito
que as medidas envolvidas sejam o-finitas.

O seguinte resultado serd usado logo adiante:

Proposigao 29.3 Seja X ndo-vazio e R um anel em X de tal sorte que X seja monotonamente alcanc¢dvel por ‘R.
Suponhamos também que ) € R e que p seja uma medida o-finita sobre K. Entdo, existe uma cole¢io contdvel {Cy, €
R, k € IN} de elementos de R que é crescente (i.e., C, C Cy se k < 1), sendo u(Cy) < 0o para todo k € IN e tal que
X = UkE]N Ch. O

Prova. Se X é monotonamente alcangavel por R, entdo existe uma colegao contdvel {4,, € R, n € N} de elementos de
R que é crescente (i.e., A, C Ay, sen <m) e tal que X = J, o5, An. Se p é o-finita, entdo existe para cada n € IN uma

colecdo contavel {By, m € R, m € IN} de elementos de R tal que A,, C UmE]N By, m e p(Bp,m) < 0.
SejaIN 3 a — (n(a), m(a)) € IN? uma bijecao entre IN e IN2. Seja também, para cada k € IN, Cj, := U§:1 Bi(a), m(a)-
E evidente que para todo k tem-se Cy € R e u(Cy) < oo (por Cj ser uma unido finita de conjuntos de medida finita).

Além disso, é também evidente que Cy C C; se k < [. Por fim, observe-se que

Uck: U Bn,m:UUBn,mD UAn:Xa

keN (n, m)eN? nelNmelN neN

provando que (J, .y Cx = X |

o Extensoes de medidas sobre anéis

Uma vez munidos das nogoes acima, passemos & parte mais importante da discussao corrente.

Teorema 29.5 (Teorema de extensdo de medidas sobre anéis) Seja X nao-vazio e R um anel sobre X que con-
tenha o conjunto vazio e tal que X seja monotonamente alcancdvel por R. Seja p uma medida sobre K.

Parte 1. Entao, existe uma medida u° sobre A°[R] = R7[R] (a sigma-dlgebra gerada por R) que estende p, ou seja,
que € identica a p sobre os elementos de R C A7 [R].

Parte II. Se u for o-finita, a extensdo u°, cuja existéncia foi garantida na parte I, € unica e também € o-finita. O

A demonstracao que apresentamos segue [236] e [46], com modificagoes.

Prova da Parte I. Apoiados na construgao de Caratheodory enunciada no Teorema 29.1, pagina 1571, comecemos cons-
truindo uma medida exterior em X definindo, para todo Y C X

wy) = inf{z w(Ap), Y C U A,, com A, € R para todo n € ]N} )
nelN nelN

Em palavras, fi(Y’) é o infimo das quantidades ), . p1(A;) tomado sobre todos os possiveis conjuntos contéveis { A, n €
IN} compostos por elementos de R cuja unido recobra Y. J4 comentamos que da hipdtese de X ser monotonamente
alcancavel segue que todo Y C X pode ser recoberto pela uniao de uma sequéncia crescente de elementos de R. Na
defini¢do de @ ndo requeremos que as colegoes {A,, n € IN} sejam crescentes.

E evidente da definicdo que se Y € R, entdo 7(Y) = u(Y) (justifique!).
Afirmamos que 7 é uma medida exterior em X. E evidente que () = 0 e que T(Y) < E(Y’) se Y C Y’. Resta-nos

provar que se Y, C X, n € N, entao
i < U Yn> < D n(Ya). (29.36)

nelN nelN

Se existir ao menos um Y;, tal que 1i(Y;,) = oo, entdo (29.36) vale trivialmente. Suponhamos, portanto, que 7(Y;,) < oo
para todo n € IN.
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Pela definigdo de @ é possivel encontrar, para cada ¢ > 0 e para cada n, um conjunto contavel {Z,.,,, m € IN}
tal que cada Zp,, ¢ um elemento de R, com Y,, C U,,cn Znm € com Yy pi(Znm) < TA(Yn) + 5. B claro disso que
Unen Y C Un,melN Zpm €, portanto,

ﬁ(U n) < Y i) < Y (A + 57) = Do A(Ya) +e.

nelN n, meN nelN nelN

Como essa desigualdade é vélida para todo € > 0, provamos que ﬁ(UnG]N Yn) < D onen A(Yr), como desejavamos,
estabelecendo que @ é uma medida exterior.

Agora passamos a demonstrar que a o-algebra My dos conjuntos f-mensuraveis (vide o Teorema de Caratheodory,
Teorema 29.1, pdgina 1571) contém A7 [R]. Para tal, desejamos provar que cada A € R satisfaz

A(E) > B(ANE)+u(A°NE) (29.37)

para todo E C X. Segundo o comentdrio feito em torno de (29.10), isso implica que todo elemento de 2R é -mensurdvel,
ou seja, que R C My, implicando que A7 [9R] C M. Como 7z é uma medida quando restrito a o-dlgebra M (novamente
pelo Teorema de Caratheodory, Teorema 29.1, pagina 1571), concluimos disso que & é também uma medida quando
restrito & o-dlgebra A7 [R]. Essa restricao é a medida 7 prometida no enunciado do Teorema 29.5.

E suficiente tomarmos E C X tal que I(E) < oo, pois caso fi(E) = oo, entdo (29.37) é satisfeita automaticamente.
Nesse caso, tomemos um € > 0, arbitrdrio, e tomemos um conjunto contével {E,,, n € N} de elementos de JR cuja unido
recobra E e tal que

> wE) < TE) +e.

nelN
Para A € R teremos, ji que p é uma medida em $R, M(En) = u(En N A) + u(En N AC) para todo n, pois E, =
(En N A) U(E,N Ac), uma unido disjunta de elementos de R (para ver que E, N A° e E,, N A séo elementos de R, notar
que E, N A° = E,, \ A e recordar a Proposigao 1.16, pdgina 102). Assim,

AE) +e 2 Y (u(Ban A)+p(EB, 0 A%)) .

Observe-se, agora, que {E, N A, n € N} e {E, N A, n € IN} sao colegoes contédveis de elementos de R cujas respectivas
unides contém EN A e EN A€, respectivamente. Logo, ﬁ(E N A) > D eN ,u(En N A) e ﬁ(E N AC) > D eN ,u(En N Ac).
Com isso, estabelecemos que (E) + ¢ > ﬁ(E N A) + ﬁ(E N AC). Como € > 0 é arbitrario, (29.37) estd demonstrada.

Como comentamos, isso estabelece a existéncia de uma extensao u° da medida p sobre a o-algebra 247 [9R], completando
a demonstracao da parta I. Vamos agora provar que se p é o-finita, entao a extensao pu” é tnica e é também o-finita.

Prova da Parte Il. Se u for o-finita, entao, pela Proposigao 29.3, pdgina 1583, existe uma colecao contavel {C) € R, k € IN}
de elementos de R que é crescente (i.e., Cyx C Cy se k <), sendo pu(Cy) < oo para todo k € N e tal que X = [J, o Ck-

Para cada k € IN, defina-se
Ry = {CkﬁA, AGSR} .

E claro que para cada k € IN vale Ry, C R, que ) € Ry, (pois B € R) e é ficil ver que cada Ry, é igualmente um anel. De
fato, se A, A’ € R, entdao (CoNA)N (CrNA) =CrnN(ANA)eRpe (CiNA)U (CrNA) =Crn (AUA) € Ry,
pois AN A’ e AU A’ sao também elementos de fR.

Como de costume, denotemos por 2A7[Ry] a o-dlgebra gerada por Ry. Todos os elementos de Ry sdo subconjuntos
de Cy e, portanto, o mesmo vale para A°[R;]. Em verdade, Cy € Ry e, portanto, Cy € A7[Ri]| e podemos dizer que
A7 [Ry] é uma o-dlgebra sobre Cy.

Denotemos também por R7[R;] o o-anel gerado por Ry. Analogamente, vale que Ry, é um o-anel sobre Cy e que
contém o mesmo. Logo, R7[Ri]| é uma o-dlgebra e vale A7[Ry] C RI[Rk], pois A7[Rk] é, por definigdo, a menor o-
algebra a conter Ry. Como, por definigdo, A7 [Ry] é também um o-anel, vale R7[Ry] C A7[R], j4 que, por definigdo
R7[Rk| é o menor o-anel a conter Ry. Estabelecemos, assim, que

A7 [Ry] = RO[R] - (29.38)
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Sejam p1 e po duas extensoes sobre 27 [Ry] da medida p em R (a existéncia de ao menos uma é garantida pela parte
I). Como pu(Ck) < 0o, segue que py e g sao finitas, ou seja, u1(Y) < 0o e p2(Y) < oo valem para todo Y € A7 [Ry].

Definamos,
Gy = {Bema[mk]‘ 11 (B) = MQ(B)}. (29.39)

Note-se que, evidentemente, Ry C &, pois u1 e uo estendem u, sendo, portanto, idénticas em Ry. Afirmamos que
®) é um sistema monétono'®. Se {B, € &, n € N} é uma colecao contivel e crescente de elementos de &y (e,
portanto, da o-dlgebra 2A7[R;] onde p1 e ug estdo definidas), vale pela propriedade descrita no item 3, pdgina 1568,
limye oo 1i(Bn) = i (Une]N Bn)7 para i = 1 e 2. Como pus(B,) = u2(Bn) para cada n e sdo finitas e limitadas
por u(Ck), segue que 1 (UnG]N Bn) = U2 (UnG]N Bn), mostrando que |J,cy Bn € ®x. Para uma colecao contdvel e
decrescente {B,, € &, n € N} elementos de &, argumenta-se da de forma andloga, usando-se, porém, a propriedade
descrita no item 4, pagina 1568.

Como &, é um sistema mondtono e que contém Ry, concluimos que

(29.38)

A7 [9%,] 2] L) MR © &),

a ultima inclusdo decorrendo do fato que, por definicdo, M[PRx] é o menor sistema mondétono que contém PRy (para a
defini¢ao de sistema mondtono gerado por uma cole¢do de conjuntos, vide Se¢ao 1.2.6, pagina 107).

E de se observar, porém, que pela prépria definigao (29.39), &, é composta por elementos de 27 [Ry], isto é, & C
A7 [Ry]. Logo, provamos que
A7 [Ri] = RI[Re] = MR = & .

Pela definicao de &y, isso estabeleceu que p1 e po coincidem em toda a o-dlgebra 2A7[R]. No entanto, como essa
igualdade é verdadeira para todo k € IN, é também verdadeira em todo A7 [9R]. De fato, vamos supor que p; e p2 também
estendam g sobre todo A7 [R]. Se A € A7[R] vale A = limy,_,oc ANC}, pois X = [, Ck- Logo, Como ANC), € A7[Ry],
teremos

w(A) = (hm AﬁCk> = klim ul(AﬂC’k) = klim ug(AﬂC’k) = u2<lim AﬁCk> = p2(A),
—00 —0

k—o0 k—o0

A segunda e a quarta igualdades acima decorrem da propriedade descrita no item 3, pagina 1568, e do fato de {ANCy, k €
IN} ser uma sequéncia crescente de conjuntos, ja que {Cy, k € N} o é. Assim, provamos que p; = po em toda A7 [R] e,
portanto, a medida p tem uma extensao tnica de R em 27 [R] caso seja o-finita em fR.

Resta-nos ainda provar que essa extensao, u?, é também o-finita, mas isso é evidente: se p é o-finita em R existe
uma colegdo {4, € R, n € N} que recobre X sendo que cada A, tem medida finita. Ora, cada A4,, é também elemento
de A7[R] e p7(A,) = p(Ay) < oo. Isso mostra que p? tem também a propriedade de ser o-finita. |

29.6 Espacos de Medida como Espacos Pseudométricos

As nocoes de métrica e pseudométrica, que usaremos a seguir, sao introduzidas no Capitulo 25, pagina 1414.

Seja X um conjunto nao vazio e seja M uma o-algebra em X. Seja também p uma medida definida em M e que seja
finita, ou seja, pu(A) < oo para todo A € M (por exemplo, uma medida de probabilidade).

e Uma pseudométrica em M
Para A, B € M defina-se

D,(A, B) := p(AAB) , (29.40)

onde AAB é a chamada diferenca simétrica entre A e B, definida em (1.32), pagina 66, por AAB := (AUB)\ (ANB) =
(AUB)N (A°U B°), sendo A° = X \ A e B° = X \ B. Observe-se que AAB é também um elemento de M, pois as
operagoes de uniao finita, intersecgao finita e complemento de elementos de M permanece em M.

16Para a definigdo da nogio de sistema monétono de conjuntos, vide Segdo 1.2.6, pagina 107).
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Afirmamos que D,, dada em (29.40) define uma pseudométrica em M. Tem-se D, (A, B) > 0 para todos A, B € M,
assumindo sempre valores finitos (pela condi¢ao de p ser finita). Fora isso D,(A, B) = D,(B, A) devido a evidente
simetrida da diferenca simétrica: AAB = BAA. Verifiquemos, por fim, a desigualdade triangular. Pela relacao (1.45),
péagina 68, tem-se, para quaisquer A, B, C € M,

Du(4, €) == p(AAB) "2 L(AAB)ABAC))

Agora, pela defini¢do, (AAB)A(BAC) = ((AAB) U (BAC)) \ K, onde K = (AAB) N (BAC). Logo,

Du(A, C) = p((AAB)A(BAC)) = u(((AAB)U(BAC)) \K)

< u((AAB) U (BAC)) < u(AAB) + u(BAC) = Du(A, B)+ D,(B, C), (29.41)

que ¢ a desigualdade triangular para D,,, estabelecendo que esta ¢ uma pseudométrica.

e Uma relagao de equivaléncia em M induzida pela métrica

D,, ndo é necessariamente uma métrica, pois pode ocorrer de u(AAB) = 0 mesmo se A # B. Uma forma de remediar
isso é estabelecer uma relagao de equivaléncia em M: para A, B € M, dizemos A ~,, B se u(AAB) = 0.

Para nao carregar a notacao, doravante denotaremos ~, apenas por ~.

Provemos que se trata de uma relacao de equivaléncia. 12 Para todo A € M vale AAA = () e, portanto, A ~ A. 22
Se A ~ B, entdo 0 = u(AAB) = u(BAA), provando que A ~ B se e somente se B~ A. 32 Se A~ Be B ~ (C, entao

WAALB) = 0 = w(BAC). Assim, p(AAC) "2V W((AAB)A(BAC)) < p(AAB) + u(BAC) = 0, provando A ~ C,

Wy

sendo que na passagem indicada por “x” usamos o mesmo argumento desenvolvido em (29.41).
Denotemos por M/~ a colegao das classes de equivaléncia de M pela relagio de equivaléncia acima.

Comentdrio. Se A € [0], entdao u(AAQ) = 0, ou seja, u(A) = 0. Assim, [@] é a colegdo de conjuntos de medida p nula. Por outro lado, se
A € [X], entao p(AAX) =0, ou seja, u(X \ A) =0. Assim, [X] é a colegdo de conjuntos cujo complementar em X possui medida p nula. &

e Uma métrica em M/~

Em M/~ podemos definir uma métrica por

D,([A], [B]) = Du.(A, B) = w(AAB). (29.42)

Aqui, como costume, denotamos por [A] a classe de equivaléncia de A € M.

E f4cil provar que a definicao (29.42) independe dos particulares representantes tomados nas classes [A] e [B]. A
partir disso, é facil provar que D,, satisfaz todos os requisitos de uma métrica em M/~.

E. 29.10 Ezercicio. Prove essas afirmacdes! "

Por exemplo, para demonstrar a independéncia com o representante tomado nas clases, seja A" € [A]. Entdo, por
argumentos ja empregados acima,

WA AB) = u((A'DAA)AAAB)) < u(A'AA) + u(AAB) = p(AAB) .

Assim, pu(A’AB) < u(AAB), mas como os papeis de A e A’ sdo intercambidveis (se A’ € [A] entdao A € [A']), segue
reciprocamente que u(AAB) < u(A’AB), implicando u(A’AB) = pn(AAB).

¢ Um comentario sobre a relagao de equivaléncia

Facamos, por fim, um breve comentario sobre a relacdao de equivaléncia ~ e a medida p dos conjuntos. Se A, B € M
temos que A C AUB (149 (AAB)U(ANB). Logo, u(A) < p(AAB)+u(ANB) < u(AAB)+u(B). Assim, estabelecemos

que u(A) — u(B) < u(AAB). Trocando A + B, temos u(B) — u(A4) < u(AAB), do que segue que
|m(A) = w(B)| < u(AAB) . (29.43)



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 17 de junho de 2025. Capitulo 29 1587/3025

Vemos disso que se A ~ B, entao u(A) = u(B).

A reciproca, porém, nem sempre é verdadeira, como mostra o simples exemplo em que p é a medida de Lebesgue em,
digamos, X = (—10, 10), com A= (0, 1) e B = (2, 3).

29.6.1 O Espaco Quociente como uma Algebra Booleana

A nogao de reticulado é introduzida na Secéo 2.1.2, pdgina 119, e a nocéo de algebra Booleana (um tipo particular de
reticulado) é introduzida na Segéo 2.1.2.1, pagina 123. Ambas serdo usadas a seguir.

Ja comentamos no Exemplo 2.7, pagina 125, que toda o-algebra M em um conjunto nao vazio X é também uma
dlgebra Booleana para as operagoes AANB := ANB, AVB := AUB, =A:=A°=X\A,0=0,1= X (aqui, A, B € M).

Afirmamos que o espago quociente X/~ definido a partir de uma medida finita 1 em M, além de ser um espago
métrico, também é uma dlgebra Booleana com as operagoes

[AJA[B] := [AAB], [AlV[B] == [AVB], =—[4] = [A]] = [X\ 4], 0:=1[0], 1:=[X], (29.44)
ou seja,
[A]AN[B] == [ANB], [AV[B] == [AUB], =-[A] = [A°] = [X\4], 0:=[0], 1:=[X]. (29.45)

Ao final desta secao discutiremos abreviadamente por que isso é relevante. Antes, verifiquemos, que as assim definidas
operagoes A, V e - estdo bem definidas nas classes que compoem M /~.

Sejam A, A’ € com A’ ~ A e, portanto, tais que u(A’AA) = 0.
1. Para qualquer B € M vale a regra de distributividade (1.46), pagina 68: (A’'NB)A(ANB) = BN(A’AA). Portanto,
WA N BAUNB) = u(BAAAA) < w(ABA) = 0,
provando que (A’ N B) ~ (AN B).
2. Para qualquer B € M temos, por (1.48), pdgina 68, que
(AAUB)A(AUB) C (AAA) U (BAB) = (A'AA)
e, portanto, p((A' U B)A(AU B)) < u(A’AA) = 0, provando que (A’ U B) ~ (AU B).

3. Por fim, se A’ ~ A, entdo seus complementares também sdo equivalentes, (A")¢ ~ A°, pois (A)°AA° = A'AA,
como provado no Exercicio E. 1.6, pagina 68.

Esses fatos demonstraram que se A’ ~ A, entao, para qualquer B € M valem (A’ AB) ~ (AAB) e (A'VB) ~ (AVB)
e, também que (A')¢ ~ A€ e, portanto, as operagoes definidas em (29.44)-(29.45) sdo, de fato, definidas nas classes de
equivaléncia e, portanto, bem definidas em M /~.

A partir do fato de as operagoes (29.44)-(29.45) estarem bem definidas em M/~ a afirmagio que M/~ é uma &lgebra
Booleana é praticamente uma consequéncia imediada do fato de M o ser. Por exemplo, para provar a propriedade de
idempoténcia, usamos [A] A [A] = [AN A] = [A] e [A] V [A] = [AV A] = [4], e assim segue para as demais propriedades.

E. 29.11 Ezercicio para os céticos.  Verifique explicitamente todas as propriedades definidoras um reticulado e de uma Zlgebra
Booleana em M/~ sob as operacdes (29.44)-(29.45). o,

e Comentario sobre a relacdo de ordem em M/~

Um dltimo comentdrio sobre a relagao de ordem em reticulados: z <y < x = x Ay. No reticulado M/~ isso significa
[A] = [B] & [A] = [AN B], ou seja, se A ~ AN B. Mas isso significa u(AA(ANB)) = 0. Agora, AAN(AN B) (120 A\ B
e, portanto, [A] % [B] & u(A\ B) = 0. Isso, por sua vez significa que [A] < [B] & [A\ B] =[] = 0.

Note-se que, em particular, [A] < [B] caso A C B, que é a rela¢do de ordem em M, enquanto reticulado. Em M/~,

no entanto, a relagdo de ordem é mais abrangente.
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AVAVAVAVAVAVAVAVA

Em nossa discussao sobre medidas na Fisica Cléssica e sobre a constituicao de um Célculo de Predicados naquele
contexto, na Secao 50.8.1, pagina 2972, esclareceremos a relevancia de ndo apenas M mas também M/~ ser uma algebra
Booleana.

Isso tem a ver com a necessidade de se levar em conta imprecisoes de mensuragoes de observaveis fisicos: nao faz
sentido, por exemplo, perguntar se uma medida de velocidade (em um sistema de unidades especifico, como metros por
segundo) resulta ou ndo em um ndmero racional, pois esses nimeros tém medida de Lebesgue zero. Assim, dois conjuntos
de medigoes que difiram por um conjunto de medida de Lebesgue zero sao, para todos os efeitos fisicos, indistinguiveis.
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Apéndices

29.A Prova das Formulas de Inclusao-Exclusao

Para provar (29.4), observe-se que A U B pode ser escrito como a unido disjunta AU B = A U (B N A°), sendo que
BN A® € M. Logo, u(AU B) = u(A) + (B N A°). Ao mesmo tempo, B também pode ser escrito como a unido
disjunta B = (BN A) U (B N A¢), sendo que, novamente, tanto B N A quanto B N A€ sdo elementos de M. Logo,
w(B) = u(BNA)+ p(BN A°). Eliminando p(B N A°) de ambas as relagoes obtemos (29.4).

A prova de (29.5) pode ser feita por indugdo. O caso n =1 é trivial, o caso n = 2 corresponde a (29.4). Suporemos
a igualdade vélida para n — 1 e provarémo-la para n. Tomando A = U?;ll Aj e B=A,, tem-se U?:1 A; = AU B e por
(29.4) obtém-se

n n—1 n—1
plUA | =l UA | +udn) —p| M nA4)
j=1 j=1 j=1
Agora, assumindo (29.5) verdadeira para n — 1, segue que
n—1 n—1 [
pl U4 | =220 30 w(Aunendy)
j=1 k=1 | 1<in < <ig<n—1
e _
n—1 n—1
m (4;n4,) ] =D (-1 > p(Aiy NN A, N AL (29.A.1)
j=1 =1 [ 1<ii < <iy<n—1

pois (Ai1 N An) n---N (Ail N An) =A;, N---NA; NA,. Note que o lado direito de (29.A.1) pode ser escrito como

n—1
Z(_l)H_l Z M(A"'l NN A, mAiHl)
=1 10 <o <ig g <
i =n
Logo,
n n—1
plUa) =S| X sannay)
j=1 k=1 1<ip < <ip<n—1
n—1
+:LL(An) - (71)l+1 Z ,LL(Azl .- mAiL ﬂAiHl)
=1 1<ig < <ipyq<n
7rl+1:71,

Fazendo-se a mudanca de varidveis [ — k£ — 1 na segunda somatéria, obtemos

n n—1
U4 | TE Y > w4 n-n4y)
j=1 k=1 1<i1 << <n—1

+u(An) + > (=1)FF! > p(Ann-n4y)

k=2 1<i] <---<ip<n
7,k:n



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 17 de junho de 2025. Capitulo 29 1590/3025

O termo pu(A,,) pode ser absorvido na dltima somatdria se a iniciarmos por k = 1 em lugar de k = 2. Portanto,

n n—1 n
m U A = Z(_l)k—H Z p(Ay 0N Ay) +Z(_1)k+1 Z p(Ai NN Ay
Jj=1 k=1 _1§z‘1<~~~<ik§n—1 k=1 1<ig < <ip<n

i =n

- Zn:(l)k“ Yo w(Ann-ndy))

k=1 1<i1 << <n

que é o que se desejava provar.



