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presente capitulo, o qual estd ainda bastante incompleto, contém uma misceldnea de assuntos relacionados a
espagos topoldgicos e suas aplicacoes. Sao aqui coletadas varias definicoes e resultados empregados alhures
nestas Notas. Devido a natureza do capitulo, suas diferentes segoes nao estao necessariamente ligadas entre
si e suas leituras podem ser feitas de modo independente.

32.1 Uma Coletanea de Definicoes

Apresentamos nesta secao algumas definicdes importantes empregadas em varios lugares. Exemplos ilustrativos simples
sao, quando possivel, apresentados ao final da segao.

32.1.1 Conjuntos Densos em Espacos Topoldgicos

e Conjuntos densos

Sejam X um conjunto nao vazio, 7 uma topologia em X e S C X. Um conjunto R C S ¢ dito ser denso em S (em
relacdo a topologia 7), ou 7-denso em S, se seu fecho! contiver S: R D S.

E. 32.1 Egzercicio. Seja R C S. Mostre que R é denso em S se e somente se R = S. "

Observe-se que se F C X é 7-fechado e R C F é denso em F, entdo R = F. Evocando a Proposicao 27.8, pagina
1428, concluimos que R é denso em F se e somente se todo T-aberto que possuir interseccao nao vazia com F' possuir
também intersec¢ao nao vazia com R. Como X é 7-fechado, concluimos também que um conjunto R é denso em X se e
somente se para todo 7-aberto nao vazio A € 7 valer AN R # (). Vide também a Proposicao 27.13, pagina 1432.

e Conjuntos densos em parte alguma

Um conjunto S C X é dito ser denso em parte alguma (em relagdo & topologia 7) se seu fecho nao contiver nenhum
, . . —0 . .
aberto de 7. Em outras palavras, S é denso em parte alguma se o interior de seu fecho (S ) for vazio?. Em simbolos, S
- —\0
é dito ser demso em parte alguma se (S) = 0.
Na topologia usual de R o conjunto dos racionais Q nao é denso em parte alguma pois Q = R, que obviamente possui

um interior nio vazio ((R)? = R). O mesmo vale para os irracionais. Os inteiros Z formam um conjunto denso em parte
alguma.

e Conjuntos densos em si mesmo

Um conjunto néo finito 7' é dito ser denso em si mesmo (em relagdo & topologia 7) se tiver a seguinte propriedade:
para todo t € T vale que todo 7-aberto A que contém ¢ contém também pontos de T distintos de ¢. Uma definicao
alternativa é dizer que T' é denso em si mesmo se todo ponto de T' for um ponto de acumulagao de T'.

Pode surpreender o estudante saber que hd em R conjuntos fechados, densos em parte alguma e densos em si mesmo
(na topologia usual de R). Os exemplos mais proeminentes sdo os conjuntos de Cantor tratados na Sec¢ao 29.3, pdgina
1472. Vide também adiante.

e Conjuntos perfeitos

Um subconjunto P de X ¢é dito ser perfeito se for fechado e denso em si mesmo.

1Por definigéo, o fecho de R de um conjunto R em um espaco topolégico é o menor 7-fechado que contém R. Vide Capitulo 27.
2Por definicdo, o interior de T° de um conjunto 7" em um espaco topoldgico é o maior aberto contido em 7. Vide Capitulo 27.
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e Abertos densos

Sejam X um conjunto nao vazio e 7 uma topologia em X. De particular interesse sao os conjuntos G C X que tém
a propriedade de serem abertos e densos em X.

Se 7 é uma topologia métrica em X e G C X é um aberto denso, entdo todo ponto de X que ndo pertence a G (ou
seja, todo ponto de X \ G) estd arbitrariamente préximo de um ponto de G (pois G é denso), mas nenhum ponto de G
estd arbitrariamente préximo de um ponto de X \ G (pois G é aberto).

Exemplo 32.1 Seja X = R? com a topologia métrica usual e seja L uma linha reta em R?. Entdo, G = R?\ L é um aberto
denso. Se L1, ..., L, é uma colecio finita de retas em R?, entdo G = R? \ (L1 U...ULy,) é um aberto denso. ¢

Exemplo 32.2 Em X = R, com a topologia métrica usual, nem o conjunto dos racionais nem o dos irracionais é aberto denso
(ambos sdo densos, mas nao sido abertos). ¢

A seguinte propriedade de conjuntos abertos densos pode ser facilmente estabelecida: se G; e G5 sao abertos densos
em X, entdo G; N G2 é um aberto denso em X. Para provar, notemos primeiramente que G1 N G2 é um aberto (por ser
intersecgao de dois abertos). Em segundo lugar, se A é um aberto ndo vazio qualquer, tem-se que AN (G1 N G2) é nao
vazio. Para ver isso, notemos que esse conjunto é igual a (AN G1) N G2, mas AN G; é aberto e nao vazio, por hipétese
(G; é suposto ser denso em X) e, pela mesma razao, (AN G1) N Ge é igualmente aberto e néo vazio.

Por inducao, pode-se sem dificuldade provar a seguinte generalizacao:

Proposigao 32.1 Sejam X um conjunto nao vazio e T uma topologia em X. Se Gy, ..., G, € uma colegao finita de
abertos densos em X, entao a interseccao G1N...NG, € um aberto denso em X. O

A proposigao acima diz-nos intuitivamente que conjuntos abertos e densos sao conjuntos topologicamente “grandes”
dentro de X.

Igualmente facil de demonstrar é a seguinte proposicao:

Proposigao 32.2 Sejam X um conjunto nao vazio e T uma topologia em X. Entao, a colecao formada pelos abertos
densos em X e pelo conjunto vazio forma uma topologia em X. O

Prova. X é um aberto denso, trivialmente. Unides arbitrarias de abertos densos sao também abertos e densos, trivial-
mente. Por fim, pela Proposigao 32.1, intersecgoes finitas de abertos e densos sao abertos e densos. O

32.1.2 A Nocao de Conjunto Conexo em Espacos Topoldgicos

e Conjuntos desconexos

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um conjunto D C X é dito ser um conjunto desconexo (em relagao & topologia
7), ou 7-desconexo, se existirem dois abertos Ay, Az € 7, com

1. DNAy #£0e DN Ay #£0,

2. (DNA)N(DNAy) =0,

3. D=(DnNA;)U(DNA,y).

Se D é desconexo, dizemos que um par de abertos A;, As que satisfazem as trés condigoes acima desconectam D.
A seguinte proposicao pode ser entendida como uma caracterizacao alternativa da nocao de desconexao.

Proposicao 32.3 Seja (X, 7) um espago topoldgico. D C X € T-desconexo se e somente se existir um subconjunto
proprio nao vazio de D que seja simultaneamente aberto e fechado na topologia relativa de D induzida por 7. O
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Prova. De D é T-desconexo entdo existem A; e As € 7 satisfazendo as condic¢oes da definicao acima. Agora, por defini¢do,
D N A; e DN Ay sdo elementos da topologia relativa de D induzida por 7 e sdo nao vazios (pelo item 1 da definigdo
acima). Como (DNA;)N(DNAy)=0eD=(DNA;)U(DNAz), esses conjuntos sao complementares em D, provando
que ambos também sao fechados na topologia relativa de D induzida por 7.

Reciprocamente, seja B; um subconjunto préprio nao vazio de D que seja aberto na topologia relativa de D. Entao,
existe Ay € 7 com By = DN A;. Se By é também fechado na topologia relativa de D, entdo Bs = D \ B; é nédo vazio e
aberto na topologia relativa de D e existe A; € 7 tal que Bo = D N A,. Agora, é evidente que valem

1. DﬂAlzBl#meDﬂAngg#w,
2. (DNA)N(DNA) =B NBy=0,
3. (DNA)U(DNAy) =B UBy =D,

provando que D é 7-desconexo. |

e Conjuntos conexos

Seja (X, 7) um espago topolégico. Um conjunto C' C X é dito ser um conjunto conexo (em relagdo a topologia 7),
ou T-conexo, se nao for desconexo (em relagdo a 7). A seguinte proposicdo pode ser entendida como uma caracterizagao
alternativa da nocao de conexao.

Proposicao 32.4 Seja (X, 7) um espago topoldgico. C C X € T-conexo se e somente se nao existir nenhum subconjunto
proprio nao vazio de C que seja simultaneamente aberto e fechado na topologia relativa de C' induzida por T. O

Prova. Evidente pela Proposicao 32.3. |

O seguinte teorema é relevante nesse contexto.

Teorema 32.1 Seja X um conjunto e 7 uma topologia em X. Sejam K, e Ky dois conjuntos coneros de X sequndo T
e tais que Ko N Ky, # 0. Entdo, K. := K, U K} € também conexo sequndo 7. |

Prova. A prova é feita por contradigao. Vamos assumir que K, nao seja conexo e sejam dois abertos A1, A, satisfazendo

(a) (KeNAy)#0e (KN Ag)#0,
(b) (KcmAl)ﬂ(KcﬂAQ) :@7
(c) Ko = (K.N A1) U (KN A).

K. =2 [(K,UKp)NAU[(K,UKp)NAg]

= (K,NA)U(K,NA)U(K,NA) U (KN Ap)

— (Ka N (A U A2)) U (Kb N (A1 U Ag)) : (32.1)

3 Adverténcia ao estudante: as préximas passagens e o restante da demonstracdo usam abundantemente as propriedades distributivas de
uniodes e intersecgdes de conjuntos. Vide Proposicao 1.1, pagina 56.
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Ao mesmo tempo,

0 Y (KenANN(KenAs) = [(K,UK) 0 A 0 (K, UKy 0 4]

= :(Ka NAp) U (KN Al)} n [(Ka N Az) U (Kp 0 A2)}

= [(Kan A1) 0 [(Ka 0 42) U (K, N AQ)H U [(Kb N A1) 0 [(Ka 0 A2) U (K N AQ)H

= [[tan a0 n a0 an] U a0 a0 0 0 4]

U H(Kb N A1) N (K, N Az)} U [(Kb N AN (KN AQ)H (32.2)
Notemos que se uma unido By U By U B3 U By € vazia, entdo cada B; € vazio. De (32.2) concluimos, entéo, que
0 = (KonAp)n(K,NAy) (32.3)
0 = (KonA)nN(KynAs) (32.4)
0 = (KynA)n(K,NA) (32.5)
0 = (KynA)n(KyN Ap) (32.6)

Dessas relagdes, usaremos mais abaixo (32.3) e (32.6).

Voltemos agora a (32.1). Temos que

K, = K.nk, Y KaﬂKKam(AlUAg)) U (Kbm(AluAg))]

= (K (40 4)) U((Kan Ko) 1 (A1 U 49)) (32.7)

Como K, N K, C K,, temos que (K, N K;) N (41 U A2) C K, N (A1 U Ag) e, assim, (32.7) se simplifica para K, =
K, N (A1 U Ajy). Disso concluimos que
K,

(KeNMA) U (K,N Ag) . (32.8)
De maneira totalmente andloga prova-se que
Ky, = (KbﬂAl)U(KbﬂAg) . (329)

Analisemos agora as conclusoes (32.3) e (32.8). Se ambos os conjuntos K, NA; e K, N Ay forem nao vazios, terfamos que
K, é desconexo (basta lembrar a definigdo de conjunto desconexo, acima). Logo, como K, foi suposto ser conexo, pelo
menos um dos dois deve ser vazio. Digamos, sem perda de generalidade, que K, N Ay = (). Analogamente, por (32.6) e
(32.9) conclui-se que pelo menos um dos conjuntos K, N Ay e KN Ay deve ser vazio. Se também tivéssemos KN Ay = (),
entdo (K, U Kp) N Ay =0, ou seja K. N Ay =, contrariando (a). Logo,

K,NAs=0 e Ky,NA =0.

De (32.8) segue que K, = K, N A1, o que significa que K, C A;. Sabemos, por hipétese, que K, N K} é ndo vazio. Seja
z € K,N K. Como x € K, segue que x € A;. Mas isso contradiz K, N A; = (J, pois z € K;,. Chegamos assim a uma
contradicao que nos leva a concluir que K, U K} é conexo se K, N K # (). |

¢ Componentes conexas

Seja como antes X um conjunto ndo vazio com uma topologia 7. E trivial constatar que cada conjunto {z} com
x € X, composto por um unico elemento, é conexo.
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Se K C X podemos estabelecer uma relagdo de equivaléncia entre seus elementos da seguinte forma: k, k' sdo
equivalentes, k ~ k', se existir um subconjunto conexo de K que contém ambos. K se quebra, assim, em uma uniao
disjunta de classes de equivaléncia pela relacao acima. Cada classe é dita ser uma componente conera de K.

Mostremos que o definido acima é, de fato, uma relacao de equivaléncia em K. Que k ~ k é evidente. Que k ~ k'
implica k' ~ k também é. Se k1 ~ kg e ko ~ k3, sejam K, C K e K; C K conexos tais que ki, ko € K, e ko, k3 € Kp.
Entao, K. = K, UK, C K contém k; e k3 (e também k) e é conexo, pelo Teorema 32.1, pdgina 1578.

e Conjuntos totalmente desconexos

Um conjunto T' C X é dito ser um conjunto totalmente desconexo se todas as suas componentes conexas tiverem
apenas um ponto.

e Conjuntos de Cantor

Um conjunto que em uma topologia métrica seja 1) totalmente desconexo, 2) compacto? e 3) perfeito ¢ dito ser um
conjunto de Cantor.

Exemplos de conjuntos de Cantor encontram-se na Secao 29.3, pagina 1472.

e Uns poucos exemplos

Mencionemos alguns exemplos ilustrativos. Seja X = R e 7 = 7, a topologia usual de R. O conjunto Q; = [0, 1]NQ,
formado por todos é racionais do intervalo [0, 1], é denso em [0, 1]. Q; é também denso em si mesmo, mas nao é perfeito
(pois nao é fechado). O conjunto dos irracionais em [0, 1] é também denso em [0, 1], denso em si mesmo, mas nao é
perfeito por nao ser fechado. O conjunto {1/n, n € IN} é denso em parte alguma em [0, 1] e ndo é denso em si mesmo.

E. 32.2 FEzxercicio. Justifique as afirmacdes acima. "

Seja R com a topologia 7g. O conjunto A = (a, b) N (¢, d) com a < b < ¢ < d é desconexo, mas nao totalmente
desconexo. Suas componentes conexas sao (a, b) e (¢, d). Todo subconjunto finito de R é totalmente desconexo.

E. 32.3 Ezxercicio. Justifique as afirmacdes acima. "

O conjunto Q dos racionais é desconexo como subconjunto de R com a topologia g, pois com os abertos A; =
(—o0, V2) e Ay = (v/2, 00) teremos Q = (QNA;)U(QNAz), sendo ambos QNA; e QNAz ndo vazios e (QNA;)N(QNAy) =
(). Em verdade, podemos tomar A; e As na forma A; = (—oo, x) e Ay = (z, co) para qualquer irracional x que o mesmo
sera vélido.

O conjunto @ dos racionais € totalmente desconexo como subconjunto de R com a topologia g, pois suas componentes
conexas sao do tipo {r} com r racional.

E. 32.4 Ezxercicio. Justifique as afirmacdes acima. "

E. 32.5 Ezxercicio. O conjunto dos irracionais é desconexo como subconjunto de IR com a topologia Tr? E totalmente desconexo?
"

E. 32.6 Ezercicio. O conjunto A¢ dos nimeros algébricos é desconexo como subconjunto de IR com a topologia Tr? E totalmente
desconexo? "

E. 32.7 FEzercicio. O conjunto dos niimeros transcendentes é desconexo como subconjunto de R com a topologia Tr? E totalmente
desconexo? "

A reta real R é totalmente desconexa na topologia de Sorgenfrey 7[8] (vide Segdo 27.2.1.1, pdgina 1417). De fato,
para todo a € R tem-se R = (—o0, a) U [a, 00), ambos os conjuntos sendo 7[8]-abertos e disjuntos.

4Para a definicdo da nocdo de compacidade e suas propriedades, vide Secdo 32.3, pagina 1599.
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32.2 Axiomas de Separabilidade

Ha diversas formas de classificar espagos topoldgicos e uma das mais relevantes refere-se as chamadas propriedades de
separacdo, também denominadas aziomas de separacdo ou axiomas de separabilidade®. Essa, classificacio foi iniciada por
Alexandrov® e Hopf” em cerca de 1935. Como de costume nos referiremos ao par (X, 7) como um espaco topoldgico,
onde X é um conjunto nao vazio e 7 uma topologia em X. A colegdo de conjuntos fechados segundo 7 serd denotada,
como anteriormente, por F(7).

Para motivar as defini¢oes que introduziremos e analisaremos na Secao 32.2.2, vamos apresentar algumas propriedades
especiais de espagos métricos.

32.2.1 Algumas Propriedades de Separacao em Espacos Métricos

Se M é um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d, demonstramos na Proposicao 30.1, pagina 1496, que todo espaco
métrico possui a chamada propriedade de Hausdorff, a saber, que para quaisquer pontos distintos x, y € M existem dois
d-abertos A, e A, em tais que z € A,, y € A, mas A, N A, = 0. Essa propriedade diz, em um sentido figurado, que
pontos distintos de um espago métrico pode ser “separados” por abertos disjuntos. A importancia dessa propriedade
na discussao de questoes ligadas a nocao de convergéncia foi discutida na Secao 30.2, pagina 1496. Espacos métricos
tém diversas outras propriedades semelhantes e para preparar essa discussao necessitamos a definicao e os resultados
expressos na proposicao que segue.

Proposigao 32.5 Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d. Para A C M ndo vazio, defina-se a fungdo
da: M — [0, 00) definida por da(x) := inf {d(x, a), a € A}. Entao, dy € continua em M. Fora isso, tem-se que um
ponto xg € M satisfaz da(xzg) = 0 se e somente se xg € A, o0 fecho de A. |

Prova. Para todo a € A vale, pela desigualdade triangular, d(z, a) < d(z, y) + d(y, a). Para todo a € A vale também
da(z) < d(z, a), por definicdo. Assim, da(z) < d(z, y) + d(y, a). Como essa desigualdade vale para todo a € A,
obtemos da(z) < d(z, y) + da(y). Com isso, provamos que da(z) — da(y) < d(z, y) e, trocando os papéis de = e y,
obtemos igualmente da(y) — da(z) < d(z, y). Essas duas desigualdades implicam ‘dA(:c) - dA(y)‘ < d(z, y) e isso
diz-nos que d4 é continua, pois se d(z, y) — 0, entdo da(z) = da(y).

Se zp € A, entdo (pela Proposicao 27.11, pdgina 1431) existe uma sequéncia a,, em A que converge a xg, ou seja, tal
que lim, o d(an, o) = 0, o que implica da(z¢) = 0. Reciprocamente, se inf {d(:co, a), a € A} = 0 entdo, para cada
n € IN existe a,, € A tal que d(zo, a,) < 1/n, o que prova que zy é um ponto-limite de A e, portanto, é um elemento de
A (também pela Proposicao 27.11). |

Antes de prosseguirmos, facamos um comentario que pode ser elucidativo.

Observagao. Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d. Para A, B C M, néo vazios, defina-se a distancia entre A e B
por d(A, B) := inf{d(a, b), a € A, b € B} = inf{dg(a), a € A} = inf{da(b), b € B}. Como vimos acima, se I é d-fechado, entdo
dr(zo) = 0 implica que zg € F. Isso induz a pensar que se F, G C M sdo dois conjuntos d-fechados, entdo se d(F, G) = 0 terfamos
FNG # 0. Porém, essa inferéncia é falsa em geral, como mostra o seguinte exemplo. Tome-se M = R? com a métrica Euclidiana usual e
sejam F := {(z, y) € R®| z >0, y > %} eG:={(z, y) ER? x>0, y< 7%} Entdo, F e G sao fechados, FNG = (), mas d(F, G) = 0.
Justifique!

A Proposigao 32.5 conduz a outras propriedades de separagdo de espacos métricos que generalizam e estendem a
propriedade de Hausdorff.

Proposicao 32.6 (Regularidade de Espacgos Métricos) Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d.
Sejam F' C M, um conjunto fechado, e y ¢ F. Entdo, existem abertos disjuntos Ap e Ay tais que F C Ap ey € Ay. O

Prova. Como y ¢ F, concluimos da Proposigao 32.5 que D = dp(y) > 0. Sejam os abertos Ap := UfeF Bu4(D/3, f) e
A, = B4(D/3, y), onde By(r, z) é a bola d-aberta de raio r > 0 centrada em z € M. Afirmamos que Ap N A, = 0. Se

5 Apesar de ser corrente, essa denominacéo é inapropriada, pois ndo se trata de axiomas no sentido préprio dessa palavra.
6Pavel Sergeyevich Alexandrov (ou Alexandroff) (1896-1982).
"Heinz Hopf (1894-1971).
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assim nao fosse, haveria zo € M tal que d(z0, y) < D/3 e d(z0, ) < D/3 para algum f € D. Mas, pela desigualdade
triangular, terfamos d(y, f) < d(y, 20) + d(zo, f) < 2D/3, contrariando inf {d(y, f), f € F} = D. |

Um espaco topoldgico com a propriedade descrita na Proposicdo 32.6, a saber, que dados F' fechado e y ¢ F existem
abertos disjuntos Ap e A, tais que F' C Ar e y € A,, é dito ser um espago topoldgico regular. Sobre tais espagos
falaremos mais adiante. Passemos a mais uma importante propriedade de separacao de espacos métricos.

Se F' ¢ G sao dois conjuntos d-fechados disjuntos em M entdo dp(x) + dg(x) > 0 para todo € M. De fato, se
g € M é tal que dp(z¢) + dg(zo) = 0, entdo dp(xg) = 0 e dg(xg) = 0, implicando g € F = F e zp € G = G, uma
contradi¢do, j4 que F NG = . Esse fato e a Proposicao 32.5 implicam que se F' e G sao dois conjuntos d-fechados
disjuntos em M entao a funcao f: M — [0, 1] definida por

1) = @) + do@)

(32.10)
é continua e satisfaz f(x) = 0 para todo z € F e f(z) = 1 para todo « € G. Isso tem uma consequéncia importante,
expressa na proposicao que segue.

Proposicao 32.7 (Normalidade de Espagos Métricos) Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d.
Se F' e G forem dois conjuntos d-fechados disjuntos, entdo existem dois d-abertos disjuntos Ap e Ag tais que F C Ap
e G C Ag. O

Prova. A fungdo f: M — [0, 1] definida em (32.10) é continua. Portanto, Ap := f~1([0, 1/2)) e Ag := f~((1/2, 1])
s@o abertos e disjuntos. Como comentamos acima, f(z) = 0 para todo « € F e f(x) =1 para todo € G. Logo F' C Ap
e G C Ag. |

A propriedade descrita na Proposicao 32.7 revelou-se tao importante no estudo de propriedades de espagos topoldgicos
que adquiriu uma denominacao prépria. Um espago topoldgico no qual para cada par de conjuntos fechados disjuntos
F e (G existirem dois abertos disjuntos Ap e Ag tais que FF C Ap e G C Ag é dito ser um espago topoldgico normal.
De grande importancia também é o fato, revelado na demonstragao da Proposicao 32.7, de que dados dois d-fechados
disjuntos F' e G existe uma funcdo f : M — [0, 1] continua com f(z) = 0 para todo z € F e f(x) =1 para todo z € G.
Conforme veremos na Secao 32.2.3, pagina 1590, um célebre resultado, conhecido como Lema de Urysohn, garante que
todo espaco topoldgico normal tem essa propriedade, fato de consequéncias profundas e nao-triviais.

Proposicao 32.8 (Normalidade Perfeita de Espagos Métricos) Seja M um conjunto ndo vazio dotado de uma
métrica d. Se F e G forem dois conjuntos d-fechados disjuntos, entao existe uma func¢do continua f : M — R tal que

[0y =Fe f71({1}) =G. O
Prova. f: M — [0, 1] definida em (32.10) satisfaz as propriedades requeridas, pois #(2)0(1‘) =0 < dp(x) =
Oprg'stF:Feﬁ%zl<:>dg(x):0Pr2p':3>2'5x€§:G. |

Como veremos adiante, um espago topoldgico satisfazendo as propriedades mencionadas na Proposicao 32.8 é dito
ser um espaco topoldgico perfeitamente normal.

32.2.2 Postulados de Separabilidade em Espacos Topoldgicos

Vamos agora estender nossa discussao a espacos topoldgicos gerais, tratando também com mais detalhe as ideias intro-
duzidas acima no contexto de espacos métricos.

e Distinguibilidade e separabilidade topolégicas

Vamos a algumas defini¢des preliminares. Seja € X. Um conjunto V' C X é dito ser uma vizinhan¢a de x (segundo
7) se V contém x e se contiver um aberto que também contém x, ou seja, se existir A € 7 tal que z € A C V. Um aberto
A € T que contenha x é dito ser uma vizinhan¢a aberta de x.
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Dois pontos x, y € X sao ditos ser pontos topologicamente indistinguiveis se possuirem exatamente as mesmas
vizinhancas, ou seja, se todo aberto que contém x também contiver y e vice-versa. Dois pontos x, y € X sao ditos ser
pontos topologicamente distinguiveis se um deles possuir uma vizinhanga aberta que nao é vizinhanga aberta do outro.

Dois pontos distintos z, y € X sao ditos ser pontos separados, ou pontos topologicamente separados, se cada um
possuir uma vizinhanca que nao ¢ vizinhanga do outro, ou seja, se existirem abertos A, e Ay com z € A, ey € Ay, mas
taisque y ¢ Ay e v & Ay

Claro estd que, num dado espago topoldgico, se dois pontos distintos forem separados, entao eles sao topologicamente
distintos. Analogamente, se dois pontos distintos nao forem topologicamente distintos, entao eles nao sao topologicamente
separados.

Dois conjuntos A, B C X sao ditos ser conjuntos separados, ou conjuntos topologicamente separados, se ANB=0e
AN B =, onde, para C C X, denotamos por C o fecho de C' (para a defini¢ao de fecho, vide pagina 1424).

E. 32.8 FEzxercicio. Seguindo as definicdes acima, mostre que dois pontos distintos =, y € X sdo topologicamente separados se e
somente se os conjuntos {z} e {y} (cada um composto de um dnico elemento) sdo conjuntos topologicamente separados. Sugest3o:
se A, é uma vizinhanga aberta de x e A, é uma vizinhanga aberta de y com y &€ A, e z & A, entdo os fechados (A;)° e (Ay)° sdo
vizinhangas fechadas de y e x, respectivamente e, portanto, contém o fecho de {y} e de {z}, respectivamente. o+

Dois conjuntos A, B C X sao ditos ser conjuntos separados por uma funcao se existir uma funcao f : X — R,
continua, tal que f~1({0}) > Ae f~1({1}) D B.

Dois conjuntos A, B C X sao ditos ser conjuntos precisamente separados por uma fung¢do se existir uma fungao
f: X — R, continua, tal que f~1({0}) = A e f~}({1}) = B.

Dizemos que uma topologia 7 em um conjunto nao vazio X distingue pontos se todos os pontos distintos de X forem
topologicamente distintos. Como veremos logo adiante, uma topologia que distingue pontos é dita ser do tipo T, ou do
tipo de Kolmogorov.

Dizemos que uma topologia 7 em um conjunto nao vazio X separa pontos se todos os pontos distintos de X forem
topologicamente separados. Como veremos logo adiante, uma topologia que distingue pontos é dita ser do tipo 73, ou
do tipo de Fréchet.

Claro esté que se uma topologia separa pontos, entao ela distingue pontos. Analogamente, se ela nao distingue pontos
ela nao os separa.

E. 32.9 Ezercicio. Verifique que a topologia usual 7y em R distingue e separa pontos. "

E. 32.10 Ezercicio. Seja X = (0, c0), o conjunto dos niimeros reais positivos. Considere a topologia 7 em X composta por @), por
X e por todos os conjunto da forma (0, a), com a > 0. Mostre que essa topologia distingue pontos. Mostre que essa topologia nio
separa pontos. L]

e Postulados de separabilidade

Espagos topoldgicos podem ser classificados de acordo com propriedades de separacao. No que segue listaremos as
espécies mais relevantes nessa taxonomia. Os que mais nos interessarao serao os espacos de Hausdorff (T%) e os normais.
Classificagoes mais detalhadas podem ser encontradas em textos mais especializados. Chamamos a atengao do leitor
para o fato que as definigbes que seguem nao sao, lamentavelmente, universalmente adotadas na literatura. Por razoes
historicas diversas, textos mais antigos ou pertencentes a escolas especificas podem usar defini¢oes ligeiramente distintas
das de abaixo e, por isso, é preciso muito cuidado ao se compararem resultados de origens diversas.

1. Espacgos de Kolmogorov, ou Tj.

Um espago topolégico (X, 7) é dito ser de tipo Tp, ou um espago de Kolmogorow®, se para cada par de pontos
distintos x, y € X existir um aberto A € 7 satisfazendo x € A e y € A ou satisfazendo y € Aex & A.

Em outras palavras, um espaco topoldgico é de tipo Ty, ou de Kolmogorov, se todos os seus pontos distintos forem
topologicamente distinguiveis.

8 Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987).
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2. Espagos simétricos, ou Ry.

Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser simétrico se todos os pontos topologicamente distinguiveis forem topologi-
camente separados. Espacos simétricos sao também ditos serem de tipo Ry.

3. Espacgos de Fréchet, ou 7.

Um espaco topolégico (X, 7) é dito ser de tipo 71, ou um espaco de Fréchet’'?, se todos os seus pontos distintos
forem topologicamente separados, ou seja, se for Ty e Ry.

Assim, um espago topoldgico (X, 7) é dito ser de tipo 11, se para cada par de pontos distintos z, y € X existirem
abertos A, € Te Ay €T taisquexr € A, ye Ay, masc € Ay ey € A,.

Um espago topolégico (X, 7) é de tipo 17 se e somente se todos os pontos de X forem conjuntos fechados segundo
7. De fato, se {z} e {y} sfo fechados segundo 7, defina-se os abertos A, = {y}° e A, = {x}° e veremos satisfeitas
as propriedades desejadas. Reciprocamente, seja x € X tal que {x} nao é fechado. Entao, existiria y distinto de
em {z}. Seja agora A, uma vizinhanca aberta de y que ndo contém z. Isso implica que x € (4,)°, que é fechado.
Logo, pela definicao de fecho de um conjunto, segue que {z} C (A,)°, contradizendo y € {xz}.

4. Espagos de Hausdorff, ou T5.

Um espaco topoldgico (X, 7) é dito ser de tipo 7o, ou um espago de Hausdorff'!, se para cada par de pontos
distintos x, y € X existirem abertos disjuntos A, € 7 e A, € 7T tais que x € A, y € A,.

Assim, um espago topoldgico (X, 7) é dito ser de tipo Ts, ou Hausdorff, se dois pontos distintos quaisquer puderem
ser separados por vizinhancgas abertas disjuntas. E evidente por essa definicao que todo espago Hausdorff é também
1.

Espacos Hausdorff tém algumas de suas propriedades discutidas na Segao 30.2, pagina 1496.

5. Espacos regulares.

Um espago topolégico (X, 7) é dito ser um espaco regular se para todo fechado F' € F(7) e todo ponto x ¢ F
existirem abertos disjuntos Ap € T e A, € T taisque F C Ap ex € A,.

6. Espagos regulares Hausdorff, ou T5.
Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espago de tipo T5 se for regular e T7.

Como comentamos acima, um espago ¢ 17 se e somente se seus conjuntos de um elemento forem fechados. Assim,
a regularidade implica que se x e y € X sao pontos distintos arbitrarios, existem abertos disjuntos A, € Te A, € T
tais que z € A, e y € Ay, que é a propriedade de Hausdorff. Como todo espago Hausdorff é T7 (vide comentdrio
acima), concluimos que (X, 7) é um espago de tipo T3 se e somente se for regular e Hausdorff. Por essa razéo, um
espago T3 é também dito ser um espaco reqular Hausdorff.

7. Espagos normais.

Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espago normal se para todos fechados disjuntos Fy, F» € F(7) existirem
abertos disjuntos Ap, € 7 € A, € T tais que Fy C Ap, e F» C Ap,.

3

Como veremos adiante no célebre Lema de Urysohn, Lema 32.3, pdgina 1593, um espaco topoldgico (X, 7) é
normal se e somente se todos fechados disjuntos Fy, F» € F(7) forem separados por uma fungdo, ou seja, se para
cada par de fechados disjuntos Fy, Fy € F(7) existir uma funcdo continua f : X — R tal que f~1({0}) D F; e
fH{1) D B

8. Espacgos normais Hausdorff, ou T}.
Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser de tipo Ty se for normal e T7.

Um espago normal é T} se e somente se for normal e se todo conjunto de um elemento for fechado. Mas isso implica
que, se ¢ e y € X sado distintos, entdo os fechados {z} e {y} sdo separados por abertos, implicando que o espago é
Hausdorff. Reciprocamente, se um espaco é Hausdorff ele é automaticamente 77.

Assim, um espaco é do tipo Ty se e somente se for normal e Hausdorff. Por essa razao, um espaco Ty é também
dito ser um espaco normal Hausdorff.

9Maurice René Fréchet (1878-1973).

100 estudante deve atentar para o fato de existir uma classe de espacos vetoriais topoldgicos que também sido denominados “espacos de
Fréchet”, mas as duas nogoes sao totalmente distintas.

M Felix Hausdorff (1868-1942).
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9.

10.

11.

Espagos completamente normais.

Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espago completamente normal, e se para todos os conjuntos separados
(defini¢ao, acima) Cy, Cy C X existirem abertos disjuntos Ac, € 7 e A, € 7 tais que C; C A, e Co C Ag,.

Como ¢ facil ver, todo espago completamente normal é normal

Espacos completamente normais Hausdorff, ou T5.

Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser de tipo T5 se for completamente normal e 77, ou se for completamente
normal e Ty, ou ainda se for completamente normal e Hausdorff. Por essa razao, um espago do tipo T5 é dito ser
um espago completamente normal Hausdorff.

Espacos perfeitamente normais.

Um espago topolégico (X, 7) é dito ser um espago perfeitamente normal se todos fechados disjuntos Fy, F» € F(7)
forem perfeitamente separados por uma funcdo. Ou seja, se para cada par de fechados disjuntos Fy, Fy € F(7)
existir uma funcio continua f: X — R tal que f~*({0}) = Fy e f~1({1}) = F>.

As nogdes mais relevantes dentre as colocadas acima sao a de espago de Hausdorff e a de espago normal. Os diversos
tipos de espagos topoldgicos descritos acima possuem diversas relagoes entre si, as mais relevantes sendo as seguintes.

1.

2.

Todo espago completamente normal Hausdorff é um espago normal Hausdorff;
Todo espago normal Hausdorff é um espago regular Hausdorff;

Todo espacgo regular Hausdorff é um espago Hausdorff;

Todo espago Hausdorff é um espaco de Fréchet;

Todo espago de Fréchet é de Kolmogorov (por definigao);

ou seja,

T = Ty = T3 = Ty, = 1) = Ty . (3211)

As demonstracoes dessas afirmacoes sao elementares — quando nao evidentes — a partir das defini¢oes e sdo deixadas ao
leitor.

e Alguns poucos exemplos

Vamos a alguns exemplos ilustrativos das definicoes acima. Mais exemplos e contraexemplos podem ser encontrados,
e.g., em [474].

Seja X nao vazio com a topologia indiscreta, ou trivial: 77 = {@), X}. Esse espago nao se classifica em nenhum
dos tipos listados acima, nao sendo de Kolmogorov, de Fréchet etc. Seja X nao vazio com a topologia discreta:
7p = P(X). Esse espaco se classifica em todos dos tipos listados acima.

Todo espago métrico é de tipo Hausdorff, regular, normal e perfeitamente normal. Essas afirmagoes encontram-se
demonstradas, respectivamente, nas Proposigoes 30.1 (pagina 1496), 32.6 (pagina 1581), 32.7 (pagina 1582) e 32.8
(pdgina 1582).

Todo espago compacto e Hausdorff é regular e normal Hausdorff (vide Teorema 32.8, pagina 1606).
Todo espago paracompacto e Hausdorff é regular e normal Hausdorff (vide Teorema 32.24, pagina 1635).

Considere em R a topologia 7 composta pelo vazio e por todos os conjuntos da forma (—oo, a) com a € R. Esse
espago topoldgico é T (Kolmogorov) pois, se ¢ < y, entdo tomando z < a <y e A = (—oo, a) valerd x € A, mas
y € A. Por outro lado, esse espago topoldgico ndo é nem Hausdorff (T%), pois dois T-abertos néo vazios quaisquer
tém intersecgdo nao vazia. Ele também nao é Ry (simétrico) pois se x e y s@o topologicamente distinguiveis, entao
oux < youy < z. No primeiro caso, todo aberto que contém y também contém x e, no segundo caso, todo aberto
que contém x também contém y. Assim, de acordo com a defini¢do, esse espaco topolégico também néo é de tipo
Ty (Fréchet).
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e Seja C = {c1, c2}, com ¢; # co, € seja em C a topologia 7 = {(Z), {ea}, X}. O espago topolégico (C, )
nao é Hausdorff (pois o tinico 7-aberto que contém c¢; é X, o qual evidentemente intercepta todo aberto que
contém cz). Porém, (C, 7) é Ty (Kolmogorov), pois {ca2} é um 7-aberto que contém cy, mas nao ¢;. Por fim,
(C, 7) ndo é simétrico, j4 que ¢ e co sdo topologicamente distinguiveis, mas néo sdo topologicamente separados.
Consequentemente (C, 7) nao ¢ de Fréchet (T1).

e Seja X nao finito com a topologia cofinita (vide pagina 1415). Esse espago é de tipo Ty e 77 mas nao tem a
propriedade de Hausdorff, nao é regular e nao é normal.

e Seja X ndo-contdvel com a topologia cocontdvel (vide pagina 1415). Esse espaco é de tipo Tp e T1, mas nio tem a
propriedade de Hausdorff, nao é regular e nao é normal. Para esses dois ultimos exemplos, vide pagina 1415.

e Seja X um conjunto nao vazio, seja B C X, néo vazio, e seja 7,,(B) a topologia do conjunto particular B, discutida
no Exercicio E. 27.3, pagina 1413. Nessa topologia nao ha abertos nao vazios disjuntos, ja que todos contém B.
Assim, essa topologia nao pode ser Hausdorff, nem regular, nem normal.

e A topologia de Sorgenfrey'? 7[8] de R (vide Secdo 27.2.1.1, pagina 1417) é de tipo Ty, 11, de Hausdorff, regular e
normal.

e O plano de Sorgenfrey (R?, 7[82%]) (vide pagina 1418) é de tipo Tp, T1, de Hausdorff mas nio é normal. De fato,
os conjuntos DY := {(z, —z) € R?| z € Q} e D} := {(z, —z) € R?| = ¢ Q} sdo fechados na topologia 7[8?] (vide
Exercicios E. 27.32 e E. 27.33, pagina 1418), sdo disjuntos, mas nao podem ser separados por abertos disjuntos de
7[82]. Para um outro argumento, vide [474].

O exposto nos dois iltimos exemplos acima ilustra o fato que o produto de dois espagos normais nao é necessaria-
mente normal.

e Adote-se em R x R a topologia produto {0, R} x 7R, ou seja, no plano R?, adote-se no eixo horizontal a topologia
trivial {0, R} e no eixo vertical a topologia usual 7. Nessa topologia os conjuntos abertos ndo vazios sdo unides de
conjuntos do tipo {(ac, y) € ]RQ‘ reR,a<y< b}, com a < b. Pontos de R? que tenham as mesmas coordenadas
verticais nao sao topologicamente distinguiveis. Portanto, esse espaco nao é de tipo Kolmogorov, nem do tipo
de Fréchet, nem Hausdorff, mas é um espago simétrico, regular, normal, completamente normal e perfeitamente
normal.

E. 32.11 Ezercicio. Justifique todas as afirmativas feitas nos diversos exemplos mencionados acima. "

O espago topoldgico apresentado no exercicio a seguir é usado para exemplificar varias situagoes exdticas da Topologia
Geral (como exemplo, vide Exercicio E. 32.13, pagina 1603).

E. 32.12 Ezercicio. Seja a chamada reta real com dupla origem (X, 7), onde X consiste na reta real adicionada de um ponto
externo a si X = R U {p}, sendo p € R, no qual adotamos como topologia 7 a topologia gerada pela colecio de todos os conjuntos
abertos da topologia usual 7r e por todos os conjuntos da forma {p} U (A\ {0}) com 0 € A C 7R, ou seja, a topologia 7 adotada em
X é 7[Rp], onde

R, = nRU{{p}U(A\{O}), sendo A € Tr com OEA}.

Em palavras, os elementos de R, sdo os abertos usuais de IR e os conjuntos obtidos tomando-se as vizinhangas abertas de 0 e substituindo
nas mesmas o ponto 0 pelo ponto p (dai dizer-se que esse espago topoldgico é a reta real com uma origem dupla, pois os pontos 0 e p
tém o mesmo papel em X).

Mostre que {0} e {p} sdo 7-fechados mas ndo sdo T-abertos (pois ndo podem ser escritos como unido de intersec¢des finitas de
elementos de Ry).

Mostre que (X, 7) é um espago de Kolmogorov (7) e de Fréchet (71), mas ndo é um espago Hausdorff, pois 0 e p ndo podem ser
separados por abertos disjuntos.

Mostre que para a > 0 os conjuntos [—a, a] e {p} U ([—a, a] \ {0}) nio sdo -fechados.

No Exercicio E. 27.63, pagina 1435, j& haviamos comentado que a reta com dupla origem é um espaco topoldgico segundo-contdvel
(e, portanto, separavel), mas nio Hausdorff. o,

I2Robert Henry Sorgenfrey (1915-1996).
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e Caracterizagoes alternativas

Enunciemos mais algumas propriedades gerais de alguns dos espacos descritos acima.

Proposigao 32.9 As sequintes propriedades apresentam caracteriza¢oes alternativas de alguns do tipos de espagos to-
poldgicos definidos acima:

1. Um espago topoldgico (X, 7) € de tipo Th se e somente se para todo x € X o conjunto {x} for 7-fechado.

2. Um espago topoldgico (X, 7) € de tipo Ty (de Hausdorff) se e somente se cada ponto de X for a intersec¢io de
todas as vizinhancas fechadas que o contém.

3. Um espago topoldgico (X, 7) € reqular se e somente se para todo o aberto A € T valer a sequinte afirmagao: cada
x € A possui uma vizinhanga fechada F, tal que F, C A.

4. Um espago topoldgico (X, T) € reqular se e somente se todo fechado for a intersec¢do de todas as suas vizinhangas
fechadas.

5. Um espago topoldgico (X, 7) € normal se e somente se para todo o aberto A € T valer a seguinte afirmagao: para
cada F C A, fechado, existe uma vizinhanca fechada Vi de F tal que Vg C A. O

Prova. O item 1 j& foi provado acima. Passemos aos demais itens.

Prova de 2. Para z € X seja J, a colecao de todas as vizinhancas fechadas de z e seja G, = ﬂFerfz F. E claro que
G, contém z e é fechado.

Suponhamos, por contradi¢ao, que (X, 7) seja Hausdorff mas que exista x € X tal que G, \ {«} é ndo vazio. Entao,
existe y # = em G, e existem vizinhangas abertas disjuntas A, e A, de z e y, respectivamente. O fechado (A4,)°
contém x e contém o aberto A, que também contém x. Logo, (A,)° é uma vizinhanga fechada de z e, portanto,
(Ay)° € Fy. Logo, G5 C (Ay)°, mas como y € G, isso é uma contradigdo, pois y & (A,)°.

Para provar a reciproca, suponhamos agora que para todo z € X valha {z} = G, = ﬂFegz F. Sejam z, y € X
distintos mas arbitrarios. Como y # x, deve haver ao menos um F € F, tal que y &€ F, pois se y € F para todo
F € F,, entdo y € G, = {z}, contrariando a hipétese que y # x. Para tal F valem as seguintes afirmagoes: existe
A aberto tal que z € A C F (pois F' é uma vizinhanca fechada de x) e y € F¢, que é aberto (por ser complemento
de um fechado). Logo, A e F© sdo dois abertos disjuntos contendo z e y, respectivamente. Como z e y sdo distintos
mas arbitrarios, isso provou que (X, 7) é Hausdorff.

Prova de 3. Suponhamos que (X, 7) seja regular e sejam B € 7 e € B. Entao, x ndo pertence ao 7-fechado
F = B¢ e, pela regularidade de (X, 7), existem abertos disjuntos 4, 3 x e Ap D F. Agora, como A, e Ap
s@o disjuntos, concluimos que z € A, C A% C F° = B. Como A$% que é fechado isso provou que z possui uma
vizinhanga fechada (A$%) inteiramente contida em B.

Suponhamos agora que (X, 7) tenha a propriedade que para cada A € 7 e cada x € A haja uma vizinhanca fechada
F, tal que F, C A. Se z € X nao pertence a um 7-fechado F, entdao z € F°, que é T-aberto e, portanto, existe
uma vizinhanga fechada F, de z tal que « € F, C F¢. Como F, é uma vizinhanca de z, existe um aberto A, tal
que z € A, C F,. Como F, C F¢, concluimos que o aberto F¢ contém F' mas é disjunto de A,, pois A, C F3.
Resumindo, provamos que z € A, F C F¢ com A, e F¢ sendo abertos disjuntos. Isso provou que (X, 7) é regular.

Prova de 4. Para H 7-fechado seja g a colecao de todas as vizinhancas fechadas de H e seja Gy = ﬂFeerH F. E
claro que G contém H e é fechado.

Suponhamos, por contradigao, que (X, 7) seja regular mas que exista H € X tal que Gy \ H # (. Entéo, existe
y ¢ H em Gp e existem vizinhangas abertas disjuntas A, e Ay de = e H, respectivamente. O fechado (A,)¢
contém H e contém o aberto Ay, que também contém H. Logo, (4,)¢ é uma vizinhanca fechada de H e, portanto,
(A,)° € Fu. Logo, Gy C (Ay)°, mas como y € Gy, isso é uma contradicdo, pois y & (A4,)°.

Para provar a reciproca, suponhamos agora que para todo H 7-fechado valha H = Gy = ﬂFe’fH F. Sejaye X e
H um 7-fechado com y ¢ H, arbitrarios. Como y ¢ H, deve haver ao menos um F' € Fg tal que y € F, pois se
y € F para todo F € Fy, entao y € Gy = H, contrariando a hipdtese que y ¢ H. Para tal F' valem as seguintes
afirmagoes: existe A aberto tal que H C A C F (pois F' é uma vizinhanga fechada de H) e y € F°, que é aberto
(por ser complemento de um fechado). Logo, A e F© sdo dois abertos disjuntos contendo H e y, respectivamente.
Como H e y sdo arbitrarios com H Z y, isso provou que (X, 7) é regular.
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Prova de 5. Seja (X, 7) normal, B um 7-aberto e seja F' um 7-fechado com F' C B. F e B¢ sao fechados disjuntos
e, pela normalidade de (X, 7), existem vizinhangas abertas disjuntas Ar e Ap. de F e B¢, respectivamente. Isso
implica que (Apc)® contém Ap e, portanto, é uma vizinhanga fechada de F. Como Ap. D B¢, vale também
(Ape)¢ C B, que é o que querfamos provar;

Para provar a reciproca, suponhamos agora que para todo aberto A € 7 e todo F C A, fechado, existir uma
vizinhanga fechada Vg de F tal que Vp C A. Sejam G e F' dois fechados disjuntos. Entao, G¢ é um aberto que
contém o fechado F e, portanto, existe uma vizinhanga fechada Vr de F com Vg C G°. Como Vg é uma vizinhanca
fechada de F' existe um aberto Ap com F C Ap C Vp. Porém, (VF)¢ é um aberto que contém G e que é disjunto
de Ap (pois Arp C V). Como F e G sao fechados disjuntos arbitrérios, isso provou que (X, 7) é normal. |

e Mais caracterizagoes alternativas de espacos Hausdorff, regulares ou normais

As seguintes proposicoes sdo elementares, mas apresentam caracterizagoes tteis de espacos regulares e de espacos
normais, respectivamente. Ambas serdo empregadas amiide no que segue.

Proposicao 32.10 Seja (X, 7) um espago topoldgico. Entdo, valem as sequintes afirmativas:

I. O espago (X, 7) € Hausdorff se e somente se para cada par x, y € X com x # y for possivel encontrar um T-aberto
A tal que x € A C A C {y}°.

II. O espago (X, T) € regular se e somente se para cada par (x, G) com x € X e G 7-fechado com x & G for possivel
encontrar um T-aberto A tal que x € A C A C G°.

II. O espago (X, ) € normal se e somente se para cada par de T-fechados disjuntos F' e G for possivel encontrar um
T-aberto A tal que F C A C A C G°. O

Prova. Parte I. Se (X, 7) é Hausdorff, existem 7-abertos A e B tais que x € A, y € Be AN B = (). Essa iltima
propriedade afirma que A C B¢, que ¢ um 7-fechado. Logo, A C B®. Como y € B, vale também que y ¢ A. Obtemos
assim, que x € A C A C {y}“.

Vamos agora demonstrar a recfproca. Seja A um 7-aberto tal que {z} C A C A C {y}°. Como A C {y}° temos que
Yy € (A)c. Agora, B = (A)c éum T-abertoe ANB = AN (A)c C AN (A)c = (). Assim, os conjuntos A e B sao T-abertos,
satisfazem x € A, y € Be AN B = (), provando que (X, 7) é HausdorfT.
Parte II. Se (X, 7) é regular, existem 7-abertos A e B tais que {z} C A, G C Be AN B = (. Essa tltima propriedade

afirma que A C B¢, que é um 7-fechado. Logo, AcC B¢. Como G C B, vale também que B® C G°. Obtemos, assim, que
A C G°. Naturalmente, tem-se por definicio que A C A e concluimos que {z} C A C A C G°.

Vamos agora demonstrar a reciproca. Seja A um 7-aberto tal que {_x} CAC A C G°. Como A C G° temos que
G C (A)C. Agora, B = (A)C é um T-aberto e ANB = AN (A)C C AN (A)C = (). Assim, os conjuntos A e B sao
T-abertos, satisfazem {z} C A, G C B e AN B =0, provando que (X, 7) é regular.
Parte III. Se (X, 7) é normal, existem 7-abertos A e B tais que F C A, G C B e AN B = (). Essa tltima propriedade

afirma que A C B¢, que é um 7-fechado. Logo, AcC B¢. Como G C B, vale também que B® C G°. Obtemos, assim, que
A C G°. Naturalmente, tem-se por definicao que A C A e concluimos que F C A C A C G°.

Vamos agora demonstrar a reciproca. Seja A um 7-aberto tal que /' C A C A C G¢. Como A C G temos que
G C (A)C. Agora, B = (A)c é um T-aberto e ANB = AN (A)C C AN (A)c = (). Assim, os conjuntos A e B sdo
T-abertos, satisfazem F' C A, G C Be AN B = (), provando que (X, 7) é normal. |

e Espacos Hausdorff e a topologia produto

A Proposicao 32.11, que segue logo adiante, apresenta mais uma caracterizagao tutil de espagos Hausdorff em termos de
propriedades da topologia produto, introduzida na Secao 32.6, pagina 1644. Para prova-la usaremos o seguinte resultado
prévio:

Lema 32.1 Seja espaco topoldgico (X, 7) e seja A C X x X o chamado conjunto diagonal A := {(x, x), x € X}.
Suponhamos que A seja fechado na topologia produto T X T. Afirmamos que se (x, y) € A°, entdo existem T-abertos A
e B tais que (z, y) € A x B C A°. O
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Prova. A topologia produto 7 x 7 é, por definicdo, gerada por conjuntos da forma A’ x B’ com A’ e B’ sendo T-abertos.
Logo, se A® é 7 x T-aberto, sabemos pela Proposicao 27.3, pagina 1420, que A° é a uniao de conjuntos formados
por intersecgoes finitas de conjuntos do tipo A’ x B’ com A’ e B’ sendo T-abertos. Assim, podemos afirmar que se
(z, y) € A, entao existem 7-abertos Ay e By, k =1, ..., n, com (z, y) € (_; (Ak X Bk) C A°. Naturalmente,
isso implica que (z, y) € A, x By para todo k e, portanto, valem = € (,_; Ay e y € (\j_; Br. Assim, temos
(z, y) € Ax B com A =(\,_; Ax e B =()._, Bk, ambos evidentemente 7-abertos. Note-se, porém, que AN B = (),
pois AN B = (Nr_; Ax) N (N1 Bk) = Ni—; (Ax N By) e se existisse z € AN B terfamos z € A;, N By, para todo k,
implicando que (z, z) € Ay x By para todo k, contradizendo o fato que (;_, (Ak X Bk) C A°. O fatoque ANB =10
significa que A x B C A€, completando a prova. |

Proposicao 32.11 Um espago topoldgico (X, 7) € do tipo Hausdorff se e somente se o conjunto diagonal A :=
{(:c, x), x € X} C X x X for fechado na topologia produto T X T. O

Prova. Vamos supor que (X, 7) seja do tipo Hausdorfl. Sejam z, y € X com x # y. Evidentemente, (z, y) = A° e,
pela propriedade Hausdorff, existem abertos disjuntos A, e A, com z € A, ey € A,. Como A, N A, = 0, segue que
A x Ay C A° pois, de outra forma, haveria z € X com (z, z) € Ay x Ay, implicando que z € A, e z € A, uma
contradigao. E evidente, portanto, que podemos escrever A° = U(%y)eAc Ay x Ay. Como A, x Ay é um aberto da
topologia produto 7 X 7, segue que A€ é aberto nessa topologia.

Provemos agora a reciproca, supondo que A€ é um aberto da topologia produto 7 X 7. Sejam z, y € X com x # y.
Entao, (z, y) € A e, pelo Lema 32.1, pagina 1588, existem 7-abertos A e B com A x B C A€ e tais que (z, y) € A x B.
Isso afirma que € A e y € B, mas observe-se que AN B = (), pois A x B C A° implica que A e B nao podem ter
elementos comuns. Isso estabeleceu que (X, 7) é Hausdorff. |

e Espacgos normais e recobrimentos finitos

Tratemos agora de um corolario da Proposicao 32.10 que terd especial relevancia na discussao de propriedades de
espagos topologicos compactos da Segao 32.3, pagina 1599.

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que uma colegao finita de T-abertos {A1, ..., A,} é um recobrimento
finito de X por T-abertos se X = A; U---U A,,.

Proposicao 32.12 Seja (X, 7) um espago topoldgico normal e suponhamos que X possua um recobrimento finito por
T-abertos {Ay, ..., An}. Entdo, X possui também um segundo recobrimento por T-abertos {Bu, ..., By} (com o mesmo
numero de elementos que o anterior) tal que By C Ay para todo k=1, ..., n. O

Prova. Seja o conjunto 7-fechado F; := (A2 U---u An> = A5N---NAS. Temos que F1 NAf = AfN---NAS =
(A1 u---u An> = X¢={), o que significa que F; e A sao dois T-fechados disjuntos.

Pela Proposicdo 32.10, pagina 1588, existe um 7-aberto By tal que Fi C B; C By C A;. Afirmamos que
{B1, Az, ..., A,} é um recobrimento de X por 7T-abertos. De fato, para cada z € X tem-se x € Ay U---U A4,

c
our € (AgU---UAn) = F) C By, provando que ¢ € By U A, U---U A,.

A observagao do parédgrafo anterior coloca-nos de volta a situagao de partida e podemos agora considerar o 7-fechado
c R
F, = (31 UAszU---U An) , do que inferiremos a existéncia de um 7-aberto By tal que Fy, C By C By C As e tal

que {B1, Ba, As, ..., A,} é um recobrimento de X por T-abertos. Por indugao finita, concluimos a existéncia de n
T-abertos By, ..., B, cuja uniao recobre X e que satisfazem By C Ay paratodo k=1, ..., n. |

e Espacos regulares segundo-contaveis sao normais

Conforme a nocao que introduzimos na Secao 27.2.3, pagina 1420, se 7 é uma topologia, uma colecao de abertos B C 7
é dita ser uma base de T se todo T-aberto puder ser escrito como uniao de elementos de B. Na Secao 27.4, pagina 1432,
introduzimos a nocao de espago topoldgico segundo-contavel: um espago topoldgico X é dito ser um espaco topoldgico
sequndo-contdvel se possuir uma base contavel.
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O seguinte teorema, devido a Tikhonov, mostra que em espacgos segundo-contaveis a condi¢ao de regularidade implica
a de normalidade. Esse resultado é usado na nossa discussao sobre metrizabilidade de espacos topoldgicos da Secao 32.7,
pégina 1650.

Teorema 32.2 Se (X, 1) € um espago topoldgico regqular e sequndo-contdvel, entio (X, 7) € normal. O

Prova. Seja B = {B,, € 7, n € N} uma base contdvel de (X, 7) e sejam F, G dois 7-fechados disjuntos.

Pela Proposicao 32.10, pagina 1588, existe para cada f € F' um 7-aberto Af tal que f € A C A_f C G°. E claro que
FC UfGF Ay. Cada Ay é T-aberto, e portanto, pode ser escrita como unido de elementos de B. Seja B a subcolecao
de elementos de B que est@o contidos em algum As: Bp :={B, € B| B, C Ay para algum f € F'}. Claro estd que Bp
é contdvel (por ser subconjunto de B, que é contavel) e podemos escrever By = {B,, € B, n € Np} pra algum Np C IN.
E cla}*o também que UfeF Af = UneNF B,. A cadan € Np p'oden.los associar f, € F tal que B,, C Ay, . Assim,
valerd Uperp A C Uneny Brn € Uneny 41 € Uper Ay, 0 que implica Uycp A5 = U,en, Af.- Consequentemente,
F C Uneny, Af. (esse pequeno resultado é devido a Lindeldf).

Para simplificar a notacéo, vamos escrever o conjunto contdvel {Ay, € 7, n € Ng} na forma {U, € 7, n € IN}.

Resumindo nossos resultados, provamos que existe uma colecao contdvel de 7-abertos {U,, € 7, n € N} satisfazendo
F CU,en Un e Uy C G° para todo n € IN. De forma totalmente andloga, trocando os papeis de F' e G, concluimos que
existe uma cole¢do contével de T-abertos {V;, € 7, n € N} satisfazendo G C |J,,cy Vo € Vi C F para todo n € IN.

.

Definamos agora para cada n € IN os conjuntos C), := U, N (Vl)c N---N (Vn)C eD, =V,N (71)6 N---N (U_n)c E
claro que cada C, e cada D,, é T-aberto. Afirmamos que valem os seguintes fatos:

1. F CUpen Cn,
2. G CU,en Dn,

3. os abertos U, ey Cn € U,,eny Dn s@o disjuntos.

Para provar 1, observemos que como F' C J, iy Un, entao se f € F existe m € N tal que f € U,,. Ao mesmo tempo,
como V,, C F¢ paratodon € N, segue que f € F C (Vn) para todon € IN. Isso afirma que f € U, ﬁ(Vl) n- ﬂ(V ) =
Cym, provando que F C |,y Cn

A prova de 2 é aniloga, devido ao papel simétrico de F' e G, de U, e V,, e de C}, e D,,.

Se x € UaelN ', entao existe m € IN tal que x € C),. Analogamente, se = € UbG]N Dy, entao existe n € IN tal que
z € D,,. Portanto, para provar 3 é suficiente provar que vale C,, N D,, = () para todos m, n € IN.

Devido ao papel simétrico que os conjuntos C,, e D,, possuem, ¢é suficiente para tal provar que para cada m € IN vale
CnND,, = 0 paratodon > m. Agora, C,, = Umﬂ(vl)cﬂ- . -ﬁ(V_m)c eD, = Vnﬂ(a)cﬂ- . ﬁ(U_n)C Agora, U, ocorre nas
intersecgoes de C, e (m)C ocorre nas intersecgoes de D,, (pois n > m,). Logo, C,,ND,, C U,,N (U ) CcCUpn ﬁ( ) = 0.
Isso provou o item &. Ora, os itens 1, 2 e 3 dizem que F e G podem ser separados por abertos disjuntos, estabelecendo
que (X, 7) é normal. |

Coroldario 32.1 Um espago topoldgico (X, T) é Hausdorff, sequndo-contdvel e regqular se e somente se for Hausdorff,
sequndo-contdvel e normal. O

Prova. Ser Hausdorff e normal implica ser Hausdorff e regular (vide (32.11)). Pelo Teorema 32.2, ser segundo-contével e
regular implica ser segundo-contéavel e normal. |

32.2.3 O Lema de Urysohn

O propésito de uma classificagao de espagos topologicos como a que apresentamos acima, concernente a propriedades
de separacao, é permitir delinear o quadro de validade de certas propriedades especificas de interesse. Isso é muito
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bem caracterizado no caso de espacos normais, onde uma propriedade especial pode ser demonstrada com bastante
b
generalidade, o chamado Lema de Urysohn'?, que enunciaremos e demonstraremos na presente secio.

Em diversas situagoes somos colocados diante do problema de encontrar uma fungao real continua f que assuma
um valor constante, digamos 0, em um conjunto A e um outro valor constante, digamos 1, em um outro conjunto B
disjunto de A. Como f é continua os conjuntos f~1({0}) e f~1({1}) devem ser fechados, disjuntos, e conter A e B,
respectivamente. Assim, se uma tal funcéo for encontrada ela certamente serd igual a 0 em todo fecho A de A e certamente
serd igual a 1 em todo fecho B de B, sendo que A e B devem ser disjuntos. Portanto, ndo ha perda de generalidade
em reformularmos o problema da seguinte forma: dado um espago topolégico (X, 7) e dados dois conjuntos 7-fechados
disjuntos F' e G contidos em X, quando e de que forma é possivel encontrar uma fungao real continua tal que f(z) =0
para todo x € F e f(x) = 1 para todo € G? Esse problema iremos denominé-lo problema de Urysohn. E de se notar
que se uma tal funcdo continua f existir os conjuntos f~! ([0, 1/3)) e f! ((2/3, 1]) sdo T-abertos, disjuntos e conterao
F e G, respectivamente. Disso concluimos que para que o problema de Urysohn tenha solucao para todos 7-fechados
disjuntos F' e G do espago topolégico X é necessario que F' e G tenham a propriedade seguinte: existem 7-abertos tais
que Arp D F e Ag D G e tais que Ap N Ag = 0, ou seja, é necesséario que o espago topoldgico (X, 7) seja normal. O
Lema de Urysohn, demonstrado por volta de 1924, afirma que essa condi¢ao nao é apenas necessaria para a existéncia
de uma funcgao f com as propriedades citadas para cada F' e G 7-fechados disjuntos, mas é também suficiente.

O Lema de Urysohn contém o que provavelmente é uma das afirmagoes nao-triviais mais simples da topologia geral
e certamente uma das mais profundas. O Lema de Urysohn também induz a definicao da nocao de espagos topolédgicos
paracompactos, a qual é de relevancia, dentre outras, na teoria das variedades topolégicas (vide Capitulo 33, pdgina
1667). Na Secao 32.2.3.1, pdgina 1595, demonstraremos uma importante generalizagado do Lema de Urysohn, o chamado
Teorema da Extensao de Tietze e discutiremos alguns de seus corolarios. Esses resultados encontram diversas aplicagoes
em Anidlise e na Geometria Diferencial. Uma aplicagdo do Lema de Urysohn na construcao de partigdes da unidade em
espagos compactos Hausdorff, um resultado importante na teoria das variedades topoldgicas, sera apresentada no Teorema
32.22, pagina 1628. Por fim, mencionamos a importancia do Lema de Urysohn para os teoremas de metrizabilidade que
estudaremos na Secao 32.7.1, pagina 1651, teoremas esses que fornecem condicoes para que um espago topoldgico seja
métrico. Vide também o uso do Lema de Urysohn feito na demonstragao do teorema de mergulho de espacos Hausdorff,
segundo-contaveis e normais, Teorema 32.32, pagina 1652.

e O resultado preparatorio

j 1 2
Para cada n € Ng = {0, 1, 2, 3, ...} seja J, o conjunto J, := ;—n,jzo, ceey 2”} = {O7 on G 1}

composto por 2" + 1 elementos de [0, 1]. Seja definido J := | Jn C QN[0, 1]. As seguintes afirmagoes serdo usadas

no que segue:

nelNg

1. J, C J, para todos p, ¢ € INg com p < gq.
2. Para cada par r, s € J existe um m = m(r, s) € Ny tal que r € Jp, e s € Jp,.

3. J é um conjunto enumerdvel e denso em [0, 1].

O item 1 segue de

_ ] s n+1 2k _ n _ k _ n _
Jn+1{w,j0,...,2 }D{W,ko,,2}{2—n,k’0,,2 —Jn

para todo n € INg. O item 2 é evidente pelo item 1. A prova do item 3 fica como exercicio.

O lema preparatério a seguir é de importancia central para a demonstragao do Lema de Urysohn.

Lema 32.2 Seja (X, 7) um espago topoldgico normal. Sejam F, G C X dois conjuntos T-fechados ndo vazios e disjuntos.
Entao, existe uma famdlia de T-abertos {A(r), r € J} C 7 tal que F C A(0), G* = A(1) e A(r) C A(r) C A(s) para todos
r, s € J comr <s. Para uma tal familia valerd U A(t) = A(s) para todos r, s € J comr < s e, consequentemente,

teJ
r<t<s

U A() = A1) = G- O

red

13Pavel Samuilovich Urysohn (1898-1924). Urysohn morreu tragicamente, afogado na costa da Bretanha.
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Prova. Vamos construir uma familia de 7-abertos {A(r), r € J} C 7 com as seguintes propriedades:

1. F C A(0) e G¢ = A(1).

2. Para cada n € INy vale

j i1 | :
A<2—n> C A<2—n+2n+1> para todo j =0, ..., 2" —1. (32.12)
3. Para cada n € INy vale
J 1 j+1 ) .
A<2—n+2n+1> C A( on ) para todo j =0, ..., 2" — 1. (32.13)

De (32.12) e (32.13) segue que cada n € Ny vale

A(;—n) C A(J;; ) paratodo j =0, ..., 2" — 1, (32.14)
pois _
7\ (3212 j 1 j 1 (32.13) j+1
A<2—n> C A 2_n+2n+1 c A 2_n+2n+1 C A on
para todo j = 0, ..., 2" — 1. As condigoes (32.12)-(32.13) sao suficientes para garantir que A(r) C A(s) para todos
r, s € J com r < s, como desejamos. De fato, seja m € Ny tal que r € J,,, e s € Jp,. Sejam a, b € {0, ..., 2™}, tais que
=g € 8= %. Como supomos também que r < s, teremos a < b. Portanto,

Ay @19 fatl A+ 1\ (210  (a+2 b1\ G210 (b
AN = A(35) < A<2m)CA<2m) c A<2m>c---CA<2—m> c A<2—m)A(s).

Passemos agora a construcao de uma familia com as propriedades listadas acima. Comecemos com os abertos
{A(r), r € Jo}, sendo que Jy = {0, 1}. Como X é normal e F e G sdo fechados disjuntos, existem vizinhangas
abertas disjuntas Ap e Ag de F e G, respectivamente. Como Ap N Ag = 0, vale Ap C (Ag)¢, que é fechado. Logo,
Ap C (Ag)¢ C G°. Portanto, tomando A(0) = Ar e A(1) = G teremos A(0) C A(1). Essa relagdo corresponde a
(32.14) para o caso n = 0.

Passemos agora & familia {A(r), r € Ji}, sendo que J; = {0, 3, 1}. Como A(0) e A(1) j& foram definidos, devemos
apenas procurar A(1/2) tal que (32.12) e (32.13) sejam satisfeitas. Sejam Fy := A(0) C A(1) e G := (A(1))° = G.
E claro que Fy e Gy sio fechados e Fy N Gy = A(0) N (A(1))° € A(1) N (A(1))¢ = 0. Assim, Fy e G, sao fechados
disjuntos e podemos novamente apelar a condi¢ao de normalidade e afirmar que existem vizinhangas abertas disjuntas
Ap, e Ag, de Fi e Gy, respectivamente. Como Ap, C (Ag, )¢, um fechado, valerd Ap, C (Ag, )¢ e combinando esses
resultados, teremos A(0) = Fy C Ap, C Ap, C (Ag,)¢ C G = A(1). Tomando A(1/2) := Ap, a linha anterior provou
que A(0) C A(1/2) e que A(1/2) C A(1), verificando as condigoes (32.12) e (32.13) para n = 1.

Vamos agora proceder indutivamente e supor que para algum n > 1 a familia {A(r), r € J,} satisfazendo (32.12) e
(32.13) (e, portanto, (32.14)) tenha sido obtida e vamos com a mesma obter a familia {A(r), r € J,41}. Como J,, C Jpy1,
necessitamos apenas dos elementos de A(r) com r € J,41 \ Jn, ou seja, dos abertos A (%’Zﬂ) para k=0, ..., 2" — 1.

As condigoes (32.12) e (32.13) exigem que tenhamos

k 2k +1 2k +1 k+1
A(Q—n) C A(—2n+1) e A(—2n+1) C A( on ) (32.15)
kE+1
on

27”L

1\ ¢ (32.14 1 1\°¢
Fk,nﬂGk,nZA(Qﬁn)ﬂA(k;) (C)A(k; )ﬂA(k;) = 0.

k c
paratodo k=0, ..., 2" — 1. Sejam F} , := A <—) eGgni=A < ) . E claro que Fy, y, e G, sao fechados e
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Assim, F}, ,, e Gy, sdo fechados disjuntos e podemos novamente apelar a condi¢do de normalidade e afirmar que existem
vizinhangas abertas disjuntas Ap, , e Ag, , de Fj » e Gi n, respectivamente. Como Ap, . C (Ag, )¢, um fechado,

, c .
valerd Ap, | C (Ag, ) e combinando esses resultados, teremos

@ = Fyon C Ap,, C Ap,, C (AG;C,”)C C (Gk’n)c _ A(k;;1> )

2k +1 k 2k +1 2k +1 k+1
Tomando A (Qn%) = Ap, , alinha anterior provou que A (2—n) CcA (271—1—1) e que A ( 27:;1 ) CcA ( 2—; ),

verificando as condigoes (32.15).

A dltima afirmagao do enunciado é de demonstracdo elementar. Para uma familia de abertos {A(r), r € J} com as
propriedades acima teremos A(t) C A(t) C A(t’) para todos ¢, t' € J com t < t’ e, portanto, U A(t) = A(s) para

tedJ
r<t<s

todos 7, s € J com r < s. Em particular, para r =0 e s = 1, teremos | J,. ; A(t) = A(1) = G°. |

Passemos agora ao nosso principal objetivo na corrente segao.

e Enunciado e demonstracao do Lema de Urysohn

Seja (X, 7) um espago topoldgico e suponhamos que para um certo par de fechados disjuntos F, G C X exista uma
funcio continua f : X — R que os separa, ou seja, tal que f~1({0}) D F e f~1({1}) D G. Entao, Ar := f~1([0, 1/3))
e Ag := f~1((1/3, 1]) sao dois abertos disjuntos tais que ' C Ar e G C Ag. Concluimos que se (X, 7) for um espago
topoldgico onde todo par de fechados disjuntos for separado por uma funcao, entdo (X, 7) é normal. O importante
resultado que apresentamos a seguir afirma que a reciproca dessa afirmagao é também verdadeira.

Lema 32.3 (Lema de Urysohn) Seja (X, 7) um espago topoldgico normal. Sejam F, G C X dois conjuntos -
fechados nao vazios e disjuntos. Entao, existe uma funcdo continua f : X — [0, 1] tal que f(x) =0 para todo x € F e
f(x) =1 para todo z € G. O

Antes de passarmos & demonstracao fagamos algumas observacoes. Reunindo o enunciado do Lema de Urysohn e o
comentario do paragrafo que antecede seu enunciado, reconhecemos que a existéncia de fungoes que separam fechados
disjuntos é condicao necessaria e suficiente para um espago ser normal. Uma funcao f com as propriedades descritas no
Lema de Urysohn é dita ser uma funcao de Urysohn. Na Proposigao 32.7, pagina 1582, apresentamos a forma explicita
de uma possivel fungdo de Urysohn para o caso de espagos métricos, a saber, a fungio definida em (32.10).

Demonstracdo do Lema 32.3. A demonstragao serd feita construindo-se indutivamente uma funcao f : X — [0, 1]
especifica satisfazendo f(x) = 0 para todo z € F e f(x) = 1 para todo z € G, e constando-se, ao final, que trata-se de
uma fungao continua.

Pelo Lema 32.2, pagina 1591, existe uma familia de T-abertos {A(r), r € J} C 7 tal que F' C A(0), G° = A(1),
A(r) C A(r) C A(s) para todos r, s € J com r < s, sendo que |J,..; A(r) = G°.

Vamos definir f de forma que f(z) := 1 para todo z € G, como desejado. Resta-nos definir f(x) para x € G°.
Como comentamos, |J, . ; A(r) = G e, portanto, cada = € G pertence a pelo menos um aberto A(r), » € J. Com isso,
podemos definir, para x € G¢,

red

f(z) = inf {7’ elJlze A(T)} .
Note-se que se x € F teremos f(x) = 0, j& que FF C A(0). Tudo o que resta a fazer é demonstrar que a fungéo
f: X — 0, 1], definida acima, é continua.

De acordo com a definicao de continuidade DC 4, pagina 1509, é suficiente provarmos que f é continua em cada
ponto xzg € X. H4 trés casos a tratar:

1. Caso f(xo) =0.

Como f(xzg) =0, entdo zo € G°, o que significa dizer que xg pertence a algum dos conjuntos A(s), com s € J, 0 <
r < 1. Dado que f(xo) = inf{r € J| A(r) > zo} = 0 entdo, como A(0) C A(r) C A(s) para todos r, s € J com



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 32 1594 /2825

r < s, segue que g € G° e que g € ﬂ A(r) |. Logo, existe rg € J, ro > 0, tal que zy € A(r) para todo r < rg,

red
>0

reJ.

Se B é uma vizinhanga aberta de f(zg) = 0 entdo, pela definigdo de conjuntos abertos em espagos métricos, existe
€0 > 0 tal que B contém todos os abertos da forma B, = [0, ¢€) para todo 0 < € < €y. Vamos escolher €, satisfazendo
0 < 1 < min{ry, €o}, de forma que B, C B. Sejar; € J tal que r; < 3. Como observamos no parggrafo anterior,
temos também xg € A(r1), pois r1 < €1 < rg. Claro também estd que para todo z € A(ry) teremos f(x) < rq,
ou seja, f(A(r1)) C Be,. Logo, f~1(B) D f~}(B.,) D A(r1) 2 zo. Assim, concluimos que para toda vizinhanga
aberta B de f(z0) a pré-imagem f~1(B) contém uma vizinhanca aberta de zo (a saber, A(ry)). Isso provou que f
é continua em z.

2. Caso f(xo) =1.
Para todo r < 1, r € J, vale A(r) C A(1) e, portanto, vale A(r)¢ D A(1)¢ = G. Logo, G C ﬂ A(r)©.

reJ
r<1

Como f(zg) =1 entdo xp ndo pode pertencer a nenhum dos conjuntos A(r) com r < 1, r € J, ou seja,

c

e | JAM | = [ A0)*.

red red
r<l r<l

Como comentamos no paragrafo anterior, isso inclui a possibilidade de x( pertencer a G.

Seja ro € J tal que 0 < 1y < 1. E claro que ﬂ A(r)° C ﬂ A(r)¢ e que ﬂ A(r)° C (A(ro))c, ja que

redJ reJ reJ
r<1 ro<r<1 ro<r<1

- — \¢C N\ C
A(rg) C A(r) para todo r > 1o, r € J. Concluimos disso que zq € (A(ro)) . Portanto, provamos que (A(ro)) é
uma vizinhanca aberta de zy para todo rg € J tal que 0 < 7y < 1.

Se B é uma vizinhanga aberta de f(x¢) = 1, entdo, pela defini¢do de conjuntos abertos em espagos métricos, existe
ag > 0 tal que B contém todos os abertos da forma B, = (a, 1] para todo ag < a < 1. Fixemos a; € Rer; € J
tais ag < a1 <7rp < 1.

Se x € (A(rl)) entdo, como A(r1) C A(r1), tem-se z € (A(r1))°. Isso implica que f(z) > 71 e, portanto, que
f ((my) C (r1, 1] C (a1, 1] = Ba,. Logo, f~*(B) D f1(Ba4,) D (my 3 xp. Assim, concluimos que para
toda vizinhanga aberta B de f(zg) a pré-imagem f~1(B) contém uma vizinhanca aberta de zq (a saber, (m> c).
Isso provou que f é continua em x.

3. Caso 0 < f(xg) < 1.

Seja f(xg) =t, com 0 < t < 1. Temos que xg nao pode pertencer a nenhum dos conjuntos A(r) com r < t, r € J,
mas deve pertencer a todo conjunto A(s) com s > t, s € J. Assim,

c

ze| A [N UAW | = N4 [ UAD | = A6 [ ) Am | - (32.16)

seJ reJ seJ red seJ red
s>t r<t s>t r<t s>t r<t

Note-se que A(s) C A(l) = G° para todo s € J e, portanto, o conjunto do lado direito de (32.16) exclui todo
elemento de GG, como deveria ser.

Seja B uma vizinhanga aberta de f(z) = t. Entéo, pela defini¢ao de conjuntos abertos em espagos métricos, existe
€o > 0 tal que B contém todos os abertos da forma B. = (t — ¢, ¢t + €) para todo 0 < € < €.

Seja 0 < €1 < €g e seja A o aberto definido por
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com g, r1 € J escolhidos de forma quet —e; <rg <tequet<r; <t+e€.

Note-se que para todo 7 € J com 19 < r < t vale A(rg) C A(r). Logo, A(rg) C U A(r). Portanto,

red
ro<r<t

c

Naeyr ¢ () A0 = | U Am| < (W) (32.17)

red red red
r<t ro<r<t ro<r<t

Por outro lado, como ry > t, é evidente que ﬂ A(s) C A(r1), pois A(r1) é um dos conjuntos que aparecem na

sedJ
s>t

intersecgao do lado esquerdo. Concluimos disso, de (32.16) e de (32.17) que

zoe | A6 [N N A0 | < ar)n (A(r0)>c — A,

seJ red
s>t r<t

Isso provou que A é uma vizinhanga aberta de xg.

Para todo x € A tem-se x € A(r1), o que implica f(z) <1 <t+e ex € (A(ro)) C A(ro)¢, o que implica

f(x) > rog >t —€. Logo, f(z) € (t —e1, t+€1) = B, para todo x € A. Assim, provamos que f(A) C B,

o que implica f~1(B) D f~1(B,) D A > x¢. Assim, conclufmos que para toda vizinhanca aberta B de f(xg) a
N\ C

pré-imagem f~1(B) contém uma vizinhanca aberta de zo (a saber, A = A(r1) N (A(ro)) ). Isso provou que f é

continua em xg.

A prova do Lema de Urysohn estd, portanto, completa. |

32.2.3.1 O Teorema de Extensao de Tietze

Vamos agora enunciar uma importante generalizacao do Lema de Urysohn, a saber, o chamado Teorema de Fxtensdo de
Tietze'*, Teorema 32.3, e uma generalizacio do mesmo, o Teorema 32.4. Esse teorema garante a existéncia de extensoes
continuas de funcoes reais continuas definidas em fechados de espacos normais, um resultado com diversas aplicagoes. A
demonstracao que apresentaremos do Lema 32.4 e do Teorema 32.3 é encontrada, com poucas modificagoes, em diversos
textos, sendo que seguimos [431]. Em [395] encontra-se uma instrutiva demonstragdo de um caso particular do que
apresentaremos. Faremos uso do seguinte lema técnico:

Lema 32.4 Seja (X, 7) um espago topoldgico normal. Sejam b > 0, F C X um conjunto 7-fechado e u : F' — [—b, b]

b b 2b
uma fungdo continua. Entdo, existe uma funcdo continua v : X — {—g, 5} tal que |u(z) —v(z)| < 5 pora todo x € F.
O

Prova. Sejam A := {z € G| u(z) < =b/3} =u~*([-b, —b/3]) e B:= {z € G| u(z) > b/3} = u([b/3, b]), de forma que
para x € A° N B¢ teremos —b/3 < u(x) < b/3. Como u é continua, é claro que A e B sao fechados disjuntos em F, mas
como F' é fechado em A, assim sdo também A e B. Pelo Lema de Urysohn, existe uma funcao continua w : X — [0, 1]
tal que w(x) = 0 para todo x € A e w(r) = 1 para todo = € B. Seja, entdo, v(z) = %b'w(l') - %. Valerd v(z) = —b/3
para todo x € A, v(z) = b/3 para todo x € B e —b/3 < v(zr) < b/3 para todo x € A°N B°. Como ¢ facil verificar,
teremos

-2 < u(x)—v(x) <0, z€A,
0 < ulz)—vx) <2, zeB,

— < oylx)—ov(x) < 2, zeAnNBe.

M Heinrich Franz Friedrich Tietze (1880-1964).
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Isso significa que |u(z) — v(z)| < 2b/3 para todo = € X, como queriamos. |

O lema acima afirma que u, definida em F', pode ser aproximada (com um erro menor que 2b/3) por uma fungao
definida em todo X. Mostraremos na prova do teorema a seguir que essa aproximagao pode ser melhorada por iteragao,
fornecendo no limite uma extensao continua a proépria fungao u.

Teorema 32.3 (Teorema de Extensao de Tietze) Seja (X, 7) um espaco topoldgico normal. Sejam a < b reais,
F C X um conjunto T-fechado e u : F — [a, b] uma fun¢do continua. Entdo, existe uma fung¢ao continua w : X — [a, b]
que € uma extensao de u. O

Prova. Se a = b entéo u(x) = b para todo x € F e basta tomarmos v(x) = b para todo x € X. No caso a < b é suficiente
considerarmos o caso em que [a, b] = [~1, 1], pois esses intervalos sao homeomorfos'®: a funcao p : [-1, 1] — [a, b]

dada por p(s) = b*Tas + Z’JFT‘I mapeia bijetivamente [—1, 1] em [a, b], é continua e tem inversa continua.

Seja, portanto, u : F' — [—1, 1] continua. Pelo Lema 32.4 (tomando b = 1), existe uma fungao continua v; : X —

[—3, 3] tal que |u(z) —vi(2)| < % para todo z € F.

Com isso a fungao u; := u — v1 é definida em F' e assume valores em [— ] Podemos aplicar novamente o Lema

2
3
32.4 (tomando b = 2/3) e afirmar que existe uma fungio vo : X — [-32, 12] tal que |ui(z) — vo(z)| < (3) para todo

x € F, ou seja, |u(z) —vi(x) —va(x)] < (%)2 para todo x € F.

. . . A - -1 -1
Procedendo indutivamente, constroéi-se destarte uma sequéncia de fungoes v, : X — [—% (%)n , % (%)n }, n € NN,

tais que, para todo x € F,

‘u(x)—(vl(:ﬂ)+~~-+vn(x))‘ < (%)n . (32.18)

Seja wy, = v; + -+ + v,. Provemos que essa é uma sequéncia de Cauchy na topologia da norma do supremo, definida

por ||A|leo = sup{|h(z)|, = € X}. Como v, : X — [—% (%)n_l, 3 (%)n_l} vale [[vn]loc < 3 (g)n_l para todo n € IN.

Logo, para m < n valerda

n n n 1/2 j—1 © 1 /9 j—1 2\ ™
o —walle = | 30w < X Mule < 3 o3(3) < X 3(5) =1(35) -
j=m+1 o j=m+1 j=m+1 j=m+1

provando que trata-se de uma sequéncia de funcoes continuas e limitadas que é uma sequéncia de Cauchy na norma do
supremo. Pelo Teorema 24.3, pagina 1324, w,, converge a uma funcao continua e limitada w definida em X. Para essa
funcao temos ||w||oo < 1, pois

n 00 1 2 j—1
J:

Por (32.18), w,, converge uniformemente a u em F e, portanto, w : X — [—1, 1] é uma extensao continua de w. |

Exemplo 32.3 Dentre as hipéteses do Teorema de Extensdo de Tietze encontra-se a suposi¢io que o conjunto F' onde a funcio
u estd definida, ser um fechado na topologia de X. Essa hip6tese ndo pode ser enfraquecida facilmente. Tome-se X = [0, 1] com
a topologia usual, F' o aberto (0, 1) e a funcéo u : (0, 1) — [—1, 1] dada por u(z) = sen(1/z). Essa fun¢do ndo possui extensdo
continua sobre todo X. ¢

Apesar das limitagoes apontadas no exemplo acima, o Teorema 32.3 pode ser generalizado nas diregoes indicadas no
que segue.

o Estendendo o Teorema de Extensao de Tietze

Como enuncia o teorema a seguir, o Teorema 32.3 pode ser generalizado de diversas formas e algumas dessas genera-
lizacOes sao de significativo interesse em dreas da Anédlise e nos fundamentos da chamada K-teoria.

15 A nogdo de homeomorfismo é desenvolvida na Segdo 30.5.1.1, pagina 1507.
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Fagamos previamente algumas observagoes elementares. Sejam (X, 7x), (W, 7w ) e (Z, 7z) trés espacos topoldgicos
e suponhamos que (W, mw) e (Z, 7z) sejam homeomorfos, ou seja, tais que existe uma bijegdo h : W — Z continua
com inversa continua. Seja A C X, ndo vazio e f : A — W uma funcdo continua (na topologia induzida por 7x em A).
Entao, ho f : A — Z é também continua, por ser a composi¢ao de duas fungoes continuas. Suponhamos que ho f possua
uma extensao continua g : X — Y. Entao, f : X — W dada por f := h™! 0 g é uma extensdo continua de f, também
por ser a composicao de duas fungoes continuas.

Na reta real (com a topologia usual), todos os intervalos do tipo (a, b), a < b, sGo homeomorfos. Por exemplo,
h: (0, 1) — (a, b) dada por h(z) = (b — a)z + a é um homeomorfismo, como facilmente se verifica. A funcdo tangente
hiperbdlica tanh : R — (=1, 1) é também um homeomorfismo e, portanto, disso concluimos que todo intervalo do tipo
(a, b), a < b, é homeomorfo a R. A restrigdo da tangente hiperbdlica ao semi-eixo real positivo, tanh : (0, co) — (0, 1)
é também um homeomorfismo e, portanto, disso concluimos que todo intervalo do tipo (a, b), a < b, é homeomorfo a
todo intervalo do tipo (¢, oo0). De maneira totalmente andloga verifica-se que todos os intervalos do tipo [a, b), a < b,
sa0 homeomorfos e também homeomorfos a todos os intervalos do tipo [¢, co) com ¢ € R. Outrossim, todos os intervalos
do tipo [a, b], a < b, sGo homeomorfos. Passemos & generaliza¢ao do Teorema 32.3.

Teorema 32.4 Seja (X, 7) um espago topoldgico normal, F C X um conjunto T-fechado e sejam a < b reais.

I. Seja u: F — [a, b) uma fungdo continua. Entdo, existe uma funcdo continua v : X — [a, b) que € uma extensdo
de u. Observe-se que aqui ndo excluimos o caso em que b = co. A afirmacgao permanece vdlida se trocarmos o
intervalo [a, b) pelo intervalo (a, b] e, nesse caso, ndo excluimos a situa¢do em que a = —oo.

II. Seja u: F — (a, b) uma fun¢do continua. Entdo, existe uma fung¢ao continua v : X — (a, b) que € uma extensdo
de u. Aqui também ndo excluimos o caso em que a = —00 ou b = 0o, ou mesmo ambos, como indicado no préximo
item.

III. Seja u: F — R uma funcdo continua. Entao, existe uma fungao continua v : X — R que € uma extensao de u.

IV. Seja u : F — R™ (n > 1) uma fungao continua. Entdo, existe uma funcdo continua v : X — R™ que € uma
extensao de u.

V. Seja u: F — R uma fungdo continua, onde R C R™ (n > 1) é um conjunto da forma R =1 x --- x I,, sendo que
cada I, é R ou um intervalo do tipo [ay, b, [ak, bk), (ak, bk] ou (ak, by) com ar < by (esses intervalos podendo
eventualmente ser semi-infinitos). Entao, existe uma funcdo continua v: X — R que € uma extensdo de u.

VI. Sejau: F — D uma fungdo continua, onde D C R™ (n > 1) é homeomorfo a algum dos conjuntos R mencionados
no item anterior (por exemplo, D € a esfera fechada de raio r > 0 centrada na origem em R™). Entdo, existe uma
fungdo continua v: X — D que € uma extensao de u. O

A afirmagao do item IV, acima, é por vezes denominada Teorema de Ezxtensao de Urysohn-Tietze e desempenha um
papel em diversos problemas de Andlise, por exemplo, no tratamento do Principio de Dirichlet. Vide e.g. [462].

Prova do Teorema 32.4. Parte I. Trataremos apenas o caso do intervalo [a, ), pois o caso do intervalo (a, b] é andlogo.
E suficiente considerarmos a situagdo em que [a, b) = [0, 1), pois esses intervalos sdo homeomorfos, como ji observamos.
Pelo Teorema 32.3, a funcdo u : F' — [0, 1) possui uma extensio w : F' — [0, 1]. Seja G = w1 ({1}), o conjunto de todos
os pontos de X onde w assume o valor 1. G é um conjunto 7-fechado, pois w é continua. Se G = §) entao w : F — [0, 1)
e ndo resta nada a demonstrar, pois podemos adotar v = w. Se G # ) entdo G e F sdo disjuntos (pois u e, portanto,
w, nao assume o valor 1 em F'). Pelo Lema de Urysohn, Lema 32.3, existe uma fungéo continua s : X — [0, 1] tal que
#(x) = 0 para todo x € G e k(z) = 1 para todo € F. Seja v definida para todo € X por v(z) = k(z)w(z). E evidente
que v é continua, que v anula-se quando w(x) = 1 e que sua imagem encontra-se em [0, 1). Fora isso, para todo z € F
vale v(z) = k(z)w(z) = w(z) = u(x), provando que v estende u e tem as demais propriedades desejadas.

Parte II. E suficiente considerarmos o caso em que (a, b) = (=1, 1), pois esses intervalos sdao homeomorfos, como
j& observamos. Pelo Teorema 32.3, a fungdo u : F — (—1, 1) possui uma extensdo w : F — [-1, 1]. Seja G =
w=t({=1}) Uw=({1}), o conjunto de todos os pontos de X onde w assume os valores £1. G' é um conjunto 7-fechado,
pois w é continua e por ser a unido de dois fechados. Se G = ) entdao w : F — (—1, 1) e nao resta nada a demonstrar,
pois podemos adotar v = w. Se G # 0 entdao G e F sao disjuntos (pois u e, portanto, w, nao assume os valores —1
ou 1 em F). Pelo Lema de Urysohn, Lema 32.3, existe uma fungao continua « : X — [0, 1] tal que x(xz) = 0 para
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todo # € G e k(z) = 1 para todo = € F. Seja v definida para todo = € X por v(z) = k(z)w(z). E evidente que v ¢
continua, que v anula-se quando w(z) = £1 e que sua imagem encontra-se em (—1, 1). Fora isso, para todo = € F vale
v(z) = k(z)w(x) = w(z) = u(x), provando que v estende u e tem as demais propriedades desejadas.

Parte ITI. Como R é homeomorfo a todo intervalo do tipo (a, b) com a < b, entdo a afirmacao segue da parte II.

Parte IV. Se u : F — R, podemos encard-la como um vetor de n componentes: u = (u1, ..., u,) com u; : FF — R,
k=1, ..., n. Seu: F — R™ é continua, entao cada componente uy : FF — R, k=1, ..., n, é continua e a afirmagao
segue da parte III.

Parte V. Se u : F — R, podemos encaréd-la como um vetor de n componentes: u = (u1, ..., u,) com ug : F — I,
k=1, ..., n. Assim, se u : FF — R"™ é continua, cada componente uy : F' — I, k=1, ..., n, é continua e a afirmacao

segue, dependendo do caso, do Teorema 32.3, ou dos item I, IT ou III.

Parte VI. Elementar pelas consideracoes anteriores. |

32.2.4 A Propriedade de Hausdorff como Propriedade Herdada
A propriedade de ser Hausdorff é uma das propriedades definidoras na nogéo de variedade topoldgica (vide Capitulo 33,
pégina 1667). Vamos aqui mostrar que essa propriedade é preservada pela tomada de topologias induzidas e pelo produto

(finito!) de espacos topoldgicos, dois fatos simples mas relevantes na construcao de variedades topoldgicas.

e Espacos Hausdorff e a topologia induzida

Proposicao 32.13 Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja’Y C X. Vamos supor Y nao vazio e vamos considerar em
Y a topologia 11 induzida pela topologia 7. Entdo, se (X, T) for Hausdorff o espago topoldgico (Y, 7r) também serd
Hausdorff. O

Prova. Sejam y;, y2 € Y, distintos, Como X é Hausdorff, existem A;, As € 7 tais que y; € A1, yo € As e com
A1 NAs =10. Agora, By := A1 NY e By := A3 NY sdo (por definigdo) 7r-abertos e satisfazem y; € By, y2 € By e com
By N By =0, provando que (Y, 77) é Hausdorfl. |

Devido a esse resultado, costuma-se dizer que a propriedade de Hausdorff é herdada por uma topologia relativa.

e Espacgos Hausdorff e o produto finito de espagos topolégicos

Proposicao 32.14 Para algum m € N, sejam (X,, 7.), a =1, ..., m, espagos topoldgicos Hausdorff. Entao, o espago
produto'® (X1 XX X, Tt X oo+ X Tm) € também Hausdorff. |

Prova. Sejam z = (21, ..., Tm) €y = (Y1, ..., Ym) elementos distintos de X7 X -+ x X,,,. Entdo, existe ao menos
um a € {1, ..., m} tal que z, # y,. Como (X,, 7,) é Hausdorff, existem A,, B, € 7, tais que z, € A4, Yo € By €
A, N B, = (. Para todos os demais k # a, tomemos abertos Ay e By em 7, com x, € Ag e yp € Bg. Teremos que
r€A; X+ x A, ey€ By X x B, mas (A1 X e xAm)ﬁ(Bl X oo me) = (), pois A, N B, = (. Isso estabelece
que (X1 X oo X Xy T1 X o0 X Tm) também possui a propriedade de Hausdorff. |

A afirmagéo da Proposigao 32.14 pode ser facilmente estendida para produtos arbitrérios (ndo necessariamente finitos)
de espagos topoldgicos. Deixamos essa generalizagao como exercicio ao estudante.

Devido aos fatos acima expostos, costuma-se dizer que a propriedade de Hausdorff é herdada por produtos de espacos
topologicos.

16Para a definigdo, vide Segdo 27.2.5, pagina 1424 ou Segdo 32.6, pagina 1644.
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32.3 Compacidade, Compacidade Local e Paracompacidade

A nocio geral de compacidade de conjuntos em espacos topoldgicos foi introduzida por Fréchet'” em 1906, abstraindo
e generalizando diversas observagoes anteriores a respeito de subconjuntos fechados e limitados da reta real. Desde sua
introdugao essa nogao tornou-se um importante instrumento de andlise e nesta se¢ao apresentamos os resultados mais
importantes que dela decorrem.

Comegaremos apresentando definigoes gerais e propriedades vélidas em espagos topoldgicos gerais e, gradualmente,
nos especializaremos em espagos topoldgicos especificos, como os espagos Hausdorff, os espagos métricos e, dentre esses,
os espagos R™ com a métrica Euclidiana usual.

No que segue, se X é um conjunto ndo vazio e 7 uma topologia em X, dizemos que o par (X, 7) é um espago
topolégico. Por abuso de linguagem, o préprio conjunto X é dito ser um espaco topolégico em relagao a topologia 7.

Para um texto dedicado a histéria da Topologia, vide [248].

32.3.1 Algumas Definicoes Gerais

e Recobrimentos

Seja X um conjunto nao vazio seja A C X. Uma colegdo R C P(X), formada por subconjuntos de X, é dita ser um
recobrimento de A se a uniao de todos os seus elementos contiver A, ou seja, se A C Jzcp R.

Se R é um recobrimento de A, dizemos que R cobre A, ou que R recobre A.

Se 7 é uma topologia em X e R é um recobrimento de A C X tal que todo elemento de R é um elemento de 7,
dizemos que R é um recobrimento de A por T-abertos , ou simplesmente um recobrimento de A por abertos.

Se R é um recobrimento de A por T-abertos, entao a cada R € R vem associado um conjunto RN A que é elemento
da topologia relativa 74 induzida por 7 em A (vide Secdo 27.2.4, pdgina 1422). Claramente, a colegdo de todos esses
conjuntos RN A com R € R também cobre A. Assim, a cada recobrimento R de A por 7T-abertos vem associado um
recobrimento R; de A por T4-abertos, a saber, Ry := {RN A, R € R} C 74. O recobrimento R; é denominado de
recobrimento induzido em A pelo recobrimento R.

Se 7 é uma topologia em X, entdo 7 é um recobrimento de X por 7-abertos (pois X € 7). Logo, X possui ao menos
um recobrimento por 7T-abertos para qualquer topologia 7 definida em X, na pior das hipéteses aquela formada pela
prépria topologia 7.

Se R é um recobrimento de A, dizemos que 8 C R é um sub-recobrimento de A por R se 8§ também for um recobrimento
de A. E claro que um sub-recobrimento de um recobrimento por abertos é também um recobrimento por abertos.

Um recobrimento ¢é dito ser finito se possuir um nimero finito de elementos.

Vamos a alguns exemplos ilustrativos dessas definigoes.

R1={(r, 8), 7, s € Q com r < s} é um recobrimento de R por mr-abertos.

Ry = {(%, 7+ 1)7 n e Z} é um recobrimento de IR por Tr-abertos. Trata-se de um sub-recobrimento de Ry,
acima.

o Rz ={(—z, z), z € R, x> 0} é um recobrimento de R por mr-abertos.
o Ry ={(—0, 1), (-1, o)} é um recobrimento finito de R por 7r-abertos.

e Rs ={[n, n+1], n € Z} é um recobrimento de R por r-fechados.

o Refinamentos

Seja (X, 7) um espago topoldgico e sejam B = {B# cX, pe€e Q} e C= {Cu/ c X,y € Q’} dois recobrimentos
de X. Dizemos que B é mais fina que C se para todo B, € B existir ao menos um C,v € € tal que B, C C\v. Se um
recobrimento B é mais fino que € dizemos que B é um refinamento de C.

17Maurice René Fréchet (1878-1973).
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E de se notar que se B = {B# € X, ue Q} e C = {Cu/ e X, u € Q’} sao dois recobrimentos de X entao
{B# NCyeX, pel, e Q’} ¢ também um recobrimento de X e é um refinamento de B e de C.

e Sistema localmente finito de conjuntos

Uma colegao de conjuntos C = {C,, C X, pu € Q} é dita ser um sistema localmente finito de conjuntos se todo x € X
possui uma vizinhanga V,. tal que V; N C), for ndo vazio apenas para uma colegao finita de pu’s.

e Funcgoes continuas e recobrimentos por abertos

A proposigao que segue sera util mais adiante e mostra que para uma funcao ser continua basta ser continua em cada
elemento de um recobrimento por abertos do seu dominio.

Proposicao 32.15 Sejam (X, 7x) e (Y, 1v) dois espagos topoldgicos e seja A = {A, € 7x, v € N} um recobrimento de
X por T-abertos. Denotemos por 7x(A,) a topologia induzida em A, pela topologia Tx. Entao, uma fun¢io f: X =Y
€ continua (em relagdo as topologias Tx e Ty ) se e somente para todo v € N a restricio de f a A,, for continua (em
relagdo as topologias Tx(A,) e Ty ). O

A nocao de topologia induzida foi introduzida na Segdo 27.2.4, pagina 1422. Observe-se que, como cada A, é Tx-
aberto, os elementos de 7x(A,) sdo também elementos de 7x. Denotaremos por f, : A, — Y a restricdo de f a A,:

fl/ = f rA,,-

Prova da Proposicdo 32.15. Vamos supor que f : X — Y seja continua em relagao as topologias 7x e Ty. Se B € Ty
entdao f~1(B) € 7x. Logo, vale também f~1(B)N A, € 7x e, portanto, f, 1(B) € 7x(A,), provando que f, é continua
em relagdo as topologias 7x (A,) e 7y.

Reciprocamente, vamos supor que para todo v € N a fungdo f, seja continua em relagdo as topologias 7x(A4,) e
Ty. Entdo, se B € 1y valerda que f)\_l(B) € 7x(A,). Assim, f~1(B)N A, € 7x(4,), e como 7x(A,) C Tx, segue que
f~YB)N A, € 7x para todo v € N. Tomando a uniao sobre todo v € N de f~1(B) N A,, usando (1.22) e lembrando
que J, ¢y 4 = X, concluimos que f~YB) = f"YB)NX € 7x, 0 que prova que f é continua. |

e Espacos topoldégicos compactos, Lindelof, localmente compactos e paracompactos

Da mesma forma com que podemos classificar espagos topolégicos de acordo com propriedades de separacao (vide
Secao 32.2, pdgina 1581), podemos classificd-los de acordo com propriedades de seus recobrimentos. Nessa taxonomia as
espécies mais relevantes sao as seguintes:

e Espacos compactos. Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espago topoldgico compacto se todo recobrimento
de X por T-abertos possuir um sub-recobrimento finito.

e Espacos Lindelsf. Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espaco de Lindeldf'® se todo recobrimento de X
por T-abertos possuir um sub-recobrimento contavel.

e Espacos o-compactos. Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espago topoldgico o-compacto se possuir um
recobrimento contavel por T-compactos.

e Espacos contavelmente compactos. Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espacgo topoldgico contavelmente
compacto se todo recobrimento contavel de X por 7-abertos possuir um sub-recobrimento finito.

e Espacos localmente compactos. Um espaco topolégico (X, 7) é dito ser um espago topoldgico localmente
compacto se todo x € X possuir uma vizinhanga compacta, ou seja, se para cada x € X existirem um conjunto
T-aberto A e um conjunto 7-compacto C' tais que z € A C C.

e Espagos paracompactos. Um espagco topoldgico (X, 7) é dito ser um espago topoldgico paracompacto se todo
recobrimento por T-abertos de X possuir um refinamento por m-abertos que é localmente finito.

18Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946).
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Das nocbes acima as mais importantes sao as de compacidade, compacidade local e paracompacidade. A nocao de
compacidade permeia praticamente todas as dreas da Matematica. A nogao de compacidade local é particularmente
relevante no estudo de variedades topoldgicas e (vide Capitulo 33, pédgina 1667) diferenciais e na teoria dos grupos
topoldgicos. A nogdo de o-compacidade é importante na Teoria da Medida (especialmente no estudos de medidas
topolégicas). Na Proposigao 32.33, pagina 1633, demonstraremos que todo espago topoldgico Hausdorff localmente
compacto e segundo-contdvel é o-compacto. A nocado de paracompacidade é particularmente importante na teoria das
variedades topoldgicas e diferenciais. A nocéo de paracompacidade foi introduzida por Dieudonné!®, o qual demonstrou
um teorema de importancia central no contexto, a saber, que todo espago paracompacto Hausdorff é normal. Vide

Teorema 32.24, pagina 1635, adiante.
Iremos nos concentrar primeiramente no estudo de espacos compactos. Antes facamos um

Comentéario sobre a nomenclatura. A definicdo de compacidade que apresentamos acima ¢é praticamente universal
hoje em dia, mas hé algumas excecdes dignas de nota. Na escola Bourbaki?® espacos compactos segundo a definicio acima
sao denominados “quasecompactos’, sendo a palavra compacto reservada a espagos Hausdorff compactos (segundo nossa
definicdo). Na escola russa, emprega-se a palavra “bicompacto” para designar espagos Hausdorff compactos (segundo
nossa defini¢do), sendo a palavra “compacto” reservada para espagos sequencialmente compactos (para a definigao, vide
adiante). O estudante deve, portanto, ter um muito cuidado ao comparar resultados de textos diferentes.

32.3.2 Espacgos de Lindelof. Um Minimo

Neste texto nao discutiremos em detalhe a teoria dos espagos de Lindel6f, mas provaremos que espagos segundo-contaveis
(ou seja, que possuem uma base contdvel, vide Segao 27.4, pdgina 1432) sdo Lindeldf e provaremos que espagos métricos
sao de Lindelof se e somente se forem separdveis (ou se e somente se forem segundo-contéveis).

Cabe notar que todo espago topoldgico compacto é Lindelof. A reciproca, porém nao é necessariamente verdadeira
(para tal é necessério que o espago seja também contavelmente compacto).

e Espacos segundo-contaveis sao Lindelof

A afirmacao que espagos segundo-contdveis sao Lindelof segue do lema técnico a seguir, o qual também serd empregado
mais adiante, por exemplo, em nossas discussoes sobre espagos localmente compactos e sobre espacos paracompactos. O
enunciado e demonstragao abaixo provém de [92].

Lema 32.5 Seja (X, 7) um espago topoldgico sequndo-contdvel e seja A ={A, € T, p € M} uma cole¢do arbitrdria de

T-abertos indexada por um conjunto M. Entao, M possui um subconjunto contdvel My tal que U A, = U A, O
pneM pne M,

Prova. Seja B = {By, n € IN} uma base contédvel de (X, 7). Como todo T-aberto, cada A,, € A pode ser escrito como
unido (contdvel) de elementos de B e, portanto, cada A, € A contém elementos de B. Seja B; o subconjunto de B
composto por todos os elementos de B contidos em algum elemento de A: By := {B €B|Ipe Mtal que BC A, € A}.
E claro que By é contavel. Naturalmente, para cada B € By havera diversos indices p € M tais que B C A,, mas sempre
hd ao menos um deles. Fazendo uso do Axioma da Escolha (vide pdgina 63), podemos a cada B € B; associar um
u(B) € M tal que B C A,(p). Obtemos assim uma funcao By > B + u(B) € M a qual ndo é necessariamente injetora.
Seja M7 C M a imagem dessa funcdo. Como By é contavel, M; também o sera.

Afirmamos agora que UueM A, = U#GM1 A,,. Para provar isso, considere-se & € UueM A, . Existe, portanto, p, € M
tal que x € A,,. Como A, pode ser escrito como uniao de elementos da base B, existe ao menos um B € B; tal que
x € B. Logo, x € B C A, (), provando que x € UueMl A,,. Isso estabeleceu que UueM A, C UueMl A,. Agora, como
M; C M é também evidente que UueMl A, C UueM A,., estabelecendo a igualdade desejada. |

A afirmagao do Lema 32.5 é nao-trivial no caso de M nao ser enumeravel, pois se M é contavel podemos, naturalmente,
tomar M7 = M. Note-se que também que M; pode eventualmente ser finito. Note-se também que A nao precisa ser um

19 Jean-Alexandre-Eugene Dieudonné (1906-1992). A referéncia é J. Dieudonné, “Une genéralization des espaces compacts”, J. Math. Pures
Appl. 23, 65-76 (1944).

20 Nicolas Bouwrbaki. Nome coletivo adotado por um grupo de importantes mateméticos franceses, nascido por volta de 1935, que teve
grande, mas declinante, influéncia na estruturacao e sistematizacgdo da Matemadtica ao longo do século XX. O grupo Bourbaki sofreu diversas
criticas pelo seu abstracionismo, considerado em certos circulos como excessivo e mesmo estéril.
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recobrimento de X. O lema afirma, porém, que em um espago topoldgico segundo-contavel (X, 7) todo recobrimento
de um conjunto B C X por 7-abertos tem um sub-recobrimento contavel. Em particular, todo recobrimento de X por
T-abertos tem um sub-recobrimento contavel. Portanto, concluimos ser vélida a seguinte afirmacao:

Corolario 32.2 Todo espaco topologico seqgundo-contdvel é Lindelof. O

Uma reciproca dessa afirmacao é valida em espacos métricos:

Proposicao 32.16 Seja (M, d) um espago métrico. Entao, sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

1. (M, d) é um espago topoldgico separdvel.
2. (M, d) é um espago topoldgico sequndo-contdvel.
3. (M, d) é um espago topoldgico de Lindeldf. O

Prova. A equivaléncia dos itens 1 e 2 é o contelido da Proposigao 27.15, pagina 1433. Que o item 2 implica o item 3 é o
contetido do Corolédrio 32.2. Resta apenas provar que todo espago métrico de Lindelof é separavel.

Seja By(r, x) a bola aberta de raio r > 0 centrada em d. Para cada n € IN a colegao B, := {Bd(l/n, ac), S M},
formada por bolas de raio 1/n centradas em cada ponto x € M, é evidentemente um recobrimento de M por 74-abertos.
Como, por hipétese, (M, d) é Lindeldf, cada B,, possui um sub-recobrimento contével B? := {Bd(l/n, :L'n’m), Tn,m €
M, me ]N}, onde as bolas de raio 1/n sao centradas em uma cole¢do contavel {x,, , € M, m € IN}. Seja D o conjunto

contavel formado por todos esses pontos xp, m, ou seja, D := [, {acn,m eM, me ]N}. Afirmamos que D é denso em
M. Isso é fécil de provar. Seja © € M e tomemos € > 0. Para n € IN satisfazendo 1/n < € a colegao de bolas BY recobre
M, o que significa dizer que existe x,, , € D tal que = € Bd(l/n, xnym) C By (e, :L'n’m). Isso implica que cada ponto
de M estd no fecho de D, como queriamos provar. |

Das consideracoes da Segao 27.4, pagina 1432, concluimos que os espagos R™ com a topologia métrica usual sao
Lindelof. Espagos de Hilbert separaveis também sao Lindel6f.

A Proposigao 32.16, pdgina 1602, tem o seguinte corolario imediato:

Corolario 32.3 Seja (M, d) um espago métrico compacto. Entao, (M, d) é um espago topoldgico separdvel e sequndo-
contdvel. O

32.3.3 Compacidade. Definicoes e Propriedades em Espacos Topolégicos
Gerais

e Conjuntos compactos e espagos topolégicos compactos

Seja X um conjunto nao vazio e 7 uma topologia em X. Um conjunto A C X é dito ser um conjunto T-compacto,
ou conjunto compacto em relagao a topologia 7, se todo recobrimento de A por 7-abertos possui um sub-recobrimento
finito.

Fica claro que dizer que (X, 7) é um espago topolégico compacto equivale a dizer que X é um conjunto 7-compacto.
Note também que dizer que A C X é T-compacto equivale a dizer que (A4, 74) é um espago topoldgico compacto, onde
T4 € a topologia relativa induzida por 7 em A (vide Secao 27.2.4, pdgina 1422).

¢ Exemplos

Tratemos de alguns exemplos de espacgos compactos.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 32 1603/2825

e Seja X um conjunto nao vazio qualquer e 7 uma topologia em X. Se A C X é finito entdo A é compacto em relagao
a 7. De fato, a topologia induzida por 7 em A contém um numero finito de elementos, por ser um subconjunto de
P(A), que possui 2™ elementos, n sendo a cardinalidade de A. Portanto, todo recobrimento de A é finito.

Esse exemplo nao é fortuito. Sob certos aspectos, conjuntos compactos sao muito semelhantes a conjuntos finitos
e muitas demonstracoes de proposi¢oes validas para conjuntos finitos podem ser facilmente transformadas em
demonstracoes de proposigoes validas para conjuntos compactos.

e Se X é finito, o espago topoldgico (X, 7) é compacto para qualquer topologia 7 de X.

e R nao é compacto na topologia usual 7R, pois nenhum dos recobrimentos Ry, Ro, Rz, acima, possui um sub-
recobrimento de R que seja finito. Justifique isso para cada caso!

e Seja R com a topologia usual 7. Entéo, todo intervalo fechado [a, b] com —o0 < a < b < 00 é compacto. Com
mais generalidade, todo subconjunto fechado e limitado de R é compacto. Essas afirmacgoes provem do importante
Teorema de Heine-Borel, Teorema 32.14, pagina 1616, que veremos adiante.

e Seja X nao vazio. Todo A C X é compacto em relagdo a topologia cofinita em X, que denotamos por 7.(X). De
fato, seja R um recobrimento de A composto por conjuntos cujo complementar é finito e seja Dy € R. O conjunto
X \ Dy é finito e, portanto, assim o é o conjunto A\ Dy, contendo esse, digamos, m elementos. J& que R cobre A,
deve necessariamente existir para cada elemento x € A\ Dy pelo menos um elemento de R que contém z. Assim,
existe uma colecdo finita D1, ..., Dy, com n < m, de elementos de R, tal que D1 U---U D,, contém A\ Dy. Logo,
{Do, D1, ..., Dp} é um sub-recobrimento finito do conjunto a A por elementos de R.

e Conjuntos relativamente compactos

Seja (X, 7) um espaco topolégico. A C X é dito ser um conjunto relativamente compacto se A, o fecho de A segundo
7, for compacto.

e Unioes finitas de compactos

Um primeiro resultado bastante elementar sobre conjuntos compactos é o seguinte:

Proposicao 32.17 Seja (X, 7) um espago topoldgico e Cy, ..., Cp € uma cole¢io finita de T-compactos, entio Cy U
... UG, € T-compacto. O

Prova. Se A é um recobrimento de Cy U ... U C,, por T-abertos entao cada Cj tem um recobrimento por uma cole¢ao
finita Ay de A. Logo, A1 U...UA, é um subconjunto finito de A e também recobre C; U...UC,. |

A Proposigao 32.17 nao pode ser generalizada para unioes enumeraveis de 7-compactos sem a adigao de hipoteses
adicionais. Como exercicio, encontre contraexemplos em (R, 7R).

O leitor pode estar se perguntando se intersecgoes de compactos sao também compactos. Na Proposicao 32.20, pagina
1608, provaremos que em espagos Hausdorff vale a afirmacao que intersecgoes arbitrarias de compactos sao novamente
conjuntos compactos. No entanto, hd exemplos de espacos nao Hausdorff onde essa afirmacao nao procede nem mesmo
para intersecgoes finitas! O exercicio a seguir ilustra isso.

E. 32.13 Ezercicio. Considere a reta real com dupla origem, introduzida no Exercicio E. 32.12, pdgina 1586. Mostre que os
conjuntos C' = [—1, 1] e D = {p}U([—1, 1]\ {0}) sdo T-compactos (porém, n3o sio T-fechados). Mostre que CND = [—1, 0)U(0, 1]
ndo é T-compacto. Para tal, construa um recobrimento desse conjunto por T-abertos que ndo possui um sub-recobrimento finito.
Sugestdo: tente {(—2, —2)uU (2, 2) ne NN} o+

n’ n n’ n

e Funcgoes continuas e compacidade

O teorema que segue é de grande importancia por esclarecer de que forma a nogao de compacidade se relaciona com
a de continuidade de fungoes.

Teorema 32.5 Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) dois espagos topoldgicos e f : X — Y uma func¢do continua em relagao ds
topologias Tx e Ty . Entdo, se C C X € Tx-compacto, sua imagem f(C) CY € 1y -compacta. |
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Prova. Comegamos com um pouco de notagdo. Seja B C P(Y) uma colecdo de subconjuntos de Y. Denotamos por
f71(B) C P(X) a colegdo das pré-imagens por f em X dos elementos de B: f~1(B) := {f~*(B), B € B}, onde
f~Y(B) é a pré-imagem de B em X por f.

Seja B um recobrimento de f(C) por Ty-abertos. Entao, f~1(B) é uma colecao de Tx-abertos (pois f é continua) que
cobre C. Como C' é Tx-compacto, existe um sub-recobrimento finito de f~1(B) que cobre C: {f’l(Bl), ce f’l(Bn)},
com B, € B, k=1, ..., n. Isso implica que {Bl, ceey Bn} C B cobre f(C), provando que f(C) é Ty-compacto. |

e Subconjuntos fechados de conjuntos compactos

Proposicao 32.18 Seja (X, 7) um espago topoldgico. Sejam F, C C X com F sendo T-fechado, C sendo T-compacto
e FFC C. Entao, F € T-compacto. O

Prova. Seja A uma colecio de T-abertos que cobre F. Entao, AU{F°} é uma colegao de T-abertos que cobre C?!. Sendo
C t-compacto, AU{F} possui um sub-recobrimento finito A; = {A;, ..., A4,}, sendo que um desses conjuntos Ay, pode
ser F'° e os demais sao elementos de A. Como esse sub-recobrimento finito cobre C', deve possuir um subconjunto As
(também finito, obviamente) que cobre F'. Podemos excluir F¢ de Az, pois F© é disjunto de F'. Portanto, A é composto
apenas por uma colecao finita de elementos de A. Isso provou que F é compacto. |

e Compacidade e a propriedade de interseccgao finita

Seja X nao vazio. Uma cole¢ao € C P(X) de subconjuntos de X é dita possuir a propriedade de intersec¢ao finita se
qualquer subcolegao finita de € tiver intersecgao nao vazia, ou seja, se C1 N ---NC, # () para qualquer n > 1 e quaisquer
cy, ..., C, €C.

A relacao dessa definicdo com a nocao de compacidade é expressa no seguinte teorema:

Teorema 32.6 Seja X ndo vazio e T uma topologia em X . Entao, (X, T) é um espago topoldgico compacto se e somente
se toda colegao F de subconjuntos T-fechados de X que possua a propriedade de interseccao finita possua uma intersec¢ao
ndo vazia, ou seja, satisfaca (\peq F # 0. O

Prova. Vamos supor que toda colecao I de subconjuntos 7-fechados de X que possua a propriedade de interseccao finita
possua uma interseccdo nao vazia. Seja A um recobrimento de X por 7-abertos. Entao, [J4,.4 A = X e, tomando
complementos, () 4 cea A= (). Isso diz-nos que a colegao de 7-fechados F := {A¢, A € A} nao pode possuir a propriedade
de intersecgdo finita. Logo, existe uma colegdo finita A§, ..., AS de elementos de F tal que AfN---NAS = @ e, tomando
complementos, A; U---UA,, = X. Logo, A tem um sub-recobrimento finito, provando que (X, 7) é um espaco topolégico
compacto.

Vamos agora, supor que X seja compacto e seja F uma colecao de subconjuntos 7-fechados de X que possua a
propriedade de intersecgao finita. Suponhamos que [ res P = (). Tomando complementos, segue disso que X = |J cq F.
Isso diz que a colegdo {F°, F € F} é um recobrimento de X por 7T-abertos. Logo, como X é compacto, existe uma
subcolegao finita {FY, ..., FS} com Fy, ..., F, € F, que cobre X, ou seja, FfU --- UF¢ = X. Tomando novamente
complementos, concluimos que Fy N ---N F, = @, contrariando a propriedade de interseccao finita. Logo, [ reg ' # 0.

e A propriedade de Bolzano-Weierstrass em espagos topolégicos gerais

Em espacos métricos, um teorema fundamental afirma que um conjunto C' é compacto se e somente se toda sequéncia
em C' tem uma subsequéncia convergente em C. Esse teorema, em uma forma bastante completa, serd apresentado e
demonstrado mais adiante (Teorema 32.11, pagina 1611). Essa propriedade de conjuntos compactos em espagos métricos
é muitas vezes denominada propriedade de Bolzano- Weierstrass de espagos métricos. Antes de tratarmos dela, trataremos
de uma forma mais geral da mesma, véalida em espagos topolégicos gerais, e onde sequéncias devem ser substituidas por
redes. As definigoes necessarias ao acompanhamento dessa discussao encontram-se na Secao 30.3, pagina 1497. Faremos
também uso do Teorema 30.1, pagina 1498.

21Aqui F'¢ = X \ F, de modo que, em verdade, A U {F¢} cobre todo X, fato esse, ademais, irrelevante para o que segue.
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Teorema 32.7 (Propriedade de Bolzano-Weierstrass) Um espago topoldgico (X, T) é compacto se e somente se
toda rede em X tem uma sub-rede convergente. O

Prova. Suponhamos que (X, 7) seja compacto e seja {zx}rer uma rede em X. Vamos supor que {z}res néo tenha
nenhuma sub-rede convergente. Pelo Teorema 30.1, pagina 1498, {z)}rcs ndo tem pontos de acumulagdo. Assim, para
todo x € X existe um aberto A, contendo x e um A\, € I tais que x) &€ A, para todo A = \,. O conjunto desses abertos
A, é um recobrimento de X por abertos e, pela hipétese de compacidade, existe um recobrimento finito {A,,, ..., Az, }
de X por tais abertos. Como I é um conjunto dirigido, existe A’ = A, para todo k =1, ..., n. Logo, zx & A, para
todo k =1, ..., n, ou seja, xy ¢ X, um absurdo. Assim, devemos forgosamente concluir que {x)}rer tem pontos de
acumulacao e, pelo Teorema 30.1, pagina 1498, tem uma sub-rede convergente.

Vamos agora supor que toda rede em X tem uma sub-rede convergente. Pelo Teorema 30.1, pagina 1498, isso equivale
a supor que toda rede em X tem um ponto de acumulagao.

Supondo por absurdo que X nao seja compacto, deve existir um recobrimento por abertos A de X que nao possui
nenhum sub-recobrimento finito. Usando A, vamos construir uma rede em X da seguinte forma: definimos o conjunto
I como sendo a colegao de todas os subconjuntos finitos de P(A), ou seja, I = {{Al, oy Apt, Ap €A, k=
1

significa {41, ..., Apn} C {4}, ..., AL} E facil ver que essa relacio de ordem parcial faz de I um conjunto dirigido.
Definimos uma rede sobre I em X da seguinte forma: a cada A = {43, ..., A,} € I associamos livremente um z, no
conjunto complementar de A; U---UA,, ouseja, xya, .. 4, € ATN---NAJ. Note que o complementar de A U---UA,
nunca ¢é vazio pois, por hipétese, nenhuma subcolecao finita de A cobre X.

PRI

,m, n € ]N}. O conjunto I pode ser parcialmente ordenado por inclusdo: {4y, ..., An} = {4}, ..., AL}

Pela hipdtese {zx}rer tem um ponto de acumulagdo = € X. Assim, se A é um aberto que contém z, existe para
todo {A1, ..., An} € Tum {47, ..., Ay} €1 tal que {A}, ..., A} D {As, ..., An}equezqa . ay €A
Pela definicao, z(a;, .. a7y € (A])°N---N(A,)° C AfN---NAj,. Portanto, AN AFN--- N A5, # (0 para qualquer
{A1, ..., A} € I e qualquer aberto A que contém x. Ora, como A cobre X, existe um A € A que contém z. Quando
esse A pertence a uma cole¢do finita {A;, ..., An} a relaggo AN AfN---NAS # () é absurda, pois AN A° = 0.
Concluimos dessa contradicao que X deve ser compacto. |

32.3.3.1 Compacidade em Espacos Hausdorff

Até o momento apresentamos uma série de resultados sobre a nocdo de compacidade véalidos em espacos topolégicos
gerais. Vamos agora nos tornar mais especializados. Nesta secao apresentaremos alguns resultados sobre compacidade
que sdo especificos de espacos do tipo Hausdorff (para a definigdo, vide Se¢ao 30.2, pdgina 1496 ou Secao 32.2, pdgina
1581). Uma outra propriedade importante, a saber, que todo espago topolégico compacto Hausdorff é normal Hausdorff,
sera estabelecida no Teorema 32.8, pagina 1606.

e Alguns resultados sobre separabilidade em espagos Hausdorff

Os resultados que seguem possuem aplicagoes no estudo de propriedades de separabilidade de espagos topoldgicos
Hausdorff. O Lema 32.6 serd usado na demonstragao de um importante resultado sobre compacidade em espacos
Hausdorff, o Teorema 32.9, pagina 1606.

Lema 32.6 Seja (H, 7) um espago topoldgico Hausdorff. Se C C H é um T-compacto e x € C€, entdo existem T-abertos
A1 e Ay tais que C C Ay, x € Ay mas A1 N Ay = (. O

Em outras palavras, esse lema afirma que em um espago Hausdorff um compacto e um ponto no seu complemento
podem ser separados por abertos disjuntos.

Prova. Como H é do tipo Hausdorff, existe para cada ¢ € C' um par de 7T-abertos disjuntos D. e E. tais que ¢ € D,
ex € E.. Logo, D = {D., ¢ € C} é um recobrimento de C' por 7-abertos e, por C ser T-compacto, D possui um
sub-recobrimento finito: {Dg,, ..., D.,}. Correspondentes a esses n 7-abertos D, ..., D, estdo os T-abertos
E.,, ..., E.,, respectivamente, os quais contém z e satisfazem D., N E., = () para cada k = 1, ..., n. Note-se agora
que Ay :=E;, N---NE,, éum T-aberto que contém x e, para cada k, vale

D, NAy = Do, N (Ee,N---NE:,) =0, (32.19)
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pois D¢, NE., = 0. Segue de (32.19) que o T-aberto A; := D, U---UD,, satisfaz A1 N Az = 0 e cobre C. Isso completa
a demonstracao. [}

O Lema 32.6 tem o seguinte corolario, que mencionamos aqui para futura referéncia no contexto do estudo de
separabilidade de conjuntos em espagos Hausdorff

Corolario 32.4 Seja (H, 7) um espago topoldgico Hausdorff. Se Cy1, Cy C H sdo dois conjuntos T-compactos e
disjuntos, entao existem T-abertos By e By tais que C1 C By, Co C By mas By N By = . O

Em outras palavras, esse corolario afirma que em um espago Hausdorff dois compactos disjuntos podem ser separados
por abertos disjuntos.

Prova. A prova segue passos semelhantes dos da demonstracdo do Lema 32.6. Dado ¢ € C;, existem, pelo Lema 32.6
T-abertos disjuntos D, e E. tais que ¢ € D. e Cy C E.. A colegdo de 7-abertos D = {D., ¢ € C1} cobre C} e,
por esse ser T-compacto, existe uma subcolegao finita D.,, ..., D., que também cobre C;. Associada a essa estd
a colegdo F.,, ..., E. de abertos que contém Cj e satisfazem D. N E. = () para cada k = 1, ..., n. Definindo
By=FE.,N---NE,., temos que By é aberto e contém Cy. Fora isso, para cada k vale

De,NBy = Do, N(E,N...NE;) =0, (32.20)

pois D., N E;, = 0. Definindo, By = D, U---U D,_, teremos que B; é T-aberto, contém Cj e, devido a (32.20),
Bl N BQ - @ .

e Um espago compacto Hausdorff é normal

O seguinte teorema estabelece uma propriedade muito importante de espagos topoldgicos compactos. Suas con-
sequéncias estendem-se até a teoria das variedades topoldgicas.

Teorema 32.8 Com as defini¢coes acima, as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

I Se (X, 7) € um espago topoldgico compacto Hausdorff, entao (X, T) € regular.

II. Se (X, T) é um espago topoldgico compacto Hausdorff, entao (X, 7) € normal. O

O Teorema 32.8 sera estendido para espagos paracompactos Hausdorff no Teorema 32.24, pagina 1635.

Demonstracdo do Teorema 32.8. Prova de I. Seja (X, 7) um espago topoldgico compacto e Hausdorff. Seja G C X
um conjunto 7-fechado e y € G°. Pela Proposicao 32.18, pagina 1604, G é T-compacto. Pelo Lema 32.6, pagina 1605,
existem T-abertos A1 e A] com G C Ay ey € Ay e A; N Ay =0, provando que (X, 7) é regular.

Prova de II. Seja (X, 7) um espaco topoldgico compacto e Hausdorff. A parte I garante-nos que (X, 7) é regular
Hausdorff. Seja entao G C X fechado. A propriedade de regularidade garante que para cada y € G°¢ existem abertos
disjuntos Ag,y e By tais que G C Ag,y e y € By. E claro que o aberto Uych B, é igual a G° e, portanto, a familia de
abertos {By, y € G°} recobre G°. Seja agora F' C G° um conjunto 7-fechado. Pelo exposto acima, {B,, y € G°} é um
recobrimento de F'. Pela Proposicao 32.18, pagina 1604, F' é compacto e, portanto, existe ao menos um subconjunto finito
de {By, y € G°} que também recobre F. Seja {By,, ..., By, } um tal recobrimento finito de F. Seja B := By, U---UB,,
eseja A:= Ag 4, N---NAg,y,. Ambos os conjuntos sdo abertos, sendo que F' C B e G C A. Além disso, A e B sao
disjuntos pois se z € By, para algum k =1, ..., n, entdo z &€ Ag, , (pois Ag,y e By sdo disjuntos para todo y # z) e,
portanto, z ¢ A, pois A C Ag, y,. Com isso, como F' e G sao fechados disjuntos arbitrérios, estabelecemos que (X, 7) é
um espago normal Hausdorff. |

e Conjuntos compactos em espagos Hausdorff sao fechados

Chegamos agora a um importante fato sobre espagos Hausdorff.

Teorema 32.9 Seja (H, T) um espago topoldgico Hausdorff. Se C C H € T-compacto entio C é T-fechado. O
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Prova. Se C = H nao ha o que provar, pois H é 7-fechado. Seja, portanto, C° nao vazio. O Lema 32.6, pagina 1605,
diz-nos que C*° possui um recobrimento A por 7-abertos que sao disjuntos de C: C° C J e Ae CNA= () para todo
Ac A Se B :=Jycq A, vale, portanto, BNC = (), pois B é uma uniao de conjuntos disjuntos de C. Logo, como
H=CuUC*° segue que B=BNH =BN(CUC®) = (BNC)U(BNC°) = BNC* = C°. Essa igualdade C° = B diz-nos
que C° é T-aberto, pois B é uma uniao de 7-abertos. Portanto, C' é t-fechado. |

Para uma melhor apreciagao do Teorema 32.9, convém estudar o exemplo de um espago nao Hausdorff.

Exemplo 32.4 Seja X um conjunto com pelo menos dois elementos e seja p € X. Consideremos a chamada topologia particular
de p, denotada por 7,, na qual sdo declarados Tp-abertos o vazio e todo conjunto que contém p. Esse topologia ndo é Hausdorff
(pois quaisquer dois abertos tém intersec¢ao nao vazia, j4 que contém p). Um conjunto é 7,-fechado se e somente se for X ou for
um subconjunto de {p}° (ou seja, se nao contiver p). Afirmamos que conjuntos do tipo C = {p, £} com x # p sdo Tp-compactos,
mas nao sao 7p-fechados. A segunda afirmagao é ébvia, ja que C contém p (C, na verdade, é um 7,-aberto). Que C é 7,-compacto
deve-se & seguinte observagao: se A = {Ax, A € A} é uma cole¢io de 7p-abertos que recobre V', entdo todos os elementos de
A contém p (pois sdo Tp-abertos) e pelo menos um, digamos, Ay,, deve conter z. Assim, {p, z} C A\,, o que significa que V'
possui um sub-recobrimento finito por elementos de A, a saber, {Ax,}, que possui apenas um elemento. Assim, na topologia em
questao V' é compacto mas nao é fechado. E f4cil generalizar essa ideia e provar que todo Tp-aberto finito é Tp-compacto mas nao
é mp-fechado. ¢

Uma consequéncia do Teorema 32.9 é:

Proposicao 32.19 Seja (H, 7) um espago topoldgico Hausdorff e seja C C H um conjunto T-compacto. Entdo, B C C
€ T-compacto se e somente se for T-fechado. O

Prova. A afirmacao segue diretamente do Teorema da Proposigao 32.18, pagina 1604 e do Teorema 32.9, pagina 1606. H

Outra consequéncia elementar mas ttil do Teorema 32.9 é:

Coroldrio 32.5 Seja (H, T) um espago topoldgico Hausdorff. Seja C C X um conjunto T-compacto e seja A C X um
conjunto T-aberto. Entao, C\ A= C N A® é um conjunto T-compacto. O

Prova. Como C C H é 7-compacto e (H, 7) é Hausdorff, entdo C' é 7-fechado (Teorema 32.9). Logo, C' N A¢ é um
7-fechado contido em C' e, pela Proposicao 32.18, pagina 1604, é T-compacto |

Outro corolario util do Teorema 32.9 é:

Coroldrio 32.6 Seja (X, 7x) um espago topoldgico compacto e (Y, Tyv) um espago topoldgico Hausdorff. Se f : X =Y
for continua, entdo € uma funcao fechada, ou seja, para todo F C X que seja Tx -fechado sua imagem f(F) é um conjunto
Ty -fechado. O

Prova. Como F é tx-fechado, entdo F é Tx-compacto (Proposicido 32.18, pdgina 1604). Assim, pelo Teorema 32.5,
pagina 1603, f(F') é um Ty-compacto. Pelo Teorema 32.9, pagina 1606, o fato de Y ser Hausdorff implica que f(F') é
Ty -fechado. |

Por fim, o seguinte lema técnico, também consequéncia direta do Teorema 32.9, é muito 1til em certas argumentagoes
e dele faremos uso neste texto:

Lema 32.7 Seja (X, 7) um espago topoldgico Hausdorff e seja C = {C’,\, NS A} uma familia de conjuntos T-compactos
tal que (Nyep Ox = (0. Entdo, existe um conjunto ndo vazio finito {CM, ceey CAn} CCtalque Cx,N---NCy, =0. O

Prova. Escolhamos algum Cy, € € e seja A; := A\ {\1}. Entao, pela hipé6tese, Cy, N (n/\eAl Cy) = 0. Isso significa
que Cy, C (m/\eAl C’A)c = U/\eA1 (Cy)¢. Pelo Teorema 32.9, os conjuntos (C))¢ sdo T-abertos e, portanto, provamos que
A= {(C’A)C, A e A1} ¢ um recobrimento de C, por 7-abertos. Evocando agora a compacidade de Cl,, podemos afirmar
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a existéncia de um sub-recobrimento finito {(C),)%, ..., (Cx,)} C A de Cy,. Assim, Cy, C (Cy,)°U---U(Cy,)", 0
que implica Cy, N---NCy, = 0.

e Intersecgoes de compactos em espagos Hausdorff. A topologia dos complementos compactos

A proposicao que segue responde no contexto de espagos Hausdorff & questao formulada apds a Proposicao 32.17,
péagina 1603, a respeito de interseccoes de conjuntos compactos.

Proposicao 32.20 Seja (X, 7) um espago topoldgico Hausdorff e {Cx, A € A} é uma famiia de T-compactos, entio
Mxca Cx € T-compacto. O

Prova. Pelo Teorema 32.9, pagina 1606, cada Cy é 7-fechado e, portanto, C' = (., Cx também o é. Assim, C' é um
subconjunto 7-fechado de cada 7-compacto C) e, portanto, pelo Teorema 32.18, pagina 1604, C' é T-compacto. |

Coroldrio 32.7 Seja (X, 7) um espaco topoldgico Hausdorff e seja 7e = {0, X} U {A C X| Ac ¢ T-compacto}. Entao,
Te € uma topologia em X, denominada topologia dos complementos compactos de (X, 7). O

Prova. Imediata pela Proposicao 32.17, pagina 1603, e pela Proposicao 32.20 |

E interessante advertir o leitor que a topologia dos complementos compactos 7e de um espago Hausdorff (X, 7) pode
nao ser ela mesma Hausdorff.

E. 32.14 FEzercicio. Considere a reta real com a topologia usual, (R, 7r). Mostre que a topologia dos complementos compactos
de (R, 7r) ndo é Hausdorff. Sugestdo: pelo Teorema de Heine-Borel, Teorema 32.14, pdgina 1616, um conjunto é Tr-compacto se e

somente se for Tr-fechado e limitado. Logo, qualquer aberto na topologia dos complementos compactos contém o intervalos do tipo
(=00, —a) e (b, 0o) para a, b > 0 grandes o suficiente. -

Para mais propriedades da topologia dos complementos compactos, vide e.g. [474].

¢ Homeomorfismos, espagos compactos e de Hausdorff

O teorema a seguir é de grande utilidade e é empregado amiude, por exemplo, na demonstragao que toda variedade
topolégica compacta Hausdorff pode ser mergulhada em algum R™ (vide Teorema 32.23, pagina 1629). O mesmo é
também empregado de forma importante na demonstracao de teoremas de estabilidade na teoria das equagoes diferenciais
e integrais. A nogao de homeomorfismo é desenvolvida na Se¢ao 30.5.1.1, pagina 1507.

Teorema 32.10 Seja (X, 7x) um espago topoldgico compacto e (Y, 1y) um espago topoldgico Hausdorff. Se f : X —Y

for bijetora e continua, entdo f é um homeomorfismo??. O

Prova. O tinico ponto a se provar é que a funcdo inversa f~! é continua. Como f é bijetora, é suficiente para tal provar
que se F' C X é um 7x-fechado, entdo sua imagem f(F) é um 7y-fechado. Mas, sob as hipédteses, isso foi estabelecido
no Corolario 32.6, pagina 1607. |

Para realgar a necessidade das hipéteses do Teorema 32.10, consideremos a funcao f : R — R dada por f(z) =z e
adotemos no dominio a topologia usual 7 e na imagem a topologia indiscreta 77 = {0, R}, que néo tem a propriedade de
Hausdorff. A funcao f é bijetora e, para essas topologias, é continua. Sua inversa, porém, nao é continua, pois para um
intervalo A = (a, b) € Tg temos f(A) = (a, b), que ndo é um elemento de 7;. Assim, f ndo pode ser um homeomorfismo
por 71 nao ser Hausdorff.

Analogamente, considere-se a fungao f : [0, 27) — $! (aqui, $! é o circulo de raio 1 centrado na origem em R?) dada
por f(0) = (cos 0, sen@), com 6 € [0, 27). Essa funcio ¢ bijetora e continua (adotando-se em [0, 27) e $! as topologias
usuais), mas sua inversa f~! : $! — [0, 27) ndo pode ser continua, pois $* é um conjunto compacto mas [0, 27) nao

22Para a definicdo, vide Secdo 30.5.1.1, pagina 1507.
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é (nas respectivas topologias). Confira o Teorema 32.5, pdgina 1603. Assim, f ndo pode ser um homeomorfismo por
[0, 27) ndo ser compacto.

e Recobrimentos abertos finitos em espagos compactos Hausdorff

A informacao obtida no Teorema 32.8, pagina 1606, de que todo espaco topolégico compacto Hausdorff é normal,
unida a Proposicao 32.12, pagina 1589, conduz a seguinte conclusao imediata que dispensa demonstracao, mas que sera
evocada mais adiante:

Coroldario 32.8 Seja (X, 7) um espago topoldgico compacto Hausdorff e suponhamos que X possua um recobrimento
finito por T-abertos {A1, ..., An}. Entdo, X possui também um segundo recobrimento por T-abertos {Bi, ..., Bn}
(com o mesmo nimero de elementos que o anterior) tal que By, C Ay para todo k=1, ..., n. O

32.3.3.2 Compacidade em Espagos Métricos

Vamos continuar nossa especializagao das propriedades de conjuntos compactos tratando agora do importante caso de
espagos métricos. Note-se que como todo espago métrico é Hausdorff (Proposigao 30.1, pagina 1496), os resultados da
Secao 32.3.3.1 sao todos aplicaveis aqui.

Iniciaremos esta se¢do com uma sequéncia de defini¢oes relevantes, culminando com o Teorema 32.11, pagina 1611,
do qual outras consequéncias serao extraidas.

Se M é um conjunto nao vazio e d é uma métrica em M, dizemos que o par (M, d) é um espago métrico. Por abuso
de linguagem, o proéprio conjunto M é dito ser um espaco métrico em relagdo a métrica d. Um conjunto compacto na
topologia 74 induzida pela métrica d é dito ser um conjunto 74-compacto.

e Conjuntos limitados em espagos métricos

Seja (M, d) um espago métrico. Um conjunto A C M é dito ser um conjunto limitado em relagdo & métrica d, ou um
congunto d-limitado, se diam(A) := sup{d(z, y), =, y € A} < co. Por razoes bvias, diam(A) é dito ser o diagmetro de A.

Proposicao 32.21 Seja (M, d) um espago métrico. Um conjunto A C M é d-limitado se e somente se seu fecho A o

for. Nesse caso, vale diam(A) = diam(A). O

Prova. Se A é d-limitado entdo A o é, pois A C A. Se A é d-limitado e x, y € A, existem sequéncias {2, }new € {¥n tneN
de elementos de A convergindo a x e y, respectivamente (Proposicao 27.11, pagina 1431). Assim, para cada € > 0 existe
N(e) € N tal que d(x, x,) < € e d(y, yn) < € para todos n > N(e). Logo, para n > N(e) e m > N(e),

d(z, y) < d(z, zn) +d(@n, Ym) +dYm, y) < 2¢+d(Tn, ym) < 2¢+ diam(A)

pois d(zn, ym) < diam(A), j& que zn, ym € A. Assim, d(z, y) < 2¢ + diam(A4). Como isso vale para todo € > 0

concluimos que d(z, y) < diam(A) para todos z, y € A, provando que A é d-limitado e que diam(A) < diam(A). Como
A C A, vale trivialmente que diam(A) < diam(A). |

e Conjuntos sequencialmente compactos

Seja (M, d) um espago métrico. Um conjunto A C M é dito ser um conjunto sequencialmente compacto na métrica
d se toda a sequéncia de elementos de A possuir uma subsequéncia convergente em A em relacao & métrica d.

e Conjuntos relativamente compactos

Seja (M, d) um espaco métrico. A C M ¢é dito ser um congjunto relativamente compacto se A for compacto.

e Conjuntos pré-compactos, ou totalmente limitados, em espagos métricos

Seja (M, d) um espago métrico. Um conjunto A C M é dito ser um conjunto pré-compacto, ou um conjunto totalmente
limitado, se para todo r > 0 existirem m(r) € N e um conjunto finito {ay, ..., am(r)} C A tais que as bolas de raio r

centradas nesses pontos cobrem A, ou seja, tais que A C UZL(? By(ag, 7).
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Assim, refraseando, A é pré-compacto se e somente se existe para cada r > 0 um conjunto finito {ai, ..., @pm} C A
tal que para todo a € A vale d(a, {a; };n:(?) < r, onde
d(a, {aj}gnz(;)> = min{d(a, ai), ..., d(a, am(r))} .

Na Proposicao 32.26, pagina 1616, demonstraremos que todo conjunto limitado em R"™ é pré-compacto. As proposic¢oes
que seguem estabelecem alguns fatos sobre a nogao de pré-compacidade e serao usadas adiante.

Proposicao 32.22 Seja (M, d) um espaco métrico. Entdo, A C M € pré-compacto se e somente se A também o for.
Se A for pré-compacto, entdo para cada r > 0 existe {c1, ..., ¢y} C A tal que d(a, {cj};-n:(?) < r para todo
a€ A, ouseja, ACAC UZ;(? By(ck, 7). O

Prova. Vamos supor que A seja pré-compacto. Se A nao fosse pré-compacto existiria 79 > 0 tal que para cada conjunto

finito B = {b;}}_; C A poderfamos encontrar um a € A tal que d(a, {b; }?zl) > 7.

Por outro lado, como A é pré-compacto, existe um conjunto finito C' = {c¢; }3”:1 C A tal que

d(:c, {cj};-”:l) < %0 paratodoz € A, (32.21)

com 0 mesmo 7o acima. Assim, tomando em particular B = C (lembrar que C' C A C A), concluimos da hipétese que A
nao é pré-compacto que podemos encontrar um a € A tal que

d(a, {cj};?;l) > 1. (32.22)

Agora, como a pertence ao fecho de A, existe uma sequéncia {z;};ew C A que converge a a. Isso significa que para
todo € > 0 existe N(e) tal que d(zk, a) < € para todo k > N(¢). Seja j > N(e) fixo e seja ¢, o elemento de C' mais
préximo de z; e, portanto, tal que d(cp, x;) < ro/2 (por (32.21), com x = z;). Entao,

d(a, ¢;) < d(a, z;) +d(z;, ¢) < e+

Tomando € < /2, obtemos d(a, c,) < ro, contrariando (32.22) e provando que A tem de ser pré-compacto.

Vamos agora supor que A seja pré-compacto. Se A nao fosse pré-compacto existiria ro > 0 tal que para cada conjunto
finito B = {b;}}_; C A poderfamos encontrar um a € A tal que d(a, {b; }?:1) > 7.

Como A é pré-compacto, existe um conjunto finito {a; }i, C A tal que d(:c, {a; };”:1) < ro/2 para todo x € A, pois

A c A. Como {a;}7, C A, existe para cada € > 0 e para cada a; um ponto b; € A tal que d(aj, b;) < e. Portanto,
para esse conjunto {b;}7, C A, existe a € A tal que

d(a, {bj}yzl) > g (32.23)
Seja aj, o elemento de {a;}72; que dista de a menos que ro/2, ou seja, tal que d(a, ay) <ro/2. Vale
d(a, b)) < d(a, ar) +d(ag, by) < %0 +e.

Escolhendo € < r/2 obtemos d(a, by) < rg, contrariando (32.23) e provando que A tem de ser pré-compacto. |

Proposicao 32.23 Seja (M, d) um espago métrico. Se A C M € pré-compacto entio A é d-limitado. O



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 32 1611/2825

Prova. Se A é pré-compacto e r > 0, entdo existe um conjunto finito o« = {a1, ..., a;} C A tal que as bolas By(ak, ),
k=1, ..., m, cobrem A. Sejam z e y € A. Vamos supor que z pertenca a bola By(ag,, r) e y pertenca & bola
Ba(ak,, r). Entao,

d(z, y) < d(z, ag,) +d(ag,, ar,) +d(ag,, y) < 2r +d(ag,, ar,) < 2r+ D, ,

onde D, := max{d(a;, a;), i, j =1, ..., m}. Isso provou que diam(A) < 2r + D,, mostrando que A é limitado. |

A reciproca dessa proposicao nem sempre € verdadeira em um espago métrico geral. Uma excegao importante sao os
espacos R™ na topologia usual, onde todo conjunto limitado é pré-compacto. Isso é provado na Proposicao 32.26, pagina
1616.

¢ Um teorema fundamental sobre compacidade em espagos métricos

O teorema que segue reune as definigoes acima, estabelecendo resultados fundamentais sobre compacidade em espagos
métricos.

Teorema 32.11 Seja (M, d) um espago métrico e seja 174 a topologia induzida em M pela métrica d. Seja A C M.

I. Sao equivalentes as seguintes afirmacgoes:

1. A € t4-compacto.
2. A € sequencialmente compacto na métrica d.

3. A € pré-compacto e completo na métrica d.
I1. Se A € 14-compacto, entdo A € Tq4-fechado e d-limitado.

III. Se (M, d) é um espagco métrico completo entdo, se A for pré-compacto, seu fecho A em 74 é compacto, ou seja, A
€ relativamente compacto.

IV. Se (M, d) € um espago métrico completo entdo A é compacto se e somente se A for pré-compacto e Tq4-fechado.

V. Se (M, d) é um espago métrico completo e valer a propriedade que todo conjunto d-limitado é pré-compacto, entdo
A € compacto se e somente se for T4-fechado e d-limitado.

Por completeza, recordemos também aqui as afirmagoes do Coroldrio 32.3, pagina 1602: se (M, d) é um espago métrico
compacto, entio (M, d) é um espago topoldgico separdvel e segundo-contdvel. O

Antes de apresentarmos a demonstracao desse importante teorema, facamos alguns comentérios pertinentes.

a. Deve-se enfatizar o fato de os itens I e II valerem em espagos métricos gerais, mas os itens III, IV e V valerem
apenas em espagos métricos completos. Vale lembrar aqui que completeza nao é uma propriedade topoldgica, como
comentado & pdgina 1321. Para exemplos de compactos no caso de um espago métrico ndo-completo (a saber, Q),
vide Exemplo 32.5, pagina 1613.

b. A reciproca da parte II, acima, nem sempre é verdadeira em espagos métricos, mesmo completos. Vide Exemplo
32.6, pagina 1613. No entanto, na condicao IV indica-se condigoes suficientes para que uma reciproca valha: M
deve ser completo e todo conjunto limitado deve ser pré-compacto. Incidentalmente, essa condicao é satisfeita em
R"™ com a topologia usual. Logo, um conjunto é compacto em R™ na topologia usual se e somente se for fechado e
limitado. Esse é o conteudo do importante Teorema de Heine-Borel, Teorema 32.14, que apresentaremos na pagina
1616.

c. O Teorema 32.11 contém a afirmacao que um conjunto é compacto em um espago métrico se e somente se for pré-
compacto e completo (parte I). Essa propriedade é, por vezes, denominada propriedade de Heine-Borel de espagos
métricos, por generalizar o jd mencionado Teorema de Heine-Borel de R™, Teorema 32.14, pagina 1616.

d. A propriedade definida na parte V do Teorema 32.11 é, por vezes, denominada propriedade de Heine-Borel de
espagos métricos completos, por generalizar o ja mencionado Teorema de Heine-Borel de R™, Teorema 32.14,
péagina 1616.
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e. O Teorema 32.11 contém a afirmacao que em um espago métrico um conjunto é compacto se e somente se for
sequencialmente compacto (parte I daquele teorema). Essa afirmacdo é por vezes denominada propriedade de
Bolzano- Weierstrass de espagos métricos. Associada a ela estda o Teorema de Bolzano-Weierstrass dos espagos R,
Teorema 32.15, que veremos a pagina 1617.

Prova do Teorema 32.11.

Prova da parte 1.

1 — 2. Seja A compacto e seja {am, }men uma sequéncia de elementos de A. Defina-se, para cadan € N, E,, := {ag, k>
n} ={an, Gni1, Gnio, ...} C A. Seja F, o fecho de E,: F,, = E,,.

Provemos por absurdo que AN ((,cn Fn) # 0. Se AN (Npen Fn) =0, entdao A C (Nyen Fn)C = Unpen - Como
os Fy; sdo abertos, isso diz que (J,, oy F}; € um recobrimento de A por abertos. Como A, por hipdtese, é compacto, existe

uma colegao finita Fy , ..., Fﬁj que cobre A, ou seja, que satisfaz A C Fy; U--- U F,fj. Podemos supor sem perda de

generalidade que n; < --- < n;. Com essa convengao, vale E,, D -+ D E, . Logo, F,,, D -+ D Fy, (pelo item 3
da Proposicao 27.4, pagina 1425) e, portanto, F; C --- C Fﬁj, o que implica A C F§ U...U Fﬁj = Fﬁ] Porém, isso

implica que AN E,;, C ANF,, =0, o que contraria a hipdtese que E,; C A.

Assim, AN (ﬂnE]N Fn) é nao vazio e podemos tomar um ponto a nesse conjunto. Por definicdo a € A, assim como
a € F, para todo n. Como F, é o fecho de E,, existe (pela Proposigao 27.11, pdgina 1431) uma sequéncia de elementos
de E, que converge a a na métrica d. Isso provou que existe uma subsequéncia da sequéncia {am, }men que converge a

a € A, provando que A é sequencialmente compacto.

2 — 3. Seja {¢m tmen uma sequéncia de Cauchy na métrica d de elementos de A. Como A é sequencialmente compacto,
{¢m}men tem uma subsequéncia convergente a um elemento de A e, portanto, {¢;, }men converge a um elemento de A,
provando que A é completo. Passemos & demonstracao de que A é pré-compacto, o que sera feito por absurdo, supondo
que A nao seja pré-compacto.

Se A néo fosse pré-compacto existiria rg > 0 tal que para cada conjunto finito {a; };”:1 C A poderiamos encontrar
um a € A tal que d(a, {a;}7L;) > 70,

Assim, tomando b; € A, existe by € A tal que d(bs, b1) > ro. Analogamente, existe b € A tal que d(bs, {b1, ba}) > ro,
ou seja, d(bs, by) > 19 e d(bs, b2) > 19. Prosseguindo indutivamente, podemos construir uma sequéncia {b,},cn de
elementos de A tal que d(b;, b;) > ro para todo 7 # j. Uma tal sequéncia ndo pode ter uma subsequéncia convergente,
contrariando a hipétese que A é sequencialmente compacto.

3 — 1. Suponhamos, por contradi¢do, que A néo seja compacto. Entdo, existe um recobrimento Ay de A por abertos tal
que Ag nao possui nenhum sub-recobrimento finito de A. Como A é pré-compacto, existe para cada r > 0 um conjunto
finito de pontos de A tais que as bolas de raio r centradas nesses pontos cobrem A.

Fixemos um tal r > 0 e sejam By(aj, r), coma; € A, j =1, ..., m, as bolas que cobrem A. Como A cobre cada
um dos conjuntos AN By(aj, r), j =1, ..., m (pois cobre A), deve haver pelo menos um conjunto A N By(aj, r) que
nao tem um sub-recobrimento finito por Ag pois, se tal nao fosse verdade, haveria um sub-recobrimento finito para A,
contrariando as hipoteses.

Seja AN By(f1, r) um tal conjunto para algum f; € {ai, ..., am,}. Como (assim como A) o conjunto AN By(f1, 7)
nao tem um sub-recobrimento finito por Ay, podemos repetir o procedimento e obter um ponto fo € AN By(f1, )
e uma bola de raio r/2 centrada em fo, By(f2, 7/2), tal que AN By(f1, r) N Ba(f2, 7/2) é ndo vazio e ndo tem um
sub-recobrimento finito por Ay. Precedendo indutivamente, construimos uma sequéncia de pontos f,,, n > 1, com

1. fo41 € AN By(f1, ¥) N ---N Ba(fn, 7/2™),
2. AN By(f1, r) N+ N Ba(fasr, 7/27F1) £ 0,
3. AN By(f1, r) NN By(fry1, r/2"1) nio tem um sub-recobrimento finito por Aj.

Observe agora que, para b > a,

b—a—1 b—a—1

r = r r
d(fas fo) < d(fatk, fatks1) < Z Satk < ZW = a1

k= k=0 k=0

o

Isso estabelece que f,,, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy de elementos de A. Acima, na segunda desigualdade usamos
o fato que d(fn, fn+1) <7/2", 0 que segue do fato que f, 11 € Ba(fn, r/2™).
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Como A foi também suposto completo a sequéncia de Cauchy f,,, n € IN, acima, converge a um ponto f € A.

Como f € A e Ag cobre A, existe um aberto Ay € Ay que contém o ponto f. Como a sequéncia f,, converge a f, e
fn € Ba(fn-1, r/2"71), existe um p grande o suficiente tal que By(f,, r/2P) C Ay (justifique!).

Isso, todavia, implica que ANBg(f1, 7)N---NBa(fp, r/2P) C Ba(fp, r/2P) C Ay, contrariando o item 3 da construcao
indutiva das bolas Bq(fn, 7/2™), que previa que AN By(f1, ) N---N By(fp, r/2P) ndo tem um recobrimento finito por
elementos de Ag. Essa contradigao revela que a suposi¢ao que A nao é compacto é falsa, completando a demonstracao.

Prova da parte II. Para « € M fixo a colegdo de bolas d-abertas B, := {Bg(z, r), r > 0} é, obviamente, um recobrimento
de X por d-abertos e, portanto, é também um recobrimento de A por d-abertos. Como A é compacto, B, possui um
subconjunto finito {Bg(z, r1), ..., Ba(z, r,)} que também cobre A. Logo, A C By(z, m1)U---UBqy(z, m) = Ba(z, ),
onde r, = max{ry, ..., r,}. Isso provou que o didmetro de A é finito e menor que 2r,.

Que A é também fechado segue do Teorema 32.9, pagina 1606, que se aplica aqui pois todo espaco métrico é Hausdorff
(Proposicao 30.1, pdgina 1496).

Prova da parte III. Se A é pré-compacto entao, pela Proposicao 32.22, pdgina 1610, A também o é. Pela Proposicao
27.12, pdgina 1432, A é também completo. Logo, pela parte I, A é compacto.

Prova da parte IV. Pela Proposigao 27.12, pagina 1432, A é fechado se e somente se for completo. Assim, A serd
pré-compacto e completo o que, pela parte I, equivale a A ser compacto.

Prova da parte V. Se A é fechado e limitado entdo, pelas hipdteses, A é fechado e pré-compacto e, pala parte IV, isso
equivale a A ser compacto. |

Exemplo 32.5 Seja o conjunto dos racionais @ com a topologia induzida pela métrica usual: d(r, s) = |r — s|, 7, s € Q. Como
é bem sabido, esse espago métrico ndo é completo (hd sequéncias de racionais que ndo convergem a racionais). Por definigao,
todo d-aberto em Q contém intervalos do tipo (a, b) N Q, com a, b € R. Tais intervalos contém sequéncias que ndo convergem a
racionais. Assim, um conjunto sé pode ser completo se tiver interior vazio nessa topologia. Logo, pela parte I-3 do Teorema 32.11,
todo compacto em @ tem interior vazio e sé pode ter como pontos de acumulagdo elementos de Q. Um exemplo de compacto em
Q¢ C={0}U{l/n, n € N}. Outro exemplo é C ={-1, 1} U{(-1)" +1/n, n € N}. ¢

Exemplo 32.6 Seja H um espago de Hilbert separdvel de dimenséo infinita e com a topologia induzida pela norma. A bola
fechada de raio 1 centrada na origem, By := {¢ € K, [|9|| < 1}, é fechada e limitada em H. Seja {¢» }new um conjunto ortonormal

em H. Como ||ths| = 1, tem-se {¢n}new C Bi. Porém, como ||1he — 95| = v/2 para todos a # b, conclui-se que a sequéncia
{¥n}nen ndo tem nenhuma subsequéncia convergente (em norma). Assim, B; ndo é sequencialmente compacto e portanto, pela
parte I do Teorema 32.11, pagina 1611, nao é compacto. ¢

e Continuidade uniforme de fungoes em espagos métricos

Sejam M; e M5 dois espagos métricos dotados de métricas dy e ds, respectivamente. Uma funcao f : M} — My é
dita ser uma funcdo uniformemente continua se para todo € > 0 existir d(¢) > 0 (eventualmente dependente de €) tal

que d2(f(x), f(y)) < e sempre que dy(x, y) < d(e).

O leitor deve cuidadosamente comparar essa defini¢ao a definigao de fungao continua entre espacos métricos apresen-
tada a pagina 1505. Toda funcdo uniformemente continua é continua, mas a reciproca nao é verdadeira caso § dependa
nao apenas de € mas também de x € M;.

Assim, uma fungao uniformemente continua é uma fungao continua onde a relagao entre d e € pode ser escolhida da
mesma forma em todo o seu dominio.
Exemplo 32.7 Seja f: (0, oo) — R dada por f(z) = 1/x. Para cada € > 0 e cada z € (0, o) podemos tomar §(z, €) = ff:z
e teremos que |f(z) — f(y)| < € sempre que |z — y| < é(x, €) (verifique!). Assim, f é continua. Porém, f ndo é uniformemente
continua, pois para z indo a zero somos forgados a escolher § cada vez menor. Tragar o grafico de f pode ajudar a compreensao
desse ponto. ¢

De grande importancia é o fato que toda funcao continua entre espagos métricos definida em um espago métrico
compacto é uniformemente continua (Teorema 32.12, abaixo). Essa afirmagao, frequentemente denominada Teorema de
Heine-Cantor, ¢ uma das consequéncias mais importantes da nocao de compacidade e é empregado em diversas demons-
tragoes importantes, por exemplo, nas demonstragoes da Secao 37.3.1, pagina 1939, nas demonstragoes da Secao 37.4,
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pagina 1953. Antes de demonstra-lo tratemos de apresentar uma caracterizagdo equivalente da nogao de continuidade
uniforme.

Proposigao 32.24 Sejam M; e My dois espagos métricos dotados de métricas di e ds, respectivamente. f : M; —
My € uniformemente continua se e somente se para todas as sequéncias T, e Yy, em Mi para as quais tenhamos
lim dy(zn, yn) =0 valha também lim da(f(xy), f(yn)) =0. O
n— oo n—o00

Prova. Vamos supor que para todas as sequéncias ,, e y, em M; para as quais tenhamos lim d;(z,, y,) = 0 valha
n—oo

lim da(f(xn), f(yn)) = 0. Se f ndo é uniformemente continua, entao existe € > 0 tal que para nenhum § > 0 a condicao

n—oo

dy(z, y) < ¢ implica da(f(z), f(y)) < e. Assim, em particular, para cada n > 0 podemos encontrar dois pontos

e yn, em Mj tais que se di(zn, yn) < 1/n entdo dao(f(2n), f(yn)) > €. Assim, para esse par de sequéncias z, e yp

em M teremos lim dy(zn, yn) = 0, mas lim dao(f(xn), f(yn)) > € > 0. Essa contradigdo mostra que f deve ser
n—o0 n—oo

uniformemente continua.
Vamos agora supor que f seja uniformemente continua e sejam x,, e y,, duas sequéncias em M; tais que lim dy (2, yn) =
n—oo

0. Como f é uniformemente continua existe para todo € > 0 um d6(e) > 0 tal que se x,, e y,, satisfizerem dy (2, yn) < d(€)
entdao da(f(xn), f(yn)) < e. Como lim dy(z,, yn) =0, existe N(d(€)) tal que dy (2, yn) < d(€) sempre que n > N(d(e)).
n—oo

Concluimos que para todo € > 0 existe N(d(¢)) tal que para todo n > N(d(¢)) vale da(f(xrn), f(yn)) < €. Isso provou
que lim da(f(wn), f(yn)) = 0. u

Exemplo 32.8 Retornando ao Exemplo 32.7, as sequéncias z, = 1/(2n) e y, = 1/n satisfazem lim |z, — y,| = 0, mas
n— o0

lim |f(zn) — f(yn)| = lim |2n — n| = 0o, 0 que mais uma vez mostra que f ndo ¢ uniformemente continua. ¢

n— oo n—r 00

Chegamos ao nosso principal objetivo.

Teorema 32.12 (Teorema de Heine-Cantor) Sejam My e My dois espagos métricos dotados de métricas di e da,
respectivamente. Se My é di-compacto e f : My — Ms é uma funcgao continua, entao f € uniformemente continua. O

Prova. Vamos supor que f nao seja uniformemente continua. Entao, pela Proposigao 32.24, existe um par de sequéncias
Zn € Yy, em M; para as quais temos lim di(x,, yn) = 0 mas lim da(f(xn), f(yn)) # 0. Deve, portanto, existir
n—oo n—00

um € > 0 tal que dao(f(xn), f(yn)) > € para infinitos n’s. Assim, existem duas subsequéncias ay, e by de z,, e yn,
respectivamente, tais que dao(f(ar), f(bx)) > € para todo k. Como M; é compacto, cada uma dessas subsequéncias
possui uma subsequéncia convergente (pela item 2 da parte I do Teorema 32.11, pagina 1611), que denotaremos por @
e by, respectivamente, cujos limites sao @ e b, respectivamente. Naturalmente, vale também

do(f(@), f(by)) > € (32.24)

para todo [. Notemos, porém, que como lim d; (:L'n, yn) = 0, vale também que lim d; (El, Bl)) = 0, pois @ e b; sao
n— 00 l—o0

subsequéncias de x,, e y,, respectivamente. Assim, temos que
dy (5, 5) < d; (6, al) + dy (al, El) + dy (El, 5)

e tomando o limite [ — oo o lado direito vai a zero, pois @ = llim G eb= llim b;. Isso provou que d; (6, 5) =0, ou seja,
— 00 — 00
que a = b.

Por outro lado,

_ _ . T gy F@=f®

da(f(@), f(b)) < d2(f(@), f(@) +d2(f(@), f(b)) +da(f(D), f(Br)) da(f(@), f(@) +da(f(0), f(Br)) -

Como f é continua, valem llim da(f(@), f(@)=0e llim do(f(b1), f(b)) = 0. Logo, concluimos pela desigualdade acima
—00 —»00

que llim da(f (@), f(br)) = 0, contrariando (32.24). Essa contradigio estabelece que f é uniformemente continua. |
—00
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A nocédo de continuidade uniforme e a prova do Teorema 32.12 advém de trabalhos de Heine?? de 1870.

e Continuidade uniforme e sequéncias de Cauchy

A proxima proposicao pode também ser obtida da Proposicao 32.24 e sera util no que segue.

Proposigao 32.25 Sejam My e My dois espagos métricos dotados de métricas dy e da, respectivamente e seja f : My —
Ms uma funcgao uniformemente continua. Se x, é uma sequéncia de Cauchy em My em relagao ¢ métrica di entao
f(zy) € uma sequéncia de Cauchy em My em relagdo & métrica ds. O

Prova. Pela continuidade uniforme de f, para cada e > 0 existe §(e) > 0 tal que da(f (), f(y)) < e sempre que d; (z, y) <
d(e). Como z,, é uma sequéncia de Cauchy, existe N (d(e)) tal que di(zn, m) < 0(¢) para todos n, m > N(d(e)). Logo,
para n, m > N(6(¢)) vale da(f(xy), f(xm)) < €, provando que f(z,) é uma sequéncia de Cauchy em M> em relagdo &
métrica ds. [ |

¢ Extensao de fungoes uniformemente continuas

A Proposicao 32.25 tem por consequéncia a possibilidade de se estender fungoes uniformemente continuas densamente
definidas em um espago métrico.

Teorema 32.13 Sejam M, e My dois espagos métricos dotados de métricas dy e dg, respectivamente, sendo que Ms é
suposto ser completo em relagdo a do. Seja D C My um subconjunjo denso de My (i.e., D = M) e seja f : D — My uma
fungdo uniformemente continua. Entdo, f possui uma extensao f: My — Ma que é também uniformemente continua e

essa funcao f € a unica extensao continua de f a M. O

Prova. O primeiro passo é definir f . Depois provaremos que a mesma ¢é uniformemente continua. Como D = M, existe
para cada ponto x € M7 uma sequéncia x,, de elementos de D que converge a  (Proposigao 27.11, pdgina 1431). Como
a sequéncia x,, é convergente, é também uma sequéncia de Cauchy. Logo, f(x,) é, pela Proposigao 32.25, uma sequéncia
de Cauchy em Ms na métrica dy. Como My é completo na métrica da, f(x,) converge a um ponto z € Ma. Se y,, fosse
uma outra sequéncia em D que converge a x valeria

dy(Tny Yn) < di(n, ) +di(x, yn)

de onde segue que lim dy(zn, yn) = 0 pois, por hipétese, lim di(z,, ) = 0 e lim dy(z, y,) = 0. Logo, pela
n—oo n—o0 n—o0

Proposicao 32.25 segue que li_>m da(f(zn), f(yn)) =0. Como
n [ee]

e lim da(z, f(z,)) =0, segue que lim da(z, f(yn)) =0.
n—oo n—oo
Isso nos ensina que se x, e y, sdo duas sequéncias em D que convergem a x € M o limite das sequéncias f(z,) e
f(yn) existe e é o mesmo.

.

Para cada z € Ms definimos, entao, f(:c) := lim f(z,) para qualquer sequéncia =, em D que converge a z. E
n—oo

de se observar que f ¢ uma extensao de f, pois se € D podemos tomar a sequéncia constante x, = x e terfamos
f(z) == lim f(z,) = lim f(z)= f(z), provando que f coincide com f em D.
n—o0 n—oo

Agora provaremos que f (x) é uniformemente continua. Como f é uniformemente continua em D, para cada € > 0
existe d(e) > 0 tal que da(f(x), f(y)) < e sempre que di(z, y) < d(¢). Fixemos € > 0. Se x, y € M1, existem sequéncias
T, € Ynp em D que convergem a x e y, respectivamente. Pela desigualdade triangular, podemos escrever

da(f(2), f(y) < do(f(2), fzn)) +da(f(zn)s Fyn)) +do(fyn), f(y)) (32.25)

Por outro lado, tem-se, também pela desigualdade triangular,

dl(xna yn) § dl(xna Z) +d1(£L’, y) +d1(ya yn)

23Heinrich Eduard Heine (1821-1881).
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e se escolhermos n grande o suficiente, teremos dy (x,,, ) < @ edi(yn, y) < M, ja que x,, e y, sao sequéncias em D

3
que convergem a x e y, respectivamente. Logo, se tomarmos x e y tais que dy (z, y) < @, valerd di (@, yn) < d(e/3) e,
portanto, do (f(:cn), f(yn)) < ¢/3. Também para n grande o suficiente valerao do (f(x), f(:cn)) <e€/3eds (f(y), f(yn)) <
€/3, pela definicdo de f. Logo, por (32.25), ds (f(:c), f(y)) < e. Isso demonstrou que f é uniformemente continua.
Resta-nos provar a unicidade. Vamos supor que exista uma outra funcao continua g : M; — My que estenda f.

Tomemos = € M; e seja x,, uma sequéncia em D que converge a x. Pela desigualdade triangular, vale

da(g(x), f(x)) < da(g(), flan)) +do(f(xn), f(2)) = da(g(@), g(wn)) +da(f(@n), f(2)),

sendo que na igualdade ao final usamos o fato que g coincide com f em D. Tomando o limite n — oo teremos,
devido a continuidade de g, que lim ds (g(:c), g(:cn)) = 0, pois z,, converge a x. Igualmente, pela definigdo de f, vale
n—oo

lim do (f(:cn), f(:c)) = 0. Isso provou que ds (g(:c), f(:c)) = 0 para cada z € My, estabelecendo que g = f. |
n—oo

32.3.3.3 Compacidade em R"

Nesta secao reunimos alguns dos teoremas mais relevantes concernentes a propriedade de compacidade em espacos R”,
n € IN. Estaremos usando implicitamente o fato de que cada R™ é um espago métrico completo em relacao a métrica
Euclidiana usual dg(z, y) == /(y1 — 21)2 + -+ + (yn — 70)2.

e Pré-compacidade em R”

Proposigao 32.26 Seja R™ com a métrica Euclidiana usual dg. Um subconjunto de R™ € limitado se e somente se for
pré-compacto. O

Prova. Pela Proposigao 32.23, pagina 1610, basta demonstrar que todo conjunto limitado de R™ é pré-compacto. Defina-
se, para t > 0 o conjunto R(t) C R™ cujas componentes sejam da forma k/t com k € Z:

mo = {2 kem) < {(B5) ez 1)

E facil ver geometricamente que cada ponto de R™ dista, na métrica dg, no maximo t/n/2 de algum ponto de R(t).
Assim, a colegao de todas as bolas abertas de raio t(1 + 1/n/2) centradas nos pontos de R(t) cobrem R". Isso equivale
a dizer que, para cada r > 0, a colegdo de todas as bolas abertas de raio r centradas nos pontos de R(¢(r)), com
t(r) =r/(1 4+ +/n/2), cobrem R™.

Se A é limitado, hd uma colecao finita de bolas de raio /2 centradas em pontos de R(¢(r/2)) que cobrem A. Sejam
B(x1, r/2), ..., B(xm, 1/2), com z;, € R(t(r/2)) para cada k, a menor cole¢ao de bolas que cobrem A e tem intersecgao
nao vazia com A. Como cada bola B(zy, r/2) tem intersec¢do ndo vazia com A, podemos escolher, para cada k, um
ponto ax € AN B(xy, r/2). Agora, a bola de raio r centrada em aj contém a bola B(xg, r/2), logo, a colecdo de bolas
B(ag, r), k=1, ..., m, cobre A, estabelecendo a pré-compacidade de A. |

e O Teorema de Heine-Borel em R"™

Como ja comentamos, a reciproca da parte II do Teorema 32.11, pagina 1611, nem sempre é verdadeira em espagos
métricos. No entanto, no caso especifico de R™ essa reciproca é valida devido a Proposicao 32.26, pagina 1616. Esse é o
contetido do importante Teorema de Heine?*-Borel?®:

Teorema 32.14 (Teorema de Heine-Borel em R™) Um conjunto em R™ € compacto em relagao a topologia métrica
usual de R™ se e somente se for fechado e limitado. O

24Heinrich Eduard Heine (1821-1881).
25Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956).
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Prova. M = R"™ é completo na métrica dg. Pela Proposicao 32.26, pagina 1616, todo conjunto dg-limitado é pré-
compacto em R™. Logo, o Teorema 32.14 é uma consequéncia imediata da parte V do Teorema 32.11, pagina 1611.

A seguinte proposicao serd usada adiante.

Proposigao 32.27 Todo subconjunto tr-compacto de R tem um mdzimo e um minimo. O

Prova. Se C' C R é compacto, entdo é mr-fechado e limitado na métrica usual (Teorema 32.14). Se C' é limitado, entao
C possui ao menos um majorante. Seja y = sup{z € C} o menor dos majorantes de C. Se y € C, entdo y € C°, que é
um conjunto Tr-aberto (pois C' é Tgr-fechado). Logo, pela defini¢do de conjuntos abertos em espacos métricos, existe um
intervalo aberto (y — d, y+ ), centrado em y, que estd inteiramente contido em C¢. Portanto, todo ponto em (y — d, y)
nao pertence a C mas majora C. Isso contradiz a hipdtese que y é o menor majorante de C. Assim, deve valer que y € C'
e, portanto, que C' tem um maximo. A prova que C' tem um minimo é anéloga. |

e O Teorema de Bolzano-Weierstrass em R"”

7

O seguinte teorema, originalmente devido a Bolzano?® e Weierstrass?”, é muito frequentemente empregado em de-

monstragoes:

Teorema 32.15 (Teorema de Bolzano-Weierstrass em R") Toda sequéncia limitada em R™ possui uma subse-
quéncia convergente na métrica dg. O

Prova. Se uma sequéncia ¢ limitada em R"™, entao estd contida em uma bola fechada de raio suficientemente grande
centrada, digamos, na origem. Essa bola, sendo fechada e limitada, é compacta, pela parte V do Teorema 32.11, pagina
1611. Assim, pelo item 2 da parte I do mesmo teorema, a sequéncia tem uma subsequéncia convergente. |

e Existéncia de maximos e minimos para funcoes reais definidas em compactos

O seguinte teorema de aparéncia elementar tem varias consequéncias nao-triviais, sendo frequentemente evocado.

Teorema 32.16 Seja (C, T) um espago topoldgico compacto e f : C — R uma fungdo continua (adotando em R a
topologia usual TR ). Entao, f assume em C um valor mdzimo e um valor minimo, ou seja, existem Tmay € Tmin € C
(nao necessariamente unicos) tais que f(Tmar) = max{f(z), x € C} e f(Tmin) = min{f(x), z € C}. O

Prova. Pelo Teorema 32.5, pagina 1603, a imagem de f é um conjunto Tg-compacto e, portanto, pela Proposicao 32.27,
péagina 1617, a imagem de f tem um maximo e um minimo. |

32.3.3.4 Compacidade na Reta de Sorgenfrey

A topologia de Sorgenfrey 7[8] de R foi introduzida na Secao 27.2.1.1, a pagina 1417. Vamos aqui estabelecer o seguinte
fato:

Proposicao 32.28 Se C € um conjunto compacto do espago topoldgico (R, 7[8]) (a chamada reta de Sorgenfrey ), entdo
C € um conjunto 7[8]-fechado, limitado e contdvel (i.e., finito ou infinito enumerdvel). C é também Tr-compacto e
TR -fechado.

Fora isso, C nao pode possuir pontos de acumula¢do (na topologia usual) esquerda®®, mas necessariamente contém
seus pontos de acumulagdo (na topologia usual) & direita, se os houver, o que se dd se C for wm conjunto infinito. O

26Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848).

27Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815-1897).

28Na topologia usual de R, um ponto z € R é dito ser um ponto de acumulagio & esquerda (& direita) de C C R se houver em C
uma sequéncia crescente (decrescente) c,, n € IN, tal que z = limy,— 00 ¢r,. Naturalmente, pode haver pontos que sao simultaneamente de
acumulagao & direita e a esquerda.
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Nota. O Exercicio E. 32.15, pdgina 1619, auxilia no esclarecimento do enunciado da Proposi¢do 32.28. &

Prova da Proposicdo 32.28.2° Seja C' um 7[8]-compacto nao vazio. Como 7[8] possui a propriedade de Hausdorff, o
Teorema 32.9, pagina 1606, garante que C é 7[8]-fechado. Como 7 C 7[8], todo recobrimento de C' por Tr-abertos
possui, por hipdtese, um sub-recobrimento finito, também por mr-abertos. Isso mostra que C' é igualmente Tr-compacto
e, portanto, Tr-fechado e limitado (pelo Teorema de Heine-Borel, Teorema 32.14, pgina 1616).

Para provar que C é contavel, tomemos ¢ € C' e consideremos o seguinte recobrimento de C' por 7[8]-abertos:

{(—oo, c—%), nem}U{[c, )} .

Como C é suposto compacto, o recobrimento acima possui um subconjunto finito que igualmente recobre C, ou seja,

existe {n1, ..., ng} C IN para algum k € IN, e com ny < ny < --- < ny, tal que
1 1
CC |-, c——|U---U[=00,c——]Ulc, o0).
ni Nk
Pelas nossas escolhas, o conjunto a direita é igual a (—oo, c— nik) U [e, o0) e concluimos que

C c <oo, ci)u[c, %) .

Nk

Disso é facil chegar & seguinte conclusao: existe g(c) € Q com g(c) < ¢ tal que o intervalo semiaberto (g(c), c| satisfaz

(g(c), c} N C = {c}. De fato, basta escolher g(c) € [c — nik, c) N Q, um conjunto seguramente nao vazio.

Note-se agora que se ¢’ é um elemento de C' distinto de ¢, teremos (g(c), ¢] N (g(c'), ¢] = 0 pois, caso contrério,
terfamos ou ¢ € (g(c), c] N (g(c’), c’} ouc € (g(c), c] N (g(c’), c’}, o que é proibido pelo fato j4 estabelecido que afirma
que o tnico elemento que (g(c)7 c] e C' tém em comum ¢ c¢ e, analogamente, o tnico elemento que (g(c’)7 c’} e C tém
em comum ¢é ¢’

Essa observacdo traz como implicacdo que a aplicagdo C' 3 ¢ — ¢g(c) € Q é injetora. De fato, se assim néo fosse,
haveria ¢ e ¢ distintos em C tais que g(c) = g(¢), o que implicaria que (g(c), c} N (g(c’), c'} = (g(c), c] N (g(c), c’],
que nao é vazio, uma contradigao com o que foi provado acima.

O fato de a aplicagdo C' 3 ¢+ g(c) € @ ser injetora estabelece que C' é contével (pois Q é enumeravel).

Como C é tg-fechado, ele contém seus pontos de acumulagdo (na topologia usual, 7 ), se os houver. Porém, do exposto
acima aprende-se também que esses pontos de acumulagido de C' ndo podem ser pontos de acumulagdo & esquerda (na
topologia usual). De fato, se um tal ponto = pertencesse a C haveria uma contradigdo com a existéncia de um intervalo
semiaberto (g(z), z] com (g(x), z]NC = {z}. |

Nota adicional. Pelo Coroldrio 27.1, pdgina 1429, o fato de C ser 7[8]-fechado implica que C possui seus préprios pontos de acumulagio na
topologia 7[8]. E facil provar (faga-o!) que os pontos de acumula¢do em 7[8] ndo podem ser pontos de acumulagdo & esquerda, mas somente
a direita (na topologia usual). Isso ajuda a esclarecer a parcela do enunciado referente aos pontos de acumulagao. &»

Por serem contédveis, os conjuntos 7[8]-compactos tém interior vazio. Portanto, uma consequéncia da Proposicao
32.28 ¢é a seguinte afirmagao relevante:

Proposicao 32.29 A reta de Sorgenfrey (R, 7[8]) nao € um espago topoldgico localmente compacto. O

Prova. Se z € R e A é um aberto contendo z, nio existe nenhum conjunto 7[8]-compacto contendo A, pois A nao é
enumeravel (todo conjunto 7[8]-aberto contém um intervalo do tipo [a, b) no seu interior). |

Mais desenvolvimentos sobre espacos localmente compactos sao apresentados na Secao 32.3.6, pagina 1631.

29 Agradecemos a Ricardo Correa da Silva por elucidagdes sobre o enunciado da Proposigio 32.28.
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E. 32.15 Ezercicio. Para tornar mais claro o enunciado da Proposicdo 32.28, observe-se que ela afirma, por exemplo, que

G1:={1/n, n € N} ndo é 7[8]-compacto.

e Gy :={0}U{1l/n, n € N} é 7[8]-compacto.

e G3:={1—1/n, n € N} ndo é 7[8]-compacto.

e Gy:={1—-1/n, n€ N} U{1} nao é 7[8]-compacto.

Note que

e (1 e (G2 possuem um ponto de acumulacio a direita, a saber, 0, sendo que 0 € G1 e 0 € Ga.

e (G3 e G4 possuem um ponto de acumulagdo a esquerda, a saber, 1, sendo que 1 € Gz e 1 € G4.

Mostre que

o {[1/(m+1), 1/m), m € N} U{[1, o)} é um recobrimento de G por 7[8]-abertos que ndo possui nenhum sub-recobrimento
finito.

e Qualquer recobrimento de G2 por 7[8]-abertos possui um sub-recobrimento finito, pois um tal recobrimento necessariamente

conterd um aberto do tipo [a, b) com a < 0 e b > 0 (e que contém 0) e esse aberto por si sé contém todos os elementos de Go,
exceto eventualmente um subconjunto finito deles.

e {[1-1/m, 1—-1/(m+1)), m € N} é um recobrimento de G3 por [S]-abertos que n3o possui nenhum sub-recobrimento finito.
o {[1-1/m, 1-1/(m+1)), m € N}U{[1, 2)} é um recobrimento de G4 por T[8]-abertos que ndo possui nenhum sub-recobrimento

finito.

Constate a consisténcia as afirmagdes acima com o enunciado da Proposigdo 32.28. &

32.3.4 Os Teoremas de Ascoli e de Arzela

Em meio a esta discussdo sobre compacidade vamos inserir um resultado fundamental de Andlise que é evocado em
outros momentos nestas Notas, por exemplo, na demonstracao do Teorema de Peano sobre existéncia de solugoes de
certas equagoes diferenciais ordindrias ou na discussao sobre operadores compactos em espacos de Banach. O resultado a
que nos referimos é o Teorema 32.18, pdgina 1621, conhecido na literatura como Teorema de Ascoli (ou de Ascoli-Arzela).
A relevancia desse teorema estd em fornecer condicgbes suficientes para que uma sequéncia de funcées de um compacto
em um espago métrico completo tenha uma subsequéncia uniformemente convergente. Um resultado relacionado, devido
a Arzela (Teorema 32.17, pdgina 1621), discute a necessidade dessas condigoes.

Para apresentarmos esses resultados temos que introduzir alguns conceitos relevantes, como o que equicontinuidade
de familias de fungoes.

32.3.4.1 Equilimitacao e Equicontinuidade de Familias de Fungoes

e Equilimitagcao de uma familia de fungoes sobre um espago métrico

Seja X um conjunto nao vazio e seja (M, d) um espago métrico. Segundo definicdo que introduzimos na Segéo 24.4,
pégina 1322, uma funcao f : X — M é dita ser func¢do d-limitada (ou simplesmente uma fung¢ado limitada quando a métrica
d estiver implicita) se existir um ponto de referéncia y € M e uma constante K > 0 tais que d(f(ac), y) < K para todo
x € X. Conforme discutimos naquela secao, a defini¢ao de fungao limitada dada acima independe do ponto de referéncia
y € M tomado, podendo este ser substituido por qualquer outro, eventualmente mudando a constante K adotada.

Podemos, portanto dizer que f : X — M ¢é d-limitada se para algum y € M valer sup {d(f(:r), y), T € X} < 00.

Como na Secdo 24.4, denotamos o conjunto das funcoes d-limitadas de X em M por B(X, M, d). L& vimos
também que B(X, M, d) é um espago métrico com a métrica d, definida em (24.24), pagina 1322: doo(f, g) =

sup{d(f(ac), g(x)), x EX} com f, g € B(X, M, d).

Vamos agora apresentar algumas defini¢oes relevantes referentes a familias de fungdes de X em M:
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e Uma familia F de funcoes de X em M é dita ser uma familia pontualmente equilimitada de fungoes se para algum
y € M valer sup{d(f(ac), y), fe f‘F} < oo e para todo ¢ € X.

Assim, uma familia F de fungdes de X em C é uma familia pontualmente equilimitada se para algum y € M existir
para cada x € X um ndmero M, > 0 (eventualmente dependente de x) tal que d(f(:c), y) < M, para toda f € F.

e Uma familia F de fungoes de X em C é dita ser uma famdlia equilimitada de fungoes (ou globalmente equilimi-
tada se todos os seus elementos forem fungoes limitadas e se para alguma fungao limitada g : X — M valer

sup{cloo(f7 g), fe f‘F} < 0.
Assim, uma familia F de fungdes de X em C é uma familia equilimitada se para alguma fun¢éo limitada g : X — M
existir M > 0 tal que d(f(:n), g(:c)) < M para todo z € X e toda f € F.

E evidente que toda familia equilimitada de fungdes é uma familia pontualmente equilimitada de fungoes (tome-se
uma fungao g(z) = y, constante).

e Equilimitacao de uma familia de fungoes sobre C

Para tornar as definigbes acima mais claras, vamos mostrar como as mesmas ficam quando lidamos com fungoes sobre
o espago métrico C dos ntimeros complexos (ou fungdes sobre espagos vetoriais normados, como R™, C™ etc.).

Seja X um conjunto ndo vazio. Uma funcdo f : X — C é dita ser uma func¢do limitada se existir M > 0 tal que
|f(z)] <M para todo x € X. Para f: X — C limitada, definimos || ||« = sup{|f(z)|, x € X}.

Para familias de fungoes de X em C temos as seguintes defini¢oes relevantes:

e Uma familia F de fungoes de X em C é dita ser uma familia pontualmente equilimitada de funcoes se para cada
z € X valer sup {|f(z)], f € F} < .

Assim, uma familia F de fungoes de X em C é uma familia pontualmente equilimitada se para cada x € X existir
M, > 0 (eventualmente dependente de x) tal que vale |f(x)| < M, para toda f € F.

e Uma familia F de fungdes de X em C é dita ser uma famdlia equilimitada de fungdes (ou globalmente equilimitada
se todos os seus elementos forem funcdes limitadas e se valer sup {|| f||oo, f € F} < c0.

Assim, uma familia F de fungées de X em € é uma familia equilimitada se existir M > 0 tal que vale |f(z)] <M
para todo z € X e toda f € F.

E evidente que toda familia equilimitada de fungoes € uma familia pontualmente equilimitada de fungoes.

e Equicontinuidade de uma familia de fungoes sobre um espago métrico

Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja (M, d) um espago métrico. Uma familia F de fungdes de X em M é
dita ser uma familia equicontinua de fungoes se para todo € > 0 e para cada x € X existir um 7-aberto V(e, z) 3 z
(eventualmente dependente de € e de z) tal que para toda f € F valha d(f(:c), f(y)) < e sempre que y € V(e, x).

O ponto central da defini¢do é que, para cada € > 0 e cada © € X, a vizinhanga aberta V (e, x) de x mencionada
acima pode ser escolhida a mesma para toda f € F, dai a razao de se denominar uma tal familia como equi-continua.

E evidente que todos os elementos de uma familia equicontinua de fungoes sdo fungoes continuas de X em M (em
relacdo & topologia 7 de X e & topologia usual de 74 de M induzida pela métrica d) e, portanto, limitadas, pois X é
compacto (vide Coroldrio 24.2, pagina 1325).

e Equicontinuidade de uma familia de fungoes sobre C

Para tornar as definigbes acima mais claras, vamos mostrar como as mesmas ficam quando ligamos com fungoes sobre
o espago métrico C dos niimeros complexos (ou fungdes sobre espagos vetoriais normados, como R™, C™ etc.).

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma familia F de fungdes de X em C é dita ser uma familia equicontinua de
fungdes se para todo € > 0 e para cada x € X existir um 7-aberto V (e, x) 3 = (eventualmente dependente de € e de x)
tal que para toda f € F valha |f(z) — f(y)| < € sempre que y € V (e, ).

E evidente que todos os elementos de uma familia equicontinua de fungoes sdo fungdes continuas de X em C (em
relacdo a topologia 7 de X e a topologia usual de C).
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O ponto central da definigdo é que, para cada ¢ > 0 e cada € X, a vizinhanga aberta V (e, x) de  mencionada
acima pode ser escolhida a mesma para toda f € F, dai a razao de se denominar uma tal familia como equi-continua.

32.3.4.2 Os Teoremas de Ascoli e de Arzela para Familias de Fungoes de um Compacto
sobre um Espago Métrico

Seja (X, 7) um espago topoldgico com X sendo 7-compacto, seja (M, d) um espago métrico. Denotemos por C(X, M)
o conjunto das fungdes continuas de X em M. C(X, M) é um espago métrico com a métrica do, definida em (24.24),
pdgina 1322. Se (M, d) for um espago métrico completo, o Coroldrio 24.2, pagina 1325, garante que C(X, M) é completo
na métrica doo.

e O Teorema de Arzela para fungoes de um compacto em um espago métrico

Em sua forma original, o teorema que segue é devido a Arzela®’. O mesmo possui uma reciproca de grande importancia
que apresentaremos logo adiante, o Teorema de Ascoli, Teorema 32.18.

Teorema 32.17 (Teorema de Arzeld) Seja (X, 7) um espago topoldgico com X sendo T-compacto, seja (M, d) um
espago métrico e seja F C C(X, M) uma famdia ndo vazia de fungées continuas de X em M que seja um conjunto
pré-compacto no espago métrico (C(X, M), doo). Entdo, F, o fecho de F no espago topoldgico (C’(X, M), wa), € uma
familia equilimitada e equicontinua. O

Prova. Tomemos € > 0, arbitrdrio. Como F C C(X, M) é pré-compacto entdo, pela Proposi¢ao 32.22, pagina 1610,
existe um conjunto finito hy, ..., hy, € §F tal que as bolas abertas de raio € na métrica do centradas nas fungoes hy
recobrem J, ou seja, para cada f € F existe ky € {1, ..., m} tal que dy (f, hkf) < €.

Cada fungéo h; é continua. Logo, para cada x¢ € X existe um 7-aberto Vj(e, x¢) 3 zo tal que d(hj(:n), h]-(:co)) <e€
sempre que © € Vj(e, mo). Se & € V(e, z9) = Vi(e, zo) NN Viu(e, x0), valerd d(h;(z), hj(zg)) < € para todo
je{l, ..., m}.

Para f € F temos, pela desigualdade triangular,

d(f(-ﬁ), f(IO)) < d(f(x)v hkf(x)) +d(hk(x)a hkf(xo)) +d(hkf(xo)a f(xo)) < 3e

<e€ <e€ <€

sempre que z € V (e, o). Isso estabelece que F é equicontinua, pois V (e, xo) independe de f.

Como F é equicontinua, cada f € J é continua e, portanto, limitada, pois X é compacto (pelo Corolario 24.2, pagina
1325). E fécil agora ver que F é equilimitada pois, pela desigualdade triangular, temos para toda g € B(X, M, d),

doo(fa g) < doo(fa hkf) +doo(gv hkf) < €+doo(ga hkf) < €+maX{doo(gv hl)a RS doo(gv hm)} .

sendo que € + max {doo (g, hl), covy doo (g, hm)} independe de f. |

e O Teorema de Ascoli para fungoes de um compacto em um espago métrico

Em sua forma original, um tanto menos geral que a que apresentamos aqui, o importante teorema que segue é devido
a Ascoli’’. Esse teorema é importante por fornecer condicdes suficientes para que uma sequéncia de funcdes de um
compacto em um espago métrico completo possua subsequéncias uniformemente convergentes.

Teorema 32.18 (Teorema de Ascoli) Seja (X, 7) um espago topoldgico com X sendo T-compacto, seja (M, d) um
espago métrico e seja F C C(X, M) uma familia ndo vazia de fungoes continuas de X em M que seja equicontinua e tal
que para cada x € X o conjunto F(x) :={f(x), f € F} C M seja relativamente compacto no espago topoldgico (M, 74).
Entao, F € um conjunto pré-compacto no espagco métrico (C(X, M), doo) e F € uma familia equilimitada.

30Cesare Arzela (1847-1912). Os trabalhos originais sdo Cesare Arzela, “Un’ osservazione intorno alle serie di funzioni”. Rend. dell’ Accad.
R. delle Sci. dell'Istituto di Bologna, 142-159 (1882-1883). Cesare Arzela, “Sulle funzioni di linee”. Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna Cl. Sci.
Fis. Mat. 5, 55-74 (1895).

31Giulio Ascoli (1843-1896). A referéncia original é Giulio Ascoli, “Le curve limiti di una varietd data di curve”. Atti della R. Accad. dei
Lincei Memorie della Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. 18 521-586 (1883-1884).
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Se adicionalmente (M, d) for um espago métrico completo, (C(X, M), doo) também o serd e o fecho F C C(X, M)
de F no espago topoldgico (C’(X, M), Tdoo) serd Tq,, -compacto e, portanto, sequencialmente compacto na métrica ds
Com isso, vale a afirmagdo que toda sequéncia de F tem uma subsequéncia convergente em C(X, M) na métrica doo,
ou seja, toda sequéncia de F tem uma subsequéncia uniformemente convergente em C(X, M). |

Prova. Tomemos € > 0, arbitrdrio. Como F é equicontinua, existe para cada x € X um 7-aberto V' (e, x) que contém x tal
que d(f(y), f(:c)) < e paratodo y € V (e, ) e para todo f € F. Naturalmente, a colecio de T-abertos {V (e, z), z € X}
recobre X.

Como X é 7-compacto, esse recobrimento possui um sub-recobrimento finito e, portanto, para algum n € IN existem
n pontos 1, ..., T, € X tais que X = V(e, 1) U--- UV (e, x,). Além disso, tem-se para cada k € {1, ..., n} que
cl(f(y)7 f(xk)) < e para todo y € V(e, x) e para toda f € F. Assim, podemos afirmar que para cada y € X existe
algum zy, € {x1, ..., z,} tal que d(f(y), f(zx)) <e.

Como cada conjunto F(z;), j =1, ..., n, é por hipétese, relativamente compacto no espago topol(’)gico (M, 74),

a unido F := F(z;)U---U F(z,) é também relativamente compacta no mesmo espaco, pois F = F(z1) U--- U F(z,)

(item 4 da Proposicao 27 4, pagma 1425) é compacto por ser unido finita de compactos (Proposi¢ao 32.17, pagina 1603).

O produto Cartesiano F'=Fx---xF.0 conjunto F" ¢ também compacto em M"™, sendo que em M" adotamos a
E/—/

n vezes

métrica 1o
A (Y1 s Yn)s W15 o0 ) o= (d(yu Y1) + -+ d(yn, y;)Q) :
para todos (y1, -, Yn), (Y1, -+, yp,) € M™

E evidente que (f(xl), cee f(xn)) eF" para toda f € F. Como F" é um conjunto compacto e pode ser recoberto
por um conjunto finito de bolas abertas de raio e em M™. Logo, existe uma colecao finita Bi, ..., B,, de tais bolas tais
que cada n-upla (f( 1)y «eey f(:cn)), f € F, estd contida em By U---U B,, e tais que cada B;, j =1, ..., m, contém
ao menos uma n-upla (h;(z1), ..., hj(z,)) com hj € F.

Podemos dessa forma afirmar que existe uma colegao finita hq, ..., h,, de elementos de F com a seguinte propriedade:
para cada f € JF existe ky € {1, ..., m}, tal que dn((f(xl), R f(acn)), (hkf(acl), A hkf(:vn))) < 2¢ e, portanto,
tal que d(f(:cj), hkf(:cj)) <2 paratodoj=1, ..., n.

Acontece, porém, que X = V(e, 1) U---UV (e, x,). Logo, se x € X, existe [ € {1, ..., n} tal que z € V(e, ;) e

com isso, teremos pela equicontinuidade que d(f(ac), f(acl)) < € para toda f € F. Portanto, pela desigualdade triangular,
temos

d(f(x), hi,;(x)) < d(f(z), flz)) +d(f(x1), b, (x1)) +d(hr, (21), hi, () < 4de.

<e <2e <e

Como x ¢ arbitrario e ks independe de z, isso estabeleceu que doo (f, hkf) < 4e.

Resumindo, estabelecemos que existe uma colegao finita hy, ..., h, € F tal que para cada f € JF existe hg,
nessa colegao com deso ( f, hi f) < 4e. Logo, a colegao de bolas abertas de raio 4e na métrica d, centradas nas fungoes
hi, ..., hy € F recobrem todo JF e isso significa dizer que F é pré-compacto no espaco topolégico (C(X7 M), Tdoo).

Pelo Teorema de Arzela, Teorema 32.17, pagina 1621, o fato de F ser pré-compacto implica que F é uma familia
equilimitada.

Se agora (M, d) for um espago métrico completo, o Corolério 24.2, pagina 1325, garante-nos que o conjunto C'(X, M)
das fungdes continuas de X em M é completo na métrica do, definida em (24.24), pdgina 1322. Logo, pela parte III
do Teorema 32.11, pagina 1611, o fecho F ¢ C(X, M) de F no espaco topolégico (C(X, M), Tdoo) é 74 -compacto
e, portanto, pela parte I do Teorema 32.11, F é sequencialmente compacto na métrica ds. Logo, toda sequéncia de F
tem uma subsequéncia convergente na métrica ds,, ou seja, toda sequéncia de F tem uma subsequéncia uniformemente
convergente. |

O Teorema de Ascoli e o Teorema de Arzela, Teoremas 32.18 e 32.17, respectivamente, sdo por vezes apresentados
em conjunto como um tunico resultado denominado Teorema de Ascoli-Arzela. Alguns autores denominam o Teorema de
Ascoli como Teorema de Ascoli-Arzela, sem referéncia & reciproca (o que é parcialmente incorreto, historicamente). Em
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verdade, h4 diversas versdes desses teoremas na literatura, com pressupostos mais ou menos fortes ou gerais®2. As versdes
que apresentamos acima sao gerais o suficiente para os usos que faremos das mesmas nestas Notas. Para generalizagoes,
vide, e.g., [265] ou [92].

e O Teorema de Ascoli para fungoes sobre R"™ ou C"

Uma das hipéteses do Teorema de Ascoli, Teorema 32.18, pagina 1621, é que a familia F seja tal que para cada x € X
o conjunto F(z) := {f(x), f € F} C M seja relativamente compacto no espago topoldgico (M, 74). Se (M, d) for um
espaco métrico completo, sabemos do item III do Teorema 32.11, pagina 1611, que uma condicao suficiente para tal é
que F(z) seja pré-compacto para cada x € X.

Ocorre que existem espagos métricos completos com a propriedade de que todo conjunto d-limitado é pré-compacto e,
nos mesmos, é, portanto, suficiente supormos que F(z) seja d-limitado para cada x € X. Pela Proposicao 32.26, pdgina
1616, tal é o caso dos espagos R™ ou C” com a métrica usual. Dessas consideragoes, obtemos imediatamente a seguinte
versao do Teorema de Ascoli para familias de fungbes de um compacto X com valores em R™ ou em C™:

Teorema 32.19 (Teorema de Ascoli para fungées sobre R™ ou C") Seja F” = R" ou F" = C", para algum n €
IN. Seja (X, 7) um espago topoldgico com X sendo T-compacto e seja F C C(X, F™) uma familia nao vazia de fungoes
continuas de X em ™ que seja pontualmente equilimitada e equicontinua. Entdo, valem as sequintes afirmagoes:

1. F € equilimitada e, mais importante,

2. F é um conjunto pré-compacto no espago métrico completo (C’(X, ™), doo).

Como consequéncia da parte III do Teorema 32.11, pdgina 1611, o fecho ?"_C C(X, F™) de F no espago topoldgico
(C(X, ™), wa) € Tq., -compacto e, portanto, pela parte I do Teorema 32.11, F € sequencialmente compacto na métrica

doo- Logo, toda sequéncia de F tem uma subsequéncia convergente na métrica dso, ou seja, toda sequéncia de F tem uma
subsequéncia uniformemente convergente. O

Essa versao do Teorema de Ascoli é talvez a mais relevante em aplicagoes as equagoes diferenciais e integrais.

32.3.4.3 O Teorema de Peano

Uma das consequéncias do Teorema de Ascoli é um importante teorema de existéncia (ndo de unicidade!) de solugoes
de problemas de valor inicial para equacdes diferenciais ordinarias, chamado Teorema de Peano3?. Vamos primeiramente
apresentar uma versao do mesmo para problemas de valor inicial de equagoes diferenciais ordinarias em espagos de Banach
e, em seguida, tratar do caso, talvez mais relevante em aplicagoes, de equagdes diferenciais ordindrias em R™ (ou C™). A
relevancia do Teorema de Peano foi discutida no Capitulo 12, pagina 666. Apds os enunciados e demonstragoes faremos
alguns comentarios apropriados.

Teorema 32.20 Seja B um espaco de Banach e seja yo € B. Sejato € R e, paraa >0 eb > 0, considere-se R C R x B
dada por

R = {(t, y) ERxB|[t—to] <a, |y — woll gb} .
Considere-se uma funcao nao-nula F : R — B que seja uniformemente continua e limitada em R, ou seja, com
M = sup {[|[F(t, y)ll. (t, y) € R} < 0.

Defina-se ainda

B = min{a, %} . (32.26)

320 autor destas Notas consultou muitos textos diferentes de Topologia e Anélise e ndo encontrou dois que apresentem os mesmos enunciados
para o Teorema de Ascoli, ou Ascoli-Arzela. A grande maioria dos textos assume que X é compacto e Hausdorff, ou compacto e métrico. A
demonstragdo de [411] do Teorema de Ascoli, por exemplo, deixa claro que essa hip6tese é supérflua. [411], porém, apresenta o Teorema de
Ascoli apenas para fungdes sobre os complexos e ndo menciona Teorema de Arzela.

33Giuseppe Peano (1858-1932). O Teorema de Peano data de 1886.
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Entao, existe ao menos uma fungao y : [to — B, to + 8] — B que satisfaz o problema de valor inicial

y(t) F(t, y(t),

(32.27)
y(to) = wo,

no intervalo [to — B, to + O] O

Prova. (De [192], com adaptagdes, esclarecimentos e corregoes). A estratégia da demonstracao consiste em se construir
uma sequéncia de fungdes y,, n € IN, que satisfaca as condigoes do Teorema de Ascoli e aproxime uma solugao do
problema de valor inicial considerado. O Teorema de Ascoli garantird a existéncia de uma subsequéncia convergente a
uma fungao y e, em seguida, mostra-se que essa y satisfaz a equacao diferencial e a condigao inicial desejadas.

Seja 8 € (0, a], por enquanto arbitrério. Para cada n € IN, considere-se a funcédo y, : [to, to + 8] — B definida da
seguinte formas:
Yo , t€|:t0; t0+%i|7
yn(t) = (32.28)
t—B/n
y0+/ F(T,yn(r))dr, te(t0+§, to—i-ﬁ}.

to

Antes de prosseguirmos precisamos fazer dois comentédrios importantes sobre (32.28)

1. Como o dominio de F' é R, devemos, por consisténcia, garantir que y,(t) satisfaca ||y,(t) — yo|| < b para todo
t € [to, to+ B]. Como

teremos ||y, (t) — yo|| < b se impusermos M < b, ou seja, se impusermos que S < b/M. Portanto, tomando-se
como em (32.26), o que faremos doravante, a condi¢ao de consisténcia ||y, (t) — yo|| < b serd satisfeita para todo
n € IN e todo t € [to, to+ f] C [to, to + al.

t—B/n
/ F('r, yn(T)) dr

to

t—B/n ;
= / | F(r, yn(T))HdTSM‘t_tO
to n

2. E muito importante comentar que apesar de a fungdo ¥, comparecer em ambos os lados da expressao (32.28),
a definigdo contida em (32.28) nao é tautolégica. Essa afirmagio segue da seguinte discussdo. O intervalo de
definicao [to, to + B} pode ser dividido em n intervalos de definicao disjuntos: [to, to + B} =ThTUToaU---UT,,

onde
Ty = {to, t0+é] e Ty = (to+(k—1)ﬁ7 to+kq , k22,
n n n

Parat € T} = {to, to + g], a fungao y,, definida em (32.28) vale yo. Parat € (to + g, to + B} =ToU---UT,,

a integragdo em 7 do lado direito de (32.28) é realizada no intervalo 7 € {to, t— g} Agora, para t € Ty, k > 2,

|:1f07 t—g] C |:t0, to+(/€—1)§:| c ThuTlaU---UTgk 1.

temos

Vemos, portanto, que se k > 2 e t € T), o argumento 7 da fungdo y,(7) que ocorre na integral do lado direito
em (32.28) encontra~se em T3 UT5 U --- U Tj_1, ou seja, nos intervalos anteriores a Ty. Assim, percebemos que a
funcao y, em (32.28) vai sendo definida recursivamente em cada intervalo Tj, k > 2, em termos dos seus valores
nos intervalos anteriores a T}, partindo-se do primeiro intervalo 77, onde y, vale yg. A definicdo (32.28) nao é,
portanto, tautolégica, mas sim recursiva nos intervalos de definicao T}.

Por exemplo, para t € Ty = (to + g, to + 2%} temos

t—B/n
Yn(t) = o+ / F(7, yo) dr , (32.29)

to
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pois y,,(t) é igual & constante yy no intervalo 77, dentro do qual a integragao acima se dd. Para t € T teremos

to+B/n t—B/n
m®) =w+ [ Fow)drs [ P ghe)
to to+B/n

onde y é o lado direito de (32.29).
Vamos agora provar que a familia de funges {y, : [to, to+ 8] — B, n € IN} definida por (32.28) satisfaz as condigoes

do Teorema de Ascoli, Teorema 32.18, pdgina 1621. E trivial constatar que cada funcéo y, : [to, to + 8] — B definida
em (32.28) é continua. Além disso, temos, para t; < ta,

0, se 1, 2 € [to, o+ 2] |

ta—fB/n
[ (t2) — yn(t2)]| < / |EG @) dr. se tie [t to+ ] e tae (ot 2t 4]
0

tQ—ﬂ/n
/ |E(r, yn(7))|| d7,  se t1, ta € (to + g, to—l—ﬁ} .
tl—B/TL

Agora, para t € [to, to + 3/n] e ta € (to + B/n, to + [] vale

t2—B/n
L IEe e ar < u
to

e para t1, to € (to + B/n, to + 5] vale

< Mlty —ty]

P4
n

to—B/n
/ 1F(7, ya(0) || dr < Mtz —t:] .
ti—pB/n

Logo, Hyn(tg) — yn(tl)H < M|ty — t1| para todos t1, t2 € [to, to + B]. Isso prova que {y,, n € IN} é equicontinua. Além
disso, temos

lwoll - te [to, to+2]

t—B/n
ool + |
to

B
< Mﬂ+MP—E—m

lyn (I <

F(r, yn(r))H dr, te (to + % to +5}

< lyoll + M5 ,

para todo t € [to, to + ). Isso mostra que {y,, n € N} é equilimitada. A familia de fungées {y, : [to, to + 5] = B, n €
IN} satisfaz, portanto, as hipdteses do Teorema de Ascoli, Teorema 32.18, pdgina 1621, e concluimos que existe uma
subsequéncia {yn, : [to, to + 8] = B, k € N} que converge uniformemente a uma funcéo y : [to, to + 8] — B (ou seja,
tal que limg o0 sup { |yn, (£) —y()|, ¢ € [to, to + 8]} = 0). Vamos demonstrar que y satisfaz o problema de valor inicial
(32.27) no intervalo [tg, to + S]. Em primeiro lugar, note-se que y,, (to) = yo para todo k € IN e, portanto, y(to) = o,
igualmente. Paratodo k € Net e (to + n%, to + ﬁ} temos, por (32.28),

t t

F(7, yuy (7)) dr — / F(r, gy (7)) dr .

t—pB/n
Yny (1) = yo+/ F(7, yn, (7)) dT = yo+/
t—pB/n

to to

Para o ultimo termo, temos

/t L F( () dr

—B/nk

t
< [ IFG ) dr < u2
t—pB/nk Nk
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e concluimos que o mesmo vai a zero quando k& — co. Ao mesmo tempo, a continuidade uniforme de F' e a finitude do

intervalo [tg, t] implicam que
t

lim F(7, Yn, (7)) dr = / F(r, y(r)) dr .

k—o0 to to

Portanto, segue que
t

y(t) = yoJr/t F('r, y(T)) dr (32.30)

0
para t € (to, to + ﬁ} Decorre de (32.30) que (32.27) é satisfeita por y no intervalo [tg, to + S]. Concluimos que existe
ao menos uma solugao para o problema de valor inicial (32.27) no intervalo [tg, to + 8]. Seguindo os mesmos passos,
chegamos & mesma conclusao de existéncia de solu¢do para o intervalo [tg — 3, o). |

Podemos agora enunciar e provar um importante teorema sobre equagoes diferenciais ordinarias com valores em R™
(ou €C™) cuja relevancia fora discutida no Capitulo 12, pdgina 666.

Teorema 32.21 (Teorema de Peano) Sejam € IN e seja || - || a norma Euclidiana usual de R™. Sejam yo € R™ e
to € R e, para a >0 e b > 0, considere-se o conjunto fechado R C R x R™ dado por

R = {(t, y) € R x R™| |t —to] < a, IIy—yoHSb}-

Considere-se uma fung¢do continua e nao-nula F : R — R™. Por ser fechado e limitado, R é compacto (pelo Teorema de
Heine-Borel, Teorema 32.14, pdgina 1616). Como F é continua, F € limitada (pelo Teorema 32.16, pdgina 1617), isto
é

M = sup {||F(t, v)|, (t, y) € R} < .

Defina-se ainda

) b

8 = min {a, M} . (32.31)
Entdo, existe ao menos uma fungdo y : [to — B, to + 8] = R™ que satisfaz o problema de valor inicial

gty = F(t, y(1)

’ ’ (32.32)

y(to) = wo,
no intervalo [to — B, to + O] O
Comentario. Deve ser claro ao leitor que o Teorema de Peano acima permanece vélido se substituirmos R™ por C™. &

Prova do Teorema 32.21. Como R é compacto e F' é continua, F' é também uniformemente continua (pelo Teorema de
Heine-Cantor, Teorema 32.12, pdgina 1614). Estamos, portanto, sob as hipéteses do Teorema 32.20, pagina 1623, o que
completa a demonstracao. |

e Comentarios

Existem diversas demonstracoes do Teorema de Peano, com grau maior ou menor de generalidade. Nossa demons-
tragdo acima segue a de [192], a qual é suficientemente geral para adaptar-se a EDOs em espacos de Banach (sob as
hipéteses assumidas no Teorema 32.20! Vide comentdrios abaixo.). O leitor encontrard em [276] uma demonstragao do
Teorema de Peano para o caso de EDOs em R usando as chamadas linhas de Fuler. Uma outra estratégia possivel para
EDOs em R™ ou C™ consiste no seguinte. Primeiramente, aproxima-se uniformemente a funcao F' no retangulo compacto
R por polinémios P, n € N, (evocando-se para tal o Teorema de Weierstrass em vdrias varidveis, Teorema 37.5, pagina
1944), em seguida, evoca-se o Teorema de Picard-Lindelof, Teorema 25.4, pdgina 1378, para garantir-se a existéncia de
solucoes y,, das equagoes y = P, (t, y(t)), obtidas com F substituida por P, (polinémios sdo, evidentemente, fungoes
continuas e diferencidveis, dai podermos evocar o Teorema de Picard-Lindelof). Em seguida, mostra-se que a familia
de solugoes y,, n € N, é equilimitada e equicontinua, possuindo, portanto, uma subsequéncia uniformemente conver-
gente a uma fungdo y, a qual é também solucdo da equagao original (o que se demonstra usando-se a uniformidade da
aproximagao polinomial).
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E. 32.16 Ezercicio. Obtenha uma demonstracdo do Teorema de Peano para EDOs em R™ ou em C" seguindo os passos delineados
acima. N

Um outro comentério importante diz respeito & questao de ser ou nao possivel enfraquecer as condigoes do Teorema
32.20, pagina 1623, de modo a exigir-se de F' apenas que a mesma seja continua no dominio fechado e limitado R. Foi o
que fizemos no Teorema de Peano, Teorema 32.21, pagina 1626, pois 14 pudemos usar o fato de R ser agora compacto (o
que ndo seria verdadeiro se o espaco de Banach B fosse de dimensao infinita). Dieudonné®*, em 19503°, encontrou um
exemplo de um espago de Banach de dimensao infinita (o das sequéncias que convergem a zero) no qual o do problema de
valor inicial (32.27) ndo exibe solugdes para uma certa F' que satisfaz apenas a hipétese de continuidade. Em uma série
de trabalhos, A. N. Godunov generalizou esse resultado e provou, em 197536, que o Teorema de Peano, Teorema 32.21,
é falso em espacos de Banach de dimensao infinita, ou seja, em tais espagos é sempre possivel encontrar uma fungao
continua em R para a qual o problema de valor inicial (32.27) néo exibe solugoes. O Teorema de Peano é também falso
para espacos de Fréchet de dimenséo infinita3”.

32.3.5 Espacgos Compactos Hausdorff e Particoes da Unidade

Nesta secao vamos aprofundar o estudo de propriedades de espagos topoldgicos compactos Hausdorff estudando sua
relagao com as chamadas parti¢coes da unidade. Essa discussao serve como motivagao para uma importante generalizagao
da nogao de compacidade, a chamada paracompacidade.

Antes de apresentarmos nossos primeiros resultados permitamos que se nos (re)apresentem uma série de definigoes
relevantes.

e Sistema localmente finito de conjuntos

Uma colegao de conjuntos € = {C,, C X, p € Q} é dita ser um sistema localmente finito de conjuntos se todo x € X
possui uma vizinhanca V, tal que V; N C, é nao vazio apenas para uma colecao finita de p’s.

E de se observar que como todo recobrimento por abertos de um espaco compacto possui um sub-recobrimento finito,
esse sub-recobrimento finito é um sistema localmente finito de conjuntos (por abertos).

e Suporte de uma funcao

Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja f : X — R uma funcdo real definida em X. Define-se o suporte de f (ou
7-suporte de f), denotado por supp (f), como sendo o fecho do conjunto de todos os pontos onde f nao se anula:

supp (f) = {z € X| f(x) #0}.

Assim, supp (f)¢, o conjunto complementar ao suporte de f, é o maior aberto onde f se anula.

e Particoes da unidade

Vamos agora a uma importante definicdo. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma familia de fungdes continuas
F= {fA : X = [0, 1], A e A} é dita ser uma particao da unidade se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

1. O conjunto de suportes { supp (fr), A € A} é um sistema localmente finito de conjuntos (fechados).

2. Para cada v € X tem-se )., fa(z) = 1.

Vale observar que a soma no segundo item ¢ finita, mesmo para A néao finito. Isso se deve ao primeiro item, que garante
que cada z pode pertencer a no maximo um conjunto finito de supp (fi)’s, digamos, a supp (fx,), ¥ =1, ..., n. Assim,

34 Jean- Alexandre-Eugéne Dieudonné (1906-1992).

35]. Dieudonné, “Deux examples singuliers d’equations differentielles”, Acta Sci. Math. (Szeged) 12B, 38-40 (1950).

36 A. N. Godunov, “On Peano’s Theorem in Banach spaces”, Funct. Anal. Appl. (Funktsional’nyi Analiz i Ego Prilozheniya) 9, 53-55 (1975).
Vide também A. N. Godunov, “A counterexample to Peano’s Theorem in an infinite dimensional Hilbert space”, Vestnik Mosk. Gos. Univ.,
Ser. Mat. Mek. 5, 31-34 (1972) e A. N. Godunov, “Peano’s Theorem in an infinite dimensional Hilbert space is false even in a weakened
form”, Math. Notes 15, 273-279 (1974).

37S. A. Shkarin, “Peano’s theorem fails for infinite-dimensional Fréchet spaces”. Funct. Anal. Appl. 27, Number 2, 149-151 (1993).
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a soma no segundo item deve ser entendida, para cada = € X, como sendo limitada ao conjunto finito {A1, ..., A,} de
N's tais que « € supp (fx, ), k=1, ..., n.

E evidente pela definigao que se uma colegao de fungoes continuas F = { X =00, 1], A€ A} é uma particao da
unidade, entdo para cada z € X vale a afirmagdo que fy(z) # 0 para pelo menos um e para no maximo uma cole¢ao
finita de \’s.

e Particoes da unidade subordinadas a recobrimentos

Uma particao da unidade F = {fA X = [0, 1], A € A} é dita ser subordinada a um recobrimento B = {B# C
X, ne Q} de X se para todo A € A existir ao menos um p € Q tal que supp (fr) C B,.

e Espacos compactos e partigcoes da unidade

O teorema a seguir é de relevancia fundamental para a discussao que se seguird, pois serve como motivagao para uma
importante generalizagao da nog¢ao de compacidade. Como também veremos, esse teorema tem consequéncias diretas na
teoria das variedades topoldgicas. O mesmo permite perceber como construir particoes da unidade em espacos Hausdorff
compactos.

Teorema 32.22 Seja (X, 7) um espago topoldgico compacto Hausdorff. Entao, cada recobrimento de X por T-abertos
possui uma particao da unidade subordinada. O

Prova. Seja A = {Aw IS Q} um recobrimento de X por 7-abertos. Como (X, 7) é um espaco topoldgico compacto, A
possui um sub-recobrimento finito por 7-abertos, que denotaremos por {4y, ..., 4,} C A. Pelo C(Eﬂzirio 32.8, pagina
1609, X tem um segundo recobrimento finito por r-abertos {Bi, ..., Bp} de forma que By C Bj C A para todo
k=1, ..., n.

Aplicando novamente o Coroldrio 32.8 (mas agora para o recobrimento { B, cees B.}) conclﬁmos que X possui
um terceiro recobrimento finito por 7-abertos {Cy, ..., C,} de forma que Cy, C Cy C By C By C Ay para todo
k=1, ..., n.

Como Cj C By, vale Ci, N Bf = (. Assim, para cada k =1, ..., n os fechados Cr e By, sao disjuntos. Como (X, 7)
é compacto Hausdorff, é também normal (Teorema 32.8, pdgina 1606), podemos aplicar o Lema de Urysohn, Lema 32.3,
pagina 1593, e concluir que existe para cada k =1, ..., n uma fungdo continua fj : X — [0, 1] tal que fr(z) = 0 para
todo z € B e fy(x) = 1 para todo = € C.

E claro pela definigdo que para cada k=1, ..., n tem-se supp (fi) C By C Ag.
Como Cj, D Cy e os Ci’s recobrem X, conclui-se que {a, ey C_n} também recobre X. Disso concluimos que
>on_y fe(z) > 1 para todo = € X, j& que ao menos uma dos fi(z) somados vale 1. Isso permite definir as fungées
i(z
g;(z) ::nf]#7 re X,
> fi(@)
k=1
para cada j = 1, ..., n, e concluir que cada uma dessas fungdes é continua, sendo sua imagem contida em [0, 1] e
satisfazendo Z?Zl gj(z) = 1 para todo z € X. Como a colegdo {supp (95), =1, ..., n} é finita, ela compoe um
sistema localmente finito de conjuntos e concluimos que {g1, ..., gn} é uma particdo da unidade.
E claro também que para todo j=1, ..., ntem-se supp (g;) = supp (fj) C A;, como comentamos acima, e isso estd
dizendo-nos que {g1, ..., gn} é uma parti¢do da unidade subordinada ao recobrimento {A;, ..., A,} e, portanto, ao
recobrimento A, como queriamos provar. |

32.3.5.1 Uma Excursao pelas Variedades Topolégicas Compactas Hausdorff

Aproveitemos a oportunidade oferecida pelo Teorema 32.22, acima, para apresentar um resultado geométrico que motiva
boa parte dos desenvolvimentos acima, particularmente aqueles decorrentes de aplicagoes do Lema de Urysohn e da nocao
de particao da unidade.
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No que segue, designaremos por D, (r, ) C R™ a bola aberta de raio r > 0 centrada em x € R": D, (r, z) := {y €
R"| |y — z|| <7}, onde || - || é a norma Euclidiana usual.

Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espago localmente Euclidiano de dimensdo n (com n € IN) se todo x € X
possuir uma vizinhanca aberta V,, homeomorfa®® a D,,(r, 0) para algum r > 0.

Um espago topolégico compacto (X, 7) é dito ser uma variedade topoldgica compacta de dimensdao n se for Hausdorff
e se for um espago localmente Euclidiano de dimensao n.

Mais adiante, na Se¢ao 33.1, pagina 1668, introduziremos a nogao geral de variedade topolégica de dimensao n, nao
restrita a espacos compactos, a qual adiciona-se hipéteses como a propriedade de ser segundo-contavel ou a paracompa-
cidade. Por ora nos restringiremos a espagos compactos, para os quais a definicao do paragrafo anterior é suficiente pois,
como veremos na Proposigao 32.30, pagina 1630, toda variedade topolégica compacta (no sentido da definigdo acima) é
sempre segundo-contivel e paracompacta.

Exemplos elementares bem-conhecidos de variedade topoldgicas compactas (as quais serdo introduzidas no Capitulo
33, pagina 1667) sdo a superficie $" da esfera unitaria em R"*!, o toro n-dimensional T", a garrafa de Klein®’, a tira de
Mobius?? fechada etc. A Estrela de Koch*! (vide Figura 28.1, pagina 1448, Secio 29.2, pagina 1468 e Secdo 29.3, pagina
1472) é um exemplo de variedade topoldgica compacta (ndo diferenciavel!) de dimensao 1.

A importancia do teorema a seguir reside em mostrar que toda variedade topolégica de dimensao n pode ser, em
um certo sentido, encarada como um subconjunto compacto de um espago R™, para algum m grande o suficiente. Sua
demonstragao ilustra também um uso elegante das particoes da identidade, introduzidas acima. Apds o enunciado e
demonstragao do teorema faremos alguns comentarios pertinentes.

Teorema 32.23 (Teorema de Mergulho de Variedades Topolégicas Compactas) Toda variedade topoldgica com-
pacta de dimensao n é homeomorfa a um compacto em um espago R™ para um m grande o suficiente. Em outras palavras,
toda variedade topoldgica compacta de dimensdo n pode ser mergulhada*® em um R™ para wm m grande o suficiente. O

A demonstracdo que segue deriva parcialmente da encontrada na referéncia [92]. Antes de apresentd-la, fagamos um

Comentdrio. O Teorema 32.23 é provavelmente o mais simples dos chamados Teoremas de Mergulho, que garantem condigdes sob as quais
variedades de certos tipos poder ser mergulhadas (por exemplo, como superficies) em um R™ com m suficientemente grande. Importantes
generalizagdes sdo o Teorema de Whitney*3, que afirma que toda variedade diferencigvel de dimens&o n pode ser mergulhada em R2" (para
uma versdo mais fraca dessa afirmagio, vide e.g. [32]) e o Teorema de Nash*4, que afirma que toda variedade Riemanniana pode ser mergulhada
isometricamente em um R™ com m suficientemente grande. Uma extensdao do Teorema de Nash para variedades Lorentzianas foi obtida por
C. J. S. Clarke*®. As demonstracdes desses teoremas de mergulho tém em comum o fato de fazerem uso de teoremas de funcéo implicita em
certos espagos vetoriais topoldgicos. Uma versdo do Teorema da Fungao Implicita para espacos de Banach pode ser encontrado na Segao 25.3,
pégina 1384 (vide Teorema 25.8, pdgina 1385). &

Provado Teorema 32.23. Seja (X, 7) uma variedade topolégica compacta de dimensdo n. Para cada y € X seja 4, C X
uma vizinhanga aberta de y homeomorfa a um conjunto D, (r,, 0) para algum r, > 0 eventualmente dependente de
y. Denotemos por hy : Ay, — D, (ry, 0) o referido homeomorfismo. Como cada D,(ry, 0) é um aberto em R", cada
A, é um T-aberto. Assim, a colegdo {Ay, y € X} é um recobrimento de X por 7-abertos. Como X é T-compacto,

esse recobrimento possui um sub-recobrimento finito {A,,, ..., Ay, } para algum k£ € IN e para certos pontos distintos
Y1y - -y ykEX.

Seja {g;, j =1, ..., k} uma parti¢io da unidade subordinada ao recobrimento {4,,, ..., A, }, cuja existéncia
foi provada no Teorema 32.22, pagina 1628, com supp (g9;) C A,, paracada j =1, ..., k. Paracada j =1, ..., k

38Para a definicdo de homeomorfismo, vide Secdo 30.5.1.1, pagina 1507.

39Felix Christian Klein (1849-1925).

40 August Ferdinand Mébius (1790-1868).

4INjiels Fabian Helge von Koch (1870-1924). A Estrela de Koch nasceu em 1904.

42Para a definigdo de “mergulho”, vide Segéo 30.5.1.1, pagina 1507.

43Hassler Whitney (1907-1989).

44 John Forbes Nash, Jr. (1928-2015). A referéncia original é: J. Nash, “The embedding problem for Riemannian manifolds”, Ann. of Math.
(2) 63, 2063 (1956).

45 A referéncia original é: C. J. S. Clarke, “On the global isometric imbedding of pseudo-Riemannian manifolds”, Proc. Roy. Soc. London,
ser. A, 314, 417428 (1970).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 32 1630/2825

definam-se as fungoes [; : X — R™ por

g]'(x)hyj (Z) , Se T € supp (gj) )
li(x) =
0, se x & supp (gj) .

.

E facil constatar que cada fungiio I; é continua (sendo uma extensao continua da funcao g; (w)hy,;(x), © € supp(g;)). E
também claro que a imagem de I; estd contida em Dy (ry;, 0) (pois 0 < g;(x) < 1).

Para cada j =1, ..., k definam-se agora as fungdes ¢; : X — R"™! por

cj(z) = (i), g(x)). (32.33)

Assim, para cada « € X, ¢j(x) é um vetor com n + 1 componentes reais, as n primeiras componentes sio [;(x) e estao
claramente contidas em Dy(ry;, 0) e a coordenada “vertical” (ou seja, na diregao n + 1) é g;(x). E bastante claro que
cada fungao c¢; é continua, j& que as fungoes [; e g; o sdo. Seja agora H : X — R¥("+1) definida por

H(x) := (cl(:c), cee ck(:c)) .

Afirmamos que H é continua e injetora. A continuidade é evidente, pelo fato supramencionado de as fungoes ¢; o serem.
A injetividade pode ser provada com os seguintes argumentos. Sejam z( e x1 dois pontos de X tais que H(xg) = H(x1).
Isso significa que ¢;(xo) = ¢;(x1) para todo j =1, ..., k, o que por sua vez implica que

li(zo) = lj(w1) e gi(v0) = gj(x1),

também para todo j = 1, ..., k. Como as funcées g;, 7 = 1, ..., k, formam uma particdo da unidade, tem-se
Zle gj(zo) = 1. Logo, existe pelo menos um jo € {1, ..., k} tal que g;,(xo) > 0 e, portanto, zo € supp (g;,). Assim,
pela igualdade gj,(zo) = gj, (z1) teremos também que x1 € supp (gj; )-

Conclufmos disso que lj, (w0) = gj,(z0)hy, (7o) € Lj;(x1) = gjo(z1)hy, (71). Portanto, a igualdade l;,(zo) = I, (1)
significa g, (20)hy,, (o) = gjo (21)hy,, (71). Como gj, (o) = gj,(w1) > 0, obtemos disso que hy, (zo) = hy, (71). Assim,
como hy, ¢ bijetora, concluimos que zo = z1, provando a injetividade de H.

Denotemos por H(X) C R¥™*1) a imagem de H. Provamos acima que H : X — H(X) é uma funcio continua e
bijetora. Como X é compacto, a imagem H(X) é um compacto de R¥("*+1) (Teorema 32.5, pagina 1603). Como R¥(*+1)
é Hausdorff, H(X) também o é e podemos evocar o Teorema 32.10, pagina 1608, para afirmar que H : X — H(X) é um
homeomorfismo, completando a demonstracao. |

Facamos alguns comentarios sobre o Teorema 32.23 e sua demonstragao.

Um pouco de meditacdo geométrica permite perceber que a imagem de c;(x), definida em (32.33), esta contida no
cone de R"*! com vértice na origem e base D, (ry;, 0) situada no plano “horizontal” definido pelos pontos de coordenada
“vertical” igual a 1: {(y1, sy Yny 1), com (Y1, ..., Yn) € R”} C R™"*1. A imagem H (M) estd, portanto, contida no
produto Cartesiano desses k cones n + 1 dimensionais.

Na demonstracao do Teorema 32.23 obtemos m da forma m = k(n + 1) para um certo k£ € IN. Em verdade, usando

técnicas mais elaboradas é possivel obter um valor melhor para m, a saber 2n + 1, um valor que em certos casos nao
pode ser melhorado.

Mencionamos também que o Teorema 32.23 tem por corolario imediato que toda variedade topolégica compacta de
dimensao n é metrizavel, por poder ser mergulhada em um espaco métrico, a saber, em um R™. Vide Secao 32.7, pagina
1650.

e Variedades topolégicas compactas e separabilidade

Proposigao 32.30 Toda variedade topologica compacta é separdvel, sequndo-contdvel e paracompacta. O
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Prova. Como mencionamos na prova do Teorema 32.23, se (X, 7) é uma variedade topolégica compacta de dimensao n,
entdo X possui um recobrimento finito {A4,,, ..., A4,, } para algum k € IN e para certos pontos distintos y1, ..., yx € X,
sendo A, uma vizinhanga aberta de y; e sendo cada A,, homeomorfo a um D,(r,,, 0), por um homeomorfismo
hj : Ay, — Dy(ry;, 0). Sabemos que R"™ é um espago métrico separdvel e, portanto, existe um conjunto contavel
Dj C Dy(ry;, 0) cujo fecho (na topologia relativa de Dy (ry;, 0)) é igual a D, (ry,, 0), ou seja, D; = Dy (ry;, 0).
Como h;l : Dy(ry;, 0) = Ay, é continua, concluimos que h;l(iDj) C h;l(iD_J) = h;l(Dn(ryj, 0)) = A,,, o que
significa que h;l(Dj) é denso em A,,. Logo, hi*(D1)U---Uhy ' (Dy) é um conjunto contével e denso em todo X, o que
provou que (X, 7) é separdvel. Como (X, 7) é metrizdvel, concluimos da Proposi¢ao 27.15, pagina 1433, que (X, 1)
é também segundo-contavel. Por fim, todo espaco topolégico compacto é trivialmente localmente compacto. Logo, por

ser localmente compacta, Hausdorff e segundo contdvel, toda variedade topoldgica é paracompacta, de acordo com o
Teorema 32.26, pagina 1637. |

* kokk ok

A afirmacao do Teorema 32.23 de que toda variedade topolégica compacta pode ser, em um certo sentido, encarada
como um conjunto compacto de algum R™ coloca a questao de por que é, afinal, relevante definir a nocao de variedade
topolégica compacta de modo intrinseco, como fizemos, em termos de propriedades de seus abertos, e nao de modo
extrinseco, como conjuntos homeomorfos aos familiares compactos de R". Pondo de lado o cardter ontolégico dessa
questao, a verdade é que a abordagem intrinseca apresenta vantagens diversas, enquanto que a abordagem extrinseca
raramente é capaz de oferecer um “insight” mais profundo sobre a natureza das variedades e suas propriedades.

32.3.6 Compacidade Local

e Compacidade local

A compacidade de um espago topoldgico é importante por permitir a inferéncia indutiva de certas propriedades
“globais” a partir de propriedades “locais”. A propriedade de compacidade, ela mesma, é, no entanto, uma propriedade
global do espaco. Seria interessante permitir realizar as virtudes da compacidade em um nivel local e para tal presta-se
a nogao de espagos localmente compactos.

Um espago topolédgico (X, 7) é dito ser um espago localmente compacto se todo z € X possui uma vizinhanga

compacta, ou seja, se para cada x € X existirem um conjunto 7-aberto A e um conjunto 7-compacto C' tais que
reACC.

Naturalmente, todo espago compacto é localmente compacto. Os espagos R™ e C”, n > 1, com suas métricas
usuais, ndo sdo compactos, mas sdo espagos topoldgicos localmente compactos (na topologia usual). De fato, cada
x € R™ pertence a uma bola fechada de raio r > 0 centrada em z na métrica Euclidiana usual: « € B(r, z) = {y €

R"| |ly— || < r}. Pelo Teorema de Heine-Borel em R", Teorema 32.14, pagina 1616, B(r, x) é compacto por ser fechado
e limitado, provando que R™, n > 1, é localmente compacto. Em C™ o argumento é o mesmo.

O Exemplo 32.5, pagina 1613, ensina-nos que no espago métrico formado pelos racionais @ com a métrica usual
todo compacto tem interior vazio e, portanto, nenhum compacto pode ser uma vizinhanca. Trata-se, portanto, de um
(importante) exemplo de um espago topoldgico que nao é localmente compacto.

Um espaco localmente compacto nao é necessariamente Hausdorff e vice-versa. Vejamos exemplos.

Exemplo 32.9 Seja X nédo vazio e p € X. Seja 7, a topologia particular de {p}, na qual sao declarados abertos o vazio e todo
conjunto que contém p (vide Exercicio E. 27.3, pdgina 1413). O espago topoldgico (X, 7p) ndo é Hausdorff (pois todo 7,-aberto
nao vazio contém p) mas é localmente compacto. De fato, se z € X, entdo V, = {p, z} é mp-compacto, pois todo recobrimento A
de V; por mp-abertos contém pelo menos um elemento A € A que contém z e p, e, portanto {A} C A é um recobrimento de V,
composto por um unico elemento de A. Porém, V, é 7,-aberto e, portanto é uma vizinhanga compacta de x. ¢

Exemplo 32.10 Um espago de Hilbert H de dimenséo infinita é Hausdorff na topologia induzida pela norma (por ser uma
topologia métrica), mas ndo é localmente compacto nessa topologia, pois se € 3, qualquer vizinhanga aberta que contém x
contém alguma bola aberta B(r, x) centrada em x com para algum r > 0. Mas nenhum compacto pode conter essa bola, pois ha
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nelas sequéncias que nao tém subsequéncias convergentes (vide Teorema 32.11, pdgina 1611). Por exemplo, se ¢, € H, n € IN, é um

conjunto de vetores ortonormais, entdo zn = $¢n, n € IN, é uma sequéncia de vetores de B(r, ) para a qual vale ||z, — zm|| = 75

<>

e, portanto, {xn» }nen nlo tem uma subsequéncia convergente em norma.

Exemplo 32.11 A reta de Sorgenfrey (R, 7[8]), introduzida na Segao 27.2.1.1, pdgina 1417, é um espago topolégico Hausdorff
que nao é localmente compacto. Vide Proposicao 32.29, pagina 1618. ¢

32.3.6.1 Espacos Localmente Compactos Hausdorff

O estudo de espacgos localmente compactos e que sejam Hausdorff possui um leque abrangente de aplicagoes. Apresen-
taremos no que segue alguns resultados que usaremos alhures neste texto.

A proposicao que segue apresenta uma caracterizacao alternativa do que sao espacos localmente compactos dentre os
espacos de Hausdorff.

Proposicao 32.31 Um espago topoldgico Hausdorff (X, T) € localmente compacto se e somente se todo x € X possui
uma vizinhanca aberta relativamente compacta, ou seja, se e somente se para cada x € X existir um T-aberto A com A
T-compacto tal que x € A. O

Prova. Se para cada 2 € X existir um 7-aberto A com A 7-compacto, entdo (X, 7) é localmente compacto, pela definicio
geral de compacidade local.

Pela definigao geral de compacidade local, se (X, 7) é localmente compacto entéo para todo z € X existe um 7-aberto
A e um 7-compacto C tais que x € A C C. Agora, pelo Teorema 32.9, pagina 1606, C' é um 7-fechado e, portanto,
A C C. Mas como A é um subconjunto 7-fechado de um 7-compacto, segue da Proposicao 32.18, pagina 1604, que A é
T-compacto. |

e Propriedades de separagao em espagos localmente compactos Hausdorff

Proposigao 32.32 Todo espaco topolégico Hausdorff localmente compacto € regular.

Prova. Seja (X, 7) um espago topoldgico localmente compacto Hausdorff. Sejam F C X e x € X, com F sendo
um conjunto 7-fechado e x ¢ F. Como (X, 7) é localmente compacto, x possui uma vizinhanga aberta relativamente
compacta A (Proposicao 32.31, pagina 1632). Como (X, 7) é Hausdorff, A é 7-fechado (Teorema 32.9, pagina 1606).

Pela propriedade de Hausdorft e pela Proposi¢ao 32.10, pdgina 1588, podemos para f € F' encontrar um 7-aberto Ay
tal que x € Ay C Ay e f & Af. Seja a colegao J := {Fﬂ ANAg, fe F} Pela Proposigao 32.18, pagina 1604, cada

F OZOA_J» é T-compacto, por ser um subconjunto 7-fechado do T-compacto A. Afirmamos que ﬂfeF (F ﬂZﬂA_f) = 0.

De fato, nao é possivel ter-se simultaneamente fo € F e f € A_f para todo f € F, pois fy & A—fo Pelo Lema 32.7, pagina
n

1607, existe assim uma colecao nao vazia finita {F NAN A_fl, .., FNnAn Afn} satisfazendo ﬂ (F NAN A—fk) =0,

k=1
ou seja, satisfazendo F N'AN (A_flﬁ <N Af") = 0.

Definindo B := AN Ay, N---N Ay, , teremos BC AN (@ N---N ﬂ) (vide Proposigao 27.4, pagina 1425) e disso
segue que FNB C FNAN (A—fl n---nN W) = (), o que significa que B C F°. Agora, B é um 7-aberto (pois A e os

Ay’s 0 s80) e contém x (pois A e os Ay, ’s o fazem).

Assim, provamos que para todo z € X e todo 7-fechado F' com = ¢ F' ¢ possivel encontrar um 7-aberto B tal que
x € B C B C F°. Pela Proposigao 32.10, pdgina 1588, isso significa que (X, 7) é regular. |

Corolério 32.9 Seja (X, 7) um espago topoldgico localmente compacto Hausdorff. Sejam C, F C X com C T-compacto,
F 7-fechado e CNF = (. Entdo, existem T-abertos Ac e Ap com C C Ac, F C Ar e Ac N Ap = 0. |
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Prova. Seja ¢ € C. Pela Proposicio 32.32, pagina 1632, existe um aberto A, tal que ¢ € A, C A. C F¢. Portanto,

a colegdo A = {A., ¢ € C} recobre C. Como C é compacto, existe uma subcole¢do finita {A.,, ..., 4., } C A
que também recobre C, ou seja, C' C A, U---U A, . Claro esta que Ac := A, U---U A, é um 7-aberto e que
_ = —_ , —\C ~ ,

Ac =4, U---UA., C F°. Tomando Ar = (Ac) a demonstracao estd completa. |

A Proposicao 32.32 tem também o seguinte corolério.

Corolario 32.10 Todo espaco topologico Hausdorff, sequndo-contdvel e localmente compacto € normal. O

Prova. Evidente pela Proposigao 32.32, pagina 1632, e pelo Teorema 32.2, pagina 1590. |

No Teorema 32.26, pagina 1637, serd apresentado um refinamento do Corolario 32.10.

e Recobrimentos por abertos em espacgos localmente compactos Hausdorff

A proposicao que segue é usada em diversas demonstracoes, como teremos oportunidade de observar em nossa
discussao sobre a relacao entre compacidade local e paracompacidade.

Proposicao 32.33 Seja (X, 7) um espago topoldgico Hausdorff e localmente compacto. Entdo, valem as sequintes
afirmagoes:

I. X possui um recobrimento por T-abertos relativamente compactos.
II. Se adicionalmente (X, 7) for segundo-contdvel, entao X possui:

1. Um recobrimento contdvel por T-abertos relativamente compactos A = {Am ET, MmE ]N}.

2. Um recobrimento contdvel por T-abertos relativamente compactos B = {Bm €T, mE ]N} satisfazendo
A, Cc A, C By, C B,, C B
para todo m € N. (Os conjuntos Ay, sio aqueles do item 1).

O primeiro item da parte II, acima, garante que A, = {m, m € ]N} € um recobrimento contdvel de X por T-compactos,
estabelecendo que todo espago topoldgico Hausdorff localmente compacto e segundo-contdvel é o-compacto. O

Prova (De [92], com diversas modificacdes). Parte I. A prova da parte I é evidente pela definigdo, pois se € X entao
existem A, € 7 e C, 7-compacto tais que x € A, C C,. Obviamente {A,, x € X} é um recobrimento de X por
r-abertos. Como C,, é fechado (Proposicao 32.9, pagina 1606), entdo A, C C,. Pela Proposigao 32.18, pagina 1604, isso
implica que A, é compacto, estabelecendo que cada A, x € X, é relativamente compacto.

Parte II. Pela Parte I, (X, 7) possui, por ser Hausdorff e localmente compacto, um recobrimento por 7-abertos rela-
tivamente compactos. Como (X, 7) é segundo-contédvel, o Lema 32.5, pdgina 1601 garante-nos que podemos considerar
esse recobrimento como sendo contavel. Vamos denota-lo por A = {Am ET, ME ]N}. Como A recobre X, a colecao de
T-compactos A, = {m, m € ]N} também recobre X. Isso demonstrou o item 1.

Como A recobre X, todo A,,, m € N, é recoberto por elementos de A. Como A; é T-compacto, esse recobrimento

por elementos de A possui um sub-recobrimento finito, que denotaremos por {Al, 1y oovy Any, 1} C A, com n; € N. Seja

ni ni

By = U Ay, 1 Por construgao A, C B para cada m € IN. E claro também que B; = U Ay, 1 é T-compacto (por ser
k=1 k=1

uma unido finita de T7-compactos, vide Proposicdo 32.17, pagina 1603).

Para o item 2 procederemos agora por inducdo. O conjunto B;UA; é também 7-compacto (novamente por ser unido de

dois 7-compactos) e igualmente possui um recobrimento finito por elementos de A: {AL 2 ey Ano, 2} C A. Novamente,
na na

definimos By := U Ay, 2 e novamente teremos que Ay C By e que By = U Ay, 2 é T-compacto. Observe-se que, pela
k=1 k=1

definicao, valerd também By C By. Procedendo indutivamente, obtemos para cada m € IN conjuntos B,, U A,, 11 tendo
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Nm41
um recobrimento finito {Al, N m} C A com o qual definimos By, 11 1= U Al m+1 € novamente teremos que
k=1
Nm41
Am+t1 C Bpy1 e que By = U Ak, m41 é T-compacto. Observe-se que, pela definicao, valera também B, C By, 1.
k=1

A colegao B = {Bm, m € ]N} assim obtida recobre X (pois A, C B,, para todo m e A, recobre X), é composta por
conjuntos pré-compactos (pois cada B, é T-compacto) e satisfazem B,, C By, +1 para todo m € IN. |

32.3.7 Paracompacidade

A nogao de paracompacidade foi introduzida a pagina 1600 e suas propriedades mais relevantes serao coletadas na presente
secao. Uma observacao elementar é que todo espaco topoldgico compacto é paracompacto, pois todo recobrimento de
um espago compacto por abertos tem um sub-recobrimento finito e, portanto, localmente finito. Dessa forma, a nogao de
paracompacidade representa uma flexibilizagao da nocao de compacidade. Mas ha uma outra razao, bem menos evidente,
que motiva aquela definicao. As aplicagoes das partigoes da unidade, bem ilustradas no Teorema 32.23, pagina 1629,
sao tao importantes que levaram a procura de caracterizagoes dos espagos topolégicos que as permitam. Contemplando
o Teorema 32.22, pagina 1628, percebemos que o que se procura é uma nocao mais ampla que a de espaco Hausdorff
compacto. Provaremos mais adiante que os espagos Hausdorff paracompactos tém as propriedades que se deseja, pois
provaremos que um espago Hausdorff (X, 7) é paracompacto se e somente se todo recobrimento de X por 7-abertos
admitir uma particao da unidade subordinada. Essa é a principal motivacao da nogao de paracompacidade.

e Subconjuntos fechados e espagos paracompactos

A proposicao que provamos a seguir é o andlogo para espagos paracompactos da Proposicao 32.18, pagina 1604, para
espacos compactos.

Proposicao 32.34 Se (X, 7) é um espago topoldgico paracompacto e F C X wum conjunto 7-fechado. FEntdo, F €
paracompacto (na topologia relativa de T em F). |

Prova. Na topologia relativa 7p de 7 em F' os abertos sdo da forma ANF com A € 7. Seja {AxNF, Ay € 7, A € A}
um recobrimento de F' por tp-abertos. A colegdo de conjuntos A = {F°} U {A), A\ € 7, A € A} é um recobrimento
de X por 7-abertos. Como (X, 7) é paracompacto, A possui um refinamento por T-abertos localmente finito B. Essa
colecdo B é a unido de dois subconjuntos: Bgy, composto por T-abertos contidos em F¢, e By, composto por T-abertos
contidos nos conjuntos Ay, A € A. Como B deve recobrir X é evidente que B; deve recobrir F' (os elementos de By nao
intersectam F' pois sdo subconjuntos de F'©).

Vamos denotar a colegdo By por {B, € 7, u € M}, sendo que cada B, é subconjunto de algum Ay com A € A.
E claro que {B, N F, p € M} é um refinamento de {Ax N F, Ay € 7, A € A} por Tp-abertos e é claro também que
{B,NF, ne€ M} recobre F, ja que {B,, u € M} o faz.

Seja f € F. Como f € X, e (X, 7) é paracompacto, existe uma vizinhanca T-aberta Vy de f que intersecta apenas
uma colecao finita de elementos de B e, portanto, de B;. Logo, V; N F' é uma vizinhanca 7p-aberta de f que intersecta
apenas uma colec@o finita de elementos de {B,, N F, p € M}. Isso prova que {B, NF, p € M} é um refinamento por
Tr-abertos localmente finito de {Ax N F, Ay € 7, X € A}, estabelecendo que F é Tp-paracompacto. |

32.3.7.1 Espacos Paracompactos Hausdorff

No que segue iremos nos especializar em espagos paracompactos que sejam Hausdorff, pois esses possuem propriedades
de maior interesse, em analogia, outra vez, com o que ocorre nos espagos compactos.

e Regularidade e normalidade de espagos paracompactos Hausdorff

O importante teorema que provamos a seguir, devido em sua origem a Dieudonné, é o andlogo para espagos para-
compactos Hausdorff do Teorema 32.8, pagina 1606, para espagos compactos Hausdorff.
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Teorema 32.24 Com as defini¢oes acima, as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

I Se (X, 7) é um espago topoldgico paracompacto Hausdorff, entdo (X, T) ¢ regular.

II. Se (X, T) é um espago topoldgico paracompacto Hausdorff, entdo (X, 7) é normal. O

O afirmacgao mais importante é a da parte II, que mostra que em espagos paracompactos Hausdorff é vélido o Lema
de Urysohn, Lema 32.3, pagina 1593. Isso nos conduzira a conclusao que a existéncia de particoes da unidade é condigao
necessaria e suficiente para um espaco topolégico ser paracompacto e Hausdorff, o resultado mais importante da teoria
dos espacos paracompactos e que motiva sua proépria definicao. Como veremos, a parte I é usada na demonstragao da
parte IT.

Demonstracao do Teorema 32.24. Prova de I. Seja G C X um conjunto 7-fechado e seja f € G°. Como X é Hausdorff,
existem para cada g € G dois T-abertos A(g) e B(g) tais que f € A(g), g € B(g) e A(g) N B(g) = 0.

A colecao {B(g), g € G} é um recobrimento de G por 7-abertos. Logo, {G°} U{B(g), g € G} é um recobrimento de
X por m-abertos. Como X é paracompacto, esse recobrimento possui ao menos um refinamento por 7-abertos localmente
finito. Seja B um desses refinamentos. B é a unido de dois subconjuntos: By, composto por T-abertos contidos em G€¢,
e By, composto por T-abertos contidos nos conjuntos B(g), g € G. Como B deve recobrir X é evidente que By deve
recobrir G (os elementos de By nado intersectam G pois s@o subconjuntos de G°).

Seja Cy a unido de todos os elementos de B;. Naturalmente, C¢ é um 7-aberto e C'r D G.

Como B é também localmente finito, existe uma vizinhanca 7-aberta Vy de f que possui intersecc@o nédo vazia com
apenas uma colegao finita de elementos de B. Em particular, Vy possui interseccdo nao vazia com apenas uma colegao
finita de elementos de B;. Ha duas possibilidades: a. V}; nao intersecta nenhum elemento de By ou b. Vy intersecta
r >0, r € N, elementos de By.

No caso a, vemos que V; é uma vizinhanca de f € G° que nao intersecta Cy. Para o caso b, sejam Bi, ..., B, os
elementos de B que intersectam V. Cada By estd contido em um 7-aberto B(gx) e, portanto, Vy intersecta o T-aberto
B(g1)U---UB(gr). Segue disso que VyNA(g1)N---NA(gr) é um 7-aberto que também contém f e também nao intersecta
Cy. Essa afirmacao se prova por absurdo da seguinte forma. Seja h € Cf tal que h € Vy N A(g1) N --- N A(gr). Como
h € Cy, h deve evidentemente pertencer a pelo menos um dos elementos de B;. Por outro lado, como h € V%, entao
h € B1U---UB,, ji que apenas os conjuntos By, ..., B, de By intersectam Vy. Seja ko € {1, ..., r} tal que h € By,.
Isso implica que h € B(g,), 0 que é um absurdo, pois se h € Vy N A(g1) N---N A(gr) entdo h € A(gx,) que é disjunto
de B(gg,), por construgao.

Provamos, portanto, cada f € G° possui uma vizinhanga 7-aberta Vy que nao intersecta o T-aberto Cy C G. Isso
estabeleceu que (X, 7) é regular.

Prova de II. Sejam F, G C X dois conjuntos T-fechados disjuntos. Pela Parte I, (X, 7) é regular Hausdorff. Portanto,
para cada f € F existem T-abertos Vy e Cy tais que f € Vi, G C Cy e VyNCy = 0. Assim, {F°}U{V}, f € F} forma um
recobrimento de X por T-abertos. Pela paracompacidade de X, esse recobrimento possui um refinamento por T-abertos
localmente finito A. A colecao A é a uniao de dois subconjuntos: Ay, composto por T-abertos contidos em F°¢, e Aq,
composto por T-abertos contidos nos conjuntos V¢, f € F. Como A deve recobrir X, é evidente que A; deve recobrir F
(os elementos de A nao intersectam F' pois sdo subconjuntos de F*°).

Seja Dp a uniao de todos os elementos de A;. Naturalmente, Dr é um 7-aberto e Drp D F.

Como A é localmente finito, cada g € G possui uma vizinhanga aberta U, que intersecta apenas uma colegdo finita
de elementos de A. H4, portanto, duas possibilidades: a. U, nao intersecta nenhum elemento de A; e b. U, intersecta
r >0, r €N, elementos de A;.

No caso a. Uy nao intersecta Dp. Para o caso b., sejam Ay, ..., A, os elementos de A; intersectados por U,. Cada
Ay, esta contido em algum Vy, com f, € F', k=1, ..., r. Claramente Uy intersecta A;U...UA, e, portanto, U, intersecta
Ve U---U Vg . Segue disso que U, N Cyp, N---NCy, € um T-aberto que também contém ¢ e também nao intersecta Dp.
Essa afirmagao se prova por absurdo da seguinte forma. Seja h € Dp tal que h € U, N Cy N---NCy,. Como h € Dp,
entao h deve pertencer a pelo menos um dos elementos de A;. Por outro lado, como h € Uy, h € A1 U...UA4,, ji que
apenas os conjuntos Ay, ..., A, de A; intersectam Uy. Seja ko € {1, ..., r} tal que h € Ay, . Isso implica que h € Vi
o0 que ¢ um absurdo, pois se h € U N Cy, N---NCY,, entao h € Cy, que ¢ disjunto de Vy, , por construgao.
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Concluimos que cada g € G possui uma vizinhanga 7T-aberta, que denominamos Fy, que nao intersecta Dr. Logo,
U e E, é uma vizinhanca T-aberta de G que nao intersecta Dp. Como Df é uma vizinhanga T-aberta de F', concluimos
que (X, 7) é normal. |

Tratemos agora de apresentar uma proposicao técnica que generaliza para espagos paracompactos Hausdorff as
afirmacoes da Proposicao 32.12, pagina 1589, e do Corolério 32.8, pagina 1609.

Proposicao 32.35 Seja (X, 7) um espago paracompacto Hausdorff e seja A = {Ax € 7, A € A} um recobrimento
localmente finito de X por T-abertos. Entao, A possui um refinamento por T-abertos B = {Bx € 7, A € A} (com o
mesmo conjunto de indices A) tal que By C Ay para todo A € A. O

Para nao desviar a atencdo do leitor, apresentamos a delicada demonstragao da Proposicao 32.35 no Apéndice 32.A,
péagina 1663. Chegamos agora ao coroamento de nossos esforcos na presente segao, estabelecendo a intima relagao entre
espagos paracompactos Hausdorff e particoes da unidade.

Teorema 32.25 Um espago topoldgico Hausdor(f (X, 7) € paracompacto se e somente se todo recobrimento de X por
T-abertos possuir uma particao da unidade subordinada a si. O

No Teorema 33.2, pagina 1680, estenderemos esse teorema para o caso de variedades diferencidveis, situacao na qual
poderemos provar a existéncia de particoes da unidade compostas por funcoes infinitamente diferenciaveis. No curso da
demonstragao do Teorema 32.25 provaremos a seguinte asser¢ao, de interesse por si sé.

Proposicao 32.36 Se o espago topoldgico Hausdorff (X, T) é paracompacto e A = {Ax, A € A} é um recobrimento de
X por T abertos, entio existe uma parti¢io da unidade {px, A € A} (com o mesmo conjunto A de indices!) subordinada
a A com supppx C Ay para cada A € A. O

Demonstracao do Teorema 32.25 e da Proposicdo 32.36. Vamos primeiramente provar que se todo recobrimento de X por
7-abertos possui uma partigdo da unidade subordinada entao (X, 7) é paracompacto.

Seja A = {Ax € 7, A € A} um recobrimento de X por T-abertos. Seja também F = {fu : X = [0, 1], pe M}
uma partigao da unidade em X subordinada a A. Como as fungoes f, sao continuas, cada f, 1((0, 1]) é um T-aberto.
Pela definicdo de particao da unidade vale para cada x € X que ZMEM fu(z) = 1, implicando que z € f;l((O, 1])
para algum p € M. Isso prova que {fu_l((O, 1])7 U € M} é um recobrimento de X. Como ¥ é subordinada a A
existe para todo ¢ € M um X € A tal que supp(f,) C Ax. Logo, f;l((O, 1]) C supp (fu) C Ax. Os fatos acima
provaram que {f;l((o, 1]), W E M} é um refinamento de A por 7-abertos. Também pela definicao de particao da
unidade o conjunto {supp (fu), neM }, é um sistema localmente finito de conjuntos (fechados). Isso implica que cada
x € X possui uma vizinhanga V, que intersecta apenas uma cole¢ao finita de elementos de {supp( fu)y weM } e,
portanto, intersecta apenas uma colegao finita de elementos de {f;l ((O7 1]), JTRS M}, ja que para todo u € M tem-se
firl((oa 1]) C supp (fu)-

Isso provou que (X, 7) é paracompacto. Vamos agora provar a reciproca, ou seja, que se (X, 7) é paracompacto e
Hausdorff, entao todo recobrimento de X por 7-abertos possui uma particao da unidade subordinada.

Seja A = {A\ € 7, A € A} um recobrimento de X por T-abertos que podemos, sem perda de generalidade, supor ser
localmente finito (pois (X, 7) é suposto ser paracompacto). Pela Proposi¢ao 32.35, pagina 1636, A possui um refinamento
por T-abertos B = {B) € 7, A € A} (com o mesmo conjunto A de indices!) tal que By C Ay para todo A € A. Assim,
para cada A € A os 7-fechados B, e (AA)C sao disjuntos. Como (X, 7) é paracompacto e Hausdorff, (X, 7) é normal
(Teorema 32.24, pagina 1635) e pela Proposigao 32.10, pgina 1588, concluimos que para cada A € A existe um 7-aberto
Cy tal que By C Cy C Cy C A,.

Como os 7-fechados Bj, e (C’A)C s@o disjuntos e (X, 7) é normal, podemos evocar o Lema de Urysohn, Lema 32.3,
pagina 1593, e obter para cada A € A uma funcdo continua fy : X — [0, 1] tal que fi(x) = 1 para todo = € B) e

fr(z) = 0 para todo = € (Cy)°. Logo, {z € X| fr(z) # 0} C Cx, o que implica supp (fn) C Cx C Ax.

Temos também que By C By C supp (fy) e como B recobre X, concluimos que {B_A, IS A} e {supp (fr), A € A}
também recobrem X.
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Passemos agora a construcao da desejada particao da unidade. Como A é localmente finito, existe para cada z € X
uma vizinhanga T-aberta V,, que intersecta apenas uma colegao finita de elementos de A e, portanto, apenas uma colecao
finita de elementos de {supp (f1), A € A}. Consequentemente, para cada x € X hd apenas uma colecao finita de indices
A € A tais que x € supp (f)). Vamos denotar essa colegio de indices por Ay == {A\1 4, ..., Ap, o} Como {By, X € A}
recobre X, sempre existe ao menos um A € A tal que f)(z) = 1 e, portanto, para cada x € X tem-se A, # (.

Dessa forma, para cada x € X podemos considerar a soma finita Z fa(x) e, portanto, X > = — Z falz) € [0, c0)
AEA, AEA,

define uma fungdo f : X — [0, co). Notemos para uso posterior que para todo x € X wvale f(x) > 1 pois, como
comentamos acima, sempre existe ao menos um A € A, tal que fy(z) = 1.

Paray € X seja V,, uma vizinhanca 7-aberta, mencionada acima, que intersecta apenas uma colecado finita de elementos
de {supp(fx), A € A}. Consequentemente, hé apenas uma colegao finita de indices A € A tais que supp (fx) NV, # 0.
Vamos denotar essa colecao de indices por Ay, := {)\17 Vyr oo )‘nv,wa}- E evidente que A, C Ay, para todo z € V.
Podemos considerar a fungao Fy, : V,, — [0, oo) definida pela soma finita Fy, := Z fr. Por ser uma soma finita de

AEAy,
fungoes continuas, Fy, é também continua. Afirmamos que Fy, é a restricao de f ao conjunto V;. De fato, se z € V,,
segue do fato que A, C Ay, que Fy,(z) — f(z) = Z fa(x). Entretanto, se A € A, entdo x & supp (fx), 0 que
AEAVy \Ag

implica fx(x) = 0, provando que Fy, (x) = f(z) para todo x € V.

Das consideragbes acima concluimos que a restrigao de f a cada conjunto 7-aberto V,, é continua. Como a colecao
{Vy, y € X} é um recobrimento de X por T-abertos, concluimos pela Proposicao 32.15, pagina 1600, que f é continua.

Unindo isso ao fato j& observado que f(x) > 1 para todo z, concluimos que as fungdes py : X — [0, 1] definidas para
cada z € X por
NG

P = )

sdo continuas para todo A € A. Como supp (py) = supp (f) para todo A € A, vemos que {supp (pr), A € A}, é um

sistema localmente finito de conjuntos (fechados). E também evidente pelas mesmas consideracoes acima que para cada
r € X tem-se )y, pa(z) = 1, a soma sendo entendida sobre o conjunto finito A;. Isso provou que {pA, PNS A} é uma
particdo da unidade, mas como supp (px) = supp (fa) C Ax para todo A € A, vé-se que se trata de uma partigdo da
unidade subordinada a cole¢ao A. Isso completa a demonstragao |

e Paracompacidade de espacgos localmente compactos e segundo-contaveis

Na Segao 27.4, pagina 1432 introduzimos a nogao de espago topoldgico segundo-contavel: um espago topoldgico
(X, 7) é dito ser um espago topoldgico sequndo-contdvel (“second countable”) se possuir uma base contdvel. No que
segue provaremos que todo espaco topolégico Hausdorff localmente compacto e segundo-contavel é paracompacto. Esse
resultado é de importancia na teoria dos espagos paracompactos e uma de suas consequéncias é o fato de os espacos R”
serem paracompactos, como veremos. Outras consequéncias para o estudo de variedades topolédgicas serao discutidas em
seguida ao enunciado e demonstracoes dos resultados principais.

z

Teorema 32.26 Se (X, 7) € um espago topoldgico Hausdorff localmente compacto e sequndo-contdvel, entio (X, 1) é
paracompacto. Vale também a afirmacao que cada recobrimento W de X por T-abertos possui wm refinamento contdvel
e localmente finito V por conjuntos T-abertos relativamente compactos. Vale também a afirmacao que para cada V € 'V
existe U € U tal que V.CV C U. O

Prova. (Extraida com diversas modificagdes de [92]). Seja U = {U\ € 7, A € A} um recobrimento de X por T-abertos.
Desejamos provar que U possui um refinamento por 7-abertos localmente finito, estabelecendo a paracompacidade de
(X, 7).

Pela Proposigao 32.33, pagina 1633, X possui um recobrimento contdvel por 7T-abertos relativamente compactos
B = {Bm ET, mE ]N} satisfazendo B,, C By,+1 para todo m € IN. Isso naturalmente implica B, C B, C Bat+1 C Bat
etc., implicando, em particular, que B, C By e que B, C By sempre que b > a.
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Podemos, consequentemente, escrever

B; = (O (Bl\B11)>UBl c (O B\ Bi_1 ) UB; = (L]J (Eﬂ(Bll)C)>UB_1

1=2 1=2
para todo j € IN, 7 > 2. Definindo

By, m=1,
K, =

mﬂ(qu)c, m22a
vemos que B; C Uz 1 K1, para todo j € N. Como X = J,,cy Bm, temos também X = J, . Km, 0 que prova que
{K,, me ]N} recobre X . Pelo Corolario 32.5, pagina 1607, cada K,,, m € IN, é m-compacto.
Como B,, C By,;1 para todom > 1e (Bm_l)c C (Bm_g)c para todo m > 3, é facil ver que K,, C O,, para todo
m € N, onde

BQ, m:l,
Om = 4 Bs, m=2,
Bm+1m(Bm—2)cv m>3.

Note-se que Ba, B3 e Bp41 N (Bm_g)c7 m > 3, sdo T-abertos e, portanto O,, € T para todo m € IN.

A seguinte observagao serd importante abaixo. Seja m € IN e seJa p > m+ 3. Como O, C Bp+1, teremos
OmNOp CBpry1NOp = Brp1NBpp N (B ) Agora, B,,11 N (B ) = (), pois B, C B, sempre que b > a. Assim,
provamos que

O0mNO, =0 sempreque |m—p|>3, (32.34)

sendo que vale também

U Om. (32.35)

meN
uma decorréncia do fato que K,,, C Oy, para todo m € IN e do fato que {K,,, m € IN} recobre X.

Cada K, é recoberto por elementos de U e, devido a compacidade, existe uma colecao finita {UM, mo ooy Uny, m} C
U, que recobre K, i.e., Ky C Uy, ,, U---UU,, . Afirmamos que a colegio

V= {Un. . NOmy 1 <k <1y, me N}

¢ um refinamento de U localmente finito por T-abertos relativamente compactos. Em primeiro lugar, Uy, ,, N Op, é um
T-aberto por ser uma intersecgao de dois T-abertos. Em segundo lugar,

Usne nNOm C Uy, ,,NOm C Oy C Bpyy

e como Bp,;1 é T-compacto (os By,’s sdo, por hipdtese, relativamente compactos), concluimos que Uy, ,, N Oy, é um
subconjunto 7-fechado de um 7-compacto e, portanto (Proposi¢ao 32.18, pagina 1604), é também 7-compacto, estabe-
lecendo que os conjuntos Uy, , N Op € V sao relativamente compactos. Em terceiro lugar, para todo Uy, ,, N O, € V
tem-se, evidentemente, U, ,, N Op C Uy, , € U. Em quarto lugar,

Im

I
Kp = KnNOpy C <U UA,W> NOm = (UM,mmOm),
k=1

k=1

e como {K,,, m € N} recobre X, concluimos que V recobre X e, portanto, que V é um refinamento de U.

A colegdo V é evidentemente contavel e, portanto, resta apenas provar que V é um sistema localmente finito. Seja
xz € X. Por (32.35), os conjuntos O,, recobrem X e, portanto, existe ao menos um m, € IN tal que z € O,,,. Por (32.34),
O, 86 pode ter uma intersecgdo nao vazia com os conjuntos O,, com |m—m;| < 2. Logo, os tnicos elementos de V com
os quais O,,, pode ter uma intersecgdo nao vazia pertencem a colecao {U/\k, N0y, 1 <k <lp, mp—2<m < my —i—2}7
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que é uma subcolegao finita de V. Assim, cada x € X tem uma vizinhanca, a saber, O,,_, que intersecta apenas uma
colecao finita de elementos de V, provando que V é localmente finita. Isso completou a demonstracao. |

O Teorema 32.26 permite-nos identificar uma importante classe de espagos paracompactos e um de seus corolarios é
o seguinte:

Corolario 32.11 Com a topologia usual os espacos R™ sao paracompactos. O

Prova. A topologia usual dos espagos R"™ é métrica e, portanto, Hausdorff. Compacidade local ja fora estabelecida na
Secao 32.3.6, pagina 1631, e a propriedade de ser segundo-contavel segue da Proposicao 27.15, pagina 1433, ja que R™ é
separdvel (os racionais sdo um conjunto contével denso). |

e Paracompacidade de espagos métricos

Um importante teorema, devido a A. H. Stone*®, afirma o seguinte:

Teorema 32.27 (Teorema de A. H. Stone) Todo espago métrico € paracompacto. O

A demonstracao serd omitida da presente versao desse texto e remetemos o estudante a literatura pertinente. A
referéncia ao trabalho original é A. H. Stone, Bull. Amer. Math. Soc. 54, 977-982 (1948). Uma demonstracao “simples”
(uma pégina!), devida a M. E. Rudin*7, é encontrada em M. E. Rudin, “A new proof that metric spaces are paracompact”,
Proc. Amer. Math. Soc. 20, 603-603 (1969). Uma outra demonstragao relativamente simples pode ser encontrada em
[431].

32.4 As Nocoes de Topologia Inicial e de Topologia Final

Um papel muito importante em Anélise Funcional e Algebra de Operadores é desempenhado pelas topologias denominadas
topologias iniciais e pelas topologias finais. No que segue descreveremos essas topologias em um contexto geral.

32.4.1 A Topologia Inicial de uma Colegao de Funcoes

Dada uma fungao f: X — Y, onde X e Y sao conjuntos dotados de topologias 7x e Ty, respectivamente, sabemos,
informalmente falando, que quanto maior (mais fina) a topologia Tx mais “chances” f terd de ser continua. Por exemplo,
no caso extremo em que 7x = P(X) toda fungdo f : X — Y serd continua. Fixada a topologia 7y é uma questao
importante saber qual a menor topologia 7x que faz de f uma funcao continua.

Esta questao pode ser, entretanto, estudada de forma muito mais geral se, ao invés de considerarmos uma tnica
funcao, considerarmos uma colecao de fungoes de X em diversos espagos topoldgicos Y, e nos perguntarmos qual a menor
topologia em X que faz todas as fungoes da colegao serem continuas. O caso anterior de uma unica fungao é claramente
um caso particular desse e, em verdade, esse caso mais geral é também mais relevante em aplicagoes.

Vamos as defini¢oes. Seja X um conjunto e Y,, a € A, uma cole¢do de espagos topoldgicos com topologias Ty,
respectivamente, onde A é um conjunto arbitrdrio de indices. Seja também F uma colecdo de fungoes de X em algum
Yo: F={fa: X = Y, a € A}. Denotamos por w(X, F) a menor topologia em X tal que toda fun¢io de F é continua.
Mais formalmente definimos w(X, F) simplesmente como a intersec¢ao da colegdo de todas as topologias para as quais
todas as fungoes de F sdo continuas. Que tal cole¢ao de topologias é ndo vazia mostra o fato que na topologia P(X) toda
funcao de F sempre é continua e, portanto, na pior das hipdteses tem-se que w(X, F) = P(X).

A topologia w(X, F) é denominada topologia inicial, topologia fraca, ou ou ainda topologia projetiva, da familia de
fungoes F (a segunda denominagao é a mais frequentemente empregada em espagos vetoriais topolédgicos).

46 Arthur Harold Stone (1916-2000).
4"Mary Ellen Rudin (nasc. Estill) (1924-2013).
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Vamos aqui demonstrar alguns resultados bésicos sobre a topologia w(X, F). Tomaremos sempre as topologias Ty,
como fixadas (mas é, por vezes, bom recordar que w(X, F) depende na verdade das 7y, ).

Proposigao 32.37 Seja D a colegio de todos os conjuntos de X que sejam a imagem inversa de algum aberto de algum
Y, pela funcdo f, da colecao F:

= C X, tal que A = f, (Ua), para algum aberto U, de algum Y, e f, de .
D ACX, tal A (s [ b U, de al Y, e fo de F

Entao, w(X, F) = 7[D]. O

Prova. Em primeiro lugar é claro que toda fungao de F é continua na topologia 7[D] pois a imagem inversa de qualquer
aberto por uma fungao de F estd (por defini¢do) em D e, portanto, em 7[D]. Assim, estabelecemos que w(X, F) C 7[D],
posto ser w(X, ¥F) a interseccdo de todas as topologias onde todas as fungdes de F sdo continuas. Vamos mostrar que
D C w(X, F), o que implica que 7[D] C w(X, F), estabelecendo a igualdade w(X, F) = 7[D]. A prova que D C w(X, F)
é feita por absurdo. Vamos supor que exista um conjunto A na colecao D que nao seja elemento da topologia inicial
w(X, ). Sejam porém U, aberto de Y, e f, funcio de F tais que A = £, }(U,). Como A ¢ w(X, F), a fungao f, nio
é continua na topologia inicial pois a imagem inversa do aberto U, de Y, por f, nao é um aberto nessa topologia. Isso
contradiz a definigdo da topologia inicial e, portanto, D C w(X, F). |

E til também lembrar um resultado que provamos quando definimos o conceito de base de uma topologia (Proposigao
27.3, pdgina 1420): a cole¢ao D formada por intersecgdes finitas de elementos de D, X e () é uma base de 7[D] e, portanto,
da topologia inicial.

¢ Exemplos de topologias iniciais

Vamos a dois exemplos muito importantes de topologias iniciais.

Exemplo 32.12 A topologia operatorial fraca. Para o leitor familiarizado com o conceito de operador limitado em um
espago de Hilbert, considere-se o seguinte exemplo. Seja X = B(H) a cole¢do de todos os operadores limitados em um espago de

Hilbert 5. Como sabemos X é um espaco de Banach com a norma operatorial ||A|| =  sup M

west, w0 (¥l
B(H) uma topologia que é chamada de topologia uniforme (ou usual) de B(H). Seja Y = C e seja a seguinte familia de fungoes
W={fe,y: B(H) = C, fo,y(A) = (z, Ay), com z, y € H}. Ou seja, W é a colegdo de todas as fungdes que associam a cada
operador limitado A o nimero complexo (z, Ay) com vetores z, y € H. Cada fungdo é assim indexada por um par de vetores z e
y € H. Define-se a topologia operatorial fraca em B(H) como sendo a menor topologia para a qual toda fungdo de W é continua:
w(B(H), W). Essa topologia é gerada pelos conjuntos

Essa norma define em

D = {.A C 3(5{)‘ para todos A, A" € A tem-se |<m, Ay) — (z, A/y>‘ < r para algum r > 0 e algum par z, y € 9{} .

E. 32.17 Ezercicio. Convenca-se disso. o,

Uma outra maneira de formular isso é dizer que a colegdo D é composta por todos os conjuntos da forma A(A, z, y, 7) C B(H)
onde, para A € B(H), z, y € H e r > 0 tem-se

A(A, z, y, r) = {A/ € 3(3{)‘ {(m, Ay) — (z, A'y)| < r} .

Uma base na topologia operatorial fraca é composta por interseccoes finitas de elementos de D, ou seja, por conjuntos A C B

com a propriedade que existem N € N, r; >0, j=1, ..., Nexz;, y; € H, j=1, ..., N, tais que para todos A, A’ € A valha
{(xj, Ay;y — (z;, A/y]-){ < r; paratodos j =1, ..., N.
E. 32.18 Ezercicio. Convenga-se disso. o,

Se A é um conjunto dirigido, uma rede A : A — Ay € B(H) é convergente na topologia operatorial fraca (ou fracamente
convergente) a um elemento A € B(H) se limy (z, Ary) = (z, Ay) para todos z, y € H.

A topologia operatorial fraca é mais fraca que a topologia uniforme em B(H): se limj ||[Ax — A|| = 0, entdo é claro que
limy (z, Axy) = (x, Ay) para todos z, y € H.
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Um conjunto F C B(H) é dito ser fracamente fechado se for fechado na topologia operatorial fraca, ou seja, se toda rede
fracamente convergente de elementos de F convergir fracamente um elemento de F. ¢

Exemplo 32.13 A topologia operatorial forte. Seja X = B(H) a colegdo de todos os operadores limitados em um espago
de Hilbert 3, e seja Y = H. Seja a seguinte familia de fungoes 8§ = {fz : B(H) — H, f.(A) = Az, com = € H}. Ou seja, 8 é a
colegdo de todas as fungdes que associam a cada operador limitado A aos vetores Ax com x € H. Cada fungao é assim indexada
por um vetor x € H. Define-se a topologia operatorial forte®® em B(H) como sendo a menor topologia para a qual toda fungao de
8 é continua: w(B(H),8). Essa topologia é gerada pelos conjuntos

D = {A C B(ﬂ-()‘ para todos A, A" € A tem-se HAm - A/mH < r para algum r > 0 e algum z € 3—(} .

E. 32.19 Ezercicio. Convenga-se disso. o,

Uma outra maneira de formular isso é dizer que a cole¢ao D é composta por todos os conjuntos da forma A(A, z, r) C B(K)
onde, para A € B(H), z € H e r > 0 tem-se

A(A, z, r) = {A/ € B(ﬂ-()‘ |Az — A'z|| < r} .

Uma base na topologia operatorial forte é composta por intersecgoes finitas de elementos de D, ou seja, por conjuntos A C B

com a propriedade que existem N € N, r; >0, j=1, ..., Nexz; € H, j =1, ..., N, tais que para todos A, A" € A valha
|Az; — A'z;|| < r; para todos j =1, ..., N.
E. 32.20 Ezercicio. Convenca-se disso. o,

Se A é um conjunto dirigido, uma rede A : A\ — A, € B(H) é convergente na topologia operatorial forte (ou fortemente
convergente) a um elemento A € B(H) se limy Ayz = Az para todo z € K.

A topologia operatorial forte é mais fraca que a topologia uniforme em B(H): se limy [|[Ax — A|| = 0, entdo é claro que
limy Axx = Az para todo = € .

Mas a topologia operatorial forte é mais forte que a topologia operatorial fraca em B(H): se limy ||Axz — Az|| = 0, para todo
x € H, entdo é claro que limy (y, Axz) = (y, Azx) para todos z, y € H.

Um conjunto F C B(H) é dito ser fortemente fechado se for fechado na topologia operatorial forte, ou seja, se toda rede
fortemente convergente de elementos de F convergir a fortemente um elemento de F.

Ainda sobre a relagao entre as topologias operatoriais forte e fraca a seguinte observagao é importante. Seja F C H um conjunto
fracamente fechado e seja uma rede A : A — Ay € F uma rede de elementos de F que seja fortemente convergente em H a um
elemento A € H. Como essa rede é também fracamente convergente a A, e F é fracamente fechado, concluimos que A € F. Isso
implica que JF é também fortemente fechado.

Assim, para um subconjunto de B(JH), ser fracamente fechado implica ser fortemente fechado e, portanto, ser fracamente aberto
implica ser fortemente aberto, e temos w(B(H), W) C w(B(H),8). Assim, a topologia operatorial forte é mais fina que a topologia
operatorial fraca. ¢

32.4.2 A Topologia Final de uma Colegao de Funcoes

H&4 um andlogo a nogao de topologia inicial para o caso de ter-se uma familia de fungoes, todas com imagem em um
conjunto comum. Trata-se da topologia final (ou forte, ou indutiva), da qual falaremos brevemente aqui. Assim como a
topologia inicial, a topologia final desempenha um papel na Anélise Funcional e nas Algebras de Operadores.

Seja X4, a € A, uma colecao de espagos topolégicos com topologias Tx,, respectivamente, onde A é um conjunto
arbitrario de indices. Seja também um conjunto nao vazio Y e F uma colegdo de fungdes de algum X, em Y: F={f, :
X, =Y, a € A}. Seja agora Ty a colegdo de todas as topologias em Y em relagdo as quais todas as fungoes de F séo
continuas. Ty nao é vazio, pois contém ao menos a topologia trivial {f), Y'}. Defina-se o(F, Y) := U 7. Afirmamos

TETy
que o(F, Y) é uma topologia em Y.

480 nome néo deve confundir o estudante: trata-se de uma topologia inicial, ou fraca, no sentido geral que definimos mais acima.
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Para ver isso, notemos primeiramente que é evidente que @) e Y sao elementos de o(F, V). Em segundo lugar, se A e

B sdo elementos de o(F, Y), entdo existem 74, 75 € Ty tais que A € 74 e B € 7. Assim, f;}(A) € 7x, e f, 1(B) € 7x,

para todo a € A. Logo, para cada a € A vale que fa_l(A N B) (1.50) Y (AN f71(B) € 7,, provando que na topologia

Tang = {0, AN B, Y} todas as fungdes f,, com a € A, sdo continuas. Portanto, Tanp € Tg e, consequentemente,
ANBeo(F,Y). Por fim, seja {A,, w € Q} uma colecdo arbitrdria de elementos de o(F, V). Para cada w €  tem-se

1.49
A, € Ta, para alguma topologia 74, € Ts. Assim, para cada a € A vale que f; ! (U, cq 4w) (149) Uoea fa ' (As) € 7a,
pois f, 1 (A,) € 7, para cada w. Assim, todas as fungoes f, sdo continuas na topologia {0, |J Ay, Y} e, portanto,
essa topologia é um elemento de Ty, provando que |J A, €o0(F Y).

Isso demonstrou que o(F, Y) é uma topologia em Y. Por ser a unido de todas as topologias para as quais todos as
fungoes de F sao continuas podemos afirmar que o(F, Y') é a maior topologia em Y na qual toda funcdo de F é continua.
Notemos que, em geral, uma uniao de topologias nem sempre é uma topologia, uma excegao sendo o caso acima.

weN
weN

A topologia o(F, Y), assim definida, é denominada topologia final, topologia forte, ou ou ainda topologia indutiva,
da familia de fung¢oes F. Como no caso da topologia inicial, a topologia o(F, Y) depende nio apenas da familia F, mas
também das topologias 7x,, a € A.

A proposigao que segue apresenta mais uma caracterizagao da topologia final, sendo o analogo para essa topologia da
Proposicao 32.37.

Proposigao 32.38 Seja
& = {B CY, tal que f;*(B) € 7x,, para todo a € A} .

Entao, € € uma topologia e o(F, Y) = €. O

Prova. E claro que & = ﬂ B,, onde B, := {B C Y, talque f,1(B) € Txa}. Afirmamos que para cada a € A

a€N
a colecao B, é uma topologia em Y. De fato, ) e Y sao elementos de B,. Se B; e By sao elementos de B, entao

.50
7B By) "2
B, € B, para todo u € M, uma colegao arbitraria de indices M, entdao f;* (UueM BM) (149) U#GM By € Tx,,

f4(By) N f7Y(Ba) € Tx,, pois cada f, 1(Bg), k = 1, 2, é elemento da topologia Tx,. Por fim, se

pois cada fa’l(BM)7 uw € M, é elemento da topologia 7x,. Fora isso, é evidente que cada f, é continua na topologia
B,. Como a interseccao de topologias é uma topologia, concluimos que € é uma topologia onde toda f, € F é continua.
Assim, provamos que & C o(F, Y).

Para provarmos que o(F, Y) C € vamos supor, por absurdo, que exista B € o(F, V') tal que B € €. Se B ¢ &, entao
existe ag € A tal que B & By, 0 que significa que f; 1(B) & 7X,,- Como B € o(F, Y), isso estd dizendo que f,, nio é
continua segundo o(F, Y), uma contradigdo quanto & defini¢do de o(F, Y). |

No caso em que F é uma familia de fun(;ées de um conjunto X em si mesmo podemos comparar a topologia inicial

a final. Temos nesse caso que que w(X, F) ﬂ Teo(F Y) U 7. Portanto, w(X, F) C o(F, Y). Em tal
TETy 7Ty

caso percebe-se que convergéncia de redes (ou de sequéncias, eventualmente) na topologia final implica convergéncia

na topologia inicial. Essa é a razao dessas topologias também serem denominadas “fraca” e “forte”, respetivamente

(nomenclatura essa que tentamos evitar nestas notas).

32.4.3 A Topologia Quociente

Nesta secao utilizaremos nocgoes e notacoes introduzidas na Secao 1.1.2.8, pagina 65.

Seja X um conjunto nao vazio e ~ uma rela¢ao de equivaléncia em X. Seja X/~ o espaco quociente de X por ~ (a
colegao de classes de equivaléncia de ~ em X) e seja m : X — X/~ a aplicagdo quociente: X 3 z — m(x) := [z] € X/ ~,
onde [z] denota a classe de equivaléncia de z € X por ~.

Se X for dotado de uma topologia 7, podemos introduzir em X/~ uma topologia, denominada topologia quociente
e denotada por 7/ ~, definida como sendo a maior topologia em X/~ para a qual a aplicagdo quociente m é continua.
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Trata-se, portanto, da topologia final (ou forte, ou indutiva) definida por w. Naturalmente, temos que

r/~v={Ucx/~| 7 V) eT}. (32.36)

O espago topoldgico (X/~, 7/~) assim constituido é denominada espago topoldgico quociente. Espagos topoldgicos
quocientes sdo de grande importancia na Topologia Diferencial, na Geometria Diferencial, na Topologia Algébrica, na
Teoria de Grupos e em outras areas e, nesses diversos contextos, é importante discutirmos sob quais circunstancias
propriedades do espaco topoldgico (X, 7) sdo transferidas ao espago (X/~, 7/~) e vice-versa.

Nas Proposigoes 27.16, pagina 1435, 27.17, pagina 1436, 32.13, pagina 1598 e 32.14, pagina 1598, mostramos que as
propriedades de ser segundo-contével e de ser Hausdorff sao herdadas por topologias relativas e por topologias produto.

Isso, porém, nao é geralmente valido para o caso da topologia quociente, como atesta o exemplo a seguir para o caso
da propriedade de Hausdorff.

Exemplo 32.14 Seja X = R, com a topologia usual, e seja ~ uma relacdo de equivaléncia em R definida da seguinte forma:
x ~ y se ambos = e y pertencem a (—oo, 0] ou se ambos z e y pertencem a (0, 00). E f4cil verificar que se trata de uma relagao
de equivaléncia e que ela particiona R em duas classes de equivaléncia: ¢1 = (—o0, 0] e c2 = (0, 00). Assim, X/~ = {c1, c2}.
Portanto, P(X/~) = {0, {c1}, {c2}, X/~ } e as pré-imagens por m dos subconjuntos de X/~ sdo n~'(0) =0, 7' ({c1}) =
(=00, 0], 7" ({c2}) = (0, 00) e 7' (X/~) = X. Com isso e com (32.36), podemos identificar explicitamente os elementos da
topologia quociente: 7/ ~= {(D, {e2}, X/ ~ }, pois somente esses trés subconjuntos de X/ ~ tém pré-imagens por m que sdo
abertos em R.

E fécil agora constatar que (X/N , T/ N) nao é Hausdorff: o tnico (7/~)-aberto que contém ¢1 é X/~, o qual, evidentemente,
tem intersecgdo nao vazia com quaisquer (7/~)-abertos que contenham c2 (0s quais sdo somente {c2} e X/ ~). Note-se, porém,
que (X/~, 7/~) é um espago de Kolmogorov, ou Ty (vide defini¢do & pagina 1583), pois {c2} é um aberto em 7/~ que contém
c2, mas nao c;. O espaco (X/N , T/N), porém, também nao é um espaco de Fréchet (ou T1), j4 que c1 e c2 sdo topologicamente
distinguiveis, mas nao topologicamente separaveis em (X /[~ T/ N). ¢

Algumas condigoes que garantam que o espaco quociente de um espago Hausdorff e segundo-contével seja também
Hausdorff e segundo-contavel serao discutidas no tratamento de variedades topolédgicas, no Capitulo 33, pagina 1667,
onde essa questao é relevante. Vide Lema 33.2, pagina 1674, e Corolario 33.3, pagina 1675.

E. 32.21 Ezercicio. Seja X = IR com a topologia usual e seja a relacdo de equivaléncia: = ~ y se e somente se x — y € Q.
Descreva 7/ ~. o,

32.5 Somas de Espacos Topolégicos

Seja {(X Ay TA)y AE A} (com A nao vazio) uma familia de espagos topolégicos. Por simplicidade, suporemos que os
conjuntos X sdo ndo vazios e disjuntos dois-a-dois. Seja X := [Jyc, X (se os conjuntos X nao forem disjuntos dois-
a-dois, podemos proceder como o que segue, mas considerando-se a uniao disjunta X := [ |y, X, tal como definida &
pégina 61).

Podemos definir em X uma topologia da seguinte forma: os conjuntos abertos sao ), X e todos os conjuntos da forma

Usecq Aw para algum Q C A, Q # (), sendo A, € 7, A, # 0, para todo w € Q. Essa topologia ¢ denominada topologia
soma das topologias 7) e é muitas vezes denotada por > 7y.

Por analogia, X é também por vezes denotado por X = > X e o espaco topoldgico assim constituido é denotado
por (ZXA, ZT,\) e é denominado espaco topoldgico soma dos espagos topoldgicos (X, 7r), ou soma dos espagos
topoldgicos (X, 7).

A topologia Y 7\ também pode ser caracterizada como a colegido de todos os conjuntos A C X tais que AN X € 7
para todo A € A.

Demonstrar que ) 7y definida acima é, de fato, uma topologia, ¢ relativamente simples, pois se A = [J,,c 4w ©
B =, cq Bo sdo elementos de ) 7y, entdo é evidente que AN B = {J,conq 4w N By que é um elemento de ) 7y, pois
A, N B, € 7,. Analogamente, se Ag = |J,,cqo AZ, 0O CA, com AfJ € T, ¢ uma famfilia de elementos de > 7y, entao
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U Ag = U (U AZ) € ZT,\, pois Ugeeo AL, € T para cada w € (Jyeq Q¥ dado que A% € 7,,. Isso estabeleceu
0co wEUpeo ©f \0EO

que Y 7y é, de fato, uma topologia em > Xj.

E interessante notar que, como os conjuntos X sao nao vazios e disjuntos dois-a-dois, {X A AE A} é uma particao
de X = > X, (para a defini¢do de partigdo, vide pdgina 57). Naturalmente, a construgio acima fornece uma topologia
em um conjunto qualquer dotado de uma particao, desde que uma topologia em cada componente da particao seja dada.

32.6 A Topologia Produto de Espacos Topolégicos

Seja {X1, ..., X,} uma colecdo finita de conjuntos e seja, para cada a € {1, ..., n}, uma topologia 7, em X,. Seja
X = HZ:1 X, o produto Cartesiano de todos os X, a € I, e seja B a colecao de todos os subconjuntos de X que sejam
da forma Haeln A, onde A, € 74, ou seja, cada A, é um aberto em X, segundo a topologia 7,. Entao, a topologia
gerada por B, 7[B] é chamada de topologia produto dos espagos topoldgicos X,, 7, e é denotada por 71 X -+ X T,.

No caso de produtos Cartesianos arbitrarios ] Ben Xp (com A sendo um conjunto nao vazio de indices, ndo neces-
sariamente finito) a ideia acima de tomar-se produtos de abertos como geradores da topologia do espago produto pode
ser repetida, mas conduz a uma topologia (denominada em inglés “box product topology”) com poucas propriedades
importantes. Muito mais 1til e importante é seguir uma sugestao de Tikhonov*® e considerar no espaco produto uma
topologia, dita topologia produto de Tikhonov, ou simplesmente topologia produto, e denotada por 7p, definida da seguinte
forma. Sejam as projecoes 7, : HBEA X3 — X, definidas por

T ng = Zq,

BEA

ou, alternativamente, interpretando = € HBGA X3 como uma funcdo de A em UBGA X3 tal que z(a) € X,, entdo

Entao, a topologia produto de Tikhonov Tp é definida como sendo a menor topologia para a qual todas as projegoes 7,
a € A, sdo continuas, ou seja, é a topologia inicial gerada pela familia de fungdes {7, o € A}. Essa topologia serd por
vezes denotada por [],ca 7a-

Para a topologia produto de Tikhonov vale entre outros o célebre e importantissimo teorema de Tikhonov: produtos
Cartesianos arbitrarios de espacos topolégicos compactos sao compactos.

Fagamos mais clara a distingao entre a “box product topology” e a topologia produto de Tikhonov 7p. Seja {X,, a €
A} uma colegdo de conjuntos e seja, para cada o € A, uma topologia 7, em X,. Seja X =[], Xao 0 produto Cartesiano
de todos 0s X4, @ € A. Seja B a colegdo de todos os subconjuntos de X que sejam da forma [[, ., Ao onde A, € 7o,
ou seja, cada A, é um aberto em X, segundo a topologia 7,. Seja Bo, C B colecdo de todos os subconjuntos de X que
sejam da forma Ha€ A Ao onde A, € 7., e onde apenas para um numero finito de fatores tenhamos A, # X,. Entao,
a topologia gerada por B, 7[B], é a chamada “box product topology” dos espagos topoldgicos X,, 7,, enquanto que a
topologia gerada por B, 7[Boo], é idéntica & topologia produto de Tikhonov 7p (argumento para tal serd apresentado
logo adiante). E claro pelas definicoes que 7p = 7[Boo] C 7[B].

Mostremos que a topologia produto de Tikhonov 7p é de fato 7[B]. Se Aq € Tq,

Ay, sey =a,
o (Ay) = HSZ, onde SY = (32.37)

(03

YEA Xy, sev # .

Observe-se que S7 € 7, para todo a. Seja D a colecao

D = {m,'(As), Aa € Ta, a €A}

49 Andrei Nikolaevich Tikhonov (1906-1993). O sobrenome russo “Tikhonov” é por vezes transliterado como “Tykhonov”, “Tichonov” ou
ainda “Tychonoff”.
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Conforme observamos na Secao 32.4, pagina 1639 (vide Proposicao 32.37, pagina 1640), a topologia gerada por D é a
menor topologia na qual todas as fungoes 7, sao continuas. Assim, a topologia produto de Tikhonov 7p é idéntica a
7[D]. Sabemos também de consideragoes gerais (vide pagina 1420) que o conjunto D; formado por interseccoes finitas
de elementos de D é uma base em 7[D] e que 7[D] = 7[D;] (vide discussdo & pagina 1420). Ora, os elementos de D;
sao produtos de abertos H'yeA A, onde apenas uma colegdo finita de A,’s difere de X, (por qué?), ou seja, D; = B,
provando que 7p = 7[D] = 7[D;] = 7[Boo)-

Para referéncia futura, coloquemos em destaque a afirmacao da proposicao que segue:

Proposigao 32.39 No caso de produtos Cartesianos finitos a “box product topology” e a topologia produto de Tikhonov
coincidem. O

Prova. Como vimos acima, temos em geral 7p = 7[Bs] C 7[B]. No caso de produtos Cartesianos finitos B, = B e,
portanto, a “box product topology” e a topologia produto de Tikhonov 7p coincidem. |

Muito util também é a afirmacao contida na proposicao que segue.

Proposigao 32.40 Para cada \ € A as projecoes my : HﬂeA Xg — X\ sdo aplicagcoes abertas para a topologia produto
de Tikhonov Tp, ou seja, levam abertos de Tp em abertos de 7). O

Em geral as projecoes m) nao sao aplicacoes fechadas, ou seja, que levam 7p-fechados em 7y -fechados. Por exemplo,
o grafico da fungao (0, o) > x +— % € R é um subconjunto fechado de R?, mas sua projecdo em qualquer dos eixos é
(0, 00), um aberto em R. Uma relevante excecao serd tratada na Proposigao 32.42, pagina 1646.

Prova da Proposicdo 32.40. Seja A C HBGA Xg com A € 7p. Pelas consideragoes acima, A pode ser escrito como uniao
de interseccoes finitas de elementos de D, ou seja, na forma

A=U Nm'ta =" U N Hsz=U TN st

HEQ ackFy, neEQ acF, yEA neEQ yeEA acF,

com A, € Ty, com €2 sendo um conjunto de indices e com F), C A sendo, para cada i € €2, um conjunto finito. Assim,

e =n (U NS Un(llNs)-UnNs

neEQ yeEA acF, HEN YEA aEF, HEQ acF,
Agora, vé-se da definigao (32.37) que S2 é um elemento de 7, para todo . Como F), ¢ finito, a intersecgao ﬂaeFu SAé
5 A
também um elemento de 7 e, portanto, Uueﬂ (ﬂaeFu Sa) € Thx- |

e A topologia produto de espagos Hausdorff

O seguinte resultado elementar é digno de nota:

Proposigao 32.41 Seja {(XA, ), A€ A} (com A nao vazio) uma famdlia de espagos topoldgicos Hausdor(f. Entdo, a
topologia produto de Tikhonov em [[,cp Xx € também Hausdorff. O

Comentdrio. A reciproca da Proposicao 32.41 é igualmente vélida: se a topologia produto de Tikhonov em HAGA X, for Hausdorff, entdo
cada espago topolégico (X, 7)) é Hausdorfl. Ndo demonstraremos essa afirmagdo aqui. &

Prova da Proposi¢cdo 32.41. Sejam z e y pontos distintos de [, Xa. Como esses pontos sdo distintos deve haver o € A
tal que 7o () # ma(y). Como X, é Hausdorfl, existem em X, vizinhangas 7,-abertas disjuntas, A, e A,, de m,(z) e
Ta(y), respectivamente. Assim, 7 '(A;) e 7 ' (A4,) sdo dois abertos disjuntos da topologia produto de Tikhonov em
[I,ca Xx que contém x e y, respectivamente, provando que a produto de Tikhonov em J],., X é Hausdorff. |
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32.6.1 Alguns Resultados Envolvendo Compacidade e Topologia Produto

Sejam (X, 7x) e (Y, 7vy) dois espagos topoldgicos e seja X x Y munido da topologia produto de Tikhonov, definida
acima, que denotaremos por 7x X 7y. Essa é a menor topologia na qual as proje¢oes 7x : X XY = Xeny : X XY =Y,
definidas por mx ((:c, y)) =zreTmy ((:c, y)) =y, respectivamente, sdo continuas.

Estabeleceremos agora alguns resultados técnicos uteis, que serao explorados alhures, envolvendo as nogoes de com-
pacidade e topologia produto. O Corolario 32.12, por exemplo, é usado na Secao 23.4, pagina 1276. Esses resultados,
formulados nas Proposicdes 32.42 e 32.43 e no Coroldrio 32.12, originam-se, com correcoes®, esclarecimentos e adaptacoes
da referéncia [357].

Proposicao 32.42 Seja (Y, 7v) um espago topoldgico compacto. Se F C X XY for um conjunto fechado na topologia
produto de Tikhonov Tx X Ty, entdo sua projecio wx (F) em X € um conjunto Tx-fechado, ou seja, mx € uma aplicagdo
fechada. O

Demonstracdo. Se ' = () a afirmacao é trivial. Consideremos, portanto, F' nao vazio.

Seja g € mx(F) (a barra indica aqui o fecho na topologia 7x). Se A,, é uma vizinhanca 7x-aberta de xg, entao
sabemos que A, Nmx(F) # (). Para cada tal vizinhanga A,,, associemos o subconjunto Vy, de Y definido por

Va,, = {y€Y| (z, y)EFe:UEA%}.
Esses conjuntos Va, ~sdo nao vazios, pois o fato de A, N7mx (F) ser ndo vazio significa que existe ao menos um par

(z, y) € F tal que z € A,, e, portanto, que existe ao menos um y € Y tal que (z, y) € Fex € A,,.

Afirmamos que qualquer intersecgdo finita de tais conjuntos, V41 N --- N Vyn , é ndo vazia. De fato, é facil verificar
xQ xq
que

VA;O ﬂ---ﬂVAZO = {y €Y|(x,y eFexc A}EO ﬂ---ﬂAgo} = VA;OQ...QAZO ,
que é sempre nao vazio, como argumentamos logo acima, pois A}EO N---N AL éuma vizinhanga aberta nao vazia de xo.

Assim,

Prop. 27.4

VAJIEO ﬂﬁV ;0 D) VAJIEO ﬂﬁV ;0 - VAﬂlfonmmA:O 7& 0

(com os fechos agora tomados na topologia 7y ). Portanto, a familia de 7y-fechados

V= {W

xg?

A, é uma vizinhanga 7x-aberta de aco}

possui a propriedade de intersec¢ao finita (qualquer interseccao finita de seus elementos é ndo vazia). Como (Y, 7y) um
espaco topoldgico compacto vale, pelo Teorema 32.6, pdgina 1604, a intersecgdo de todos os elementos de V é nao vazia.

Vemos assim que todos os conjuntos Va, CY (com Ay, sendo uma vizinhanca Tx-aberta de x, € mx (F)) possuem
ao menos um elemento comum.

Seja yo € Y um tal elemento. Se B,, é uma vizinhanga 7y-aberta de yo em Y, entao, pela propriedade definidora de
yo vale By, N VAxO # () para toda vizinhanga Tx-aberta A,, de g em X. Assim, existe um elemento y; em By, com a
propriedade que (z, y1) € F para todo « € A,,. Em particular, vale (zg, y1) € F.

Seja A(z,, yo) uma vizinhanga aberta de (zo, yo) na topologia produto. Os conjuntos mx (A(zo, yo)) € Ty (A(zo, yo))
contém xg e yg, respectivamente, e pela Proposicao 32.40, pagina 1645, sao abertos de 7x e Ty, respectivamente. Podemos,
portanto, tomar A,, = 7x (.A(zo, yo)) e By, = 7y (.A(zo, yo)) e, com essa escolha, a conclusao acima afirma que existe
um elemento y; em Ty (A(zo, yo)) para o qual vale (zo, y1) € F. Assim, (z0, y1) € Az, yo) (POIs 2o € Tx (.A(xm yo)) e
Yo = Ty (A(zo, yo))) € tem-se (zo, y1) € F. Isso mostra que A(z,, yo) N F # 0 e, como A (4, ) ¢ uma vizinhanga aberta
arbitraria de (z9, o), estabelecemos que (z¢, yo) € F. Por hipétese, porém, F é fechado e, portanto, provamos que
(zo, yo) € F.

Vimos, portanto, que se zg € mx (F'), entdo z¢ € mx (F). Como z¢ ¢ um elemento arbitrario de wx (F') a conclusio é
que 7x (F) = nx(F), completando a demonstragao. |

50 Acreditamos que o enunciado da Proposicdo 32.43 e do Coroldrio 32.12 estejam incorretos em [357]. O uso que é feito dos mesmos na
Segao 23.4 corresponde a versdo que apresentamos aqui.
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Proposicao 32.43 Sejam (X, 7x) e (Y, 7y ) espagos topoldgicos compactos e Hausdorff. Seja K C X um conjunto
Tx -compacto. Entdo, valem as sequintes afirmacoes:

1. Se AC X xY € aberto na topologia produto de Tikhonov Tx X Ty, entdo o conjunto
N {veY|(x y) e A}
zeK

é Ty -aberto.

2. Se F C X xY € fechado na topologia produto de Tikhonov Tx X Ty, entdo o conjunto
U {yeYl(e y) e F}
rzeK

€ Ty -fechado. O

Demonstra¢do. A primeira afirmagao decorre da segunda pela tomada de complementos (e vice-versa). Assim, é suficiente
demonstrar a segunda. E facil constatar que

UflveYl@ yer} = ﬂy((KxY)ﬂF).

K x'Y é compacto, pelo Teorema de Tikhonov, por ser o produto de dois compactos, Como X x Y é compacto (pelo
Teorema de Tikhonov) e Hausdorff (pela Proposigdo 32.41, pdgina 1645), segue que K x Y é fechado (Teorema 32.9,
pagina 1606). Logo, (K X Y) N F também o é. Pela Proposicao 32.42, 1646, (trocando-se os papéis de X e Y naquela

proposicao) segue que Ty ((K X Y) N F) é 1y -fechado. |

Coroldario 32.12 Sejam (X, 7x) e (Y, 7v) espagos topoldgicos compactos e Hausdorff. Seja também (Z, Tz) um espago
topolégico. Considere-se uma fungdo f : X XY — Z que seja continua (relativamente as topologias Tz, na imagem
da fungdo, e Tx X Ty, a topologia produto de Tikhonov no dominio X XY da fungao). Sejam K C X, um conjunto
Tx-compacto, e O C Z, um conjunto Tz-aberto. Entao, o conjunto

W o= {y€Y| f(z, y)GOpamtodoxeK}

é Ty -aberto. O

Demonstracio. E evidente que

w= N {ver|@mnero}.

zeK

Como f~1(0) é um aberto na topologia produto de Tikhonov em X x Y (pois O é 7z-aberto e f continua), a afirmagao
segue do item 1 da Proposigao 32.43, pagina 1647. |

32.6.2 O Cubo de Hilbert

Uma classe importante de espagos topolégicos produto é composta pelos chamados “Cubos de Hilbert”. Esses espacos
desempenham um papel especial, entre outros, nos teoremas de metrizagao que discutiremos na Secao 32.7, pagina 1650.

Seja I um conjunto nao vazio e seja €7 := [0, 1], a cole¢do de todas as funcdes de I em [0, 1]. Se dotarmos [0, 1] da
topologia métrica usual, podemos munir €¢; da topologia produto de Tikhonov, que denotaremos por 7p, supradefinida,
a qual consiste na menor topologia na qual todas as projegoes 7, : [0, 1]7 — [0, 1] definidas por

T ng = Zq,

Berl
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sdo continuas. O espaco topoldgico (€7, 7p) assim definido é denominado Cubo de Hilbert®* sobre I. Naturalmente, o
caso de maior interesse é aquele no qual I nao é um conjunto finito.

Como os conjuntos [0, 1] sGo compactos na topologia métrica usual, segue do célebre Teorema de Tikhonov que o
Cubo de Hilbert (€7, 7p) é um espago topoldgico compacto. Mais adiante apresentaremos uma prova alternativa dessa
importante afirmagao no caso especial em que I = IN.

e O Cubo de Hilbert ¢y

Tendo em mente a discussao sobre metrizabilidade de espagos topoldgicos da Segao 32.7, pagina 1650, vamos nos
concentrar no caso especial no qual I = IN. O conjunto €y := [0, 1]]N é a colegao de todas as sequéncias {ay }nen com
an € [0, 1] para todo n € IN. Vamos denotar os elementos de €y por a = (a1, a2, as, ...). A topologia produto de
Tikhonov é a menor topologia em € na qual todas as projegoes m, : € — [0, 1], n € IN, definidas por 7, (z) = x, séo
continuas.

Como veremos no Teorema 32.32, pdgina 1652, a relevancia do Cubo de Hilbert (€, 7p) reside no fato de o mesmo
ser uma espécie de receptaculo universal no qual qualquer espaco topologico Hausdorff, normal e segundo-contével
pode ser mergulhado. Esse fato tem profundas consequéncias sobre tais espacos topoldgicos, como por exemplo sua
metrizabilidade, como discutiremos na Secao 32.7.

e O Cubo de Hilbert (€, 7p) como espago métrico

Um fato especial muito importante é que é possivel introduzir métricas em € cujas topologias coincidem com a
topologia produto de Tikhonov.

Seja ¥ = {¥n }nen uma sequéncia de nimeros reais satisfazendo v, > 0 para todon € N e Zzozl Yn < 00. Denotemos
por I'asoma I' := "> | ~,. Com a sequéncia {7, }nen podemos definir D., : €y x €y — [0, 00) por

DV(Q; Q) = Z’Yn|an*bn|'
n=1

Observe-se que para a, b € € tem-se naturalmente |a, — b,| < 1 para todo n € IN e, portanto, a série do lado direito
converge, pois a sequéncia {vy, }nen é soméavel.

Afirmamos que D, é uma métrica em €. A positividade é evidente, assim como a simetria. Como ,, > 0 para todo
n, d(a, b) = 0 se e somente se |a,, —b,,| = 0 para todo n, ou seja, se e somente se a = b. Como |a,, —by| < |an—cn|+|cn—by
para todo n e todos a, b e ¢ € €, a desigualdade triangular segue facilmente da convergéncia das séries fo:l T, [an — Cn|
e 3 oriYnlen = bal.

Dessa forma, (€, D) é um espaco métrico. Como afirmamos, a topologia induzida em €y por D, coincide com
a topologia produto de Tikhonov de [0, 1]N (com cada fator [0, 1] tendo a topologia métrica usual) e, portanto, nao
depende da sequéncia somével {v,},en escolhida. Provemos, portanto, que a topologia 7p., induzida por D, coincide
com a topologia produto de Tikhonov 7p em Cy.

Seja [[,eny An € €N constituido de forma que cada fator A,, é um aberto em [0, 1], mas apenas um conjunto finito
de fatores A,, difere de [0, 1]. Conforme nossa discussao geral acima sobre a topologia produto, a colegdo D por todos
os Tp-abertos desse tipo é uma base em 7p.

Seja entdo A = [],cnAn € Dr e seja Ay,,, ..., Ap,, a colegdo finita de fatores que difere de [0, 1]. Tomemos
z = (x1, ®2, x3, ...) € A, naturalmente com z,, € A,, para todo n € IN. Por serem abertos em um espago métrico,
cada A,, contém uma certa bola aberta B(r,,, Zn,) C [0, 1] de raio r,, > 0 centrada x,, . Assim, Hne]N C, C A, onde
Cp = B(rn,, xy,) se n =mny e Cy = [0, 1] de outra forma. Se y € Bp_(r, z) vale Y | Vu|yn — @n| < r, 0 que implica
que Yp|yn — 2| < r para todo n € IN e portanto, que y, € B(r/vn, ©n). Escolhendo r < min{vyn,7n,s -+, Ynm "o, t
concluimos que y,,, € B(ry,, &) para todo k =1, ..., m, e, portanto, que yE HnelN Ch.- Isso provou que Bp, (r, z) C
[I.cn Cn C A, estabelecendo que todo A € Dy é um D,-aberto e, portanto, que 7p C 7p, .

Provemos agora a reciproca. Seja z € €y e considere-sey € Bp_ (r, x). Escolhamos uma colecdo finita {r1, ..., 7.} C
(0, 00). Consideremos o elemento Fy de Dy definido por Fy = [I.cn En, onde By = B(ry, yx) paratodo 1 <k <me
Ei, = [0, 1] para todo k > m.

51David Hilbert (1862-1943).
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Se z € F, teremos

MEN) Zvnlzn ynl < vamL > -

k>m

Agora, como {7V, }nen é somével, existe para cada ¢ > 0 um N(e) € IN tal que Zn>N(E) Yn < €. Logo, se tomarmos

m = N(e/2) valera
4(25 y) Z’Ykm + 5

Escolhendo os rp < 5% para todo 1 <k <m, onde I := anl Vn, teremos D~ (z, g) < €. Logo,
Dy(z, ) < Dy(y, z) + Dy(2, y) < Dy(y, z) +e.

Tomando 0 < € < r — D,(y, z) concluimos que D,(z, x) < r para todo z € F}, e, portanto, que F}, C Bp_(r, ). Assim,
todo ponto de Bp, (r, ) possui uma vizinhanga 7p-aberta inteiramente contida em Bp_ (r, z). Logo, Bp_ (r, z) C 7p,
o que prova que 7p C Tp, estabelecendo, finalmente, que 7p, = 7p.

Para futura referéncia, capturemos os resultados acima na forma de uma proposicao.

[ee]
Proposicao 32.44 Seja v = {Vn}nen uma sequéncia de nimeros reais com v, > 0 para todo n € N e Zvn < 00.

n=1

o0

Entdo D, : €y x €y — [0, o) dada por D(a, b) := Zvn |an, — by| define uma métrica em €. A topologia Tp,
n=1

induzida por essa métrica coincide com a topologia produto de Tikhonov Tp. O

A afirmagao sobre compacidade contida da proposigao a seguir é uma consequéncia do célebre Teorema de Tikhonov,
mas apresentaremos uma demonstragao alternativa explorando o fato de 7p ser idéntica a uma topologia métrica (pela
Proposigao 32.44) e usando uma ideia conhecida como truque diagonal de Cantor®?.

Proposicao 32.45 O Cubo de Hilbert (€, 7p) € um espago topoldgico compacto. O conjunto € € completo nas
métricas D~ da Proposicio 32.44. O

Prova. Sejam v = {Vn}new € a métrica D, como no enunciado da Proposigao 32.44. Como (€, 7p,) é um espago
métrico, é suficiente pelo Teorema 32.11, pagina 1611, provarmos que (€, 7p,) ¢ sequencialmente compacto, ou seja,
que toda sequéncia em €y tem uma subsequéncia convergente (na métrica D.,).

Seja {2, a € N}, uma sequéncia em €. Como [0, 1] é compacto na topologia métrica usual, a sequéncia {x§, a € IN}
tem uma subsequéncia {z¢, a € N1} convergente a x1; € [0, 1]. Aqui N7 é um subconjunto enumerdvel de IN. Pela
mesma argumentacao, a sequéncia {z%, a € N1} tem uma subsequéncia {z%, a € Ny} convergente a x2 € [0, 1]. Aqui
Ny é um subconjunto enumerédvel de Nj. Assim, para cada k € IN concluimos que a sequéncia {zf, a € Ny_1} tem
uma subsequéncia {z}, a € N} convergente a z € [0, 1], onde N} é um subconjunto enumerdvel de Nj_;. Assim,
INDNy DNy DD N D -+, sendo cada IV; enumeravel.

Consideremos a subsequéncia de {z%, a € IN} dada por {2 k € IN}, onde a(k) o k-ésimo elemento de Ny (esse é
o “truque diagonal de Cantor”). Aﬁrmamos que {z*®) ke ]N} converge a = (x1, x2, 3, ...). Como a(k) € N,, para
todo k > n, concluimos que para cada n € IN a sequéncia {:L'n , k € IN} torna-se uma subsequéncia de {z%, a € N,,} a

partir de £ > n e, portanto, converge a x,.

n?

Repetindo um argumento ja usado na prova da Proposigao 32.44, como ~v,, n € IN, é uma sequéncia somavel, existe
para cada € > 0 um N(e) € IN tal que Zn>N(E) Y < €. Logo,

N(e)

Dv( ny ‘:E“(k) Tn ‘ < Z'yn|:c — Iy

52Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).
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Como lim |z(*) — :L'n‘ para cada 1 <n < N(e), obtém-se lim D (g“(’“), g) < €. Como essa desigualdade é valida para

k—oo ! k—o0 v

todo € > 0, concluimos que klim D, (g“(’“), g) = 0, provando que {z%, a € N} tem uma subsequéncia convergente em
—00

Cn. |

32.7 Teoremas de Metrizabilidade

Dada a particular relevancia de espagos métricos é uma questao muito importante saber quando um espago topoldgico
geral tem seus abertos definidos por uma métrica. Nesta secao apresentamos algumas respostas a essa questao. Mais
notadamente, discutiremos um teorema devido a Urysohn e Tikhonov o qual serd por nés evocado alhures. Trata-se de
mais uma aplicagao profunda do Lema de Ursohn, Lema 32.3, pagina 1593.

e Espacos metrizaveis

Um espago topoldgico é dito ser um espaco metrizdvel se for homeomorfo a um espago métrico. E bastante evidente
que todo espago metrizével é Hausdorff e o supracitado Teorema de A. H. Stone (Teorema 32.27, pdgina 1639) afirma
também que todo espago metrizdvel é paracompacto. Uma observacao relevante é que se um espaco topolégico (X, 7) é
metrizavel, entao pode ser constituida uma métrica no mesmo cuja topologia coincide com a de 7.

Proposicao 32.46 Seja (X, 7) um espago topoldgico, seja (M, d) um espago métrico e seja h : X — M um homeo-
morfismo. Defina-se p: X x X — [0, 00) por

p($, y) = d(h(I), h(y)) .

Entao, p é uma métrica em X e T =17, (sendo T, a topologia induzida em X pela métrica p). O

Prova. Afirmamos que p é uma métrica. A positividade, a simetria e a desigualdade triangular sao evidentes. Vale ainda
que p(x, y) = 0 se e somente se h(x) = h(y) (pois d é uma métrica) e, portanto, se e somente se x = y, pois h é bijetora.
Isso provou que p é uma métrica (note-se que a continuidade de h e de h™! nio foram evocadas até aqui, mas serdo
usadas na prova que 7 = 7,).

Afirmamos também que 7 = 7,, a topologia métrica de p. Para tal, observe-se primeiramente que

By(r, ) = {ye X|p(z, y) <r} = {y e X|d(h(z), h(y)) <r}

= {h"Y(a) e Y| d(h(z), a) <7} = h_l(Bd(r, h(:c))) .

Seja A € T e x € A. Como h~! é continua, h(A) é um 74-aberto (sendo 74 a topologia induzida em M pela métrica
d). Logo, existe 7, > 0 tal que Bgy(ry, h(xz)) C h(A). Agora, B,(ry, x) = h_l(Bd(m, h(ac))), implicando que
x € B,(rz, ) C A. Isso estabeleceu que A é um 7,-aberto e que 7 C 7,. Seja agora B € 7,. Entao, para cada b € B
existe r, > 0 tal que B,(r, b) C B. Logo,

B = |JByr, v) = U (Balro, ) "= 07! <U Ba(ry, h(b))) €r,

beB beB beB

pois Bq(rp, h(b)) € 74 e h é continua. Assim, provamos também que 7, C 7, estabelecendo a igualdade desejada. |

e Metrizabilidade local

Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser localmente metrizével se todo 2 € X possuir uma vizinhanga metrizével.

e Metrizabilidade. Principais resultados

Os principais resultados sobre metrizabilidade de espagos topoldgicos sao o Teoremas de Tikhonov e Urysohn, o
Teorema de Smirnov e o Teorema de Nagata—Smirnov.
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Teorema 32.28 (Teorema de Metrizacao de Urysohn e Tikhonov (1925-1926)) Um espaco topoldgico (X, T)
separdvel € metrizdvel se e somente se for sequndo-contdvel, Hausdorff e normal e, pelo Coroldrio 32.1, pdgina 1590, se
e somente se for sequndo-contdvel, Hausdorff e reqular. O

Vimos no Teorema 32.23, pagina 1629, que todo espago topolégico Hausdorff, compacto e localmente Euclidiano pode
ser mergulhado em algum R™, que é um espago métrico. Com as defini¢oes acima, é imediato que

Proposigao 32.47 Todo espaco topoldgico Hausdorff, compacto e localmente Euclidiano € metrizdvel. O

E claro que todo espago localmente Euclidiano é localmente metrizével (pois cada bola D, (r, 0) C R™ é um espago
métrico com a métrica Euclidiana usual) e essa tltima proposicdo sugere uma extensdo a espagos localmente metrizdveis
paracompactos. De fato, vale o importante

Teorema 32.29 (Teorema de Metrizacdo de Smirnov) Um espaco topoldgico é metrizdvel se e somente se for
Hausdorff, localmente metrizavel e paracompacto. O

Uma base em um espago topoldgico é dita ser o-localmente finita (ou contavelmente localmente finita) se for uma
base formada pela uniao contavel de colegoes localmente finitas de abertos. O teorema a seguir dispensa a condi¢ao de
separabilidade®s.

Teorema 32.30 (Teorema de Metrizacdo de Nagata—Smirnov (1950-1951)) Um espacgo topoldgico € metrizdvel
se e somente se for Hausdorff, reqular e tiver uma base o-localmente finita. O

Mais adiante, na Segao 32.7.1, pagina 1651, apresentaremos uma demonstragao do Teorema 32.28. Nao apresen-
taremos uma prova dos Teoremas 32.29 e 32.30 na presente versao deste texto e remetemos o estudante interessado a
literatura pertinente.

32.7.1 O Teorema de Metrizacao de Urysohn e Tikhonov

A presente segao é dedicada a demonstracao do Teorema de Metrizagdo de Urysohn e Tikhonov, Teorema 32.28, pdgina
1651. Nosso tratamento segue ingredientes de [305] e de [431], os quais também seguem outras referéncias bésicas da
literatura (e.g.. [64]).

O resultado técnico fundamental é o Teorema 32.32, a seguir, que nos permite entender a relevancia do Cubo de Hilbert
(Cn, 7p) (introduzido na Segdo 32.6.2, pagina 1647): o mesmo é uma espécie de receptdculo universal no qual qualquer
espaco topoldgico Hausdorff, normal e segundo-contavel pode ser mergulhado. Esse fato tem profundas consequéncias
sobre esses espagos, as quais discutiremos mais adiante. Para a prova do Teorema 32.32 faremos uso do seguinte lema
(de [305)):

Lema 32.8 Seja (X, 7) um espago topoldgico Hausdorff e normal e seja B C 7 uma base de 7. Para cada B € B e cada
x € B, existe B € B tal que x € B’ C B’ C B. O

Prova. Como (X, 7) é Hausdorff, (X, 7) é um espago de Fréchet e, portanto, todo conjunto de um ponto {y}, y € X,
é 7-fechado (vide discussdo & pagina 1584). Sejam B € B e x € B, como no enunciado. Como {z} e B¢ sdo 7-fechados
disjuntos, a condicao de normalidade implica, pela Proposicao 32.10, pagina 1588, que existe um 7-aberto A tal que
{z} € AC A C B. Como B é uma base, A é unido de elementos de B e, portanto, existe ao menos um B’ € B com
x € B’ C A. Mas B’ C A implica B’ C A. Tem-se, portanto, x € B’ ¢ B’ C B. |

53 As referéncias originais sao J. I. Nagata, On a Necessary and Sufficient Condition of Metrizability, J. Inst. Polytech. Osaka City Univ.
Ser A Math 1, 93-100 (1950) e J. M. Smirnov, A Necessary and Sufficient Condition of Metrizability of a Topological Space, Dokl. Akad.
Nauk SSSR 7, 197-200 (1951). Agradecemos a Cldudio Mayrink Verdun por nos passd-las.
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e Mergulhando no Cubo de Hilbert

No que segue faremos uso das definigbes e resultados da Proposigao 32.44, pagina 1649. Seja v = {vn}nenw uma

o0
sequéncia de numeros reais com v, > 0 paratodon € Ne I' = Zvn < 00. Entéo D, : €y x €y — [0, o0) dada por
- n=1
D,(a, b) := Z Y |an — by| define uma métrica em € e a topologia produto de Tikhonov 7p em € coincide com a
n=1

topologia métrica induzida por D.,.

Teorema 32.31 Se (X, 7) € um espago topoldgico Hausdor(f, reqular e sequndo-contdvel, entio (X, 7) pode ser mer-
gulhado no Cubo de Hilbert (€, Tp), ou seja, existe uma fungao continua F : X — €y que é um homeomorfismo de X
na sua imagem F(X).

Como o Cubo de Hilbert (€, Tp) € um espago métrico, concluimos que todo espaco topoldgico Hausdorff, reqular e
sequndo-contdvel é metrizdvel. O

Pelo Teorema 32.2, pagina 1590, todo espago topoldgico Hausdorff, regular e segundo-contavel é normal. Logo,
o Teorema 32.31 é uma consequéncia imediata do seguinte teorema sobre espagos topolégicos Hausdorff, normais e
segundo-contéaveis:

Teorema 32.32 Se (X, 7) € um espago topoldgico Hausdorff, normal e segundo-contdvel, entio (X, T) pode ser mer-
gulhado no Cubo de Hilbert (€, Tp), ou seja, existe uma funcao continua F : X — €y que € um homeomorfismo de X
na sua imagem F(X).

Como o Cubo de Hilbert (€, 7p) € um espago métrico, concluimos que todo espago topoldgico Hausdorff, normal e
sequndo-contdvel é metrizdvel. O

Prova do Teorema 32.32. (De [305] e [431], com modificacdes). Seja B uma base contdvel de (X, 7). O Lema 32.8
afirma que para todo B € B existe ao menos um B’ € B tal que B’ C B. Vamos escrever concretamente B na forma
B ={B, €1, n€ N} eseja P a colecio de todos os pares (By, By) € B x B tais que B, C By,. E evidente que P é nio
vazio (pelo Lema 32.8) e enumeravel (pois é um subconjunto de B x B, que é enumeravel). Vamos escrever concretamente
P na forma P = {P,, n € N}.

Cada P, € P é um par da forma (B,,, Bp,) € B x B com B,, C Bp,. Como B, e (an)c sao 7T-fechados disjuntos,
podemos evocar o Lema de Urysohn, Lema 32.3, pdgina 1593, e associar a cada P,, uma fungéo continua f, : X — [0, 1]
tal que f,(z) = 1 para todo @ € B, e f,(z) = 0 para todo = € (B, ). Vale, portanto, supp (f,) C By,

Com uso das fungoes f,, introduzidas acima, defina-se a funcao F' : X — € por
F(z) = (fi(z), fo(), fa(x), ...) .
Afirmamos que F' é continua (adotando-se em € a topologia métrica induzida pela métrica D,). Seja e > 0. Como
o0
{Yn}nen é somavel, existe N(e¢) € IN tal que Z Yn < €/2. Como cada f, é continua, existe para cada z € X e
n=nN(e)+1
n € IN uma vizinhanga 7-aberta V, ,, de x tal que |f,(z) — fo(y)| < % para todo y € V, ,,. Assim, para y € V, =

N(e) N(e)
. . € € . ;

Ve, 1N ---N VN (que é um 7-aberto) valerd nzl Tl fn(z) = fo(y)] < oT nzl T <5 Com isso, concluimos que para
todo y € V, € 7 vale

oo N(e) oo

D’Y(F(I)a F(y)) = Z'Ynlfn(x)_fn(y)l = ZVn'fn(x)_fn(y”"" Z 7n|fn($)_fn(y)|
n=1 n=1 n=N(e)+1
N(e)

n=1

n=N(e)+1
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provando que F' é continua em x e, portanto, em toda parte.

Afirmamos que F é injetora. De fato, se F'(z) = F(y), entdo f,(z) = fn(y) para todo n € IN. Vamos supor que z # y.
Como (X, 7) é Hausdorff existe um 7-aberto A tal que z € A ey € A°. Como A é obtido como uniao de elementos de
B, existe B, € B tal que z € B, C A. Pelo Lema 32.8 , existe B,, € B tal que z € B,, C B,,, C B, C A. Assim, o
par (B, B,) pertence a P, ou seja, (B,,, B,) = Py para algum k € N. Como z € B,, C B, vale fy(z) = 1. Como
y € A C (Bn)c, vale fr(y) = 0. Assim, fi(z) # fi(y), uma contradigao, implicando que devemos ter x = y. Isso provou
que F ¢ injetora.

Provamos que a funcio inversa F~! : F(X) — X existe. Afirmamos agora que F~! é também continua, o que
significa que F' é um homeomorfismo de X em F(X), adotando nesse tltimo a topologia relativa de (€, D~ ). Para tal
é suficiente provar-se que a imagem por F' de todo aberto em X é um aberto em F(X) C €y na topologia relativa de
(Q:INa D’Y)

Comegamos observando que cada conjunto A; C €y, j € IN, definido por

Aj = {(yla Y2, Y3, ) EQ:IN‘ yj>0}

¢ aberto na topologia métrica de D.. De fato, a bola de raio 7 > 0 centrada em y € A; é dada por

[ee]

BDV(T7 Q) = {(21, 29, 23, ) € Cy ‘ Zvﬂzk -yl < 7“} .
k=1

Assim, se z € Bp, (r, y) tem-se yx|zx — yx| < r para todo k& € IN. Particularmente, vale |z; — y;| < r/7; e tomando-se

r < y;v; teremos z; > 0, implicando que para tal valor de r teremos Bp_ (r, y) C A;. Isso demonstrou que A; é um

D,-aberto.

Seja agora By um elemento arbitrario de B. Pelo Lema 32.8 existe um subconjunto Py de P composto por pares da
forma (B’, Bi) com B’ C By. Como Pj, C P, escrevemos Py = {P;, j € Ji}, sendo Ji C IN e sendo cada P; da forma
P; = (By;, By) com B_lJ C By. Considere-se, entao, Cf 1= U A;. E claro que Cj é um D,-aberto (por ser unido de

JEJk
D.-abertos).

Recordemos que para cada j € Ji as fungdes f; satisfazem f;(y) = 1 para todo y € By, e f;j(y) = 0 para todo
(VRS (Bk)c.

Afirmamos que F(By) = C, N F(X). Para provar essa afirmagao, comecemos considerando um ponto z € By. Pelo
Lema 32.8 existe algum j € Jy tal que x € By; C Bj; C By. Para esse j teremos, portanto, f;(x) = 1, o que implica
que F(z) € Aj e, portanto, F'(z) € Cp N F(X). Como isso vale para todo « € By, concluimos que F(By) C Cp N F(X).
Seja agora z € Cy N F(X). Isso significa que z = F(ac) para algum =z € X e que f;j(z) > 0 para algum j € Ji. Pela
definicdo das funcoes f;, isso significa que = & (Bk)c7 ou seja, x € By. Assim, provamos que Cy, N F(X) C F(By), o que
estabeleceu que F(By) = C, N F(X).

O fato de ter-se F(By) = C, N F(X) significa que F(By) é um aberto em F(X) na topologia relativa de D., (j& que
C é um D,-aberto). Ora, By é um elemento arbitrario de B e como todo A € 7 é unido de elementos de B, concluimos
de (1.47) que F(A) é igualmente aberto em F(X) na topologia relativa de D.. Assim, provamos que F' : X — € é um
homeomorfismo, estabelecendo que (X, 7) pode ser mergulhado em (€, D-). |

e O caso de espacos Hausdorff localmente compactos e segundo-contaveis

Outro corolario de interesse do Teorema 32.31 refere-se a espagos localmente compactos.

Corolario 32.13 Se (X, 7) é um espago topoldgico Hausdorff localmente compacto e sequndo-contdvel, entao (X, 7) pode
ser mergulhado no Cubo de Hilbert (€, Tp), ou seja, existe uma fungdo continua F : X — € que € um homeomorfismo
de X na sua imagem F(X).

Como o Cubo de Hilbert (€, Tp) é um espago métrico, concluimos que todo espago topoldgico Hausdorff localmente
compacto e sequndo-contdvel é metrizdavel.

Prova. Pela Proposigao 32.32, pdgina 1632, (X, 7) é também regular e, portanto, estamos novamente sob as condigoes
do Teorema 32.31. |
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e O Teorema de metrizagao de Urysohn e Tikhonov

Chegamos agora a meta principal da corrente secao.

Teorema 32.33 (Teorema de Metrizacao de Urysohn e Tikhonov (1925-1926)) Um espaco topoldgico (X, T)
separdvel é metrizdvel se e somente se for sequndo-contdvel, Hausdorff e normal e, pelo Coroldrio 32.1, pdgina 1590, se
e somente se for sequndo-contdvel, Hausdorff e reqular. O

Prova. Vimos na Proposigao 32.46, pagina 1650, que todo espago metrizdvel é um espago métrico. Assim, se (X, 7)
é separdvel e metrizavel, entdo é Hausdorff (pela Proposigao 30.1, pagina 1496), normal (pela Proposicdo 32.7, pdgina
1582) e segundo-contével (pela Proposi¢ao 27.15, pdgina 1433).

Reciprocamente, se (X, 7) for segundo-contdvel, vimos na Proposicao 27.14, pagina 1433, que é separavel. Se também
for Hausdorff e normal, vimos no Teorema 32.32, pagina 1652, que (X, 7) e metrizdvel. |

A parte referente a normalidade no Teorema 32.33 foi demonstrada por Urysohn em trabalho publicado postumamente
em 1925. A generalizacdo a espacos regulares foi obtida por Tikhonov em trabalho publicado em 1926 como consequéncia
do Teorema 32.2, pagina 1590, demonstrado pelo mesmo.

32.8 O Teorema da Categoria de Baire

Seja X um conjunto e 7 uma topologia em X. Um conjunto C' é dito ser denso em parte alguma na topologia T se seu
. . . . . —\ 0
fecho tiver interior vazio, ou seja, se (C) =.

Seja X um conjunto e 7 uma topologia em X. X é dito ser de primeira categoria se existir uma familia contavel N,,,

n € IN, de subconjuntos de X tais que X = (J,, .y V» € tais que todos os N, sdo densos em parte alguma.

X é dito ser de sequnda categoria se nao for de primeira categoria.

Teorema 32.34 (Teorema da Categoria de Baire para espagos métricos) Todo espaco métrico completo é de

sequnda categoria, ou seja, se M € um espago métrico completo e M = UnE]N N, para alguma familia contdvel de

conjuntos N,, C M entao existe pelo menos um Ny, tal que (N—WJO £ 0. O

Prova. Seja M um espaco métrico completo em relagdo a uma métrica d e seja uma alguma familia contavel de conjuntos
N, C M, todos densos em parte alguma e tais que M = UnG]N N,. A prova é feita por contradigao, exibindo-se um
elemento x que pertence a M mas que nao pertence a UnG]N Np.

Facamos em primeiro lugar algumas observacoes béasicas que serao usadas repetidamente no que segue. Como o0s
conjuntos N, sao densos em parte alguma, seus fechos N,, nao podem ser iguais a M, pois M é aberto. Logo os

abertos (Nn)c =M\ N,, sdo todos ndo vazios. Fora isso, para qualquer bola aberta nio vazia B devemos ter também
Bn (Fn)C = (), pois se tivéssemos BN (m)c = () isso implicaria B C N,,, contrariando a hipétese que N,, interior vazio.

Como dissemos, a estratégia da prova é exibir um elemento = que pertence a M mas que nao pertence a (J,, o Nn-
Esse elemento = serd construido como limite de uma sequéncia de Cauchy conveniente, explorando o fato de M ser
completo.

Passemos a construgao da sequéncia de Cauchy. Como (Fl)C # (), tomemos um elemento z; arbitrario de (Vl)c
Como (Vl)c é aberto existe uma bola Bj(x1, r1) centrada em z7 e de raio 7 suficientemente pequeno inteiramente
contida em (Ey E claro que By(z1, 1) N N1 =0 e que z; & Ny.

Analogamente, como (E)C é aberto e nao vazio, tem-se que Bi(z1, 1) N (E)C # (). Escolhemos entdao xs €
Bi(xz1, r1) N (E)C e tomemos uma bola Bs(xe2, 72) inteiramente contida no aberto By (z1, 1) N (E)C Sem perda,
podemos escolher 75 satisfazendo ro < r1/2 e tal que By(z2, m9) C Bi(x1, r1). Note-se também que Ba(za, r2) NNy = ()
e, como By(za, r2) C Bi(z1, 1), vale também que Ba(za, 72) N Ny = 0. Em resumo, Ba(za, 72) N (N1 UNy) = 0. e
To & N1 U Ns.

Podemos agora proceder indutivamente. Para n > 2, (Fn)C é aberto e nao vazio, tem-se que By_1(Zn-1, 1) N
(N_n)C # (. Escolhemos entdo =, € Byp_1(Tn_1, Tn-1)N (Vn)C e tomemos uma bola By, (z,, r,) inteiramente contida
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no aberto By,_1(Zn-1, rn-1) N (Vn)C Sem perda, podemos escolher r,, satisfazendo r, < r,—1/2 < 217" e tal que
B, (zpn, ) C Bp—1(n—_1, mmn—1). Note-se também que B, (x,, r,) NN, = 0 e, como B, (zy, ) C Bp—1(Tpn_1, Tn-1),
vale também que B, (xy, ) N Np—1 = 0. Em resumo, B, (z,, r,) V(N1 U---UN,)=0. ex, € NyU---UN,,.

A sequéncia z,, é uma sequéncia de Cauchy pois (para m < n),

n—m-—1

d(x'rm In) < Z d(xm+i; xm+i+1)
=0

pela desigualdade triangular (por qué?) e como x,, € By_1(Tn_1, Tn_1), segue que d(Tm1i, Tmrit1) < Tmai < 22770y,
Logo,

n—m-—1 ) oo )
ATy, Tpn) < Z ol=m—ip < 21*7"7’12:2*Z = 22 myy
i=0 i=0

que vai a zero quando m — oo.
Como z, é uma sequéncia de Cauchy e M é completo, existe x € M ao qual a sequéncia x, converge.

Fixando um J temos que todo z, com n > J é elemento de By(x;, r;). Logo, x € By(xy, ry) C By_1(xj-1, Ty-1).
Como By_1(zj-1, rj—1) N Nj_1 = 0 concluimos que = ¢ N;_1. No entanto, J é arbitrdrio e, portanto,  nao pertence
a nenhum N,,. Assim, z ndo pertence a | J,,ciy N, contrariando a hipdtese que M = J,, iy Nn- |

32.9 A Meétrica de Hausdorff

Em um espago métrico (M, d), com M sendo um conjunto nao vazio e d uma métrica em M, além da nocao de distancia
entre pontos, definida pela prépria métrica, é possivel também introduzir uma nogao de distancia entre certos subcon-
juntos de M, a saber entre os conjuntos fechados limitados de M. Essa métrica, denominada métrica de Hausdorff?*,
possui diversas propriedades importantes que refletem propriedades do préprio espago métrico (M, d). No que segue,
seguimos parcialmente [78].

A métrica de Hausdorff é de interesse em Anélise, como nos resultados discutidos na Secao 32.9.1, pagina 1658, mas
também encontra aplicagoes préaticas em areas como na Computagao Grafica, notadamente em problemas de reconheci-
mento de imagens.

e Algumas definig¢oes e resultados preparatorios

Seja (M, d) um espago métrico e, para r > 0 e x € M, denotemos por B(z, r) := {y € M, tal que d(z, y) < r} a
bola aberta de raio r centrada em x. Para A C M, ndo vazio, e r > 0, definamos

N(A, r) = U B(a, r) .

acA

Como facilmente se percebe, N(A, r) é o conjunto de todos os pontos de M de distam menos que r de algum ponto de
A: N(A, r) ={y € M|3a € A satisfazendo d(y, a) < r}. E evidente que A C N(A4, r) para todo r > 0.

A seguinte afirmagao sera usada no que segue.

Lema 32.9 Seja (M, d) um espago métrico e sejam A, B e C subconjuntos nao vazios de M. Vamos supor que existam
r>0es>0 tais que AC N(B, r) e BC N(C, s). Entao, AC N(C, r+ s). O

Prova. Seja a um elemento arbitrario de A. Como A C N (B, r), existe b € B tal que d(a, b) < ¢. Como B C N(C, s),
existe ¢ € C tal que d(c, b) < s para esse mesmo b. Assim, pela desigualdade triangular, d(a, ¢) < d(a, b)+d(b, ¢) < r+s.
Isso mostra que A C N(C, r + s). |

54Felix Hausdorff (1868-1942). A Métrica de Hausdorff foi introduzida pelo mesmo em 1914, em seu livro “Grundziige der Mengenlehre”,
tido como o primeiro livro sistemético sobre a Teoria dos Conjuntos e temas correlatos, como Teoria da Medida e Topologia.
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e A pseudométrica de Hausdorff

Seja L4(M) a colegao de todos os conjuntos ndo vazios e d-limitados de M. Se A e B sdo elementos de L£4(M),
afirmamos que existe um r > 0 tal que B C N(A, r). De fato, seja D := sup{d(b1, b2), b1, b2 € B} o didmetro de
B. D é finito, por hipétese. Sejam a € A, b € B e sejar > D + d(a, b). Para qualquer b’ € B valerd d(b', a) <
d(', b)+d(b, a) < D+d(b, a) < r, provando que todo elemento de B dista no maximo r do elemento a € A e, portanto,
B C N(A, r).

Essa observagdo permite-nos introduzir a seguinte defini¢do: h : La(M) x La(M) — R4 é a fungdo que a cada par
A, B € L4(M) associa

h(A, B) := inf{r >0 ACN(B, r)e BC N(A, r)}. (32.38)

No que segue discutiremos diversas propriedades da funcdo h. Notemos primeiramente que h(A, B) estd bem definida
se A e B sdo nao vazios e limitados pois, como observamos acima, existe ao menos um ro > 0, finito, tal que A C N (B, 1)
e B C N(A4, r9) e h(A, B) é o infimo dos r¢’s com essa propriedade (dai termos definido h em L4(M) x Ly4(M)). A
fungdo h néo estd necessariamente definida se A ou B forem néo-limitados. Por exemplo, se M = R com a métrica usual
d(z, y) = |z — y|, entdo h(A, B) nao estd definida se A = (—o0, 0) e B = (1, 2) (justifique!).

Vamos ao primeiro resultado relevante sobre h:

Proposicao 32.48 Seja (M, d) um espago métrico e seja Ly(M) a colegio de todos os conjuntos nao vazios e d-
limitados de M. Entao, a fungdo h : Lg(M) x La(M) — Ry definida em (32.38) é uma pseudométrica em Lq(M), ou
seja, satisfaz

para todos A, B e C € Lyg(M).
A pseudométrica h : Ly(M) x La(M) — Ry € denominada pseudométrica de Hausdorft. O

Antes de apresentarmos a demonstracdo da Proposicao 32.48, observemos que h néao é necessariamente uma métrica
em L4(M), pois se para dois conjuntos A, B € L4(M) valer h(A, B) = 0 ndo é necessariamente verdade que A = B.
Isso é bem ilustrado no seguinte exemplo: seja M = [0, 1] com a métrica usual d(z, y) = |z —y|. Sejam A =QNI0, 1] e
B = A°, ou seja, A é composto pelos racionais em [0, 1] e B pelos irracionais em [0, 1]. Entao h(4, B) = 0 mas A # B.
Para que h seja uma métrica é necessdrio restringir ainda mais o conjunto £4(M), como discutiremos mais adiante.

Prova da Proposicio 32.48. E claro que A C N (A, r) para todo r > 0. Logo, h(A, A) = inf {r > 0] AC N(4, r)} =0,
provando o item 1. Os itens 2 e 3 sao evidentes pela definicao de h. Provemos agora o item 4.

Vamos supor que o item 4 seja falso e que existam A, B e C € L4(M) tais que h(A, B) > h(A, C)+h(C, B). Entao,
existirdo dois nimeros nao negativos s e t tais que h(A, C) < s, h(C, B) < t, mas h(A4, B) > s+t (justifique!). Agora,
h(A, C) < s implica A C N(C, s) e C C N(A4, s), enquanto que h(C, B) < t implica C C N(B, t) e B C N(C, t).
Se valer A C N(C, s) e C C N(B, t) entdo A C N(B, s+1) (pelo Lema 32.9, pdgina 1655) e se valer C C N(A4, s) e
B C N(C, t) entao B C N(A, s+1t) (novamente pelo Lema 32.9). Logo, A C N(B, s+t) e BC N(A, s+1), provando
que h(A, B) =inf{r >0 AC N(B, r) e BC N(A, r)} < s+t, uma contradigio. |

e Definicao equivalente para h

Existe uma expressao alternativa a definicio (32.38) que é 1til para diversos propdsitos concretos. Como usual,
definimos a distancia® D(x, Y) entre um ponto x € M a um conjunto nio vazio Y C M por

D(z, Y) := inf {d(z, y), ye Y} .

55 Atencdo: ndo se trata de uma métrical
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Lema 32.10 Em um espago métrico (M, d) a expressio h definida em (82.38) pode ser escrita como

h(A, B) = max{sup D(a, B), sup D(b, A)} = max{sup inf d(a, b), sup inf d(a, b)} , (32.39)
a€A beB acAbEB beBacB
para todos A, B € Lq(M), nao vazios. O

A expressao (32.39) pode ser apresentada como definigdo alternativa para h, o que é feito em alguns textos.

Prova do Lema 32.10. Tomemos A, B € £L4(M), ndo vazios. Note-se que se r < sup,c 4 D(a, B), entdo existe ay € A tal
que D(ag, B) > r. Assim, d(ag, b) > r para todo b € B e, com isso, ag € N(B, r), o que significa que A ¢ N(B, r).
Assim, se A C N(B, r) é necessdrio que r > sup,c 4 D(a, B).

Por outro lado, a condicdo r > sup,c4 D(a, B) ¢é suficiente para que tenhamos A C N(B, r), pois se r >
sup,eq D(a, B) entdo D(a, B) < r para cada a € A, ou seja, infyepd(a, b) < r para cada a € A. Assim, para
cada a € A existe ao menos um b € B tal que d(a, b) < r. Isso significa que cada a € A estd contido em uma bola aberta
R(b, r) para algum b e, portanto, cada a € A estd contido em N (B, 7).

Vemos assim que a condicao r = sup,c 4 D(a, B) é condi¢do necessdria e suficiente para que A C N(B, r). Analo-
gamente, para que B C N(A, r) é necessério e suficiente que r = sup,c g D(b, A).

Logo, para que tenhamos A C N(B, r) e B C N(A, r) é suficiente que r > max {sup,c 4 D(a, B), supyeg D(b, A)}.
Assim,

h(A, B) = inf{r >0l ACN(B,r)e BC N(A, r)} = max{supD(a, B), sup D(b, A)} ,
acA beB

como desejavamos estabelecer. |
O exercicio a seguir ilustra como manipulacoes descuidadas com supremos e infimos podem ser enganosas.

E. 32.22 Fzercicio simples. A expressdo (32.39) poderia ser simplificada se sup D(a, B) e sup D(b, A) fossem sempre iguais, ou
_— acA beB

seja, se valesse que sup inf d(a, b) fosse sempre igual a sup inf d(a, b). Essa igualdade, porém, ndo é, em geral, verdadeira! Encontre
acAbEB beBa€EB
exemplos que ilustram isso. Sugestdo: pense no caso em que A = [0, 1] e B = [0, 2] com a métrica usual. o,

e O caso de conjuntos finitos

Tendo em mente certas aplicagoes, é interessante considerarmos o caso em que A = {a1, ..., an} e B={b1, ..., by}
sdo conjuntos finitos no espago métrico (M, d). Nesse caso, (32.39) reduz-se a

h(A, B) = max{maxD(a, B), max D(b, A)} = max{maxmind(a, b), maxmind(a, b)} . (32.40)
a€cA beB a€A beB beEB acA
Justifique!
E. 32.23 Ezercicio. No mesmo espirito do Exercicio E. 32.22, mostre com exemplos que nem sempre vale que meaj(gnig d(a, b) e
a €
max min d(a, b) sdo iguais no caso de conjuntos finitos. &
bEB acA

e A métrica de Hausdorff

Como observamos, h ndo ¢é necessariamente uma métrica em L4(M). No entanto, se considerarmos h restrita ao
subconjunto de £4(M) composto pelos conjuntos nao vazios, fechados e d-limitados de M, que denotamos por Fy(M),
entao h serd uma métrica.

Proposicao 32.49 Seja (M, d) um espago métrico e seja Fa(M) a cole¢ao de todos os conjuntos nao vazios, fechados
e d-limitados de M. Entao, a fungao h : Fg(M) x Fq(M) — Ry, com h definida em (32.38), é uma métrica em Fq(M),
denominada métrica de Hausdorff. O
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Prova. Como Fg(M) C L4(M), valem as afirmacoes da Proposicao 32.48 e resta apenas provar que se h(A, B) = 0
para algum par A, B € F4(M), entao A = B. A prova é feita mais uma vez por absurdo. Suponhamos que existam
A, B € F4(M) com h(A, B) =0 e que existe a € A tal que a € B. Como B é fechado, a Proposigao 27.8, pagina 1428,
garante-nos que existe ro > 0 tal que B(a, rg) N B = (). Mas isso implica que A ¢ N(B7 ro). Logo, h(A, B) = inf {7“ >
0lAC N(B, r)e BC N(A, r)} >ro > 0, uma contradigao. |

Seja (M, d) um espago métrico e seja Cq(M) a colegdo de todos os conjuntos T4-compactos nao vazios de M. Pelo
item II do Teorema 32.11, pagina 1611, tem-se Cq(M) C Fq(M). O seguinte coroldrio é, portanto, evidente:

Corolario 32.14 Seja (M, d) um espago métrico e seja Cq(M) a coleg¢ao de todos os conjuntos nao vazios e Tq4-compactos
de M. Entao, a fungdo h: Cq(M) x Cq(M) — Ry, com h definida em (32.38), é uma métrica em Fq(M), denominada
métrica de Hausdorff sobre os compactos de M. O

Assim, a restricao de h aos T4-compactos é também uma métrica. Essa métrica especifica, porém, possui diversas pro-
priedades especiais, expressas nos dois seguintes teoremas, e que afirmam que completeza e compacidade sao propriedades
herdadas pela métrica de Hausdorff:

Teorema 32.35 Se (M, d) € um espago métrico completo, entao (Cq4(M), h) também é um espago métrico completo.
O

Teorema 32.36 Se (M, d) é um espago métrico compacto, entio (Cq(M), h) também é um espaco métrico compacto.
O

A demonstragao do Teorema 32.35 pode ser encontrada em [78]. A demonstracao do Teorema 32.36 pode ser encon-
trada em [305].

32.9.1 Continuidade do Conjunto de Raizes de Polinomios

A métrica de Hausdorff introduzida na Secao 32.9, pagina 1655, se presta muito bem a obtencdo de um importante
resultado de Andlise, cujas consequéncias se estendem até a teoria espectral de matrizes (vide o Teorema dos Discos de
Gershgorin, Secdo 10.2.4, pdgina 518) e de operadores em espagos de Banach, resultado esse que consiste na afirmagao
que o conjunto das raizes de um polinémio de grau n depende continuamente dos coeficientes desse polinémio. O sentido
especifico em que essa continuidade se da sera apresentado adiante.

H4 na literatura diversas demonstracoes dessa afirmacdo (como em [272], part II, ou em [436]). A estratégia da
demonstracio que apresentamos segue a de notas nao publicadas de Sebastiaan Janssens®®

Quando variamos continuamente os coeficientes de um polinémio diversas coisas podem ocorrer com suas raizes
distintas: elas podem se cruzar, podem emergir em um ntmero menor de raizes e podem também separar-se. Essas
situagoes estao ligadas a diversos fenomenos de interesse, notadamente na Teoria dos Sistemas Dindmicos (vide e.g.,
[226]), na Fisica e na Quimica.

Uma estratégia que poderia ser adotada no estudo da dependéncia de raizes de um polinémio com seus coeficientes
seria aplicar o Teorema da Fungdo Inversa as Férmulas de Viete, apresentadas na Segdo 6.3.1, pagina 363 (vide, em
particular (6.46)—(6.48), pdgina 364). Uma inspegdo de casos simples (por exemplo, o caso de polinémios de grau
n = 2) revela, porém, que a aplicagido do Teorema da Fungao Inversa falha quando ocorre cruzamento ou emergéncia de
autovalores, ou seja, quando dois ou mais deles tornam-se iguais.

Por essas razoes, faz pouco sentido estudar a continuidade de raizes individuais de um polinémio e é por isso que uma
métrica “coletiva” como a de Hausdorff, que “mede” distancias entre conjuntos e nao apenas entre seus constituintes
individuais, se faz 1til para o estudo de conjuntos de raizes.

e Primeiras definigoes

Denotaremos por P,, = P,,(C) o espago vetorial complexo de todos os polindémios de grau menor ou igual a n € Ny
de uma varidvel complexa z e com coeficientes complexos.

56Vide http://sebastiaanjanssens.nl/math/polyroots/
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Para nossos propdsitos é suficiente considerarmos polindbmios monicos, ou seja, polindomios cujos coeficientes de maior
grau valem exatamente 1. Tais polinomios sio da forma ag + a1z + - - + a,—12"" ' + 2", onde a varidvel z é complexa,
assim como os coeficientes ai, K = 0, ..., n — 1. Denotamos por M,, = M, (C) o subconjunto de P,, composto pelos
polinémios monicos de grau n € IN. Ja comentamos no Exemplo 5.1, pagina 310, que M,, é um subconjunto afim de P,.

Seja M : C™ — M, a aplicagdo que a cada n-upla a = (ag, ..., an—1) € C™ associa o polinémio ménico de grau n
com coeficientes ag, ..., an—1, ou seja, M(a)(z) = M(ao, ce an,l) (2)i==ap+arz+-+an_12"" 1 +2" € M,,. Claro
é que M é bijetora.

Denotemos por F(C) a colegao de todos os subconjuntos finitos (e, portanto, compactos) de C, o qual pode ser dotado
da métrica de Hausdorff (32.40), pagina 1657.

Sabemos pelo Teorema Fundamental da Algebra que M (a) tem ao menos uma e no maximo n raizes distintas em
C. Vamos denotar por R(M(a)) C F(C) o subconjunto de C composto pelas raizes distintas de M (a) e consideremos a
aplicagdo T : C" — F(C) dada por T := Ro M, ou seja,

T(ao, e an_l) = R(M(ao, e an_l)) . (32.41)

e O teorema de continuidade

Nosso proposito é provar o seguinte resultado:
Teorema 32.37 Com as defini¢oes acima, T : C* — F(C) dada por T := RoM (vide (32.41)) é uma aplica¢ao continua
de C™ (dotado da topologia usual) em F(C) (dotado da topologia definida pela métrica de Hausdorff).

Isso significa que na Topologia da Métrica de Hausdorff, o conjunto de raizes distintas de um polinémio depende
continuamente de seus coeficientes. O

Prova. A prova é dividida em diversos passos.
Passo 1. Estabelecendo alguma notagdo.
Dotaremos €™ da norma ||al|e = || (a0, - -, an,l)Hoo :=max {|ao, ..., |an—1]}.

Sejam a = (ag, ..., an—1) € b = (bo, ..., bp_1) elementos de C" e sejam os polindmios moénicos M(a) e M(b).
Expressando a dependéncia na varidvel complexa z, temos M(a)(z) = ag + a1z + - + ap_12"" 1 + 2" e M(b)(2) =
bo+biz+ - +bp_12" 1+ 2" com z € C.

Passo 2. Primeiras majoragoes.

Temos
|M(a)(2) = M(b)(2)| = ‘(GO*bO)JF(al*bl)ZJr(anfl*bnfl)Zn_l‘ < ao = bo| + la1 = ba| |2] + |an—1 = bu—a| 2"
- ||a—b||oo(1+|z|+---+|z|”_1) = Jla = blloUps n,  (32:42)
onde
n-l Lol caso |z| # 1
U‘z‘,n — Z|Z|j _ 1—|z|
7=0 n, caso |z] = 1.

Passo 3. Os conjuntos de raizes de M(a) e M(b).

Vamos denotar o conjunto das raizes distintas de M(a) e M(b) por R(M(a)) = {A\1, ..., M} e R(M(b)) =
{p1, ..., i}, respectivamente, sendo que, pelo Teorema Fundamental da Algebra, k, | € {1, ..., n}. Com isso,
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podemos escrever, novamente pelo Teorema Fundamental da Algebra,

M(a)(z) = H(zfxz-)mi e (32.43)

M@)(z) = [[GE=—p)m, (32.44)

j=1

< o . . k !
onde m;, n; € N sdo as multiplicidades das raizes A; e y;, respectivamente. Lembrar que >, m; = >, nj = n.

Segundo (32.40), pdgina 1657, temos para a métrica de Hausdorff

h{R(M(a)), R(M(b = max max min A=, max min A—plp, 32.45
(a) (0) | | | | (32.45)
reR(M(a)) neR(M®)) ner(M(a)) AeR(M(b))
I 11

onde adotamos em C a métrica usual. Vamos agora majorar adequadamente os elementos do lado direito.
Passo 4. Majorante para I em (32.45).

Para A € R(M(a)) temos por (32.44), |M(a)(X) — M(b)(N)| = |[M(b)(N)| = Hé’:1 A — pj|™. Assim, temos por
(32.42),

1
T =™ < Upspnlla =)o - (32.46)
j=1
Essa desigualdade implica a existéncia de ao menos um j € {1, ..., I} tal que

1/n
A=l < [Uinnlla = blc]

(Se isso fosse falso para todo j € {1, ..., [} a desigualdade (32.46) seria impossivel. Recordar também que Zle m; =n).

Assim, se A € R(M(a)) temos  min | — | < [Upr), nlla — bl|o] tn e, portanto,
neR(M(b)

max min A —p| < Vo nlla—blIX", (32.47)
AeR(M(a)) per(M(q))

sendo

Va,n = (max{U‘/\an, e U‘AkLn})l/n .

Passo 5. Majorante para I1, em (82.45).

Mutatis mutandis, temos pelo mesmo raciocinio que

max min |\ —pu| < Vi alla—b||L" (32.48)
ner(M @) reRr(M(a))

sendo n
Vo, n = (max{UWan, e U|m|7n}> .

Passo 6. Reunindo majorantes.
Com (32.47) e (32.48), temos de (32.45)

h(R(M(0), ROM®))) < W ulla— b4, (32.49)



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 32 1661,/2825

onde
1/n
Wa,b,n = (maX{Up\l"n, ey va\k"n7 U““"n, ceey Ulml,n}) .

Como Wy, q,» também depende de a e b (por meio das raizes \; e 11}, respetivamente) precisamos, para completarmos
a demonstracao, de majorantes adequados para Uy, |, n € U|y;|, n-

Passo 7. Magjorantes para Ux,| n, Ujy;|,n € Wa,b,n-

Se A € R(M(a)), entdo A" = —(ag+aiA+---+an_1A"" 1) e, portanto, |A|" < |ag|+|ay| ||+ +|an—1||A|"". Assim,
caso |A| > 1, podemos escrever |A|" < (|ao|+|a1|+ - +|an—1])|A""! < nllaljoc|A|" !, 0 que implica |A| < n[jaljo. Dessa
forma, eliminando a restrigao |A| > 1, podemos dizer que para todo A € R(M(a)), vale |A\| < 1+ n||a/| Analogamente,
para todo p € R(M (b)), vale |u| <14 n|b]s.

< 11 4 < .
A funcio U, , = Z?:o |z)7 é claramente uma funcao crescente de |z|. Assim, temos que
1/n
Waoon < max {Usnjalc, n s Utinfplloc n} -

Como, obviamente, 1 4+ n|lal|s > 1, temos, majorando os termos da soma pelo maior,

n—1

Utnfaforn = 3 L+ allale)’ < n(l+nllale)"™" < n(1+nlafo)"
j=0

e, analogamente, Uy p)., n < n(l + n||b||oo)n Assim, podemos ainda escrever
Wason < /(14 nmax {Jaloe, lallse}) (32.50)

Passo 8. Finalizando a prova.

Retornando com (32.50) a (32.49), temos

n 1
h(R(M(a)), R(M(b))) < nl/ (1+nmax{||a||oo, anoo}) [ (32.51)
A continuidade que desejdvamos demonstrar é agora imediada pela expressao (32.51): se a — b em C" segundo a
norma || - ||« (e, portanto, segundo qualquer norma de C") e com ||a|loo € ||b]|co limitados, ent@o a distancia na métrica
de Hausdorff entre os conjuntos de rafzes R(M(a)) e R(M (b)) também vai a zero. |

e Comentarios sobre o significado do Teorema 32.37

Um dos pontos relevantes do Teorema 32.37, pagina 1659, é que o mesmo se aplica mesmo quando os polinémios
monicos M (a) e M(b) possuem um ntimero diferente de raizes distintas. Por exemplo, se n =2, a = (0, 0) e b = (0, —e¢),
temos M(a)(z) = 2% e M(b)(z) = 2(z — €) = 22 — ez, e R(M(a)) = {0} e R(M (b)) = {0, €}. Mas ¢ facil ver que
h(R(M(a)), R(M(b))) =€ e que |la — bl = € = 0, sendo que ambos vao a zero quando € — 0, como esperado

O conjunto afim M,, dos polinémios moénicos de grau n pode ser feito um espago métrico por meio da seguinte métrica:

dm (M (a), M(b)) = |la— bl -

E. 32.24 Ezercicio simples. Prove que isso define uma métrica em M,,. "

Fora isso, é claro que a aplicacao M : C* — M, definida anteriormente, é bijetora (i.e., M (a) = M (b) se e somente
se a = b) e continua nas topologias definidas pela norma || - || e pela métrica d,,. Essa forma, um tanto trivial, de
continuidade nao é, porém, o que é afirmado no Teorema 32.37.

Para evitar mal ententidos, cabe também mencionar que a condi¢ao h(R (M (a))7 R(M (b))) = 0 nao necessariamente

implica que M (a) = M(b) e, portanto (pois M é bijetora), ndo implica que a = b. Por exemplo, os polindémios monicos
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de grau 3 dados por M(a)(z) = (z —1)2(z — 2) e M(b)(2) = (z = 1)(2 — 2)%, com a = (=2, 5, —4) e b= (—4, 8, —5),
tém o mesmo conjunto de raizes distintas, a saber, {1, 2} e, portanto, h(R(M(a)), R(M(b))) =0.

Devemos destacar, portanto, que o Teorema 32.37 nao é uma afirmacao sobre continuidade de polindmios monicos nos
seus coeficientes (o que é assegurado em topologias adequadas), mas sobre a continuidade do conjunto de raizes distintas
de um polinémio moénico com seus coeficientes, uma afirmacao bem menos evidente e bem menos trivial.

Note-se também que diferenciabilidade nao é propriedade geralmente esperada das raizes de um polinomio. Tome-se
como exemplo o polinémio moénico de grau 2 dado por M(a)(z) = 22 — 2z + s, para a = (s, 72), com s sendo um
parametro real. Suas raizes sao 1 £+/1 — s. Para s < 1, ambas sao puramente reais e convergem, para s — 1, para a raiz
dupla +1. Para s > 1 ambas as raizes tém parte real +1, mas desenvolvem partes imagindrias ndo nulas +i/|s — 1.
Vide Figura 32.1, pagina 1662.

Figura 32.1: O fluxo no plano complexo das duas raizes 1 4+ /1 — s do polinémio moénico 22 — 2z + s, com s variando
de forma crescente na regidao (—oo, 1] (linhas verdes) e na regidao (1, oo) (linhas azuis). As linhas verdes confluem
horizontalmente para o ponto 1 do plano complexo quando s — 1 e dali emergem verticalmente.
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Apéndices

32.A Prova da Proposicao 32.35

Este apéndice é dedicado a

Demonstra¢do da Proposigdo 32.35. Todo espago Hausdorff é um espago de Fréchet (T3), e uma condigdo necessiria e
suficiente para um espaco ser de Fréchet é que todo conjunto de um elemento seja fechado. Vide discussao a pagina 1584
e seguintes.

Seja € X. Como A recobre X, existe um elemento Ay, € A tal que x € Ay,. Como (X, 7) é Hausdorff, o conjunto
{z} é T-fechado. Além disso, o espaco (X, 7) é normal (pelo Teorema 32.8, pdgina 1606). Portanto, como {z} e (Ax,)°
sdo 7-fechados disjuntos, existe (pela Proposi¢ao 32.10, pagina 1588) um 7-aberto C, tal que x € C, C C, C A,,.
A colegao € = {C,, x € X} é um recobrimento de X por T-abertos e, pela hipStese de paracompacidade, possui um
refinamento por T-abertos localmente finito D = {D,,, € M}, com M sendo algum conjunto de indices.

Observe-se que, como cada D), pertence a algum C; com z € X, ouseja, D, C C, segue também que D_u cC,CA,,.
Concluimos disso que para todo p € M existe um A(u) € A tal que D, C D, C Ay(,). Essa observacao sera usada de
forma essencial no que segue.

Para cada A € A denotemos por B a unido de todos os elementos de D cujo fecho estd contido em Ajy:

By = |J D. (32.A.1)

_DeD
Dcay

Afirmamos que a colecao B = {Bx, A € A} é o conjunto procurado, ou seja, é um refinamento de A por 7-abertos que
satisfazem By C A) para todo A € A. Essa afirmagao serd demonstrada por partes.

1. Que os elementos de B sdo T-abertos é evidente, pois os elementos de D o sao.

2. Que B é um recobrimento de X segue do seguinte argumento. D recobre X (pois é um refinamento de C). Logo,
se y € X existe D, € D com y € D, . Pelo anteriormente observado, existe A(uy) € A tal que y € D, C D, C
Ax(uy)- L0go, y € By(u,) € B, provando que todo y € X pertence a algum elemento de B.

3. Que B é um refinamento de A é evidente por (32.A.1), pois aquela expressdo afirma que para cada A € A vale

Byi=| |J D|lc| U D|cAx
DeD DeD
DcAy DCAy

4. Que By C Ay para todo X € A segue da seguinte sequéncia de passos.

I. Seja z € By. Pela Proposicio 27.8, pagina 1428, toda vizinhanca 7-aberta de z tem interseccio nio vazia
com Bj. Logo, toda vizinhanga 7-aberta de z tem intersec¢ao nao vazia com ao menos um conjunto D € D
satisfazendo D C A,.

1I. Como D é localmente finito, existe uma vizinhanga T-aberta V, de z que intersecta apenas uma colecao finita
de elementos de D.

HI. Como V, é uma vizinhanga 7-aberta de z, V. tem interseccdo nao vazia com ao menos um conjunto D € D
satisfazendo D C Ay (pelo item I). Mas hd apenas uma colegao finita de elementos de D que intersectam V, e,
portanto, ha apenas uma colegao finita de elementos D de D que intersectam V, e satisfazem D C Ay. Sejam

Dy, ..., D, esses conjuntos.
1V. Pelas consideragoes acima, D1, ..., D, sao os unicos conjuntos de D com intersec¢ao nao vazia com V, e cujo
fecho estd contido em Ax: V., ND; #0 e Dj C Ay paratodo j =1, ..., n.

. 2@ \C
V. Afirmamos agora que z € Dy U---U D,. De fato, se assim nao fosse, teriamos z € (D1 U---u Dn) , que é

c
T-aberto. Logo, V, N <D1 u---u Dn) seria uma vizinhanca 7-aberta de z. Portanto, pelo item I, existiria
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VI

ao menos um D € D satisfazendo D C Ay tal que {VZ N (D1 U---u Dn) } N D # (. Mas isso implica duas

coisas:
a) V.ND#Pe
b) (Dlu---UDn)cmD;é@.

O item a) implica (pelo item IV) que D = Dy, para algum k € {1, ..., n}. Esse fato, porém, contradiz o item
b), pois ambos implicariam

0 # (DU~ 0D,) nDy € (DiU-UD,) "Dy C (D) NDy = 0,

um absurdo.

Assim, estabelecemos que z € D1 U---UD,, = D; U---U D, (p;ara a ultima igualdade, vide item 4 da
Proposigao 27.4, pagina 1425). Como vimos no item IV, porém, D; C Ay para todo j =1, ..., n Logo,
estabelecemos que z € Ay, provando que By C Aj. |
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