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ESTE capitulo daremos continuidade ao Capitulo 33, pagina 1667, introduzindo agora nogoes de natureza geométrica
no estudo de variedades diferencidveis, nogoes tais como a de tensor métrico, a de tensor métrico Riemanniano, a
de tensor métrico semi-Riemanniano, a de tensor métrico Lorentziano, a de conexao afim, a de tensor de torcao,

a de derivagao covariante, a de transporte paralelo, a de curva geodésica, a de conexao de Levi-Civita, a de tensor de

curvatura etc. Todos esses temas fazem parte da area da Matematica denominada Geometria Diferencial e encontram

aplicagoes importantes em Fisica na Teoria da Relatividade Geral. Uma lista de referéncias bibliograficas para os assuntos

aqui discutidos encontra-se na introducao ao Capitulo 33, pagina 1667.

34.1 Tensores Métricos Riemannianos e Semi-Riemannianos

Em tudo o que segue denotaremos por C*°(M) o conjunto das fun¢ées infinitamente diferencidveis com valores em R de-
finidas em uma variedade diferencidvel M e por 2 (M) o conjunto dos campos vetoriais reais infinitamente diferencidveis
também definidos em M.

e Tensores Métricos semi-Riemannianos

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. Seja g um campo tensorial de tipo (0, 2), ou seja, uma aplicagao
g: X (M) x Z(M)— R tal que para cada p € M a aplicacdo &' (M) x Z' (M) > (A, B) — g(A, B), seja bilinear, ou
seja, valha

g(Aa B+C)p = g(Aa B)p+g(Aa C)p7
g(A+B, C)p = g(A, C)p+g(37 C):D’
g(aA, B)p = apg(A, B)pv

g(A, bB)p = bpg(A, B)pv

para todo p € M, para todos A, B, C € Z(M) e todos a, b € C*°(M). Um campo tensorial g de tipo (2, 0) é dito
ser uma tensor métrico semi-Riemanniano', ou uma pseudométrica Riemanniana se for simétrico e ndo degenerado, ou
seja, se

g(Av B):D = g(Bv A)p

para todo p € M e para todos A, B € £ (M) (simetria) e se valer para todo p € M que a condi¢do g(A, B), =0 ¢é
vélida para todo A € 2°(M) se e somente se B for identicamente nulo em p (ndo degenerescéncia). Suporemos também
que para cada (A, B) € Z' (M) x & (M) a aplicagdo p — g(A, B), seja suficientemente diferencidvel, eventualmente,
infinitamente diferencidvel.

Na literatura fisica, um tensor métrico é muito frequentemente denominado métrica. Essa nomenclatura nao é muito
adequada (e evitamos usé-la sempre que possivel) por confundir-se indevidamente com a nogao topolégica de métrica
(assunto do Capitulo 24, pdgina 1296).

e Tensores métricos Riemannianos

Um tensor métrico semi-Riemanniano g é dita ser uma tensor métrico Riemanniano se for nao negativo:
9(A, A), = 0,

para todo p € M e para todo A € 2 (M). Tensores métricos Riemannianos ocorrem naturalmente na Geometria de
Superficies, dai sua relevancia.

Para néds, tensores métricos Riemannianos sao um caso especial de tensores métricos semi-Riemannianos, de modo
que ao fazermos afirmagoes gerais sobre os segundos, estas valerao também para as primeiros como caso particular.

LGeorg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 34 1738/2825

Afirmamos que se g é um tensor métrico Riemanniano, entao vale
2
(9(A, B)y)” < g(A, A)pg(B, B)y (34.1)

para todo p € M e para todos A, B € 2 (M), propriedade essa conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz. De
fato, se g é um tensor métrico Riemanniano, entdo para todos A, B € 2 (M) e todo A € R vale

0 < g(A+AB, A+AB) = Mg(B, B), +2\g(A, B), +g(A, A),. (34.2)

Caso g(B, B), = 0 a expressao (34.2) s6 pode ser verdadeira para todo A € R se g(A4, B), = 0, em cujo caso (34.1) é
trivialmente satisfeita (ambos os lados se anulam). Caso g(B, B), > 0 a expressao (34.2) fica

oA, B)\? (9(4, B),)’
0 < g(B, B), ()\+m) + (9(14, A)p — W) ;

o que s6 pode ser verdadeiro para todo A € R se g(A, A), — % > 0, provando (34.1).

Um coroldrio evidente de (34.1) é que g é um tensor métrico Riemanniano se e somente se valerem as seguintes
condigoes para todo p € M:

1. g é simétrico: g(A, B), = g(B, A),, VA, B € 2 (M),
2. g é ndo negativo: g(A, A), >0,VA e 2 (M),
3. g(A, A), =0 se e somente se A, = 0.

De fato, se g é Riemanniano 1 e 2 séo satisfeitos e se g(A4, A), = 0, teremos por (34.1) que g(A4, B), = 0 para todo B,
o que implica A, = 0 pela ndo degenerescéncia de g. Por outro lado, se valerem as condigdes 1, 2 e 3 e g(A, B), =0
para todo B,, tem-se, em particular, que g(A, A), =0, o que implica A, = 0 pela condigao 3, acima.

e Tensores métricos semi-Riemannianos e formas bilineares

Se g é um tensor métrico semi-Riemanniano, entao para cada p € M temos definida uma forma bilinear simétrica e
nao degenerada em T,M por T,M x T,M > (A, B) — g(A, B), € R. Reciprocamente, uma forma bilinear simétrica e
nao degenerada definida em cada T,M (e que seja também diferencidvel) define um tensor métrico semi-Riemanniano.

No caso de g ser um tensor métrico Riemanniano a forma bilinear simétrica e ndo degenerada g(A4, B), é também
positiva e, portanto, define um produto escalar (ou produto interno) em T,M. Um tensor métrico Riemanniano em M,
portanto, coincide com um produto escalar definido em cada espago tangente T, M (e que seja também diferencidvel).

e Representagao em coordenadas locais

Em uma carta local de coordenadas (que denotamos por (z!, ..., ™)) podemos escrever um vetor A € T,M como
(omitiremos a dependéncia com o ponto p para nao sobrecarregar a notacdo) A, = A’ a(zi' Assim, se g é um tensor

métrico semi-Riemanniana, teremos

9(A, B) = 9<Ai 0 il ) = 9<i i) A'B? = g A'B

oz’ " Oxd Oz’ Oxd
onde 5 5
9ij = g <%, @) (34.3)
sdo as componentes (covariantes) do tensor métrico semi-Riemanniano g na base {%, ey W‘?m} de T, M definida pelas
coordenadas locais em questdo. A condigdo de simetria implica que g;; = g;; para todos os indices ¢, j € {1, ..., m}.

Assim, o tensor métrico semi-Riemanniano g possui m(m + 1)/2 componentes independentes.

Alternativamente, podemos escrever _ '
g = gijdr* ®da’
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com o que teremos também o pareamento?

— % k l _ kpl i
(9, A® B) = <gijd:£ ® da?, (A 9 k) ® (B _axl)> = g;;A"B <dx ® da’, E ®_8xl>

.9 ;0 i g
B kol i _ i _
= gi;A"B <dx’ W><dxj’ ﬁ> = gi;A'B’ = g(A, B),

como esperado.

e Transformacao das componentes de um tensor métrico por mudancgas de sistemas de coordenadas

Em um sistema de coordenadas (z/', ..., 2/™), para o qual teremos a base no espago tangente T,M dada por
b . ~
{%, A ML,M} com Wa,a = %% (vide (33.16)), as componentes de g serdo

fm (8 0N (080 O 0N _ 02t (0 0 _ Oaf0c
G = I\ o 027 ) ~ I\0a 0a*” 0ai 02t) T 0w 0w I\ 0aF 92t ) T 0w 0w T

Assim, . ‘ . 4
g = giyde' @ da? = gj;da" @ dx"
com o
oz" Oz
!
A expressdo (34.4) mostra como obter as componentes de g no sistema de coordenadas (z'!, ..., 2/™) a partir das
componentes de g no sistema de coordenadas (z!, ..., ™).

e Tensores métricos Riemannianas. O exemplo de superficies regulares

Vamos discutir um exemplo importante (também historicamente) de tensores métricos Riemannianos, a saber, aquelas
definidas sobre superficies regulares de R™. Por conveniéncia, absteremo-nos na discussao deste exemplo de usar a
convencao de soma de Einstein.

Seja S uma superficie regular de dimensdo m em R™ (com m < n) e seja p € S. Na vizinhanga de p a superficie
S é descrita por n funcoes diferencidveis y! (:cl, ceey xm), ey Yy (:cl, ey :cm) definidas em algum aberto O de R™.

Denotaremos por (:czl,, ceey :c;”) as coordenadas em O correspondentes ao ponto p. A aplicagao diferencial
. oy
Ozt o™
(34.5)
oy ... Sy°
Ozl dxz™

é injetora em todo O. Se f : R™ — R é uma fungao diferencidvel em uma vizinhanga suficientemente pequena de p, sua res-

tricdo a S pode ser expressa como uma funcio das coordenadas z*', ..., 2™: f(y1 (ab, ..., 2™), oy (at :cm))
Se considerarmos uma curva diferencidvel x!(t), ..., 2™(t) em O que passe por p em t = 0 teremos para a funcao f
a expressao F(t) = f(yl (z(t), ..., 2™ (), ..., y"(z(0), ..., acm(t))) quando restrita 3 imagem dessa curva em S.

Assim, pela regra da cadeia,

8

dy*
8$b 0) )
a=1 b= 1

2Sobre a nomenclatura. Seja V um espaco vetorial e seja V/ seu dual. Seja v’ € V/. A fungdo V 3 v+ v/(v) é muitas vezes denotada por
(v, v). Parav € V e v’ € V/ a expressao (v/, v) é denominada pareamento e v’ e v, em uma tradugdo do inglés pairing.
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sendo as derivadas parciais calculadas em p. Considerando-se curvas como (:czl,, ceey IC% +1t, ..., :c;”) vemos que
n
0 oy* 9 1
— = — j=1 ...,m.
O’ Oxd Oy’
p a=1 Yy
Os vetores a%a’ a=1, ..., n compéem uma base de coordenadas Cartesianas do espago ambiente R™. Assim, a ltima
expressao mostra-nos como os vetores % |p, 7 =1, ..., m, do espago tangente sao expressos em termos dos vetores da
a

base Cartesiana de R™. L& vemos que as componentes de % ‘p nessa base sao dadas por gzj ,a=1, ..., n.

No espacgo ambiente existe um produto escalar natural definido entre os vetores: o produto escalar Euclidiano usual,

dado por
ZAa aya B bz:;Bba—yb - (;AGBLL .

a=1

RW,
Segundo esse produto escalar, temos
0 0 "L Ay Oy
- 3 - == T A 3
oxt » oxJ o/ g ot Oxt Ox7
para todos ¢, j € {1, ..., m}. Trata-se de um produto escalar restrito ao espaco tangente T,S, o plano tangente a S em

p. Portanto, esse produto escalar define um tensor métrico Riemanniano com componentes

G =g 0 0 0 0
ij = | o - o Oad ’
oz’ » oxJ » okl » oz’ o/ g
sendo i, j € {1, ..., m}, ou seja,
B "L 9y® Oy°

i = oxt Oxd
a=1

Que g define um produto escalar (forma bilinear, simétrica, positiva e nao degenerada) em TS5, segue das propriedades
correspondentes do produto escalar do Euclidiano no espago ambiente e da injetividade de (34.5).

Esse tensor métrico é denominado tensor métrico natural definido na superficie regular S. Trata-se do tensor métrico
induzido em S pelo produto escalar Euclidiano usual do espago ambiente R™ onde S estd mergulhada.

e Signatura (ou assinatura) de tensores métricos semi-Riemannianos

Retornemos agora a discussao geral.

Considerando as matrizes G e G', com elementos de matriz (G)i; = gi; e (G')ij = gi;, respectivamente, (34.4)
indica-nos que, por transformacoes de coordenadas, G e G’ relacionam-se por

G' = P'ap, (34.6)
onde P é a matriz com elementos de matriz Py, = %. Assim, G é levada em G’ por um transformacgao de congruéncia
(para a definigdo, vide pdgina 553).

A condicao de simetria sobre um tensor métrico semi-Riemanniano g garante também que a matriz G possui auto-
valores reais e garante a possibilidade de diagonalizé-la em um ponto ¢ € M, ou seja, para ¢ € M existe uma base em
T,M tal que a matriz G4 assume uma forma diagonal®. Como g é ndo degenerada, G ndo pode conter 0 como autovalor
(justifique!).

Pela Lei da Inércia de Sylvester, Teorema 10.18, pagina 554, transformagoes de congruéncia, ainda que possam alterar
os autovalores de GG, preservam o numero de autovalores positivos, o nimero de autovalores negativos e o nimero de
autovalores nulos (sempre contando a degenerescéncia dos autovalores). Assim, como nao ocorre o autovalor nulo, o
ntimero de autovalores positivos e o nimero de autovalores negativos sao uma caracteristica de g, ou seja, nao sao
alterados por mudancas de coordenadas.

3Note-se que pode nio ser possivel diagonalizar cada G4 simultaneamente para todo ¢ € M de modo continuo.
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O par (p, n), onde p é o niimero de autovalores positivos de g e n é o ntimero de autovalores negativos de g (sempre
contando a degenerescéncia dos autovalores) é denominado signatura®, ou assinatura, do tensor métrico g e é, portanto,
um invariante por mudancas de sistemas de coordenadas.

Da imposicao que g é nao degenerada em toda a variedade M obtém-se também que a signatura de g é constante em
toda M pois, se assim nao fosse, um dos autovalores teria de trocar de sinal, anulando-se, portanto, em algum ponto,
devido a continuidade de g, o que violaria a condicao de nao degenerescéncia.

O estudante hé de perceber também que se trocarmos uma tensor métrico semi-Riemanniano g por —g a signatura
muda de (p, n) para (n, p).
Muitas vezes a signatura (p, n) de um tensor métrico semi-Riemanniano g é denotada por uma m-upla de p sinais
“+” e n sinais “—": (+, ey —y ey —).
—_——— ———

p vezes TN vezes

e Forma diagonal candnica

Seja g um tensor métrico semi-Riemanniano com signatura (p, n). Em um ponto especifico g é sempre possivel encon-

trar um sistema de coordenadas no qual a matriz G, assume a forma diagonal (Jr, R T T ) De fato, como co-
—_———— ———
p vezes n vezes
mentamos, podemos escolher uma base na qual G, assume a forma diagonal g, = diag (dl, ey Ay, —dpta, .o, —dp+n),

com dj, > 0 para todo k. Reescalonando-se as coordenadas z* na forma % — /dyz*, G, assume a forma desejada, que
denominamos forma diagonal canénica do tensor métrico semi-Riemanniano no ponto ¢. Como antes lembramos que em
geral s6 é possivel reduzir um tensor métrico a sua forma candnica em um ponto isolado, nem sempre sendo possivel
igualmente fazé-lo em uma vizinhanca desse ponto.

e Tensores métricos Lorentzianas

E muito facil perceber que um tensor métrico é Riemanniano se e somente se possuir signatura (+, ..., +).

Além de tensores métricos com tal signatura, importantes nas Geometrias Riemannianas, hd também um interesse
especial por tensores métricos com signatura (+, —, ..., —) (ou (—, +, ..., +), dependendo da convengao), pois sdo
tais tensores métricos que ocorrem na descricao do espago-tempo na Teoria da Relatividade Geral. Tensores métricos

com signatura (+, —, ..., —) (ou (=, +, ..., +)), sdo denominadas tensores métricos Lorentzianos®.

Nestas Notas adotaremos a convencao (dita “da maioria”) de considerar tensores métricos Lorentzianos sempre com
signatura (4, —, ..., —). O leitor seja, porém, advertido de que tal conven¢ao nao é universal em textos de Fisica, onde
por vezes adota-se a convengdo (—, +, ..., +). A convengdo (+, —, ..., —) é mais comum na Fisica das Particulas
Elementares e na Teoria Quantica de Campos, enquanto que a convengdo (—, +, ..., +) é mais comum na Teoria da
Relatividade Geral.

e Variedades semi-Riemannianas, Riemannianas e Lorentzianas

Uma variedade diferencidavel M dotada de um tensor métrico semi-Riemanniano (Riemanniano, Lorentziana) g ¢ dita
ser uma variedade semi-Riemanniana (Riemanniana, Lorentziana, respectivamente).

Variedades semi-Riemannianas (tais como variedades Riemannianas ou Lorentzianas) serdo frequentemente denotadas
por um par (M, g), com M sendo a variedade e g sendo o tensor métrico semi-Riemanniano considerada em M.

Uma questao matematicamente importante é saber se uma variedade diferencidvel M dada admite algum tensor
métrico semi-Riemanniano com uma dada signatura. Como veremos logo abaixo, toda variedade diferencidvel admite
um tensor métrico Riemanniano, mas para tensores métricos Lorentzianos a situagao é mais restritiva: para que uma
variedade diferenciavel M admita um tensor métrico Lorentziano é necesséria e suficiente ou que M seja nao compacta
ou que M seja compacta, mas tenha caracteristica de Euler nula (a esfera $2, por exemplo, ndo admite nenhum tensor
métrico Lorentziano, por ter caracteristica de Euler igual a 2). Como veremos, toda variedade Lorentziana compacta
possui curvas tipo-tempo fechadas. Como essa é uma caracteristica indesejada de modelos fisicos do espago-tempo (por
ser o principio de causalidade violado), variedades compactas sdo frequentemente desconsideradas.

4A palavra signatura vem do Latim, onde significa assinatura. Existe também no Portugués, com o mesmo sentido, mas caiu em desuso
na linguagem comum.
5Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).
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o Existéncia de tensores métricos Riemannianos

Proposigao 34.1 Toda variedade diferencidvel M admite ao menos um tensor métrico Riemanniano. O

Prova. Seja m a dimensdao de M e A = {(Ax, hx), A € A} um atlas infinitamente diferencidvel em M. Sejam

xt, ..., x7) as coordenadas com que sdo descritos os pontos do aberto Ay C M, de modo que para cada p €

A A

Ay tenhamos em T,M uma base 8‘?1 Y e aim‘ . Para A = A’ 88,- e B=RH 667_- definamos nessa base
3,)\ P l)\ P I>\ P Cl))\ P

g?(A, B) := §;;A"B7, ou seja, (g;‘)ij = ;. E bastante claro que ¢g* é infinitamente diferencidvel e define um tensor

métrico Riemanniano em Ay. Com isso, temos um tensor métrico Riemanniano definida em cada carta local Ay do atlas
A e, com isso, podemos evocar a Proposicao 33.5, pagina 1681, e definir um tensor métrico g em toda M por

g(Av B)P = Zpa(p)gz))\a(Aa B)a (347)

a€lN

onde as fungbes P, compoem uma parti¢cao da unidade infinitamente diferenciavel em M subordinada ao recobrimento
A. E elementar constatar que g é também um tensor métrico Riemanniano, por ser diferencidvel e por valer g(A, A) > 0,
sendo g(A, A) =0 se e somente se A = 0.

e Condicoes para a existéncia de tensores métricos Lorentzianos

A Proposic¢ao 34.1 ndo pode ser estendida de modo a incluir tensores métricos semi-Riemannianos ou Lorentzianos.
Ainda que seja sempre possivel definir tensores métricos Lorentzianos em cartas locais (adotando-se, por exemplo,
(g;)\)ij = 1n;;, com 1 sendo o tensor métrico de Minkowski), a extensdo (34.7) ndo fornece necessariamente um tensor
métrico Lorentziano (ndo é garantido que se obtenha uma forma nao degenerada nem que se obtenha a signatura
desejada). A proposicdo que segue fornece uma condi¢do necessiria e suficiente para que uma variedade admita um
tensor métrico Lorentziano.

Proposigao 34.2 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que M admita um
tensor métrico Lorentziano € que exista um campo vetorial V€ Z (M) com a propriedade de nunca se anular em M, ou
seja, Vi, # 0 para todo p € M.

Assim, uma condi¢do necessdria e suficiente para que M admita um tensor métrico Lorentziano € que ou M seja nao
compacta ou seja compacta mas possua caracteristica de Euler nula. O

Prova. Seja g algum tensor métrico Riemanniano em M (que ao menos uma exista é garantido pela Proposi¢ao 34.1).
Vamos supor que exista um campo vetorial V' € £ (M) que nunca se anula em M. Pela hipétese g(V, V), # 0 para

todo p € M. Defina-se

h(A, B) — 29(145 V)Q(Ba V) —g(A, B)g(V, V) . (34.8)

(9(v, V)
Vamos provar que h é um tensor métrico Lorentziano em M. Em primeiro lugar, i é evidentemente simétrica. Em
segundo lugar, h é diferencidvel, pois g(V, V), # 0 para todo p € M e pois todos os demais ingredientes em (34.8) o sao.
Em terceiro lugar, h é ndo degenerada, o que se prova pelo seguinte raciocinio: se A for tal que h(A4, B) = 0 para todo
B, teremos para B =V que g(A, V) = 2g(A, V), o que implica g(A, V) = 0. Assim, h(A, B) = —g(A, B)/g(V, V)
para todo B e, portanto, se h(A, B) = 0 para todo B, teremos g(A, B) = 0 para todo B. Como o tensor métrico
Riemanniano g é ndo degenerado, isso implica que A = 0, provando que h é nao degenerado.

E fécil constatar agora que h(V, V) = 1. Ao mesmo tempo, se W ¢ tal que g(W, V), = 0 com g(W, W), > 0,
teremos h(W, V), =0 e h(W, W), = —g(W, W),/g(V, V), < 0. Disso conclui-se facilmente (exercicio!) que h tem a
signatura de um tensor métrico Lorentziana.

A demonstracao da reciproca é mais complexa e pode ser encontrada em e.g. [371].

Vimos que uma condig@o necessaria e suficiente para que M admita uma tensor métrico Lorentziano é que M admita
um campo vetorial que nao se anule em parte alguma em M. Por teoremas bem conhecidos da Topologia Algébrica, isso
ocorrerd se e somente se M for ndo compacta ou se for compacta, mas possuir caracteristica de Euler nula. |
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e Alguns comentarios sobre notagao e nomenclatura

Fagamos alguns comentarios e adverténcias gerais antes de prosseguirmos. Em primeiro lugar, o estudante principiante
nao deve confundir a nogao de tensor métrico, introduzida acima com a de métrica no sentido usado em Topologia (uma
nogao de distancia entre elementos de um conjunto, vide Capitulo 24, pdgina 1296). Com um tensor métrico Riemanniano
é possivel definir-se uma nogao de comprimento de curvas e, com isso, uma métrica no sentido topolégico, mas as duas
nogoes nao podem ser confundidas.

Comentamos também que alguns textos usam uma notacao do tipo produto escalar <A, B >g para designar g(A, B).
Observe-se o sup-indice g em <A, B >g. Nao empregaremos essa notacao para evitar confusoes com o pareamento <V’ , V),
onde V é um elemento de um espaco vetorial e V’ de seu dual.

Alertamos o estudante para o seguinte ponto de nomenclatura. Tensores métricos Lorentzianos foram no passado
denominadas métricas pseudo-Riemannianas (especialmente em livros de Relatividade Geral). Hoje em dia, em textos
matematicos, a expressao “métrica pseudo-Riemanniana” é sinonimo de “métrica semi-Riemanniana” no sentido que
usamos a pagina 1737. Em verdade, a expressao “métrica pseudo-Riemanniana”, em qualquer sentido, tende lentamente
ao desuso (talvez devido a um efeito psicolégico nocivo no prefixo “pseudo”). As expressdes “métrica Riemanniana” e
“métrica Lorentziana”, como nao é raro de acontecer nas Ciéncias, nao fazem justica aos seus verdadeiros introdutores:
Gauss® e Minkowski’, respectivamente.

e Tensores métricos semi-Riemannianos e medida de integracao invariante em variedades

Vamos aproveitar o ensejo para introduzir uma medida de integragao invariante (por difeomorfismos que preservam
orientagao) em variedades. Essa breve exposi¢ao é um tanto informal e pode ser apresentada de forma muito mais geral
e elegante quando discutirmos propriedades de formas diferenciais.

Seja g um tensor métrico Riemanniano e sejam G e G’ (com (G);; = ¢i5 € (G')ij =
de suas componentes dois sistemas local de coordenadas (z', ..., ™) e (2%, . ™), respectivamente. Como ja
comentamos em (34.4) indica-nos que G e G’ relacionam-se por G' = PTGP, onde P é a matriz com elementos de
matriz Py, = gzi,ab. Se denotarmos por g e g’ os determinantes de G e G’, respectivamente, segue disso que

as representagoes matriciais

i7)
)

I g, (34.9)

onde J := det(P) é o Jacobiano da matriz de mudanga de coordenadas P.

1 /1
)

Assim, se a mudancga de coordenadas (z ox™) e (2 ..., 2'™) possui Jacobiano positivo, segue que

\/‘g"d:c’l e da™ =\ /|g| dat - da™

pois dz' -+ da™ = Jda't --. da'™. Vemos com isso que

\/|g| dat - da™ (34.10)

prové uma medida de integragao invariante por mudangas locais de coordenadas em uma variedade semi-Riemanniana
orientavel.

o A “inversa” do tensor métrico

A condi¢do de nao degenerescéncia do tensor métrico implica que, em uma carta local de coordenadas (z!, ..., ™),
a matriz G introduzida & pagina 1740, com elementos g;;, possui uma inversa. Os elementos de matriz dessa inversa G~!
sdo denotados por ¢*/, com indices superiores. Como veremos, essa distincdo notacional de indices superiores e inferiores,
ainda que nao possua nenhum significado profundo em si, é muito conveniente. Observe-se que como G é uma matriz
simétrica, G~! também o é e vale a relacdo simetria g = ¢7% para todos os indices i, j.

Naturalmente, G~!G =1 e GG~! =1, o que se escreve na forma
9”91 = O e 919’ = o7 . (34.11)
Por uma mudanca de sistema de coordenadas G transforma-se segundo (34.6). Logo, G~1 transforma—se como G/~ =
_1G_1(P_1)T. Os elementos de matriz de P sao P, =

~ _ ra
97 ¢ os elementos de matriz de P~ sdo (P~ 1), = &

ox
oz’ oz®

6Johann Carl Friedrich Gau§ (1777-1855).
"Hermann Minkowski (1864-1909).
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(verifique!). Logo, a transformacio dos elementos g% é

-
ox" 02" 4

%
oz* ozt Y

(34.12)

E. 34.1 Ezercicio. Verifique isso e constate que essa expressdo respeita as relagdes (34.11), como esperado. o,

Com os elementos g*/ é possivel definir um tensor g* : 27*(M) x 2*(M) — R, de tipo (0, 2), definido em uma carta
local por

ou seja,
0 0
b= g . 34.14
g 9" B ® oxI ( )
Observe-se que _ ' N
gﬁ(dmz, dm]) = g". (34.15)

E importante notar que as expressoes (34.13) e (34.14) sao invariantes por mudancas de sistemas de coordenadas. E
suficiente provar essa afirmacao para (34.14). De fato,

r ij O ® 0 (34.12) e (33.16) ox't dz" kl(é)x“ 0 > (é?acb 8)

g = oz’ = Ox ozk 0zl g ozt Ox° 02/ Oxb
Cator ool o 0 0 0
T 9% 0x 02 029 9 Bue T b~ Y ouk Ton T I
—ga 5b
—p 5!

como querfamos mostrar. Isso prova que gf tem uma existéncia intrinseca, independente do sistema de coordenadas
adotado.

Agora, um pouco da nomenclatura adotada em textos de Fisica. As componentes de ¢ em uma carta local de
coordenadas sao (por defini¢do) g¥ e sdo denominadas componentes contravariantes do tensor métrico. As componentes
gi; do tensor métrico sao também denominadas componentes covariantes do tensor métrico. O tensor g = gy é também
denominado tensor métrico covariante e o tensor ¢! é também denominado tensor métrico contravariante.

e Elevando e abaixando indices

Por uma questao de simetria, vamos aqui denotar o tensor métrico g por g4. Temos, portanto, em uma carta local,

0,0
Oxt =~ Oxd

g = giyda' @da? e gF = gY

O tensor g; permite definir uma aplicacdo linear de 2 (M) em Z™*(M) que denotamos por gy. Definimos essa
aplicac@o linear gy : 2 (M) — Z*(M) como sendo a aplicagdo linear que a cada A € 2 (M) associa um elemento
Ay = gy(A) € (M) de forma que

(A, B) = g4(A, B) (34.16)

seja vélida para todo B € 2 (M). Em componentes de uma carta local, escrevendo A = Ai%, B = Bj% e Ay =

(Ay)rda®, (34.16) fica (Ay); B’ = g¢;;A'B?, mostrando que (4y); = g;; A*.

Em resumo,

gy <Ai 8(;.) = g;; Alda? . (34.17)

E também interessante observar que, seguindo as defini¢oes acima,

0 0 ;
— = g..d?
(afﬂi)ﬁ gy (8:01) gijda’ . (34.18)
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Verifique!

H4 uma construgio andloga envolvendo o tensor g#. O tensor g* permite definir uma aplicagdo linear g# : 27 (M) —
2 (M) como sendo a aplicacio linear que a cada B € 27*(M) associa um elemento B* = g#(B) € 2 (M) de forma que

(A, BY) = ¢'(4, B) (34.19)

seja vélida para todo A € 2*(M). Em componentes de uma carta local, escrevendo A = A;dz’, B = Bjda’ e
Bf = (B*)* 2. (34.19) fica A;(B*)" = ¢ A; B}, mostrando que (B¥)’ = g/ B;.

Em resumo,

g*(Bidz") = gijBi%. (34.20)

E também interessante observar que, seguindo as defini¢oes acima,

0

it i ij
(dac) = g”(dac) = gjﬁ. (34.21)

Verifique!

Como ¢ de se esperar, as aplicacoes g¥ e gy sdo a inversa uma da outra. Isso ¢ mais facilmente constatado em uma
base de coordenadas. De fato, para todo i tem-se

G\ (34.21) s 0 (34.18) -

9 (g” (d:ﬂ)) = ¢"g|57) = 979 dab = da’,
oxJ ——

=i

o que, devido & linearidade de g* e gy, implica gy o gt =id a-(m)- De maneira totalmente andloga demonstra-se que

g*o g4 = id o (ar). Em funcao disso, (34.16) e (34.19) implicam também
(A, B) = g:(A% B) = ¢*(4, By) , (34.22)

para todos A € Z*(M) e Be Z'(M).

Como vimos acima, a aplicacdo que leva um vetor A ao covetor Ay corresponde, no que concerne as suas componentes
em uma base de coordenadas, a transformar as componentes A’ nas componentes (A;); = g;;A*. Analogamente, a
aplicacdo que leva um covetor B ao vetor B* corresponde, no que concerne as suas componentes em uma base de coorde-
nadas, a transformar as componentes B; nas componentes (B%) = g¥ B;. Uma notacao muito mais pratica, encontrada
amitude em livros sobre a Teoria da Relatividade Geral, omite o simbolo f das componentes dos vetores e dos covetores
e permite escrever as componentes de Ay e Bt como Aj = gijA" e B" = g" B, respectivamente. Assim, de um ponto de
vista notacional, no que concerne as componentes, a passagem de A a A; e de B a Bt consiste em abaixar e, respecti-
vamente, elevar seus indices, transformagoes essas definidas pelas contracoes A; = giin e Bt = g% Bj, respectivamente,
com as componentes dos tensores gy e g, respectivamente. Essas operacoes sdo inversas uma da outra, como ji comen-
tamos. Componentes de vetores, com indices em cima, sao frequentemente denominadas componentes contravariantes e
componentes de covetores, com indices em baixo, sao frequentemente denominadas componentes covariantes.

Como tensores sdo elementos de produtos tensoriais dos espagos 2 (M) e Z™*(M), as aplicacbes gy e g" estendem-se
também a tensores de maneira ébvia, permitindo, analogamente, definir as operagoes de elevar e abaixar indices tensoriais.

e Bases em T,M e bases duais em T;M

Tomemos {e1, ..., €5}, uma base de vetores em T,M, e {e!, ..., €™}, sua base dual de covetores em T,M, de
sorte que para o pareamento de €' e e;, valha (e’, €j), = d5. Como em (33.18) e (33.21), escrevemos

0

l
l
é?acp

e e’ = EF, dxl\p : (34.23)

Sejam também o conjunto de vetores {elﬁ7 ..., €™} em T,M e o conjunto de covetores {eis, -y ey} em ToM
definidos por

- g* (") e ery = gglex) (34.24)
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k=1, ..., m. E f4cil constatar, pela invertibilidade de gy e gt que {elu, ey emﬁ} compoe uma base em T, M e que
{e1s, ..., eny} compde uma base em T, M. Por defini¢ao, teremos
g(ez , ej>p = (e, &j), = 0 e g(ez7 ejﬁ>p = (e, ej), = 0;. (34.25)
Verifique! Teremos também <ejﬁ, eiﬁ>p (34.16) g (ej, eiﬁ)p =g (eiﬁ, ej)p (84.25) (e, ej>p = 0} e, portanto,
<ejﬁ, ei”> — 4 (34.26)
P
Isso estabeleceu que a base {elu, cen emﬁ} é a base dual da base {elﬁ, e emﬁ}. Para uso futuro, resumindo as
expressoes acima em uma linha, tem-se
5 = (e’ ej) =g (eiﬁ7 ej> =g (ei, ejg) = <ejli’ eiu> . (34.27)
p P P P
Por (34.23) e (34.24) e por (34.18) e (34.21) tem-se,

# m) 0 0
o = (B™) g = B g
p

Em particular, valem em um ponto p,

e ekﬁ = (Eklglm> d$nL|p = Ekl dIl|p .

p

# 0
dz*" = gklw e (W)ﬁ = guda’. (34.28)

e O tensor métrico Riemanniano usual e R"

Considere-se a variedade R™ usual, com o atlas {(R”, id)}, composto por uma unica carta com um sistema de

coordenadas Cartesianas. Dados dois campos vetoriais expressos nessa carta como A = A’ 8% e B=HB % a expressao

g(4, B) = zn:AiBi
i=1

define um tensor métrico Riemanniano em R™, como facilmente se verifica. Note-se que g(A, B) é o produto escalar
usual de vetores em R, dai denominar-se esse tensor g como o tensor métrico Riemanniano usual em R™.

Claro estd que para as componentes do tensor métrico Riemanniano usual tem-se g;; = d;; e para o tensor métrico
contravariante g/ = §* = §;;.

No caso desse tensor métrico Riemanniano usual em R™ as operacoes de subir e abaixar indices sdo triviais: A = A,.
Se adotarmos uma nova carta de coordenadas em R™, essas componentes tornam-se, segundo (34.4) e (34.12),

n n ; 1

dz* Ox* o9z’ 92/

’ oL oL _ oL gL
i ox't Oz’ oxk Oxk
k=1 k=1

113

(34.29)

Por conveniéncia, evitamos aqui adotar a convencao de Einstein. As expressoes (34.29) sdo titeis, por exemplo, quando
expressamos certos operadores diferenciais, como o gradiente, o divergente e o Laplaciano, em sistemas de coordenadas
que nao as Cartesianas em R". Vide Secao 34.2.4, pagina 1771.

E. 34.2 Ezercicio. Seja J a matriz n X n dada por

81/1 dx'mn

J = o : (34.30)
Q™ . Oz
axll 8:1:/7"

e seja G a matriz n X n cujos elementos de matriz sdo Gi; = gi;, dados em (34.29). Constate por (34.29) que G = J”J. Se denotarmos
por g o determinante de GG, teremos, portanto, g = (det(J))2. o,
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34.1.1 Transposicao em Relacao a Tensores Métricos

Seja M uma variedade diferenciavel e seja V : T,M — T,M uma aplicacao linear de T,/ em si mesmo, de sorte que,

em uma base de coordenadas {%, ceey %}, tenhamos V/ 2a =V % Naturalmente, V' define um elemento de
Tp,M @ T; M, um tensor de tipo (1, 1), a saber, podemos identificar V' = v % ® dx®.

Na Secao 33.2.3.2, pagina 1694, introduzimos a aplicacdo linear transposta V7 : T,M — T, M como a aplicagao
linear definida por (33.39). Vamos aqui tratar de uma nogao similar de transposicao associada a uma tensor métrico.

Dada uma aplicagao linear V : T,M — T,M, como acima, definimos vt T,M — T,M como sendo a aplicacdo

linear tal que
9(VTA, B) = g(A, VB) (34.31)

para todos A, B € T,M. A aplicacao linear vt Tp,M — T,M é dita ser a g-transposta , ou g-dual, de V' : T,M — T,M.
E. 34.3 Ezercicio. De (34.31) e da defini¢do de tensor transposto em (33.39), mostre que

(V74), = V7 (4y)
para todo A € T, M, ou seja, mostre que vale gy o vi = v7T o gy, o que implica que

Vi = g*ovTogy, (34.32)
sendo que V7 foi definido em (33.39). o+

Da defini¢ao (34.31) e da simetria de g, segue facilmente que

vhf = v. (34.33)
Verifique!
Em coordenadas locais, escrevendo-se A = A“a—(;, B = Bb% e V1 6{; = (VT)ba%, a defini¢do (34.31) implica que
d . . d
(VT) W = Yab Ve gt ouseja , (VT) W = v, <. (34.34)
E. 34.4 Ezercicio. Verifique! Alternativamente, use (34.32) para reobter (34.34). o,
E. 34.5 Ezxercicio. Mostre que
(V) = Te (V). (34.35)
Use a primeira igualdade em (34.34). o,

E. 34.6 Ezercicio. Mostre, usando a definicdo (34.31), que vale
vive)" = v (34.36)

para quaisquer aplicacdes lineares Vi : T,M — T,M e Vo : T,M — T, M. Essa identidade segue também de (34.32) usando-se (33.42).
Verifique! *

e g-transposigao no espago cotangente

O que foi desenvolvido acima deixa-se facilmente generalizar para o caso de aplicagoes lineares agindo no espaco
cotangente.

Seja W : T/M — T7 M uma aplicagao linear de T/ M em si mesmo, de sorte que, em uma base dual de coordenadas
{dacl, ce dycm}7 tenhamos Wdx® = W, ¢ dz®. Naturalmente, W define um elemento de T,M ®@T,M, um tensor de tipo
(1, 1), a saber, podemos identificar W = W, * dz® ® 62&'

Dada uma aplicagao linear W : T'M — Ty M, como acima, definimos wt: T,M — T, M por

F#(W'A, B), = ¢*(4, WB), (34.37)
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para todos A, B € T,M. A aplicacdo linear wt T,M — T/ M é dita ser a g-transposta , ou a aplicacao g-dual, de
W:T/M — T M.
E. 34.7 Ezercicio. De (34.37) e da defini¢do de tensor transposto em (33.40), mostre que

WAy = W (a?)
para todo A € T, M, ou seja, mostre que vale gt oWt = W7 og" o que implica que

W = ggowTog?, (34.38)
sendo que W7 foi definido em (33.40). o,

Da defini¢ao (34.31) e da simetria de g, segue facilmente que
wiht = w. (34.39)

Verifique!

Em coordenadas locais, escrevendo-se A = A,dx®, B = Byda® e Widz® = (WT)ba dz®, a definicio (34.37) implica
que

W, = g Wy, gea, ouseja , (Wh) " =we. (34.40)

E. 34.8 Ezercicio. Verifique! Alternativamente, use (34.38) para reobter (34.40). o,
E. 34.9 Exercicio. Mostre que

Te(W') = Tr(W). (34.41)

Use a primeira igualdade em (34.40). o,

E. 34.10 Ezercicio. Mostre, usando a definicdo (34.37), que vale
(Wawe)' = wiwf (34.42)

para quaisquer aplica¢des lineares W1 : T,M — T,M e W2 : T,M — T,M. Essa identidade segue também de (34.38) usando-se
(33.42). Verifique! o,

e Operadores g-simétricos

Um operador linear V : T,M — T,M é dito ser g-simétrico se
g(VA7 B)p = g(A, VB)p (34.43)

para todos A, B € T,M. Naturalmente, V' é g-simétrico se e somente se VT =V, ou seja, se e somente suas componentes
em coordenadas locais satisfizerem

Vel =V % em cujo caso, valem também, V, =V,, e V® = yte,
Um operador linear W : TAM — T M ¢ dito ser g-siméirico se
# — At
g (VVA7 B)p =g (A7 WB)p (34.44)
para todos A, B € T;M. Naturalmente, W ¢ g-simétrico se e somente se Wt = W, ou seja, se e somente suas
componentes em coordenadas locais satisfizerem
W, = W% em cujo caso, valem também, W,, = W,, e W»® = Wb,

e g-transposicao e uma propriedade de positividade do trago

Vamos agora estabelecer uma consequéncia nao trivial das definigoes de acima, a qual é valida no caso de tensores
métricos Riemannianos e possui vérias utilidades. Ela serd empregada na discussao sobre a identidade de Raychaudhuri
na Secgao 34.6.1, pagina 1820.
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Proposigao 34.3 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e seja g um tensor métrico Riemanniano em M.
Entao, vale
Te(VIV) >0 (34.45)

para toda aplicacao linear V : T,M — T,M, sendo que Tr(VTV) =0 se e somente se V = 0. Em termos das componentes
de V. em um sistema de coordenadas locais essa desigualdade diz-nos que

vy, =v,bve > 0. (34.46)

Enfatizamos que essa desigualdade nao € necessariamente vdlida caso g nao seja Riemanniano. O

Prova. Sabemos por (33.30) que (VTV)ba = (VT)bCVfl e, portanto, Tr(VTV) = (VT)bc V¢ . Usando (34.34) isso se
escreve como

Tr(VV) = g VG ¢/ V5 . (34.47)
Para prosseguirmos, é conveniente escrever essa expressao fazendo uso da notagao usual de matrizes. Para tal, definamos
trés matrizes m x m, que denotamos por G, H e A, como sendo as matrizes cujos elementos de matriz sdo dados por
Gap = Gab Hyy = gab € Agp = Vab .
Como se vé, abdicamos de distinguir indices em cima e em baixo. Com isso, podemos escrever (34.47) como
Te(VIV) = Gee Ay Hpp Acp -
Usando as regras usuais de operagao com matrizes, o lado direito se escreve como

Geo Aoy Hip Ay = Tr(GAHAT 34.48
s Hy

onde Tr agora descreve o traco usual de matrizes m x m e AT descreve a transposta usual da matriz A (ou seja, AT é a
matriz cujos elementos satisfazem (AT)ab = Apg).

Observemos agora que H = G~ (assim foi definido o tensor métrico contravariante de componentes g%°, com indices
em cima). Fora isso, tanto G' quanto H sdo matrizes simétricas, ou seja, vale que GT = G e HT = H (pois o tensor
métrico é simétrico). Por fim — e este é um ponto crucial — G e H s@o matrizes positivas (i.e., simétricas com autovalores
positivos), pois g é suposta ser um tensor métrico Riemanniano. Portanto, ambas possuem rafzes quadradas®, ou seja,
existem matrizes positivas e simétricas G1/2 e H'/2 tais que (G1/2)2 =Ge (H1/2)2 = H. Com isso, podemos escrever
o lado direito de (34.48) da seguinte forma:

ﬂ(GAHAT) - Tr<G1/2G1/2AH1/2H1/2AT) = TY((HUQATGUQ)GI/QAHUQ)

_ Tr((Gl/QAHl/Q)T(G1/2AH1/2)) >0,

sendo que acima usamos a propriedade ciclica do trago na segunda igualdade e o fato bem conhecido que Tr(M T M ) >0
para qualquer matriz m x m real M.

Isso estabeleceu que Tr(VTV) > 0. Se Tr(VTV) = 0, entdo devemos ter G'/2AHY?2 = 0, o que (j& que G2 ¢

H'/? sao inversiveis) implica A = 0 e, portanto, V = 0. A relacdo (34.46) segue diretamente de (34.45) escrevendo-se
explicitamente Tr (VTV) em termos das componentes de V. |

A Proposicao 34.3 permite-nos introduzir um produto escalar (real) no espago dos operadores lineares definidos em
T,M, a saber:
(U, V) =(U, V), =TUV).

8Vide Secdo 10.5.1, pagina 549. Para um tratamento ainda mais geral, vide Teorema 40.30, pagina 2273.
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E. 34.11 Ezercicio. Mostre que <U, V>, acima, define de fato um produto escalar (real). Para provar diretamente a propriedade de
simetria (U, V') = (V, U), use (34.35) e as propriedades (34.33) e (34.36). (Lembre-se, porém, que a simetria segue da positividade e
da bilinearidade. Vide Teorema 3.1, pagina 261). &

Em coordenadas locais, escreve-se

(U, vy = uv, .

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (vide pagina 261) para esse produto escalar, tem-se que
2
(e(@tv))” < m(Uto)TR(ViV). (34.49)
Em coordenadas locais, isso fica
2
(U“b V., ) < (UCd Ucd) (V@f V. ) , (34.50)
desigualdade essa vélida, como j& dissemos, no caso de tensores métricos Riemannianas.

Tomando-se V = 1 (ou seja, V4 = §%) em (34.49), obtém-se
(Te(U))* < mTe(UU),  ouseja,  (U%)? < m(US U, (34.51)
e se U for g-simétrico, isso fica
(Tr(U)® < mTe(U?),  ouseja,  (U%)° < m(U%UY). (34.52)

Uma ligeira variante dessa desigualdade serd obtida para um tensor U especifico na discussao sobre a identidade de
Raychaudhuri na Secao 34.6.1, pagina 1820.

34.2 Conexoes Afins

A nogéo de conexao afim tem suas origens no estudo da Geometria de Superficies, mas sua defini¢do geral e sua teoria
bésica foram criadas por Gerhard Hessenberg®, em 1917'9, inspirado nas nocdes de derivacio covariante e de transporte
paralelo, desenvolvidas por Christoffel'! [88], Ricci'? e Levi-Civita'®>. Na década de 1920, em vérios trabalhos, essa
nogao foi sistematizada e estendida por Elie Cartan'®, que introduziu entre outras a nocéo de torcao'®, da qual falaremos
adiante, em 192216,

Um ponto importante a se notar é que muitos desses trabalhos fazem referéncia aos trabalhos de Einstein sobre a
Teoria da Relatividade Geral, atestando assim a importancia dessa teoria no desenvolvimento da Geometria Diferencial
e, consequentemente, da Matemaética.

A nogao de conexao é fundamental por permitir introduzir uma nogao de paralelismo entre vetores de espagos tangentes
distintos e por permitir formalizar a no¢ao de curvatura no contexto de variedades diferencidveis Riemannianas ou pseudo-
Riemannianas.

Vamos apresentar a definigao formal da nocao de conexao afim e algumas de suas propriedades para posteriormente
discutir sua motivagao a luz da nogao de transporte paralelo em superficies regulares. Preferimos essa ordem de apre-
sentacao, pois a mesma enfatiza os aspectos operacionais mais relevantes.

Na Secao 36.2.5, pagina 1911, do Capitulo 36, apresentamos como a nocao de derivagao covariante emerge no contexto
mais concreto de superficies regulares em R?, onde a mesma originalmente surgiu.

9Gerhard Hessenberg (1874-1925).

10A publicagio original é: Gerhard Hessenberg, “Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie”, Mathematische Annalen, 78 (1):
187-217 (1917), doi:10.1007/bf01457097.

" Elwin Bruno Christoffel (1829-1900).

12Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925).

13 Tullio Levi-Civita (1873-1941).

14 lie Joseph Cartan (1869-1951).

15Segundo [374], porém, a nogao de torgdo foi introduzida por Einstein em uma tentativa de unificar sua teoria de Gravitagido com o
Eletromagnetismo.

16 Algumas referéncias para trabalhos originais de Cartan: 12 Elie Cartan. “Sur une généralisation de la notion de courbure de Riemann et
les espaces & torsion.” C. R. Acad. Sci. (Paris) 174, 593-595 (1922). 22 Elie Cartan. “Sur les variétés & connexion affine et la théorie de la
relativité généralisée.” Part I: Ann. Ec. Norm. 40, 325-412 (1923) and ibid. 41, 1-25 (1924); 32 Part II: ibid. 42, 17-88 (1925).
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34.2.1 Conexoes Afins em Campos Vetoriais

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e seja 2 (M) o conjunto de todos os campos vetoriais infinitamente
diferencidveis em M.

Para o que segue, recordemos também a seguinte definigdo. Seja A € Z° (M) e seja f € C*°(M). Em (33.63), pdgina
1706, definimos A(f) € C*°(M) por
i 0f
A(f) = A

ox?
em uma carta local de coordenadas. Essa definicao é, porém, valida, em todas as cartas locais de coordenadas, dado
que o lado direito é invariante por mudancas de cartas locais. Aqui A® sdo as componentes de A na base definida pelas

coordenadas locais: A = A’ 8‘3:7, )

(34.53)

e Definindo a nogao de conexao afim
Uma aplicagao V : Z' (M) x Z (M) — Z (M), que a cada par (A, B) € Z (M) x Z (M) de campos vetoriais
infinitamente diferencidveis definidos em M associa um campo vetorial infinitamente diferencidvel denotado por V4B €

2 (M) é dita ser uma conexdo afim'” se possuir as seguintes propriedades: para todos A, B, C € 2 (M) e todas as
funcgoes f, g € C*°(M) valem

ViargpC = fVAC+gVpC, (34.54)
Va(fB) = fVaB+ A(f)B e Va(B+C) = VaB+VaC, (34.55)
com A(f) definida em (34.53).

A propriedade (34.54) afirma, em particular, que uma conexao afim (A, B) — V 4B é linear em sua dependéncia com
o primeiro campo vetorial (aquele indicado como subindice)'®. A propriedade (34.55) refere-se & dependéncia de V com o
segundo campo vetorial e retine aditividade (V 4(B+C) = VaB+V 4C) e aregrade Leibniz (V4 (fB) = fVaB+A(f)B).
Assim, a propriedade (34.55) aponta-nos para o fato de que uma conexao afim age de forma semelhante a um operador
diferencial. Mais sobre isso adiante.

Muitas vezes nos referiremos a uma tripla (M, g, V) como composta por uma variedade diferencidvel M dotada de
um tensor métrico semi-Riemanniano g e de uma conexao afim V.

e A diferenca de duas conexoes afins

Um ponto importante a se notar sobre as propriedades definidoras acima é que se V() e V(2 sgo duas conexdes afins,
entdo sua diferenca D := V(1) — V() definida como a aplicacio 2" (M) x 2 (M) > (A, B) — D(A, B) € 2 (M)
dada por

DA, B) = (VO —-v®),B = VBV B, (34.56)

satisfaz,
D(fA+ygB, C) = [D(A, C)+g¢D(B, C) e DA, fB+gC) = fD(A, B)+gD(A, C),
para quaisquer A, B € 2 (M) e quaisquer f, g € C°°(M), ou seja,

(v(l) _ v(2))fA+gBC _ f(V(l) _ V(Q))AC + g(V(l) _ V(Q))BC ,

(VO —v®) (fB+gC) = f(VV-VE) B+g(vVH -v®) C.

Verifique! Assim, D é linear na sua dependéncia nos dois campos vetoriais, definindo, portanto, um tensor de ordem
(1, 2). As componentes desse tensor serdao estudadas no Exercicio E. 34.12, pagina 1754.

e Os coeficientes de uma conexao afim

Ainda que a definicdo de conex@o afim, apresentada acima, tenha sido introduzida de forma intrinseca, é muito

importante que saibamos expressa-la em coordenadas locais. Seja p € M e seja uma carta de coordenadas locais que

permita expressar os pontos de uma vizinhanga de p em termos de coordenadas (z!, ..., z™). Dentro dessa carta local

17 A razdo dessa adjetivacdo “afim” é esclarecida na discussdo que segue a eq. (34.63), pagina 1754.
18Em verdade, trata-se de algo além de simples linearidade, pois f e g sfo funcgdes, ndo sendo necessariamente constantes, portanto.
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temos definidos os campos vetoriais diferenciaveis —6‘27;, i =1, ..., n que em cada ponto da carta compoe uma base no
correspondente espago tangente. Naturalmente, V o % define um campo vetorial diferencidvel o qual pode também
Erg
ser expresso em cada ponto em termos da base {—6‘2“ i=1, ..., n}:
0 0
k
o — = I —— . 34.57
227 OxJ " Ok ( )

Os coeficientes Fkij sao denominados coeficientes da conexdo afim V , ou como simbolos da conexdo afim V . Alguns
textos também se referem aos coeficientes Fkij como simbolos de Christoffel'?, mas preferimos reservar essa nomenclatura

para o caso particular dos coeficientes de conexdes de Levi-Civita?’ (que introduziremos adiante).

E de se notar que, por defini¢do, os coeficientes Fkij sao fungoes infinitamente diferencidaveis em M, ou seja, em
cada ponto p, e em uma carta local, os coeficientes I'*. . dependem de forma infinitamente diferenciavel das coordenadas
’ ’ 3
(x, ..., ") de p. Além disso, é de se notar que, sem outras hipéteses sobre a conexao afim V, esta possui n® coeficientes
independentes.

Para melhor revelarmos o uso dos coeficientes de uma conexao afim V, facamos as seguintes consideracoes. Sejam
A, B € 2 (M) expressos em termos dessas coordenadas locais como A = A? a?:i e B=DB %. Usando as propriedades
definidoras (34.54) e (34.55) da definigdo de conexdo afim, teremos

. . , . . o OBJ
ViB = Vo B ®EY 4V, B = 4V, (Bﬂi) G159 yigiy , 94 419879
ozt ozt

Dat oxd 22t O ozt %
o ) .0BI 0
= A'BITF 4 AP
7 Oxk + ozt OzI
e, assim,
OBk o 0
B = |A"Z=— + A'BITF | — . 4.
VaB = |4 BT (315

A equagdo (34.58) é muito 1til por permitir uma expressao concreta de uma conexdo afim em uma carta local de
coordenadas e é empregada amiide na Teoria da Relatividade Geral.

A expressdo (34.58) torna claro que, em cada ponto p e em uma carta local, V 4 B depende das componentes de A e
B nessa carta calculadas em p e das derivadas parciais das componentes de B em relagao as coordenadas dessa carta,
também calculadas em p, ou mais precisamente, da derivada direcional das componentes de B na direcao de A.

Por fim, comentemos que, pela definicao (34.57), podemos escrever em cada ponto p

I(p) = <dxk, v, 2 > : (34.59)
P

027 Od

onde (-, -), denota o pareamento entre elementos do espago cotangente T,M e do espago tangente T, M. E ttil observar
também que

0 0 0 B
g (W’ V& @) =T g (@v @) = gu(P) ' (p) - (34.60)
p p

e Alguns comentarios importantes sobre a notagao e a nomenclatura

E importante que o estudante familiarize-se com outras notagoes frequentemente empregadas na literatura, especial-
mente na literatura de Fisica, para denotar algumas das expressoes e nogoes que introduzimos acima.

Os elementos %, i =1, ..., n, de uma base local de coordenadas sao frequentemente denotados por 0;, sendo a
referéncia as coordenadas (z!, ..., ™) apenas implicita.
aB*

A expressao 5, que ocorre, por exemplo, em (34.58), e que representa a derivada parcial da k-ésima componente
de um campo B em relacao a i-ésima coordenada de uma carta local, é frequentemente denotada de forma simplificada

9Elwin Bruno Christoffel (1829-1900).
20Tullio Levi-Civita (1873-1941).
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por 9; By, ou por B¥ ; (estando novamente implicito com qual sistema de coordenadas se est4 lidando):

OBk
ozt

= 9,B* = B*,.

s

Se escrevermos (na carta local em questao) V4B = (VAB)ka%k, vemos que

k OBk ik - PR
(VAB) = A'—+ A'BT",, = A'B”; + A'B’T", |
Ot ij . ij
que sao as componentes de V 4B na base {%, i=1, ..., n}

Devido & propriedade (34.54) da definigdo de conexdo afim, a expressao V4B podem ser escrita como a combinagdo
linear AV _»_B. Muitas vezes o simbolo V __ é simplificado para

)
dzt dzt
A4 9. = Vz .

ErE

Dessa forma, escreve-se

VaB = A'V,B.

Assim também, os coeficientes (VZ-B)k de V;B sao (ViB)k = %’if + BjI‘kij. Na literatura, especialmente na literatura

s . k. .
de Fisica, os coeficientes (ViB) sao frequentemente denotados por Bk;i. Assim,

, e +BT*,; = 9;BF + B'T*; = B"; + B'T"; . (34.61)

A componente (ViB)k é também denotada por V;B¥, ou seja, V;B* = B¥ ;.

Resumindo,

Vaii v (ViB) Oxk (viB") Oxk " Ok

ou b
Vo B =V,B= (V,B)'d = (V;B*)8, = B",0;,

a7
com
k k k oB" ik k ik k ik
(V;B)" = V;B* = B*; o0 B'T*; = 0;B* + B'I*;; = B";+B'T". (34.62)

Tzt '

O simbolo V; é denominado operador de deriva¢ao covariante em relagao a i-ésima coordenada. O simbolo V4
é denominado operador de deriva¢ao covariante ao longo do campo A. A expressdo V;B é denominada a derivada
covariante do campo B em relacio a i-ésima coordenada. A expressao V;B* ou B¥ ; é denominada a derivada covariante
da k-ésima coordenada do campo B em relagio & i-ésima coordenada. Com um certo abuso de linguagem, V;B* e B*

sao também ditas serem a derivada covariante do campo B, o que é natural, ja que V; (Bk T(;v) = (Vin) 82" = Bk;ia—(;c.

e A transformacao dos coeficientes de uma conexao afim por mudangas de cartas de coordenadas

Vamos agora discutir como os coeficientes de uma conexao afim transformam-se quando de uma mudanca de sistema
de coordenadas. Em dois sistemas de coordenadas (z!, ..., 2") e (21, ..., 2/") os coeficientes de uma conexao afim V

sao dados por
Fk ( ) = dxk C s (§] F/k ( ) = dI/k C
7 p Ll el 91'] ij p ) el )

Ere ozt azlj
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respectivamente. Vide (34.59). Vale, portanto,

9 ax/k 8:cb 0
F/k, . = 'k ] = ’ :

i (p) <d$ 5 V% Ox'i >p < ox? dz , vajlm (8:5/3 8:cb) >p
oz'® ozt 9

dz® Fpr
2 o v (228),
(34;55) axlk . 82$b 0 axb 0
- dz <d$ 7 (ax’iax’j Fr ax’jvﬁ oz ) [,

ox'*  §%ab £ KA +8:c”“ Oxb P KA
Ox% 0x't 0" © Oxb , Oxo Ox'I A »

~—_———

=50

k924 1k 5,.b
_ ox'*t 0%z N oz'F Oz <dxa, o 0 >
P

9% 9 9rd | Ox® Ol 2ot 2 Db
(34.54) Ox'®  92x¢ ox'% dxb 9x¢ . 9
- - i — d:c s V E)
aac“ axlzax/_] axa axl_] axlz 52 axb ,

ox'*  §%a +6x’k oxb 9z° _, )
T 0% 9202 | 0w 0w 0z 0

Assim, reescrevendo um pouco a ultima expressao, a transformacao entre os coeficientes da conexao afim V é dada por

ko ox’F 9xb Hxc u ox'’t  92xe
My = oz W@x’jr be T Oz 02" 0x' (34.63)

. . 'k b € N ’ ~ . ’
O primeiro termo, %i = % %Fabc, corresponde & férmula usual de transformagao de tensores do tipo (2, 1), mas ha

1k 2, .a . . . - -
um segundo termo %‘7 %, independente dos coeficientes I', que mostra que os coeficientes de uma conexao afim nao
se transformam como um tensor, mas sofrem uma transformacio afim?!, dai V ser chamada de conezxdo afim.

E. 34.12 Egercicio. Sejam V) e V? duas conexdes afins cujos coeficientes em uma carta local sejam (F(l))kij e (F(Q))ki]-,
respectivamente. Seja D = VM — V® o tensor definido em (34.56) , dado pela diferenca das duas conexdes. Escrevamos D(A, B)
em coordenadas locais como D(A, B) = AiBjDkij%, com D¥;; sendo as componentes de D nessas coordenadas. Mostre que
Dkij = (F(l))kij — (F(Q))kij e conclua, usando (34.63), que a expressdo para a transformag¢do das componentes do tensor D por
mudan¢a de coordenadas é
Dk 8z'™* oz’ 9z° _,
K P T

e O carater local de uma conexao afim

A expressao (34.58), que representa a expressao local da conexao afim V em uma carta local de coordenadas, permite
discutir um aspecto muito relevante da nogao de conexao afim, a saber, o seu carater local. Se h for uma carta de
coordenadas para uma vizinhanga aberta de um ponto p € M, podemos escrever (34.58) em p de uma forma um tanto
mais precisa (e talvez pedante) como

oB*

VaB() = [A(hip) T (b)) + A*(hp) B (h(0) T, (h(0)) | -

dak

h(p)

21Uma transformacdo afim em R3, por exemplo, é uma transformacdo que leva um vetor & em RZ + ¢, onde R é uma matriz de rotacio.
Assim, trata-se de uma transformagcdo envolvendo uma rotagdo e uma translagdo. Compare-se com (34.63).
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com h(p) = (x', ..., ™), as coordenadas de p na carta local. Da contemplacio dos termos dessa expressiao, ficam
bastante claras os seguintes fatos concernentes & dependéncia de V4B(p) em A e B: 12 V4 B(p) depende dos valores
das componentes de A no ponto p (mais precisamente, dos valores de suas componentes em sua representacao local em

h(p)); 2¢ VaB(p) depende dos valores das componentes de B no ponto p (dos valores de suas componentes em sga
B
ozt

representagao local em h(p)) e dos valores da derivada direcional de B na direcdo A, tal como expresso no termo A*
sempre no ponto h(p).

Essas consideragoes nos mostram que se v = v* % ¢ um vetor em T,M (definido, portanto, em apenas um

h(p)
ponto) a expressao V,B(p) estd bem definida enquanto
; OB* i i & 0
VoB() = |of O (b)) + 0 B () T () | | (34.64)
t T lh(p)

No sentido expresso em (34.64), uma conexao afim V pode, portanto, ser também considerada para cada p € M enquanto
uma aplicacao V : T,M x Z (M) — T,M.

Como antes, a dependéncia de V,B(p) em B se d4 nas componentes de B em h(p) na carta local e na derivada
direcional de B na dire¢éo de v, também em h(p) e na carta local.

Para futura referéncia, observemos que (34.64) implica
0

(VW%> (p) = o' I‘km(h(p)) Bk o) ) (34.65)

e A nocao de derivagao covariante ao longo de curvas diferenciaveis

Seja ¢: I 3t~ c(t) € M uma curva diferencidvel em M, onde I é algum intervalo de R. Seja V um campo vetorial
definido ao longo da imagem de ¢ e seja (V o c)(t) = V(c(t)) € TouyM, para todo t € I. Se t — V oc(t) for k-vezes
diferencidvel, dizemos que V é um campo vetorial k-vezes diferenciavel definido ao longo de ¢. No que segue vamos
frequentemente identificar V' e V o ¢ escrevendo, para evitar tornar a notagido desnecessariamente complicada, V(t) em
lugar de V (c(t)). Denotemos por V¥(c) a colegdo dos campos vetoriais k-vezes diferencidveis definido ao longo de c.

Uma derivagio covariante ao longo da curva diferencidvel ¢ é uma aplicagao que a cada campo vetorial em V € V(c)
associa um campo vetorial ao longo de ¢, denotado por %V, de forma que valha

D df D D D D
(M) = 2OV +FOZVE) e S (VW) = ZV(H)+ 2 W() (34.66)

para qualquer funcao diferencidvel f : I — R e quaisquer V, W € Vi(c).

De relevancia aqui sao campos vetoriais sobre a curva ¢ formados por restrigoes de campos vetoriais sobre M a curva
c. Seja Y € 2 (M) um campo vetorial que a cada p € M associa Y (p) € T,M. Entao, I 3¢ — Y(c(t)) € TeyM define
um elemento de V(c).

Uma derivagao covariante é dita ser uma derivagdo covariante associada a uma conexao afim V se valer

Dy (e(t) = (Ve (elt) (34.67)

dt
para todo Y € 2 (M). Aqui, a conexdo afim V ¢ considerada enquanto uma aplicagdo V : T,M x Z (M) — T,M
com p € M, tal como expresso em (34.64). E um exercicio elementar, deixado ao estudante, constatar que a expressao
(34.67), para a derivagdo covariante, satisfaz as condigoes (34.66).

Uma derivagao covariante associada a uma conexao afim ao longo de uma curva diferencidvel ¢ depende da curva c e
paV

da conexao V, de modo que, um tanto pedantemente, dever-se-ia denota-la, por exemplo, por

para evitar sobrecarregar ainda mais a ja pesada notagcao.

, 0 que nao faremos

Em Geometria Riemanniana e na Teoria da Relatividade, praticamente sé ha interesse em derivagoes covariantes
que sejam associadas a uma conexao afim V e, em acordo com isso, s6 consideraremos doravante derivagoes covariantes
desse tipo e que, portanto, satisfacam (34.66) e (34.67). Afirmamos que, dada uma conexao afim V, uma tal derivagao
covariante ¢ fixada univocamente pelas condigoes (34.66) e (34.67). Consideremos uma carta local onde escrevemos as
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coordenadas da curva ¢ como h(c(t)) = (c'(t), ..., ¢™(t)) e é(t) = é*(t) a%k h(ev) Nessa carta escrevemos também
V(c(t)) = VE(t) T&}h(c(t)). Teremos,
D D 0 34.66) dV* 0 oD 0
V() = — | Vi) 5 = — () 5% VA~ o
dt dt < ok n(en) dt ok n(ett)) dt Oz n(en)
(34.67) dVF 0 k ( 0 )
=0 ) — F VR (Ve = | (c(t
(34.65) dV* 0 N & 0
= —) = + V)t (t) %, (h(e(t))) =
L ) 5 ((ett) OF [}y (e(ty)
Assim,
D dvk o 9
- = | b J k. —_
dtv(t) pn (t) + )V (1) T, (h(c(t)))} 5 () (34.68)

é a expressao local para a derivacdo covariante dada em (34.67).

Fagamos agora um comentdrio importante. Até aqui consideramos V(t) como a restricdo & curva ¢ de um campo
vetorial definido na variedade. De posse de (34.68), porém, podemos fazer uma extensdo do conceito de derivagao
covariante considerando V() como definido apenas sobre a curva c. A relagdo (34.68) estd perfeitamente definida nesse
caso e também define uma derivada covariante de V', no sentido de satisfazer também as propriedades (34.66). Verifique!
Essa extensao do conceito é relevante, por exemplo, na definicao de curva geodésica, como feito na Secao 34.4, pagina
1791.

e Transportar paralelamente ao longo de uma curva segundo uma conexao afim

Seja V uma conexao afim, seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel na variedade M e seja V : I >t = V(t) € T, )M

um campo diferenciavel sobre a curva c. Seja % a derivagao covariante associada a V ao longo de ¢. Dizemos que V é

transportado paralelamente ao longo de ¢ segundo a conexao afim V se %V(t) = 0 para todo t € I.

Seja p um ponto da curva ¢ e suponhamos que a parametrizacao dessa curva é tal que p = ¢(0). Se V é transportado
paralelamente segundo V, entao se tomarmos uma carta local de coordenadas em torno de p, teremos

dvk

W(ﬁ)+a‘(t)vj(ﬁ)r’:.j(h(c(t))) 0, k=1 ..,m,

para todo ¢t em um intervalo (—a, a), com a > 0. Trata-se de um sistema de m equagoes diferenciais ordindrias lineares

(m é a dimenséo de M). Para uma condigdo inicial V(0) = Vy € T,M, com Vy = Vok aiﬁ , a teoria das equacoes
z* Ip

diferenciais ordindrias garante-nos?? a existéncia e a unicidade de solucbes desse sistema dentro de algum intervalo

(—ao, ag), 0 < ap < a, sendo que ag pode também depender da condicao inicial V.

A solugao V(t) do sistema acima com a condigao inicial Vy € T,M ¢ dita ser o transporte paralelo do vetor Vo € T,M
ao longo da curva c. Os teoremas de existéncia de solugoes mencionados acima garantem-nos que sempre é possivel
transportar paralelamente qualquer vetor ao longo de um trecho (eventualmente “pequeno”, mas nao vazio) de qualquer
curva diferencidvel.

34.2.1.1 Conexoes Afins em Campos Tensoriais

Até o momento apresentamos a definicao de conexao afim enquanto operador agindo em campos vetoriais. Nosso propésito
agora é estender a definicao a campos tensoriais gerais. Comegamos definindo a nocao de conexao agindo em campos
escalares, passando a campos covetoriais para, ao final, estendermos a definicao a campos tensoriais gerais. As duas
ideias condutoras das generalizagoes e extensoes sao a associagao com a nogao de derivagao covariante ao longo de curvas
e a ideia de que operadores de derivacao devem satisfazer a regra de Leibniz.

22Vide Teorema de Picard-Lindelsf, Teorema 12.2, pagina 685. Vide também a generalizacio expressa no Teorema 25.4, pagina 1378.
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Seja f: M — R uma fungao diferenciavel (f € C1(M)) definida em M assumindo valores em R e seja A € 2°(M).
Definimos V 4 f por

Vaf = A(f) (34.69)
cuja expressao local é
i 0f
Vaf = A'— .
ox*

E claro que, com essa definicio, V é uma aplicacio do tipo V : 2 (M) x C'(M) — C*(M). Apesar da natureza distinta
das conexdes afins anteriormente definidas como aplicagées V : Z' (M) x Z (M) — 2 (M) continuaremos a denota-las
pelo simbolo V. Claro é também que V satisfaz

V91A1+92A1f = glvA1f+92vA2f; (3470)

Va(fg) = fVag+gVaf e Va(f+g) = Vaf+Vay (34.71)
para quaisquer A, Ay, As € 2 (M) e f, g, g1, g2 € C*(M).

Vamos agora estender a definigdo a campos covetoriais. Sejam A, B € £ (M) campos vetoriais e w € Z (M) um
campo covetorial. Definimos V 4w de sorte que valha a seguinte relacao:

Va((w, B)) = (Vaw, B) + (w, VaB) . (34.72)

Observe-se que a imposigao dessa regra corresponde & imposi¢ao da regra de Leibniz para o emparelhamento (w, B).
Além disso, observe-se que (w, B) é uma fungao escalar diferencidvel e, portanto, VA(<w, B}) = A((w, B)), de acordo
com a definicao de acima. Fora isso, V 4 B ja foi definido previamente quando definimos conexdes sobre campos vetoriais.
Logo, (34.72) corresponde a definir-se V q4w de sorte que

(Vaw, B) = A((w, B>) —{w, VaB)

seja vélida para todo B € 2" (M). Em coordenadas locais o lado direito é

; O(wi.BY) OB i piTk k 40 OWk i piTk
A T *W}cA’LW *(UkA BT ij = B*A % *WkA’LB]F ij -
Logo, a expressao local de V q4w é
0w ; X ,
Vaw = A= —wp AR | da (34.73)
e podemos escrever, em analogia a (34.62), pagina 1753,
Ow;
Viw; = axj —wpl*,; . (34.74)
Segue também que
k k j i k
V_o dz" = —TI", da’ e, portanto, V_ o de", — ) = —-I",. .
oxt J oxt aﬂ')j J
Comparando a (34.59), vemos que
0 0
k9N _ k
<Vaiidm , axj> <d:c , Vaii 0xj> . (34.75)

Com isso, definiu-se V enquanto aplicagao do tipo V : Z (M) x (M) — Z*(M). Suas propriedades béasicas sao:
Vgiai4g4,w0 = g1Va,w+ g2Va,w, (34.76)

VA(fw) = fVAerA(f)w e VA(wl +w2) = Vawi + Vaws (34.77)
para quaisquer A, Ay, As € 2 (M) e f, g1, go € C1(M) e w, w1, wy € Z*(M).
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Com os ingredientes acima podemos agora apresentar a definicdo de V agindo sobre campos tensoriais. O guia para
a definicao é a regra de Leibniz, que impomos da seguinte forma: se T} e T sao campos tensoriais, entao assumimos ser

valido que
Va(Th @ Ty)

(VaTh) @ To +T1 @ (VaTs) .

Isso permite-nos definir recorrentemente V 4 aplicado a qualquer campo tensorial de qualquer ordem. Seja 7" um campo
tensorial de tipo (a, b), mais especificamente, com T}, € ( % TpM)( % T;M). Em uma carta (U, h), com p € U,

escrevemos
(VaT)p = Va (T”l : ) 9| ero@ra| ®r duys @ -+ @g dry
g it ) Qi [, 0 |1y (p) w ©
. 9 B .
+ Tzlmzai » (h(p)) - R @r | Va : RR - QR - OR dmlrﬁ»l - Qp drt?
at1latd kz:; ori h(p) Oxir h(p) Oxta h(p) hip) © h(p)
a+b )
Ga+1 7 la
+ > 8z“ @R G g on dojity @ - @n (Vadall,)) @r - @x dxh(;l)’] . (34.78)
l=a+1 h(p)
Agora,
il"'ia '3 a il"'ia
Va(T" i)y = AR (T s, ) ()
0 ; ; 0
Va5 = A'(h(p) T (h(P)) 5 ;
0™ |1y () P (1P)) 5 h(p)
Vaday, = —A' (h(p)) T";;, (h(p)) dx?l’(p)
e, com isso, omitindo-se por simplicidade o ponto h(p) da expressao, temos
i 0 i1l 9 fat+1 la+b
(VAT)p = A %T tat1 - iath % KRR - DR ax’ia ®R " QR dx
+ Tt ta, X iI‘jk., 0 QR R —— QR -+ ® tatl @ . @ dytet
a1 Tath 2 iin i OR R 55 OR R 5. R R
a+b P ) ) .
-2 F“ma m R ER G QR O do) QR - OR dm““’]} - (34.79)
l=a+1
A . — o o) a+1 ia
Lé-se disso que as componentes de V%T = V,T na base {893—71 hp) QR OR Fy ®]R dxh(;) - ®R dxh(g}
sao dadas por
a+b

i
Ta+1"""ta+b

.y o .
11" %a _ 11
(7 ) - (27

onde T %~

1a+1 “la+b

E. 34.13 Ezercicio.

Se £ é um tensor simétrico de posto (0, 2) com

(Crt)

a
E i1 Jk e ta
+ T Ga+1""tatb r
k=1

l=a+1

significa que o indice iy é substituido pelo indice j, e analogamente para T

Verifique cuidadosamente a validade das expressGes acima.

componentes ¢, , segue de (34.80) que

oty
ox?

ijo

- F]ikejl

- Fjilfkj .

i ST e T (34.80)

lat1-Jitatd

(34.81)
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E. 34.14 Ezercicio. Prove isso usando (34.80). o,

e O caso do tensor métrico

De particular relevancia é o célculo de uma conexao afim sobre o tensor métrico. De acordo com (34.80), temos para
as componentes covariantes e contravariantes em uma carta local

dg , ,

(gkl);z‘ = aTkzl - gle]ik - gkjrjil ) (34.82)
agkl ) )

(gkl);i = g +9ﬂFkij +gkjrlij . (34.83)

Se A, B, C € % (M), temos, com uso repetido da regra de Leibniz para as conexdes,
Va(9(B, C)) = Valg, B&C) = (Vag, B&C)+ (g, (VaB)®C)+ (g, B® (VaC)) .
Agora, g(B, C) é uma grandeza escalar e, portanto, V.4 (g(B, C)) = A(g(B, C)), do que segue que
(Vag, B&C) = A(g9(B, C)) — (g, (VaB)®C) — (g, B® (VaC)) . (34.84)

Faremos uso dessa relagao adiante quando tratarmos das chamadas conexoes métricas.

34.2.2 O Tensor de Torcao

Como ja mencionamos, a noc¢ao de torcao foi introduzida por Elie Cartan em 1922, inspirado em ideias de Einstein (vide
[374], 17b), que pretendia emprega-la em uma tentativa frustrada de unificar a Gravitagao e o Eletromagnetismo. Para
algumas referéncias aos trabalhos originais de Cartan, vide nota-de-rodapé 16, pagina 1750. Para comentarios adicionais

sobre a relevancia dessa nogao na Teoria da Relatividade Geral, nas chamadas Teorias de Einstein-Cartan, vide pagina
1768.

Seguiremos aqui uma abordagem mais moderna e comegamos definindo a nog¢ao de tensor de torgao por meio da
definicao de conexao dual.

e A conexao dual a uma conexao

Seja V: Z'(M) x Z (M) — Z (M) uma conexado afim em M. Afirmamos que a expressao
VaB := VpA+|[A, B
também define uma conexiio afim V : 2" (M) x 2 (M) — 2 (M) em M, que denominamos conezdo dual & conexao afim
V. Aqui, [A, B] denota o comutador dos campos vetoriais A e B € 2 (M), nocao definida em (33.64), pdgina 1707. De
fato, para f, g€ C*(M) e A, B, C € Z (M), tem-se
ViargsC = Vo(fA+gB)+[fA+gB, C]

BL®) rG LA+ gVeB + C(f)A+ C(g)B + [fA + ¢B, C]

= fVcA+gVeB+C(f)A+C(g9)B—C(f)A—-C(9)B + flA, Cl+g[B, C]
= fVCA+f[Aa C]+9VCB+9[Bv C]

= fVaC+gVpC,
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provando que a propriedade (34.54) é satisfeita por Ve
Va(fB+gC) = VipycA+[A, fB+gC]

GLY 1V pA+gVe +[A, fB+ gC]

GL U pA + gVeA+ A(f)B + A(g)C + fIA, B] + glA, C]

= fVaB+gVaC+A(f)B+ A(9)C,
provando que a propriedade (34.55) é satisfeita por V.

E. 34.15 Ezercicio (fdacil). Mostre que V=V,ou seja, a conexdo dual a conexdo dual a V é a prépria conexdo V. "

e O tensor de torgao

A diferenca .
T:=V-V: ZMxZ(M)—Z(M) (34.85)
é um tensor, de acordo com os comentarios da pagina 1751 sobre a diferenca entre duas conexdes afins. Esse tensor é
denominado tensor de tor¢do associado & conexao afim V. Assim, para A, B € Z (M), temos

T(A, B) :== V4aB—-V4B = V4B—-VgA—|[A, B]. (34.86)

Essa expressao permite uma interpretagao ligeira do significado do tensor de torgao, ao mostrar que T (A, B) “mede” o
quanto a diferenga V4B — VA difere do comutador [4, B]. Da expressao (34.86) é evidente que T é antissimétrico:

T(A, B) = —T(B, A).

Dada uma carta de coordenadas locais onde a conexao V tenha coeficientes Fkij teremos (vide (34.58)) V4B =

. k . - ~ =
[A’ 98 + A'BJ I’kij} 6—&. Para a conexao V teremos na mesma carta de coordenadas

ox?
Va8 = |98 aipirr ]| 2
VaB = At 7| ok
expressao que difere de (34.58) pela troca Fkij — I’kﬂ-. Assim, concluimos que os coeficientes da conexao afim V sao
Ik =Tk,
E. 34.16 Ezercicio importante. Prove as afirmacdes acima. "

Como consequéncia, valerd em coordenadas locais,
0
9ok
;i (vide Exercicio E. 34.12, pagina 1754)

0 que expressa a antissimetria do tensor de torgao.

T(A, B) = VaB~VaB = A'B/(T%,; - T*,))

Assim, as componentes de 1" na carta local considerada serao Tkij = I’kij — Tk

e teremos T'(A, B) = A'BIT*; 2. E evidente que Tk, = =T%;,
n?(n—1)
2

Disso segue que o tensor de tor¢ao tem componentes independentes.

Tal como no Exercicio E. 34.12, pdgina 1754, usando (34.63) podemos obter a expressdo para a transformagao das
componentes do tensor de tor¢cao por mudancga de coordenadas:
k ox'* oxb Oxc

Tl ij == axa w%T be (3487)

34.2.3 Tipos Especiais de Conexoes Afins

Vamos agora descrever os tipos de conexdes afins de maior interesse, as conexdes simétricas (ou livres de torgdo), as
conexdes métricas (ou Riemannianas) e, talvez de maior relevancia, as conexoes de Levi-Civita (que sdo simultaneamente
métricas e simétricas) e as conexdes de Weyl. Propriedades bdsicas desses tipos de conexoes serdo também apresentadas.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 34 1761/2825

34.2.3.1 Conexoes Simétricas (ou Livres de Torgao)

E ttil observar que, por (34.86), podemos escrever, para uma conexao afim geral,
VaB—-VgpA = [A, B|+T(A, B). (34.88)

Uma conexao afim V é dita ser uma conexdo simétrica, ou livre de torg¢ao, se o tensor de torgao associado a si for
identicamente nulo, ou seja, se para todos A, B € Z (M) valer

VaB—-VpA = [A, B]. (34.89)
Para uso futuro, observemos en passant que essa relagao se escreve também como
VaB—VBA = LAB. (34.90)

onde £ ¢é a derivada de Lie, introduzida na Secao 33.3.1, pagina 1709.

Impor que o tensor de torcao seja nulo significa evidentemente impor que suas componentes sao nulas em um sistema
de coordenadas (e, portanto, em todos). Assim, uma conexao afim V é dita ser simétrica se e somente se seus coeficientes
satisfizerem em todos os pontos da variedade

k. = k.

1) Je
para todos os indices i, j, k, em um sistema de coordenadas (e, portanto, em todos). Uma conexdo simétrica possui

2
% coeficientes independentes (justifique!).

e O Lema de Simetria

Se M ¢é uma variedade diferencidvel de dimensao n, podemos representar uma superficie bidimensional conexa em
M por meio de uma fungao bijetora S : O — M, onde O é um aberto conexo de R?. Para cada (u, v) € O o ponto
associado por S é S(u, v) € M. A superficie mergulhada em M assim definida serd também denotada por S. Se p
é um ponto de S e (A, h) é uma carta local de coordenadas em M com p € A, a aplicacio hoS : O — R™ definida
por O 3 (u, v) = h(S(u, v)) = (z*(u, v), ..., 2"(u, v)) descreve uma superficie bidimensional em A C R". Para
cada v fixo, u — S(u, v) descreve uma curva em M cujo vetor tangente denotamos por % € TpM com p = S(u, v).
Analogamente, para cada u fixo, v — S(u, v) descreve uma curva em M cujo vetor tangente denotamos por % € T,M.
Esses vetores sdo dados na representacao definida pela carta local (A, h) (com p € A) por
08 "~ 0r® 0 a8 ozt 0

du~ 2ba B, °© B 2w o

)

p

com as fungdes z*(u, v) definidas acima. Ao longo das curvas de u constante e de v constante podemos também definir
as derivadas covariantes
n
D ox®
= Va = VZW dxa _d = E —V a

ou u a=1 "du 9a?

9]

Q|

9]

v b=1 "9v ggb

Q|

D "L 9xb
%—V@—v" @xbafgmvaizb.

O lema técnico a seguir serd empregado em diversas manipulacoes algébricas.

Lema 34.1 (Lema de Simetria) Se V ¢ uma conexdo simétrica entdo, com as defini¢oes dadas acima, vale

D oS D oS

em todo ponto de S. O
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Prova. Devido a condigao de a conexao V ser simétrica, tem-se para todos a e b Vai % — V% 68a = [%, %] =0
za Ox 5.0 O T T
e, portanto,
0 0
Voo = Vatigg = O (34.92)
Assim,
DoS D [02® 0
Ou Ov - Ou ov Oxb
b=1
g 0 ol D o
N Oudv Oxb v Ou Oxb
b=1 b=1
"L 9%xb 9 "L 9z = Oz 5}
S SR i v,
Oudv Oxb v Ou = 9xb
b=1 b=1 a=1
(34.92) "L 9%b 9 " 9zt I Oz° 0
N Z Oudv Oxb + v ou Vﬁ ox°
b=1 b=1 a=1
n n n
0%z 0 oz® Ox? 0
= r 4 z Zi V o
= Ooudv O0x® pot Ju — Ov  2«P Qx°
7"82x“8+n8:caD8
N — ovou Ozx® Ou Ov 0zx®
DKo 8 DOS
o = Ou Ox° v ou ’
como queriamos mostrar. [ ]

O estudante deve aperceber-se que (34.92) é a versao em coordenadas locais da expressao (34.91).

34.2.3.2 Conexoes Métricas (ou Riemannianas)

Ao introduzirmos a nogao de conexao afim, acima, nao fizemos mencao a presenca de um tensor métrico Riemanniano
ou Lorentziano na variedade. Vamos agora tratar da situagao na qual uma ou outra estao presentes.

e Conexoes métricas, ou Riemannianas

Uma conexao afim V (ndo necessariamente simétrica) é dita ser uma conexdo compativel com um tensor métrico
semi-Riemanniano g se valer

Valg) = 0 (34.93)
para todo A € 2 (M). De acordo com (34.84), isso equivale a
A(g(B, C)) = g(VaB, C) +g(B, VaC) (34.94)

para todos A, B, C € 2 (M). Uma conexdo que seja compativel com um tensor métrico é também dita ser uma conezao
métrica, ou uma conerdo Riemanniana. A identidade expressa em (34.94) é por vezes denominada identidade de Ricci®®.

De acordo com (34.82), a expressao local de (34.93) é

G

ot = G+ 9T (34.95)

23Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925).
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Para entender o significado da propriedade especificada em (34.94), observe-se que se V4B = V4C = 0, entao
g(B, B), g(C, C) e g(B, C) nao variam ao longo de A, ou seja, se B e C' sdo paralelamente transportados ao longo de A
segundo V, entao seu médulos e o “angulo” que formam entre si nao variam ao longo e A, em coeréncia com a intui¢ao
por trés da nogao de transporte paralelo.

Para reforcar as consideragoes das ultimas linhas, apresentaremos na Proposicao 34.4 algumas caracterizagoes equi-
valentes da definigdo de conexao métrica (novamente seguimos [327], mas com uma organizacao distinta). Observe-se
que o item 2 da Proposicao 34.4 vem precisamente ao encontro do comentario do paragrafo precedente, ao afirmar que
pares de vetores transportados paralelamente ao longo de curvas diferencidveis preservam seu produto escalar.

Fazemos notar ainda que na Secao 36.2.5.2, padgina 1918, estabeleceremos de forma explicita que a conexao definida
pelo transporte paralelo usual, definido em superficies regulares em R?, é uma conexdo métrica.

Proposicao 34.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana e seja V uma conexdo afim em M. De-
notemos por % a deriwagao covariante associada a conexao V ao longo de uma curva especificada. Sao equivalentes as
sequintes afirmagoes:

1. A conexao V € compativel com o temsor mélrico, ou seja, A(g(B7 C)) = g(VAB, C) + g(B, VAC) para todos
A B, CeZ(M).

2. Para toda curva diferencidvel ¢ : I — M (I sendo algum intervalo aberto de R.) vale que se VA Tt V(l)(t) €
TepyM e VR T3¢t V(Q)(t) € TewyM sao pares de campos vetoriais definidos sobre ¢ que sao transportados
paralelamente ao longo de ¢ (ou seja, tais que %V(l) = %V(Q) =0 para todo t € T), entao g(V(l), V(Q)) € constante
ao longo de ¢, ou seja,

d
el (1) (2) - 4
dtg(V (t), V (t))c(t) 0 (34.96)

para todo t € I.

3. Para toda curva diferencidvel ¢ : I — M wvale que se V : I >t = V(t) € ToyM e W 1 I >t W(t) € ToyyM sao
pares de campos vetoriais definidos sobre ¢, entdo

D

p (V(t), —W(t)) . (34.97)

d D
Eg(v(t)’ W(t))c(t) -9 (Ev(t% W(t)) dt e(t)

c(t)

Prova. 1 — 2. Vamos escolher A, B e C' de modo que, em alguma (eventualmente “pequena’) vizinhanca sobre ¢ de um
ponto ¢(tg), o campo A coincida com ¢(t), B com V) (t) e C com V(?(t). Teremos,

d

—a(vO . v )

= A(g(B, 0))

t=to c(to)

c(t)

= 9(VaB, C)c(to) +9(B, VAC)c(tO) = 9(Ve(t) B, C)c(to) +9(B, Veey)C)

c(to)

34.67 D D
S L (EV(I)(tO), V<2>(t0)) Yy (V(l)(to), Ev<2>(1f0)) — 0.

c(to) c(to)

2 — 3. Sob a hipdtese 2 vale o seguinte:

Lema 34.2 Seja (9, M) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana, com g sendo, portanto, ndo degenerada. Vamos
supor que valha a hipdtese 2, acima. Seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel e seja p = c(to) um ponto da curva c. Seja
{bi1, ..., b,} uma base em T,M e seja, para cada k =1, ..., n, bi(t) o vetor obtido transportando by, paralelamente
ao longo de ¢ em alguma vizinhanga suficientemente pequena de p (que supomos ser a mesma para todos os k’s). Entdo
{b1(t), ..., ba(t)} € uma base em T M. O
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Prova do Lema 34.2. Fixemos t e suponhamos que existam escalares oy, tais que ZZ=1 arbg(t) = 0. Entao, para todo j
vale

0 =g <bj(t), iakbk(t)> =
k=1

n
c(t) k=

n n
ar g(b;(t), bk(t))c(t) = Zakg(ij bk)p =9 <bj, Zak bk)
k=1 k=1

1 p

Como os b; formam uma base em T,M e o tensor métrico é nao degenerado, isso implica que ZZ=1 ag br = 0 e, portanto,
que todos os ay’s sao nulos. Isso completa a demonstragao do Lema 34.2. |

Continuemos a demonstracao da Proposigao 34.4.

Seguindo esse resultado, podemos escrever V(t) = Y71, v*(t) bi(t) e W(t) = Y_7_; w’(t) b;(t) para todo t em uma
vizinhanca de ty. Assim, pela hipétese 2,

n n n n

g(V(t), W(t))c(t) = szi(t)wj(t)g(bi(t)a bj(t))c(t) 2 szi(t)wj(t)g(bia bj)p~
Portanto,
%g(V(t% W), = ZZ%[W@W@)} g(bi, b)), - (34.98)
Por outro lado, como %bj (t) = 0 para todo j, vale por (34.66)
%V(t) = %;Zﬂ(t) bz(t) = 2 %(’Ui(t)) bz(t)
e, portanto,
g (EV(”’ W(t)) o ZZE(” (1) w’ (1) g(bi(t), by(t)),) = ZZE(” (1)) w (1) g(bi, by),

Analogamente, obtém-se

Logo,

3 — 2. Trivial.

3 — 1. Para um dado campo A e p € M, seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel passando por p em #y e tal que
¢é(to) = A(p) € T, M. Teremos A(p) (g(, C)p) = %g(B, C)er) |t:t0. Pela hipétese 3, o lado direito dessa igualdade pode
ser escrito como

- g(VAB, C)p—l—g(B, vAc)p,
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que ¢é o que se desejava provar. Isso completa a demonstracao da Proposicao 34.4. |

e A féormula de Koszul. Determinando uma conexao métrica em termos do tensor métrico e da torgao

No que segue provaremos que uma conexao métrica é determinada univocamente pelo tensor métrico e pelo tensor
de torgao.

Seja g um tensor métrico semi-Riemanniano e V uma conexao afim compativel com esse tensor métrico. Fazendo
permutagoes ciclicas de A, B e C em (34.94), temos

A(9(B, C)) = g(VaB, C)+g(B, VA0), (34.99)
B(g(C, A)) = g(VsC, A)+g¢(C, V5A), (34.100)
C(9(A, B)) = g(VcA, B)+g(A, VeB). (34.101)
Disso segue que
A(g(B, ©)) + B(g(C, A)) —C(g(A, B)) = g(VaB, C)+g(B, VaC)+g(VpC, A)+g(C, VpA)

~g(VeA, B) = g(A, VeB) + (9(C. VoA) —g(C. Vi)

9((VaB - Vpa), C) +9((VaC - Vo), B) +¢((VsC - VeB), A)
+29(C, VpA)
"= g(([A, B, ©) +g((A, C), B) +4([B, €], 4)

+9(T(A, B), C) +g(T(A, C), B) +¢(T(B, C), A)

+2g(C, VBA) .
Assim,
9(C, VipA) = %[A(g(B, C)) + B(g(C, 4)) - C(g(A, B))| - %[g([A, B), C) +g([4, €|, B) +¢(1B, Cl, 4)]
f%[g(T(A, B), €) +4(T(4, C), B) +¢(T(B, C), 4)]. (34.102)

A expressdo acima, denominada férmula de KoszulP* por alguns autores, mostra que uma conexio métrica V é univoca-
mente determinada pelo tensor métrico g e pela torgao T'. Isso talvez fique mais claro se, para uma carta local, tomarmos
A=2 B=292 ¢C=-2 . Usando (34.60) e o fato que [ 0 0 } = 0 para quaisquer a, b, obtemos

Oz’ oz’ oxk * Oz’ Oxb

1 [0gi | Ogr;  Ogij 1
gklrlij ) [axj 8:5"] B ax’i 2 [lei gk + lek gii + T glj]
e, consequentemente,
1 ,,[0ga Ogi; O0Ogi;] 1
Eoo_ Kl i J ij k k k
iy = 29 |90 T 0w ot §{T ji T L+ T } ’ (34.103)

ou, alternativamente, usando a antissimetria das componentes do tensor de torgao,

L i [0g9a | Ogi;  9gi] | 1
Eoo_ 1 ow |99 j ij k k k
iy = 29 | 9 + dxi  Bal +§{T i T T i} ' (34.104)

24 Jean-Louis Koszul (1921-2018).
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E. 34.17 Ezercicio importante. Reproduza todos os cdlculos que conduzem as expressdes acima. ok

e O tensor de contorgao

A expressao (34.102) aponta a necessidade de introduzir-se a seguinte definigdo: o tensor K : 2" (M) x 2 (M) x
Z (M) — R, portanto de tipo (0, 3), definido por

K(C, B, A) = —%[g(T(A, B), C) +9(T(A, C), B) +9(T(B, 0), 4)] . (34.105)

com A, B, C € 2 (M), é denominado (um tanto jocosamente) tensor de contor¢do. Em componentes de uma carta
local de coordenadas isso se escreve como

i Al 1 P 1 i
Ky C'BAT = 2 (T% gu + Tl g1 + Ty, gui) A'BICH = ) (Thij + Ty + Tijp ) A'BC
1 Py
= 3 (Tlﬂ g+ T g1 + lej 91;) A'BICF

(Tka' + Ty + Tigy ) A'BICk

N~

sendo que na segunda linha usamos a antissimetria das componentes do tensor de tor¢ao. Portanto, as componentes do
tensor de contorgao sao dadas por

1

Kkji = D)

(Taji +Tjni + Ty ) (34.106)

N~

(Tkij + Ty + Tijk) =

Com o tensor de contorcdo, a férmula de Koszul (34.102) escreve-se como

9(C, Vid) = S[A(e(B, ©) + B(o(C, A) ~Clo(A, B))] - 3 [a(14, Bl €) +4(14, €, B) +9(1B, €, 4)]
+K(C, B, 4). (34.107)

Usando (34.106), a expressao (34.103) ou (34.104), por sua vez, fica

1 Ogu | Ogi;  0gij
k _ -kl * Jj ] k
Y, = 5 [&fcj D Dl K% . (34.108)
Verifique!
E. 34.18 Ezercicio. Usando (34.105), mostre que
K(C, B, A)— K(C, A, B) = —g(T(A, B), C) (34.109)
e que
K(C, B, A) = —-K(A, B, C), (34.110)
0 que, em termos de componentes, significa que
Kiji — Krig = —Trig = Trji e Ky = — Ky (34.111)

respectivamente. Segue de (34.109), ou da primeira igualdade em (34.111), que se o tensor de contor¢do for nulo, entdo o tensor de
tor¢do também o é. Concluimos dessa observacio e da definicio (34.105) ou (34.106) que o tensor de contorgdo é nulo se e somente se
o tensor de torcdo o for. *

E. 34.19 Ezercicio. Mostre que as componentes do tensor de contor¢do transformam-se por mudancas de coordenadas como

dz® b 9z°

9z'% dx't Px'd e

1k az'* 8z 9z ., ,
K i = f— —K be ou K kij —
J O0x® Ox'* Ox'I J

(34.112)

Ll
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e Simbolos de Christoffel

Os termos de (34.104) e (34.108) que envolvem as derivadas parciais das componentes do tensor métrico (e nao
envolvem a torgdo) sdo de particular interesse e para eles alguns autores reservam uma notagdo e uma denominagao
particular: define-se os chamados simbolos de Christoffel?> por

k 1w [0ga | Ogi;  0Ogij
= = - = — . 4.11
{ij} 29 [axﬂ T or o (34.113)

E importante observar que os simbolos de Christoffel sao simétricos em relagao aos indices inferiores:

{Z} = {jkz} (34.114)

para todos 4, j, k. Isso se constata diretamente de (34.113). Com uso dessa notacao, (34.108) fica

k
= {”} + K (34.115)
onde K kij sao as componentes do tensor de contorgao.

E. 34.20 Ezercicio. Usando (34.63), conclua que os simbolos de Christoffel transformam-se por mudangas de coordenadas como

EY’ oz'* 9z 9z° [ a oz'* 9%z
{i j} = ze 91" 8x/1{bc} * Pz dwiow (34.116)

L]

e Os simbolos de Christoffel e o determinante das componentes do tensor métrico

Vamos agora apresentar algumas identidades envolvendo os simbolos de Christoffel que serao usadas na Secao 34.2.4,
pagina 1771 e alhures. Denotemos por g o determinante da matriz dos g;;. Como a matriz dos g%/ é a inversa da matriz
dos g¢i;, segue imediatamente da férmula de Jacobi (10.36), pagina 517, que, em uma carta local de coordenadas,

10g _ g 993
g Oz oxt

(34.117)

Pela definicao (34.113) dos simbolos de Christoffel, temos

V.1 w99 99w Ogir| _ 1 100k
{Zk} 2 [ i — 27 Gur

ozk ' ol ox!

k [k

onde, de acordo com a convencao de Einstein, { ) kz} significa g { ” } Assim, provamos que
i i

k=1

{k} _ 1o _omVigl 1 9Vl (34.118)

ik 2g Oxt ox' N V0g| 9z

Tem-se também

|k 1 - 0gi 0y 07 - 09gi 1 07
ij — 4kl i v i J . ij vJ — ki [ ¥ | (]
{ } g [ * oz 27 9 gl

ij 2 o7 7 ozt 9 Byl
(34.117) i 11 09a w1l 0g ij 0 Kl ij dg*! w1 0g dgk! w1 0g
= 979" 5 - ——l=g—-(g giz)—g Gt ~9 5557 = ~HT 9 5557
oxI 2g Oz 0xd \ & — —— OxJ 2g Ox Ox 2g Ox

=4 =&

25Elwin Bruno Christoffel (1829-1900). Os simbolos de Christoffel foram introduzidos em 1869, em [88].
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Logo, usando (34.118), estabelecemos que
- k agkl ]
“ = 2 —g" 34.119
R At (G119

[k 1 0
ij _ kl
I {Z]} a \/Haxl (g |g|> . (34.120)

As propriedades (34.118), (34.119) e (34.120) séo tteis e serdao empregadas no que segue.

e também que

34.2.3.3 Conexoes de Levi-Civita

Chegamos agora a mais importante classe de conexoes afins. Uma conexao afim que seja métrica e simétrica é dita ser
uma conexdo de Levi-Civita®S.

Recordemos que pelas observagoes do Exercicio E. 34.18, pagina 1766, o tensor de torgao associado a uma conexao
métrica é nulo se e somente se o tensor de contorcao o for.

Por ser simétrica, uma conexdo de Levi-Civita possui tor¢ao nula (e, portanto, contor¢ao nula) e, assim, por (34.102)
ou (34.107), a férmula de Koszul assume a forma

9(C, VpA) = %[A(g(B, C))+B(g(C, A))—C(g(A, B))}—%{g([A, B, O)+¢([A, C], B)+g¢(B, Cl, A)} . (34.121)

Por (34.104) ou (34.108), valera para os coeficientes de uma conexao de Levi-Civita

1 g O0gi; 09i; k
k. = Zgk : J U = . 4.122
K 29 {83@3 T o ij (3 )

Assim, os coeficientes de uma conexao de Levi-Civita coincidem com os simbolos de Christoffel. Da condicao de simetria
vale, naturalmente, Fkij = iji para todos 4, j, k. Mais importante é notar que, segundo (34.122), os coeficientes de uma
conexao de Levi-Civita sao univocamente determinados pelo tensor métrico apenas. Esse fato é muitas vezes denominado
Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana.

E importante também observar que, como toda variedade diferenciavel admite ao menos um tensor métrico Rieman-
niano infinitamente diferencidvel (Proposigao 34.1, pagina 1742), segue que toda variedade diferencidvel possui também
ao menos uma conexao de Levi-Civita.

e Conexoes de Riemann-Cartan e de Einstein-Cartan

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana (Lorentziana), uma conexao V compativel com g (ou seja, métrica) e dotada
de tor¢ao nao nula é por vezes dita ser uma conexdo de Riemann-Cartan (conexdo de Einstein-Cartan). A variedade
(M, g, V) assim constituida é dita ser uma variedade de Riemann-Cartan (variedade de Einstein-Cartan). O estudo
de variedades de Riemann-Cartan (de Einstein-Cartan) é denominado Geometria de Riemann-Cartan (Geometria de
FEinstein-Cartan,).

A formulacao Einsteniana da Teoria da Relatividade Geral pressupoe uma conexao de Levi-Civita, compativel com um
tensor métrico Lorentziano e, portanto, com torcao nula. H4 uma formulagao alternativa, denominada Teoria de Einstein-
Cartan, na qual considera-se uma conexao de Einstein-Cartan, i.e., compativel com um tensor métrico Lorentziano, mas
com torg¢ao nao nula. A Teoria de Einstein-Cartan introduz efeitos gravitacionais devidos ao spin da matéria. Os efeitos
fisicos mensuréveis da presenca de torcao, porém, sao muito pequenos para serem observaveis dentro dos padroes atuais
de experimentacao. Para alguns artigos de revisdo sobre a torgao na Teoria da Relatividade Geral, vide [206] ou [495].

Para algumas referéncias aos trabalhos originais de Cartan, vide nota-de-rodapé 16, pagina 1750.
34.2.3.4 Conexoes de Weyl e a Origem das Transformacgoes de Calibre
As conexoes de Levi-Civita possuem uma generalizagdo de alguma relevancia, as chamadas conezdes de Weyl. Parte

dessa relevancia é historica, pois o estudo das conexoes de Weyl deu origem a descoberta de uma importante classe de
“transformagoes de simetria”: as transformagoes de calibre.

26 Tullio Levi-Civita (1873-1941).
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Os trabalhos de Weyl, notadamente o livro [513], cuja primeira edi¢do data de 1918, foram também muito influentes
no desenvolvimento geral da teoria das conexoes. Esses trabalhos representam também a primeira tentativa de unificagao
geométrica da Gravitagao com o Eletromagnetismo e uma das primeiras tentativas de estender Teoria da Relatividade
Geral de Einstein.

e Conexoes de Weyl

Uma conexao afim V que seja simétrica (ou seja, com torgao nula) é dita ser uma conezdo de WeyP” se existir um
campo de covetores ¢ € 27*(M) tal que

Valg) = (¢, A)g (34.123)
para todo A € 2 (M), com g sendo o tensor métrico. Em coordenadas locais, escreve-se (34.123) como
Juvia = ¢a Juv - (34.124)

Cada conexao de Weyl é, portanto, caracterizada por um campo ¢ € Z*(M). Por vezes, emprega-se a notacao \AUXD
para caracterizar a dependéncia da conexao com g e com ¢. Como se vé, conexoes de Levi-Civita correspondem ao caso
particular onde ¢ é identicamente nulo.

Uma expressao explicita para os coeficientes de uma conexao de Weyl em termos de g e ¢ serd obtida mais adiante.
Vide (34.132)—(34.133).

Conexoes de Weyl foram introduzidas por aquele autor em cerca de 1918 em uma proposta de unificagao geométrica
do Eletromagnetismo com a Teoria da Relatividade Geral, um sonho tedrico perseguido por vérios autores (Einstein
inclusive), seguindo diversas ideias distintas. No caso de Weyl, a 1-forma definida por ¢ deve ser entendida como o
quadripotencial-vetor do Eletromagnetismo e a 2-forma F' := d¢, cujas componentes em uma carta local de coordenadas

~ ) . . " . . .
sao F, = 82;5 — giz, deve ser identificada com o campo eletromagnético. Logo adiante elaboraremos mais a respeito.

O texto cldssico a respeito dos trabalhos de Weyl sobre teorias com conexdes de Weyl é [513]. Vide também a
contribuigdo de Weyl a [131]. Para uma andlise fisica detalhada da teoria de Weyl, vide [379], o livro de Pauli sobre a
Teoria da Relatividade Geral, tido como o primeiro livro-texto escrito sobre o tema..

828

Para uma andlise de algumas antigas teorias de unificacdo do Eletromagnetismo com a Gravitagao, vide [379] e [374],
esse ultimo texto possui, inclusive, uma cronologia das diversas teorias.

e A origem das transformagoes de calibre

Para tornar as observacoes que seguem mais transparentes, vamos denotar uma conexio de Weyl por V(¢ ¢) de modo
a deixar clara a dependéncia com o tensor métrico g e com ¢.

Tomemos A € C>(M). Considere-se a transformacio g + ¢’ := eg (por vezes denominada uma transformacdo

conforme do tensor métrico, ou reescalonamento de Weyl), acompanhada pela transformacao ¢ — ¢’ := ¢ — d (ou seja,

em coordenadas locais, ¢, — ¢ — ai_)«\x) Teremos,

; , , (34.123)
VIO () — (o —dn, A)(Ng) = Vg AHT— (6, ANy~ AT = A (VE Vg~ (o A)g) =T 0.
Como, por definicao,

0 = v(gl7¢l) N _ (s Ad = v(9l7¢/) AN —d\ A A
= Vi ) = (¢, A = Vi T (eg) — (6 —dA, A)(eg)
concluimos que
Vi) = v ).
Fazendo agora uso da expressao (34.82), pagina 1759, essa igualdade implica que
9+ 9,00 = gljlrjz’k + glkjrjz‘l 5

] y . ~ / / . .
onde I';, e IV, denotam os coeficientes da conexao V@' #) e V9 @) respectivamente. Definindo um tensor Q% por
Q% :=1"", — T, (trata-se de um tensor por ser a diferenca entre duas conexdes), obtemos

glszjikag/kaju = 0 ouseja, Qup = —Qru (34.125)

2"Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).
28Uma primeira referéncia seria: H. Weyl, “Gravitation und Elektricitdt”, Sitzungsberichte der Preussischen Akad. der Wissenschaften,
465, (1918), reproduzido em traduzido para o Inglés em [131]. Para mais referéncias a trabalhos originais da teoria de Weyl, vide [379].
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(aqui, o rebaixamento de indices é feito com o tensor métrico ¢’). Além disso, vale também
Q%. = Q% e, portanto, Quc = Queb (34.126)
pois ambas as conexoes fo/’ ) e fo’ ?) sdo supostas simétricas.
Vamos agora provar que as relagoes (34.125) e (34.126) implicam Q%,. = 0. De fato,

34.125) (34.126

( ) (
Qui = —Qry =" —Qu

o que mostra que @, = 0 e estabelece que

34.125) (34.126) (34.125 34.126)

) (
Qur = Qim = Qi = —CQur;

v ¢) — vyl ¢

Esta identidade mostra que a conexdo V(9 ) é invariante pela transformacao

(9, ¢) — (¢s &) = (ePg, o —dN). (34.127)
Pode-se dizer, portanto, que a transformacao (34.127) é uma transformagao de simetria no espago das conexoes de Weyl.

A transformagao (34.127) foi denominada por Weyl transformagcdo de calibre®®. O uso da palavra “calibre” provém
da ideia geométrica de que a transformacdo g — e’g corresponde a uma recalibracdo das medidas de distancia espaco-
temporais, nao alterando o tipo (luz, tempo ou espago) dos quadrivetores e, portanto, nao alterando as relagbes causais.
A transformacio g — e*¢ é também denominada transformacdo conforme do tensor métrico g.

O fato de (34.127) envolver a transformacio ¢ +— ¢ — d\ reforca a ideia que as conexdes de Weyl V(9 ¢) dependem
nao da 1-forma ¢, mas da 2-forma F' = d¢, que é invariante por essa transformacao, pois d(d\) = 0 (vide Proposicao
35.2, pagina 1843).

Apesar de admirado por Einstein, o trabalho de Weyl e sua proposta de usar conexdes de Weyl para a unificagdo da
Gravitacao com o Eletromagnetismo acabou rejeitado por razoes fisicas. Einstein apontou que teorias com a conexoes de
Weyl violam o principio de equivaléncia (essencialmente pois as curvas geodésicas dependem de ¢). Uma anélise fisica
da teoria das conexdes de Weyl encontra-se em [379)].

Ainda assim, transformacoes similares as de calibre foram redescobertas no contexto da Fisica Quéntica (na forma
das transformacoes simultaneas ¢ +— e, ¢ +— ¢ — d\, com 1) sendo a funcido de onda de um sistema quantico) e
desempenham nessa nova forma um papel central na Fisica posterior aos anos 60-70 do século XX, especialmente com
o advento do Modelo Padrao da Fisica das Particulas Elementares. Aparentemente essa nova versao das transformagoes
de calibre em sistemas quanticos foi criada pelo proprio Weyl, na década de 1920.

e Obtendo explicitamente os coeficientes de uma conexao de Weyl

Para completar essa discussao vamos obter uma expressao explicita para os coeficientes I‘ijk de uma conexao de Weyl.

Escrevendo (34.124) com uso de (34.82), pagina 1759, temos

G

ort gjlrjik o gkijz'l = PG > (34.128)
dg,, , .

ot~ im0 = kg (34.129)
O I’ M, = 34.130
opt Ikl =9 = A (34.130)

onde as duas linhas inferiores sao obtidas da linha de cima por permutagoes ciclicas dos indices. Somando a ultima a
pentltima e subtraindo a primeira linha, obtemos, usando também a simetria I'*,, = I'*_, da conexao,

99, m B G
oxk ozl oxt

29No original, “Eichtransformation”, em Inglés “gauge transformation”.

= 29,17}, + = Ok T P Yir — i Gt - (34.131)
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Portanto,
(G119 {,j Z} b5 (6 0 — o0 —au6) (34.133)
E. 34.21 Ezercicio. Complete os detalhes para a obtencdo de (34.131), (34.132) e (34.133)! o,

E. 34.22 Ezercicio. Usando diretamente (34.132), prove novamente o fato ja estabelecido que I'?;; é invariante pelas transformacdes
de calibre (34.127). o,

34.2.4 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Vamos agora introduzir as nogdes muito tteis de gradiente, divergente e Laplaciano (ou operador de Laplace-Beltrams)
no contexto de variedades Riemannianas ou Lorentzianas dotadas de uma conexao afim.

Fazemos notar que, para o caso de conexoes de Levi-Civita, essas nogoes podem ser introduzidas com mais elegancia e
generalidade na teoria das formas diferenciais fazendo uso do chamado mapa dual de Hodge°. Esse é o assunto da Secao
35.2.3.1, pagina 1857. L& indicaremos inclusive como definir o operador rotacional em variedades, o que nao faremos
aqui.

Em contraste, no presente contexto de conexdes, podemos definir os operadores divergente e Laplaciano mesmo em
variedades com torg¢ao, o que nao ocorre no contexto de formas diferenciais.

O estudante deve notar que as definigcoes de gradiente, divergente e Laplaciano que apresentaremos adiante sao
defini¢oes intrinsecas, isto é, independentes de cartas locais de coordenadas, ainda que nosso principal objetivo seja obter
expressoes para esses operadores em cartas locais de coordenadas.

e Gradiente

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana e f : M — R uma fungdo diferencidvel em M assumindo
valores nos reais. Recordando, a diferencial de f, denotada por df é o elemento de 2*(M) definido por®!

(df, 4) = A(f),

para todo A € Z°(M), onde A(f) foi definido em (34.53), pdgina 1751. Assim, df é um campo de covetores tais que para
todo A € 2 (M) vale (df, A) = df(A) = A'2L em uma carta local (e, portanto, em todas, devido & invariancia do lado

ox?
. . _ 7 6
direito), sendo A = A" 7.

Definimos o gradiente de f, denotado por grad (f) € 2 (M), por

grad (f) = g*(df) , (34.134)

com dado em (34.20), pagina 1745, ou seja, grad (f) é definido como o campo vetorial definido em M tal que para todo
p € M e todowv e T,M valha

g(grad (f), U)p = (df)p(v) . (34.135)

Em um sistema de coordenadas 2!, ..., ™ definido por uma carta local em p em que v = v* -2

oxk

by
. . k i
soma de Einstein) e grad (f), = (grad (f)p) —aik » teremos (df ),(v) = —;xfk (p)v* e g(grad (f), v)p = (grad (f)p) 7 g5 (p).
Assim, (34.135) se escreve na forma

(usando a convencgao de

af

B (p)v? | (34.136)

/L' .
glerad (1), v), = (grad (£)y) vgis(p) =
30William Vallance Douglas Hodge (1903-1975).
31A aplicagio df foi também definida em (33.53), pagina 1698, como o pushforward de funcdes reais definidas em M, mais precisamente,
como a aplicacao diferencial associada a uma funcao f: M — R de classe C*°.
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implicando que (grad (f)p)igij (p) = % ) para todo j e, portanto, que
(grad (f)p)i = 9" (p) % , (34.137)
para todo i. Assim,
grad (f), = <gkj %) % (34.138)
P P
Observe-se que, para um campo vetorial A € Z° (M), (34.136) afirma que
g(grad (f), A) = A(f). (34.139)
Por razdes facilmente compreensiveis, o gradiente de f é frequentemente denotado por V' f ou por 0°f.
e Divergente
Seja V uma conexao afim e A € 2 (M) e considere-se o tensor X4 : 2" (M) — 2 (M) definido por
XA(B) := VA, (34.140)
para B € 2°(M). Definimos o divergente de A (segundo V) como sendo o traco da aplicacio definida por K4:
div (4) = Tr(X4). (34.141)

(A nogao de trago encontra-se definida & pdgina 1692).

Pela consideragoes que fizemos quando da definicao da nocao de

trago, concluimos que div (A4) é invariante por mudanga de coordenadas.

E interessante e til expressarmos K4 ¢ div (4) em

0
xA ,
(6301
teremos,
ayp 9 a0
64 5 = % ()

e, por (33.33), teremos div (A) = Tr(X4) (33.33) (UCA)iZ_ =

locais e para uma conexao afim geral, vemos que

div (A)

coordenadas locais. Escrevendo
) = )

Vo A=

Dt
OAF
ozt

HA?
ox*

0

i Ok

(

+ Tk, A7

OAF
ozt

N\ 0
k

+T%,,A7 = A, = (V;A)". Em particular, em coordenadas

0A
ox?

= T AT (34.142)

O estudante facilmente apercebe-se que no caso da variedade R™ com a conexao plana usual tem-se para coordenadas

9A’

Cartesianas div (A) = 2

, que é a definicao usual de divergente de um campo vetorial.

Por razoes facilmente compreensiveis, o divergente de A é frequentemente denotado por V;A47 ou por A’, '’

Se V for uma conexao métrica e simétrica (ou seja, uma conexdo de Levi-Civita), entdo podemos usar (34.118) e

escrever

. DA S QA 1 og 4
div(4) = - 4+ I, AT = . —— | A
v (4) Ozt T ox? * <2g 6x3>
e, portanto,
1 0 ,
div(4d) = ——— (4’ . 4.14
iv(4) = —= g (4 VIel) (34.143)
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e Laplaciano (ou operador de Laplace-Beltrami)

Seja f : M — R uma funcao duas vezes diferenciavel em M assumindo valores nos reais. Definimos o Laplaciano de
f, denotado por A(f), por
A(f) = div (grad(f)) .

O Laplaciano mapeia fungoes infinitamente diferenciaveis de M em funcoes infinitamente diferenciaveis de M e, por isso,
podemos falar de um operador Laplaciano. No contexto de Geometrias Riemannianas ou Lorentzianas e na Geometria

de superficies, o operador Laplaciano é frequentemente denominado operador de Laplace®®-Beltramd3.

Em coordenadas locais e para uma conexao afim geral, teremos por (34.142) e (34.137),

A(f) = 9 (gik of ) + T, g7* 95 (34.144)

ox’ Ok g oxk

O estudante facilmente apercebe-se que no caso da variedade R™ com o tensor métrico Riemanniano usual e a conexao
n

plana usual tem-se para coordenadas Cartesianas A(f) = >, %, que ¢é a definicao usual de Laplaciano de uma

funcao escalar.
Por razdes facilmente compreensiveis, o Laplaciano de f é frequentemente denotado por V;V*f.
Se V for uma conexdo métrica e simétrica (ou seja, uma conexao de Levi-Civita), entdo podemos usar (34.143), e
escrever 5 of
1 .
. e 34.145
e (VeI ) (34145)

Essa relagao pode ser usada mesmo no caso plano de R™ para expressar o Laplaciano em coordenadas gerais. Vide Secao
4.3, pagina 302.

A(f)

E. 34.23 Ezercicio. Usando (34.119), mostre que, no caso de uma conexdo de Levi-Civita, (34.144) pode ser reescrita como

A(f) = g" (afafxf - {fj}%) . (34.146)

L3l

E. 34.24 Ezxercicio. Mostre que para uma conex3o métrica geral tem-se

. _ 1 (9 j 1 J
div (A) = NCEE (A \/|g|) FK AT (34.147)
K sendo o tensor de contor¢do, e
1 0 i Of ik Of
AR — , j Kxik 9L 4.14
D) = g (VeI gh) Kk (31.148)
g (_O°f k| of ik Of
= g¥ —— — = K —— . 4.14
g <8m18m7 { ij } ok ) T P (34.149)
Sugestio: Basta usar (34.115) e os resultados (34.143) e (34.145). o,

X kskk ok

As relagoes (34.137), (34.143) e (34.145) sado muito tteis, podendo mesmo ser usadas nas variedades planas R™, com
o tensor métrico Riemanniano usual, para expressar o gradiente, o divergente e o Laplaciano em coordenadas outras que
nao as Cartesianas, tal como fizemos em diversos problemas do Capitulo 43, pagina 2400, e alhures. Para tal, emprega-se
as expressoes de (34.29), que apresentam as componentes do tensor métrico Riemanniano (covariante e contravariante)
em sistemas de coordenadas gerais em R™. Nesse caso, como comentamos no Exercicio E. 34.2, pagina 1746, podemos
usar o fato que g = (det(J))2, onde J é a matriz dada em (34.30). Vide também a Secéo 4.3, pagina 302, para a forma
explicita do operador Laplaciano em alguns sistemas de coordenadas de interesse em R? e R3.

32Pjerre-Simon Laplace (1749-1827).
33Bugenio Beltrami (1835-1899).
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Em certos livros-texto de Fisica-Matemdtica, como [346] e [20], o estudante pode encontrar tais expressoes para os
operadores gradiente, divergente e Laplaciano em diversos sistemas de coordenadas de interesse fisico em R? e em R3.
Essas referéncias [346] e [20] obtém (34.137), (34.143) e (34.145) por meios mais pedestres e com menos generalidade.
Como ja dissemos acima, as diversas expressoes que encontramos podem ser obtidas com mais elegancia e generalidade
por meio do uso de formas diferenciais. Vide Secao 35.2.3.1, pagina 1857.

e A conexao de Levi-Civita, o gradiente e um operador simétrico

A proposicao a seguir é relevante em diversos contextos. Iremos usé-la na anélise da identidade de Raychaudhuri, na
Secao 34.6.1, pagina 1820.

Proposigao 34.5 Seja V uma conexdao de Levi-Civita e seja f : M — R é uma funcdo ao menos duas vezes diferencidvel.
Seja L+ X (M) — 2 (M) o tensor de tipo (1, 1) definido por

L (B) = x#(B) = Vpgrad(f),
com B € X (M). Entdo, LI é um tensor g-simétrico (vide definicdo a pdgina 1748), ou seja, (Lf)T = L1 e, pois vale
9(B, £1(C)) = g(£/(B), C) (34.150)
para todos B, C € Z' (M), ou seja,

9(B, Vegrad(£) = g(C. Vagrad(f)) -

As componentes de L em um sistema local de coordenadas, sdo dadas por

0 0 o 0
&N = 5 (gl“ail) +1'; 97 a;; : (34.151)
e (34.150) significa que (Lf)ij = (Lf)ji, ou ainda que (Lf)ij = (Lf)jz-. O

Prova. De (34.121) segue facilmente que
9(C, Vua) —g(B, Vea) = B(g(C, 4)) - c(9(B, 4)) ~ (1B, I, A)

para todos A, B, C € Z' (M) (verifique!). Tomando A = grad (f), teremos por (34.139)

9(C, Voerad(£)) —g(B, Vograd(£)) = B(g(C, grad (£))) = C(g(B. grad (f))) = (1B, C), grad(f))

(34.139)

B(C(f)) —C(B(f)) - [B, CI(f) = 0.

Isso provou (34.150). Em um sistema local de coordenadas, escrevemos

0 o, ; (0 A\ 0
(B = (LH(B)!= = (LH.B'— = B'v, O Loyl iy <2
By = (B L = @) B = BVed() = B e (p) + Tyamad (1))
de modo que
0 ; 0 of w Of
i — — l Fl__ J — i la Fl-- ja ~J
(@) = rad (P + Tyerad (1) = o (o 55 ) 1 g O
A relagdo de simetria (34.150) significa gixB'(L/)*;C7 = g;;(L7)!;B'CI, ou seja, gik(Lf)kj = gi;(LH)Y, que significa
(Lf)ij = (Lf)ji, ou ainda, (Lf)lj = (Lf)jz. [ |
Observe-se que Tr(LF) = (Lf)ii = (L)), (34.144) A(f).
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34.3 O Tensor de Curvatura

A nogao de curvatura tem uma longa histéria na Geometria Diferencial, especialmente no estudo da geometria de curvas e
superficies, existindo em diversas variantes relacionadas entre si de maneiras diversas. Nesta se¢ao iremos nos concentrar
no estudo do chamado tensor de curvatura, de importancia central nas Geometrias Riemanniana e Lorentziana, em
particular, na Teoria da Relatividade Geral.

e O tensor de curvatura

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n e dotada de uma conexdo afim V. Para A, B, C € 2(M)
definamos
R(A, B) := VoAV —VEV4— V[A, Bl (34.152)

como sendo a aplicacdo que a cada C € 2 (M) associa o elemento de 2" (M) dado por
R(A, B)C = V4(VBC) —Vp(VaC) — V4, 5C . (34.153)
Como veremos na Proposicao 34.6, logo adiante, a aplicagdo 2 (M) x £ (M) x (M) — £ (M) dada por
X (M) x Z(M)x Z (M) > (A, B, C) — R(A, B)IC € Z (M)

é linear nos trés argumentos, definindo, portanto, um tensor de tipo (3, 1), denominado tensor de curvatura associado
conexdo afim V, ou ainda tensor de curvatura de Riemann ou de Riemann-Christoffel*.

Notas. Antes de justificarmos a definigdo e explorarmos as propriedades do objeto acima definido (antes, por exemplo, de mostrarmos que
se trata realmente de um tensor), fazemos notar que a definigdo adotada em (34.152) segue a convengdo mais frequentemente encontrada em
textos sobre Variedades Lorentzianas e sobre Relatividade Geral, enquanto que textos sobre Geometria Riemanniana (como [327]) adotam
um sinal “” global no lado direito, tomando R(A, B) :=VpV4 —VaVp — VB, 4]- Essa diferenca de convengdes se deve ao fato que, na
Geometria Riemanniana, convenciona-se dizer que a esfera é uma superficie de curvatura positiva, enquanto que, na Teoria da Relatividade
Geral, convenciona-se dizer que o espago-tempo de de Sitter é de curvatura positiva. E relevante notar também que, como veremos em (34.179)
(com uso de (34.113)), para conexdes de Levi-Civita, o tensor de curvatura é par no tensor métrico (ou seja, é invariante pela troca g — —g)
e, portanto, no caso Lorentziano ele ndo se altera se passarmos da signatura “4+ — ——" para “— + ++". &

A seguinte proposicao lista as propriedades formais bésicas de R:

Proposigao 34.6 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n dotada de uma conezxdo afim V e seja o tensor de
curvatura R associado & conexdo V, definido em (84.152). De acordo com as defini¢ées acima, valem as propriedades

1. Antissimetria:

R(A, B) = —R(B, 4), (34.154)
2. Linearidade:
R(fiAi + foA3, B) = [R(Ay, B)+ f-R(As, B), (34.155)
R(A, ¢1B1 + ¢2B2) = qiR(A, By) + g2R(A, By), (34.156)
R(A, B)(hiC1 + hoC2) = hiR(A, B)Cy + heR(A, B)C (34.157)
para todos A, Ay, As, B, By, B2, C, Cy e Cy € Z' (M) e todos f1, f2, g1, g2, h1 € ho € C(M). O

As propriedades (34.155)—(34.157) evidenciam o cardter tensorial de R. A demonstragao da Proposi¢ao 34.6 é obtida
por uma aplicagdo quase que mecénica das propriedades (34.54) e (34.55) da conexao afim V e iremos apresentd-la no
Apéndice 34.A.1, pagina 1830.

34 A definicdo aqui apresentada do tensor de curvatura, em termos de conexdes afins (métricas e sem torcao), é essencialmente devida a Elwin
Bruno Christoffel (1829-1900), que a sugeriu em 1869 em [88]. Nesse mesmo trabalho foram definidos também os simbolos de Christoffel. As
ideias de Christoffel foram posteriormente expressas por Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) e Tullio Levi-Civita (1873-1941) em termos
do chamado Cdlculo Tensorial (& época denominado Cdlculo Diferencial Absoluto), um precursor da moderna Geometria Diferencial.
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e A interpretacao geométrica do tensor de curvatura

Se tivermos uma carta local de coordenadas e considerarmos os campos A = % e B = % definidos nessa carta,
teremos, naturalmente, [A, B] = 0 e, portanto,

0 0
R<8Ii,@)vtﬁive‘5jve‘2jvtﬁi. (34.158)
Essa expressao permite-nos entender R informalmente, como sendo uma “medida” da nao comutatividade da derivacao
covariante em diregoes coordenadas diferentes. A Proposigao 34.7, que segue, torna essa ideia um tanto mais precisa.
Sua interpretagio serd feita apds sua demonstracao. Note-se também que é claro por (34.158) que R anula-se no caso da

variedade Euclidiana R™ (pois 14 V_a_ = %) Assim, R indica informalmente o quanto uma variedade diferencidvel de

B
dimensao n desvia-se em cada ponto da variedade Euclidiana R"™.

Proposigao 34.7 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n e seja V uma conexdo afim em M. Seja O >
(u, v) = S(u, v) € M uma superficie bidimensional ao menos duas vezes diferencidvel mergulhada em M, onde O é um
aberto de R?. Seja V um campo vetorial diferencidvel sobre a superficie S (de sorte que V(u, v) € Ts(u, vyM para cada

(u, v) € Q). Entao, vale
DD DD s 08
(a% - a—a) Vi, v) = R(%’ %) v

para todo (u, v) € O. O

(34.159)
S(u,v)

Comentdrio. O lado esquerdo de (34.159) é por vezes denominado holonomia infinitesimal da conexdo V. A relacdo (34.159), portanto,
associa o holonomia infinitesimal de V com a curvatura Riemanniana associada a V. Esse tipo de associacdo manifesta-se em outras situagoes
que as aqui tratadas, como no caso de conexdes em fibrados principais, onde o resultado é conhecido como Teorema de Ambrose3®-Singer3S.

Vide, e.g., [274]. &
Prova. (De [327]). Em uma carta local, cada ponto S(u, v) é descrito por coordenadas (z'(u, v), ..., 2"(u, v)) € R™,
sendo cada fungao x%(u, v) ao menos duas vezes diferencidvel. Para os vetores tangentes % e % a superficie teremos a
< . K i
representagao em coordenadas locais % = %Lua_ak e g—f = %% .
“ S (u,v) S(u, v)

D

Seja X;(u, v) := ai% € Ts(u, vyM. Calculemos mXi(u, v), %Xi(u, v) e as derivagdes covariantes segundas

S(u, v)
%%Xi(% v) e %%Xi(u, v). Por definigdo, temos
D Oz’ 0
%Xi(u’ v) = V%Xﬂ'(“’ U)Xi(u’ v) = ou <V3ij%) S(u, v) '

Analogamente, '

D J

—Xi(u, v) = o <Vaii) :

ov ov 227 0T S(u,v)
Assim,

D D 02%xd 0 dxd dxk 0
Foaui ) = G (V— a?) o0 e (V— (V— ax))

S(u,v)
e, analogamente,
D D 0%l 0 Oz Ox* 0
__Xz ’ = 2 a3 9 A, Sk Bwd i ’
au v V) = Fugy (Vaij aac’) T 0 ou (vaik <Vaij ay)) S(u.0)
Logo,
DD DD Oz Ox* 0 0
2 ) X, = oo Ve (Voo 55 ) = Voo (Voo 5
<6u ov Ov au) (u, v) oJv Ou (vaik (vaia‘ 83@’) Vaij <Vafk 8$’>) S(u,v)
(34.158)  OzF Ox? o 0 0
a58)  drm 0w, f 0 - O ) O , 34.160
du v (axk’ Oxd ) 0x' (g, ) ( )

35Warren Arthur Ambrose (1914-1995).
36]sadore Manuel Singer (1924-2021).
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D D . . D D D D
Calculemos agora 7V (u, v), 55V (u, v) e as derivacoes covariantes segundas 7, 5,V (u, v) e 753,V (u, v). Natu-
ralmente, podemos escrever V(u, v) = v*(u, v)X;(u, v). Teremos,

D D/, o' ;D
=V (u, v) = - (v VX, v) = S, v) v X, v)
e
D D 0%’ o' D ov' D ,D D
%%V(u, v) = —&)auXi(u, v) + 90 %Xi(u, v) + 5 %Xi(u, v)+v %%Xi(u, v) .
Analogamente,
D D 0%t ov' D ov' D D D
—~ = - 2 X,(u, X, (u, = X (u, X (u, v) .
ou C%V(u’ v) Audv (u, v) + dv Ou (u, ) + ou Ov (u, v) +v Ou Ov (u, v)
Logo,
DD DD (DD DD (34.160) , Ox* Ox7 o 0 0
il — v (= ) X, v) P2 EE R (2 )
(é?ué)v Ov 6u) Viu, v) v (61&61} v 8u> (v, v) Y ou 6UR Oxk’ oz ) Ox S(u, v)
azk 0 027 0 . 0 s 08
(R ED) (., -G DL,
Ou Ozk’ v O’ 92" /| 5w, v) ou’ Ou S, )
como queriamos mostrar, sendo que na penultima igualdade usamos a linearidade de R. |

A Proposicao 34.7 diz-nos o seguinte. Escolhamos €1, €2 > 0 pequenos o suficiente e tomemos o vetor V(u, v) em
um ponto S(u, v). Transportemo-lo paralelamente ao ponto S(u, v + €2) ao longo da curva v — S(u, v) e, em seguida,
transportemos o vetor resultante ao ponto S(u + €1, v + €2) ao longo da curva u — S(u, v + €2). Resulta desses dois
transportes um vetor V! definido em TS(u+ter, vten)M, 0 qual ndo é necessariamente igual ao vetor V(u + €1, v + €2),

. . . NP Vv
definido no mesmo ponto. A diferenca entre esses dois vetores dividida por €€y é W

D D
€1,€2 = 0, a 505V (u, v).

e converge, no limite

Fagamos agora o oposto: transportemos o vetor V(u, v) paralelamente ao ponto S(u + €1, v) ao longo da curva
U > S(u, U) e, em seguida, transportemos o vetor resultante ao ponto S(u—i—q, v+€2) ao longo da curva v — S(u—l—q, v).
Resulta um vetor V2 definido em TS(uter, vien) M, 0 qual também nao é necessariamente igual ao vetor V(u+e€1, v+ea),

. . . N , Vievy
definido no mesmo ponto. A diferenca entre esses dois vetores dividida por €€y é W

D D
€1, €2 = 0a -5V (u, v).

Concluimos que para a diferenca V! — V2 dos dois vetores de TS(uter, vtes)M obtidos transportando V(u, v) para-
lelamente ao longo dos dois trajetos descritos acima que conectam S(u, v) a S(u+ €1, v + €3) vale

e converge, no limite

Vi_y? (Vl—V(u—l—el,v—i—eg))_(VQ—V(u—i—el,v—i—eQ))

€1€2 €1€2 €1€2

e1,e2—0 (D D D D (34.159) a5 9S8
- <8u8vv v auv> (u, v) == R(@u’ ou v

S(u,v)

Podemos, portanto, afirmar que se A, B, V € T,M séao trés vetores do espacgo tangente T,M, entdo R (A, B)V
determina a variacao do vetor V quando de um transporte paralelo executado em uma curva fechada “infinitesimal”
no retangulo definido pelos vetores tangentes A e B. Nesse sentido, R (A, B) é uma medida da “curvatura” local da
variedade M ao redor do ponto p. Uma nocao associada, a de curvatura seccional, serd introduzida e discutida mais
adiante.
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34.3.1 As Identidades de Bianchi e Outras Propriedades

Passemos agora a uma classe de propriedades muito importantes do tensor de curvatura, obtidas por Voss®?, Ricci®®
e Bianchi®**° em 1880, 1889 e 1902, respectivamente (apud [374]), denominadas primeira identidade de Bianchi (ou
identidade de Bianchi algébrica) e seqgunda identidade de Bianchi (ou identidade de Bianchi diferencial). Vide [374] para
um relato histérico mais detalhado que inclui a entrada dessas identidades na Teoria da Relatividade Geral.

No caso de conexé6es de Levi-Civita as identidades de Bianchi podem ser obtidas com uso do chamado Teorema de
Noether?! (vide Segdo 45.6, pagina 2611, para uma versdo desse teorema para sistemas mecanicos), mas seguiremos aqui
uma abordagem mais direta e geral (para conexoes afins gerais).

Na Secao 34.3.2, pagina 1780, apresentaremos a forma que as identidades de Bianchi assumem em coordenadas locais.

e A primeira identidade de Bianchi

Proposicao 34.8 (Primeira Identidade de Bianchi) Seja V uma conezdio afim em uma variedade diferencidvel M.
Para todos A, B, C € Z (M) vale

R(A, B)C+ R(C, A)B+ R(B, C)A = S(A, B, (), (34.161)
onde

S(A, B, C) := Va(T(B, )+ Vg(T(C, A)) + Ve (T(A, B)) +T(A, [B, C)) +T(B, [C, A]) +T(C, [A, B]),

(34.162)

sendo T o tensor de tor¢ao, dado em (84.86). Em particular, se V for uma conexdo simétrica, vale
R(A, B)C+ R(C, AA B+ R(B, C)A = 0. (34.163)
O

As expressoes (34.161) e (34.163) sdo ambas denominadas identidade de Bianchi. A expressdo (34.163), vélida no
contexto de conexoes simétricas, é particularmente relevante.

A prova da Proposi¢do 34.8 encontra-se no Apéndice 34.A.2, pagina 1831.

E. 34.25 Ezercicio. A expressio S(A, B, C), dada em (34.162), define um tensor. Que se trata de um tensor ndo é Sbvio por
(34.162), mas por (34.161). Mostre que o tensor S(A, B, C) pode ser reescrito como

S(A, B, C) = (VaT)(B, C)+(VsT)(C, A)+(VcT)(A, B)+T(T(A, B), C)+T(T(B, C), A)+T(T(C, A), B) . (34.164)

Sugestdo: em (34.162), use as expressdes para a derivagdo covariante de tensores e a definicdo do tensor de tor¢3o. o+

Observe-se também que S(A, B, C) é invariante por permutagoes ciclicas:

S(A, B, C) = S(C, A, B) = S(B, C, A). (34.165)

e A segunda identidade de Bianchi

A seguinte proposicao contém uma assercao importante sobre o tensor de curvatura, a chamada sequnda identidade
de Bianchi ou identidade de Bianchi diferencial, e que, em particular, tem consequéncias sobre o chamado tensor de
Einstein, de relevancia para a Teoria da Relatividade Geral. Essa relevancia serd discutida adiante, na Secao 34.3.5 a
pégina 1788.

37 Aurel Edmund Voss (1845-1931)

38Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925).

39Luigi Bianchi (1856-1928).

40Luigi Bianchi, “Sui simboli a quattro indici e sulla curvatura di Riemann”, Rend. Acc. Naz. Lincei, 11 (5): 3-7 (1902).
41 Amalie Emmy Noether (1882-1935).
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Proposicao 34.9 (Segunda Identidade de Bianchi) Seja M wma variedade diferencidvel dotada de uma conexao
afim V. Entdao, vale

Va (R(B, C)D) + Vg (R(C, A)D) Ve (R(A, B)D)
- R

(A, B)VeD + R(C, A)VD + R(B, C)VaD + R([A, B], C)D + R([C, A], B)D + R([B, C], A)D . (34.166)
o que implica
Va(R)(B, C)+V5(R)(C, A)+Vec(R)(A, B) = —R(T(A, B), C) — R(T(C, A), B) — R(T(B, C), A) . (34.167)
Caso V seja uma conexdo simétrica, (34.167) ensina-nos que
Va(R)(B, C)+Vg(R)(C, A)+Vc(R)(4, B) = 0. (34.168)

Acima, A, B, C, D sao elementos arbitrdrios de Z (M). O

As expressoes (34.166) e (34.167), e mesmo o caso particular (34.168), sdo denominadas sequnda identidade de Bianchi
ou identidade de Bianchi diferencial. A demonstracao da Proposicdo 34.9 encontra-se no Apéndice 34.A.3, pagina 1832.

e Outras propriedades do tensor de curvatura

Na proposicao que segue sao listadas mais algumas propriedades tteis do tensor de curvatura, validas no caso de
conexoes de Levi-Civita.

Proposicao 34.10 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana e seja V uma conexao afim em M. Sejam
A B, C, De Z(M).

Para V uma conexdo afim arbitrdria, vale
g(R(A, B)C, D) = —g(R(B, A)C, D), (34.169)

o que seque diretamente de (34.154).

Se V € compativel com g, vale
g(R(A7 B)C, D) = —g(R(A7 B)D, C) . (34.170)

Se ¥V é compativel com g e simétrica (ou seja, se V for uma conexdo de Levi-Civita), vale
g(R(A, B)C, D) = g(R(C, D)A, B) (34.171)
e, por (34.154) e (84.170), tem-se também
g(R(A, B)C, D) = g(R(D, C)B, A). (34.172)
No caso de V ser compativel com g, mas nao simétrica, em lugar de (34.171) tem-se
g(R(A, B)C, D) = g(R(C, D)A, B) +8(A, B, C, D), (34.173)
onde
S(A, B, C, D) = %[g(S(B, C. 4), D) +¢(S(B, C, D), A) +g(S(B, A, D), C) +g(S(C, A, D), B)|,

o tensor S tendo sido definido em (34.162). O

A demonstragdo da Proposigao 34.10 encontra-se no Apéndice 34.A.4, pdgina 1834.
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34.3.2 O Tensor de Curvatura em Coordenadas Locais

E importante, especialmente em aplicacoes como a Teoria da Relatividade Geral, expressar algumas das propriedades do
tensor de curvatura que encontramos acima em termos de suas componentes em uma carta local de coordenadas.

Em uma carta local de coordenadas (z!, ..., z™), escrevamos

o o9\ o o, 9
R<a_ a—)ﬂ = it -

Os termos R!.., sdo denominados componentes do tensor de curvatura ou coeficientes do tensor de curvatura. Natural-
ijk

mente,
o 0\ 0
l _ l
Ry, = <dx, R(axi, axa') axk> (34.174)

e, caso a variedade em questao seja dotada de um tensor métrico Riemanniana ou Lorentziana g, teremos também

0 0 0 0
l _ ,lm — | —
Rrij = 9 g<8xm’ R(@xi’ axj> axk> '

E f4cil constatar disso que g(R(A7 B)C, D) pode ser escrito em termos das componentes do tensor de curvatura em
coordenadas locais como

g(R(A, B)C, D) = Ry, A'B/C*D' = R\, ;A'B/C*D, . (34.175)

E. 34.26 Ezercicio. Usando (34.174), mostre que as componentes do tensor de curvatura transformam-se por mudangas de
coordenadas como

9zt 9z Az Oz _,
Oz da'* dx't x'i Pt

R'yy = (34.176)

L

Usando a expressao geral (34.174) podemos obter uma importante relagdo que expressa os coeficientes de R em termos
dos coeficientes de uma conexao afim geral. Tem-se

0 0 0  (34.158) 0 0
R (% a_) ok Vs <V axk> YV <V axk>

(34.57) a O\ _ a 0
= V& (F jkaxa) Ve (F ikaw)

— a a a a a a a 8 a
= (&cir ﬂv) Ban kY i g (@F ik ) gga L V2 gra
(34.57) 0 ., 0 o wp O 0 . 0 0w b O
- (0xiij>%+ijF ia gy @F ik %*Fikr jagb
9 ra 0 a0 .
- <0xiF T gt ik) Jpe T (F el ia = T ja)w
e, portanto,
ort,  ort
Ry = i ekl i = Tl (34.177)
- (Fljk),i - (Flik)J‘ + Faijlm - Faikrlja . (34.178)

Essa expressao é deveras interessante, por exemplo, por tornar explicito o fato de as componentes do tensor e curvatura
associado a uma conexao afim dependerem exclusivamente dos coeficientes da conexao afim. Usando (34.115) ¢ possivel
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expressar leij em termos dos simbolos de Christoffel e das componentes do tensor de contorcao (e, portanto, das
componentes do tensor de tor¢ao).

No caso especial de conexdes de Levi-Civita, (34.122) permite expressar leij em termos dos coeficientes g;; e g/ do
tensor métrico, de suas derivadas primeiras e segundas. O exercicio a seguir explicita isso:

E. 34.27 Ezercicio. Usando (34.122), mostre que no caso de conexdes de Levi-Civita vale

1 0%ga;j 8 gir 0% Gai 0 gr; I n D n p
Rli' — Zla aj' @ _ az'i ]. an _ 34.179
i 29 <8mk8ml + Ox°0xi  OxkOxi  Ozodxt 9 g kiflaj kjJlai ’ ( )
com os simbolos de Christoffel dados em (34.113). O estudante deve notar de (34.179) e (34.113) que, para conexdes de Levi-Civita, o

tensor de curvatura é par no tensor métrico (ou seja, é invariante pela troca ¢ — —g) e, portanto, no caso Lorentziano ele n3o se altera
se passarmos da signatura “+ — ——" para “— + ++". *

E. 34.28 Ezercicio. No caso de uma conexdo afim geral, expresse Rl,m-]- em termos dos coeficientes do tensor métrico e das
componentes do tensor de tor¢3o. o

Como mencionamos, podemos expressar algumas das propriedades do tensor de curvatura de Riemann, obtidas acima,
em termos de seus coeficientes. Para futura referéncia, apresentamos essas relagoes na forma de uma proposigao.

Proposigao 34.11 Com as defini¢oes acima, valem as sequintes relagoes para as componentes do tensor de curvatura
de Riemann:

1. Para uma conexao afim geral, a propriedade de antissimetria (84.154), ou (34.169) implica

Ryij = —Rygji s ou seja, Rl,ﬂ-j = —lejz-. (34.180)

2. Para conexdes simétricas, a primeira identidade de Bianchi (34.163) implica
Ry + Ry + Rl = 0. (34.181)

3. Para conexdes simétricas, a sequnda identidade de Bianchi (34.168) implica
leij;m + lemi;j + lejm;i =0. (34.182)

4. Para conexdes compativeis com o tensor métrico g, (34.170) implica
Ry = — Ry (34.183)
0 que equivale a

leij = _Rklij . (34.184)

5. Para conexdes compativeis com o tensor métrico g e simétricas (ou seja, para conexdes de Levi-Civita), (34.172)

implica
Ry = Riju » (34.185)
0 que equivale a
Ry = Ry (34.186)
Naturalmente, no importante caso de conexdes de Levi-Civita todas as relagoes (34.180)—(34.186) sdo wvdlidas. O

E. 34.29 FEuzercicio. Verifique todas as afirmacdes acima. o+
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34.3.3 A Curvatura Seccional

A nogao de curvatura seccional é intimamente ligada & de tensor de curvatura. Essa nogao foi introduzida por Gauss
e estendida por Riemann e é muitas vezes denominada curvatura de Gauss, ou curvatura Gaussiana, especialmente no
estudo de superficies em R™. No nosso contexto de variedades diferencidveis vamos introduzi-la a partir do tensor de
curvatura, mas no caso de superficies seria mais natural fazé-lo de modo mais geométrico, tal como na sequéncia historica
na qual nasceu. Para essa tltima abordagem, vide Sec¢ao 36.2, pdgina 1889, ou vide, por exemplo, [326]. Para a conexao
entre as duas abordagens, vide [327], especialmente o Capitulo VI dessa referéncia.

e Algumas propriedades de certas formas quarticas

Para nossa discussao sobre a curvatura seccional precisamos de algumas propriedade de certas formas quarticas em
espagos vetoriais.

Seja V um espaco vetorial real e seja F': VxV xV xV — R uma aplicagdo que seja linear em cada um de seus
argumentos (uma forma quértica) e que satisfaca

F(A, B, C, D) = —F(B, A, C, D), (34.187)
F(A, B, C, D) = —F(A, B, D, C) e (34.188)
F(A, B, C, D) = F(C, D, A, B), (34.189)

para todos A, B, C, D € V. O leitor hd de perceber que as propriedades listadas em (34.187)—(34.189) séo inspiradas
em propriedades idénticas (vide (34.154), (34.170) e (34.171)) validas para a forma quértica g(R(A, B)C, D) no caso
de variedades semi-Riemannianas dotadas de uma conexao de Levi-Civita, o que serd explorado mais adiante.

Defina-se agora Hp : V xV — R por
Hp(A, B) .= F(A, B, A, B).
As afirmagoes contidas no lema que segue serao tteis adiante.

Lema 34.3 Seja V um espaco vetorial real e seja F uma funcio de V* em R, linear em todos os argumentos, satisfazendo
(84.187)—(34.189) e defina Hp(A, B) := F(A, B, A, B), com A, B €V. Entio, valem

Hp(A, B) = Hp(B, A), (34.190)
Hp(A, A) = 0, (34.191)
Hp(A, A+ B) = Hp(A, B), (34.192)
Hp(aA, BB) = o?B*Hp(A, B), (34.193)
2
Hp(onA+ BB, asA+ BB) = (a152 _ 51a2) Hp(A, B), (34.194)
para todos A, B €V e todos o, B, a1, as, B1, B2 € R. O
Prova. Exercicio! |

Na verdade, (34.194) implica as relagbes anteriores, mas preferimos listd-las todas para ressaltar sua relevancia
individual. A seguinte proposigao importante é valida:

Proposicao 34.12 Seja V um espaco vetorial real e sejam Fy e Fy duas funcées de V* em R, lineares em todos os
argumentos, satisfazendo (34.187)—(34.189), satisfazendo

Fl(Aa Bv Cv D)+F1(Cv Aa Bv D)+F1(Ba Ca Av D) = FQ(Aa Bv Cv D)+F2(Ca Aa Ba D)+F2(Ba C? Av D)
(34.195)
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para todos A, B, C, D €V e tais que Hp, (A, B) = Hp,(A, B) para todos A, B €V, ou seja,
Fi(A, B, A, B) = Fy(A, B, A, B) (34.196)

Entao, Fy = F5, ou seja,
Fi(A, B, C, D) Fy (A, B, C, D)

para todos A, B, C, D € V. O

A demonstragio (extraida de [327]) da Proposigdo 34.12 é apresentada no Apéndice 34.A.5, pdgina 1835. Da Pro-
posicao 34.12, acima, pode-se obter a seguinte consequéncia nao trivial:

Proposicao 34.13 Seja V um espaco vetorial real e seja F uma funcio de V* em R, linear em todos os argumentos,
satisfazendo (34.187)—(34.189) e satisfazendo

F(A, B, C, D)+ F(C, A, B, D)+ F(B, C, A, D) = 0 (34.197)

para todos A, B, C, D €V. Seja Hp(A, B):= F(A, B, A, B). Entdo,

1
F(A, B, C, D) = 6{|:HF(A+C, B+D)—-Hp(A+D, B+C)
+ |:HF(A, B+C)+ Hp(B, A+ D)+ Hp(C, A+ D)+ Hp(D, B+C)

— Hp(A, B+ D) - Hp(B, A+ C)— Hp(C, B+ D) — Hp(D, A+C)}

+ {HF(A, D)+ Hp(B, C)— Hp(B, D) — Hp(A, C)} } . (34.198)
para todos A, B, C, D € V. O

Prova. A relagao (34.198) pode ser demonstrada por verificagdo de duas maneiras distintas. A primeira, bastante pesada,
consiste em expandir-se o lado direito e constatar que equivale ao esquerdo. A segunda demonstragao é um pouco menos
pesada e faz uso da Proposi¢ao 34.12. Vamos a ela.

Seja F1(A, B, C, D)= F(A, B, C, D) e seja F5(A, B, C, D) definida pela expressao do lado direito da igualdade
em (34.198). Afirmamos que F» também satisfaz (34.187)—(34.189) e que vale

Fy(A, B, C, D)+ F5(C, A, B, D)+ Fy(B, C, A, D) = 0 (34.199)

paratodos A, B, C, D € V, o que, junto com (34.197), mostra que (34.195) é satisfeita. Além disso, vale (34.196). Todas
essas afirmacoes podem ser verificadas diretamente da definicdo de F no lado direito de (34.198), tarefa que deixamos
ao paciente e diligente leitor (use (34.190)—(34.194)!). A validade de (34.199), por exemplo, pode ser mais facilmente
constatada verificando-se que essa identidade é separadamente satisfeita por cada um dos trés termos entre colchetes [- - - |
no lado direito de (34.198). Com isso, a Proposicao 34.12 garante-nos a igualdade F(A, B, C, D) = F»(A, B, C, D)
para todos A, B, C, D €V. |

e A curvatura seccional

No que segue, M é uma variedade diferencidvel dotada de um tensor métrico g (Riemanniana ou Lorentziana) e de
uma conexao de Levi-Civita V (simétrica e compativel com g) e p é um ponto arbitrario de M.
A aplicacao
R(A, B, C, D) := g(R(A, B)C, D) ,
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definida em 2 (M) x X (M) x Z (M) x Z (M) com valores em R ¢é linear em cada um dos argumentos ¢ satisfaz
(34.187)-(34.189) e (34.197) (devido a (34.154), (34.170), (34.171) e (34.163)). As relacdes (34.187)-(34.189) e (34.197)
sdo também satisfeitas pela aplicacao de 2" (M) x Z (M ) X Z' (M) x Z (M) em R definida por

G(Aa B, C, D) = g(Aa C)g(Bv D) 79("47 D)g(Ba C)a (34200)
como é facil constatar (faga-o!). Assim, para p € M, definindo*?

H, r(A, B) = R,(A, B, A, B) = g(R(A, B)A, B)p, (34.201)

H, (A, B) Gy(A, B, A, B) = g(A, A),g(B, B), - (g9(A, B),)” (34.202)

9(A, A) g(B, A)
= det ) (34.203)

g(A, B) g(B, B)

teremos, por (34.194),

2
Hy p(aA+B1B, asA+B:B) = (s~ fras) Hy, n(4, B),

2
Hyc(anA+ BB, asA+ BB) = (onfh—Broz) Hyc(A, B),
para todos a1, ag, 81, B2 € R. Logo, se A e B € T,M sao linearmente independentes, a aplicagao K : T,M x T,M — R

definida por
g(R(A, B)A, B
Kp(Aa B) — prR(Aa B) _ ( ( )p

Hy6(A, B)  g(A, A),g(B, B), — (9(A, B),)’

satisfaz
Kp(a1A+BlB; OégA—f—ﬁgB) = Kp(Aa B)7

para todos a1, g, (1, P2 € R (naturalmente, tais que ay A + 1B e azA + (2B sejam linearmente independentes).
Portanto, em K,(A, B) podemos substituir A e B pois quaisquer outros dois vetores linearmente independentes do
subespaco gerado por A, e By, Isso significa que K,(A, B) depende apenas do subespago gerado por A, e B, em T,M.
Assim, dado um subespacgo bidimensional o de T, M, definimos

Kp(o) = Ky(4, B),

onde A, B sao dois vetores linearmente independentes quaisquer de o. A expressdo K,(o) é denominada curvatura
seccional de M em p em relagao ao plano o e coincide com a nogao de curvatura Gaussiana da Geometria de Superficies.
Um fato importante é que o tensor de curvatura é determinado em p por curvaturas seccionais em p. Essa afirmacao é
o contetido do seguinte corolério da Proposigao 34.13:

Corolario 34.1 Seja M wma variedade diferencidvel dotada de um tensor métrico g (Riemanniana ou Lorentziana) e
de uma conexdo de Levi-Civita V (simétrica e compativel com g). Entdo, em cada ponto p € M, o tensor de curvatura R

42(Observe-se que, no caso Riemanniano, H, ¢(A, B) > 0, devido & desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.11), pagina 261. No caso da
variedade Euclidiana R3, observe-se também que Hp c(A, B) é idéntico a ||A A B2, o quadrado no médulo do produto vetorial de A e
B. Para ver isso, lembre-se que no caso Euclidiano |g(A, B)| = ||A]| ||B]| cos 8, onde 6 é o angulo entre A e B e, portanto, H, g(A, B) =
[ AII2[|B]I? (sen8)? = | A A B>
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associado a V € determinado por curvaturas seccionais em p. Mais especificamente, vale a sequinte expressao formiddvel:

1
g(R(A, B)C, D)p = 6{H,,,R(AJrC, B+ D)—-H, r(A+ D, B+0)

+H, r(A, B+C)+ Hp r(B, A+ D)+ H, r(C, A+ D)+ Hy, r(D, B+C)
_Hp,R(A; B-i—D)—Hp,R(B, A+C)—HP7R(C, B-i—D)—Hp,R(D, A+C)

+ Hp,R(A; D) + I{;,,7R(B7 C) — Hp, R(B, D) — Hp,R(A; C)} , (34204)

com Hp g definido em (34.201). Como H, r(A, B) = Hp (A, B)K,(A, B), com H, ¢ definido em (34.203) e K,
sendo a curvatura seccional, vemos que g(R(A7 B)C, D)p pode ser expresso como uma combinacao linear de curvaturas
seccionais em p com coeficientes proporcionais as H, a’s. O

Prova. Adotando V = T,M e F(A, B, C, D) = R,(A, B, C, D) = g(R(A, B)C, D)p, as condigoes da Proposicao
34.13 sao satisfeitas ((34.197), por exemplo, segue da primeira identidade de Bianchi (34.163)). Assim, (34.198) conduz
a (34.204) e dai as demais afirmacoes. |

34.3.4 O Tensor de Ricci e a Curvatura Escalar

Seja M uma variedade diferencidavel dotada de um tensor métrico g (Riemanniano ou Lorentziano) e de uma conexao
afim V e seja R o correspondente tensor de curvatura. Seja p um ponto arbitrario de M.

Como discutido & pdgina 1745, tomemos {e;, ..., e,}, uma base de vetores em T,M, e {e!, ..., e"}, sua base
dual de covetores em T;M, de sorte que para o pareamento de €' e e;, valha (e, ej>p = 6;.. Sejam também as bases
de vetores {elﬁ, e e”ﬁ} em T,M e de covetores duais {elﬁ, R enﬁ}, definidos em (34.24), de sorte que tenhamos
(34.27).

Fixados B, C € Z (M) a aplicacdo Z (M) 3 A R(A, B)C define uma aplicagao linear de 2 (M) em si mesmo, a
qual denotamos por R¢, pA. Definimos
Ric (C, B) = Tr(Re, i) - (34.205)

E claro que Ric define um tensor de tipo (0, 2), denominado tensor de Ricci*3. Observe-se que vale a igualdade

RiC(C, B) = TI“(RC, B) = <el, RC,BQOP = <el, R(el, B)C>p

e Simetria do tensor de Ricci

No caso de V ser uma conexao de Levi-Civita para o tensor métrico g, o tensor de Ricci possui uma propriedade de
simetria:

Ric (C, B) = Ric(B, C) (34.206)

43Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925).
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para todos B, C € Z (M) pois, pela definigdo de trago (vide (33.31)),

Ric (C, B) = Tr(qu B) = <el, RC,Bel>p (34.22) g(elﬁ, RcyBel>p = g(ch,Bel, elﬁ)p

= Q(R(el, B)C, elﬁ)p (54472) Q(R(eluv C)B, el)p = Q(RB,CGM, el)p = g(el, RB,celu>p

= <elﬁ7 fRB,Celu> = TI“(RB70) = RiC(B7 ).

e O tensor de Ricci em coordenadas locais

O caréater tensorial de Ric talvez fique mais evidente se expressarmo-lo em uma carta local de coordenadas. Escrevendo
l l
Re, A = (RQ BA) 9. — (RQ B) iAz 2 teremos

ozl ozl

0

o aipicr 2
xr

Uopi
(RQ B) iA = leij Y

e, portanto,
(Re, ), = R BICH.
Logo, pela definicao de traco,
Ric(C, B) = (Re, p)', = Ry, BIC*.
As componentes do tensor de Ricci sdo comummente denotadas por R;;. Assim, escrevendo
Ric(C, B) = R;;C'B7 |
ou seja, com 4 ‘
Ric = R;jdz' @ da’ .
teremos R;;C'BJ = RlilijCi e, portanto
R; = R

o que expressa as componentes de Ric em termos das componentes do tensor de curvatura. De (34.207) e de (34.176) é
facil mostrar (faga-o!) que as componentes do tensor de Ricci transformam-se por mudangas de coordenadas de acordo
com a seguinte expressao:

(34.207)

ilj

a 5.b
Ri; = %% ab - (34.208)
Se V for uma conexao de Levi-Civita para o tensor métrico g, entdao (34.186) implica que
lelj - lelk = lelk )
ou seja, vale para as componentes do tensor de Ricci a propriedade de simetria
Ri; = Rji, (34.209)

refletindo (34.206). De (34.177) e (34.179) obtém-se no caso de conexdes de Levi-Civita as férmulas mais explicitas para
as componentes do tensor de Ricci:
!
or ji GI’ll

Ry = i = Tl = Tl (34.210)

1y aQQaj % gui 829al 8291']' ! n p n P
= —g“ . - - — “Gn — . (34.211
29 <8$’8xl + 0x®0xd  Oxidxd  Ox*Ox t 9 Gnp il laj ij) lal ( )
E interessante observar que a propriedade de simetria (34.209) néo é evidente em (34.210) (o que nao seria de se esperar,

pois (34.210) é vélida mesmo para o caso de conexdes que nao sejam de Levi-Civita), mas pode ser observada em (34.211)
se renomearmos convenientemente alguns indices mudos. Faga-o!
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e A curvatura de Ricci

No caso Riemanniano, se C' é um vetor nao nula em T,M, a expressao

Ric(C), = - PG Oy 1 (¢!, R(e, C)C),
P m—1 g(C,0),  m-—1 g9(C, O),

é por vezes denominada curvatura de Riccina diregdo C. A escolha do fator m — 1 (m sendo a dimenséo de M) deve-se
ao fato que R(el, C’)C serd nula caso o vetor e; seja escolhido na dire¢ao de C' (pela antissimetria do tensor de curvatura
R). Assim, na expressao <el, R(el, C’) C>p sao efetivamente somados m — 1 termos. Com isso, Ric(C') representa uma
espécie de curvatura média na direcao definida por C.

Devido & simetria do tensor de Ricci, podemos sempre escrever, para todos A, B € 2 (M),
1
Ric(4, B) = 7[Ric(4+B, A+ B)~Ric(A-B, A-B)|

e 1 [Ric(A+ B)g(A+ B, A+ B) - Ric(A— B)g(A— B, A- B)| ,

0 que mostra que o tensor de Ricci pode ser determinado a partir da curvatura de Ricci. Por ser obtido a partir do tensor
de curvatura, o tensor de Ricci é também determinado pela curvatura seccional.

e A curvatura escalar

Com o tensor de Ricci podemos definir um tensor Ric? : 27*(M) x 2 (M) por Ric*(A, B) := Ric (4% B), com
Ae Z*(M)e Be Z(M). Se em uma carta local escrevermos A = A;dr' e B = Bj%, teremos Ric%(A, B) =
Rijg* A BI = RijkBj, como facilmente se constata.

Considere-se aplicagdo R : Z (M) — 2 (M) que a cada B € 2 (M) associa R(B) € 2 (M) de sorte que para
todo A € 27*(M) valha (A, R(B)) = Ric*(A, B). Pelo exposto acima, vale em uma carta local R(B) = R(B)' 5% =
Rij Bi 2. Verifique! O traco de R, que denotaremos por Z, serd invariante por mudancas locais de coordenadas e dado

ox
por

Z = Tr(R) = (e, R(e;)) = <dzi, R(aii>> = RY,, (34.212)

sendo que acima usamos (33.32) e (33.33). A grandeza Z ¢é denominada curvatura escalar, ou escalar de curvatura,
associada ao tensor de Ricci (e ao tensor de curvatura). Note-se que podemos escrever # diretamente em termos das
componentes do tensor de curvatura pois, por (34.207),

# = R, = R

i (34.213)

A curvatura escalar desempenha um papel na Teoria da Relatividade Geral.

e Um pouco sobre espagos de curvatura constante

Seja uma variedade M dotada de um tensor métrico g e de uma conexao de Levi-Civita V. A tripla (M, g, V) é dita
ser um espago de curvatura constante se sua curvatura seccional K, (o) for independente do plano o em todo p € M, ou
seja, se tivermos K,(0) = K, uma funcao de p somente.

De acordo com (34.204), temos para espagos de curvatura constante

1
g(R(A, B)C, D)p - K,,E{H,,,G(AJFC, B+D)—H, c(A+D, B+C)
+H, q(A, B+C)+Hp, q(B, A+ D)+ Hy ¢(C, A+ D)+ Hy, (D, B+C)
— Hp,G(A, B+ D) — Hp7g(B, A+ C) — Hp7g(c, B+ D) — Hp,G(D; A+ C)

—I—Hp,G(A, D) +Hp,G(37 C) _Hp,G(B; D) —Hp7g(A, C)} . (34.214)
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Por (34.198), o fator que multiplica K, acima é igual a G(A, B, C, D) (definido em (34.200), pagina 1784). Dai, temos
que em espacos de curvatura constante vale

g(R(4, B)C, D)p = K,G(A, B, C, D), = K,(g(A, C),g(B. D), - (4, D), g(B, C),) . (34.215)
Isolando-se D do lado direito, temos
9(R(4, BIC, D) = K,G(A, B, C, D) = Kyg(g(4, O)B = g(B, C),A, D),
e disso concluimos que

R(A, B)C = g(A, C)B—g(B, C)A. (34.216)
Portanto, R(A, B) é o operador

R(A, B)x = g(A, #)B— g(B, %)A. (34.217)
onde * indica a posigdo do operando de £ (M).

Em coordenadas locais, (34.215) se escreve leiinBjC’le = K,(girgjt — gugjr)A'BIC*D! e disso concluimos
imediatamente que em cada ponto p € M vale

Ryij = Kp(gingii — gagir) - (34.218)
Para as componentes do tensor de Ricci, temos
R, = Rlilj = (m—1)Kyg;; e, portanto, Ric, = (m—1)K, gy, (34.219)
sendo m a dimensao de M.
E. 34.30 Ezercicio. Verifique! "

Disso segue imediatamente também que o escalar de curvatura é

B, = m(m—1)K, . (34.220)

Para um estudo mais aprofundado de espagos de curvatura constante no caso Riemanniano, vide, e.g., [327].

34.3.5 Comentario Sobre a Segunda Identidade de Bianchi e as Equacgoes
de Einstein

As equagoes fundamentais da Teoria da Relatividade Geral sao as chamadas Equagoes de Finstein, que escreveremos
logo adiante, e que foram apresentadas pela primeira vez em 25 de novembro de 1915 em secao da Academia Prussiana
de Ciéncias, em Berlim [130]. Como as mesmas representam uma Lei da Natureza, elas ndo podem, estritamente falando,
ser “deduzidas”. Podem ser apenas propostas para que se possa testar sua veracidade empiricamente. No entanto, é
possivel apresentar alguns argumentos de plausibilidade para as mesmas e é isso o que pretendemos aqui, fazendo uso
da segunda identidade de Bianchi para conexoes de Levi-Civita, que expressamos em coordenadas locais em (34.182),
pagina 1781. O raciocinio que apresentaremos nao é o original de Einstein, o qual, segundo [374], ndo conhecia ainda,
em 1915, as identidades de Bianchi**. Sobre os passos de Einstein falaremos um pouco adiante.

Segundo [374] a relevancia da segunda identidade de Bianchi para as equagoes de Einstein foi esclarecida pela primeira
vez por A. E. Harward*® em 1922, cerca de sete anos apés a apresentacdo final de Einstein das equacdes que levam seu
nome.

Consideremos o caso de conexoes de Levi-Civita e consideremos a segunda identidade de Bianchi escrita em forma

local, ou seja, na forma expressa (34.182), pagina 1781: leij;m + lemi;j + lejm;i = 0. Contraindo-se os indices [ e 1,

essa identidade ficat
0 = Rlgjim + Rt + Bijmg = Blajim = Rliimss + Rljma » (34.221)

44 A mesma referéncia [374] especula que nem mesmo Hilbert, com o qual Einstein manteve uma prolifica correspondéncia no perfodo da
formulacéo final da Teoria da Relatividade Geral (na segunda metade de 1915), conhecia as identidades de Bianchi.
45A. E. Harward. Phil. Mag. 44, 380 (1922).

46 A contracio de indices sob a derivacio covariante é permitida pois a conexdo é supostamente métrica, (de Levi-Civita).
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onde na segunda igualdade usamos a antissimetria do tensor de curvatura expressa em (34.180), ou seja lejm;l =
lelm;j - lelj;m. Como lelm = Rpm € lelj = Ry, isso fica
Ryjmi = Rimyj — Rijom - (34.222)
As identidades (34.221) e (34.222) sdo por vezes denominadas identidades de Bianchi reduzidas ou identidades de Bianchi
contraidas.
Contraindo-se agora os indices k e m em (34.222), obtemos R”“jk;l = Rkk;j — Rkj;k. Agora, Rkk = %, o escalar de
(34.183) —R’”jk;l (84.180) Rklkj;l = le;l. Com isso, obtemos le;l =%.;—RF.,, ouseja, 2le;l*%;j =0.

Como g,,, = 0 para quaisquer indices abc (pois a conexdo é de Levi-Civita), segue disso a seguinte cadeia de
igualdades:

lk
curvatura, e R kil ik

2le;l = %; = 2gijlj;l = gkj%;j = 2gijlj;l = gkl%;l = 2(gijlj)'l = (gkl%’).l

3 H

1
= (R’“l - §gkl‘%)z = 0. (34.223)
Define-se o tensor de Finstein*” por
1 . . 1
G = Ric — 5 g%, ousejaescrevendo, G = Gdr'®@dz’, temos Gy = R; — igij% . (34.224)

Para uma conexao de Levi-Civita vale R;; = R; e, portanto, o tensor de Einstein € igualmente simétrico: G,; = G;;. A
ultima igualdade em (34.223) afirma que
GM, =0, ou seja, v,G* = 0. (34.225)

;
Essa igualdade mostra que G satisfaz uma lei de conservacao covariante de natureza puramente geométrica.

Essa identidade pode ser tomada como ponto de partida para as equagoes de Einstein da relatividade geral. Como
o tensor de energia-momento T da matéria, por razdes fisicas, também satisfaz uma lei de conservacio covariante
T ; = 0, é sugestivo pensar que ambos deveriam ser proporcionais: G" = KkT', onde k seria uma constante universal®®.

Analisando o limite de campos gravitacionais fracos, quando dever-se-ia esperar que as equacdes G'* = kT reduzem-
se & equagdo de Poisson A¢ = 47Gp para o potencial gravitacional ¢, onde G = 6,67408(31) x 10~ 1m3kg=1s72 é a
constante de gravitacdo universal®® e p a densidade de massa, pode-se concluir que k = 87G/c*. Assim surgem as
equacgoes de Finstein da Teoria da Relatividade Geral, de importancia central na fisica gravitacional:

871G 1
Gtk = 22k , ou seja, R¥ — Zgtkgp = ——1* (34.226)
ct 2 ct
Se contrairmos os indices k e [ em (34.226), obtemos, em quatro dimensoes espago-temporais, Z = ngGT, onde
T :=T'. Substituindo isso de volta em (34.226), obtemos
871G 1
RE = 22 (1% - 2gPT) 34.227
i 59 ( )

Essa variante das equagées de Einstein foi apresentada pelo mesmo em 25 de novembro de 1915 em secao da Academia
Prussiana de Ciéncias, em Berlim [130]. E muito f4cil constatar, por contracao de indices, que (34.227) também implica
que Z = —81ET e que (34.226) e (34.227) sdo equivalentes.

C
Os passos que levaram Einstein a propor (34.227) foram, porém, outros ji que, segundo a detalhada discussao histérica
de [374], as identidades de Bianchi ndo eram do conhecimento de Einstein (nem de Hilbert!). Vide também [128]. Para
uma coletanea de artigos originais, vide [131].

4"Uma interpretagio geométrica desse tensor é discutida em [339)].

48Hoje denominada constante de Einstein.

49 A primeira medicio precisa de G — com um desvio de cerca de 1% do valor atualmente aceito — foi realizada por Henry Cavendish (1731-
1810) em um famoso experimento datado de 1798. Vide [433] e [105]. Para uma descri¢do dos problemas atuais de determinagdo empirica da
constante de gravitacdo universal, G, vide [404] e referéncias 14 citadas.
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A verdadeira histéria da obtencdo das Equacdes de Einstein é muito mais longa e complicada. Por exemplo, a
equagdo que Einstein primeiramente propds nao foi (34.226) ou (34.227), mas foi Rk = Tk (e apenas para sistemas
de referéncia que satisfacam | det g| = 1). Logo, porém, Einstein percebeu que essa equagao, ainda que covariante (por
ser tensorial), ndo poderia ser correta, pois o tensor de Ricci sozinho néo satisfaz uma equagéo de conserva¢dao como
R”“,k = 0. Desconhecendo (34.225), e apds idas e vindas onde até mesmo a necessidade da lei de conservagio covariante
do tensor de energia-momento foi questionada, Einstein segundo [374] propds impor essa lei de conservagao a forga:

considerou uma equagao da forma geral
871G

Rk = C—4(le - aglkT) : (34.228)

com « arbitrario, e procurou determinar para qual valor de « o tensor de energia-momento satisfaz a lei de conservacao
covariante T”i » = 0. Apés alguns computos (que passaram por tomar o traco de ambos os lados de (34.228) e escolher um
sistema de referéncia em que | det g| = 1), Einstein concluiu que a = 1/2, obtendo assim (34.227). Devido & covariancia
de (34.228), a restrigao do sistema de referéncia no computo nao é relevante mas, de qualquer forma, Einstein eliminou-a
algum tempo depois.

Quase simultaneamente, Hilbert®® chegou as mesmas equacoes (34.226) seguindo outro caminho: obtendo (34.226)

por um principio variacional do qual (34.226) s@o as correspondentes equagoes de Euler-Lagrange. Esse tltimo caminho
é o preferido da maioria dos livros-texto atuais que apresentam a Teoria da Relatividade Geral (vide e.g., [290]).

Posteriormente, em 1917°!, motivado por consideracdes cosmoldgicas, Einstein propos um acréscimo as equacdes
(34.226):

T" (34.229)

1 871G
e Lok Ik _
R'™ — 59 X+ Ag'" = c4

sendo A é uma constante, hoje denominada constante cosmoldgica. O termo Ag'* é denominado termo cosmoldgico e,
por vezes, é escrito com outra convencio de sinais: —Ag'*. O termo cosmolégico £Ag¢'* nio viola a lei de conservacio
do lado esquerdo, pois o tensor métrico satisfaz g'*. &> J& que a conexao é suposta ser de Levi-Civita.

;

A existéncia ou nao do termo cosmoldgico, assim como estimativas observacionais de valores para A, sdo objeto de
intensa pesquisa, desde sua proposta. O valor atualmente estimado com base em modelos de evolucao do universo é
A = (1,501 40,043) x 10~2°kg m~3, um valor muito “pequeno”, cuja relevancia sé se manifesta em fenomenos de escala
cosmoldgica. Para citar apenas duas referéncias sobre o tema em um universo bibliografico, vide [517] e [518].

O leitor interessado em um relato detalhado do épico esforco de Einstein em propor sua Teoria da Relatividade Geral,
talvez o maior feito individual da histéria da Ciéncia, encontrard em [374] uma excelente referéncia. Vide também [468],
[469] ou [128]. Para uma coletdnea de artigos originais, vide [131].

i SN

E. 34.31 FEzercicio.  Para conexdes de Levi-Civita o tensor de Einstein, definido em (34.224), ¢ identicamente nulo em duas
dimensdes (mesmo no caso Riemanniano). Portanto, ndo ha gravitacdo de Einstein em espagos-tempos bidimensionais.

Para ver isso, constate que, devido as propriedades de simetria e antissimetria por troca de indices (expressas em (34.180), (34.183)
e (34.185)), as tlinicas componentes n3o identicamente nulas do tensor de curvatura de Riemann Ry;;; em duas dimensdes sdo Ry =
R3191 = —Ro112 = —Ri201. Com isso, verifique que para as componentes do tensor de Ricci tem-se

Rll = g22R12127 R12 - R21 - 7921R12127 Rll = 911R1212, (34230)
ou seja, em forma matricial,

Rll R12 922 7912
Ric = = Rio12

Ris  Ros _912 911

11 12\ —1
Constate que, coincidentemente, a matriz do lado direito ¢ [¢''g** — (9"%)?] (gn 22) = [¢"¢"* — (¢"*)*]g, com g = (511 912).

Com isso, vemos que Ric = [¢''¢** — (¢"%)?*]| Ri212 9.

50David Hilbert (1862-1943).
51A. Einstein. “Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitaetstheorie”. Sitzungsberichte der Kéniglich Preussischen Akademie
der Wissenschaften, Berlin. part 1: 142-152 (1917).
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Verifique por (34.230) que o escalar de curvatura é dado por Z = g"/ Ri; = 2[g"" g** — (9"*)*] Ri212. Conclua disso que Ric = 1 Z g,

ou seja, que R;j; = %%gi]-, o que afirma a nulidade do tensor de Einstein. Vide também (36.182), pdgina 1911, e toda a discussio que
Ihe antecede. o

34.4 (Geodésicas. O Mapa Exponencial Geodésico

A nogao de curva geodésica é uma das nogoes fundamentais da Geometria Diferencial, particularmente, das Geometrias
Riemanniana e semi-Riemanniana, e desempenha um papel importante na Teoria da Relatividade Geral, onde, no caso de
geodésicas tipo-tempo, descreve o movimento em “queda livre” (i.e., sob auséncia de forgas externas) de um observador
idealmente pontual. No caso da Geometria Riemanniana, uma curva geodésica entre dois pontos é, num sentido que
precisaremos, uma curva que minimiza a distancia entre esses pontos. Nesse sentido, curvas geodésicas em superficies
tém sido estudadas desde o Século XVII, como nos trabalhos de Johann Bernoulli®? sobre a curva braquistécrona (vide
pégina 2651). No contexto da Geometria de Superficies a nogdo de curva geodésica é tratada na Segdo 36.2.6, pagina
1919. A Segdo 36.2.6.1, pdgina 1921, contém algumas notas histéricas. Para tal, vide também [471], Capitulo 4.

Dada uma curva continua e diferencidvel por partes R D [a, b] 3 t — ¢(t) € M, denominamos c(a) como o ponto
inicial de ¢ e ¢(b) como o ponto final de ¢ e, seguindo a linguagem comum, dizemos que ¢ parte de ¢(a) e chega em c(b).
Note-se que se ¢ parte de c(a) e chega em c(b), entdo a curva R D [a, b] 3 t + c(a+b—t) € M parte de c(b) e chega
em c(a).

34.4.1 Geodésicas. Definicao

Seja I um intervalo aberto e conexo da reta real e seja v : I — M uma curva diferencidvel em uma variedade diferencidavel
m-dimensional onde tenhamos definido uma conexao afim V. Seja I >t — (t) € T, ;) M, a aplicagdo que associa a cada
t € I o vetor tangente 4 (“velocidade”) da curva « no ponto (t) € M.

A curva « é dita ser uma geodésica em relagdo a conexdo afim V se

D
Z5 =0 34.231
el ( )

em todo I, onde % é a derivagdo covariante associada a V, dada em (34.67), pdgina 1755. Como se vé, uma curva
geodésica e uma curva cujo vetor tangente é transportado paralelamente ao longo da mesma, de acordo com uma dada

conexdao afim. Sobre a existéncia de curvas geodésicas comentaremos mais adiante (Proposi¢ao 34.15, pdgina 1796).

Seja (V, h) uma carta local de coordenadas em M e vamos supor que I seja pequeno suficiente de sorte que a curva
v esteja inteiramente contida em V. Usando a carta de coordenadas h, a curva ~ serd descrita em R™ por fungoes

h((t)) = (z'(t), ..., a™(t)), t € I. A representagao local de (34.231) é, segundo (34.68), pagina 1756, dada por
EF () + T (2 (1), ..., 2™ () & () a7 (t) = 0, k=1,...,m, (34.232)
que é um sistema de m equacoes diferenciais ordinérias de segunda ordem, nao lineares, para as fungoes z'(t), ..., x™(t).

Usando um truque bem conhecido da teoria das equacoes diferenciais ordinarias, o sistema de m equacgoes de segunda
ordem acima pode ser transformado no seguinte sistema de 2m equacgoes de primeira ordem

i) = y*@), k=1,..., m, (34.233)
gE) = =TF N, ., 2™W) vy, k=1,...,m, (34.234)

para as 2m funcoes (:L'l(t), ™), v, ..., ym(t)), t € I. Claro estd que esse sistema equivale ao anterior e
corresponde a uma expressao local de uma equacao para ('y(t), "y(t)) no fibrado tangente.

Fagamos um comentdario final no intento de evitar um certo mal-entendido. No caso de conexoes métricas temos
Fkij = {fj} + Kkij, onde {fj} sao os simbolos de Christoffel e Kkij sao as componentes do tensor de contorcao.

52 Johann Bernoulli (1667-1748).
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Os simbolos de Christoffel sdo simétricos {fj} = {jki} (vide (34.113) e (34.114)), mas as componentes do tensor de

contor¢ao nao sao, em geral, antissimétricas, K kij #* —-K kji, ao contrdrio do que ocorre com as componentes do tensor

de torgao, que sao antissimétricas: Tkij = —Tkji . Assim, a contribui¢ao das componentes da conexao a equagao (34.232)
¢ Tk, dtil = {ij }xlld + K dtid (34.106) {ij }:cZ:E] +T;% @'i7 . A contribuigio do tensores de contor¢ao ou de torgao
ao lado direito é, em geral, ndo nula, mesmo que o produto &#*#’ seja simétrico na troca de indices 7 <> j pois, em geral,
T, kj # —T; k.

Dessa forma, para o caso de conexoes de Levi-Civita (conexdes métricas e simétricas) a equacao das curvas geodésicas

i* () + {

[©N

k

Z,j}(acl(t), c @™ () dN(E)dT (L) = 0, k=1,..., m. (34.235)

e O parametro afim

Considere-se uma curva que satisfaga a equacao das curvas geodésicas (34.232). Se efetuarmos uma reparametrizagao
da curva, substituinto ¢ por 7 = 6(t), com 6 sendo bijetora, diferencidvel e com inversa também diferencidvel, a forma
de (34.232) é alterada. Se, porém a transformacdo 6 for uma transformagao afim, ou seja, da forma 6(t) = at + b com
a>0ebéeR, entdo (34.232) tem sua forma preservada. Verifique! Por essa razdo, um pardmetro ¢ para o qual (34.232)
¢é valida é denominado parametro afim.

e Geodésicas em relagao a conexoes métricas

O resultado que segue, de demonstragao elementar, é frequentemente evocado:

Lema 34.4 Seja V uma conexao métrica em relagao a um tensor métrico g definido em M e seja v : I — M uma curva

geodésica em M. Entdo, g(¥(t), "y(t)),y(t) é constante para todo I. O

Prova. Seja V uma conexao métrica, ou seja, satisfazendo (34.94). Temos, por (34.97), pagina 1763,

d . ) B D . . (34.231)
0090, = 20 (o0, 10) 2
Isso estabeleceu que g("y(t), ;Y(t))v( " é constante, como desejavamos provar. |

e Curvas tipo espago, tempo e luz

No caso de tensores métricos Lorentzianos, uma curva ¢ : I — M (I sendo um intervalo aberto de R) é dita ser uma
curva tipo espago se g(é(t), c'(t))c(t) < 0 para todo t € I. Ela é dita ser uma curva tipo tempo se g(c’(t)7 é(t))c(t) >0

para todo t € I e é dita ser uma curva tipo luz se g(c’(t)7 é(t)) = 0 para todo t € I. O Lema 34.4 ensina-nos que o

c(t)
tipo de uma curva geodésica nao se altera.

e Comprimento de curvas no caso de métricas Riemannianas

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana diferencidvel conexa de dimensédo m. Com o uso do tensor métrico Rieman-
niano g podemos definir uma nogao de comprimento para curvas diferenciaveis em M com a qual podemos definir uma
métrica em M, ou seja, uma nogao de distancia entre pontos, tal como definido na Segao 24.1, pagina 1297.

Seja R D [a, b] ¢ — ¢(t) € M uma curva diferencidvel em M, sendo a e b arbitrérios e tais que —oco < a < b < 0.
Definimos o comprimento de ¢ segundo g como sendo a quantidade

(o) = £,(c) = / ’ \/g(c'(t), é(t))c(t) dt .

A nogao de comprimento de curvas pode ser facilmente estendida de modo a incluir curvas continuas e diferenciaveis por
partes, ou seja, curvas R D [a, b] 3 t — ¢(t) € M continuas e tais que exista um conjunto finito {tg, ... t;n} C [a, b]
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coma=tyg <ty <- <ty <ty =>tal que em cada intervalo [tg, txr1], k=0, ..., m—1 a curva seja diferencidvel.

Nesse caso, define-se
m—1 7
L) = L,(c) := / \/c't,c't dt ,
© = bl = 3 | COREC) I

como ¢ de se esperar. E quase desnecessdrio observar que ¢(c) > 0 e que £(¢) = 0 se e somente se ¢ for uma curva
constante.

e Comprimento de curvas no caso de tensores métricos Lorentzianos

No caso Lorentziano na nogao de comprimento de curvas pode também ser definida para curvas que possuam um
tipo bem definido: para curvas tipo tempo, definimos ¢(c) = {4(c) := f: \ /g(é(t), é(t))c(t) dt e para curvas tipo espago,

definimos ¢(c) = £4(c) := ff \/fg (e(t), c'(t))c(t) dt. No caso de curvas tipo luz, o comprimento é nulo, naturalmente.

34.4.2 Geodésicas como Curvas Extremizantes do Comprimento (ou do
Tempo Préprio)

No caso de conexoes de Levi-Civita em variedades Riemannianas hd uma interpretacao adicional para a natureza das
curvas geodésicas: elas sao localmente curvas minimizantes ou maximizantes de comprimento. No caso de conexoes
mais gerais essa interpretagao nao estd necessariamente presente e, caso um tensor métrico esteja definido, é necessario
distinguir entre curvas minimizantes ou maximizantes de comprimento e curvas geodésicas.

No caso Lorentziano, as conclusoes sao as mesmas quer as curvas consideradas sejam tipo tempo ou tipo espago. O
caso de curvas tipo luz nao sera considerado aqui.

e Reparametrizagées. O pardmetro de comprimento (ou de tempo-préprio)

Seja uma variedade diferencidvel M, de dimensdo M, dotada de um tensor métrico g. Seja I > t — c(t) € M
uma curva regular com I sendo algum intervalo aberto de R. Seja J C R um outro intervalo aberto e 8 : J — I um
difeomorfismo, ou seja, uma bije¢ao infinitamente diferencidvel com inversa também infinitamente diferenciavel. A curva
Jo>317— 0(9(7)) € M é também uma curva regular e é dita ser uma reparametrizacao da curva I > t — ¢(t). Note-se
que ambas possuem a mesma imagem.

Por simplicidade, vamos assumir que a curva c seja localizada inteiramente em uma carta local de coordenadas V/,
de sorte que possamos descrevé-la por m funcoes coordenadas z* (t), k=1, ..., m, t € I. as quais, naturalmente sdo
fungoes suaves. Nessas coordenadas podemos escrever

9(e(t), &) ) = 90 (D) F (OF (1)

sendo z(t) apenas uma notacao simplificadora para (acl(t), o,z (t))

Vamos assumir que a curva seja tal que g(¢(t), ¢(t)) ) nao se anula para nenhum ¢ € I e, portanto, gi; (z(t)) 2 ()27 (t)

c(t
é positivo ou negativo para todo t. (Dentre os casos de maior interesse, o positivo ocorre no caso Riemanniano ou para

curvas tipo tempo, no caso Lorentziano. O negativo podendo ocorrer para curvas tipo espaco no caso Lorentziano).
Vamos definir

w(z(t), ©(t))

A seguinte afirmagao serd usada adiante:

gig (2(6)) & (0)3 (1)

Proposicao 34.14 Como descrito acima, seja ¢ : I — M uma curva suave tal que g(c(t), c'(t))c(t) = gij (@(t)) & (t)dd (t)

nao se anule. Entdo, existe uma parametrizacao da curva para a qual w(x, x) =1, constante. O

Nota. Aqui, ndo necessariamente supomos que a curva seja geodésica. Para curvas geodésicas a afirmagdo acima meramente repete a afirmagao
do Lema 34.4, pagina 1792. &
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Prova da Proposicdo 34.14. Definamos uma funcao 6 por

r=0'0) = / w(zw), ()" du, (34.236)

to

sendo ty € I, de escolha arbitraria. Faz sentido definir essa fungao por sua inversa, pois ela existe: evidentemente vale

(67 (1) = w(z(t), &(t))

o que mostra que #~! possui inversa, que é a funcdo @ que desejdvamos definir.

vz 0,

Como 9’1(9(7)) = 7, segue pela regra da cadeia que (9*1)/(9(7))9’(7) =1 e, portanto,

o(r) = ! = ! . (34.237)

(971)/(9(7—)) w(z(@(T)), :ic(@('r)))l/2

Seja y*F (1) := x* (9(7)), k=1, ..., m, areparametrizacao da curva considerada pelo parametro 7. Tem-se

(34.237) 1

W) = oy () = ek (Or) = B (0 (7)

- —3*(0(7)) . (34.238)
! (w0, #(0))

gis ((6(r) ) (7)) (6(7))|
w(w(@(r)), x(@(T)))

provando o que desejavamos. |

(34.238) _q

)

O parametro 7 é denominado parametro de comprimento da curva, ou, no caso Lorentziano, para a situagao onde o
vetor tangente ¢ é de tipo tempo, parametro de tempo proprio.

e As equacgoes de Euler-Lagrange e curvas geodésicas

Se a curva diferencidvel ¢ (e, em particular, os pontos inicial e final ¢(a) e ¢(b)) estiver dentro de uma carta local V,
podemos escrever seu comprimento em termos de coordenadas locais como

o) = /abL(xl(t), ), B ) di

com L(:cl(t), ™), B, . :Icm(t)) = |gi; (2' ), ..., xm(t))zi(t)gaj(t)\m. (34.239)

E. 34.32 Ezercicio simples. Mostre que que £(c) é invariante por reparametriza¢des de c. "

A expressao £(c) é denominada funcional comprimento da curva ¢. Uma curva ¢ serd uma curva extremal local
(eventualmente, uma curva minimizante local) do funcional comprimento se satisfizer as equagoes de Euler-Lagrange:
%% — % =0,k =1, ..., m, apresentadas no contexto da Mecanica Classica na Secao 45.5.1, pagina 2590. Isso
significa que se ¢ satisfaz essas equagoes ela é um extremo (méximo ou minimo) entre as curvas locais que se iniciam e
terminam nos mesmos pontos c(a) e ¢(b).

Teorema 34.1 Seja uma conexdo afim e seja uma curva suave I 3t — c(t) € M, com t sendo uma parametriza¢ao
arbitrdria de c. Assumimos adicionalmente que g(é(t), c'(t))c(t) = g;j (x(1))2"(t)47 (t) ndo se anula para nenhum t € I.

Entao, as equagoes de Euler-Lagrange para o funcional ¢ definido em (34.239) sdao

.n n 'i'j_l'n .—li( ): _
& —I—{Z_j}xac 5% w(x, ac) o w(ac, ac) 0, n=1, ..., m, (34.240)
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onde {Z} sao os simbolos de Christoffel definidos em (34.113), pdgina 1767.

Se adotarmos o parametro de comprimento (ou, no caso Lorentziano para wma curva tipo tempo, o tempo prdprio)
introduzido em (34.236), a equacgdo (34.240) reduz-se a

x"+{n}xz] -0, na=1 .. m.
ij

Segque disso que, para conexdes de Levi-Civita, vale afirmar que ¢ é uma curva geodésica se ela extremiza (minimiza
ou mazimiza) o funcional £, definido em (84.259). O

Prova. Vamos primeiramente determinar a forma explicita das equacgoes de Euler-Lagrange para o funcional definido
em (34.239). Seja w = w(z, @) =

Gij (l‘)IL'ZSL']‘ (por simplicidade omitiremos a dependéncia em t¢). Entao, escrevemos

L(z, &) = y/w(z, &). E facil verificar (faca-o!) que para cada k=1, ..., m,
oL 1 N—1/2 Ow 1 N—1/20gi5 ;.
9F = §w(ac, i) 9 Ew(x, i) Dk s ! e
oL 1 ~1/2 0 _
P 5(,«}(1’, :E) 1/28—;; = w(:c, :c) Unglabl.
Assim,
d 0L - 1720 d -
Tl w(x, x) 1/nglil —l—w(x, x) 1/2%3'0”13# +gklila (w(m, x) 1/2) .
A equacgéo de Euler-Lagrange %% — % = 0 fica
0 10gi5 .; .5 . . d N\
gt + %:fcm:bl — 5%1%3 = 7gkl:clw(:c, :L')I/Q% (w(:c, :L') 1/2) ,
ou seja, contraindo-se com ¢™*,
0 1 .00 ;.. d -
i +g"’“—az’;ijc%l - §g"’“—ai’lj el = —itw(s, @)= (wle, &) .
Reorganizando o lado esquerdo, temos
0gr;  10g;; " d -
i 4 gtk (% - 5%) ial = —itw(z, 1) 7 (0@ 2) ) (34.241)

Recordando (34.113), pagina 1767, vemos que, para os simbolos de Christoffel,

{ n}:c:n] = Lgn [% 1995 —ag”} i = g 09itgigs L0955
i

2 ozd Ozt ozl ozI 27 9zl

Com isso, podemos reescrever o lado esquerdo de (34.241) em termos dos simbolos de Christoffel, obtendo

"+ {Z; }JUZIJ = —i"w(a, 3'0)1/2% (w(ac, Jb)_l/2) .

O lado direito pode ser reescrito como

n 172 d N —1/2 n N—1/2d N1/2 1., N-1d .
—itw(e, 3) P (w(e 0) ) = dtw(e 0) D (0l 2)7) = Site(e @) 2 (w(e @)

e, assim, as equagoes de Euler-Lagrange assumem finalmente a forma

.n n "i'j_l'n .—li( ): _
I —I—{Z_j}xac 5% w(x, ac) o w(ac, ac) 0, n=1,...,m. (34.242)
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E importante notar que essa relacao é valida qualquer que seja a parametrizagao adotada para a curva.

Podemos agora completar a demonstragao. Se a conexao for de Levi-Civita e a curva for uma geodésica entao, segundo
(34.235), pdgina 1792, a curva satisfaz &™ + {Z; }x’aﬂ = 0 para todon =1, ..., m. Porém, o Lema 34.4, pagina 1792,
garante também que w(:ﬂ(t), :E(t)) é constante. Portanto, a equacdo de Euler-Lagrange (34.242) é satisfeita e concluimos
que a curva é extremizante do funcional de comprimento.

Reciprocamente, suponhamos que a curva c satisfaga (34.242). Se o pardmetro t for escolhido como o pardmetro de
comprimento (ou tempo préprio) para descrever a curva, a Proposigao 34.14, pagina 1793 garante que % (w (:L', :L')) =0
e, portanto, (34.242) reduz-se & equagdo (34.235), pdgina 1792, que descreve uma curva geodésica em conexdes de
Levi-Civita. |

34.4.3 O Mapa Exponencial Geodésico

Vamos aqui supor que M seja uma variedade infinitamente diferencidvel e que a conexao V seja também infinitamente
diferenciavel, ou seja, que suas componentes Fkij sejam fungoes infinitamente diferencidveis em suas respectivas coorde-
nadas locais.

Pretendemos aqui fazer algumas consideragoes importantes sobre o sistema de equagoes diferenciais (34.233)—(34.234).
E natural considerarmos esse sistema sob condigdes iniciais que especifiquem o valor das fungoes incégnitas x*(t) e y'(t)

no instante t = 0, ou seja, sob a especificacao de (:cl(O), <y 2™(0), yH(0), ..., ym(O)) = (:L'(l), L 77 S y()”)
Esses dados de Cauchy especificam o ponto da variedade atingido pela curva geodésica em t = 0, a saber, aquele com
coordenadas locais (xé, e x’on) e a velocidade da curva geodésica em ¢t = 0, especificada pelo vetor (yé, cen yé”),

também em coordenadas locais.

Fazendo uso de teoremas gerais da Teoria das Equagoes Diferenciais Ordindrias (notadamente, do Teorema de Picard-
Lindel6f, Teorema 25.4, pagina 1378), podemos fazer a seguinte afirmacéo sobre o sistema de equagoes diferenciais expresso
em (34.233)—(34.234):

Proposigao 34.15 A wvariedade M pode ser recoberta com abertos U com a sequinte propriedade: para cada p € U
ev € T,M existe § > 0 (eventualmente dependente de p, v e U) tal que o sistema (34.233)—(34.234) com condigdes
iniciais p € U e v € T,M possui solugio unica em U dentro de um intervalo t € (=0, 0). O

No que segue, vamos denotar por y(¢, p, v) a curva geodésica definida no intervalo t € (=4, 0) e que passa por p € U
com velocidade v em ¢ = 0. Assim, v(0, p, v) =p e ¥(0, p, v) = v € T,M. Note-se que, pelo Lema 34.4, pagina 1792,
temos

g(ﬁ(t, p, v), Y(t, p, v)) = g(v, v)p (34.243)
'Y(tf P, ’U)

para todo t € (=6, 9).

Antes de prosseguirmos, fagamos uma observacao importante sobre curvas geodésicas. E de se esperar que, para uma
dado aberto U, exista alguma relacao entre ¢ e as condigoes iniciais p e v referidas na Proposigdo 34.15, pois se nos
permitirmos aumentar? ||v||, o intervalo de validade da solucdo (¢, p, v), especificado por d, pode ter de ser reduzido.
A proposicao que segue, a qual reflete uma propriedade de invariancia de escala especifica de curvas geodésicas, permite
ter essa relagao entre ||v]| e § sob um certo controle.

Proposigao 34.16 Sejam U, & referidos na Proposicio 34.15. Entao, para todo p € U e cada o € R existe r > 0
(eventualmente dependente de p) tal que vale a relagdo

7(at7 b, ’U) = f}/(ta D, OLU) (34244)

para todo t € (—d/|al, 6/|a|) (caso |a| #0), sempre que v € T,M com ||v| < 7. O

53 Aqui, ||v|| refere-se & norma Euclidiana usual de v € Tp M, mas qualquer norma pode ser usada.
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Prova. Seja o > 0 e seja a = 1/a. Tomemos o sistema (34.233)—(34.234) e definamos
#(t) == 2¥(at) e 7 (t) == ay®(at) .

Com o que podemos escrever x*(t) = %(t/a) e y*(t) = a='4*(t/a). Substituindo em (34.233)(34.234), obtemos

Mr) o= §'m), k=1, m, (34.245)

g*(r) = -I*,@E(), ... @2 0) PP (), k=1,...,m, (34.246)
sendo que 7 = t/a. As condicoes iniciais devem fixar (:791(0), coey @™(0), 9H0), L, g™ (0)) e escolhendo

(il(O), .y 2™(0), gjl(O), ol gjm(O)) = (xé, ceny 2y yé, A ygn)

temos um problema de valor inicial idéntico ao anterior, cuja solugdo fornecerd as curvas geodésicas (7, p, v) com
peU,veT,M com |v|] <r, em todo intervalo T € (=4, ¢).

Como y*(0) = a~'4%(0) = a~'yJ*, para cada k = 1, ..., m, vemos pela unicidade de solu¢des do Problema de
Cauchy considerado que essa curva geodésica deve ser idéntica a curva y(¢, p, v/a). Concluimos que
~v(t/a, p, v) = y(t, p, v/a) (34.247)

sempre que p € U e v € T,M com ||v|| < r para todo t € (—ad, ad).

Note-se ainda que as trocas simultaneas ¢ — —t, y¥ — —y¥, para todos os k’s no conjunto {1, ..., m}, mantém
invariantes as equagoes (34.233)—(34.234), o que permite estender (34.247) para valores negativos de a.

Para v = 0, (34.247) fica y(t/a, p, 0);=~(¢, p, 0) para todo ¢ e todo a > 0, o que mostra que (¢, p, 0) é constante.
Como (0, p, 0) = p, concluimos que p = (0, p, 0) = v(¢, p, 0), o que permite estender (34.244) para a = 0. |

O que aprendemos da Proposicao 34.16 é que podemos reescalonar o intervalo de existéncia de uma geodésica de
(=4, ) e um intervalo (—ad, ad) com o prego de termos de reescalonar a condigao inicial v para v/a.

Esses escalonamentos podem ser fixados se convencionarmos tomar ad = 2, com o que temos o seguinte:

Corolario 34.2 A variedade M pode ser recoberta com abertos U com a sequinte propriedade: para cada U existe v’ > 0
(r' =r§/2, com r e § mencionados na Proposi¢io 34.15) tal que o sistema (34.233)-(34.2534) com condigdes iniciais
peU eveT,M, sendo com ||v|| <71, possui solugio inica dentro de um mesmo intervalo t € (=2, 2). Essa solugao
corresponde a uma curva geodésica y(t, p, v) satisfazendo as condigées iniciais ¥(0, p, v) =p e ¥(0, p, v) =v € T,M
com ||v|| < ', para todo p € U. O

No que segue denominaremos por B, (0, ') a bola aberta de raio 7’ centrada em 0 no espago tangente T M.

Assim, com a mencionada restrigdo a v, y(t, p, v) estd sempre definida para o intervalo padréo t € (—2, 2). Muitas
propriedades topolégicas de familias de geodésicas podem ser estudadas analisando-se a aplicacao que leva cada par
(p, v) ay(t, p, v) para um valor de ¢ fixo.

Com isso em mente, introduzimos a seguinte definigdo: a aplicagdo que a cada (p, v) € M x B,(0, r’) associa o ponto
~(1, p, v) é denominada mapa exponencial geodésico, ou aplicacdo exponencial geodésica, e é denotado por exp(p, v), ou
POT eXP(;, )

M x B,(0, r') 3 (p, v) — exp(p, v) = v(1, p, v) € M.

Na maioria das situagoes fixamos o ponto p e atentamos apenas para a dependéncia com o vetor velocidade v €
By(0, 7). Com essa énfase em mente é costume denotar-se exp(p, v) por exp,(v). Assim, para cada p € M, definimos

By(0, ') 3 v +— exp,(v) = (1, p, v) € M.

Essa aplicagao também é denominada mapa exponencial geodésico ou aplicagao exponencial geodésica e a mesma é o
objeto de diversos resultados importantes, tais como o Lema de Gauss, ao qual dedicamos a Secao 34.4.5, pagina 1806
(vide Lema 34.5, pagina 1807).
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E relevante notar que, com as devidas restrigoes,
epr(tv) = 7(17 P, tv) = 'y(t, D, v)

pois, segundo (34.244), 'y(l, D, av) = 'y(a, D, v), o que, para o = t, implica 'y(l, D, tv) = fy(t, P, v). Assim, uma curva
geodésica pode ser também escrita na forma do mapa ¢ — expp(tv) com t em um intervalo adequado em torno de t = 0.

¢ O mapa exponencial geodésico é um difeomorfismo local

A proposicao que segue apresenta uma propriedade essencial do mapa exponencial geodésico: se restrito a uma
vizinhanca suficientemente pequena da origem em T,M o mapa exponencial geodésico é um difeomorfismo.

Proposicao 34.17 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e seja p € M, fixo. Seja Bp(0, r) C T,M a bola
de raio v > 0 centrada em 0, de sorte que o mapa exponencial exp,, : B,(0, r) — M esteja definido, conforme explanado
anteriormente. Entao, exp, € um difeomorfismo local em torno do vetor nulo, ou seja, existe " com 0 <71’ <r tal que

exp,, : By(0, ') — exp, (By(0, 7)) € um difeomorfismo. O

Prova. Considere-se a curva em B,(0, r) C T,M dada por ¢(s) = sw, onde w € T,M e s € (—¢, €) para algum ¢ > 0
suficientemente pequeno. Essa curva passa pela origem (o vetor nulo v = 0) para s = 0 ¢ ¢(0) = w € ToB,(0, r) C
To (TPM) ~ T,M. Assim, como podemos identificar w como um elemento de T, M escolhemos w € B, (0, r).

(34.244)

A imagem de ¢ pelo mapa exponencial é a curva geodésica exp, (sw) = (1, p, sw) (s, p, w). Logo, pela

defini¢do de aplicagao diferencial, temos para (d epr)o (o indice “0” refere-se ao vetor nulo),

d :
(dexp,)o(w) = < XD, (sw) _ = (0, p, w) = w. (34.248)

Disso concluimos que (dexp,)o(w) = w e, portanto, que (dexp,)o = id. Assim, (dexp,)o é um isomorfismo e, por
continuidade, concluimos que (d exp, ), ¢ igualmente um isomorfismo em uma vizinhanga suficientemente pequena de
0 € T,M. Pela Proposi¢ao 33.6, pdgina 1697, concluimos que exp,, ¢ um difeomorfismo local em torno de 0 € T,M. W

Vale ainda comentar o seguinte. Na Proposicao 34.17, acima, p € M é fixo, mas o argumento de continuidade usado
na demonstragao permite estender a afirmagao sobre o isomorfismo da aplicacao diferencial também de sorte a incluir
uma vizinhanca de p em M. Assim, o mapa exponencial também é um difeomorfismo local no espago tangente T M.

34.4.4 Coordenadas Normais de Riemann e de Fermi. O Principio de
Equivaléncia

Esta segao é dedicada a demonstracao dos seguintes resultados:

1. Seja uma variedade Riemanniana (respec., Lorentziana) M, dotada de uma conexdo de Levi-Civita, e seja p € M
um ponto arbitrario de M. Entao, é possivel encontrar um sistema de coordenadas em uma vizinhanca de p
— denominadas coordenadas normais de Riemann — no qual as componentes do tensor métrico em p sao iguais
as componentes do tensor métrico Euclidiano (respec., de Minkowski). Além disso, as componentes da conexao
anulam-se em p.

2. Seja uma variedade Riemanniana (respec., Lorentziana) M, dotada de uma conexao de Levi-Civita, e seja v uma
geodésica arbitrdria em M (tipo tempo ou tipo espago, no caso Lorentziano). Entdo, é possivel encontrar um
sistema de coordenadas em uma vizinhanca de v — denominadas coordenadas normais de Fermi®® — no qual as
componentes do tensor métrico sao constantes ao longo de v e iguais as componentes do tensor métrico Euclidiano
(respec., de Minkowski). Além disso, as componentes da conexao anulam-se ao longo de 7.

54Em textos sobre a Teoria da Relatividade Geral ele é, por vezes, denominado sistema local-inercial de coordenadas, ou sistema local-
geodésico de coordenadas.
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Esses resultados tém interesse geométrico por si sé, mas no caso Lorentziano, ou seja, no contexto da Teoria da Rela-
tividade Geral, ambas as afirmagoes acima refletem um importante principio fisico, o chamado Principio de Equivaléncia,
a cuja discussao dedicamos a Secao 34.4.4.3, pagina 1802.

Cabe notar ainda que as coordenadas normais de Riemann ou de Fermi nao sao necessariamente coordenadas globais,
mas podem limitar-se a uma vizinhanga de um ponto (Riemann) ou de uma geodésica (Fermi), podendo compor, portanto,
apenas uma carta local de coordenadas. Isso nao reduz ou limita seu significado e sua relevancia.

34.4.4.1 Coordenadas Normais de Riemann

Uma consequéncia imediata da Proposicao 34.17 é que podemos usar o mapa exponencial geodésico para constituir um
atlas especial em M, denominado atlas de coordenadas normais de Riemann, como passaremos a descrever. Para cada
p € M, e r' > 0 suficientemente pequeno, considere-se o aberto exp,, (Bp(O, ! )) € M, o qual contém p. O sistema de
coordenadas adotado em exp, (Bp(O, ! )) ¢é definido pela aplicagao inversa do mapa exponencial restrita a esse aberto.
Assim, se q € exp, (Bp(0, ")) é da forma g = exp,(v) com v € By(0, r') associamos a g uma colegao de m coordenadas
associadas ao correspondente vetor v (por exemplo, suas m componentes em alguma base). Essas coordenadas sao
denominadas coordenadas normais de Riemann, ou simplesmente coordenadas normais centradas em p € M.

Se, por exemplo, {b1, ..., by} é uma base em T,M e v € B,(0, r') é da forma v = z'by + --- + 2™b,,, com
(x', ..., ™) € R™, entdo atribufmos ao ponto ¢ = exp,(v) de exp, (Bp(O, r')) € M as coordenadas normais de
Riemann (z!, ..., ™). Naturalmente, as coordenadas de p sao (0, ..., 0)

Com isso, (epr (Bp(O7 r')), exp;1 ) é uma carta local de coordenadas em torno de p. Como tais cartas podem ser

definidas para cada p € M (eventualmente escolhendo-se 1’ dependente de p), compomos assim um atlas denominado
atlas de coordenadas normais.

As coordenadas normais tém diversas propriedades relevantes, algumas listadas na Proposicao 34.18, adiante. Um
pouco do seu significado sera discutido logo em seguida ao enunciado.

Proposicao 34.18 Para o caso de conexdes de Levi-Civita e sob as defini¢ées acima, seja {b1, ..., by} uma base
em T,M e considere-se coordenadas normais de Riemann z', ..., ™ centradas em um ponto p de M. Sio vdlidas as

sequintes afirmacoes, todas vdlidas para coordenadas normais de Riemann:

I. No ponto p vale g;; = g(b;, b;), para todos i, j € {1, ..., m}.

Hd dois casos particulares de interesse. No caso Riemanniano, se escolhermos a base {bi, ..., by} como g-
ortonormal, valerd em p a relagdo g;; = ;5. No caso Lorentziano, se escolhermos a base {bg, ..., bpm—1} (com by
sendo tipo-tempo) satisfazendo g(bs;, b;) = n;;, para todos i, j € {0, ..., m — 1}, com n sendo o tensor métrico de
Minkowski, teremos no ponto p a relacao g;; = n;;.

II. Para todos i, j, k € {1, ..., m} vale Fkij(p) =0.

III. Também no ponto p vale %gx’i? =0 para todos i, j, k € {1, ..., m}.

IV. Também no ponto p vale

k k k
(CF)a+ (T%) ;+ (%) ; =0 (34.249)

para todos i, j, k,i € {1, ..., m}.

V. Valem em p as relagoes

1 ([ gy D%gi g D*gi;
o= = _ - — - — - 4.2
Ry 92 (axkazz O 0% OxkdxI axlaxl) ) (34.250)
leij = (Fljk)ﬂ- - (Flik)yj ; (34.251)
1
l l l
(r kz)J = 73 (R iy — R z’jk) ) (34.252)

1
Iklim = _E[Rlikm +Rkilm} : (34.253)
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VI. As componentes do tensor métrico admitem a sequinte expansdo em série de Taylor nas coordenadas normais de

Riemann x = (2%, ..., ™), centradas em p (ou seja, centradas em (z*, ..., ™) = (0, ..., 0)):
1
gis(@) = 95(0) ~ 3 Ruyr’s +0(3) (34.254)
sendo R,y ;1 as componentes do tensor de curvatura de Riemann em p. O

A demonstracao dessa proposi¢ao é um tanto longa e é apresentada no Apéndice 34.B, pagina 1836.

e Comentarios sobre a Proposigao 34.18

Os itens I e IT possuem uma interpretagao de interesse na Teoria da Relatividade Geral. Eles nos dizem que, para um
sistema de referéncia que adote coordenadas normais de Riemann centradas em um ponto p, o tensor métrico e a conexao
assumem nesse ponto os valores de um sistema plano (Lorentziano), por assim dizer, anulando nesse ponto os efeitos
gravitacionais (a curvatura, porém, nao desaparece). Naturalmente, isso ndo pode ser garantido em todos os pontos ou
em qualquer sistema de coordenadas.

Esse fato vem ao encontro do Principio de Equivaléncia (a ser discutido na Segao 34.4.4.3, pagina 1802) e pode ser
estendido de forma ainda mais satisfatéria com a introducao de um outro sistema de coordenadas similar, as coordena-
das normais de Fermi, o que serd feito na Secao 34.4.4.2, pagina 1800: com coordenadas normais de Fermi os efeitos
gravitacionais podem ser feitos desaparecer ao longo de toda uma geodésica tipo-tempo, precisamente de acordo com o
Principio de Equivaléncia. Vide Proposicao 34.19, pagina 1801.

Os itens I, ITT e VI dizem-nos que, em coordenadas normais de Riemann, o tensor métrico varia pouco em torno de
p, com uma dependéncia de segunda ordem nas coordenadas, mas essa dependéncia é regida pelo tensor de curvatura de
Riemann. Isso abre espago para mais algumas interpretagoes das nogoes de curvatura (seccional, de Ricci, escalar etc.),
mas nao trataremos disso aqui.

34.4.4.2 Coordenadas Normais de Fermi

Ao discutirmos o significado do item IT da Proposi¢do 34.18, pagina 1799, afirmamos que na Teoria da Relatividade Geral,
o fato de os coeficientes de uma conexao se anularem em um ponto em coordenadas normais de Riemann centradas nesse
ponto é uma manifestagdo do Principio de Equivaléncia (a ser discutido na Segao 34.4.4.3, pagina 1802). Adotando-se
um sistema de coordenadas adequado é possivel ir além e estabelecer que os coeficientes de uma conexao se anulam em
toda uma geodésica tipo-tempo. Esse fato é ainda mais fortemente ligado ao Principio de Equivaléncia, como teremos
oportunidade de argumentar®®. O sistema de coordenadas com essa propriedade é denominado sistema de coordenadas
normais de Fermi®® ou simplesmente sistema de coordenadas de Fermi, e é similar ao sistema de coordenadas normais
de Riemann que apresentamos na Secgao 34.4.4.1, pagina 1799.

Os resultados da presente segao serao apresentados apenas no caso de variedades Lorentzianas, mas é facil ver que
eles se estendem também a variedades Riemannianas onde, porém, tém relevancia menor.

Para definir as coordenadas normais de Fermi {z°, ..., 2™} consideramos uma geodésica tipo-tempo (—¢, €) > 7
~v(r) € M, com e > 0 suficientemente pequeno, com y(0) = p, sendo p um ponto dado. Seja by := 4(0), um vetor
tipo-tempo, e sejam também by, ..., b,_1 vetores de T, M, todos tipo-espaco e tais que g,(b;, b;)(p) = n;; para todos
i, 7 € {0, ..., m—1}. Aqui, n;; sdo as componentes to tensor métrico de Minkowski. Para 7 € (—¢, €)

i €{0, ..., m— 1}, defina-se b;(7) como sendo o transporte paralelo de b;. Assim, cada b;(7) satisfaz 2 b,
a condigao inicial b;(0) = b;. Naturalmente, bo(7) = 4(7). Temos disso que

e para cada
(1) =0 com

T (020 (). 1)) 2 g (B0, 850)) g (i), T2 = 0,

0 que mostra que
Gy (i(7), bi(7)) = 1mij (34.255)

550 Principio de Equivaléncia é um principio fisico e o fato de ele manifestar-se também no formalismo matemético da Teoria da Relatividade
Geral, como aqui apresentado, é um forte sinal da concordancia desse formalismo com a Fisica que representa.
56Enrico Fermi (1901-1954).




JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 34 1801,/2825

para todo 7 e para cada i, j € {0, ..., m — 1}.

Em cada ponto v(7) consideramos a subvariedade (m — 1)-dimensional composta pelos pontos da forma

eXDoy (1) (aclbl(T) +- acm_lbm_l(r)> ,

m=1) pertencem & bola Euclidiana aberta de R™~1, de raio r(7) > 0 e centrada na origem: B(O7 r(T)).

onde (x!, ..., z
Cada r(7) é pequeno o suficiente para garantir que exp.,( restrito a B (0, 7“(7)) seja um difeomorfismo. Defina-se ainda

2% = 7. As coordenadas normais de Fermi sdo, entdo, (20, z!, ..., 2™71)

T em torno de 7:

e estao definidas em uma vizinhanca tubular

T = U U €XPn (1) (flbl(T) +ooet xmflbm—l(T)) :
TE(—€€) (2, ..., am=1)eB(0, r(7))
Dizemos que essas coordenadas normais de Fermi sao centradas na geodésica .

Uma observagao um tanto trivial mas relevante a se fazer é que nas coordenadas normais de Fermi as componentes dos

vetores b;(7) sdo dadas por (bj(T))k = 5jk, para todos j, k € {0, ..., m — 1}. De fato, nessas coordenadas entendemos

k

que a k-ésima componente do vetor z'by(7) 4 - -+ + 2™ by, _1(7) é z* e isso significa que (b; (T))k =4;".

Vamos agora demonstrar uma generalizacao do item II da Proposicao 34.18, pagina 1799.

Proposigao 34.19 Com as defini¢oes de acima, nas coordenadas normais de Fermi as componentes da conexao anulam-

se ao longo da geodésica . O

Prova da Proposicdo 34.19. A parametrizacio da geodésica v nas coordenadas normais de Fermi (20, ..., 2™~ 1) é
(xO(T), acl(T), ol xm_l(r)) = (T, 0, ..., O) , TE (—¢ €).

Assim, i°(7) =1 e 4/(7) = 0 para todo j € {1, ..., m — 1}. Similarmente, i*(7) = 0 para todo k € {0, 1, ..., m —1}.

Com isso, a equagao da geodésica (34.232), pdgina 1791, reduz-se a

(7, 0, ..., 0) =0, E=1{0,1,...,m—1}. (34.256)

Seja agora T € (—¢, €), fixo, e consideremos a geodésica I > t — fy(t, ¥(71), v) = exp.(r)(tv), sendo I algum intervalo
aberto suficientemente “pequeno” de R que contenha a origem e onde v € B(O7 7“(7)). Trata-se da geodésica que passa
por (7), tendo nesse ponto velocidade v = (v, ..., v™~1). Nas coordenadas de Fermi essa geodésica é parametrizada

da seguinte forma no parametro t € I:

(2°(t), 2'(t), ..., 2™7H() = (7, ', . ")
Com isso, temos #°(t) = 0 e 4/(t) = v/ para todo j € {1, ..., m — 1}. Além disso, vale i*(¢) = 0 para todo
ke {0, 1, ..., m—1}. Assim, a equacdo da geodésica (34.232), pagina 1791, reduz-se a
m—1m—1
STkt ™ e =0, k={0,1,...,m—1}, (34.257)
i=1 j=1

(para evitar confusdo, ndo utilizamos a convengao de Einstein acima). Em particular, para ¢ = 0 (ou seja, no ponto
~(7)), obtemos disso

m—1m—1

S TR0, 00 =0, k={0,1,...,m—1}.

i=1 j=1
Para cada k € {0, 1, ..., m — 1} a express@o do lado direito é uma forma quadrética e simétrica nas componentes
vl, ... v™ 1. Logo, empregando o mesmo argumento aplicado quando da demonstracao do item IT da Proposicio 34.18,

péagina 1799, concluimos que

Fkij(T, 0,...,0) =0 para todo k € {0, 1, ..., m — 1} e para todos i, j € {1, ..., m — 1} . (34.258)
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Nota. Observe-se que o lado esquerdo de (34.257) ndo é uma forma quadrética e simétrica nas componentes vl ... v™~ 1, daf termos de
tomar ¢ = 0. Doutra forma a demonstracao seria extensivel a toda vizinhanga tubular 7. &
Resta-nos agora demonstrar que os coeficientes da forma I’koj se anulam sobre v para todos k € {0, 1, ..., m — 1}
e para todos j € {1, ..., m — 1}. Por defini¢do, cada vetor b;(7), j € {0, ..., m — 1}, é o transporte paralelo ao longo
de 7y do vetor b; = b;(0). Assim, segundo (34.68), pagina 1756, vale para cada j
D k d koo Uk
0 = E(bj(T)) = E(bj(T)) + 4 (T)(bj(T)) e, (7(7)) , paratodo ke{0, ..., m—1}, (34.259)

onde (bj(’]’)) é a k-ésima componente de b;(7) no sistema de coordenadas normais de Fermi. Sucede, porém, que, nesse

sistema (bj(’]’))k = 5jk, constante. Fora isso, 4*(7) = 1 caso i = 0 e 4/(7) = 0, de outra forma. A expressio (34.259)

informa, portanto, que no sistema de coordenadas normais de Fermi vale
0 = 3;' T (7(7)) =", (7(7)) : (34.260)

Em conjunto (34.256), (34.258) e (34.260) provam o resultado desejado: em coordenadas normais de Fermi, sobre a
geodésica tipo-tempo 7 tem-se Fkij = 0 para todos i, j, k € {0, ..., m — 1}. |

e Comentarios sobre a Proposigao 34.19

A Proposigao 34.19, junto ao comentdrio anterior, em (34.255), de que o tensor métrico coincide com o de Minkowski
ao longo da geodésica tipo-tempo -y, possui uma importante interpretagao fisica no contexto da Relatividade Geral. Ela
afirma que as coordenadas normais de Fermi sao as coordenadas inerciais que um observador em queda livre definiria em
um vizinhanga em torno de sua linha-mundo (a geodésica tipo-tempo +), ndo apenas em um instante no tempo (como no
caso de coordenadas normais de Riemann). Essas afirmagoes sdo a expressdo matemética do Principio de Equivaléncia,
que é parte da base conceitual da Teoria da Relatividade Geral. Segundo esse principio, um observador idealmente
pontual em queda livre nao experimentaria os efeitos da gravitacao, o que significa que veria o espago-tempo em sua
vizinhanga como aproximadamente o de Minkowski, com coeficientes da conexao nulos.

Como as componentes da conexao anulam-se ao longo da geodésica v, valem aqui também as consequéncias do item
IIT da Proposigao 34.18: as primeiras derivadas das componentes do tensor métrico anulam-se sobre a geodésica . E
facil determinar disso os primeiros termos da expansao de Taylor das componentes do tensor métrico em torno de -, em
analogia ao item VI da Proposi¢ao 34.18. A férmula explicita pode ser lida, e.g., em [339].

As afirmagdes da Proposigao 34.19 sdo também vélidas no caso Riemanniano, como fica claro na demonstragao. Nesse
caso, porém, seu interesse é menor.

Os trabalhos originais de Fermi, de 1922, estéo listados em [144]. Para um artigo de revisdo moderno sobre coordenadas
de Fermi, vide [319]. Vide também [314]. Apesar da evidente importéncia conceitual do resultado, ele é pouco referido
nos textos fisicos sobre a Teoria da Relatividade Geral. O texto [290] prova o item II da Proposigao 34.18, pagina
1799, para coordenadas normais de Riemann, mas faz apenas mencao aos resultados de Fermi, sem citd-lo ou nomeé-lo,
remetendo o leitor a [393] para uma demonstragdo. O texto [517] desenvolve parcialmente o tema e [339] limita-se a
apresentar uma aproximagao para as componentes do tensor métrico associadas as coordenadas de Fermi.

34.4.4.3 O Principio de Equivaléncia

O Principio de Equivaléncia fundamenta a discussao fisica em torno da Teoria da Relatividade Geral e corrobora sua
descricao matematica. Nesta breve secao apresentaremos os ingredientes necessarios a uma melhor compreensao do
significado das coordenadas normais de Fermi, tratadas na Secao 34.4.4.2, pagina 1800. Uma excelente discussao fisica
desse principio pode ser encontrada em [403].

O Principio de Equivaléncia possui diversas versoes, com pressupostos por vezes distintos, e tentaremos fazer um
apanhado breve dessas versoes. Fazemos notar que a literatura fisica a respeito nao trata essas diversas versoes de
maneira padronizada, sendo possivel encontrar algumas divergéncias entre textos diferentes.

Trata-se de um tema de importancia fundamental na Fisica e faremos alguns poucos comentéarios sobre testes expe-
rimentais.
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e O Principio de Equivaléncia de Galilei

Na Mecanica Classica, o Principio de Equivaléncia nasce da observacao de que o movimento de um ponto material
de massa m em um campo gravitacional dado nao depende de m ou de quaisquer outras caracteristicas do ponto
material, mas apenas de sua posigao e velocidade em um dado instante. Essa afirmacao nasceu de observagoes empiricas
de Galilei®” e contemporaneos e é, por vezes, denominado Principio de Equivaléncia de Galilei. Como comentaremos
adiante, experimentos modernos garantem a validade desse principio com enorme precisao.

Com a advento da Mecéanica Newtoniana e da Teoria da Gravitacio Universal de Newton®® um entendimento mais
profundo desse principio observacional foi alcancado, ao menos no dominio da Fisica Classica. Aqui, precisamos introduzir
as nocgoes de massa inercial e massa gravitacional, como faremos em seguida.

Nota histérica. Como é bem conhecido, a posicao de Galilei sobre o tema da queda dos corpos em campos gravitacionais antagonizou a chamada
Fisica Aristotélica, que afirmava serem os movimentos de queda dos corpos dependentes de seus pesos, formas, composigoes, naturezas etc.
Galilei discutiu amplamente a questdo da queda livre dos corpos, especialmente em seus livros Didlogo Sobre os Dois Principais Sistemas
do Mundo (1632) e Discurso e Demonstracoes Matemdticas em Torno de Duas Novas Ciéncias (1638) (vide [433]), e é muito provdvel que
tenha realmente realizado experimentos para embasar seus comentarios e conclusdes.

No entanto, o historicamente mais famoso desses experimentos, ndo mencionado naqueles livros, o experimento de queda livre supostamente
feito por Galilei na Torre Inclinada de Pisa, para demonstrar que corpos langados simultaneamente sem impulsos iniciais (ignorando-se efeitos
de atrito com o ar) atingem o solo também simultaneamente, em verdade, foi feito em 1640 pelo astrénomo jesuita Riccioli®® e na Torre degli
Asinelli, em Bolonha. A atribuicio desse experimento a Galilei é devida a seu discipulo Viviani®?, em seu livro Racconto istorico della vita
di Galileo Galilei, composto em 1654 e publicado em 1717. Vide [105], cap. 2, e também [273]. Em verdade, Galilei e seus contemporaneos
tiveram vérios antecessores. Historiadores afirmam que ja no século VI D.C., o filésofo Philoponus®! descreveu experimentos que contradiziam
a crenga da Fisica Aristotélica, a qual afirmava ser o movimento de queda livre de um corpo dependente do seu peso, de sua natureza, de seu
tamanho e de sua forma.

Para uma narrativa mais detalhada sobre alguns dos experimentos que precederam Galilei, que lhe foram contemporaneos ou posteriores,
e da complexa evolugdo histérica do tema, vide [105], cap. 2, ou [273]. A histéria em torno desse experimento é intrincada e, como afirma
o autor de [105], a énfase no suposto experimento de Galilei na Torre Inclinada de Pisa é devida & “.. tendéncia da literatura popular, ou
mesmo da literatura histdrica, de tomar um dnico episédio para resumir e exemplificar uma série complera de acontecimentos importantes.
No caso da mudang¢a do modelo Aristotélico para o moderno, a Torre Inclinada cumpre essa fun¢do admiravelmente, embora tenha o efeito
desastroso de obliterar o contexto e dar a entender que o experimento foi a origem da compreensao de Galileu sobre o movimento, e que as
consideragdes sobre o movimento foram o principal motivo do choque entre os dois modelos™.

Para a descrigdo de um experimento moderno similar ao da Torre Inclinada de Pisa, vide [365] e referéncias 14 citadas. Para um artigo
de revisdo sobre testes experimentais da Teoria da Relatividade Geral, vide [525] e outras referéncias mais recentes do mesmo autor, como

[526]. &

e Massas inerciais e massas gravitacionais

Na Fisica Classica, a massa inercial de um corpo determina sua aceleracao sob uma forca externa dada. Isso equivale
a dizer que, em um sistema de referéncia inercial, o momento linear de um ponto material que se move com velocidade
¥ é p'= mj¥, sendo m; sua massa inercial.

Paralelamente, ha duas nogoes de massa gravitacional: a massa gravitacional ativa, que determina a forga gravitacional
que um dado corpo exerce, segundo a Teoria da Gravitacao Universal de Newton, e a massa gravitacional passiva que
determina a forga gravitacional exercida sobre um objeto em um campo gravitacional dado.

Na Fisica Newtoniana, porém, a distingao entre massa gravitacional ativa e passiva é irrelevante. Para entender isso,
considere-se um conjunto de N pontos materiais de massa gravitacional ativa m§ e massa gravitacional passiva mi,
k=1, ..., N. A Lei de Gravitagdo Universal de Newton afirma que a forca exercida pela k-ésima particula sobre a
l[-ésima é, em valores absolutos,
mgmy
(ree)?
sendo GG a constante de gravitagao universal e ry; a distancia entre elas. Pela Terceira Lei de Newton fr_,; = fi_k e,
portanto,

femst = G

a a
mg _ my
P — _—p
my, my

para todos os pares distintos k e [. Assim, vemos que a razao mg/ mg independe de k, sendo, portanto, uma constante

57Galileo di Vincenzo Bonaiuti de’ Galilei (1564-1642).
58Sir Isaac Newton (1643-1727).

59Giovanni Battista Riccioli (1598-1671).

60Vincenzo Viviani (1622-1703).

61 Joannes Philoponus (ci. 490 - ci. 570).
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universal que pode ser absorvida na constante (G, tornando irrelevante a distingdo entre massa gravitacional ativa e
passiva na Fisica Newtoniana.

Doravante, consideraremos apenas a nocao de massa gravitacional, sem relevar seu carater ativo ou passivo, distin-
guindo apenas entre massas inerciais e gravitacionais.

e Principio de Equivaléncia Fraco ou a igualdade entre massas inerciais e gravitacionais

O Principio de Equivaléncia de Galilei pode ser afirmado como consequéncia da identidade entre a massa inercial de
um corpo e sua massa gravitacional. Exemplificando, se um ponto material de massa inercial m; (aquela associada a
sua inércia) se move no campo gravitacional da Terra, e sob nenhuma outra for¢a externa, sua equagdo de movimento

, N 113\ = = .~ . . .
émiT = — (GmgMg/H:cH ):c, onde ¥ é o vetor-posicao do ponto material medido a partir do centro da Terra, mg

sua massa gravitacional e e Mg é a massa gravitacional da Terra, com G sendo a constante de gravitagdo universal. A
chamada Versdo Fraca do Principio de Equivaléncia é a afirmacao da identidade m; = mq para todos os possiveis pontos

.. .. . . . . . X _n3\ o
materiais ou corpos materiais. Essa igualdade permite reduzir a equagao de movimento a & = — (GMg/HacH ) Z, com o
cancelamento das massas do ponto material, o que tras por implicacao a independéncia do movimento de um corpo de
sua massa, como preconizado pelo Principio de Equivaléncia de Galilei.

Vale chamar a atencao para o fato que a igualdade m; = m¢g pode ser substituida por uma regra de proporcionalidade,
mj = Amg, em cujo caso a constante A pode ser absorvida na constante de gravitacao universal G, mas desde que A seja
uma constante universal, igual para todos os corpos materiais e independente da sua natureza e composicao.

Comentamos também que muitos textos fisicos consideram o Principio de Equivaléncia de Galilei e o Principio de
Fquivaléncia Fraco como sinbnimos.

e Testes experimentais

A identificagdo m; = m¢ e sua universalidade tém sido ha muito objeto de pesquisas experimentais, a comecar com
o préprio Newton, assim como Bessel®? (em 1686 e 1832, respectivamente, ambos usando péndulos simples), alcancando
uma precisao da ordem de 1073 e 1075, respectivamente. Uma das mais famosas®3 séries de experimentos nesse sentido
foi realizada por Eotvos® e colaboradores entre 1885 e 19229, usando uma balanca de torcio de sua invencdo, que
alcangou essa identidade para diversos corpos materiais com uma precisao de 5 x 107%. O nivel atual (2023) de precisao
alcanca 10715 e foi obtido com o emprego de um microssatélite dedicado [490]. Uma futura geracao desses experimentos,
do mesmo grupo, pretende alcancar a precisio de 10717,

Para um artigo de revisdo sobre experimentos que testam o Principio de Equivaléncia, vide [202]. Para um artigo
de revisao sobre testes experimentais da Teoria da Relatividade Geral, vide [525] e outras referéncias mais recentes do
mesmo autor, como [526].

e Forcgas inerciais e o Principio de Equivaléncia de Einstein

De um ponto de vista tedérico nao ha na Fisica Classica explicacao para a coincidéncia entre a massa inercial de um
corpo e sua massa gravitacional e essa coincidéncia parece fortuita.

O mistério comega a clarear, porém, quando observamos que hé um outro tipo de situagao no qual vale o Principio de
Equivaléncia de Galilei, ou seja, quando a trajetéria de particulas independe de suas massas: em sistemas de referéncia
nao inerciais, na presenga de forcas inerciais, conforme discutido na Secao 45.1, pagina 2539.

Essa observagdo, aparentemente inocente, foi feita por Einstein em 1907 [129] e estd na base da teoria de gravitacao
por ele elaborada e que é conhecida como Teoria da Relatividade Geral de Einstein. Apés alguns bem concebidos
Gedankenexperimente (“experimentos de pensamento”), o mais notével sendo o do chamado elevador de Einstein, com
o qual se afirma ser fisicamente impossivel distinguir-se a descri¢ao de um sistema mecanico em um campo gravitacional
constante da descricao do mesmo sistema mecanico em um sistema de referéncia nao inercial se movendo com aceleragao

62Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).

63 A fama desses experimentos provém do alto grau de precisio alcancado, se comparados a experimentos anteriores, & ampla variedade de
materiais para os quais as massas inerciais e gravitacionais foram comparadas e, ndo menos importante, ao fato de os mesmos experimentos
terem permitido a Einstein, que os cita, melhor embasar empiricamente sua formulagao da Teoria da Relatividade Geral.

64Bardo Lorand Agoston Eo6tvos de Véasdrosnamény, também conhecido fora da Hungria como Roland von Eétvos (1848-1919).

65Roland v. E6tvos, Desiderius Pekdr, Eugen Fekete, “Beitriage zum Gesetze der Proportionalitit von Tragheit und Gravitit”, Annalen der
Physik (Leipzig) 68, 11 (1922), https://doi.org/10.1002/andp.19223730903. E&tvos faleceu em 1919 e seus experimentos foram continuados
por seus colaboradores Pekar and Fekete e anunciados em forma final em 1922.
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constante (em relacdo a um referencial inercial).

Essa linha de raciocinio conduziu Einstein a uma importante generalizagao para além da Mecanica: que as leis fisicas
constatadas por um observador em queda-livre em sua vizinhanca sao indistinguiveis das leis fisicas constatadas na
auséncia de gravidade. Essa foi a primeira formulagdo do Principio de Equivaléncia de Einstein em [129]. Em suas
préprias palavras:

“(...) assumimos a equivaléncia fisica completa de um campo gravitaci-
onal e uma aceleragdo correspondente do sistema de referéncia.

Essa suposicao estende o Principio de Relatividade para o caso de mo-
vimentos translacionais uniformemente acelerados de um sistema de re-
feréncia. O valor heuristico dessa suposi¢ao reside no fato de permitir a
substituicdo de um campo gravitacional homogéneo por um sistema de re-
feréncia em aceleracdo constante, o qual em ultimo caso €, até um certo
ponto, acessivel a um tratamento tedrico”. A. Einstein, [129], p. 454.

e O Principio de Equivaléncia Forte

Naturalmente, a equivaléncia acima delineada se aplica a descrigao fisica em um campo gravitacional constante e
em um referencial com aceleracao translacional constante, mas deve ser presumida também em situacoes onde o campo
gravitacional nao é constante espacial e temporalmente, especialmente se nos limitarmos a uma pequena regiao do espago
e do tempo, onde o campo gravitacional varia pouco. Dessa forma, o principio de equivaléncia proposto por Einstein
pode ser reformulado nos seguintes termos:

I. “E'm cada ponto do espaco-tempo, em um campo gravitacional arbitrdrio, € possivel escolher um ‘sistema de coordenadas
localmente inercial’ tal que em uma regiao suficientemente pequena em torno do ponto em questdo as leis da Natureza
tomam a mesma forma que em um sistema de coordenadas Cartesianas nao aceleradas na auséncia de gravidade”. De
[517], Sec. 3.1.

Na verdade essa formulagdo de [517] deve ser estendida de forma a afirmar que

II. Em cada trajetéria de um ponto material em queda livre (ou seja, se movendo sem a agdo de for¢as nao gravitacionais),
em um campo gravitacional arbitrdrio, € possivel escolher um ‘sistema de coordenadas localmente inercial’ tal que em
uma regiao suficientemente pequena em torno da trajetoria em questdo as leis da Natureza tomam a mesma forma que
em um sistema de coordenadas Cartesianas nao aceleradas na auséncia de gravidade.

O principio assim estabelecido é muitas vezes referido na literatura como a Versao Forte do Principio de Equivaléncia,
ou Principio de Equivaléncia Forte, mas em verdade, ndo se distingue daquele proposto por Einstein®®. Assim, grosso
modo, o Principio de Equivaléncia Fraco corresponde ao Principio de Equivaléncia de Galilei, enquanto que o Principio
de Equivaléncia Forte corresponde ao Principio de Equivaléncia de Einstein.

Como o leitor hé de perceber dos nossos resultados das segoes 34.4.4.1 e 34.4.4.2, pagina 1799 e 1800, respectivamente,
a formulagao I, no formalismo matemético de Teoria da Relatividade Geral, é corroborada pelo uso das coordenadas
normais de Riemann, enquanto que a formulagao II é corroborada pelo uso das coordenadas normais de Fermi.

Note-se também que a existéncia de coordenadas normais de Fermi ao longo de geodésicas tipo-tempo mostra que
sdo exatamente as geodésicas tipo-tempo que descrevem a trajetéria em queda livre de pontos materiais (massivos, ao
menos).

Um ponto a se enfatizar é a distingao entre o Principio de Equivaléncia Fraco e o Forte. O Principio Fraco é a
afirmacao da igualdade entre massa inercial e gravitacional ou, na sua versao Galileana, é a afirmacao de que trajetérias
de pontos materiais em queda livre ndo dependem da natureza desses pontos. O Principio Forte vai além e afirma a
invaridncia de todas as leis fisicas na presenga de campos gravitacionais. Como comentado em [517] o Principio de
Equivaléncia Fraco é a mesma afirmacao, mas limitado, nao a todas as leis fisicas, mas as leis que regem o movimento
de pontos materiais em queda livre.

Nesse sentido podemos afirmar que a existéncia das coordenadas normais de Fermi corrobora o Principio de Relati-

vidade Fraco.
% kk ok ko ok

66 Como ja dissemos, a literatura fisica ndo é muito uniforme na formulacdo desses principios, podendo-se encontrar ligeiras diferencas de
formulagéo.
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Apés o trabalho [129] de 1907 (apenas dois anos apés os trabalhos iniciais da Teoria da Relatividade Especiall)
Einstein perseguiu por anos a ideia de que a descricao do movimento de pontos materiais em campos gravitacionais
deveria ser, em algum sentido, analoga & descrigao desse movimento em sistemas de referéncia nao inerciais, culminando
com sua formulagao final da Teoria da Relatividade Geral, primeiramente apresentada em Sessao da Academia Prussiana
de Ciéncias em 25 de novembro de 1915 [130]. N&o nos cabe aqui historiar os complicados caminhos seguidos por Einstein
(para tal recomendamos fortemente a referéncia [374]), mas devemos ao menos dizer que esse empreendimento pode ser
qualificado como um dos maiores feitos cientificos. Nesse trajeto, Einstein adquiriu a percepgao da utilidade da linguagem
e dos conceitos e instrumentos da Geometria Diferencial (empregando tensores e o entdo chamado Cédlculo Diferencial
Absoluto), disciplina que ele ajudou a estender em diversas diregoes, dando & mesma grande impulso e motivagao, também
como objeto de interesse matematico.

34.4.5 O Lema de Gauss

Aqui seguiremos basicamente a exposicao de [327], mas com adaptagdes e com uma organiza¢do um tanto distinta.

Seja M uma variedade Riemanniana ou Lorentziana com um tensor métrico g e uma conexao métrica simétrica V.
Tomemos p € M e v € T, M, um vetor do espaco tangente a M em p contido em uma bola aberta B, (0, r) = B(0, )
centrada em 0 € T,M de raio r > 0, suficientemente pequeno de modo a garantir a existéncia das geodésicas (¢, p, v)
para todo v € B(0, r) e para todo t com 0 < ¢ < 1.

Para p fixo, a aplicagao exponencial exp, mapeia B(0, r) em M, de sorte que a aplicacdo diferencial (d expp)v
mapeia®” T,B(0, r) C T,(T,M) em Texpp(U)M'

Para v € B(0, r), considere-se a curva diferencidvel em B(0, r) definida por uma fungéo v(s) com v(0) = v, sendo
que consideraremos s em um intervalo (—e, €) com e > 0 suficientemente pequeno, de sorte que v(s) € B(0, r) para
todo s € (—¢, €). Vamos também assumir que € é pequeno o suficiente de modo a garantir que {v(s), s € (—¢, €)} nao
contenha vetores paralelos, ou seja, que ndo haja s, s € (—e, €) com s # s e v(s) = av(s’) para algum a # 0.

A derivada v'(0) é o vetor tangente & curva no ponto v e, portanto, um elemento de T,B(0, r) C T,(T,M). E
importante notar que T,(T,M) e T,M sao espagos vetoriais isomorfos: para w € T,M a curva v(s) = v + sw satisfaz
v(0) = v e v'(0) = w, observagao que permite identificar os elementos de T,(T,M) com os de T, M.

Segundo (33.49), se v(s) é uma curva como a acima e v'(0) € T,B(0, r) C T,(T,M) ~ T,M, podemos calcular
(dexp,)y (v/(0)) com

d d
(dexp,)u (v(0) = Toxp, (o) = Zo(Lp vl)| (34.261)
S s=0 ds s=0
onde o lado direito é entendido como o vetor tangente a curva s +— 'y(l, P, v(s)) no ponto definido por s = 0.
Seja O C R2 o conjunto definido por
0 = {(t, s), 0<t <1, fe<s<e}, (34.262)

com € especificado acima. Para diversos propésitos, necessitamos estudar propriedades da superficie bidimensional
S : O — M definida por

S(t, s) = exp, (tv(s)) = 'y(l, D, tv(s)) = ’y(t, P, U(s)) , (t, s)€0. (34.263)

Para cada s fixo, a curva ¢t — S(t, s) é uma geodésica que parte de p em ¢t = 0 com velocidade v(s) enquanto que para ¢

fixo a curva s — S (t, s) intercepta aquelas geodésicas. Os vetores tangentes a essas curvas sdo %—f e %, respectivamente,
a

e no que segue iremos calcula-los em certos pontos de interesse. A derivada 6—f(t, s) representa a velocidade da geodésica

em 'y( , t, v(s)), enquanto que a derivada %(t, s) representa a taxa de variacdo de v(p, t, U(s)) quando de uma

variagao do parametro s. Por essa razao %(t, s) é denominada wvariacdo geodésica associada a familia de velocidades
{v(s), —e < s < e}
Para a derivada em ¢ temos

oS

D) = olts o v(s) = At p, v(s)) (34.264)

670 leitor deve atentar que a diferencial em (d expp)v refere-se & dependéncia de exp,, (v) em v, ndo em p, que é fixo.
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que é simplesmente o vetor tangente & geodésica que parte de p com velocidade v(s) no ponto ’y(t, D, v(s)). Observemos
também que para a € R, a curva em T,M definida por 7 — v 4 Tav passa por v em 7 = 0 com velocidade av. Assim,
por (33.49), temos

d d d .
(dexp,)v(av) = 7 &XPy (U—i—arv) . = 57(1, p, (1 +a7’)v) . = E’y(l + at, p, v) . = aoA(1, p, v)
(34.265)

e por (34.264) concluimos que

08

(dexp,)y(av) = aE(l, 0). (34.266)
Para a derivada em s teremos
O3 9) = (1 twls) 2 (expy o (0(5)) = Hdexp, ) (0(5)) (34.267)
Em particular, isso implica
g—i(l, 0) = (dexp,)y(v'(0)) (34.268)
© 08
E(O’ s) =0, (34.269)

para todo s. Para referéncia futura, notemos também que por (34.267) segue que

a—S(t, 0) = (dexp,)iu (o) (tv'(0)) - (34.270)

0s
Lema 34.5 (Lema de Gauss) Seja M uma variedade Riemanniana ou Lorentziana com um tensor métrico g e com
uma conexao de Levi-Civita (i.e., uma conexdao métrica e simétrica) V. Seja p € M. Entao, vale

g((dexpp)v(v), (dexpp)@(w)> = g(v, w)p (34.271)

exp,, (v)

para todos v € T, M para os quais exp,(v) esteja definida e todo w € T, (TpM) = T,M. O

A Figura 34.1, pagina 1808, ilustra esquematicamente o conteiido do Lema de Gauss, Lema 34.5.

Prova do Lema 34.5. Para v = 0 ou w = 0 a relacdo (34.271) é vélida trivialmente, de sorte que consideramos v # 0 e
w # 0. Também assumiremos, para o caso Lorentziano, que v nao é tipo-luz. A validade de (34.271) para v tipo-luz
pode ser obtida por continuidade a partir dos demais casos.

Fixado v, vamos decompor w em uma componente paralela a v e uma componente “perpendicular” a v. Para tal,

v, w . ‘. .. ,ops .
escrevemos wy i= % vewy =w—w). Etrivial que w = w) +wy e é facil ver que g(v, wy), = 0.
) P

Como a aplicacio w +— (dexp,,),(w) ¢ linear, podemos escrever (dexp,),(w) = (dexp,),(w)) + (dexp,),(w1). Para
demonstrar o lema é suficiente provarmos que

g((dexpp)y(v), (dexpp)v(w”)) = g(v, wH)p (34.272)

exp,(v)
e que

g((dexpp)v(v), (dexpp)v(wL)> =0 = g(v, wl)p, (34.273)

exp, (v)
o que serd feito no que segue.

Para provarmos (34.272), notamos que se wj = av, entdo podemos escrever, por (34.265), que

(dexpp)y(w”) = (dexpp)v(av) = a¥(1, p, v) .

Logo,
9((@exp,)u(v), (@expy)u(w)) = ag(3(L p, v) 3L P, v))

exp, (v) exp, (v) .
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Figura 34.1: Acima, p é um ponto da variedade M, v e w sdo vetores de T, M, o espago tangente a M em p. O vetor v deve
ser pequeno o suficiente para que o mapa exponencial exp,,(v) esteja definido. A curva v é a geodésica y(t) = exp,(tv),
t € [0, 1], e ponto ¢ é q := exp,(v). Esta claro que v(0) = p, 7(1) = g e ¥(0) = v. Temos ainda v’ := (dexp,),(v) e
w' 1= (dexp,),(w), ambos elementos de T,M. Por (34.265), temos que v = §(1), que é tangente a curva y em ¢q. A
afirmagio do Lema de Gauss ¢ que vale g(v/, v’ )q =g(v, w)p.

Agora, como v é uma geodésica, % é transportada paralelamente ao longo de v e, pelo Lema 34.4, pagina 1792, tem-se
g(ﬁ(L p, v), 41, p, v))e = g(ﬁ(07 p, v), ¥(0, p, v))p = g(v, v),,. Logo, provamos que
XPp

g((dexp,)o(v), (dexp,)u(w))) = ag(v, v), = g(v, wy), .

exp, (v)

que é (34.272). Passemos agora a demonstragao de (34.273).

Seja a curva em T,M definida por v(s) := v+ sw, com s € (—e, €), como discutido acima. Naturalmente, v(0) = v e
v'(s) = w, para todo s. Para tal curva s — v(s) consideremos a superficie Sy, : O — M definida como em (34.263) por

Sw, (t, s) = exp, (tv(s)) = exp, (tv+swy)) = v(1, p, tv+swy)) = v(t, p, v+swy), (t, s) €O . (34.274)

Por (34.266) (com « = 1), e por (34.268), temos

9((dexp,)uv), (dexp,)u(wy))

05w, 05w,
g< (1 0), =32 (1, 0)>expp(v). (34.275)

exp,, (v)

Motivados pela expressao do lado direito, vamos estudar o produto escalar g (%J—(t, s), BSTZJ-(t, s))s o com
’UJJ_ K

(t, s) € O (vide (34.262)). Em particular, desejamos provar que essa expressao independe de ¢t quando s = 0. Tem-se
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que
0 (0Sw 0Syw
o 9 = (t7 5)7 = (t7 S))
ot ot ds S (t,5)

=g (B%Buryy ) Puryy +g(2Berq, 5, DOBur
oo T Tas V), I\ T aes V)

854 . . . , . .
Observemos que para cada s vale % o (t, s) = %’y(t, P, v(s)) = 0, por defini¢ao, pois v é uma geodésica. Com isso,

o primeiro termo do lado direito da expressao acima é nulo. Para provar que o segundo termo também é nulo devemos
primeiramente invocar o Lema de Simetria, Lema 34.1, pagina 1761, e escrever

0Su, (o Du, _(Busy ) DOury
I\ "% B as th,s)_g o oot T )

10 [0S, 95w, 10 .
( 5 (t, s), o (t, S))sM<t,s> = 2asg(v(t, p, v(s)), 4(t p, v(S)))

= 2057

Sw, (ts)
Com % é transportado paralelamente (segundo V) ao longo de v, o Lema 34.4, pagina 1792, garante que

g(ﬁ(t, p, v(s)), 4(t p, v(s))) = g(#(O, ps v(s)), (0, p, v(S)))

S“’L (t,s) SwL (O,s)Ep

= g(v(s), v(s))p = g(erst_, v+suu_)p = g(v, v)erng(wJ_, wJ_)p.
Logo, temos que

% , (ag;u (t, 5), 5‘2? o S)>su » sg(wy, wy), .
Como essa expressao anula-se em s = 0, segue que g (8%%(15, 0), 8%’;* (t, 0))Sw (0. 0)exp (t0) é constante em t. Porém,
por (34.269), 6%} (t, 0) anula-se em ¢t = 0 e, assim, ) '

g <a?£u (t, 0), ag:L (t, 0)>expp(tv) = 0 para todo t. (34.276)
Logo, por (34.275), estabelecemos que g((dexpp)v(v), (dexpp)v(wl)>expp(v) = 0, provando (34.273). |

Expresso em outros termos, (34.276) informa-nos que

_ 4.2
- 0, (34.277)

. d
g <7(ta 'z ’l)), _7<t7 p, v+ SwJ_) )
=0/ ~(t, p, v)
para cada t € [0, 1] e para todos v € T, M para os quais expp(v) esteja definida e todo w € T,(T,M) ~ T,M.
Essa afirmacao possui um contetido geométrico, o qual expressamos na seguinte proposicao:
Proposicao 34.20 Seja r > 0 tal que exp,(v) esteja definida para todo v € T,M com g(v, v), = 1. Seja S(r) = {v' €
T,M| g(v', V'), =71} a superficie da “esfera” em T,M de raio v (seqgundo o tensor métrico g) centrada na origem. Para

t € [0, 1], seja a superficie em M definida por 8;(r) := {~(¢t, p, v'), v € S(r)} C M, ou seja, a imagem de S(r) pelo
mapa T, M > u — exp,(tu) € M.

Entao, para cada t € [0, 1] e cada v € S(r) o vetor tangente "y(t, D, v) da geodésica T ")/(T, D, v) € ortogonal
(sequndo g) & superficie 8;(r) no ponto ’y(t, D, v). O
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Prova. A demonstracdo é uma mera reinterpretagao dos fatos ja expostos. Fixemos o vetor v € S(r). Para os pontos da
curva s — v+ sw,| € T,,M teremos g(v +sw,, v +swl)p = g(u7 v)p —+ SQQ(U}L, wL)p e, portanto, a curva s — v+ sw_
tangencia em s = 0 a superficie S(r) em v. Agora, o vetor d%’y(t, p, v+ swl) ‘s:O é tangente a superficie 8;(r) no ponto
'y(t, P, v) para qualquer w, ortogonal (segundo g) a v. Assim, (34.277) estd afirmando que para cada t € [0, 1] o vetor
tangente ﬁ(t, D, ’U) a geodésica que parte de p com velocidade v é ortogonal & superficie 8;(r) no ponto 'y(t, D, v). |

A afirmac@o da Proposicao 34.20 é a versdao do Lema de Gauss, tal como originalmente formulado por seu autor.

34.4.6 Pontos Conjugados e a Equacao de Jacobi

Nesta secao discutiremos algumas propriedades especiais de familias de geodésicas, como a de focalizacao, e discutiremos
a influéncia da curvatura sobre essas propriedades. Salvo mengao em contrario estaremos sempre lidando com conexdes
de Levi-Civita.

34.4.6.1 A Equacgao de Jacobi

Consideremos a superficie S = S, = exp,, (tv(s)), definida em (34.263), v(s) na forma v(s) = v+ sw, com v, w €
T,M, para um certo p € M, fixo. Naturalmente, v(0) = v e v'(0) = w. Consideremos nessa superficie o campo
0>, s)— 886“5”“ (t, ) € Tyt, p, v(s))M, com (t, s) € O. Como discutimos anteriormente (pagina 1806), 886“5’ 2 (t, s)
é o campo das variacdes geodésicas sobre a superficie definida pela funcdo S, . No que segue, vamos estabelecer uma
equacao diferencial, denominada equac¢ao de Jacobi, satisfeita por 8%’5’/1“ (t, 0), a variacdo geodésica sobre a geodésica

t— (¢, p, v).

Sabemos que %asgi “ (¢, s) =0, pois asgi “(t, s) = f'y(t, D, v(s)) et fy(t, D, v(s)) ¢ uma geodésica. Logo,
B DD&SQ,,w(t N DD@Smw(t - DD DD asuw(t )
“osot ot Y T atos o V7T |esat otos| ot 0 °

(34.91) QQGSU,w( )+ DD DD|OS, w
~ atot os VT | 9sor otos

(34.159)  D? 9S8y w 98y, w  0Sy w\ 9Su, w
= g as b S)+<R( 9s ot ) ot

) (t, s), (34.278)

sendo que na passagem da primeira para a segunda linha usamos o Lema de Simetria, Lema 34.1, pagina 1761, e na
dltima igualdade usamos a Proposicao 34.7, pagina 1776.

Consideremos agora a geodésica t — 'y(t, P, v(O)) e sobre a mesma os campos definidos por t — 8%5: “(t, 0) e

t— 885t’ “(t, 0) =4(t, p, v(0)) =4(t). O primeiro é o campo de variagao geodésica sobre a geodésica t — (¢, p, v)
induzida por uma variacao “infinitesimal” da velocidade inicial na diregao w. O segundo é o campo das velocidades sobre

a mesma geodésica.

A igualdade obtida em (34.278) implica (tomando-se s = 0)

d%z [856”5’“’(15, 0)} +R (P%;”(t, 0)] , "y(t)> A(t) =0, (34.279)

para todo t. Essa expressao inspira as seguintes defini¢bes. Dada uma geodésica t — ~(t, p, v), t € (a, b), dizemos
que um campo J(t) € Ty, p, oyM, t € (a, b), definido ao longo de vy, é um campo de Jacob?®® se satisfizer a equacio

diferencial D2
@J(t)JrR(J(t), ﬁ(t))w) -0, (34.280)
para todo t € (a, b). A equagdo (34.280) é denominada equacdo de Jacobi. Trata-se de uma equagao diferencial linear

de segunda ordem e estaremos interessados em trata-la enquanto problema de valor inicial, com dados inicias tais como

68Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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J(0) e £.7(0) ou J(0) e £.J(0) (assumindo aqui 0 € (a, b)). Note-se que £.7(0) pode ser expressa em termos de J(0) e
%J( ) e, reciprocamente, que EJ(O) pode ser expressa em termos de J(0) e %J(O), o que facilmente se vé pela expressao
(34.68), pdgina 1756, da derivagdo covariante em uma carta local de coordenadas.

e Solugoes da equagao de Jacobi

Antes de prosseguirmos, vamos discutir algumas solugoes mais 6bvias da equacao de Jacobi. Afirmamos que os
campos

08y, w
0s

sao campos de Jacobi definidos sobre a geodésica t — ~(t, p, v) e satisfazem as condig¢oes iniciais

JU(t) = (t, 0), JI(t) == g, p,v), e JI) = tha(t) == t¥(t, p, v) (34.281)

Jfﬂu(o) = 0, JS(O) = v, Jg(o) = 0,
e (34.282)
ZIT0) = w, 5J3(0) 0, 5J30) = w

A argumentacdo que justifica tais afirmacoes é a que segue:

1. Como vimos em (34.279), o campo J>" () = 23 > (t, 0) é um campo de Jacobi e satisfaz J;"*(0) = 0 (vide
(34.269)) £ 71" (0) = w, pois
D _,.w ~ DOS, (34.91) D 08, w D, D -, B
dtJl ( ) - 8t 88 ( 9 ) - 83 6t (Oﬂ 0) - 657(0’ p? 'U(S)) o - dsv( )6_0 v (0) - 'LU,

pois, gv(s) = v/(s) para todo s. O estudante nao convencido dessa ultima igualdade deve recordar que, em uma
carta local de coordenadas, na qual possamos escrever as coordenadas de fy(t, P, v(s)) como x*(t, s), teremos

D dv® ox° 0 dv® 0
—) = _— Fa b— _—— = ! = =
s Ea I + bEC bV s (0, s) pyn 75 B v'(s), ja que 92 (0 s) = 0, pois 7(0 p, v(s )) p para

todo s.

2. O campo J3(t) = 4(t) = ¥(p, t, v(0)) = Z(¢, 0) é um campo de Jacobi, pois Z5(t) = 0 (equacdo da geodésica)
e pois R(5(t), ¥(t))¥(t) = 0, devido & antissimetria do tensor de curvatura R, o que mostra que (34.280) &, nesse
caso, trivialmente satisfeita.

Para esse campo de Jacobi tem-se J3(0) = 4(p, 0, v(0)) = v(0) = ve £J2(0) =0, pois £J3(t) = Z4(t) = 0 para
todo ¢, novamente pela equacao da geodésica.

3. O campo J¥(t) = t¥(t) é também um campo de Jacobi, pois R(t¥(t), ¥(t))5(t) = tR(7(t), 4(t))%(t) = 0, devido &
antissimetria do tensor de curvatura e pois 2.JY(t) = £ (t5(t)) = dt'y( )+ () = A(t) (pela regra de Leibniz para

) =

a derivagao covariante e pela equagao da geodesma) e, portanto, dt2 JY (¢
da geodésica.

dQ (t) = 0, novamente pela equagao

Para esse campo de Jacobi tem-se J§(0) = 0 (evidentemente) e £.J¥(0) = 4(0) = v(0) = v, pelo exposto no tltimo
paréagrafo.

Da linearidade da equagao de Jacobi e das consideragoes acima, concluimos:
Lema 34.6 Considere-se a geodésica [0, a] > t — ~(t, p, v). Entao, firadas condigoes iniciais J(0) e DJ(O), a equagao
de Jacobi (34.280) possui solugdo tnica. Em particular, para as condigdes iniciais J(0) = 0 e dtJ( ) = w a solugdo
tinica é J{"(t). O

E facil inferir disso, que em uma variedade n dimensional existem n campos de Jacobi linearmente independentes.

e Algumas propriedades dos campos de Jacobi

As afirmacoes da proposicao e do coroldrio que seguem e suas demonstragoes provém de [327].
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Proposicao 34.21 Se J é um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica [0, a] > t — (¢, p, v) entdo vale para todo
t €0, al

g(J(t), A(t, p, u))w(t’ = ((J(O) +t%J(O)) : u)p = g(J(0), v), +tg (%J(O), u) . (34.283)

p

Prova. Denotemos g(J(t), ¥(t, p, v)) simplesmente por g(J, 4)(t). Como %ﬁ =0, segue que

v(t, p, v)
GO0 =9 (F05) 0. (34.284)

Também tem-se que

G0 (204) 0 = o (Z205) 0“2 —o(RUO. 10)30, 50) 0

(34.171)

g(RG), 30)4(0), J0) () = 0,

devido a antissimetria do tensor de curvatura. Isso mostrou que g (%J, "y) (t) é constante e, logicamente, igual a
g (%J7 4) (0). Logo, (34.284) fica %g(J, NE) =g (%J7 ) (0). Integrando-se ambos os lados entre 0 e ¢, obtemos
g(J, %) ) =g (J, %) (0) +tg (% J, %) (0), como querfamos provar. |

Corolario 34.3 Seja J um campo de Jacobi sobre uma geodésica [0, a] > t — ~(t, p, v) = y(t). Se existirem t1 e to
distintos em [0, a] tais que g(J, %)(t1) = g(J, %)(t2) entdo g (2J(0), U)p =0 e g(J, ¥)(t) € constante em todo [0, a]. O

Prova. E evidente da linearidade em ¢ do lado direito da expressdo (34.283) que se existirem ¢; e to distintos em [0, d]
tais que g(J, ¥)(t1) = g(J, ¥)(t2) entdo g (2.J(0), v)p =0e g(J, )(t) é constante em todo [0, a]. |

34.4.6.2 Pontos Conjugados

e Pontos conjugados

Seja [—a, a] > t — v(t) = v(¢, p, v), a > 0, uma geodésica que passa por p € M em ¢t = 0. Um ponto p = (o),
tg € [—a, 0)U(0, a], é dito ser um ponto conjugado de p se existir sobre a curva v um campo de Jacobi nao identicamente
nulo J tal que J(0) =0 e J(ty) = 0.

Como se percebe, a questao por tras da existéncia de pontos conjugados é a questao de saber se alguma variagao
v, w

geodésica 8888 (t, 0) da geodésica (¢, p, v) anula-se em outro ponto que nao p. Dessa forma, podemos interpretar
pontos conjugados a p como pontos de focalizagao de geodésicas “infinitesimalmente” préximas que partem de p.

O corolério a seguir é uma decorréncia elementar do Corolario 34.3, pagina 1812, e dispensa demonstracao.

Corolario 34.4 Se uma geodésica [0, a] > t — ~(t, p, v) = () possuir um ponto conjugado a p, digamos, em
to € (0, a], e J for um campo de Jacobi ndo nulo tal que J(0) = J(to) = 0, entdo g (£.J(0), v)p =0eg(J, ¥)({t)=0
para todo t € [0, a], ou seja, o campo J € g-ortogonal ao vetor tangente a vy em toda a geodésica. O

E interessante observar que decorre de (34.283) e de (34.282) que

g(‘]f7w(t)5 ’)/(t, 'z U)>’y(t P, v) = tg(w, ’U)p,
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que g(J3, ¥)(t) = g(v, v)p e que g(Jy, §)(t) = tg(v, v), (as duas ultimas relacdes sdo triviais pelas definicoes de
JY e J¥). Disso segue que se p tem um ponto conjugado em =, digamos, em tg, e J;"* anula-se em 0 e em tg, entdo
g(w, v), =0, ou seja, w é g-ortogonal a velocidade inicial v.

e Pontos conjugados e singularidades da aplicagao exponencial

A nogao de ponto conjugado é relevante em funcao da interpretacao que apresentamos acima como ponto de focalizacao
aproximada de geodésicas proximas. Ha também uma outra razao que agora discutiremos, a saber, pontos conjugados
possuem uma intima relagao com pontos singulares da aplicagao exponencial. Como acima, seguimos aqui proximamente

327).

Proposicao 34.22 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana (ou Lorentziana) e p € M. Seja v € T,M no dominio
de defini¢io do mapa exponencial exp, e seja a geodésica [0, 1] > t = ~(t, p, v) € M. Um ponto p = y(to, p, v) =
(1, p, tov) = exp,(tov), com to € (0, 1], € um ponto conjugado de p se e somente se tov for um ponto critico®® da
aplicagdo exponencial exp,,. |

Prova. Por definigao, p = y(to, p, v) é um ponto conjugado de p em + se e somente existir sobre v um campo de Jacobi
nao identicamente nulo J tal que J(0) = 0 e J(ty) = 0. Seja w := 2.J(0). Pelo Lema 34.6, pagina 1811, o campo de
Jacobi J satisfazendo J(0) = 0 e £.J(0) = w ¢ igual a J;", definido em (34.281), ou seja,

) 0S5y, w (34.270)
J(t) = JUU() = B (t, 0) "= (dexpy)w (tw) = t(dexp, ) (w) .
E claro que (dexpy)tw (w) anula-se caso w = 0, pois (dexp,)s ¢ uma aplicagao linear. Da igualdade J(t) =
t(d expp)m (w) concluimos que se J for ndo nulo para algum valor de ¢t # 0, entdo w # 0. Ao mesmo tempo, se

w # 0 o campo J nao pode ser identicamente nulo, pois se o fosse teriamos %J(t) = (0 para todo t e como w = %J(O)

terfamos uma contradigdo. Concluimos disso que o campo J é nao identicamente nulo se e somente se w # 0.

Agora, por hipdtese, p tem um ponto conjugado em p = v(tg, p, v), to € (0, 1], se e somente se valer 0 = J(tg) =
to(d expp)tov (w), o que é verdadeiro se e somente se (d epr)toq, (w) = 0. Porém, como w # 0, isso é possivel se e somente
se tov for um ponto critico de exp,,. |

e O tensor de curvatura e a auséncia de pontos conjugados. Caso Riemanniano

A seguinte proposicao elementar aponta para o fato que certas condicgbes sobre o tensor de curvatura podem implicar
na auséncia de pontos conjugados. Chamamos a atengdo do leitor para o fato de usarmos a convencao (34.152) para a
defini¢do do tensor de curvatura, cujo sinal é oposto daquele comummente usado em geometria Riemanniana (a esfera
tem curvatura negativa na nossa convengao).

Proposicao 34.23 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana dotada de uma conexdo de Levi-Civita V e seja v uma
geodésica em M. Se em cada ponto q € v e para todos os campos vetoriais diferencidveis A e B definidos sobre v valer

g(R(A, B)A, B)q >0, (34.285)

entao nao ocorrem pontos conjugados em 7. O

Observe-se que no caso Riemanniano a condigao (34.285) equivale a nao negatividade da curvatura seccional relativa
ao plano gerado por A e B em T,M.

Prova da Proposi¢do 34.23. Vamos supor que J seja um campo de Jacobi ndo nulo sobre a geodésica v e que J(0) =
J(tg) = 0. Temos que

d D
— = 29— . 4.2
Gt =2 (50.0) (31.256)

69 A nogao de ponto critico encontra-se definida & pagina 1697. Recordemo-la. Se f: M1 — M3 é uma aplicagdo C* entre duas variedades
de mesma dimensao m, entao um ponto p € My é dito ser um ponto critico para f se a aplicagao diferencial df;, nao for um isomorfismo entre
TpMi e Ty(p)Ma. Pela Proposigao 33.6, pagina 1697, f nao pode ser um difeomorfismo local em torno de um ponto critico.
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Agora, usando a antissimetria de R,

d D D? D_D (34.280) D_ D
d (D _ (D D_ D 2 : : D, DN
el (dtl J) g (dtQJ, J) +g (dtJ, dtJ) +9(R(7(t)7 J)4(t), J) +9 (dtl dtJ) >0,

pois g (%J, %J) > 0 e, por hipétese, g (R(f'y(t), J)"y(t), J) > 0. Com isso, estabelecemos que a funcao g (%J, J) (t) é
nao decrescente em ¢t. Como J anula-se em 0 e em ty concluimos disso que g (%J, J) (t) = 0 para todo t. Logo, segue
de (34.286) que g (J, J) (t) é constante em t e como J(0) = J(to) = 0, segue que g (J, J) (t) = 0 para todo ¢, implicando
que J é identicamente nulo, uma contradicao que implica na inexisténcia de um campo de Jacobi com as propriedades
mencionadas e, portanto, na inexisténcia de pontos conjugados em . |

34.5 Campos de Killing

Campos de Killing™ sdo relevantes ao se discutir simetrias (isometrias) na Geometria Diferencial e, em particular, na
Teoria da Relatividade Geral. Vamos aqui primeiramente apresentar o tratamento dos campos de Killing (e obter as
equagoes de Killing) de forma intrinseca, independente de sistemas de coordenadas. Mais adiante, para atender o interesse
de leitores mais acostumados a discussao de textos de Fisica, repetiremos o mesmo tratamento em coordenadas locais.
Por fim, teremos exercicios instrutivos.

Seja M uma variedade diferenciavel e g um tensor métrico em M e seja V uma conexao de Levi-Civita em M.

Vamos considerar a derivada de Lie L¢g de g em um campo & € Z (M) agindo em g. A nocao de derivada de Lie foi
introduzida na Secao 33.3.1, pagina 1709.

e As equagoes de Killing. Tratamento intrinseco, independente de sistemas de coordenadas

Seja £ € Z' (M) e sejam A, B € 2 (M) dois outros campos vetoriais arbitrarios. Sabemos por (33.91), pagina 1712,
que vale
Le(9(A, B)) = (Leg)(A, B)+g(LeA, B) +g(A, LeB) .

Como g(A, B) é uma grandeza escalar, o lado esquerdo é f(g(A, B))

Por outro lado, para uma conexdo V vale igualmente que
Ve(g9(A, B)) = (Veg)(A, B)+g(VeA, B) +g(A, VeB)
sendo que o lado esquerdo também vale £(g(A, B)). Com isso, obtemos a identidade,
(Leg)(A, B)+g(LeA, B) +g(A, £LeB) = (Veg)(A, B)+g(VeA, B) +g(A, VeB),

ou seja,
((Le = Ve)g) (A, B) +9((Le — Vo)A, B) +g(A, (Le—Ve)B) = 0. (34.287)

Chegamos agora a uma definicdo importante. Um campo & € 2 (M) é dito ser um campo de Killing™* para o tensor
métrico g se satisfazer
Leg = 0. (34.288)

Segundo essa definigao, g é invariante ao longo das curvas integrais definidas por £ e o fluxo correspondente a essas curvas
é, portanto, uma isometria para g.

Se supusermos que ¢ é um campo de Killing para g e se adicionalmente supusermos que V é uma conexao métrica, o
primeiro termo de (34.287) serd identicamente nulo (pois valem independentemente Leg =0 e Veg = 0), e valerd

g((Le = Ve)A, B) +g(A, (Le—Ve)B) = 0. (34.289)

Essa propriedade afirma que o operador diferencial £ — V¢ é g-antissimétrico.

7OWilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
"1Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
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Notemos também que se supusermos que V é também livre de torgao, ou seja, que é uma conexao de Levi-Civita,
entdo, segundo (34.90), pagina 1761, valerd (Lg - Vg)C = —V ¢ para todo campo C e, portanto, (34.289) fica

9(Va&, B) +g(A, V&) = 0. (34.290)

Essa equacao para & é denominada equacdo de Killing.

E possivel demonstrar a reciproca: se § satisfaz a equacgao de Killing (34.290), entdo Leg = 0 e, portanto, £ é um
campo de Killing. De fato, se V é uma conexao métrica, entdo (34.287) afirma que

(Leg)(A, B) = —g((Le — Ve)A, B) —g(A, (Le = Ve)B) . (34.291)

Novamente, se V é também livre de tor¢do, ou seja, se for uma conexao de Levi-Civita, entao, segundo (34.90), pagina
1761, valera (Lg — Vg)C’ = —V € para todo campo C' e, assim, podemos reescrever o lado direito de (34.291) como

que é nulo pela suposicao da validade de (34.290). Como isso vale para todos A, B € Z (M), concluimos que L¢g = 0.

Reunindo os resultados demonstramos, portanto, o seguinte:

Proposigao 34.24 Seja g o tensor métrico e seja V a correspondente conexao de Levi-Civita. Entdo, um campo & €

X (M) € um campo de Killing para g, ou seja, satisfaz Leg =0, se e somente se & satisfizer a equacao de Killing:
9(Va&, B) +g(A, V) =0. (34.292)

para todos A, B € 2 (M). O

A equagao de Killing deve ser entendida como uma equagao diferencial para §. Para ver isso melhor, é interessante
expressarmos a equacio de Killing (34.292) em coordenadas locais. Ela diz-nos que g;; BY A* (ka)Z +g:; A'B¥ (ng)J =0,
ou seja, B'AF ((ka)i + (Vz{)k> = 0. Como A e B sao arbitréarios, segue que

(Vig), + (Vi€), = 0, ouseja, &uit&in = 0, (34.293)
0 que equivale a
¢+t =0, (34.294)
pois a conexao é suposta simétrica.

A equagao (34.293) é a equagdo de Killing expressa em coordenadas locais e vamos reobté-la diretamente mais adiante.
Utilizando as componentes da conexao, (34.293) pode ser escrita em coordenadas locais como

0 0&
ox? + oxk

) o¢; l
-2t =0, ai’j + a—jk —2@{“{:} =0, (34.295)

onde usamos I‘lik = Flki = {ilk }, vélidas para conexoes de Levi-Civita.

e O comutador de campos de Killing

O seguinte resultado é digno de nota, pois afirma que campos de Killing compoem uma &lgebra de Lie:

Lema 34.7 Sejam € e 5 dois campos de Killing para um tensor métrico g. Entao, seu comutador [f, é] € tgualmente
um campo de Killing para g. O

Prova. A afirmacao é evidente por (33.97), pagina 1713. |

e O divergente de campos de Killing

Segundo nossa discussao de pagina 1772, se £ é um campo de Killing, seu divergente é dado por

34.294)

div(e) = ¢, ' & = —gle, = —€, = —div(e),
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onde novamente usamos, na pentltima igualdade, que a conexdo é simétrica e, portanto, g?°., = 0 para todos a, b, c.

Conclui-se do exposto que o divergente de um campo de Killing é sempre nulo.

e Campos de Killing e leis de conservagao ao longo de geodésicas

Proposicao 34.25 Seja g o tensor métrico e seja V a correspondente conexdo de Levi-Civita. Seja & € X (M) um
campo de Killing para g, ou seja, tal que Leg = 0. Seja y(t), com t em algum intervalo de R, uma curva geodésica para

a conexdao V. Entdo, a funcdo de t definida por g(fw(t), "y(t)) » € constante. O
~y(t

Prova. Caso A = B, a equacao de Killing (34.292) fica simplesmente
g(Va&, A) = 0. (34.296)

Considere-se uma curva geodésica ~(t), com ¢ em algum intervalo de R, e considere-se a func¢do de t definida por
g(gv(t), f'y()f)) . Teremos,
v(t)

d . (34.97) D . D . (34.67) . (34.296)
il ,t) L Z e, At L At = (v- ,t) 29
dtf](g’y(t) y(t) -, g (dtg’y(t) gl )>7(t) +9 | &m0 9((Vs@ ) yy» 7 .
=0 7 5()
o que estabelece que a grandeza g(gv(t), "y(t)) » é constante ao longo da geodésica. |
y(t

Essa lei de conservagao ao longo de curvas geodésicas associada a campos de Killing é relevante, por exemplo, no
estudo de trajetérias de particulas em queda livre na Relatividade Geral.

e Deducao das equagoes de Killing diretamente em coordenadas locais

Para atender a alguns gostos, vamos agora reobter a equagao de Killing (34.293) fazendo uso desde o inicio de
coordenadas locais.

Segundo (33.98), pagina 1713, as componentes de L¢g em uma carta local de coordenadas séo
ock ok

0g;;
(ng)ij = ¢ 812 ‘h%j@ +9ik@ . (34.297)

E. 34.33 Ezercicio. Verifique! "

Vamos agora tratar de reescrever (34.297) em uma forma mais adequada. Adotaremos para tal um caminho um tanto
indireto.

Segundo (34.61), pagina 1753, a derivada covariante do campo £ se expressa em coordenadas locais como

ock ;
ko= irk .
g;z axi+§1—‘z])

o que implica™
l

193 4
Sk = Gkig s + T .
Trocando-se os indices k e ¢ e somando-se as expressoes resultantes, obtemos
o¢l a¢l
Sk + &g = rw Jrgil@

72Recordar que tratamos de uma conexdo de Levi-Civita, para a qual vale Jab;c = 0 para quaisquer indices a, b, c.

+ fj (gkl]-—‘lij + gilrlk]’) .
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Agora, para conexoes de Levi-Civita os coeficientes da conexao coincidem com os simbolos de Christoffel. Portanto,
segundo (34.113), pdgina 1767, temos

! ! 1 [0gik | Ogyg ij |, OYki i 09
I+ gally; = ; = - |= Zﬁf&’% : %ﬂf .
iy Gl g gkl{ij}+gl{kj} Q{GIJJF v 0o~ ) | o2 2t

Ogik
oxd

Logo, temos

o 3§l afl jagik
Sk T &k = ki +911W +£ g7

Comparando a (34.297) constatamos que
(Leg),; = &+, - (34.298)

Chegamos agora a uma defini¢do importante. Um campo & € 2 (M) é dito ser um campo de Killing™ se satisfazer
Leg = 0. (34.299)

Segundo essa definigao, g é invariante ao longo das curvas integrais definidas por £ e o fluxo correspondente a essas curvas
é, portanto, uma isometria.

Como vemos de (34.298), £ é um campo de Killing se e somente se satisfizer as equagées de Killing:
Cij+&, =0 (34.300)

para todos os indices i e j.

e Alguns exercicios

Campos de Killing desempenham um papel muito relevante no estudo de solucoes exatas das equagoes de Einstein da
Teoria da Relatividade Geral das quais se suponha que obedegam alguns principios de simetria (por exemplo, invariancia
por rotagdes ou por translagoes temporais). De modo geral, campos de Killing sdo importantes por indicarem fluxos ao
longo dos quais o tensor métrico é constante. Os exercicios que seguem ilustram isso.

E. 34.34 Ezxercicio. Reobtenha a lei de conservacdo de g(fw(t), ﬁ(t)) » em coordenadas locais. "
~y(t
E. 34.35 Ezercicio. Considere M = R® com o tensor métrico Riemanniano plano gi; = 6; e a correspondente conexdo de
Levi-Civita. Adotamos em M uma (lnica) carta local de coordenadas Cartesiana. Constate que os trés campos vetoriais
. 1o} .0 s _ 0
T Oz’ v = oy’ T 0z

sdo campos de Killing. Constate que as isometrias associadas a esses campos correspondem a invaridncia do tensor métrico por transla¢des
ao longo dos eixos Cartesianos.

Constate que os trés campos vetoriais

_ .9 9 0 = ,9 9 9 _,9
R Z@y’ v #

le or oz’ l= = “’a_y_y%

sdo campos de Killing. Constate que as isometrias associadas a esses campos correspondem a invaridncia do tensor métrico por rotagdes
em torno dos eixos Cartesianos. ok

E. 34.36 Ezercicio. Seja M = R? onde adote coordenadas Cartesianas (z°, 2?) = (¢, x) e adote como tensor métrico o tensor
métrico e Minkowski 1, com noo = 1, m11 = —1, o1 = n10 = 0. Adote também a correspondente conexdo de Levi-Civita. Mostre que o
campo vetorial

0 0

73Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
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é um campo de Killing. Constate que a isometria associada a esse campo corresponde a invaridncia do tensor métrico por boosts de
Lorentz na diregdo 1, ou seja, corresponde a invaridncia do tensor métrico em curvas de aceleragdo constante.

Sugestdo. Nio esquecer que M° =z e M' =t, mas que My =z e My = —t. ok

E. 34.37 Ezercicio. Generalize os exercicios anteriores para o espaco-tempo de Minkowski em 3 + 1 dimensdes, constatando que
sdo campos de Killing os seguintes campos:

p_9 L0 9 0
A T o YT by 9z’
by = g—zﬁ L —zi—mg L —xi—ﬁ
= Y, Oy’ Y "oz 0z’ T oy Yor
e
17} 17} 17} 0 17} 17}
Mor = x— +t— Moz = y— +t— Moz = z— +t— .
o= Ta Tl 02 = Vg Ty, e T
Verifique a afirmagdo do Lema 34.7, constatando que o comutador de quaisquer dois desses campos de Killing é novamente (a menos
de uma constante multiplicativa) um campo de Killing dessa mesma lista. "

34.6 A Estrutura Causal de Variedades Lorentzianas

Vamos agora tratar de algumas caracteristicas de variedades Lorentzianas, como os espagos-tempos da Teoria da Relati-
vidade Geral. Comegamos observando que é costumeiro, no caso de variedades Lorentzianas de dimensao m (com m > 2),
indexar coordenadas, vetores, tensores etc. com indices que variam de 0 a m — 1. A coordenada com indice 0 corresponde
ao sinal + da signatura do tensor métrico e é referida como coordenada temporal e as demais como coordenadas espaciais.

e Tipos de vetores e curvas

Se (M, g) é uma variedade Lorentziana e p € M, dizemos que um vetor u € T,M ¢é
1. tipo tempo se g(u, u), > 0,
2. tipo espago se g(u, u), < 0,

3. tipo luz, ou nulo, se g(u, u), = 0.

Essas definicoes, bem conhecidas da Teoria da Relatividade Especial, podem ser usadas para classificar curvas dife-
rencidveis em M. Seja I algum intervalo aberto de R e seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M. Dizemos que c é
uma curva tipo espago, tempo ou luz, se o vetor tangente ¢(t) for tipo espago, tempo ou luz para todo t € I. De modo
geral curvas ¢ : I — M podem mudar de tipo, podendo ser de um tipo em algum subintervalo de I e de outro tipo em
algum outro subintervalo.

Uma observagao relevante é que geodésicas nao mudam de tipo. De fato, se v : I — M é uma geodésica, entao
%g("y, Py = g(%"y, )~ = 0, pois %"y = 0, por definicao, provando que g(¥, ¥),() ¢ constante. Assim, podemos
falar de geodésicas tipo espago, tipo tempo ou nulas. Ipso facto, se t — ~(t, p, v) representa uma geodésica que passa
por p € M em ¢t = 0 com velocidade v € T, M, entao seu tipo é igual ao tipo de v.

Na Teoria da Relatividade Geral, curvas tipo tempo representam o movimento de particulas materiais e geodésicas
tipo tempo representam o movimento de particulas materiais em queda livre, ou seja, sob a agao apenas de campos
gravitacionais. Curvas nulas representam movimentos a velocidade da luz e geodésicas nulas representam o movimento
de raios luminosos (ou seja, movimento de f6tons de comprimento de onda desprezivel). Curvas tipo espago nao possuem
uma interpretacao de interesse fisico imediato.

e Orientacao temporal de vetores tipo tempo

Lema 34.8 Seja (M, g) € uma variedade Lorentziana de dimensdo m + 1. Sejam p € M e sejam u, v € T, M tais que
u € tipo tempo e v # 0 ndo € de tipo espaco (ou seja, € tipo tempo ou tipo luz), entio g(u, v), # 0, ou seja, tem-se
g(u, v)p <0 ou g(u, v), > 0. O
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Prova. A demonstracéo é feita por contradi¢do. Vamos assumir que g(u, v), = 0. Terfamos g(au + v, au +v), =
a?g(u, u)p + g(v, v), > 0 para todo a € R com a # 0, pois g(u, u), > 0 e g(v, v), > 0. Escolhamos uma base na

qual g, assume a forma diagonal canénica g, = diag (+, —, ..., —) (vide pagina 1741). Teremos que 0 < g(u, u), =
(u®)? — ZZL:_II(uk)Q, implicando (u%)? > Z?z_ll (u*)? > 0 e, portanto u” # 0. Analogamente, teremos que v° # 0, pois
se v9 = 0 valeria 0 < g(v, v), = — Z;_ll(vk)Q, um absurdo, pois assumimos que v # 0. Agora, além disso, teremos
também g(au + v, au+v), = (au® +0v°)? — Z;_ll(auk +v*)2. Assim, com a escolha o = —v°/u® teriamos a # 0 com
glau+v, au+v), = — Z:ll(ozuk + v*)? < 0, uma contradicdo que implica g(u, v), # 0. |

E natural, portanto, introduzirmos a seguinte defini¢do. Se (M, g) é uma variedade Lorentziana e p € M, dizemos
que dois vetores tipo tempo u, v € T,M tém a mesma orienta¢do temporal se g(u, v), > 0 e, analogamente, dizemos
que u e v tém orientag¢des opostas se g(u, v)p, < 0. Dizemos também que u é positivamente orientado em relagéo a v se
g(u, v)p > 0 e que u é negativamente orientado em relagédo a v se g(u, v), < 0. Nesse contexto, a proposi¢ao a seguir é
de especial relevancia:

Proposicao 34.26 Seja (M, g) uma variedade Lorentziana, sejap € M e sejam u, v, w € T, M trés vetores tipo tempo.
Entado, a orientagdo de v em relagdo a v coincide com a orientagdo de u em relagcdo o w se e somente se g(v, w), >0
ou seja, se e somente se v e w tém a mesma orientacao temporal. O

A Proposicao 34.26, acima, é uma consequéncia imediata do seguinte lema, o qual possui interesse proprio:

Lema 34.9 Se (M, g) € uma variedade Lorentziana, p € M e u, v, w € T,M sdo trés vetores tipo tempo arbitrdrios,
entdo, g(u, v)p g(v, w)p glw, u), > 0. O

Prova. Vamos supor que g(u, v), > 0, g(w, v), > 0 mas g(u, w), < 0. Como g(u + \v, u+ ), = Ng(v, v), +
22g(u, v)p+g(u, u)p, segue que u+Av é tipo tempo para todo A > 0. Seja F'(N) := g(u+ v, w), = g(u, w)p+Ag(v, w),.
Como u + Av é tipo tempo para todo A > 0 segue do Lema 34.8 que F(\) ndo se anula para nenhum A > 0. Seja
Ao = —ggz:—z;;’. Pela hipétese, Ao > 0. Agora, como facilmente se verifica, tem-se F'(A\g) = 0, uma contradigdo que
implica que g(u, w), > 0. Como a igualdade é impossivel pelo Lema 34.8, segue que g(u, w), > 0.

Assim, provamos que se g(u, v), > 0 e g(w, v), > 0, entdo g(u, w), > 0. Analisemos agora as outras trés
possibilidades.

a. Se g(u, v)p < 0 e g(w, v), < 0 valeria, obviamente, g(u, —v), > 0, g(w, —v), > 0, o0 que, pelo exposto acima,
implica g(u, w), > 0.

b. Se g(u, v), < 0 e g(w, v), > 0 valeria, obviamente, g(—u, v), > 0, g(w, v), > 0, o que, pelo exposto acima,
implica g(—u, w), > 0, ou seja g(u, w), < 0.

c. Se g(u, v), >0, e g(w, v), < 0 valeria, obviamente, g(u, v), > 0, g(—w, v), > 0, o que, pelo exposto acima,
implica g(u, —w), > 0, ou seja, g(u, w), < 0.

Os quatro casos acima descritos esgotam as possibilidades e em cada um vale que g(u, v), g(v, w), g(w, w), > 0. |

e Relacao de equivaléncia de vetores tipo tempo

Com a Proposigao 34.26 é possivel estabelecer uma relagdo de equivaléncia (vide Segdo 1.1.2.8, pagina 65) entre
vetores tipo tempo: se u, v € T, M sdo vetores tipo tempo, dizemos que u ~ v se g(u, v), > 0, ou seja, u ~vse uewv
tém a mesma orientacao temporal. A condicao de reflexividade u ~ u é evidente para vetores tipo tempo, a condigao de
simetria (v ~ v implica v ~ u) é evidente pela simetria do tensor métrico e a transitividade (u ~ v e u ~ w implicam
v ~ w) segue da Proposicao 34.26.

E. 34.38 FEzercicio (fdcil). Mostre que se u, v € T, M s3o vetores tipo tempo equivalentes (no sentido acima), entdo au e Sv
também o sdo para quaisquer «, 3 > 0 e mostre que Au + (1 — A\)v é também equivalente a u e a v para todo A € [0, 1]. Esses fatos
afirmam que as classes de equivaléncia pela relagdo de equivaléncia acima compdem cones convexos em T, M. o,
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e Orientagao temporal de variedades Lorentzianas

As consideragoes acima sobre orientagao de vetores tipo tempo sugerem a introducao de uma importante definigao.
Uma variedade Lorentziana é dita ser temporalmente orientada se existir um campo T € 2" (M) que seja tipo tempo em
todo ponto de M. Se um tal campo existir, entao é possivel emprega-lo de modo a definir de forma global uma orientacao
aos vetores tipo tempo de cada espago tangente T,M, p € M. Observe-se que, de acordo com as observagoes acima,
dois campos T, T' € 2 (M) que sejam tipo tempo em todo ponto de M proverdo a mesma orientacao se e somente se
g(T, T"),, > 0 para todo p € M.

Dada uma variedade Lorentziana (M, g) temporalmente orientada e um campo T que prové uma orientagao temporal
a M, dizemos que um vetor tipo tempo v € T,M é orientado ao futuro em relacao a T, ou aponta para o futuro em
relacdo a T, se g(v, T), > 0. Analogamente, que um vetor tipo tempo v € T, M é orientado ao passado em relacao a T,
ou aponta para o passado em relacdo a T, se g(v, T')p < 0.

Essa nomenclatura estende-se também a curvas tipo tempo em M. Uma curva tipo tempo ¢ : I — M (com I sendo
um intervalo aberto de R) é dita ser dirigida para o futuro (dirigida para o passado) em relagdo a T se os vetores tangentes
¢(t) forem orientados ao futuro (ao passado) para todo t € I, ou seja, se g(¢(t), T)ewy > 0 (se g(¢(t), T)qry < 0) para
todo t € I.

Uma questao relevante nesse contexto é a de se saber sob quais condigbes uma variedade Lorentziana é orientavel
temporalmente. A seguinte observagao é util nesse contexto:

Proposicao 34.27 Seja M wma variedade diferencidvel e suponhamos que exista um campo U € X (M) tal que U, €
nao nulo para todo p € M. Entdo M possui um tensor métrico Lorentziano na qual é temporalmente orientada. O

Prova. Segundo a Proposigao 34.2, pagina 1742, e sua demonstragao, M é uma variedade Lorentziana para o tensor
métrico g := 2V}, ® Vi, — h, onde V € 2°(M) é definido por V,, = (h(U, U)p)_l/2 Up, p € M, e h é um tensor métrico
Riemanniano em M. Para esse tensor métrico vale g(V, V), = 1 (vide demonstracio da Proposi¢ao 34.2), mostrando
que V é tipo tempo. |

Uma conclusao imediata é que uma variedade diferencidvel admite um tensor métrico Lorentziano com o qual é
temporalmente orientdvel se e somente se existir um campo V € 2 (M) que ndo se anula em M. Tal condigdo requer
ou que M seja nao compacta ou que tenha caracteristica de Euler igual a zero.

34.6.1 A Identidade de Raychaudhuri

Nesta secao consideraremos sempre o caso de conexoes de Levi-Civita em uma variedade diferenciavel M de dimensao
m. Nosso maior interesse reside no caso de tensores métricos Lorentzianos, mas alguns dos resultados abaixo tém
validade mais geral. Nosso propésito é derivar uma versiao da chamada identidade de Raychaudhuri’, ou de identidade
de Raychaudhuri-Landau™ , que nos permita uma deducio simples de um importante teorema de singularidades da Teoria
da Relatividade Geral, o chamado Teorema de Hawking”®-Penrose””.

A anadlise da identidade de Raychaudhuri apresenta um caminho alternativo ao da equagao de Jacobi para o estudo
de propriedades de curvas geodésicas e adapta-se bem ao contexto de variedades Lorentzianas. Trata-se de uma equagao
que descreve a dinamica de expansao de familias de curvas geodésicas. Nossos primeiros passos serao no sentido de
apresentar os ingredientes necessdrios para a defini¢do e andlise dessa dinamica. A identidade de Raychaudhuri serd
obtida em seguida e passaremos a discutir condicoes suficientes para o mencionado teorema de singularidades, que sera
enunciado e demonstrado ao final.

No que segue, M é uma variedade diferencidvel Lorentziana m-dimensional (com m > 2) e indices de coordenadas,
vetores, tensores etc. variam de 0 a m — 1, salvo mengao em contrario.

74 Amal Kumar Raychaudhuri (1923-2005). A referéncia ao trabalho original é A. K. Raychaudhuri, “Relativistic cosmology I”. Phys. Rev.
98, 1123 (1955), doi:10.1103/PhysRev.98.1123. Vide também: A. K. Raychaudhuri, Z. Astrophysik 43, 161 (1957), para um tratamento mais
préximo da versao moderna dessa identidade.

"5Lev Davidovich Landau (1908-1968). A contribui¢io de Landau ao tema apareceu nas primeiras edi¢des de [290].

76Stephen William Hawking (1942-2018).

77Sir Roger Penrose (1931-).
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e Congruéncias de curvas

Seja M um variedade diferencidvel e seja X € 2" (M) um campo vetorial que nao se anula em M (como ji comentamos,
que um tal campo exista depende da validade de certas propriedades topoldégicas de M, como ter caracteristica de Euler
nula ou ser ndo compacta). A familia de curvas integrais de X é denominada uma congruéncia de curvas.

No caso Lorentziano, congruéncias sao denominadas tipo-tempo, tipo-espago ou tipo-luz se o campo X for (em todo
ponto) tipo-tempo, tipo-espago ou tipo-luz, respectivamente.

e Campos geodésicos e congruéncias geodésicas

Um campo vetorial X € 2 (M) que nao se anula em M é dito ser um campo geodésico se satisfizer Vx X = 0.

Uma congruéncia de curvas associada a um campo X € 2 (M) é dita ser uma congruéncia geodésica se X for um
campo geodésico.

Por definicao, as curvas ¢ da congruéncia associada a X satisfazem ¢ = X (c(t)) e, portanto, para a derivada covariante
de X ao longo de uma particular curva c teremos

D (34.67)
EX(C(U) = (Vé(t)X)c(t) = (VXX)c(t) = 0.
Assim, %é = 0 e concluimos que uma congruéncia geodésica é uma familia de curvas geodésicas.

Dessa forma, podemos entender uma congruéncia geodésica como uma familia de curvas geodésicas cujo campo de
velocidades associado (o campo que a cada p € M associa 4, o vetor velocidade associado & geodésica que passa por p)
¢ diferencidvel e nao se anula em parte alguma.

e A expansao geodésica e sua interpretagao

Fixada uma congruéncia geodésica associada a um campo geodésico X, consideremos a aplicacio linear x = KX :
Z (M) — Z (M), definida em (34.140), pagina 1772, que a cada campo vetorial B € 2 (M) associa k(B) := VpX. Em

coordenadas locais escrevemos

. 0 ;0 0X7 ; 0
B'— | = XY — = (B'=— +1',B'Xx*) —.
n( 8931) (Ve X) dxJ ( ot Tk oxi
Definindo Iiji por K (821-) = nji% teremos
_ axi
i = o + 75 X"

e podemos escrever, para B € 2° (M),

i O\ o O
R<B8xi> = r,;,B 507

Como auxilio ao leitor, apontamos que as componentes de xk podem ser denotadas de outras formas, eventualmente
mais familiares: 4 _ _ ‘
K., =V X =V, X = XJ;Z. . (34.301)

z dx?
Apontamos também que, de acordo com nossas convengoes, podemos interpretar x como um tensor de tipo (1, 1), a
saber, como

Para uso futuro, observemos que
Vx (k(B)) = R(X, B)X +V|x, X (34.302)

o que se demonstra do fato que

Vx(k(B)) = VxVpX = (vavaBvX)X+vB VxX = R(X, B)X + Vix. 5 X .
=0

A chamada expansao geodésica associada ao campo geodésico X é a grandeza escalar definida por

0 = Tr(x) 2 div(X). (34.303)
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Como veremos com a expressao (34.329), adiante, 6 pode ser interpretado como a taxa de variagdo de um elemento de
volume “infinitesimal” definido por uma congruéncia de geodésicas, dai a denominagao expansdo geodésica. A identidade
de Raychaudhuri, que obteremos adiante, mostra-nos essencialmente como 6 evolui ao longo de uma geodésica e do estudo
dessa evolugao podem ser extraidas conclusoes importancia sobre a estrutura de certas variedades Lorentzianas, como os
espacos-tempos da Teoria da Relatividade Geral.

e A identidade de Raychaudhuri

Como discutido & pégina 1745, tomemos {e, ..., €m,_1}, uma base de vetores em T,M, e {€°, ..., €™ '} sua base
dual de covetores em T, M, de sorte que para o pareamento de e’ e e;, valha (e, ej>p = 6;-. Sejam também as bases de

vetores {eOﬁ, cen em’lu} em T,M e de covetores duais {eou, e em_lﬁ}, definidos em (34.24), de sorte que tenhamos
(34.27).

Teremos, usando a convencao de Einstein para soma sobre indices repetidos,

0 = Tr(/@) = <ei7 H(ei)> = g(eiuv “(ei)>

e, portanto,

X0) = X(g(e" r(e)))

g(VXeiﬁ, m(ei)) +g<eiﬁ, VX(m(ei)))

g(vxei“, H(ei)) +g (eiﬁ, R(X, ei)X) Yy (ei“, V[X&i]x) . (34.304)

Para o primeiro termo do lado direito de (34.304) temos o seguinte resultado:

Lema 34.10 Para qualquer tensor L : T,M — T,M wvale

g(ei”, L(VXei)> = g (vxe“‘, L(ei)) . (34.305)

Prova. Em primeiro lugar, observemos que

vXei’i =g (el,“ VX ez’i) eku e que VXei =y (el’i’ VX ei) e, (34306)

como é facil de verificar (faga-o!). Como g (elu7 ei) = 65-, constante, vale 0 = X(g (elﬁ, ei)) =g (VX elﬁ, ei> +

g (elﬁ, Vx ei), implicando

g (VX !t ei) = g (e”‘, Vx ei) : (34.307)
Assim,
L(Vxe) "2 g (e, Vxe) Lie) T2 —g(Vxe, e) Lie) .
Logo,
g (ei”, L(Vx ei)> - —g (VX el ei) g(e“‘, L(el)) - fg(g(ei, Vxe')et, L(el)) (34:306) —g(VX !t L(el)> ,
que & 0 que querfamos provar. n

Retornando a (34.304) podemos, usando (34.305), escrever o primeiro termo do lado direito como —g (e"u7 k(Vx ei))

e, com isso, a soma do primeiro e o terceiro termos do lado direito de (34.304) fica

g(e“‘, [~k (Vxes) +V[X7ei]X}) . (34.308)
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Podemos reescrever a expressao entre colchetes, acima, como

—r(Vxei) +Vixe)X = —Vvie, X +Vix o)X = Vovietixe]X = Voy, xX = —Vy, xX

= —Vﬁ(ei)X = —li("@(ei)) = _(K)2(ei)

e com isso (34.308) fica
—g (eiﬁ7 (H)Q(ei)) = —Tr((k)?) .

Inserindo isso em (34.304), e usando que —g (eiu, R(X, ei)X) =g (eiu, R(e;, X)X) (antissimetria do tensor de cur-
vatura), obtemos
X(0) + Tr((5)?) +g(e”, Rle;, X)X) =0,

ou seja, X(0) + Tr((K)Q) +Ric(X, X) = 0. (34.309)

(Para a definigao de Ric, o tensor de Ricci, vide (34.205) e (34.207)). Em um sistema local de coordenadas essa identidade
assume a forma 56

XCl
Ox?

+ k%KY + Ryp X°X? = 0. 34.310
bV a

A equagao (34.309) (ou (34.310)) é nossa primeira versdo da prometida identidade de Raychaudhuri. No que segue,
obteremos uma ou duas variagoes da mesma, mais adequadas ao tratamento do chamado Teorema de Hawking-Penrose.

Somando-se e subtraindo-se o termo m171 (Tm)2 = ﬁ@Q em (34.309), obtém-se,

X(Q)Jrﬁgu Tr((x)?) _%(TM)Q +Rie(X, X) = 0. (34.311)

m —

Afirmamos que, em circunstancias a serem precisadas, o termo entre colchetes satisfaz

Tr((r)?) — —— (Trw)® > 0. (34.312)
m—1

A demonstracao desse fato serd apresentada logo adiante. Com isso e com a imposi¢ao da condigdo Ric(X, X) > 0 (deno-

minada condi¢do forte de energia, na Teoria da Relatividade Geral) demonstraremos a impossibilidade de prolongamento

de geodésicas para tempos infinitos ou a existéncia de pontos conjugados para determinadas geodésicas tipo-tempo, que

sao parte do conteiddo do célebre Teorema de Hawking-Penrose da Teoria da Relatividade Geral.

e Reescrevendo a identidade de Raychaudhuri. Os tensores de cisalhamento e de rotacao

Para acompanhar a literatura fisica, e com outros propdsitos futuros, vamos apresentar uma forma alternativa da
identidade de Raychaudhuri. Vamos introduzir dois novos tensores de tipo (1, 1), denotados por ¢ e w e denominados
tensor de cisalhamento (“shear tensor”) o e tensor de rotagdo (“rotation tensor’) w, respectivamente, os quais sao
definidos da seguinte forma:

1 - (11 X Xu) 9, (34.313)

m —

(/@ - M) . (34.314)
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Em termos de componentes em cartas locais de coordenadas, isso se escreve

1 1
S = 3 (ﬁab + /@ba> ) (gab — XaXyp) 0 (34.315)
_ VX, VX 1 X, Xp) 0 34.316
= 5( bAa + Va b)_m(gab_ a b) 5 ( : )
1
way = 5 (/{ab - nba) (34.317)
= %(vaa —V.X) (34.318)

sendo, como antes, 0 := Tr(n) = k°.. Como se vé, o tensor de rotagdo w é uma de versao covariante do rotacional do
campo de velocidades geodésicas.
E evidente das 1ltimas expressoes que valem
Oab = Op

a e Way = ~Wpg -

Além disso, o é definido de tal forma que vale
1
Te(o) = Tr(k) — ——(m —1)0 =
(0) r (k) m—l(m )0 =0,

onde usamos que Tr(1) = m e X*X, = 1. Podemos dizer que o é a parte g-simétrica e de trago zero de k e w é a parte
g-antissimétrica de k.

De qualquer maneira, temos

K =0+w+

! - (1-xex)0. (34.319)

m—
ou seja,

1
Rab = Ogp + Wab + m(gab — XaXb) 0. (34320)

O termo Tr((x)?) em (34.309) pode ser escrito em termos das componentes de £ como
Tr((k)?) = K%K’y = K%y, .
E um exercicio elementar constatar de (34.319) ou de (34.320) que vale

1
Tr((r)?) = 00y, — w™w,, + — 62 . (34.321)

E. 34.39 Ezercicio.  Verifique! SugestSes: se desejar usar a notacio com indices, use o fato que expressdes como oc’w,, e

(gab —XaXb)wab anulam-se, pois 6% e gap — Xo X} s30 simétricos na troca de indices, enquanto que w,;, é antissimétrico. Use também
que X°X, = 1 e use que X%, X° = X, k" X" e que 0% = 0 para provar que a“b(gab - XaXb) = 0. Recorde também que
——

=0
Tr(1) = 6% =m. &

Com (34.321), a identidade de Raychaudhuri (34.309) pode ser escrita em coordenadas locais como

06 1
@ + —— 0>+ 0%, — wPw,, + R,y X XY = 0. (34.322)

X
ox® m-—1

Essa versao da identidade de Raychaudhuri é frequentemente encontrada na literatura fisica devido a interpretacao
atribuida aos tensores o e w.

e Coordenadas Gaussianas normais

Para prosseguirmos em nossa andlise da identidade de Raychaudhuri é importante fazermos uso de um sistema de
coordenadas especifico, a saber, do chamado sistema de coordenadas Gaussianas normais, que consistem em coordenadas
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comoventes (“co-moving”) para congruéncias geodésicas. Esse sistema de coordenadas conduz a simplificacgoes tteis e
facilita a interpretagao de certas grandezas, como a expansao geodésica 6. Comecemos com algumas defini¢oes.

Uma subvariedade (m — 1)-dimensional S de M é dita ser uma hipersuperficie de tipo espaco se todos os vetores
tangentes a S forem de tipo espaco.

Dizemos que M pode ser folheada por S se existir um difeomorfismo infinitamente diferenciavel v : M — S x I,
onde I é algum intervalo aberto de R. Para t € I, denotamos S; := ¢! (S X {t}) Por convengao supomos que I 3 0 e
identificamos S = Sp.

Para introduzir as coordenadas Gaussianas normais é necessario adicionar a seguinte hipétese ao nosso tratamento:
a de que o espago-tempo considerado, a variedade m-dimensional M, admite uma folheagao a um parametro por hiper-
superficies (m — 1)-dimensionais tipo espac¢o Sy com ¢ € I, com I sendo algum intervalo aberto de R.

Seja S como acima e seja p € S. Vamos constituir um sistema de coordenadas em uma vizinhanca de p em M da
seguinte forma. Seja N uma vizinhanga de p em S e seja ¢ € N. Consideremos a geodésica y(7, ¢, n) que passa por g em
7 =0 sendo n € T,M o vetor tipo-tempo g-normal a S (ou seja, tal que g(n, t), = 0 para todo t € T,M tangente a 5),
orientado para o futuro e satisfazendo g(n, n)q = 1. Cada ponto (7, ¢, n) ao longo dessa geodésica pode ser associado
a uma coordenada “temporal”, a saber 7 e a m — 1 coordenadas “espaciais”, por exemplos aquelas que coordenatizam ¢
na subvariedade S.

Esse procedimento produz um sistema de coordenadas em alguma vizinhanca em torno de cada ponto p € M
denominado sistema de coordenadas Gaussianas normais.

Note-se que esse sistema de coordenadas pode ndo compor um atlas Unico para toda a variedade. Além disso, a
coordenada 7 em cada carta local pode ser limitada a algum intervalo, pois pode ocorrer cruzamento de geodésicas
(“cdusticas”) v(r, g, n) para ¢’s e 7’s distintos.

Coordenadas Gaussianas normais tém propriedades interessantes para diversos propositos. Uma delas é a seguinte
afirmacao, valida para conexoes de Levi-Civita: nessas coordenadas a componente ggp do tensor métrico vale 1 e as com-
ponentes gox com k # 0 sdo nulas. Seja r = (7, ¢, n) um ponto na vizinhanga de p com coordenadas (7, x!, ..., 2™~ 1).
De fato, temos

o = (50 5) = o(3 0w 0 m) = gl = 1.

T

Além disso, para k # 0,

Td T d 0
(gOk)r - (gOk) = / N (QOk) t,q, n dt = / - 19 <7(t7 q, ’ﬂ,), —7(t7 q, n)> dt .
K o dt [ vt g )} o dt Ok v(t, 4, n)

Agora,

a [9 (#(t q, n) iv(t q n)) ]
dt b b b axk b b ’Y(t’ q’ n)

= o( 24, ¢, m), 2t ¢, ) v (4t g m) 22 4t g, )
=g at')/ aQanaazk’Y , 4, N ) g\ ’q’n’ataz” , 4, N

~(t, ¢, n)

(34.231) . D 0 (34.91) . D 0
= g (’y(ta q, n)a EW,Y(ta q, n)) = g (7(757 q, n)7 W&V(t q, n)

z v(t, g, n) z y(t, g, n)

. D . .

=49 (V(ta q, n)a W’y(t7 q, n)) =4 (7(757 q, n)7 A% 8k ’7(757 q, n))

r v(t, 4, n) o vt a,m)

(34.94) 1 0 . . (34.243) 1 0 10

= - — t t = -2 - -Y%1-09.
2 8Ik |:g(’7( y 4, Tl), 7( y 4, n)>'y(t, a n):| ) 6$k |:g(n’ n)‘li| 2 8Ik 0

Portanto, (gok)r = (gok)n = ¢ (8%, %)q =g (n, %)q = 0, pois a%k|q é um vetor tangente a S e n é g-normal a todo

vetor tangente a S.
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Com isso, em coordenadas Gaussianas normais, escrevemos
g = dr®@dr+ gep dat @ dat =: dr@dr+g, (34.323)

com g := gup dz® ® dr® e com a convencgio que indices sublinhados sdo indices espacias, e sua soma é realizada apenas
delam—1,naode0am—1.

Comentamos que —g é um tensor métrico Riemanniano (m — 1)-dimensional. De fato, como j& comentamos, uma
mudanca de coordenadas corresponde a uma transformacio de congruéncia na matriz gi; € uma tal transformagao nao
altera o nimero de autovalores com um dado sinal (pelo Lei da Inércia de Sylvester, Teorema 10.18, pdgina 554). Em
(34.323) g tem a forma de blocos diagonais, com goo = 1 sendo um autovalor positivo e os demais m — 1 autovalores
negativos devendo ser os da matriz g,p.

Devido a essa estrutura em blocos, é evidente que para as componentes do tensor métrico contravariante temos
g0 =1,¢%=0parak #0e
g =—®—T+g* 729573 (34.324)
Devido & mencionada estrutura em blocos, é facil verificar que a matriz (m — 1) x (m — 1) com elementos de matriz g2°
¢ a matriz inversa da matriz com elementos de matriz g4 .

e A aplicagao x em coordenadas (Gaussianas normais

Seja A um aberto em que tenhamos definidas coordenadas Gaussianas normais e seja r = (7, ¢, n), ¢ € S, en
como acima, um ponto desse aberto com coordenadas Gaussianas normais (7, x!, ..., 2™~ !). Considere-se a fungao

f: A — R definida por f(r) =7, que associa a cada r sua coordenada “temporal” 7. Temos, nessas coordenadas,

(34.138) o0 0f O 0

grad f oror — or

Paralelamente, a isso, sabemos que X (r) = 4(r, ¢, n) = 6—87 e, portanto, em coordenadas Gaussianas normais X tem
por componentes X =1 e X*¥ =0, k # 0. De qualquer modo, isso estabelece que X = grad f e, portanto, k = £/, pela
notagao empregada na Proposicao 34.5, pagina 1774. Essa mesma proposicao estabelece que k é g-simétrica e, portanto,
valem para suas componentes em qualquer sistema de coordenadas as relagoes

/@ij = Iiji e Kij = Kj; - (34.325)
Como sabemos pela defini¢ao de X, vale k(X)) = Vx X = 0, ou seja, /@inj = 0 para todo i. Em coordenadas Gaussianas
normais isso implica que x%, = 0 para todo i. Pela primeira relagao em (34.325), temos também nessas coordenadas que
Kot = 0. Além disso, Kij = gkiﬁij. Logo, em coordenadas Gaussianas normais teremos r,, = grik'y = 0 para todo k.
Pela segunda relacdo em (34.325), temos também x,, = 0, também para todo k. Segue facilmente disso e do fato que
gor = g°F = 0 para todo k # 0 que valem também x°; = k.0 = 0 para todo i e k* = k% = 0, também para todo i.

A conclusao é que quaisquer componentes de k que possuam ao menos um indice igual a 0 anulam-se. Com isso, no
sistema de coordenadas Gaussianas normais, temos, de acordo com nossa notagao e convengoes,

Tr(k) = K° e Tr((k)?) = anan,

a

que envolvem apenas somas sobre indices espaciais. Note-se ainda que x,, = gﬁmﬂg@ envolve apenas as componentes
espaciais de —g, as quais compdem um tensor métrico Riemanniano (m — 1)-dimensional, como j& observamos. Estamos,
portanto, sob as mesmas hipdteses que garantem as desigualdades (34.52), que dizem-nos, por fim, que

Tr((x)?) —ﬁ(T‘rm)Q >0, (34.326)

que é a desigualdade (34.312). Observe-se que, apesar dessa desigualdade ter sido obtida no caso especifico de coordenadas
Gaussianas normais, ela é valida em qualquer sistema de coordenadas, pois as grandezas nela envolvidas sao invariantes
escalares.

Com a desigualdade (34.326) concluimos de (34.311) que valerd

1
X(0) + m% + Ric(X, X) < 0. (34.327)
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Essa inequacao diferencial serd explorada mais adiante. Note-se que ela assume em coordenadas Gaussianas normais a
forma
00

1
i i— 0+ Ryy < 0. (34.328)

e Interpretacao da expansao geodésica 0

Em coordenadas Gaussianas normais temos também, como vimos em (34.303), que

, _ ; o\/|g d¢/18
0 = Te(r) P2 div(x) PP pi - {OZZ} (34.118) 1‘ | 87‘ | - 1‘ | aT|—| 7 (34.329)
g g

para conexdes de Levi-Civita, pois X° = 1 e X* = 0 se k # 0. Como /|g|drdz!---dz™ ! é a medida de volume
invariante em M (vide (34.10)), expresso em coordenadas Gaussianas normais, vemos de (34.329) que 6 mede a taxa de
expansao de um elemento de volume ao longo de uma geodésica.

e Os tensores o e w em coordenadas Gaussianas normais

A condigdo (34.325) implica, evidentemente, que wqey = 0 € que g4 = Ky, — ﬁ(gab - XaXb) 6. Ja vimos que,

em coordenadas Gaussianas normais, as componentes de x que tenham ao menos um indice igual a zero se anulam.
O mesmo ocorre com o tensor de componentes g.p — X, Xp, como facilmente se constata (fauga—o!)7 e, portanto, com o
tensor o. Assim, temos que Tr(0?) = 0oy = U“—baa_b > 0, devido a desigualdade (34.46), por estarmos de volta ao caso
Riemanniano. Assim, a equagao (34.322) torna-se no sistema de coordenadas Gaussianas normais

o0 1
5 T 1 0° + 00, + Ry = 0, (34.330)

e a ultima desigualdade informa-nos que

5t —1 0+ Ryy < 0 (34.331)

e, com isso, reobtemos a inequacao diferencial (34.328).
Observemos en passant que (34.330) é uma equacao diferencial do tipo de Riccati (vide Segao 13.2, pdgina 698).
1
Usando (34.329), escrevemos 6 = - In lg| = (m — 1)Z1n (‘§| 2“’“”) e, portanto,

__1 9 1
0 = (m-1)gl ™ o (lel™) - (34.332)

Introduzindo isso em (34.330) obtemos a equacao diferencial linear de segunda ordem

2 1 ab +R 1
o (™) + (%) g™ = 0. (34.333)

Essa versao da identidade de Raychaudhuri é muito préxima da obtida originalmente por aquele autor.

e A condigao forte de energia e consequéncias da desigualdade (34.312)

Uma variedade Lorentziana é dita satisfazer a condicdo forte de energia™ se valer
Ric(Y,Y) > 0. (34.334)
para todo campo vetorial tipo-tempo Y. Antes de esclarecermos seu significado fisico no contexto da Teoria da Relati-
vidade Geral, apontemos para as consequéncias da mesma. Com ela, obtemos de (34.327) que

1 2
- < .
X(0)+ ——6° <0, (34.335)

78 A justificativa para essa denominacio vird adiante.
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que em coordenadas Gaussianas normais fica

00 1 9
E—’—mfle

IN
o

(34.336)

(Notar que a condi¢do Ric(X, X) significa em coordenadas Gaussianas normais que Rgp > 0).
Observamos também que com a positividade de oa—boab e com condigdo forte de energia, (34.333) diz-nos que

2 [ S— - , ~ R . , . .,
el <|g‘ 2“’“”) < 0 e, portanto, ‘g| 2m=1 (1) é uma funcdo concava nos intervalos em que for continua e diferencidvel.

Vamos agora analisar as consequéncias da desigualdade (34.336). Em (34.336), 6(1) = 6(y(r, p, np)), p € S.
Denotemos 0(0) = 6. Dividindo ambos os lados de (34.336) por 6

0> eifg(j) Fm-1)7 = () b r/m ).

Logo, para 6 7é 0 temos - Ly T/( 1)< -0 eb(r) < (r/(m—1)+ 90_1)_1. Para 6y = 0 podemos dizer de

(34.336) que 6(7 dr’ <0.

Em resumo, segue de (34. 336) que

0, setp =0, m—1
0(r) < o(r) = 1 onde o= ——— (34.337)
) s€ 90 7é 0 ) 0
T — Tw

Para 6y # 0 as caracteristicas mais relevantes da fungdo ¢ sdo as seguintes: ¢ é continua e decrescente nos intervalos
( — 00, T*) e (T*, oo), diverge para —oo quando 7T aproxima-se de T* pela esquerda e para +o0o quando 7 aproxima-se de
7. pela direita. Observemos também que, por (34.336), gf <=5
em que for continua e diferencidvel, sendo que s podemos eventualmente ter E = 0 nos pontos em que 6 = 0.

92 < 0 e, portanto f é nao crescente nos intervalos

Vamos analisar o que (34.337) implica para a condigao inicial 6y, dando particular atencdo a regido de valores de
que contém o instante 7 = 0, no qual a geodésica cruza a superficie de Cauchy S.

1. Caso 6y = 0, (34.337) informa-nos apenas que §(7) < 0 e é decrescente, indicando que as curvas geodésicas passando
proximas a p ndo se afastam umas das outras.

2. Caso 0y < 0, a fungao ¢ diverge a —oo quando T cresce a partir de 0 e aproxima-se de 7, > 0 pela esquerda. Assim,
pela mesma desigualdade (34.337), concluimos que (7) deve ser decrescente e deve também divergir para —oo em
algum ponto 7o com 0 < 7o, < 7. Assim, a geodésica que passa por p ndo pode ser prolongada para tempos
superiores a Teo-

A funcdo ¢ é negativa em todo o intervalo (—oo, i) e, portanto, § também o é. Por (34.332), (‘g| Pl 1)) <0,
o que indica que as curvas geodésicas passando préximas a p aproximam-se umas das outras.

Por (34.332), o fato de 6 divergir a —oo em 7o tem uma das seguintes duas possiveis consequéncias:

1/2 . . L.
a) |g‘ / converge a zero quando 7 aproxima-se de T, pela esquerda. Isso significa que as geodésicas que passam
préximas a p colapsam umas sobre as outras na medida em que 7 cresce e aproxima-se de T, pela esquerda.

(b) % |§‘1/2 diverge a —oo quando 7 aproxima-se de 7o, pela esquerda, mas |§‘1/2 permanece finito.

3. Caso 0y > 0, a funcao ¢ diverge a —oo quando 7 cresce a partir de —oo e aproxima-se de 7, < 0 pela esquerda.
Logo, pela mesma desigualdade (34.337), concluimos que 6(7) deve também divergir a —oco quando 7 aproxima-se
de 7, < 0 pela esquerda.

Mais relevante é o que ocorre quando partimos de 7 = 0 e retrocedemos para valores negativos de 7. O que acontece
a 0 quando 7 aproxima-se de T, pela direita nao pode ser decidido pelas consideracoes acima: 6 pode divergir a
+00 ou permanecer finito (esse tltimo caso é o que ocorre no Universo de Milne. Vide abaixo). 8 ndo pode divergir
para —oo, pois isso contraria o fato de 6 ser decrescente no intervalo considerado.
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E certo, porém, devido a desigualdade (34.337), que a geodésica que passa por p ndo pode ser prolongada para
tempos inferiores a 7, < 0.

Por (34.332), no caso de 6 divergir a oo quando 7 aproxima-se de 7, pela direita temos uma das seguintes duas
possiveis consequéncias:

1/2 . - . L.
(a) | g‘ / converge a zero quando 7 aproxima-se de 7, pela direita. Isso significa que as geodésicas que passam
préximas a p colapsam umas sobre as outras na medida em que 7 decresce e aproxima-se de 7, pela direita.

(b) % |§‘1/2 diverge a co quando 7 aproxima-se de 7, pela direita, mas |§‘1/2 permanece finito.

Figura 34.2: Gréficos comparativos de 6 e ¢. Ao lado esquerdo temos o caso 0y < 0 e ao lado direito 6y > 0. As linhas
pontilhadas representam o grafico de ¢ e as continuas representam possiveis gréaficos de 6 em intervalos que contém 7 = 0,
onde a condigao inicial 6, é fixada para 6. Na situacao a esquerda (6y < 0), 6 é sempre divergente a —oo em 7, ou em
um instante 0 < 7o, < 7. Na situagdo a direita (6p > 0), § pode ou nado divergir em 7., mas a geodésica nao pode ser
prolongada para valores de 7 inferiores a 7.
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Apéndices

34.A Demonstracao de Algumas Propriedades do Tensor de
Curvatura

34.A.1 Prova da Proposicao 34.6

Prova da Proposicdo 34.6. A propriedade de antissimetria (34.154) é evidente da definicdo de R(A, B). Provemos
(34.155):

R(fiA1 + faAs, B)C

Vit 1242 (VBC) = VB (Va4 £4.C) = Vigart faaa), 51C
=" Viarspa(VC) = VB(Via+£4.C) = VoB(f) A1~ B(f2)Ast fi[Ar, B+ fal Az, BIC
=Y AV (VEC) + 2V a,(VEC) — Vi (flvAl C+ fgvAzc)
+B(f1)Va,C+ B(f2)Va,C — fiVia,, 5C — f2V(a,, 5C
- 5 (vAl (V5C) — Via,. 5 C) + fa (VAQ (VBC) = Via,, 5 C)
V(19,0 + £V 0.C) + B(f)Va,C + B(£2)V.a,C
- 4 (vAl (V5C) = Vi (Va,C) = Via,. 5 C)
+£2(V:(V5C) = V(Va,C) = Via,, 5,C)

+ AV5(Va,C) + B(A)VA,C = Vi (£1V4,C)

(34.55) 0

+ 2V (VarC) + B(2)Va,C = Vi (£2V0.C)

(34.55)

= J1iR(A1, B)C + faR(A2, B)C,

como querfamos. A propriedade (34.156) é consequéncia evidente de (34.155) e (34.154). Provemos, por fim, (34.157).
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R(A, B)(h101 + hQCQ) =

(34.55)

(34.55)

cancelamentos diversos

como desejavamos provar.
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Va(V(Cr + 12Cs)) = Vi (Va(liCr+ haC2))
~Va, B)(hC1 + haCs)

Va(B(h1)C1 4+ h1VCi) + Va(B(h2)Cs 4+ haVpCs)
~V5(A(h)C1 + hiVaCy) — Vi (A(h2)Co + haV 4C5)
—[A, B](h1) C1 — hiVa, 5C1 — [A, B](h2) Co — haV(a, )Ca

A(B(h1))C1 + B(h1)VaCy + A(h1)VECi 4+ hiV.a(VECi)
+A(B(h2))Ca + B(h2)VaCs + A(ha)VCs + haV 4 (VpCs)
—B(A(h1))C1 — A(h1)VEC1 — B(h1)VaCi — bV (VaCh)
—B(A(h2))Cs — A(h2)VECo — B(h2)VaCa — haVp(VaCs)
~[A, B)(h1) C1 — h1Va, p)C1 — [A, B](h2) C2 — haV(a, 5Cs

h(Va(VEC1) = Ve (VaC) = Vi, 5iC1)

+h2(V4(V5Cs) = Vi (VaC2) = Via, 5iC2)

h1 R(A, B)Cl + ho R(A, B)CQ ,

34.A.2 Prova da Primeira Identidade de Bianchi, Proposicao 34.8

Prova da Proposicdo 34.8. A demonstragio faz uso da definigdo (34.86) do tensor de torcao e da identidade de Jacobi
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33.65).
| RzA, B)C +R(C, AB+R(B, C)A = Va(VpC) —V5(VaC) — V4, gC
+Ve(VaB) = Va(VeB) = Ve, 4B
+V5(VeA) = Ve (VpA) — Vi, oA
—  Va(VBC=VeB) +Vp(VeAd = VaC) + Ve (VaB - VpA)
~Via, 5)C — Vo, 1B — Vi, A
BLO QA(T(B, 0)) + Vs (T(C, A) +Ve(T(4, B))
+Va([B, C)) + V5 ([C; A]) + Ve (4, B)
—Via. 5C — Vio, 4B — Vs, 1A
= Va(T(B, C)+Vp(T(C, A) +Vc(T(A, B))
+[Va(IB, C1) = Vip, 4] + [V5(C, A)) = Vio, B
+[vc([A, B]) -V B]C]
= Va(T(B, C))+Vgs(T(C, A)+Vc(T(A, B))
+T(A, [B, C)) + T (B, [C, A)) +T(C, [A, B])
+[4, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]]
33.09
=  Va(T(B, C) +VE(T(C, A) + V(T (A, B))
+T(A, [B, C))+ T (B, [C, A]) +T(C, A, B]),
como desejévamos mostrar. |

34.A.3 Prova da Segunda Identidade de Bianchi, Proposicao 34.9

Prova da Proposicdo 34.9. Usando o fato que VoAV = VgV + R(A, B) + V|4, g podemos escrever
Va (R(B, C)D) = VaVpVeD - VaVeVpD — VaVis D
= VBVaVeD —VeVaVpD
+R(A, B)VeD — R(A, C)VD — R(A, [B, C])D
+Via, VoD = V4,00VeD — Vg, )VaD

Vi, B.epD (34.A.1)
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onde, na segunda igualdade comutamos V4 para a direita. De forma analoga, comutando-se novamente V 4 para a

direita, tem-se
VEVAVeD — VeVaVpD = (vac - VCVB)VAD
V5 (R(A, C)D) Ve (R(A, B)D)
+V Vo 4D — VoVia gD
= R(B, C)VaD + V(5.cVaD
7V3<R(C’, A)D) Ve (R(A, B)D)
+VVio 4D — VoV D .

Inserindo-se isso em (34.A.1), obtém-se

Va (R(B, O)D) + Vg (R(o, A)D) + Ve (R(A, B)D) = 4R(A, B)VeD — R(A, O)ViD + R(B, C)VaD
7R(A7 [B7 C])D
+(V[A,B]VC — VcV[AyB])D + (VBV[C,A] — V[A,C]VB)D

+Via, B,cyD

Agora,
(Via.mVe = VoViam) D+ (VaViea = ViacVe)D = R((A, Bl, C)D ~ R(B, [C; AND +Via 5,010 = Vip,(a,cnD -

Inserindo isso acima, obtemos

Va (R(B, O)D) + Vg (R(o, A)D) + Ve (R(A, B)D) — R(A, B)VeD — R(A, O)ViD + R(B, C)VaD

—R(A, [B, C])D + R(|A, B], C)D — R(B, [C, A))D

+Via, B, D+ Via, 5, 01D = Vig,1a,cD -

Por fim, notemos que

Via, B, + V4, 1D = Vig,1a,c)D = V4, B, cj+(B,[c, Al+[c, B, AP = 0,

devido & identidade de Jacobi (33.65). Portanto,

Va (R(B, O)D) + Vg (R(o, A)D) + Ve (R(A, B)D) = R(A, B)VeD + R(C, A\V5D + R(B, C)VaD
+R([A, B, O)D + R([C, A], BYD + R([B, C), A)D .

Isso estabeleceu (34.166).
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Observemos agora que

Va(R)(B, C)+V5(R)(C, A)+Vc(R)(A, B)

que estabelece (34.167).
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= Va(BB, )+ Vs(R(C, 4) + Vo (RA B))
“R(A, B)Ve — R(C, A)\V5 — R(B, C)V4
—R(V4B, C)— R(V5C, A)— R(VcA, B)

—R(B, VAC) — R(C, V3 A) — R(A, V¢B)

G122 R(VAB, C)— R(V5C, A) — R(VcA, B)

+R(VaC, B)+ R(VgA, C)+ R(VeB, A)
+R([A, B, C) +R([C, A], B) +R([B, C], A)

- R(VAB —VpA, C) _ R(VBC — VeB, A)
R(VCA— VAC, B)
+R([A, B], C) +R([C, Al, B) + R([B, C], A)

(34.86) ~R(T(A, B), C) — R(T(C, A), B) — R(T(B, C), A),

34.A.4 Prova da Proposicao 34.10

Prova da Proposicdo 34.10. (De [327] e [468], com modificagbes e acréscimos). Para provar (34.170), provemos primeira-
mente que g(R(A7 B)C, C’) = 0. Como V é um compativel com o tensor métrico, tem-se

g (VA VB C7 C)

g (VB VA Cv C)

9(Via, 5C; O)

Logo,

A(9(VsC, €)) = g(VBC, VaC)

LA(Bla(c. €))) ~o(VsC. TaC).
LB(A(s(C. ©))) ~ 9(T4C TaC)

%[A, Bl(s(C. 0)).

g(R(A, B)C, C) = ¢(VaVgC, C) - g(VaVaC, C) - g(Via, 5C, C)

La(Blo(c. 0))) - LB(afe(c. €))) - L1, Bl(s(c. 0)) = 0.

Consequentemente, 0 = g(R(A7 B)(C+ D), (C+ D)) = g(R(A7 B)C, D) + g(R(A, B)D, C))7 provando (34.170).
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A expressao (34.171) é um caso particular de (34.173) para conexoes simétricas (em cujo caso, o tensor de tor¢ao T
e o tensor S sdo nulos). Passemos a prova de (34.173). A identidade de Bianchi (34.161) implica que

g(R(A, B)C, D)+ g(R( )+ g(R(B, C)A, D) = g(S(4, B, C), D),
g(R(A, B)D, C) +g(R(D, A)B, C) +g(R(B, D)A, C) = g(S(A, B, D), C),
g(R(A, C)D, B) +g(R(D, A)C, B) +g(R(C, D)A, B) = g¢(S(4, C, D), B),
g(R(B, C)D, A) +g(R(D, B)C, A) +g(R(C, D)B, A) = g¢(S(B, C, D), A).
Verifique! Usando (34.170) e/ou a antissimetria de R, as linhas acima podem ser escritas como
g(R(A, B)C, D)+ g(R(C, A)B, D) +g(R(B, C)A, D) = g(S(A, B, C), D),
—g(R(A, B)C, D)+ g(R(D, A)B, C) — g(R(B, D)C, A) = g¢(S(A, B, D), C),
g(R(C, A)B, D) —g(R(D, A)B, C) +g(R(C, D)A, B) = g(S(4, C, D), B),
—g(R(B, C)A, D) — g(R(B, D)C, A) —g(R(C, D)A, B) = g¢(S(B, C, D), A).

Verifique! Somando-se as expressdes acima, obtemos

29(R(C, A)B, D) —2¢(R(B, D)C, A)

Verifique! Efetuando-se a permutacao de letras A -+ B — C' — A e usando-se (34.165), obtemos

29(R(A, B)C, D) —2¢(R(C, D)A, B)

= g(S(B, C, A), D) +¢(S(B, C, D), A) +g¢(S(B, A, D), C) +¢(S(C, A, D), B)
(verifique!), provando (34.173). |

34.A.5 Prova da Proposicao 34.12
Demonstra¢do. (Extraida de [327]). Por hip6tese, Fi(A + C, B, A+ C, B) = Fh(A+ C, B, A+ C, B). Pela
multilinearidade de Fy e F» e por (34.187)—(34.189), isso implica
Fi(A, B, A, B)+2F (A, B, C, B)+ F1(C, B, C, B) = Fi(A, B, A, B)+2F»(A, B, C, B) + F»(C, B, C, B)

(verifique!), o que, pela hipétese (34.196), diz-nos que

Fi(A, B, C, B) = F5(A, B, C, B), (34.A.2)
para todos A, B, C € V. Essa mesma relagao afirma que

Fi(A, B+D,C, B+ D) = F»(A, B+D, C, B+ D)

para todos A, B, C, D € V. Novamente pela multilinearidade de F} e F; e por (34.187)—(34.189), isso implica

Fi(A, B, C, B)+ Fi(A, B, C, D)+ F\(A, D, C, B) + F\(A, D, C, D)

= (A, B, C, B)+ F»(A, B, C, D)+ Fy(A, D, C, B)+ F3(A, D, C, D)
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(verifique!), o que, por (34.A.2), diz-nos que
Fi(A, B, C, D)+ F1(A, D, C, B) = Fy(A, B, C, D)+ F»(A, D, C, B).
Isso pode ser reescrito como
Fi(A, B, C, D)— Fy(A, B, C, D) = Fy(A, D, C, B)— Fi1(A, D, C, B)

GG g (B, €, A, D)= Fa(B, C, A, D).

Verifique! Ora, a igualdade assim obtida

Fl(Av Bv Cv D)fFQ(Av Ba Ca D)

Fl(Bv Cv Aa D)7F2(Bv Cv Aa D)

implica também (pela troca de letras A — B — C — A) que
Fl(Bv Ca Aa D)7F2(Bv Cv Aa D) = Fl(Cv Aa Bv D)fFQ(Ca Av Bv D) :

Assim, mostramos que a expressao Fy(A4, B, C, D) — F5(A, B, C, D) é invariante por permutagoes ciclicas das trés
primeiras letras. Logo,

3<F1(A, B, C, D) — Fy(A, B, C, D)) Fi(A, B, C, D) — Fy(A, B, C, D)
YF(B, C, A, D) — Fy(B, C, A, D)
YF(C, A, B, D)~ F5(C, A, B, D)

(Fl(Av Ba Ca D)+F1(Ca Av Bv D)+F1(Bv Ca Aa D))
*(FQ(Av Ba Ca D)+F2(Ca Av Bv D)+F2(Bv Ca Aa D))
(34195)

Logo, F1(A, B, C, D) = F»(A, B, C, D), como queriamos demonstrar. |

34.B Propriedades Basicas de Coordenadas Normais de Rie-
mann. Prova da Proposicao 34.18

Esta secao é dedicada a demonstracao da Proposigao 34.18, pagina 1799, a qual lista uma série de propriedades impor-
tantes das chamadas coordenadas normais de Riemann.

Prova da Proposicdo 34.18. 1. Seja {b1, ..., by} uma base em T,M. Os elementos de B,(0, ') C T, M sao, portanto,
da forma x'b; + - -+ + 2™b,,, com (x!, ..., 2™) sendo as coordenadas normais de Riemann em exp,, (Bp(O, r’)). Seja
€ > 0 suficientemente pequeno. Para um dado i € {1, cee m} o vetor tangente a curva (—e, €) > zt exp (x’bl) (aqui

nao empregamos a convengao de Einstein) é, devido a (34.248),

d ; .
— exp, (¢'b;) = (0, p, b;) = b;.

dx

xt=0
Portanto, identificamos % b= b; para cada i € {1, ..., m}. Com isso vemos que, no ponto p vale
(34.3) 0 0
= . — = g(b;, b;
9ij ) (830" pa Oz p) 9(bi, bj)
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para todos i, j € {1, ..., m}. No caso Riemanniano, se escolhermos a base {b1, ..., b} como ortonormal, valerd
gij = 0;5. No caso Lorentziano, se escolhermos a base {b, ..., bn_1} satisfazendo g(b;, b;) = n;;, com 7 sendo o tensor
métrico de Minkowski, teremos g;; = n;;.

IT. Considere-se a geodésica y(t, p, v) = exp,(tv). Ao ponto y(t, p, v) ao longo dessa geodésica associamos as
coordenadas tv, ou seja, a uma m-tupla (z'(t), ..., z'(t)) = (tv', ..., tv™). Dessa forma i"(t) = 0 e @*(t) = v* e na
equagao da geodésica (34.232), teremos

Fkij(tvl, cee tvm)vivj = 0, k=1, ..., m.

Em particular, para ¢ = 0 (que corresponde ao ponto p), teremos I3

Zj(O)’Uin =0, k=1, ..., m. Nessa relacao

Fkij (0) independe de v. Suponhamos que a conexao seja simétrica: Fkij(O) = I‘kﬁ(O). Pela Proposigao 3.4, pagina 272,
concluimos que I‘kij(O) = 0 para todos i, j, k € {1, ..., m}.

Isso significa que, no caso de conexodes simétricas, dado um ponto p € M podemos sempre escolher um sistema de
coordenadas (as coordenadas normais de Riemann centradas em p) de tal forma que os coeficientes de uma dada conexao
se anulam nesse ponto nesse sistema de coordenadas.

Nota. Se a conex@o nao for simétrica, a conclusao é que Fkij(O) + iji(O) =0. &
III. A relagao %g;} = 0 para todos i, j, k € {1, ..., m} é decorréncia de II e da relagdo (34.95), pagina 1762.

IV. A prova segue a linha da demonstragao do item II. Considere-se a geodésica y(t, p, v) = expp(tv). Diferenciando-
se a equacdo geodésica (34.232), usando o fato que #*(t) = 0 (o que implica Z*(¢) = 0), usando o resultado de II e
o fato que %Fkij = (Fkij) lvl, com e i*(t) = v¥, obtemos (I’kij) lvlvivj = 0. Assim, para cada k, a forma trilinear

o(u, v, w) := ((Fkij)J +(TF,) , + (T%,) j)uivjwk definida em T,M ¢é simétrica e satisfaz o(v, v, v) = 0 para todo
v € T,M. Pela Proposigao 3.9, pagina 293, concluimos que ¢ = 0, demonstrando IV.

V. A relacdo (34.250) segue de (34.179), pagina 1781, mais o fato de os coeficientes da conexao se anularem em p.
De (34.178), pagina 1780, segue, usando-se II, que

_ (7l s
wij = (), — () ;-
Trocando-se ciclicamente os indices j, k e i, obtemos também

ijk (Flki)J‘ o (Flji)yk :

Rl

Rl

Subtraindo-se a segunda da primeira, obtemos

ik = ~2(0) ;+ (M) + (M) o= —2(Th) ; + ((Flkj),ﬂf (Flﬂ)’k>

P2 g () - (M) = 3 ()

Acima, usamos diversas vezes a simetria dos coeficientes da conex@o em relacao aos indices inferiores. Assim, temos que
1
1 1 1
(T kz)] =73 (R kij — R z’jk) . (34.B.3)
De (34.95), pdgina 1762, temos em todos os pontos da variedade

I = 9l + 91Ty

e, assim, como os coeficientes da conexao e as primeiras derivadas dos coeficientes do tensor métrico anulam-se em p,
tem-se

Iitim = 1 (T 3) o + 96 (D), -
Usando-se agora (34.B.3), segue que

1 , , , , 1
ktim = ~3 |:gjl (R]ikm - Rjkmi) + x5 (R]ilm - R]lmi>:| =73 |:Rlikm — By + Riitm — Bt | -
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O cancelamento acima se deve a antissimetria dos coeficientes do tensor de curvatura de Riemann em relagao a troca
dos dois primeiros indices (vide (34.183), pdgina 1781). Assim, estabelecemos que

1
Irtim = T3 [Rlikm + Riitm

Isso provou (34.253), pagina 1799.

VI. Naturalmente, vale para g;;(z) a expansdo em Taylor centrada em = = 0:

1
onde g,; 1,(0) = % (0). Os termos de primeira ordem nao contribuem devido ao item ITI. Usando-se (34.253), obtemos
kol 1 k.l kol 2 k.l
9ij i (0)z" 2" = *g[RjW(O):E &' + Ry (0)x x} = —gRikjl(())x 2!,

onde, na ultima igualdade, usamos a propriedade de simetria dos coeficientes do tensor de curvatura de Riemann em
relagdo & troca dos dois primeiros indices com os dois tltimos (vide (34.186), pdgina 1781). Com isso, a expansao (34.B.4)

fica
1

gij(x) = gi;(0) — 3 i1 (0)z*z! + O(3)

completando a demonstracao da Proposigao 34.18, pagina 1799. |



