Capitulo 35

Formas Diferenciais
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. ORMAS diferenciais sdo utilizadas de maneira importante na Geometria Diferencial, na Topologia Algébrica e em
diversas areas da Fisica, como a Mecanica Classica, a Teoria da Relatividade Geral, a Teoria Classica de Campos
- e mesmo a Termodinamica. O presente capitulo, devotado ao seu estudo bésico, faz uso de ideias, definigoes
e resultados apresentados e discutidos na Secao 2.3.7, pagina 218, e na Secao 2.5.2, pagina 231. O leitor do presente
capitulo deve estar familiarizado com aquelas paginas e com a notagao 14 introduzida. La sao discutidas as nogoes de
subespacos antissimétricos de produtos tensoriais de espagos vetoriais e de algebras exteriores, que empregaremos aqui.
A leitura do presente capitulo dispensa em parte o material do Capitulo 34, pdgina 1736, exceto no que concerne a
dualidade de Hodge, tratada na Segao 35.2, abaixo.

A teoria das formas diferenciais é tao elegante que parece ter sido achada, nao inventada. A nocgao de forma diferencial
foi introduzida por Elie Cartan' em [82], em uma investigagao sobre o uso de ideias de Algebra Linear (mais precisamente,
de algebras de Grassmann?, apresentadas na Segao 2.1.7.4, pagina 140) na organizacio e generalizagao de resultados sobre
Calculo em R™. Cartan notou a utilidade de diversas propriedades de tensores antissimétricos e sua relevancia para a
extensdo de resultados bem conhecidos do Célculo em R? e R? (como os conhecidos Teoremas de Green, Gauss e Stokes)
para o caso geral do Calculo em R™. A implementacao dessas ideias de Cartan a variedades diferencidveis é bastante
natural, mas foi feita posteriormente.

Formas diferenciais sao tratadas em varios livros-textos devotados & Geometria Diferencial, como aqueles listados na
introdugao ao Capitulo 33, pagina 1667. Vide também [328]. Um excelente livro-texto sobre o uso de formas diferenciais
no Célculo em R™ é [457] e, no mesmo contexto, vide também [77] ou mesmo [101] .

35.1 Formas Diferenciais

e Formas diferenciais em variedades

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m, seja p € M e seja T*M o espago cotangente a M em p.

1Elie Joseph Cartan (1869-1951).
2Hermann Giinther Grassmann (1809-1877).

1839
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Para n > 2 podemos definir uma representagao P, do grupo de permutacoes de n elementos, S,, em (T;M ) ®n, da
seguinte forma: se m é um elemento de Sy, definimos P, (7) : (T;M ) SN (T;M ) #" como sendo o operador linear que
a cada vetor da forma uy ® - -+ @ up, com u; € TyM, j =1, ..., n, associa 0 vetor (1) @ - -+ @ Ur(n). Isso significa que

Pn(m) age em elementos gerais de (T;M ) “" da forma

(Z o uf @ - ) Z ok Pn(m) (uf @ - Z Otz (1) @ 0+ @ Up(y)

onde os ay’s sdo elementos de R e u;“ €T M. E elementar constatar que Py, (7)Py (1) = Py (77) para todos 7, 7 € Sy,
e que P,(id) = 1, id sendo a identidade (elemento neutro) de S,,. Isso confirma que P,, é uma representacéo de S,, em

(ToM)®",

Seja A, n € INg, o operador de antissimetrizagdo em (T;M) ®n, definido por (vide (2.156, pagina 219))

onde sinal (7) é o sinal, ou paridade, de 7 € S,,, sendo S,, 0 grupo de permutagoes de n elementos. Para n = 0 definimos
Ao = 1, o operador identidade e, igualmente, para n = 1 definimos A; = 1. As propriedades béasicas de A,, estao listada
na Proposi¢io 2.24, pdgina 219. A mais relevante é (A,)? = A, n € Ny, que indica que A,, é um projetor.

QT
Para 1 < r < m, denotaremos por A;(M ), ou simplesmente por A; o subespago antissimétrico (T;M )A de

. r Qr
. T o.__ *
(Tpn) s Ay = (o)

Note-se que Azl, =T, M. Parar = 0 identificamos por conveniéncia Ag com o corpo R. Note-se também que A} = {0}

caso r > m.

Um elemento w, € A (M) é dito ser uma 7-forma ou uma r-forma diferencial. Uma r-forma w, € Aj(M) é, portanto,
um tensor antissimétrico de tipo (0, r) (e, portanto, “covariante”) e pode ser escrito em uma base local de coordenadas
como

1
A(M) 5w, = Warar (p)(dz™ [p) A=+ A (dz®]p) (35.1)

onde, denotando por simplicidade dz®|, por dx®, temos

dz®* Ao ANdxt = (r]) Ap(da™ @ - @ dar) = Z sinal (7) dz*® ® - - - @ da" |
TES,

com S, sendo o grupo de permutagoes de r elementos. As quantidades reais wq,...q, (p), acima, sdo denominadas compo-
nentes da forma diferencial w;, e sao totalmente antissimétricas por permutagoes dos indices, ou seja, wWa,. () -a. (p) =
sinal (m)wg, ...q,. (p) para cada 7 € S,.

Como j& comentamos na Se¢do 2.3.7, pagina 218, A} (M) é um espaco vetorial de dimensao (T) = #T'),T, e, como ja
notamos na mesma secio, Aj (M) e AJ'""(M) tém a mesma dimensdo sendo, portanto, (ndo-canonicamente) isomorfos.

Esse isomorfismo sera explorado mais abaixo quando da presenca de uma métrica em T M (ou, equivalentemente, em
T,M), levando & teoria do dual de Hodge.

Conforme apresentamos em (2.179), pagina 233, o espago J4 (T;M ) de todos os tensores antissimétricos covariantes

é
Ta(TEM) = Ro (TyM)a A2(M) @ - @ AJ(M) (35.2)
Na literatura, J4 (T;M ) ¢é também denotado por A;(M ), ou simplesmente A}, e é denominado espaco das formas sobre

T, M. Como vimos na Secao 2.5.2, pdgina 231, o espago vetorial A; tem dimensdo 2™ e é também uma algebra associativa
para o chamado produto exterior. Essa algebra é denominada dlgebra exterior de formas e dela trataremos agora.

e O produto exterior de formas e a algebra exterior de formas
Defina-se o produto Ay, : AJ(M) x Aj(M) — ALt (M) por (vide (2.171, pagina 231)

qg+r)!
x/\q,ry = (qlirl)A(rH«(l'@y), (353)
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para z € Af(M) e y € Aj(M). Note-se que, por essa definicao, valerd no caso ¢ = 0 que = € R e, portanto, x Ao, y :=
Ar (x ® y) =A, (xy) =zA, (y) = zy. Analogamente, no caso » = 0 teremos y € R e, portanto, x A\q, 0y 1= Aq (x & y) =
Aq(yz) = yAq(z) = ya.

As propriedades elementares desse produto foram capturadas na Proposigdo 2.30, pagina 232, que, por conveniéncia,
reproduzimos:

Proposigao 35.1 Com as definicoes acima valem,
1. O produto Ng,r : Af x A} — Ag‘” € bilinear, ou seja, satisfaz
(11 + o) Ngry = a1y Ap gy + 2t Agry € T Ag (a1 +a2y2) = 012 Ag,r Y1+ Q22 Ag,r Y2

para todos a1, az € R, z, x1, z2 € A} ey, y1, y2 € A},

2. O produto Ny, = Af x Ay — AIT" satisfaz

(ac Ag, r y) Ngtr, s 2 = X Ng, rts (y Ar, s z) . (35.4)
para todos x € A, y € A e z € Aj. Essa propriedade € por vezes denominada pré-associatividade.

3. Para todos x € Al ey € Aj vale
TNgry = (DT y A g (35.5)

Essa propriedade € por vezes denominada comutatividade graduada. Caso q seja impar, isso implica x Ng, g x = 0.
Para q par isso nao € necessariamente verdade. Porém, para x1, ..., xq € T/M, vale

(TA A Axg) Ngyg (BL A Ag) =TL A ATgATI A+ Azg = 0

para todo q € IN. |

Fazendo uso das operacoes /4, » definidas acima podemos fazer de A;‘,(M ), definida em (35.2), uma &lgebra associativa
unital, com um produto denotado por A e definido por

<Zaka’g@a’f@---@a§n> A (Zﬁlbg@bé@---@bin) = Zakﬁl(a’g@a’f@---@afn)A(bg@bé@---@bin)
k l

k, 1

m q
= Z akﬂl @ lz a’f /\T, q—r bér‘|
k, 1

q=0 Lr=0

= él (Zaw’ﬁ) Ar,g—r (Zﬁzbé_r>] . (35.6)
r=0 k i

=0

Acima, as somas em k e [ sdo finitas, os ai’s e 8;’s sdo nimeros reais e os a¥ e bl sdo elementos de AJ (M).
) ) 3 Y% P

E claro pela definicdo que A é bilinear em seus fatores e, assim, define legitimamente um produto algébrico. A
associatividade do produto A decorre diretamente de (35.4) e sua demonstragao ¢ deixada como exercicio. Como exercicio
também fica a tarefa de constatar que o elemento 1 0@ --- B 0 é a unidade de A;(M) para o produto A.

E. 35.1 Ezercicio. Prove as afirmacdes do (ltimo pardgrafo. "

O espaco vetorial A;(M ) torna-se, assim, uma dlgebra associativa e unital denominada dlgebra exterior de T,M. Na
literatura, tanto os produtos A4, » quanto o produto A sdo denominados produto exterior de formas.

As 4lgebras exteriores definidas acima sdo um exemplo de 4lgebras de Grassmann® (no caso, m + 1 graduadas),
apresentadas na Sec¢ao 2.1.7.4, pagina 140.

3Hermann Giinther Grassmann (1809-1877).
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e O produto interior de formas

H& também um outro produto ttil que pode ser definido entre espacos AI;(M ), o chamado produto interior de formas.
Para 1 <r <meu € T,M define-se o operador linear I, : A7 (M) — A}~" da seguinte forma: para cada w € A (M) a
(r —1)-forma Ijjw é o elemento de Aj (M) tal que para todos v1, ..., v,—1 € T,M vale

(Liw, 1@ @v1) = (W, uBv1 & D1 . (35.7)
Honorificamente define-se também I0 = 0.

O produto interior de formas ocorre em certas relagoes envolvendo a derivada exterior de formas, a serem introduzidas

abaixo.

E. 35.2 Ezercicio. Mostre que a definicdo (35.7), quando expressa em coordenadas locais, fica

W = U Wayageardz® A Ndz® € ALTHM) (35.8)

1

= %walw...ardmal A Ndxtt e A (M). &

E. 35.3 Ezercicio. Demonstre as seguintes propriedades do produto interior:

Lot = 0, 0<r<m-1. (35.9)

I£1+T2 (wl /\T17T2 L«J?) = (L:lwl) /\T1*1,r2 w2 + (71)”(‘)1 /\Tlv’rZ*l [7:2 (w2) ’ (3510)

para todos w1 € Apt (M) e wp € Ap?(M). Observe-se que a propriedade (35.10) é similar a regra de Leibniz para derivadas, exceto pelo
fator (—1)"* do lado direito. -

O produto interior pode ser estendido a todo Ay (M) pelo operador linear I, : Ay (M) — Ay (M) definido por

LEPuw = P (1iw") = P (Tiw") (35.11)
a=0 a=0 a=1
onde w* € A%(M) para cada a =0, ..., m. Observe-se que a imagem de I,, ¢ o subespaco @, A“( ) de As(M) =

@, Ap(M ) Por (35.9), vale
m m
B - Pl 0,
a=0 a=1
provando que (Iu)2 = 0 e, portanto, que I,, é nilpotente.

Sejam

:Z:Oékag@a’fEB---@a’;1 e Wy = Zﬂlbé@bi@...@bﬁn
k !
elementos de A7 (M). Entdo, vale a relacio
I, (w1 /\w2> = (quh) N wo + (Gwl) A\ (Iuwg) s (3512)

onde G : Ay (M) — Ay (M), o chamado operador de graduagdo, é o operador linear definido por

m

G@a] = @ (=1)%a; .

7=0

Por exemplo, no caso m = 5, G(ao DaPasPasBas® a5) =ag® (—a1)Dax® (—a3) ®as® (—as). A demonstragio
de (35.12) é apresentada no Apéndice 2.A, pagina 249.

e Campos C* de formas

Até aqui definimos formas diferenciais no espago cotangente a um ponto p € M, T,M, mas podemos generalizar
todas as definigbes e resultados para campos (infinitamente diferencidveis) de formas. Para 0 < r < m uma aplicagao
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M > pw w, € Ap(M) é dita ser um campo C*° de r-formas se suas componentes locais wq,...q, (p), introduzidas em
(35.1) forem infinitamente diferencidveis em todas as cartas locais de coordenadas de M.

As definigbes de produto exterior e interior estendem-se naturalmente a campos de formas.

Denotaremos a cole¢io de todos os campos infinitamente diferencidveis de r-formas por A"(M), sendo que, agora,
A°(M) = C°°(M), a colegao das fungoes infinitamente diferencidveis em M, e A} (M) = 27*(M), a colecao dos campos
covetoriais infinitamente diferencidveis em M. O simbolo A*(M) denotara a correspondente dlgebra exterior. Tem-se,
generalizado (35.2),

A* (M) = C®°(M)e Z*(M)®AN*(M)@--- & A™(M) . (35.13)

Naturalmente, para 1 <r <m, A"(M) = ((%*(M))@)T)A, pontualmente.

35.1.1 A Derivada Exterior de Formas

O ingrediente mais importante da teoria introduzida por Cartan em seu trabalho seminal [82] foi a nogao de derivada
exterior de formas, que passaremos a apresentar e discutir.

Vamos comecar apresentando uma definigao direta da nogao de derivada exterior de formas. Uma definicao mais
abstrata e “axiomaética” serd discutida em seguida. Como antes, M representa uma variedade diferenciavel de dimensao
m € IN.

Para 0 < r < m define-se a aplicagao linear d, : A"(M) — A""}(M) por

of

dof = D feavon =c=oi), (35.14)
1 awal"'ar a a a a r

drw = —'de Adx®™ ANdz® N ANda® weAN (M), 1<r<m (35.15)
7!

Adicionalmente, convenciona-se definir d,,, como sendo o operador nulo agindo em A™(M). Acima, f e w sdo represen-
tados em uma carta local de coordenadas, sendo w = %wal...mdzal Adz® A - Ndxo € AT(M). E facil demonstrar, e
recomendamos ao estudante fazé-lo, que as definigdes (35.14)—(35.15) independem da particular carta local de coordena-
das empregada, sendo, portanto, intrinsecas.

Antes de prosseguirmos apresentando uma outra definigao abstrata dos operadores lineares d,., demonstremos algumas
propriedades essenciais dos mesmos que decorrem das defini¢oes (35.14)—(35.15).

Proposicao 35.2 Com as definigoes (35.14)-(35.15) valem as sequintes propriedades:
1. Para 0 <r <m—1 tem-se d,y1d, = 0.
2. Sew; € N"(M) e ws € A™2(M), vale

dr1+r2 (w1 Ari, o w2) = (dr1w1) Npi41, 70 W2 + (*1)“&)1 Ari,ro+1 (dr2w2) . (3516)

A relagao (85.16) generaliza a regra de Leibniz para a derivada exterior. O

Prova. Prova do item 1. No caso » = m nao ha o que se provar, pois d,,, = 0, por definicao. Seja entao 0 < r < m — 2.
Tomando w = Lwg,...q,dz® Adz® A--- Adx® € A"(M), podemos escrever, por (35.15),

1 Owp,...p
2004 gt A dab? A A dabr

dow = — Laben
" rl Oxbh

. N Oy, .
o que nos faz concluir que as componentes de d,.w sao T;f!“ % Assim,
1 0%wp,..p
dri1(dpw) = —'W dzb A dabt Adab? Ao A dabre (35.17)
r! QxboQx

%Wy, e e . , NPT
Agora, W é simétrico pela troca by ¢+ by, enquanto que dz® A da? ¢é antissimétrico pela mesma troca. Isso

implica a nulidade do lado direito de (35.17), como desejdvamos provar.
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Prova do item 2. Sejam wy € A™ (M) e we € A™(M) representados em uma carta local de coordenadas por

1 1
Wi = —wl o odx™ A Adz e wy = —w? o, da® Ao Ada
rl! ai-Qrg 7"2! 1 o

onde w! Lan © wgl,,,br sao funcgoes reais infinitamente diferencidveis definidas em M que representam as componentes
2

Qg
de w1 e wa, respectivamente, na carta de coordenadas considerada. Temos, usando implicitamente a pré-associatividade

dos produtos A,

1
W1 Apy py W2 = WE g WE b (dm‘“ Ao AT Apy gy dzP A A dxbﬁ) .
’ rilrgl 1A L0 ’
Portanto,
g7y (w1 A )—La : 2 dz' A (dz®™ Ao Ada Agy oy d2® A A dal2
r1+ro \W1 Ny rp W2) = 7“1!7“2!6$i wal---a,.lwb1~~~b,.2 xz X €z ri, 72 AT T

Leibniz 1 9 1 4 ay ar 1 2 b1 by
- (7“_1'6301 (wa1---a7.1)dm ANdz®™ N ANdxfm /\T1+17T2 T_2|wb1---b7~2dm AN

, 1 0
1 a ar 2 b b
+ (Tl!wal-..arldxl/\dx ! /\/\dI 1) /\7‘117'2 (7,2!81,1' (wbl--.b-rﬂ)dx ' /\/\dﬁU 2)

r! Ozt

) : 1
= <— ; (wél...arl)dﬂ Adz®™ AN dxa”) Ari+1,72 (T—Q,wglmbﬂ dz® A--- A dw%)

1 0

rol Ozt

L1

+ (*1)“ <_wa1~~am dz™t A A dl‘a”) /\T1,T2+1 <

o (wfl...bTQ)dxi Ada A A d:cb"2>

= (dr1w1) Npi41, 70 W2 + (*1)“&)2 Ari,rot1 (dr2w2) .

onde, na pentiltima igualdade, usamos que dz® A dz® A --- Adz®1 = (—=1)"dx® A--- Adx®r Adx'. Também usamos os
fatos que

dz A ((daz‘“ Ao /\d:c“"l) Ary, o (daz”l Ao /\d:cb"z)) = <dzi A (d:c‘“ Ao /\d:c“"l)) Ay 11,7z (dx’“ Ao A dfcb"2)
(na segunda igualdade) e que
((dm‘“ A A dx‘“l) A dmi) Ari+1, (dmbl A A dxbW) = (dx(“ ARV dIa”) Ari,rat1 (dﬂci A (dﬂﬁb1 ARERNA dﬂUb”))

(na pentltima igualdade), que sdo decorréncia direta da regra de pré-associatividade (35.4). |

e O exemplo de formas em R?

E instrutivo considerarmos o caso em que M = R3. H4 quatro possiveis formas nesse caso: adotando-se em R3 um
atlas composto de uma tinica carta de coordenadas Cartesianas (z', 22, 2?), temos:

1. As 0-formas sdo fungoes f € C°(R?).
2. As 1-formas sdo todas da forma o = a1dz’ + aedz? + asdz®, onde a1, as e as sdo funcdes de C°°(IR3)

3. As 2-formas sdo todas da forma S = Sradz! A dx? + Bozdx® Adx® + B31dz® Adx!, onde Bia, B3 B31 sdo funcdes de
C>(R3)

4. As 3-formas sdo todas da forma v = vy123dz A dz? A da®, onde 125 é uma funcdo de C’°°(IR3).



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 35 1845/2825

A acdo da derivada exterior em cada um dos casos acima é

of of of

_ Y9 5,1, 9 ;2 9] ;3
dof = Bl dr” + 92 dz* + 93 dx® |
aag 8041 1 2 8043 aag 2 3 8a1 8043 3 1
0B  0B31 012 1 2 3
do 3 ( Dl 92 + D3 dx” Ndx® Ndx®
E. 35.4 Ezercicio importante. Verifique! "

O estudante iniciante deve contemplar a similaridade entre a derivada exterior de 0-formas e o operador gradiente,
entre a derivada exterior de 1-formas e o operador rotacional e entre a derivada exterior de 3-formas e o operador
divergente.

Além disso, estudante iniciante deve contemplar a similaridade entre a propriedade didgf = 0 e a familiar relagdo
V x (V f) = 0, do célculo vetorial em R3, assim como similaridade entre a propriedade dodiax = 0 e a bem conhecida

relagao V - (6 X 0‘2) = 0, também do célculo vetorial em R3.

Os fatos acima relatados ajudam a revelar a elegancia da teoria das formas diferenciais e da nogao de derivada exterior
de formas. Essa elegancia ird ainda se manifestar na teoria de integracao de formas.

e Definigcao axiomatica da derivada exterior

Da forma como apresentamos a nogao de derivagao exterior, as propriedades listadas na Proposi¢ao 35.2, pagina 1843,
sao propriedades derivadas das defini¢oes (35.14)—(35.15). E possivel, porém, expor as coisas de uma forma inversa, o
que é o conteudo do Exercicio que segue:

E. 35.5 Ewercicio. Para cada 0 < r < m define-se a aplicagdo linear d,. : A" (M) — A" (M) por meio das seguintes propriedades:

1. Para toda f € C™(M), dof coincide com a 1-forma df induzida por f: para todo A € 2 (M) vale (dof, A) = (df, A) =

A(f) = A g,fl essa ltima igualdade sendo a representacio de A(f) em cartas locais de coordenadas®.

2. Para toda f € C*°(M), vale dl(dof) =0.
3. Para todos w1 € A™ (M) e wy € A" (M), vale

dr1+r2 (Wl NAri, 7o WQ) = (drlwl) Nri41, 1m0 W2 + (_1)TIW1 NArq,ro+1 (dTQWQ) . (3518)
4. dp =0.
Isto posto,

I. Mostre que (35.15) decorre dos postulados 1-4.

Il. Mostre que os postulados 1-4 implicam diretamente que d,4+1d, = 0 para cada 0 <r <m — 1.

O interesse na formulacdo da derivada exterior em termos dos postulados 1-4 se manifesta em dreas como a Topologia Algébrica e
a chamada Geometria Ndo-Comutativa. o,

35.1.2 Formas Exatas e Formas Fechadas

e Formas exatas e fechadas. O grupo de co-homologia de de Rham. O complexo de de Rham

O fato de valer d, 11 o d, = 0 conduz a diversas exploragbes que apenas delinearemos aqui.

4Vide (33.63), pagina 1706
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Uma r-forma ¢ é dita ser ezata se existir uma (r — 1)-forma ¢ tal que ¢ = d,_1&. E claro que a cole¢ao de todas as
r-formas exatas compde um subespaco vetorial de A”(m) e esse subespaco coincide com a imagem Im (d,_1) de d,_1.

Uma r-forma 6 é dita ser fechada se d.0 = 0. E claro que a colecao de todas as r-formas fechadas compde um
subespago vetorial de A"(m) e esse subespago coincide com o ntcleo Ker (d,.) de d,.

Claro estd que toda r-forma exata é fechada (mas a reciproca nao é necessariamente verdade) e isso significa que
Im (d,—1) C Ker (d,).

A questao de se saber se uma forma fechada dada é exata é importante e, interessantemente, a questao de saber se
podem ou nao haver formas fechadas que nao sao exatas depende de propriedades “topoldgicas” especificas da variedade
diferencidvel M.

Como Im (d,_1) e Ker (d,) ndo sdo necessariamente iguais, é interessante considerar seu quociente. O espago quoci-
ente®
H"(M) := Ker(d,)/Im (d,_1)

¢ denominado grupo® de co-homologia de de Rham’.

Em um caso hipotético em que, para um dado r, toda r-forma fechada fosse exata, ou seja, no caso em que Im (d,—1) =
Ker (d,), o correspondente grupo de co-homologia de de Rham H" (M) seria trivial: H"(M) = {0}. Dessa forma, no caso
geral, podemos dizer cum grano salis que H" (M) “mede” em que grau as r-formas fechadas deixam de ser exatas. Uma
outra razdo por que os grupos H" (M) sdo importantes é que eles sdo invariantes por difeomorfismos e, portanto, podem
ser estudados no sentido de classificar variedades diferencidveis. Nao iremos nos aprofundar mais nesses importantes
temas aqui, que sdo objeto de drea de estudo conhecida como Topologia Algébrica, e remetemos o estudante & literatura
pertinente. Para uma introducao gentil a esses temas, vide e.g., [236]. Vide também [476].

O encadeamento das aplicagoes d,. : A" (M) — A" (M) pode ser pictorialmente representado pelo seguinte diagrama:

LN G L N N N 017 ) Iy L) Vs BTN (35.19)

0 —— A%(M)
Acima, i representa a inclusao de {0} em A°(M). A composicio de duas aplicagdes sucessivas (na diregdo das flechas)
resulta na aplicagdo nula (consequéncia do fato que d,y1 o d, = 0). Uma estrutura com essa propriedade é dita ser
um complexo de cocadeias e o complexo de cocadeias especifico acima, que surge no contexto de formas diferenciais em
variedades, é denominado complezo de de Rham. No caso em que Im (d,_1) = Ker (d,) para todo r, (35.19) ¢é dita ser
uma sequéncia exata.

e Pullbacks agindo sobre formas diferenciais

Na expressao (33.58), da pagina 1699, vimos como se dé a agdo de pullbacks sobre tensores tipo (0, r). Aquela
expressao se generaliza de forma imediada para formas diferenciais.

Sejam M; e My duas variedades difeomorfas e seja f : My — My um difeomorfismo. Seja w € A" (M3) uma r-forma
em Mo, expressa em ponto ¢ € My como wy = w; ;. (q)dyé1 ARERWA dyf]". Em concordéancia com (33.58), o pullback de f
sobre w é dado por®

* 8y“ 0yir i i
(f'w), = (w (f) 57 "'axjr) dzl A~ Ndadr € A(M7), (35.20)
sendo p = f~(q) € My. Acima, (2!, ..., 2™) e (¥}, ..., y™) sdo sistemas de coordenadas locais em M; e My,

respectivamente, em torno dos pontos p e g, respectivamente, sendo ainda m a dimensao de M; e de M>. Para nao
sobrecarregar as férmulas iremos frequentemente simplificar a notagao, omitindo, por vezes, referéncias aos pontos p € M,

eq=f(p) € Ma.

E. 35.6 Ezercicio. Justifique (35.20) com base em (33.58). o,

5A nocio de quociente de dois espacos vetoriais é introduzida na Secdo 2.3.3, pagina 199, estendendo a nocdo de quociente de grupos,
tratada no mesmo capitulo.

6Trata-se, em verdade, de um espaco vetorial (quociente) e, portanto, como tal, é um grupo Abeliano, daf a nomenclatura.

"Georges de Rham (1903-1990).

8Por simplicidade, usamos em (35.20) a mesma notacio f*, empregada para pullbacks usuais. Mais correto seria denotd-lo por ( f *)®r, o
que teria a vantagem de marcar a dependéncia com r, mas evitamos fazé-lo.
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Lema 35.1 A aplicagio f*: A"(Mz) — A"(M;) definida em (35.20) é um isomorfismo. O

Prova. A linearidade de f* é evidente por (35.20). Se w e @ sdo dois elementos de A" (M>) tais que f*w = f*@, entao,

9yl ay'r _ ~ Ayt Ay'r . . o~ T . .
por (35.20), w;, ... 5o gy = Wiy, Hogr T gy © que implica w;, ;= @; ., para todos os indices iy, -, ir,

implicando, por sua vez, w = &. Isso provou que f* é injetora. Para provar a sobrejetividade, tome-se § € A" (M),

,,dexg,l ARERWN dac{;. Definindo-se w € A"(Ms) por w = 01, gzﬁ e 3531 dyé1 ARERWN dyér, é facil

ver por (35.20) que f*w = 0, mostrando que a imagem de f* é todo A" (My). |

arbitrario, da forma 6, .

o Pullbacks e derivadas exteriores

Vamos agora estabelecer um teorema de importancia fundamental.

Teorema 35.1 Sejam My e My duas variedades difeomorfas de dimensdo m e seja f : My — My um difeomorfismo.
Para cada v = 0, ..., m, sejam d, e %d, as derivadas exteriores definidas em A"(My) e A"(Ms), respectivamente.
Entao, vale
1 * _ *( 2
dr(f w)p = f*(*dw) (35.21)
para cadar = 0, ..., m—1, onde f* é o pullback definido em (35.20). Notemos que a igualdade fundamental (35.21)
equivale a afirmacdo que o diagrama que seque € um diagrama comutativo:

p

AT(My) —3r AT1(21,)

f’i J P , (35.22)

AT(My) — ATy

Além disso, para cada r, o isomorfismo f* mapeia bijetivamente Ker (Qd,«) em Ker(ld,.) e mapeia bijetivamente
Im(Qd,.) em Im(ld,«). Em outras palavras, o pullback f* mapeia bijetivamente formas exatas em formas exatas e
formas fechadas em formas fechadas.

Segue desses fatos que se My e My forem wvariedades diferencidveis difeomorfas, entao seus respectivos grupos de
co-homologia de de Rham sao isomorfos. Especificamente, vale

HT(Ml) >~ HT(MQ) s
para todor = 0, ..., m. |
Comentdrio. Um dos problemas fundamentais da Topologia Diferencial é identificar quando duas variedades sdo ou nao difeomorfas. O

Teorema 35.1 mostra-nos que se para duas variedades diferencidveis M1 e M2, de mesma dimensao, valer H"(M1) % H"(M3) para algum r,
entdo elas ndo podem ser difeomorfas. &

Prova do Teorema 35.1. Seguindo as defini¢cdes acima, temos

) 0 Oy Oy s
1d7‘(f W)p = o (anir (f(p)) T 89:%) dz, Ndxt A -+ A dx)
0 Oy™ Oy’ . . _ ,
= <@anir (f(p))> <8:ch o 893%) da), ANdxlt A+ Ndalr € ATTH(MY) (35.23)
onde usamos repetidas vezes o fato que
82yi1

I Ay i
EReE dxy, Ndzy = 0,

pois a derivada parcial dupla é simétrica pela troca de indices j <> j;, enquanto que dx{, A dxg,l é antissimétrico por essa
troca.
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Paralelamente, temos

f*( QdTw)p

K

)) dyq/\dy --/\dy]’;]

) (frdyp) A (fdyp) A= A (Frdyy)

Ayt Oyh Oyir , . .
)( y, y‘ y, >dac;,/\d:c;1/\~~/\d:c;"

Oxd Ox Oxir
0 oyt Oy ; . .
- <8— (P))) <8zj1 e 0zjr> da) Nzl A+ Ndar € AT (M) (35.24)

Comparando (35.23) a (35.24), constatamos a igualdade desejada

Y (frw), = f(Pdw) (35.25)

b

Se w € A"(M,) for exata, entdo w = 2d,_1( para algum ¢ € A""1(M,). Por (35.25), teremos f*w = f*(QdT,lg) =
Yd,_4 (f*(), o que prova que f*w € A"(M;) é também exata. Reciprocamente, se f*w é exata, entdo existe § € A" (M)
tal que f*w = 'd,_10. Como f* é um isomorfismo, podemos definir o := (f*)719 € A" (My) e teremos f*w = d,_10 =
Yd,_1f*a = f*2d,_1a, o que implica w = 2d,_ja (novamente, pois f* é um isomorfismo), mostrando que w é exata.
Isso estabeleceu que f* mapeia bijetivamente Im (2dr,1) em Im (er,l).

Se w € A"(Mz) for fechada, entdo ?d,w = 0. Portanto, por (35.25) teremos d,. (f*w)p = f*( Qd,«w)p = 0, provando
que f*w € A"(M;) é também fechada. Reciprocamente, se f*w for fechada, entdo 0 = d, f*w = f*2d,w, o que implica
2d,w = 0, pois f* é um isomorfismo. Isso mostrou que w é igualmente fechada e estabeleceu-se que Isso estabeleceu que
f* mapeia bijetivamente Ker (2d,«) em Ker (er).

Dos fatos acima, é imediato que H"(M;) ~ H"(M,) para cada r = 0, ..., m, completando a demonstragao. |

e Comentario sobre o Teorema de de Rham

Como expusemos, os grupos de co-homologia de de Rham H" (M), r = 0, ..., m, de uma variedade m-dimensional
M, sdo associados ao complexo (35.19), produzido pelas derivadas exteriores d, agindo sobre r-formas diferenciais. Um
importante teorema, também devido a de Rham, afirma que cada grupo de co-homologia de de Rham de uma variedade
compacta M é isomorfo a um outro grupo de co-homologia, denominado grupo de co-homologia singular. Tais grupos
sao associados a complexos de simplices definidos sobre M. Esse isomorfismo permite, em muitos casos de interesse,
determinar os grupos de co-homologia de de Rham por meio da determinacao dos grupos de co-homologia singulares,
que pode ser mais direta. O desenvolvimento desse importante tema estd além das atuais pretengoes destas Notas. Para
uma introdugao gentil ao assunto, recomendamos [236]. Vide também [62] e [476].

35.1.2.1 O Lema de Poincaré

Como mencionamos, a questao de identificar condigoes suficientes para que se possa garantir, ao menos localmente, que
uma forma fechada é exata, é muito importante. Na Fisica essa questao é relevante no Eletromagnetismo (quando o campo
eletromagnético pode ser descrito por meio de um potencial vetor?) ou na Fisica Quéntica (por exemplo na discussao
sobre a forma da equacdo de Schrédinger? para uma particula carregada sob a acio de um campo eletromagnético externo
ou no estudo do efeito efeito Bohm!®-Aharonov'!'. Vide, e.g., [58]).

Nesse contexto, o chamado Lema de Poincaré'® desempenha um papel muito importante. Passemos ao seu enunciado
e a sua demonstragao.

9Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger (1887-1961).
19David Joseph Bohm (1917-1992).

yakir Aharonov (1932-).

12 Jules Henri Poincaré (1854-1912).
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e Abertos estrelados em R™

Um conjunto aberto U C R™ é dito ser um aberto estrelado™® se existir zg € U tal que todo € U possa ser
conectado a zg por um segmento de reta inteiramente contido em U, ou seja, se para cada x € U o segmento de reta
{zo +t(x — x0), t € [0, 1]} C R™ for um subconjunto de U.

Se U é um aberto estrelado, um tal ponto xzg € U é dito ser um centro de U. E f4cil ver, por exemplo, que se um
aberto U C R™ for convexo, entdao U é estrelado e todo ponto de U é um centro.

e Resultados preliminares

Na demonstragao do Lema de Poincaré que apresentaremos faremos uso de alguns resultados que exporemos aqui.

Seja U um aberto estrelado de R™ e suponha que a origem 0 € R™ seja um centro de U. Defina-se para cada k € IN
a aplicacdo linear 4, : C*>°(U) — C*°(U) dada por

(%f)(2) = /O th= 1 f () dt (35.26)

x €U, fe€C=U). Antes de prosseguir, observe-se que essa expressao estd bem definida com a hipdtese que U é
estrelado e 0 é um centro de U, pois, com isso, o ponto tx pertence a U sempre que z € U e t € [0, 1].

Afirmamos que para cada k vale
)
kJr]Z::l:c]% (Gf)(x) = f(x). (35.27)

De fato, pela definigao, vale para todo A € [0, 1],

(G f)(Az) = /Oltklf(t)\:c) dt = A’“/jt“f(m)dt

Derivando-se ambos os lados em relagao a A, teremos
(gkf Z kf Az) = *k)fkfl/ thLf(tx) dt + AT f (M)

e tomando-se A = 1 obtém-se finalmente da tltima igualdade a relacdo (35.27). Verifique!

Denotando-se por f; a derivada parcial de f em relagao a i-ésima coordenada, tem-se também que

m ; o 1 B m ; 1 d 1
%, k—i—;x@ @ = /O ke St f(te) | dt :/O dt(t’“f(tx))dt = *f(t)], = f(@) .

j=1

Isso demonstrou que o operador diferencial k + Z;nzl xd ai

5 ¢ o operador inverso do operador integral %, em C*°(U).

Observe-se também que para todo j

a 1
55 @GN@ = [ = Gaf)@
e, portanto, para cada j valem as seguintes relagoes de comutagao entre os operadores ¥, e as derivadas parciais:
0 0
4 = —%. 35.28
e = s (35.28)

e O Lema de Poincaré em R™

Vamos agora enunciar e demonstrar o Lema de Poincaré para abertos estrelados de R™, para posteriormente apre-
sentarmos generalizagoes desse resultado.

13 “Star-shaped”, em Inglés.
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Teorema 35.2 (Lema de Poincaré em R™) Seja U C R™ um aberto estrelado. Entao, H"(U) ~ {0} para todo
r=20, ..., m, ou seja, se B € A"(U) € tal que d.B3 = 0, entdo existe « € A""*(U) tal que 8 = d,_1c. Em outras
palavras, para cada r =0, ..., m, vale a afirmacao que toda r-forma fechada em A" (U) € exata. O

Prova. Seguiremos as ideias da demonstracao de [236], mas com uma organizagao que cremos ser melhor. Para r = 0
nao héa o que se demonstrar. Tomemos r > 0.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que a origem 0 € R™ é um centro de U. Se tal nao for o caso e xq for
um centro de U, podemos transladar U de —zq e obter o efeito desejado. Note-se que uma translacao é um difeomorfismo
em R™ e, portanto, ndo altera os grupos de co-homologia de seus abertos (Teorema 35.1, pagina 1847).

Seja w um elemento genérico de A"(U) da forma w = w,,  , dz® A--- Adx® (aqui voltamos a usar a convengao e
Einstein). Defina-se um operador linear O,. : A"(U) — A"~*(U) por

-
OTW = Z(_l)]_l (xajg"' (wal~~~ r))dxal ARRRAY AR dxar )
j=1
onde dz% significa que esse fator é omitido da produtéria exterior. O operador ¥, acima, foi definido em (35.26).
Para facilitar a organizacao, vamos dividir o restante da demonstracao em partes e subpartes.
Parte I. Uma relagao crucial.

Afirmamos que vale a seguinte relagao crucial:
Ory10dr+dp—100, = id, , (35.29)

onde id, é a aplicacdo identidade em A"(U). A prova de (35.29) é a parte tecnicamente mais elaborada de toda a
demonstracao e requer uma anélise separada dos termos O, 41 0d, e d.—1 0 O,.
Parte Ia. Determinacdo de O,410d,.

Para w € A"(U) como acima, podemos escrever

Ow Ow
dpw = —2L0r ga@rtl A @ Ao A dx = (_1)7“de@1 ANcoonns A dx® A dxfr+t
Qxdr+i Oxtr+i
e, assim,
- Ow
_ _1\rt+i—1..a; ai...ar a 7a; ar ar
Orq1 (drw) = z;( 1) Y ( e ) dx® N---Ndx% N --- Ndx® A dztrtt
J:
@329 SR yricige 0 G ( ) )z A Ada A A da A dat
= Z(_ ) 1 = (9 (ar.a,) ) N o Adx -
j=1

- " o —
= E (_1)7+j_1$ajﬁ(gr(wal a,))dxal Ao ANdx® A ANdx® A dxtrtt
rar <y
=1

+$ar+1

Oxar+1 (g7 (wal,,,a7,))dxa1 A - A dxtr 7

sendo que a tdltima linha corresponde ao termo com j = r + 1 da linha anterior. Agora, na pentltima linha acima, onde
ocorre a somatéria para j variando entre 1 e r, vamos permutar o fator dz®+!' com os demais, colocando-o na primeira
posi¢io, com o que ganhamos um fator (—1)"~!, dado que h& r — 1 fatores diferenciais a serem permutados. Além disso,
em ambas as ultimas linhas vamos renomear o indice a,41 simplesmente por a. Ficamos com

T

) Qj 0 a ai /E- a,
Ory1(dyw) = ;(—1)330 i pyn (%«(walmar))dx ANdx™ A ANdz% A--- Ndx
2 o (G (@, ) )™ A A (35.30)
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Parte Ib. Determinacao de d,_1 0 O,..
Para w € A"(U) como acima, temos

T

ba(0) = T ()0 n T n )

j=1

T

= Z(—l)j*%(x“ﬂ'%«(walmar))dx“ Ada®™ A--- Adz% A - A da®
j=1

RN (=116, (%(walu‘a,»d:ﬂ“ Ada®™ Ao Ndx@i A - A da®
Jj=1
T ) a —
Jrjz:;(il)jilzaj oz (% (wal...ar))d:na ANdx® N Ndx® N N datn

= (—1)7~t (% (wal..,a,,)>d$’” Adz®™ A Ndx®i A - A da®
j=1

<

T

+Z(—1)j*1z%‘%(%(wal__ar))dz“ Adz®™ Ao Adazi A A dat

j=1
Na pentltima linha podemos comutar o fator dz® de volta & j-ésima posi¢ao (onde o mesmo fator fora omitido). Esse
processo custa um fator (—1)7~! e assim obtemos para a pentiltima linha

r

Z (%(wal._.ar))dxal A ANdx = r(%«(waln_ar))dxal A Adx®r .

Jj=1

Dessa forma, concluimos que

dr_1 (Orw) = r(% (wal...ar)>dxal A Ndz®
r ' 9 -
- ;(*1)%% oo (9 () ) A Ao N s A N (35.31)

Parte Ic. Completando a prova de (85.29).

Juntando (35.30) a (35.31), podemos constatar (faca-o!) que os termos das somatérias em j se cancelam e obtemos

(o)) nn 0 D ()i

Ori1(dyw) +dyr s (O,«w) Dz

(k " zm:lxa 83!1) (gr (wmma,.))dIal Ao Adxdr

(35.27)

w dx™ A Ndx® = w,

al...a,r
demonstrando, assim, a relagao crucial (35.29).
Parte I1. Completando a prova do Lema de Poincaré.

A relacao crucial
Or 41 (dro) + dr 1 (Op) = w0, (35.32)
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provada acima, é vdlida para toda w € A"(U). Em particular, se w € A"(U) for fechada, ou seja, se valer d,w = 0, entao
(35.32) diz-nos que
w = d'r‘—la )

com o € A""}(U) dada por a = O,w. Isso mostra que toda r-forma fechada em U é também exata, completando a
demonstracao do Teorema 35.2, o Lema de Poincaré para abertos estrelados em R™. |

¢ Extensoes do Lema de Poincaré

O Lema de Poincaré para abertos estrelados em R™, Teorema 35.2, pagina 1850, juntamente com o Teorema 35.1,
péagina 1847, conduzem a seguinte consequéncia imediata, que nao requer demonstracao:

Corolario 35.1 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e suponha que M seja difeomorfa a um aberto
estrelado U C R™. Entao,
H"(M) ~ {0}

para todo r =0, ..., m. Portanto, vale também em M o Lema de Poincaré: toda r-forma fechada em A"(M) € também
exata. O

Uma variedade M ¢ dita ser suavemente contrativel a um ponto pg € M se existir uma aplicacao infinitamente
diferencidvel H : M x [0, 1] — M tal que para todo p € M valham H(p, 0) = p e H(p, 1) = pg. Abertos estrelados de
R™ sao exemplos de variedades suavemente contrativeis a um ponto.

O Corolério 35.1 admite a seguinte generalizagao:

Teorema 35.3 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e suponha que M seja suavemente contrativel a um
ponto po € M. Entao,
H"(M) ~ {0}

para todo r =0, ..., m. Portanto, vale também em M o Lema de Poincaré: toda r-forma fechada em A" (M) € também
exata. O

Uma demonstracao desse teorema, fazendo uso da teoria de integracao de formas, pode ser encontrada em [328]. O
Teorema 35.3 também pode ser demonstrado com uso do ja mencionado Teorema de de Rham, que afirma que os grupos
de co-homologia de de Rham H" (M) sdo isomorfos aos grupos de co-homologia singulares de M, os quais sao definidos
por meio de complexos de simplices. O leitor pode acompanhar esses desenvolvimentos, por exemplo, em [236].

35.2 Dualidade de Hodge

A teoria das formas diferenciais foi desenvolvida até aqui sem o uso de um tensor métrico definido na variedade dife-
rencidvel considerada. Entraremos agora em um tema no qual um tensor métrico é empregado, o estudo da chamada

dualidade de Hodge.

Nesta secao faremos uso eventual da definicao e de propriedades dos chamados simbolos de Levi-Civita e a eles
dedicamos o Apéndice 35.A, pagina 1865.

35.2.1 O Mapa Dual de Hodge

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m. J4 comentamos que os espagos A"(M) e A™ "(M), com r €

. ~ ! ~ . ’ . .
{0, ..., m} possuem a mesma dimensdo (a saber (T) = W) e, portanto, sao isomorfos. Ha& muitos de tais

isomorfismos. A titulo de exemplo, um desses possiveis isomorfismos entre A"(M) e A" (M) é E, : A"(M) — A™~"(M)
dado por

E, (goil___“dac“ ARRRA dac“) = dzT A A dadmer

Piy i Cin i it fim—r
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Acima fizemos uso dos chamados simbolos de Levi-Civita, definidos em (35.A.1) ou (35.A.2), pagina 1865. Esse isomor-
fismo, porém, nao possui propriedades interessantes.

e Novos simbolos de Levi-Civita

Em havendo um tensor métrico g em M podemos definir novas classes de simbolos de Levi-Civita que serao empregados
na definicao do mapa dual de Hodge e no estudo de suas propriedades Definimos,

by--by - biai |

£ Qpq1Qm =9

Lgher e, (35.33)

R
Note-se que o erguimento dos indices segue as convengoes usuais. Para uso futuro, afirmamos que no caso r = m vale a
seguinte relagao:
bibm -1 4
€ =g g (35.34)

10bm 0

onde g é o determinante da matriz g;;, composta pelas componentes do tensor métrico (covariante). Isso decorre do fato
que
biar |

_ bimam _ lay Mam _ 1
=9 - g galmam = (g ceeg €a1~~~am)€b1"'bm = g Ebl,,,bm,

pois, pela formula de Leibniz para o determinante de matrizes (vide (10.17), pagina 504), g'® ... g™ ¢, é o

cQm 1

determinante da matriz g7, composta pelas componentes do tensor métrico contravariante, e esse determinante vale g~ .

Em particular,
El..-m — gilgl...nl —_ gfl . (3535)

Como dissemos, mais propriedades dos simbolos de Levi-Civita serdo apresentadas no Apéndice 35.A, pagina 1865.

e O mapa dual de Hodge

Em havendo um tensor métrico g em M, é possivel definir um isomorfismo entre A" (M) e A™ "(M) com propriedades
de especial interesse, denominado isomorfismo de Hodge, operacio * de Hodge, mapa dual de Hodge, dualidade de Hodge'*
ou talvez outros nomes similares.

Podemos definir o chamado mapa dual de Hodge, como sendo a aplicagdo linear 3, : A"(M) — A™~"(M) dada por

1 . . \/ o . .
. ( dz™ A--- A dx“) = i' iy €T dxT N Nt (35.36)

ﬁ(pzlu ERRY J1 - Jm—

Vel

(m—mr)!

onde g é o determinante da matriz g;; que compoe o tensor métrico. O fator ¢ introduzido por mera conveniéncia,

como ficard claro nas expressoes que obteremos adiante. E claro por (35.36) que H, transforma as componentes ¢, ..,

Vgl i1

de uma r-forma nas componentes T ©iy i €

j1gm_, de uma (m — r)-forma.

e Propriedades basicas do mapa dual de Hodge

Listemos algumas das propriedades basicas do mapa dual de Hodge.

Proposicao 35.3 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. Seja r € {0, ..., m}. Para o mapa dual de
Hodge H,., definido em (35.36), valem as sequintes propriedades teis:

1. Para 1 € A°(M), temos

Ho(1) = Y 8| g drin Ao Ndrim = (/|gldzt Ao Ada™ € A™(M) . (35.37)

m! J1Jr

2. Para ¢ = ¢y, dzt N+~ Adz™ € A™(M), temos

P1...m 1 m _ |g P1.-em
Hon (—m! dz' A -+ Adz ) — VI8l . (35.38)

148ir William Vallance Douglas Hodge (1903-1975).
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3. Para as composi¢oes Hpy_r 0 Hy : AT(M) — A"(M) e Hy o Hppyp : A 7(M) — A7 (M), temos:

Hopp o H, = (—1)’“<m—’“>@ id, , (35.39)
g
Hy 0 Hppyp = (—1)’“<m—’“>@ id . (35.40)
g
Note-se que %l = +1, caso o tensor métrico seja Riemanniano, e %l = —1, caso seja Lorentziano.
4. Para todos w, ¢ € A"(M) wvale
1
W Aro s (%T(g)) = Waa ¢ VIl dat A A da™ (35.41)
onde escrevemos w = %wal___mdx“l A Ndxtr e (= %Cblmbr dz® A Adxbr € AT(M).
5. Para todos w, ¢ € A"(M) vale
W Aromr (J{T(C)) = C Armer (J{T(w)) . (35.42)
O

Comentdrios. I. Com (35.39) e (35.40) podemos identificar o operador inverso (ﬂ{r)_l : AmTT(M) — A"(M) como sendo
(3,) 7" = (=1)rm=n) %%m_r . (35.43)

Observe-se que (3{0)71 = %j{m e ((}(m)*l - %9{0

II. Se M for compacta, orientdvel e sem fronteira as relacdes (35.41) e (35.42) mostram que

1 ey
(@ Oltoage = /M (@ Anmr (@) = 57 [ (a7 ) VIl d A A da
1
= = (Wayoa, C) /gl dat - - da™ (35.44)
™™ JM
define uma forma bilinear em A" (M) que é simétrica, <w, (>;Odge = <(, w >;0dge e, no caso de g ser Riemanniano, positiva. &

Prova da Proposi¢io 35.3. Como 1 € A°(M), temos de (35.36)

Ho(1) = Vel €jg, Azt Ao Nda?m = \/|g|dat A Ada™ € ATH(M) .

m/! !

Para ¢ = ;.. ,dzt A--- Adz™ € A™(M), temos
Hon (cpl...mdwl Ao A dx’") = Vgl progm e P —”f Pl - (35.45)

A prova de (35.39) é apresentada no Apéndice 35.B, pdgina 1868. A relagdo (35.40) é obtida de (35.39) pela troca
r+ (m—r).

As demonstragoes de (35.41) e de (35.42) (que é uma consequéncia elementar de (35.41)) s@o apresentadas no Apéndice
35.C, pagina 1869. |

e Comentario sobre outras notagoes para o mapa dual de Hodge

Advertimos o leitor que muitos textos empregam uma notagao simplificadora para o mapa dual de Hodge: ele é
denotado apenas por *, sem referéncia ao indice r, que indica sobre qual espago A"(M) ele age. Por essa razdo o mapa
dual de Hodge é muitas vezes denominado operador estrela de Hodge (“Hodge star operator”). Uma relagdo como (35.39),
por exemplo, se expressa nessa notagao

xk = (—1)T(m7’”)@.
g
Neste texto evitaremos o uso dessa notagao simplificadora por entender que ela pode conduzir a mal-entendidos de
diversos tipos.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 35 1855/2825

35.2.2 A Coderivada Exterior

Conforme a definicao da Secao 35.1.1, pagina 1843, a derivada exterior d,, »r = 0, ..., m, é um mapeamento linear
dr : A"(M) — A"*1(M). Com uso do mapa dual de Hodge podemos definir um operador dual & derivada exterior.

Definimos a coderivada exterior, ou codiferencial, como sendo o operador d. : A"(M) — A"~*(M) definido por

di == (=1)" (Hr1) " o dmr o3, . (35.46)

T

Na literatura, a coderivada exterior, ou codiferencial, dl é também frequentemente denotada por 9.

A relacdo entre d e df pode ser esclarecida no seguinte diagrama comutativo:
d’V?’L*’V‘
Amfr(M) Am7r+1(M)

Tﬂr J(S}C”)l ) (35.47)

_1)yrgt
AT(M) — =5 A1)

-1

Por (35.43), (H,—1) = (71)(7'_1)(m_r+1)§=|9fm4+1 e, portanto, podemos também escrever

dl = (1D B g od oK,

|g|

Sucede ainda que r + (r — 1)(m —r+1) = [(r+ )m + 1] +2(r —m — 1) = 7(r — 1) e como 2(r —m — 1) e 7(r — 1) séo
sempre numeros pares, podemos escrever

di = (—1)<7‘+1>m+1% Honri1 0 dyy © Hy - (35.48)

Escrevemos essa expressao pois a codiferencial d;f. é muitas vezes definida dessa forma na literatura. A defini¢ao (35.46),
porém, lhe é superior.

Dela podemos ver facilmente que diqdl = 0. De fato,

di_ldi = _(:}Cr—2)_1 odm_ry10Hr_g0 (:}Cr—l)_l odpm—r o, = _(:}Cr—2)_1 odm—ry109dm—roH, = 0.

pois ja sabemos que dp,—r41dm—r = 0.

Em analogia & (35.19), pagina 1846, o encadeamento das aplicagdes df. : A"(M) — A™~1(M) pode ser pictorialmente
representado pelo seguinte diagrama:

! T t df t )
0 20 A0 B Ay B Tt Aty I Am(ar) ). (35.49)

Acima, i representa a inclusdo de {0} em A™(M). A composicdo de duas aplicagoes sucessivas (na direcao das flechas)
resulta na aplicacao nula.

Para uso futuro exibimos a expressao explicita para d]; agindo em uma 1-forma w = w;dz’ € A1(M), arbitraria:

J%aii (977 Tel) = \/%aii CNENE (35.50)

A demonstracao pode ser acompanhada no Apéndice 35.D, pagina 1870.

d{ (wida') =

e Formas coexatas e cofechadas

Para a codiferencial d' podemos introduzir definicoes andlogas s que apresentamos para a derivada exterior.
Uma r-forma « é dita ser uma forma coexata se a = di 418 para alguma r + 1-forma f3.

Uma r-forma « é dita ser uma forma cofechada se di.a = 0.
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De forma andloga ao que fizemos na definicao da co-homologia de de Rham. definimos os grupos de homologia

associados a codiferencial por
H,(M) = Ker (d)/Im (d[,,) .

Como as aplicagoes H,, r = 0, ..., m, sdo isomorfismos de espagos vetoriais, é facil ver por (35.46) que Ker (di) =
(i]-(,.)_lKer (dy—r) € Im (diﬂ) = (i]-(,.)_lKer (dyp—r—1). Assim, concluimos que

H.(M) ~ Ker(dp—)/Ker(dm—r—1) = H" "(M),

com o isomorfismo sendo dado por (J{T)fl. Assim, os grupos de homologia associados a codiferencial sdo isomorfos a
grupos de co-homologia associados & diferencial exterior. A contemplacdo do diagrama comutativo (35.47), pdgina 1855,
pode ajudar a compreensao desses fatos.

e O adjunto formal da derivada e da coderivada exterior

Uma das qualidades especiais da coderivada (e de toda a teoria da dualidade de Hodge) reside na seguinte proposicao:

Proposigao 35.4 Seja M uma variedade diferencidvel, compacta, orientdvel e sem fronteira e seja <-, ->:‘[on6 a forma
bilinear definida em (35.44), pdgina 1854. Entao, vale
—1
<d7“—1a’ /3>Zudge = <a’ diﬁ>:~10d_qe (35'51)
para todos a € A""H(M) e B € A"(M). Nesse sentido, podemos afirmar que di. é o adjunto formal de d,_;. O

Demonstracdo. Temos que

~1 :
<Oé, d16>;0dge = / (04 Ar—1,m—r+1 :}Cr—l(diﬁ)) = (_1)7/ (Oé Ar—1,m—r+1 (dm—rﬁr(ﬁ))> .
M M
Agora, pela regra de Leibniz para a derivada exterior (35.16), pdgina 1843, vale

dm—l(a Nr—1, m—r j{'r(ﬁ)) = (dr—la) N, m—r j{'r(ﬁ) + (_1)T_105 Nr—1,m—r+1 (dm—rj{'r(ﬁ)) .
Assim,

<04, diﬁx;:dlge = / (dr—la) Ar, m—r }Cr(ﬁ) _/ dm—l(a Ar—1, m—r j{'r(ﬁ)) .
M M

Pelo Teorema de Stokes, e pelo fato de M ser compacta, orientédvel e sem fronteiras, a segunda integral do lado direito é

nula. Assim,
(35.44)

<Oé, dlﬁ>r_1 - /M (d"'_la) /\r, m=r :}Cr(ﬁ) = <d7-_10é, ﬁ>;0dge ’

Hodge

completando a demonstracgao. |

e A forma bilinear de Hodge no caso Riemanniano

Para M for compacta, orientdavel, sem fronteira, de dimensao m e dotada de um tensor métrico g, definimos em
(35.44), pagina 1854, a forma bilinear de Hodge <~, ~>T no espaco das r-formas A"(M).

Hodge
7 . . . T
No caso de o tensor métrico g ser Riemanniano, afirmamos que para toda o € A"(M) vale <a, a>H e = 0 e quese
odge
r ¢ )
o, «a = 0 se e somente se & = 0. De fato, por (35.44), escrevendo em componentes o = Lo, dztt Ao Adat
’ Hodge ) ’ r! ety ’

r 1 ai--ar 1 m , . .
temos <a, Oé>Hodge = fM (Oéal...aroé ) lg| dzt - - dz™. Agora, como g é Riemanniano, para cada p € M podemos

encontrar um sistema de coordenadas onde g é diagonal: g;,j = 6. Nesse ponto, e nesse sistema de coordenadas, teremos
2
a-ap m m /. . ai--ar
gy, O "= ai=1 Da=1 (@, ...a,)” = 0. Como o lado esquerdo é invariante, provamos que (ay,,...,, a ") >0
em todo sistema de coordenadas locais e em todo ponto de M. Como a medida de integracao é positiva, isso estabeleceu
T ~ T . .
que <a, a)H e > 0. Pela mesma razao <oz7 a>H . = 0 implica .., = 0 quase em toda a parte, e para todos os
S, He .. . . odg . . .
possiveis indices. A continuidade de « implica, portanto, que suas componentes devem ser identicamente nulas.

Em resumo, provamos:
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Proposigao 35.5 Se M for compacta, orientdvel, sem fronteira, de dimensao m e dotada de um tensor métrico

Riemanniano g, a forma bilinear de Hodge <-, ->;me define um produto escalar em A" (M). O

35.2.3 O Operador de Laplace-de Rham

Na Secao 34.2.4, pagina 1771, descrevemos uma generalizacao do operador Laplaciano para fungoes agindo em variedades
diferencidveis dotadas de uma conexao de Levi-Civita, o chamado operador de Laplace-Beltrami. Fazendo uso do mapa
dual de Hodge vamos agora tratar de uma outra generalizagao para formas diferenciais (de grau qualquer) definidas em
uma variedade diferencidvel: o chamado operador de Laplace-de Rham.

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e seja r € {0, ..., m}. O operador de Laplace-de Rham,
denotado por A = A, : A"(M) — A"(M) é definido por

A, = dlyde 4 dpoadf (35.52)

Se M for orientavel, compacta e sem fronteira, é evidente por (35.51) que A, é um operador simétrico (formalmente

autoadjunto) em relacdo & forma bilinear <-, >;O dge’

(a0, Ay o= (D, B) (35.53)
para todas «, 8 € A"(M).
E. 35.7 Ezercicio facil. Prove isso! Sugestdo: use (35.51)! o,

Além disso, (35.51) e a simetria da forma bilinear (-, ~>T

informam-nos também que
Hodge

r+1 r—1

r—1 (35.51)
- < Hodge

Hodge

(a, A,«ay_l = (a, dZHd,«a)

Hodge

+{a, dy_1dlc) drar, dyor ) + (dla, dla) (35.54)

.
Hodge Hodge ’
para todo « € A"(M). Assim, no caso de g ser um tensor métrico Riemanniano, concluimos que o operador de Laplace-de
r+1 + + r—1

Hoage = 0 € (dic, dla) > 0.

Rham A, : A"(M) — A"(M) é um operador nao-negativo'®, pois nesse caso <dro<, dra> Hodge

Outras consequéncias de (35.54) serdo discutidas adiante.

E interessante obtermos uma férmula mais explicita em coordenadas locais para Agf, sendo f € C°(M) = A°(M).
Como Agf = didof (pois d} f = 0), o resultado é

1 0 i Of
Aof = ———— Y. 35.55
of = =g (VEI5E) (35.55)
Isso é uma consequéncia imediata do fato que do f = ggi dz' e da relagao (35.50).

O estudante deve aperceber-se do fato que (35.55) difere por um sinal da expressdo correspondente para o operador
de Laplace-Beltrami (no caso de conexdes de Levi-Civita), expressao (34.145), pagina 1773. Isso se deve ao emprego de
diferentes convencoes de sinais nas defini¢oes do operador de Laplace-de Rham e do operador de Laplace-Beltrami, fato
que provavelmente tem meramente uma origem historica.

35.2.3.1 Definindo Gradiente, Divergente e Rotacional Via Formas Diferenciais

Uma das qualidades especiais de formas diferenciais, da derivagao exterior e da coderivacao, é poder, no contexto de
variedades diferencidveis gerais dotadas de um tensor métrico, definir certos operadores diferenciais familiares ao Célculo
em R3, como o gradiente, o divergente, o rotacional, além do operador de Laplace-de Rham, apresentado logo acima.
Comentamos que uma outra via de definigdo de tais operadores por meio de conexoes afins (exceto para o rotacional) é

15A positividade dos operadores de Laplace-de Rham A, pode parecer estranha a quem estd acostumado a ver —A como um operador
positivo no espaco Euclidiano R™. Essa diferenga de sinais é consequéncia de uma diferente convengao histérica. Vide também o comentério
que segue a equagao (35.55), adiante.
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seguida na Secao 34.2.4, pagina 1771. Em um certo sentido as defini¢oes daquela secao sao um tanto mais gerais, pois
aplicam-se também a conexoes que nao sejam de Levi-Civita. Conexoes de qualquer tipo nao desempenham nenhum
papel no que segue.

e O gradiente de um campo escalar

Seja f € C®°(M) = A°(M) um campo escalar definido em uma variedade diferencidvel de dimensdo m. Definimos
seu gradiente em (34.134), pagina 1771), como sendo o campo vetorial dado por grad (f) := g* (dof).

As aplicagdes g* : AY(M) = 27*(M) - Z (M) e gy : 2 (M) — 2*(M) = A (M), que sdo inversas uma da outra,
foram definidas em (34.17) e (34.20), respectivamente (vide pagina 1744).

e O divergente de um campo vetorial

Seja v € Z (M), um campo vetorial definido em uma variedade diferencidvel de dimensdo m. O divergente de v é
definido por

div (v) = (J{O)1<dm1(5{1(gu(v)))> = —dl(gs(v)) € A°(M) = C=(M). (35.56)

e O rotacional de um campo vetorial

Seja v € 2 (M), um campo vetorial definido em uma variedade diferencidvel de dimensédo m. O rotacional de v é
definido por

ot (v) 1= 36 (di (gy(v))) € A™2(M) (35.57)

Como se vé, rot (v) é uma (m — 2)-forma.

e O Laplaciano de um campo escalar

Para f € C*°(M), definimos o Laplaciano de f com uso do divergente e do gradiente definidos acima:

Af = div(grad f) = d}(gg(grad f)) = —dj(dof) = —(djdo + dodld)f = —Aof .

Observe-se que por essa definigdo o sinal sai correto!

e Verificando algumas propriedades das definigoes

Vamos agora verificar se e como os operadores diferenciais definidos acima satisfazem propriedades que lhes sao
comummente atribuidas no Célculo em R3.

Como no Célculo em R?, gostariamos de mostrar que também nesse caso geral tem-se rot (grad f) = 0. Isso de fato
é assim, pois

rot (grad f) = H (dl (dof)) =0,
dado que didy = 0.

Gostarfamos de mostrar também que div (rotv) = 0 para v € Z°(M). Mas rotv é uma (m — 2)-forma e, por isso, a
combinagao div (rotv) em geral nao faz sentido, pois o divergente sé esta definido sobre campos vetoriais. H4 um caso
especial, porém, no qual o calculo pode ser feito, fornecendo o resultado desejado.

Para m = 3 o rotacional rot v é uma 1-forma e, portanto, g* (rot ’U) é um campo vetorial, do qual podemos calcular o
divergente. Assim,

div (grJ (rot v)) = —d}(rotv) =;—d} (ﬂ-(g (d1 (gg(v)))) = —%di (dg((}fg)_l(gg(v)))) _

pois d‘;d; = 0. Acima, usamos o fato que

Hood, = %d;o(ﬂg)l, (35.58)

obtido de (35.48) para m = 3. Verifique!
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Por fim, ainda no caso m = 3 calculemos

rot (gu(rot (v))) = H, (dl (Hg(dl(gﬁ(v)))>> = %d;(ch(ga(v))

_ %(Al—docﬂ)(ga(v)) (35.56) |§| (A (g5(v)) + dodiv (v)] .

Dessa forma, temos finalmente

gt (rot (gti (rot (’U)))) = I8 [grad (div (v)) + g* (A1 (gu(v))ﬂ )

g
Essa expressio generaliza uma bem conhecida expressao do Calculo em R?: V x (V x v) = grad (divv) — Av (vide

(4.29), pdgina 300). Aqui devemos lembrar o fato ja apontado que, na convengao adotada, o sinal de Ay, definido sobre
1-formas, é o oposto do que deveria ser pela convencao usual.

e Férmulas explicitas para o Laplaciano, o gradiente, o divergente e o rotacional

Para propdsitos mais praticos, é ttil expressar os diversos operadores diferenciais que introduzimos acima em com-
ponentes em sistemas locais de coordenadas.

Para f € C°°(M), temos para o operador Laplaciano obtido acima Af = —Ag f, onde Aq f foi fornecido explicitamente
em (35.55).

Para f € C*° (M), sabemos que

0z ) Oxt

em uma carta local de coordenadas. Essa expressao em nada difere do gradiente definido na Secao 34.2.4, pagina 1771
(vide (34.138)).

grad f = (g” a—f) 0

E. 35.8 Ezercicio. Mostre que para o divergente definido em (35.56), vale

dive = —— 2 (\/@vi) , (35.59)

Is]
ozt

onde v = v° € 2 (M) é um campo vetorial infinitamente diferencidvel. Sugestdo: use (35.50), pdgina 1855. "

O estudante deve observar que a expressao (35.59) para o operador divergente em nada difere da expresséo (34.143),
péagina 1772, obtida no contexto de conexoes de Levi-Civita.

E. 35.9 Ezercicio. Mostre que para o rotacional definido em (35.57), vale

rotv = m—2) _lg2|)| Eabjr-jm_2 g'1*gh? % da?t A A da?m? (35.60)
V/ o O(g, v . .
= (Tnilg2|)' Sabjl"'jm—2 g“agmb % dm‘“ VANRERIAN d.’EJmiQ (S Am_Q(M) s (3561)

%)

_
onde v = v’ 5=

€ 2 (M) é um campo vetorial infinitamente diferencidvel.

E interessante considerarmos o caso m = 3. Mostre que nessa situacdo obtém-se de (35.61) que

S ov, 0
gu(rotv) = ( g Eabcgmgjbgkc 8_17];) Omi

(35.62)

- 0w ) da

oxt

- (i) - (8 )
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Vale comentar aqui que, como rot v &, nesse caso, uma 1-forma é a expressio g* (rot v) que verdadeiramente descreve o campo vetorial
associado ao rotacional.

No caso m = 2 o rotacional rot v de um campo vetorial (M) é uma 0O-forma, ou seja, uma funcdo escalar. Constate

que o rotacional nesse caso é dado por
(g, v
rotv = /|g| eqp 9"1“g"2° % e A°(M) . (35.64)
Use (35.61). o,

e Férmulas explicitas no caso de variedades Riemannianas tridimensionais

E interessante para o estudante comparar a expressao (35.63) com a bem conhecida férmula (4.17), pagina 299, para
o rotacional no espaco Euclidiano R3.

E. 35.10 Ezercicio. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo 3. Um sistema de coordenadas € dito ser ortogonal se o tensor
métrico g for diagonal g;; = (h;)?, parai =1, 2, 3, e g;; = 0 caso i # j. Em R, por exemplo, ha diversos sistemas de coordenadas que
tém essa propriedade (ex: coordenadas Cartesianas, esféricas, esféricas cilindricas, elipticas cilindricas, parabdlicas cilindricas, cénicas,
bipolares, esferoidais prolatas, esferoidais oblatas, parabdlicas, toroidais, biesféricas, elipsoidais confocais, parabdlicas confocais etc. Vide
e.g., [20] e/ou [346] para uma lista talvez mais extensa). Mostre que em tal caso tem-se para o Laplaciano de uma fung¢do f € C°°(M)

_ 1 [0 (hahs0f\ , O (hihs Of\ , 9 (hahs Of
Af - h1h2h3 |:8.’E1 ( hl aml) + Ox? ( h2 6372) + Ox3 ( hg o3 . (3565)

Além disso, mostre que para o gradiente, na base ndo-normalizada {3301’ 0227 axd} tem-se

AN 1 af\ o 1 af\ @
grad f = ((hl)an)am +(( )2am2) 8x2+<(h3)2%)%’

e para o divergente de um campo vetorial v = v* aw e 2 (M)
1 0 0 0
Vo= o L,) (hihzhsv') + 57 (h1hahsv?) + 5 — (h1hahav® )]
2 (M)
gu(rotv) =
1 8((h3)21}3) _ 8((h2)21)2) i n 8((’11)21)1) _ 6((h3)21}3) i n 6((h2)2U2) _ 8((h1)21}1) i
hihahs Ox2 Ox3 Ozt Ox3 Ozt Ox2 Ozt Ox2 ox3 |

Adverténcia. O leitor deve tomar um certo cuidado com as férmulas acima para o gradiente, divergente e rotacional, pois os vetores
o o )

de base =51, =55 € s25 nao estdo normalizados. Se introduzirmos os versores (vetores normalizados a 1
ozl 922 ox3
1 0 1 0 1 0
e = ———— € = — €3 ‘=753
h1 81’1 hg 81'2 ’ h3 81’3 ’
teremos, agora sim, g(ei7 ej) = O vetor v = adi se expressa nessa nova base como v = Tle; + T2es + Toes, sendo que, para

cada indice a definimos 7% = hav (sem a convengdo de Einstein aqui).

Para o Laplaciano a férmula (35.65) n3o se altera, mas nessa nova base temos: para o gradiente, divergente e rotacional

1 of 1 af 1 of
grad f = (h_1_8x1)61+ (h_2_6$2)e2+ (h pye (35.66)
1o} o} 0
Voo = g | (et WWS#)*%(’“@B)} / (3567

Flrot) = h1h2h3 [ ( (hs7®) 8(h2@2)> hios + (a(hml) B 8(h353)> haos + (a(hﬁ?) - a(ml)) hSes} (35.68)

Ox? Ox3 ox3 ox! ozt Ox?
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H4 quem goste de expressar (35.68) como

hie1 hoeas hses

1
# —
g" (rotv) = Tl det % 6%2 a% (35.69)

htt  heT?  hsT

As expressoes (35.65), (35.66), (35.67) e (35.68) sdo dteis quando o desejo é expressar esses operadores diferenciais de forma explicita

em um sistema de coordenadas ortogonal em uma variedade tridimensional, por exemplo, em R3. Vide [20] e/ou [346] para diversos
o,

exemplos.

e Formulas explicitas no caso de variedades Riemannianas bidimensionais

O caso de maior interesse em aplicagoes é aquele no qual o tensor métrico é Riemanniano e o sistema de coordenadas
é ortogonal, caso em que g é diagonal: g1 = (h1)2, gog = (h2)2 e g12 = go1 = 0. Nessa situacao temos para o operador

Laplaciano
_ L |0 (hOf\ O (Il Of
Al = hiha [&’Cl (h1 8391) + o2 (h2 (9352):| : (35.70)

Além disso, para o gradiente, na base nao-normalizada {%, %}, tem-se
1 0 0 1 0 0
grad f = | —= 91y 9 + 1 97 90 ;
(h1)? 0xt ) Ozt (h2)? 022 ) Ox2
e para o divergente de um campo vetorial v = v? aii e 2 (M)

Vo = i | (mhet) + 2 (i)

Para o rotacional, temos segundo (35.64),

rotv = h11h2 {% ((hg)QUQ) — %((hﬂ%lﬂ

E. 35.11 Ezercicio. Verifique as férmulas acima!

Se introduzirmos os versores (vetores normalizados a 1)
1 0 1 0

e, = —— €y = ———
hl 6301 ’ hg 8%2 ’

teremos g(ei, ej) = ;5. O vetor v = v a(zi se expressa nessa nova base como v = T'e; + T2ey sendo que, para cada
indice a definimos 7* = h,v* (sem a convencdo de Einstein aqui). Com isso, teremos

10 10
gradf = <h—la—;vl) e; + (h_2 8—1{;> €es , (3571)
1 3] _ 0 _
Vo= {w(bwl)*@(w)] ! (35.72)
1 0 _ 0 _
roto = - [—8331 (h2v2) -5 (hlvl)] . (35.73)

Novamente comentamos que (35.70), (35.71), (35.72) e (35.73) sao tteis quando férmulas explicitas desses operadores

sao requeridas.

FR=2%
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35.2.4 Formas Harmonicas. O Teorema de Decomposicao de Hodge e o
Teorema de Hodge
Vamos nesta segao tratar de temas cuja validade limita-se (até onde o conhecimento do autor lhe permite ver) a variedades

Riemannianas. A teoria das formas harmoénicas e o Teorema da Decomposicao, que encontraremos adiante, foi uma das
motivagoes originais de Hodge ao desenvolver sua teoria da dualidade de formas diferenciais.

Doravante, nesta secao, M serda uma variedade Riemanniana compacta, orientavel e sem fronteiras e de dimensao m.

e Formas harmonicas

Uma r-forma ¢ € A"(M) é dita ser uma forma harmdnica se satisfizer A,.¢ = 0. E elementar constatar que a colecao
das r-formas harmonicas é um espago vetorial (real). Esse espaco é denotado por Harm" (M) sendo que, naturalmente,
Harm" (M) C A"(M). Note-se que, por definicdo

Harm" (M) = Ker (A,) . (35.74)

Ao longo desta se¢do demonstraremos alguns fatos importantes sobre Harm" (M).

A relagao (35.54) e a Proposicao 35.5, pagina 1857, permitem-nos inferir, sem necessidade de demonstragao, o seguinte
resultado bésico:

Lema 35.2 Seja M uma variedade Riemanniana, compacta, orientdvel e sem fronteiras e de dimensao m. Uma r-forma
¢ € A"(M) é harmonica se e somente se satisfizer d.¢ =0 e di{ =0, ou seja, se e somente se for fechada e cofechada.
O

Um corolario simples, mas fundamental para o Teorema de Decomposicao de Hodge, Teorema 35.4, pagina 1862, é o
seguinte:

Corolario 35.2 Seja M uma variedade Riemanniana, compacta, orientdvel, sem fronteiras e de dimensao m. Entao,

(dr—qw, <>;0d98 = 0, (35.75)

(dl 1, O = 0, (35.76)

(drw, di9), =0, (35.77)

para todas w € A1 (M), ¢ € A"TH(M) e ¢ € Harm"(M). O

Prova. A prova faz uso de (35.51) e da afirmacdo do Lema 35.2 de que toda forma harmonica é fechada e cofechada.

. (35.51) -1 . (35.51) +1
Assim, <d,._1w, C);Odge = <w, dIC);Odge = 0, pois dl.¢ = 0. Analogamente, <di+1g0, §>;Odge = <<p, d,-C)ZIodge =0,
pois d,.¢ = 0.

. + T (35.51) gt r N . O o
Finalmente, <d,«_1w, dH_1<,0>Hodge = <w, d,qd,“4_1<,0>Hodge = 0, simplesmente pois d}.d,.; = 0. |

e O Teorema de Decomposicao de Hodge

Chegamos agora a um dos resultados mais importantes da corrente segao.

Teorema 35.4 (Teorema de Decomposicao de Hodge) Seja M uma variedade Riemanniana, compacta, orientdvel
e sem fronteiras e de dimensao m. Entao, A"(M) possui a sequinte decomposi¢ao ortogonal:

A"(M) = Im (dy—y) @ Im (d!, ) ® Harm"(M) (35.78)

com a soma ortogonal sendo no sentido do produto escalar de Hodge <~, ~>:‘Mgp

m A" (M). O
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E importante observar que o Teorema de Decomposicao de Hodge, Teorema 35.4, estende parcialmente o Teorema
de Decomposicao de Helmholtz, Teorema 44.3, pagina 2531, discutido na Segao 44.2, pagina 2531. Fazemos notar que
o Teorema de Decomposicio de Helmholtz é valido para campos vetoriais definidos no espaco Euclidiano R3, que néo é
um espago compacto, e possui hipoteses adicionais que automaticamente eliminam a componente harmonica.

Prova do Teorema 35.4. Primeiramente, afirmamos que Im (A,) C (Harm'" (M ))l, onde o complemento ortogonal é no

sentido do produto escalar de Hodge (-, -) em A"(M). De fato, por A, ser formalmente simétrico (vide (35.53)),

T
Hodge
vale

T T

(Aras Qe = (@ AC)y e = 0

para todo o € A"(M) e todo ¢ € Harm"(M). Em verdade, é possivel provar que A, é inversivel no complemento

ortogonal de seu nticleo'®, que, por definicio ¢ Harm” (M) (vide (35.74)). Assim, para todo ¢ € (HarmT (M))J‘ tem-se
¢ € Im (A,). Logo, A"(M) =Im (A,) @ Harm" (M), (com a soma direta ortogonal sendo no sentido do produto escalar
de Hodge).

Isso provou que todo w € A"(M) é da forma w = A,¢ + (, para algum ¢ € A"(M) e algum ¢ € Harm"(M).
Consequentemente, pela definigao (35.52),
¢ = d1(drd) +dra (d0) + ¢
Isso mostrou que todo elemento de A"(M) é a soma de um elemento de Im (d,«_l), de um elemento de Im (dI_H) e de
um elemento de Harm" (M).

As relagoes (35.75)—(35.77) estabelecem justamente que esses trés subespagos Im (dy—1), Im (diﬂ) e Harm" (M) séo
Hodge-ortogonais. Isso completa a demonstracao. |

e O Teorema de Hodge

O Teorema de Decomposicao de Hodge, Teorema 35.4, possui uma consequéncia, também estabelecida por Hodge,
que contém uma importante informacao sobre a relagao entre os grupos de co-homologia de de Rham e o espago das
formas harmonicas. A saber, sob as devidas hipdteses, esses dois espacos vetoriais sao isomorfos.

Teorema 35.5 (Teorema de Hodge) Seja M uwma variedade diferencidvel de dimensao m, compacta, orientdvel e
sem fronteira. Entao,
H"(M) ~ Harm"(M) (35.79)

para todo r € {0, ..., m}. O

Prova. Por definicdo, cada elemento de H"(M) é uma classe de equivaléncia da forma [w] = {w+d,_1¢, ¢ € A" (M)} C
A"(M), onde w € Ker (d,) e ¢ € A"~H(M).

Pelo Teorema de Decomposigao de Hodge, cada w + d,—1¢ € [w] pode ser escrito na forma w + dy_1¢ = dr—100,¢ +
Al 1 Bus + Vg onde gy € ATTHM), Bug € AT (M) e vu g € Harm"(M). Como dyw = 0 e dydy—q = 0, segue
também que para todo ¢ € A" (M),

0 = d, (w + dr—1¢) = d, (d7'—1aw,¢ + d;[_i_lﬁw,qﬁ +'Yw,¢) = drdj«.i_lﬁw,qﬁ ,

pois drd,_1 = 0 e pois d,,,¢ = 0, j& que 7,4 € harmoénica. Assim, d,«diﬂﬁwﬁg = 0. Disso segue que

r (35.51) r+1
<d1+1ﬂw,¢a di+1ﬂw,¢>Hodge = <Bw,d>v drd:’+1/8wv¢>Hodge = 0’

o que implica di+1ﬁw,¢ =0 e, portanto, w4+ dr—1¢ = dr_10u,¢ + Vo, ¢-

16Por ser simétrico e positivo, A, possui, pelo Teorema de Extensio de Friedrichs, Teorema 41.8, pagina 2379, ao menos uma extensio
autoadjunta e positiva AL agindo no espago de Hilbert £ construido completando-se A”(M) na norma induzida pelo produto escalar de
Hodge (-, ->;Iodge. Por AL ser autoadjunto, vale " = Ker (Al") @ Im (AF) (Teorema 41.10, pagina 2361). A restricio de AL a Im (AL)
tem inversa compacta, devido & compacidade de M. Essa inversa possui um nicleo integral (por ser compacta) e com ele é possivel provar a
invertibilidade de A, na sua imagem em A" (M).
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Vamos agora provar que 7,4 independe de ¢ e, portanto, é constante em toda a classe [w]. Tomando ¢’ € A" "1 (M),
escrevamos w + dyr—1¢' = dr_1040,¢r + Y, 47. Valerd

(W + drflgb) - (w + drflgbl) = drfl(aw@ - Oéw,d)’) + VY, — Vw,¢’ -
Assim, Yu,p = Yw,gr = dr—1(¢ — ¢ — Vg + Aoer) € Im(dr—1). Como Viy,¢ — Y,er € Harm” (M), segue do Teorema da
Decomposigao de Hodge que 7,6 = Yuw,¢/- Assim, podemos ignorar a dependéncia em ¢ e escrever apenas 7.
Depreendemos disso que existe uma aplicagao P, : H"(w) — Harm" (M) que associa Plw] = v

Afirmamos que P, é linear. Sejam a1, as € R. Entao, P, (al[w1]+a2 [wg]) = PT([alwl +a2wg]), mas para ¢ € A" (M),

(a1w1 + a2w2) +dr—1¢ = a1(w1 +dro19) + ag(wa +dr19) + (1 — a1 — a2)dr—1¢

= dp1 (alawl,qﬁ + 20,6 + (1 — a1 — a2)¢> + a1Yw,] + @2V[ws] 5
0 que mostra que
P, (a1[w1] 4 azlws]) = Pr([a1w1 + aswa]) = a1Vwy) + 62Y(ws] = a1 Prwi] + a2 Pr[ws]

e estabelece a linearidade de P,.

Como toda 7 € Harm" (M) satisfaz d,77 = 0, temos que Harm" (M) C Ker (d,) e temos [7] € H"(M). Evidentemente
P.[¥] =7. Isso mostra que P, é sobrejetora.

Afirmamos que as classes [w] € H"(M) sdo univocamente determinadas por P.lw] = 7[,]. Suponhamos que haja
w, w' € Ker (d,) tais que P.[w] = P.[w'] =~ € Harm"(M). Para ¢, ¢’ € A" (M), teremos w + d,—1¢ = dp_104.4 +
ew +dr_1¢ =dr_100,¢ + 7y Assim, w — W' = dr,l(aw@ — Qe + ¢ — d)), o que significa que w — w’ € Im (d,—1) e,
portanto, implica [w] = [w'].

Concluimos disso que P, : H" (w) — Harm" (M) é também injetora e, portanto, é bijetora, ou seja, é um isomorfismo
linear entre H" (w) e Harm" (M). |

O Teorema de Hodge, Teorema 35.5, pagina 1863, tem uma consequéncia digna de nota: se a variedade M adicional-
mente for contrativel, entdo, segundo o Lema de Poincaré, Harm" (M) ~ {0}, ou seja, M nao possui formas harmonicas
nao-triviais (ou seja, ndo constantes).
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Apéndices

35.A Os Simbolos de Levi-Civita

Muito 1teis nas manipulagoes deste e de outros capitulos sao os chamados simbolos de Levi-Civita, para os quais obteremos
alguns resultados relevantes. Esses objetos foram introduzidos no estudo do Grupo de Permutacoes na Segao 21.2.1.1,
péagina 1088, mas reapresentaremos sua definicdao aqui.

Os simbolos de Levi-Civita sao definidos por

0, caso ao menos dois dos indices sejam iguais,
Earay, = (35.A.1)
sinal (al, ceey am) , de outra forma,
com ay € {1, ..., m} para todo k, onde, caso a1, ..., a, sejam todos distintos, sinal (al, el am) vale +1 caso a
m-upla (al, el am) possa ser levada a m-upla (17 e m) por um numero par de permutacoes e —1 caso a m-upla
(al, e am) possa ser levada a m-upla (1, e m) por um numero impar de permutacoes. Vide Secao 21.2.1.1, pagina

1088.

A férmula de Leibniz (10.17), pdgina 504, para o determinante de uma matriz A € Mat (C, n), pode ser escrita em
termos dos simbolos de Levi-Civita:
det(A) = Alh N 'A"Llngl1~~~l

‘H.,

onde também empregamos a convengao de soma de Einstein, sendo que os indices [ variam no conjunto {1, ..., n}.

Os simbolos de Levi-Civita podem ser expressos de uma forma alternativa, a qual é muito mais ttil. Seja A (al, ceey am)
a matriz m x m cujo elemento 5 é dado por

a Qo
A(al, cee am)ij = 5iaj , ou seja, A(al, . am) =
677La1 677lam
Entao, vale
€ay-a,, = det (A(al, cee am)) . (35.A.2)
Essa igualdade pode ser demonstrada constatando-se que ambos os lados sao iguais quando (al, ey am) = (1, ceey m)
(em cujo caso A(al, ey am) = 1,,), que ambos os lados anulam-se quando ao menos dois dos indices (al, ceey am)

sdo iguais (um determinante anula-se quando duas colunas sao iguais) e que ambos os lados trocam de sinal quando dois
indices sdo trocados (um determinante troca de sinal quando da troca de lugar de duas colunas).

Com uso de (35.A.2) podemos provar diversas relagdes tteis. E f4cil ver, por exemplo, que para os elementos de
matriz da matriz produto A(al, ce am)A(bl, cee bm) vale

(A(al, s an)Aby, bm))_' = 30, = b,
k=1

)



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 35 1866,/2825

Portanto,
1 1
0 ap, 0 A,
€ay--an Eby-b,, = det (A(al, ceey am)A(bl, ceey bm)> = det
m ... m
6 abl 5 abk
= det (A(abﬂ h abm)) = Cay,ap,, -
Essa relagao
€a1-amEbybm = Eap;ap, (35.A.3)
tem alguma utilidade, mas talvez mais 1til seja a seguinte identidade:
b b
6 1a1 6 1am
Eal,, amgbl b det : : . (35A4)
bm, bm
5 mal DY 5 ma7,L
Sua prova. novamente, pode ser obtida por constatacao: ambos os lados coincidem caso (al, cen am) = (17 e m)
ou caso (bl, e bm) = (1, e m) e satisfazem as mesmas propriedades de antissimetria quando da permutagao dos
indices a; ou dos indices b;. Fazendo b; = a; temos, Suspendendo o uso da convencao de soma de Einstein,
a a
1 6 1Cl2 6 1a7n
51)2 51)2 - 6(72
ay ag Am
€a1a2"'am€a1b2mbm = det . (35A5)
b b b
d " a1 d " ag d "
Expandindo o determinante do lado direito na sua primeira linha, teremos
m
_ I+1 saq
€a1a2~~~am€a1b2~~~bm = A + E (71) d alﬂ
1=2
onde
b b b b b
1) 20y 1) 2 am ) 20 5 2, 5 2
A = det : : e onde F; é o determinante da matriz
bm . b bm bm . bm
5 a2 5 Qm, 5 al 5 az 5 Ao,
com a [-ésima coluna omitida, sendo [ = 2, ..., m. Note-se que A nao depende dos indices a; e b; e que F; nao depende
dos indices a; e by. Escrevendo apenas a dependéncia nos indices a, temos F; = Fl(al, as, ..., aj, ..., am), onde o

chapéu indica a omissao.
Vamos agora somar sobre o indice a;. Temos

m m

Z €aranay Carby-by, = MA+ (71)“rl Z (5‘“alFl) = mAJrZ(fl)lHFl(al, ag, ..., Ay « .., am) .
2

a;=1 = a1=1 =2
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Como se veé, devido ao fator 61, e a soma em a1, a dependéncia com a;, que fora omitida em Fj ressurge na primeira
posicao, o que significa dizer que a coluna omitida na matriz ressurge na primeira coluna. Recolocando essa coluna de
volta & [-ésima posigdo, o que custa um fator (—1)" (justifique!), obtemos

b b
) 2a2 ) 2am
B ay = (-1)'det | : : = (—1)!A
ag, as, ..., @y, ..., am (—=1) de : . : = (-1)A.
bm b
) ay " ) a
Dessa forma, temos
m m
€a1a2"'am€a1b2"'bm = mA - E :A = A7 (35A6)
a1=1 =2
e concluimos que
b b
) 2a2 ) 2am
m
Z Caras-amCarby by = det
a1=1
b b
oom,, oom

Prosseguindo indutivamente, é facil generalizar isso e provar que

5b7v+1 5b7'+1

Ar41 Am

m m
Z cee Z Eal...a,.a7,+1...am€a1...a7,b7,+1...bm = rldet . . : . (35A7)
a;=1 a,=1

§bm cee §bm

Ar41 am

E. 35.12 Ezercicio. Prove isso! Para entender a génese do fator r! observe que para r = 2 tem-se, pelo mesmo proceder que levou
a (35.A.6),

m m m—1
S cararamEarbyty = mA =3 A = (m—(m—2)A" = 24", (35.A.8)
aj=1laz=1 =2
%30y e 873,
onde agora A’ = det C- : . A é o determinante de uma matriz (m — 1) x (m — 1), enquanto que A’ é o determinante
5b77.1, 5b7n.
a3 am

de uma matriz (m — 2) x (m —2). Devido a essa redu¢do do tamanho das matrizes, em (35.A.8) asomaem [vaidel=2atém—1e
possui m — 2 termos, como |3 indicado. Na soma em a3 haverd analogamente um fator 3 que se juntard ao fator 2 acima produzindo
3!, e assim por diante. Complete os detalhes. o+

E. 35.13 Ezercicio. Compare a expressdo (35.A.7) com as expressdes (4.7), (4.8) e (4.9), pagina 297, obtidas para o caso m = 3.
[

Usando o fato de que o determinante de uma matriz é igual ao de sua transposta, podemos substituir o determinante

brt1 bm,
g ary1 4 Ay
em (35.A.7) por det : . : . De acordo com a definicao de determinante de uma matriz, podemos assim
bry b
4 7+ am g am,
reescrever (35.A.7) como
m m
— plgbrrr L gbm
Z Z Carararpi-amCararbrprbm rlé ar, 4 ar,, . Clilmer (35.A.9)
a1=1 ar=1

com os indices [; variando no conjunto {r +1, ..., m}.
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35.B Composicao de Mapas de Hodge. Demonstracao de
(35.39)

Tomemos ¢ = ¢, ..; dz'* N--- Adz' € A"(M). Pela defini¢ao (35.36), pagina 1853,

i i _ Vel i J1 L —
i - (:}CT ((pil,,,irdI ARRRAN )) = ] Piy-in€ jl...jmﬂ,j{m—r (dx A ANdr )
(m—1r)!
_ |g| © E“ . ) I Im—r dIkl A A dIkr
(m _ 7")'7"' (SRS JiJm—r ky-ky
Agora, o
i1y JiJm—r — St Ji m—r
SRR TR S kyook, = € Egrrdm ke 0
sendo que, no caso de (i1, -, i, ,J1, *** Jm—r) serem indices distintos vale
i1 g1 Jm—r 010 QG J10 im—ra I . . . . 1
eh J1Im =g 1ay g g]l r+1 . .g]rn m5a1~~a7~ar+1~~~am — Slnal (217 e Ty J1, jm—’!‘)g

pois glo1 ... grar glrtarsy . gmam €ay é o determinante da matriz ¢**, do tensor métrico contravariante, que

CrGrg1tam
vale g~!. Assim, no caso geral tem-se

i dmer gl
€ = 8 i

Portanto,

:}Cm—r (}CT ((piyni,.dxil VANRERAN dIiT)) = @ 1

k1 ko
— Vs s e e dx™ A - Ndx™
g (mfr)!r!(p“m“ i g1 Jmer S Jm— kb

| | (_1)7“(m—r)

_ k o
g (m—n)y! Piyeviiy€j1evsgim—pir-win Eg o phr ok, AT A AT
5i1k - 5’i1k
1 T
35.4.9 —1)r(m=r) . .
517‘191 - 5z7vk7.

_1\r(m—r) i 4 i 3 a L L S
O fator ( '1)~ que sElrg.e na §egunda 1/1nh.a é dev1do a transformacao de 5“',,;17‘]1,,,37”77‘ em e i g, que envolve
a transposicao de m — r indices j sobre r indices 4, ao todo r(m — r) transposigoes, sendo que cada uma rende um fator
—1.

De acordo com a defini¢ao de determinante,

k1 oy
. . . — i1 P i
det Do =94 ki, 1) K, Elyoo,
8y e 8T
com os indices [; variando em {1, ..., r}. Assim,
511k1 Hk,.
. . = @, o . = = 7l
©4,..q, det S = ¥;.0,0 ki 0 Ky, Eli-ls Pryy ki, Claoly TPk key
57 6T

devido a antissimetria das componentes de ¢ por permutacoes de indices, Assim, finalizando, concluimos que

7 T g r(m—r . g r(m—r
J‘fmfr (J{T(QO)) = g{mfr (J{""(@iy"irdz LA Adx 7)) = %(1) ( )Sakl...krdxkl AR /\dl‘l€7 = |T=|(].) ( )QO,
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para todo ¢ € A"(M), o que estabelece que

Hyny o H, = %'(1)“””) id, .

Note-se que ‘E = +1, caso o tensor métrico seja Riemanniano, e ‘Tzl = —1, caso seja Lorentziano.

35.C Demonstracao de (35.41) e (35.42)

Sejam w = Lw, ..o, dz™ A Adz e ( = %!gbl___bT dz® A---Adxb elementos arbitrarios de A”(M). Entdo, pela defini¢io
de H, em (35.36), pdgina 1853,

\Y% g Wy, .. r C O ©Op j j
W A m—r (U{T(C)> = m l l)| ( (“T! e dr®t A - /\d:c‘“) Ar m—r (%ébl b g AT A /\d:c]mr)

Vgl bi-by . j .
= m (wa1~~~a7,Cb1~~~b,.5 1 7j1~~~jm_7~)d:ca1 A Adx® ANdxIP A ANdxdme

Renomeando os indices j1 — ar41, -+, Jm—r — Qm, Obtemos
A I . V g by by dr®™ A A dxom
W A, m—r T(C) - (r')Q(m — 7")' Wa,...a, Cbl"'brg Qg1 | OT e €L

Vsl

B brbr ai Am
= 7)' (wal-.-a,.c Ebl..-b7,a7,+1...a7,L)dx A ANdx .

(rh2(m —r
Observe-se agora que A™(M) 3 dz™ A--- Nda®™ =¢,, o dz' A--- Ada™. Assim,
1 ob, m
@ Arsmer (3:(0)) = Ei (“ara ") (bt s, Earva, ) VI A2 A A da™ . (35.C.10)
De acordo com (35.A.9)
Ebl"'bra7‘+1"'am,gal"'am = €a7‘+1"'am,bl"'br€a7‘+1"'ama1"'ar = (m - T’)' 551@11 T 5b7~al,. 5[1...[T
com os indices [ variando no conjunto {1, ..., r}. Inserindo isso de volta a (35.C.10), obtemos
1
W NAr,m—r (:}CT(C)> = W (wal...aTCall al"EllmlT) \/ |g| dIl A Adx™ (35.C.11)
e disso obtemos que
1 al- Ay m
W Aromr (%T(C)) = W0y, €A A A da™ (35.C.12)

pois (“1 " 4rg, = 7rI(* % devido a antissimetria das componentes de (. Isso demonstrou (35.41).

O lado direito de (35.C.12) é invariante pela troca w <> (, e disso obtemos que

@ Arim—r (3:(0)) = € Arm—r (36:())

que é a relagdo e (35.42), como desejdvamos.
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35.D Demonstracao de (35.50)

Vamos aqui obter a relacio (35.50), da pagina 1855, com w = w;dx’ € AY(M).

diw = dl (wadz®)
(55:48) 7% H,, 0d,,_10H; (wadl‘a)
#2.39) *ml(mgi_l),gfm odm—1 ( |g| wilsiljl.,,jmild:p]’l ARREWAY d:cj’”*l)
g
= g T i Y 0t (V]

g a ’L'14 41 ‘m—l
= mgjojl---jmlg{m[ ( gl g jowil)d:c“/\dx] A Ada?™ ]

ox?

g 0
= - g|(m — 1)!Ej()jl"'jvn—lgajl“'jm—lj{m [axa
(35.38) g gl 9
- - |g|(m _ 1)! €hog1-dim—15agr-jm—1 g Ao

(35;4.7) 1 15

~gon (VH).

que é a expressao desejada.

Capitulo 35

g’iljowil dle A A d$jm71)

( lg| gilj‘)wil) det Adx® A A dmm}

( g gilj"wil) det Adz? Ao Adz™
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