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J)a3  Banach e de Hilbert, assim como a teoria das dlgebras de Banach e C*. O assunto é de central importancia
em varias areas da Fisica e da Matemadtica, desde a Mecanica Quéantica e a Teoria Quantica de Campos até a
Teorla das Equagodes a Derivadas Parciais e a Mecanica Estatistica. O Capitulo 41, pagina 2348, é dedicado a teoria dos
operadores nao-limitados em espagos de Hilbert.

Na Segao 40.1 apresentamos nogoes basicas e demonstramos uma série de teoremas de importancia fundamental para
toda a teoria de operadores em espacos de Banach e de Hilbert: o Teorema BLT, o Teorema de Hahn-Banach, o Teorema
de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicagdo Aberta, o Teorema da Aplicagdo Inversa e o Teorema do Gréafico Fechado.
Na Segao 40.2 estudamos a teoria béasica de operadores em espacos de Hilbert. A Segéo 40.3 é uma introducéo as dlgebras
de Banach e as dlgebras C*, com uma certa énfase na teoria espectral dessas dlgebras. Na Secao 40.5 desenvolvemos um
pouco mais a teoria das algebras C* e discutimos sua relacdo com &lgebras de operadores em espagos de Hilbert. Na
Secao 40.6 especializamos a teoria espectral para o contexto de operadores limitados agindo em espagos de Banach e de
Hilbert. Na Secao 40.8 desenvolvemos a teoria dos operadores compactos em espagos de Banach e de Hilbert e obtemos
resultados gerais sobre o espectro de tais operadores, o Teorema da Alternativa e Fredholm o Teorema Espectral para
operadores compactos autoadjuntos em espagos de Hilbert e generalizagoes. A Secdo 40.9 é dedicada a demonstragao
do Teorema Espectral para operadores limitados autoadjuntos agindo em espacos de Hilbert. A Secao 48.3, pagina
2741, discute a relevancia desse teorema para a Fisica Quéantica. A Segao 40.10 introduz as nogoes de operador tracial
e de Hilbert-Schmidt em espagos de Hilbert separaveis, assim como a nogao de trago de operadores traciais. Diversas
propriedades e desigualdades sao obtidas.

H& uma grande quantidade de livros-textos dedicados aos temas aqui desenvolvidos. Uma lista muito limitada inclui
as referéncias [16], [19], [24], [73]-[74], [110], [114], [118], [119], [124], [61], [214], [368], [232], [255]-[258], [260], [282],
[358], [395], [402], [411], [442], [478] e [530].

e Operadores lineares

Um operador linear T : Dom(T) — W é uma aplicacio entre um espacgo vetorial! Dom(7") (o dominio de defini¢io de
T) com valores em um espago vetorial W tal que, para todo «, 8 € C e todo u, v € Dom(T) tem-se

T(u) + BT (v) .

Note-se que isso, em particular, implica T'(0) = 0. Como neste capitulo sé falaremos de operadores lineares, vamos
frequentemente omitir o qualificativo “linear” e falar apenas em operadores. Operadores lineares sao também denominados
“transformagoes lineares” ou “aplicagoes lineares”.

T(au + Bv)

IDaqui por diante sempre trataremos de espacos vetoriais sobre o corpo dos complexos.
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Notagao. Na teoria dos operadores lineares em espagos vetoriais é costume denotar-se T'(u) simplesmente por Tu. <

Em muitas circunstancias Dom(T") é um subespago linear de um outro espago vetorial V e existe interesse em estudar
extensoes lineares de T" a outros subespagos de V. E importante ao estudante mentalizar desde o inicio que a especificacao
de um dominio é parte integrante da definicao de um operador e que propriedades do mesmo dependem intrinsecamente
de propriedades de seu dominio. Tal fato é de crucial relevancia para o caso de operadores nao-continuos em espagos
vetoriais topoldgicos (vide, por exemplo, Capitulo 41, pagina 2348, para o tratamento de operadores lineares nao continuos
em espagos de Hilbert).

Na literatura, o conjunto imagem Im(7') C W de um operador linear T : Dom(7T) — W, é mais frequentemente
denotada por Ran (T") (notagdo essa que usaremos com maior frequéncia nestas notas), ou por R(T'), ou ainda mesmo
por Rp. Aqui, o simbolo Ran provém de “range” (“alcance”). O dominio de defini¢do de T' é também mais frequentemente
denotado por D(T') (notac@o essa que usaremos com maior frequéncia nestas notas) ou mesmo por Dr.

Nomenclatura. Se T : V — W, com D(T) =V, é um operador entre espagos vetoriais V e W é comum dizer-se que T
age entre V e W.

Neste capitulo iremos nos dedicar ao estudo de propriedades basicas de operadores lineares em espacos de Hilbert?,
especificamente, dos chamados operadores limitados. Algumas dessas propriedades podem ser estudadas em um contexto
mais geral como propriedades de operadores lineares em espacos vetoriais normados ou em espacos de Banach?, sem
referéncia a propriedades especificas de espagos de Hilbert, ou com mais generalidade ainda, no contexto de dlgebras
normadas, como algebras de Banach e algebras C*, objetos que definiremos e estudaremos no momento apropriado.

O estudo de aplicacoes lineares entre espacos vetoriais é de grande importancia em Matemaética e na Fisica, em
especial na Fisica Quantica. O maior papel, porém, é seguramente desempenhado pelas aplicacoes lineares entre espacos
normados, das quais falaremos agora.

40.1 Operadores Lineares em Espacos Vetoriais Normados

Sejam V e W dois espagos vetoriais normados, cujas normas serao denotadas por || - ||v e || - |lw, respectivamente. Por
exemplo V e W podem ser dois espacos de Banach ou de Hilbert, mas por ora ndo vamos requerer nada sobre a completeza
dos mesmos.

Um dos problemas bésicos da teoria dos operadores lineares entre espagos vetoriais normados é classifica-los de acordo
com caracteristicas que permitam associar-lhes propriedades comuns. Veremos varias dessas classificagoes ao longo destas
notas, a mais bésica, da qual trataremos a seguir, sendo a continuidade. Outras classificacoes que veremos, em particular
no contexto de espacos de Hilbert, sao a classificagao de operadores em limitados ou nao-limitados, fechados ou nao-
fechados, de fechaveis ou nao-fechdveis, de operadores autoadjuntos ou nao autoadjuntos, de operadores compactos ou
nao etc.

Os exemplos mais bem conhecidos de operadores sao as matrizes, que sao operadores entre espacos de dimensao
finita como V = C" e W = C™. Acreditamos que os estudantes destas notas ji tenham nogoes bem definidas sobre
matrizes mas, apesar disso, ou mesmo por isso, vale advertir que iremos aqui desenvolver a teoria de operadores entre
espagos vetoriais normados gerais, mesmo de dimensao infinitas e, por isso, muito da intuicao que desenvolvemos sobre
matrizes ndo é mais valida. Por exemplo, matrizes agindo entre C™ e C™ (com as normas usuais) sdo sempre operadores
continuos, um fato nao mais necessariamente verdadeiro para operadores lineares entre espagos vetoriais normados de
dimensao infinita. Tal é a origem de boa parte da dificuldades no estudo de operadores lineares agindo entre espagos
vetoriais normados em geral.

e Operadores continuos

Se V e W sao dois espagos vetoriais normados ambos sao espacos métricos com a métrica definida por suas normas e,
portanto, sao espacos topolégicos métricos. Consequentemente, ao falarmos de fungoes entre V e W coloca-se a questao da
continuidade dessas fungoes como funcoes entre dois espagos topoldgicos métricos. Essa questao é de grande relevancia,
pois em espagos vetoriais de dimensao infinita é muito frequente o aparecimento de operadores lineares nao-continuos.
De fato, na Mecanica Quantica, por exemplo, quase todos os operadores com os quais tipicamente lidamos, como os
operadores de posi¢ao e de momento, nao sao continuos. O ponto é que, como veremos, operadores nao-continuos podem

2David Hilbert (1862-1943).
3Stefan Banach (1892-1945).
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ter propriedades drasticamente diferentes das de operadores continuos.

Como V e W sao dois espagos métricos, valem as definigbes usuais de continuidade em espagos métricos. Assim,
dizemos que um operador T : V — W é continuo se

T ( lim :L'n) = lim Tz,
n—oo n—oo

para qualquer sequéncia convergente {x, },en em V. Note que, na dltima igualdade, o limite do lado esquerdo refere-se

a topologia de V enquanto que o limite do lado direito refere-se a topologia de 'W.

Equivalentemente (vide discussao & pdgina 1505) um operador T : V — W é continuo se para todo € > 0 e todo u € V
existir 0(¢) = § > 0 (eventualmente dependente de €) tal que ||Tu — Tv||w < € sempre que v for tal que |Ju — v||v < 4.

0 pode ser escolhido independente de u devido ao fato de T ser linear e continuo em 0. De fato, por T ser continuo em
0, para todo € > 0 existe d(e, 0) = d(e) tal que ||[Tv||w < e sempre que ||[v|ly < §(e). Segue disso que, para u arbitrario,
1Tw— Tollw = ||T(u—v)||lw < € sempre que ||u — v]|y < §(e). O que isso estd afirmando é que se T' é linear e continuo,
entao T é igualmente uniformemente continuo.

Adiante (vide por exemplo, pdgina 2159) veremos exemplos de operadores ndo-continuos. Passemos primeiro a uma
defini¢ao igualmente importante e que se mostrara equivalente a de continuidade.

e Operadores limitados

De grande importancia é também a seguinte definicao. Um operador T': V — W é dito ser um operador limitado se
existir uma constante M > 0 tal que para todo u € V tem-se

[Tulw < Mllullv .

Note-se que a constante M acima deve ser a mesma para todo u.
A seguinte proposicao tem importancia fundamental:

Proposigao 40.1 Um operador linear T agindo entre dois espagos vetoriais normados V e W € limitado se e somente
se for continuo. O

Prova. Seja T limitado, ou seja, tal que existe M > 0 satisfazendo | Tu||w < M|u||v para todo u € V. Seja € um nimero
positivo arbitrdrio e sejam u e v dois vetores de V tais que ||ju — v||y < /M. Entéo,
€

M

[Tu—Tollw = [|[T(u—v < Mllu—vlly < M = €.

Ml

Assim, adotando-se § = ¢/M vemos que T satisfaz a definigdo de continuidade.

Provemos a reciproca. Seja T continuo. Entao, vale que para todo € > 0 e todo u € V existe § > 0 tal que
|ITw — Tw||w < € sempre que v for tal que |ju — v||y < 4. Tomemos u = 0 e fixemos um e. Temos portanto que

[Tvllw <€

sempre que ||v||y < J. Lembremos que a constante ¢ independe de v e que sempre podemos escolher ¢ > 0.

Seja, entao, u um vetor nao-nulo arbitrario de V e seja

1)
v = ——u
Tullv
é claro que
1) 1)
lollv = H—u LR §
Tele “lly = Tallo

Portanto, para esse v vale | Tv||w < € e, entao

)

1)
= [Tl = HT<—“>H — T < e,
ullv Tllv ) [l
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ou seja,

€
ITullw < 5 llullv-

Definindo M := €/d, mostramos, entdo, que ||Tu|lw < M||u|lv para todo u # 0. Para u = 0 essa relagao ¢ trivialmente
satisfeita e, portanto, vale para todo u € V, mostrando que 7" é limitado. |

e Exemplo de operador nao-limitado. O funcional delta de Dirac

Vamos a um exemplo de um operador agindo entre dois espacos vetoriais normados e que nao é limitado e, portanto,
nao é continuo.

Seja V = C([—l, 1], C), o conjunto de todas as fungoes continuas no intervalo [—1, 1] C R com valores complexos e
adotemos como norma em V a norma L?:

1flle = [/ @) dx] P fectn o)

Seja W = C e adotemos em W a norma usual

Izlw =[], zeC.

Seja Ty : V — W o seguinte operador linear:
TOf = f(O) ;

que associa a cada fungdo f € C([-1, 1], C) o seu valor no ponto 0. Ty é denominado funcional delta de Dirac. E
elementar mostrar que Ty é linear. Mostremos que Ty, porém, nao pode ser continuo.

Para isso, seja g(x) uma fungdo de C([—1, 1], C) com a propriedade que g(—1) = ¢g(1) = 0 e que g(0) # 0. Para
n € IN defina

g(’IlI), para x € [—1/71, 1/”] )
up(z) =
0, de outra forma.

Como g foi escolhida de modo que g(—1) = g(1) = 0, é facil verificar que u,, € C([-1, 1], C) (por qué?).

funlly = [ [ o dx] R [ e ]

e, portanto, ||u,||v — 0 quando n — oco.

Temos que
1/2

Por outro lado Tyu,, = u,(0) = g(0) # 0 é constante, ou seja, ndo depende de n. Assim, temos que
Ty (lim wn) = To0 = 0,
n—oo
mas
lim Tou, = g¢(0) # 0,
n—oo

0 que mostra que Ty nao pode ser continuo nem, portanto, limitado.

E fAcil verificar que Ty também nao seria continuo se adotdssemos em V a norma LP (com p > 1):

1/p

il = [ rwra] L recr o).

E. 40.1 Ezxercicio. Complete os detalhes da prova dessa dltima afirmacio. o+
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Se, porém, adotdssemos em V a norma do supremo

[fllv = sup |f(2)],

z€[—1, 1]

entao T} seria continuo.

E. 40.2 Ezercicio. Complete os detalhes dessa ultima afirmac3o. "

Esses exemplos mostram mais uma vez que a continuidade de uma aplicacao depende das topologias adotadas.

e O espago vetorial B(V, W)

Sejam V e W dois espagos vetoriais normados, cujas normas serdo denotadas por || - ||v e || - |[w, respectivamente.
Denotamos por B(V, W) o conjunto de todos os operadores lineares continuos de V em ‘W.

O conjunto B(V, W) é um espago vetorial sobre os complexos. De fato, dados dois operadores quaisquer T e
U € B(V, W) podemos definir o operador o1 + SU, com «, 8 € C, como sendo o operador que associa a cada v € V o
vetor de W dado por aTv + fUw. E trivial ver que oT + BU é também um operador linear e que também é continuo.

Mais que isso, B(V, W) é um espaco vetorial normado, onde para cada operador T' definimos sua norma operatorial

||| como
[Tl

T = sup (40.1)
u€eV, u#0 HUHV
Notemos que o lado direito de (40.1) é finito pois T' ¢é limitado.
E. 40.3 Ezxercicio. Verifique que as propriedades que caracterizam uma norma sdo de fato satisfeitas pela definicdo acima. o+
Notemos também que se T' € B(V, W), entao para todo u € V vale que
[Tullw < [T Jullv -
E. 40.4 Exercicio. Por qué? "

Mais adiante veremos que se W for um espago de Banach, entao B(V, W) também é um espago de Banach em relagao
a norma definida acima. Esse fato é importante para toda a teoria dos operadores limitados em espagos de Hilbert e
abre caminho para a teoria das chamadas algebras de Banach e das chamadas algebras C*.

e Extensoes de operadores

Convidamos neste momento o leitor a reler a definigao do conceito de extensao de fungoes a pagina 61. Esse conceito
se aplica diretamente a teoria dos operadores lineares agindo entre espacos vetoriais.

Sejam V e W dois espagos vetoriais e T' : V — W um operador linear agindo entre eles. Suponha que V seja subespago
de um espago vetorial V'. Uma extensao do operador T' ao espago V' seria um funcao 7" : V' — W tal que T"(v) = Tv
para todo v € V. Se uma extensao T’ de T for também um operador linear de V' em W, entao T” ¢é dita ser uma extensdao
linear de T

Como veremos no Capitulo 41, pagina 2348, extensoes lineares desempenham um papel importante no estudo de
operadores nao-limitados em espagos de Hilbert.

e Ntcleo e imagem de operadores lineares

Para fixarmos notacao, introduzamos alguns conceitos de uso geral. Sejam V e W dois espagos vetoriaise T : V — W
um operador linear agindo entre eles. Definimos o nicleo de T por

Ker(T) := {ve V‘ Tv =0} .

E elementar demonstrar que T' ¢ injetor (“um-a-um”) se e somente se Ker (T') = {0}. A imagem de T : V — W é mais
frequentemente denotada por Ran (T'), ao invés de Im(7T'), e é definida por

Ran (T) = {we W| w = Tv para algum v € V} .
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E um exercicio elementar demonstrar que Ker (T") e Ran (T') séo subespacos lineares de V e W, respectivamente.

No caso de espagos vetoriais normados tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 40.2 Sejam V e W dois espagos vetoriais normados, com normas || - ||v e || - ||w, respectivamente, e seja
T:V — W um operador linear continuo. Entao, Ker (T') é um subespago linear fechado de V. O

Prova. E evidente que Ker (T) é a pré-imagem do conjunto fechado {0} C W e, portanto, serd fechado se T for continuo.
Uma outra prova mais direta é a seguinte. Seja v,, n € IN, uma sequéncia de elementos de Ker (T) que convirja a
v €V, isto é, v = lim,,_,o v,. Entdo, como T é continuo, tem-se Tv = T(limn_mo vn) = limy, 0o Tv, = lim,,_,, 0 =0,
provando que v € Ker (T). Isso estabeleceu que Ker (T") é um subespago fechado de V. |

e Isometrias entre espagos normados

Se V e W sdo dois espagos vetoriais normados (com normas || -||v e || - ||w, respectivamente), dizemos que um operador
T:V — W é isométrico (ou uma isometria) se valer

7ol = Tl

para todo v € V. E bastante evidente que vale a seguinte afirmacao: se T’ é isométrico, entao Ker (T') = {0}. E também
evidente que uma isometria T : V — W é limitada e, portanto, continua, com ||T|| = 1.

Se o dominio de um operador isométrico for um espaco de Banach, vale a seguinte afirmacao, que usaremos no que
segue:

Proposicao 40.3 Seja V um espaco de Banach com relagao a uma norma || - ||v e seja W um espago vetorial normado
com norma || - ||w. Seja T :V — W um operador isométrico. Entdo, Ran (T') é um subespago linear fechado de W e, em
verdade, é um espago de Banach com respeito a norma || - ||w- O

Prova. Seja v,, n € IN, uma sequéncia de elementos de V tal que Tv,,, n € IN, converge em W a um elemento w, ou seja,
w = limy,, 00 TV,. Isso implica que Tv,, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy em W e, portanto, para todo € > 0 existe
N(e) € IN tal que HTvn —TvaW < e sempre que n e m forem ambos maiores que N (e). Pela linearidade e isometria de T,
tem-se que HTvn—TvaW = HT(vn—vm)HW = an—vaV. Logo, concluimos que v,,, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy
em V e, como este é um espaco de Banach, concluimos que a sequéncia v,, n € IN, converge em V, ou seja, que existe
v €V tal que v = lim,,_,~ v,. Portanto, pela continuidade de T', temos que w = lim,_ o TV, = T(limnﬁoo vn) =T,
provando que w € Ran (T'). Isso estabelece que Ran (T") é um subespago fechado de W.

Suponhamos agora que wy,, n € IN, seja uma sequéncia de Cauchy em Ran (T'). Entao, para cada n € IN existe v, € V
tal que w, = Tv,. Assim, para todo € > 0 existe N(¢) € IN tal que € > ||wy, — wn||lw = [|Tvn — TUm|lw = ||vn — Umllv
sempre que n e m forem ambos maiores que N(e). Isso estabelece que v,, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy em V
e, portanto, converge a v € V. Agora, pela propriedade de isometria, lim,, o [|[Tv — wy||lw = limy, o0 [|[Tv — Ton||lw =
lim,, 0 || — v||v = 0, provando que a sequéncia wy,, n € IN, converge em W ao elemento Tv € Ran (T"). Isso estabeleceu
que Ran (T") é um espago de Banach com respeito a norma || - ||w. u

40.1.1 Espacos de Banach de Operadores

e O Teorema BLT

Vamos agora enunciar e demonstrar um resultado sobre extensoes lineares de operadores continuos que sera frequen-
temente usado adiante, muitas vezes até sem mengao explicita.

Muitas vezes nos é apresentado um operador limitado 1" agindo entre dois espacos vetoriais normados V e W, sendo
V um espaco métrico nao-completo, mas W sendo completo. Muitas vezes é 1util, conveniente ou mesmo necessério,
saber se é possivel estender o operador T' para um completamento V de V. Veremos mais abaixo aplicagbes em que tal
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procedimento é ttil. Sera isso sempre possivel? Serd a extensao também continua? E se o for, serd a extensao obtida a
tnica possivel?

O teorema seguinte nos dé condicoes suficientes para que uma tal extensao exista e seja Unica, a saber, basta que W
seja completo. Esse teorema é denominado por alguns autores de Teorema BLT (“bounded linear transformation”). Em
verdade, trata-se parcialmente de um caso particular do Teorema 32.13, pagina 1615, pois operadores lineares e continuos
s@o uniformemente continuos (verifique!).

Teorema 40.1 (BLT) Seja V um espago vetorial normado, cuja norma € denotada por || - ||v e seja W um espago
vetorial normado, cuja norma é denotada por || - |lw. Suponha que W seja completo na métrica definida pela norma
|- [w, ou seja, suponha que (W, II- ||W) seja um espago de Banach. Suponhamos também que V seja um subespago denso
de um outro espaco vetorial normado e completo \~7, com norma || - H\% e que a inclusdo v : V — Y seja uma isometria
(ou seja, que ||v|lv = ||v||y para todo v €V).

Entao, para todo operador linear limitado T :V — W, T' € B(V, W), eriste uma extensdo T:V—>W que também é
wm operador linear limitado, T € B(V, W), e tal que ||7~7HB(\~77 wy = ITlls(v, w). Fora isso, tal extensdo € a iinica com
as propriedades mencionadas. O

Comentdrios. No caso de funcionais lineares, encontraremos no Teorema 40.5, pdgina 2173, uma afirmagao semelhante & do Teorema 40.1
(exceto pela unicidade).

Notemos que a hipétese de V ser denso em V significa que para o fecho V de V C V na topologia de (\7, I| - ||\~7) tem-se V = V. Assim, para
cada 7 € V existe ao menos uma sequéncia v, € V que converge a ¥: limp_so0 lIg = vn||\~7 =0.

Um terceiro comentdario relevante é que, com as devidas adaptacoes, V pode ser tomado como o completamento canénico de V na norma
deste. &

Prova do Teorema 40.1. A demonstracao consiste em construir a extensao 7' e mostrar que a mesma satisfaz as propriedades
mencionadas. A primeira etapa é a construcao de T.

Como entendemos V como um subconjunto denso de \~7, todo elemento de V é limite de uma sequéncia de elementos
de V. Seja entdo xz € V e seja {zy tnen uma sequéncia de elementos de V que converge a . Como {z, }nen converge, é
uma sequéncia de Cauchy.

Seja y, = Tx, € W. Mostremos que {yn }nen é um sequéncia de Cauchy de elementos de W. De fato,
[ym —ynllw = [T (@m —zn)llw < [Tl w) llem = zallv = 1Tls0v0, w) [2m = 2ally -

Como {xy, }nen é uma sequéncia de Cauchy em \~7, o lado direito pode ser feito menor que qualquer ¢ > 0 dado, desde
que m e n sejam grandes o suficiente, mostrando que {y, }nen é de fato uma sequéncia de Cauchy de elementos de 'W.
O ponto crucial é que estamos supondo que W seja completo e, portanto, {yn}nem converge a um elemento de W que
chamaremos de y. Esse ¢ o ingrediente que nos permite definir 7' como sendo a funcdo que associa = a y:

T(x) =y,
ou seja, R
T(x) := lim Tx, .

n—o0
Um ponto légico que ainda tem de ser exibido antes de passarmos adiante é mostrar que essa definicao nao depende
da particular sequéncia {z, }nen adotada que converge a x € V. Para isso basta mostrar que se {z],},cw é uma outra
sequéncia que converge a x, entdo {17z, }nen também converge ao mesmo y. A demonstracao disso estd nas seguintes
desigualdades. Seja y’ o limite de {T'z!, }nenw (que existe pelos mesmos argumentos acima). Entao

ly=y'llw = |(y=Tan)+T(n— =)+ (Tl — 9|,y

<y = Taalw + | T(2n = 23) [y + 1T = ¢'llw

< Ny =Taallw + 1T lls v, w) lzn — 2 llp + 1T, — ¥ llw-
= Ny —Tzallw + 1T, w) [|(zn — 2) = (2], = 2)[| + T2}, — ¥/ llw
< Ay =Taallw + 1T e, w) (lon — zllp + 2y, — 2ll5) + 1725, — y'llw- (40.2)
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E f4cil agora ver que, pelas hipdteses, cada um dos termos da ultima linha vai a zero quando n — oo, mostrando que
ly — ¥'|lw = 0 e que, portanto, y =y’

Assim, T estd bem definido como uma fungao de V em W. Temos agora que mostrar que: 1° T é uma extensio de
T; 20 T ¢ linear; 32 || T 5, vo) = 1Tl 5 v, w)-

Provemos 1 com a observagao que cada xz € V é identificado em V com a sequéncia constante z,, = x.

T(z) = lim Tx, = lim Te =Tz,

n—oo n—oo

mostrando que T e T coincidem em V.

Para mostrar a linearidade notemos que se {u,, € V},en converge a u € Ve {vn, € V}n,en converge a v € V, entdo
{auy, + Bv, € V}nen converge a au + Sv.

E. 40.5 Ezxercicio. Se isso n3o é ébvio para vocé, complete os detalhes. "
Dai, segue imediatamente que
T(ou+ Bv) = lim T(au, + Bv,) = a lim Tu, + B lim Tv, = oT(u)+ BT (v) ,
n—oo n—oo n—oo

estabelecendo a linearidade de 7.

Passemos & demonstragdo do ponto 3. Pela continuidade da norma (vide pdgina 2112) temos que para todo x € Ve
toda sequéncia x,, de elementos de V que converge a x, vale

ITz|w = H lim Tz, = lim [[Tza)w < |75, w) (Hm Hanv)

n—o0 W n—oo n—oo

= I, w) || fim @a| = 1Tl w) llalls
o que demonstra que T é limitado e que ||T||B(\~7 wy SNl w v, w)-

Tem-se, porém, que, pela definicao de norma operatorial,

2 |1 Tullvo | Tullw [Tullw

1Tl 55, vy = su > = = I Tlls v, w)

BOW) T Gse Tulle T oweviuzo Tullv  ueviuzo [ullv vew)

o que demonstra que HTHB(\? w) = [Tll5(v, w), estabelecendo, assim, a igualdade HT||B(\~7 wy = 1T llBv, w)-

A unicidade decorre da observacio que se T’ € B(\}, W) também estende isometricamente T', entao T’ — T é nulo

sobre V. Se v € Vew, € V. n € IN, é uma sequéncia aproximante de V, entdo, pela continuidade, H(T’ - T)’DH@ =

lim,, 00 H (T’ - T) Up,

5= 0, implicando 7" = T. [ ]

e Completamentos de subespacos de espagos de Hilbert com relagao a outras normas

Encontraremos diversos usos do Teorema BLT, Teorema 40.1, pagina 2162. Um dos mais simples e relevantes, e que
sera evocado adiante, é expresso na seguinte afirmagao:

Proposigao 40.4 Seja 3 um espago de Hilbert dotado de um produto escalar (-, -)4; e de uma norma || - ||s¢ associada
a esse produto escalar. Seja A um subespaco de H onde estd definido um outro produto escalar (-, -), cuja norma
correspondente seja || - ||.a e suponhamos que exista uma constante C > 0 tal que valha ||u|l5 < C|lul|la para todo u € A.
Entao, existe um subespago linear H 4 de H que € um completamento de A na norma || -||a e € um espago de Hilbert na
extensao do produto escalar (-, -) , a Ha. O
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Comentdrio. No enunciado acima, A C H ndo é necessariamente fechado na topologia induzida pela norma || - ||3¢, mas pode ser denso em H
nessa norma. *
Prova da Proposicdo 40.4. Seja A o completamento candnico de A em relagdo & norma || - || 4. Denotamos a norma em A
por || - || 7. A inclusao ¢ : A — A ¢é evidentemente isométrica, no sentido que HL(u)H;l = |ju||.4 para todo u € A.

Seja j : A — H ainclusdo A 3 u — j(u) = u € H. Trata-se de uma aplicagdo linear e continua, pois H](U)HH =
[lullsc < C|lu|la para todo u € A. O Teorema BLT, Teorema 40.1, pagina 2162, garante a existéncia de uma extensao

linear j : A — H, igualmente continua, e tal que ||| = ||]|.

A imagem j(fl) C H é um subespaco linear de H que denotamos por H 4. E claro que H 4 é fechado na topologia da
norma || - || 7 e é um completamento de A C H em H segundo essa mesma norma. O produto escalar (-, -) , de A pode
ser estendido por continuidade a H 4, fazendo de H 4 um espaco de Hilbert. |

e B(V, W) é um espago de Banach se W o for

J& vimos que se V e W sio espagos normados, com normas | - [|v e || - ||w, respectivamente, entdo B(V, W), o espago
vetorial dos operadores continuos agindo entre V e W, é também um espago normado, com a chamada norma operatorial

Tu
IT| = sup m, T e BV, W) . (40.3)
wuEV, u#0 ||u||V
B(V, W) é um espago métrico na métrica definida por essa norma. Essa topologia métrica definida em B(V, ‘W) pela
norma operatorial é denominada topologia uniforme.

Vamos mostrar aqui o seguinte teorema, de grande importancia na teoria dos operadores limitados em espagos de
Hilbert e que abre caminho para a teoria das chamadas algebras de Banach e para as chamadas dlgebras C*.

Teorema 40.2 Seja V um espago vetorial normado, cuja norma é denotada por || - ||v e seja W um espago vetorial

normado, cuja norma € denotada por || - ||w. Se W é completo, ou seja, se € um espago de Banach, entao B(V, W) é
também um espago vetorial normado completo, ou seja, € um espago de Banach, para a norma (40.3). O

Esse teorema pode ser entendido como uma restrigdo do Teorema 24.2, pagina 1323, a fungdes lineares (operadores
lineares). De fato, sua demonstracao segue daquele teorema se adicionarmos a prova (como faremos abaixo) que o limite
uniforme de operadores lineares é novamente um operador linear.

Prova do Teorema 40.2. O que temos que mostrar é que se A,, n € IN, for uma sequéncia de Cauchy em relagao a métrica
definida pela norma operatorial, entao A, converge nessa métrica a um operador que também é linear e limitado, ou
seja, também um elemento de B(V, W). A estratégia que seguiremos, como na demonstragao do Teorema BLT, é exibir
um candidato a ser o limite da sequéncia A,,, mostrar que esse candidato é um operador linear e continuo e, por fim,
mostrar que ele é, de fato, limite dos A,’s na topologia uniforme.

Seja, entao, A,, n € IN, uma sequéncia de Cauchy em relagao a métrica definida pela norma operatorial. Portanto,
para todo € > 0 existe N(¢) tal que para todo m, n > N(e) tem-se || A, — Ay <e.

Seja x € V e seja a sequéncia em W dada por
Yn = Anx .

E f4cil mostrar que Yy, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy em W. De fato, se m, n > N(e),
[ym = ynllw = [[Amz — Anzllw = [(Am — An)zllw < [[(Am — An)[l lzllv < €llz]lv

mostrando que y,, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy.

O ponto crucial é que fizemos a hipdtese que W é um conjunto completo. Assim, a sequéncia ¥, converge a um
elemento de W que denominaremos y. Como cada y, depende de x, o vetor y também depende de x, que é um vetor
arbitrario de V. Definimos, assim, A : V — W como sendo a fungao que associa cada x € V ao vetor y € W correspondente:

Alz) =y,
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ou seja,
A(z) = lim A,x,
n—oo
onde o limite é entendido na topologia métrica de W definida pela norma || - ||w-.

Essa fungdo A é nossa candidata a ser o limite da sequéncia A,, n € IN, na topologia uniforme. Para tal, temos de
demonstrar que: 12 A é um operador linear; 22 A é um operador limitado e, portanto, um elemento de B(V, W) e 32 A
é o limite da sequéncia A,, n € IN, na topologia uniforme.

Prova de 1. Pela definigao, para quaisquer a, 8 € C e quaisquer u, v € V,
A(au+ fv) = lim A,(au+ fv) = « lim Au+ 8 lim A,v = aA(u) + BA(v)
n—oo n—oo n—o0

provando a linearidade de A.

Prova de 2. Para provar que A é limitado (e, portanto, continuo) precisamos antes mostrar que a sequéncia de
ntmeros reais positivos || 4,||, n € IN, converge.

Para tal, fazemos uso da desigualdade (3.24), pdgina 268. Temos
[ FAm [l = 1 An][ | < [|Am — An]] .

Assim, se o lado direito é menor que € para m e n > N(¢), o lado esquerdo também é, provando que ||A,]|, n € IN, é
uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Como R é completo, essa sequéncia converge a um ntimero que chamaremos
A >0.

Assim, usando a continuidade da norma (vide pagina 2112),
JAzl = || lim Ay, = lim [Apelh < (T [4a]) 2]y = Alallv,
n—oo n—o0 n—o0

que mostra que A é limitado e, portanto, continuo.

Prova de 3. Acabamos de mostrar que A é um elemento de B(V, W). Resta apenas mostrar que A é o limite dos
A,’s na topologia uniforme.

Para qualquer n e qualquer = € V, tem-se pela continuidade da norma que

A~ e = | ], = i h Al < (i B~ el
Assim,
A- A,
A=A, = sup It J7he oy 1A — Al -
z€V, z£0 ||IHV m—00

Como A,,, n € N, é uma sequéncia de Cauchy, vale para qualquer € > 0 que ||A,, — A, || < € sempre que m e n > N(e).
Assim, limy, 00 || Am — Anl|| < € sempre que n > N(e). Logo, pelo que mostramos, ||A — A4, < e sempre que n > N(e),
o que diz que A é o limite dos A,’s na topologia uniforme, como queriamos provar. |

40.1.2 O Dual Topolégico de um Espaco de Banach

Seja V' um espago vetorial sobre corpo C. Uma aplicacao | : V' — C, definida sobre todo V, é dita ser um funcional
linear se

oz + By) = al(z) + Bl(y)
para todo x, y € V e todo «, 8 € C.

O conjunto de todos os funcionais lineares de V em C é denominado espaco dual algébrico de V' e denotado V'. O
conjunto V' é feito um espago vetorial (sobre C), por meio da seguinte relagao:

(al + pm)(z) = l(az) + m(Bx) ,

paratodolem € V' ; «a, B € Cetodox e V. O vetor nulo de V’ é o funcional linear que associa trivialmente todo
vetor de V' a zero: I(z) =0, Vz € V.
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Seja X um espaco de Banach. O conjunto de todos os funcionais lineares continuos sobre X é dito ser o dual topoldgico
de X. O dual topolégico de X serd denotado nestas notas por XT. Note-se que Xt c X",

Pela sua defini¢do, podemos identificar X' com o conjunto B(X, C). Isso leva-nos a concluir que X' é igualmente
um espago normado com a norma

Illx+ = sup e)] . (40.4)
zeX, z#0 HxHX
Mais que isso, o Teorema 40.2, pagina 2164, diz-nos que X' é também um espaco de Banach em relacio a essa norma.
Consequentemente o espaco (X 1), o dual topolégico de XT, é igualmente um espago de Banach, e assim por diante.
(XN é por vezes denominado o dual (topoldgico) duplo de X ou bidual (topoldgico) de X. Podemos nos perguntar qual
a relagdo entre esses espagos.

De maneira geral podemos sempre identificar X com um subconjunto de (XT)T, no seguinte sentido: existe uma
aplicagdo injetora de X em (XT). Denominemos essa aplicagdo D : X — (XT)T. Podemos defini-la da seguinte forma.
Se z € X definimos D(z) como sendo o elemento de (XT)T que a cada | € XT associa o nimero [(z):

D(x)(l) = () .

E fécil verificar que D ¢ linear e injetora, ndo o faremos aqui. Que D(z) ¢ continuo segue do fato que |D(z)(1)| = |I(z)| <
llz|lx ||l xt, que mostra que D(x) é limitado. E uma consequéncia do Teorema de Hahn-Banach, mais precisamente, a
Proposicao 40.8, pagina 2174, que D é uma isometria, ou seja,

D)l (xtyr = llllx - (40.5)

E. 40.6 Ezxercicio. Prove essa afirmac3o usando a Proposicio 40.8. Essa afirmacdo € um caso particular da Proposicio 40.20,
pdgina 2193. o,

e Espacgos reflexivos

Essas observacoes dizem-nos que, em um certo sentido, podemos considerar X como um subconjunto de seu bidual
topoldgico (X1)T, pois D(X) c (X)!. Quando estudamos o dual algébrico de espacos vetoriais (secio 2.3.2, pagina 192 e
seguintes) demonstramos um teorema (Teorema 2.13, pdgina 197) que afirma que o bidual algébrico de um espago vetorial
V' de dimensao algébrica infinita é sempre estritamente maior que V. No caso do bidual topolégico de espagos de Banach
isso ndo é mais necessariamente verdade, pois hé espagos de Banach que possuem a propriedade que D(X) = (X H.
Tais espagos sao denominados espacos reflexivos.

Os espagos LP(R, dx) com 1 < p < oo sio reflexivos pois (LP(R, dz))t = LY(R, dr) com p~' + ¢~ = 1, de onde
segue facilmente que ((LP(R, dz))")’ = LP(R, dz) (por qué?). Para uma prova que (LP(R, dz))f = LY(R, dz) vide, por
exemplo, [409]. Os espagos L}(R, dz) e L°°(R, dx) ndo sao reflexivos. Na Proposicio 40.7, pagina 2168, provaremos
que os espagos £,(IN) de sequéncias p-somdveis com 1 < p < co sio reflexivos e que £,(IN)T, o dual topolégico de £,(IN),
e 0 espago £4(IN) com % + % = 1 podem ser identificados.

Um fato importante é que todos os espacos de Hilbert sao reflexivos. Isso segue do Teorema da Representacao de
Riesz (Teorema 39.4, pdgina 2121) e de algumas consideragoes simples, como mostraremos agora.

e Espacos de Hilbert sao reflexivos

O Teorema da Representagao de Riesz (Teorema 39.4, pagina 2121) afirma que se H é um espaco de Hilbert e | € 3T
é um funcional linear continuo agindo em J, entdo existe um e somente um elemento ¢; € H tal que I(x) = (¢, x) para
todo z € H. Vamos denominar por R : Ht — H a funcio que associa cada | € KT a seu vetor ¢ € H:

I(x) = (R(U), =), VeeXH. (40.6)

O Teorema de Representacao de Riesz diz-nos que R é injetora. De fato R : T — 3 é também bijetora pois é sobrejetora.
Para ver isso, notemos que se ¢ € H, entdo H > = — f(x) = (¢, x) define um funcional continuo em H e, portanto,
R(f) = ¢, mostrando que todo elemento de H estd na imagem de R.

Devido as propriedades do produto escalar, R é uma aplicagdo antilinear, ou seja,

R(ad + Bl = aR(l) + BR()
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para todos «, 5 € C e todos [, I’ € H*, pois devemos ter
(al + pl')(z) = al(z)+ Bl'(z)
e, com a antilinearidade de R temos de fato
(al + BU)(z) = (R(ad +BU'), z) = (@R(Q) + BRI, 2) = a(R(), z) + BR('), z) = al(z) + Bl'(z)

como desejado.

Com essas observacoes é ficil ver que o espaco HT é um espaco vetorial com produto escalar, dado por
(I, m)ger = (R(m), R()) = m(R()) . (40.7)
Repare a ordem invertida!

E. 40.7 Exercicio. Mostre que todas as propriedades de produto escalar estio satisfeitas. o,

Com essa definicao de produto escalar podemos introduzir em ' uma norma, que denotaremos provisoriamente por
lills, dada. por

U = VRO, RA)) = (RO -
Para mostrar que H' é um espaco de Hilbert precisamos mostrar que o mesmo é completo em relacio a essa norma Il 11
A chave para isso é mostrar que as normas || - ||1 e || - [l9¢+ (definida em (40.4)) s@o iguais e lembrar que pelo Teorema
40.2, pagina 2164, H' é completo em relagdo & norma || - [|5+-

Proposicao 40.5 Sejam H um espaco de Hilbert e H' seu espaco dual topoldgico. Entdo, a norma ||-||; definida acima
e a norma || - |9t sdo iguais. O

Prova. Seja | € H'. Queremos provar que ||I||1 = ||I||5i. Se I = 0 a identidade é trivial. Seja [ # 0. Pela defini¢io

L M@ RO RO RO
Moo = i Tl aediine o = gy O = e

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se para = # 0

R(), = RO ||z
[(R(), )] < [ROI=ll 1RO -
[l [l
Logo,
I(x R(), =
o = sup LN gy JROT gy =y
v, z20 ||| vest, zz0 2]l
provando que ||I||s¢i = |[I]]1- |

Isso diz-nos, entdo, que H' é nio apenas um espaco com um produto interno, mas é completo em relacdo a norma
definida por esse produto interno, pois essa norma coincide com a norma || - |[s¢+ em relacdo & qual HT é completo pelo
Teorema 40.2, pagina 2164. Em resumo: K é também um espaco de Hilbert!

Vamos com isso mostrar agora que H é reflexivo.

Proposicao 40.6 Se H é um espaco de Hilbert, entdo D(H) = (KN, ou seja, todo espaco de Hilbert é reflexivo. O

Prova. Acabamos de ver que se H é um espaco de Hilbert, entdo H' e, consequentemente, (H')" também sdo espacos de
Hilbert.

J4 vimos acima que R : H' — H é uma aplicacdo antilinear bijetora. Assim, possui uma inversa R™1 : 3 — '
que também é antilinear e bijetora. Como H' é também um espaco de Hilbert, segue pelo Teorema da Representacio
de Riesz (Teorema 39.4, pagina 2121) que também existe uma aplicacdo antilinear bijetora 8 : (H")t — 3t com uma
inversa 81 : At — (M T igualmente antilinear e bijetora.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2168/2825

Por analogia com (40.6), vale que para todo J € (H")! e todo I € H' que

Note que, por (40.7),

Como 87! e R~! sdo ambas antilineares e bijetoras, a composicio 8§71 o R™! : H — (H) é linear (por qué?) e
bijetora. Podemos verificar que 87! o R=! ¢, em verdade, igual a D pois, para todo | € H' e todo = € I,

(8_1 o R_l(x)) 1)

<S(8_1 o fR_l(ac)), Z>

T

= D)), (40.8)
provando que 8 ' o R™! = D. Assim, como § ' o R™! ¢ bijetora, D também o é, mostrando que D(H) = (HH)T. |
E. 40.8 Ezercicio. Vocé entendeu mesmo todas as passagens de (40.8)7 o,

e Dualidade e reflexividade nos espagos ¢,(IN) de sequéncias

Os espagos de sequéncias p-somédveis £, (IN) foram definidos na Secdo 24.5.1, pagina 1327, onde provamos ser vilida a
desigualdade de Holder:

oo oo 1/p %) 1/q
> laallbs] < (Zlai|p> <Z|bz‘|q> < llallp[bllg , (40.9)
=1 =1 1=1

para todos a € €,(IN) e b € £,(IN) com % + % =lel<p<oo 1<q<oo. Vide (24.43) ou (24.47).

Aqui demonstraremos a seguinte afirmagao:

Proposigao 40.7 Para todo 1 < p < oo existe uma correspondéncia biunivoca e isométrica entre Ep(]N)T, o dual to-
poldgico de £,(IN), e o espago £4(IN) com % + % = 1. Isso implica que os espagos de Banach £,(IN) com 1 < p < oo sdo

reflexivos, ou seja, vale £,(IN) = (Ep(]N)T)T para todo 1 < p < oo. O

Prova. ~Sejam daqui por diante 1 < p < 0o e 1 < g < oo relacionados por % + % =1. Paraa € {,(IN) e b € £,(IN), a
€XPressao

Zb(a) = ibkak (40.10)
k=1

define um funcional linear continuo em £, (IN) pois, pela desigualdade de Hélder (40.9) vale |Iy(a)| < ||b]|q |la||p, provando
que [, é limitado com |/ly|| < ||b]|,- Vamos agora provar que a todo elemento de £,(IN)T corresponde um elemento de
ly(IN).

Seja e;, j € IN, a sequéncia cujo j-ésimo elemento vale 1, os demais sendo nulos: (e;); = &;;. E claro que para todo j
vale ej € £,(IN) para todo p e é claro também que para todo a € £,(IN) vale
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sendo que a convergéncia de ZZZI arer para n — oo se dé na topologia de ¢,(IN). Assim, se [ é um funcional linear

continuo para £,(IN), vale
n n
l(a) = l(ﬂ{{g@;%%) = 7}1—>H;o;lkak ,

onde Iy, :=I(ex).

Desejamos agora provar que a sequéncia lx, k € IN, é um elemento de ¢,(IN). Para isso tomemos a € ¢,(IN) da forma

0, sely =0,
ap = llg]?2, selpy#0el<k<N,
0, se k>N,

onde N € IN. E claro que essa sequéncia pertence a £,(IN), pois apenas um ntimero finito de seus elementos é nao-nulo.

Para tal a vale
n N N
. 3 — — q
l(a) = nli}l{:o];lkak = ;lkak = ;UH .

Como, por hipdtese, | é um funcional linear limitado, vale |{(a)| < ||| ||a]l, para todo a € £,(IN). Para o a escolhido
acima, tem-se
! !

lall, = LZ: Iaklpr = LZ: Ilklp(q”] = Léllkl‘]]

Provamos, portanto, que

N »
= i@ < [iHall, = 1] [Z Ilqu] :
k=1

N
Dol
k=1

Isso implica

N 7
[Z Ilqu] < [l
k=1

Como o lado direito independe de N, essa desigualdade é preservada no limite N — oo, estabelecendo que a sequéncia
I ¢ um elemento de ¢,(IN), com norma menor ou igual a |||

As diversas consideragdes acima estabeleceram que todo funcional linear continuo I € £,(IN)T é da forma (40.10) para
algum b € £,(IN) com ||b]|, = ||{|| e que, portanto, existe uma correspondéncia bijetora e isométrica entre £,(IN) e £,(IN).

Segue facilmente disso que ¢,(IN) = (ﬁp(]fo)Jr para todo 1 < p < oo. |

40.1.3 O Teorema de Hahn-Banach e Algumas Consequéncias do Mesmo

A existéncia de funcionais lineares em espacos vetoriais satisfazendo certas propriedades e de extensoes dos mesmos é um
assunto recorrente na Anélise Funcional. Um papel de central importancia no estudo desse tipo de questao é o Teorema
de Hahn*-Banach®, ao qual dedicamos a presente segdo. Antes de enunciarmos esse teorema (em suas varias formas),
lembremos algumas nogoes referentes a funcionais definidos em espagos vetoriais reais.

e Funcionais subaditivos, sublineares e convexos

Seja V um espaco vetorial real. Um funcional real A : V' — R ¢ dito ser

1. positivo-homogéneo se h(\x) = Ah(x) para todo € V e todo A > 0,

4Hans Hahn (1879-1934).
5Stefan Banach (1892-1945).
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aditivo se h(z +y) = h(z) + h(y) para todos z, y € V.

subaditivo se h(x + y) < h(x) + h(y) para todos z, y € V,

supaditivo se h(z +y) > h(z) + h(y) para todos z, y € V,

sublinear se for positivo-homogéneo e subaditivo,

sup-linear se for positivo-homogéneo e supaditivo,

linear se h(ax + By) = ah(z) + Sh(y) para todos z, y € V e todos «, B € R,

convexo® se h(ax + (1 — a)y) < ah(z) + (1 — a)h(y) para todos z, y € V e todo o € [0, 1],

© X N o e W N

concavo se h(az + (1 — a)y) > ah(z) + (1 — a)h(y) para todos z, y € V e todo a € [0, 1].

Se h: V — R é sublinear, entdo é convexo, pois se « € [0, 1], vale
subaditividade homogeneidade positiva
h(az + (1 — a)y) < h(azx) 4+ h((1 — a)y) = ah(z) + (1 —a)h(y) .
Analogamente, se h é sup-linear, entao é concavo. A reciproca nao é necessariamente verdadeira. Por exemplo, h : R — R
dada por h(x) = 22 é convexo, mas nao é subaditivo, nem positivo-homogéneo.

Note-se que uma seminorma (ou uma norma) em V é um funcional positivo-homogéneo e subaditivo e, portanto, é
sublinear e, consequentemente, convexo.

O Teorema de Hahn-Banach, que apresentaremos a seguir, aplica-se a funcionais convexos e, portanto, abrange
também os funcionais sublineares, seminormas e normas. Desde seu surgimento entre 1927 e 1929 esse teorema revelou-
se rico em consequéncias fundamentais, algumas das quais discutiremos no contexto de espagos normados e de Banach.
Como veremos, o Teorema de Hahn-Banach garante condigoes suficientes para a existéncia de extensoes de funcionais
lineares e tem uma versao para espacos vetoriais reais e uma generalizagdo para espacos vetoriais complexos. Essa
segunda versdo é devida a Bohnenblust” e Sobczyk® e data do ano de 1938°. Para uma descricao histérica do Teorema de
Hahn-Banach, vide [114] ou Lawrence Naricia and Edward Beckenstein “The Hahn-Banach theorem: the life and times”,
Topology and its Applications 77, 1953-211 (1997).

e Existéncia de extensoes majoradas por funcionais convexos

O seguinte lema, que desempenhara um papel decisivo na demonstracao do Teorema de Hahn-Banach, ensina-nos que
todo funcional linear definido em um subespaco de um espago vetorial real e que é majorado por um funcional convexo
globalmente definido, possui pelo menos uma extensao global que também é um funcional linear e também é majorado
pelo mesmo funcional convexo.

Lema 40.1 Seja V um espaco vetorial real e seja f1 : Vi — R um funcional linear definido em Vi, um subespago proprio
de V. Suponha que exista um funcional convezo p : V- — R tal que f1(y) < p(y) para todo y € V1. Entdo, pare cada
z & Vi, ndo-nulo, existe um funcional linear fo : Vo — R, definido no subespaco Va, gerado por Vi e por z, tal que fo €
uma extensao de f1 (ou seja, fa(y) = f1(y) para todo y € V1) e satisfaz fo(w) < p(w) para todo w € Vs. O

Prova do Lema 40.1. Vamos tomar um vetor ndao-nulo z ¢ Vi, doravante fixo, e denotar por V5 o subespaco gerado pelos
vetores de V; e z. Definamos f5 : V5 — R por

falaz+y) = aF + fi(y) (40.11)

para todo o € R e todo y € V1, onde F' é uma constante arbitraria a ser especificada mais abaixo. Notemos que devido
a linearidade de f;

Bllz+y) +(@z+9)) = hlla+a)z+w+y) “EY (@+a)F+ Ay +y)

= (aF + f1(y)) + ('F + /1(y)) = falez +y) + fald'z+ ),

6A teoria das funcdes concavas e convexas é estudada no Capitulo 5, pagina 309.

"Henri Frederic Bohnenblust (1906-2000).

8 Andrew F. Sobczyk (1915-1981).

9H. Bohnenblust and A. Sobczyk, “Extensions of functionals on complex linear spaces”, Bull. Amer. Math. Soc. 44, 91-93 (1938).
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o que mostra que fo é aditiva. fy é também linear, pois fa (ﬁ(az + y)) = fa(Baz + By) = BaF + Bf1(y) = Bfa(az +y)
para B € R.

E também claro (tomando o = 0) que fa(y) = f1(y) para y € Vi, o que significa que fo estende fi a Va. Sobre a
constante F' notemos, tomando y = 0, que F' = f3(z), ou seja, fixar F fixa fy em z.

Fixaremos F' impondo a condicdo que fa(w) < p(w) para todo w € V5. Assim, para todo a € R e todo y € V;
desejamos que
aF + fi(y) < plaz+y). (40.12)

Para a = 0 a relagdo f1(y) < p(y) seria satisfeita por hipétese. Para o > 0 e y € V4 arbitrérios, (40.12) implicaria

1 1
F < = _ -
< —plaz+y) = —fily)
e para a < 0 e y € V; arbitrérios!?,
1 1
F > =plaz+y) - —fi(y) -
a a

Reciprocamente, se ambas essas condigoes sao satisfeitas, valerd também (40.12) para todo o € R e todo y € V4.

E claro que existird um F' satisfazendo ambas as condicoes se e somente se valer

1 1 1 1
Azt y) - —ily) < yp(/\’z +y') - Yfl(y/) (40.13)

para todos A, X' > 0 e todos y, vy’ € V1. Mas essa desigualdade é verdadeira, pois

1 I AN N A
Xf1(y)+yf1(y) = ( WV )fl ()\+)\,y+)\+)\,y

At N Y X,
( AN )f1 (m@”z”ﬂx@ +X7)
hipétese >\ + >\/ >\/ >\ , ,

< _

= < W >p<>\+>\’(y AT “Z))

convexidade A+ N N A ’ ’
> _
- < VY >{>\+>\'p(y A+ P T

o que implica (40.13). Assim, F pode ser escolhido de modo que

1 1 1 1
—p(—=A — < F < inf —p(N " — = ! 40.14
A><S),ufev1 _)\p( z4+y) + )\fl(y)} = F< if [A,p( z+vy) )\,fl(y )] ; ( )
e (40.12) valerd, ou seja, teremos f2(w) < p(w) para todo w € Va. |

Note o leitor que (40.14) ndo-necessariamente implica uma escolha tinica para F', mas isso ndo importa, pois o Lema
40.1 nao fala em unicidade, nem a mesma é esperada sob as hipéteses consideradas.

Outros teoremas de separacdo, como o acima, para regides convexas em espagos vetoriais reais e sua relagao com o
Teorema de Hahn-Banach podem ser encontrados em [255].

e O Teorema de Hahn-Banach para espagos vetoriais reais

O que fizemos com o Lema 40.1 foi estender f; a um funcional linear f; definido em um subespago V-2 que adiciona a
V1 uma dimenséao extra gerada por um vetor z ¢ V4 e de modo a preservar a majoracao pelo funcional convexo p. Vamos

10A desigualdade se inverte devido ao sinal de a.
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agora mostrar como esse fato implica a existéncia de um funcional linear definido em todo V', estendendo f; e também
majorado por p. Esse é o conteido do célebre Teorema de Hahn-Banach.

O Teorema de Hahn-Banach ensina uma condicao suficiente para que um funcional linear definido em um subespaco
tenha uma extensdo ao espaco todo. A condicao é a existéncia de um funcional convexo que o majore. Na pratica da
Anélise Funcional é muito importante conhecer condigoes sob as quais a existéncia de extensoes globais de funcionais
lineares possa ser garantida, dai a importancia de teoremas de extensao, como o de Hahn-Banach. Como veremos, o
mesmo conduz a resultados nao-triviais, por exemplo na teoria de espacos de Banach.

Teorema 40.3 (Teorema de Hahn-Banach para espacos vetoriais reais) Seja V' um espago vetorial real e seja
f1: V1 — R um funcional linear definido em um subespago Vi de V. Suponha que exista um funcional convezop:V — R
tal que f1(y) < p(y) para todo y € V1. Entao, existe um funcional linear f : V — R que € uma extensdio de f1 (ou seja,
f(y) = f1ly) para todo y € V1) e satisfaz f(x) < p(x) para todo x € V. O

Prova do Teorema 40.3. Se V; = V nao ha o que demonstrar, pois podemos tomar f = f;. Consideremos, entao, que V;
é um subespacgo préprio de V.

Seja JF1 a colecao de todos os funcionais lineares ¢ definidos em subespacos de V' e que sejam extensoes de f; e
satisfagam ¢(w) < p(w) para todo w pertencente a seu subespago de definigao. E claro que f; € F; e, além disso, o Lema
40.1 ensina-nos que se Vi é um subespago proprio de V', entao F; contém elementos outros que nao o préprio fi.

Consideremos em F; a relagdo de ordem ¢ > ¢; se ¢y for uma extensdo de ¢1. Seja {{,, @ € A} um conjunto
linearmente ordenado (pela relacdo de ordem acima) de elementos de F; e denotemos V,, o subespago de V onde cada
{4 estd definido. E claro que V,, D Vg se £, = L3, ja que ¢, estende {g. Assim, W := U V, serd um subespaco de V e

aEN
podemos definir em W um funcional ¢y da seguinte forma: ly (z) = () se z € V. E elementar constatar que lyy é
linear e é evidente pela construgao que fyy = ¢, para todo a € A. Resumindo, provamos que todo conjunto linearmente
ordenado de elementos de F; possui um majorante.

Pelo Lema de Zorn (pagina 76), isso implica que F; possui um elemento maximal f, definido em algum subespaco V'
de V. Mas, em verdade, V' tem de ser igual a V', pois se assim nao fosse poderiamos, como afirma o Lema 40.1, tomar
um z € V' nao-nulo e construir uma extensao linear de f que seria também majorada por p, ou seja, seria um elemento
de F1, contrariando o fato de f ser maximal.

Assim, f é um funcional linear definido em todo V' que estende f1 e é majorado por p, pois f é um elemento de Fj.
Isso completa a demonstragao. |

Vamos agora apresentar a generalizacao do Teorema de Hahn-Banach para espagos vetoriais complexos.

e O Teorema de Hahn-Banach para espagos vetoriais complexos

Teorema 40.4 (Teorema de Hahn-Banach para espacos vetoriais complexos) Seja V' um espago vetorial com-
plexo e seja f1 : Vi — C um funcional linear definido em um subespaco Vi de V. Suponha que exista um funcional real
p:V = R satisfazendo p(ax + By) < |alp(z) + |Blp(y) para todos x, y € V e todos o, B € C tais que |a| + |8] =1 e de
forma que |f1(y)| < p(y) para todo y € Vi. Entdo, existe um funcional linear complezo f : V — C que € uma extensdo
de f1 (ou seja, f(y) = f1(y) para todo y € V1) e satisfaz | f(x)| < p(x) para todo x € V. O

Prova. A prova faz uso do Teorema 40.3, como esperado. Comegamos separando f; em suas partes real e imagindria.

Definamos ¢1(y) := Re (f1(y)), v € V1. Teremos gi1(iy) = Re (f1(iy)) = Re (ifi(y)) = —Im (f1(y)), de modo que
podemos escrever

fiy) = g1(y) —igi(iy) . (40.15)

Observemos que para A, X reais e y, ¢y € V; arbitrérios, tem-se g1(A\y + X'y') = Re (f1((hy + Ny')) = Re (M f1(y) +
Nfi(y')) = ARe (f1(y)) + NRe (f1(y’)), provando que ¢1 : V1 — R é um funcional real linear. Fora isso, g1(y) :=
Re (fi(y)) < |Re (f1(y))| < |fi(y)| < p(y). Estamos, portanto, sob as hipéteses do Teorema 40.3 e podemos afirmar que
existe um funcional linear real g : V' — R que estende g; e satisfaz

g9(z) < p(x) (40.16)
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para todo x € V. Isto posto, definamos, inspirados em (40.15),

f(z) = g(z) —ig(iz) .

Como g é real, é evidente que
Re (f(z)) = g(z) e Im (f(z)) = —g(iz). (40.17)

Vamos provar trés fatos sobre f: 1) f é uma extensao de f1; 2) f é um funcional linear complexo; 3) |f(z)| < p(x)
para todo x € V.

. . . . 40.15
1) Paray € Vi tem-se f(y) = g(y) — ig(iy) = 1(y) — igi(iy) “=" f1(y), provando que f estende fi.

2) Para provar que f é linear, provemos os seguintes passos:

a. f é aditivo, ou seja, f(z + ') = f(x) + f(2') para todos z, ' € V. De fato, g é linear real e, portanto,
aditivo, ou seja, g(x + ') = g(x) + g(2’) para todos z, 2’ € V. Assim, f(z+2') = g(z +2') —ig(i(x + ') =
g(x) + g(a') —ig(iz) —ig(iz’) = f(x) + f(a’), estabelecendo que f é também aditivo.

b. f(Ax) = Af(z) para todo A\ € R e todo z € V. De fato, se A € R, vale f(Azx) = g(\x) — ig(idz) =
Ag(x) — Aig(iz) = Af(z), devido a g ser linear real.

c. f(ix) = if(x) para todo x € V. De fato, g é linear real e, portanto, g(—z) = —g(x). Assim, f(iz) =
glix) —ig(—z) = g(ix) +ig(x) = i(g(x) —ig(iz)) = if(x).

d. Paratodo ¢ € Cetodo z € V vale f(Cz) = (f(z). De fato, se A, X € R, f(A\+iN)z) = f(Az+iNg) ="
FO) + F(iN2) ™" A (@) + N fliz) " Af (@) + Nif (2) = (A + V) (@).

e. f é linear complexa. De fato, para ¢, {’ € Ce z, ¥’ € V temos, juntando os fatos provados nas linhas
anteriores, f(Cz + ¢'a’) "= f(Cx) + f(¢a') MECF (@) + (f(f).

3) Uma vez estabelecido que f é um funcional linear complexo em V, resta-nos demonstrar que |f(z)| < p(z) para

todoxz € V.

Observemos primeiramente que do fato de p(ax+ By) < |a|p(x)+|8|p(y) para todos z, y € V e todos a, S € C tais
que |a| + |8] = 1, segue, que p(ax) = p(x) para todo « satisfazendo |a] = 1 e todo = € V. De fato, tomando 8 = 0,
tem-se que da desigualdade acima que p(ax) < p(z) para todo € V e todo « € C com || = 1. Definindo y = ax
e notando que |a~!| = 1, segue igualmente que p(z) = p(a~'y) < p(y) = p(azx), provando que p(ax) = p(z).
Escrevendo f(z) € C na forma polar f(z) = |f(z)[e?, com |e??| = 1, tem-se

F@)] = Re (If@)]) = Re (¢7f(x)) "= Re (f(c7a)) gle™z) < plen) = pla) .

Isso completa a demonstracao do Teorema 40.4. |

Talvez as consequéncias mais importantes do Teorema de Hahn-Banach dao-se no contexto de espagos vetoriais
normados, como espacos de Banach, nosso préximo assunto.

e Consequéncias do Teorema de Hahn-Banach para espagos vetoriais normados

A primeira consequéncia do Teorema 40.4 é que se V é um espago vetorial normado, entdo todo funcional linear
definido em um subespago de V' e que seja continuo em relacao a norma de V pode ser estendido isometricamente como
funcional linear para todo V.

Teorema 40.5 (Teorema de Hahn-Banach para espacos vetoriais normados) Seja V' um espago vetorial com-
plezo dotado de uma norma ||-||. Seja f1: Vi — C um funcional linear definido em um subespago Vi de V' e suponhamos

que f1 seja limitado em Vi, ou seja, |f1(y)] < ||f1ll |yl para todo y € Vi, onde | fi] := sup |f1(y)|

vevi |y
y#0

Entao, existe

um funcional linear complexo f : V — C que € uma extensao de f1 (ou seja, f(y) = f1(y) para todo y € V1) e que é
igualmente limitado, satisfazendo || f|| = || f1ll- O
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O estudante deve notar que essa versao do Teorema de Hahn-Banach também fornece uma prova da afirmacgao de
existéncia contida no Teorema BLT, Teorema 40.1, pagina 2162, para o caso de funcionais lineares. Para a afirmacao de
unicidade 14 contida é preciso ainda seguir os passos la tragados.

Prova do Teorema 40.5. Se V é um espago vetorial complexo dotado de uma norma || - ||, entdo para todos «, 5 € C
e todos x, y € V vale ||laxz + By|| < |a|llz|| + 18]yl Assim, p(z) = | fi|l||x| satisfaz as hipSteses do Teorema
40.4 e, pela definicao de p, vale |fi(y)| < p(y) para todo y € Vi. Pelo Teorema 40.4, existe um funcional linear
f que estende fi e satisfaz |f(x)| < ||f1lll|z||. Assim, ||f] = sup% < |If1l]. Porém, como f estende fi, vale
zEV T
x#0
[z fly fily
171 = sup PO > g WO, DLy 16 e prova que 11 = 1] =
sev |zl T vev Ayl wev [yl
z#0 y#0 y#0

Do Teorema 40.5 obtemos o seguinte resultado, que por sua vez possui um corolario de grande importancia.

Proposicao 40.8 Seja V' um espago vetorial complezo dotado de uma norma || - ||. Entdo, para cada xg € V existe um
funcional linear limitado e nao-nulo £y, definido em todo V', satisfazendo ||€y,|| =1 e tal que £y, (x0) = ||20]|- O

Prova. Se o = 0, tomamos ¢, igual a qualquer funcional limitado com norma 1 e as afirmagoes da proposicao seguem.

Seja xp € V nao-nulo fixo e seja Vi := {axg, a € C}, um subespago linear de V. Defina-se em V; o funcional linear
filaxg) == al|zo||. Pelo Teorema 40.5 existe um funcional linear ¢, definido em todo V' e que estende fi, satisfazendo

€20l = 1| f1]]. Como £y, estende f1 e xg € Vi, tem-se £y, (o) = fi(zo) = ||xo||. Note-se, porém, que
allx
il = s S0 Wem)l ol
vevr Iyl acc [laol| acc[ao
y#£0 a0 a0
Assim, ||4,,]| = 1. |

A seguinte observacgao relevante segue de forma evidente da Proposicao 40.8:

Corolario 40.1 Se V € um espaco vetorial complezo normado, entdo o conjunto V1 de todos os funcionais lineares
limitados agindo em V' € nao-vazio. O

A Proposigao 40.8 serd usada quando estudarmos o adjunto de operadores atuando entre espagos de Banach, pdgina
2193 e seguintes. Vide Proposicao 40.20, pagina 2193. Uma das suas consequéncias mais importantes, porém, é o
seguinte corolario, o qual tera implicagbes em desenvolvimentos que se seguirao no presente capitulo, especialmente
quando estudarmos propriedades do operador resolvente e do espectro de operadores.

Corolario 40.2 Seja V um espaco vetorial complexzo dotado de uma norma ||-|| e denotemos por V1 o conjunto de todos
0s funcionais lineares limitados agindo em V. Se x € V € tal que £(x) = 0 para todo £ € VT, entio x = 0. O

Prova. Se /(z) = 0 para todo £ € V1, entdo, em particular, £,(z) = 0, onde £, é o funcional cuja existéncia é garantida
pela Proposigao 40.8. Porém, ¢,(z) = ||z||, o que prova que & = 0. |

40.1.4 O Teorema de Banach-Steinhaus ou Principio de Limitacao Uni-
forme
O seguinte teorema, devido a Banach!! e Steinhaus'? e apresentado em 1927'3, é um dos teoremas centrais da teoria

de operadores em espagos de Banach. O mesmo é por vezes referido como principio de limitacdo uniforme, e é uma
consequéncia gentil do Teorema da Categoria de Baire, Teorema 32.34, pagina 1654.

1 Stefan Banach (1892-1945).
2Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972).
138, Banach and H. Steinhaus. Sur le principe de la condensation des singularités. Fund. Math. 9, 50-61 (1927).
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Teorema 40.6 (Teorema de Banach-Steinhaus ou Principio de Limitacao Uniforme) Seja A um espago de Ba-
nach e seja V um espago vetorial normado. Seja 8 um conjunto (nao-vazio) de operadores lineares limitados de A em V.
Suponha que para cada x € A exista M, > 0, finito, tal que ||Sz|v < M, para todo S € 8. Entao, existe M > 0, finito,
tal que ||S|| < M para todo S € 8. O

Prova. Pela hipétese, tem-se para cada € A que o conjunto de ntimeros reais nao-negativos {||Sz||v, S € 8} é um

subconjunto do intervalo [0, M,]. Como cada M, é finito, cada um dos intervalos [0, M,], estd contido em algum
o0

intervalo [0, n] com n € IN. E evidente, portanto, que A = U A, onde

n=1
A, = {:L'GA‘ I1Sz|lv < nparatodoSGS} ,

pois cada x € A estd contido em pelo menos um A,,. Assim, pelo Teorema da Categoria de Baire (Teorema 32.34, pdgina
— ——\ 0
1654), existe m € IN tal que A,, tem interior nao-vazio: (.Am) # (.

Agora, é facil ver que cada A, é um conjunto fechado em A. De fato, pela defini¢ao, vale

Ap = SQS{:UGA‘ |1Sz|v < n} . (40.18)

Agora, para S € 8,
{wea| Isely < n} = F5(0, n))

onde Fs : A — R é dada por Fg(z) = ||Sz|v. Todavia, Fs é continua por ser a composigao das fungdes continuas S e
| - |lv. Logo, como [0, n] é fechado em R, o conjunto F5*([0, n]) é fechado em A e, por (40.18), A, é fechado, por ser
interseccao de fechados.

Conclufmos disso que A,, tem interior nao-vazio: A%, # (.

Seja 2o € AY,. Como A%, é aberto, existe € > 0 tal que todo z € A com ||z — zo|la < € é um elemento de AY,. Dessa
forma, se 2’ € A for tal que ||2'||4 < €, tem-se ||(z' + zo) — zolla = ||#’]|4 < €, 0 que implica que 2’ 4+ x¢ é um elemento
de .A,On e, portanto, de A,,. Como g e 2’ + xg sao elementos de A,,, valem

[Szollv < m e |SE@ +zo)llv < m (40.19)

para todo S € 8. Assim, para todo S € § e para cada 2’ € A com ||2/||4 < ¢, tem-se

(40.19)
1Sz lv = [|S(a’ +20) — Swollv < IS(z" + xo)[lv + [[Swollv < 2m.

Portanto, para x € A ndo-nulo, podemos tomar x’ = mx e teremos ||2'||4 = § < €, de onde segue que HS (mx) H <
v
2m, ou seja,
dm
ISzllv < —llzlla,

desigualdade essa que também vale para x = 0. Assim, provamos que ||S|| < M com M := 4Tm, que nao depende de

S € 8. Isso demonstra o teorema. [ |

40.1.5 O Teorema da Aplicagao Aberta e o Teorema do Grafico Fechado

e A soma direta de dois espagos de Banach

Sejam V e W dois espagos vetoriais normados, cujas normas sdo denotadas por || - ||v e || - ||w, respectivamente. O
produto Cartesiano V x W pode ser feito um espago vetorial com as operagoes de soma e multiplicacao por escalares
(nimeros complexos), expressa em

a(z, y)+ B, ') = (ax+ ', ay+ BY)
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onde x, 2’ €V, y, y € We «a, 8 € C sdo arbitrérios.

E possivel introduzir em V x W uma norma e, portanto, uma topologia, usando para tal as normas || - |[v e || - ||w-
Uma possivel escolha é
(@, Yllvew = llzllv+ lyllw,
(z, y) € VX W.
E. 40.9 Ezxercicio. Verifique que essa expressio define de fato uma norma em V x 'W. o+

E. 40.10 Ezercicio. Uma outra possivel escolha de norma em V x W seria a seguinte. Sejam A > 0 e B > 0 fixos. Defina para
todo (z, y) € VX W
A, B
(@, »)llviw = Allzllv + Bllyllw-

Mostre que || - ||} 5 é uma norma em V x W. Mostre que
. A, B
min(A, B)|(z, y)llvxw < [[(@, y)llyiw < max(A, B)|l(z, y)llvxw,
e, portanto, || ||€’XB\;V e || - [|[vxw sdo normas equivalentes no sentido da definicdo de equivaléncia de normas da pédgina 269. Note que
duas normas equivalentes geram as mesmas topologias (por qué?). "

O conjunto V x W é assim um espago vetorial normado. Um fato relevante é que se V e W forem espagos de Banach
V x W também o sera.

Para ver isso, consideremos uma sequéncia (z,, yn), n € IN, em V x W que seja uma sequéncia de Cauchy na norma
I - lvsw. Isso significa que para todo € > 0 existe N(e) tal que se m, n > N(e) entdo

||(xma ym) - (:L'n; yn)HVXW = H(xm — Tn, Ym 7yn)||\7><W < €.
Mas isso significa que
||1'm - g371”\7 + ||ym - ynHW < € )

o que implica que temos ||z, — Znllv < € € ||ym — ynllw < €, ou seja, x, € yn, n € IN, sdo duas sequéncias de Cauchy
em seus respectivos espagos. Como V e W sao espagos de Banach, ambas as sequéncias convergem a ¢ € Ve y € W,
respectivamente. Agora é trivial ver que, por isso, (x,, y,) converge a (z, y) em V x W, pois

1(Zns yn) = (2, Y)llvxw = llzn = zllv + [[yn = yllw

que por hipétese vai a zero quando n — oo. Isso mostra que V x W é também um espaco de Banach.

Esse espago de Banach obtido pelo produto Cartesiano de dois espacos de Banach V e W é denominado soma direta
(topoldgica) de V e W e é frequentemente denotado por V & W.

Frequentemente usaremos V & W para nos referirmos a 'V x W visto como espaco topolégico com a topologia gerada
pela norma || - ||[vxw.

e O grafico de um operador

Sejam V e W dois espagos vetoriais e T : V — W um operador linear. O grdfico de T', denominado por I'(T') é o
subconjunto de V x W definido por
I(T) := {(z, Tz), x € Dom(T)} .

Nota 1. Essa definigdo é, na verdade, redundante. Se lembrarmos a definigdo de fungio & pégina 54 (e estamos adotando a definigdo de
operador como sendo uma fungdo naquele sentido), vemos que o conceito de grafico de um operador coincide com o préprio conceito de
operador, ou seja, como sendo uma certa subcole¢do de V x W. Assim, pelas nossas defini¢ées, I'(T') = T!. No entanto é muito comum
entender-se num sentido intuitivo que um operador representa uma transformacdo entre espagos. Informalmente entendemos, por exemplo,

que o operador de derivagao T = 4 “transforma”’ uma funcdo em sua derivada. Ainda que essa conceituagdo ndo possa ser feita precisa, essa

dx
é a nogao que mais comummente se tem de operador, dai introduzirmos essa “nova” definicdo. Note-se também que essa defini¢do corresponde
precisamente & nogao de grafico de uma fungdo de R em R, tao familiar dos cursos de calculo. L)

Nota 2. Para evitar confusdes futuras, notamos aos leitores que na nossa definigdo de gréfico acima seguimos a convengao que V seja o dominio
de defini¢ao de T, Dom(T) =V, e ndo Dom(T) C V. &
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Se T' é um operador linear agindo entre dois espagos de Banach V e W, o conjunto I'(T") é um subconjunto do espago
topoldgico V & W e, como tal, é legitimo perguntarmos por propriedades topoldgicas de T'(T'), tais como, se T'(T) é
um conjunto fechado (ou aberto), sobre propriedades do fecho I'(T") de T'(T) etc. Como veremos, tais perguntas sao
de grande importancia e operadores podem mesmo ser classificados de acordo com as respostas que se da as mesmas.
Um importante resultado nesse sentido é o chamado Teorema do Grdfico Fechado, que demonstraremos nas proximas
péginas.

e O Teorema da Aplicagao Aberta

Sejam X e Y dois espagos vetoriais e seja T : X — Y um operador linear. Se C' C X denotaremos aqui por T(C) a
imagem de C por T, ou seja, T(C) = {y €Y|y=T(x) para algum z € C}.

Neste topico demonstraremos outro importante teorema sobre operadores continuos entre espagos de Banach, o
chamado Teorema da Aplica¢ao Aberta. Esse teorema faz uso de um teorema sobre espagos métricos completos, conhecido
como Teorema da Categoria de Baire, tratado a pagina 1654.

Como bem sabemos, fungdes continuas entre espagos topoldgicos tém (por definigdo) a propriedade que as imagens
inversas de conjuntos abertos sao também abertos. O que o Teorema da Aplicacao Aberta nos diz é que, para operadores
lineares continuos e sobrejetores agindo entre espagos de Banach, vale também a reciproca: as imagens de abertos sao
também abertos. Como é de se esperar esse fato também nos diz algo sobre a inversa desses operadores, a saber, na
forma do Teorema da Aplicagdo Inversa, tratado a pagina 2180.

A consequéncia talvez mais importante do Teorema da Aplicacao Aberta é o Teorema do Gréfico Fechado, Teorema
40.9, pagina 2180, que nos mostra (pela primeira vez) a existéncia de uma relacao intima entre propriedades de um
operador e propriedades topolégicas de seu gréfico.

Passemos ao enunciado e demonstracdo do Teorema da Aplicacdo Aberta.

Teorema 40.7 (Teorema da Aplicacao Aberta) Sejam X e Y dois espagos de Banach e seja T : X — Y um
operador linear continuo e sobrejetor. Entao, se A C X é um aberto, T(A) é um aberto em Y. O

Prova. Comecemos fixando notagoes. Por BX(r, x) denotamos a bola aberta em X centrada em x € X de raio r > 0.
Analogamente por BY (r, y) denotamos a bola aberta em Y centrada em y € Y de raio r > 0. Adotaremos também
as notagoes simplificadoras: BX(r) = BX(r, 0) e BY (r) = BY (r, 0). Fora isso, se C' é um subconjunto de X e A > 0,
denotamos por A\C' o conjunto A\C' = {z’ € X| 2’ = Az para algum = € C'}. O mesmo se C for um subconjunto de Y.

Isto posto, vamos a demonstragao. Em primeiro lugar, é claro que X pode ser escrito como a uniao contavel de todas
as bolas de raio 1, 2, 3...:

X = |JB*(n).

Como T é, por hipdtese, sobrejetora, temos que
oo
Yy = |J7(B*Mn) .
n=1

- \0
Pelo Teorema da Categoria de Baire (pagina 1654) isso implica a existéncia de pelo menos um m tal que (T (BX (m))) #
0, ou seja, T (BX(m)) tem interior nao-vazio.

E claro que, para todo r > 0 e n € IN valem

T(BX(r)) = %T(me)) e  T(BX(r) = %T(BX(M)-

Portanto, concluimos que todos conjuntos T(BX (7")) para todos r > 0 tém interior nao-vazio.

Com isso em maos, vamos enunciar e demonstrar o seguinte lema:

SN |
Lema 40.2 O conjunto aberto (T (BX(l))) contém o vetor nulo entre seus elementos. a
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0
Prova do Lema 40.2. Como j4 sabemos, T'(B¥ (1)) possui um interior nao-vazio. Afirmamos que 0 € (T(BX(l))) .
0 S—
Para mostrar isso, tomemos y € (T(BX(l))) . Como y ¢ um elemento do fecho de T'(B¥(1)) (pois (T(BX 1)))
))

C
#90

)

(
- —____%o 0
T(B*(1)), obviamente), e como (T(BX(l))) ¢ um aberto que contém y, segue que (T(BX(l))) NT(B*(1
pela Proposicao 27.8, pagina 1428.

-0 S
Seja, entédo, z € (T(BX(l))) NT(B*(1)). Entéo, z = Tz para algum z € X com ||z[|x <1 e, como (T(BX(l))>

- 0
é aberto, existe pela definicio de conjunto aberto em espagos métricos um r > 0 tal que BY (r, 2) C (T (BX(l))) , ou
seja,
—_______\o
BY(r)+ Tz C (T(BX(1))) : (40.20)

Aqui, BY (r) + Tx denota o conjunto BY (r) transladado de Tz, ou seja, BY (r) + Tx := {y + Tz, y e BY(T)}.
Se escolhermos R grande o suficiente (por exemplo R > 1+ ||z||x) teremos que BX (1) € BX(R, z) (por qué?). Isso
0 L "0
implica T(BX(1)) € T(BX(R, x)). Logo, T(BX (1)) ¢ T(BX(R, x)) e, portanto, (T(BX(1))) ¢ (T(BX(R, 2))) .

Logo, retornando & (40.20), temos que
-\ SN
BY(r)+ Tz ¢ (T(BX(R, @) = (T(BX(R))) +T=,

ou seja,
BY(r) c (T(BX(R)))0

Isso, porém, diz que

BY(r/R) C (T(BX(1)))O ,

S—/|
provando que 0 € (T(BX (1))) , completando a prova do lema. |

Vamos mostrar na préxima proposi¢do uma condigdo que, uma vez demonstrada, implica o Teorema da Aplicagao
Aberta.

Proposigao 40.9 Se provarmos que T(BX(I)) C T(BX(Q)), entao o Teorema da Aplicagdo Aberta estard demonstrado.
O

o0
Prova da Proposicao 40.9. Pelo lema acima, o aberto (T(BX(l))) contém o vetor nulo. Entao (pela definicdo de

conjunto aberto em espago métrico, vide pdgina 1318), existe uma bola aberta de raio s > 0 (suficientemente pequeno)
e centrada em 0 que estd inteiramente contida em (m)o e, portanto, em m:
BY(s) C W .
Se tivermos provado que W C T(BX (2)), como a proposicao sugere, entao concluirfamos que
BY(s) ¢ T(BX(2),
ou seja, que T'(B*(2)) tem interior ndo-vazio. Como T'(B*(r)) = (r/2)T (B> (2)), segue também que
BY(rs/2) c T(BX(r)),

mostrando que T(BX (7“)) tem também interior nao-vazio para qualquer r > 0.
Isso mostra que T (BX(r, z)) = T(B~(r)) + Tz também tem interior nao-nulo para todo 7 > 0 e todo z € X.

Seja entdo A C X um aberto em X e T(A) sua imagem por T em Y. Seja um ponto genérico y € T(A4) e sejax € A
tal que y = T'z. Como A é aberto, existe 7 suficientemente pequeno tal que BX (r, x) C A. Logo T(BX (r, :c)) CT(A)
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e T(B*(r, z)) 2 y. Mas, pelo dito acima, T'(B*(r, z)) = T(B*(r)) + y e T(B*(r)) contém a bola BY (rs/2). Assim,
y+ BY (rs/2) C T(A). Como y é um elemento genérico de T(A) isso mostra que para cada y € T'(A) existe ' > 0 (a
saber 7’ = rs/2) tal que a bola BY (1, y) est4 inteiramente contida em T'(A). Ora, isso é a afirmativa que T'(A) é aberto,
completando assim a demonstracao da proposigao. |

Essa proposigao nos ensina que, para completarmos a demonstragao do Teorema da Aplicagao Aberta resta-nos apenas
mostrar que T(BX(l)) - T(BX (2)), que é o que faremos agora.

Mostrar que T'(BX (1)) C T'(B¥(2)) significa mostrar que para cada y € T'(BX(1)) existe um z € X com |||/ x < 2
tal que y = Tx. O que faremos entao é fixar um tal y e construir um =z € X com as propriedades requeridas.

Pela caracterizacao de fecho de um conjunto dada na Proposicao 27.8, pagina 1428, se
y € T(BX(1)), (40.21)

entdo para todo nimero r > 0, BY (r, y)NT (B~ (1)) # 0. Isso diz que existe 1 com [|z1]|x < 1 tal que |ly—Ta1[ly <.
Essa tltima afirmativa significa que y — Tz € BY (r). Como 7 é arbitrario, podemos escolhé-lo suficientemente pequeno
de modo a termos

BY(r) c T(B%(1/2)). (40.22)
Isso é sempre possivel, pois vimos acima que todo conjunto T(BX (a)) tem interior nao-vazio para todo a > 0. Como,
porém, T (BX(1/2)) C T(B*(1/2)), concluimos que, pela nossa escolha,

y—Tz € T(BX(1/2)) . (40.23)

Comparando-se (40.23) a (40.21) vemos que podemos repetir o argumento e, para o mesmo 7 de (40.22), BY (r/2, y —
Tx1)NT (B~ (1/2)) # 0. Isso diz que existe x5 com [|z2]|x < 1/2 e tal que [|(y—Tz1)—Tas|ly = [ly—T (z1+z2)|ly <r/2,

ou seja, y — T'(z1 + z2) € BY (r/2). Por (40.22), BY (r/2) C T(B*(1/4)). Como, porém, T'(B¥(1/4)) C T(BX(1/4)),
concluimos que, pela nossa escolha,

y—T(z1+122) € T(BX(1/4)) . (40.24)
Prosseguindo indutivamente concluimos que existem z1, ..., z, € X tais que ||2;||x < 1/2" ' e
r
Hy—T(x1+~-+:ﬂn)HY < g (40.25)

E um exercicio simples mostrar que, pela propriedade lzillx < 1/2071, a sequéncia x1 + - - - + x,, é uma sequéncia de
Cauchy. Como supomos que X é completo, isso diz que existe x € X tal que

x = lim (x1 4+ +x,) .
n—oo

Fora isso, pela continuidade da norma, pela continuidade de T e pela propriedade (40.25), segue que

8

= [y=7( im @1+ +20)| = ly—Tall,

n—oo

0 = lim Hy T(xy+-- +xn)HY = Hyf lim T(z1 4+ + )

n—oo n—oo

provando que y = T'z.

Agora, pela continuidade da norma,

lim (:cl+~-~+:cn)H = lim H:c1+ +:anX < lim <|\x1|\x++|\xn|\x)
n— 00 X n— 00

Jallx = | Tim.

1 1
< lim (1+§+---+—) = 2, (40.26)

n—00 on—1
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A desigualdade estrita na linha acima é crucial e é esclarecida da seguinte forma. Como ||z;||x < 1/27~! para todo j

e, em particular, ||1||x < 1, entdo existe um nimero s € (0, 1) tal que também vale s + ||z1]|x < 1. Logo, podemos

escrever s + |1 x 4+ -+ + [|#nl|x <1+ 3+ -+ z7=r. Tomando-se o limite n — oo, obtemos que

1 1
s+ lim (Hx1|\x+---+|\xn|\x> < lim (1+—+---+—) =2
n—00 n—00 2 on—1

e, portanto, limy, o (Hxlﬂx +-+ ||acn||X) < 2 — s < 2, como empregamos em (40.26).

A expressdo (40.26) mostrou que |lz||x < 2, ou seja, que € BX(2). Logo, y € T(B¥(2)). Isso completa a
demonstragao do Teorema da Aplicacao Aberta. |

e O Teorema da Aplicagao Inversa

Se T : X — Y é uma funcdo bijetora entre dois conjuntos, existe uma funcdo inversa 7' :Y — X. Se X e Y sdo
espacos vetoriais e T é linear, é fcil ver que T~ é também linear (Ezercicio!). O Teorema da Aplicacio Aberta tem
um corolario que garante que também a propriedade de continuidade pode ser estendida a 7!, caso T seja continua e
X e Y dois espagos de Banach.

Teorema 40.8 (Teorema da Aplicagao Inversa) Sejam X e Y dois espacos de Banach e T : X — Y um operador
linear que seja continuo e bijetor. Entdo, sua inversa T—!:Y — X ¢ também continua. O

Prova. Se T é bijetora é, em particular, sobrejetora e portanto vale o Teorema Aplicagao Aberta. Como T é bijetora, a
pré-imagem por T~! de um aberto A de X é precisamente o conjunto T'(A), que é aberto em Y pelo Teorema Aplicagio
Aberta. Isso estabeleceu que T~ : Y — X é continua. |

e O Teorema do Grafico Fechado

Chegamos agora a um teorema importante por mostrar que propriedades de um operador se manifestam em propri-
edades topoldgicas de seu grafico.

Teorema 40.9 (Teorema do Grafico Fechado) Sejam X e Y dois espagos de Banach e T : X — Y um operador
linear. Entdo, T é continuo se e somente se seu grdfico I'(T) for fechado como subconjunto do espago topoldgico X &Y .
O

Prova. 1. Vamos supor que T seja continuo e mostrar que seu grafico é fechado.

Seja (zy, Txy), n € N, uma sequéncia de elementos de I'(T) e que seja convergente em X @Y. Queremos mostrar
que essa sequéncia converge a um elemento (z, y) € X &Y que também é elemento de I'(T"). Para isso devemos provar
quey =Tz. Se (z, Tx,) — (z, y), entdo x = lim z, em X ey = lim Tx,. Porém, como T é, por hipdtese, continuo,

n—oo n—o0

vale y = lim Tx, =T ( lim xn) = Tx, que é o que queriamos provar.
n—o0 n—o0

2. Vamos agora, reciprocamente, supor que I'(T") é fechado e mostrar que T é continuo.
I'(T') é sempre um subespaco de X @Y, pois
a(a, Tx) + By, Ty) = (ax+ Py, aTz+ Ty) = (ax+ Py, T(azx+ By)) € I(T).
O fato de I'(T") ser fechado significa, porém, que I'(T") é um espago de Banach pois, pela Proposigdo 27.12, pagina

1432, todo subconjunto fechado de um espaco métrico completo é também completo.

Sejam, entao, as aplicagoes S1 : T'(T) — X e So : I'(T') — Y definidas por
Si((z, Tz)) =z e Sy((z, Tx)) = Tx.

E um exercicio banal mostrar que Sy e S sdo lineares (faca). Fora isso, ambas sdo limitadas (e, portanto, continuas),
pois

[S1(z, T2)||x = ll2llx < llzlx +|T2lly = ||z, T2)| x0
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18260, To)l, = ITaly < llelx + W Tally = |2 To)llgay
mostrando que [|S1]| < 1e || Sof < 1.

Fora isso, vale também que S; é bijetora. De fato, é evidente que Ran (S1) = X (por qué?) e, fora isso, S1(z, Tx) =
S1(y, Ty) significa © =y e, portanto (z, Tz) = (y, Ty), o que mostra que S; é um-a-um.

Se S; é uma bijecao, entdo possui uma inversa (S7)~!: X — I'(T) que é tal que
(S1) 'z = (2, T2).
Note-se assim que
So ((Sl)_lx) = Sy(z, Tx) = Tz,
ou seja, T'= Sy 0 (S1)~ 1.

Mostramos acima que S; é uma funcao linear, continua e bijetora entre dois espacos de Banach. Ora, essas sao as
hipéteses do Teorema da Aplicacio Inversa que, assim, nos afirma que (S1)~! é continua. Ss é também continua e,
portanto, T' = S 0 (S7)~! é também continua por ser a composigao de duas fungoes continuas, completando a prova. l

e Subespagos de dimensao infinita de C([0, 1])

Seja C([0, 1]) o conjunto das fungdes continuas definidas em [0, 1] com valores em R e seja C* ([0, 1]) € C([0, 1]) o
conjunto das fungoes diferencidveis com derivada continua também definidas em [0, 1] com valores em R.

Sabemos que o espago normado (C’([O, 1]), Il - ||Oo) é um espaco de Banach com relacdo a norma do supremo:
[ flloo = sup,er | f(x)| (Proposigio 24.8, pagina 1309).

Cl([(), 1]) é um subespago de C ([0, 1]) e ambos contém subespagos fechados (na topologia definida pela norma
| - |loc) de dimensao finita, tais como os subespagos P, n € Ny, compostos pelos polinémios de grau menor ou igual a
n definidos em [0, 1]. C*([0, 1]) e C([0, 1]) também possuem subespacos de dimensao infinita, como P, a colegio de
todos os polinémios definidos em [0, 1], mas P nao é fechado.

Com uso do Teorema do Gréfico Fechado vamos demonstrar a seguinte afirmacao:

Proposigao 40.10 Todo subespacgo fechado do espaco de Banach (C([O, 1]), II - ||oo) que esteja contido em C* ([O, 1])
possui dimensdo finita. Portanto, todo subespago fechado de dimensdo infinita de (C([O, 1])7 Il - ||oo) possui interseccao
nao vazia com C ([0, 1]) \ C*([0, 1]). Assim, todo subespaco fechado de dimensdo infinita de (C([0, 1]), || |lso) contém
ao menos uma fun¢ao que nao é diferencidvel ou possui derivada ndo continua. O

Prova. Seja X um subespaco fechado de (C([0, 1]), | - [l) € tal que X C C*([0, 1]). Como X ¢ fechado, (X, |- [l) ¢
igualmente um espaco de Banach.

Seja o operador linear T : X — C([O7 1]) definido por T'f := f’. Afirmamos que o grafico de T é fechado. De fato,
D(T)={(f, f'), f € X} ese (fa, fo) € I(T) é uma sequéncia convergente a (f, g) € X x C([0, 1]), entdo temos por
definicao que lim,, <||fn — flloo + IIf), — g||oo) = 0. Logo, a sequéncia f,, converge uniformemente a f e a sequéncia
[}, converge uniformemente a g. Pela Proposicao 37.4, pagina 1931, temos que f € C*([0, 1]) e que f' = g. Além disso,
como f, € X e X é fechado, segue que f € X. Logo, (f, g) = (f, ') € T(T), provando que I'(T") é fechado.

Pelo Teorema do Gréfico Fechado (Teorema 40.9, pdgina 2180), isso implica que T' : X — Cl([O, 1]) é continua e,
portanto, limitada. Seja [|T]| a norma do operador T' e seja N = [||T']||, o menor niimero natural maior ou igual a ||T'||.

Para esse N defina-se agora a aplicacdo linear S : X — RN*! dada por S(f), = f (“T_l), a= 1, ..., N+1, ou
seja, S(f) é o vetor (N + 1)-dimensional cuja a-ésima componente é f (%1) Afirmamos que S injetora. A prova é feita
por absurdo. Seja f € X uma func¢do nao identicamente nula tal que S(f) = 0, ou seja, tal que f (QT_l) = 0 para todo

a= 1, ..., N+ 1. Como f é continua e estd definida em um intervalo compacto, existe um ponto xy € [0, 1] tal que
| f(z0)| = [|flloc (vide Teorema 32.16, pégina 1617). Como f é, por hipétese, ndo identicamente nula, entdao f(zo) # 0,
mas como f anula-se nos pontos aT_l, segue que a°]\71 <z < R para algum ap = 1, ..., N + 1. Isso implica que
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0< (xo — GUT*I) < % (duas desigualdades estritas, note-se). Agora, temos que

[ reas

1o = [flmo)] =

o 1
< Jo 17 Olds < 17l (20~ )

1

T
< ITflen < Thyp1e < e
jad que ||T|| < N. Assim, estabelecemos que || f]loo < ||f]lo0, um absurdo, que conduz & conclusao que uma tal f ndo pode

existir. Isso mostra que S(f) = 0 se e somente se f for identicamente nula, provando que S é injetora.

Como S : X — R¥*! é uma aplicagdo linear injetora, concluimos que X é um espacgo de dimensao finita (pois RV !
0 é). Assim, estabelecemos que se o subespaco X tem dimensdo infinita, ele ndo pode ser um subconjunto de C* ([O7 1])7
completando a prova.

e O Teorema de Hellinger-Toeplitz

O Teorema do Grafico Fechado, Teorema 40.9, pagina 2180, tem por coroldrio um teorema do qual uma importante
licio pode ser extraida, o chamado Teorema de Hellinger'*-Toeplitz'®:

Teorema 40.10 (Teorema de Hellinger-Toeplitz) Seja H um espago de Hilbert e seja A um operador linear tal que
Dom(A) = H e tal que
(x, Ay) = (Az, y) (40.27)

para todos x, y € H. Entdo, A € limitado. O

Prova. A prova é feita mostrando que I'(A) é fechado e evocando o Teorema do Gréfico Fechado, Teorema 40.9, pdgina
2180. Suponha que (x,, Ax,) converge a (z, y) em H @ H. Queremos mostrar que y = Az. Seja z um vetor qualquer
de H. Evocando sucessivas vezes a continuidade do produto escalar e a hipétese (40.27), temos

B . . (40.27) . - . _ -
(z, y) = <z, nlgn;o Axn> = nlgn;o (z, Azy) = = nl;rrgo (Az, x,) = <Az, nlgn;oxn> = (Az, z) = (z, Az) .
Assim, para todo z € H vale (z, (y — Az)) = 0, o que 86 é possivel se y = Ax. |

A ligdo que extraimos desse teorema é que se A nao é um operador continuo, uma relagdo como (40.27) ndo pode
ser satisfeita para todos x, y € H. Isso nos obriga a uma certa cautela quando definirmos conceitos como o de operador
autoadjunto para operadores nao-limitados.

Uma outra demonstracgao, similar a acima, do Teorema de Hellinger-Toeplitz serd apresentada no contexto de ope-
radores nao-limitados na forma do Teorema 41.3, pagina 2362. Uma generalizacao, também no contexto de operadores
nao-limitados, é a Proposicao 41.3, pagina 2352.

40.2 Operadores Limitados em Espacos de Hilbert

e Consideragoes gerais sobre operadores em espacos de Hilbert

Vamos agora particularizar nossa discussao para o contexto de espacos de Hilbert. Seja H{ um espago de Hilbert. Um
operador linear A agindo em H é uma funcdo linear definida em um dominio Dom(A), um subespaco de H, assumindo
valores em H. Frequentemente denotaremos esse dominio por D(A) ou ainda por D4. A imagem de A, Im(A), serd
frequentemente denotada por Ran (A), por R(A), ou por R4.

MErnst David Hellinger (1883-1950).
50tto Toeplitz (1881-1940).
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Na teoria de operadores em espacos de Hilbert é absolutamente fundamental lembrar que cada operador é definido
em um dominio especifico, pois propriedades do mesmo podem mudar se o dominio for alterado. Considere-se o exemplo
do espago de Hilbert L2([0, 1], dz), e os operadores A; = —i%, definido no dominio D(A;) das fungbes continuas
e continuamente diferencidveis do intervalo [0, 1] e Ay = —i%, definido no dominio D(Az) das fungdes continuas e
continuamente diferencidveis do intervalo [0, 1] que se anulam em z = 0 e em 2 = 1. O operador Az é simétrico no
seu dominio, ou seja, para todos ¢, ¥ no seu dominio vale (¢, As1)) = (Az¢, 1), mas o operador A; ndo tem essa
propriedade.

E. 40.11 Ezercicio. Verifique as afirmativas feitas no dltimo pardgrafo usando para tal integracio por partes. o+

No caso de operadores limitados (continuos), a situagdo se simplifica muito, pois, como iremos argumentar, um
operador limitado sempre pode ser isometricamente estendido a todo o espaco de Hilbert.

De fato, seja A um operador linear limitado definido em um subespago D(A) de um espago de Hilbert H. Se D(A) for
fechado, podemos estender A ao complemento ortogonal D(A)*, definindo-o como zero em D(A)*. Mais precisamente
fazemos o seguinte: pelo Teorema da Decomposicao Ortogonal, Teorema 39.2, pagina 2115, todo z € J pode ser escrito
como z =y + 2z comy € D(A) e z € D(A)*. Definimos entdo A”, extensdo de A, com dominio igual a todo 3 por

A'r = A'(y+2) = Ay.
E facil verificar que || A”| = ||A]|.

Caso D(A) nao seja fechado, definimos uma extensdo A’ de A a seu fecho D(A) da seguinte forma. Seja y € D(A) e
Yn, n € IN, uma sequéncia em D(A) que converge a y. Definimos

Ay = lim Ay, .

n—oo

E. 40.12 Ezercicio. Usando a continuidade mostre que o limite do lado direito sempre existe e que n3o depende da particular
sequéncia y, em D(A) que converge a y. "

E. 40.13 Ezercicio. Mostre que ||A’|| = ||A]|. -

Como o dominio de A’ é fechado, podemos proceder como antes e estender A’ a todo H.

Daqui por diante sempre consideraremos que operadores limitados tém por dominio todo o espago de Hilbert em que
agem. Para operadores nao-continuos isso nao pode ser feito e questoes relativas ao dominio de defini¢ao tém sempre um
carater essencial.

Notagdo. Denotaremos por B(H;, Hz) o conjunto de todos os operadores limitados (e, portanto, continuos) definidos
no espago de Hilbert H; com valores no espago de Hilbert Hs. Denotaremos por B(H) = B(H, H) o conjunto de todos
os operadores limitados (e, portanto, continuos) agindo em um espago de Hilbert X. |

40.2.1 A Nocgao de Operador Adjunto em Espacos de Hilbert

e Formas sesquilineares bicontinuas

Este é o momento oportuno para introduzirmos a nogao de forma sesquilinear bicontinua em espacos de Hilbert e
estabelecermos um resultado geral sobre essa nogao, o qual serd evocado diversas vezes neste texto, por apresentar um
método de obtengao de operadores limitados em espagos de Hilbert.

Sejam H; e Hy dois espagos de Hilbert. Uma aplicacao 8 : Ho x Hy — € com Ha x Hy 35 (u, v) — 8(u, v) € C é
dita ser uma forma sesquilinear'® se satisfizer

S(u, Q1v1 +a2U2) = a1 8(u, v1)+ a2 8(u, vs) (40.28)

S(anur + agug, v) = ar8(ui, v) +az8(uz, v) (40.29)

16Vide também pagina 260.
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para todos u, w1, us € Hso, todos v, vy, vo € H; e todos ay, as € C.

Uma forma sesquilinear 8§ : Ho x Hy; — C é dita ser uma forma sesquilinear bicontinua se existir M > 0 tal que
|S(u, v)| < M ||ulls, ||[v]l3c, para todos u € Hy e v € Hy. O resultado a seguir, um coroldrio simples do Teorema de
Representacao de Riesz para espagos de Hilbert, Teorema 39.4, pagina 2121, revela a importancia dessa nogao.

Proposigao 40.11 Seja 8§ : Ho x Hy — C uma forma sesquilinear bicontinua. Entdao, existe um operador linear limitado
S : Ho — Hy, unico, tal que
S8(u, v) = (Su, v>3{1

para todos u € Hy e v € Hj. O

Prova. Para cada u € H, fixo, a aplica¢do v — 8(u, v) é um funcional linear continuo em H;. Assim, pelo Teorema de
Representacao de Riesz para espacos de Hilbert, Teorema 39.4, pagina 2121, existe para cada u € Hy um vetor 7, € H;
tal que 8(u, v) = (u, v)g,. Seja S : Ha — H; a aplicacio (que nao pressupomos ser linear) que associa u a 7!
S(u) = 1y. Escrevemos, portanto, 8(u, v) = (S(u), v)4, para todos u € Ha e v € I;.

Como 8 ¢ sesquilinear, tem-se por (40.29),

(Sarur +azus), v),e “EV @H(S(wr), v), +a(S(u2), vy

1 1

- <a15(u1), U>9{1 + <a25(u2), v>9{1 = <(a15(u1) + a2S(uz)), U>9{1 ,
para todos uy, ug, € Ha, v € Hy e aq, as € C, o que implica S(ajus+asus) = a1.5(u1)+a2S(usz), ouseja, S : Ho — Hy é
um operador linear! Pela hipétese de 8 ser bicontinua, tem-se ||Sul|5; = [(Su, Su)s | = [8(u, Su)| < M||ullsc, [|Sullsc, -
Para || Su||s¢, # 0, isso implica (cancelando-se um fator ||Su|s¢, de ambos os lados) que ||Sul|5c, < M|u||s¢,. Como essa
ultima desigualdade é também trivialmente satisfeita caso ||Su||s¢, = 0, a mesma vale para todo u € 3y, provando que
S : Hy — Hq é um operador linear e limitado: S € B(Hz, H1). A unicidade de S é de demonstragao elementar. |

e O adjunto de um operador agindo entre espagos de Hilbert

Seja A € B(H;, Hs) um operador linear limitado definido em um espago de Hilbert J{; com valores em um espago
de Hilbert Ho. Seja a forma sesquilinear A : Ha x H; — C definida por A(y, z) = (y, Ax>%2 para todos y € Hs e
x € H;. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

[Ay, 2)] < lyllsc, [[Azll3e, < Al Iyllseallzlse,

o que mostra que A é uma forma sesquilinear bicontinua. Aplica-se entdo a Proposicdao 40.11, pagina 2184, e podemos
afirmar que existe um operador linear limitado A* : Hy — H; tal que

<y7 Az>j—62 = <A*y7 Z>9‘C1

para todos € Hj, y € Ha. O operador A* € B(Ha, H;) é dito ser o adjunto de A. A aplicagdo B(H;i, Hqa) 5 A —
A* € B(Hgy, Hy) é dita ser uma involugdo e suas propriedades bésicas serdo estudadas no Teorema 40.11, pagina 2184.

Note-se que, pela prépria construgao, o dominio de definicao de A* é todo Hs, pois y é arbitrario. Advertimos que
esse fato ndo é verdadeiro para o caso em que A nao é limitado. Vamos no teorema que segue demonstrar uma série de
propriedades basicas de A*.

Teorema 40.11 Sejam H; e Hy espagos de Hilbert sobre C. Seja A € B(Hq, Ha) e seja A* € B(Ha, Hi) seu adjunto.
Entao, as sequintes propriedades sao vdlidas:

1. (A%)* = A,
2. ||A*]| = || A,

3. ||[A* Al = ||A||?. Essa propriedade é denominada propriedade C*.



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2185/2825

4. Se A, B € B(Hy, Ha) ea, B €C, vale
(A + BB)* = aA* + B*,
ou seja, a operagdo * € uma operagdo antilinear de B(Hqi, Ha) em B(Ha, Hy).
5. Sejam 3y, Ha e Hs trés espagos de Hilbert sobre C. Se A € B(Hy, Hz) e B € B(Ha, Hs), entao (BA)* = A*B*.
6. O operador identidade 1 € B(H;) satisfaz 1* = 1.

7. Se A € B(H1, Ha) tem uma inversa continua A1 € B(Hay, H1), entdo A* também o tem e (A_l)* = (A*)_l. O

Demonstra¢do. Prova de (A*)* = A. Para todos = € H; e y € Ho tem-se

<(A*)*I', y>g.c2 = <l‘, A*y>g{1 = <A*y7 1’>5’61 = <y7 AI’>3{2 = <Al‘, y>3—62 .

Assim, <[A — (A%)*]x, y>jC2 = 0 para todos x € H; e y € Hs2, o que s é possivel se (A*)* = A, como queriamos provar.

Prova de ||A*|| = ||A||. Para todo y € Hy tem-se

1A Yl5e, = (A%, A"y)se, = (v, AAY) 5, < lyllse [AA Y 3e, < Nlyllse. 1A 1A Y ]lac, -

2

Para y tal que A*y # 0, essa desigualdade diz (cancelando um fator ||A*y||s¢, de cada lado) que

1Ayllsc, < [lAIHIYlloc, -

Esta ultima desigualdade é, porém, trivialmente verdadeira caso A*y = 0. Portanto, a mesma vale para todo y € Hy. A
mesma desigualdade mostra que [|A*|| = sup,_q [|A*yllsc, /|yllsc, < [|All, ou seja,

1A <[4l - (40.30)

Como A* é igualmente limitado, vale também (substituindo A — A*) que ||(A*)*|| < ||A*||, que significa que ||A]| < || A*]|.
Isso, junto com (40.30), implica ||A*|| = ||A||, como queriamos.

Prova de ||A*A|| = ||A||* (propriedade C*). Para todo x € H; vale

A" Azll3e, < A" 1Az]l3c, < 1A Al l2llse, = [AI* [|zllsc, -
Assim,
% A*Ax Hq
|A* Al = supu < 1A4]12 . (40.31)
a#0 [zl

Por outro lado, para todo =z € Hy,

A3, = (Az, Az), = (A"Az, 2), < [|A"Axllse, [2]l3, < A" A] 2], -

Assim,
A
4l = sup 1222 <z
a0 [|%llse,
provando que ||A[|?2 < [|[A*A||. Com (40.31) isso mostra que ||A*A| = ||A]|?, como querfamos.

A prova que (aAd + BB)* = @A* + BB*, assim como a prova que (BA)* = A*B* e que 1* = 1 sdo elementares e
deixadas como exercicio.

Se A tem uma inversa continua, entao
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mostrando que (471)" = (A*)fl. [ |

Comentdrios. Consideremos por simplicidade o caso em que H; = Hz. A existéncia do operador adjunto A* de um operador limitado A foi
obtida acima com uso do Teorema da Representacao de Riesz (via Proposigao 40.11) e, nesse caso, obtemos um operador igualmente limitado
e definido em todo H;. No caso em que A nao é continuo o argumento a ser seguido é um pouco diferente e s6 pode fornecer o adjunto em
um dominio menor que H;. H4 mesmo casos em que o dominio de A* é formado apenas pelo vetor nulo!

Outra adverténcia importante diz respeito & propriedade (A*)* = A, demonstrada acima para operadores limitados. A mesma nao é
também, em geral, satisfeita para operadores nao-limitados. Esse fato é mais uma causa de transtorno técnico na teoria dos operadores
nao-limitados.

Por fim, mencionamos que a propriedade ||A||2 = || A* A|| abre caminho para a importante teoria das chamadas &lgebras C*, sobre as quais
falaremos adiante. &

E. 40.14 Ezercicio. Sejam A, B € B(J). Mostre que ||Av| = ||Bv| para todo ¥ € H se e somente se A*A = B*B. Sugest3o:
use a identidade de polarizagdo, relacio (3.34), pagina 271. "

40.2.2 Operadores Autoadjuntos, Normais, Unitarios, Projetores Ortogo-
nais e Isometrias Parciais

Vamos agora introduzir algumas classes de operadores de grande importancia na Anélise Funcional. Operadores autoad-
juntos e unitarios, por exemplo, ocorrem no contexto da Fisica Quantica e devotaremos muito espago ao estudo de suas

propriedades.

e Nicleo e imagem de operadores limitados em um espago de Hilbert

Se H; e Hy s@o espagos de Hilbert (sobre C) e A : 33 — Hy é uma aplicagdo linear, definimos

Ker(A) = {¢y €| Ay = 0},

Ran(4) := {¢€Ha| ¢ = Ay paraalgum p € ¥y} .

Naturalmente, Ker (A) C H; e Ran (A) C Hy. Ker (A) é denominado nicleo de A e Ran (A) é denominado a imagem ou
alcance (= “range”) de A. E elementar provar que Ker (A4) e Ran (A4) sdo subespacos lineares de H; e Ha, respectivamente.
Faga-o! A seguinte proposicao elementar é bastante ttil:

Proposicao 40.12 Sejam Hy e Ha espacos de Hilbert e seja A € B(Hy, Hz). Entdo, valem

Ker (A) = Ran (A*)* (40.32)

Ker (A)* = Ran(4*). (40.33)
Incidentalmente, (40.32) nos mostra (pela Proposicdo 39.1, pdagina 2114) que Ker (A) € um subespaco fechado de ;. O

Prova. Se v € Ker (A4), entao (A, @)y, = 0 para todo ¢ € Ha. Logo, (¢, A*¢)4; = 0 para todo ¢ € Hy. Isso afirma
que v é ortogonal a todo elemento de Ran (A*) e, portanto, concluimos que Ker (4) C Ran (A4*)%. Por outro lado, se
¥ € Ran (A*)*, entdo (¢, A*¢)4¢, = 0 para todo ¢ € Ha, o que implica (A, ¢)4, = 0 para todo ¢ € Hy. Isso, por sua
vez, significa que At = 0, provando que ¢ € Ker (A). Isso estabeleceu que Ran (4*)+ C Ker (A4), provando (40.32). A
relagdo (40.33) segue de (40.32) e da Proposigao 39.2, pagina 2116. |

E. 40.15 FEzercicio. Prove diretamente da definicdo que se A € B(H;, Hs), entdo Ker (A) é um subespaco linear fechado de H;.
"
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e Operadores autoadjuntos

Seja H um espago de Hilbert. Um operador limitado A € B(H) que satisfaga A = A* é dito ser um operador
autoadjunto. Se A € B(H) é autoadjunto vale

(2, Ay)se = (Az, y)y

para todos z, y € H. Se A nao é limitado, vimos pelo Teorema de Hellinger-Toeplitz (Teorema 40.10, pdgina 2182)
que uma relacao dessas nao pode ser satisfeita para todos x, y € H. Em funcgao disso, serd necessario, no contexto de
operadores nao-limitados, criar uma distingao entre operadores simétricos e operadores autoadjuntos.

Qualquer operador limitado B agindo em JH pode ser escrito como soma de dois operadores autoadjuntos, a saber
B = Re(B)+ilm(B),

onde
1

Re(B) = 5

N | =

(B+ B*) e Im(B) = —(B-B").

E trivial verificar que Re (B) e Im (B) sao autoadjuntos.

No contexto da Fisica Quantica, grandezas observaveis sao representadas por operadores autoadjuntos. Tal se deve
a dois fatos que serao demonstrados no que se seguird: o espectro de operadores autoadjuntos é real e para operadores
autoadjuntos vale o importante Teorema Espectral, o qual estd intimamente associado a interpretagao probabilistica da
Fisica Quantica.

e Operadores normais

Seja H um espago de Hilbert. Um operador limitado A € B(H) que satisfaga AA* = A*A é dito ser um operador
normal. E trivial verificar que um operador A é normal se e somente se Re (A) e Im (A) comutarem entre si.

E. 40.16 Ezercicio. Demonstre essa dltima afirmacio. "
E. 40.17 FEzercicio. Do Exercicio E. 40.14, pégina 2186, conclua que A € B(H) é normal se e somente se ||Ay| = ||A™|| para
todo ¢ € K. o+

e Operadores unitarios

Seja H um espaco de Hilbert. Um operador limitado U € B(H) que satisfaga UU* = U*U = 1 é dito ser operador
unitdrio. Todo operador unitdrio agindo em um espaco de Hilbert H é normal e possui uma inversa limitada, a saber
Ul =U*

No contexto da Fisica Quantica, operadores unitarios sao importantes por estarem associados a transformagoes de

simetria.

E possivel demonstrar que qualquer elemento de B(H) pode ser escrito como soma de até quatro operadores unitérios.
Vide Proposigao 40.47, pagina 2224 e Proposicao 40.73, pagina 2276.

A nogao de operador unitario pode ser estendida a operadores agindo entre espagos de Hilbert distintos. Sejam JH;
e Hy dois espacos de Hilbert, cujos operadores identidade denotamos por 1s¢, e 1g¢,, respectivamente. Um operador
U € B(H;, Hs) é dito ser unitario se U*U = Lg¢, e UU* = Lyq,.

E relevante observar que U € B(H;, Hs) é unitdrio se e somente se valerem as seguintes afirmagoes:

1. para todos 9, ¥y € H; tem-se
(Uta, Uth)ge, = (Yar Yo)ge, 5 (40.34)

2. para todos ¢4, ¢p € Hy tem-se
(U*Gas Urdp)ge, = (bas Py, - (40.35)

Isso é evidente, pois (40.34) vale para todos 1., ¥, € H; se e somente se <(U*U — ]lg}cl)z/;a, wb>9€1 = (0 para todos
Ya, ¥y € Hy, 0 que vale se e somente se U*U = 14¢, e, analogamente, (40.35) vale para todos ¢,, ¢» € Ha se e somente
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se UU* = 14¢,. Devido & identidade de polarizagao, relagao (3.34), pagina 271, vale também afirmar que U € B(H;, Hz)
é unitario se e somente se

U]y, = 1Wllsee e (UG5, = llollsc
para todo ¥ € H; e todo ¢ € Ho, respectivamente.

E. 40.18 Ezercicio. Demonstre as afirmacdes acima. "

Se A : H; — Hy é um operador linear e A C H;, denotamos por A(A) C Hs a imagem de A por A: A(A) = {A4¢, ¢ €
A}. O seguinte resultado sobre operadores unitdrios serd usado no que segue:

Lema 40.3 Sejam H, e Ho espacos de Hilbert e U : Hy — Hy unitdrio. Entdo, se E C Hy wvale U(EL) =U&)*t. o

Prova. 1 € U(€)" se e somente se 0 = (1), Ud)ge, = (U™, ¢)q¢, para todo ¢ € &, ou seja, se e somente se U*y) € &t o
que se d& se e somente se ¢ € U(EL), pois UU™ = 1g¢,. |

e Projetores e projetores ortogonais

Um operador linear P agindo em um espaco de Hilbert J é dito ser um projetor se P2 = P e é dito ser um projetor
ortogonal se for um projetor e se for autoadjunto: P = P*.

Nem todo projetor é ortogonal. Por exemplo, no espago de Hilbert C? com o produto escalar usual a matriz E = ( 19)
é um projetor, mas nao é autoadjunta. Verifique!

Em espagos de Hilbert ou de Banach de dimens&o infinita, projetores nao sao necessariamente limitados (vide Exercicio
E. 40.21, pagina 2189), mas em espagos de Hilbert todo projetor ortogonal P ¢ limitado e se for nao nulo satisfaz || P|| = 1.
De fato, se P = P? = P*, entdo para todo ¢ € H vale ||Py|%; = (P, Py)y = (¢, P*Py)y = (¥, P), =
(, PY)qgr < |[llsc||Ploc. Assim, ||Py|s < |[¥]|s¢, para todo 1 € 3, provando que ||P|| < 1. Como P # 0, existe

P P
¢ € 3 tal que P¢ # 0. Denotando ¢ = P¢, tem-se Py = 4. Logo, || P| := sup | Pollac > [Pyl
s A e T

= 1, provando que

|P|| > 1 e, portanto, que || P|| = 1.

E importante observar que se P é um projetor ortogonal, entao valem
Pl-P)=(1-P)P =0, (40.36)
e vale também a afirmacdo que 1 — P é também um projetor ortogonal, pois (1 — P)2 =1 —-2P + P2 =1 — P.

E. 40.19 Ezercicio. Seja P um projetor ortogonal em J{. Mostre que Ran (P) = Ran (1 — P)* e conclua disso (via Proposi¢do
39.1, pdgina 2114) que Ran (P) é subespaco fechado de H. Da Proposi¢do 40.12, pagina 2186, segue disso que

Ran (P) = Ran (1 — P)* = Ker(1 - P). (40.37)

Como 1 — P é também uma projegdo ortogonal, vale igualmente (trocando-se P por 1 — P na (ltima expressio), que

Ran (1 — P) = Ran(P)" = Ker(P). (40.38)

De (40.37) e (40.38) extraimos também
Ker (P) = Ker (1 — P)" . (40.39)
As relagBes (40.37) e (40.38) podem ser também obtidas diretamente de (40.36). o,

Um exemplo importante de projetor ortogonal é representado por projetores sobre subespacos unidimensionais gerados
por vetores. Seja v € H um vetor cuja norma assumiremos ser 1, ou seja, ||v|[sc = \/(v, v)4 = 1. Definimos o projetor
P, sobre o subespaco gerado por v por

Pyu = (v, u)ge v,

para todo vetor u € H. Que P, é um projetor ortogonal foi demonstrado no caso de espagos vetoriais de dimensao finita
a pagina 546 e seguintes e como a demonstragao geral é idéntica (e elementar), ndo iremos repeti-la aqui. Um fato crucial
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sobre projetores ortogonais como P, é o seguinte: se u e v sdo dois vetores ortogonais, ou seja, se (u, v)4 = 0, entdo
P,P, = P,P, = 0. Novamente, a prova (elementar) encontra-se & pdgina 546 e seguintes.

A definicao do projetor ortogonal P,, acima, pode ser generalizada. Seja M um subespago fechado de um espago
de Hilbert J{. Pelo Teorema da Decomposicao Ortogonal, Teorema 39.2, pagina 2115, todo vetor v» € H pode ser
univocamente escrito na forma ¢ = ?/JM + Ui, com Yt € M e Yy € MJ-. Definimos, entao, o projetor Py¢ sobre
subespago fechado M por Pyt := 1. E elementar provar que Py, assim definido, satisfaz (Py)? = Pyt e (Py)* = Py,
ou seja, é um projetor ortogonal. E também facil provar que todo projetor ortogonal em um espago de Hilbert H é da
forma Py para algum subespago fechado M de . Para ver isso, basta recordar (Exercicio E. 40.19, pagina 2188) que a
imagem de qualquer projetor ortogonal é um subespago fechado de H.

E. 40.20 Ezercicio. Demonstre as afirmacdes do dltimo pardgrafo. "

E. 40.21 Ezercicio. Projetores agindo em espacos de Hilbert ou de Banach, de dimens3o infinita, ndo sdo necessariamente limitados,
como mostra o seguinte exemplo'”. Seja B um espaco de Banach e seja £ : D — C um funcional linear n3o continuo e n3o-nulo definido
em um dominio denso D C B. Seja v € D escolhido de modo que £(v) = 1. Defina-se P : D — B por Pu := u — {(u)v, u € D. E
facil constatar (faga-o!) que Ran (P) C D, que P2 = P e que P projeta sobre o niicleo de £ (i.e., Ran (P) = Ker (£)). Mas P n3o é

continuo, pois ¢ ndo o é.

Uma situacéo concreta se di se tomarmos um espago de Banach B = LP(R, dx) com p > 1, e tomarmos o funcional linear
f]R x)dz, definido em D = L'(R, dz) N LP(R, dz). Tomemos (Pu)(x) := u(z f]R y)dy, onde escolhemos v € D
com f]R )dx = 1. Verifique que P? = P. Que P n3o é limitado vé-se tomando-se uma sequenua Un € D com |lun|ls = 1 para

todo m, mas com !fmyun(m)dm| — 00 para n — oco. Por exemplo, a sequéncia un(z) = (2n)7%X[ n) (), com X[_n, » sendo a
fungdo caracteristica (vide Segdo 1.1.2.2, pagina 57) do intervalo [—n, n]. Verifique! Como v(z) [, u( dy = u(z) — (Pu)(x), teremos
[vlls | [z un(y)dy| < |lunllz + |Punl|s e como {fRun(x)dx| — oo paran — o e |lun||ls = 1 para todo n, temos || Pux||3 — oo para
n — 0o, provando que P n3o é limitado. &

e Uma proposigao util

Proposicao 40.13 Seja A € B(H) e defina-se P := A*A e QQ := AA*. Entao, P é um projetor ortogonal se e somente
se Q o for. O

Demonstra¢do. Vamos provar que se P := A*A for um projetor ortogonal, entao @@ := AA* também o é. Se isso for
verdade vemos com a troca A — A* que também a reciproca é igualmente verdadeira.

E evidente que P e @ sdo autoadjuntos e, por hipétese, P2 = P. Resta provar que Q? = (. Observe que se 1) € K,

entio [|Py|3; = (P, Pp)g = (b, P2) g = (¢, Ph)ge = (b, A*A)qc = || Ad|3;. Disso segue que Ker (4) = Ker (P)-
Temos, portanto, que

(40.33) 1 (40.39)

Ran (A*) C Ran (4*) Ker (A)* = Ker (P) Ker (1 - P).

Disso segue imediatamente que

(P—1)A" = 0. (40.40)
Agora, temos que Q2 — Q = AA*AA* — AA* = A(P —1)A* (40.40) 0, provando que @ é um projetor e completando a
prova. |

e Isometrias e isometrias parciais

Sejam H; e Hy dois espagos de Hilbert. Um operador linear limitado U : H; — Hsy é dito ser uma isometria, ou um
operador isométrico, se |Uv|sc, = |[¥|3c, para todo ¥ € Hy, ou seja, se (U, Uth)ge, = (¥, 1)q;, para todo 1 € H;.
A identidade de polarizagdo (na forma (3.32), pdgina 271 ou (3.34), pdgina 271) permite facilmente perceber que U é
uma isometria se e somente se (U, U) g = (1, ¢)4¢, para todos ¢, ¢ € H;. Note-se que essa relagio é verdadeira
se e somente se para todos v, ¢ € H; valer <(U*U - ]lg}cl)z/}, ¢>j{1 = 0, ou seja, se e somente se U*U = 1g¢,. Aqui,
U* : Hy — Hy é o adjunto de U.

17 Aprendemos esse exemplo com o Prof. César Rogério de Oliveira.
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E facil extrair a seguinte consequéncia disso: um operador linear limitado U : H{; — H5 é unitario se e somente se U
e U* forem isometrias.

Exemplo 40.1 Seja 31 = Ho = £2(IN) o espago de Hilbert das sequéncias de quadrado somdvel (introduzido nas Segoes 24.5,
pagina 1325, e 24.5.1, pégina 1327). O operador de “shift” definido por S(al, az, as, a4, ) = (0, ai, a2, as, ) é uma
isometria. Seu adjunto S* é dado por S* (al, a2, as, a4, ) = (ag, as, a4, ) e nao é isométrico. E elementar constatar que
S*S =1, mas SS* # 1. ¢

Se U € B(Hy, Hq) possui um nicleo nao-trivial, ou seja, se Ker (U) # {0}, entdo U néo pode, evidentemente, ser
uma isometria. Ha nesse caso, porém, uma nogao 1util que generaliza a de isometria.

Um operador linear limitado U : H{; — Hs é dito ser uma isometria parcial se for uma isometria quando restrita a
Ker (U)*, ou seja, se valer ||Ut||sc, = [[¢]lsc, para todo ¢ € Ker (U)*, ou seja, se (Uth, Uth)ge, = (1, )4, para todo
Y € Ker (U)*. Novamente, evocando a identidade de polarizacio, é facil perceber que U é uma isometria parcial se e
somente se (U1, Ug)g., = (1, ¢)4¢, para todos ¥, ¢ € Ker (U)*.

Frise-se que toda isometria é uma isometria parcial.

Sejam Py, o projetor ortogonal sobre Ker (U)* e 1g¢, — Py, o projetor ortogonal sobre Ker (U). Naturalmente,
todo x € H; pode ser escrito na forma x = Py x + (]].j}(l — ngl)x. Como U(]lg{1 — ngl) = 0, podemos dizer
que operador linear limitado U : H; — Iy é uma isometria parcial se e somente se para todos x, & € H; valer
(Ux, U8)g¢, = (Psey x> P3c§)gc,» ou seja, se e somente se para todos x, § € 3y valer (U*U — Py, )x, §)g¢, = 0, 0 que
vale se e somente se U*U = Py, .

Proposigao 40.14 Se U € B(J{l, 9{2) € uma isometria parcial, entao valem as sequintes afirmativas:

1. U*U ¢ o projetor ortogonal sobre Ker (U)*.
UU*U =U e U*UU* =U*.
. Ran (U) = Ker (L3¢, — UU*) e, portanto, Ran (U) € fechado.
. Ker (U*)* = Ran (U).

. U* € uma isometria parcial.
Ran (U*) = Ker (13, — U*U) e, portanto, Ran (U*) € fechado.

2.
3
4
5. UU* € o projetor ortogonal sobre Ran (U).
6
7.
8. Ker (U)+ = Ran (U*).

9

U= lur = 1.

Jd vimos acima que o item 1 equivale a U ser uma isometria parcial. Logo, devido ao item 4, os itens 5 e 6 também sao
equivalentes. Portanto, vale afirmar que U é uma isometria parcial se e somente se U™ o for e uma condi¢ao necessdria
e suficiente para tal é que U*U = Py, , o projetor ortogonal sobre Ker (U)* ou que UU* = Qg¢,, o projetor ortogonal
sobre Ran (U) (vide também Proposicao 40.13, pdgina 2189). O

Prova. Prova de 1. O item 1 ja foi provado acima.

Prova de 2. J4 vimos que se U é uma isometria parcial, entdo U*U = Py, é o projetor ortogonal sobre Ker (U)+. Logo,
19¢, — Py, € o projetor sobre Ker (U) e segue que U(]].j}(l — Pj}(l) = 0, ou seja, UU*U = U, do que se extrai também,
tomando-se o adjunto de ambos os lados, que U*UU* = U*.

Prova de 3. Seja Qg¢, == UU*. Claramente Qg¢, é autoadjunto e vale Q?}h = (UU*U)U* = UU* = Qg¢,. Assim, Qg
é um projetor ortogonal. Afirmamos que Ran (U) = Ker (Il:m — Qg}c2), o que implica que Ran (U) é fechado. De fato,
temos por um lado que a relagao UU*U = U diz que (Il:m — Qg{Q)U = 0, ou seja, Ran (U) C Ker (113{2 - Qg—c2). Por outro
lado, se 1 € Ker (119{2 — Qg—(2), entao (]lg}cz — Q:}cz)w = 0, ou seja, v = UU*Y o que implica ¢ € Ran (U) e, portanto,
Ker (15, — Qs¢,) C Ran (U). Assim, Ran (U) = Ker (L, — Q1¢,), 0 que implica que Ran (U) ¢ fechado. Esse tltimo
fato, ademais, ja fora estabelecido na Proposicao 40.3, pagina 2161.
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Prova de 4. Como Ran (U) é fechado, (40.33) garante que Ker (U*)+ = Ran (U).

Prova de 5. Se v € Ker (U*)*, entdo ¢ € Ran (U) e, portanto, existe ¢ € Ker (U)* tal que ¢ = U¢. Logo, Qgc,0) =
Qyc, U = (UU*U)qb = U¢ = 1. Por outro lado, se ¢ € Ker (U*), entdo, evidentemente, Qg9 = UU*) = 0. Isso
mostrou que Qg¢, é o projetor sobre Ker (U*)+ = Ran (U).

Prova de 6. Se UU* é o projetor ortogonal sobre Ker (U*), entdo para todo ¢ € Ker (U*)* teremos (1), Vg, =
(W, UU) g, = (U*P, U*th) g, , 0 que significa que U* é uma isometria parcial.

Prova de 7. Se U* é uma isometria parcial entao o item 7 segue do item 3 trocando-se U por U*.
Prova de 8. Idem, trocando-se U por U* no item 4.

Prova de 9. A afirmagéo é evidente pela defini¢do, mas também pode ser provada da seguinte forma. Como U*U é um
projetor ortogonal, vale |[U*U|| = 1. Da propriedade C* (vide Teorema 40.11, pagina 2184), segue que ||U|| =1 e que
U] = 1. u

O seguinte corolario é evidente:

Corolario 40.3 Se U € B(ﬂ{l, U'Cg) € uma isometria, entdo U* € B(J'CQ, 3{1) € uma isometria parcial. O

O Exemplo 40.1, pagina 2190, ilustra bem essa afirmacao, pois é facil ver que S* é uma isometria parcial.

Nota. Se U € B(H) é uma isometria parcial, estabelecemos, das relagdes UU*U = U e U*UU™* = U* (do item 2 do enunciado do Teorema
40.14, pdgina 2190) e do fato que U*U e UU* sdo autoadjuntos, que U* é a pseudoinversa de Moore-Penrose de U. A nogao de pseudoinversa
de Moore-Penrose é discutida no contexto de matrizes na Secao 10.9, pagina 599. &»

O corolério seguinte da Proposi¢ao 40.14 é também til.

Proposigao 40.15 Uma isometria U € 3(9{1, 5{2) é um operador unitdrio se e somente se Ran (U) = H,. O

Prova. Se U ¢ unitério, é isométrico e possui inversa e evidentemente Ran (U) = Hs.

Vamos supor que U é uma isometria e Ran (U) = Hs. Pela Proposigio 40.14, temos que UU* é o projetor sobre
Ran (U). Logo UU* = 13¢,. Como U é isométrico, vale ||Uv||5c, = ||1]|sc, para todo ¢ € H;. Logo, Ker (U) = {0}.
Pela Proposigao 40.14, U*U é o projetor sobre Ker (U)* = H;. Logo, U*U = 1¢,. Isso provou que U~ = U* e que U
é unitario. |

e Autovalores e autovetores de operadores limitados. Multiplicidade de um autovalor

Um numero A\ € C é dito ser um autovalor de um operador limitado B agindo em um espago de Hilbert H se existir
pelo menos um vetor nao-nulo ¢ € H tal que B¢ = A¢. Um tal vetor é dito ser um autovetor de B com autovalor \.

Em espacos de Hilbert de dimensao finita, como C", todo operador, ou seja, toda matriz, possui autovalores, pois
o conjunto de autovalores coincide com o conjunto de raizes do polindmio caracteristico da matriz. Esses fatos foram
estudados com detalhe no Capitulo 10, pagina 499, ao qual remetemos os estudantes interessados. E importante notar,
porém, que em espacos de Hilbert de dimensao infinita pode ocorrer de haver operadores limitados que nao possuem
autovalores, um exemplo, dentre muitos, sendo o operador de Volterra W, tratado no Exemplo 40.10 a pagina 2269.

Um fato elementar sobre essas nocoes é o seguinte: se ¢; e ¢2 sao dois autovetores de um operador limitado B com o
mesmo autovalor A\, entao para quaisquer a;, ag € C o vetor a;¢; + asgps é igualmente autovetor de B com autovalor A.
De fato, B(a1¢1+aad2) = a1 Bor+asBps = A1 +asps). Assim, reconhecemos que a colecao de todos os autovetores
de B com autovalor A gera um subespaco, que denotaremos por My, do espago de Hilbert H em questao. Mais que isso,
M, é um subespago fechado de H. Isso pode ser provado com a observagao que se ¢, n € IN, é uma sequéncia de vetores

de M), que converge a ¢ € H, entao a continuidade de B diz-nos que B¢ = B lim qbn) = lim B¢, =\ lim ¢, = Ao,
n—00 n—00 n—00
provando que ¢ € M. Para futura referéncia reunimos essas observagoes na seguinte proposicao:

Proposigao 40.16 Se B ¢ um operador limitado agindo em um espaco de Hilbert H, e A € C é um autovalor de B,
entao a cole¢do de todos os autovetores de B com autovalor A\ € um subespago linear fechado de J{. O
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Se M, o subespaco gerado pelos autovetores de B com autovalor A, tiver dimensao finita, dizemos que A tem
degenerescéncia finita. Nesse caso, define-se a multiplicidade (geométrica) de A como sendo a dimensao de M.

e Autovalores e autovetores de operadores autoadjuntos

Se A é um operador limitado e autoadjunto agindo em espagos de Hilbert H (de dimenséo finita ou ndo) podem ser
estabelecidas certas propriedades bdsicas sobre seus autovalores e autovetores (caso existam), os quais estao resumidos
na proxima proposigao.

Proposigao 40.17 Se A € um operador limitado e autoadjunto agindo em um espaco de Hilbert H, entdo seus autovalores
(se existirem) sao nimeros reais. Fora isso, os autovetores associados a autovalores distintos de A sao ortogonais entre
Si. ]

Prova. Se A é um autovalor de A e v # 0 um autovetor de A com autovalor A entdo, como A é autoadjunto, tem-se
(v, Av)ye = (Av, v)4. Como v é um autovetor, o lado esquerdo vale A(v, v)4 e o lado direito vale A(v, v),.. Dessa
forma, (A — X)(v, v)4 = 0. Como v # 0 isso implica A = A, ou seja, A é real. Sejam agora A; e Ay dois autovalores de A,
que suporemos distintos. Seja v; autovetor de A com autovalor A\; e vo autovetor de A com autovalor Ay. Temos, por A
ser autoadjunto, (vi, Avg)y = (Avi, v2)4. O lado esquerdo vale A\a(vi, v2)4 € 0 lado direito A\j(vi, v2)q, (lembrar que
A1 é real). Assim, (A2 — A1)(v1, v2)g = 0. Como Ay # Ay, segue que (v, v2)y = 0, que é 0 que se queria provar. |

e Autovalores e autovetores de operadores unitarios

Para operadores unitarios valem afirmagoes anédlogas.

Proposicao 40.18 Se U ¢é um operador unitdrio agindo em um espago de Hilbert 3, entdo seus autovalores (se existirem)
sao numeros complexos de modulo 1. Fora isso, 0s autovetores associados a autovalores distintos de U sao ortogonais
entre St. O

Prova. Seja U unitdrio, A um autovalor de U e v # 0 um autovetor de U com autovalor A. Como U ¢ unitario
tem-se (Uv, Uv)y = (v, UUv)y = (v, v)g.. Como v é um autovetor, o lado esquerdo vale A\(v, v)q,. Assim,
(A2 = 1){v, v)gq¢ = 0. Como v # 0 isso implica |\| = 1. Sejam agora A\; e o dois autovalores distintos de U
e sejam vy autovetor de U com autovalor A\; e vs autovetor de U_ com autovalor Ay. Temos, por U ser unitdrio,
(Uvi, Uva)ge = (v1, U Uv2)q = (v1, v2)q¢. O lado esquerdo vale AjAa(vi, v2)q = i—f(vl, v2) g (lembre-se que A; é

um nimero complexo de médulo 1 e, portanto A; = )\1_1). Assim, (i—f — ) (v1, v2)gc = 0. Como Ap # Aj, segue que

(v1, v2)4c = 0, que é 0 que se queria provar. |

e Subespacos invariantes

Seja H um espago de Hilbert e seja M um subespaco de H. Se A é um operador limitado agindo em H, dizemos que
M é invariante pela agdo de A se Ap € M para todo ¢ € M. Com essa definigdo vale a seguinte proposi¢ao importante.

Proposicao 40.19 Se um subespaco M ¢ invariante pela acdo de um operador A € B(H), entdo M+ ¢é invariante pela
acdo de A*. O

Prova. Se ¢ e v sdo dois vetores arbitrarios tais que ¢ € M e 1 € ML, entdo (A*, @) = (v, Ag) = 0, pois Ap € M,
por hipétese. Logo, A*1 é ortogonal a todo vetor ¢ € M, o que equivale a dizer que A*) € M*. Como ) é um vetor
arbitrario de M, segue que M=+ é invariante por A*. |

O seguinte corolario evidente serd repetidamente empregado.

Corolario 40.4 Se um subespaco M de um espago de Hilbert JH € invariante pela agao de um operador autoadjunto
A € B(H), entdo M~ ¢ igualmente invariante pela a¢io de A. O
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e O adjunto em espagos de Banach

Faremos aqui uma breve mengao ao fato que o conceito de adjunto de operadores possui uma generalizagao para
operadores continuos agindo em espagos de Banach, em geral.

Seja X um espaco de Banach e XT = B(X, C) seu dual topolégico que, como j4 observamos na secio 40.1.2, é um

espago de Banach com norma ||l||x+ = sup 1) ,le X
z€X, x#£0 HIHX

Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um operador limitado agindo entre X e Y. Definimos seu dual T’
como sendo o operador 7”7 : YT — X1 definido da seguinte forma: para [ € YT, Tl é o funcional linear continuo definido
de tal forma que a cada x € X associa o nimero complexo [(Tx):

(T'l)(x) == I(Tx) .
Que T é limitado segue da desigualdade |(T'1)(z)| = [l(Tz)| < Uy ITz|ly < |1y 1Tl x, que implica
[(T"D) ()]

1T xe = sup —m—== < [T llly+ -
z€X, z#0 || x
Em particular, isso diz-nos que
T'l
1) = sup THx oy (10.41)

tevt, izo Nyt
A linearidade de T” é também fécil de constatar, pois, para quaisquer I, I’ € YT, a, 8 € C,
(T'(al + B1))(@) = (al+BU)(Tw) = al(Tw)+ Bl(T2) = o(T'l)() +BIV) (@) = (o'l +BT'V)(x) |

mostrando que T'(al + l') = «T'l + BT'V.
O assim definido operador linear limitado 7" € B(YT, XT) é denominado adjunto de T

Com uso do Teorema de Hahn-Banach é possivel mostrar que ||T”]] = ||T||. De fato, pela Proposicdo 40.8, pagina
2174, sabemos que existe para cada zo € X um Ip,, € YT com ||l ||yt = 1 e tal que lry, (T2) = || Txolly. Assim,
Tl i T’ T’ I72e (T T
[T Izl xt Tlzallxr =  sup |(T" ) ()] > |(T"lrag) (@)l lrag(Txo)| [Ty , (40.42)
g ||yt veX,oz0  [7lx ol x l[zollx ol x

Isso implica que

T'l T'l (40.42) ||T
HT/H _ sup H HXT > H Tﬂ?OHXT > || xOHY
leYt, 1#£0 2]y 7o lly+ llzoll x
para cada zg € X. Logo,
[ Tzolly

[T’ = sup

= [T .
20€X, 2020 |[Tollx

Junto com (40.41), isso implica ||T"|| = ||T||.
Para futura referéncia coletamos os fatos provados acima na seguinte proposigao:

Proposicao 40.20 Sejam X e Y dois espagos de Banach e T : X — Y um operador linear e limitado: T € B(X, Y).
Entdo, T' : YT — X1, 0 chamado adjunto de T, definido por

(T')(z) = U(Tx)

para l € YT e x € X, € igualmente um operador linear e limitado, ou seja, T' € B(YT, XT) e satisfaz |T'|| = |T||. O

No caso em que X =Y = H, onde H é um Hilbert, h4 uma distingao sutil entre 7" ¢ T*. O primeiro é uma aplicacao
de H' em H' enquanto que o segundo é uma aplicacio de H em H. A relacio entre ambos é estabelecida pela aplicacio
R : H' — 3, definida em (40.6), pagina 2166. Tem-se, a saber,

T = RIT*R .
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E. 40.22 Ezxercicio. Mostre isso. o,

A aplicacdo T — T é sempre linear enquanto que, no caso de espacos de Hilbert, a aplicacao T" — T™* é antilinear.
Isso estd de acordo com T/ = R™IT*R, pois R~ é também antilinear.

e A norma de operadores autoadjuntos limitados

H& um fato especial sobre a norma de operadores autoadjuntos limitados agindo em um espaco de Hilbert do qual
faremos uso repetido no que seguiré.

Teorema 40.12 Se T € um operador autoadjunto limitado em um espaco de Hilbert H, entdo

= s KETON Gy T (40.43)
seat, o0 |19l $€3, loll=1

Prova. Se z, y € ¥, tem-se (z, Ty) = (Tz, y) = (y, Tx). Logo,

(x+y), T(x+y) = (&, Tz)+ (x, Ty) + (y, Tx)+ (y, Ty) = (&, Tx)+2Re ((x, Ty)) + (y, Ty) ,

((x—y), T(x—vy)) = (z, Tx) — (z, Ty) — (y, Tx)+ (y, Ty) = (x, Tz) —2Re ((z, Ty)) + (y, Ty) .

Dessas duas expressoes conclui-se que
4Re ((z, Ty)) = ((x+y), T(x+y)) = ((z —y), T(z—vy)) . (40.44)

Definindo-se
5 _ {6, T9)]
= sup
seat, 20 |19l

é claro que

(6, TO)| < Tgll?
para todo ¢ € H. Retornando a (40.44), tem-se

4Re (2, Ty)| < [((@+y), T@+)| +[{@ =), T@ =) < Tz -+ 9l +lle - yI2) = 27(lall® + I9ll?)

Na tltima igualdade usamos a identidade do paralelogramo (3.31), pagina 270.

Substituindo y por Ay, com A € C e |A| = 1, a ultima desigualdade fica
1
[Re (AMa, 7o) < ST(le? + Iyl?) -
Podemos escolher A de modo que Az, Ty) = |(z, Ty)| (por qué?). Assim, ficamos com

1
[, o)l < 5Tl + yl?)

Vamos provisoriamente supor que | Ty|| # 0. Escolhendo x = l Ty, a tltima desigualdade fica

1
ITyllyl < 57wl +lvl*) = Tlyl*,

ou seja,
1Tyl < Tllyll -
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Como essa desigualdade vale trivialmente caso ||Ty|| = 0, a mesma deve valer para todo y € . Claramente isso diz que
T < 7. (40.45)
Por outro lado, tem-se pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que, para todo ¢ € I,

(&, To)| < llgll Tl < 1T Igll* -

Logo,
, T
7= swp @Iy
est, o#0 4]
Comparando essa desigualdade a (40.45), concluimos que ||T'|| = T, que é o que querfamos provar. |

40.3 Rudimentos da Teoria das Algebras de Banach e Algebras
C*

40.3.1 Algebras de Banach

e Algebras associativas

Uma algebra sobre o corpo dos complexos é um espago vetorial A sobre o corpo C dotado de uma operagao de produto
bindria “” dita produto da dlgebra, de modo que as seguintes propriedades sao satisfeitas

1. O produto da algebra ¢é distributivo em relacao a soma vetorial: para todos a, b e ¢ € A valem

a-(b+c¢) =a-b+a-c e (a+b)-¢c =a-c+b-c.

2. O produto por escalares comuta com o produto da algebra e é distributivo em relacao a ele: para todos a, b€ A e
a € C vale
afa-b) = (aa)-b = a-(ab).

Uma &algebra A é dita ser uma dlgebra comutativa se para todos a, b € A tivermos

a-b=">4-a.

Uma &algebra é dita ser uma dlgebra associativa se para todos a, b e ¢ € A tivermos
a-(b-¢) = (a-b)-c.

W

Se A é uma &lgebra associativa, podemos sem ambiguidade dispensar o simbolo e denotar o produto de dois de

seus elementos a, b € A simplesmente por ab.

° Algebras com involucgao

Uma algebra sobre o corpo dos complexos A é dita ter uma involugdo se existir uma operagao unaria * : A — A, que
para todo a € A associa um elemento denotado por a* € A, com as seguintes propriedades:

1. (a*)* = a para todo a € A.
2. (ab)* = b*a* para todos a, b € A.
3. (aa + Bb)* = @a* + Bb* para todos a, € C e todos a, b € A.

4. Se a algebra possuir uma unidade 1* = 1.
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Uma algebra que possua uma involucao é dita ser uma dlgebra involutiva, uma *-dlgebra, uma dlgebra *, ou ainda
uma dlgebra A*.

A operagao de adjungao para operadores limitados em espagos de Hilbert é a inspiragao da definicao de involucao.
Vamos a outros exemplos. Seja A = C(R, C) a dlgebra das fungdes continuas R — C com o produto usual: (fg)(z) =
f@)g(x). E facil ver que f — f* dada por f*(z) = f(x) define uma involu¢do. A aplicacdo f — f* dada por
f*(z) = f(—z) também define uma involugao.

Seja A = C(R, C) ® C(R, C) com o produto (f(x), g(x)) - (I(z), m(x)) = (f(x)l(x), glz)m(x)).
A aplicacdo (f, g) — (f, 9)* = (f, §) é uma involugdo. A aplicacio (f, g) — (f, ¢)* = (g, f) é também uma

*

involugao. A aplicagao (f(x), g(x)) — (f(z), g(x))* = (9(—x), f(—=x)) é igualmente uma involugao.

E. 40.23 Ezercicio. Verifique! "

Seja A = B(H), a algebra dos operadores limitados agindo em um espago de Hilbert H e seja d € B(H) tal que
d> =1 e d=d*, onde d* ¢ a adjunta usual de d. Entao, A 3 a — a' := d*a*d define uma involucio em A.

E. 40.24 FEzercicio. Verifique! "

e x-morfismos entre x-algebras

Se A e B sao duas élgebras involutivas (cujas involugoes denotamos, por simplicidade, pelo mesmo simbolo ), dizemos
que uma aplicacado 7 : A — B é um *-morfismo de A em B se satisfizer:

1. m(aa + Bb) = an(a) + pr(b) para todos «, B € C e todos a, b € A.
2. w(ab) = w(a)w(b) para todos a, b € A.

3. m(a*) = w(a)* para todo a € A.

e Algebras associativas normadas

Uma 4lgebra associativa A dotada (enquanto espago vetorial) de uma norma || - || que satisfaca ||zy|| < ||z|/||y]| para
todos x, y € A é dita ser uma dlgebra associativa normada. Em uma algebra associativa é facil constatar-se que vale
para todo n € IN a identidade

1
l,n-i—l _ yn-i-l _ 5((1’" + yn) (:L' _ y) + (:L,n _ yn) (l‘ + y)) . (4046)
Disso obtém-se, para n € IN,
n+1 n+1 1 n n ~ 1 n+l-p n+l-—p p—1 1 n
e AR D R E P C +y J@—y)@+y)" "+ -y +y)",  (4047)
p=2

sendo que se n = 1 o termo com a somatoria é convencionado ser nulo.

De (40.46) é elementar demonstrar-se por indu¢do que em uma élgebra associativa normada vale, também para todo
n € Ny,
n
"t =y < (=l + lyl) "z =yl - (40.48)

E. 40.25 FEzercicio. Prove as afirmacdes acimal o+

Sob hipéteses adequadas sobre x e y é possivel obter estimativas mais agudas que (40.48). Por exemplo, tem-se
[ —y" | < (e Dz —yll se 2| <1 e yl<1. (40.49)
De fato, como [|z* + y*|| < [|a*]| + |y*|| < [l + yll* <2, k € N, e lz + [P < (=] + [ly])? < 27, p € N, obtém-se de

(40.47)
n
-+ yll°
et =l < | 20T el < (e Dl
q:
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E. 40.26 Ezercicio. Complete os detalhes. o+

e Algebras de Banach

Uma dlgebra de Banach B é um espago de Banach, portanto um espago vetorial normado e completo em relacdo a
essa norma, dotado de um produto associativo para o qual valha ||zy|| < ||z||||y|| para todos z, y € B. Fora isso, se a
algebra possuir uma unidade 1, requeremos também que ||1|| = 1. Naturalmente, uma &lgebra de Banach é uma algebra
associativa normada e, portanto, 14 valem também (40.46) e (40.48).

Veremos facilmente logo adiante que numa &lgebra de Banach a condi¢do que ||zy| < ||z||||ly|| para todos z, y € B
conduz & implicagao que a operagao de produto é continua na norma.

° Algebras de Banach-x

Uma &dlgebra de Banach B com involucao é dita ser uma dlgebra de Banach-x, ou uma x-dlgebra de Banach, ou ainda

uma dlgebra B*, se a involucao e a norma satisfizerem ||a|| = ||a*|| para todo a € B.
Note-se que se A é uma dlgebra B* vale ||a*al| < ||a*|| ||la|| = ||al/?
Veremos facilmente logo adiante que numa algebra de Banach-x a condigdo que ||a|| = ||a*| para todo a € B conduz

a implicacao que a operagao de involugao * é continua na norma.

e Algebras C*

Uma algebra C é dita ser uma dlgebra C* se for uma dlgebra de Banach-+ com a propriedade adicional que ||a*a|| = ||a||?
para todo a € C. Essa propriedade é denominada propriedade C*.

Exemplo 40.2 Em fungio do Teorema 40.11, pagina 2184, toda dlgebra B(H) é uma algebra C* com unidade. ¢

Exemplo 40.3 Mostraremos no Corolario 40.21, pdgina 2283, que o conjunto dos operadores compactos agindo em um espago
de Hilbert H é também uma algebra C*, sem unidade caso 3 néo tenha dimensao finita. ¢

O estudo de propriedades de algebras C* é de grande importancia para a compreensao da &dlgebra de operadores

limitados em espacos de Hilbert. Adiante teremos a oportunidade de explicitar isso. Também na Fisica Quantica
algebras C* desempenham um papel fundamental. Vide [191] ou a discusséo que segue o Teorema Espectral.

e Continuidade de operacoes algébricas em algebras de Banach

Se B é uma algebra de Banach e w, é uma sequéncia em B que converge em norma a w € B, entao é elementar
provar que para todo v € B tem-se lim (v+w,) =v+ lim w,. Isso estabelece que a soma é uma operagao continua em
n—oo n—oo

B na topologia induzida pela norma de B. E igualmente facil provar que a multiplicacao por escalares é uma operagao

continua em B na topologia induzida pela norma de B. Provemos também que o produto (& esquerda ou a direita) é

continuo, ou seja, que lim (vw,) = v lim w,. Para tal, observemos que vw, = v(w, — w) + vw para todo n. Assim,
n—o0 n—oo

lim (vwy,) —vw = lim v(w, —w). Agora, ||[v(w, — w)|| < ||v|| ||w, — w|| = 0 para n — oo. Logo, lim v(w, —w) =0
n—oo n—oo n—oo

e, portanto, lim (vw,) =vw =v ( lim wn)
n—o0 n—oo

Se B é uma algebra de Banach-*, entao também a involugdao é continua na topologia induzida pela norma de B,
como é elementar de se provar, pois se w, é uma sequéncia em B que converge em norma a w € B, entdo ||wi —w*| =

*
[[(wp, —w)*|| = ||wn, —w]|| — 0 para n — co. Assim, ( lim wn) = lim w;, o que estabelece a continuidade da involugao.
n—oo n—oo

Para futura referéncia, reunimos as observagoes acima na seguinte proposicao.

Proposicao 40.21 Se B € uma dlgebra de Banach com norma || - || entdo as operagées de soma, produto por escalares
e produto (o esquerda ou a& direita) sdo continuas na topologia induzida pela norma. Se B € uma dlgebra de Banach-x
entao também a involugao € continua na topologia induzida pela norma. O

O leitor nao deve aborrecer-se com a aparente trivialidade das assergoes acima: ha topologias em algebras de Banach
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em relacdo as quais o produto e a involugao ndo sao continuas! Para tais topologias todo o cuidado é necessério.

40.3.2 Alguns Fatos Estruturais sobre Algebras C*

Nesta breve secao oferecemos alguns resultados estruturais relevantes sobre algebras C* que serao usados adiante. O
primeiro é a seguinte observagao, que motivara uma definicao no que segue.

Proposicao 40.22 Seja A uma dlgebra C* (nao necessariamente com unidade). Entdo,

lall = sup [lad| = sup |da], (40.50)
deA de A

lldll=1 llall=1

para todo a € A O

Prova. No caso em que a = 0, (40.50) é trivialmente vélida. Assumamos ||a|| > 0. Por um lado, como ||ad|| < ||al|| ||d]],

tem-se sup |lad|| < |la|]|. Por outro lado, tem-se, naturalmente, sup |lad|| > |lado|| para qualquer dy com ||dg| = 1.
deA deA
lldil=1 llali=1
Podemos tomar dy = a*/||a|| e teremos sup |lad| > |laa*||/||a|| = |la||, pela propriedade C*. Isso provou a primeira
deA
llali=1
igualdade em (40.50). A outra igualdade é provada analogamente. |
Encaremos a C*-dlgebra A (cuja norma, para melhor ilustragdo, denotaremos por || - ||.4) com um espago vetorial

normado e seja B(A) a dlgebra normada das aplicagoes limitadas de A em si mesmo, com norma definida por

17|
T = su .
T3 (a) up T
b#£0

Do Teorema 40.2, pagina 2164, sabemos que B(A) é uma &lgebra de Banach com unidade.

Definamos as aplicagoes lineares L, : A — A e R, : A — A definidas por
L,b = ab e R.,b = ba.

E claro que || Lablla < |lallallblla e ||Rablla < |lallalblla. Logo, Ls e R, sio operadores limitados (continuos) de A em
si mesmo, ou seja, L, € B(A) e R, € B(A). Como tais, suas normas sdo dadas por

|Lablla _

0 |
o]

|Rablla _
6]

(40.50)

(4

[LallBa)y = sup sup ||ad]| e |[RallBa) = sup sup ||dall llall -
beA deA beA deA
b#£0 b#£0

lldll=1 lldll=1

E também claro que aLg + BLy = Lag1ps, que Ry + BRy = Raat8p; que LoLy = Lo € que RgRy = Ry para todos
a, B € C e todos a, a’, b € A. Assim, a aplicagdo A 3 a — L, € B(A) é um homomorfismo isométrico e a aplicagdo
A3a— R, € B(A) é um anti-homomorfismo isométrico.

40.3.2.1 Algebras com Involucao e a Unidade

Nem toda *-algebra associativa possui uma identidade, um exemplo notério no caso de algebras C* sendo o das algebras
dos operadores compactos agindo em um espaco de Hilbert de dimensao infinita. Vide Secao 40.8, pagina 2279 e, em
particular, o Corolédrio 40.21, pagina 2283.

No entanto, uma x-algebra associativa sempre pode ser tomada como *-subdlgebra de uma *-dlgebra associativa com
unidade.

Seja A uma *-dlgebra associativa. O produto Cartesiano C x A pode ser transformado em uma *-algebra associativa
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com unidade com as seguintes operacoes: para «, 3, v € C e a, b € A definimos

(0‘5 a)+(57 b) = (a—i—ﬁ,a—i—b),
V(a, a) = (ya, ya),
(a, a)(B, b) = (af, ab+ Ba+ab),

(o, a)* = (@, a”).

E um exercicio simples, e fortemente recomendado ao estudante, demonstrar que produto Cartesiano C x A dotado da
estrutura acima é uma *-dlgebra associativa, a qual denotaremos por C x A.

H&4 quatro fatos importantes a se notar sobre C x A. Em primeiro lugar, C x A possui uma unidade, a saber,
1 := (1, 0). Verifique! Em segundo lugar, do fato que (0, a)(0, b) = (0, ab) e (0, a)* = (0, a*) constatamos que
Ag = {(07 a), a € .A} C € x A é uma #-subdlgebra de C x A. Em terceiro lugar, a aplicagdo A 3 a — (0, a) € Ag
é uma bijecdo e, portanto, um *-isomorfismo entre A e Ay (analogamente, a aplicagdo C > a — («, 0) é também um
«-isomorfismo). Assim, A pode ser *-isomorficamente identificada com uma subélgebra de C x A (a saber, com Ap) e,
nesse sentido, podemos dizer que A estd contida em uma &dlgebra unital que a “estende”. Em quarto lugar, Ay é um
bi-ideal de C x A. De fato, valem para todos o € C, a, b € A

(o, @)(0, b) = (0, ab+ab) € Ag e 0, b)(ar, a) = (0, ab+ba) € A .

Para futura referéncia, resumamos os resultados na seguinte proposigao:

Proposigao 40.23 Toda *-dlgebra associativa A pode ser x-isomorficamente identificada com um bi-ideal de uma *-
dlgebra associativa com unidade, a saber, a dlgebra C x A definida acima. O

No caso de A ser uma &algebra C* sem unidade é possivel ir mais além e constituir uma norma em C x A que faga da
mesma uma algebra C*. Esse é o contetido do seguinte teorema, o qual afirma que toda algebra C* sem unidade pode
ser x-isomorficamente e isometricamente embebida em uma algebra C* com unidade:

Teorema 40.13 Se A for uma dlgebra C* sem unidade em relagiao a norma || - ||, entdo C x A € uma dlgebra C* (com
unidade) com relagdo & norma
(e, a)|| :== sup [lad+ ad| . (40.51)
H(riiﬁil

O conjunto Ay = {(0, a), a € A} C Cx A € um ideal bilateral (e, portanto, uma subdlgebra) de C x A e a aplicagdo
A3a— (0, a) € Ag € x-isomorfismo isométrico entre A e Ag. O

Observagao. A definigao (40.51) é inspirada na primeira igualdade em (40.50). L)

Prova do Teorema 40.13. Que Ay := {(0, a), a € A} C €C x A é um ideal bilateral de C x A e que a aplicagdo
Adar (0, a) € Ay é x-isomorfismo entre A e A foi estabelecido na discussao que antecede o enunciado do presente
teorema (vide definigdo da *-dlgebra C x A). Que se trata de uma isometria segue da observagao que, segundo (40.51),

(40.50)
(0, )| = sup [lad] =" |all,
deA
lal=1
desde que tenhamos estabelecido que (40.51) realmente define uma norma em C x A. Passemos a essa tarefa.

E evidente que ||(c, a)|| > 0. Temos também, para v € C,

H’y(a, a)H = H(’ya, 'ya)H = sup ||yad+vad| = |y| sup ||ad+ ad| = |y H(a, a)H.
de A deA

llall=1 lldl=1



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2200/2825

Além disso, ¢é vélida a desigualdade triangular, pois

@ @)+ (5 B = @+ 8 att)| = sup l(a+B)d+(a+bd| < suw [lad+ ad] +[5d+ bd|
lldl|=1 ld||=1
< sup [lad+ad| + sup [|8d+bd]| = [[(a, a)ll+ (3, )| -
lldl|=1 ld]|=1

Notemos também que para a unidade (1, 0) de C x A vale [|(1, 0)|| = sup ||1d + 0| = 1, trivialmente.
de A

lali=1

Desejamos agora provar que [(a, a)|| = 0 se e somente se («, a) = (0, 0). Vamos primeiramente supor que
(0, a)|| = 0 mas a # 0. Tem-se 0 = ||(0, a)|| = sup |lad||. Portanto 0 = ||ad|| para todo d com ||d|| = 1. Podemos,

deA

lldil=1
porém, tomar d = a*/||a*|| e teremos, 0 = |laa*||/||a*|| = |||, uma contradigdo. Logo, ||(0, a)|| = 0 implica a = 0. Seja
agora a # 0 e escrevamos (o, a) = a1, —a’), onde @’ := —a~la. Vemos que ||(a, a)|| = |a|||(1, —a’)| e, portanto,
[[(ar; @)|| = 0 se e somente se ||(1, —a’)|| = 0. Agora, sabemos que, por defini¢do, ||(1, —a’)|| > ||d — o’d|| para qualquer
d € A com ||d]| = 1. Logo, para tais d’s, ||[d—a'd|| < ||(1, —a')|| e se o’ é tal que ||(1, —a’)|| = 0 teremos da’ = d para todo
d € A com ||d|| = 1. Por multiplicagdo por um escalar a condi¢do ||d|| = 1 pode ser eliminada e temos que da’ = d para

todo d € A. Tomando o adjunto, obtemos que (a')*d = d para todo d € A. Em particular, tomando d = a’, essa relagao
diz que o’ = (a')*a’, que é autoadjunto. Logo a’ = (a’)*, de onde obtemos, relendo as expressdes anteriores, que da’ = d
e a'd = d para todo d € A. Isso diz que a’ é uma unidade de A. Uma contradi¢ao com as hipéteses da proposicao. Logo,
nao podemos ter ||(1, —a’)|| = 0, provando que |[(a, a)|| > 0 se o # 0. Isso estabeleceu que («, a) = 0 se e somente se
a=0ea=0, estabelecendo que (40.51) define uma norma.

Vamos agora demonstrar a desigualdade para a norma de um produto, ou seja, que ||(a, a)(B8, b)|| < |[(a, a)|| [|(8, b)]|
para todos o, 8 € Cea, b € A. Note-se que se ||(8, b)|| =0, entdo (5, b) = (0, 0) e ndo hé o que se provar, Assumamos,
portanto, que ||(8, b)|| > 0, o que significa dizer que existe ao menos um d € A com ||d|| = 1 tal que ||3d + bd|| > 0. Por
definigao, temos que

(@, a)(8, Bl = [l(@B, ab+Ba+ab)| = sup |laBd + (ab-+ Ba+ab)d] .

de A
lldll=1

Observe-se, agora, que se d é tal que ||8d + bd|| > 0, podemos escrever
afd+ (ab+ fa+ ab)d = a(ﬁd + bd) + a(ﬁd + bd) = (ac + ac) |18d + bd]| ,

onde ¢ := (ﬁd + bd)/||6d + bd||, para o qual tem-se, evidentemente ||c|| = 1. Assim,

Haﬂd+(ab+ﬂa+ab)dH = |[(ac+ac)||[|1Bd+bd]| < [ sup ||[(ac +ac)| | [1Bd+bd]| = [[(a, a) ||Bd + bd] -
c/eA
lle’|=1
Logo,
(e, @) (B, b)|| = sup aBd + (ab+ Ba +ab)d|| < [[(a, a)l sup [8d +bd|| = |(a, a)|[[I(B, D),
lldll=1 I|d||=1

como queriamos provar.

Vamos agora provar a invaridncia da norma pela adjungao: [|(o, a)*|| = ||(e, a)]]. Se ||(a, a)|| = 0, entéo (o, a) =
(0, 0) e a igualdade que desejamos provar é trivial. Assumamos, entdo, que ||(o, a)|| > 0. Temos que ||(a, a)|?
sup |lad + ad||®. Agora, pela propriedade C* da norma de A, tem-se
deA

lldll=1

lad + ad||?* = ||(ad + ad)*(ad + ad)|| = Hd*(|o<|2d+aad+aa*d+a*ad)H

< ||d*]] H|a|2d+aad+aa*d+a*adH = |||a|2d+aad+aa*d+a*adH,
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pois ||[d*]| = ||d]| = 1. Assim,
[(a, a)||> < sup |[|la]*d +@ad + aa*d + a*ad|| . (40.52)
deA

llall=1

Porém, (o, a)*(a, a) = (@, a*)(a, a) = (|a|?, @a + aa* + a*a) e reconhecemos que o lado direito de (40.52) é
(o, a)*(, a)l|, provando que ||(a, a)||?> < ||(a, a)*(, @)|. Agora, pela desigualdade da norma de um produto,
(e, a)*(a, a)|| < [[(a, a)*|[[[(a, a)]. Logo, [[(a, a)* < [(a, a)*| (e, a)ll, implicando que |[(e, a)l| < [[(e, a)*|.
Trocando-se (o, a) por (o, a)* obtemos a desigualdade oposta, estabelecendo que ||(«, a)*|| = ||(a, a)].

Vamos agora estabelecer a propriedade C*: ||(o, a)*(a, a)|| = ||(a, a)||?. J& vimos que ||(o, a)|? < ||(o, a)*(a, a)]|.
No entanto, pela desigualdade da norma de um produto e pela invariancia da norma por adjuncao, estabelecidas
logo acima, temos também ||(a, a)*(a, a)|| < |[(o, a)*| (e, a)|]| = ||(e, a)||?, estabelecendo a propriedade C*:

(e, @)*(a, a)ll = || (e, a)|>.

A tltima coisa que resta demonstrar é que C x A é completa na norma acima'®. Observemos, em primeiro lugar, que
(40.50)
1€, b)ll = sup [|bd]|

i
bj, j € IN, for uma sequéncia de Cauchy em A. Em tal caso, como A é completo, a sequéncia b; terd um ponto limite
be A e éevidente que lim,;_, (0, b;) = (0, b).

b||. Logo, uma sequéncia (0, b;), 7 € IN, é de Cauchy na norma de C X A se e somente se
g )5 J y

Seja (o, aj), j € IN, uma sequéncia de Cauchy na norma de C x A. Entdo, para todo € > 0 existe N(e) € IN tal
que |[(aj, aj) — (g, ar)]] = |[(a; — cu, aj — ap)|| < € sempre que j e | forem maiores que N(e). Como toda sequéncia de
Cauchy ¢ limitada, existe M > 0 tal que ||(¢;, a;)|| < M para todo j € IN.

Afirmamos que a sequéncia de niimeros complexos o, j € IN, é limitada. Se assim néo fosse haveria uma subsequéncia
divergente a;, , £ € IN, e podemos assumir sem perda de generalidade que todos os ¢, sao nao-nulos. Seja, entdo a

sequéncia em C x A definida por
1 1
L, Oé_jkajk = Oé_jk(ajk’ ajy,) -
Teremos ||(1, a] il = |a] |H o, a5, < |, o que nos leva a conclusao que limg_,o0(1, ; a;,) = (0, 0), ou seja,

que limy_, (0, a; a;,.) = (1, 0), absurdo.
k

Assim, a sequéncia numérica «;, j € IN, é limitada e, portanto, possui uma subsequéncia o;,, [ € IN, convergente a
a € C, sendo, portanto, uma sequéncia de Cauchy. Escrevamos,

(07 ajz) = (ajw ajz) - (O‘jzv O)

e teremos

100, aj,) = (0, a;,)

para todos I e m grandes o suficiente. Estabelecemos, portanto, que (0, a;,) é uma sequéncia de Cauchy na norma de
C x A e, pelas consideragoes anteriores, a;,, I € IN, converge em A a um elemento que denotaremos por a. Resta provar
que (o, aj), j € N, converge na norma de C x A a (a, a). Isso segue da observacao que

| < ”(O‘jz’ ajl) - (O‘jmv ajm)H + ”(O‘jz’ 0) - (O‘jmv 0)” < e+ |ajz - ajz| < 2e,

(a5, )~ (e @)l = sup (e @)+ (a; — )] < oy —al + la; ~ al
lali=1
sendo que usamos o fato que [|(a; — @)d + (a; — a)d|| < |a; — a||d|| + ||la; — a|| ||d|| = |oj — | + |la; — a|| consequéncia

da desigualdade triangular e da desigualdade na norma de um produto. Como vimos, o lado direito vai a zero em uma
subsequéncia e, como, (¢, a;), j € IN, uma sequéncia de Cauchy na norma de Cx.A, concluimos que lim (¢, a;) = (o, a),
JEN

estabelecendo a completeza de C x A. |

E. 40.27 Ezercicio. Seja A uma algebra C* sem unidade e, para cada (a, a) € C x A, seja T(4, o) a aplicacdo linear de A em A
definida por
T(a, )b == ab+ab,

18Nesse ponto, seguimos a referéncia [358] com adaptacdes. Lamentavelmente, diversos outros textos como [73], [351], [110], [24], e mesmo
cldssicos como [118], apresentam demonstragdes que consideramos incompletas desse ponto fundamental.
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para todo b € A. Mostre que T, o) +T(3,5) = T(a, a)+(8, b)» AUe T(a, )T, 5) = T(a, a)(3, b), QuUe T(*a’ a) = T(a, a)« € que T(y, o) €
B(A), com

HT(a,a)HfB(A) = (e, a)ll .

Estabeleca que Cx A 3 (o, a) = T(q, o) € B(A) é um s-morfismo isométrico. Usando a completeza de C x A estabeleca que a imagem
dessa aplicagdo em é um subespaco fechado de B(A). Alguns autores adotam as propriedades acima como definidora da &lgebra C x A.
L

40.3.3 A Inversa de Operadores Limitados
No intuito de preparar a futura discussdo sobre o nocao de espectro de operadores em espagos de Banach (Secao 40.6,
pagina 2262), fagamos aqui alguns comentdrios relativos & nogao de inversa de operadores em espagos vetoriais e, em

particular, em espacos de Banach.

e Recordando alguns fatos gerais e um pouco de notagao

Se V e W sao espagos vetoriais e A : V — W é uma aplicagao linear, definimos

Ker (A) {veV Av = 0},

Ran(A4) = {weW| w = Av para algum v € V} .

Ker (A) é denominado nicleo de A e Ran(A) é denominado a imagem ou alcance (= “range”) de A. Dizemos que A
possui um nicleo trivial se Ker (A) = {0}. Nao custa lembrar também que se V e W sdo espagos vetoriais e A : V — W
é uma aplicagdo linear entdo A é injetora se e somente se Ker (A) = {0} e A é sobrejetora se e somente se Ran (4) = W.
Logo, A é bijetora se e somente se Ker (4) = {0} e Ran(A) = W. Caso A seja bijetora denotaremos, como sempre, por
A~1:'W = V a aplicacdo inversa de A. E elementar mostrar que A~! é também linear.

A seguinte proposicao elementar é importante e serd implicitamente empregada no que segue.

Proposigao 40.24 Seja V um espago vetorial e seja A :V — V uma aplicacdo linear. Entdo, A € bijetora se e somente
se existir uma aplica¢do linear B :V — 7V tal que AB =1 ¢ BA=1. Se uma tal B existir, serd inica.

Prova. Se A é bijetora a aplicacao inversa A~ faz o servico desejado. Suponhamos agora que exista B como acima. Se
A nao é injetora, entdo existem z, y € V distintos com Az = Ay. Aplicando B a esquerda e usando BA = 1, concluimos
que z = y, uma contradi¢do. Se A nao é sobrejetora, existe x € V tal que Ay — x # 0 para todo y € V. Se assim §,
tomemos y = Bx. Concluiriamos de AB = 1 que 0 # ABx — x = x — x, um absurdo. A unicidade de B segue da
observagao que se B’ : V — 'V for também tal que AB’ =1 e B’A = 1, entao aplicando B a esquerda na primeira relacao
e usando a associatividade teremos B = B(AB’) = (BA)B' = 1B’ = B'. |

Um comentéario pertinente & Proposigao 40.24 é o seguinte. No espago vetorial de dimensao finita V = C”, a relagdo
AB = 1 implica BA = 1 (A4 e B sendo aqui elementos de Mat (C, n)). Em espacos de dimensao infinita, porém, isso
nao é sempre verdade e é preciso requerer tanto AB = 1 quanto BA = 1 da inversa de A. Como exemplo, considere-
se o espago vetorial G(C) de todas as sequéncias de nidmeros complexos (vide Secao 24.5.1, pagina 1327). Defina-se

A:6(C)— 6(C)e B: 6(C) — S(C) por

A(ay, ag, a3, a4, as, ...) = (0, a1, aa, as, aq, ...),

B(ay, az, a3, a4, as, ...) = (a2, a3, a4, as, ag, -..) .
Entao,

BA(aq, a9, as, a4, as, ...) = (a1, a2, as, a4, as, ...),

AB(a1, a2, as, a4, as, ...) = (0, as, as, aq, as, ...),

provando que BA =1 mas AB # 1.
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e Fatos gerais sobre a inversa de operadores em B(X)

Vamos analisar as varias situagoes que podem ocorrer com operadores limitados agindo em um espago de Banach X
no que concerne a sua invertibilidade ou nao invertibilidade. Naturalmente, um operador limitado V' € B(X) agindo em
um espaco de Banach X pode ser bijetor ou nao e, se nao o for, varios subcasos sao possiveis. Temos o seguinte quadro:

1. V é bijetor.

Se V € B(X) é um operador limitado e é bijetor entao, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, Teorema 40.8, pagina
2180, V! ¢ igualmente um elemento de B(X).

2. V nao é bijetor.

Se V € B(X) nao é bijetor, entdo ou V nao é injetor ou nao é sobrejetor (ou ambos).

(a) V ndo € injetor.

Se V ndo é injetor, entdo Ker (V'), possui pelo menos um vetor nao-nulo e V=1 nio existe enquanto operador
agindo em Ran (V).

(b) V nao € sobrejetor mas é injetor.

Se V' nao é sobrejetor, podem ocorrer duas coisas: ou Ran (V) é denso em X ou néo é.

i.

ii.

Ran (V') € denso em X.

Se Ran (V) é denso em X e V é injetor, entdo V : X — Ran (V') é bijetor e, portanto, possui uma inversa
V=1 :Ran (V) — X. Essa inversa, porém, nao pode ser limitada, como mostra o seguinte argumento.
Se o fosse, V! poderia ser estendido (pelo Teorema BLT, Teorema 40.1, pdgina 2162) por um operador
limitado ao fecho de Ran (V'), que é X, por hipétese. Denotemos por W essa extensdo. Como a imagem
dessa extensdo e a de V! s@o todo X, essa extensdo ndo pode ser injetora e, portanto, nao é a inversa
de um operador. Ocorre, porém, que pela definicao de W dada pelo Teorema BLT, vale para todo x € X

que Wz = lim V~1y. Assim, como V é continuo,
e
yERan(V)
VWz =V lim V!§ = 1lim VVly= lm y==zx.
y—x Yy y—x
yeRan(V) yeRan (V) yeRan (V)

Além disso, como W estende V=1, a qual é definida em Ran (V), tem-se igualmente WVz =V~ 1Vr =z
para todo x € X. Isso diz-nos que V ¢ a inversa de W em todo X, uma contradigao.

Assim, se Ran (V) é denso em X e V é injetor entdo V! : Ran (V) — X existe mas nao é limitada.

Ran (V') nao é denso em X.

Resta ainda o caso em que Ran (V) nao é denso em X. Aqui, podemos ter V injetora ou ndo. Se V néo
for injetora, entdo V possui nticleo nao-trivial e V~! nao pode ser definida em Ran (V). Se V for injetora,
entdo V nao possui um autovetor nao-nulo com autovalor 0 e V! pode ser definida em Ran (V).

(¢) V nao é sobrejetor nem injetor.

Aqui estamos de volta ao caso 2a e V! nio existe em Ran (V).

Resumindo, temos as seguintes conclusoes:

Teorema 40.14 SeV € B(X) é um operador limitado agindo em um espago de Banach X, tem-se as sequintes situagoes
mutuamente excludentes:

1. V € bijetor e V! existe em todo X e € limitado.

2. V nao € bijetor, e tem-se os sequintes subcasos:

(a) V ndo é injetor, Ker (V) é nao-trivial e V=1 ndo pode ser definida em Ran (V).

(b) V € injetor e nao € sobrejetor, Ran (V) é denso em X e Ker (V) = {0}, sendo que V=1 : Ran (V) — X emiste
mas nao € limitada.

(c) V € injetor e nao é sobrejetor, Ran (V) nao é denso em X e Ker (V) = {0}, sendo que V! : Ran(V) — X
existe, podendo ser limitada ou ndo. |
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A proposicao seguinte é também relevante e serd empregada, por exemplo, quando da discussdo sobre o espectro de
operadores autoadjuntos em espacos de Hilbert.

Proposigao 40.25 Se V € B(X) é um operador limitado agindo em um espago de Banach X tal que V=!: Ran (V) — X
existe e € limitada, entao Ran (V) € um subespago fechado de X. O

Prova. Seja y, = Vx,, n € N, uma sequéncia em Ran (V) que converge a y € X. Temos que z, = V" ly,. Assim,
lTn — 2wl < IV |Yn — yml|- Como y,, é uma sequéncia convergente, é de Cauchy e, pela tltima desigualdade, z,,
também o é. Seja x € X o limite da sequéncia z,,. Temos que y —Vz =y —y, + Vz, — Vz para todo n € IN e, portanto,
ly = V| < |y = yull + IVl |z — z||. Agora, tomando n — oo e lembrando que y, — y e z,, — x, concluimos que
ly — Vz| = 0, ou seja, y = Va, o que prova que y € Ran (V). Isso demonstra que Ran (V') é fechado. |

A Proposigao 40.25 diz-nos que no item 2c¢ do Teorema 40.14, Ran (V') serd um subespaco fechado préprio de X caso
V! seja limitada.

e A inversa em algebras de Banach

Vérios resultados gerais sobre a inversa de operadores podem ser estabelecidos no contexto geral de algebras de
Banach com unidade, para entao particularizarem-se para dlgebras como B(X) ou B(H), que sao de dlgebras Banach de
operadores, com unidade, agindo em espagos de Banach ou de Hilbert. Nas paginas que seguem trataremos dessa andlise
geral para depois estudarmos aqueles casos particulares.

Seja doravante B uma algebra de Banach com unidade. Um elemento w € B é dito ser inversivel se existir v € B tal
que vw = wv = 1. Se um tal v existe ele é tinico, como mostra o seguinte argumento elementar: se v’ também satisfaz
1 = v'w = wv’, entdo, multiplicando-se & direita por v e usando-se a associatividade, teremos v = (v'w)v = v'(wv) =

v/l = v'. Se v satisfaz vw = wv = 1, é dito ser a inversa ou elemento inverso de w e é denotado por w~'.

Um outro fato elementar a ser observado é que se u e v sao elementos da &dlgebra de Banach unital B que tenham
inversas u~! e v™!, respectivamente, entdo o produto uv também possui inversa, a saber, o elemento v~ 'u~! de B. Isso
¢ uma consequéncia trivial dos fatos que (uv)v~'u=! =1 e que v 1u"1(uv) = 1, pela associatividade do produto.

Se B for uma *-algebra de Banach com unidade e w € B ¢ inversivel entdo, w™'w = ww™! = 1 implica, tomando-se

o adjunto, w* (w_l)* = (w_l)* w* =1, o que significa que w* é também inversivel e vale
(w) ™' = (w )" (40.53)

Pela Proposigao 40.24, acima, no caso da dlgebra de Banach-* B(X), dos operadores lineares continuos agindo em um
espago de Banach X, a nocao de invertibilidade acima coincide com a usual.

Vamos designar por Inv (B) o conjunto dos elementos inversiveis de uma dlgebra de Banach com unidade B. E
bastante evidente que Inv (B) é um grupo com relagao a operagio de produto em B. Em verdade, trata-se de um grupo
continuo como mostraremos mais adiante.

Na teoria de operadores é muito importante conhecer condigoes suficientes que garantam a invertibilidade de opera-
dores. No contexto de dlgebras de Banach com unidade a seguinte proposigao é fundamental.

Proposigao 40.26 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade. Entdo, para todow € B com ||w|| < 1 eziste (1—w)~! €
B e € dado por

1—w) ™ =1+ w, (40.54)
k=1

sendo que a série ao lado direito converge na norma de B. A série em (40.54) é denominada série de Neumann'?. O

Prova. Provemos primeiramente que a série de Neumann converge. Se s, := 1 + X w®, entdo, para m < n vale

19Carl Neumann (1832-1925).
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& k
Sp—8m= X w". Logo,
k=m+1
n n n—m-—1 s ||me+1
fsn=smll < 3 bl s 32 ull* = ™ X el < el el =
k=m+1 k=m+1 F=0 0

o0
A série numérica ]EOHwHk converge a m pois ||w|| < 1. Por essa mesma razio, é claro que ||w||™*! pode ser feito

menor que qualquer € > 0 prescrito, desde que m seja grande o suficiente. Isso provou que s,, n € IN, é uma sequéncia
de Cauchy na norma de B e, portanto, converge. Seja, v € B o seu limite. Teremos

n n n
wvw+w<hm wk> = w4+ lim Wl = w4 lim <Zwk+wn+1w>
n—oo

n—o00
k=1 k=1

n—o0 n—oo

n
= lim "™ 4+ lim Zwk =ov—1,
k=1

onde acima usamos a continuidade do produto em B (Proposicao 40.21, pagina 2197) e o fato que nl;rrgo w1 =0, pois

w1 < [Jw||**! — 0 para n — oo, pois ||w|| < 1. Logo, (1 —w)v = v — (v — 1) = 1. Analogamente,

n—o0 n—o0 n—oo

vwzw—i—(lim wk>w = w+ lim wFtl = w+ lim <Zwk+w"+1—w>
k=1 k=1 k=1

e concluimos que v(1 — w) = v — (v — 1) = 1. Isso completa a demonstragao. |

O seguinte fato serd utilizado adiante:

Proposicao 40.27 Se B € dlgebra de Banach com unidade e u, v € B, entdo 1 — uv € Inv(B) se e somente se
1 —vu € Inv (B). O

Prova. Se 1 —uv € Inv (B) e w = (1 —uv) ™}, é elementar constatar que (1 —vu)(1+vwu) = 1 = (1 + vwu)(1 — vu), pois

I—-vu)(L+ovwu) = L—vu+vwu—vuvwuy = L—vu+v(l—w)wu = L—vu+ovu = 1,
=1
T4+vwu)(l—vu) = L—vu+vwu—vwuwwu = L—vu+vw(l—uw)u = L—vu+ovu = 1,
—_———

=1

o que mostra que 1 — vu € Inv (B) com (1 —vu)~t = (1 + vwu). A reciproca é evidente efetuando-se a troca de u por v.

e Propriedades topoldgicas do grupo dos operadores inversiveis

A Proposicao 40.26 tem um coroldrio que usaremos oportunamente, o qual afirma que elementos de uma algebra de
Banach que estejam suficientemente préximos de um elemento inversivel sao também inversiveis.

Corolério 40.5 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade e seja w um elemento inversivel de B. Suponhamos que
v € B seja tal que |1 —vw || < 1, o que ocorre, por exemplo, se |[v—wl|| < ||w™|| L. Entdo, v € inversivel e

vt = ! (Il—i—i(]l—vw_l)k) :

k=1
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sendo a série do lado direito convergente na norma de B. O

sera inversivel se
. Teremos entao,

Prova. Tem-se v = v —w +w = (L — (w — v)w ')w. Pela Proposi¢ao 40.26, 1 — (w — v)w ™ ?
[(w—v)w™t] < 1. Como ||(w — v)w™ | < |Jw — v [|[w™t]], isso serd satisfeito se ||v — w| < [[w™!]|~*
novamente pela Proposicao 40.26,

vl = w_1(17(wiv)w_1)*1 = w! (]lJrZ [(wv)w_l]k> = w! <1+Z(]lvw_1)k> )

k=1

Disso é imediato o seguinte fato:

Corolario 40.6 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade. Entao, o grupo Inv (B) dos elementos inversiveis de B é
um subconjunto aberto de B. O

Para estabelecermos que Inv (B) é também um grupo continuo usaremos o fato descrito na proposigdo seguinte.

Proposicao 40.28 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade. Entdo, a aplica¢do que a cada w € Inv (B) associa sua
inversa w1l € continua na topologia da norma de B. O

Prova. Seja v € Inv (B) fixado e tomemos u € Inv (B) tal que |ju — v|| < € com € > 0 escolhido pequeno o suficiente de
modo que €[lv™!|| < 1. Que tal é possivel garante-nos o Coroldrio 40.6. E claro que u = v+ (u—v) = v(1 + v~ (u — v)),

de maneira que u! = [1 + v (u— )] ~1=1. Logo,
uw vt = { [1+v " (u— v)}71 - ]l} vt

Assim, como pela escolha de € temos ||[v™(u — v)|| < €|lv™!| < 1, podemos por (40.54) escrever

Tem-se, entao,
e e T bl ) M e e
u — v ~ v u—v v S €|V v = — 0 .
2 2 Tl T]

Portanto, ||u=! —v~!|| = 0 quando |Ju — v|| = 0, provando a continuidade da operagao de inversao. |

Das Proposigoes 40.28 e 40.21 concluimos:

Proposicao 40.29 Se B ¢ dlgebra de Banach com unidade entdo Inv (B) é um grupo continuo na topologia induzida em
Inv (B) pela norma de B. O

40.3.4 O Espectro de Operadores em Algebras de Banach

Na presente secao apresentaremos a noc¢ao de espectro de operadores em algebras de Banach. Todos os desenvolvimentos
que seguem terao importancia para as segoes posteriores. Fagamos notar o leitor que alguns dos resultados que apresen-
taremos sao gerais, sendo validos em quaisquer dlgebras de Banach, outros sao especificos de algebras C*. A presente
secao é introdutdria ao estudo do espectro de operadores agindo em espacos de Banach e de Hilbert que empreenderemos
na Secgao 40.6, pagina 2262.
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e A nocgao de espectro de operadores em algebras de Banach

Se B é dlgebra de Banach com unidade e v € B, denotamos por p(u) o chamado conjunto resolvente de u, definido
por p(u) :={X € C| A\l —u € Inv (B)}. O chamado espectro de u, denotado por o(u), é definido por

o(u) == {r e €| M —ugv(B)},
ou seja, o(u) = C\ p(u).

e Fatos basicos sobre o espectro de operadores em algebras de Banach e Banach-x

Uma consequéncia imediata da Proposicao 40.27 é o seguinte:

Proposicao 40.30 Se B ¢é uma dlgebra de Banach com unidade e u, v € B, entdo o(uv) \ {0} = o(vu) \ {0}, ou seja,
o espectro de uv pode diferir do de vu apenas no conjunto {0}. O

Prova da Proposicdo 40.30. Se A # 0, entdao (A1 —uwv) = A\(1—A"1uw), que pela Proposigao 40.27, pagina 2205, é inversivel
se e somente se A\(1 — A~ tvu) o for. |

O estudante podera interessar-se em comparar a afirmagao da Proposigao 40.30 com a da Proposicao 10.7, pagina 512,
véalida para as dlgebras de matrizes quadradas Mat (C, n) (que também sio dlgebras de Banach com unidade). Como se
constata daquela proposicao, vale em Mat (C, n) o resultado mais forte que o(uv) = o(vu). Isso é compreensivel, pois se
u e v sdo elementos de Mat (C, n), entdo uv tem um autovalor nulo se e somente se det(uv) = 0 (lembrar a definigao de
polinémio caracteristico de uma matriz oferecida na Segao 10.2.1, pdgina 510). Como det(uv) = det(vu), concluimos que
uv tem autovalor nulo se o somente se vu o tiver. Essa argumentacao é especifica das dlgebras Mat (C, n) e ndo pode ser
implementada em algebras de Banach com unidade gerais se nogoes como a de determinantes e polindmios caracteristicos
nao estiverem presentes. Vale comparar também o que ocorre no caso de matrizes nao quadradas. Vide Exercicio E.
10.6, pagina 512.

Uma consequéncia imediata da Proposigao 40.30 é o seguinte corolario, o qual revela uma propriedade de invariancia
do espectro.

Corolério 40.7 Se B ¢ uma dlgebra de Banach com unidade € u, v € B com u € Inv (B), entio o (uvu™') =o(v). O

Prova. Pela Proposicao 40.30, é imediato que o (uvu™') \ {0} = o(v) \ {0}. Agora, 0 & p(v) se e somente se v & Inv (B),
ou seja, 0 € o(v) se e somente se v € Inv (B). Mas, v ¢ Inv (B) se e somente se uvu~! ¢ Inv (B) o que, por sua vez
ocorre se e somente se 0 € o(uvu™!). Logo, 0 € o(v) se e somente se 0 € o(uvu™t). |

As duas proposicoes que seguem serao repetidamente empregadas adiante.

Proposicao 40.31 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade e u € Inv (B) um elemento inversivel de B. FEntao,

o(u™t) = {)\ eC| e a(u)}. O

Prova da Proposi¢do 40.31. Se u é inversivel, entdo 0 € p(u), ou seja, 0 & o(u). E também claro que para A #0
(M —u) = —Au (A7'1 — u™'), o que claramente mostra que A € o(u) se e somente se A~! € o (u™?). |

Proposicao 40.32 Seja B uma dlgebra de Banach-x com unidade e u € Inv (B) um elemento inversivel de B. Entao,

a(u*):{)\e(mXEa(u)}. 0

Prova da Proposicdo 40.32. (A1 — u)* = (A1 — u*). Logo, por (40.53), A € o(u) se e somente se A € o(u*). |

Denotaremos o (u)® := {\ € C| X € o(u)} e o(u)™! := {A € C| A™' € o(u)}. O que as Proposicdes 40.31 e 40.32,
acima, afirmam é que o (u™!) = o(u) . e que o (u*) = o(u)*.



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2208/2825

40.3.5 O Operador Resolvente e Propriedades Topolégicas do Espectro

e O operador resolvente

Seja B uma algebra de Banach com unidade. Se um ntmero complexo A pertence ao conjunto resolvente de u € B,
define-se o operador resolvente de u calculado em A, denotado por Ry (u), por

R,\(u) = ()\]l —u)_l.

Pelas hipéteses Ry(u) é um elemento de B.

Muitas propriedades de p(u) (e, portanto de o(u)) podem ser derivadas de propriedades de seus operadores resolventes.
Por exemplo, mostraremos mais adiante que p(u) é sempre um conjunto aberto de C (e, portanto, U(u) é sempre um
conjunto fechado de C) e mostraremos também que p(u) nunca é igual a todo C (e, portanto, o(u) nunca é vazio).

e Identidades satisfeitas por operadores resolventes

Seja B uma dlgebra de Banach com unidade. Se um nimero complexo A pertence ao conjunto resolvente de u € B,
entdo vale, trivialmente, que (A1 —u)(A1 —u) ™! = (A1l —u) "} (A1 —u) = 1. Expandindo-se o fator A1 —u e cancelando-se
termos 6bvios, obtemos dessa igualdade que

u(M —u)™' = M —u)"tu  ouseja, que  uR\(u) = Ry(u)u . (40.55)

Operadores resolventes satisfazem duas outras identidades simples, as quais sao empregadas amitde.

Proposicao 40.33 (Primeira identidade do resolvente) Sejam B uma dlgebra de Banach com unidade e u € B.
Se X\ e p pertencem ao conjunto resolvente p(u) de u, entdo

Ra(w) ~ Ry(u) = (11— NRA(w)R,.(u) | (40.56)

Essa relagao € denominada primeira identidade do resolvente. Incidentalmente, (40.56) estabelece também a relagao de
comutacao
Ry(u)R,(u) = Ry,(u)Rx(u) (40.57)

para todos A, p € p(u). O

Prova. A prova de (40.56) segue do seguinte computo que dispensa esclarecimentos:

Ra(u) = Ra(u) (i —w)Ru(w) = Ra(w)((n= N1+ (M — )Ry (w)
=1

= (p=NRa(u)Ru(u) + Ra(u)(Ml —u) Ry(u) = (p— A)Ra(u)Ryu(u) + Ry(u) -
T/

A relagao (40.57) segue trivialmente de (40.56). |
Proposicao 40.34 (Segunda identidade do resolvente) Seja B uma dlgebra de Banach com unidade e sejam u, v €

B. Se X € p(u)Np(v), entdo vale
Ra(u) — Rx(v) = Ra(u) (u—v) Ra(v) . (40.58)

FEssa relagao é denominada segunda identidade do resolvente. A relagdo (40.58) implica também que
Ry(u) — Rx(v) = Ra(v) (u—v) Ry(u) . (40.59)

a
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Prova. A prova de (40.58) segue do seguinte computo que dispensa esclarecimentos:
Ri(u) (u—v) Ry(v) = Ra(u) (ML —v)— (AL —u)) Rx(v) = Ri(u) — RA(v) .

A relagao (40.59) é obtida de (40.58) pela troca u <> v. |

e O operador resolvente e propriedades topolégicas do espectro

Estabeleceremos agora uma série de resultados sobre propriedades do operador resolvente que culminarao com a
Proposicao 40.37.

Lema 40.4 Sejam B uma dlgebra de Banach com unidade e w € B. Se p pertence ao conjunto resolvente p(u) de u e
A € C satisfaz [N — p| < ||Ru(u)|| ™!, entdo X também pertence a p(u) e vale

Ra(u) = Ryu(u)

1+ (- A)"(RH(U))n] =

1430 (= A" ()" | Ru(uw) (40.60)

d

Prova. Que as séries acima sao convergentes para |\ — | < ||[R,(u)| ™" é elementar. Portanto, ambas definem operadores
de B. A segunda igualdade em (40.60) é também evidente. Resta-nos provar que as expressoes do lado direito sao, de
fato, iguais a inversa de Al — u. Agora,

(L= w)Ry(u) = (A= @)1+ (u1 —w) ) Ry(w) = — (= A Ry(u) +1.

Assim,
(AL — )Ry (u) |1+ > (n—A)" (Ru(u))n]

= —(p—=A)R,(u)

L+ (1= A" (Ru(w)"

L+ (n— /\)”(RM(U))"]

n=1

= =2 (n=N"(Bu(w)" +

n=1

1+ (u- )\)”(Ru(u))n] =1.

A prova que

R,(w) (Ml —u) =1

L+ (1= A)"(Ru(w)"

¢é analoga. m
A validade da expressao (40.60) nao foi adivinhada. Ela é sugerida pelas rela¢oes numéricas

1+§;(u/\)" (ﬁ)] |

1 1
A=t p—t (1,@) Cop—t
pn—t

véalidas para A, p, t € Ccom |pp— A < |u—t|, N\ £t epu#t.

Proposicao 40.35 Sejam B uma dlgebra de Banach com unidade e u € B. Entao, p(u) é um subconjunto aberto de C,
o que implica que o(u) € um subconjunto fechado de C. O
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Prova. O Lema 40.4 afirma que se p € p(u), entdao todo A € C que dista de 1 menos que |R,(u)| ™! é também um
elemento de p(u). Ora, isso estd precisamente dizendo que p(u) é um subconjunto aberto de C e, portanto, o(u) é um
subconjunto fechado de C, por ser o complemento de p(u). |

A proposicao seguinte, que sera usada logo adiante, ilustra a importancia da teoria das funcoes analiticas no estudo
de propriedades de operadores em algebras de Banach.

Proposicao 40.36 Sejam B uma dlgebra de Banach e v € B. Entdo, para cada ¢ € BY, funcional linear continuo em
B, a fungio de varidvel compleza f; : p(u) — C dada por fe(X) := ¢(Rx(u)) € holomdrfica (i.e. analitica) em cada
componente conexa de p(u). O

Prova. Sejam p € p(u) e A tal que |A — p| < HRu(u)H_l. Tem-se por (40.60) que A € p(u) e

FoN) = 0(Ra(w)) 2V 4 (R#(u) + 5 (- A)"(R#(u))"H)

continuidade i (1 —\) n(( L (u ))n+1) . (40.61)

Como

e(Ba)™ )| < el | (R < e[ R [

segue de |\ —p| < Hth(u)H_l que a dltima série em (40.61) é absolutamente convergente e, portanto, define uma fungéo

holomérfica na bola aberta de raio HR H centrada em p, a qual pode, pelos procedimentos usuais, ser estendida
analiticamente a componente conexa de p( que contém . |

A proposicdo seguinte, devida a Gelfand??, é importante pois finalmente estabelece que o espectro de um operador
continuo em um espago de Banach nunca é vazio.

Proposicao 40.37 Sejam B uma dlgebra de Banach com unidade e u € B. Entao, o(u) é um conjunto nao-vazio e estd
contido na bola fechada de raio ||u|| centrada em 0: {z € C| |z| < ||ul|}. O

Prova. Vamos supor que p(u) = C. Entéo, pela Proposi¢ao 40.36, para todo ¢ funcional linear continuo em B a fungao
fe(N) := £(Rx(u)) seria inteira, isto é, analitica em toda parte. Agora, para |A| > ||ul]

Ra(u) = M —u)™b = A1 —A"tu) T = At

1+ A" u"] : (40.62)
n=1

de acordo com (40.54) da Proposicao 40.26, pagina 2204, pois pela hipdtese ||)\_1u|| < 1. Assim,

()] -

Isso mostra que R lllm HRA H = 0. Logo, como |fe(\)| = ‘E Rx(u ‘ < |4l HR,\

isso, concluimos que f;(A) é uma fungao inteira, limitada e converge a zero no infinito. Pelo bem conhecido Teorema
de Liouville?! da Anélise Complexa, isso implica que f¢(\) é identicamente nula para todo A € C. Se, porém, £ (RA (u))
for nulo para cada funcional linear continuo ¢ entao, pelo Corolério 40.2, pagina 2174, terfamos Ry (u) = 0, um absurdo,
pois Ry(u) é a inversa de um operador. Assim, concluimos que p(u) nido pode ser igual a todo C e, portanto, o(u) # 0.

1
Bl <

lim |fy(A\)| =0. Com
|A|—o0

20Tsrail Moiseevic Gelfand (1913-2009).
21 Joseph Liouville (1809-1882).
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Pela Proposigao 40.26, pagina 2204, a expressao (40.62) mostra que Ry (u) estd definida para todo |[A| > |lu||. Assim,
{z € C||z| > |lull} € p(u). Logo, o(u) C {z € C| |z| < [Ju] }. |

e O espectro de projetores em algebras de Banach com unidade

Como ilustragao de algumas das ideias expostas acima, consideremos o espectro de projetores em algebras de Banach
com unidade. Falamos um pouco sobre projetores e projetores ortogonais agindo em espagos de Hilbert a pagina 2188.

Em uma &lgebra de Banach com unidade, B, um elemento p € B é dito ser um projetor se satisfizer p> = p. Como
supomos que p seja um elemento de uma dlgebra de Banach, tem-se implicitamente que ||p|| < oo. Esse comentdrio é
relevante, pois sabemos do Exercicio E. 40.21, pagina 2189 que projetores agindo em espagos de Banach ou de Hilbert
podem nao ser sequer limitados.

.

Fagamos primeiramente alguns comentérios elementares sobre projetores. Note-se que 1 e 0 sao projetores. E
elementar verificar que se p é um projetor, entdo 1 — p também o é, pois (1 — p)? =1 — 2p + p?> = 1 — p. Um projetor
possui inversa em B se e somente se for igual a 1, pois, se p~! existe em B, a relacdo p? = p implica p = 1. Como para
um projetor p = p?, segue que ||p|| = ||p?|| < ||p||®. Portanto, ||p||(1— ||p||) < 0 e, consequentemente, ou |[p|| = 0 (em cujo
caso p =0), ou ||p|| > 1.

Nota. Em uma 4lgebra C* um projetor é dito ortogonal se p = p*. Para tais projetores a propriedade C* garante que ||p?|| = ||p||®. Assim,
p = p? implica ||p|| = ||p?|| = ||p||? e, portanto, ||p||(1 — ||p||) = 0. Consequentemente, ou ||p|| = 0 (em cujo caso p = 0), ou ||p|| = 1. &

Exemplo 40.4 Vejamos um exemplo de um projetor ndo ortogonal com norma maior que 1. Considere-se a élgebra das matrizes
complexas 2 x 2 e seja a matriz E = (19). E fécil constatar que E? = E mas E # E* e, portanto, E é um projetor, mas nio um
projetor ortogonal. Seja o vetor v = () € C? com |jv|| = 1. Tem-se Fv = (1) e, portanto, ||Ev| = V2. Assim, |Ev||/|jv|| = v2
e, portanto, ||E|| > v/2 > 1. No Exercicio E. 40.31, pagina 2215, mostraremos que ||E| = /2.

E f4cil verificar que o operador resolvente de um projetor p é dado por

1 1
R =M-p) !t =1-—— 40.63
A(p) = (A1 —p) SR YE VL (40.63)
para todo A € C, exceto A = 0 e A = 1, onde o resolvente nio estd definido pois —p e 1 — p néo possuem inversa (por
serem projetores). De fato, se A & {0, 1},

(AL —p) <§1ﬁp> g <AA((11_AA))“>p —1. (10.61)

Observe-se que (40.63) é vélida mesmo se p = 1 ou se p = 0 e observe-se também que (40.63) define um elemento de
B caso A € {0, 1}. Para p = 1 (respec., p = 0), o lado direito de (40.63) define um elemento de B exceto para A = 1
(respec., A = 0).

Concluimos disso que se p é um projetor em uma &algebra de Banach com unidade, entao seu seu resolvente satisfaz
p(p) D C\ {0, 1} e seu espectro o(p) C {0, 1}.

E facil constatar pela definicdo de operador revolvente (faga-o!) que, especificamente para o operador nulo, valem
p(0) = C\ {0} e 0(0) C {0}, enquanto que, especificamente para o operador unidade, valem p(1) = C\ {1} e o(1) C {1}.

E. 40.28 Ezercicio. Este exercicio é para aqueles que se sentem incomodados com o fato de a relagdo (40.63) para o operador
resolvente ter sido demonstrada por constata¢do, como em (40.64), sem que se esclareca de onde (40.63) provém. Uma alternativa é
usar a série de Neumann (40.54), pagina 2204, junto ao fato que p? = p. Faca-o! A série, de fato, fornece (40.63), mas ela somente
é convergente para |A| > ||p||. Tendo em vista a Proposi¢do 40.36, pagina 2210, que propriedades de fungdes meromorfas podem ser
evocadas para estender (40.63) para os demais valores de A € C \ {0, 1}7 *

E. 40.29 Ezercicio simples. Usando (40.63), verifique a primeira identidade do resolvente (40.56), pagina 2208, para R (p), sendo
p um projetor. Faca o mesmo com a segunda identidade do resolvente (40.58), pagina 2208, para a diferenca R (p) — Rx(gq), sendo p
e q projetores. o,



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2212/2825

40.3.5.1 O Teorema da Aplicagcao Espectral

Seja B uma &dlgebra de Banach com unidade e seja um polinémio p(z) = ag+ a1z + - - - + a, 2™ definido para z € C. Para
u € B definimos o polinémio p(u) := apl+aju+---+a,u™ € B. O Teorema da Aplicagdo Espectral, que demonstraremos
logo abaixo consiste na afirmacao que a(p(u)) = p(o(u)), onde

p(o(u)) = {p(\), Aeo(u)} .
Para provéa-lo usaremos o seguinte resultado:

Lema 40.5 Sejam B uma dlgebra de Banach com unidade e u € B. Entao, se A € o(u), tem-se (u — A1)q(u) & Inv (B)
para qualquer polindémio q. O

Prova. Seja p(z) := (z—\)q(2) e seja p(u) := (u—AM)g(u) € B. E evidente que g(u) e p(u) comutam com u: q(u)u = ug(u)
e p(u)u = up(u). Desejamos provar que p(u) € Inv(B) e, para tal, vamos supor o oposto, a saber, vamos supor que
exista w € B tal que wp(u) = p(u)w = 1.

Vamos primeiramente provar que w e u comutam. Seja ¢ := wu — uw. Entdo, multiplicando-se & esquerda por p(u),
teremos p(u)c = u — p(u)uw = v — up(u)w = u —u = 0. Assim, p(u)c = 0 e multiplicando-se essa igualdade & esquerda
por w teremos ¢ = 0, estabelecendo que wu = uww. Naturalmente, isso implica também que g(u)w = wq(u).

Agora, por hipétese, w satisfaz p(u)w = wp(u) = 1, ou seja, (v — Al)g(uw)w = 1 e w(u — Al)g(u) = 1. Usando
a comutatividade de ¢(u) com w e com w, essa tltima relagdo pode ser reescrita como g(u)w(u — A1) = 1. Assim,
estabelecemos que

(u— A1) (q(u)w) =1 e (q(u)w) (u—A1) = 1

o que significa que (u — A1) € Inv (B) com (u — A1)~ = ¢(u)w, uma contradigao com a hipétese que X € o(u). Logo,
p(u) nao pode ter inversa. |

Podemos agora enunciar e demonstrar o resultado que anunciamos acima, o qual possui importancia fundamental na
teoria de operadores:

Teorema 40.15 (Teorema da Aplicagao Espectral) Sejam B uma dlgebra de Banach com unidade e w € B. Entdo,

o(pw) = plow) = {pO), A€ aw)} (40.65)

para todo polinémio p. O

Prova. Vamos supor que p(z) = ap + a1z + -+ + a, 2" seja de grau n > 1, pois no caso de um polindémio constante a
afirmativa é trivial. Naturalmente, a,, # 0.

Tomemos p € U(p(u)), que é nao-vazio, como sabemos, e sejam «aq, ..., ay, as n raizes do polinémio p(z) — pu em
C. Entao, p(z) — p = an(z — 1) -+ (2 — an), 0 que implica p(u) — pl = ap(u — a11)--- (u — @,1). Se nenhum dos «;
pertencesse a o(u) entdo cada fator (u—a«;1) seria inversivel, assim como o produto a,(u—a11) - - - (u—a,1), contrariando
o fato de p € o(p(u)). Logo, algum dos a; pertence a o(u). Como p(;) = p, isso diz que o (p(u)) C {p(A), A € o(u)}.

Provemos agora a reciproca. J& sabemos que o(u) é ndo-vazio. Para A € o(u) tem-se evidentemente que o polindémio
p(z) — p(A) tem A como raiz. Logo, p(z) — p(A) = (2 — A)g(z), onde ¢ é um polindémio de grau n — 1. Portanto,
p(u) — p(A)1 = (u — AL)g(u) e como (u — Al) nao é inversivel, p(u) — p(A)1 também néo pode sé-lo (pelo Lema 40.5,
pégina 2212), o que diz-nos que p(\) € o(p(u)). Isso significa que {p()\), A € o(u)} C o(p(u)), estabelecendo que
o (p(u)) = {p(\), X € o(u)}. u

Para uma aplicagao direta do Teorema 40.15 as transformadas de Fourier, vide Exemplo 40.7, pagina 2268.

Veremos quando tratarmos do homomorfismo de Gelfand e do Céalculo Funcional Continuo que para operadores limi-
tados e autoadjuntos definidos em espacos de Hilbert o Teorema da Aplicacao Espectral pode ser bastante generalizado.
Vide Teorema 40.40, pagina 2302.
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40.3.6 O Raio Espectral

Pela Proposicao 40.37, pagina 2210, sabemos que o espectro de um elemento u de uma uma &lgebra de Banach com
unidade B estd contido na bola fechada de raio ||u|| centrada em 0. Em muitas aplica¢oes é importante ter-se uma nogao
mais precisa sobre qual a maior distancia a origem 0 em que se pode encontrar um ponto do espectro de u. Os Teoremas
40.16 e 40.17, a seguir, fornecem-nos informacoes mais precisas sobre essa distancia.

Sejam B uma algebra de Banach com unidade e u € B. Definimos o raio espectral de u por

r(u) = sup [A[,
A€o (u)
onde, como antes, o(u) = {A € C| (AL — u) ndo é inversivel}. Pela Proposigao 40.37, pdgina 2210, estd claro que

r(u) < |Jul|. O seguinte teorema, devido a Beurling??, é um dos resultados fundamentais da andlise espectral de operadores
e serd empregado vérias vezes no que segue.

Teorema 40.16 (Teorema do Raio Espectral) Sejam B uma dlgebra de Banach com unidade e u € B. Entao,

— n|l/n _ 7; n||l/n
rw) = inf V" = Jim (10.66)

a

Prova do Teorema 40.16.23 E claro pela definicio que {\ € C| |A| > r(u)} é uma componente conexa do conjunto
resolvente de u. Assim, pela Proposicio 40.36, pagina 2210, as fungdes fo()\) := £(Rx(u)) com ¢ € Bf, funcional linear
continuo em B, sdo analiticas na regido {A € C| |A| > r(u)}. De acordo com fatos bem conhecidos da teoria das fungoes de
varidvel complexa, isso implica que naquela regido fy()\) possui uma representacio em termos de uma série de Laurent??:

o

i) = D and", A >r(w).

n=—oo

Na regido {A € C| |A| > [lul|} € {X € €| [A| > r(u)}, vale ||\~ u|| < 1 e podemos escrever, usando a série de Neumann
(40.54),

f) = UBaw) = (-0 = A ((@-a) )

_ )\_15 <Z )\_"u"> continuidade de 14 Z / (un) )\—n—l
n=0 n=0

Concluimos disso que a,, = 0 para todon <0ea, =/ (u"‘l), para todo n > 1 e, portanto, a série fo:o O(um) A7t
converge para todo A com |A| > r(u) e ndo apenas para |A| > ||ul|. Como essa série é convergente, concluimos que para
todo A com |A| > r(u) devemos ter lim, o0 |¢ (u™) A™""1| = 0, o que implica que a sequéncia ¢ (u™) A=~ é limitada.
Assim, provamos que para cada ¢ € BT existe uma constante M, > 0 tal que |[¢ (u™) A\™""1| < M,. Sob essas condigdes, o
Principio de Limitagdo Uniforme (ou Teorema de Banach-Steinhaus, Teorema 40.6, pdgina 2175) garante-nos que existe
M > 0, finito, tal que ||\~ 'u"|| < M para todo n > 1. Consequentemente, ||u”||}/™ < MY™|A[**+1/" para todo n > 1.

Disso extraimos que limsup [|[u”||"/™ < |\]. Como essa desigualdade vale para todo A € € com |A| > 7(u), concluimos
n—oo
que

lim sup [|u"||*/™ < inf{|)\| ,comAeCe A > r(u)} = r(u) .
n—oo

Vamos agora demonstrar que r(u) < lim inf ||u"||*/™.
n—oo

22 Arne Carl-August Beurling (1905-1986).

23Seguiremos aqui a apresentagio de [351], mas com alguns esclarecimentos extra. Basicamente, a vantagem dessa demonstragio é o uso do
Principio de Limitagdo Uniforme, o que a torna mais curta e elementar, em contraste com outras exposi¢des, como as de [73] ou de [395].

24Pierre Alphonse Laurent (1813-1854).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2214/2825

Pelo Teorema da Aplicagao Espectral, Teorema 40.15, pdgina 2212, sabemos que se A € o(u) entdo \" € o(u"™) para

todo n € IN. Logo, pela Proposicao 40.37, pagina 2210, vale |A\"| < [[u"||. Isso trivialmente diz que |A| < [|u™||*/™ para
todo X\ € o(u) e todo n > 1. Portanto,
r(u) = sup |\l < inf Hu"Hl/” < liminf ™|t/
A€o (u)
Logo, estabelecemos lim sup [|u™||*/™ < r(u) < 1r;f1 lu™| Y™ < liminf |u™]|*™, o que implica (40.66). |
n> n— oo

n—oo

O seguinte corolario importante serd empregado de diversas formas adiante, por exemplo, quando discutirmos o
homomorfismo de Gelfand e o Teorema Espectral.

Teorema 40.17 Se A é uma dlgebra C* com unidade e a € A € um operador autoadjunto (ou seja, tal que a = a*) ou
normal (ou seja, tal que aa* = a*a), entdo
r(a) = |af - (40.67)

Note que se H € um espago de Hilbert, B(H) é uma dlgebra C* com unidade e, portanto, a afirmagdo acima aplica-se a
operadores limitados autoadjuntos ou normais agindo em um espaco de Hilbert J. O

Comentdrio. A afirmagao do Teorema 40.17 pode nao ser valida para operadores ndo autoadjuntos ou ndo normais. A matriz £ do Exemplo
40.4, pagina 2211, ndo é autoadjunta nem normal. Verifique! No entanto, seus autovalores sdo 1 e 0 (verifique isso também!) e, portanto, seu
raio espectral vale 1. Sua norma, porém, é maior ou igual a v/2 > 1, como mostrado no Exemplo 40.4. No Exercicio E. 40.31, pagina 2215,
mostraremos que ||E|| = /2.

Prova do Teorema 40.17. Em uma algebra C* todo operador b satisfaz a propriedade C*: ||b*b|| = ||b]|?. Assim, para um
operador autoadjunto a, vale [|a2| = ||a/|2. Substituindo a nessa expressdo pelo operador autoadjunto a2 e utilizando-a
n vezes, teremos
n n—1 n—2 2 n
la®" || = lla®" "|* = fla®" | =+ = [lal* . (40.68)
Portanto,
40.6 i1 /om
r(@) “CY lim [o™V™ = lm [|o2"|V2" = lim [l = |la] . (40.69)
m— o0 n—oo T—>00
2 * n
Tratemos agora do caso de operadores normais. Se b € A, vale pela propriedade C* ‘62 = H (b2 ) b2"||. Para um
* n n n 2 n
operador normal a, tem-se (") a*" = (a*a)?". Logo, ||a® H = H (a*a)? H Como a*a ¢ autoadjunto, segue de (40.68)
(substituindo 14 a por a*a) que H (a*a) H = ||a* a|| . Novamente pela propriedade C*, a tltima expressdo vale [|al[2""
Provamos, entdo, que para a normal tem-se H H = ||a)|?". Assim, aplica-se novamente (40.69), completando a prova.
|

O leitor deve, porém, ser advertido que hé situagoes em que r(u) < ||u||. Tal é o caso, por exemplo, do operador de
Volterra W, tratado no Exercicio E. 40.30, pzigina 2214 e retomado no Exemplo 40.10 a pagina 2269, o qual é definido
no espago de Banach C([0, 1]) por (W f)(z) := [ f dy, e para o qual tem-se (W) = 0 mas |W| = 1.

Um operador limitado A agindo em um espago de Banach é dito ser quase-nilpotente se satisfizer lim,,_, || A™| n =,
Pelo Teorema do Raio Espectral, Teorema 40.16, pagina 2213, concluimos que se A é quase-nilpotente, entao o(A) = {0}.

E. 40.30 Ezercicio. Seja o espago de Banach C([0, ]) dotado da norma do supremo || fllc = sup,co, 4 |f(@)], £ € C([0, 1]).

Seja W : C([0, 1]) — C([0, 1]) definido por (W f)(z) := [ f(y)dy, f € C([0, 1]) o chamado operador de Volterra. Prove que
|(Wf) ()] < ||Ifllsoz para f € C([0, 1]) e todo z € [0, 1] e, usando inducdo, mostre que |(W"f)(z)| < ||fllZr para todo n € IN.
Prove disso que [|[W" f|loc < 1Ll ¢ extraia disso que ||IW"|| < -L. Usando o fato bem conhecido (prove-o!) que lim, o0 (%)1/" =0,

obtenha lim,— oo HW"Hl/" = O, provando que W é um operador quase-nilpotente. Disso e do Teorema do Raio Espectral, Teorema
40.16, pagina 2213, concluimos que (W) = {0}.

W1)(z) =
que ||[W|| > 1, provando que ||W|| = 1. Concluimos que W tem um raio espectral nulo (por (40.140)), mas uma norma no-nula. Vide
também Exemplo 40.10, pdgina 2269. o]
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Os Teoremas 40.15 e 40.17 tém a seguinte consequéncia relevante, a qual, de forma restrita, estende o Teorema de
Hamilton-Cayley para matrizes, Teorema 10.4, pagina 523:

Proposigao 40.38 Seja A uma dlgebra C* com unidade e seja a € A um operador autoadjunto. Suponhamos que o
espectro de a seja um subconjunto finito de R, ou seja, o(a) = {aa, ..., an} C R para algum n € N. Seja P: R — R o
polinémio definido por P(z) :== (x —aq) -+ (£ — o). Entdo, P(a) = 0. O

Prova. Como P ¢ real, P(a) é autoadjunto. Pelas hipSteses temos que P(o(a)) = {0}. Do Teorema 40.15 segue que
o(P(a)) = {0} e, portanto, r(P(a)) = 0. Do Teorema 40.17 segue que ||P(a)|| = 0, completando a prova. |

Coroldario 40.8 Seja A uma dlgebra C* com unidade e seja a € A um operador autoadjunto tal que o(a) C {—1, 1}.
Entéo a® = 1. a

Prova. Isso é uma consequéncia imediata da Proposi¢ao 40.38, pois aqui P(z) = (z — 1)(x + 1) = 22 — 1. |

Dentre as consequéncias mais profundas do Teorema 40.17 encontram-se a proposicao e o corolario seguintes.

Proposigao 40.39 Se A € uma dlgebra C* com unidade, entao

lall = V/r(a*a) = /r(aa®) (40.70)

para todo a € A. O
Prova. Pela propriedade C* (pagina 2197) vale ||a]|?> = ||a*a| para todo a € A. Agora, a*a é autoadjunto e, pelo Teorema
40.17, pagina 2214, r(a*a) = ||a*al|. Para a segunda igualdade em (40.70), basta substituir a — a* e recordar que
lla*[l = a]l- u
Coroldrio 40.9 Se B € uma dlgebra-x que é uma dlgebra C* em relagdo a uma norma || - |1 e também em relagao a
uma norma || - ||2, entdo essas normas sdao iguais. O
Prova. Seja a € B. Pela Proposi¢io 40.39, tem-se |a||? = r(a*a) = ||a||3. |

A razao de a Proposicao 40.39 ser importante é a seguinte. O espectro de um operador a é definido em termos
puramente algébricos (existéncia ou ndo da inversa de A1 — a) e, portanto, o raio espectral 7(a) também o é. A igualdade
la]] = \/r(a*a) revela que em &lgebras C* a norma operatorial, um objeto de natureza topolégica, é determinado por
um objeto de natureza algébrica, o raio espectral. Assim, uma dlgebra C* é uma algebra que vem, por assim, dizer,
imbuida de sua prépria topologia. O Teorema 40.17 tem varias outras implicacoes estruturais sobre algebras C*. Vide a
discussao de [73] ou [351].

Outra razao da importancia da Proposigao 40.39 e que ela, em certos casos, facilita a determinacao da norma de
certos operadores especificos. O seguinte exercicio elementar ilustra isso.

E. 40.31 Ezercicio.  Considere novamente a matriz £ do Exemplo 40.4, pagina 2211. Constate que E*E = (29) e que os
autovalores de E*E s3o 0 e 2. A Proposicio 40.39 informa, portanto, que ||E|| = /2. o,

e O espectro de operadores unitarios e de operadores autoadjuntos em algebras C*

1

Um elemento u de uma algebra-+ com unidade é dito ser unitdrio se u™"' = u*, ou seja, se u*u = uu* = 1.

As duas proposigoes que seguem sao importantes por permitirem localizar com mais precisao o espectro de operadores
unitarios ou autoadjuntos.

Proposicao 40.40 Seja A uma dlgebra C* com unidade seja u € A, unitdrio. Entdo, o(u) C S*:={X € C| |\ =1}. O
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Prova. Se u é unitério, pela propriedade C*, |lul|? = |Ju*ul| = ||1]] = 1, ou seja, ||lul| = 1. Além disso, por ser
unitdrio, w é normal (pois u*u = wu* = 1). Assim, pelo Teorema 40.17, r(u) = |lu|]| = 1. Isso mostra que o(u) é um
subconjunto fechado do dlSCO unitério centrado em 0: Dy := {\ € C| |\| < 1}. Pelas Proposigoes 40.31 e 40.32, tem-se
o(u) = o W) =0 (u1)* = (c(u)~')”. Agora, os tinicos subconjuntos de D; invariantes por inversio e conjugacio
complexa sdo subconjuntos de S*.

Proposicao 40.41 Seja A uma dlgebra C* com unidade seja a € A, autoadjunto. Entdo, o(a) C R. Mais precisamente,
o(a) € um subconjunto compacto de [—||al|, ||al|]- O

H4 diversas demonstracoes dessa importante proposicdo. A que apresentamos abaixo é inspirada na da referéncia
[73] (mas ndo idéntica & mesma) e faz uso de poucos recursos da teoria. A demonstragao de [351], por exemplo, merece
ser comparada. Mais adiante, Teorema 40.29, pagina 2266, apresentaremos uma outra demonstragao para operadores
limitados autoadjuntos agindo em espacos de Hilbert.

Prova da Proposicdo 40.41. Se a = 0 nao ha o que demonstrar. Seja entao a # 0 e sejam p > 0 e A € C, sendo que a
parte imagindria de A é ndo-nula. Se |\| > ||| entdo j4 sabemos que A & o(a), de modo que é suficiente considerarmos
IA| < |la||. Se escolhermos p < ||al|~!, a norma dos operadores +ipa serd p|lal]| < 1 e pela Proposigao 40.26, pagina 2204,
os operadores 1 + ipa sdo inversfveis. Além disso, com essas escolhas p < [jal|™! < |A|7!, de modo que 1 & ip\ # 0.
Temos, assim,

M —a

1

Z) 1 +ipA) (1L —ipa) — (1 — ipA) (1 + ip“)}

_ < (1+ip\) — (1ipm> L <ip[(1sz)+(1+ipm> .
2ip

- ()G aom -]

(1 ;i;pA) [G 7: Zji) 1 — (1 +ipa)(1 — ipa)l] (1 —ipa) . (40.71)

A invertibilidade de 1 + ipa é garantida com a escolha 0 < p < ||a|~!. De (40.71) concluimos que A1 — a terd inversa se

1+ipA . R |
= 1—-(1 1-
v (1 — ipA) (1 +ipa)(1 — ipa)

for inversfvel. Mostraremos que tal é o caso provando que u = (1 + ipa)(1 — ipa)~! é unitdrio e que I—JFZ;L)\ é um
nimero complexo de médulo diferente de 1. Para provar que u é unitario, fazemos o seguinte desenvolvimento: como

(1 +ipa) (1 +ipa) = 1 = (1 + ipa)(1 + ipa) !, fica evidente que (1 + ipa)~! e a comutam. Logo,

-1 1 comutativ

u o= ((]l+ipa)(]lfipa)*1)_1 = (1 —ipa)(1 +ipa)~t "= (1 +ipa) (1 — ipa)

*

= ((]lfz‘pa)*)fl(]lJripa)* = ((]l+ipa)(]lfipa)*1)* = u*,

provando que u é unitario. Escrevendo A = x + iy com z, y € R, teremos

1+ipA|> (1 —py)? 2
‘Hp‘ Iy VL AP R

1 —ipA (1+py)? + (pz)?
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Como u é unitdrio e seu espectro é formado por niimeros complexos de médulo 1 (Proposicao 40.40), concluimos que
v é inversivel e, por (40.71), A1 — a também o é com

2ip
1—ip)

A\l —a)™ ! = ( ) (1 —ipa)~to™t .

Assim, provamos que Al —a tem inversa para todo A com parte imaginaria nao-nula. Portanto, todo nimero complexo
com parte imagindria ndo-nula estd no conjunto resolvente de a, p(a). Logo, o(a) C R. Como r(a) = ||al|, concluimos
que o(a) C [—|la|l, ||lal]]. Que o(a) é fechado foi provado na Proposigao 40.35, pagina 2209.

A nocao de espectro serd estudada mais detalhadamente adiante no contexto de operadores limitados agindo em
espagos de Banach e, especialmente, de Hilbert. Em tais casos uma classificagao mais detalhada dos tipos de espectro é
possivel. Vide Segao 40.6, pagina 2262.

40.3.7 O Homomorfismo de Gelfand em Algebras C*

Esta secao é dedicada a demonstragao de um fato central da teoria das algebras C*, o qual reflete-se também na teoria
dos operadores limitados agindo em espacos de Hilbert. A afirmacgao é que se a é um elemento autoadjunto de uma
algebra C* com unidade A, entdo existe um homomorfismo ¢, entre a dlgebra C(o(a)) das func¢des continuas definidas
no espectro de a e a algebra A. Esse homomorfismo é denominado homomorfismo de Gelfand?®.

A existéncia do homomorfismo de Gelfand e suas propriedades sdo consequéncia, basicamente de duas coisas: do
Teorema de Weierstrass (Teorema 37.18, pdgina 1981), que garante a possibilidade de aproximar uniformemente fungoes
continuas definidas em um conjunto compacto da reta real (como o espectro de um operador autoadjunto de uma élgebras
C* com unidade) por polinémios, e da proposigdo que segue, a qual garante que para todo polinémio p e todo elemento
autoadjunto a de uma dlgebra C* com unidade A, a aplicagdo p : o(a) — A é isométrica.

Proposicao 40.42 Seja A uma dlgebra C* com unidade e seja a € A um elemento autoadjunto de A (isto €, a* = a).
n

Seja também p(x) = kEObk:ck um polinémio em x € C. Entdo, o espectro de p(a) € a imagem por p do espectro de a, ou

seja,

o(p(a)) = {p(\), Aea(a)} = p(c(a)) . (40.72)

Fora isso, [lp(a)] = sup [p(A)] =[Pl O
A€o (a)

Prova. O fato que o(p(a)) = {p(A), A € o(a)} foi estabelecido no Teorema 40.15, pagina 2212. Para determinar ||p(a)||
lembremos que pela propriedade C* vale ||p(a)H2 = Hp(a)*p(a)H. Agora,

pla)*pla) = <anbka’“> (iblal> = (i@ak> <zn:bzal> =
k=0 =0 k=0 =0 k

onde pp € o polindmio de grau 2n definido para z € R por

Ebl akJrl = (ﬁp)(a)a

n
,1=0

@)@) = Ppla) = 3 Tbiat
k, 1=0

251srail Moiseevic Gelfand (1913-2009).
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Como p(a)*p(a) = (Pp)(a) é autoadjunto, aplica~se o Teorema 40.17, pagina 2214, e tem-se

@) p@| = [l @) “E7 r(@p(@) == sup ] =Y sip |
ne o ((@p)(a)) ne{ @)V, Aeo(a)}
2
= sw |[Ep)(V)] = sup Wp(/\)‘ = sup p(V)|” = <sup |p(/\)|> :
Xeo(a) Xeo(a) Xeo(a) A€o (a)
estabelecendo o que queriamos. |

Coroldario 40.10 Seja A uma dlgebra C* com unidade e seja a € A um elemento autoadjunto (isto €, satisfazendo
a* = a) ou normal (isto é, satisfazendo a*a = aa*). Entdo, vale

Ha”H = |la||™ (40.73)
para todo n € WNy.

Prova. Consideremos primeiro a autoadjunto Tomando o polindémio p(a) = a™, a Proposigao 40.42, pagina 2217, diz-nos
n (40.67)
que [|a™|| = supyc, ) IA"] = (Sup/\ea(a) |)\|> =r(@)" " =" [a]".

*

Seja agora a normal, ou seja, satisfazendo a*a = aa*. Temos, pela propriedade C* (pagina 2197), Ha
(@) a"|| = [[(@*)"a"|| = |[(a*a)"

a*a é autoadjunta e, portanto, pelo resultado anterior, vale H(a*a)”” = Ha*a

I -

, sendo que na ultima passagem usamos a propriedade de a* e a comutarem. Agora,
’” ‘271

= ||a||*", onde, na tltima passagem,

novamente usamos a propriedade C*. Isso provou que ||a"H = ||a]|?", como desejévamos estabelecer. |

Seja agora o espago de Banach C(c(a)) da fungées complexas continuas definidas no espectro de a dotado da norma
[ flloo = SUPxeq(a) |f(\)| e seja P(c(a)) o subespaco de C(o(a)) formado por polindmios. Sabemos pelo Teorema de
Weierstrass (Teorema 37.18, pégina 1981) que P(o(a)) ¢ denso em C(o(a)). Vimos também na Proposi¢ao 40.42 que a
aplicacao ¢, = ¢ : P(o(a)) — A dada por ¢(p) = p(a) satisfaz H(b(p)H = ||p||oo- Ora, isso diz-nos que ¢ é limitada e,
pelo Teorema BLT, Teorema 40.1, pagina 2162, pode ser estendida unicamente e isometricamente ao fecho de P(o(a))
que é C’(o(a)). Essa extensao também serd denotada por ¢. Assim, para toda f € C’(o(a)) podemos definir ¢(f) como
limite em norma de operadores ¢(p), com p sendo polindémios que convergem a f na norma || - || cc-

Denotaremos também sugestivamente ¢(f), para f € C(o(a)), por f(a). Tem-se os seguintes fatos sobre ¢(f).
Teorema 40.18 (O Homomorfismo de Gelfand em Algebras C*) Seja A uma dlgebra C* com unidade, seja a €
A autoadjunto e seja ¢o = ¢ : C(o(a)) = A definida acima. Para todo polinémio p vale ¢(p) = p(a). Como vimos, pelo

Teorema BLT, Teorema 40.1, pdgina 2162, tem-se ||¢(f)|| = ||f|ls para toda f € C(o(a)). Fora isso, valem as sequintes
afirmagoes:

1. A aplicagdo ¢ € um x-homomorfismo algébrico, ou seja,
olaf +Bg) = ad(f) +Bo(9),  o(fg) = o(folg), o) = o(f), o) =1, (40.74)

para todas f, g € C(J(a)) e todos o, B € C. Como fg=gf, seque de (40.74) que ¢(f)d(g) = &(9)d(f) para todas
f, g€ C(o(a)).

2. Se f >0 tem-se o(¢(f)) C [0, 00).

3. Se f, € C’(a(a)), n € N, é uma sequéncia que converge na norma || - || @ uma fungio f € C’(a(a)) entao ¢(fr)
converge a ¢(f) na norma de A. Reciprocamente, se ¢(f,) converge na norma de A, entdo existe f € C’(o(a)) tal

que limy, o0 &(frn) = &(f). Isso diz-nos que {d)(f), fe C(o(a))} € fechada na norma de A. Com a propriedade
do item 1, isso significa que {d)(f), fe C(O’(A))} € uma subdlgebra C* Abeliana com unidade de A.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2219/2825

4. o(qb(f)) = {f()\), Ae o(a)} =: f(a(a)) para toda f € C’(a(a)). O

O *-homomorfismo ¢ : C’(a(a)) — A é por vezes denominado homomorfismo de Gelfand.
Prova do Teorema 40.18.

Prova do item 1. A aplicagao ¢ : C’(U(a)) — A ¢é limitada e, portanto, continua. As propriedades (40.74), que caracte-
rizam ¢ como um *-homomorfismo algébrico, sdo triviais de se verificar no subespaco denso P(U(a)) e dai se estendem

facilmente a todo C'(c(a)) por continuidade.

Prova do item 2. Se f > 0 entdo f = g2 para alguma g real e continua. Logo, pela propriedade de homomorfismo em
(40.74) vale ¢(f) = ¢(92) = ¢(g)?. Também por (40.74), ¢(g) é autoadjunto e, portanto, pelo Teorema 40.15, pagina
2212, o espectro de ¢(g)? é um subconjunto de [0, co).

Prova do item 3. Tem-se ||q§(fn)—¢)(f)|| = ||q§(f—fn)H = [|f— falloo- Logo, se || f— fnlloo = 0, segue qu(fn)—qb(f)H — 0.
Reciprocamente, se ¢(f,) converge na norma de A, segue que ¢(f,) é uma sequéncia de Cauchy em A. Assim, como
|6(fn) = (fm)]| = IIfn = fim oo, & sequéncia f, é de Cauchy em C(o(a)) com a norma |- [|oc. Como C(o(a)) é completo
em relacdo a essa norma, existe f € C(o(a)) a qual f,, converge e, portanto, lim, .o @(frn) = o(f).

Prova do item 4. Se A ndo pertence a imagem de o(a) por f entdo r := ﬁ é continua e, portanto, ¢(r) estd bem
definida e vale ¢(r)¢(f — A) = ¢(f — N)o(r) = 1, pelas propriedades de homomorfismo, provando que ¢(f) — Al é
inversivel e que, portanto, A € p(¢(f)), o conjunto resolvente de ¢(f). Isso estabeleceu que o complemento da imagem de
[, C\{f(N), X € g(a)}, é um subconjunto de p(&(f)). Logo, a(é(f)) C {f(N), A € o(a)}. Vamos agora demonstrar a
inclusdo oposta. Seja p € {f()\), S o(a)}, ou seja, = f(Ag) para algum A\ € o(a) e vamos supor que p € p(d)(f)), ou
seja, que F':= ¢(f) — f(Xo)1 é inversivel. Seja agora P := ¢(p) — p(Ao)1 para algum polinémio p tal que || f — pllco < €.
Teremos, F'— P = ¢(f —p) — (f()\o) fp()\o))]l e, assim,

IF =PIl < |lo(f =) +[f(ho) =pQo)[ 1Ll = If = pllsc + [F (M) =p(N0)] < 20| —plloc < 2¢.

Agora, pelo Coroldrio 40.5, pagina 2205, se escolhermos esse € pequeno o suficiente tal que ||F — P|| < ||F~1| 7}, entdo
P serd inversivel em A, o que implica p(Ao) € o(¢(p)) com Ao € o(a). Isso contraria (40.72). Logo, devemos ter
1 & p(e(f)), ou seja, u € o(d(f)), o que prova {f(A), A € a(a)} C o(o(f)), estabelecendo a igualdade desses dois

conjuntos. Isso completa a prova do Teorema 40.18 |

Comentamos que a identificacdo o(¢(f)) = {f(A), A € o(a)} ndo contraria o fato de o(¢(f)) ser fechado, pois a
imagem de um conjunto compacto (no caso, o(a)) por uma fungao continua (no caso, f) é sempre um conjunto compacto
(ou seja, fechado e limitado). Vide Teorema 32.5, pdgina 1603.

e A nocao de algebra C* gerada por um conjunto de operadores

Seja H um espago de Hilbert e seja {AA, NS A} uma familia ndo vazia de subdlgebras C* de B(H). Por definicao,
todas as dlgebras Ay sdo fechadas na topologia uniforme de B(H) (definida pela norma operatorial) por serem completas.
Logo, MNxca Ax ¢ também fechada na topologia uniforme e, portanto, é também uma subélgebra C* de B(J) (que é uma
subdlgebra e que satisfaz a propriedade C* sdo fatos evidentes).

Se B C B(H) é um conjunto ndo-vazio de elementos operadores limitados agindo em H, denotamos por C*[B] a
intersecgao de todas as dlgebras C* que contém B. A dlgebra C* assim definida, C*[B], é a “menor” &lgebra C* que
contém B e é denominada a dlgebra C* gerada por B. Note-se que C*[B] contém os elementos de B, seus adjuntos e
todos os polindmios compostos pelos mesmos.

Se A é um operador autoadjunto limitado agindo em H, a dlgebra C* gerada por {1, A}, ou seja, C* [{]l, A}},
coincide com a imagem do homomorfismo de Gelfand ¢ : C(O’(A)) — B(A), ou seja, com o fecho na topologia uniforme
de todos os polinémios em A e 1. Denotaremos C*[{1, A}] simplesmente por C*[A].

40.3.8 Raizes Quadradas de Operadores em Algebras de Banach

Na teoria dos operadores é muito importante definir condigoes sob as quais se possa associar uma raiz quadrada a certos
tipos de operadores. Esta segao é dedicada ao assunto e apresentaremos inicialmente alguns resultados gerais, para o
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contexto de algebras de Banach ou de Banach-%, e ao final especializaremo-nos em operadores autoadjuntos em dlgebras
C* ou agindo em espagos de Hilbert. Algumas das demonstracées abaixo sao um tanto técnicas e sua leitura pode ser
dispensada em uma primeira visita. Comegamos com o seguinte resultado.

Teorema 40.19 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade e w € B tal que |w| < 1. Entao existe y € B tal que
y?> =1 —w. Essey ¢ dado por

00 N
y o= Y cpw” = ngnoozcnw : (40.75)
n=0 =0
sendo que o limite em (40.75) converge na norma de B e onde
B 1 o (@2n=3) (2n—-3)!
Co = 1, c1 = —5, € Cp = —W = —W, n>1, (4076)

sao os coeficientes da expansdo em série de Taylor em torno de zg = 0 da fun¢do f(z) = /1 — z, analitica no disco

unitdrio aberto D1 = {z € C| |z| < 1}: f(2) = Z cn2”.
n=0

Se B for uma dlgebra de Banach-+ unital e w for autoadjunto, entao y dado em (40.75) € igualmente autoadjunto. O

Destacamos o fato que o enunciado acima fala de ||w|| <1 e ndo apenas ||w|| < 1. Isso serd importante mais adiante.
Por ser um tanto técnica, a demonstracdo do Teorema 40.19 é apresentada no Apéndice 40.A, pagina 2344. Nossa
demonstragao é inspirada na (mas nao idéntica a) de [395]. 26

Corolario 40.11 Seja B uma dlgebra de Banach-x+ com unidade. Se x € B € tal que ||z|| < 1 entdo existe y € B
autoadjunto (y* =y) tal que 1 — x*z = y*y = y>. O

Prova. Seja w = x*z. Tem-se ||w| = ||z*z| < ||z*||||z]| = ||z||*> < 1. Podemos, portanto, aplicar o Teorema 40.19,
N

acima. Fora isso, nesse caso s, = g en(z*x)" sdo todos autoadjuntos pois (z*x)* = z*x e 08 ¢,’s sdo reais. Assim,
n=0
y= Nlim sy é também autoadjunto (por qué?). Logo, pelo que vimos y*y = y*> = 1 — 2*z, o que querfamos provar. W
— 00

Corolario 40.12 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade. Seja w € B tal que ||L — w|| < 1. Entdo, existe y € B
tal que y?> = w, a saber

y =Y en(l-w)", (40.77)
n=0

com o0s ¢y ’s definidos em (40.76). Se B for também uma dlgebra de Banach-+ e w for autoadjunto entio y dado em
(40.77) € igualmente autoadjunto. O

Prova. O operador 1 — w satisfaz as condigoes do Teorema 40.19, pagina 2220. Logo, pelo mesmo teorema, o elemento
y € B dado em (40.77) é tal que y> =1 — (1 —w) = w. Se B for também uma algebra de Banach-* e w for autoadjunto,
entdo y dado em (40.77) é também autoadjunto, pois as constantes ¢, sdo reais e pois a operacao de involugdo * é
continua na norma. |

Corolario 40.13 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade. Seja v € B, v # 0, tal que

[[o]

1-— LH < 1. Entao, existe

ao menos um y € B tal que y*> = v, a saber,

o2 S e (12 |
y = I [Z (- 7) ] , (10.78)

n=0

26K instrutivo comparé-la & de [73] (Teorema 2.2.10) para slgebras C*.
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com 0s ¢p’s definidos em (40.76). Se B for também uma dlgebra de Banach-x e v for autoadjunto, entao y dado em

(40.78) € igualmente autoadjunto. O
v v

Prova. O operador W satisfaz as condicoes do coroldrio anterior. Logo, um existe yo € B tal que y% =1- (]l — W) =
v v

v n
ol a saber yo = > oo Cn (Il - ”%”) . Portanto y = |[v||*/?yo é tal que y?> = v. Se B for também uma &lgebra de
v
Banach-x e w for autoadjunto, entdo y dado em (40.78) é também autoadjunto, pois as constantes ¢, sdo reais e pois a
operacao de involugao * é continua na norma. |

Proposigao 40.43 Seja B uma dlgebra de Banach com unidade e denotemos por B, C B a bola Jechada de raio 1
centrada em 0: By := {v € B, ||v|]] < 1}. Seguindo o Teorema 40.19, pdgina 2220, seja para cada v € By o elemento
y(v) € B dado por

N
j— o P n
y(v) = ngnoopN(v) ) com pN(v) = chv ,

n=0

com ¢, dados em (40.76), para o qual vale y(v)? =1 —v. Seja w € By seja W := {w,, € By ,m € N} uma sequéncia tal

que lim ||w., —w| = 0. Entao, lim |y(wm,)—y(w)|| =0. Com isso, estamos afirmando que a aplicagido By > v — y(v)

m—oo m—00
€ continua na topologia uniforme de B. O

Prova. Para todos N € IN e v € By, vale

[eS) [e%S)
ly@) =pnv @] < D ealllvl < D7 leal -
n=N+1 n=N+1

Em (40.A.1), pégina 2344, estabelecemos que Y |¢,| < 2 e, portanto, para todo e > 0 existe N (e) tal que 07\ [en| <
¢ sempre que N > N(¢). Logo, para todo ¢ > 0 e para todo v € B; existe N(e), independente de v, tal que
|ly(v) = pn(v)]| < € sempre que N > N(e).

Para todo N € N e todo w,, € W vale

N (40.49) [V
[on(w) = py(wm)|| < D Jenl 0" —wi]l < | lenl(n+1)
n=0 n=0

[[w = win |

< (N+1)

N (40.A.1)
STleal| w—wnll <7 2N + Dlfw — wpl] -

n=0

Como ||wy, — w|| — 0, existe para cada € > 0 um M(e) € IN tal que ||w — w,,|| < € para todo m > M (e). Assim, para
cada € > 0, teremos

[y(w) =y (wm)[| < [ly(w)=pn e (W)l +]Yy(wm) =P (e (wWm)l[+ [Pr e (W) =Pr () (Wm) | < 2e4+2(N () +1)[|w—wnm|| < 4de
para todo w € By e wy, € W, desde que m > M (e/(N(e) + 1)). |
* Kk *

O Corolario 40.13 tem uma consequéncia para algebras C*: todo elemento de uma &algebra C* que tenha espectro
positivo tem uma raiz quadrada. Isso serd demonstrado no que segue.

40.3.9 Elementos Positivos de Algebras C*

Um elemento autoadjunto v de uma dlgebra C* A é dito ser positivo se satisfazer o(v) C [0, c0), ou seja, a(v) C [0, |v|l].
A proposicao seguinte estabelece um fato basico sobre elementos positivos em dlgebras C* o qual serd repetidamente
empregado no que segue.
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Proposigao 40.44 Se a e b sao elementos autoadjuntos e positivos de uma dlgebra C* com unidade e tais que a+b =10
entio a =0 e b=0. a

Prova. Se o(a) C [0, co) entdo, pelo Teorema da Aplicagdo Espectral, Teorema 40.15, pdgina 2212, vale que o(—a) C
(=00, 0]. Logo, se b = —a tem-se o(b) C (—oo, 0]. Se b é positivo (ou seja, se o(b) C [0, 00), isso implica que o(b) = {0}.
Logo r(b) = 0 e pelo Teorema 40.17, concluimos que ||b]| = 0. Assim, a = —b = 0. |

O leitor deve ser advertido que as afirmagoes da tltima proposicao nao sao necessariamente validas em algebras de
Banach que nao sejam algebras C*. A seguinte proposigao estabelece algumas condicoes equivalentes a positividade.

Proposigao 40.45 Se v é um elemento autoadjunto nao-nulo de uma dlgebra C* com unidade A, sdo equivalentes as
sequintes afirmagoes:

1. o(v) C [0, |v|]-

2. Hn v

Tl

‘ <1.
3. Eziste y € A autoadjunto tal que y* = v.
O operador y do item &8 nao € unico pois —y, por exemplo, tem a mesma propriedade. Porém, existe um unico y,

autoadjunto com espectro positivo, tal que yf; =v. Esse elemento positivo y, serd também denotado por \/v. O

Mais adiante (Teorema 40.21) provaremos o importante fato que em dlgebras C*, elementos da forma z*x sdo positivos.

Prova da Proposicdo 40.45.

1 — 2 Pelo Teorema da Aplicacao Espectral, Teorema 40.15, pagina 2212, e pelas hipdteses sobre o espectro de v, tem-se
o (]l — ﬁ) = {1 - ﬁ, S o(v)} C {1 — ﬁ, A€ [O, ||’UH]} = [0, 1]. Assim, pelo Teorema 40.17, pagina 2214,

‘zr(l—ﬁ)ﬁl.

2 — 3 A existéncia de tal y segue do Corolério 40.13.

_ v
Hﬂ ol

3 — 1 Como y é autoadjunto vale, pela propriedade C*, ||y||* = Hy2|| = ||v||. A afirmacao do item 1 segue do Teorema da
Aplicacao Espectral, Teorema 40.15, pagina 2212.

Podemos encontrar um g, autoadjunto com espectro positivo e tal que yg = v usando o Homomorfismo de Gelfand
¢y (Teorema 40.18, pagina 2218) da seguinte forma. Como o(v) C [0, [[v]|], a funcao f € C(o(v)) — R dada por
f(A) = X\, XA € o(v), é continua e positiva, assim como /f. Assim, pelo Teorema 40.18, y, = gf)v(\/f) satisfaz

yp = by (\/f)2 = ¢, (f) = v. Pelo item 2 daquele Teorema, vemos que o(y,) C [0, 00).

Para provar a unicidade do elemento positivo y, usaremos o seguinte lema, ademais de interesse por si s6.

Lema 40.6 Se a e b sdo dois elementos autoadjuntos positivos de uma dlgebra C* com unidade A tais que ab = ba entdo
ab € também autoadjunto positivo. O

Prova. Se a e b sao positivos, o homomorfismo de Gelfand fornece dois operadores autoadjuntos positivos ¢, e d, tais
que c% =ae df, = b. Pela constru¢do do homomorfismo de Gelfand, ¢, ¢ o limite em norma de polindmios em a e
dp é o limite em norma de polindmios em b. Como a e b comutam, esses aproximantes polinomiais também comutam
e, portanto c,d, = dyc,. Assim, ab = (¢,)?(dp)? = (cpdp)?, que é autoadjunto positivo, pelo Teorema da Aplicagio
Espectral, Teorema 40.15, pagina 2212. |

Para demonstrar a unicidade de y,, comecemos lembrando que ¥, é obtido pelo homomorfismo de Gelfand e, portanto,
é um limite em norma de polindmios em v. Assim, se b é um operador qualquer que comuta com v, entao b comuta com
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Yp. Vamos supor que b seja também positivo e tal que b> = v. Como b3 = b(b?) = (b?)b segue que bv = vb. Assim, b e y,
também comutam. Teremos assim,

byp=ypb
0= (@=v)-b) = (500 =" (U= b+ )y —b)
byp=ypb 2 2
= (Yp = 0)yp(yp — b) + (yp — b)b(yp — b) = (yp —0)"yp + (yp — b)°D .
Pelo Lema 40.6, ambos (y,—b)?y, e (y,—b)?b sdo positivos e, portanto, pela Proposigao 40.44, concluimos que (y,—b)%y, =
0 e (yp —b)?b = 0. Subtraindo um do outro, obtemos (y, —b)® = 0, o que trivialmente implica (y, —b)* = 0. Agora, como

yp—b é autoadjunto obtemos, aplicando duas vezes a propriedade C* da norma: ||y, —b||* = || (yp—b)2H2 = ||(yp—b)*|| =0,
provando que y, = b. Isso estabeleceu a unicidade desejada e completou a prova da Proposigao 40.45.

Corolario 40.14 Seja A uma dlgebra C* com unidade e b € A, autoadjunto e tal que ||b|| < 1. Entdo, existe um

elemento autoadjunto e positivo y, € A tal que yf; =1 —b. Esse elemento serd denotado por /1 — b. O

Prova. Seja w := 1 — b. Naturalmente, |1 — w|| = ||b|]| < 1. Logo, pelo Corolario 40.12, pdgina 2220, existe um elemento

autoadjunto y € A tal que y> = w. Pelo Teorema 40.45, pigina 2222, existe yp autoadjunto e positivo, Unico, tal que
2

Yp = w. |

Vemos que um elemento autoadjunto v de uma &algebra C* com unidade A é positivo se satisfizer quaisquer das
condicoes equivalentes da Proposicao 40.45, acima. Mais adiante provaremos o importante fato que em &lgebras C*,
elementos da forma x*x sao positivos. O primeiro passo nessa direcao é o seguinte teorema de decomposicao.

Proposigao 40.46 Todo elemento autoadjunto a de A, uma dlgebra C* com unidade, pode ser escrito na forma a =
a4+ —a—, onde ay sao autoadjuntos e positivos, comutam com a e satisfazem ara_ = a_ay = 0. O

Prova. Sejam as fungdes reais f1(A) := 3(|A|+A) e f-(A) :== 1(J]A| = A). Ambas sdo continuas, positivas, satisfazem
frf—=0e X = fy(\) — f—(N). Usando o homomorfismo de Gelfand ¢, definimos a4 := ¢, (f+) e a— := ¢ (f-). Pelo
Teorema 40.18, esses operadores tém as propriedades desejadas. |

Vamos denotar por Ay o conjunto de todos os elementos autoadjuntos positivos de uma algebra C* com unidade A.
O seguinte teorema resume as propriedades geométricas e topoldgicas mais importantes de A .

Teorema 40.20 O conjunto A, formado por todos os elementos autoadjuntos positivos de uma dlgebra C* com unidade
A, € um cone convezo e fechado (na topologia da norma de A) e tem a propriedade Ay N (—A4) = {0} (ou seja, é um
cone saliente. Para a nomenclatura, vide Secdo 26.2, pdgina 1398). |

Prova. A afirmagao que A4 N(—A4) = {0} é um mero refraseamento da Proposi¢ao 40.44. Se a é positivo e autoadjunto
entdo, pelo Teorema da Aplicagdo Espectral, Teorema 40.15, pagina 2212, Aa também o é para todo A > 0. Isso provou
que A4 é um cone. Provemos agora que A4 é convexo.

Provemos primeiramente que se a € A, entdo para todo p > ||a| vale H]l —p_laH < 1. De fato, o Teorema da
Aplicacao Espectral, Teorema 40.15, diz-nos que a(]l - p_la) = {1 —A/p, A € a(a)} C {1 —A/p, A€ [O, ||a||}} =

[1 — @, 1} C [0, 1]. Isso provou que r(]l fp_la) < 1 e, pelo Teorema 40.17, pagina 2214, segue que H]l fp_laH <1

Sejam agora a, b € A4 e considere-se a combinagédo linear convexa Aa + (1 — A\)b com A € [0, 1]. Para provar que
Aa+ (1 —A)b e Ay, tomemos P > max{|al|, ||b||} e escrevamos

=P e+ =) = pa-P ) +a-na-ry)|

IN

ML =P al|+ (1 =N ||z —P |

IN

A+ (1= = 1,
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a ultima desigualdade sendo consequéncia do comentario do pardgrafo acima pois, pela escolha, P > ||a|| e P > ||b]|. Isso
implica que o espectro de 1 — P~ (Aa+ (1 — A)b) estd em [—1, 1] e, portanto, o espectro de P~!(Aa+ (1 — A)b) estd em
[0, 2]. Assim, o(Aa + (1 — A)b) C [0, 2P], provando que Aa + (1 — A)b é positivo.

Resta-nos provar que A4 é fechado. Seja a, € A4 uma sequéncia de elementos de A que converge em norma a

a € A. Desejamos provar que a € A;. Tomemos a # 0, pois se a = 0 ndo ha o que provar, pois 0 € A;. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que todos os a,, sao nao-nulos. Como cada a,, € positivo, vale pelo item 2 da Proposicao

40.45 H]l - ”Z:” H <1, ou seja, |[[|anllT — anH < ||an||- Pela continuidade da norma, a,, — a implica ||a,| — ||a||. Logo,

[l —al| = 1im_{lanlt = an|| < tim faall = Jal -

n—oo n—oo
Isso provou que H]l — ﬁ ’ <1 e, portanto, a € A;. |
Corolario 40.15 Seja A uma dlgebra C* com unidade. Se a, b € Ay entaoa+be Ay. O

Prova. a +b = Z(QTH’). Agora, aT*'b € A4 pois é uma combinagao linear convexa de elementos de Ay, que é convexo.
Logo, 2(a7+b) € Ay, pois Ay é um cone. |

Corolario 40.16 Seja A uma dlgebra C* com unidade. Se para algum z € A valer —z*z € A, entdo z = 0. O

Prova. Pela Proposigao 40.30, pagina 2207, o(2*z) \ {0} = o(22*) \ {0}. Assim, se —z*z é autoadjunto e positivo, —zz*
também o é. Logo, pelo Corolario 40.15, —z*z — zz* é autoadjunto e positivo.

Definamos = := (2 + 2*)/2 e y 1= (2 — 2*)/(2i). Tem-se que
—Ap D (=22 —22%) =227 + 297 .
Como z e y sdo autoadjuntos 222 e 2y sdo positivos e, pelo Corolario 40.15, 222 + 2y? também o é. Assim, provamos
que 222 +2y% € A, N(—A,). Pelo Teorema 40.20, isso implica 222 + 2y% = 0 e, pela Proposicao 40.44, segue que 2% = 0

e y?> = 0. Pela propriedade C* da norma, segue que ||z||?> = ||#2|| = 0, provando que x = 0. Analogamente prova-se que
y = 0. Como z = x + iy, segue que z = 0. |

Chegamos agora ao resultado mais importante a respeito de elementos autoadjuntos positivos em &lgebras C*.

Teorema 40.21 Em uma uma dlgebra C* com unidade A todo elemento da forma x*x € positivo. Pelo item 3 da
Proposicao 40.45, concluimos que uma condi¢do necessdria e suficiente para que um elemento autoadjunto v € A seja
positivo € que exista x € A tal que v = x*. O

Prova. Seja a = x*x, que obviamente é autoadjunto. Pela Proposi¢ao 40.46, podemos escrever a = a4 — a_ onde a4 sao

autoadjuntos e positivos, comutam com a e satisfazem a;a_ = a_a; = 0. Tudo o que queremos é provar que a_ = 0.
Seja w = ra_. Temos que —w*w = —a_z*ra_ = —a_(ay —a_)a_ = (a_)3. Como a_ é positivo, (a_)3 também o é
(pelo Teorema 40.15, pagina 2212). Logo, —w*w é positivo. Pelo Coroldrio 40.16, isso implica w = 0, ou seja, za_ = 0.
Multiplicando & esquerda por x*, teremos 0 = z*za_ = (a; —a_)a_ = —(a_)2. Como a_ é autoadjunto, a propriedade

C* da norma implica |la_||* = ‘ (a,)2H = 0. Assim, z*z = a4, que é positivo por construgao. |
A seguinte consequéncia dos resultados acima é uma afirmacédo curiosa e 1til, estendendo um resultado analogo vélido
para matrizes (Proposigao 10.28, pgina 551).

Proposigao 40.47 Todo elemento autoadjunto a de uma dlgebra C* com unidade A pode ser escrito como combinagdo

linear de até dois elementos unitdrios: a = ”;L”(u+ + u_), com ut € A unitdrios.

Todo elemento b de uma dlgebra C* com unidade A pode ser escrito como combinacao linear de até quatro elementos
unitdrios: b = Zizl Biug, sendo cada uy, € A unitdrio e |Bi| < ||b|l/2 para todo k. O
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Prova. Seja a € A autoadjunto. Se a = 0 ndo ha o que provar e, portanto, tomemos a # 0. Pela propriedade C*,
lla?|| = ||lal|? e, portanto, |la|]|~2a® tem norma 1. Pelo Corolario 40.14, pdgina 2223, existe y/1 — ||a| ~2a2, um elemento
positivo e autoadjunto de A cujo quadrado é 1 — ||al|~2a?.

Naturalmente, podemos escrever

a _ a _ .
o = 1 (a0 iy/a—Tal2a?) + 1 (a0 - i T fal2e2)
Afirmamos agora que os operadores ut := ||al|"ta £ iy/1 — ||a]| ~2a? s@o unitdrios. De fato, temos u} = ux e, portanto,

wius = (a7 aFivI—a]Za?) (lall"a £ iv/T— o 2a2) = lla|~%a® + 1~ o 2> = 1

e, analogamente, verifica-se que utu} = 1. Isso estabeleceu que todo elemento autoadjunto é uma combinagao linear de
dois unitérios.

Agora, todo elemento b € A pode ser escrito como combinagao linear de dois elementos autoadjuntos, a saber, na
forma, b = a1+ias, onde a; = %(ber*) eay = 2% (bfb*), ambos autoadjuntos. Logo, todo elemento de A é obtido por uma

. - 1. e . . . - b
combinagao linear de quatro elementos unitarios. Pelo que vimos acima, o coeficientes serao @ = % || % (b + b*) || < @

o Lol — 40— 07)| < 4. .

O seguinte corolario do Teorema 40.17, pagina 2214, e da Proposicao 40.45, pagina, serd usado mais adiante:

Corolario 40.17 Se A é uma dlgebra C* com unidade e a € A, entio ||a||* € o(a*a). O

Prova.. Sabemos que a*a é positivo, que o(a*a) é fechado e que o(a*a) C [O, ||a*a||} (Proposigao 40.45, pagina 2222).
Suponhamos que exista 0 < M < ||a*a|| = ||a|? tal que o(a*a) C [0, M]. Entdo, pelo Teorema 40.17, pagina 2214,
valeria ||a||? = |la*a|| = r(a*a) = sup{|u|, u € o(a*a)} < sup{|p|, p € [0, M]} = M < ||al|?, um absurdo. |

e A identidade de polarizagao para operadores

Sejam a e b elementos de uma *-algebra. Entao, vale a identidade de polarizacao para operadores:

3
ba = 7Y i*(a+i*b) (a+i*D) . (40.79)

k=0

e

Para a demonstracao, basta expandir-se o lado direito. Se a dlgebra em questao possuir uma unidade, segue trivialmente
também que

a =

e

3
> i (a+i*1)" (a +i*1) . (40.80)
k=0

No caso de uma algebra C* com unidade essa relacao diz-nos que todo elemento pode ser escrito como combinagao linear
de quatro elementos positivos.

40.3.9.1 Relacao de Ordem Decorrente da Positividade em Algebras c*

e Uma relagao de ordem em algebras C* decorrente da nogao de positividade

A nocao de positividade em algebras C*, discutida acima, permite definir uma relacdo de ordem no conjunto dos
elementos autoadjuntos de uma algebra C* A: se a, b sao elementos autoadjuntos de A dizemos que a > bsea—b € A,.

E. 40.32 Ezercicio fdcil. Prove que se trata, de fato, de uma relacdo de ordem entre os elementos autoadjuntos de A. Relacdes
de ordem foram introduzidas na Secdo 1.1.2.9, pdgina 69. Sugestées: A reflexividade é dbvia e para a transitividade, escreva a — ¢ =
(a —b) 4+ (b —c) e use o Coroldrio 40.15, pagina 2224. o,
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Dizemos que a < bsea—be —A,, ou seja, se b > a. Note-se que se a > b e a < b, entao a = b pois, como vimos
(Teorema 40.20, pdgina 2223), A, N(—A4) = {0}. Escrevemos também que a > b caso a > b mas a # b (e analogamente
para a < b).

Lembremos que em uma algebra com involugao A, uma transformacao de congruéncia é uma transformagao do tipo
A > a+— c*ac € A para algum ¢ € A fixo. Em uma algebra C* a relagao de ordem definida acima é preservada por
transformagoes de congruéncia. Isso é o contetido da proposi¢ao elementar que segue:

Proposigao 40.48 Seja A uma dlgebra C* com unidade e sejam a e b elementos autoadjuntos de A tais que a > b.
Entao,
ctac > c*bc (40.81)

para todo ¢ € A. O

Prova. Se a > b, entdo a — b é positivo e, portanto (pelo Teorema 40.21, pdgina 2224), existe d € A tal que a — b = d*d.
Logo, ¢*(a — b)c = ¢*d*dc = (de)*(dc) € A4, provando que c*ac > c*be. |

A relagao de ordem definida acima conduz a alguns resultados ndo-triviais, como 0s expressos na proposicao que segue
(de [73]), os quais usaremos de diversas formas adiante.

Proposigao 40.49 Seja A uma dlgebra C* com unidade e sejam a e b elementos autoadjuntos de A. Entdo, valem os
sequintes resultados:

1. Sea >0, entdo ||a]|1 > a > 0.
2. Sea>b>0, entao ||al]| > ||b]|.

3. Se a >0, entio allal| > a* > 0. O

Prova. (De [73]). Pela definigdo de positividade, se a > 0, entdo o(a) C [0, ||al]]. Logo, pelo Teorema da Aplicacao
Espectral, Teorema 40.15, pagina 2212, o(||lal|l — a) = {|la]| = A\, XA € a(a)} C {|lall = X, A € [0, [la[]} = [0, [al],
provando que |la|]|1 — a > 0, ou seja, estabelecendo o item 1.

Se a > b > 0, entao segue do item 1 e da transitividade da relagdo de ordem que ||a||1 > a > b > 0. Agora, a relagao
[al|1 > b e o Teorema da Aplicacdo Espectral implicam que [0, co) D o((lal|l1 —b) = {[lal| = A, A € o(b)}}. Porém,
isso s6 é possivel se ||a|| > sup{A, A € o(b)} = sup{|A|, A € o(b)} =: r(b) = ||b||. Na antepeniltima igualdade usamos
a positividade de b, na penultima igualdade usamos a definigao do raio espectral e na ultima usamos o Teorema 40.17,
pagina 2214. Isso demonstrou o item 2.

Se a > 0, entdo temos, novamente pelo Teorema da Aplicagdo Espectral, que

(o)) = {(- 1Y reom) e { (-1 ne o) < o).

2 2
(af H%H]l) H < ”a4” . Portanto,

2
Logo, r ((a — H%H]l) ) < Ha4|\ , implicando, pelo Teorema 40.17, pagina 2214, que
m 1

2
1> (a - @ﬂ) . Expandindo o lado direito, obtemos 0 > a? — al|a||, provando o item 3. |

e Resolventes, positividade e relagoes de ordem

A seguinte afirmagao elementar sera usada diversas vezes adiante:

Proposicao 40.50 Seja A uma dlgebra C* com unidade e sejam a € Ay e x € [0, 00). Entdo, 1 + za € Inv (A) e
(1+za)~t e As. O
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Prova. Como a € A, seu conjunto resolvente contém (—oo, 0), o que estabelece que 1 + za € Inv (A). Pela Proposigao
40.31, pagina 2207, e pelo Teorema da Aplicacdo Espectral, Teorema 40.15, pagina 2212, tem-se o ((1+za)~!) = {$, A €
|

o(l+mza)} = {ﬁ, € a(a)} C (0, o0), provando que (1 + za)~! € A4

O seguinte resultado sobre relagoes de ordem e resolventes serd usado logo adiante quando da discussao sobre apro-
ximantes da unidade na Secao 40.3.10, pagina 2227.

Proposigao 40.51 Seja A uma dlgebra C* com unidade e sejam a e b elementos autoadjuntos de A com a > b > 0.
Entdo, para todo x € [0, oo) tem-se
(z1+b)"' > (zl+a)™t >0 (40.82)

a

Prova. E evidente pelo Teorema da Aplicagdo Espectral, Teorema 40.15, pagina 2212, que 1 + a e x1 4 b sdo elementos
de A4+. Que 21+ a e z1 + b sdo elementos de Inv (A) foi visto na Proposicao 40.50, pdgina 2226, que estabelece também
que (z1+a)~! > 0e (21 +b)~! > 0. Esses resultados sobre positividade garantem, pela Proposicao 40.45, pagina 2222,
a existéncia das raizes quadradas (z1 + b)'/? e (21 + b)~'/2, ambas elementos de A .

E também evidente que 21 + a > 21 + b e dessa desigualdade, pela Proposigao 40.48, pagina 2226, (adotando-se
c=(z1+b)~Y2 =c¢* em (40.81)), tem-se que

(21 +b) Y2zl +a)(zl +b) "2 > 1.

O elemento y := (21 +b)~/2(21 + a)(x1 + b)~/? é autoadjunto, inversivel com y~' = (z1 + b)/?(x1 + a) = (21 + b)'/?
e (como vimos), y > 1. Logo, o(y) C [1, o0) o que implica, pela Proposi¢ao 40.31, pagina 2207, que a(y‘l) c (0, 1].
Logo, y~! < 1, ou seja,

1 > (21 +b0)"Y2(z1 +a) (a1 +b)Y/2.

Aplicando-se novamente a Proposicio 40.48, pagina 2226, adotando-se outra vez ¢ = (zl + b)~%/2 = ¢* em (40.81),
concluimos da tltima desigualdade que
(z1+b)"' > (2l +a)t,

como desejavamos estabelecer. |

40.3.10 Aproximantes da Unidade em Algebras C*

Ja comentamos anteriormente que ha algebras C* de interesse que nao possuem uma unidade, tal como a algebra dos
operadores compactos em um espago de Hilbert de dimensao infinita (vide Segao 40.8, pagina 2279 e, em particular,
o Corolario 40.21, pdgina 2283). Como vimos no Teorema 40.13, pagina 2199, toda dlgebra C* sem unidade pode ser
x-isomorficamente e isometricamente incluida em uma &lgebra C* com unidade. Para certos propdsitos, porém, essa
extensao da algebra a uma dlgebra unital nao é 1til e é preferivel operar dentro da prépria algebra.

Para esse propdsito, é ttil estabelecer que toda algebra C* possui um objeto que substitui a unidade: os chamados
aproximantes da unidade. Seu uso é relevante, por exemplo, na discussao sobre cosets por bi-ideais em algebras C*, tal
como desenvolveremos na Secao 40.3.10.1, pagina 2230.

Seguiremos proximamente [73], mas um tratamento préximo, ou mesmo idéntico, pode ser encontrado em muitos
outros textos (vide, por ex., [110] ou [351]).

Notemos que toda dlgebra C* A possui ao menos um ideal & direita?’, a saber a prépria dlgebra A. Notemos também
que um ideal & direita J de A sempre possui elementos positivos, pois se b € J tem-se evidentemente que bb* € J, sendo
que bb* = (b*)* (b*) é evidentemente um elemento positivo de A.

Seja A uma algebra C* nao necessariamente dotada de uma unidade e seja J um ideal a direita de A. Seja A um
conjunto dirigido?® por uma relacdo de pré-ordenamento, que denotamos por >. Uma rede?® A 3 X = ey € J é dita ser

27 As nogoes de ideais e bi-ideais de anéis e dlgebras foram introduzidas na Secio 2.4.1, pagina 222, onde suas propriedades bésicas foram
discutidas.

28 A nocao de conjunto dirigido foi introduzida & pagina 72.

29 A nogao de rede em um espago topolégico foi introduzida na Secio 30.3, pagina 1497.
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um aprozimante da unidade na dlgebra A por elementos de um ideal & direita (ou aproximante da identidade na dlgebra
A por elementos de um ideal ¢ direita) se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

1. ey € A4 para todo A € A.
2. |lex]] <1 para todo A € A.
3. ex > ey sempre que A = N.

4. lim) ||a — e>\aH = 0 para todo a € J.

Se J = A dizemos que A 3 A — ey € A s@o aprozimantes da unidade da dlgebra C* A (ou aproximantes da identidade da
dalgebra C* A).

Comentdrios. 1. No item 4, o simbolo limy indica o limite de redes, tal como definido na Se¢ao 30.3. Lembrar que em um espaco Hausdorff o
limite de redes é dnico, se existir (Proposigdo 30.5, pagina 1499). 2. A afirmac@o do mesmo item 4 é a razdo da nomenclatura “aproximantes
da unidade”, para designar a rede {e)} ca. Para ideais & esquerda temos a mesma definigdo, apenas trocando o item 4 por limy ||a —ae) H =0
para todo a € A.

A definicao acima é nao vazia: o Teorema que segue afirma que sempre podemos encontrar aproximantes da unidade
em ideais & direita de dlgebras C* com unidade. No Corolédrio 40.18, pagina 2229, mostramos que toda algebras C* (com
unidade ou néo) possui aproximantes da unidade.

Teorema 40.22 Se J é um ideal a direita de uma dlgebra C* com unidade A, entao existem em J aproximantes da
unidade. O

Prova do Teorema 40.22. Seja J a colecao de todos os subconjuntos finitos de J. J tem um pré-ordenamento natural, a
saber, o pré-ordenamento definido pela inclusdo de conjuntos: se «, 8 € J, dizemos que o = 3 se a D 5.

Para a € J denotamos por |a| € INg o niimero de elementos de . Assim, o € J ¢é da forma a = {ji1, ..., jja/}, com
Ja € J paratodoa=1, ..., [a|. Seguindo [73], definamos para a = {j1, ..., jlo} €7,

]

fa = Zjaj;-
a=1

E evidente que fa € 7 (pois cada j,j é um elemento de J). E evidente também que Jaji € A e (pelo Coroldrio 40.15,
pagina 2224) que f, € A4. Logo, o(fa) C [0, 00) e, portanto, z1 + f, possui inversa para todo niimero real positivo z.
Consequentemente, definamos também

ea = lalfa (1+]alfa) .

Por (40.55) tem-se, evidentemente,

o = lalfa (L4 alfa) ™ = (@ +alfa) lalfa = 1— (1 +]alfa) ", (40.83)

a dltima igualdade sendo obtida somando-se e subtraindo-se 1 ao fator |« f,.
Afirmamos que {es}aes sdo aproximantes da unidade. Notemos em primeiro lugar que e, € J pois, como ja obser-

vamos, fo € J e €4 ¢ obtido de f, multiplicando-o & direta por um elemento de A (o elemento |o|(1 + |a|fa)71).

Em segundo lugar, recordemos que, pela Proposi¢ao 40.50, pagina 2226, tem-se (Il + |04|fa)_1 € A;. Como f, € Ay,
segue disso e do Lema 40.6, pagina 2222, que e, € A.

Em terceiro lugar, o fato que (]l + |04|fa)_1 € A4 implica que 1 — e, € A4, ou seja, que 1 > e,. Logo, pelo item 2
da Proposigao 40.49, pagina 2226, vale 1 > ||ley]|-

Em quarto lugar, por (40.83), tem-se para quaisquer «, 8 € J que

ea—eg = (1+181fs) " = (L+alfa) .
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Agora, sejam « e [ tais que a >~ (3, ou seja a D 3, e escrevamos f§ = {jl, N j\BI} ea= {jl, o JIBL J1Bl41s e jla\}'
Entao, fo > fg, pois

||
foszﬂ: Z ]CJ:ZO
e=[B]+1
Logo, pela Proposicao 40.51, pagina 2227, segue que e, — eg > 0, ou seja, e, > eg.

Por fim, seja a € J. Teremos3"

(40.83)

(a — eqa)(a — eqa)’ = (1—eq)* aa* (1 — eq) (14 |alfa) " aa™ (1+]alfa)

Agora, {a} € J e para a = {a} valerd f, > aa*. Logo, para tais a’s teremos, pela Proposigdo 40.48, pagina 2226,
(adotando-se ¢ = (1 + |o<|fa)71 = ¢* em (40.81))

(a —eqa)(a—eqa)* = (]l+|a|fa)71aa*(]l+|04|fa)71
< (@+lalfa) " fa (@+lalfa)”!

1 _ _ 1 _
= m(ﬂﬂalfa) YA alfs) (14|l fs) lfm(ﬂﬂalfa) ?

_ ﬁ 1= (1+lalfa) "] (L +1alfa) "

Pelo item 2 da Proposicao 40.49, pagina 2226, segue que

1
Ha—eaaH2 = ||(a - eaa)(a — eqa)*|| < m”gaﬂ , (40.84)

onde g, = {]l — (]l + |a|fa)71] (]l + |o<|fa)71. Agora, g, é autoadjunto e como f, > 0, segue da Proposicao 40.31,
pagina 2207, e do Teorema da Aplicacdo Espectral, Teorema 40.15, pdgina 2212, que

o (ga) = {[1 1+1|a|x] 1+1|a|:c’ xEU(fa)} = {% :cea(fa)} C {% z €0, oo)} .

Em [0, 00), a fungdo real g(z) := % é ndo-negativa e assume um méaximo absoluto em zy = |a|™!, o qual vale

g(xo) = 1/4 (verifique essas afirmacoes!). Logo, o(ga) C [0, 1/4]. Pelo Teorema 40.17, pdgina 2214, segue que ||go | < 1/4
e de (40.84) concluimos que

2 1
a— eqa < —
H @ || — 4|a|
. 2 ,
Logo, lim,, Ha - eaaH = 0, como queriamos demonstrar. |
Coroldario 40.18 Toda dlgebra C* A (mesmo as que nao possuem unidade) possui aprozimantes da unidade. O

Prova. Se A possui unidade isso foi estabelecido no Teorema 40.22, pdgina 2228, recordando que A é (trivialmente) um
ideal bilateral de si mesmo. Se A nao possui unidade, o Teorema 40.13, pagina 2199, estabelece que A é *-isomorficamente
e isometricamente equivalente a um ideal bilateral de uma algebra C* com unidade. Usando esse isomorfismo e evocando
o Teorema 40.22, concluimos que A possui aproximantes da unidade. |

O seguinte fato elementar serd usado adiante:

30A partir daqui nossa demonstragao é distinta da de [73] e do restante da literatura.
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Lema 40.7 Seja A uma dlgebra C* com unidade (que denotamos por 1). Seja I um ideal a direita de A e sejam
{ex €3, A € A} aprozimantes da unidade em A por elementos de J. Entao,

IL—ex| < 1. (40.85)

d

Prova. Sabemos que cada ey é autoadjunto, que ey > 0 e que ||ex]] < 1. Logo, pelo Teorema 40.17, pagina 2214, tem-se
o(ey) C [0, 1]. Como 1 — ey é autoadjunto, segue do mesmo Teorema e do Teorema da Aplicagdo Espectral, Teorema
40.15, pagina 2212, que

It —ex]| =71 —ex) = sup{|a|, a € o(L —ex)} = sup{|l —p|, p€o(ex)} < sup{|l —pu|, p€[0, 1]} =1,

como desejavamos estabelecer. |

40.3.10.1 Cosets por Bi-Ideais em Algebras Cc*

Sejam A uma x-algebra associativa e seja J um bi-ideal de A. Podemos definir em A uma relagao de equivaléncia
declarando que dois de seus elementos a e b sao equivalentes, a ~ b se a — b € J. Denotamos a classe de equivaléncia de
um elemento a € A por [a] := {a+1, I € J}. O conjunto de tais classes de equivaléncia, o chamado coset de A por J, é
denotado por A/J. A teoria desses ideais e suas classes de equivaléncia foi desenvolvida para anéis e dlgebras nas Segoes
2.4.1 e 2.4.1.2, as péginas 222 e 222, respectivamente. Como é 14 discutido, A/J é dotado de uma estrutura de algebra
associativa, definindo-se combinagdes lineares e produtos por afa] + S[b] = [aa + Bb] e [a][b] = [ab], para todos «, 5 € C
ea, be A. O vetor nulo [0] de A/J é a classe de equivaléncia dos elementos de J.

No caso de A ser uma *-algebra, dizemos que um bi-ideal J é um bi-ideal autoadjunto, ou um *-bi-ideal, se b € J
implica b* € J para todo b € J. Se J é um #-bi-ideal podemos fazer de A/J uma *-dlgebra, se a operacao de adjungao for
definida por [a]* := [a*].

E. 40.33 Ezercicio. Mostre que essa operagdo de adjun¢io estd bem definida mas classes [a] € A/J (ou seja, que é independente
do representante a tomado em [a]) e que, de fato, satisfaz as propriedades de uma adjungdo na algebra A/J. "
Nesta secao estamos interessados na situacao em que A é uma algebra C* e nela a condicao de J é um *-bi-ideal pode

ser obtida de uma hipétese mais ttil, pois vale a seguinte afirmacao:

Proposicao 40.52 Se A € uma dlgebra C* e J é um bi-ideal fechado de A (na topologia definida pela norma de A),
entao J € um x-bi-ideal de A. Portanto, J € uma subdlgebra C* de A. O

Prova. Desejamos provar que se [ € J, entao [* € J. Pelo Teorema 40.22, pagina 2228, existem em J aproximantes
da unidade, {ex € J, A € A}, com A sendo um conjunto dirigido por uma relagdo de ordem >, para os quais vale
limy ||l — exl]] = 0, para todo [ € J, ou seja, | = lim) exl. Pela invaridncia da norma pela operagio de adjungao e pelo
fato de os ey’s serem autoadjuntos, segue que limy [[I* —[*ey|| = 0, ou seja, I* = limy [*e). Agora, cada ey é um elemento
de J, que é um bi-ideal de A. Logo [*e) € J para todo J. Como J é fechado, lim) [*e) é também um elemento de J e,
portanto, [* € J. |

Definamos a aplica¢ao A/J — [0, oo) dada por
||| = inf{lla+1, 1€7}.

E bastante evidente que H [a]||, definida acima, independe do particular representante a da classe de equivaléncia de [a].
Logo adiante (Teorema 40.23, pdgina 2232) provaremos o importante fato que, no caso de A ser uma algebra C* e J ser
um bi-ideal fechado de A, entao ||[a]|| define uma norma em A/J que faz desse coset uma &lgebra C*. Para tal, faremos
uso do seguinte resultado técnico:
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Lema 40.8 Sejam A uma dlgebra C*, J é um bi-ideal fechado de A (na topologia definida pela norma de A) e sejam
{ex €3, X € A}, aproximantes da unidade em I, com A sendo um conjunto dirigido por uma relagdo de ordem . Entao,
vale

llal*|| = 1[lal]
assim como
|lal]| = 1iP||a—eAa|| = li/r\nHa—ae)\H (40.86)
par todo a € A. |
Prova. E claro que
H[a]*| = H[a*] = inf{||a*—|—l||7 lej} = inf{Ha—i—lH, ZEJ} = H[a]| ,

pois a norma de A e J sao invariantes pela adjuncao.
Para provar (40.86), vamos primeiramente considerar o caso em que A possui uma unidade 1.

Seja a € A. Pela definigio do infimo, existe para cada ¢ > 0 um elemento I € J tal que [|a + Ic| < ||[a]|| + €. Pela
definicao do limite limy, existe para cada € > 0 um elemento e € A tal que ||le — ex_lc|]| < e. Agora

a—exa = (a+l)—(lc—exl) —ex.(le+a) = (L—ex)(a+1l)— (lc —exrle)

e, portanto,

la —ex.all < [[(@—ex)a+I)| + Nl —exlell < 12 —ex ] a+iel + [l — ex.Le]

(40.85)

< |l1—ex, (||[a]||+e>+e < ||[a]||+2€a

ou seja, [|la — ex, all < ||[a]|| + 2¢. Por outro lado, como —ex a € J, tem-se ||[a]|| < |la — ex al| (pela defini¢io de infimo).
| < H[a]H + 2¢, o que significa que

Portanto, estabelecemos que para todo € > 0 existe Ac € A tal que ||[a]|| < [la—ex.a
|la]|| = limy [|a — exal|.

Como ||[a]|| = ||[a]*|| = ||[a*]||, temos também ||[a]|| = limy [la* — exa™|| = lim, [|[a — aex|. pois a norma de A é
invariante por adjuncédo e os ey’s sdo autoadjuntos. Isso demonstrou (40.86) para o caso em que A possui unidade.

O caso em que A nao possui unidade é analogo, mas alguns poucos cuidados sao necesséarios. Comecando estendendo
A a algebra C* com unidade C x A introduzida na Secao 40.3.2.1, pagina 2198. Pelo Teorema 40.13, pagina 2199, C x A
¢ uma §lgebra C* para a norma dada em (40.51).

Afirmamos que C x J := {(0, 1), I € J} é um bi-ideal fechado de C x A. Que é um bi-ideal atestam os fatos que
(o, a)(0, 1) = (0, al+al) € Cx T eque (0, I)(e, a) = (0, ad +la) € C x J para todo (a, a) € C x A. Que é fechado
decorre da observagao que ||(0, a)|| = ||la|| para todo a € A, e do fato de J ser fechado em \A.

Como C X A é uma &lgebra C* unital, o Teorema 40.22, pagina 2228 garante a existéncia em C x A de aproximantes
da unidade {(0, ey), A € A} em € x J, com A sendo algum conjunto dirigido segundo uma rela¢do de ordem >-.
Afirmamos que {e), A € A} sdo aproximantes da unidade em J. Isso é estabelecido nos quatro passos que seguem: 1.
se (0, ex) € (C x A)4, entdo é da forma (0, ex) = (8, b)*(5, b) para algum (8, b) € C x A. Entao, (8, b)*(8, b) =
(B, b*)(B, b) = (|B|%, Bb+ Bb* + b*b) = (0, ey), implicando que B = 0 e b*b = ey, o que, por sua vez, garante que
ex € Ar. 2. |leall = [1(0, ex)]l < 1, implica que [lex]| < 1. 8 Se A = X (0, ex —ex) = (0, ex) — (0, ex) > 0. O
argumento usado no item I implica que ey — ey é da forma b*b para algum b € A e, portanto, ex — ey > 0. 4. Para
1 €7, tem-se (0, I) € C x J e, portanto, liin |l —exl|| = liin 10, I —exl)|| = liin 10, 1) — (0, ex)(0, )] = 0.

Com isso e do fato que ||(0, a)|| = ||a]| para todo a € A, segue do resultado ja obtido para dlgebras unitais que que
lim [la — exal| = Lm||(0, a = exa)| = lml|(0, a) = (0, ex)(0, a)]| = [[[(0, a)l
e, analogamente, limy [|a — aex|| = ||[(0, a)]||. Sucede, porém que

110, )| = it {110, @)+(0, DI, (0, 1) € CxI} = inf {|}(0, a+D)l|, 1€} = inf {Jla+1], 1€ T} = |[a]] . (40.87)
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completando a demonstracgao. |

Chegamos agora ao resultado mais relevante da corrente discussao: se A for uma algebra C* e J um bi-ideal fechado
de A, podemos definir em A/J uma norma que faz desse coset uma &dlgebra C*. Esse é o contetido do teorema que segue.

Teorema 40.23 Seja A uma dlgebra C* e seja I um bi-ideal fechado de A. Considere-se a x-dlgebra associativa A/J
munida das operagoes acima delineadas. Entdo, A/J € uma dlgebra C* com respeito & norma

|la]|| = inf{[la+1]|, €T} . (40.88)
O
Prova. E bastante evidente que H [a] ||, definida em (40.88), independe do particular elemento da classe de equivaléncia

de a € A. Desejamos provar que (40.88) define uma norma operatorial e que essa norma satisfaz propriedade C*. Por
fim, temos que provar que A/J é completo nessa norma.

Como 0 € J, é claro que ||[0]|| = 0. Se ||[a]|| =0, entdo inf {|a + ||, I € I} =0 e é possivel encontrar uma sequéncia
L, € 3, m € N, tal que |la + l;n|| < 1/m para cada m € IN. Assim, teremos ||l, — || = [|[(Im + @) — (@ + )| <
lim + all + ||l + al| < 1/m + 1/n, mostrando que I, € I, m € IN, é uma sequéncia de Cauchy em J. Como J é fechado,
essa sequéncia converge a um elemento ! € J. Porém, ||a + || = |[(a + ) — (I — D] < ||@ + Ln|| + ||l — || que converge
a zero quando m — 0o. Logo, ||la+1|| =0 e a = =1 € J, estabelecendo que [a] = [0].
A relagio ||[aa]| = || ||[a]|| é elementar e a desigualdade triangular segue da observagao que
lal+ ]| = |[la+08]]| = inf{lla+b+1], 1€I} = inf{lla+b+21||, €T}
< inf{lla+ |+ b+, L€} < inf{la+1|, L€} +nf{|b+1|, 1 €I} = ||[al]| +]|B]] -
Que ||[a]*|| = ||[a]|| para todo a € A foi estabelecido no Lema 40.8, pagina 2231.
Provemos agora a validade da desigualdade de produto da norma: ||[a][b]|| < ||[a]]| ||[8]]]. Temos que ||[a][b]]] = ||[ad]| =

inf{]lab+1]||, I € I}. Note-se que se [ e I’ sdo elementos de I, entdo (a +1)(b+1") = ab+ (al’ + b+ 1l’), sendo que termo
entre parénteses é um elemento de J, por J ser um ideal bilateral. Logo,

inf {|jab+1||, 1€} < inf{|[(a+ D)+, 1, 1" €I} < inf{|la+1||b+], L I'€T}
< inf{fla+1l|, LeIyinf {p+ 0|, ' €I} = ||a]|| ||[0]]| -

Os fatos acima demonstram que (40.88) define uma norma em A /J. Passemos agora & demonstracio de completeza3!.
Seja [a;], j € IN, uma sequéncia em A/J. Entao, pela defini¢do de infimo, existe para cada m, n € IN, e para cadap € N
um elemento I(m, n, p) € J tal que

1

lam = an +1m, . )| < lam] = lan]| + 5557 -

Suponhamos agora que [a;], j € IN, seja uma sequéncia de Cauchy. Entao, para todo € > 0 existe N(e) € IN tal que
[llam] — [an]|| < € sempre que m > N(e) e n > N(e). Assim, podemos encontrar uma subsequéncia [a;,], k € IN, tal que

1
H[ajl] - [ajk]H < 9k+1

para todo [ > k. Consequentemente, sempre que | > k e para todo p € IN, vale que

. 1 1
llaji = aje +1Gi g P < S + 5p77 -

31Novamente, trata-se de uma demonstracio raramente detalhada na literatura.
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Defina-se
m

I = Zl(jp, Jp—1, D) e bm = aj,, +lm,

p=1
para todo m € IN. Note-se que l,, € J e, ipso facto, que by, € [a;,,]. Teremos, para m > n,

m m

b —bn = Z (bg —bg-1) = Z (aj, = aj,_, + (g, Jg-1. 0))
q=n+1 q=n+1
e, portanto,
s o S| =1 1
Hbm - b"” < Z Hajq — Q5,4 +Z(.7Q7 Jg—1, Q)H < Z ﬁ < Z E = 2_n .
g=n+1 g=n+1 g=n+1

Isso estabelece que b,,, m € IN, é uma sequéncia de Cauchy em A e, pela completeza de A, converge a um elemento b € A.
Vamos agora provar que [a,,], m € IN converge a [b]. Para tal é suficiente considerarmos a subsequéncia [a;,, ], m € IN.

Como by, € [aj,,], temos [a;,.] — [b] = [bm] — [b] = [bm — b]. Logo,
s, = Bl = [|Br — )| = inf {lfbm —b+1l, 1€ T} < [[bm — b
que converge a zero quando m — co. Logo, lim [a;, ] = [b] € A/J, demonstrando a completeza desejada.
m—0o0

Passemos agora a demonstracao da propriedade C*, para a qual faremos uso dos aproximantes da unidade. Ob-
servemos que, pela desigualdade da norma de um produto e pela invariancia da norma pela adjuncao, segue que

|la]*[a]]| < H[a]H2 e, portanto, é suficiente demonstrarmos que ||[a]||2 < ||[a]*[a]||- Novamente trataremos em sepa-
rado os casos em que A possui ou nao unidade.

Se A possui unidade 1, escrevemos, para a € A,

(40.86)

I[a][|”

i o~ aea]* = i otz )
gt

= it - enaa+ DA = ex) = (1 - et — )]

< dim ([ - e@a+ naE - e+ | @-ena-en) .
onde, acima, escolhemos [ € J, arbitrdrio. Por (40.85), temos [|1 — e[| < 1. Logo,

|a-en@arna-e| < [lt-e?|

wat ] < |

a*a+1|| < sup|la*a+!] = ||[a*al] .
res
Além disso,
@ = et =-en|| < 1= i@ =en] < [lt=tea]],

Assim,
|

[l [l + [l = [talfal

)

llalll® < tign [{aa]|| + tim 2~ tea

pois I € J e, portanto, [[] = [0]. Estabelecemos, assim, que H[a]”2 < ||la]*[a]|

propriedade C* no caso em que A ¢é unital. -

, 0 que completa a demonstragao da

Se A nao possuir unidade, passamos a dlgebra C* C x A que possui unidade dada por (1, 0). Vimos na prova do
Lema 40.8, pagina 2231, que C x J é um bi-ideal fechado de C x A e que se {(0, ey), A € A} forem aproximantes da
unidade em C x J, entdo {ey, A € A} sdo aproximantes da unidade em J. Sabemos que |ja| = ||(0, a)|| e vimos em
(40.87) que H[(O7 a)]H = ||[a]H
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De posse desses resultados, escrevemos, para a € A,

lall* = [l al* 2 tim [0, @)~ 0. )0, ex)]’ = lim]|0, a)(1, —ex)|

= i (1, —e)(0, @) (0, )1, —e)

_ li/r\n (1, —ex)(0, a*a)(1, —6,\)H

=l |1, —e) (0, @+ D)1, —en) = (1, =) (0, (1, —e)

<  lim (H(l, —ex)(0, a*a +1)(1, —6/\)H + H(l, —ex)(0, 1)(1, —6/\)H) ;

A
onde, acima, escolhemos [ € J, arbitrario. Por (40.85), temos ||(1, —ex)|| = ||(1, 0) — (0, ex)|| < 1. Logo,
|1, =00, a*a+ D@1, —en)|| < (1 —en)]* [0, a*a+ ]| < [la*a+1] < sup [la*a +1']| = |[la"al]|.
‘e

Além disso,

@, —en @, 0, —e)|| < [l —en] [0, DA, —en)]| < [0, D, —en)]l = [0, )= (0, DO, e
Assim,
lfall* < tim 0" al| + tim |0, ) = (0, D0, —e)]| “E ] all| + Nl = [[a)*lal]|
pois I € J e, portanto, [I] = [0]. Estabelecemos que ||[a]||* < ||[a]*[a][|, o que completa a demonstracdo da propriedade
C* no caso em que A nio tem unidade. ]

40.4 Algebras de von Neumann. Um Minimo

A teoria das algebras de von Neumann é um dos capitulos mais importantes da Algebra de Operadores (vide, e.g., [73],
[74] e [478]), com reflexos de grande importancia na Fisica Quantica (vide, e.g., [191], [19] ou [136]). Nesta breve secao,
porém, restringimo-nos a apresentar apenas os resultados mais elementares sobre a mesma dos quais faremos uso alhures
neste texto.

o Comutantes

Vamos a uma importante definicao de natureza algébrica. Seja J{ um espaco de Hilbert e seja M um subconjunto
de B(H). Definimos o comutante de M, denotado por M’, como sendo o conjunto de todos os elementos de B(H) que
comutam com cada elemento de M:

M = {be B(H), ab=ba para todo a € M} .

E elementar constatar-se que M’ é uma subdlgebra unital de B(H). Mais que isso, M’ é uma subdlgebra de Banach de
B(H). Isso se constata pelo seguinte argumento. Seja b;, j € IN, uma sequéncia de elementos de M’ que converge (na
topologia da norma de B(H)) a um elemento b € B(H). Para cadaa € M e todo j € N vale ba—ab = (b—b;j)a—a(b—0b;),
pois bja = ab;. Logo, ||ba — ab|| < 2||b — bj]| ||la||, que converge a 0 quando j — oo, estabelecendo que ba = ab, ou seja,
que b e M.

Se M for um conjunto autoadjunto (i.e., se a € M implica a* € M), entdo M’ é uma *-subdlgebra unital de B(H) e,
portanto, é uma subdlgebra C* de B(H).

E importante ainda observar que se M e N sdo dois subconjuntos de B(H) satisfazendo M C N, entdo N’ € M', como
facilmente se constata pela definicao de comutante.
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Denotamos por M” o comutante de M': M” := (M')’. M"” é dito ser o bicomutante de M, ou o duplo comutante de
M. E evidente pela definigao de comutante que M C M”.

E. 40.34 Ezercicio. Demonstre todas as afirmacdes feitas acima. "

Da tltima observagao segue que B(H) C B(H)”, o que, evidentemente, implica B(H) = B(H)".

Denotemos por C1 a x-subélgebra de B(H) composta por miiltiplos da identidade: C1 := {A\1 € B(H), A € C}.

Afirmamos que B(H)' = C1. H4 diversas provas desse fato elementar e aqui apresentamos uma que usa um minimo
de recursos. Se b € B(H)', entao b* € B(H)', pois B(H) é autoadjunto. Assim, b e b* comutam com todos os
projetores ortogonais Py, definidos para ¢ € I com ||¢|| = 1 por Pyyp = <¢, z/;)gi) para todo ¥ € H. Teremos, portanto,
<<z§, w>b¢ =bPy) = Ppby = <¢, bw>¢. Logo, tomando 1) = ¢, obtemos b¢ = <q§, bq§>q§. Analogamente, concluimos que
b*op = <<z§, b*(;ﬁ)(;ﬁ. Afirmamos que <q§, b(;ﬁ) é constante, ou seja, nao depende de ¢ no conjunto dos vetores unitarios de
H. No caso em que H é unidimensional, isso é evidente. No caso geral, se ¢’ é outro vetor unitdrio, temos, por um lado
(¢, bo) = (¢, bg) (¢, ¢) e, por outro lado

(¢, b9) = ("¢, 9) = (¢, ¢/ )(¢', ¢) = (¢, b)(¢. ¢).

Isso mostra que, caso <<Z>’, q§> # 0, temos <q§, b¢> = <<Z>’, bqb’). Porém, se <<Z>’, q§> = 0, podemos considerar o vetor
¢" == (¢ + ¢')/V2 com ||¢"|| = 1, e teremos <q5”, q5> #0e <q5”, ¢’> # 0, o que nos permite inferir, pelo que ja foi
demonstrado, que <(,25, b¢> = <¢)”, b¢”> = <¢’, b¢’>. Assim, concluimos que <(,25, bq5> é uma constante 5 € C independente
de ¢ e, portanto, b¢p = S¢ para todo ¢ unitério, provando que (B(H))" = C1.

Fagamos agora uma observagio trivial, mas importante. (M’)” é, por defini¢ao, igual a ((M')’ )/ que, evidentemente,
é igual a (M"). Assim, estabelecemos que (M')” = (M”)". Denotamos (M')"” por M, o triplo comutante de M. Por
M), n € Ny, denota-se o n-ésimo comutante de M (com a convengao MO = M) e é claro pelo que observamos acima

que (M("))(m) = M@+m) para todos m, n € Ny.

Vamos agora provar que M’ = M. Sabemos que M C M”, o que implica, tomando-se o comutante de ambos os
lados, que M"”" € M’. Por outro lado, sabemos M’ C (M')” = M"”. Assim, M’ = M| como desejdvamos provar.
Desse fato elementar segue a validade das seguintes cadeias de relacoes de continéncia e igualdade, validas para qualquer
M C B(H):

M c M =MD = MO — m® = ey

M = M = M(5) — M(?) — M(Q) —

E. 40.35 Ezercicio. Demonstre todas as afirmacdes feitas acima. o+

As observagoes acima nos conduzem a seguinte definigdo: uma *-subdlgebra de M de B(JH) é dita ser uma dlgebra de
von Neumann®? agindo em H se M = M".

Observe-se que, pela defini¢ao, toda dlgebra de von-Neumann agindo em H é uma subédlgebra C* de B(H) e é unital
(exceto no caso trivial em que M = {0}).

Uma &lgebra de von-Neumann é dita ser um fator se M NM’' = C1.

Como vimos acima, B(H) ¢ uma dlgebra de von-Neumann agindo em 3 e é também um fator, pois B(H) N B(H)" =
B(H)NC1 = CL. E também elementar agora constatar que C1 é uma algebra de von Neumann e é um fator.

Uma outra observagao relevante que devemos fazer é a seguinte. Seja {M, C B(H), A € A} uma familia ndo vazia
de subconjuntos de B(3(). Tem-se [, Mx C M, para todo p € A. Logo, M, C (ﬂ)\eA MA)/ e, disso, segue também

/

que (ﬂ)\eA MA)H - MZ Como isso vale para todo pu € A, segue que (ﬂ)\eA MA)/

relagoes de continéncia:

"

(M C (ﬂ MA> c My (40.89)
AEA AEA AEA

C ﬂuEA J\/[Z Logo, valem as seguintes

32 Janos von Neumann (1903-1957). Von Neumann também adotou os nomes de Johann von Neumann e John von Neumann.
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Se {My C B(H), A € A} for uma familia de *-subdlgebras agindo em 3, é elementar constatar que (1, , My é igualmente
uma *-subdlgebra de B(H). Se {M, C B(H), A € A} for uma familia de dlgebras de von Neumann agindo em H, (ou
seja, se My = MY para todo A € A), entao (o, Ma ¢ igualmente de dlgebra de von Neumann agindo em 3, pois

(40.89) garante-nos que (Jycn Ma = (Nyea M,\)”. Em resumo, a intersec¢ao de uma familia arbitrdria de dlgebras de
von Neumann agindo em um mesmo espaco de Hilbert H é também uma algebra de von Neumann agindo em J.

Todo N C B(H) esté contido em ao menos uma algebra de von Neumann, a saber B(H). Definimos M[N], a dlgebra
de von Neumann gerada pelo conjunto N, como sendo a interseccao de todas as algebras de von Neumann que contém
N. No sentido dessa defini¢ao, podemos dizer que M[N] é a “menor” algebra de von Neumann que contém N.

40.4.1 O Teorema do Bicomutante

e Comutantes e a topologia operatorial fraca

Na Secao 32.4.1, pagina 1639, especialmente nos Exemplos 32.12 e 32.13, paginas 1640 e 1641, respectivamente, foram
introduzidas as nogoes de topologias operatoriais fraca e forte em B(H). Vamos aqui fazer uso importante das mesmas.
Comegamos com uma observacao sobre propriedades topolégicas de comutantes.

Seja N € B(H) e seja N’ seu comutante. Entdo, N’ é fracamente fechado. Para ver isso, considere-se A um
conjunto dirigido e uma rede A 3 A — A, € N’ que convirja fracamente a um elemento A’ € B(¥K), ou seja, tem-se
limy (x, (A’ A= A'y) = 0. Queremos provar que A’ € N'. Para tal, tomemos B € N e consideremos o comutador
BA" — A’B. E claro que BA' — A'B = B(A' — A)) — (A’ — A))B para todo A € A, pois A} € N’'. Logo, para todos
z, y € H valerd

(o, (BA'— A'B)y) = (&, (B(A'— 43) — (A'— A3)B)y) = (B"z, (A’ — AL)y) — (x, (A’ — A3)By)

O lado esquerdo da cadeia de igualdades acima independe de A. Porém, limy (B*z, (A’'—A))y) = lim, (z, (A'—A)\)By) =
0. Logo, provamos que (z, (BA" — A’B)y) = 0 para todos z, y € H, provando que BA’ = A’B. Como B é um elemento
arbitrario de N, segue que A’ € N, provando que N’ é fracamente fechado.

Pelos comentérios do Exemplo 32.13, pagina 1641, isso implica que N’ é também fortemente fechado, o que, alids,
pode ser provado diretamente como fizemos acima para mostrar que N’ é fracamente fechado.

Para futura referéncia reunimos o que acabamos de mostrar na seguinte

Proposicao 40.53 Se N C B(H) entdo seu comutante N' € fraca e fortemente fechado. O

° Algebras de operadores nao-degeneradas

Se J C H denotamos por span (J) a chamada varredura linear de J (para a defini¢do, vide (39.48), pagina 2131).
Trata-se do menor subespago linear de H que contém J.

Se A C B(H) é uma dlgebra e J C H, denotamos por AJ o conjunto AJ := {ay), a € A, v € J} C H.
Note-se que se ¥ € H e A C B(H), entao span (.A{z/}}) = A{v}. Denotaremos A{1} simplesmente por A.
Recordemos ainda que se § C H e A C B(H), entédo

(A9)" = (span(AJ))" . (40.90)

Isso segue do seguinte. Por um lado, AJ C span (Ad), o que implica (span (.AH))L C (AJ)*. Por outro lado, tem-se
(Ad)* C (span (.AH))l, pois ¢ € (AJ)*, entdo ¢ € (span (.AH))l, pois span (AJ) contém apenas combinagoes lineares
finitas de elementos de AJ.

Uma algebra A C B(H) é dita ser uma dlgebra de operadores ndo-degenerada se span (.AIH) = H. Assim, uma
algebra A C B(H) é ndo degenerada se e somente se span (.AIH) for denso em H o que, por (40.90), ocorre se e somente
e (AL = {0}.

Seja A autoadjunta e seja 1 € H. Entdo, para todo ¢ € H, vale (¢, a*¢) = (arh, ¢). Vemos disso que ayp = 0 para

todo a € A se e somente se P € (.AU{)J‘. Assim, A é ndo-degenerada (isto é, (AU{)J‘ = {0}) se e somente se ai) = 0 para
todo a € H implicar ¥ = 0. Em resumo, provamos a seguinte afirmacao:
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Lema 40.9 Uma dlgebra autoadjunta A C B(H) é ndo-degenerada se e somente se A = {0} implicar ¢ = 0. O

Esse lema revela também que toda dlgebra A C B(H), autoadjunta e que contenha a unidade de B(H) (i.e., que
possui uma unidade) é nao-degenerada.

Uma &algebra que nao seja nao-degenerada é dita ser degenerada.

e O Teorema do Bicomutante

Chegamos agora a um importante teorema, devido a von Neumann?3:
Teorema 40.24 (Teorema do Bicomutante) Seja M C B(H) uma dlgebra autoadjunta e ndo-degenerada. FEntdo,
sao equivalentes as sequintes afirmacades:

(a) M =M" (ou seja, M € uma dlgebra de von Neumann,).
(b) M € fracamente fechada.
(c) M € fortemente fechada. O

A demonstragao que apresentaremos segue proximamente a de [478] (que segue [24]), com algumas elucidagdes. Antes
da demonstracao, facamos alguns

Comentdrios. Como ja observamos, se M contiver a unidade de B(H) a condigdo de ndo-degenerescéncia é dispensdvel.

O Teorema do Bicomutante informa-nos que se uma algebra autoadjunta e nao-degenerada M C B(H) for forte ou fracamente fechada,
entdo ela contém a unidade 15¢ de B(JH), pois a condigao M = M” implica que Ly € M.

Sobre o papel da condigdo de nao-degenerescéncia nas hipéteses do teorema faremos mais alguns comentarios apés sua demonstragao.

O ponto de destaque do Teorema do Bicomutante é a associagdo de uma propriedade puramente algébrica, ser igual ao seu bicomutante, a
uma propriedade puramente topolégica, ser fraca ou fortemente fechado. Esse fato por si revela que dlgebras de von Neumann sdo um objeto
matematicamente especial.

Uma &lgebra de operadores em A C B(H) que seja autoadjunta e fechada na topologia uniforme (definida pela norma operatorial) é uma
algebra C*, mas nao necessariamente uma &dlgebra de von Neumann.

Para que uma &algebra autoadjunta e nao-degenerada seja de von Neumann é também necessario e suficiente que a mesma seja fechada
em outras topologias além das topologias operatoriais fraca ou forte, como as topologias *-forte, o-fraca a o*-fraca, o-forte ou ox-forte. Para
um tratamento completo desses casos, vide e.g. [73]. &

Demonstra¢do do Teorema 40.24. Que (a) implica (b) e (c) segue simplesmente da Proposi¢do 40.53, pdgina 2236. Que
(b) implica (c) é fato bem sabido (vide comentérios do Exemplo 32.13, pdgina 1641). O ponto nao-trivial é mostrar que
(c) implica (a). O que trataremos de fazer agora.

E suficiente provarmos que M” C M. Assumindo que M seja fortemente fechada, desejamos provar que para cada
a” € M" e todo conjunto fortemente aberto A que o contém vale A N M # () (vide Proposi¢ao 27.8, pagina 1428).
Naturalmente, é suficiente supor que os conjuntos fortemente abertos A sejam elementos de uma base da topologia
operatorial forte (para a nogao de base de uma topologia, vide pdgina 1420), os quais foram caracterizados no Exemplo
32.13, pagina 1641. Contemplando aquela caracterizacao, percebe-se que para provarmos que M” C M, é suficiente
estabelecermos o seguinte:

Para cada a” e M/, N e N, r; >0, j =1, ..., Ney; € H, j =1, ..., N, existe a € M tal que
Ha”wj - aij < rj para todos j =1, ..., N.

A prova sera feita primeiramente no caso em que N = 1 e depois generalizada para N > 1.

Prova caso N = 1. Desejamos provar que se a”’ € M, r > 0 e ¢p € H, entao existe a € M tal que ||a”1/) — a¢|| <.

Como M é autoadjunta, tem-se, como ja observamos, span (M) = M. Além disso, span (M) = M é um espago
linear fechado de H. Observemos primeiramente que MMy C Mep. De fato, se ¢ € span (M), entdo para todo € > 0
existe um elemento ¢ € M tal que ||¢ — cp|| < e. Mas isso implica que para todo b € M tem-se ||bp — bey)|| < ||b|le,

provando que by € M1 e, portanto, que MMy C M.

33J. von Neumann, “Zur Algebra der Funktionaloperationen und Theorie der normalen Operatoren”, Math. Ann., 102 370-427 (1929).
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Denotemos por P projetor ortogonal sobre Mt e provemos que P € M'. O fato que MMy C My significa que
aP = PaP para todo a € M. Tomando-se o adjunto, temos Pa* = Pa*P para todo a € M. Como M é autoadjunta, isso
significa que Pa = PaP para todo a € M. Assim, temos que aP = PaP = Pa para todo a € M, provando que P € M.

Com isso, para o elemento a”’ € M” que estamos considerando vale, evidentemente, a”’ P = Pa”, o que implica que
a" My C Map. Se provarmos que 1 € M), seguird disso que a1 € M e, portanto, que para cada r > 0 haverd a € M
tal que ||a”"¥ — avh|| < r, como desejamos mostrar.

Provemos, pois, que 1) € M. Para todo b € M tem-se, evidentemente, by € M. Logo, Pbyy = bip, ou seja,
(P —1)byp = 0. Como P € M, isso estabeleceu que b(P — 1)y = 0 para todo b € M, ou seja, que M(P — 1)y = {0}.
Como M é autoadjunta e nao-degenerada, isso implica (pelo Lema 40.9, pagina 2237) que (P — 1)1 = 0, ou seja, que
1) = P1p € M), como querfamos demonstrar, completando a prova desejada para o caso N = 1.

Prova caso N > 1. O que faremos é montar o problema de tal forma que o caso N > 1 possa ser obtido do caso N = 1.

Fixemos N > 1. Tomando 7 := min{ry, ..., ry} é suficiente provarmos que existe a € M tal que ||a"9; — a;|| < r para
todoj=1, ..., N.
Sejam HN =Hp---dHeMV :=Ma---&M. Definamos MV = a® - Pa, aeM ;. E evidente quem é
—_— —_— —_———

N vezes N vezes N vezes
uma subélgebra autoadjunta de MY,

Afirmamos que MV ¢ nao-degenerada. Isso segue da observacdo que se ¥ = ¢y @ --- @ Yy € HY entdo MNG =
{ap1 @ - & an, a € M}. Logo, MNU = {0} se e somente se para cada j = 1, ..., N tivermos at); = 0 para todo
a € M, ou seja, se e somente se My; = {0} paracada j =1, ..., N, o que se d4 se e somente se Y1 = --- = Py =0,

pois M é nao-degenerada. Assim, MY ¥ = {0} se e somente se ¥ = 0, provando que M¥ ¢ nao-degenerada.

Afirmamos outrossim que M¥ ¢ fortemente fechada. Isso é trivial de se provar, pois se umarede A 3 X\ — a ®---Day €

MN ¢ fortemente convergente, entdo para todo 91 & --- @Yy € HN teremos que A 3 A = a1 & - B aryny € HY serd
convergente. Logo, cada termo axt;, j = 1, ..., N, serd convergente a ai; para algum a € M, pois M é fortemente
fechada, provando que ax®; @ - - - ® axyn converge a ap P --- D ayyy e, portanto, ay @ --- @ ay converge fortemente a

a®- - ®aec MY, provando que MY ¢é fortemente fechada.

Seja um elemento de (MN)N da forma A" := a” @ --- @ a”. A validade da tese para o caso N = 1 permite-nos afirmar
—_———
- N vezes
que existe A:=a®--- P ac MV tal que HA”‘II — A‘IIHJ{N < r. Logo, |la"; —a;|| <r <r; paracada j=1, ..., N,

completando a prova. [ ]

Fagamos um comentdrio para elucidar a importancia da condigao de nao-degenerescéncia no Teorema do Bicomutante,
Teorema 40.24. Vamos supor que M C B(H) seja uma dlgebra de von Neumann nao-degenerada agindo em um espago
de Hilbert H, sendo, portanto, fraca e fortemente fechada. Seja Hy um outro espago de Hilbert e considere-se a soma
direta H & Ho. Podemos fazer agir nesse espago uma extensio de M dada por M & {0}. E claro que M & {0} ¢
autoadjunta, mas ela é degenerada, pois (M & {0})0 @ ¢ = 0 para todo ¢ € Hy que seja nao-nulo. E facil ver, porém,
que M @ {0} é também fraca e fortemente fechada. Agora, nao ¢ dificil ver que (M @ {0})/ =M @ B(Ho) e que
(Ma {0})” =M & 3(9{0))/ =M@ Cly, # M P {0}. Logo, M & {0} ndo ¢é igual a seu bicomutante, ainda que seja
fraca e fortemente fechada.

e A algebra de von Neumann gerada por um operador limitado autoadjunto

Seja H um espago de Hilbert e seja um operador limitado e autoadjunto A € B(H). J4 introduzimos & péagina 2219
a algebra C* gerada por {1, A}, que denotamos por C*[{1, A}], e j4 mencionamos que a mesma coincide com o fecho
na topologia uniforme de todos os polinémios em A e 1.

Como toda rede de operadores que converge uniformemente também converge fraca e fortemente, concluimos que
C*[{1, A}] é um subconjunto da dlgebra de von Neumann gerada por A, M[{1, A}] = M[{A4}]. Assim, C*[4] C M[{A4}].

Esse comentario sera util quando falarmos mais adiante sobre a decomposicao polar de operadores limitados.
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40.5 Um Pouco sobre Estados e Representacoes de Algebras
C*

Conforme a definigao que apresentamos em paginas anteriores, uma algebra normada € é dita ser uma algebra C* se for
uma &lgebra de Banach-* com relagdo a uma certa norma || - || e com a propriedade adicional que ||a*al| = ||a||* para
todo a € C. Algebras C* tém, como teremos a oportunidade de ver, uma relagao intima com a teoria de operadores em
espagos de Hilbert, até mesmo por que a dlgebra B(H) dos operadores limitados agindo em um espago de Hilbert H é um
exemplo bésico de algebra C*. Por abstrairem e generalizarem varias das propriedades de dlgebras de operadores agindo
em espagos de Hilbert, dlgebras C* desempenham também um papel importante na Fisica Quéantica. Vamos nesta secao
discutir algumas das suas propriedades mais bésicas.

40.5.1 Morfismos Entre Algebras C*

e Propriedades de x-morfismos entre algebras C*

A pagina 2196 definimos a nogao de *-morfismo entre duas algebras de involucao. No caso de algebras C* tem-se o
seguinte resultado bésico (extraido de [73]):

Proposicao 40.54 Sejam A e B duas dlgebras C* (cujas involugdes e normas denotamos, por simplicidade, pelo mesmos
stmbolos * e || - ||, respectivamente) e seja ® : A — B um x-morfismo. Entdo, m preserva a positividade, ou seja, leva
elementos positivos de A em elementos positivos de B. Além disso, m é continua com ||m(a)| < |lal| para todo a € A. O

Prova. Pelo Teorema 40.21, pagina 2224, a € A é positivo se e somente se for da forma a = b*b para algum b € A. Logo,
como 7 é um #-morfismo, vale w(a) = m(b*b) = w(b)*m(b) > 0. Isso estabelece que 7 preserva a positividade.

Pelo item 3 da Proposigao 40.49, pagina 2226, temos para todo a € A que a*alla*al > (a*a)2. Como 7 respeita a

positividade, segue que ||a*al|7(a*a) > ﬂ((a*a)2). Pelo fato de m ser um morfismo e pela propriedade C*, isso diz que
7r(a*a)2 < la|?m(a*a) .

, OU se€ja,

Pelo item 2 da Proposigao 40.49, isso implica que Hﬂ'(a*a)QH < H llal|?*m(a*a)

Hﬂ(a*a)2H < Jal?||r(a*a)|| - (40.91)

Assim, usando repetidamente a propriedade C* para a norma em B, segue que

* 2 * * *
Ir(@)]* = [[r(@)*m@]]" = Ir@a)|* = ||x(a*a)*r(a*a)|| = [|l7(a"a)?|
40.91) 2 * 2 * 2 2
< alFlw(@a)ll = llall*[lx(a) (@)l = [lalx(a)]"
Isso garante que ||7(a)|| < |la]| para todo a € A, provando que 7 é continua e completando a demonstragao. |

e x-isomorfismos entre algebras C*

Um s-morfismo 7 : A — B entre duas dlgebras C* A e B é dito ser um x-isomorfismo se for bijetor (e, portanto,
inversfvel). Afirmamos que a inversa 7=! : B — A é um *morfismo. Sejam, por exemplo, b e b’ elementos de B e sejam
a e a’ os (univocamente definidos) elementos de A tais que m(a) = b e m(a’) = b'. Entao, 71 (b0') = 7~ (r(a)m(a’)) =
7Y (n(ad’)) = aa’ = 71 (b)m 1 (t/). Analogamente se prova (faga-o!) que 7~ '(ab+ Bb') = ar~1(b) + Br—1 (V') para
todos o, 3 € C e que 7~ 1(b*) = 7w 1(b)*.
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Como 7~ ! é um *-morfismo, valem para ele as conclusoes da Proposicao 40.54, pagina 2239: 7! preserva a posi-

tividade, ¢ continuo e satisfaz |7~ (b)|| < [|b]| para todo b € B. Essa ultima relagio, porém, implica (escrevendo-se
b=m(a)) |la|| < ||x(a)|l, o que é valido para todo a € A. Da proposicao 40.54 concluimos que ||7(a)|| = ||a|| para todo
a € A e, portanto, |[7=1(b)|| = ||b|| para todo b € B.

Para futura referéncia, reunimos essas conclusoes na seguinte proposicao:

Proposicao 40.55 Se 7 : A — B € um *-isomorfismo entre duas dlgebras C* A e B, entdo 7' : B = A € igualmente
um x-isomorfismo e valem ||7(a)| = |la|| para todo a € A e |x=1(b)|| = ||b|| para todo b € B. Portanto, ™ e 7' sao

isometrias. O

e Propriedades do niicleo de um x-morfismo entre algebras C*

Definimos o nucleo e a imagem de um *-morfismo 7 : A — B da maneira usual:

Ker(r) = {acA|n(a)=0},

Ran ()

{b € B| b=m(a) para algum a € A} .

Um fato relevante a se mencionar é que se 7 : A — B é um *-morfismo entre duas dlgebras C*, entdo Ker () é um
bi-ideal de A, ou seja, para todo a € A e todo b € Ker (7) tem-se que ab € Ker (1) e ba € Ker (7). De fato, para tais a e
b valem 7(ab) = w(a)w(b) = 0 e w(ba) = w(b)w(a) = 0, pois m(b) = 0, por hipétese. Pela Proposigao 40.2, pagina 2161,
Ker (7) é um subespago fechado de A e, portanto, Ker (7) é um bi-ideal fechado de A.

Do Teorema 40.23, pagina 2232, concluimos que o coset A/Ker (7) é uma dlgebra C*. Sejam [a], com a € A, os
elementos de A/Ker (7) e defina-se 7 : A/Ker (7) — B por

E elementar constatar que 7 estd bem definida enquanto aplicagao de A/Ker (), pois se a’ a a sdo elementos da classe
[a], entdo 7(a) = 7(a'), j& que a e o’ diferem por um elemento do bi-ideal Ker (7). Um ponto importante é que 7 é um
s-morfismo entre as dlgebras C* A/Ker (7) e B. De fato, é ficil constatar que para todos a, § € C e a, b € A, vale

7(ala] + Bb]) = 7([aa+Bb)) = m(aa+ Bb) = ar(a)+ Br(b) = ai([a]) + B7([b]) .
assim como vale

#(la) b]) = #([ab]) = m(ab) = m(a)m(b) = 7 ([a])7 ([b])

e, por fim, que vale

Note-se também que Ker (7) = {[0]}, pois 7([a]) = 0 se e somente se 7(a) = 0, ou seja, se e somente se a € Ker (7), isto
é, se e somente se [a] = [0].

E importante observar agora que 7 é bijetor j& que é sobrejetor (por construcdo) e injetor, pois Ker (ﬁ') = {[0]},
também por construcdo. Assim, concluimos que © é um x-isomorfismo entre as &dlgebras C* A e A/Ker(mw). Pela
Proposicao 40.55, pagina 2240, segue também que 7 é uma isometria: ||7~r([a]) H = || [a] || para todo [a] € A/Ker ().

Para futura referéncia, reunimos essas conclusoes na seguinte proposigao:

Proposicao 40.56 Se 7 : A — B € um x-morfismo entre duas dlgebras C* A e B, entio 7 : A/Ker (w) — B definido
por ([a)) = 7(a) é um x-isomorfismo isométrico, com Hfr([a])” = ||[a]H para todo [a] € A/Ker (). O

O seguinte corolario é igualmente relevante:

Corolario 40.19 Se 7w : A — B € um x-morfismo entre duas dlgebras C* A e B, entdo Ran (7) € uma dlgebra C*. O
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Prova. Seja x : A — A/Ker (7) a chamada aplicagdo quociente, definida por x(a) := [a]. E evidente que x é sobrejetora e
continua, com [|x(a)|| = ||[a]|| = inf {[[a+0b], b € Ker (7)} < [lal|. E também claro que m = 7o y. Como x é sobrejetora,
segue que Ran(m) = Ran (ﬁ') O lado direito é a imagem de uma isometria (pela Proposicao 40.56, pdgina 2240).
Portanto, pela Proposigao 40.3, pagina 2161, Ran (7) é um espago de Banach. Como para todo a, b € A valem trivialmente
as relacgoes m(a)mw(b) = w(ab) € Ran(n), n(a)* = w(a*) € Ran(x), ||7(a)*| = ||7(a)] e H7r(a)*7r(a)|| = ||7r(a)||2 (pois
Ran (7) C B), concluimos que Ran (7) é uma &lgebra C*. |

e x-morfismos fiéis de algebras C*

Um *-morfismo 7 : A — B entre duas dlgebras C* A e B é dito ser um x-morfismo fiel se Ker (7) = {0}, ou seja, se 7
for injetor. A proposicao que segue (adaptada de [73]) lista condigbes necessarias e suficientes para que um #-morfismo
seja fiel.

Proposicao 40.57 Se 7w : A — B é um x-morfismo entre duas dlgebras C* A e B (cujas normas, por simplicidade,
denotamos pelo mesmo stmbolo || - || ), entdo sao equivalentes as sequintes afirmagies:

(i) 7 é fiel.
(ii) ||7(a)|| = ||a|| para todo a € A.

(iii) w(a) > 0 sempre que a > 0. O

Prova. (Adaptada de [73]).

(i) implica (ii). Se 7 for fiel, serd injetivo e existira a inversa 7—! : Ran (7) — A. Vimos no Coroldrio 40.19, pagina 2240,
que Ran (7) é uma algebra C*. Logo, 7 serd um x-isomorfismo entre as dlgebras C* A e Ran (w) C B e pela Proposigao
40.55, pagina 2240, valerd ||7(a)|| = ||a|| para todo a € A.

(i) implica (i4). Como 7 é um x-morfismo, se a > 0 tem-se 7(a) > 0 (Proposigao 40.54, pagina 2239). Mas se a > 0,
entdo a # 0 e, evidentemente, |la|] > 0. Portanto, por (ii), ||7(a)|| > 0. Mas isso significa que 7(a) # 0 e, portanto,
m(a) > 0.

(#3) implica (i). Vamos supor que exista a # 0 tal que 7(a) = 0. Entao, m(a*a) = 7(a*)w(a) = 0. Mas a*a ndo é nulo
pois, pela propriedade C*, ||a*al| = ||a||*> > 0. Logo, a*a > 0 e, portanto, por (iii) terfamos 7(a*a) > 0, uma contradicao.
Logo, Ker () = {0}, mostrando que 7 é fiel. |

40.5.2 Representacgoes de Algebras C*

Uma *-representacdo m de uma dlgebra C* A em um espago de Hilbert H é, por definicao, um *-morfismo de A na
algebra C* dos operadores limitados em H: 7 : A — B(H). Com um certo abuso de linguagem, uma *-representagao de
uma &algebra C* é, por vezes, denominada simplesmente uma representacao da algebra C* em questao.

Para representacgoes de dlgebras C* valem, portanto, as mesmas definicoes e resultados gerais listados na Secao 40.5.1,
pégina 2239.

o Representacgoes ciclicas de algebras C*

Uma representacao m de uma algebra C* A em um espago de Hilbert H é dita ser uma representacao ciclica se
existir Q € H tal que {n(a)Q?, a € A} for um conjunto denso em H. Um tal vetor © ¢é dito ser um vetor ciclico para
a representacao m. Logo adiante exibiremos como construir representagoes ciclicas de dlgebras C* a partir de estados
(construgao GNS).

e Irredutibilidade

A nogao de comutante de um conjunto M C B(H) é intimamente ligada & nocdo de irredutibilidade, que agora
introduziremos. Trata-se de uma nogao de importancia em Algebra e na Teoria de Representagoes de Grupos.
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Um subespago Hy de H é dito ser um subespaco invariante pela agdo de M C B(H), se ap € Hy para todo a € M e
todo ¢ € Hy. Denotamos isso por MHy C Hy. Se Hy é um subespacgo invariante pela agao de M dizemos também que
Ho é um subespaco invariante de M.

Todo M C B(H) possui ao menos dois subespagos invariantes (ditos triviais): {0} e H.

M C B(H) é dito ser conjunto algebricamente irredutivel de operadores se ndo possuir subespagos invariantes que nao
sejam os triviais.

M C B(H) é dito ser conjunto topologicamente irredutivel de operadores se nao possuir subespagos fechados invariantes
que nao sejam os triviais.

A nocao de irredutibilidade topolégica é mais relevante que a de irredutibilidade algébrica e, por isso, adotaremos o
costume de dizer que M C B(H) é um conjunto irredutivel de operadores se for um conjunto topologicamente irredutivel
de operadores.

M C B(H) é dito ser (algebricamente, topologicamente, respect.) redutivel se nao for (algebricamente, topologica-
mente, respect.) irredutivel.

Em nosso contexto o resultado de central interesse é o contetido da seguinte proposicao (cujo enunciado e demonstragao
retiramos de [73], com corregoes):

Proposicao 40.58 Seja M uma x-subdlgebra de B(H) e (e vamos excluir os casos em que M = {0} e H = C). Entao,
sao equivalentes as sequintes afirmacades:

(1) M’ = C1.
(2) M € irredutivel.

(3) Todo ¢ € H nao-nulo € ciclico por M. O

Prova. (1) = (2). Se M nao ¢ irredutivel entdo existe um subespago fechado nao-trivial Hy de H que é invariante pela
acao de M. Seja Py o projetor ortogonal sobre Hy. Para todo ¢ € H valerd, portanto, aPyy) = PyaPyt. Assim, tem-se
aPy = PyaPy paratodo a € M e como M é autoadjunto (por ser uma *-dlgebra), tem-se também a* Py = Pya* Py para todo
a € M. Tomando o adjunto dessa tltima igualdade, obtemos Pya = PypaPy. Logo, concluimos que aPy = Pya (= PoaPp)
para todo a € M. Portanto, Py € M’. Como Py é um projetor ortogonal sobre um subespaco nao-trivial, ele nao pode
ser multiplo da unidade, contrariando a hipdtese que M’ = C1.

(2) = (3). Vamos supor que haja ¢ ndo-nulo em M que néo seja ciclico por M. Entéao, o subespago M¢ := {ad, a € M}
nio é denso em H e, portanto, (Ma)+ # {0}. Temos também que (M¢)* # I, pois se (M)t = I, teriamos M¢ = {0},
o que significa dizer que o subespago unidimensional gerado por ¢, ou seja, {\¢, A € C}, é invariante por M, contrariando
a hipotese de irredutibilidade.

Agora, para todo x € (Mg¢)* e para todo a, b € M, tem-se (b, a¢) = (x, b*a¢) = 0, pois, a*bp € M¢ (j& que M
é uma *-algebra). Portanto, (M¢)* é invariante pela acio de M, contrariando a hipétese que M nio tem subespagos
invariantes fechados nao-triviais.

(3) = (1). Tomemos um elemento T' € M’. Entéo, T* € M’, assim como S := T + T ¢é também elemento de M'.
O elemento S é autoadjunto e seja P um de seus projetores espectrais (vide Teorema 40.45, pdgina 2315). Sabemos da
Proposigao 40.89, pdgina 2317, que P é um elemento da &lgebra de von Neumann gerada por S e, portanto, P € M’
(lembrar que M’ é uma &lgebra de von Neumann, pois M’ = M"").

Seja ¢ € Ran (P), ¢ # 0. Entao, existe ¢» € H nao-nulo tal que ¢ = Piyp. Se A € M teremos Ap = APyp) = PAyY €
Ran (P). Agora, pela hipdtese, {Ap, A € M} é denso em H. Logo, Ran (P) = H, ou seja, P = 1. Logo, S = z1 para
algum x € R e concluimos que todo elemento autoadjunto de M’ é um multiplo real da identidade. Como todo T' € M/
pode ser escrito como combinagao linear de dois elementos autoadjuntos, a saber, na forma 7' = (T'+71*)/24+i(T—T%)/(2i),
concluimos que todo T' € M’ é da forma T = A1, com A € C, provando (1).

e Representacoes redutiveis e irredutiveis de algebras C*

Seja A uma &algebra C* e seja m uma representagao de A em um espago de Hilbert J{. Dizemos que 7 ¢é irredutivel
(ou que age irredutivelmente em H) se o conjunto m(A) := {r(a), a € A} C B(H) for um conjunto topologicamente
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irredutivel de operadores em B(JH), ou seja, se os tnicos subespagos fechados invariantes por 7(A) em H forem {0} e H.
Uma representagao que nao seja irredutivel é dita ser redutivel.

Como 7(A) é uma *-subdlgebra de B(H), vale aqui, evidentemente, o conteiido da Proposigao 40.58, pagina 2242: 7
é irredutivel se e somente se 7(A)" = C1, o que se dé se e somente se todo ¢ € H nao-nulo for ciclico por m(A).

Mais adiante, estabeleceremos, para as chamadas representagoes GNS, uma importante conexao entre as nocoes de
irredutibilidade e pureza de estados.

40.5.2.1 Estados em Algebras C* e a Representagcao GNS

e Funcionais lineares em algebras C*

Se € é uma dlgebra C*, uma aplicagdo ¢ : € — C é dita ser um funcional linear se ¢(aa + 8b) = ap(a) + So(b) para
todos a, B € C e todos a, b € €. Como toda algebra C* é um espago de Banach vale também a afirmagao que um
funcional linear ¢ é continuo se e somente se for limitado, ou seja, se existir M > 0 tal que ||¢p(a)| < M||a| para todo

#(a)

a € €. Se um funcional linear ¢ ¢ limitado sua norma ¢ definida por ||| = sup,ce, 40 lHTH Claramente vale também

aqui a afirmagao que o conjunto dos funcionais lineares limitados é um espaco de Banach em relagao a essa norma.

Um funcional linear ¢ é dito ser positivo se ¢(a*a) > 0 para todo a € C. Funcionais lineares positivos desempenham
um importante papel na teoria das algebras C*.

Se ¢ é um funcional linear positivo de uma algebra C*, €, podemos definir em € uma forma sesquilinear positiva
(para a definigdo, vide pagina 260) dada por

(a, b) = ¢(a”b), a, beC.
E. 40.36 Ezercicio. Verifique que isso é de fato uma forma sesquilinear positiva em C. o+

Pelo Teorema 3.1, pagina 261, valem para qualquer funcional linear positivo ¢ as seguintes propriedades:

¢(a™d) = ¢(b*a) (40.92)

lp(a*b)|* < p(a*a)d(b*D) , (40.93)
denominada desigualdade de Cauchy-Schwarz. De (40.92) é possivel provar que para qualquer funcional linear positivo
¢ vale

6(a*) = 3(a)
para todo a € C. A prova é trivial no caso de a édlgebra ter uma identidade (tome-se b = 1 em (40.92)). Para o caso geral
a demonstracdo faz uso de aproximantes da identidade. Vide as referéncias [73], [110] ou [24].

e Funcionais lineares positivos e continuidade

Um importante resultado sobre funcionais lineares positivos é a seguinte equivaléncia:

Teorema 40.25 Seja A uma dlgebra C* com unidade. Um funcional linear ¢ : A — C ¢é positivo se e somente se for
continuo (e, portanto, limitado) e satisfizer ||¢| = ¢(1). O

Esse teorema possui um andlogo para o caso de dlgebras C* sem unidade. A demonstracdo para esse caso geral (com
uso de aproximantes da identidade) pode ser encontrada, por exemplo, nas referéncias [73], [110] ou [24].

Prova do Teorema 40.25. Parte I. Se ¢ é um funcional linear positivo, entao ¢ ¢é limitado e ||¢|| = ¢(1).

Notemos primeiramente que se ¢ é um funcional linear positivo em uma glgebra com unidade entdo ¢(1) > 0, pois
d(1) = ¢(1*1) > 0, j4 que ¢ é positivo.

Seja « € € com a propriedade que ||z|| < 1. Entao, o Coroldrio 40.11, pagina 2220, diz-nos que existe um elemento
y € C tal que 1 — a*x = y*y. Se ¢ é um funcional linear positivo, tem-se entdo que ¢(1 — x*z) = (y*y) > 0, ou seja,

0 < ¢(a"a) < d(1). (40.94)
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Por outro lado, vale que
p(@)]* = lo(12)]* < (1" 1)p(z"2) = ¢(1)p(z*z) < H(1)*,

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz (40.93) na primeira desigualdade e (40.94) na tltima desigualdade. Se

. ~ g ~ a . ~
a é um elemento nao-nulo arbitrario de € entao z = W é tal que ||z|| = 1 e, por isso, vale pela rela¢ao que acabamos
a

(1)

o que implica |¢(a)| < ¢(1)]|a||, para todo a # 0. Como essa relagdo vale trivialmente para a = 0, vale para todo a € C,
provando que ¢ é limitado.

de provar:
2

< ¢(1)?,

Mostremos agora que ||¢|| = ¢(1) para qualquer funcional linear positivo ¢. Notemos primeiramente que ¢(1) <
@[T, ou seja,
o(1) <ol - (40.95)

Agora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (40.93) temos
[P = |p(1*a)* < ¢(1) p(a*a) < d(W)|glllla*all = &) [I¢]l [lal®

0 que implica

2
ap IS < ool

S
a#0

lll* =

que diz-nos que ||¢]| < ¢(1). Junto com (40.95), isso implica ||¢|| = ¢(1), como queriamos.
Parte II. Se ¢ ¢é limitado e ||¢]| = ¢(1), entao ¢ é positivo.

Vamos supor que ||@]| > 0, pois se ||¢]| = 0 ndo hd o que se demonstrar. Como ¢ é limitado tem-se, naturalmente,
lo(c)] < |9l |lc|| para todo ¢ € A.

Seja a € A, autoadjunto, ou seja, tal que a = a*. Afirmamos que ¢(a) € R. Se a = 0 isso é evidente e, portanto,
consideramos a # 0. Escrevamos ¢(a) = x + iy, com z, y € R. Desejamos provar que y = 0. Para t € R temos
¢(a+itl) =z +i(y + t¢(1)) = z + i(y + t||¢]|). Pelo Teorema da Aplicagio Espectral, Teorema 40.15, pagina 2212,
temos o (a+itl) = {A+it, A € o(a)} C {u+it, ue [—|al, |a|]]}, pois a é autoadjunto. Agora, a+ itl é um operador
normal (comuta com seu adjunto). Logo, pelo Teorema 40.17, pagina 2214, vale

la+dtl]| = r(a+itl) = sup{|A+it|, A€ o(a)} < sup{|u+it|, ue[—|al, ||a||}} = a2+ 2.
Agora, |¢)(a+it]l)}2 = }:c+z‘(y+t||¢)|\)}2 =z%+ (y+t|\(,z$||)2 implica que }y+t|\(,z5||} < }¢(a+it]l)|. Assim,
(y+tlgl)® < [¢(a+itn)]* < 1812 Ja+itn)? < 6] (lal® +£2) .

Expandindo (y + 75||(Z)H)27 isso diz-nos que
y* +2tllolly < [lol*fal®.

Como essa desigualdade deve ser vélida para todo t € R, devemos forcosamente ter y = 0, como desejavamos mostrar,
pois doutra forma, a mesma seria violada para ¢ grande o suficiente (a saber, para t > (|9[|al® — v*)/(2]|¢]ly))-

Concluimos, assim, que ¢(a) € R se a for autoadjunto e com esse fato vamos completar a demonstragao de positividade
de ¢.

Se a # 0 for um operador positivo, teremos, novamente pelo Teorema da Aplicagdo Espectral, 0(]1 — ma) =

{1 - m)\, A€ J(a)} - {1 — mu, u € [0, HaH] } Novamente pelo Teorema 40.17, pagina 2214, teremos

1 1
=r{l—-—a)] < supq|l——u
all all

Seja b € A com b+ 0. O operador b*b é positivo e, pelo dito acima,

1
16|

cuelofal]} = 1.

1—-+—a
H el

Hﬂ b

‘gl.
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Logo,
o)~ S = |6 (1= o) < o 1 - o] < -
||b* ||b*b|\ - Hb*bll -
Portanto, como [|¢|| = ¢(1), e ¢(b*b) é real, essa desigualdade afirma que
b*b
~6(1) < 6(1) - qT|§’*b|) < 9(1),

0 que garante que qb(b*b) > 0. Como isso (evidentemente) também vale se b = 0, fica estabelecida a positividade de ¢. B

e Estados em algebras C*

Um funcional linear positivo w de uma dlgebra C* é dito ser um estado se for normalizado de forma que |w| = 1. Se
a dlgebra tiver uma unidade isso equivale a dizer que w(1) =1 (pelo Teorema 40.25, pagina 2243).

Uma pequena mas importante observacao é que a colegao de todos os estados em uma algebra C* A é um conjunto
convexo. De fato, é elementar constatar que se w; e wy sdo estados em A, entdo para todo A € [0, 1] tem-se que
Awi + (1 — ANws é igualmente um estado em A.

E. 40.37 Ezercicio. Verifique a validade dessa afirmacio. "

Estados desempenham um papel da maior importancia na teoria das dlgebras C* e suas aplicagoes em Fisica pois,
como teremos a oportunidade de discutir, estados de dlgebras C* estao intimamente ligados a estados fisicos de sistemas
quanticos (daf a escolha do nome “estado”).

Por ora, e ja no intuito de preparar essa discussao, mostremos uma construcao importante que pode ser feita com
estados de uma &algebra C*, a chamada construgao GNS, que consiste em um procedimento canénico de obtengao de
representagoes de dlgebras C* em espacos de Hilbert, algo de suma relevancia para as aplicagoes de dlgebras C* na Fisica
Quantica.

e Existéncia de estados

A defini¢do de estado, acima, deixa ainda aberta a questdo da existéncia de estados nado-triviais (i.e., ndo-nulos) em
algebras C*. No caso de algebras C* unitais isso é garantido pela seguinte proposicao, a qual possui interesse por si sé:

Proposigao 40.59 Seja A uma dlgebra C* com unidade. Entao, para cada a € A existe um estado w, sobre A com a
propriedade que w,(a*a) = ||al|?. O

Essa proposigio é também vélida para dlgebras C* sem unidade. Para a demonstragao nesse caso, vide e.g., [73].

Prova da Proposicdo 40.59. Seja a € A e seja V; := {al + fa*a, a, B € C}. E evidente que V; é um subespago linear de
A. Defina-se ¢, : Vi — C por
¢a(al + fa*a) = a+ flla*al = a+ Bllal® .

E evidente que ¢, é um funcional linear em V;. Provemos que ¢, ¢é limitado.

Os elementos de A que s@o da forma al + fa*a sdo todos normais (comutam com seus adjuntos). Logo, o Teorema
40.17, pagina 2214, garante que

a1+ Ba*al| = r(al+ Ba*a) = sup{|al+BA|, A€ o(a*a)} > |al+ Bllal?. (40.96)

A 1ltima desigualdade decorre do Coroldrio 40.17, pagina 2225. Assim, temos que

$a(0d + Ba*a ‘ < Ja+ Blla* a||‘ Hozﬂ—i—ﬁa al|

o que estabelece que ||¢q|| < 1. Sucede, porém, que ¢,(1) = 1, pela definigdo. Logo, ||¢a] =1 = ¢a(1).

Pelo Teorema de Hahn-Banach para espacos vetoriais normados, Teorema 40.5, pagina 2173, existe um funcional
linear w, : A — C que estende ¢, ¢ limitado e satisfaz ||wq|| = ||¢a] = 1. Como w, estende ¢,, vale w, (1) = ¢q(1) = 1.
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Logo, w, é continuo e satisfaz ||wy|| = wa(1). Pelo Teorema 40.25, pagina 2243, w, é também positivo e, portanto, é um
estado em A. Por fim, como w, estende ¢,, vale também w,(a*a) = ¢,(a*a) = ||a||?, como querfamos estabelecer. W

e Vetores ciclicos

Seja H um espaco de Hilbert e § um conjunto de operadores limitados agindo em H. Um vetor 2 € H é dito ser um
vetor ciclico para o conjunto 8 se o conjunto de vetores { AQ, A € 8§} for um conjunto denso em K.

e A representacao GNS

Vamos agora apresentar um dos resultados fundamentais da teria das algebras C*, o qual estabelece um método de
construcao de representagoes de uma algebra C* a partir de um estado na mesma &lgebra. Essa construcao canonica
¢ denominada construcdo GNS, em honra a Gelfand®*, Naimark3® e Segal®®, que a desenvolveram nos anos 1940. A
representagao obtida é denominada representa¢cao GNS.

Teorema 40.26 (Representagao GNS) Seja w um estado de uma dlgebra C* que denotaremos por C. E possivel com
esses ingredientes construir um espago de Hilbert 3, e uma representacao m, da dlgebra C por operadores limitados
agindo em H,, tal que m,(a*) = m,(a)* para todo a € C (uma representa¢io com essa propriedade é dita ser uma
representagao-* ). Fora isso, se a dlgebra C possuir uma unidade entdo existe em H, um vetor 2 com a propriedade
que w(a) = (Q, m,(a)Q)g . Esse vetor Q é um vetor ciclico para a representacdo m,, ou seja, {m,(a)S), a € C} € um
conjunto denso em JH,,. O

A tripla (H,, 7,, €), composta pelo espago de Hilbert H,, pela representagio m, e pelo vetor , € H, é
frequentemente denominada tripla GNS associada ao par (A, w), composto pela dlgebra C* A e o estado w sobre A.

Prova do Teorema 40.26. A ideia da demonstracdo é usar o fato que € é um espago vetorial e tentar transformar € em
um espago de Hilbert, definindo primeiramente em € um produto escalar.

Podemos, usando o estado w, definir em € uma forma sesquilinear positiva por (a, b) := w(a*b) com a, b € €. Sucede,
porém, que pode haver elementos nao-nulos n da dlgebra para os quais w(n*n) = 0. Para esses elementos teriamos
(n, n) =0 com n # 0. Isso diz-nos que a forma sesquilinear positiva acima nao é, em geral, um produto escalar e,
portanto, essa tentativa ingénua de fazer de € um espago de Hilbert em geral falha. H4, no entanto, um procedimento
que permite contornar esse problema, o qual passaremos a descrever. Esse procedimento ja foi, alids, discutido no tépico
sobre “Formas Sesquilineares Positivas e Produtos Escalares”, pagina 264.

Vamos olhar mais de perto o conjunto dos elementos n da algebra com a propriedade acima. Denominemos
N = {n €€ wrn*n) =0}. (40.97)
Vamos mostrar os seguintes trés fatos sobre N:

1. Tem-se que
N = {n € €| w(b*n) =0 para todo b € C} .

2. N é um subespago linear fechado de C.

3. N é um ideal a esquerda de €, ou seja, para cada n € N vale que an € N para todo a € C.
Prova de 1. Seja N1 = {n € €| w(b*n) =0 para todo b € C’}. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que

w(®*n)[> < Wb b)w(n™n) .

Assim, se n € N vale que w(b*n) = 0 para todo b € €. Logo N C N;. Agora, se n’ € N entdo w(b*n’) = 0 para todo b,
em particular para b = n’, ou seja, w((n’)*n’) =0, ou seja, n’ € N, provando que N1 C N. Logo, N = Nj.

34Tsrail Moiseevic Gelfand (1913-2009).
35Mark Aronovich Naimark (1909-1978). Seu sobrenome é por vezes grafado como Neumark.
361rving Ezra Segal (1918-1998).
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Prova de 2. Sejam m, n € N e a, f € C. Entéo, para qualquer b € € valem w(b*m) = w(b*n) = 0. Logo,
wb*(am + pn)) = aw(d*m) + pw(d*n) = 0,

mostrando que am+ Bn € N. Seja n;, i € IN, uma sequéncia em N que converge a um elemento n € C. Pela continuidade
de w (lembre-se que w é um funcional linear positivo e, portanto, continuo), vale para todo b € €

w®™) = lim w(d*n;) = lim 0 = 0,

71— 00 1— 00
provando que N é fechado.

Prova de 3. Sejam n € N, a, b € €. Temos que w(b*(an)) = w((a*b)*n) = 0 (por qué?). Assim, para todo b € €
vimos que w(b*(an)) = 0, o que prova que an € N para todo a € € e todo n € N, ou seja, N é um ideal & esquerda de C.

Uma vez provadas essas trés propriedades de N, vamos retomar a construgdo do espago de Hilbert H,,. Como N é um
subespago de €, podemos construir o subespago quociente C/N pela construgao delineada na segao 2.3.3, pagina 199. O
espago C/N é formado pelas classes de equivaléncia [a] = {a+n, n € N}, a € € e tem por vetor nulo [0] = {n, n € N} =N.

Seguindo a ideia anterior, definimos em C/N a forma sesquilinear positiva dada por

([a], o) = w(a®D).

Notemos que essa expressao é bem-definida, no sentido que o lado direito nao depende do representante tomado nas
classes. Assim, se substituissemos a por a +n com n € N, o lado direito ficaria

w((a+n)"b) = w(a*d) +w(n*b) = w(ab),
pois w(n*b) = w(b*n) = 0. Analogamente w(a*(b+ n)) = w(a*b). Notemos também que ([a], [b]) é agora um produto
escalar, pois ([a], [a]) = w(a*a) que é zero se e somente se a € N, em cujo caso terfamos [a] = [0] (por qué?).

O espago C/N é assim um espago vetorial dotado de um produto escalar. Normalmente C/N né&o é completo em

relacdo & norma induzida por esse produto escalar, mas podemos considerar seu completamento candnico C/N (vide
pagina 1312) que é completo e, portanto, é um espago de Hilbert. Esse é o espaco de Hilbert 3, do enunciado do

teorema: H,, = C/N.
Passemos agora a construgao da representagao m,, da algebra €. Pela construgao do completamento canénico podemos
considerar C/N como um subconjunto denso de 3, = €/N. Para a € C, definamos 7, (a) em C/N da seguinte forma:

Tw(a)[z] = laz], (40.98)

z € C.

H4 uma série de coisas a se provar sobre essa defini¢do. Primeiro notemos que a expressao (40.98) é bem definida no
sentido que independe do elemento z tomado na classe. Isso se deve ao fato de N ser um ideal & esquerda da dlgebra C.
Assim, se trocdssemos z por z +n com n € N terfamos a(z + n) = az + an e como an € N, segue que [a(z + n)] = [az].

E também evidente pela definicao (40.98) que em €/N tem-se para todo [z] € /N que

Tw(aa + Bb)[z] = am,(a)[z] + Brw(b)[2] (40.99)

To(@)Tu(b)[2] = mu(ab)[2] , (40.100)

para todos a, 8 € C e todos a, b € €. Notemos que (40.99) e (40.100) dizem que m,, é uma representagdo de € em C/N.
Mais abaixo vamos mostrar que essas rela¢oes sdo vélidas nao apenas no conjunto denso C/N, mas em todo .

Vamos agora mostrar que para cada a € C, m,(a) é um operador limitado agindo em €/N. Para [z] € C/N, [z] # [0],
vale

H7rw(a)[z]H2 = H[az]||2 = ([az], [az]) = w((az)*(az)) = w(z*(a*a)z)
= %w(z*z) = %HMP. (40.101)
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Tem-se, porém, que

w(z*az)
= — 40.102
o) = AT (40.102)
é um estado em C. De fato, ¢ é positivo, pois
w(z*(c*c)z w((cz)*(cz
sy = G (@)
w(z*z) w(z*z)
pois w é positivo. Fora isso ¢(1) = 1, como facilmente se vé. Assim, tem-se ||¢|| = 1 e, portanto, |p(c)| < ||o|l |lcll < ]|
para todo ¢ € €. Retornando & (40.101), tem-se
2 « 2 . 2 N 2 2
7w (@)=)]]" = ¢a*a) [|[]]|" < llgll |a*all (A" = lla*all [|Z)]]" = llall?[|[=]]"

donde concluimos que em C/N vale
7w (@)l < llall -

Isso provou que 7, (a) é um operador limitado agindo no subespago denso C/N. Podemos entdo evocar o Teorema
BLT (pégina 2162) e dizer que 7, (a) tem uma extensdo dnica para todo H,,, que também denotaremos por 7, (a), com
a mesma norma operatorial. Portanto, vale também para essa extensio que |7, (a)| < ||al.

Pela continuidade de m,(a) é facil ver que as relagoes (40.99) e (40.100) valem para todo H,,, ou seja,

mo(aa + Bb) = am,(a) + By, (b) (40.103)

Tw(a)m,(b) = m,(ab), (40.104)
provando que 7, é uma representacao da algebra por operadores limitados em JH,,.

Falta-nos mostrar ainda que m,(a*) = m,(a)* para todo a € €. Notemos que para [z], [y] € /N vale

([o], mo(a®)ly]) = (2], [a"y]) = w(z"ay) = w((az)"y)
= (laz], [y]) = (mu(a)lz], [y]) = ([a], mu(a)"[y]), (40.105)

provando que em C/N vale 7, (a*) = 7, (a)*. Por continuidade essa relagdo pode ser estendida para todo 3, mostrando
que 7, é uma representagao-* de C.

Se € tem uma unidade, seja (X, := [1] e calculemos (€L, T (a)S):

(Qu, mo(a)Q0) = (1], mo(@)1]) = (1], [oa]) = ([1], [a]) = w(1®a) = w(a).

Assim, vemos que o vetor €, em um certo sentido “representa” o estado w em H,, pois w(a) = (Qy,, 7w(a)fd,) para
todo a € C.

Que Q, 4 um vetor ciclico para a representagdo 7, é elementar pois, {7, (a)Qy, a € €} = {[a], a € €} = C/Ne
C/N é obviamente denso em H,, = €/N. Isso completa a demonstragdo do teorema. |

Na Secao 40.5.3, pagina 2251, mostramos, entre outras coisas, como se realiza a constru¢ao GNS em um caso concreto
simples: o caso de algebras de matrizes agindo em um espago vetorial de dimensao finita.

Proposigao 40.60 Seja A uma dlgebra C* com unidade. Entdo, para cada a € A existe uma representacdo ©® de A em
um espago de Hilbert H® tal que ||7®(a)| = ||all- O

Prova. Para a € A seja w, o estado em A cuja existéncia foi estabelecida na Proposicao 40.59, pagina 2245, e que possui
a propriedade w, (a*a) = [la*a||. Seja (H*, 7%, Q%) = (H,,, Tw,, Qw,) a correspondente tripla GNS. Teremos

lall? = lla%all = wa(@"a) = (s Mo (°0) Ry = || (@),

D2 @] < ),
:}cwa

sendo que, na ultima desigualdade, usamos simplesmente a Proposicao 40.54, pagina 2239. As linhas acima implicam
||7TWa (‘0”2 = ||a]|?, como desejado. .
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40.5.2.2 Estados Puros, de Mistura e a Irredutibilidade de Representagcoes GNS

e Estados puros e de mistura

Seja A uma &lgebra C* e denotemos por G(A) o conjunto de todos os estados sobre A.

J& observamos anteriormente que &(A) é um conjunto convexo: se wy e wy sao estados sobre A entao Aw; + (1 — Nws
também o é para todo A € [0, 1].

Definicdo. Um estado w € G(A) é dito ser um estado de mistura se existirem A € (0, 1) e w1, wa € S(A) com w; # w
e we # w tais que w = Awy + (1 — A)ws. '

Definicdo. Um estado w € G(A) é dito ser um estado puro se ndo for um estado de mistura. [

O conjunto de estados puros sobre A é denotado aqui por B(A). Estados puros possuem um significado especial
por serem, em um certo sentido, os “tijolos” sobre os quais todos os demais estados podem ser construidos. Os mesmos
representam, em um certo sentido, estados com contetido de “informagao” maximal e trataremos de explicar o significado
dessa afirmacao e justifica-la nos exemplos explicitos discutidos na Secao 40.5.3, pagina 2251.

Por ora, limitamo-nos a apresentar a importante relagao entre a pureza de um estado e a irredutibilidade da corres-
pondente representacao GNS. Esse é o conteido do teorema que segue. Apos sua demonstragao discutiremos brevemente
sua relevancia.

Teorema 40.27 Seja A uma dlgebra C* com unidade, seja w um estado em A e (H,,, 7o, Q) a correspondente tripla
GNS. Entao, 7, € uma representacao irredutivel de A em H,, se e somente se w for puro. O

Prova. Seguimos proximamente [24].
Parte I. Provemos que se w é puro, entao m, ¢é irredutivel.
Para provar que 7, é irredutivel é suficiente (pela Proposigao 40.58, pagina 2242) estabelecer que 7, (A)" = C1.

Repetindo um argumento ja usado, se T' € m,(A)’, entdo T* € 7, (A)" assim como T + T* € 7, (A)". Como 7, (A)’
é uma algebra de von Neumann, os projetores espectrais do operador autoadjunto T' 4+ T™* sao também elementos de
mw(A). Se tivéssemos 7, (A)" # C1 haveria, portanto, projetores ortogonais em 7, (A)" outros que ndo 0 ou 1.

Vamos supor, por absurdo, que 7, (A)" # C1 e, portanto, que exista um projetor ortogonal E € m,,(A)" distinto de 0
e de 1.

Afirmamos que E€), # 0. Se tivéssemos E€), = 0, valeria 0 = 7,(a)EQ, = Em,(a)Q, para todo a € A. Como
{mw(a)Qy, a € A} é denso em H,, terfamos E = 0, uma contradicao.

Afirmamos também que (1 — E)Q,, # 0. Se tivéssemos (1 — E)Q2,, = 0, valeria 0 = 7,(a)((L — E))Qw = ((1 —
E))m,(a)Q, para todo a € A. Como {m,(a)f,, a € A} é denso em H,, terfamos (1 — F) = 0, uma contradicao.

Assim, valem EQ, # 0 e (1 — E), # 0. Seja

t = B3, = (Qu, EQw>%

w

Afirmamos que ¢ € (0, 1). E evidente que ¢ > 0 e que |EQuI3;, < 1. O caso t = 0 estd excluido pois E€, # 0. O caso
t = 1 estd também excluido, pois 1 —t = (Qu, (1 — E)Qu),. = [|(1 — E)Qu3, #0.

Defina-se g1, g2 : A — € como sendo os funcionais lineares dados por

gi(a) = %<EQW7 711,,(a)Qw>chw7

nla) = %((]le)Qw, T @)Y

a € A. Afirmamos que g; e g2 sdo estados em A. Consideremos primeiramente o caso de g;. Temos que g1(1) =
%<EQM, Qw>9{ = 1, pela defini¢do de t. Fora isso, usando os fatos que E € 7, (A), que E? = E e que E* = E , vale
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para todo a € A

1
g1(a*a) = ¥<EQM, ﬂw(a*a)Qw>Hw = <Eﬂ'w(a)Qw, Eﬂ'w(a)Qw%{w = HEWW(G)QWH:?%W > 0.

Assim, ¢ é positivo e, portanto, continuo (pelo Teorema 40.25, pdgina 2243), provando que g; é um estado. Para g, a

prova ¢ andloga: g2(1) = 1 ((1 — E)Q., Qw>3{w = 1=t =1 e, além disso, vale para todo a € A

g2(a*a) = %_t«]le)Qw, ﬂw(a*a)ﬂw>%w = ((1-E)mw(a), (]le)ﬂw(a)Qw%{w = H(]le)ﬂw(a)QwHicw >0,

estabelecendo a positividade de g, e, portanto, que o mesmo é também um estado.

O ponto crucial da argumentacao, porém, é que, pela definicao de g; e g2, vale para todo a € A que
w(a) = <Qw, ﬂw(a)Qw%{w = <EQW7 ww(a)9w>}cw + <(Il — E)Qu, ww(a)Qw>}cw = tgi(a) + (1 —t)g2(a) ,

o que afirma que w é um estado de mistura (por ser combinagio linear convexa de dois outros estados gl e g2, com
t € (0, 1)). Isso é uma contradigdo com a hipdtese que w é puro. Assim, a hipdtese de que existam projetores ortogonais
em 7, (A)" outros que ndo 0 e 1 é falsa, o que implica que a hipdtese que m,,(A)" # C1 é falsa.

Parte II. Provemos que se 7, ¢é irredutivel, entdao w é puro.

Vamos supor por absurdo que w seja um estado de mistura e que existam A € (0, 1) e estados wy e wq tais que
w(a) = wi(a) + (1 — Aws(a) para todo a € A.
Considere-se o subespaco D, := {m,(a)f,, a € A}, que é denso em H,,, e considere-se a aplicagao 8§ : D, x D, — C

definida por
8 (7w (@), T (b)) = Awi(a*d) .

Antes de prosseguirmos, observemos que essa expressao estd bem definida enquanto funcao de D, x D, em C. Mais
precisamente, provemos que se a e a’ sdo elementos de A tais que 7, (a)Q = 7Tw(a’)Qy, entdo wi(a*b) = wi((a’)*d) e
que se b e b s@o elementos de A tais que 7, () = 7, (V')Qy, entdo wq (a*b) = w (a*b’). O segundo caso segue do
primeiro se recordarmos que wy (a*b) = w1 (b*a).

Se a e a' sdo elementos de A tais que m,(a)Q, = mu(a/)Qy, entdo 0 = ||m,(a — a')Qu 3 = w((a — a')*(a — a')).
Portanto, 0 = Awy ((a — a’)*(a — a’)) + (1 = A)wz((a — a’)*(a — a’)). Devido a positividade de w; e de wy e ao fato que
A € (0, 1), isso implica que w; ((a —a')*(a— a')) = 0. Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, vale para todo b € A
que

|wi ((a — a)*b) ‘2 < wi((a—d)*(a—a))w (b)) =0,
ou seja, tem-se
w1 (a*b) = wl((a’)*b)
como desejado.

E elementar constatar que 8§ é uma forma sesquilinear em D,,. Além disso, 8 é uma forma sesquilinear bicontinua,
pois

‘S(m,(a)Qw, ww(b)Qw)‘Q _ ‘)\w1(a*b)‘2

< (@ a)| [rwr (679)

< oo fots)] = o],

2
o ()% H&c

para todos a, b € A. Na primeira desigualdade acima usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para w;. Na segunda,
desigualdade usamos que w(c*c) = Awq (c* c) + (1= XNws (c* c) > Awi (c* c) para todo ¢ € A, devido & nao-negatividade de
todos os termos e fatores envolvidos.

Esses fatos tém duas consequéncias: primeiro, podemos estender 8 a uma forma sesquilinear bicontinua definida em
todo H,, (pois D, é denso em H,); segundo, podemos evocar a Proposigdo 40.11, pdgina 2184, e afirmar que existe
S € B(H,,) tal que

8 (e (@), Tw(B)) = (Smu(a), Ww(b)Qw>3{w
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para todos a, b € A, ou seja, tal que

i (ab) = (Smu(a)Qu, Tu(b) Q)

para todos a, b € A.
Afirmamos que S € 7, (A)". De fato, vale trivialmente para todos a, b, ¢ € A que wy (a*(c*b)) =w ((ca)*b)). Logo,

(Sm(a)Q, Ww(C*)Ww(b)Qw>g{w = (ST (c)my(a), ﬂw(b)Qw>ﬂw ,

ou seja,

<(7rw(c)S — 87y () e (@) e, ﬂw(b)Qw>j{w =0

para todos a, b, ¢ € A. Evocando novamente o fato que D,, é denso em H,,, isso implica que S7,(c) = m,(c)S para

todo ¢ € A, o que equivale a dizer que S € 7, (A)".

Agora, da hipdtese que 7, é irredutivel segue que 7, (A) = CL. Logo, existe u € C tal que S = ul. Isso significa que
Awq (a*b) = ﬁ<7rw (@), Tw (b)Qw>Hw = w (a*b)

para todos a, b € A. Tomando-se a = b = 1 segue disso que T = A e como A # 0 obtemos também (tomando apenas
a=1) que wy (b) = w(b) para todo b € A. Logo, w = w; o que contradiz a hipdtese que w é uma mistura dos estados w
€ wa, implicando que w é um estado puro. |

Decorre da intuigao adquirida na Mecanica Estatistica Quantica que um estado de mistura representa um sistema
composto de diferentes fases. O que o Teorema 40.27 nos diz é essa composigao reflete-se em nivel algébrico na redutibi-
lidade da correspondente representacao GNS.

40.5.3 Exemplos em Algebras de Matrizes. Construgcao GNS. Estados
Puros e a Entropia de von Neumann

O Teorema 40.11, pigina 2184, diz-nos que para um espaco de Hilbert H o conjunto B(H) dos operadores lineares
agindo em H é uma &lgebra C*. Para o caso em que H é o espago de dimensao finita C", B(H) coincide com a algebra
Mat (C, n) das matrizes n x n com entradas complexas. Nesta secao ilustraremos vérias das ideias acima no caso simples
da algebra C* unital A = B(H) = Mat (C, n).

Se M € Mat (C, n) é uma matriz cujos elementos sao M;;, i, j € {1, ..., n}, a operacdo de adjuncido em Mat (C, n)
é dada por (M*);; = Mj;. Define-se o traco de M € Mat (C, n) (vide Segao 10.2.3, pagina 515) por

i=1

Note-se que Tr(M) = Tr(M*) para toda matriz M € Mat (C, n). E bem sabido (vide Secio 10.2.3) que para duas
matrizes quaisquer M e N € Mat (C, n) vale a chamada propriedade ciclica do trago: Tr(MN) = Tr(NM). Fora isso,
tem-se que

n n n n n n n
Te(M M) = 3 (MM = > 3 (M)l = 33 MM = 3> Myl
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1
o que diz-nos que
Tr(M*M) > 0 (40.106)

para qualquer matriz M. Note-se também que se M é tal que Tr(M*M) = 0 entédo
n n
DD Muf* =0,
i=1 k=1
o que s6 é possivel se M;; = 0 para todos i e j, ou seja,

Te(M*M) = 0 < M = 0. (40.107)
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Mat (n, C) é um espago vetorial e podemos definir no mesmo um produto escalar dado por
(A, B), = Tr(A*B). (40.108)
Por (40.106) e (40.107) segue que (-, -) é de fato um produto escalar.

E. 40.38 Ezercicio. Mostre que Mat (n, C) é um espago de Hilbert com o produto escalar de (40.108). "

e Matrizes densidade

Uma matriz p € Mat (C, n) que seja autoadjunta, positiva (i.e., com autovalores ndo negativos) e satisfaga Trp =1 é
dita ser uma matriz densidade. A nogao de matriz densidade foi independentemente introduzida na Fisica Quantica por

Landau®” e por von Neumann?®.

O conjunto das matrizes densidade é convexo: se p1, ..., pm € Mat (C, n) sdo matrizes densidade, entdo combinagoes
lineares convexas Y .-, Aopq 30 também matrizes densidade para quaisquer A1, ..., A, € [0, 1] tais que Y/ Ay = 1.
E. 40.39 Exzercicio fdcil. Constate a veracidade dessa afirmacg3o. "

Outra observagéo relevante é que se p € Mat (C, n) é uma matriz densidade e U € Mat (C, n) é uma matriz unitdria,
entao U*pU é também uma matriz densidade.

E. 40.40 Ezercicio fdcil. Constate a veracidade dessa afirmac3o. "

Por ser autoadjunta, toda matriz densidade possui uma representacao espectral (vide o Teorema Espectral para
matrizes autoadjuntas, Teorema 10.15, pagina 547):

n
p = 0P,
k=1
onde {p1, ..., on} é 0 conjunto de autovalores reais (ndo necessariamente distintos) de p e Py 0s projetores espectrais nos

correspondentes subespacos unidimensionais de autovetores (mutuamente ortogonais) de p com autovalores g. Sabemos
do Teorema Espectral para matrizes autoadjuntas, Teorema 10.15, que cada Py satisfaz P, = P e que PP, = 05 Py,
sendo que Y ,_, P, = 1.

A condigao de positividade implica que g > 0 para todo k e a condigdo Trp = 1 implica que ZZ=1 or = 1.

e Estados em Mat (C, n)

A proposicdo que segue mostra a forma geral dos estados em B(H) = Mat (C, n).

Proposicao 40.61 Todo estado w em B(H) = Mat (C, n) € da forma
W(A) = Tr(pA),

onde p € Mat (C, n) é uma matriz densidade. A associagdo w > p € univoca e, por isso, podemos identificar o conjuntos
de estados em Mat (C, n) com o conjunto das matrizes densidade em Mat (C, n). O

Prova. Mat (C, n) é um espago vetorial de dimenséao finita e, portanto, todas as normas nele definidas sdo equivalentes
(Teorema 3.2 , pagina 269. Para a demonstragao, vide Apéndice 3.A, pagina 289). Considere-se em Mat (C, n) o produto
escalar (40.108). A norma induzida por esse produto escalar é || A||2 = Tr(A*A), para A € Mat (C, n), e é equivalente &
norma operatorial de B(H) = Mat (C, n) (para a qual B(H) é uma algebra C*). Assim, todo funcional linear continuo
em B(H) é continuo em ambas as normas.

Seja B(H) 3 A — w(A) € C um estado em B(H). Como w é um funcional linear continuo em Mat (C, n) e Mat (C, n)
¢ um espago de Hilbert para o produto escalar (-, -),, entdo o Teorema da Representacao de Riesz, Teorema 39.4, pdgina

2121, garante que w ¢é da forma
w(A) = Tr(p"A) |

37Lev Davidovich Landau (1908-1968).
38 John von Neumann (1903-1957).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2253/2825

para algum p € Mat(C, n). Como w(l) = 1, segue que Tr(p*) = 1. Como w é positivo, segue de (40.92) que
Tr(p*A*B) = Tr(p*B*A). Mas Tr(M) = Tr(M*) para toda matriz M € Mat (C, n). Logo,

Tr(p*A*B) = Tr(A*Bp) = Tr(pA*B),

sendo que na ultima igualdade usamos a propriedade ciclica do trago. Logo, tomando A = 1, provamos que para toda
B € Mat (C, n) tem-se Tr(p*B) = Tr(pB). Assim, ((p—p*), B), = Tr((p* — p)B) = 0, para toda B € Mat (C, n) o que
implica p = p*.

Como p ¢ autoadjunta, p admite uma representacao espectral: p =Y _7'_, 0k Py, onde gj sdo os autovalores de p e Py
os correspondentes projetores espectrais. Cada P é um projetor ortonormal projetando no subespaco unidimensional
gerado pelo autovetor de p de autovalor gj. Pela positividade de w temos

n
0 < w(A*A) = Tr(pA*A) = Y ok Tr(PA%A)
k=1
novamente para todo A € Mat (C, n). Tomando A = P}, teremos Tr(P, A*A) = Tr(Py P;j) = 6;; Tr(P;) = d;; e concluimos
que g; > 0. Como isso vale para todo j =1, ..., n, concluimos que p é uma matriz positiva.
Se p e p' sdo duas matrizes densidade tais que Tr(pA) = Tr(p’A) para toda A € Mat (C, n), entdo 0 = Tr((p—p')A) =

((p—p'), A), para toda A € Mat (C, n), o que implica que p = p’, estabelecendo a unicidade da associacdo entre estados
e matrizes densidade em Mat (C, n). u

Denominamos w,(A4) = Tr(pA), A € Mat(C, n), o estado associado & matriz densidade p € Mat (C, n). Devido
a unicidade da associacdo entre estados e matrizes densidade em Mat (C, n), muitas vezes, com um certo abuso de
linguagem, nos referimos a uma matriz densidade como sendo um estado.

e Interpretacao probabilistica dos estados

Seja p € Mat (C, n) uma matriz densidade e seja w,(A) = Tr(pA), A € Mat (C, n), o estado a ela associado. Seja
A € Mat (C, n) uma matriz autoadjunta e seja

n
A= Z aQk
k=1

sua decomposicao espectral, com «y sendo os autovalores de A e Qi os correspondentes projetores espectrais. Sabemos
que o, € R e que >}, Qr = 1. Temos

wplA) = Tr(pA) = Y axTr(pQx) = > PP,
k=1 k=1

onde definimos TPZ’A =Tr(pQk), k=1, ..., n. Como Qi = Q;Qk, tem-se

Pt = Te(pQr) = Tr(pQiQr) = w,(QiQk) > 0,
devido a positividade de w,. Fora isso,

n

YoPph = Tr(pQk) = Tr <p (Z%)) = Tr(p1) = 1.
k=1 k=1

k=1

. 4 A ~ ~ . . . . . .~
Assim, os ntmeros P?“ sdo nio negativos e somam 1, podendo, assim, ser interpretados como uma distribuicio de
’ k 9 9 )
probabilidades em {1, ..., n} ou, mais adequadamente, no espectro de A: o(A) = {aq, ..., a,}. Com isso, a igualdade

we(A) = > ap PPt
k=1

obtida acima pode ser interpretada como uma média no espectro de A ponderada pela distribuicao de probabilidades
definida pelos nimeros P}’ 4
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Como vemos, a todo estado existe associada uma tal distribuicdo de probabilidades. Essa interpretagio de w,(A)
como uma média no espectro de A (no caso de A ser autoadjunto) segundo uma certa distribuigdo de probabilidades
(dependente de p e também de A) possui uma forte ressondncia com a chamada interpretagio probabilistica da Fisica
Quantica.

e Estados e “informacgao”

A associacao entre estados e distribuicoes de probabilidades no espectro de operadores autoadjuntos permite também
uma associacdo informal com a nocao de “informacao”3? pois, falando em termos muito gerais, quanto mais concentrada
for uma distribuicao de probabilidades em um espaco de eventos, mais informagao esta contida nos mesmos. Ilustremos
isso em um exemplo simples. Suponhamos que desejemos transmitir a uma outra pessoa a informagao de que uma
determinada grandeza assume um valor especifico no conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6}, digamos, o valor 4, e para tal possamos
apenas transmitir aquele individuo um dado de seis lados numerados de 1 a 6, informando aquela pessoa que ela deve
inferir o valor que desejamos informar repetindo sucessivamente lancamentos desse dado e constatando qual o valor que
ocorre mais frequentemente. Naturalmente, se usarmos dados nao viciados, para os quais todas as faces sao equiprovaveis,
o receptor do dado nao sera capaz de extrair do mesmo a informacao desejada: o nimero 4. Se, porém, o dado for viciado
e a face 4 ocorrer com frequéncia muito maior que as demais, a informagao poderd ser eficientemente transmitida.

Uma questao importante, portanto, é a de saber quais estados apresentam maior contetido de “informagcao”, no sentido
vago de acima. Sao os estados puros, os quais estudaremos com mais detalhe no que segue para o caso das algebras
Mat (C, n).

As teorias da “Informagao Quéantica” e da “Comunicacao Quantica” tém recebido atencao crescente em tempos
recentes, devido a avangos tedricos, experimentais e perspectivas de aplicagoes tecnoldgicas (criptografia e computagao
quanticas), mas alguns de seus fundamentos sdo tao antigos quanto a prépria Mecanica Quantica. Para um texto
introdutério sobre esses temas pés-modernos da Fisica Quéntica, vide [36].

e Estados puros e de mistura em Mat (C, n)

Afirmamos que estados da forma w(A) = Tr(PA), com P sendo um projetor ortogonal em um subespago unidimen-
sional sao estados puros na dlgebra C* B(H) = Mat (C, n) e, em verdade, sdo os unicos estados puros sobre A.

Seja 1) € H com ||| = 1 e denotemos por [1)] o subespago de H gerado por ¥: [¢] := {arp, o € C}. Seja P = Py
o projetor ortonormal sobre [)]: Py = (¢, ¢)p. Se A — Tr(PA) fosse um estado de mistura, haveria A € (0, 1) e
p1, p2 € Mat (C, n), autoadjuntas, positivas com Trp; = Trps = 1 tais que

Tr(PA) = ATr(p1A) + (1 — A\)Tr(p2A)

para todo A € Mat (C, n). Isso implica que Tr((P — Ap1 — (1 — A)p2)A) = 0 para todo A € Mat (C, n) o que implica
P = Xp1 + (1 = N)pa (para ver isso, tome-se A =P — A\p; — (1 — A)p2).

Seja ¢ € [¢]*. Temos P¢ = 0 e, portanto,

0 = Ao, 1) + (1= N (b, p20) = A|p1?g||” + (1 = N[0y >0 -

Como A € (0, 1), segue que p1/2q§ =0e p;/2¢> = 0. Portanto, tem-se também p1¢p = 0 e pa¢p = 0. Assim, tanto p;

quanto pe anulam-se no subespago [1)]=. Para ¢ € [1] vale também (¢, p;¢) = (pjo, ¥) =0, j =1, 2, mostrando que

P € ([w]L)L = [¢], ou seja, mostrando que p; e p2 tem [1)] como subespaco invariante. Logo, p;9 = a9, j =1, 2,

mas como Trp; = 1, concluimos que o; = 1 e que p; e p2 sdo iguais ao projetor ortogonal sobre v, ou seja, p1 = p2 = P,
contradizendo a hipétese de que P é um estado de mistura. Logo, P é puro.

Seja agora A — Tr(pA) um estado puro. Como p é autoadjunto, possui uma representagao espectral da forma
n s .
p = > p_q 0xPy, onde cada g, é um autovalor de p e P, o projetor ortonormal sobre o correspondente autovetor
normalizado ;. Como p é positivo, tem-se g > 0 para todo k. Fora isso, Zzzl o = Trp = 1. Claro esta que

wp(A) = > ok Tr(PA) . (40.109)
k=1

39Nao faremos nenhuma tentativa de definir o que se entende por “informacao” ou “desinformacio”, preferindo que o leitor siga as ideias
intuitivas por tras das mesmas.
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Agora, para cada k, a aplicagdo A © A — Tr(P,A) é também um estado em A. Assim, se houver ao menos dois gi’s
nao-nulos, o estado w), serd um estado de mistura, ji que a combinacao linear em (40.109) é uma combinacao convexa de
estados. Portanto, estabelecemos que A — Tr(pA) é um estado puro se e somente se p for o projetor ortonormal sobre
um subespacgo unidimensional de J.

Estados puros sao interpretados como de “informacao” maximal. No que segue, assentaremos essa interpretagao
analisando dois objetos e seu comportamento em relagao a estados puros ou de mistura: a varidncia de estados e a
Entropia de von Neumann de estados.

e Variancia de estados

Seja p € Mat (C, n) uma matriz densidade e w,(A) = Tr(pA) o estado a ela associado. Define-se a waridncia de
A € Mat (C, n) no estado definido por p por

Vary(4) = w,(4?) —w,(4)* = Wp((A*Wp(A)]l)Q) :

Consideremos A € Mat (C, n) autoadjunta. Se nos fiarmos na interpretacdo probabilistica de w,, podemos interpretar
Var,(A4) = w,(A4?) — w,(A)? como uma medida do desvio médio (quadrético) de A de seu valor médio w,(A).

Fixemos A € Mat (C, n), autoadjunta, e consideremos p da forma p = Ap; + (1 — A)p2, com py, p2 sendo matrizes
densidade e A € [0, 1]. Um cémputo simples mostra que

Wrp1+(1-2)p2 (A) - )\wﬂl (A) + (1 - )‘)wm (A)

e que
Vars, (1= () = AVary, (4) + (1 = \)Var,, (A) + A(1 = A)[w,, (4) — wp, (4)] .

Disso concluimos que
Vary,, +(1-a)p. (A) > AVar,, (A) + (1 — M) Var,,(A) > min {Varp1 (A) , Var,, (A)} .

Segue disso que se p é um estado de mistura, a varidncia de A é maior que a dos estados puros que o compoem. Isso
reforca a ideia de estados puros como possuidores de informagao maximal: nos mesmos os desvios da distribuicao de A
em torno do seu valor médio é inferior ao de estados de mistura.

40.5.3.1 A Entropia de von Neumann

Considere-se a fungédo s : [0, 1] = R dada por

0, sex =0,
s(z) = (40.110)

—zln(z), seze€(0,1].
Seu gréfico é exibido na Figura 40.1, pdgina 2256. Tem-se s(z) > 0 para todo x € (0, 1), sendo ainda que s(0) = s(1) = 0.

E importante notar também que s é uma funcio continua em [0, 1] , diferencidvel em (0, 1] e concava®® em [0, 1], pois
s"(z) = —2~! < 0 para x € (0, 1]. Assim, para cada p € N vale

5 (ZAbxb> > > s (a) (40.111)

para todos z1, ..., x, € [0, 1] e todos A1, ..., Ay € [0, 1] com > 7_; Ay = 1.

Seja uma matriz densidade p € Mat (C, n) e seja p = Zzzl ok P sua representacao espectral, onde cada g é
um autovalor de p e P, o projetor ortonormal sobre o correspondente autovetor normalizado 1, sendo ZZZI or = 1.
Defina-se s(p) € Mat (C, n) por

s(o) = Y slow) P

k=1

40 A teoria das funcdes céncavas e convexas é estudada no Capitulo 5, pagina 309.
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0.2 0.4 0.6 (R4 1.0

Figura 40.1: Gréfico da fungao s definida em (40.110). O méaximo dessa fungdo ocorre no ponto z = 1/e e nele a funcao
s vale 1/e.

A Entropia de von Neumann de p é definida por

Como TrP; =1 para todo j, é claro que

n
S6) = 3 slen) w0119
k=

1

A nogao de Entropia de von Neumann foi introduzida por aquele autor no livro cldssico [361]. Seu propésito original era
o estudo de propriedades estatisticas de sistemas quanticos e, em particular, o estudo da Mecanica Estatistica Quantica,
seguindo ideias anteriores de Gibbs*! sobre a Mecénica Estatistica Classica. No que segue estudaremos as propriedades
bésicas de S(p).

De (40.112) vé-se imediatamente que se U € Mat (C, n) é uma matriz unitdria, entao
S(U*pU) = S(p) .

pois transformacgoes unitdrias preservam o espectro.

A Entropia de von Neumann é interpretada como uma medida do grau de “desinformacao” associado a uma matriz
densidade e ao estado associado a mesma. Essa ideia é apoiada nos fatos que descrevemos no teorema que segue, o qual
possui uma importancia fundamental para a Entropia de von Neumann:

Teorema 40.28 Para m € N, sejam p1, ..., pm € Mat (C, n) matrizes densidade. Entao,

S <§:)\apa> > i)\aS(pa) (40.113)

m
para todos A1, ..., A\m € [0, 1] tais que Z)\a = 1. FEssa propriedade é denominada concavidade da Entropia de von

a=1
Neumann. Para toda matriz densidade p € Mat (C, n) vale

0 < S(p) < lan.

S(p) anula-se se e somente se o estado associado a p for puro e S(p) assume seu valor mdzimo, Inn, quando e somente
quando a matriz densidade for dada por p = %IL. O

41 Josiah Willard Gibbs (1839-1903).
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Para a prova do Teorema 40.28 fazemos uso do seguinte resultado, de interesse por si sé:

Lema 40.10 Seja p € Mat (C, n) uma matriz densidade e seja {e1, ..., e,} uma base ortonormal qualquer em C™.
Entao, vale

Zn:s(@jv pei)) = S(5), (40.114)

j=1
onde <-, > denota o produto escalar usual em C". O
Prova do Lema 40.10. Seja p = anl 0w Py, a representacio espectral de p, com gy, sendo seus autovalores, satisfazendo

Zj 1 0k = 1. Temos s( ) Z s(gk)Pk e podemos escrever, pela definicao de traco,

n n n
Z ej, s(p)ej) ZZS or){e;, Pkej> (40.115)
Jj=1

j=1 k=1

Lembremos agora que Y p_, Py = 1. Logo, Sor_i {ej, Prej) = |lej||> = 1. Como (e;, Pre;) = ||Pre;]|? > 0, concluimos
que a combinagao linear 2221 s(g}) <ej, Pkej> que ocorre no lado direito de (40.115) é uma combinagao linear convexa.
Logo, por (40.111), segue que

S(p) < ; s (i k(e pkej ) is( (ej, pe; ) ;

como queriamos mostrar. [ ]

Passemos agora a

Prova do Teorema 40.28. Seja a matriz densidade definida por

= ZE:Aapa
a=1

. n ~ ) . n
e seja p = Y ,_,; prP sua representacdo espectral, com os pi’s sendo os autovalores de p, satisfazendo >, _; pr = 1.
Sejam )y, os correspondentes autovetores normalizados, de sorte que ||¢x| = 1, por = ortr com {¢1, ..., ¥, } sendo
uma base ortonormal em C". Temos,

s(im) = sk = Y s

k=1 k=1

I
[
Va)
/N

(e, pn))

= S
k=1 a=1
(40.111) . ™
> Z )\a3(<wk7 pawk»
k=1a=1
= D XY s((Wk, patir))
a=1 k=1
(40.114)

> Z)\as(pa) :
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Isso demonstrou a concavidade de S(p).

Como s(x) > 0 para todo z € [0, 1], tem-se que S(p) > 0 para toda matriz densidade p. Perguntemo-nos quando
S(p) = 0. Como s(gk) > 0, concluimos que S(p) = 0 se e somente se s(gk) =0 paratodo k=1, ..., n. Mas a
funcéo s(z) s6 se anula em z = 0 ou z = 1. Como Y ;_, or = 1, concluimos que S(p) = 0 se e somente um e somente
um gy, for igual a 1 (e os demais forem nulos), ou seja, se e somente se p for o projetor ortogonal sobre um subespago
unidimensional. Assim, S(p) = 0 se e somente se o estado associado a p (isto é A — Tr(pA)) for puro.

Que p := %]1 é uma matriz densidade é evidente e é facil ver que S (ﬁ) = Inn, ja que os autovalores de p sao todos
iguais a 1/n. Provemos que S(p) assume seu valor maximo quando (e somente quando) p =7 := 1.

Seja p € Mat (C, n) uma matriz densidade e gi seus autovalores, que suporemos ndo-nulos. Seja, como antes,
p = Y ._; 0xPr sua representacao espectral. Fixando os projetores espectrais Py, S(p) é uma funcao das n varidveis

01, - .-, On Sujeitas a condigao subsidiaria ZZ:1 or = 1. Para a determinagéo dos pontos extremais (maximos, minimos,
pontos de sela) de S(p) = S(01, ---, 0n) = Dopey s(gk) aplica-se o método dos multiplicadores de Lagrange (vide, e.g.
[101]) segundo o qual procuramos as solugoes simultaneas em g1, ..., 9, € A do sistema de equagoes
a a n n
—S(01, -y On) + A5— ng—l =0, j=1,..., n, e ng—lzo.
Oo; 90i \io k=1
Como s'(x) = —Inx — 1, essas equagdes escrevem-se como
n
Ing; = X-1, j=1,...,n, e ng—le.
k=1
A solugdo desse sistema ¢ trivial e fornece p; = 1/n para todo j = 1, ..., n (note-se também que 1/n € [0, 1], como
se deseja). Portanto, S(g1, ..., ©n) possui um ponto extremal (m&ximo, minimo, ponto de sela) quando todos os

autovalores de p forem iguais a 1/n, o que, por sua vez, implica que p deve ser n~11 =: p, para o qual temos S(ﬁ) =Inn.
Como S(p) é concava, esse é um ponto de méximo. Como o resultado independe dos projetores espectrais adotados esse
deve ser o ponto de méximo absoluto de S(p) em todo o conjunto de matrizes densidade. |

A Entropia de von Neumann possui outras propriedades importantes, como aquela expressa na proposicao que segue:

Proposicao 40.62 Para m, n € IN, sejam p? € Mat (C, m) e p? € Mat (C, n) duas matrizes densidade. Entdo, para
a matriz densidade dada pelo produto tensorial ps ® pp vale

S(pt@p®) = S(p") + (") . (40.116)
Essa propriedade é denominada aditividade da Entropia de von Neumann. |
Prova. Observamos primeiramente que
s(zy) = xs(y) + ys(x) (40.117)
para todos z, y € [0, 1]. Verifique!
Sejam o, i = {1, ..., m}, os autovalores (ndo necessariamente distintos) de p* e Qf, j=A{1, ..., n}, os autovalores

(ndo necessariamente distintos) de pP. Os autovalores de p? ® p® sdo produtos de autovalores de p” e de pP. Assim,
por (40.112), teremos

S<pA®pB) (40.112)

»3 S(gf‘pf) (0417 (m 95‘) 3 S(Qf) + Zn:gf <i5(9§4)> = S(pP)+5("),
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

=1 1

como queriamos provar. |

A propriedade de concavidade (40.113) é de grande importancia na Termodindmica e estd na raiz da denominacao
de S(p) como Entropia de von Neumann. Na mesma linha, a propriedade de aditividade (40.116) expressa a ideia que a
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Entropia de von Neumann de um sistema composto por sistemas independentes é a soma das Entropias de von Neumann
das partes componentes, outra nogao cara a Termodinamica.

O Teorema 40.28 apresenta fatos que vao ao encontro da interpretacao da Entropia de von Neumann como medida do
grau de “desinformagao” presente em um estado e que estados puros sao estados com contetido de “informacgao” maximal.
Por um lado, a propriedade de concavidade (40.113) diz-nos que a Entropia de von Neumann de uma combinagéo convexa
de estados é maior que a mesma combinagao convexa das Entropia de von Neumann desses estados, indicando que essa
Entropia aumenta quando, por assim dizer, aumentamos o grau de mistura de um estado. Por outro lado, S(p) é néo-
negativa, mas anula-se, como vimos, nos estados puros e, em contraste, assume seu maximo valor na matriz densidade
n~ 11, a tinica matriz densidade em Mat (C, n) que é invariante por todas as transformacoes unitdrias e cujos autovalores
sao todos iguais, privilegiando uniformemente todas as dire¢coes em C7”, sendo, portanto, desprovida de conteido de
informacao.

E. 40.41 FEzercicio. A Entropia de von Neumann de um sistema quantico de dois niveis. Mostre que toda matriz complexa 2 x 2,
autoadjunta e de traco igual a 1 pode ser escrita como

1+c a—1b
2 2

(]1 + ao1 + bos +C(73) s

N | =

a+1ib l1—c
2 2

com a, b, ¢c € R e onde 01, 02 e 03 sdo as chamadas matrizes de Pauli (definidas em (2.207), pdgina 246. Vide também Exercicio E.
11.26, pdgina 662). Mostre que os autovalores dessa matriz séo
1+7r 1—7r

01 = 2 e 02 = )

onde r = v/a? + b2 + 2. Portanto, uma condi¢3o necessaria e suficiente para que p seja positiva (i.e., tenha autovalores ndo negativos)
é que tenhamos 0 < r < 1. Mostre também que p? = p se e somente se r = 1.

Os fatos descritos acima tém seguinte interpretacdo. A matriz densidade p de um sistema quantico de dois niveis é uma matriz
complexa 2x 2 que seja autoadjunta, tenha trago igual a 1 e tenha autovalores ndo negativos. Como vimos, uma tal matriz é parametrizada
(univocamente!) por um vetor real de trés componentes (a, b, ¢) € R® contido na esfera tridimensional fechada de raio 1 centrada na
origem: {(a7 bye)eR? 0< Va2 02+ 2 < 1}. Essa esfera é denominada esfera de Bloch®® e o vetor (a, b, ¢) que parametriza p é
denominado vetor de Bloch. Quando esse vetor estd na superficie dessa esfera (ou seja, quando va? + b2 4 ¢2 = 1), a correspondente
matriz p é um projetor ortogonal (pois ld tem-se p? = p e p é autoadjunta) e, portanto, corresponde a um estado puro. Quanto esse
vetor estd no interior dessa esfera, (ou seja, quando 0 < v/a? 4+ b% + ¢ < 1) a matriz densidade p representa um estado de mistura.

Mostre que para A € [0, 1] e para dois vetores quaisquer da esfera de Bloch (a, b, ¢) e (a’, ¥, '), vale
Ao(a, b, )+ (1= Np(@, ¥, &) = p(Aa, b )+ (1= N, ¥, ).

A convexidade da esfera de Bloch reflete precisamente, portanto, a convexidade das matrizes densidade de um sistema de dois niveis.

Mostre que a entropia de von Neumann de p = p(a, b, ¢) é dada para 0 < r < 1 por

S(p) = S(p(a, b, ¢)) = _1;7"111(1;1")_ 1;r1n(1;7") |

com 7 = va? 4+ b% 4 ¢2. Usando essa expressdo, mostre que lim,_1 S(p) = 0 e que S(p) vale In 2 quando r = 0. Também usando essa
expressdo, mostre que esses sio, respectivamente, os valores minimo e maximo de S(p) na esfera de Bloch. o,

40.5.3.2 A Construcao GNS em Mat (C, n)

Vamos agora discutir como a construgdo GNS pode ser concretamente realizada em Mat (C, n).

Seja p € Mat (C, n) uma matriz densidade com autovalores gi, k =1, ..., n. Como p é autoadjunta, p pode ser
diagonalizada por uma transformagao unitéria, ou seja, existe uma matriz V' € Mat (n, C) unitdria (V*V =VV* = 1)

42Felix Bloch (1905-1983).
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tal que V*pV é a matriz diagonal

On

Podemos definir uma matriz p'/? da seguinte forma: p'/? := VD;/2V*, onde

Veor
D1/2 —

Von

E f4cil ver que
p2pt? = (VDL2v*)(VDLY2v*) = v(DY?)’v* = VD, V* = p.

Para futuros propdsitos vamos definir também F,, o projetor ortogonal sobre o subespaco fechado Ran (pl/ 2): se
C" > u = v+ w, com v € Ran (p*/?) e w € (Ran (p*/?))* entdo

Pu = wv. (40.118)

E facil mostrar que P, é autoadjunto e satisfaz (Pp)2 = P, (mostre!). Fora isso, é 6bvio pela defini¢ao que P,p'/? = p!/2,

1/2 ¢ autoadjunto, concluimos que

P2 = (p1/2)* _ (Pppl/Q)* _ p1/2pp7

Como p

0 que mostra que
Ppp1/2 _ pl/QPp — /2
Isso tem por consequéncia que
P,pP, = (Pppl/Q)pl/QPp = pt2pt? = p. (40.119)
Usaremos isso adiante.
Construgao GNS. Uma primeira tentativa
Seja
Mat (n, €C) 3 A +— w,(4) = Tr(pA)
o estado em Mat (n, C) associado & matriz densidade p.

J4 observamos que Mat (n, C) é um espago de Hilbert com o produto escalar (40.108). Denotemos esse espago de
Hilbert por Hy,.

Definimos uma representacgao 7 da dlgebra C* Mat (n, C) no espago de Hilbert Hj; da seguinte forma:
m(A)B = AB,
para matrizes A e B € Mat (n, C). E trivial verificar que 7 assim definida é uma representacdo da dlgebra Mat (n, C)

em Hyy.

Definindo-se

1/2 EJ_CM ,

Q, =p
tem-se

(Qp, T(A))y = (2, w(A)p'/?), = (P2, Ap)y = Tr((p1/?)" 4p'/?)

= Tr(pl/QApl/Q) = Tr(pl/QpI/QA) = Tr(pA) = wy(4). (40.120)
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1/2 «

Vemos assim que o vetor £, = p representa’ o estado w, em F .

Um problema com essa construcao é o seguinte. Pelas hipdteses assumidas néo é sempre verdade que p e p'/? séo
inversiveis. Consequentemente, ndo podemos garantir que {2, seja um vetor ciclico para a representagao m, pois se pt/?
nio for inversivel nem toda a matriz pode ser escrita da forma 7(A)p'/? = Ap'/?, para algum A € Mat (n, C) (por
que?). Assim, caso p ndo possua inversa, a construcao apresentada acima nao coincide com a construgdo GNS.

A Construcao GNS
A alternativa correta é comegar definindo em Mat (n, C) uma forma sesquilinear positiva dada agora por
(A, B), = wy(A"B) = Tr(pA*B) . (40.121)
Que (-, ) o ¢ uma forma sesquilinear é claro. Que é positiva segue da positividade de w,,.
Como (A, A), = Tr((Ap'/2)*Ap'/?), o conjunto N de (40.97) vem a ser agora
N = {N € Mat (n, C)| Npt/? =0},

ou seja,
N = {N € Mat (n, C)| Ker(N) D Ran(pl/Q)} '

Observe-se de passagem que se p'/? nao for inversivel, N pode ter outros elementos além da matriz nula e Ran (pl/ 2) ¢
um subespaco préprio de C". Se P,, definido em (40.118), é o projetor ortogonal sobre Ran (p1/2), entdo Ran (P,) =
Ran (p'/?) e temos também

N = {N € Mat (n, C)| Ker(N) > Ran(P,)} = {N € Mat(n, C)] NP, =0} .

Sejam as classes de equivaléncia [A] = {A+ N, N € N}, A € Mat (n, C), definidas pela relacdo de equivaléncia
A~DB < A—- B e N. Afirmamos que A ~ B se e somente se AP, = BP,. De fato,se A~ B,entao A—B=N €N
e, portanto, (A — B)P, = 0. Por outro lado, se AP, = BP,, entdo (A — B)P, = 0, significando que A — B € N ¢,
portanto, que A ~ B. Além disso, afirmamos que AP, € [A]. De fato, (AP, — A)P, = AP, — AP, = 0, provando que

AP, — A € N, ou seja, que AP, ~ A. Podemos, assim, identificar Mat (n, C)/N com o subconjunto de Mat (n, C)
formado pelas matrizes da forma AP, com A € Mat (n, C):

Mat (n, C)/N = {AP,, A€ Mat(n, C)}.
Como no caso da construgao geral, definimos em Mat (n, C)/N um produto escalar por

(AP,, BP,), = w,((AP,)*BP,) = w,(P;A*BP,) = w,(P,A"BP,)

= Tr(pP,A*BP,) = Tx((P,pP,)A*B) = Tr(pA*B) = w,(A*B). (40.122)

Acima usamos (40.119).

E um exercicio simples (fagal) mostrar que Mat (n, C)/N é um espaco de Hilbert com esse produto escalar.

Definimos uma representacao 7, de Mat (n, C) agindo em Mat (n, C)/N por

m,(A)BP, = (AB)P, ,

A, B € Mat (n, C).

Note-se também que Mat (n, C)/N 3 1P, = P,. E evidente que

{m,(A)P,, A€ Mat(n, C)} = {AP,, A€ Mat(n, C)} = Mat(n, C)/N,

mostrando que P, € Mat (n, C)/N é um vetor ciclico para a representagao m,,.

Definindo-se
Q, = 1P, = P, € Mat(n, C)/N,

teremos

(Qp, mp(A)S2p) (Po, AP,), = wp(PyjAF,) = Tr(pF,AP,)

p

= Tr((P,pP,)A) = Tr(pAd) = w,(A), (40.123)

onde usamos novamente (40.119). Vemos assim que o vetor 2, “representa” o estado w, em Mat (n, C)/N.
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40.6 O Espectro de Operadores em Espacos de Banach

A nocao de espectro é de grande importancia tanto no estudo de propriedades estruturais de operadores quanto em
aplicagoes. Na Fisica Quantica sua relevancia manifesta-se ja nos seus fundamentos, pois é um postulado basico que os
valores obtidos em mensuragoes individuais de um observavel sao elementos do espectro do operador autoadjunto a ele
associado. Nessa secao trataremos de definir o conceito de espectro de modo preciso e geral. O estudo do espectro de
operadores tem uma de suas culminacoes no teorema espectral, do qual trataremos com detalhe mais adiante em diversos
casos de interesse.

Comecemos com uma adverténcia. Muitos estudantes, especialmente de Fisica, tém a nogao preconcebida (oriunda
de maus cursos e/ou de imprecisdes mateméticas de alguns (muitos) livros-texto introdutérios de Mecénica Quéntica)
que o espectro de um operador coincide com o conjunto de seus autovalores. Essa nocao é incorreta. Como discutiremos,
o espectro de um operador é, em geral, maior que o conjunto de seus autovalores. Ha, de fato, certos tipos de operadores
cujo espectro coincide com o conjunto de autovalores (tal é o caso de matrizes agindo em espacos de dimenséao finita, ou
de operadores compactos autoadjuntos), mas tais situagoes sao especiais. H4 mesmo operadores (veremos exemplos) que
nao possuem autovalores, mas tém um espectro nao-trivial. Lamentavelmente, tal nogao incorreta é a fonte de muitos
mal-entendidos (nem sempre inconsequentes!) entre a comunidade de fisicos e a de matemadticos e isso é mais uma razao
para sugerirmos um estudo cuidadoso da nocao de espectro.

e O conjunto resolvente e o espectro de um operador

Seja X um espago de Banach e seja T' € B(X) um operador limitado agindo em X. Dizemos que um niimero complexo
A € C é um elemento do conjunto resolvente de T se o operador A1 — T for bijetor como aplicacdo de X em X. Estamos
no caso 1 do Teorema 40.14, pagina 2203, e, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, Teorema 40.8, pagina 2180, isso implica
que (A1 — T')~! é um operador limitado de X em X, ou seja, um elemento de B(X).

Assim, definimos o conjunto resolvente de T' € B(X), denotado por p(T), por

p(T) = {)\ €ECIANL-T¢ bijetor} .

Dizemos que um nimero complexo A € C é um elemento do espectro de T' se A nao for um elemento do conjunto
resolvente de T', ou seja, se Al — T nao for bijetor como aplicacao de X em X.

Assim, definimos o espectro de T' € B(X), denotado por o(T"), por

o(T) = C\p(T),

ou seja,
o(T) = {)\ € C| A1 — T nao é bijetor} .

Para A € p(T) o operador (Al —T')~! é denominado operador resolvente de T calculado em A (mais detalhes sobre esse
operador adiante).

Nota. A razdo da nomenclatura acima é a seguinte: em muitas aplicagdes (como no caso de certas equagdes integrais) interessa-nos resolver
equagdes do tipo (AL — T)y = ¢ para todo ¢ elemento de um espago de Banach X. Isso sé é possivel se AL — T for bijetor, em cujo caso a

solugio é 1 = (AL — T)~1¢. O operador (Al — T)~! é por isso denominado operador resolvente e o conjunto de \’s para os quais o operador
resolvente existe é denominado conjunto resolvente. &

e Tipos de espectro. O espectros pontual, continuo e residual

Um ponto de central importancia na anélise de propriedades de operadores é classificar seu espectro de acordo com
certas categorias. Ha vdrias classificagbes que correspondem a vérios tipos de espectro (ndo-necessariamente disjuntos,
como conjuntos): o espectro pontual, o espectro residual, o espectro continuo, o espectro absolutamente continuo, o
espectro singular continuo, o espectro essencial, o espectro transiente, o espectro recorrente e possivelmente outros.
Trataremos de alguns desses tipos de espectro nestas Notas, comecando aqui pela classificagao do espectro de operadores
agindo em espacos de Banach em espectro pontual, continuo e residual.

Se T € B(X) é um operador limitado agindo em um espago de Banach X e A é um elemento de o(T'), entdo A1 — T'
nao ¢ bijetor. Estamos no caso 2 do Teorema 40.14, pagina 2203, o qual quebra-se em trés casos mutuamente exclusivos:
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Caso a. O operador A1 — T ndo é injetor, e (A1 —7T)~! ndo pode ser definida na imagem de A1 — T, pois Ker (\1 —T')
é nao-trivial, ou seja, existe v # 0 com Tv = Av. Isso diz-nos que A é autovalor de T' e conduz a seguinte definigao:

Denotamos por 0, (T") o conjunto de todos os autovalores de T
op(T) = {)\EC| JzeX, x#0, tal que Tz = )\:c}.

op(T) é denominado espectro pontual de T, ou espectro discreto de T' ou ainda espectro de autovalores de T'. Claro

estd que o, (T) C o(T). E importante frisar que esses dois conjuntos podem nao ser coincidentes e que se pode ter
0p(T) = (0. Veremos exemplos mais abaixo.

Caso b. O operador A1 — T é injetor, Ker (A1 — T") é composto apenas pelo vetor nulo (e, portanto, A nao é autovalor
de T). Fora isso Ran (Al — T') é um subconjunto préprio, nao fechado, mas denso de X. Com isso, (ALl — 7)1
existe agindo em Ran (A1 — T') mas, devido & Proposigdo 40.25, pdgina 2204, ndo pode ser limitada. Isso conduz &
seguinte defini¢ao:

Denotamos por o.(T") o conjunto de todos os A € C tais que A ndo é um autovalor de T', Ran (A1 —1T') é subconjunto
préprio denso de X e a inversa (A — T')~! existe agindo em Ran (A1 —7'), ndo podendo, porém ser limitada. o.(7T')
é denominado espectro continuo de T*3.

Por fim, temos o
Caso c. O operador A1 — T é injetor, Ker (AL — T') é composto apenas pelo vetor nulo (e, portanto, A nao é autovalor

de T'). Porém, Ran (Al — T') ndo é denso em X e (A1 —T')~! existe agindo em Ran (A1 — T'), podendo ser limitada
ou nao. Isso conduz a seguinte definigao:

Denotamos por o,(T) o conjunto de todos os A € C tais que A ndo é um autovalor de 7', Ran (A1 — T') nao é denso
em X e (AL — T')~! existe agindo em Ran (A1 — T'), podendo ser limitada ou nao. o,(T) é denominado espectro
restdual de T'.

Podemos resumir as defini¢ées acima da seguinte forma: para X, um espago de Banach, e T' € B(X),

op(T) = {)\ €C| Ker(AL—T) # {0}} (espectro pontual),
o.(T) = {)\ € C| Ker(AL —T) ={0} e Ran (AL —T) ¢ subconjunto préprio denso de DC} (espectro continuo),
or(T) = {)\ € C| Ker(AL —T) ={0} e Ran (AL —T) ndo ¢ denso em DC} (espectro residual).

Esta claro pelas definigoes acima que
o(T) = op(T)Uae(T)Uo,(T), (40.124)

sendo a uniao acima uma uniao disjunta. Os varios tipos de espectro descritos acima serao ilustrados em exemplos
apresentados mais abaixo (Se¢ao 40.6.2, pdgina 2267), aos quais o leitor poderd passar agora, se o desejar, mas para a
uma melhor compreensao dos mesmos precisamos antes de alguns resultados gerais da teoria espectral.

e O operador resolvente e propriedades topolégicas do espectro

Se um niimero complexo A pertence ao conjunto resolvente de T' € B(X), define-se o operador resolvente de T calculado
em A, denotado por Ry (T'), por
R\(T) := M1 -T)"".

Pelas hipéteses Ry (T') é bijetor para todo A € p(T) e é um elemento de B(X) (pelo Teorema da Aplicagdo Inversa,
Teorema 40.8, pagina 2180).

Muitas propriedades de p(T') (e, portanto de o(T')) podem ser derivadas de propriedades de seus operadores resolven-
tes. Por exemplo, mostraremos mais adiante que p(T') é sempre um conjunto aberto de C (e, portanto, o(T") é sempre
um conjunto fechado de C) e mostraremos também que p(7") nunca é igual a todo C (e, portanto, o(T") nunca ¢é vazio).

Recordemos dois resultados sobre resolventes.

43Vale aqui advertir o estudante que alguns textos, como [395], [402] e [260], adotam uma definigio diferente de espectro continuo. Nossa
definigdo segue textos como [530], [282] e outros.
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Proposicao 40.63 (Primeira identidade do resolvente) Seja X um espago de Banach e T € B(X). Se A e pu
pertencem ao conjunto resolvente p(T) de T, entdio

RA(T) = Ru(T) = (u— NRA(T)Ru(T). (40.125)

a

Proposicao 40.64 (Segunda identidade do resolvente) Seja X um espaco de Banach e sejam T, U € B(X). Se
A€ p(T)Np(U), entdo vale

R,\(T) — R,\(U) = R,\(T) (T — U) R)\(U) . (40.126)

FEssa relagao é denominada segunda identidade do resolvente. A relagao (40.126) implica também que
RA\(T) — R\(U) = Rx(U) (T —U) RA\(T) . (40.127)
O

As demonstragoes das duas proposigoes acima sdo idénticas aquelas da Proposigao 40.33, pagina 2208, e da Proposigao
40.34, pagina 2208, respectivamente.

Iremos agora estabelecer uma série de resultados sobre propriedades do operador resolvente que culminarao com
a Proposicao 40.67. Todos sao essencialmente casos particulares de resultados demonstrados acima no caso geral de
algebras de Banach com unidade.

Lema 40.11 Seja X um espago de Banach e T € B(X). Se X e p pertencem ao conjunto resolvente p(T) de T e
A=l <[[Ru(T)[ 7", entdo

RA(T) = Ru(T) |1+ ) (n—N)" (Ru(T))"

1+ i(ﬂ — N (Ru(T))"| Ru(T) . (40.128)

a

O lema acima é um caso particular do Lema 40.4, pagina 2209, para algebras de Banach com unidade gerais, e por
isso sua demonstracao é dispensada.

Proposicao 40.65 Seja X um espago de Banach e T € B(X). Entao, p(T) é um subconjunto aberto de C, o que implica
que o(T) é um subconjunto fechado de C. O

Novamente, a proposi¢ao acima é um caso particular da Proposicao 40.35, pagina 2209, para algebras de Banach com
unidade gerais e, por isso, sua demonstracao é dispensada. A Proposicao que segue é o analogo da Proposi¢ao 40.36,
péagina 2210, mas suas demonstracgoes diferem por um ligeiro detalhe.

Proposicao 40.66 Seja X um espaco de Banach e T € B(X). Entdo, para cada x € X e para cada £ € X', funcional
linear continuo em X, a fungdo de varidvel complexa fy ¢ : p(T) — C dada por fy ¢(N) = E(R,\(T)l‘) ¢ holomdrfica (i.e.
analitica) em cada componente conexa de p(T). O

Prova. Seja € p(T') e A tal que |A — p| < HR#(T)HA. Tem-se por (40.128) que A € p(T) e

fot) = E(BA(T)) P <<RM(T)+Z(AL)\)n(Ru(T))nJrl)ﬂf)

n=1

(R (1)) + Y (0= NM((Ru(T)" ) L (10.129)
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Como
le(Ra(@)"™ )| < 16l || (Ru(@)" | < Nl || R ]

segue de [A\— | < ||R,(T)||~* que a tltima série em (40.129) é absolutamente convergente e, portanto, define uma fungao
holomérfica na bola aberta de raio ||R,(T)|~! centrada em p, a qual pode, pelos procedimentos usuais, ser estendida
analiticamente & componente conexa de p(T') que contém . |

A proposigao seguinte é importante, pois finalmente estabelece que o espectro de um operador continuo em um espago
de Banach nunca é vazio. Trata-se essencialmente de um caso particular da Proposicao 40.37 da pégina 2210, com a
ligeira diferenca que na demonstragdo substituimos as funcoes f; pelas funcoes f;, ¢ definidas acima.

Proposicao 40.67 Seja X um espaco de Banach e T € B(X). Entdo, o(T) € um conjunto nao-vazio e estd contido na
bola fechada de raio ||T|| centrada em 0: {z € C| |z| < |T||}. O

Prova. Vamos supor que p(T) = C. Entao, pela Proposicao 40.66, para todo = € X e para todo ¢ funcional linear continuo
em X a funcdo fy ¢(A) (RA(T)x) seria inteira, isto é, analitica em toda parte. Agora, para [A| > ||T|

(o)
RA(T) = M -T)"" = X' @-A"'T)"" = A7H 1+ > AT, (40.130)
n=1
de acordo com (40.54) da Proposicao 40.26, pagina 2204, pois pela hipétese ||A1T| < 1. Assim,
A 1
|IRA(T)|| < — |1+ (— = —
|>\| Z A Al =117l
Isso mostra que hm | BA(T)|| = 0. Logo, como | fz, ¢(N)| = ’6 RA\(T ‘ < || [|RA(T) || [|]], segue que‘ hm | foe(N)] =

[Al—=
0. Com isso, conclulmos que fz ¢(A) é uma funcdo inteira, limitada e converge a zero no infinito. Pelo bem conhecido

Teorema de Liouville** da Analise Complexa, isso implica que f, ¢()\) é identicamente nula para todo A € C. Se, porém,
12 (R,\(T)x) for nulo para cada funcional linear continuo ¢ entéo, pelo Coroldrio 40.2, pdgina 2174, terfamos Ry (T)x =0
para todo x € X, um absurdo, pois Rx(T) é a inversa de um operador. Assim concluimos que p(7) néo pode ser igual a
todo C e, portanto, o(T) # 0.

Pela Proposicao 40.26, pdgina 2204, a expressao (40.130) mostra que Ry (T) esta definida para todo |A| > ||T'||. Assim,
{z € Cl [ > IT|]} € p(T). Logo, o(T) C {z € C| 2] < T} u

40.6.1 O Espectro de Operadores Limitados em Espacos de Hilbert

Vamos a partir de agora especializar nossa discussao para operadores agindo em espacos de Hilbert. Para apresentarmos
nossos proximos resultados, vamos introduzir a seguinte notagao: se S C C denotamos por S o conjunto dos elementos
complexo-conjugados de S: S°¢:= {z € C|z € S}.

Se T' é um operador limitado agindo em um espago de Hilbert H, entao pelo item 7 do Teorema 40.11, pagina 2184
temos que se A € p(T), vale (AL—T)*)~! = (AL—T)~1)*, o que significa que X € p(T*) e R\(T)* = Rx(T*). Provamos
entao o seguinte:

Proposicao 40.68 Se T' ¢ um operador limitado agindo em um espaco de Hilbert 3, entdo Rx(T)* = Rx(T™) para todo
A€ p(T), o que implica p(T*) = p(T)¢ e o(T*) = o(T)°". O

e O espectro residual e o pontual em um espago de Hilbert

A préxima proposigao detalha um pouco mais a relagdo estabelecida na Proposigao 40.68 entre o(T) e o(T*). Dela
extrairemos a informacao importante que operadores autoadjuntos agindo em espacos de Hilbert nao tém espectro
residual.

44 Joseph Liouville (1809-1882).
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Proposigao 40.69 Se T é um operador limitado agindo em um espago de Hilbert 3, entao

1. 0.(T) C op(T™).
2. 0p(T) C op(T*)CUa(T*). O

Prova. Se A € 0,(T) entdo Ran (AL — T') ndo ¢ denso em H. Entéo, existe ¢ € Ran (A1 — T')* ndo-nulo. Portanto,
(¢, (AL —T')3p) = 0 para todo ¢ € H. Isso diz que (AL —T™)¢, ¥) = 0 para todo ¢ € H, o que implica (A1 —T")¢ =0
e, portanto, ¢ é um autovetor de 7% com autovalor A. Assim, A € o,(T*). Isso provou o item 1.

Se A € 0,(T), entdao Ker (A1 — T') é um subespago néo-trivial de H formado pelos autovetores de T' com autovalor
A. Isso naturalmente implica que (A1 — T*)1h, @) = (¢, (AL — T)¢) = 0 para todo ¢ € H e todo ¢ € Ker (A1 — T)).
Portanto, Ran (A1 — 7*) é um subconjunto de Ker (A1 — 7)+. Caso A nio seja um autovalor de T*, ou seja, caso
Ker (X]l — T*) = {0}, entdo isso diz-nos que \ € o,.(T*) (vide a definicio de espectro residual & pagina 2263). Assim, ou
X € 0,(T*) ou X € 0,.(T*) e, portanto, A € o,(T*) Uo,.(T*). Isso provou o item 2. |

A proposigao acima pode ser generalizada para espagos de Banach, mas nao trataremos disso aqui. Ainda no contexto
de espagos de Hilbert temos o seguinte corolario importante que afirma que o espectro de um operador autoadjunto é
apenas a uniao do espectro pontual com o continuo.

Corolario 40.20 Se A ¢ um operador limitado e autoadjunto agindo em um espaco de Hilbert H, entao seu espectro
residual € vazio. O

Prova. Pela Proposicao 40.69, pagina 2266, temos o,(A) C o,(A), pois A = A* e pois 0,(A)°° = o,(A), j& que na
Proposicao 40.17, pagina 2192, provamos que o espectro pontual de um operador autoadjunto agindo em um espaco de
Hilbert é real. Agora, pela definigao, os espectros residual e pontual sdo disjuntos. Logo, o,.(A) = (). |

e O espectro de operadores autoadjuntos em espacgos de Hilbert é real

Devido a sua importancia no contexto da Fisica Quéantica, existe um particular interesse nas propriedades espectrais
de operadores autoadjuntos (limitados ou néo) agindo em espagos de Hilbert. Na Proposi¢ao 40.17, pagina 2192, ja
provamos que o espectro pontual de tais operadores é um subconjunto da reta real. O mesmo vale para o espectro
completo, como vemos no préximo teorema.

Teorema 40.29 Se A é um operador limitado e autoadjunto agindo em um espago de Hilbert H, entao seu espectro é
um subcongunto fechado da reta real, mais precisamente, é um subconjunto fechado de [—| All, || Al|]- O

Prova. Esse teorema é um caso particular da Proposigao 40.41, pagina 2216. Apresentamos uma segunda demonstragao
que usa a estrutura do espago de Hilbert.

Seja z € C escrito na forma z = x + 7y, com x, y € R. Se considerarmos o operador A, := z1 — A, é facil verificar
que
A9l = [ylPlel® + (22 — A)wl| . (40.131)

De fato,

1A.9]% = <iyw + (21 — A)p, iyt + (1 — A)¢>

= lyPlvl® + (@1 — Apl* —iy(p, (@1 — A)y) +iy((el — A, ¢) .

=0 pois (z1—A) ¢ autoadjunto

De (40.131), concluimos que
A0l > |yl [l (40.132)
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e que (trocando y — —y)
[Az0l = lyl || (40.133)

para todo 1 € H. Assim, vemos que se y # 0, entdo A, é nulo se e somente se ¢ = 0, ou seja, Ker (4,) = {0} e A,
é injetora como aplicagdo de H em Ran (A4,). Portanto, existe A;! : Ran(A4,) — H. Mostremos que essa aplicacio é
limitada. Seja ¢ € Ran (A,) e escrevamos ¢ = A,1) para algum ¢ € H. Teremos por (40.132) que ||¢| > |y|||A; ],
de onde concluimos que ||A; ]| < |y|=!, o que prova que A7 ! é limitada. Com isso, podemos evocar a Proposigao 40.25,
pagina 2204, e afirmar que Ran (A,) é um subespago fechado de H (caso y # 0).

Vamos agora supor que o subespago fechado Ran (A,) seja diferente de H. Entdo, para cada x € Ran (Az)L nao-nulo
teremos (x, A,¢) = 0 para todo ¢p € H. Como A} = Az, segue que (Azy, ¢¥) = 0 para todo ¢ € H, o que implica
Azx = 0. Ora, isso contraria (40.133), que vale para todo ¥ € 3, pois supomos y nao-nulo.

Logo, concluimos que Ran (A,) = H e como A, é injetora, conclufmos que A; ! : H — H existe, sendo limitada pelo
que vimos acima com || A7 Y]] < |y|~1. E claro que A;! = R,(A), o operador resolvente de A. Assim, estabelecemos que se
y # 0 entdo z = z+1iy € p(A) para todo x € R, provando que 0(A4) C R. Que o(A) é fechado e que o(A) C [—|| 4], || 4]]
segue das Proposicoes 40.65 e 40.67. |

40.6.2 Espectro em Espacos de Banach. Alguns Exemplos e Contraexem-
plos

Vamos agora ilustrar diversas das ideias e definicoes acima com alguns exemplos ilustrativos e instrutivos.

Exemplo 40.5 No caso em que X é o espago de Hilbert de dimensao finita C", temos B(X) = Mat (C, n), o conjunto das
matrizes complexas n X n. Nesse caso, se M é uma matriz complexa n X n, (M) é o conjunto de todos os nimeros complexos
tais que a matriz AL — M n&o tem inversa. Ora, é bem sabido que uma matriz é ndo-inversivel se e somente se seu determinante
for nulo (vide Teorema 10.1, pagina 504). Logo, o(M) = {\ € C| det(A\1 — M) = 0}, ou seja, o(M) coincide com o conjunto das
rafzes do polindmio caracteristico de M: py(z) = det(zl — M), o qual, pelo Teorema Fundamental da Algebra, possui n rafzes
nao necessariamente distintas no plano complexo. Assim, o(M) nao é vazio (o que veremos ser verdade também para qualquer
operador em um espago de Banach). Se uma matriz K € Mat (C, n) nfo possui inversa, sabe-se por um argumento geral que
existe pelo menos um vetor nao-nulo v € C" tal que Kv = 0 (vide Corolario 10.1 & pagina 503). Disso concluimos que se A € o(M)
para uma matriz M € Mat (C, n) entdo existe v € C™ nao-nulo tal que (AL — M)v = 0, ou seja, Mv = Av. Isso significa que A é
um autovalor de M (e v um autovetor de M com autovalor \). Portanto, em Mat (C, n) o espectro coincide com o conjunto de
autovalores. ¢

No caso de espagos de Banach de dimensao infinita, o fato de um operador K nao ser bijetor nao necessariamente
implica que exista um vetor nao-nulo v tal que Kv = 0. Dali, no caso de espagos de Banach gerais, o espectro de um
operador nao necessariamente coincide com o conjunto de seus autovalores, ainda que a reciproca seja verdadeira: todo
autovalor A de um operador T é um elemento de seu espectro, ji que (AL — T') ndo é bijetora, pois tanto o vetor nulo 0
quanto um autovetor v nao-nulo de 7' com autovalor A sao mapeados no vetor nulo 0. Veremos varios exemplos adiante
mas, por ora, ilustremos isso com o seguinte.

Exemplo 40.6 Seja C([a, b]) o conjunto de todas as fungdes complexas continuas definidas no intervalo [a, b]. Dotado da norma
do supremo, ||flloc = SUpP,¢[q,¢ [f(@)], C([a, b]) é, como j& observamos anteriormente, um espaco de Banach, que denotaremos
por X. Seja T : X — X o operador (T'f)(z) := zf(z), definido para toda funcdo continua f. Se T" possuisse um autovetor nao-nulo
g com autovalor A, valeria (T'g)(z) = zg(z) = A\g(z) e terfamos (A — z)g(z) = 0 para todo = € [a, b]. Ora, isso é impossivel se g é
continua e ndo-nula. Logo, T néo tem autovalores. No entanto, ((AL —T)f)(z) = (A — ) f(z) e disso vemos que A1 — T ¢ bijetora
em X se e somente se A & [a, b], pois uma fungdo da forma *—g(z) ¢ um elemento de C([a, b]) para qualquer g € C([a, b]) se e
somente se A € [a, b]. Concluimos disso que p(T) = C\ [a, b] e que o(T") = [a, b]. Esse operador T' tem, portanto, um espectro
nao-trivial, mas nao tem autovalores.

Como observamos, o conjunto Ran (Al —T") = {()\—m)f(m), f e C(la, b])} s6 nao coincide com C([a, b]) se A € [a, b]. Porém,
no caso em que A € [a, b] tem-se que Ran (A1 — T') é um subconjunto do subespago Cx := {h € C([a, b])| h(X) =0} C C([a, b]).
Entretanto, Cx néo é denso em C([a, b]), pois para todo f € C([a, b]) e todo h € Cx, teremos [|f — hlloc > |f())|, mostrando que

as funcdes de C'([a, b]) que ndo se anulam em A ndo podem ser aproximadas na norma || - ||« por elementos de Cy. Isso demonstra
que oc(T) =0 e or(T) = [a, b]. ¢
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E. 40.42 Ezercicio. Se considerarmos o mesmo operador T agindo em L*([a, b] dz), teremos também o (T') = [a, b], mas valerd
oc(T) = [a, b] e o.(T) = 0! Prove isso! O que acontece nos espacos de Banach L”([a, b] dz), p > 17 o,

Exemplo 40.7 O Teorema da Aplicacio Espectral, Teorema 40.15, tem uma aplicagdo direta na teoria das transformadas de
Fourier em R™. Sabemos da discussido da Segao 38.2.2, pdgina 2030, que a transformada de Fourier F é um operador unitério agindo
no espago de Hilbert H = LQ(IR"7 d"zx). Assim, F é elemento da dlgebra de Banach com unidade dos operadores limitados agindo em
H, ou seja, T € B(H). Naquela mesma secio é também estabelecido que JF satisfaz a relagio algébrica 34 = 1 (vide Teorema 38.3,
pagina 2025). Logo, para o polinémio p(z) = z* vale, pelo Teorema da Aplicagio Espectral, que p(o(F)) = 0(3"4) =o(1) = {1}.
Portanto, constatamos que o(F) consiste em rafzes quérticas da unidade: o(F) C {q¢ € C|¢* = 1} = {1, +1, —i, +i}. Em
(38.137), pagina 2036, estabelecemos que os elementos de {—1, +1, —i, +i} sdo autovalores de F. Logo,

o(F) = op(F) = {1, +1, —i, +i} e 0(F) = on(F) = 0.

Para outras conclusdes, vide ainda o Exercicio E. 38.35, pagina 2035, e a discussdo que se lhe segue. ¢

Exemplo 40.8 Seja H = ¢2(IN), o espago de Hilbert das sequéncias de quadrado somdvel (introduzido nas Segoes 24.5, pagina
1325, e 24.5.1, pagina 1327) e considere-se o seguinte operador definido no espago de Hilbert £3(IN):

S(a1, a2, as, as, as, ...) = (0, a1, az, as, a4, ...). (40.134)

S é denominado operador de “shift”, ou operador de deslocamento. E um exercicio elementar constatar que sua adjunta S* é dada
por

S*(al, az, a3z, a4, as, ) = (ag, asz, a4, as, ae, ) . (40.135)
E também elementar provar que ||S|| = ||S*|| = 1. Assim, pela Proposicdo 40.67, pagina 2265, o(S) e o(S*) estdo contidos na bola
fechada de raio 1 centrada em 0.
Provemos que S nédo tem autovalores. Para tal, suponhamos por contradigdo que existam (a1, a2, as, a4, as, ...) € £2(IN) e
A € C tais que S(a1, a2, as, a4, as, ...) = (a1, a2, as, a4, as, ...). Isso significa que
)\(a1, a2, a3, a4, as, ) = (0, ai, a2, a3, a4, ) .

Se A = 0, isso implica que todos os a;’s sdo nulos. Se A # 0, temos Aa1 = 0, a2 = a1, Aaz = a2 etc., Mas a primeira relagao
implica a1 = 0, o que faz com que a segunda relagdo implique a2 = 0 etc., e novamente temos que os a;’s sdo todos nulos. Assim,
S s6 possui autovetores nulos, ou seja, nao possui autovalores: o,(S) = 0. Pelo item 1 da Proposi¢ao 40.69, pagina 2266, isso
implica o, (S*) = 0.

Procuremos agora saber se S* possui autovalores. Seja (a1, a2, as, a4, as, ...) € £2(IN) e XA € C tais que

S*(al, az, as, a4, as, ) = /\(al, az, az, a4, Aas, ) .

Isso significa que
/\(al, az, az, a4, as, ) = (ag, as, a4, as, Aae, ),

o que implica az = a1, az = Aaz, a4 = Aas, ou seja, a, = A" la;. Assim, os autovetores serdo da forma
2 3 4
ar(1, A, A%, A7 A% L))

Uma tal sequéncia é um elemento de £2(IN) se e somente se |A| < 1. Concluimos que o espectro pontual de S* é ndo-vazio e é igual
ao disco aberto de raio 1 em C centrado em 0: 0,(S™) = {A € C| |A\| < 1}.

_ Vamos agora mostrar que espectro residual de S é nao-vazio. Para A € C com |)| < 1, seja vx o autovetor de S* com autovalor
X dado por vx = (1, A, A2, A3, A%, ...). Temos S*vy = Avy. Para todo z € £2(IN) teremos

(vx, AL =8)z)p, 00y = (A1 = 5wy, $>Z2(]N) =0.

Disso concluimos que para todo = € €2(IN) o vetor (A1 — S)z pertence ao subespago ortogonal ao vetor vy. Assim, Ran (ALl — 5)
nao é denso em ¢2(IN) para nenhum |A| < 1 e, consequentemente {\ € C| |[A\| < 1} C o0.(S). Agora, pelo item 1 da Proposicao
40.69, pagina 2266, tem-se também o,.(S) C 0,(S*)° = {X € C| |A\| < 1}. Logo, o-(S) ={A € C| |\| < 1}.

Concluimos até agora que o,(S) = 0, 0.(S) = {A € C|] |A] < 1}, 0p(S") = {A € C| || < 1} e 0+(5") = 0 (pelo item
1 da Proposigdo 40.69, pdgina 2266, dado que 0,(S) = 0). Como o(S) é fechado, contido em {X € C| [A\| < 1} e contém
or(S) = {X € C] || < 1}, concluimos que o(S) = {A € C| |A\] < 1}. Analogamente, o(S*) = {X € C| |A| < 1}. Como a unido
(40.124) é disjunta, concluimos que o.(S) = 0.(S*) = {\ € C| |\| = 1}. Temos, finalmente, o seguinte quadro:

o(S) ={reC|N <1}, ou(9) 0, 0c(S) ={XxeC| A =1}, o.(5) ={reC|]A<1},

o(5*) = {AeC| N <1}, op(5") = {AeC| <1}, (5 ={AeC|\=1}, o.(5)=0.



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2269/2825

Exemplo 40.9 (Extraido de [395]). Seja X = £ (IN), o espago de Banach das sequéncias limitadas e considere-se o seguinte
operador definido em £ (IN):
T'(a1, a2, as, a4, as, ...) := (0, a1, az, a3, a4, ...) .

T’ é denominado operador de “shift” (mas note-se que difere de S, definido acima, pois aquele era definido apenas em ¢2(IN)). De
maneira andloga ao que fizemos acima para o operador S, mostra-se que 7" nao possui autovalores: o,(T") = ().

Vamos mostrar agora que todo A € C com |A\| = 1 pertence ao espectro residual de 7. Sejam a = {a,} e b = {b,} duas
sequéncias de £oo(IN) tais que a = (A1 — T")b. Isso significa que

(al, az, az, a4, as, ) = (Abl, /\bg 7()1, Ab3 7b2, Ab4*bg, /\b5 7b4, ) .

Assim, teremos a1 = Ab1, ag = Ab2 — b1, a3z = Absg — b2, as = Abs — b3 etc. Como |A\| = 1, tem-se A~ =\ e essas relagbes implicam
— 1 n
b = (N3 A (40.136)
como facilmente se constata. Se ¢ € £o(IN), tem-se para qualquer n € IN que
lc —allocc = sup lem — am| > |en —an| = |/\"(cn - an)| = |/\"cn - /\"an‘
meN

> ‘Re N"en — )\"an)‘ > Re(A"¢n — A"an) = Re(A"c¢n) —Re(M\"an)

onde, acima, usamos que |A"| = 1 pois |A| = 1 e que |z| > |Re(z)| > Re(z) para qualquer z € €. Concluimos disso que

Re(\"an) > Re(A\'cn) — |lc — al|oo - (40.137)
Vamos agora tomar ¢, da forma c, = (X)n e seja a € Lo (IN) contido na bola aberta de raio 1/2 centrada em ¢, ou seja,
llc — alloo < 1/2. Por (40.137), teremos que Re (A\"an) > 1 — 1/2 = 1/2. Dessa forma, vemos que se b é tal que a = (AL —T")b
entdo, por (40.136), teremos A" T'b,, = 3" _ A™am, o que implica
. - a "1 n
bn _ An+1bn > An+1bn > An+1bn (40:136) /\'m m _ Am m > - = =
|br | ‘ |_‘Re( )|_Re( ) Re Z a mZ:lRe( a)_m:12 5

Agora, a relagio |[bn| > n/2 ndo pode ser satisfeita se b é uma sequéncia limitada (ou seja, um elemento de £ (IN)). Concluimos
que a bola aberta de raio 1/2 centrada no elemento ¢ € fo(IN) dado por ¢, = (/\)n nao pode estar na imagem de A\l — 71" e
portanto, a imagem de £ (IN) por esse operador nao é densa em £o.(IN). Concluimos, assim, que o,.(T") contém o circulo unitdrio

{\ e C| |\ = 1}. E possivel provar (vide [395]) que o,.(T") = {\ € C| |A| < 1}. ¢
Exemplo 40.10 Denotemos por W o operador de Volterra®® definido por (W f)(z f f(y) dy, agindo no espago de Banach
C([a, b]) das fungdes continuas do intervalo compacto [a, b] C R dotado da norma do supremo, |fllec = sup,cpq, s [f(2)[s

f € C([a, b]). Esse operador ja foi discutido no Exercicio E. 40.30, pdgina 2214. Veremos & pédgina 2286 que esse operador é um
exemplo de um operador compacto, mas isso nao serd usado aqui.

Vamos provar que esse operador de Volterra ndo tem autovalores. Suponhamos que exista A € C e uma fungéo g € C([a, b])
néo-nula tais que Wg = Ag, ou seja, [ g(y)dy = Ag(z). Essa igualdade indica que g ¢ diferenciavel e tem-se g(x) = Ag'(z) para
todo z € [a, b]. Para A = 0 sairia disso que g(z) = 0 para todo z € [a, b], situagdo que ji descartamos. Se A # 0 a equagdo
diferencial ¢’(z) = A" 'g(x) tem como solucio g(z) = g(a)e’\il(x_a). Porém, de g(z) = A\~ lf 9(y)dy vemos que g(a) = 0 e
novamente terfamos g(z) = 0 para todo x € [a, b].

Assim, o operador (W f)(z f f(y) dy agindo em C([a, b]) é um exemplo de operador agindo em um espago de Banach que
nédo possui autovalores. Como todo operador agindo em um espaco de Banach, W tem um espectro nao-vazio mas, como vimos,
seu espectro pontual é vazio. Vamos agora provar que O'(W) = {0}. Para XA # 0, seja f diferencidvel e seja g € Ran (A1 — W)
tal que (AL — W) f = g, ou seja, g(z) = Mf(z) — [ f(y)dy, o que implica g(a) = Af(a). Como f é diferencidvel, g também o ¢ e
tem-se ¢’ = A\f’ — f. A solucdo dessa equacao d1ferenc1al para f com a condigdo f(a) = g(a)/\ é

flz) = %g(xH%eA/xe’%g(y)dy, (40.138)

45Vito Volterra (1860-1940).
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como facilmente se mostra. Definindo o operador de multiplicagio Ex : C([a, b)) — C([a, b]) por (Exh)(z) := e Xh(z) a
expressdo (40.138) estd dizendo-nos que para A # 0, o operador (AL — W)™!, restrito ao espago C*([a, b]) das fungdes continuas e
diferencidveis (como a fungao g acima), é dado por

- R .
AL =W)"" ot ey = T1 )\QEAIWEA, (40.139)

sendo que, evidentemente, E ' = E_y. O operador ao lado direito em (40.139) ¢ limitado e C*([a, b]) é denso em C([a, b]). Logo,
(M — W) ™! existe em toda parte, valendo, portanto, para o operador resolvente Ry (W) a expressao
1
Ry\(W) = X1+>\2EA WEs , VYA#O,
provando que se A # 0 entdo A é um elemento do conjunto resolvente de W: A € p(W). Isso estabeleceu que p(W) = C\ {0} e
que (W) = {0} (fato j& provado com outros recursos no Exercicio E. 40.30, pagina 2214).

No caso A = 0 a imagem de A1 — W = —W é o conjunto C, das fungoes diferencidveis em [a, b] que se anulam em a. Porém,
Ca néo é denso em C([a, b]), pois se f € C([a, b]) e h € Cq, entdo ||f — h|lsc > |f(a)], revelando que nem todo elemento de
C([a, b]) pode ser aproximado por elementos de C,. Logo, {0} pertence ao espectro residual o,.(W) e ndo ao espectro continuo
o.(W), o qual, consequentemente, deve ser vazio. Resumindo,

o(W) = {0}, op(W) = 0, cc(W) =0 e o (W)= {0}. (40.140)

Notemos, por fim que [(W f)(z)| < || f|lcs (z—a) €, portanto |W|| < b—a. Para a func@o constante igual a 1, vale (W1)(z) = z—a.
Logo |[W1l|lec = b—a e como ||1]lec = 1, segue que |W|| > b — a, provando que ||W| = b — a. Concluimos que W tem um raio
espectral nulo (por (40.140)), mas uma norma nao-nula. ¢

Exemplo 40.11 Seja H um espago de Hilbert complexo separavel e {¢,, n € IN} uma base ortonormal completa em J. Para
cada k € IN, seja P, o projetor ortogonal sobre ¢y, de sorte que para cada = € I tenha-se Prx = (¢, Z) Pk

Seja F' um subconjunto infinito fechado de [0, 1] tal que 1 € F e tal que F possua um subconjunto infinito contdvel Dy denso
em F e com?® 1 € Dp. O conjunto Dr é contdvel e seja Dp = {rn, n € N} uma contagem de D (isso significa que a aplica¢do
r:IN — D dada por N 3 n — r, € Dr é bijetora). Defina-se o operador linear A por A := Y77 riPx, ou seja,

oo

Am = Zrk<¢k, $>C¢k .

k=1

., 2
E claro que o dominio de definigdo de A é todo H, pois H D oney Tr{ ks x)CqSkH =30, |rk|2|<¢k, :v)c|2 <>, !(qﬁk, :v)c|2 =
lz||> < oo, onde usamos o fato que 0 < rj, < 1. Isso implica que A estd definido para todo 2 € H e implica também que || 4] < 1.
Em verdade, vale ||A|| = 1, pois se m € IN é tal que r,, = 1 (isso é sempre possivel, pois 1 € Dr e 1 € F, por hipétese), entdo
Adm = Om.-

Como os r’s sdo reais, é elementar ver que A é autoadjunto: A = A™.

E também claro que os elementos de Dr sdo autovalores de A, pois para cada k € IN vale A¢r = rioy. E facil ver que
op(A) = Dr, pois se A € [0, 1]\ Dr ¢ tal que existe u € H é tal que Au = Au, entdo valerd 0 = > 72 | (rx — A)(Pr, u)gpr. Disso
segue que para cada k € IN tem-se (1 — A)(¢r, u)e = 0. Como 7 — A # 0 para todo k € IN (pois A € [0, 1] \ Dr), segue que
(¢r, u)e = 0 para todo k € IN, implicando u = 0.

Do exposto acima concluimos que Ker (A1 — A) = {0} se e somente se A € [0, 1]\ Dr. Para tais A’s temos, por (40.33), que
Ran (A1 — A) = K, ou seja, que Ran (A1 — A) é denso em H. Estudemos em qual caso Ran (A1 — A) é subconjunto préprio de H.
Para A € [0, 1] \ Dr hé dois casos a considerar.

Caso A € [0, 1]\ F. Se A Dr = F, ento existe § > 0 tal que |\ — 7| > & para todo k € IN.
Para cada y € H defina-se z := > 50 (A —7%) " Pry = Yoo (A — 7)) {(¢x, Y)oPr- A soma a direita é convergente em H

(e portanto define um vetor nesse espago), pois Y pe; [A — 7| | (¢, y>c|2 <6730 (o, y)q:|2 = §72||ly||*>. Agora, como

()\]l — A)¢k = (X — 1) ¢ para todo k, tem-se

oo

()\]l— Z —Tg) (bk, Ne ()\Jl— (Drs VePr = ¥,

Jj=1

estabelecendo que y € Ran (A1 — A) e, consequentemente, que Ran (A1 — A) = .

46 A5 condicdes 1 € F e 1 € Dy néo sdo essenciais e sdo postas aqui por mera comodidade.
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Temos, portanto, que se A € [0, 1] \ F, entdo Ker (A1 — A) = {0} e Ran (A1 — A) = K, estabelecendo que (ALl — A) : H{ — H
é bijetor. Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, Teorema 40.8, pagina 2180, a aplicagio inversa (Al — A)~! é também continua e,
portanto, limitada. Assim, oc(A) C F. Com mais generalidade, temos também que o.(A) C o(A) C F.

Caso )\ € F\ Dr. Por hipétese Dr = F. Como X € F, entdo existem subsequéncias em Dy que convergem a A. Em particular, é
possivel encontrar uma subsequéncia {rn, , k € N} C Dr tal que 0 < {)\—rnk| < 1/k paracada k € IN. Sejay = > 7o | |)\—rnk |¢nk~
Trata-se de um elemento de H pois > 77 | |A—17n, |2 < Yop, 5 < oo. Sevaler y € Ran (AL —A), entéo y = Y (A=7i){dss )Pi
para algum z € J, e terfamos (X — r;)(¢;, T)o = ‘)\ — Ty, |7 caso j = nx e (A —15){(d;, )y = 0 para j’s que ndo sejam iguais a
nenhum dos ng’s. Como, por hipétese, (A —r;) # 0 para todo j € IN, concluimos que (¢;, x), = 0 quando j ndo é nenhum dos
nE’s e que | A —1rp, ||(¢nk, x>c| = |X—rn, | para todo k € IN, o que implica que !((bnk, x>c| = 1 para todo k € IN. Mas isso significa
que [|z|* = 32, {((Z)nk, m)c|2 e que essa série diverge, provando que x nao existe enquanto elemento de H. Assim, y nao pode
ser elemento de Ran (A1 — A) e, portanto, Ran (ALl — A) é denso em H, mas é um subconjunto préprio de 3.

Isso estabeleceu que se A € F'\ Dp, entdao A € o.(4), ou seja, que F'\ Dp C 0.(A4). Agora, 0.(4) C o(A) C F e 0,(A) = Dp.
Como o.(A) e 0,(A) sdo disjuntos, concluimos o seguinte:

op(A) = Dp, o0.(A) = F\Dr e o0(A) = op(A)Uoc.(A) = F.

Mencionemos alguns casos particulares de interesse.

1 F=10,1]eDr=QnNI0, 1] = Q1, em cujo caso teremos o,(A) = Q1 (os racionais no intervalo [0, 1]), o.(4) = [0, 1]\ Q1
(os irracionais no intervalo [0, 1]) e o(A) = [0, 1].

2¢ F = (43, o conjunto de Cantor ternario Cy,3 do intervalo [0, 1] (apresentado e discutido na Secdo 29.3, pigina 1472) e
]Dcl/3 = QN Cqy3. O conjunto Cy/3 é fechado e o conjunto Q N Cy/3 é denso em C' 3, pois Cy,3 é composto por todos os
elementos do intervalo [0, 1] cuja representacdo na base 3 envolve apenas os digitos 0 ou 2 (vide Proposi¢ao 29.10, pagina
1473). Portanto, todo elemento de C4,3 pode ser aproximado por um ntimero racional contendo finitos digitos iguais a 2
e os demais nulos, sendo que tais racionais também sdo elementos de C 3, Assim, 0,(A) = QN Cyy 3, 0c(A) = C13\Q e
O'(A) = 01/3.

32 O mesmo que o caso anterior com F' sendo um conjunto de Cantor em [0, 1] com medida de Lebesgue nao-nula.

Os exemplos acima exibem casos simples de operadores autoadjuntos limitados cujo espectro é “exdtico”, como operadores
que possuem espectro pontual denso ou que tenham espectro dado por um conjunto de Cantor, mesmo com medida de Lebesgue
ndo-nula. No caso de operadores de Schrédinger, de interesse na Mecénica Quéntica nao-relativista, a existéncia de tais operadores
tem sido muito estudada, assim como suas propriedades fisicas. Vide e.g., [106], [396] ou [398]. ¢

40.7 O Lema da Raiz Quadrada em Espacos de Hilbert

Os resultados da Secao 40.3.8, pagina 2219, estabeleceram algumas condigoes suficientes para que um elemento de uma
algebra de Banach com unidade possua uma raiz quadrada. Na Proposicao 40.45, pagina 2222, vimos que elementos
autoadjuntos e positivos (i.e., com espectro positivo) de uma dlgebra C* com unidade sempre possuem raizes quadradas
autoadjuntas e positivas.

Vamos agora particularizar essa andlise para operadores autoadjuntos agindo em espagos de Hilbert. O resultado que
obtemos é o Lema da Raiz Quadrada, a seguir. Devemos informar o leitor que esse Lema pode ser também demonstrado
por outros meios, a saber, por meio do Teorema Espectral para operadores autoadjuntos agindo em espacos de Hilbert
(vide Segao 40.8.2, pdgina 2295). A andlise abaixo tem, porém, certas vantagens, por exemplo, por permitir demonstrar de
modo relativamente simples que a raiz quadrada de um operador compacto e positivo é também um operador compacto.

e Positividade de operadores em espagos de Hilbert

Seja H um espago de Hilbert. Recordemos que em uma &lgebra com unidade, como B(H), um elemento A é dito
ser positivo se for autoadjunto e se o(A4) C [0, c0). Vamos comegar estabelecendo condigoes equivalentes & positividade
para operadores limitados agindo em espagos de Hilbert.

Proposicao 40.70 Seja A € B(H), A # 0. Entdo, sao equivalentes as segquintes afirmagées:

(a) Para todo v € H vale (¢, Ay > 0.

(b) A € autoadjunto e positivo, ou seja A = A* e o(A) C [0, c0).



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2272/2825

(c) A é autoadjunto e H]l — LAH <1.

[N
(d) A é autoadjunto e existe C' autoadjunto tal que A = C2. O
Observagao. Chamamos a atencio do estudante para o detalhe que o item (a) é o unico onde ndo se supde que A seja autoadjunta. &

Prova da Proposicdo 40.70. Vamos estabelecer as equivaléncias acima com alguma redundéancia.

A equivaléncia de (), (c) e (d) foi estabelecida na Proposigao 40.45, pdgina 2222, no contexto mais geral de dlgebras
C* com unidade, como B(H).

(b) = (a). Se A é autoadjunto e positivo, entdo o Teorema 40.21, pdgina 2224, garante que existe B € A tal que
A = B*B. Logo, (¢, A) = ||B||?> > 0 para todo v € K.

(a) = (b). Suponhamos agora que (1, Ay) > 0 para todo 1) € H. Provemos que A é autoadjunto. Evidentemente,
(v, Ay) é real para todo ¥ € H (por ser ndo-negativo). Agora, pela identidade de polarizacdo nas formas (3.34) e (3.35)
(pagina 271), temos para todos ¢, ¢’ € H,

(A, 9) = (o, A¢')

M-

I {0+ i), A+ ing))
n=0

I
] =
[

it (0 +"¢)), Al +i"d))

Il
o

n

fj (i7" + ¢)), A0+ )
n=0

P

(3.35)

(¢, Ag)

mostrando que A é autoadjunto. Resta provar que o(A) C [0, oo). Para todo A < 0 e todo ¢ € H temos

IO = )| = (¥, (1= AL - Ap) = N2 = A%, AY) + (Ap, v)) + [ Ay

= N|J0|]” + 2]A[(p, Ap) + [|Ap|* > NP|jv|?,

o que implica que Ker (ALl — A) = {0} e, portanto, que A\l — A é injetor. Logo, AL — A é invertivel como operador
de H em Ran (A1 — A). Como A é autoadjunto, seu espectro residual é vazio (Coroldrio 40.20, pagina 2266) e, assim,
Ran (A1 — A) é denso em H. Mas se ¢’ € Ran (AL — A), a desigualdade acima afirma que H (A — A)*ld)’H2 < w HWHQ
e, portanto, pelo Teorema BLT (Teorema 40.1, pagina 2162) (A1 — A)~! pode ser estendido como operador limitado ao
fecho de Ran (A1 — A), que é H. Isso afirma que A\ & o(A) e, como A é autoadjunto, segue que o(A) C [0, c0).

(a) = (¢). Evocando-se o Teorema 40.12, pagina 2194, tem-se que

-7l (o (-ra)e)
——| = sup , - — = sup
1Al $€9t, pl=1 [l All se3, [l]=1

pois, pela hipétese e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

) < (6 A9)

L .

1—

(9, A¢>‘ )
A | s

para [[¢]| = 1.
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(¢) = (a). Pela hipétese e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se para ¢ € H com ||¢|| = 1 que

o (- pa) o)l =

Consequentemente, como A é autoadjunta, e (¢, A¢p) é real, vale

o)

ou seja, —1 < 1 — —=(¢, Ap) < 1. A segunda desigualdade equivale a (4, A¢) > 0, como queriamos provar. |
1Al AT

e O Lema da Raiz Quadrada em espagos de Hilbert

Segundo a discussao da Proposigao 40.45, pagina 2222, e da Proposi¢ao 40.70, pagina 2271, se A é um elemento
autoadjunto positivo da dlgebra C* B(H), entdo A possui uma (Unica) raiz quadrada autoadjunta e positiva, que deno-
tamos por vVA. A Proposicio 40.45 evoca o homomorfismo de Gelfand. De forma reconhecidamente redundante, vamos
apresentar uma outra prova especifica para espagos de Hilbert dessa afirmacao, com a qual obtemos uma representacao
em termos de uma série convergente para v/A, no espirito do que foi feito na Secdo 40.3.8, pagina 2219. A vantagem
dessa representagao em série serd apreciada mais adiante: ela permite provar mais facilmente que a raiz quadrada de um
operador autoadjunto, positivo e compacto é igualmente compacto.

Teorema 40.30 (Lema da Raiz Quadrada) Seja H um espaco de Hilbert complezo e seja A € B(H) nao-nulo tal
que (¢, Ad) > 0 para todo ¢ € H. Entio, A € autoadjunto e positivo e existe um unico B € B(H) autoadjunto e positivo
tal que B2 = A. Frequentemente denotaremos B por /A e temos,

[ee]
VA 1A (243 e a1 0141
n=1

sendo que os coeficientes ¢, sdo reais e foram definidos em (40.76), pdgina 2220.

A expressao (40.141) mostra-nos que VA € o limite na topologia uniforme (definida pela norma operatorial) de
polinomios em A e, portanto, € um elemento da dlgebra C* gerada por A e da dlgebra de von Neumann gerada por A
(essas nogoes foram definidas as pdginas 2219 e 2238, respectivamente). O

Prova. Que A é autoadjunto e positivo foi provado na Proposicao 40.70, pagina 2271. Essa Proposicao estabeleceu

também que ||1

‘ < 1 assim como estabeleceu que

14l

A
0 < &4 (40.142)
Al
para ||¢| = 1.
Evocando o Coroldrio 40.13, pagina 2221, e pela prova do Teorema 40.19, pagina 2220, existe B € B(JH) satisfazendo
B? = A, a saber,

B = || A|'? (n + i cn (1 — A’)”) , (40.143)

n=1

A
com A’ := m, sendo que os coeficientes ¢,, foram definidos em (40.76), pagina 2220. Essa expressao mostra que B é

autoadjunto (pois é o limite em norma de uma sequéncia de operadores autoadjuntos). Como a soma é convergente em
norma, tem-se pela continuidade do produto escalar que

(¢, Bo) = [A'? <1+ch (o, (n—A'>”¢>> : (40.144)

n=1

para ¢ € H com ||¢|| = 1.
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Vamos mostrar agora que 0 < (¢, (1 — A")"¢) < 1. De fato, se n é par, n = 2m, temos

(¢, (1—A)"9) = (L —A)"¢, (1—A)"¢) = ||(1—A)"¢|” > 0.

Se n é impar, n = 2m + 1, temos

(6, (L= A)6) = (4, (1— A)p) <1<ﬁ Aﬁ» Il > o,

por (40.142), onde ¢ = (1 — A")™¢. Assim,

0< (¢, (A—4AN"¢) < |J@-A)| = ||[@a-4)" < 1.

Retornando & (40.144) e lembrando que ¢,, < 0 para n > 1, tem-se

(¢, Bo) = || A" <1+ch> = |A'2VI-1 = 0.
n=1

Isso mostra que B é positivo.

Vamos agora provar?’ a unicidade de B. Comecemos notando que se T é um operador que comuta com A, entdo T

comuta com B, devido ao fato de o lado direito de (40.143) ser convergente em norma.

E. 40.43 Ezercicio. Justifique! "

Seja entdo B’ autoadjunto e positivo tal que (B’)? = A. Entdo (B')® = B’A = AB’, mostrando que B’ e A comutam.
Assim B e B’ também comutam (por (40.143)). Usando essa comutatividade, tem-se

0=(A-A)(B-B)= (B>-(B))(B-B)=(B-B)B+B)B-B)= B +B>,
onde By = (B — B')B(B— B') e B, = (B — B')B'(B — B’). Sucede, porém, que para todo ¢ € XK,

<¢, Bﬂ/’> = <(B7‘B/)l/}a B(BiB/)w> 2 0

pela positividade de B e, analogamente,
(¢, Bay) = ((B—B'), B'(B—B')¢) > 0
pela suposta positividade de B’. Como B; + By = 0, segue que By = By = 0. Assim,
0 =B —-By, = (B-B)B(B-B')-(B-B)B(B-B') = (B-B)B[B-B)-B(B-B)) = (B—DB')3.
Logo, usando duas vezes a propriedade C* da norma, tem-se
0= |[@-BY| = |[(B-m2)y@-BY| = |[B-8)| = |B-By@-B) = |B-B|",

o que prova que |B — B’|| = 0, ou seja, que B = B’. |

e A raiz quadrada de um operador positivo e a unidade

Vimos em (40.141) que se A é um operador limitado ndo-nulo, autoadjunto e positivo agindo em um espago de Hilbert

H entao
0o A n
n=1

47Seguiremos basicamente [395].
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é igualmente autoadjunto e positivo e satisfaz (\/Z)2 = A. Claramente,

i: ( |i||>n

= lim ||A||1/2
N—oo

VA = Jim_ |A]I*2 |1

N
1—}—20"

n=1

1+ lim [|A[Y/2
N—o00

p:1

Como ¢y = 1, temos 1 + ijzl Cn = 22[:0 ¢n. Tem-se para qualquer N > 1 que

N o]

_ 1 — 7 no_ _ 5 n
Zo o t1_1>r{17 ch o tgr{l Vi-t t1—1>m, Z Cnt tl—lgl, Z Cat™ -
ne

n=N+1 n=N+1

Note-se agora que, por (40.A.1)7 a série fo:o cn, converge absolutamente e, portanto, temos para qualquer ¢ > 0 que
> oo w41 len| < € para todo N grande o suficiente. Assim, para [t| < 1, |37y ent™] < 3007 1y |en| < €, para todo
N grande o suficiente. Logo,

el =i 3 | = g | 3 e <o
n=0 n=N+1 n=N+1
N
Tomando ¢ — 0, concluimos que lim Z cn, = 0 e dal segue que
N—o0 o
N n n A p
A = lim ||A|'/? ~1)? — 40.14
ou seja,
VA = lim Py(A), (40.147)
N—oc0
onde Py (A) é o polinémio em A dado por
N N n
Py(A) = oy ||A|V2P AP onde DN,p = (=1)P < >cn . (40.148)
,,; . . 7; )

O interessante nas expressoes (40.146)-(40.148) é que cada Py(A) ndo contém nenhum termo proporcional & unidade
1 (a soma em (40.148) comega em p = 1). Esse fato serd relevante quando discutirmos a raiz quadrada de operadores
compactos e positivos.

A Proposicao 40.43 pagina 2221, traz-nos a seguinte conclusao.

Proposicao 40.71 Seja Ay C B(H) a colegio de todos os elementos autoadjuntos, nao-nulos e positivos de B(H).

Entao, a aplicagdo Ay 3 A — VA dada em (40.145) € continua na topologia uniforme de B(H), ou seja, se A € Ay e

{A,, € Ay, m € N} ¢ uma sequéncia tal que lim ||A— A,,| =0, entdo lim |\/A,, — VA| =0. O
m—o0 m—00

Prova. Da desigualdade (3.24), pdgina 268, sabemos que se lim [|A,, — A =0, entdo lim ||| Ap| — [|A|/| = 0. Assim,
m—oo m—r00

a sequéncia m — || Ay, || é limitada superior e inferiormente, sendo que vale também lim ‘— — —‘
m=oo | [[Amll [l A]

(= ar4) ~ () = ppean =+ (g~ ag) A

=0. Agora,
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1
o que implica lim H ( ‘AH ) (Il —-——A ) H = 0. Usando-se (40.145) o resto da prova é obtido imitando-se

m—00 [

a demonstragao da Proposigao 40.43, pagina 2221. |

e O médulo de um operador de B(H)
Para A € B(H) defina-se

A| = VAA . (40.149)

Por analogia com os ntimeros complexos esse operador é dito ser o mddulo de A. O operador |A] é limitado, autoadjunto
e positivo e unicamente definido por essas propriedades e por |A|? = A*A (Teorema 40.30, pagina 2273). Sua relevancia
serd manifesta no Teorema 40.31, pagina 2276.

E. 40.44 FEzercicio. Prove a seguinte afirmagdo: A € B(H) € normal se e somente se |A| = |A*|. o,

O exercicio a seguir contém uma afirmacao elementar mas relevante:

E. 40.45 Ezercicio. Mostre que se A € B(J() é autoadjunto e positivo, entdo |A| = A. Sugestdo: use o fato evidente que |A|? = A?
mais a unicidade garantida no Teorema 40.30, pagina 2273. o+

De volta ao caso geral, vale a seguinte afirmacao:

Proposicao 40.72 A aplicagio B(H) > A — |A| := VA*A € continua na topologia uniforme de B(H), ou seja, se
A€ B(H) e {An € B(H), m € N} € uma sequéncia tal que lim [|A,, — Al| =0, entdo lim ||[A] - [An]]|| = 0. O
m—o0 m—0o0

Prova. Da desigualdade (3.24), pagina 268, sabemos que lim ||A,,| = [|4|. Além disso, A} A, — A*A = A% (A,
m—r oo

m
A) + (A, — A)*A, o que implica que lim ||A:nAm — A*AH = 0. O resto da prova é imediato pela Proposigao 40.71,
m—roo
pagina 2275. |

e Operadores como soma finita de unitéarios

A seguinte afirmativa é imediata pela Proposigdo 40.47, pagina 2224, e a escrevemos aqui para referéncia futura.
Proposigao 40.73 Todo operador limitado autoadjunto A agindo em wum espaco de Hilbert H pode ser escrito como
combinacao linear de até dois elementos unitdrios: A = @(U+ + U_), com Uy unitdrios.

Todo operador limitado B agindo em um espago de Hilbert H pode ser escrito como combinagdo linear de até quatro
operadores unitdrios: B = Zi=1 BiUy, sendo cada Uy, unitdrio e |fi| < ||B||/2 para todo k. O

40.7.1 A Decomposicao Polar de Operadores Limitados em Espacos de
Hilbert

E um fato elementar que todo ntimero complexo z pode ser representado na forma polar z = e’ p com p = |z| = V&% + y2,
x e y sendo as partes real e imaginaria de z, respectivamente. No caso de operadores limitados agindo em espacos de
Hilbert ha uma relagao semelhante que discutiremos agora.

Teorema 40.31 (A Decomposicdo Polar de Operadores Limitados em Espacos de Hilbert) Seja A € B(H)
um operador limitado agindo em um espago de Hilbert H. Entdo, A pode ser escrito na forma A = U|A|, denominada
decomposigao polar de A, onde |A| := VA*A (vide (40.149)) e U € B(H) é uma isometria parcial a qual satisfaz

- L
Ran (U) = Ran (A) e € unicamente determinada pela condi¢ao Ker (U) = Ker (A). Valem as relagdes (Ran (|A|)) =
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Ran (|A|)L = Ker (JA|) =Ker (A) e valem ainda as sequintes afirmagoes:

A = U*A = A'U, (40.150)
U‘U = P e (40.151)
uur = Q, (40.152)

onde P € o projetor ortogonal sobre o subespago fechado Ker (A)+ = Ran(|A|) = Ker (U)* e onde Q ¢ o projetor

ortogonal sobre o subespago fechado Ran (A) = Ran (U).

Por fim, se A =U|A| € a decomposi¢ao polar de A, entao a decomposi¢ao polar de A* é dada por A* = U* |A*| sendo
que vale

|A* = U|AIU". (40.153)

Portanto, vale
A = U|Al = |AYU, ou seja, A =UVA*A = VAA*U . (40.154)

Tem-se, ainda,
AAY = U(A*A)U*. (40.155)
O

Prova. Comecemos observando que

Al = [|Avl|, voe, (40.156)

pois
O fato que H|A|z/1|| = ||A%|| implica, obviamente, que |Al) = 0 se e somente se Ay = 0, ou seja,

Ker (JA]) = Ker (A). (40.157)
Podemos entdo definir uma fungio bijetora U : Ran (|A|) — Ran (A4) por
U(|Aly) == Ay, Vip e dH. (40.158)

O proximo passo é mostrar que U é linear. De fato, para a, 8 € C e ¢, ¢ € H, arbitrarios, tem-se

40.158) A

U(aldly +8l416) = U(14(av + 56)) | (o) +86) = ady + fAp = aU(|Alp) + 5U(|Al9)

o que prova a linearidade de U. Passamos, assim, a escrever (40.158) como U|A|¢ := A®), o que incidentalmente mostra
que A = U|A|, pois ¢ € H é arbitrério. A relagao (40.156) diz-nos que ||U|A|1/)H = |||A|1/)H e, portanto, a norma de U,
restrito a Ran (|A]), é igual a 1.

Sabemos que o completamento de Ran (A) é o seu fecho Ran (A) e podemos considerar U como uma aplicagdo de

Ran (|A|) em Ran (A). Pelo Teorema BLT (Teorema 40.1, pdgina 2162), U possui uma extensao tnica ao completamento
de Ran (|A|), que é Ran (|A|), sendo que essa extensao também tem norma 1. Para evitar sobrecarregar a notagao

denotamos essa extensdo também por U, valendo U : Ran (|4]) — Ran (4). Como [|U]| =1, U ¢ uma isometria.

- 1
Notemos agora que (Ran (|A|)> = Ran (|A|)L (vide Proposicao 39.2, pagina 2116). Agora, ¢ € Ran (|A|)L se e
somente se <¢), |A|l/)>j{ = 0 para todo 1 € H. Como |A]| é autoadjunto, isso implica que ¢ € Ran (|A|)L se e somente

se (|A|g, w>ﬂ = 0 para todo 9 € H. Logo, ¢ € Ran (|A|)L se e somente se |A|¢p = 0 e, por (40.156), se e somente se
A¢p = 0. Assim, concluimos que

(Ran(|A|))L = Ran (JA))" = Ker(|4]) “"2°” Ker(4) . (40.159)
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L
Vamos agora estender U para todo H declarando U como o operador nulo quando age em (Ran (|A|)) . Especifi-
camente, lembremos pelo Teorema da Decomposi¢do Ortogonal (Teorema 39.2, pagina 2115), que todo £ € H pode ser
_ — .1
escrito na forma & = & + & com & € Ran (|A|) e & € (Ran (|A|)) . Assim, para cada £ € H definimos U¢ := U&;,

— L
impondo, portanto que Ker (U) = (Ran (|A|)) (40.159)

note-se que para essa extensio continua valendo A = U|A|.

Ker (A). Novamente, denotamos essa extensao também por U e

Das consideragoes acima concluimos que U é uma isometria parcial (vide definigdo & pégina 2189), pois é uma
isometria quando restrita a Ker (U)* = Ran (|A|) Da Proposigao 40.14, pagina 2190, concluimos que U* é igualmente
uma isometria parcial e valem as relagées, U*U = P, o projetor ortogonal sobre Ker (U)* = Ker (A)* = Ran (|]4]), e
UU* = @Q, o projetor ortogonal sobre Ran (U) = Ran (A). Disso segue que U*A = U*U|A| = P|A| = |A| e como |A4| é
autoadjunto, segue também que U*A = A*U.

Provemos agora a unicidade. Seja V uma isometria parcial tal que A = V|A| e Ker (V) = Ker (A). E evidente que
para todo ¢ € H vale 0 = Ay — Ay = V| A|yp — UJA|Y, o que prova que V = U em Ran (|A|) e, consequentemente, em
Ran (]A[), pois U e V sao limitados. Como V e U sao nulos em (Ran (|A|)>J_ = Ker (A), concluimos que V = U em
toda parte.

Por fim, se A = U|A|, vale A* = |A|U* = P|A|U* = U*(U|A|U*), pois P projeta sobre Ran (|A|) D Ran (|A4]). Como
U|A|U* = (|A]*2U*)" (JA|*/?U*) é claramente positivo, para estabelecermos que |A*| = U|A|U* é suficiente provarmos
que os quadrados de ambos sdo iguais. Agora, (U|A|U*)2 = UJA|U*U|A|U* = U|A|P|A|U* = (U|A|)(JA|U*) = AA* =
|A* |2. Da unicidade da decomposic¢ao polar, concluimos que A* = U* |A*| com |A*| = U|A|U* é a decomposi¢ao polar
de A*. Tomando-se adjunto de A* = U*|A*|, obtemos A = |A*|U, estabelecendo (40.154). Por fim, como A = U|A|,
vale A* = |A|U* e, portanto, AA* = U|A]*?U* = U(A*A)U*, provando (40.155). |

Proposicao 40.74 Seja A € B(H) um operador limitado agindo em um espago de Hilbert H e seja A = UJA| sua
decomposi¢do polar. Entao, |A| e U sao elementos da dlgebra de von Neumann gerada por A, que denotamos por M[A].

Prova. No enunciado do Teorema 40.30, pdgina 2273, mencionamos que |A| := v/ A* A é um elemento da dlgebra C* gerada
por A*A e, portanto, da dlgebra C* gerada por A (essas nogoes foram definidas as pdginas 2219 e 2238, respectivamente).
Assim, |A| é elemento da dlgebra de von Neumann gerada por A (se uma rede de operadores converge na topologia
uniforme, também converge na topologia operatorial forte e dlgebras de von Neumann sao fortemente fechadas, pelo
Teorema do Bicomutante, Teorema 40.24, pagina 2237).

Para provarmos que U € M[A] provaremos que U comuta com todo elemento de M[A]’; ou seja, que U € M[A]" =
M[A]. Seja V € B(K) tal que VA= AV e VA* = A*V. Isso implica que V|A| = |A|V, pois sabemos do Teorema 40.30,
pagina 2273, que |A| := v A* A é o limite uniforme de polindmios em A*A. Note-se que V|A| = |A|V implica, tomando-se
o adjunto de ambos os lados da igualdade, que V*|A| = |A|V*.

Isso implica que Ran (|A]) e ]?{f:m(|A|)L sdo invariantes por V: VRan (|4]) C Ran(|4]) e V(Ran(|A|)L> C
Ran(|A|)L. De fato, se ¥ = |A|¢ para algum ¢ € H, entdo Vi = V|A|¢ = |A|]V¢ € Ran (|A|) e se ¢ é tal que
(¥, |A|p) = 0 para todo ¢ € H, entdao (Vi), |A|p) = (¢, V*|Alp) = (¢, |A|V*¢) = 0 para todo ¢ € H, o que significa
que se 1 € Ran (|A|)L7 entao Vi € Ran (|A|)L

Do Teorema 40.31, pagina 2276, sabemos que Ran (|A|)L = Ker (|A[). Logo, provamos que VKer (|A]) C Ker (|4]).
Também do Teorema 40.31, sabemos que Ker (U) = Ker (|4|) = Ker (4). Portanto, para provarmos que VU = UV

é suficiente provarmos que VU1 = UV para todos os vetores ¢ € Ran (|A|), pois se ¢ € Ran (|A|)J‘ = Ker (|A|) =
Ker (U), teremos VU¢ =0e UV¢p =0, ji que ¢ e V¢ sao elementos de Ker (U).

Assim resta-nos provar que para todo ¢ € H vale (UV — VU)|Alp = 0. Agora, pelas relagoes de comutacao e pela
decomposigao polar, tem-se UV |A| = U|A|V = AV e VU|A| = V A. Logo, (UV —VU)|Alp = (AV =V A)p =0.

Isso provou que U comuta com todos os elementos de comutam com A e com A*. E elementar extrair disso que U
comuta com todos os elementos de M[A]’ e, portanto, U € M[A]” = M[A]. |
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40.8 Operadores Compactos em Espacos de Banach e de Hil-
bert

Nesta segao introduziremos a importante nocao de operador compacto. Em um sentido a ser precisado, operadores
compactos agindo entre espacos de Hilbert de dimensao infinita sao aqueles cujas caracteristicas mais se aproximam
das de matrizes. Para eles vale também a forma mais simples do Teorema Espectral, que apresentamos no contexto
de matrizes na Secao 10.4, pagina 528. Historicamente o estudo de propriedades de operadores compactos deu inicio
& Anélise Funcional, por meio do estudo empreendido entre 1904 e 1910 por Hilbert e colaboradores (notadamente
Schmidt*®) da chamada equacio integral de Fredholm, a qual surge no tratamento do problema de Sturm-Liouville (vide
Capitulo 19, pagina 1019, em particular a Se¢ao 19.3.2, pagina 1041). Esses trabalhos levaram & introdugao do prépria
nogao de espago de Hilbert e a primeira versao do Teorema Espectral para operadores autoadjuntos compactos agindo
em espagos de Hilbert.

e Operadores de posto finito

Sejam A e B dois espacos de Banach e seja M : A — B um operador linear limitado. Dizemos que M é um operador
de posto finito se a imagem de A por M estiver contida em um subespago de dimensao finita de B. Assim, se M

é de posto finito, existe um conjunto de, digamos, N vetores linearmente independentes by, ..., by em B tais que
Max = B1(x)by + -+ - + Bn(x)by para todo z € A, onde f1(x), ..., Bn(z) € C dependem de . Como M ¢ linear, é claro
que cada f é um funcional linear em A. Como M é continuo, vale
N
lim ka—ybk ﬁk bk— lim M.ﬁ—y ZO,
; lz—ylla—0 ( ) flz— yIIA%OZ lz—ylla—0 ( )

0 que implica | 1iﬁn Br(x —y) =0, ou seja, cada S é um funcional linear continuo (e, portanto, limitado) de A em
x—y|la—0

C. Assim, existe B > 0 tal que |8y (x)| < B|z[[4 para todo k=1, ..., N.

Dessa forma, vemos que se z,,, n € IN, é uma sequéncia limitada de vetores em A (ou seja, existe X > 0 tal que
|zn|la < X para todo n € IN) entdo |fr(x,)| < BX para todo n € IN e todo k. Assim,

N

N
Z k@)l orlly < BX Y bl -
k=1

[Mn||s =

Isso diz-nos que todos os vetores da sequéncia Mz, estdo contidos na bola fechada centrada em 0 e de raio BX (||b1||3 +

--+||bw||s) do subespaco de dimensdo finita gerado por by, ..., by. Assim, pelo bem conhecido Teorema de Bolzano*"-
Weierstrass®® (vide Teorema 32.7, pagina 1605 e, mais importante, o Teorema 32.15, pagina 1617), a sequéncia Mx,,,
possui pelo menos uma subsequéncia convergente.

Essa propriedade, valida para operadores de posto finito, inspira a definicao de operadores compactos.

e Operadores compactos

Um operador linear limitado C agindo entre dois espagos de Banach A e B é dito ser um operador compacto se para
toda sequéncia limitada z,, € A, n € IN, a sequéncia Cx,, em B possui pelo menos uma subsequéncia convergente. Das
consideragoes acima, concluimos:

Proposigao 40.75 Sejam A e B dois espagos de Banach e seja M : A — B um operador linear de posto finito. Entao,
M ¢é compacto. O

A denominagéo “operador compacto” provém da seguinte propriedade equivalente: um operador C agindo entre dois
espagos de Banach A e B é compacto (seguindo a definicdo acima) se e somente se o fecho em B da imagem por C de
qualquer conjunto limitado em A é compacto (na topologia de B). Essa equivaléncia é uma consequéncia de propriedades

48Erhard Schmidt (1876-1959).
49Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848).
50Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815-1897).
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bem-conhecidas de conjuntos compactos em espacos métricos e a prova é deixada como exercicio. Essa propriedade pode
ser tomada como defini¢ao alternativa da nocao de operador compacto e assim é feito em alguns textos.

Como vimos, operadores de posto finito sdo compactos, mas a reciproca nao é verdadeira em dimensao infinita.
Porém, a seguinte proposicao é imediata das observagoes acima.

Proposigao 40.76 Todo operador linear agindo entre dois espagos de Banach de dimensao finita A e B € compacto. O

Dentre os exemplos mais importantes de operadores compactos estao os operadores integrais de Fredholm e de Volterra,
discutidos as paginas 2285 e 2286, respectivamente, os quais surgem na teoria das equagdes diferenciais e integrais (em
particular, no chamado problema de Sturm-Liouville, introduzido no Capitulo 19, pdgina 1019) e suas aplica¢ées. Para
estudé-los, no entanto, precisamos desenvolver um pouco a teoria geral.

e Operadores compactos e sequéncias fracamente convergentes

Com o uso do Principio de Limitagao Uniforme, Teorema 40.6, pagina 2175, podemos estabelecer o seguinte resultado
fundamental sobre operadores compactos.

Teorema 40.32 Seja C : A — B um operador compacto agindo entre dois espa¢os de Banach A e B. Seja xz, € A,
n € N, uma sequéncia de vetores de A e suponha que exista © € A tal que £(x,) € C, n € N, seja uma sequéncia
convergente a {(x) para todo funcional linear continuo £ : A — C (i.e., x, € fracamente convergente a x). Entdo,
Cz, € B, n € N converge em norma a Cx em B. O

Prova. Denotemos por Af o dual topolégico de A (i.e., AT é o conjunto de todos os funcionais lineares continuos de A).
O Teorema 40.2, pagina 2164, diz-nos que A’ é igualmente um espaco de Banach com a norma definida em (40.4), pagina
2166.

Para z € A, definamos a aplicagao 2 : AT — C dada por 2(¢) = £(z). Como |2(¢)| = [€(2)| < |[£||at]lz]la (pois £ é um
funcional linear continuo), segue que 2 é um funcional linear continuo em Af. Por (40.5), vale ||2|| = ||z] -

Pelas hipéteses, para cada £ € A" a sequéncia numérica ¢(z,,) converge a £(x) € C. Dai, |¢(x,)| é limitada, ou seja,
existe My > 0 tal que |¢(z,)| < M, para todo n € IN.

Para a sequéncia z,, € A, n € IN, de vetores de A do enunciado, vamos denotar por 8 := {a’c; AT S C, ne ]N} 0
correspondente conjunto de operadores lineares e limitados de Af em C, com 7, (¢) := ¢(z,) para todo ¢ € Af. Agora,
para cada ¢ € A' vale que |7, (¢)| < M, para todo 7,, € 8. Estamos, portanto, sob as condi¢des do Principio de Limitacio
Uniforme, Teorema 40.6, pagina 2175, e podemos afirmar que existe M > 0 tal que ||Z,|| < M para todo n € I, e,
portanto, ||z,|.4 < M para todo n € IN.

Sejam agora definidos em B a sequéncia y,, := Cx,, n € IN, e o vetor y := Cz. Para cada ¢ € B vale
Uyn) —Ly) = Lyn —y) = L(Clan —2)) = (Lo O)(zn — 7).

Todavia, £ o C' é um elemento de A’ pois é linear e continuo (sendo a composicio de duas aplicacdes continuas). Logo,
pelas hipéteses, £ o C(x,,) converge a £ o C(z), o que implica que £(y,) converge a £(y).

Desejamos provar que y,, converge a y na norma de B. Vamos supor, por absurdo, que isso nao ocorra. Entao, existe
algum € > 0 tal que
yn;, —ylls > € (40.160)

para todos y,, de uma subsequéncia de y,. Agora, y,, = Cx,; e como ||z,,|la < M para todo j e C' é compacto,
{ynj }jen possui uma subsequéncia convergente em norma em B. Vamos denotar essa subsequéncia por yj,, k € N, e seja

y' € B o seu limite. E certo por (40.160) que y’ # y. Agora, Como ||y}, — v'||s converge a 0 quando k — oo, segue que
lim [€(y},) —£(y")| < lim [|€]| ||yt —¢'||l. = 0.
Jim [e(y) = )| < lim (1] loh = ol

Vimos acima, porém, que £(y,) converge a £(y). Como y; é uma subsequéncia de y,, entdo £(y;,) deve também convergir
a £(y). Assim provamos que £(y’ —y) = 0 para todo £ € A, o que implica 3’ = y, uma contradigo. |

e Propriedades algébricas de operadores compactos

As seguintes proposicoes revelam propriedades algébricas importantes dos operadores compactos.
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Proposigao 40.77 Sejam X e Y dois espagos de Banach e sejam A, B : X — Y dois operadores compactos. Entao, para
todos o, B € C o operador aA + BB € igualmente compacto. O

Prova. Seja x,, uma sequéncia limitada de vetores em X. Entéo, existe uma subsequéncia Ty, de x, tal que a sequéncia
Axy, converge em norma em Y, pois A é compacto. E elementar constatar que isso implica que aAz,; também converge
em norma em Y. Como a sequéncia z,; ¢ (obviamente) limitada, ela possui uma subsequéncia Ty, tal que ﬁB:cnjk
converge em norma em Y. Dai, é elementar constatar que (aA + BB)acnjk converge em norma em Y, completando a
prova. |

A proposigao acima mostra que o conjunto de operadores compactos agindo entre dois espagos de Banach X e Y é um
espaco linear. Tem-se também o seguinte:

Proposigao 40.78 Sejam X e Y e Z trés espacos de Banach e sejam A:Y — Z e B: X — Y dois operadores limitados.
Entdo, se A ou B for compacto (ou ambos o forem) o produto AB : X — Z é compacto. O

Prova. Seja x, uma sequéncia limitada em X, ou seja, existe M > 0 tal que ||z,||x < M para todo n € IN. Entéo,
Bz, é uma sequéncia limitada em Y (pois B é limitado e ||Bxzy|ly < ||B|| ||znllx < ||B||M). Logo, se A for compacto,
ABx, possui uma subsequéncia convergente na norma de Z e, portanto, o produto AB é compacto. Se por outro lado
B for compacto, entao Bz, possui uma subsequéncia Bx,; convergente. Por ser convergente, Bx,; ¢ uma sequéncia de
Cauchy em Y, ou seja, para todo € > 0 podemos encontrar k e | grandes o suficiente tais que ||B(xy, — zn,)||y < €. Logo,
|AB(2p, — xn,) |2 < Al B(2n), — 2n,)|ly < ||Alle, provando que ABx,; é uma sequéncia de Cauchy em Z e, portanto,
converge, o que novamente estabelece que o produto AB é compacto. |

A seguinte consequéncia é imediata:

Proposigao 40.79 Se X € um espac¢o de Banach o conjunto dos operadores compactos de X em X forma uma dlgebra,
que denotaremos por K(X). A dlgebra K(X) é uma subdlgebra da dlgebra de todos os operadores limitados agindo em X,
B(X), € um ideal a esquerda e & direita de B(X). O

A seguinte proposicao é igualmente relevante no contexto de espacgos de Hilbert.

Proposigao 40.80 Se H ¢ um espacgo de Hilbert e A : H — H € compacto entdo A* € igualmente compacto. O

Prova. Seja x,, uma sequéncia limitada de vetores em H, ou seja, existe M > 0 tal que ||z, ]3¢ < M para todo n € IN.
Tem-se que

HA*(:cn f:cm)H?H = (A"(zn — 2m), A (2, f:cm)>:}c = ((wn — m), AA* (2, f:nm)%{

Cauchy-Schwarz

||acn—acm||chAA*(xn—acm)HH < QMHAA*(:cn—acm)H:H,

pois |[(zn, — Tm) 3¢ < |2nllgc + [[zm]loc < 2M. Como A é compacto, AA* também o é (Proposigao 40.78, acima). Logo
AA*z, possui uma subsequéncia AA*z,; convergente em norma, que, portanto, ¢ de Cauchy. Assim, para qualquer

€ > 0 podemos encontrar k e [ grandes o suficiente tais que ||AA* (X, — xnz)”gc < e. Logo, ||A* (Tn, — an)||§{ < 2Me,
provando que A*x,, é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, converge.

e Limite em norma de operadores compactos

A seguinte proposicao revela uma propriedade topoldgica importante dos operadores compactos.

Proposigao 40.81 Sejam X e Y dois espagos de Banach e seja Cp, : X — Y, n € IN uma sequéncia de operadores
compactos. Vamos supor que C, converge na norma de B(X, Y) a um operador limitado C € B(X, Y), ou seja,
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|IC = Chllz(x,y) — 0 quando n — co. Entio C' é compacto. Isso revela que o conjunto dos operadores compactos é
fechado na topologia uniforme de B(X, Y). O

Prova. Seja 29 € X uma sequéncia limitada de vetores qualquer. Que x € X é limitada significa que existe M > 0 tal
que |29 ||x < M para todo n € N. Entdo,

[C() —ap)lly = [(C = Ci)(ap, —ab,) + Ci(ap — 20|
< (€@ =C)@h —af)|, + | Crlah — 20|,
< | C = Cll ey, = llx + ||Cr (e — 2] - (40.161)

Seja €5, n € IN, uma sequéncia de nimeros positivos que converge a zero e tal que €, < ¢, se b > a (sem perda de
generalidade, podemos tomar €, = 1/n, n > 1). Como por hipétese ||C' — Cy|g(x,yy — 0 quando n — oo podemos
escolher k; grande o suficiente de forma que ||C — Cy, || < €;. Fixemos um tal k1. Como [|z2||x < M para todo n € IN,
vale também que |20 — 20 ||x < [|28]|x + [|2%,||x < 2M. Logo, por (40.161),

0 0 0 0
HC($n - mm)lly < 2M€1 + HCkl (xn - xm)Hy .
Como C} é compacto, existe uma subsequéncia le = x%j, j € IN, da sequéncia 20 tal que Cklx]l converge em norma

para j — oo e, portanto, é uma sequéncia de Cauchy em Y, Assim, existe N; = N(e1) € IN tal que, se I > Ny e m > Ny,
entdo ||Cy, (z] — :E}n)Hlj < €. Disso concluimos que

O] —zp)|ly < @M +1)er,

para todos [ > Ny e m > Nj.

Notemos que a sequéncia x}, é fixada por €;. Podemos, porém, proceder indutivamente construindo uma subsequéncia
72 da sequéncia z. e assim sucessivamente da seguinte forma. Para o elemento €, da sequéncia dos €’s, tomamos k, tal

que Cy, satisfaz ||[C — Cy,_ || < €q. Por uma aplicagdo da mesma desigualdade que conduziu a (40.161), concluimos que
IC (25~ =25 )lly < 2Meq + [|Cr, (27" — 27 Yy -

Como CY, é compacto, existe uma subsequéncia Ty = x%j_l, j € N, da sequéncia 227! tal que Cy, T§ converge em norma
para j — oo e, portanto, é uma sequéncia de Cauchy em Y, Assim, existe N, = N(e,) € IN tal que, se [ > N, e m > N,
entdo ||Cr, (z — xgn)”y < €,. Disso concluimos que

1C(af —af)lly < (2M +1)eq (40.162)

para todos | > N, e m > N,.

Daqui por diante escolheremos a sequéncia de inteiros N,, a € IN como sendo uma sequéncia crescente, ou seja,
tomamos N;, > N, caso b > a (ou seja €, < €,). Uma tal escolha é sempre possivel (por qué?).

Para cada a > 1 a subsequéncia z¢, n € IN, é uma subsequéncia de 27!, n € N, e todas sdao subsequéncias de

n € IN. Definamos agora a sequeéncia u, := z%, , a € N, também subsequéncia de 20 n € N. Tomemos b > a.
b

no

por que [ > Np lembrando que x

0
Ty
a
no

n € IN, é uma subsequéncia de %, n € IN). Assim, com o uso de (40.162), obtemos

n € IN, é uma subsequéncia de z

b
n’

HC(Ub*Ua)Hg = HC(:Effac‘}Va)Hy < (2M + 1)eq ,

Como z n € IN, teremos que up, = xl]’\,b = zf para algum | > N, > N, (justifique

pois I > N,. Agora, como €, — 0 para a — 0o, existe para cada € > 0 um a tal que (2M + 1)e, < e. Para tal a valerd
HC’(ub — ua)Hy < € para qualquer b > a. Isso estd nos dizendo que a sequéncia Cu,, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy
em Y e, portanto, converge em norma, pois Y é um espaco de Banach. Como u,, n € IN, é uma subsequéncia de uma

sequéncia limitada arbitraria 20, n € IN, isso provou que C é compacto. |

Um importante corolario imediato é o seguinte:
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Corolario 40.21 O conjunto de todos os operadores compactos agindo em um espaco de Hilbert 3 forma uma dlgebra
C* (sem unidade, se 3 nao for de dimensao finita!) em relagio a norma de B(H), a involugdo sendo dada pela adjungdo
A— A*. a

Prova. Que o conjunto de todos os operadores compactos agindo em um espago de Hilbert H forma uma algebra com
involugao dada pela adjungao A — A* foi provado nas Proposigoes 40.77-40.80, acima. A Proposigao 40.81 estabeleceu
que o conjunto de todos os operadores compactos agindo em um espago de Hilbert H é um subespago linear fechado
de B(H) e portanto, é completo. As demais propriedades, como a propriedade C*, sdo consequéncia do Teorema 40.11,
pdgina 2184, ja que os operadores compactos agindo em H sdo elementos de B(FH). O operador unidade nao é compacto,
pois nem toda sequéncia limitada tem uma subsequéncia convergente em norma, exceto se H possuir dimensao finita. l

No caso de espagos de Hilbert separaveis é possivel provar um resultado mais especifico.

e Operadores compactos em espacgos de Hilbert separaveis

Vamos agora nos especializar em operadores compactos agindo em espacos de Hilbert separaveis. Veremos que o
Teorema 40.32, pagina 2280 tem uma importante consequéncia nesse caso que aponta na diregao de uma generalizacao
do Teorema Espectral para operadores compactos (agindo em espacos de Hilbert separdveis).

Teorema 40.33 Seja H um espago de Hilbert separdvel e seja C' : H — H compacto. Seja {1p,, n € N} uma base
ortonormal completa em H. Entado,
C = lim CN,
N—oc0

o limite se dando na topologia uniforme de B(H) (a da norma operatorial), onde, para N € N, N > 1, definimos os
operadores

N
Cntp = ) (Wk, ¥)ge Cili
k=1
para todo ¢ € JH. O
Prova. Defina-se, paran € N, n > 1,
fin = sup  [|C9|sc ,

GEPL, [16]l3=1

onde P, := [1/)1, ey 1/)”} é o subespaco de dimensao finita gerado pelos vetores 1, ..., ¥n. E evidente pela definicao
que g, é monotonamente decrescente. Como p, > 0 para todo n, a sequéncia nao-crescente p, deve convergir a um
n=0.

Vamos provar que, em verdade, ;1 = 0. Comecemos observando que em cada conjunto =, := {d) € P, ||dllsc = 1}
sempre podemos encontrar pelo menos um vetor £ tal ||C¢|| > /2. Se assim nao fosse, terfamos ||C¢|| < p/2 para todo
¢ € E,, 0 que é absurdo, pois isso implica que p, < /2 mas u, é uma sequéncia decrescente convergindo a p.

Escolhamos entdo para cada n um vetor &, com ||C&,|| > u/2. Como ||€allsc = 1 e &, € P e como {¢,, n € N} é
uma base ortonormal completa em H, segue facilmente que

n—oo

para todo y € H (justifique!). Pelo Teorema da Representagao de Riesz, Teorema 39.4, pdgina 2121, isso estd dizendo-nos
que lim,, o (&) = 0 para todo funcional linear continuo ¢ de H. Agora, pelo Teorema 40.32, pagina 2280, isso implica
que C¢&,, converge a zero em norma. Assim, como p/2 < ||C§, || para todo n, segue que p = 0, como querfamos mostrar.

A implicagao importante desse fato é a seguinte. Para quaisquer ¢ € H e N € IN, teremos

N M
Cw_CNw = C<¢—Z<¢m "b)}c W) = C(Z\/}gnoo Z <wn7 "b){}( W) = Cﬂ’ﬁ?b’
n=1 n=N+1

onde P3; é o projetor ortogonal sobre Pi-. Logo,

IC—Cnll = sup [[CPNY[le = sup [[Collye = pnv
HE, |[Pllac=1 YEPy, [¥llac=1
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de onde concluimos que
lim ||C—Cn| = lim uny = p = 0.
N—oo N—oo

Isso completa a demonstragao. |

No teorema acima ¢é interessante observar que os operadores C'y sao de posto finito e, portanto, compactos. Con-
cluimos, assim, que todo operador compacto agindo em um espaco de Hilbert separavel H pode ser aproximado na
norma de B(H) por operadores de posto finito. Comentamos, porém, que a restrigdo a espagos de Hilbert separdveis
pode ser eliminada. Isso serd provado no Teorema 40.39, pagina 2300. Uma questao que permaneceu em aberto por
muito tempo foi saber se essa propriedade se estenderia a operadores compactos agindo em espagos de Banach. Essa
questao foi respondida negativamente por P. Enflo®! em 1973°2, o qual exibiu um exemplo de um operador compacto em
um espago de Banach que nao se deixa aproximar em norma por operadores de posto finito.

¢ Um exemplo de operador compacto a se ter em mente

Seja A, n € N, uma sequéncia de nimeros complexos que converge a zero, ou seja, lim, . |A,| = 0. Sejam também
on, n € N, e Y,, n € N, dois conjuntos ortonormais de vetores em um espaco de Hilbert J{, que suporemos ser de
dimensao infinita, mas nao necessariamente separavel. Temos, entdo, (¢n, ¢m)gc = On,m € (¥n, Ym)g = On,m Dara
todos men € IN.

Pretendemos provar que a sequéncia de operadores de posto finito definidos para cada N € IN por

N
QNE = ) Anldn, Oy, VEENH,
n=1

é uma sequéncia de Cauchy na norma de B(H). De fato, se & € H, tem-se, para M < N,

2

N
2
@~ —Qum)|” = > Anlény e thn
n=M+1
N N
= < D Maldn gt D Anlon, §>g{wn>
n=M+1 n=M+1 H
N N
= Z Z )\n’ )\n <¢n’7 €>9—C <¢m €>9—c <¢n’7 "bn)ﬂ{
n'=M+1n=M+1 e
N
2
= D Pl [, Ol
n=M+1
N
< A |? 2
< (me{M”i?,X,,,,N}| - )n_%ﬂm, E) ¢l
(39.40)
< () TP
me{M+1, ..., N}
Logo,
2 2
Qv = Quillgaey < | max | PAml®
Agora, como por hipétese, |\,| — 0 para n — oo, segue que max |)\m|2 pode ser feito menor que qualquer

me{M+1, ..., N}
e > 0 dado, desde que M (e, portanto, N, pois M < N) seja grande o suficiente. Isso provou que Qn, N € N, é uma

51Per Enflo (1944-).
52P. Enflo, “A counterexample to the approximation property in Banach spaces”, Acta Math. 130, 309-317 (1973).
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sequéncia de Cauchy na norma operatorial de B(H). Como B(H) é um espago de Banach, concluimos que @ converge
quando N — oo para um operador @ € B(H). Como @ é o limite em norma de uma sequéncia de operadores compactos
(os operadores @ sdo compactos por serem de posto finito), concluimos pela Proposigao 40.81, pdgina 2282, que Q é
igualmente compacto. Escrevemos,

Q = > Aalbn: ) tn - (40.163)
n=1

Antes de mudarmos de assunto, facamos um breve comentdrio sobre a expressdo (40.163) que elucidard um ponto
que vira mais adiante. Como todos os nimeros complexos, os \, tém a forma polar A\, = |\,|e!*", onde a,, € R. Na
expressao (40.163) as fases e’ podem ser absorvidas nos vetores v, sem que os mesmos deixem de formar um conjunto
ortonormal. Assim, genericamente, operadores compactos como (40.163) podem ser escritos como

n=1

onde p,, n € N, é uma sequéncia de niimeros reais nao-negativos que converge a zero € ¢,, n € IN, e ¢, n € IN, sao
conjuntos ortonormais de vetores do espaco de Hilbert H.

Veremos mais adiante que esse exemplo nao é gratuito: em verdade, todo operador compacto agindo em um espago
de Hilbert H pode ser representado na forma (40.164) para alguma uma sequéncia p,, n € IN, de nimeros reais ndo-
negativos que converge a zero, e para certos ¢,, n € IN, e ¥,, n € IN, conjuntos ortonormais de vetores de J. Vide
Teorema 40.39, pagina 2300.

O leitor deve cuidadosamente comparar as afirmacoes feitas acima com as do Teorema 40.33.

e A raiz quadrada de um operador compacto, autoadjunto e positivo

Se C' é um operador nao-nulo, compacto e positivo agindo em um espago de Hilbert H, vimos em (40.146)-(40.148),

péagina 2275, que
N /N n
VC = lim <Z(—1)P Cn ( ) ||C|1/2p> cP, (40.165)

N—oc0 p
p=1 \n=p

sendo 0s ¢,’s definidos em (40.76). O lado direito ¢ o limite em norma de um polinémio em C' com coeficientes reais e
que nao contém nenhum termo proporcional a unidade 1. Como C é compacto e um tal polindomio em C' é igualmente
compacto (Proposicao 40.79), concluimos pela Proposigao 40.81, que V/C' é também compacto. Como discutido no Lema

da Raiz Quadrada, Teorema 40.30, pagina 2273, v/C' é também autoadjunto e positivo.

Se A é um operador compacto (ndo necessariamente autoadjunto), entdo A*A é compacto (pela Proposicao 40.78,
pagina 2281), autoadjunto (pois (A*A)* = A*A) e positivo (pois (x, A*Az) = (Az, Ax) = ||Az|| > 0 para todo = € H).
Logo, |A| :== v/ A* A é compacto, autoadjunto e positivo. Para futura referéncia, coletamos os resultados discutidos acima
na seguinte proposigao.

Proposigao 40.82 Se C' € um operador compacto, autoadjunto e positivo agindo em um espago de Hilbert H, entdo
VC ¢ igualmente compacto e autoadjunto e positivo. Se A é compacto, entio |A] := VA*A é compacto, autoadjunto e
positivo. O

e O operador integral de Fredholm

Seja o intervalo compacto [a, b] C R e seja k : [a, b] x [a, b] = R uma funcdo fixada continua de duas varidveis. Para
f € C([a, b)), uma fungdo continua (real ou complexa) definida em [a, b], seja

b

(Kf)(x) = / Kz, ) f(y) dy

a

E bastante claro que K é um operador linear mapeando fungdes continuas em [a, b] em fungées continuas em [a, b], ou
seja, K : C([a, b]) = C([a, b]). Isso pois k foi suposta ser continua nas duas varidveis. O espago vetorial C([a, b]) é um
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espaco de Banach com a norma no supremo: || fl|oc := supgefq, 5 |f(@)]. Nao ¢ dificil de se ver que K ¢ limitado nessa
norma, pois

b b b
wnn < [l < ([ e i) (s 15001) = ( [ 16e ) 1

e, portanto, || K fllec < M||f[loc, onde M = (b — a)sup, ye(a, 5 k(2 y)| < 00, devido & continuidade de k.

O operador K ¢é denominado operador integral de Fredholm®® e surge no problema de Sturm-Liouville, como discutido
no Capitulo 19, pagina 1019. Um fato muito relevante para o problema de Sturm-Liouville é que K é um operador
compacto, enquanto operador agindo em C([a, b]). As consequéncias desse para o problema de Sturm-Liouville foram
discutidas no Capitulo 19 e seguem de outros resultados gerais sobre operadores compactos que discutiremos nas proximas
secoes.

Mostraremos que K é compacto usando dois tipos de argumento, ambos instrutivos, o primeiro sendo mais elementar.

n

I. Se pp(z, y) := i ?:op"’ k.1 2% y' é um polinémio de grau n nas varidveis x e y, entdao P, : C([a, b]) — C([a, b]) definido
por

b n n b
(Puf)(z) = / Pl y) fly) dy = Z( pn,k,l/ y' f(y) dy) a
a =0 a

k=0

é claramente um operador de posto finito (os mondémios z* sdo elementos de C([a, b])) e, portanto, é compacto. Se
k(x, y) é continua no retdngulo compacto [a, b] X [a, b] entdo, pelo Teorema de Weierstrass (vide Teorema 37.5, pagina
1944 ou vide o Teorema de Stone-Weierstrass, Teorema 37.16, pagina 1978), k pode ser uniformemente aproximada por
polindmios em z e y. E facil ver dai (exercicio!) que isso implica que K é aproximada na norma de B(C([a, b])) por
operadores de posto finito como P, acima. Assim, pela Proposicao 40.81, pagina 2282, K é compacto como operador
agindo em C([a, b]).

II. Para um certo N > 0, seja By C C([a, b]) a bola de raio N centrada em 0: By := {f € C(la, b)), |Iflle <
N}. Se f é uma fungdo qualquer de By, teremos que (K f)(z) — (Kf)(z') = fb (k(z, y) — k(z', y))f(y)dy. Logo,

a
b , .
(K f)(x) = (K)@)| < 1l Jf, [k(z, y) — k(' y)|dy < N(b — a)supye(q, 4 [k(z, y) — k(2', y)|. Como k é continua,
podemos para todo € > 0 encontrar 6’ > 0 tal que ‘k(:c, y) — k(2 y)‘ < € sempre que |z — 2’| < ¢§’. Esse ¢’(¢') depende
apenas de €, pois pode ser escolhido independente de x, 2’ e y, j4 que k é continua em um compacto. Assim, concluimos

que para todo € > 0 podemos encontrar d(e) > 0, a saber, d(e) = §’ (m) tal que [(K f)(z)— (K f)(a")| < € sempre que
|x — 2’| < d(€). O fato de 6 ndo depender de = nem de 2’ nem de f significa que o conjunto de funcoes {K f, f € By} éo
que se denomina ser um conjunto equicontinuo de func¢des. Por um teorema classico de Anélise conhecido como Teorema,
de Ascoli, discutido na Segéo 32.3.4, pagina 1619 (vide Teoremas 32.18 e 32.19, paginas 1621 e 1623, respectivamente),
sabe-se que toda sequéncia de fungoes equicontinuas e equilimitadas definidas em um compacto possui pelo menos uma
subsequéncia convergente na norma do supremo. Assim, se f,, é uma sequéncia de fungoes em By, a sequéncia K f,, tem
pelo menos subsequéncia convergente na norma do supremo. Ora, isso precisamente afirma que K é compacto.

e O operador integral de Volterra

Um outro operador importante em equacdes diferenciais e integrais é o chamado operador integral de Volterra®*, ou

simplesmente operador de Volterra:
(VH@) = [ ko n)fw)dy.

definido para f continua no intervalo [a, b] onde, como no caso do operador integral de Fredholm, k é uma fungéo fixa
continua no retangulo [a, b] X [a, b]. E facil ver que V' é um operador linear mapeando o espago de Banach C([a, b]) em
si mesmo. Podemos escrever

Vi) = / oz, ) () dy

53Frik Ivar Fredholm (1866-1927).
54Vito Volterra (1860-1940).
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com ’U(l‘, y) = k(l‘, y)X[a, x) (y)a onde

1, sey€la, a],
Xla, z] (y) =
0, seyéla, .
Como v é limitada no retangulo [a, b] x [a, b], é facil mostrar, repetindo o que fizemos para o operador integral de
Fredholm, que V' é um operador limitado agindo em C([a, b]). Porém, como v nao é continua (pois X[4, ) N80 0 ¢), ndo

podemos repetir os argumentos que conduziram-nos a conclusao que o operador integral de Fredholm é compacto. No
entanto, os operadores de Volterra sao compactos, como mostra o seguinte argumento.

Para n € IN, consideremos o operador integral de Fredholm definido por

b
(Vaf)(z) = / on(@, W@ dy,  onde  wn(z, y) == kz, y)e (mvl=E@)

Vemos que se a < y < x entdo v,(z, y) = k(z, y) = v(z, y). Se, porém, x < y < b, teremos lim,,_,o v, (z, y) = 0,
que é quanto vale v na mesma regido. Assim, vemos ao menos intuitivamente que V;, — V quando n — oco. Vamos

provar que essa convergéncia se dd na norma de ﬁ(C ([a7 b])) Como os V,, sdo compactos (por serem operadores

integrais de Fredholm), isso implica que V' é compacto pela Proposicao 40.81, pagina 2282. Observemos, entao, que para
f€C([a, b)), vale

V@) - (Vaf) (@) = / (0, ) — valz, v) f(5) dy

b b
= / (v(@, y) —vn(z, ) fy)dy = —/ bz, y)e (=== pyyay

Logo,
el )
(v -van@| < | sw [k ] ) Il [ (e gy,
z, y€la, b] P
Agora,
b , b—x b—x —2n(b—=x
/ e*”(‘mfy\*(wfy)) dy vy / e*n(\yller')dy/ _ / o2y’ dy' = 1— e 2nlb-o) '
xT 0 0 2n

Dessa forma,

1 — ¢—2n(b—a)
H(V_Vn)fHOO < ( sup | k(z, y)‘) 6771 £l

z, y€la, b] 2
e, portanto,
1— ef2n(b7a)
V=vall < [ swp ke )] | —5—.
z, y€la, b] n
provando que lim ||V — V|| = 0. Isso demonstrou que os operadores de Volterra sdo compactos.
n—oo
Um caso interessante é aquele em que k(x, y) = 1. Denotemos por W o correspondente operador de Volterra:

(WfhHx) = fam f(y) dy. Esse operador ja foi discutido no Exercicio E. 40.30, pdgina 2214, e no Exemplo 40.10, pagina
2269, onde provamos que W tem raio espectral nulo (apesar de ter norma nao-nula) e provamos que seu espectro consiste
em apenas um ponto, a saber, (W) = {0}, apesar de seu espectro pontual (de autovalores) ser vazio e de W ser
compacto.

Notemos, por fim, que tanto os operadores integrais de Fredholm quando os de Volterra sao limitados e definidos em
C([a, b]), que é um conjunto denso em espagos de Hilbert do tipo L?([a, b], r(z)dz) com r positiva e continua. Assim,
pelo Teorema BLT, Teorema 40.1, pagina 2162, esses operadores podem ser estendidos a operadores compactos agindo
nesses espagos de Hilbert.
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E. 40.46 Ezercicio. Considere o operador C : £2(IN) — ¢2(IN) definido para cada a = (al, az, az, a4, as, ) € £2(IN) por
— G2 03 0G4
Ca = (0, a1, 5 3o 4,...) ,
ou seja, a k-ésima componente (Ca), de Ca é0sek=1eap_1/(k—1)se k# 1. Prove que C' é compacto, que ndo ¢ autoadjunto e
que ndo possui autovalores.

Sugestdes. Talvez a forma mais rapida de provar que C' é compacto seja mostrando que C' é um operador de Hilbert-Schmidt. Vide
Secdo 40.10.2, pdgina 2327. Outra maneira mais pedestre é provar que C' pode ser aproximado em norma por operadores de posto finito.
De fato, considere para cada n € IN o operador de posto finito C), : £2(IN) — £2(IN) dado por

— a2 @y an
Cra = (0, a, ZE n,o,o,...),

ou seja, a k-ésima componente (Cra)r de Cr,aé0sek=1ousek>n+2ear_1/(k—1)se2<k<n+1. Mostre que

an+41 An+2
Ca—Cpha = (0, ..., 0, "—+, "—+,
—_— n+1" n+2

n+1vezes

e conclua que ||(C' = Cn)al| < |lall/(n + 1), o que implica que ||C — Cw|| < 1/(n+ 1) e, portanto, que C' é o limite uniforme de
operadores de posto finito. "

40.8.1 Alguns Fatos Gerais Sobre o Espectro de Operadores Compactos

Vamos agora estudar propriedades gerais do espectro de operadores compactos agindo em espacos de Banach. Sao
essas propriedades que fazem dos operadores compactos objetos de especial interesse. Na Secao 40.8.2, pagina 2295,
retomaremos a discussao especializando-a ao importante caso de operadores compactos autoadjuntos agindo em espagos
de Hilbert. Aqui, um de nossos resultados mais expressivos é o célebre Teorema da Alternativa de Fredholm, ao qual
dedicamos a Secao 40.8.1.1, pagina 2290. Esse teorema possui importantes aplicacoes a teoria das equacoes integrais.

e Autovalores de operadores compactos

O teorema a seguir coleta as propriedades gerais mais relevantes do espectro de autovalores (ou espectro pontual) de
operadores compactos agindo em espagos de Banach. A relagao entre o espectro e o espectro de autovalores de operadores
compactos serd estabelecida no Teorema da Alternativa de Fredholm, Teorema 40.35, pagina 2294.

Teorema 40.34 Seja X um espago de Banach e seja C : X — X um operador compacto. Denotemos por o,(C), o
conjunto de todos os autovalores de C. Entao, valem as sequintes afirmacoes:

L 0,(C) c {2 €C||z| <||C||}, a bola fechada de raio ||C|| centrada em 0.
II. 0,(C) é um conjunto contdvel (eventualmente finito ou mesmo vazio).
ITII. O dnico possivel ponto de acumulagio de o,(C) € o ponto 0.

IV. Cada autovalor ndao-nulo de C' € finitamente degenerado, ou seja, o subespaco de seus autovetores tem dimensao
finita. O

Comentdrios. E claro que o,(C) é finito quando C for de posto finito. No entanto, op(C) pode ser até mesmo vazio, mesmo se C' nao for de
posto finito. Isso é ilustrado no exemplo do operador de Volterra W, tratado no Exemplo 40.10 & pégina 2269. Outro exemplo é discutido
no Exercicio E. 40.46, pagina 2288. No Teorema 40.36, pdgina 2295, trataremos do caso especifico em que X é um espago de Hilbert e C é
autoadjunto e 14 veremos que, nesse caso, op(C) é sempre néo-vazio e é um conjunto infinito (e, portanto, enumerével) se e somente se C
néo for de posto finito. Como dissemos acima, essa ultima afirmagdo nao é necessariamente verdadeira no caso de operadores compactos em
espagos de Banach ou de operadores compactos ndo autoadjuntos em espagos de Hilbert, como ilustra o ja mencionado Exercicio E. 40.46 da
pagina 2288. &

Prova do item L. O item I decorre de fatos j& demonstrados: 0,(C) C o(C) C {z € C| |z| < ||C||}. Vide Proposigao
40.67, pagina 2265.
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Prova dos itens IT e III. Seja R > 0. Vamos primeiramente provar que I'r := {)\ € ap(O)| |A| > R} ¢ um conjunto finito.
Trata-se claramente da colecao de todos os autovalores de C' cujo médulo é ao menos R.

A prova é feita por absurdo. Assumamos que I'g possua infinitos elementos e tomemos uma sequéncia A, € I'g,
n € IN, de sorte que os elementos da mesma sejam todos distintos: \,, # A, se m # n. Seja y, € X um autovetor
correspondente a A, ou seja, tal que Cy,, = A\ yn. Claro é que cada conjunto finito {y1, ..., ym} é composto por vetores
linearmente independentes. Para cada m € IN, defina-se Y, := [yl, ey ym}, o subespago gerado por {y1, ..., Ym}-
Claro estd que cada Y, é um subespaco de dimensao m (finita, portanto) de X, e que é um subespago fechado. Além
disso, Y;, é um subespago proprio de Y,, caso m < n.

Invocando o Lema de Riesz, Lema 40.23, pagina 2347, podemos afirmar que para cada n € IN existe x,, € Y,, tal que
|zn|| =1 e infrey, , ||on — x| > 1/2. Com essa sequéncia construiremos a contradigdo desejada.

E claro se x € Y,,, entao x pode ser escrito de modo tinico na forma de uma combinacao linear dos elementos de

{yla R yn}
T = oY1+ -+ onn

Para um tal x € Y,,, temos que
(C =Xl = ar(M = A)yr + -+ an—1(An1 — An)Yn—1,
pois (C — A\, 1)y, = 0. Logo, para cada n € IN vale a afirmagao

(C=MDzeY,_1 semprequez€Y,. (40.166)

Como C' é compacto e ||z,| = 1, a sequéncia Cxz,, n € IN, deve ter ao menos uma subsequéncia convergente.
Analisemos se isso é possivel.

Tomemos m < n, com o que vale Y,, C Y;,_1. Como A, # 0 (pois || > R > 0) podemos escrever, para m < n,
Can = Com = Mt — (Com = (C = Xa)an) = Anlwn — 7] |

onde

T = %(me — (C — )\n)acn> .

Sabemos de (40.166) que (C — )\n)xn € Y,_1, pois z, € Y,,. Além disso, Cz,, = (C — )\m)acm + AT € Y, pois
ZTm € Yy, e (novamente por (40.166)) (C’ — )\m)xm € Y,,_1 CY,,. Logo, concluimos que Z € Y,,_1, . Segue disso que
R

[Coo— Canll = Il e~ > 2

jad que |\n| > R e que H:cn — :EH > %, poisZ €Y, 1.

Como m e n sdo arbitrarios (exceto pelo fato que m < n) a desigualdade HC’:cn —Czpy || > % mostra que a sequéncia
Cz,, n € N, nao pode ter uma subsequéncia convergente, uma contradi¢ao com a compacidade de C.

Isso estabeleceu que I'g é um conjunto finito para cada R > 0. Uma consequéncia imediada é que 0, (C) é no maximo

um conjunto contével, pois claro é que o,(C)\ {0} = U 'z, uma unido contdvel de um conjunto finito. £ também

R>0, ReQ
claro disso que 0 é o tnico ponto de acumulagio possivel de o,(C).

Prova do item IV. A demonstracdo é andloga & do item II. Seja A € 0,(C) \ {0}, um autovalor ndo-nulo infinitamente
degenerado de C, se tal houver. Sejam y,, n € IN, uma colegao contavel de autovetores correspondentes: Cy,, = Ayy.
Sem perda de generalidade podemos assumir que cada conjunto finito {y1, ..., ym} é composto por vetores linearmente
independentes. Para cada m € N, defina-se Y,,, := [yl, ey ym], o subespaco gerado por {yi1, ..., Ym}. Claro estd que
cada Y;, é um subespago de dimensao m (finita, portanto) de X, que é um subespago fechado e que Y},, é um subespago
préprio de Y,, caso m < n.

Invocando o Lema de Riesz, Lema 40.23, pagina 2347, podemos afirmar que para cada n € IN existe x,, € Y,, tal que
|zn|| =1 e infrey, , ||on — x| > 1/2. Com essa sequéncia construiremos a contradigdo desejada.

E evidente que Cz,, = A\z,, para todo n € IN. Tomemos m < n, com o que vale Y,,, C Y,_1. Teremos Cx,, — Cz,, =
AMzpn — Tm) €, portanto |Czy, — Czp || = |A| |2m — zm|| > |A|/2, dado que 2, € Yy, C Yioa.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2290/2825

Como m e n sdo arbitrarios (exceto pelo fato que m < n) a desigualdade HC’acn - C’acmH > % com A # 0 mostra
que a sequéncia Cz,, n € IN, nao pode ter uma subsequéncia convergente, uma contradi¢ao com a compacidade de C.
Portanto, A nao pode ser infinitamente degenerado. |

Nota. O estudante deve notar a utilidade do Lema de Riesz, Lema 40.23, pagina 2347, na estratégia da demonstragdo acima ao observar como
o mesmo foi usado na prova dos itens II e IV. Em espacgos de Hilbert, se C' é autoadjunto, podemos garantir que autovetores vy, distintos sdo

ortonormais e que, portanto ||yn — ym/|| = V2 se m # n. No caso de espacos de Banach, tal garantia de que os autovetores sio uniformemente
distanciados nao é imediata. Com uso das sequéncias xy, porém, cuja existéncia é garantida pelo Lema 40.23, pagina 2347, obtemos um
substituto ainda utilizdvel. &

40.8.1.1 O Teorema da Alternativa de Fredholm

O Teorema da Alternativa de Fredholm foi historicamente enunciado no contexto de equagdes integrais, por Fredholm®,
e depois generalizado por diversos autores, como Hilbert, Schmidt e, notadamente, por F. Riesz%, para o contexto geral
de operadores compactos em espacos de Banach. E essa versao geral que apresentaremos aqui. Esse importante teorema
possui diversos enunciados e consequéncias e é também o ponto de partida de uma area da Anélise Funcional dedicada ao
estudo dos chamados operadores de Fredholm (vide, e.g., [351]), de grande relevancia no estudo de operadores diferenciais
elipticos, um tema cuja importéancia estende-se & Geometria Diferencial (“Teorema do Indice de Atiyah®7-Singer®®”).

Uma das consequéncias basicas do Teorema da Alternativa de Fredholm é a seguinte informagao: se K for um operador
compacto agindo em um espago de Banach, entao, excetuando eventualmente o 0, todos os elementos de seu espectro
sao autovalores, ou seja, o(K) \ {0} = o, (K) \ {0}.

Como dissemos, tencionamos apresentar uma demonstracao geral, valida para operadores compactos agindo em
espagos de Banach. Demonstragoes restritas a operadores compactos agindo em espagos de Hilbert (autoadjuntos ou néo)
sao mais simples e diretas e podem ser encontradas em diversos textos. Recomendamos particularmente as demonstragoes

de [395] e [52].

A estratégia de demonstracgao que seguiremos é extraida com diversas adaptagoes de [402], o qual segue a estratégia
original de F. Riesz®. Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Teorema da Alternativa de Fredholm precisamos de
diversos resultados preparatérios, os quais sao de interesse por si s6 (especialmente pois os mesmos sao relevantes & teoria
dos chamados operadores de Fredholm).

e Alguns resultados preparatérios. I

Seja X um espago de Banach e C' : X — X um operador compacto. Para n € IN, defina-se K,, := Ker ((IL — C)") e

defina-se também K, := {0}. E claro que K,, C K41 para todo n € Iy, pois se € X é tal que (1 — C)"x = 0, entéo
evidentemente (1 — C)"*1z = 0. Afirmamos que cada K,, é um subespaco de dimensao finita (e, portanto, fechado) de
X. Para tal, observemos que, pelo binémio de Newton, temos (1 — C)* =1 — ™| onde

oM = —zn: (”)(—1)1’07’. (40.167)

p=1 p

Pelas Proposicoes 40.78 e 40.79, pagina 2281, C(™) é compacto. Logo, Ker ((Il — C’)”) coincide com Ker (Il — C(”)), que é
o subespaco dos autovetores de C'™ com autovalor 1. Do item IV do Teorema 40.34, pagina 2288, concluimos que cada
K, tem dimensao finita.

J4 comentamos que K,, C K,,;1 para todo n € INy. Se K,, for um subespago préprio de K, 41 (ou seja, se K, 11\ Ky, # 0)
denotamos esse fato por K,, € K, 41.

55Frik Ivar Fredholm (1866-1927). Os trabalhos de Fredholm que deram origem a boa parte dos problemas aqui tratados e de alguns dos
resultados aqui obtidos datam dos anos de 1900 e 1903 e sdo os seguintes: I. Fredholm, “Sur une nouvelle méthode pour la résolution du
probléme de Dirichlet”, Kong. Vetenkaps-Akademiens Forh. Stockholm 39-46 (1900); I. Fredholm, “Sur une classe d’equations fonctionelles”,
Acta Math. 27, 365-390 (1903).

56Frigyes Riesz (1880-1956).

57Sir Michael Francis Atiyah (1929-).

58]sadore Manuel Singer (1924-).

59 A referéncia original é: F. Riesz, “Uber lineare Funktionalgleichungen”, Acta Math. 41, 71-98 (1918). [114] qualifica esse artigo como
“um dos mais bem escritos de todos os tempos”.
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Vamos agora demonstrar a seguinte afirmacao: se para n € IN valer K,, C K, 41, entao K,_1 € K,. De fato, seja

r € K1 \ Kp. Entdo, (1 — C)"*lz = 0, mas (1 — C)"x # 0. Logo, y := (1 — C)z satisfaz (1 — C)"y = 0, mas
(1 —C)" "1y #£0, ou seja, y € K, \ K,,_1. Note que esse argumento também vale caso n = 1.

A afirmagdo do dltimo paragrafo possui a seguinte implicacao evidente: se existir ng € INg tal que K,,, = K, ,+1 entao
Kn, = Km para todo m > ng. A questdo que agora se coloca ¢ saber se existe um tal ng e a resposta no caso de C ser
compacto é afirmatival

Se um tal ng nao existisse valeria K,, C K, 1 para todo n € INy. Como cada K,, é um subespago fechado, podemos
mais uma vez evocar o Lema de Riesz, Lema 40.23, pagina 2347, e obter uma sequéncia x,, n € IN, com as seguintes

propriedades: =, € K, ||zn]| =1 e iélf |z — y|| > 1/2. (Note-se que no caso n = 1 a afirmagao ing |z —yl| > 1/2
YERn—1 yEKo
segue de ||1|| = 1). Tomemos m < n, arbitrarios. Temos que
Cx,—Czxy, = xp — T, onde Tz = Cxy — (C — l)xn .

Afirmamos que Z € K,,_1. De fato,
L-0)" ' =ca-0)""'tay, - (C-1)"z, =0,

pois (C—Il)nacn =0, ja que z,, € K,, e pois (1-C)" 1z, = (1-C)"~ 1= (1-C)"x,, = 0, pois ¥, € Ky en—1—m > 0.
Com isso, vemos que
|Czy — C|| = ||lwn — 2| > ,auf len —yll = 1/2.
n—1

Isso mostra que a sequéncia Cz,, n € IN, ndo possui nenhuma subsequéncia convergente. Como ||z,| = 1 para todo
n, esse fato contradiz a compacidade de C. A conclusao disso é que deve existir ng € INg tal que K,,, = K,, para todo
m > ng.

Para futura referéncia, reunimos nossos resultados acima na seguinte proposigao:
Proposigao 40.83 Seja X um espaco de Banach e C : X — X wm operador compacto. Para n € N, defina-se K,, :=
Ker ((Il - C’)”) e defina-se também Ko := {0}. Entdo, cada K,,, n € g, € um subespaco de dimensao finita (e, portanto,

fechado) de X. Tem-se também que K,, C K,41 para todo n € Ny. Por fim, existe ng € Ng tal que K, € K1 para
todo m < ngy, mas K, = K41 para todo m > ng. Tem-se, portanto, a sequéncia de inclusoes

{0} =Ko C - C Ky = Kpgp1 = Ky =

=

Aqui, K, € K, significa que K, € um subespago préprio de K. O

=

e Alguns resultados preparatérios. II. Um lema devido a Riesz

O lema que apresentamos a seguir desempenha um papel central na teoria dos operadores compactos e, como outros,
resultados sobre tais operadores, é originario dos trabalhos ja citados de F. Riesz.

Lema 40.12 Seja X um espag¢o de Banach e C : X — X um operador compacto. Entio, Ran (1 — C) é um subespago
fechado de X. O

Prova. Seja y, = (1 — C)x,, n € N, uma sequéncia em Ran (1 — C) que convirja a y € X. Desejamos provar que
y € Ran (1 — C). Se y = 0 néo hé o que provar e, portanto, podemos considerar apenas o caso y # 0. Nessa situagao,
podemos sem perda de generalidade assumir que para todo n € IN tem-se z,, & Ky := Ker (1 — C).

Seja Y,, o subespaco gerado por K; e por z,. Pelo Lema de Riesz, Lema 40.23, pagina 2347, podemos encontrar
Zn € Y, \ Ky tal que chnH =1 e infyek, HJEn — y” > 1/2. Podemos assim escrever &, = &, &y + kyn, com o, # 0 e para
algum k,, € K;. Com isso, temos y, = (1 — C) (anjn).

Afirmamos que a sequéncia |ay,|, n € IN, é limitada, ou seja, que existe M > 0 tal que |a,| < M para todo n € IN.

Vamos supor que tal ndo fosse o caso e que houvesse uma subsequéncia ay,, k € N, com |y, | — oo para k — oc.
Tomemos 2y := Zp,,, k € IN. Temos que

1 k—o0

@=C)zk = @~ Oin, = ——yn, =3 0, (40.168)
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pois yn, , k € IN, é convergente (por ser subsequéncia de uma sequéncia convergente) e pois |ay, | — 0o. Como ||zx|| = 1
para todo k, a sequéncia C'zg, k € IN, possui uma subsequéncia convergente Czy,, j € IN. Agora, como

Zg; = (1- C)ij + Czkj ,
vemos que a sequéncia zy,, j € IN, é igualmente convergente, pois (1 — C)zx; — 0 (por (40.168)). Seja z = lim; o0 24, .
Temos que (1 — C)z = (1 — C’)(limjﬁoo zkj) = lim; oo (1 — C)zx; = 0, como vimos. Logo, z € K. Portanto, terfamos
que 0 = lim [|zx; — ||, ou seja, 0 = lim H:Tcnk — zH Isso, porém, é impossivel, pois z € Ky e inf ||:Tcn — yH > 1/2 para
j—oo j—o0 J yEKy
todo n.

Assim, estabelecemos que existe M > 0 tal que |a,| < M para todo n € IN. Naturalmente, isso implica que a
sequéncia a,Z, é igualmente limitada (a saber, HoznjnH < M para todo n). Logo, a sequéncia C(anjn) possui uma
subsequéncia C’(oznaﬁéna), a € N, convergente em X. Consequentemente, como

Wnoin, = Clon,in,) + (1 —C)(an,&n,) (40.169)

vemos que a sequéncia g, In,, ¢ € IN, também converge em X, pois lim «,, CZ,, existe e lim (1 — C) (anaina) =
a—» o0 a—» o0
lim (1 — C)xp, = y.

a— 00
Denotando lim a,,&,, por w, a mesma expressao (40.169) diz-nos, entdo, que w = Cw + y, ou seja, y = (1 — C)w,
— 00

a
provando que y € Ran (1 — ('), como desejdvamos estabelecer. |

e Alguns resultados preparatérios. III

Seja X um espago de Banach e C' : X — X um operador compacto. Para n € IN, defina-se R,, := Ran ((Il — C)") e

defina-se também Ry := X. E facil ver que para todo n € Ny vale R, D Ry41. Paran = 0 isso é evidente. Paran € IN
temos que se y € Ran ((]l — C)”“), entdo y é da forma y = (1 — C)"*1z para algum = € X e, portanto, y = (1 — C)"&
com Z = (1—C)z, o que mostra que y € Ran ((1—C)"). Como (1—C)" =1—C™ com C™ (dado em (40.167)) sendo

compacto, concluimos do Lema 40.12, pagina 2291, que cada R,, é um subespaco fechado de X.

Em analogia com o que fizemos acima quando estudamos os subespacos K,,,, vamos agora estudar quando e se podemos
ter R, = R,,4+1 para algum m e que implicacoes uma tal igualdade possui.

Para A C X, denotemos por (1 — C)A o conjunto (1 — C)A := {(]l —C)zx, x € A}. Para qualquer n € INy, temos
Rop1 = {1 -C)""lz, 2 € X} = {(1 - C)y, y € Ry} = (1 — C)R,,. Assim, se existir m € INy tal que R,;, = Ry y1,
teremos Ry,12 = (1 — C)Ryg1 = (1 — C)Ry, = Ryp1. Portanto, estabelecemos que se R, = Ry, 41 para algum m € Ny,
entao R, = Rjy4+1 = Ry42. Por indugao, concluimos que se R,,, = R,,+1 para algum m € Ny, entao R,, = R,, para todo
n > m.

Afirmamos agora que, de fato, existe mg € INg tal que Ry, = Rpo+1- Se tal ndo fosse o caso, terfamos Ry, 2 Ry41
para todo n € INy, ou seja, R, D Ry41 mas R, \ Rpq1 # 0. Como cada R,, é um subespago fechado de X, evocando
novamente o Lema de Riesz, Lema 40.23, pagina 2347, podemos construir uma sequéncia x,, n € INy, com as seguintes
propriedades: para todo n € Ng valem z,, € Ry, ||z,| = 1 e infycr, ., [|2n — y|| > 1/2. Agora, para essa sequéncia,
teriamos, para todos n > m,

Cxry, —Cxyy =z — T, com 2= 1-Capm—1-Cxy+x, .

Porém, vemos facilmente que & € R;,41, pois (L — C)xy € Rint1 (J& que x,, € Ryy), pois (1 — C)zy, € Ryg1 C Rypnga
e pois n € Ry C Rpmy1. Com isso, teremos que |Cay — Cap|| = ||om — :ZH > infyer,,,y |2m —y| > 1/2. O fato
que ||Czy — Cxy|| > 1/2 implica que a sequéncia Czj;, j € IN, ndo pode possuir nenhuma subsequéncia convergente,
contrariando o fato de que C' é compacto e que ||z, || = 1 para todo n € INy. Estabelecemos, portanto, que existe mg € Ny
tal que Ry, = Rpy+1 €, portanto, tal que R,,, = R,, para todo n > my.

Para futura referéncia, reunimos esses resultados acima na seguinte proposicao:

Proposigao 40.84 Seja X um espaco de Banach e C : X — X um operador compacto. Para n € N, defina-se R, :=
Ran ((]1 — C’)”) e defina-se também Ry := X. Cada R,, n € Ny, € um subespaco fechado de X. Tem-se também que
Rr. D Rn41 para todo n € Ng. Por fim, existe mg € No tal que Ry, 2 Ryq1 para todo m < mg, mas Ry, = Riy1 para
todo m > mg. Tem-se, portanto, a sequéncia de inclusoes

X =Ry 2 - 2 ng - Rm0+1 - Rm0+2 -

=
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Aqui, R, 2O Ry significa que Ry € um subespacgo proprio de R,. O

=

Logo abaixo, na Proposicao 40.85, provaremos que, para um mesmo operador compacto, o indice myg, acima, coincide
com o indice ng introduzido na Proposicao 40.83.

e Alguns resultados preparatérios. IV

Nosso préximo passo serd provar que os indices ng e mg que surgem nas Proposicoes 40.83 e 40.84 sao iguais. Para
isso faremos uso do seguinte resultado:

Lema 40.13 Seja X um espago de Banach e C : X — X um operador compacto. Com as defini¢des acima, tem-se, para
todo k € IN, que Ky, N Ry, = {0}, ou seja, que Ker ((1 — C)*) NRan ((1 — C)™) = {0}. O

Prova. Seja x € Ran ((Il — C)mo) = Ry, tal que (1 — C)z = 0. Vamos supor que = # 0 e chegar a uma contradigao.
Como = € Ry, € Ry = Rimgtj para todo j > 0, entdo para cada j € Ny existe y; € X tal que z = (1 — )™y,
Note-se que cada y; satisfaz (1 — C)™0 ™ Tly, = 0, pois (1 — C)z = 0. Assim, y; satisfaz (1 — C)™y; # 0 mas
(1- C)m0+j+1yj =0, ou seja, yj € Kig+j mas y; € Kpo4j41. Agora, para j escolhido tal que mo + j > ng, isso é um
absurdo, pois sabemos da Proposicao 40.84 que em tal caso devemos ter K,,,+; = Kyo4541. Logo, x = 0 e, portanto,
Ker (1 — C) NRan ((1 — C)™) = {0}, ou seja, Ky N Ry, = {0}

Se para k € N com k > 2 tivermos z € Ky N Ry, entdo 0 = (1 — C)*z = (1 — C)(1 — C)*~1z. Logo, (1 - C)k1z €
Ki. Porém, como z € R,,,, vale também (1 — C)k’lz € Rik—14my = Rm,. Pelo que concluimos acima, devemos ter
(1—-C)*12 =0, ou seja, z € Ky_1 NR,y,. Por indugao finita, ou seja, repetindo o argumento um niimero finito de vezes,
concluiremos que z € Ky NR,,,, e, portanto, que z = 0. Assim, estabelecemos que Ki N R,,, = {0}. |

O Lema 40.13 possui a seguinte consequéncia que complementa as Proposigoes 40.83 e 40.84:

Proposigao 40.85 Para um mesmo operador compacto, os indices ng € Ng e mg € INg que surgem nas Proposicoes
40.83 e 40.84, respectivamente, sao iguais. O

Prova. Se © € Kpyt1, entio 0 = (1 — C)™lz = (1 — C)(1 — C)™z. Logo, (1 — C)™x € Ky. Porém, é claro que
(1 —C)m™x € Ry,. Logo, pelo Lema 40.13, (1 — C)™ox = 0, ou seja, © € Ky, Isso informa-nos que Kyy11 C Kip, €,
como em geral tem-se Ky, C Ky,o+1, segue que K,y = Kiy+1. Pela definigdo de ng isso implica que mg > ng.

A desigualdade my > ng implica, em particular, que se mg = 0, entdo ng = 0, demonstrando a afirmacao que se
deseja provar nesse caso. Consideremos, entdo, que mg > 1 e seja * € Ryy—1 \ R, (lembrar que, pela definigdo de
mp, esse conjunto é nao-vazio). Entdo, podemos escrever x = (1 — C)™0 "1y para algum y € X. E evidente disso que
(1-C)z=(1-C)moy.

Como (1 — C)z € Ry, = Ramy, = (L — C)™ Ry, segue que existe ¢y € Ry, tal que (1 — C)z = (1 — C)™oy’.
Logo, (1 — C)™o (y — y’) = 0, ou seja, y — ¥y € K,,. Coloquemos a questdo: serd que y — y' € K,,,—17 Tem-se que
(1- C’)m"*l(y — y’) =1 — (1 — C)™ 1y mas isso ndo pode anular-se, pois, como 3’ € R,,, vale (1 — C)™ 1y ¢
Romo—1 = Ry, enquanto que z &€ Ry, j& que escolhemos = € Ryy—1 \ Ry, Isso implica que y — 3 & Kypy—1. Assim,
concluimos que Ky \ Kimo—1 # 0, ou seja, Kig—1 S Kiy,- Pela definigao de ng, isso informa-nos que mg < ny.

Como ja estabelecemos que mg > ng e que my < ng, concluimos que mgy = nyg. |

Concluimos essas preparagoes com mais uma conclusao importante sobre os indices ng = my:

Proposigao 40.86 Seja X um espago de Banach e C : X — X um operador compacto. Entdo, X ~ Kp,, @ Ry, , ou seja,
cada x € X pode ser escrito de forma tnica como x = y+z, comy € K,y = Ker ((1—C)™) e 2 € Ry, = Ran ((1—C)™).
O indice mg € Ny encontra-se definido na Proposi¢ao 40.84 e, sequndo a Proposicao 40.85, coincide com o indice ng
definido na Proposi¢ao 40.83. O

Prova. Seja x € X. Como (1 — C)™x € Ry, € Ry = Raom,, existe 2’ € X tal que (1 — C)™ox = (1 — C)?™ox.
Definindo-se z := (1 — C)™°z’ ¢ claro que z € Ry, € que (1 — )™z = (1 — C)™z, ou seja, (1 —C)™ (z —2z) = 0. Isso
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informa-nos que x — z € K,;,,. Definindo-se y := # — z podemos trivialmente escrever z = y + z, sendo que y € K, e
%2 € Rpy-

Para estabelecer a unicidade, sejam 3’ € K, e 2’ € Ry, tais que x = y' +2’. Segue que y—y’ = 2’ — z. Naturalmente,
tem-se y —y’ € K, € 2/ —2 € Ry, €, portanto, y —y' e 2/ — z séo elementos de K,,,, NR;,,,. Pelo Lema 40.13, isso implica
quey—1y =0equez —z=0. |

e O Teorema da Alternativa de Fredholm

Chegamos agora ao objetivo almejado na segao corrente:

Teorema 40.35 (Teorema da Alternativa de Fredholm) Seja X um espaco de Banach e K : X — X um operador
compacto e seja A € C\ {0}. Entao, ou A1 — K possui uma inversa limitada ou A\ € um autovalor de K, ou seja, ou A
pertence ao conjunto resolvente p(K) ou ao espectro pontual op(K) de K.

Como acima tomamos X # 0, isso estd dizendo que o(K) \ {0} = 0,(K) \ {0}, ou seja, exceto eventualmente por 0,
o espectro de um operador compacto é constituido apenas por autovalores. |

Prova. Como X # 0, defina-se C' := \"'K. E claro que C' : X — X é compacto e a ele aplicam-se nossos resultados
anteriores. Notemos também que (AL — K) = A\(1 — C).

Consideremos os indices ng e mg introduzidos para o operador compacto C' nas Proposicoes 40.83 e 40.84, os quais
sao iguais, segundo a Proposigao 40.85. Como mg € INg, ha duas possibilidades a se considerar: my = 0 e mg > 1. Cada
um desses casos corresponderd a uma das alternativas do enunciado.

Caso mgy = 0. Nesse caso, temos {0} = K,, e X = R,,, para todo m € Ny, pelas Proposicoes 40.83, 40.84 e 40.85. Em
particular, o fato que Ker (1 — C') = {0} implica que 1 — C é injetora e o fato que Ran (1 — C) = X significa que 1 — C é
sobrejetora. Assim, (1 — C) é bijetora e, portanto, existe a inversa (1 —C)~! : X — X a qual, pelo Teorema da Aplicagio
Inversa, Teorema 40.8, pagina 2180, é igualmente continua e, portanto, limitada.

Portanto, (A — K)~! existe e é limitada, sendo dada por (A1 — K)~t = A71(1 — C)~1. Isso significa que A € p(K),
o conjunto resolvente de K.
Caso mg > 1. Nesse caso, tem-se pela Proposigoes 40.83 que {0} C Ker (1 — C'), o que nos informa que C possui 1 como
autovalor. Logo, A é um autovalor de K e Ker (1 — C) é o subespago dos autovetores correspondentes. Evidentemente,

como existem vetores nao-nulos em Ker (1 — ('), os operadores 1 — C' : X — X e A1 — K : X — X ndo possuem inversa
(pelo menos por nao serem injetores). |

e O Teorema da Alternativa de Fredholm e equacgoes integrais

O Teorema da Alternativa de Fredholm, Teorema 40.35, pode ser refraseado em termos mais frequentemente em-
pregados no contexto de equagoes integrais. Essa é, alias, a forma como o Teorema da Alternativa de Fredholm fora
originalmente formulado:

Corolario 40.22 (Alternativa de Fredholm. Versao II) Seja X um espaco de Banach e K : X — X um operador
compacto. Sejam A € C\ {0} e f € X, fizos. Consideremos o problema de determinar g € X tal que

g = f+2'Kg. (40.170)

Entdo, ou a equagdio inomogénea (40.170) possui solucdo tinica g € X, a saber, g = AN\ — K)~'f, ou a equacdo
homogénea
Kg = Ag (40.171)

possui um numero finito de solugoes nao-nulas linearmente independentes em X. Nesse caso, equacdo inomogénea
(40.170) possui solugao se e somente se f € Ran (Al — K), a qual € ndo-unica e dada por g = \fo +u com fo € X tal
que (AL — K) fo = f e u um elemento arbitrdrio de Ker (A1 — K). O

Prova. A equagao (40.170) se reescreve na forma (A — K)g = Af. Logo, se (A1 — K)~! existir, teremos a solugio tinica
g =AM — K)~'f. Se, porém, (\1 — K)~! nao existir, o Teorema da Alternativa de Fredholm, Teorema 40.35, diz-nos
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que A é um autovalor de K e, portanto, a equagdo homogénea (40.171) possui solu¢do nao-nula, a saber, no subespago
dos autovetores de K com autovalor A, o qual, como informado no Teorema 40.34, pagina 2288, é um subespaco de
dimensao finita de X.

Nessa segunda situacédo, (40.170) evidentemente néo terd solugdo caso f ¢ Ran (Al — K) mas, caso f € Ran (Al — K)
e fo for tal que (AL — K)fo = f, entdo g = Afp + u com u € Ker (Al — K), arbitrédrio, satisfaz (40.170). |

Exemplo 40.12 Vamos a um exemplo ilustrativo de aplicacdo do Coroldrio 40.22, o qual corresponde & situacdo na qual a
Alternativa de Fredholm foi originalmente formulada: a das equacoes integrais de Fredholm lineares.

Para a, b € R com —co < a < b < 0o, considere-se o espago de Banach X = C([a, bl, C), das fungbes continuas a valores

complexos definidas em [a, b], dotado da norma do supremo ||f|c := sup,¢(q,4 [f(2)]- Seja k : [a, b] x [a, b] = C uma fungdo
b
continua dada e defina-se K : X — X por (Kh)(x) := / k(xz, y)h(y)dy para h € X. J4 comentamos alhures que K é compacto

(vide pagina 2285).

a

Tomemos A € C com A # 0 e f € X, ambos fixos. A equagao (40.170) é, nesse caso, a equagao integral

o@) = f@)+5 [ e oy (10172)

Assim, o Corolério 40.22 diz-nos que ou a equagao integral inomogénea (40.172) possui solugdo unica ou a equagdo homogénea

b
/ k(z, y)g(y)dy = Ag(z) (40.173)

possui um nidmero finito de solugdes nao-nulas linearmente independentes em X. Nesse caso, (40.172) possui solugdo nao-tnica se
b

e somente se existir fo € X tal que f(z) = Afo(z) — / k(z, y)fo(y)dy. Se tal for o caso, as solugdes de (40.172) serdo da forma
g(z) = Afo(z) + u(z), onde u é uma solugao arbitraria em X da equagao homogénea (40.173).

A fungéo k é denominada nicleo da equagdo integral (40.172) ou (40.173). A equagdo (40.173) é denominada equagédo integral
de Fredholm linear de primeiro tipo, enquanto que a equagao (40.172) é denominada equagdo integral de Fredholm linear de sequndo
tipo. Vide também Secao 20.1.

O Exemplo acima discutido possui aplicagdes diretas ao problema de Sturm-Liouville. Vide Capitulo 19, pagina 1019 e,
particularmente, a Se¢do 19.3.2, pagina 1041. ¢

40.8.2 O Teorema Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos

Vamos na presente se¢ao demonstrar a versao do Teorema Espectral para operadores compactos autoadjuntos agindo em
um espaco de Hilbert, generalizando em parte o teorema espectral provado para matrizes na Secao 10.4, pagina 528.

Faremos implicitamente uso, em tudo o que segue, da Proposicao 40.17, pagina 2192, que estabelece que os autovalores
de um operador autoadjunto sao reais e que para tais operadores os autovetores de autovalores distintos sao ortogonais
entre si. Também faremos uso, por vezes sem mencao, da principal conclusao do Teorema da Alternativa de Fredholm,
Teorema 40.35, pagina 2294: todos os elementos nao-nulos do espectro de um operador compacto sao autovalores.

Historicamente, a maioria dos resultados que apresentaremos sobre propriedades espectrais de operadores compactos
autoadjuntos sao fruto de trabalhos de Hilbert, Schmidt, Riesz e Schauder, realizados na primeira década do século XX.
Alguns dos teoremas abaixo sdo por vezes denominados Teorema de Hilbert-Schmidt ou Teorema de Riesz-Schauder, mas
isso ¢ feito de forma inconsistente na literatura, de modo que preferimos nao adotar essa nomenclatura. Vide comentario
a pagina 2300.

e Autovalores de operadores compactos autoadjuntos

O teorema a seguir tem um papel central a desempenhar na demonstragao do teorema espectral para operadores
compactos autoadjuntos, por garantir que os mesmos sempre possuem pelo menos um autovalor. Uma parte de seu
contetdo ja foi estabelecido no Teorema 40.34, pagina 2288.

Teorema 40.36 Seja C um operador compacto e autoadjunto agindo em um espago de Hilbert H e denotemos por o(C)
o espectro de C' e por 0,(C) o conjunto de todos os autovalores de C. Entdo, valem as sequintes afirmagées:
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I. 1. o(C)\ {0} =0,(C)\ {0}.
2. Para C # 0 tem-se 0,(C) \ {0} # 0, pois { — ||C||, [|IC||} Nop(C) # 0, isto é, ou ||C|| ou —||C|| ou ambos é
autovalor de C.

L 1 o(C)c|=lcl o]
2. Cada autovalor nao-nulo de C tem degenerescéncia finita, ou seja, o subespaco de seus autovetores tem
dimensao finita.
3. 0,(C) é um conjunto infinito, exceto se C' for de posto finito.
4. Se C nao for de posto finito, 0 serd o dnico ponto de acumula¢do de o,(C).

5. Se C ndo for de posto finito, 0,(C) € enumerdvel (i.e., infinito e contdvel). Portanto, o,(C) € enumerdvel se
e somente se C' nao for de posto finito. O

Comentarios. Enfatizamos que o espago de Hilbert H, no enunciado acima, ndo é necessariamente separavel. Um outro comentario concerne
ao caso de operadores compactos ndo-autoadjuntos. Se C é um operador compacto ndo-autoadjunto, pode-se provar (vide Teorema 40.34,
pagina 2288) que o conjunto de seus autovalores nao-nulos é também contédvel e se acumula no maximo em zero, mas pode ser vazio (mesmo
que C seja de posto finito), o que n@o ocorre no caso de operadores compactos autoadjuntos (parte I do enunciado acima). Um exemplo é
operador de Volterra W, tratado no Exemplo 40.10 & pagina 2269. Outro exemplo é discutido no Exercicio E. 40.46, pdgina 2288.

Comentamos também que se C nao for de posto finito pode ou néo valer que 0 € o;,(C), mas é sempre verdade que 0 € o(C'), pois 0 é um
ponto de acumulacao de C.

Prova do Teorema 40.36. Suporemos C' # 0, de outra forma nao ha o que demonstrar. Provaremos separadamente as
partes I e II.

Prova da parte |I. A afirmacéo que o(C) \ {0} = 0,(C) \ {0} foi provada no Teorema 40.35, pagina 2294. Como C é

autoadjunto, vale ||C|| =  sup  |[{¢, C¥)| (Teorema 40.12, pdgina 2194). Logo, existe uma sequéncia ¢, n € N, de
peI, [[pll=1
vetores em H com ||1,|| =1 tal que |C]| = lim [(¢p, Cibp)| (justifique!). Como C = C*, (3, Cpp,) é um nimero real.
n—oo

Dessa forma, como o médulo de (¢, Cp,) converge a ||C||, (¢, Ctby,) deve ter uma subsequéncia que converge a ||C/|
ou uma subsequéncia que converge a —||C/|| (ou ambas). Para evitar sobrecarregar a notacdo, também denotaremos essa
subsequéncia por (¢, Ci,), a qual convergird para ¢ = %||C||, conforme o caso. Agora, usando o fato que ¢ é real, que
2 =|C|]? e que C = C*, teremos

IC%n = ctral® = (Cn = cthn, Cthu = cthn) = ICl> + € a6l ~26(tn, Chn)
Rﬁ,—/

=1
< NCI 1nll® +6 = 2¢(tbn, Cibn) = 2¢(c — (hn, Ctn)) -
=c2 =1

Como lim (¢, Ci,) = ¢, concluimos que
n—oo

lim (Cty — cthp) = 0. (40.174)

n—oo

Como 9, é uma sequéncia limitada e C' é compacto, a sequéncia Ct,, possui uma subsequeéncia C,,,; convergente, ou
seja, existe 1 € H tal que lim Ct,; = 1. A expressao (40.174) estd, entao, dizendo-nos que
j—oo

Y = lim C¢y,, = c lim ¢y, . (40.175)
j—oo j—oo
Assim,
C (10.175) (c lim ¢n,~) C 6 tinenr (hm ¢n,~) € 6 comtmo 1y i, (40.175) e
j—00 j—00 j—00
Logo, se 1 # 0, 1 é um autovetor de C' com autovalor ¢ = +||C|| ou ¢ = —||C||. Agora, ver que ¢ # 0 é facil, pois, por
(40.175)

ol =

c lim v,
J—00

= e[ lim [[¢pn, || = [c] = [[C]| # 0.
J 00 e~

=1
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Isso completa a prova da parte I.
Prova da parte Il.

IL.1. Se X\ é um autovalor de C existe um autovetor (ndo-nulo) ¢ € H de C: C¢ = A\p. Podemos escolher ¢ de modo
que ||¢|| = 1. Isso implica [A| = [[A¢|| = [|Co| < ||C]| |l¢ll = ||C]|- Logo, como A € R (pois C' é autoadjunto), segue que

xe [ =lel, lel)-

I1.2. Vamos supor que A seja um autovalor de C' e que seja infinitamente degenerado®?. Isso significa que o subespaco My
gerado pelos autovetores de C' com autovalor A tem dimensao infinita. Podemos escolher em M) um conjunto ortonormal
de vetores ¢", n € IN. Como (@™, ¢™) = 6 m, segue que para m # n, ||¢" — ¢™||? = <((,z5” —o™), ("™ — d)m)) = 2. Logo,
também para m # n,

[Co™ — Co™||* = [|ag" = xo™|* = AR[|o" — o™ = 2A]2.

Assim, se A # 0, vemos que C¢™, n € IN, ndo é uma sequéncia de Cauchy, assim como nenhuma de suas subsequéncias.
Isso contraria a hipétese que C' é compacto. Essa contradicao leva-nos a excluir a possibilidade de A ser infinitamente
degenerado, exceto se A = 0.

II.3. Vamos supor que 0,(C) seja um conjunto finito. Pelo item I1.2 o subespagco gerado por todos os autovetores de C'
com autovalor nao-nulo é de dimensao finita e, portanto, é fechado. Vamos denota-lo por M. E bastante claro que M é
um subespaco invariante por C (justifique!). Assim, pelo Coroldrio 40.4, pgina 2192, M+ é igualmente um subespago
fechado que é invariante por C.

Vamos denotar por P o projetor ortogonal sobre M e por P+ = 1 — P o projetor ortogonal sobre M~+. Tem-se para
todo £ € H
CP+¢ = 1CPH¢ = (P+ PH)CPH¢ = POPH¢+ PHCOPY¢ = PrCPHe,

pois PCP+¢ =0, j4 que CPL¢ € M+ (pois PH¢ € M+ e M+ ¢ invariante por C). Isso significa que
PtCcpPt =cpPt. (40.176)
Como C e Pt sdo autoadjuntos, também obtém-se da tltima igualdade que
ptc = (crt)" = (ptcoprt)" = ptcrt = cpPt,

mas nao usaremos isso.

Observemos agora que P-CP1 ¢ compacto (pela Proposicio 40.78, pagina 2281) e autoadjunto. Assim, pela parte I,
existe p € H, p # 0, tal que PLCP+p = iHPLCPLHgo. Essa igualdade diz-nos que ¢ € M+, pois P+(CPty) € M+,
devido ao fator P+ & esquerda. Se assim for, entdo P~y = ¢ e, portanto, P*C Pty = PLCyp = Cy, a tltima igualdade
seguindo do fato que C' mantém M~ invariante. Estabelecemos, assim, que Cp = :|:||PJ-C’PJ-H¢.

Agora, se HPJ-CPJ-H # 0, entdo ¢ seria um autovetor de C' com autovalor ndo-nulo, o que significa que ¢ € M, pela
definicio de M. Ora, se ¢ # 0, isso ndo é possivel, pois o tnico vetor que M e M+ tém em comum é o vetor nulo.
Concluimos dai que HPLCPLH =0, ou seja, PXC P+ = 0. Logo, por (40.176), CP+ = 0. Isso, por sua vez, diz-nos que
para todo ¢ € M+ vale Ctp = C P+ = 0.

Assim, concluimos que C aniquila todo o subespaco M=, ou seja, que M+ é constituido por autovetores de C' com
autovalor zero. Pelo Teorema da Decomposicao Ortogonal, Teorema 39.2, pagina 2115, todo vetor ¥ € JH pode ser escrito
na forma ¢ = ¥y + Pye, com g € M e e € ML, Logo, Ctp = Cipe € M, pois M é invariante por C. Como M é
de dimensao finita, o fato que Cv¥ € M para todo ¥ € H estd precisamente dizendo-nos que C' é de posto finito.

E também facil de se ver que se C' é de posto finito entao C' tem um conjunto finito de autovalores. Isso completa o
que queriamos provar.

11.4. Se C nao ¢é de posto finito, vimos no item II.3 que 0;,(C) ndo é um conjunto finito. Como, pelo item I1.1, o;,(C) estd
contido no intervalo fechado e limitado (ou seja, compacto) [ -, IIC ||}, op(C') deve possuir pelo menos um ponto

de acumulagao (Teorema de Bolzano-Weierstrass, Teorema 32.7, pagina 1605 e Teorema 32.15, pagina 1617)). Seja xg
um desses pontos de acumulagdo de 0,(C') e vamos supor que z¢ # 0. Como ¢ é um ponto de acumulagio de ¢,(C),
temos em cada intervalo aberto (xg — €, zg + €), com € > 0, infinitos autovalores de C. Tomemos € pequeno o suficiente
de modo que 0 & (xog — €, g + €), ou seja, tomemos € > 0 mas tal que |zg| > e. Tomemos também uma cole¢ao contavel

60 Aqui supomos implicitamente que H néo tem dimensao finita, sendo nao haveria o que demonstrar
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An, n € IN, de autovalores distintos de C' contidos no intervalo (zo — €, xo 4 €). E claro que |A,| > |xo| — € para todo
n. Seja, para cada n € IN, um autovetor ¢, de C' com autovalor A, e com ||¢,|| = 1. Como os autovalores sao distintos,
vale (¢, Gm) = Op, m. Assim, para n # m,

||C¢n_c¢m||2 = ||)\n¢n_)\m¢m”2 = <()‘n¢n _)\m¢m)7 ()‘n¢n _)\mém» = |)‘n|2+ |)\m|2 > 2(|$0| _6)2'

Como 2(|ac0| — 6)2 nao depende de m e n, isso estd dizendo-nos que C¢,,, n € IN, nao é uma sequéncia de Cauchy, assim
como nenhuma de suas subsequéncias. Isso contraria o fato de C' ser compacto. Logo, x¢g # 0 nao pode ser ponto de
acumulacao de autovalores de C. Como pelo menos um ponto de acumulacao deve existir, esse deve ser o ponto xg = 0.
11.5. Tomemos em [f Icl, 1c H] um intervalo fechado [a, b] que ndo contém 0. Se [a, b] contivesse infinitos autovalores
de C, entdo haveria em [a, b] um ponto de acumulagdo de tais autovalores, o que ji vimos ser impossivel. Assim
[a, b] N o,(C) é um conjunto finito. Portanto, conjuntos como [—HCH, —@} Nop(C) e {@, HC’||} No,(C) sao finitos

para todo n € IN. Como

7(C)\ {0} = [_] (|- -2 o [ yen] ) e

concluimos que o lado direito é uma unido contével de conjuntos contaveis (finitos). Logo, 0,(C) \ {0} é contével e,
portanto, o,(C) é contdvel. A afirmacio que 0,(C) é enumerdvel se e somente se C néo for de posto finito segue disso e
do item II.3.

Isso completa a prova da parte II. |
Estamos agora prontos para abordar o Teorema Espectral para operadores compactos e autoadjuntos.

e O Teorema Espectral para operadores compactos autoadjuntos

Para o enunciar o Teorema Espectral para operadores compactos autoadjuntos e para simplificar sua demonstragao
precisamos acertar algumas convengoes.

Se C' é um operador compacto e autoadjunto agindo em um espago de Hilbert H, vimos no Teorema 40.36 que o
conjunto de seus autovalores é contdvel (e até mesmo finito, caso C seja de posto finito) e cada autovalor ndo-nulo é
finitamente degenerado. Vamos denotar por A,, n € IN, o conjunto dos autovalores nao-nulos, convencionando que se
um autovalor X tem multiplicidade k entao ele aparece k, vezes sequidas na contagem, de forma que tenhamos, digamos,
Am = - = Amtk—1 = A. Com isso, a sequéncia A,, n € IN, contém cada autovalor repetido o niimero de vezes
correspondente a sua multiplicidade. Podemos convencionar também que os autovalores sao ordenados de tal forma que
[Ak] < || para todo k > [, ou seja, de forma que a sequéncia |A,|, n € IN seja ndo-crescente. Sabemos que autovetores
correspondentes a autovalores distintos sao ortogonais entre si. O subespaco M) gerado pelos autovetores de autovalor A
tem dimensao k, a multiplicidade de A\. Com isso, podemos encontrar em M, um conjunto ortonormal de k autovetores
Omy -y Gmik—1. Constituimos dessa forma um conjunto ortonormal ¢,, n € IN, de autovetores de C, cada qual com
autovalor \,,: C'¢, = A\, ¢, para todo n € IN. Vamos denotar por P, o projetor ortogonal relativo a cada autovetor ¢,,:
para todo ¢ € H vale P,v := (¢n, V) dn.

Caso C' seja de posto finito, entao as sequéncias \,, n € IN, ¢,,, n € N e P,, n € IN sao, em verdade, sequéncias
finitas. Lembramos também que caso C' nao seja de posto finito, entao 0 é o tnico ponto de acumulacao da sequéncia
An, n € IN (novamente pelo Teorema 40.36), o que implica lim, - An, = 0, fato que usaremos adiante.

Com essas convengoes e com essa notacao, temos o seguinte:

Teorema 40.37 (Teorema Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos) Seja C um operador com-

N
pacto e autoadjunto agindo em um espaco de Hilbert H. FEntdo, a sequéncia de operadores de posto finito Z)\nPn,
n=1
N € N, converge a C' na norma de B(H). Assim, para todo ¢ € H tem-se
[ee] oo
Cy = D MPutp = > Anldn, ©) bn - (40.177)
n=1 n=1

d
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Comentdrios. Enfatizamos que o espago de Hilbert H, no enunciado acima, ndo é necessariamente separavel.

oo
Como C¢p = An¢n, a expressao (40.177) significa também que para todo ¢ € H, Cyp = Z (¢n, ¥) Cpn. Compare-se isso as afirmagdes

n=1
do Teorema 40.33, pagina 2283. L)
Prova do Teorema 40.37. Seja P,, = [¢1, ..., dm]|, m € IN o subespago de H gerado pelos autovetores ortonormais
o1, ..., ¢m de C. Por ser de dimensao finita, cada P,, é um subespaco fechado de H. Para cada N € IN defina-se

N
Ky = C—ZAnPn.
n=1

Caso || Kps|| = 0 para algum M € IN, entéo C = 224:1 An Py, e a prova estd completa. Caso ||Ky|| # 0 para todo N € IN,
procedemos da seguinte forma.

Como os vetores ¢, formam um conjunto ortonormal, vale P;¢; = (¢i, ¢;)qPi = i, jdi. Logo, se 1 <1< N, tem-se

N
Engi = Co— Y MPadt = Ndr— Ny = 0,

n=1
o que significa dizer que K aniquila o subespago Py .

Os P;’s sao autoadjuntos e compactos (por serem de posto finito) e, portanto, cada Ky é também compacto e
autoadjunto. O Teorema 40.36, pagina 2295, garante, entdo, que Ky possui um autovalor igual a || Ky|| ou a —||Kn||.
Seja 1 um autovetor nao-nulo correspondente. Teremos Kyt = ¢y onde ey = ||[Kn| ou ey = —||Kn|]. Como Ky
aniquila o subespaco Py, essa igualdade e a hipdtese que cy # 0 implicam que 1 € (Py)> .

Para ver isso, lembremos que pelo Teorema da Decomposicao Ortogonal, Teorema 39.2, pagina 2115, podemos escrever
Y =x+& onde x € Py e & € (Py)t. Como Ky é autoadjunto e aniquila todo vetor de Py, vale (x, Kntp)g =
(KNXs ¥)g¢ = 0. Como, Kntp = ey, isso diz-nos que 0 = cn (X, ¥)q; = cn(Xs X)q¢ = cn]|x]|?, provando que x =0 e
que ) =€ € (Py)™.

Agora, o fato que ¥ € (Py)* implica P, = 0 para todo 1 <n < N. Logo, Kyv = Ct e a igualdade Knv = cyv
significa C = ey, ou seja, [|[Kn|| ou —[|Ky|| é um autovalor de C.

Quando definimos a sequéncia A,, n € IN, convencionamos colocar consecutivamente autovalores de multiplicidade
repetida e ordend-los de modo que |\, |, n € IN seja uma sequéncia nao-crescente. Isso implica que se ey = £||Kp|| é um
autovalor de C' cujo autovetor nao pertence a P, entdo temos |cn| < |An|, ou seja, || Kn|| < |An|. Agora, também pelo
Teorema 40.36, limy_,o0 [An| = 0, 0 que implica limy_,o || Kn|| = 0. Isso é precisamente o que queriamos provar. W

e Base ortonormal completa de autovetores de um operador compacto autoadjunto

Seja C' um operador compacto e autoadjunto agindo em um espago de Hilbert (ndo necessariamente separavel) H.
Seja By = {¢n| n € N}, como acima, um conjunto ortonormal contdvel de autovetores de C' com autovalores nao-nulos.
Seja T o fecho do subespaco gerado pelos vetores ¢,,, n € IN. E fécil de ver que se ¢ € T+, entdo 1 € Ker (C). De fato,
para todo ¢ € T+ vale (¢, ¢)4 = 0 para todo n e, por (40.177), isso implica C¢) = 0. Vemos, portanto, que J é uma
soma direta dos subespagos fechados T e Ker (C'). Como Ker (C') é fechado, é um espago de Hilbert e, portanto, possui
uma base ortonormal completa (ndo necessariamente contével) By. Todos os vetores dessa base sdo autovetores de C'
com autovalor nulo. O conjunto By U By serd, portanto, uma base ortogonal completa em H, formada por autovalores
(nulos ou néo) de C. Concluimos, entdo, a prova do seguinte importante teorema:

Teorema 40.38 Seja C um operador compacto e autoadjunto agindo em um espaco de Hilbert (ndao necessariamente
separdvel) H. Entao, H decompie-se em uma soma direta de subespagos ortogonais

H = Hod <@:}ck> :
k=1

onde Hy := Ker (C) € o subespaco dos autovetores de C' com autovalor 0 e Hy = Ker (\y1 — C) € o subespago dos
autovetores de C' com autovalor \y. Cada Hy com k > 1 tem dimensdo finita e Hy pode ter dimensao infinita. Por
conseguinte, H possui uma base ortonormal completa formada por autovetores (com autovalores nulos ou ndo) de C. O
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Esse teorema pode também ser demonstrado sem evocar-se o Teorema Espectral. Para tal, considere-se o subespago
fechado A de H formado pela soma direta de T e Ker (C). Ou seja, A é o subespago fechado gerado por todos os
autovetores de C' (com autovalores nulos ou ndo). Como A é mantido invariante por C, entdo A+ também o é (Coroldrio
40.4, pagina 2192). Se P+ é o projetor ortogonal sobre A*, entdo o fato de A" ser invariante por C significa CP+ =
PLCPL. Agora, PXCP+ é obviamente compacto e autoadjunto (Proposicio 40.78, pagina 2281). Vamos supor que
||PJ-C’PJ-H # 0. Pelo Teorema 40.36, existird ¢ € 3, ¢ # 0, tal que PrCP+¢ = c¢, onde ¢ = j:HPJ-C’PLH. Essa
expressdo implica ¢ € AL (devido ao fator P+ do lado esquerdo). Assim, ela afirma que C'¢ = c¢. Mas isso diz-nos que
¢ é autovalor de C, o que s6 é possivel se ¢ € A. Logo HPLC’PLH = 0, mas isso, por sua vez, implica CP+ = 0, pois
CP*+ = PLCP*. Logo, para todo 1 € At teremos Cip = CP+4 = 0, o que implica ¢ € Ker (C). Agora, Ker (C) C A
e o tnico vetor que A e A+ tém em comum é o vetor nulo. Provamos entdao que se 1) € A+ entdo ¢ = 0, ou seja A = H.
Pela definigao, isso diz precisamente que o conjunto ortonormal By U Bq, que gera A, é uma base ortonormal completa
em H, encerrando novamente a prova.

Comentdrio. Os Teoremas 40.36 e 40.38 foram demonstrados por HilbertS!, Schmidtb2, Riesz%® e Schauder®. O Teorema Espectral para
operadores compactos autoadjuntos foi provado por Hilbert em 1906, sendo o restante da teoria (re)elaborado pelos demais autores por volta
de 1908. Esses trabalhos sdo os marcos iniciais da Andlise Funcional. Para mais detalhes histéricos desses importantes desenvolvimentos, vide

[114]. &

e O caso de operadores compactos nao-autoadjuntos

O Teorema Espectral demonstrado acima para operadores compactos e autoadjuntos pode ser, como veremos, esten-
dido em um certo sentido para operadores compactos nao-autoadjuntos. J& observamos, porém, que nem todo operador
compacto em espagos de dimensao infinita possui autovalores. Assim, esperamos alguma diferenca em relacao ao caso
autoadjunto, pois na decomposigao espectral (40.177) sdo os autovalores A,, de C' que comparecem. A observagao crucial
vem do fato que |C] := V/C*C' é compacto e autoadjunto (Proposigao 40.82, pagina 2285) e, pelo Teorema 40.36, pagina
2295, possui autovalores, valendo inclusive o Teorema 40.37.

Seja C' um operador compacto mas nao necessariamente autoadjunto e seja C = U|C| sua decomposigdo polar
(Teorema 40.31, pdgina 2276). Pela Proposicao 40.82, pagina 2285, sabemos que |C| é compacto, autoadjunto e positivo.
Podemos, pelo Teorema Espectral para operadores compactos e autoadjuntos, Teorema 40.37, pagina 2298, escrever

C] = > tin{dn, ) bn (40.178)
n=1

onde i, sdo os autovalores positivos de |C| (os quais sao positivos pois |C| é um operador positivo) e ¢,, os correspondentes
autovetores normalizados. Usando a decomposi¢ao polar C' = U|C/, temos entéo

C = pnltn, ) Ubn .
n=1

Lembremos que, pelo Teorema da Decomposicao Polar (Teorema 40.31, pagina 2276), Ker (U) = Ker (|C|) = Ker (C),
de modo que U@y, # 0, pois p, > 0. Se definirmos ¢, := Uy, teremos (¢n, ¥m) = (Udn, Udm) = (dn, dm) = Om,n,
a segunda igualdade decorrendo do fato de U ser uma isometria parcial (e do fato que U¢,, # 0 para todo n € IN). Isso
mostra que os vetores ¥, tal como os vetores ¢,, formam um conjunto ortonormal.

Em resumo, o que concluimos desses comentérios é o seguinte:

Teorema 40.39 (Representagao Canénica de Operadores Compactos) Seja C um operador compacto agindo
em um espago de Hilbert 3. Entdo, existem nidmeros positivos p,, n € IN (denominados valores singulares do ope-
rador C') e conjuntos ortonormais ¢, n € N, e 1b,, n € N, em H tais que

C = tnlbn, )¥n (40.179)
n=1

a convergéncia da série de operadores do lado esquerdo se dando na norma de B(H). Se C for de posto finito, a soma

61David Hilbert (1862-1943).

62Frhard Schmidt (1876-1959).

63Frigyes Riesz (1880-1956).

64 Juliusz Pawel Schauder (1899-1943). Schauder foi tragicamente assassinado pela Gestapo.
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acima serd finita. Assim, para todo x € H podemos escrever

CxX = Y tin{bn, X)¥n , (40.180)
n=1
A representagdo (40.179), ou (40.180), € denominada representacao canénica do operador compacto C. |

Nota. Definindo os operadores lineares e limitados Qnx := (¢n, X)¥n, n € N, podemos escrever (40.179) na forma

o0

n=1
Note-se que os operadores Qn sdo compactos (por serem de posto finito) e satisfazem Q2 = (¢n, ¥Yn)Qn (verifique!) e geralmente nio sio,
portanto, projetores, nem sequer sao autoadjuntos, exceto se ¢n = n. &

A expressao (40.179) estd também dizendo-nos que todo operador compacto C' agindo em um espago de Hilbert pode
ser aproximado em norma por operadores de posto finito. Isso generaliza o Teorema 40.33, pagina 2283, pois aqui nao
precisamos supor que H seja separavel.

A decomposigao (40.179) generaliza para operadores compactos em espago de Hilbert a decomposigdo em valores
singulares para matrizes, a qual foi apresentada na Secao 10.8.2, pagina 579.

e Valores singulares de um operador compacto

Os ndmeros p,, que comparecem em (40.179) e (40.180) sdo denominados valores singulares do operador compacto C.
Vemos que trata-se dos autovalores de |C|. O operador C' ndo necessariamente tem autovalores mas sempre tem valores
singulares e, por isso, ha que se fazer a distingao entre ambos os conceitos.

E. 40.47 FEzercicio. Mostre que a representa¢do candnica do operador compacto nio-autoadjunto C : £2(IN) — ¢2(IN) definido no
Exercicio E. 40.46, pagina 2288, é

oo

1
Ca = E -
a £ L <ek7 a) €r+1
para a € £2(IN), onde e, € ¢2(IN) é o vetor cuja l-ésima componente (ek)l é dada por (ek)z = Ok,1. o,

e Operadores nucleares

Ja comentamos a péagina 2284 que nem todo operador compacto agindo em espagos de Banach pode ser aproximado
por operadores de posto finito. Para espagos de Hilbert, porém, isso é verdade, como atesta a expressao (40.180). No
entanto, essa mesma expressao motiva uma importante definicao que apresentaremos e discutiremos brevemente aqui: a
de operadores nucleares, nocao introduzida por Grothendieck%?.

Sejam X e Y dois espacos de Banach. Um operador limitado N : X — Y é dito ser um operador nuclear se existirem
constantes i, >0, n € IN, com Y o2 |y, < 0o, funcionais lineares continuos ,, € XT com ||l,||x+ = 1 para todon € N e
vetores y, € Y com ||y, |ly = 1 para todo n € N, tais que

Nz =Y pnln(z) yn , (40.181)
n=1

para todo x € X.

A condicao 22021 n < 00, é incluida por ser suficiente para garantir convergéncia do lado direito da expressao
(40.181). Pela expressao (40.180), vemos que um operador compacto em um espago de Hilbert é nuclear se e somente se
a sequéncia de seus valores singulares for somével.

E. 40.48 Ezercicio-exemplo. Seja 1, n € IN, um conjunto ortonormal de vetores em um espaco de Hilbert 3 e seja P, o projetor
ortogonal sobre 1. O operador

1
C = —P,
é compacto (vide o exemplo da equagdo (40.163)) mas n3o é nuclear. Justifique essas afirmagdes. "

65 Alexander Grothendieck (1928-2014).
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Como exercicio, deixamos ao leitor demonstrar as seguintes afirmagoes, validas no contexto geral de espacos de
Banach: 1. todo operador de posto finito é nuclear (isso é evidente, alids); 2. todo operador nuclear é compacto; 3. toda
combinagao linear de dois operadores nucleares é novamente um operador nuclear; 4. o produto (& direita ou & esquerda)
de um operador nuclear por um operador continuo é novamente um operador nuclear. Vide [530].

40.9 O Teorema Espectral para Operadores Limitados Auto-
adjuntos em Espacos de Hilbert

Na presente secao trataremos do Teorema Espectral para operadores limitados autoadjuntos agindo em espacos de Hilbert
em suas diversas formas. Seguiremos proximamente [395], mas completaremos vdrias lacunas daquela exposicao.

40.9.1 O Calculo Funcional Continuo e o Homomorfismo de Gelfand

Comegamos com uma defini¢ao elementar. Se p(z) = ag + > _p_, axz” é um polinémio em z € C, e T € B(H), H sendo
um espaco de Hilbert, deﬁr;e—se p(T) € B(H) por p(T) := apl + > ,_, axT*. Convencionando que T° = 1, podemos
escrever também p(T) = >}, apT".

O seguinte lema resume alguns fatos fundamentais a respeito de polindmios de operadores autoadjuntos em espacos
de Hilbert e é um caso particular da Proposicao 40.42, pagina 2217, dispensando demonstracao.

Lema 40.14 Seja H um espago de Hilbert e A € B(H) um operador limitado e autoadjunto. Seja também p(x) =

n
ankmk um polinémio em x € C. Entdo, o espectro de p(A) € a imagem por p do espectro de A, ou seja,

o(p(A)) = {p(\), e a(A)} = p(c(A)) . (40.182)

Fora isso, ||p(A)|| = A:u&) |p()\)‘ O

Seja agora o espago de Banach C’(U(A)) da fungoes complexas continuas definidas no espectro de A dotado da norma
[ flloo == supres(a) |f(N)| e seja P(0(A)) o subespago de C(o(A)) formado por polinémios. Sabemos pelo Teorema
de Weierstrass (Teorema 37.18, pagina 1981) que P (o (A)) é denso em C(0(A)). Vimos também no Lema 40.14 que a
aplicacdo ¢4 = ¢ : P(c(A)) — B(H) dada por ¢(p) = p(A) satisfaz ||q5(p)HB(j{) = ||p||loo- Ora, isso diz-nos que ¢ é
limitada e, pelo Teorema BLT, Teorema 40.1, pagina 2162, pode ser estendida unicamente e isometricamente ao fecho de
P(U(A)) que é C(U(A)). Essa extensao também serd denotada por ¢. Assim, para toda f € C(O‘(A)) podemos definir
¢(f) como limite em norma de operadores ¢(p), com p sendo polindmios que convergem a f na norma || - ||o-

Denotaremos também sugestivamente ¢(f), para f € C’(J(A)), por f(A). Tem-se os seguintes fatos sobre ¢(f) (vide
[395)).

Teorema 40.40 (Célculo Funcional Continuo) Seja H um espago de Hilbert, seja A € B(H) autoadjunto e seja
o4 = ¢ : C(O’(A)) — B(H) definida acima. Para todo polindmio p vale ¢p(p) = p(A). Como vimos, pelo Teorema
BLT, Teorema 40.1, pdgina 2162, tem-se Hd)( = ||flloc para toda f € C(O’(A)). Fora isso, valem as sequintes
afirmagoes:

Dl e

1. A aplicagdo ¢ € um x-homomorfismo algébrico, ou seja,
o(af +B9) = ad(f) +Belg),  o(fg) = o(f)ole), () = o(f), (1) =1, (40.183)

para todas f, g € C(c(A)) e todos o, B € C. Como fg = gf, seque de (40.183) que ¢(f)d(g) = ¢(9)d(f) para
todas f, g € C(o(A)).

2. Se f >0 tem-se também ¢(f) > 0.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 40 2303/2825

3. Se f, € C(c(A)), n € N € uma sequéncia de converge na norma || - | a uma fungio f € C(c(A)) entdo
o(fn) converge a ¢(f) na norma de B(H). Reciprocamente, se ¢(frn) converge na norma de B(H), entdo existe
f € C(o(A)) tal que limp_o0 ¢(fn) = @(f). Isso diz-nos que {¢(f), f € C(c(A))} € fechada na norma de B(H).

Com a propriedade do item 1, isso significa que {qb(f), fe C(U(A))} € uma dlgebra C* Abeliana com unidade.

4. Se p € H € um autovetor de A com autovalor Ao, entio ¢(f)p = f(Xo)p. Mais genericamente, vale o(¢(f)) =
{f), xea(A)}. O

O *-homomorfismo ¢ : C(U(A)) — B(H) é por vezes denominado homomorfismo de Gelfand®s.

Prova do Teorema 40.40. A demonstragdo desse teorema segue muito proximamente a demonstragdo do Teorema 40.18,
pagina 2218 e, de fato, quase todas as asser¢des acima sdo casos particulares daquele teorema pois B(H) é uma algebra
C* com unidade. Para facilitar a leitor e destacar algumas poucas especificidades, apresentamos a demonstragao com
detalhe.

Prova do item 1. A aplicagao ¢ é limitada e, portanto, continua. As propriedades (40.183), que caracterizam ¢ como um
x-homomorfismo algébrico, sao triviais de se verificar no subespago denso P(c(A)) e dai se estendem facilmente a todo
C(o(A)) por continuidade.

Prova do item 2. Se f > 0 entdo f = g¢® para alguma ¢ real e continua. Logo, pela propriedade de homomorfismo
o(f) = ¢(9°) = d(9)¢(g9) = ¢(9)*d(9), que é um operador positivo.

Prova do item 3. Tem-se ||q§(fn)—¢)(f)|| = ||q§(f—fn)H = ||f— falloo- Logo, se || f— fnlloo = 0, segue qu(fn)—qb(f)H — 0.

Reciprocamente, se ¢(f,) converge na norma de B(H), segue que ¢(f,) é uma sequéncia de Cauchy em B(FH). Assim,
€omo Hd)(fn) — d)(fm)H = || fn = fmlloo, & sequéncia f,, é de Cauchy em C(o(A)) com a norma || - ||s. Como C(c(A)) ¢
completo em relacdo a essa norma, existe f € C’(U(A)) a qual f,, converge e, portanto, lim, . ¢(frn) = ¢(f).

Prova do item 4. Para provar que ¢(f)e = f(Ao)p caso Ap = Mgy, notemos em primeiro lugar que para qualquer
polinémio p vale, claramente, ¢(p)p = p(Ag)p. Se tomarmos uma sequéncia de polinémios p que converge a f na norma
I - oo teremos o resultado desejado por continuidade.

Se A nado pertence a imagem de o(A) por f entdo r := ﬁ é continua e, portanto, ¢(r) estd bem definida e vale
d(r)o(f — A) = ¢(f — N)é(r) = 1, pelas propriedades de homomorfismo, provando que ¢(f) — ALl é bijetora com inversa
limitada e que, portanto, A € p(¢(f)), o conjunto resolvente de ¢(f). Isso estabeleceu que o complemento da imagem de
[, C\{f(N), A€ c(A)}, é um subconjunto de p(¢(f)). Logo, o(o(f)) C {f(A), A € 7(A)}. Vamos agora demonstrar a
inclusdo oposta. Seja p € {f(A), A € 0(A)}, ou seja, u = f(Ao) para algum \g € o(A) e vamos supor que u € p(¢(f)),
ou seja, que F':= ¢(f) — f(Ao)1 é bijetora. Seja agora P := ¢(p) — p(Ao)1 para algum polinémio p tal que || f — plleo < €.
Teremos, F'— P = ¢(f —p) — (f()\o) fp()\o))]l e, assim,

IF =Pl < [le(f =) +1f(o) = pQo) 12l = [If = pllse + [£(A0) = p(Ao)| < 2[If = pllo < 2¢.

_q-1 -
1H , entao

Agora, pelo Coroldrio 40.5, pdgina 2205, se escolhermos esse € pequeno o suficiente tal que ||[F — P|| < HF
P ser4 inversivel em B(H), o que implica p(Ao) € o(¢(p)) com Ag € o(A). Isso contraria (40.182). Logo, devemos ter
T4 p((;ﬁ(f)), ou seja, u € U(¢(f)), 0 que prova {f()\), A€ U(A)} C a(¢(f)), estabelecendo a igualdade desses dois

conjuntos. Isso completa a prova do Teorema 40.40 |

Comentamos que a identificacao o (¢(f)) = {f(A), A € o(A)} ndo contraria o fato de o(¢(f)) ser fechado, pois a
imagem de um conjunto compacto (no caso, o(A)) por uma funcao continua (no caso, f) é sempre um conjunto compacto
(ou seja, fechado e limitado).

40.9.2 Generalizando o Calculo Funcional Continuo. As Medidas Espec-
trais

Seja daqui por diante A um operador autoadjunto limitado fixo, definido em um espago de Hilbert K.

661srail Moiseevic Gelfand (1913-2009).
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O Teorema 40.40 é muito importante por permitir definir objetos como f(A) para uma func¢do continua f definida
no espectro de um operador autoadjunto A agindo em um espago de Hilbert. Sucede, porém, que é possivel fazer ainda
mais e definir f(A) mesmo para certas fungoes f que ndo sejam continuas. A necessidade de um tal resultado nao é
meramente um capricho mateméatico, mas é importante para alcangarmos um resultado mais profundo, a saber, a versao
por projetores espectrais do teorema espectral da qual falaremos mais abaixo.

Nosso ponto de partida é a seguinte observacdo. Seja ¥ € H e seja f € C’(J(A)). Entao, a aplicacao f —
(W, f(A)Y) g = (¥, O(f)Y)4 é claramente um funcional linear definido em C(o(A)). Fora isso, para todo f € C(c(A))
vale

auchy-Schwarz

W, 6NNl < leHI LI = 11 Flloo 1112,

provando que a aplicacao C(O’(A)) S f = (Y, ¢(f)Y)q é limitada e, portanto, continua. Além disso, se f > 0, vimos
pelo Teorema 40.40 que ¢(f) é um operador positivo. Isso significa que (¢, ¢(f)¥)s > 0 para todo ¢ € H. Por fim, se
f =1, segue que ¢(f) =1 e (¥, ¢(f))qg = [[¥[1? < 0.

Em resumo, provamos que para ) € 3 com a aplicacdo C(c(A)) 3 f + (¢, ¢(f)¥)4 é um funcional linear continuo,
positivo. Esses fatos aparentemente inocentes tém uma consequéncia profunda e altamente nao-trivial. Um cléssico
teorema de Analise conhecido como Teorema da Representacio de Riesz” afirma que

Teorema 40.41 (Teorema da Representacao de Riesz ou Teorema de Riesz-Markov) Seja X um espago to-
poldgico localmente compacto e Hausdorff e seja C.(X) o espago das funcgées continuas definidas em X que tenham
suporte compacto. Entdo, sel: C.(X) — C é um funcional linear positivo em C.(X), existe uma (unica) medida positiva
u sobre uma o-dlgebra M que contém a o-dlgebra de Borel de X tal que

) = [ rau.

para toda f € Co(X). A medida p e a o-dlgebra M satisfazem p(K) < oo para todo compacto K C X e € regular, ou seja
w(E) = inf{u(V), ECV, V aberto} (40.184)

para todo E € M e
w(E) = sup{u(K), K C E, K compacto} (40.185)

para todo E € M com u(E) < co. Por fim, o espago de medida produzido por M e u é completo, ou seja, se E € M € tal
que (E) = 0 entao todo subconjunto de E pertence a M. O

O enunciado do teorema acima foi extraido de [410], onde sua demonstracio pode também ser encontrada®®. Vide

também [194] ou [409]. Alguns autores (por ex., [409]) referem-se a esse teorema como “Teorema de Riesz-Markov”%.
Em nosso caso, X = o(A) ndo é apenas localmente compacto, mas compacto e, portanto, C.(X) = C(J(A)).
Podemos, entao, escrever
<1p ,f(A)¢> = fduyg, a (40.186)

o(A)

para toda f € C(J(A)), onde denotamos a medida em o(A), cuja existéncia é garantida pelo Teorema 40.41, por fi,, A
para lembrar sua dependéncia em v e A.

A medida gy, 4 é denominada medida espectral do operador A associada ao vetor v € JH.

No que se segue, estudaremos vérias propriedades dessa medida. Por exemplo, provaremos no item 4 do Teorema
40.43, abaixo, que se ¢ € H, com ||| = 1, é um autovetor de A com autovalor Ay, entdo a medida f,, 4 é a medida de
Dirac centrada em \g.

E. 40.49 Ezercicio. Mostre que fiay, 4 = |a|* 1y, 4 para todo a € C. o,

67Frigyes Riesz (1880-1956).

68 Teorema 2.14 da edicdo [410].

69 Andrei Andreyevich Markov (1903-1979). O pai desse Markov, que tinha o mesmo nome que o filho e viveu entre 1856 e 1922, foi também
um matematico célebre e foi o inventor das cadeias de Markov da teoria dos processos estocasticos, entre outras coisas. O trabalho do segundo
Markov contendo o teorema que citamos sobre funcionais lineares é: A. Markov, “On mean values and exterior densities”, Mat. Sbornik N.S.
4 (46) 165-191 (1938). Para mais referéncias histéricas, vide [409].
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A importancia da relagdo (40.186) para nossa tarefa de estender o cdlculo funcional para fungdes nao-continuas é a
seguinte. Apesar de a fungdo f em (40.186) ser continua, o lado direito estd bem definido para qualquer fun¢ao Boreliana
limitada, ou seja, se g : 0(A) — C é Boreliana e limitada entao fU(A) gdpy, A estd bem definida. A questao é: existe
um operador g(A4) € B(H) tal que <1/) ,g(A)l/)> = fJ(A) gdpy, a7 Mostraremos que, de fato, um tal operador pode ser
definido por essa relacdo. A ideia é explorar identidade de polarizacao para definir o que seria o equivalente aos produtos
escalares gerais <1/) , g(A)(,z5> e mostrar que esse equivalente é uma forma sesquilinear e bicontinua (em ¥ e ¢ € H), o que,
pela Proposicao 40.11, pdgina 2184, permite definir o operador limitado g(A).

e A construcao do operador g(A)

No que segue, B (O’(A)) designara o conjunto de todas as fungoes complexas Borelianas e limitadas definidas em
o(A).

Proposigao 40.87 Para cada g € B; (J(A)), Boreliana e limitada, a aplicagdo 84 : H x H — C definida por

3
1S
Sy(w0) = 120" [ gdus,a (40.187)
n=0 U(A)

onde ¢y, = u+ i"v, é uma aplicagdo sesquilinear e bicontinua em H, sendo que |84(u, v)| < ||g|lcol|ul |v|| para todos
u, v € H. Assim, pela Proposi¢io 40.11, pdgina 2184, existe um operador limitado, que denotaremos por g(A), tal que

8g(u, v) = (u, g(A)v)

para todos u, v € . E claro também que
9] < llglles - (40.188)

a

Prova. Para cada funcdo f continua tem-se pela identidade de polarizacéo (3.34), pagina 271, e por (40.186), que

3 3

Sf(u, v) = izl_n/ fdpy, 4 = izl_n<wm f(A)wn>

n=0 o(A) n=0

I, a N
- zg ((utim), FA)(u+i"0)) = (u, f(A).

Isso mostra que 8 é sesquilinear e é bicontinua pois, por Cauchy-Schwarz, vale [(u, f(A)v)| < ||f(A)] ||l ||v]]. Queremos
agora provar que essas propriedades estendem-se as formas 84, com g € B; (U(A)), e a ideia é explorar o fato que tais
fungoes podem ser aproximadas por fungoes continuas. Mais especificamente, usaremos o seguinte resultado:

Teorema 40.42 (Teorema de Lusin) "° Seja X um espaco localmente compacto e Hausdorff e seja u uma medida
positiva sobre uma o-dlgebra M de X que contém a o-dlgebra de Borel de X tal que: 1) p(K) < oo para todo compacto
K C X; 2) p € regular, ou seja pu(E) = inf{u(V), E C V, V aberto} para todo E € M e p(E) = sup {u(K), K C
E, K compacto} para todo E € M com p(E) < co; 8) o espago de medida produzido por M e p é completo, ou seja, se
E € M ¢ tal que u(E) =0, entao todo subconjunto de E pertence a M.

Suponha que g seja uma fung¢do compleza e mensurdvel em X com a propriedade que g(x) = 0 se x & B, sendo
B C X tal que p(B) < o0o. Entao, para todo € > 0 existe f € C.(X) (o espago das fungdes continuas definidas em X que
tenham suporte compacto) tal que

p({z € X[ g(x) # f(2)}) < e

Além disso, f pode ser escolhida de forma que

sup | f(z)] < sup [g(z)] .
reX rzeX

"ONikolai Nikolaevich Lusin (ou Luzin) (1883-1950).
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O enunciado do teorema acima foi extraido de [410], onde sua demonstracio pode também ser encontrada’™. O Teorema
40.42 tem o seguinte coroldrio elementar, que usaremos adiante.

Corolério 40.23 Seja X um espaco localmente compacto e Hausdorff e sejam pj, j =1, ..., n, uma colecdo finita de
medidas satisfazendo as condi¢oes do Teorema 40.42. Seja g uma fung¢ao complexa e Boreliana em X com a propriedade
que g(x) =0 se x € B, sendo B C X tal que p;(B) < o0, j =1, ..., n. Entao, para todo ¢ > 0 existe f € C.(X) tal que

wi({o € Xl g@) £ f(@)}) < e
para todo j =1, ..., n. Além disso, f pode ser escolhida de forma que
sup | f(z)] < sup [g(z)] .
zeX zeX
Para tal f valerd
/ |f —gldp; < 2|gllce, (40.189)
X
para cada j =1, ..., n. |
Prova. Seja D := {z € X| g(z) # f(x)}. Pelas hipéteses, as medidas y; tém em comum a o-dlgebra de Borel em X,
onde podemos definir a medida p := 1 + - -+ + un, a qual também satisfaz todas as condigoes do Teorema 40.42. Logo,

existe f € Co(X) com (pg + -+ + un)(D) < €, ou seja, g (D) 4+ (D) < €, o que implica p; (D) < € para todo
7 =1,..., n, pois as medidas sao positivas. Prosseguindo, teremos para cada j =1, ..., n,

/X|f—g|duj - /D|f—g|duj < 11f — glloott (D) < 2llglloce

onde usamos o fato que || fllos < [|gllse, 0 que implica |[f = gllsc < [|.flloc + [lglloc < 2[lgllcc- u

Note-se que as condigoes 1, 2 e 3 do enunciado do Teorema 40.42 sao aquelas garantidas pelo Teorema 40.41 e,
portanto, valem para as medidas jy, 4 definidas em X = o(A).

Para u, v € H fixos e € > 0 podemos, pelo Coroldrio 40.23, escolher f € C(c(A)) de forma que

[ ol a < 2lglec (10.190)
o(A

para todos os quatro vetores ¥, = u+i"v, n =0, ..., 3. Assim, com u, v € H fixos e para uma tal f teremos

3
1,
Syt 0) = Syl o) = |30 [ (g P,
n=0 o(A)

3
<3 / 90— Fldug, 4 < 8lgloe.  (40.101)
n=0"70(A)

Com isso podemos provar que 8, é sesquilinear explorando o fato que 85 o é para toda f continua. De fato, para
todos u, vi, v2 € H e a1, as € C, temos S¢(u, aqvr + agve) — a18y(u, v1) — aa8¢(u, v2) = 0 se f for continua e dai
segue que

‘Sg(u, a1v1 + aov2) — a184(u, v1) — a284(u, ’Ug)‘
= ‘(Sg(u, a1 + agva) — a8y (u, v1) — a8y(u, ’Ug)) — (Sf(u, a1 + agva) — an 8 (u, v1) — aeSs(u, ’UQ))‘

< ‘Sg(u, a1v1 + agva) — 85(u, ajv + 0421)2)‘

+ o [8g(u, v1) = 85(u, vi)| +azl[84(u, va) = 8(u, va)| .

"I Teorema 2.24 da edicio [410].
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Por (40.191), os trés tltimos termos podem ser escolhidos tdo pequenos quanto se queira pela escolha de uma f € C(c(A))
apropriada (evocando o Corolario 40.23), o que nos leva a concluir que 84(u, a1v1 + ava) = @18, (u, v1) + @284(u, v2),
estabelecendo a linearidade de 8, em relacao ao segundo argumento. A antilinearidade em relagao ao primeiro argumento
¢é provada da mesma forma. Resta-nos mostrar que S, é bicontinua. Escolhendo novamente f € C(O‘(A)) de forma que
8(u, v) —8s(u, v)| <€, para algum € > 0 qualquer (vide (40.191)), e usando que |87 (u, v)| < || f(A)| |lul [|v]|, teremos

Sy, )] = [Sy(u, v) = 85w, v) +85(u, )| < [Sy(u, v) = 85(u, )| + |85(u, )| < e+ [ F(A|lull o]l . (40.192)

Lembremos que Hf(A)H = ||f|loo € que, pelo Teorema de Lusin, Teorema 40.42, podemos escolher f de modo que || f||co <
llglloc- Assim, [84(u, v)| < €+ [|gllsollull |v]|. Como isso vale para todo € > 0, concluimos que ‘Sg(u, )| < llgllso|lull v,
provando que 8,4 é bicontinua. Isso completa a prova da Proposicao 40.87.

A Proposicao 40.87 estabelece uma associagdo entre fungdes Borelianas limitadas g definidas em o(A) e operadores
limitados ¢g(A) agindo em H. Denotemos essa aplicagdo por b: B (O’(A)) — B(H), ou seja, g(A) = q@(g) A associacao
f— f(A), para f continua, é, como vimos no correr da demonstracdo da Proposigao 40.87, um caso particular, de modo
que ¢ : By (0(A)) — B(H) é uma extensdo da aplicagao ¢ : C(o(A)) — B(H) do Célculo Funcional Continuo, Teorema
40.40. Sobre a aplicacao (;3 temos o seguinte teorema.

Teorema 40.43 (Célculo Funcional Boreliano) Seja H um espago de Hilbert, seja A € B(H) autoadjunto e seja
ba=o: B (U(A)) — B(H) definida acima. b ¢é uma extensio de ¢ : C(U(A)) — B(H) do Teorema 40.40 e, portanto,
para f € C(o(A)) vale $(f) = ¢(f) = f(A). Em particular, para todo polinémio p vale ¢(p) = p(A). Por (40.188),
Hq@(g)HB(:}c) < |lgllos para toda g € Bi(c(A)). Fora isso, valem as sequintes afirmagoes:

1. A aplicagao <ZA) € um x-homomorfismo algébrico, ou seja,

dlag+Bh) = ad(g) +Bo(h) . élgh) = dlg)o(h),  dl9)" = é(@, H(1) =1,  (40.193)
para todas g, h € Bi(o(A)) e todos o, B € C. Como gh = hg, seque de (40.193) que (9)d(h) = d(h)d(g) para
todas g, h € Bi(c(A)).

2. Se g >0 tem-se também ¢(g) > 0.

3. Sejam g € Bi(0(A)) e gn € Bi(c(A)), n € N, tais que lim g,(z) = g(z) para todo x € o(A) mas tais que existe
n—oo

M > 0 para o qual ||gn|lcc < M para todo n € N. Entao, g,(A) converge a g(A) na topologia operatorial forte, ou
seja, para todo ¥ € H a sequéncia g, (A)y converge a g(A)p.

4. Se p € H € um autovetor de A com autovalor A\g, entdo ji,, 4 € a medida de Dirac centrada em Ao e <ZA)(g)<p =g(Mo)p
para toda g € Bi(c(A)). Em geral, tem-se a(g?)(g)) c {g(N), xea(A4)}. 0

Comentamos que no Teorema 40.40, pagina 2302, estabelecemos que o (¢(f)) = {f(A), A € 0(A)} para f continua.
Tal propriedade nao pode valer, em geral, para funcoes Borelianas limitadas, ja pelo fato de que a imagem de um conjunto
compacto por uma fun¢ao Boreliana limitada nao é necessariamente um conjunto compacto.

Prova do Teorema 40.43.
Prova _do item 1. Como 8,(u, y) dada em (40.187) é claramente linear em g, concluimos que ¢ também o é: ¢(ag+ Sh) =

ozczg(g) + qu(h) para todas g, h € Bi(c(A)) e todas «, 8 € C.

Para provar que ¢(gh) = ¢(g)¢(h) é suficiente provar que (u, (gh)(A)v) = (u, g(A)h(A)v) para cada u, v € K.
Fixemos esse par de vetores e, evocando o Corolério 40.23, escolhamos f1 € C(U(A)) tal que

v a({o € 0(A) 5 glw) # fi(@)}) < e

para todos os quatro vetores v, = u + i"h(A)v, n = 0, ..., 3 e para os quatro vetores ¢,, = u +i"v, n =0, ..., 3.
Fixada f1, e evocando o Coroldrio 40.23, escolhamos fo € C(o(A)) tal que

oo 4 ({2 € 0(4) : h(x) £ fo(@)}) < e
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para todos os quatro vetores 1, = f1(A4)*u +i"v, n =0, ..., 3 e para os quatro vetores ¥, = u+i"v,n =0, ..., 3.

Com essas escolhas valem, por (40.189),

/ i — gldpg, a < 2lgleoe
o(A)

para todos os quatro vetores 1, = u + i"h(A)v, n =0, ..., 3 e, portanto, como em (40.191),
8y, h(A)) = S (u, h(AY)| < Slglluce. (10.194)

Analogamente,

| A= hldu,a < 2ble
o(A)
para todos os quatro vetores ¢, = f1(A)*u+i"v,n =0, ..., 3. e, portanto, como em (40.191),

85 (f1(A) u, v) =85, (f1(A)u, v)| < 8||hfe. (40.195)

Como
{z€0a): g@)h(@) # i@ fol@)| € {z o) : g(@) # fia) } U {r € 0(W) : hi2) # o)}

(justifique!), segue também que

v, 4 ({2 € 0(4) : g@)h(2) £ Fi(2) fa(2)})

< pa({z € o) g@) # Li@)}) +pv, 4 ({o €0(4) 1 h(2) # fal@)}) < 26

para todos os quatro vetores ¢, = u+i"v, n =0, ..., 3. Isso implica, como em (40.189),
[, ifeghldine, a < lghle
ag(A

para todos os quatro vetores ¥, = u +i"v, n =0, ..., 3 e, portanto, como em (40.191),

[Sgn(us v) =S 1, (u, v)| < 16][ghlloc €. (40.196)
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Teremos, fazendo uso de (40.194), (40.195) e (40.196),

(. (gh)(A0) — (u a( ()| =

<

(40.194)
<

IN

(40.195)
<

(40.196)
<

Sgh (u,

Sgh (u,

Sgh (u,
Sgh(u,

Sgh(u,

16]|gh||

8(2[\gh
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v) — 84(u, h(A)v)‘
v) = 8, (1 A(A)) = 8 (us A(A)) + 8, (u, h(A))|

v) — 8 (u, h(A)v)‘ + ‘sg(u, h(A)v) — 8, (1, h(A)v)‘

v) =8, (u, h(A)0)| +8llglloce

0) = (u, Fi(AR(A)] + 8l glce
0) = (Fu(A)"u, h(A))] + Bllgloce
0) = 8 (f1(4)"u, v)| + 8lglce
v) = 85, (f1(A)*u, v)

= Su(f1(A)"u, v) + 8, (f1(A) ", 0)| + 8llglloce

0) = 81 (f1(A)"u, v)]
+[8n(AA)u 0) = 85, (Fi(A)w v)] + 8lllce
v) = 85 (A1(A)u, v)| +8( Ikl + llgll)e
0) = (A4, F2(A)0)] +8(Ihllo + gllo)e
v) = (u, f1(A)2(A)0)] + 8(Ihlloe + Ilglloc)e
0) = (u, (fuf2)(A)0)] +8(IAllc + 1)

0) = 87,72 (1, v)| + (IRl + lglloc)e

oo€ + 8(||h||oo + HQHOO)E

lloo + l1Plloc + llglloc )€ -

Como € é arbitrario, concluimos que (u, (gh)(A)v) = (u, g(A)h(A)v) para todos u, v € H, o que implica (gh)(A) =
g(A)h(A), ou seja, ¢(gh) = ¢(g)p(h), estabelecendo a propriedade de homomorfismo.
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Provar que q@(g)* = ¢3(§) segue das seguintes linhas autoexplicativas:

(v, g(A)*u) = (u, g(A)v) = 8,4(u, v) = 123:2”/ gd
y 9 - y 9 - g\™ - 4n70 o (A) GOHap,, A

3
S <(u+z‘”v), g9(4) (U+i””)> = (v, (A,
n=0

] =

sendo que a ultima igualdade é demonstrada explicitamente, expandindo-se o produto escalar na soma. Isso estabeleceu

que g(A)* =g(A), ou seja, d(g)" = 4(7)-

Prova do item 2. Se g é Boreliana limitada e positiva entao /g também o é (vide Proposigao 31.17, pagina 1562). Com
isso, ¢(g) = qB(\/g\/g) = qB(\/g)J)(\/g), que é um operador positivo, pois <Z3(\/§) =¢ (9) = qB(\/g)*, jé que /g é real.
Prova do item 3. Sejam g € Bi(c(A)) e g, € Bi(c(A)), n € N tais que nhﬂngo gn(x) = g(z) para todo = € o(A) mas tais
que existe M > 0 para o qual ||gn|lcc < M para todo n € IN. Fixemos ¢ € H. Tem-se que

g (4) = g(aNul” = (¥, (9a(4) = 9(A4))" (gn(4) — g(A)) ¥ )

/ lgn — g|? dpp, 4
o(A)

19n — glloc / 9 — gl ity 4
o(A)

IN

< <M+||g|oo>/A) l9n — 9l iy 4

o

Neste ponto evocamos o Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 31.6 da pagina 1546, o qual garante™ que

lim / |gn — 9] dity, 4 = 0. Assim, lim H (gn(A) — g(A))wH = 0 para cada ¢ € H, o que significa que g,(A4) — g(A)
na topologia operatorial forte.

Prova do item 4. Seja ¢ € I um autovetor de A com autovalor A\g. Adotemos ||¢|| =1 e consideremos a medida p,, 4
tal que (o, f(A)p) = fU(A) fdpg, 4 para f continua (vide (40.186)). Pelo Teorema 40.40, f(A)p = f(Xo)p. Logo, por
(40.189),

/ fdue,a = f(Ao) (40.197)
o(A)

para toda funcéo f € C’(U(A)).

Vamos provar que fi,, 4({Ao}) é ndo-nula. Seja G um aberto contendo o conjunto fechado {Ao}. Entao, F = o(A)\ G
é fechado. Pelo Lema de Urysohn™, Lema 32.3, pagina 1593, existe uma funcéo f, € C(U(A)) satisfazendo 0 < f,(z) <1

para todo = € o(A) e tal que f,(Ag) =1 e fu(x) = 0 para todo = € F. Assim, f, pode ser nao-nula apenas no aberto

G. Logo, como fU(A) fudpiy, A (40.197) fuXo) = 1, vale

0<fu<1

1 = fudﬂw,A = / fud/hp,A < H@,A(G) . (40198)
o(A) G

Pela regularidade da medida ., 4 (propriedade (40.184), pagina 2304), vale

(40.198)
po a({ho}) = mf{WA(G), N} CG, G aberto} > 1. (40.199)

72Cada g, é dominada pela funcio constante M, a qual claramente pertence a £1(o(A), dpry, 4)-
73Pavel Samuilovich Urysohn (1898-1924).
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Evocando o Teorema de Lusin, Teorema 40.42, pagina 2305, existe para todo € > 0 uma funcao f. € C’(J(A)) tal que
M%A({x €o(A): g(x) # fg(ac)}> <eellfelloo < |lglloc Como vimos (vide (40.189)), isso implica ‘fU(A) (g—fe) du%A‘ <

2||g|loc €, ou seja,

Jo(ay 9 dHe,a = fe(/\o)‘ < 2||gl|oc € €, portanto,
/U(A)gd,ufap,A = E%fE(AO).

Vamos mostrar que lime_,o fe(Ao) = g(Xg). Se assim néo fosse, terfamos fc(Ag) # g(Ao) para todo e pequeno o
suficiente, ou seja, para tais €’s valeria A\g € {z € 0(A) : g(z) # fe(x)}. Logo, e, a({Mo}) < ;L%A({IL' c€o(A): g(z) #

fe(x < €, 0 que implica 4({Xo}) = 0, contrariando (40.199)7. Com isso, estabelecemos que
He,

/ gdps a = g(Xo) (40.200)
o(A)

para toda funcdo Boreliana limitada g. Em particular, se B C o(A) é um conjunto Boreliano e xp é sua fungdo
caracteristica, entao g, a(B) = fa(A) XB dity, 4 = XB(Xo). Isso estd dizendo-nos que p, 4 = 0qx,}, @ medida de Dirac
centrada em A (vide pdgina 1440).

Para completar a prova que g(A)p = g(A\g)¢ para toda g € B (U(A))7 notamos que

H(g(z‘l)—9(>\o)11)90H2 = <<p, (g(A)—g(Ao)Jl)*(g(A)—g(Ao)Jl)¢>

- / . 19— 900 dga 2 g00) — g0))* = 0,

provando que g(A)p = g(Ao)ep.
Se A nao pertence ao fecho da imagem de o(A) por g entao r := ﬁ é Boreliana e limitada e, portanto, gZA)(r) estd bem
definida e vale é(r)qg(g -\ = qg(g - )\)qg(r) = 1, pelas propriedades de homomorfismo, provando que qg(g) — Al é bijetora

com inversa limitada e que, portanto, A € p(¢(g)), o conjunto resolvente de qg(g) Isso estabeleceu que o complemento

do fecho da imagem de g, C\ {g(A\), A € 0(A)}, é um subconjunto de p(¢(g)). Logo, o(¢(g)) C {g(N), A € o(A)}.

Com isso a demonstragao do Teorema 40.43 esta completa. |

Uma das consequéncias mais importantes da extensao de ¢ a ¢ reside no fato que agora podemos definir operadores
como qAb(XB) = xB(A4), onde xp é a fungao caracteristica de um conjunto Boreliano B de o(A). Como veremos, podemos
com o uso de tais operadores generalizar o Teorema Espectral para operadores autoadjuntos limitados, um fato de
importancia fundamental, inclusive para a Fisica Quantica. Para tratar disso devemos primeiro discutir a nogao geral
de medidas com valores em projegoes ortogonais (mvpo’s).

40.9.3 Medidas com Valores em Projecoes Ortogonais

Definicao. Seja K um conjunto compacto (i.e., fechado e limitado) de R, doravante fixo. Vamos denotar por B(K) a
colegao de todos os conjuntos Borelianos de K. Uma associacio €x = ¢ : B(K) — B(H) que a cada conjunto Boreliano
B € %B(K) associa um operador limitado Fp é dita ser uma medida com valores em proje¢oes ortogonais (muvpo) se as
seguintes condigoes forem satisfeitas.

1. Cada Ep é um projetor ortogonal, ou seja, E% = Ep e E} = Ep.

2. E@ZOGEK:IL

"4Esse argumento casualmente prova que fe(Ao) = g(Ao) para todo € pequeno o suficiente, um resultado intuitivamente esperado, j& que

Heo, A ({’\0}) #0
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3. Ep, Ep, = Ep,np, para todos By, By € B(K).

4. Para toda colecao contdvel B,,, n € IN, de Borelianos em K satisfazendo By N B; = () sempre que k # [, tem-se

EyB, = s— hmZEBW,

neN N—o00 o

onde s—lim é o limite na topologia operatorial forte, ou seja, para todo 1 € H vale

Eyp,y = lm ZEan

neN

[ )

A relevancia dessa defini¢ao ficard clara com o Teorema 40.45, adiante. Notemos por ora que para cada 1 € H com
1 # 0 podemos definir, para todo B € B(K),

vy,e(B) = (¢, Epy) . (40.201)

O indice € servird para lembrar a dependéncia de v da medida com valores em projegdes ortogonais {Eg € B(H), B C
K, B Boreliano}.

Teremos, vy, ¢(0) = (¢, Egy) = 0 e vy, ¢(B) > 0 para todo B, pois (¢, Ep¢) = (¢, ExEpy) = |Ept|/?. Além
disso, O item 4 da definicao acima tem a seguinte consequéncia: se B, n € IN, é uma colegao contével de Borelianos em
K satisfazendo By N B; = () sempre que k # [, entao

N
vy, ¢ (U Bn> = <¢, EUan/;> = <w, leimZEan/;> = lim Z (W, Bp,¥) = lim Z”w
neN — 00 n—1

nelN

Essas propriedades estdo dizendo-nos que vy, ¢ é uma medida positiva sobre a o-algebra de Borel de K. Se ||| =1,
tem-se que vy ¢(K) = (¢, Ext) = [[1]|?> = 1, e vemos nesse caso vy, ¢ ¢ uma medida de probabilidade em K.

Se assim ¢, podemos construir uma integral (de Lebesgue) sobre a medida Boreliana vy, ¢, tal como desenvolvido
no Capitulo 31, pagina 1512, e com a mesma teremos definidas as integrais [ gdvy, ¢ para toda g Boreliana e limitada.
Como mostraremos, seguindo passos semelhantes, mas nao idénticos, a construcao dos operadores (;AS(A) = g(A) feita
acima (passos esses iniciados com a Proposi¢ao 40.87 e que culminaram com o Teorema 40.43), podemos construir a
partir das integrais | gdiy, ¢ operadores limitados, que denotaremos por ¢e(g) = ge, tais que [ gdvy, ¢ = (¢, getp) para
todo ¢ € JH.

e Construindo os operadores ¢¢(g) = ge

Nossa construgao dos operadores ¢e(g) = ge assemelha-se aquela dos operadores QB(A) = ¢(A) mas, ao contrario
daquele caso, ndo podemos partir do pressuposto que [ fdvy e = (¢, fey) para f € C(K) continua, pois os operadores
fe nao foram ainda definidos. Nossa estratégia serd inicialmente definir tais operadores para as fungoes Borelianas
simples de K e, a partir delas, definir os operadores g¢ para g Boreliana e limitada.

Seja X um conjunto e Y C X. Define-se a func¢ao caracteristica de Y, denotada yxy : X — R por

1, sexeY
Xy (z) =
0, sezx¢Y

Vide Secao 1.1.2.2, pagina 57.

Seja, s = > -, axxp, uma funcdo simples Boreliana limitada definida em K, onde By € B(K) e ay, para todo
k=1,...,m. O conjunto de todas as fun(;ées simples Borelianas limitadas definida em K serd denotado por S;(K).
Definimos ¢e¢(s) = se := Y1y axEp,. E elementar constatar que

pe(ar + Bs) = ape(r) + Boe(s) , de(rs) = ge(r)ge(s),de(s)” = ¢e(3), de(l) = de(xx) = 1,
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para todas r, s € S;(K) e todos o, § € C. Como rs = sr, segue de que ¢g(r)de(s) = ¢e(s)ope(r) para todas
r, s € Si(K). Assim, ¢¢ : S)(K) — B(H) é um *-homomorfismo. Observe-se que se s € S;(K) é representado na
forma s = ;" | arxp, (com os By’s disjuntos) entdo o espectro de ¢e(s) é {a1, ..., am} e ||pe(s)|| coincide com
max{|aif, ..., am[} = sup e [5(2)] = [|sco-

Temos o seguinte analogo a Proposicao 40.87, da pagina 2305:

Proposicao 40.88 Para cada g € Bi(K), Boreliana e limitada, a aplicagdo 84 : H x H — C definida por

3
1
Sq(u, v) == ZZF"/ gdvy, ¢, (40.202)

n=0 K
onde ¢y, = u+ i"v, é uma aplicagdo sesquilinear e bicontinua em H, sendo que |84(u, v)| < |lg|loollul |v|| para todos
u, v € H. Assim, pela Proposicio 40.11, existe um operador limitado, que denotaremos por ¢e(g) = ge, tal que
Sg(ua ’U) = <ua ge U>
para todos u, v € H. Vale igualmente que
lgell < llgllos - (40.203)
a

Prova. Para cada funcio s € S;(K) da forma s = >_;" | ayXp, tem-se pela identidade de polarizagdo (3.34), pagina 271,
que

3

m 3
. 1 .
E i "/ sdvy,, e = E Oékzg ( n/ XBy vy, ¢
K k=1 n=0 K

Ss(u, v) =

] =

n=0

I
NE
L
RNy
Moa

i" vy, e(Bk)
0

el
Il
=

n

1 3
T (Uny Bptn) = 70" (Un, se Yn)
0 n=0

(40.201)

NE
s

RNy
B

el
Il
=

n

=

23: i " <(u +i"), se (u+ z”v)>
n=0

= <ua S¢ ’l)> )

Isso mostra que 8;, com s € S;(K), é sesquilinear e é bicontinua pois, por Cauchy-Schwarz, vale |(u, sev)| <
[Isell lull loll < lIslloo llull lv]l. Queremos agora provar que essas propriedades estendem-se as formas 84, com g € Bi(K),
e a ideia é explorar o fato que tais fungoes podem ser aproximadas por fungoes simples. Mais especificamente, usaremos
os seguintes fatos: pelo Lema 31.3, pdgina 1532, e pelo Coroldrio 31.2; se g € B;(K), existe uma sequéncia s, € S;(K)
tal que lim, o sn(z) = g(x) para todo € K. Podemos escolhé-la de forma que sup, ¢y [sn(z)| < sup,ex |g(x)| para
todo n. Agora, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 31.6, pagina 1546, segue do fato de a prépria g ser
integravel que lim,,_, fK |sn, —gldv = 0. Se v é uma soma finita de medidas, v = 11 + - - - + 1/, segue disso que para todo
€ > 0 existe s € §;(K) tal que [} |s — gldvp < e paratodo k=1, ..., 1 e de modo que sup,cx [s(z)| < sup,eg |9(z)|.

Disso extraimos essencialmente a mesma consequéncia que em (40.191): para cada u, v € H, g € Bi(K) e e > 0
podemos encontrar s € S;(K) tal que |S,(u, v) —8s(u, v)| < e. Como em (40.192), isso implica, |S4(u, v)| = |84(u, v) —
84(u, v) + 8 (u, 0)| < [Sy(u, v) = Su(u, )| + [Ss(us v)| < €+ sell [ul o]l e como [isell < [slloo < llglloo temos também
[8g(u, v)| < |gllocl[ull ||v]| para todo u, v € H.

Tendo provado que S, é sesquilinear e bicontinua, concluimos novamente pela Proposicao 40.11, que existe um
operador limitado ¢e(g) = ge, tal que 8,(u, v) = (u, ge v) para todos u, v € H com ||ge|| < [|g|loo- |

Sobre ¢¢(g) : Bi(K) — B(H) vale o seguinte:
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Teorema 40.44 (Célculo Funcional Boreliano (versao para mvpo’s)) Seja H um espago de Hilbert, K C R com-
pacto e € : B(K) — B(H) uma medida com valores em projecées ortogonais e seja ¢e : Bi(K) — B(H) definida acima.
Entao, ||oe(9)]l5c < ||glloe para toda g € Bi(K). Fora isso, valem as segquintes afirmagies:

1. A aplicagdo ¢g € um x-homomorfismo algébrico, ou seja,

de(ag+Bh) = ade(g)+Boe(h) , de(gh) = de(g)de(h) , be(9)" = ¢e(9) , pe(1) = 1, (40.204)

para todas g, h € Bi(K) e todos o, B € C. Como gh = hg, seque de (40.204) que ¢ (g)pe(h) = de(h)de(g) para
todas g, h € B)(K).

2. Se g > 0 tem-se também ¢¢(g) > 0.

3. Sejam g € Bi(K) e g, € Bi(K), n € N, tais que lim g,(z) = g(x) para todo x € K mas tais que existe M > 0
n—oo

para o qual ||gn|lcc < M para todo n € N. Entao, ¢e(gn) converge a ¢e(g) na topologia operatorial forte, ou seja,
para todo ¥ € H a sequéncia ¢e(gn)tp converge a pe(g)y. O

Prova. As demonstragoes dos itens 1, 2 e 3 repetem os mesmos passos das demonstragoes respectivas do Teorema 40.43,
apenas com a diferenga que as fungoes Borelianas nao sao aqui aproximadas por fungoes continuas, mas por funcoes
simples. ]

e Integragao sobre uma medida com valores em projecgoes ortogonais

Por analogia a definicao de integral sobre medidas, vamos escrever

delg) = ge = /K g\ dEy = / 9N dE; |

para denotar o operador obtido na Proposigao 40.88, pagina 2313, tal que (¢, ge¥)) = [ gdvy, ¢ para todo 1 € H com
[l|l = 1. Com essa notagao, podemos também formalmente escrever

(W, gew) = / 9N (0, dExp) = / 9(N) A, Ext))

e entender d(¢, Ext) como uma nova notagao para dvy, ¢.

O fato de ¢¢ ser um x-homomorfismo entre as dlgebras B;(K) e B(H) (Teorema 40.44, pdgina 2314) expressa-se na
nova notacao da seguinte forma, que nada mais é que a (40.204):

/K<ag()\)+ﬁh()\)) dE, = a/Kg(A)dE,\Jrﬁ/Kh()\)dEM (40.205)
/K (gh)(N\) dEx = ( /K g()\)dEA> < /K h()\)dE,\) , (40.206)
</Kg()\)dE>\>* = /KﬁdEA, (40.207)

/XK()\)CZE)\ = /1dE)\ = / dE)\ = ﬂ, (40208)
K K K

vélidas para todas g, h € B;(K) e todos «, 8 € C.

De particular importéncia é o operador obtido do monémio f(A) = A. Vamos denoté-lo por Ag:
A@ = /)\ dE,\ .

Mostraremos que a cada operador A limitado autoadjunto existe uma unica medida € com valores em projegoes
ortogonais com a propriedade que Ag = A.
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40.9.4 Os Projetores Espectrais e o Teorema Espectral

Seja B C o(A) um conjunto Boreliano. Entdo, xp € Bj(c(A)). A introducdo dos operadores gf)(g) = g(A) para g
Boreliana e limitada permite-nos definir os operadores limitados Pp := ¢(XBno(4)) = XB(A), denominados projetores
espectrais do operador autoadjunto A. Suas propriedades basicas estao coletadas no seguinte teorema:

Teorema 40.45 Seja A um operador autoadjunto agindo em wum espaco de Hilbert H. Entdo, a associa¢do P :
B(o(A)) — B(H) que a cada Boreliano de o(A) associa um operador limitado, dada por B(c(A)) > B — Pp =

d(xB) = xB(A) € B(KH) € uma medida com valores em projegoes ortogonais, mais especificamente, tem-se

1. Cada Pp ¢ um projetor ortogonal, ou seja, P]% = Pp e P = Pp.

2. Bp=0¢e Pya=1.

3. Pp, Pp, = Pp,nB, para todos By, Ba C o(A) Borelianos.

4. Se By, n € N, € uma colecio contdvel de Borelianos em o(A) satisfazendo By, N By = () sempre que k # 1, entdo
N

onde s—1lim € o limite na topologia operatorial forte, ou seja, para todo v € H wvale

N
Pypw = lim > Ppu.
n=1

nelN

5. Sey e H, vale
py,A(B) = (¢, Ppy), (40.209)

para todo B € B(o(A)).

Os projetores Pg com B € B(c(A)) sao denominados projetores espectrais do operador A. O

Prova do Teorema 40.45.

Prova do item 1. Como x% = xp € XB = XB, 0 item 1 segue do item 1 do Teorema 40.43.

Prova do item 2. xp = 0 e, dai, Py = ¢(xp) = 0. Fora isso, x,(a) coincide em o(A) com o polinémio constante igual a 1.

Logo, pelo enunciado Teorema 40.43, tem-se P,(4) = ¢(X»(a)) = ¢(1) = 1.

Prova do item 3. xp,XB, = XBinB,- Lo0go, pela propriedade de homomorfismo de <Z3, item 1 do Teorema 40.43, vale

Pp, Pp, = ¢(xB,)?(xB,) = ¢(XB1nB,) = Pp,nB,-

Prova do item 4. A sequéncia de funcoes Borelianas gy = ij:l XB, satisfaz ||gn|cc = 1 para todo N, pois os B,, sdo

disjuntos e, portanto, cada ponto x € o(A) pode estar no maximo em um dos B;,’s. E também claro que para cada
x € o(A)

N
Xy 8, (@) = ngnm;mn(w) = lim gy(2).

Portanto, pelo item 3 do Teorema 40.43, segue que

N N
o(xyn) = simd (L) - simdboe).

neN

ou seja,
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Prova do item 5. A prova ¢é elementar, pois py 4(B) = fU(A) XB Ay, 4 = (U, x(A)Y) = (Y, Ppy). |

E evidente agora que Vy sy = [y, 4, pelo menos quando essas medidas estdo restritas & o-algebra de Borel de o(A).
Com o uso da notagao introduzida acima, teremos

g(A) = / g(\) dP; (40.210)
o(A)
para toda g € B;(c(A)) e, em particular, podemos escrever o préprio operador autoadjunto A na forma
A= / AdPy . (40.211)
a(A)
As relagoes (40.205)-(40.208) ficam
/ (ag()\) + ﬂh()\)) Py, = a/ g\ dPy+ 8 [ RN\ dPy, (40.212)
a(A) a(A) a(A)

/ (gh)(\)dPy = (/ g(A)dPA> (/ h(A)dPA> , (40.213)
a(A) a(A) o(A)

(/ g(A)dP,\> = / g(A\) dPy (40.214)
a(A) a(A)

Xo(4)(A) dPy (40.215)

o(A)

1l
T
=

-

Q

S

Il
T
=

Q

s

Il

=

vélidas para todas g, h € Bi(o(A)) e todos a, § € C.

e Unicidade dos projetores espectrais

Se tivermos uma outra medida € com valores em projecoes ortogonais tal que Ag = A, serd essa medida idéntica a
medida dos projetores espectrais 3 definida acima? A resposta é sim! De fato, se A = fU(A) APy = fU(A) AdFE) vale para

todo polinémio p a relagdo p(A) = fU(A) p(A)dPy = fU(A) p(A) dEy (para isso, use (40.205)-(40.206) e (40.212)-(40.213)).
Assim, para todo 1) € H e todo polindmio p, vale

<¢, (/U(A) p()\) dP)\> 1P> = <¢, (/U(A) p(A) dEA) ¢> , ou Seja7 /U(A) p()\) d,u/w,A = /U(A) p()\) dy'l/h@ .

Pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 37.18, pdgina 1981), concluimos disso que fU(A) fduygp, a4 = fU(A) fdvy, e para
toda fungéo continua f € C'(c(A)). Usando novamente o Teorema de Lusin, Teorema 40.42, e o Coroldrio 40.23, obtém-
se dai que fJ(A) gy 4 = fU(A) gdvy, ¢ para toda funcdo Boreliana limitada g € Bj(0(A)). Em particular, para um
conjunto Boreliano B C o(A), arbitrario, tem-se fU(A) XB dpby, 4 = fU(A) XB dvy e, ou seja, fy. a(B) = vy e(B). Isso,
por sua vez afirma, por (40.201) e por (40.209), que (v, Ppy) = (¢, Ept) para todo 1 € H, o que, pela identidade
de polarizagao (expressao (3.34), pagina 271) implica Pg = E. Como B é arbitrério, isso significa que as medidas com
valores em projetores ortogonais 8 e € coincidem, caso A = Ag.

e O Teorema Espectral para operadores autoadjuntos limitados

Chegamos assim ao seguinte:

Teorema 40.46 (Teorema Espectral) Seja H um espaco de Hilbert e seja A € B(H) autoadjunto. Entao, existe uma
dnica medida com valores em projecoes ortogonais P : B(o(A)) — B(H), a saber, aquela estabelecida no Teorema 40.45,
com B(c(A)) 3 B Pp = ¢(xB) = xB(4) € B(H), tal que, com a notagao acima,

A :/ A dPy, . (40.216)
o(A)
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Tem-se, também de modo unico,
o) = [ gy apy.
o(A)
para toda g € Bi(o(A)) e de sorte que as relagoes (40.212)-(40.215) sdo vdlidas para todas g, h € Bi(c(A)) e todos
a, B eC. O

A expressdo (40.216) é denominada representacdo espectral, ou decomposicdo espectral do operador autoadjunto
limitado A. O Teorema Espectral é de importancia fundamental para a Fisica Quantica, mas antes de discutirmos isso
na Segao 48.3, fagamos alguns comentérios de natureza notacional.

e A notagao de Dirac

Na Fisica Quantica, encontra-se para as expressoes (40.210)-(40.211) a notacao, dita notacdo de Dirac™,
A= [ XdWL e = [ g an,
o(A) o(A)

ou seja, nela identificamos dPy = d|A\)(\|. Assim, na notacdo de Dirac (40.212)-(40.215) ficam

jC@A)(ag(A>+ﬂh<A))(ﬂA>¢M

/ ()N AN = (/ mma»uQ(/ h@MW@O,
o(A) o(A) o(A)
(/ mm&»w) - / TV AN

a(A) a(A)

dINY (] = dAN (A = 1,
me|>u LM)IMI 1

a/ MMﬂMW+ﬂ/ BV ANV
o(A) o(A)

/ Xy (V) AN
a(A)

vélidas para todas g, h € Bi(c(A)) e todos a, § € C.

Advertimos o leitor que, ao contrario do que é lamentavelmente sugerido em muitos livros-texto de Mecanica Quéntica,
nao é sempre legitimo interpretar o simbolo |A){\| como um projetor sobre um autovetor |A), pois nem todo A € o(A) é
um autovalor de A e |A) ndo necessariamente designa um legitimo vetor de H. A notagdo de Dirac é apenas isso: uma
notacao. Mais especificamente, é uma notagao para representar os fatos descritos no Teorema Espectral, Teorema 40.46.

Ha uma pequena literatura matematica que pretende atender ao interesse de alguns fisicos no sentido de atribuir um
status extranotacional as manipulagoes formais envolvendo os simbolos “bra” (A e “ket” |\), por meio dos chamados
“rigged Hilbert spaces”®. Citemos aqui [395]: “We must emphasize that we regard the spectral theorem as sufficient
for any argument where a nonrigorous approach might rely on the Dirac notation; thus, we only recommend the abstract
rigged space approach to readers with a strong emotional attachment to the Dirac formalism”.

e Comentario sobre os projetores espectrais

Vamos agora fazer uma observacao de uso frequente.

Proposicao 40.89 Seja A € B(H), autoadjunto, Afirmamos que os projetores espectrais de A sio elementos da dlgebra
de von Neumann gerada por A. |

75Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).

76Vide, e.g., os seguintes trabalhos de John Elias Roberts (1939-2015): “The Dirac Bra and Ket Formalism”, J. Math. Phys. 7, 1097-1104
(1966) e “Rigged Hilbert Spaces in Quantum Mechanics”, Commun. Math. Phys. 3, 98-119 (1966). O préprio Roberts deixou de valorizar
esse tipo de abordagem.
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Prova. Seja B um conjunto Boreliano de o(A). Seja Pg := (ZB(XB) = xB(A) € B(H) o correspondente projetor espectral
de A, tal como definido no Teorema 40.45, pagina 2315. Tomemos ¥ € H. Pelo Corolario 40.23, pagina 2306, existe para
cada e uma funcao f € C(c(A)) tal que

40.189

( )
(. Pow) — (v, f(AW)| = < [ b Sl TS 2hslee = 2.

/ (x5 — ) diwp, a
o(A)

Isso diz-nos que Pp encontra-se no fecho fraco da dlgebra C* gerada por A, ou seja, na algebra de von Neumann gerada
por A, como queriamos estabelecer. |

40.10 Operadores Tipo Traco e de Hilbert-Schmidt

Nesta secao introduzimos as nogoes de operadores traciais, de operadores de Hilbert-Schmidt e definimos a nogao de
trago para operadores traciais, generalizando, assim, para espagos de Hilbert separaveis a nocao de trago de matrizes
quadradas, introduzida na Secao 10.2.3, pagina 515. Nosso tratamento é detalhado e procuramos nao omitir passagens
de demonstragdes. O material aqui contido pode ser encontrado em diversas referéncias, como [395] (que, no entanto, é
muito econémico nas demonstragoes), [260] e [442]. O texto cldssico sobre o assunto é [422].

No que segue, H denota um espaco de Hilbert separavel com produto escalar (-, -)5; € {¢n, n € N} ou {¢,,, n € N}
denotam bases ortonormais completas em H. Em tudo o que segue consideraremos H como sendo de dimensao infinita,
mas todos os resultados sdo igualmente vdlidos em dimensao finita (alguns sendo eventualmente triviais, nesse caso).
E 1til recordar que para cada ¢ € H vale v]12c = >0, ‘(cf)n, w):}cf =3, ‘(1&”, ?ﬁ)g{‘Q e que, consequentemente,
ambas as séries sao convergentes.

¢ Resultados preparatérios

Aqui vamos denotar por B, (H) o conjunto de todos os operadores autoadjuntos, limitados e positivos agindo no
espaco de Hilbert separdvel H{. Vamos reunir alguns resultados técnicos que serao utilizados em toda a corrente secao.

[ee]
Proposicao 40.90 Seja F € B (H). Se a série Z (bn, Fon)qge for convergente para uma base ortonormal completa

n=1

{én, n € N}, entdo o serd para qualquer outra base ortonormal completa {1, n € N} em H e teremos Z (On, Fon)g

n=1
o0
Z l/}n; Fl/}n O
n=1
Prova. Se {¢,, n € IN} é uma outra base ortonormal completa entdo observe-se que (Y, Fim)q = HF1/21/) H para

todo m e que vale HFI/meHjLc =3 [, FY %) &c| , assim como HFI/qunHH =31 (W, F'Y2¢,) 3{‘ . Logo,

| (o, F1/2¢n>9{|21

v M N ) N [ M
S o Fiomdye = Jim 3757 (00, F/ 200 [ = ngan[Z
m=1

m=1n=1 n=1

N [e’e)
= Jm ST F20n5 30 (W, F 200
ISt m=M-+1

e, portanto,

M

M N N 0
> (Wms Fomdge = 3 (bmy Fom)ge = lim > [[F200[5 = lm 3™ 3~ [{thm, F/260)s|”

m=1 m=1 n=M+1 n=1m=M+1
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Temos que HFI/Qd)nH (bn, Fon)ge e, portanto, para todo € > 0 existe M;(e) € IN tal que
N ) oo
: 1/2 _
ngnoo Z HF ¢"HI}C = Z <¢na F¢n>g—( < €
n=M+1 n=M+1

2319/2825

sempre que M > M (e), pela hipdtese de convergéncia da série Zzozl (¢n, Fon)qe. Por outro lado, podemos escrever

N oo ) N )
2 O W FV0ndacl = 3 IPAE Gl
n=1m=M-+ n=1
onde Py := Py, + -+ + Py,, € o projetor ortogonal sobre o subespaco gerado por 91, ..., ¥ € Pﬁ

projetor ortogonal sobre o subespago ortogonal aquele subespago. Naturalmente, como ||PA%[H3{ =1, vale
al 2
D P F 2 6nlls < Z 1F*26ul5c = Z Sns Fon)ac
n=1 n=1
estabelecendo que limpy_ 2521 HPA%[Fl/Q(an; existe. Escrevemos
0o ) L )
DB E P onllye = 3P F 2 onllye + Ti.m
= n=1

com Jr u = ZEO:LH ||PI¢IF1/2¢)7LH;. Usando os fatos acima,

o o o

T = Y Bl < S NP6l = 3 (6n Fouhe <

n=L-+1 n=L-+1 n=L+1

sempre que L > M (e), independentemente de M.

Assim, juntando os fatos estabelecidos, provamos que para todo € > 0 temos

M M L )
> W Fomda = > (Sms Fom)ge + O | ParF 2 nl5e| < e+e
m=1 m=1 n=1

desde que tomemos M > M (e) e L > M;(e). Agora, para cada L tem-se

L
R ZIIPLFW%H% > Jm [P F 6,5 = 0,
n=1

. . 1 2 . = 2 <z >
pois para cada ¢ € H vale I\/}gnooHPMng{ = A}gnoo Z }(1/Jm, 1/’>3c| = 0, j4 que Z }<Q/Jm, )
m=M+1 m=1
convergente (a ||[¢|3). Logo, para todo € > 0 vale
M M
i
i 1Y o, Fim)ae = Y (Smy Fém)ac| < 2
m=1 m=1

M M
e, portanto, lim mzzjl (m, Fihm)ye = lim_ ; (Om> Fom)s

O seguinte lema técnico serd usado diversas vezes em demonstragoes no que segue:

=1—-Pyéo

2, -
3'C| € uma serie
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o0
Lema 40.15 Seja F € B4 (H) tal que a série Z (Yn, Fipn)ge seja convergente para uma base ortonormal completa
n=1
{tn, n € N} (e, portanto, para todas as bases ortonormais completas em 3, pela Proposi¢ao 40.90, pdgina 2318). Seja
também U € B(H) uma isometria parcial. Entdo, vale a desigualdade

oo [ee]
7 Wy U FUm)ge <D ($my Fihm)ae (40.217)
m=1 m=1
em qualquer base ortonormal completa {i.,, m € N} do espaco de Hilbert separdvel 3. O

Prova. Observemos em primeiro lugar que U*FU = (F'Y/2U)*FY?U. Logo, U*FU € B, (H). Isso é relevante, pois
diz-nos que a série Z:f:l (Ym, U*FUp,)q, se convergir, serd independente da base ortonormal completa empregada
(pela Proposigao 40.90), fato que usaremos no que segue.

Uma observagao importante é que, conforme demonstrado na Proposicao 40.14, pagina 2190, se U é uma isometria
parcial, entdo sua imagem Ran (U) é um conjunto fechado em H. Assim, 3 pode ser decomposto em dois subespagos

ortogonais fechados: Ker (U*) e Ker (U*)* 4039 Ran (U). Como ambos sao subespagos fechados de H, ambos sao por si
mesmos espacos de Hilbert separdveis e, portanto, dotados de bases ortonormais completas contaveis. Assim, é claro que
podemos constituir uma base ortonormal completa {t,,, m € IN} em H constituida de sorte que cada 1, ou pertence a
Ker (U*) ou a Ran (U).

Denotemos por U o subconjunto de IN definido por U := {n € N| ¢,, € Ran (U)}. Obviamente, os elementos v,, com
m € U sdo da forma v, = U¢,,, para algum ¢,, € H. Sem perda de generalidade podemos escolher ¢,, € Ker (U)*.
Note-se que, como U é uma isometria em Ker (U)*, vale 6mp = (U, ¥n)ge = (Udm, Udn)ge = (Pm, dn)gc para todos
m, n € U. Assim, {¢,,, m € U} é um conjunto ortonormal em Ker (U)* e queremos agora provar que {¢,,, m € U} é
uma base ortonormal completa em Ker (U)*.

Suponhamos que v € Ker (U)* satisfaca (1, ®m)qc = 0 para todo m € U. Novamente devido a isometria de U em
Ker (U)*, temos 0 = (¢, ¢m)ge = (UY, Udm)ge = (U, ¥m)qc para todo m € U, provando que Uy € Ran (U)*. Logo,
U € Ran (U) NRan (U)*, o que implica Uy = 0. Logo, ¥ € Ker (U) N Ker (U)*, provando que 1) = 0. Isso estabelece
que o conjunto {¢,,, m € U} é uma base ortonormal completa em Ker (U)+

Tomando a unido de {¢,, m € U} com alguma base ortonormal completa em Ker (U) constituimos uma base

ortonormal completa em 3, que denotaremos por {@,,, m € IN}. Note-se que cada ¢,, ou é um elemento de Ker (U) ou
é um elemento de {¢;, | € U}.

Pelas hipdteses sobre F', teremos

o0 o0
00 > > (Wms Fim)ge = Y (Ums Fom)ge = 3 (bm, U'FUbm)ge = > {pn, U'FUpp)y,  (40.218)
m=1 meU meU n=1

sendo que a segunda desigualdade decorre do fato de a soma ser restrita de m € N am € U C IN, com os somandos sendo
positivos. Na tltima igualdade usamos o fato evidente que Ug,, = 0 para aqueles ¢,,’s que sejam elementos de Ker (U).
Naturalmente, (40.218) estabelece que ), - (@n, U*FUpy) 4. é convergente na base {¢,,, m € IN} e, como observamos
no inicio da demonstracao, isso implica que essa expressao independe da base ortonormal completa {@,,, m € IN}. Assim,
estabelecemos que para qualquer base ortonormal completa {1,,, m € IN} tem-se a desigualdade

o0 o0

S W, U'FUY) 5 <Y (Whm, Fibm)ge < 00,

n=1 m=1

que é o que desejavamos demonstrar. |

40.10.1 Operadores Tipo Traco, ou Traciais

Seja A € B(H). Dizemos que A é um operador tipo traco, ou um operador de classe tracial, ou simplesmente um operador

o0

tracial, se a série Z (O, |Alon)q for convergente para uma base ortonormal completa {¢,, n € IN} (e, portanto, para
n=1

todas as outras, pela Proposicao 40.90, acima).
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Comentemos que se H tem dimensao finita, entao, naturalmente, todo operador é tipo traco. Mais adiante mostrare-
mos que podemos definir a nogao de trago de um operador tracial, generalizando a nogao correspondente que se conhece
para matrizes quadradas (vide Sec¢ao 10.2.3, pagina 515).

Denotamos por J; = J1(H) C B(H) o conjunto de todos os operadores de traciais agindo em K.

Proposicao 40.91 Seja A € J; e seja {pm, m € N} uma base ortonormal no espago de Hilbert separdvel H. Entao, a
sequéncia {(pn, Apn)qe, n € N} € absolutamente somdvel e vale

oo [ee]
> (ens Apn)acl <D (on, [Alon)ac - (40.219)
n=1 n=1

a

Prova. Usando a decomposigao polar de operadores de B(H) (vide Teorema da Decomposi¢ao Polar, Teorema 40.31,
pégina 2276) escrevemos A = U|A|, onde U é uma isometria parcial. Teremos,

Cauchy-Schwarz

[(Pns Aenac] = [(pn, TIAM2IAPM200),| = [(A1V20" o0, 141200 ),

‘|A|1/2U*(‘Dn’ H&cH|A|1/2(‘DnHJ{ '

(40.220)
Logo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para produtos escalares e para sequéncias,
0 (40.220) e
4 < Jiarrzoze, Jiar
;K‘pn ‘Pn>9—(| = ; | | Pn 5 | | Pn 5
oo 1/2 / o 1/2
Cauchy-Schwarz . 2 2
< (Z [EERY %H}C) (Z [[RIRRE H)
n=1 n’=1
o 12, o 1/2
= ( <‘pna U|A|U*§0n>9{> (Z <90n’7 |A|90n’>5}(>
n=1 n’=1
(40.217) e
<7 S (e JAlpa)s -
n=1
como queriamos estabelecer. |

O teorema a seguir apresenta fatos de importancia fundamental sobre J;.
Teorema 40.47 Seja H um espaco de Hilbert separdvel e seja J1 o conjunto de todos os operadores de traciais agindo

em H. Entdao, valem as sequintes afirmacoes:

1. J1 € um espacgo vetorial.

2. J1 é um x-bi-ideal” de B(H). O

Prova. Aqui seguimos [395] proximamente.

Prova de 1. Como |AA| = || |A| para todo A € C e todo A € B(H) segue facilmente que se A € J; entdo AA € J;. Sejam
agora A, B € J;. De acordo com o Teorema da Decomposigdo Polar (Teorema 40.31, pdgina 2276) podemos escrever
A+B=U|A+B|, A=V|Al e B=W]|B|, assim como |[A+ B|=U*(A+ B), |[A|=V*Ae|B|=W*B,onde U, V e
W sao isometrias parciais. Assim,

77 A nocdo de ideal em &lgebras associativas foi introduzida na Secdo 2.4.1.2, pagina 227.
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e podemos escrever

=

N
> (60 [A+Blon)se < D (b, UVIAIpn)ge| + Z\ Gny U W|B|dn)s]
n=1

n=1 n=1

Observe-se que

C 4uchy Schwarz

(b, UVIAlgn)ge| = |(AIM2VUn, |AI"?¢n)g]

A2V U [[| A2 -

Dal, tem-se

N N
> {n, UVIAlgn)s] < S AV UG o [[IA |5
n=1 n=1
N 12 , 1/2
Cauchy-Schwarz
S (e ) (S 1)
n=1 m=1
N 1/2 N 1/2
2
< (ZH|A|1/QV*U¢nHH> (Z (Dm, [Alom) )
n=1 m=1
N 1/2 0o 1/2
< (Shrevvet) (5o o)
n=1 m=1
e, analogamente,
N N /2, o 1/2
S [bn, U*WBlon)s| < (ZH|B|1/QW*U%H§{> (Z (b, |B|¢m>9{> .
n=1 n=1 m=1
Vamos agora provar que
N ) 00
STNAM2VUnllze < D (ms [Aldm)ac € (40.221)
n=1 m=1
N ) 00
STNBIMPW Unlze < D (S |Blém)ac (40.222)
= m=1
0 que estabelece que
N ) o]
> (ny [A+ Blon)se < D (dms |Aldm)gc + D (bms | Blém)ac - (40.223)
n=1 m=1 m=1

E suficiente provarmos (40.221), pois a prova de (40.222) é idéntica. Escrevendo H |A|Y/ 2V U ic = (¢, UVIAIV*Udp) 4

vemos que (40.221) decorre imediatamente do Lema 40.15, pagina 2320 (recordar que V|A[V* = (|A|Y/2V*)"(|A]*/2V*)
é positivo). Claramente, (40.223) demonstra que A+ B € Jq, caso A, B € Jy, e, portanto, J; é um espago vetorial, como
queriamos provar.

Prova de 2. Ha dois pontos a serem provados:

1. Se A € J1, entao A* € J;.

it. Para todos A € J; e B € B(H) valem AB € J; e BA€ 7.
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Prova de i. Seja A € J; e seja A = V|A| sua decomposigdo polar (V' isometria parcial). Vimos no Teorema da
Decomposicao Polar, Teorema 40.31, pagina 2276, que ‘A* = V|A|V*. Logo, o Lema 40.15, pagina 2320, garante que
em qualquer base ortonormal completa vale

> (S [Aldn)gc Z s VIAIV$n)gc Z s | A*| b e (40.224)
n: = :
provando que A* € J;. Incidentalmente, trocando-se A por A*, (40.224) prova que

D (6n: 1Aldn)ge = D> (dn, |A7|6n)gc (40.225)
n=1 n=1

em qualquer base ortonormal completa.

Prova de . Se B € B(JH), vimos nas Proposigoes 40.47, pagina 2224, e 40.73, pdgina 2276, que B pode ser escrito como
soma de até quatro operadores unitarios. E, portanto, suficiente tomarmos B = U, unitario. Provemos, entao, que se U
é unitario e A € J1, entdo UA € J;. Do fato que (UA)*(UA) = A*A concluimos que ‘UA| = | 4|, o que permite inferir
que UA € J;. Logo, se B € B(H) e A € J1, entdo BA € J;. Note-se agora que AB = (B*A*)*. Como a operacao * leva
elementos de J; em J; (pela parte i), concluimos que vale também que AB € J;. |

As afirmacoes da proposi¢ao que segue aprofundam o estudo de propriedades do ideal J;.

o0
Proposicao 40.92 Para A € Iy a expressio || A1 := Z (On, |Aldn) g, define uma norma em Iy, a qual € independente
n=1
(pela Proposicao 40.90) da particular base ortonormal {¢n,, n € W} tomada no espaco de Hilbert separdvel H. FEssa
norma satisfaz

Al = A% (40.226)
e

1Al < Al (40.227)
para todo A € Jy. Além disso, o ideal 1 € um espago de Banach para a norma || - |- O

Prova. Como |AA| = |A||A| para todo A € C, é evidente que ||AA|1 = |A|||A]l1. A desigualdade triangular foi provada em
(40.223). Se [|Al[1 = 0 é claro que 0 = (¢n, |A|Pn)q = |||A|1/2¢)n ||§{ para todo elemento da base ortonormal completa

{¢n, n € N}, implicando |A|'/? = 0 e, portanto, A = 0 (pela decomposigao polar). Isso estabeleceu que | -||; é uma
norma em Jj.

A igualdade (40.226) foi provada em (40.225).
Provemos (40.227). Pela propriedade C* (vide Teorema 40.11, pégina 2184), tem-se [|A|? = [|A*A| = |||[Af]| =

|| |A] ||2 Por outro lado, tem-se para uma base ortonormal completa {@,, n € N} que

oo

A4, = Z<90na |Alen)ge > (o1, [Alo1)se = [{p1, |Al@1)g]

n=1

Como isso vale para toda base ortonormal completa, segue que

(40.43)
141, = sup (o [Ale)se] "= (1Al = ll4ll,
Hng{ 1
estabelecendo (40.227).
Provemos que J; é um espago de Banach para a norma | - ||1. Se {A, € J1, n € N} é uma sequéncia de Cauchy na
norma || - [|1, entdo (40.227) garante que também o é na norma operatorial || -||. Como B(H) é um espago de Banach nessa

norma, {A, € J1, n € N} possui um || ||-limite A em B(JH). Precisamos agora provar que A € J; e que {4,, € J1, n € N}
converge a A na norma || - ||1.
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Temos para todos m, N € IN e qualquer base ortonormal {¢,,, m € IN} que

N N N N
> (ons [Alpn)s Z\ ens (1A= [ AmDpn)c| + 3 (@ns [Amlon)sc Z\ @ns (141 = 1Am))pn)s| + IAmll1
n=1 n=1 n=1 n=1
Como | - [|1 é uma norma, a desigualdade (3.24), pagina 268, informa-nos que |||Am|l1 — [Anlli] < [[Am — Anll1 e
como a sequéncia {4, € J;, n € N} é uma sequéncia de Cauchy na norma || - ||1, concluimos que a sequéncia numérica

{I|Anll1, An € J1, n € IN} é também de Cauchy e, portanto, é limitada e convergente: ||A;,|[1 < sup,en [|[An]1 =1 A < o0
para todo m € IN. Fora isso, temos por Cauchy-Schwarz que Zgzl ‘(gon, (Al = |Am|)<pn>9{‘ < ||IIA] = | A ||| N. Sabemos
da Proposigao 40.72, pdgina 2276 que || |A| — |Am|H — 0 para m — oco. Logo, escolhendo m grande o suficiente de modo
que [|[A] = [An]|| < 1/N, teremos Zgil (on, |Algn)ge < A+ 1 paratodo N € N, estabelecendo que A € J;.

Provemos agora que n}gnm |Am — A|l1 = 0. Recordemos primeiramente que, pela Proposicao 40.72, pagina 2276,

tem-se para cada m € IN que |A — A,,| = limg_,00 |A — Ay |, 0 limite se dando na topologia da norma operatorial || - ||
pois, evidentemente, limg_yo0 ||(A— Am) — (Ax — A || = limg— o0 ||A — Ak || = 0. Assim, para cada N € IN e cada m € NN,
vale

N N )
;<<Pna |A*Am|50n>j{ = kILII;O;<<Pna |Ak*Am|90n>j{ < klggog“am |Ak*Am|50n>jc = kILII;OHAk*AmHy

Agora, m — A, é uma sequéncia de Cauchy na norma || - ||;. Assim, para cada € > 0 existe M(e) € IN tal que

[[Ar — Am|l1 < € sempre que k > M(e) e m > M(e). Logo, limy o ||Arx — AmH1 < € sempre que m > M(e).
N

Estabelecemos, portanto, que para cada € > 0 existe M(¢) € IN tal que Z (Pns |[A = Ap|en)g < € sempre que que
n=1

m > M(e), independentemente de N. Isso implica que Z (on, [A— Aplpn)q < € sempre que m > M (€), ou seja, que
n=1
|[A— A1 < e sempre que m > M(e), provando que A é o limite da sequéncia {A,,, m € N} na norma || - ||. |

40.10.1.1 O Traco de um Operador Tracial

Nosso objetivo nesta segao é definir a nogao de traco de um operador tracial, generalizando, assim, a nogao correspondente
conhecida no contexto de matrizes quadradas (vide Sec¢ao 10.2.3, pdgina 515). Comegamos com uma observagao trivial:
com uso da norma || - ||; podemos refrasear a Proposi¢ao 40.91, pdgina 2321 da seguinte forma:

o0
Proposigao 40.93 Seja H um espago de Hilbert separdvel. Se A € J1, entdo Z (On, Adn)ge € absolutamente conver-

n=1
gente em qualquer base ortonormal completa {¢,, n € N} e vale
> [(bn, Adn)ac Z S, |Algn)sc = 1Al - (40.228)
n=1 n=1

d

Neste ponto o seguinte comentario é apropriado: se A nao for um operador tipo traco, entao o fato de Z 1 (Dny Adn) g,
ser absolutamente somével em uma base ortonormal completa {¢,, n € IN} ndo implica que o seja em outra base orto-
normal completa. O seguinte exemplo ilustra isso.

Exemplo 40.13 Seja {¢,, n € N} uma base ortonormal completa especifica e seja S € B(H) o operador linear definido de
sorte que S¢p = ¢n+1 para todo n € IN (comparar com (40.134)). E fécil constatar (faga-o!) que S™ é tal que S*¢1 = 0 e
S*¢pn = ¢n—1 para todo n > 2. Dai, S*S = 1 e, portanto, |S| = 1. Assim, S ndo é um operador tipo trago. Entretanto, temos
que |<<Z>n, Sqﬁn)g{‘ = 0 para todo n, provando que a série Y oo | (¢n, Sn), é absolutamente convergente (e nula). Seja agora a
base ortonormal completa {in, n € IN} cujos elementos sdo definidos por tar—1 = %((JSQI@—I + d>2k) e Yop 1= %((ﬁgk_l — ¢2k),
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k € IN (verifique que se trata de uma base ortonormal e completal). Temos que (tar—1, Star—1)4 = %, para todo k € IN, e que

(Yak, Star)g = —3, para todo k € IN. Verifique! Assim, |<¢n, S¢n>%| = 1 para todo n € IN, mostrando que Yoo | (¢n, Sthn)q

nao ¢é absolutamente convergente! ¢

Para operadores traciais tem-se, no entanto, o seguinte resultado importante:

o0

Proposigao 40.94 Para A € J, a série Z (Dn, Adn)qe independe da particular base ortonormal completa {¢,, n € IN}
n=1

considerada. O

Prova. Seja {t,, m € IN} uma outra base ortonormal completa em H. Temos A, = > 07 (dn, Am)gcdn €, pela
continuidade do produto escalar, (Y, Am)ge = >ove i (dn, AUm)gc(¥m, Pn)qe. Essa ultima série é absolutamente
convergente, pois

5[ Avhdic| [ G

n=1

Cauchy-Schwarz > 2 12/ 5 1/2
n’/=1

n=1

= [[Avml|sell¥mllze < 1Al < oo

Assim, para M € IN, podemos escrever

M ) M 00 00
(m, Apm)ge = Z<¢n, A <Z (tm, ¢n>ﬂwm>> = (bn, Adn)ge— D {(bn, APirén), . (40.229)
H

m=1 n=1 m=1 n=1 n=1
M
onde Pp; é o projetor ortogonal sobre o subespaco gerado por ¥y, ..., ¥m: Pyx = Z (Ums X)gc¥m, Vx € H, e
n=1

Pi; =1 — Py.

[ee]
Vamos agora provar que Iv}im Z <¢n, APAJ;I¢n>:H =0. Como A €J; e J; é um bi-ideal de B(H), vale AP;j; € J;.
—00
n=1
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Usando as decomposigdes polares APj; = Up|APj;| e A = V|A|, temos |APy;| = Uy, V|A|Pj; e com isso,

(40.228) =°

> {én, |APi] 6 )y

n=1

Z $ns APiion) g

Z b, APz )|

Prop,_40.90 i (Vmy | AP | G )y, i@m, U&V|A|Pimm>% = i <7/}mv Uz*leAlz/fm>H

m=1 m=M+1

Cauchy-Schwarz

= (A Ut 1A TS AP | 14120
m=M+1

ot =M+1
1/2
5\ Y/
¥

Cauchy-Schwse s 2 1/2 0
< < > H|A|1/2V*UM¢m j{) < 3 HHAIWWV
m/'=M+1

m=M-+1
1/2
) /
FH

oo 1/2 oo
- (Z@m, U;\‘/IV|A|V*UMwm>%> ( S (Y, |A|wmf>9{>
m’'=M+1

[e'e) 1/2 o)
(Z \\|A|1/2v*UMwm\]1) < > [
m=1 m/=M+1

1/2

m=1

(40.217) 0 12 > 1/2
< (Z <l/}m7 |A|wm>}() < Z <wm’v |A|wm'>f}f)

m=1 m'=M+1

o 1/2
|A|1< Z <¢m', |A|wm’>3{> :

m/'=M+1
oo [ee]
C A € Iy, tem-se li A g = 0 i li AP = 0.
omo € Jy, tem-se i /;\:4“ (Umr, [Aldm) g e, assim, provamos que Ml_r>n(>072<¢n, M¢”>:}c
M 00
Retornando a (40.229), estabelecemos que hm Z (Yms Am) g Z bny Adn) g |
n=1

e O tragco de um operador tracial e suas propriedades

A Proposigao 40.94 permite-nos introduzir a seguinte definigao.

Definicao. (Traco de um operador tracial) Para A € J; define-se Tr(A), denominado trago do operador A, por
Z bny Adn)ac

onde {¢,, n € IN} é qualquer base ortonormal completa no espaco de Hilbert separdvel H. Para A € J;, a Proposigao
40.93, pdgina 2324, assegura-nos que a série que define Tr(A) é absolutamente convergente e a Proposicao 40.94, pdgina
2325, assegura-nos que Tr(A) independe da particular base ortonormal completa considerada. '

A proposicao que segue lista algumas propriedades elementares relevantes do traco:

Proposicao 40.95 Seja H um espago de Hilbert separdvel e 31 C B(H) o *-bi-ideal de B(H) composto pelos elementos
traciais de B(H). Entao, a aplicagio I3 3 A Tr(A) € C definida acima possui as sequintes propriedades:
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1. Para todos A, B € J; e todos o, 8 € C wale Tr(aA + B) = aTr(A) + Tr(B). Assim, a aplicagio J1 5 A —
Tr(A) € C € linear.

2. Para todo A € Iy vale Tr(A*) = Tr(A).

3. Para todo A € J1 e todo B € B(H) vale Tr(AB) = Tr(BA). Essa propriedade é denominada propriedade ciclica
do trago.

4. Para A € Iy, vale ||Ally = Tr(|A]).

5. Para A € J1, vale

Te(4)| < 1Al 0

A propriedade ciclica do trago serd estendida (para operadores de Hilbert-Schmidt) na Proposigao 40.97, pagina 2331.

Prova da Proposicdo 40.95. A prova dos itens 1 e 2 é elementar e deixada como exercicio. O item 3 poder ser provado
facilmente, como sugerido em [395], se recordarmos que B € B(H) pode ser expresso como soma de até quatro elementos
unitdrios (vide Proposigdo 40.73, pdgina 2276). Assim, é suficiente provarmos que para todo A € J; e todo unitdrio
U € B(H) vale Tr(AU) = Tr(UA). Agora, como U é unitério, se {¢,, n € N} é uma base ortonormal completa em I,
entdo {U¢,, n € N} também o é. Logo,

NE

($n, (AU)bn),, = Tr(AU).

Te(UA) = > (Upn, (UAUS ), =

n=1

O item 4 é evidente. O item 5 foi demonstrado em (40.228), pdgina 2324. |

40.10.2 Operadores de Hilbert-Schmidt

Um operador A € B(H) é dito ser um operador de Hilbert™®—Schmidt™ se |A|?> € J;. O conjunto de todos os operadores
de Hilbert-Schmidt agindo em H serd denotado aqui por Jo = Jo(FH).

Como J; é um *-bi-ideal de B(H), é evidente que se A € J; entao |A|? = A*A € J;. Logo, J; C J. Ainda assim, Jo
possui propriedades semelhantes a J;, como revelaremos na corrente segao.
Seja {¢n, n € IN} uma base ortonormal completa em H. Se A € Jo, segue do fato que |A|?> € J; que a expressao

Tr(|A|2) =>, <¢n, |A|2¢”>:}c ¢ finita e independe da particular base ortonormal completa adotada em H. Defina-se,
portanto, para A € Js,

4], = VTe(AR) = | (ns (ARG = 4| D 46l - (40.230)
n=1 n=1

para alguma base ortonormal completa em K.

e Resultados preparatérios e desigualdades uteis

Vamos agora demonstrar diversos resultados e desigualdades envolvendo as normas || - ||1 e || - ||2, algumas das quais
utilizaremos adiante no estudo de propriedades estruturais dos espacos J; e J5. Diversas dessas desigualdades encontram
aplicacoes em Fisica, como na Mecanica Estatistica, na Mecanica Quantica e na Teoria Quantica de Campos.

Lema 40.16 Se A € Iy, entdo A* € J5 e vale HA* = ||A||2 O

I

"8David Hilbert (1862-1943).
"9 Erhard Schmidt (1876-1959).
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Prova. Seja {¢,, n € IN} uma base ortonormal completa em H. Se A = U|A| é a decomposic¢ao polar de A € Jo, temos
para todo N € IN,

N N N N
S (s 1A oY 0e = 3 (bns AAGnYg E S (b, UAT AU G0) s = S (b, UIAPU" 60,
n=1 n=1 n=1 n=1
e (40. 217 e
< 3" (fny UIAPU* 6, 3 (G 4P 0n)s, = |l4]; -

n=1

Isso implica que limy _ o0 ijzl <<Z>n, |A*|2¢n>9{ < HAHE e, portanto, que A* € J5. Essa mesma desigualdade também
afirma que HA*H2 < HAH2 Trocando-se A por A* isso implica que HA*H2 = HAH2 |

Lema 40.17 Se A, B € Iy, entdo AB € J; ¢ vale

JABIly < [ All2]IBll2 - (10.231)

Temos ainda -
Te(A°B)| < 3 (6w A"Bon)y| < I14°Bly < | All2] Bl (40.232)

n=1
em qualquer base ortonormal completa {¢p,, n € N} de K. O

Prova. Por mera conveniéncia vamos provar que se A, B € Jy, entdo A*B € J; e ||A*B|1 < ||A]2]|Bll2, o que,
evidentemente, equivale ao que se quer provar, j& que estabelecemos que A* € Jo e que ||A*||2 = ||A]|2-

Escrevamos, pela decomposicao polar, |[A*B| = U*A*B, onde U é uma isometria parcial. Seja uma base ortonormal
completa {¢,, n € N} em H. Teremos,

Assim, para todo N € IN, vale

N ot 1/2 N 1/2
" auc;y chwarz 2

> (bns 14" Blon )y, § AT Bonllye < <§ :||AU¢n|af> <§ , [[Béw g{>

n=1 n’=1

n=1

1/2 oo /2 / oo 1/2
g{> - (Z (6n; U*|A|2U¢n>g{) (Z (6n, IBI2¢n/>g{>
n=1

n’=1

< (Z ||AU¢n||3c> (Z [ B
n=1

n’=1

40217) 12/ o 12
(Z Pns [APdn) ) (Z (Snr |B|2¢n'>%) = [[All2lB]l2 -

n’=1

Logo, limy 00 ijzl (¢n, |A*B|¢)n>jc existe e é majorada por ||Al|2]|B]|2, 0 que estabelece que A*B € J; e que ||A*B||; <
[All2l1Bll2.

Como A*B € J1, temos ainda

> (40.228) =°
(A B)| < 3 |(6a ABo)y S (bur |A*Bl6u)se = [A°Bl1 < Al Bl -
n=1 n=1
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Lema 40.18 Para todo A € J5 vale
1Al < [All2 - (40.233)

d

(40.227)
Prova. Pela propriedade C*, | 4|2 = [ A*A]. Logo, ||| = [|A*A] <. A% A, = Tr(\A*AD = Tr(A*A) = |A]Z. =

Lema 40.19 Para todo A € J; vale
[Allz < [|A]lx - (40.234)

d

Prova. J& vimos que se A € Jq, entdo A € Ja. Seja {¢,, n € IN} uma base ortonormal completa no espago de
Hilbert separavel . Entdo, ||A|3 = Y02, |A¢n|/3;. Usando a decomposicio polar A = U|A|, U sendo uma isometria
parcial, escrevemos || A¢y |2, = ||U|A|1/2|A|1/2¢n||§{ < |||A|1/2"2|||A|1/2¢n"§{. Pela propriedade C*, vale H|A|1/2||2 =
1/2 AR . 2

1Al = [[JAP]7" = [[A=A " = [[A[]. Assim, [[A¢nl5 < Al [IAI"?6nl5c = ANl {én, [Al¢n),. Logo, |Al3 <
A0, <¢)n, |A|¢n>9{ = ||A]| ||Allx. Por (40.227), ||A|| < ||A|1 e, portanto, provamos que ||A|3 < [|A]|?, como
desejadvamos. |

O corolério a seguir é consequéncia imediata dos Lemas 40.17, 40.18 e 40.19, acima, e dispensa demonstracao.

Corolario 40.24 Para A, B € J1 vale

1B, < [lAll[1Bll, < [lAl,[B]], - (40.235)
a
Temos ainda:
Lema 40.20 Para A, B € J5 vale
148, < [[All,|B, - (40.236)
Prova. Pelo Lema, 40.17, pagina 2328, AB € J; e |AB]|2 (4();34) |AB|1 (40531) [ A]l2||B]|2- |

e Mais propriedades de operadores de Hilbert-Schmidt

Vamos agora obter algumas propriedades estruturais importantes do conjunto Jo dos operadores de Hilbert-Schmidt
agindo em um espaco de Hilbert separavel K.

Proposigao 40.96 Seja H um espaco de Hilbert separdvel e seja Jo o conjunto dos operadores de Hilbert-Schmidt agindo
em J. Valem as sequintes afirmagoes:

1. Jo € um espacgo vetorial.
2. || |l2 € uma norma em Js.
3. Iy € um x-bi-ideal de B(FH).

4. A expressao (A, B>32 := Tr(A*B) define um produto escalar em Jo e Jo € um espago de Hilbert em relagcdo a esse
produto escalar, pois Jo é completo na norma || - ||2. O
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Prova. Prova do item 1. Primeiramente, é evidente que se A € J5 entdo aA € J; para todo a € C. Sejam A, B € Js. E
claro que |A + B|?> = (A+ B)*(A+ B) = |A]? + A*B + B*A + |B|%. Assim, para todo N € IN vale

S (9 14+ BI260),|

n=1

N N N N
< 37 [ 14RO | + D7 [(0ns A7 Bow)ae| + 7 [(0ns BT Abu)e| + 3 (00, 1B26n).|
n=1 n=1 n=1 n=1

(40.232)
<

(Iall, + 181,)°

2
Logo, limpy o0 22;1 ‘<¢n, |A + B|2¢n>j{‘ < (HAH2 + HB||2) e, portanto A + B € J5. Isto estabeleceu que J5 é um
espaco vetorial. Incidentalmente, a tltima desigualdade afirma também que

14+ Bl < [[4ll, + B, (40.237)

Prova do item 2. Da defini¢ao (40.230) é evidente que HAH2 > 0e que HAH2 = 0 se e somente se A¢p,, = 0 para todos

os elementos de uma base ortonormal completa {¢,, n € IN} de H, o que implica que A = 0. E também evidente pela
defini¢ao que HaA||2 |a|||A||2 para todos @ € C e A € J5. Por fim, a desigualdade triangular foi estabelecida em
(40.237). Portanto, || - ||2 é uma norma em Jo.

Prova do item 8. J& demonstramos no Lema 40.16, pagina 2327, que A € Js se e somente se A* € J5. Vamos provar
que se A € Jy e B € B(H), entdo AB € J. Como J2 é um espago vetorial, é suficiente provar que AU € Jo para todo
unitdrio U € B(H), pois B € B(H) pode ser expresso como soma de até quatro elementos unitarios (vide Proposigao
40.73, pagina 2276). Agora, |AU|?> = U*|A|?U. Logo, se {¢n, n € N} é uma base ortonormal completa de H, vale para
todo N e N

N N [e’e)
> (du. [AUPGL), Z Ubn, [APUGn )y < D (Ubn, |APUSR), = IIAI3,
n=1 n=1 n=1

ja que {U¢,, n € N} é também uma base ortonormal completa de H. Isso estabeleceu que AU € J, para todo unitario
U e todo A € J3 e, portanto, que AB € J5 se A € Jo e B € B(H). Note-se também que a relacio BA = (A*B*)* mostra
também que BA € I3 se A € Jo e B € B(H). Isso demonstrou que Jo é um *-bi-ideal de B(H).

Prova do item 4. Sabemos por (40.232) que |Tr(A*B)| < HAHQHBH2 <oose A, B €Uz Assim, (A, B), :=Tr(A*B)
¢ uma forma sesquilinear em Js, a qual ¢ positiva (pois Tr(A*A) = ||A|3 > 0) e Hermitiana (pois Tr(A*B) = Tr(B*A)).
Como Tr(A*A) = || Al|3 ¢ nula se e somente se A = 0, estabeleceu-se que (A, B); ¢ um produto escalar em J.

Vamos agora provar que Jo é completo na norma || - ||2. Se a sequéncia {4,, € Jo, n € N} é uma sequéncia de Cauchy
na norma || - |2, entao (40.233) afirma que essa sequéncia é também uma sequéncia de Cauchy na norma operatorial || - ||
e, portanto, converge a um elemento A € B(H). Desejamos provar que A € J3 e que lim,_, |4 — A,||2 = 0.

Como || - [|2 é uma norma, a desigualdade (3.24), pégina 268, informa-nos que |[|Ap||2 — ||An|\2‘ < JJAm — Anllz €
como a sequéncia {4,, € Jo, m € N} é uma sequéncia de Cauchy na norma || - ||2, concluimos que a sequéncia numérica
{|Amll2, Am € J1, m € N} é também de Cauchy e, portanto, é limitada e convergente.

Para N € IN temos, para uma base ortonormal completa {¢,, n € IN},
N N [eS)
Zj Ony AAdn)ye < lim ; (n, AnpAmn)ye < lim ; (O, A Amdn)ye = lim_[[An3 -

Como isso é valido para todo N € IN, o limite limpy_, o0 2521 (On, A*Adp) 4 existe, provando que A € Js.
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Resta-nos provar que lim,, o0 [|[A— 4|2 = 0. Para N € IN temos, para uma base ortonormal completa {¢,,, n € IN},

N N
2 (Dn (A= Am)" (A= An)bn)ye < klinéo; (Dn: (A = Am)"(Ax = Am)én) g
- 2
< Jlim 2 (Bns (Ar = Am) " (Ak — Am)Pn) gy = Jim | Ak — A5 -
Como {4,, € J2, m € N} é uma sequéncia de Cauchy na norma || - ||2, para todo ¢ > 0 existe M(e) € IN tal que

|| Ak —AmH2 < e sempre que m > M(e) e k > M (e). Logo, para todo € > 0 vale 27]:[:1 (b, (A—Ap)* (A—Ap)Pn) g < €2
sempre que m > M (e), independentemente de N. Assim, para todo € > 0 vale ||[A — A,,]|3 < €2 sempre que m > M (e).
Isso prova que A ¢ o limite da sequéncia {A,, € J2, m € IN} na norma || - [|2. Como ||A[|3 = Tr(A*A) = (A, A),_, isso
provou que Jo é um espago de Hilbert para o produto escalar (A, B)j2 = Tr(A*B). |

Listemos agora dois corolarios imediatos da Proposigao 40.96.

Corolario 40.25 Se A, B € Jy, entdo ‘Tr(A*B)| < |All2l|B|l2- O

Prova. A desigualdade |Tr(A*B)| < ||A|2||B||2 é meramente a desigualdade de Cauchy-Schwarz para o produto escalar
(A, B)y, = Tr(A*B). |

Corolério 40.26 Um operador limitado A pertence a J1 se e somente se puder ser escrito como produto de dois opera-
dores A1 e Ay de Jo: A = A1 As. O

Prova. Pelo Lema 40.17, pdgina 2328, se A;, Az € Jz, entdo 4142 € J1. Se A € J1(H), temos pela decomposi¢ao
polar, A = A1 Ay com A; = U|A|Y/? e Ay = |A|'/2, onde U é uma isometria parcial. Agora, Ay € Ja, pois Tr(AjAs) =
Tr(|A|) < 00, por hipétese. Adicionalmente, A; € Jo, pois A1 = UAs e I3 é um bi-ideal de B(H). |

e A propriedade ciclica do trago em J; e mais algumas desigualdades

A proposicao a seguir estende a propriedade ciclica do trago estabelecida na Proposigao 40.95, pagina 2326.

Proposicao 40.97 Sejam A, B € J5. Entao, Tr(AB) = Tr(BA). O

Prova. Seja {¢,, n € N} uma base ortonormal completa em H e seja Py o projetor ortogonal sobre o subespago gerado

por ¢1, ..., ¢n, ou seja, Py = Z 1 Py, . com Py 1 := (ba, ¥)qgc¢a, Vi) € H. Seja P% =1 — Py. Temos,
N N N
— s : L
Tr(AB) = lim_ > (én, ABon), = lim ; (én, APyBoy ), + Jim Zjl (¢n, APxBn),,
e
N N N
o . o . . 1
Te(BA) = lim Y (bn, BA¢n), = lim D (pn, BPyApn),+ lim > (pn, BPyAGw),
n=1 n=1 n=1
Temos que

N N N
Z <¢n7 APNB¢n = Z Z On, A¢m <¢m7 B¢n>g{

n=1 n=1m=1

N N N
= 3N (b Bon)y(bn: Abm)ge = D (6, BPxAGy),,
m=1

m=1n=1
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N N
. . 1 . 1 .~
Assim, se estabelecermos que ngr(l)o il <<Z>n, APNB¢n>}C = 0 e que ngréo E,l <<Z>n, BPNA¢n>9.C a Proposicao 40.97

estard provada. E suficiente demonstrarmos a primeira dessas afirmagoes, como faremos no que segue. Temos que

=

< 3" [(6n, AP Bon).|

n=1

N
> {én, APFBon ),

n=1

C hy-Sch N C hy-Sch N 1/2 N 1/2
auchy-Schwarz auchy-Schwarz
< D A enlsllPvBonll, < (Z HA*%I@) (Z |P5 B i)
n n=1 n’=1

=1

N 1/2
< |4l (Z || Py B :}c) :
n’'=1

. 2
Mostremos agora que limy_, 22[21 HPﬁBd)nHj{ = 0. Escrevemos,

N N [e’e)
S PEBoulls = 3 (6, B PEBou)ye = S (dn B*PEBPyo), = Tr(B*PﬁBPN) .
n=1

n=1 n=1

Note-se que Py € J; (por ser o projetor em um subespagco de dimensao finita). Com isso, tem-se também que PﬁBPN S
e que B*PﬁBPN € Jq, pois J; é um bi-ideal de B(JH). Logo, a propriedade ciclica do trago estabelecida na Proposigéo
40.95, pagina 2326, permite escrever

Tr(B*PﬁBPN> - Tr(PﬁBPNB*) - i@)n, P¥BPNB 6,),,
n=1

o0 o0 o0

= S (b BPNB' )y = S (B6u, PB )y < S 1Bl
n=N+1 n=N+1 n=N+1
Agora, como B € Jp, a soma -, ||B”‘(;5n||iC = ||B*||3 é convergente e, portanto, imy_; Z»ZO:N-H ||B"F(;5n||iC = 0. Isso

completa a demonstragao.

Comentdrio. A propriedade ciclica do trago na forma listada na Proposigao 40.95 pode ser reobtida a partir da Proposicao 40.97, mas note-se
que a mesma foi usada na prova acima. Sejam B € B(H) e A € J;. Usando a decomposi¢ao polar, podemos escrever A = U\A|1/2\A|1/2, com
U sendo uma isometria parcial. Note-se que |A|}/2 € Jo, pois Tr(\A|1/2|A\1/2) = Tr(|A]) < oo, por hipétese. Logo, BU|A|'/2 € J pois, como

vimos, J2 é um bi-ideal de B(H). Assim, pela Proposi¢do 40.97, vale Tr(BA) = Tr((BU\A|1/2)\A|1/2> = Tr(|A\1/QBU|A\1/2>. Como, pela

mesma razdo, |A|Y/2B € Ja e U|A|}/2 € Ja, tem-se, novamente pela Proposigio 40.97, que Tr(\A|1/2BU\A|1/2) = Tr(U\A|1/2\A|1/2B) =
Tr(AB), estabelecendo que Tr(BA) = Tr(AB).

Lema 40.21 Para A € B(H) e B € Iy, valem

4Bl <1AIIBl. e ||BA||, <AlIB]: - (40.238)

Prova. Seja {¢n, n € IN} uma base ortonormal completa em H. Usando as decomposigoes polares AB = U|AB]| e
B = V|B|, como U e V sendo isometrias parciais, podemos escrever ||AB||; = Tr(|AB|) = Tr(U*AV|B|1/2|B|1/2).

Observe-se agora que |B|'/2 € Jy, pois Tr(|B|1/2|B|1/2) = Tr(|B|]) = ||B|l1 < oo, pela hipétese sobre B. Logo,
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U*AV|B|'? € 75, j4 que J5 é um bi-ideal de B(3). Assim, a propriedade ciclica do traco para Jo estabelecida na
Proposicao 40.97, pagina 2331, permite escrever Tr (U*AV|B|1/2|B|1/2) = Tr<|B|1/2U*AV|B|1/2). Logo, temos que

[ee] oo
|ABlL = Tr(IBY20"AVIBIY2) = 3 (gu, [BIV2UAVIBI26,), = S (|BI'260, U AV|B[26,),,
n=1

n=1

o0
Cauchy-Schwarz

< 2B 0ulls [0 AVIBI 2]

n=1

Como HU*AV|B|1/2¢n < ||A] |||B|1/2¢)n temos

[P lse:

o

(o)
1ABlx < AL B 26ullse = 141" (@ns 1Blén)ge = IAI1BI1

n=1 n=1

estabelecendo que ||[AB|1 < ||A||||B|l1. Como BA = (A*B*)* temos também || BA|; = ||A*B*||1 < ||A*|| |1B*|l1 <
A Bl L

Lema 40.22 Para A € B(H) e B € J3, valem

14B|, < IAIIBl: ¢ |BA|, < |AlIBI. - (40.239)

Prova. Seja {¢n, n € IN} uma base ortonormal completa em H. Temos ||AB|3 = > 07 (¢n, B*A*Aqun>j{ =
22021 <B<g5m A*AB(gﬁn)j{. Agora, A*A é um operador autoadjunto e, pelo Teorema 40.12, pagina 2194, temos que

(B, A*AB¢n>H < [|[A*A| HBd)nH; = || 4])? HBd)nH; Logo, estabelecemos que |[AB|3 < ||A|> Y02, HB(;SHH; =

| Al|2||B||3. Provando que HABH2 < ||AJ|l|Bll2. Como BA = (A*B*)*, temos também HBAH2 = [[(A*B*)*||s =
[A*B* (|2 < |A*[[ | B*[|2 = [|A]l [ B2

e Reunindo algumas desigualdades

Para facilitar futuras referéncias, listemos algumas das igualdades e desigualdades que obtivemos acima para as
normas || - |[1 e | - |l2-

1. [laAl: = |a| [|A]1 e [|A+ Bl < [|All: + ||B|l1, para todos a € C, A, B € J,.
2. [laAls = |a|||A]l2 e ||A + Blls < ||All2 + ||B|2, para todos a € C, A, B € .

3. Al = 14%], A € 91.
4. [[Alls = 14"z, A € 9.

5. 114] < [14]l2 < | Al A €95,

6. [IAll < | All2, A € 9.

7. |ABlli < | Al2l| B2, A, B €.

8. [ABlx < | All2lBll2 < | Al | Bl A, B €.

9. |AB|, < IAIIBI e |BA|, < AllBl, A€ B30 e B e,
10. ||AB|, < Al Bllz ¢ ||BA||, < [AllB]l2, A € B() ¢ B € 9.
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11. |Tr(A)| < ||A]1, A €74,
12. |Tr(AB)| < [|All2[|B|2, A, B € Ja.

e Os ideais J; e Jo como *-algebras de Banach

Os espagos J; e Jo compoem exemplos importantes de *-algebras de Banach. Isso é estabelecido na proposicao que
segue, cuja demonstragao meramente retine resultados ja estabelecidos.

Proposigao 40.98 Seja H um espacgo de Hilbert separdvel. Entao, valem as sequintes afirmagoes:

1. 31 € uma x-dlgebra de Banach na norma || - ||1.

2. Jy é uma *-dlgebra de Banach na norma || - ||2- O

Prova. Prova do item 1. J4 estabelecemos que J; é uma algebra (por ser um espago vetorial e um bi-ideal de B(H))
e que se A € J; entdo A* € J; (Teorema 40.47, pagina 2321) com ||Al; = ||A*||1 (Proposicao 40.92, pédgina 2323).
Estabelecemos também que J; é completo na norma || - |3 (Proposicao 40.92, pagina 2323) e que ||AB|1 < ||A|1]|Bl]1
para todos A, B € J; (Coroldrio 40.24, pagina 2329). Portanto, J; é uma *-algebra de Banach nessa norma.

Prova do item 2. Ja estabelecemos que Jo é uma dlgebra (por ser um espago vetorial e um bi-ideal de B(H)), que se
A € Jg, entdo A* € I3 com ||Allz = ||A*||2 (Lema 40.16, pdgina 2327) e que J2 é completo na norma || - |2 (Proposigao
40.96, pagina 2329). Estabelecemos também que ||AB||2 < ||A]|2]|Bl|2 para todos A, B € J5 (Lema 40.20, pagina 2329).
Portanto, J é uma *-algebra de Banach nessa norma. |

40.10.3 Operadores Traciais e de Hilbert-Schmidt e os Operadores Com-
pactos

Nesta se¢ao estabelecemos relagoes importantes entre operadores traciais e de Hilbert-Schmidt, por um lado, e operadores
compactos, por outro lado.

e Operadores traciais e operadores compactos

A proposicao que segue estabelece que todo operador tracial é compacto e relaciona sua norma || - ||; aos seus valores
singulares.

Proposigao 40.99 Seja H um espago de Hilbert separdvel. Entao, todo elemento de J; é compacto e os operadores de
posto finito (e, portanto, os compactos) sdao || - ||1-densos em Jy.

. N

Um operador compacto C pertence a Jy se e somente se imy_,00 Y, fin converge e, nesse caso, tem-se ||C|l; =
>0 | s onde p, sao os valores singulares de C, ou seja, sdo os autovalores de |C| (a soma incluindo a multiplicidade
de cada autovalor). O

Prova. Seja P,, o projetor ortogonal sobre ¢y, isto é, P, 1 = (¢n, ¥)5pn, Vi) € H. Seja também Py := Ziv=1 P, o
projetor ortogonal sobre o subespago gerado por @1, ..., ¢y e seja Py :=1 — Py.

N
Para A € Jy, defina-se Ay := APy. E claro que Any = Z (Yn, ¥)qcApy para qualquer ¢ € H. Isso mostra que
n=1
cada Ay é um operador de posto finito e, pela Proposicao 40.75, pagina 2279, cada Ay é compacto. Como A € Jq, valem
Ay €J1e A— Ay = APy € Jq, pois J; é um bi-ideal de B(H).

Provemos agora que limy_,« || A—An||1 = 0, estabelecendo que operadores de posto finito (e, portanto, os compactos),
si0 || - |[1-densos em Ji. Sejam as representagdes polares APy = U|APy| e A = V]A|, com U e V sendo isometrias
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parciais. Temos que |APx| = U*V|A|Px e, com isso, vale

o) > >
[A-Anl1 = HAPJHM = Z<¢m AP]ﬂ(z)n Z Pn, U*V|A|PJ#¢">9{ = Z <¢"’ U*V|A|1/2|A|1/2¢n>9{
n=1 n=1 n=N+l
[e%} 1/ 1/2 Cauchy-Schwarz o 1/2 1/2
S AT A, S A A
n=N+1 n=N+

o) 1/2 o 1/2
Cauchy-Schwarz
: (Z |||A|1/2v*wnu;) (Z L4126, %)

n=N+1 n'=N+1

S 1/2 0o 1/2
= ( S (6, U*V|A|V*U<z>n>%> ( S (Gu, |A|¢nf>9{>

=N+1 n'=N+1
oo 1/2 0 1/2
(Z { G, U*V|A|V*Uz;bn>j{) < > (ow, |A|¢n/>g{>
n=1 n’=N+1
(40. 217) 1/2 00 1/2 oo 1/2
Z Dns [Aldn) g > {dnrs [Alnr )y, = VIAL | D> (6w, [Algnr)y | -
n=1 n'=N+1 n'=N+1
Como A € J;, a série Zl<¢)n, ‘A‘d)n>% =: HAH1 converge e, portanto, ]\}gnoo EN:H <¢n, |A|¢n>3{ = 0. Logo,
n= n=
1imN_,oo HA - AN||1 =0.
Pela desigualdade (40.227), tem-se também A}lm ‘A ANH = 0, provando que A é o limite na norma || -|| da sequéncia

de operadores compactos Ay. Portanto, pelo Teorema 40.81, pagina 2282, A é compacto.

Se C é compacto, entdo segue facilmente de (40.178) que ijzl (Dn, |Cldn)ge = 22;1 [bn, COM [y € ¢y sendo os
autovalores, respectivamente os autovetores normalizados do operador autoadjunto |C|. Disso segue que C € J; se e

somente se limpy 0o Z _1 U existe e, nesse caso, teremos ||C|; = limy o0 Zn L Pny [Cldn)ge = Doney in |

E. 40.50 Ezercicio. Mostre que o operador C' do Exercicio E. 40.48, pagina 2301, é compacto mas n3o é tracial. "

e Operadores de Hilbert-Schmidt e operadores compactos

A proposicao que segue estabelece que todo operador de Hilbert-Schmidt é compacto e relaciona sua norma || - ||2 aos
seus valores singulares.

Proposigao 40.100 Seja H um espaco de Hilbert separdvel. Entao, todo elemento de Jo € compacto e os operadores de
posto finito (e, portanto, os compactos) sao || - ||2-densos em Js.

. N

Um operador compacto C' pertence a Jy se e somente se imy_ o0 Y., B2 converge e, nesse caso, tem-se ||C|la =
VDo 12, onde pu, sio os valores singulares de C, ou seja, sdo os autovalores de |C| (a soma incluindo a multiplicidade
de cada autovalor). O

Prova. Seja {¢,, n € IN} uma base ortonormal completa em H e seja Py o projetor ortogonal sobre o subespago gerado
por ¢1, ..., én, ou seja, Py = ijzl Py, , com Py v = (pa, V)gcta, Y € H. Seja PZ{; :=1 — Py. Para A € Jo,
defina-se Ay = APy. Para ¢ € H tem-se Ay = 25:1 (Gas V) Adq. Assim, Ay é um operador de posto finito e, pela
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Proposicio 40.75, pagina 2279, cada Ay é compacto. Como A — Ay = APy, vale

(40.233) e e
14— Al 2T A= AnlE = 3 (6u PEATAPEG, = ST (s ATAD),
n=1 n=N+1
Como A € Jy a série Y21 (¢n, A*Adn), = ||A|3 é convergente e, portanto, imy oo >0’ n g (Pn, A*Adn), = 0.
Logo, limy 00 ||[A — An|| = 0 e limy 00 [|[A — Anll2 = 0. O fato que limy_o0 [|[A — An|| = O significa que A é o
|| - |I-limite da sequéncia de operadores compactos Ay. Logo, pelo Teorema 40.81, pdgina 2282, A é compacto. O fato
que limy o ||A — An||2 = 0 diz-nos que os operadores de posto finito (e, portanto, os compactos) séo || - ||2-densos em

Ja.

Se C é compacto temos pela representagao (40.178) que 271:[:1 (fny |CPdn)ge = 271:[:1 w2, com p, e ¢, sendo os

autovalores, respectivamente, os autovetores normalizados do operador autoadjunto |C|. Disso segue que C € J5 se e

somente se limpy o0 Zi\[:l p? existe e nesse caso vale ||C|3 = Y07 | p2. |

40.10.4 Operadores de Hilbert-Schmidt e Operadores Integrais

H& um fato muito importante por tras da nogao de operador de Hilbert-Schmidt que é, em muitos sentidos, a razao de
ser desses operadores, a saber, sua relacdo com operadores integrais, expressa no teorema que segue.

Teorema 40.48 Seja (M, M, p) um espago mensurdvel, com M sendo um conjunto ndo-vazio, M uma o-dlgebra em
M e pu uma medida em M. Sejam H = L*(M, du) (que supomos ser separdvel) e H? = L2(M x M, du ® du). Entdo,
A € B(H) é um operador de Hilbert-Schmidt (ou seja, A € J2(H)) se e somente se existir Ky € H? tal que

(A9)(2) = /N Kale, o) diy . VUK.

sendo ||A||2 = ||KA||3{2, isto é, Tr(A*A) = / IKa(z, v)|? dpts dpy. A aplicagio U : H* — J5(H) entre os espagos de
MxM

Hilbert H? e J3(H), definida por U(Ka) = A, € unitdria e, portanto, vale mais geralmente

(A, B)y, 50y = Te(A"B) = / Kalz, y)Kp(z, y) due dpy (40.240)
MxM
para todos A, B € Jo(H), com Ka = U"(A) e Kg = U (B). O

Prova do Teorema 40.48. A prova ¢é dividida em duas partes. Na primeira construimos um operador de Hilbert-Schmidt
a partir de um elemento K € 32 com as propriedades mencionadas e na segunda mostramos que se A € B(3) é um
operador de Hilbert-Schmidt, entdo A pode ser escrito como um operador integral cujo niicleo integral é um vetor K € H?
com as propriedades mencionadas.

Parte I. Vamos provar que se K € (2 entdo H > 9 — fM K(z, y)¥(y) du, define um operador linear Ak de H em si
mesmo, o qual é um operador de Hilbert-Schmidt com HAKH2 = HKH:}CQ.

Seja K € H2. Sejam ¢, ¥ € H e seja ¢ ® 1 o elemento de H? dado pelo produto de ¢ e 9 : (¢®E) (x, y) = qb(ac)w,
(z, y) € M x M. Naturalmente, vale ||¢ ® 9||,., = [[¢]lacl[¢llsc A aplicagio H 3 ¢ — (K, ¢ @ ¥),, € € é um funcional
< [Kllsezll @ Bllgea = [Kllgcalioliocllze. Pelo

Teorema da Representacao de Riesz, Teorema 39.4, pagina 2121, existe n € H tal que <K, ¢®E>:}c2 = (1, ¢)q para todo
e qualquer ¢ € H e todo e qualquer ¢ € H. Naturalmente,  depende de ¥ e denotemos a fungao v — n por Ak(v), de

modo que temos <K, ¢®E>H2 = (Ak(¥), ¢)g¢-

E elementar constatar que Ak é um operador linear: para todos ay, as € C e todos 11, 1o € H, vale

linear continuo sobre H pois, por Cauchy-Schwarz, ‘<K, ¢ R E>%2

(Ak (11 + aatha), @)y = <K7 ¢ ® (1thy Jr0421/12)>9{2 = ai(K, ¢ ®@¢1),. + (K, ¢ @),

= (A1), ¢)gc +@2(Ak(2), Pl = (1 Ak(¥1) + a2 Ak(V2), ¢, -
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Como isso ¢é vélido para todo ¢ € H, segue que Ak (0411/11 + 042”(/}2) = a1 Ak (1) + aa Ak (12), estabelecendo a linearidade.
O operador linear Ak é também limitado pois,

[ Ak |5 = (Axp, Axt)e = (K, (Ak) @ D)y < (K| gl Actollac[@]oc .

como vimos, o que mostra que % < HKHH2 e, portanto, ||Ak| < HKHHQ.

Vamos agora provar que Ak é um operador de Hilbert-Schmidt. Seja {¢n, n € N} uma base ortonormal completa
em H. E evidente que {¢,, ® ¢, m, n € N} é uma base ortonormal completa em H? e com a mesma podemos escrever

K= 3" Kot @ G, sendo que > [kual” = [K|3es < 0.

m, neN m, n€N
Temos que
AK¢n = Z <¢ma AK¢n>9—c¢m = Z <¢m ®¢_nv K>g{2¢m-
m=1 m=1

Segue disso e da continuidade do produto escalar que

<AK¢n; AK¢n>9{ = <K; (AK¢H)®¢_TL>9{2 = <K, <Z <¢m ®¢_na K>9{¢m> ®¢_n>
FC2

m=1

= ) (6 @ n, K)ya (K, dm @ ) Z|kmn|2
m=1

N N oo
Logo, || Ak|j2 = ]\]1131002 (A n, AKgZ)n>jc = ]\]1131002 Z |kmn|? existe, provando que Ak € Jo(H) e também que
n=1

n=1m=1
1AKIZ = D7 Jkmal® = [KI3e.

m, n€IN

Importante é agora observar que para todos 1, ¢ € H tem-se

(A, 8)y = (K, 00 T)yea = [ Ko 10l 000) dusiy = | ( | K v duy)cb(x) s |

0 que permite identificar

(Acv)@) = | Kl ot dn, (10.241)

para todo ¢ € H. Assim, Ak € Jo(H) é um operador integral cujo nicleo integral é K € H?, sendo [|Ak|l2 = [|K]|g¢2.
Observe-se que a aplicagdo U : H? 3 K — A € Jo(H) definida por <AK1/), ¢>:}c = <K, ¢®1/)>}C2 ou por (40.241) é linear.
Assim, U : H? 3 K+ Ak € J2(H) é uma isometria entre os espagos de Hilbert 32 e Jo(H).

Parte II. Vamos agora provar que todo operador de Hilbert-Schmidt em H pode ser escrito como um operador integral
cujo ntcleo integral é um elemento de F2.

Vimos acima que a aplicacdo U : H? 3> K +— Ak € Jo(H) é uma isometria entre os espacos de Hilbert 3? e
J2(3H). Vamos provar que Ran (U) contém os operadores de posto finito de Jo(H) para, ao final, extrair disso as devidas
conclusoes.

Se B € J3(H) é um operador de posto finito, entdo Ran (B) é um subespago de dimenséo finita de 3 e existem N € IN

e um conjunto ortonormal {¢1, ..., ¢n} C H tais que By = 2521 (On, BY)gon = Zf:[:l (B*¢n, ¥)q.¢n para todo
1 € H. Explicitando isso, temos

Z(/ (Bo.) 0 ity ) onte) = [ Ko, ) v00) .
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onde Kg(z, y) := 22;1 ¢n () (B*qbn)(y) Agora, Kg € H?, pois

a0 O iy = >y S (500)0) @) (B0m) ) (o) dic i

m=1n=1 MxM

N N - N 2
= 22| ) 9l ) da ( /M (B*0m) () (B"60)( duy) 218" dnllyc < oo

m=1n=1

=(bn, ¢m) 5¢=0nm

Além disso,

(6, Akpt)ge = (929, Kp)gp = /MxMMw(y) Kp(z, y) dus duy,
= ij:(/ o(x) ¢n(z dua) (/ (B*¢)(y) ¥ duy) ij: (@y dn)gc (B Pns ¥)gc

< zqusn,Bw ><¢>,Bw>%

H
provando que Ak, = B e, portanto, provando que todo operador de posto finito estd em Ran (U).

Como U : H? — J5(H) é uma isometria, a Proposicio 40.3, pagina 2161, garante-nos que sua imagem Ran (U) é
um conjunto fechado de Jo(H). Na Proposigao 40.100, pagina 2335, observamos que os operadores de posto finito sao
densos (na topologia da norma || - ||2) em todo Jo(H). Assim, a imagem de U contém um conjunto denso em I (), pois
contém os operadores de posto finito. Como a imagem de U é fechada, concluimos que Ran (U) = J2(H). Em palavras,
isso diz-nos que todo operador de Hilbert-Schmidt em H = L%(M, du) é um operador integral com niicleo integral em
H?=L2(M x M, dp® dp).

O fato de Ran (U) = J2(H) implica também (vide Proposicao 40.14, pagina 2190) que Ker (U*)+ = Jo(H) e, por-
tanto, Ker (U*) = {0}. Assim, U é unitério e, consequentemente, (A4, B>j = (U*A, U*B>9{2, ou seja, Tr(A*B) =

Jorsons Kalz, y)Kp(z, y) dpe dpy para todos A, B € Jo(H), com Ky = U*(A) e Kp = U*(B). |

A associacdo entre operadores de Hilbert-Schmidt e operadores integrais com niicleo em H? é importante por fornecer
um critério util (suficiente, mas nao necessério) para se estabelecer se um operador integral é compacto: basta que seu
nucleo integral seja também de quadrado integravel.

Antes de prosseguirmos, recordemos que, por definigao, U : H? — J5(H), introduzido no Teorema 40.48, satisfaz

(6, UKWDYy = (¢ Akih)ye = (@9, K)yoo € (o, Ab)y = (@0, UT(A)) g, = (0@, Ka)yer (40.242)

para todos ¥, ¢ € H. Acima, denotamos U(K) por Ak e U*(A) por K4. A proposicao que segue apresenta mais algumas
propriedades do operador unitdrio U : H? — Jo(H) e uma consequéncia dessas propriedades para operadores traciais.

Proposigao 40.101 Seja H = L?(M, du) como no Teorema 40.48 e seja Ka = U*(A) o niicleo integral associado a
A € J3(H), tal como definido naquele teorema (vide (40.242)). Entdo, valem as sequintes afirmagoes:

1. Para todo A € I3(H) vale Kax(z, y) = Kaly, z), (p® p)-q.t.p.

2. Para todos A, B € Jo(H) vale Kap(zx, y) :/ Ka(z, 2)Kp(z, y)dus, (1 Q u)-q.t.p.
M

3. Para todos A, B € J2(H) wvale

Tr(AB) = /M MKA(% z) Kp(z, y) dpg dpy - (40.243)
X
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4. Se A € J1(H) é um operador tracial, entdo existe um niicleo integral Ly € H? tal que (A)(xz) = [}, La(z, y)(y) duy
e vale

Tr(A) = /M La(z, ) dpy . (40.244)

d

Comentario. Nao deve escapar ao leitor a semelhanga entre os resultados acima e fatos bem conhecidos da dlgebra de matrizes. O leitor deve
ser advertido, porém, que A € J1(H) pode possuir mais de uma representacgio integral e que (40.244) ndo necessariamente vale para todas
essas representagoes. &

Prova da Proposicdo 40.101. Por definigao, temos (¢, Av), = (¢ ® ¥, Ka),, para todos ¢, ¢ € H. Dessa forma,
<¢) ® P, KA*>%2 = <¢), A*w>9c = <1/), A¢>3{ = <1/}®5, KA>3{2. Assim, escrevendo-se explicitamente a igualdade
<¢) ®Ev KA*>3{2 = <1/1 ®57 KA>3{27 temos

/ (@)Y (y)Kax (2, y) dpadpy, = / U(@)o(y) Kalz, y) duadpy
M x M

Mx M

o que implica Ka«(z, y) = Ka(y, «), (4t ® p)-q.t.p. Para demonstrar a segunda parte, notemos que

(6@, Kap)ye = (¢, ABY),. = ($® B, Ka),,

= /MxMM(BW(?J)KA(% y) dugdp, = /MWW (/M Kp(y, 2)(z) duz) Ka(z, y) dpadu,

= /MxMsz) </M Ka(z, y)Kp(y, Z)duy> dppdp

o que estabelece que Kap(z, 2) :/ Ka(z, y)Kp(y, 2) diy, (1 Q@ p1)-q.t.p.
M

A relagao (40.243) segue imediatamente dos resultados acima e de (40.240). Para provarmos (40.244), lembramos
(Coroldrio 40.26, pagina 2331) que se A € J;(H), podemos escrevé-lo na forma A = A1 Ay com A;, Ay € Jo(FH). Assim,
aplicam-se os resultados acima e temos (Ay)(x) = [, 1, Ka, (2, 1)K, (y, 2)1¥(2) duydp., com Ka,, Ka, € H?, 0 que
nos permite identificar La(z, z) = fM Ka, (z, y)Ka,(y, z)du,. Observe-se que L4 € H?, pois, pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz, é facil ver que

Latee 9P < ([ Kasteo Py ) ([ s )P ay )

donde se extrai [y, [La e, 2)[2 dprodpis < Ko, eIz 2 < oo. Por (40.243),

TI'(A) = Tr(AlAQ) = /M

</M Ka, (z, y)Ka, (y, 7) duy> Ay = /M La(e, 2)dus ,

como afirmamos. [ ]

40.10.5 O Teorema de Lidskii. Traco e Espectro de Operadores Traciais

Nao poderiamos encerrar esta secao sem colocar o trago de um operador tracial em contacto com seu espectro. E bem
sabido que o trago de uma matriz coincide com a soma de seus autovalores (incluindo multiplicidade). Vide Segao 10.2.3,
pagina 515. A validade dessa afirmacao no caso de espacos de Hilbert de dimensao infinita é o conteido do seguinte
teorema:
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Teorema 40.49 (Teorema de Lidskii) Seja A € J; e sejam A\, (A), n € N, seus autovalores (incluindo multiplici-
o0

dade). Entao, vale Tr(A) = Z)\n(A). O

E um tanto surpreendente notar que esse teorema foi demonstrado (por Lidskii®®) somente no ano de 1959. Para
uma demonstragao e referéncias histdricas remetemos o leitor a [442].

40.11 O Traco Parcial

A nocao de traco parcial de operadores definidos em espagos de Hilbert que sejam produtos tensoriais de dois outros
espagos de Hilbert é frequentemente empregada na Mecanica Quéntica e na Teoria da Informacgao Quantica. O caso
particular, e mais simples, em que os espacos de Hilbert envolvidos sao de dimensao finita ja foi tratado na Secao
10.8.2.2, pagina 584. Mostraremos aqui que a nogao de tracgo parcial pode ser definida no contexto de produtos tensoriais
de espagos de Hilbert de dimensao infinita para operadores agindo no produto tensorial e que sejam de tipo trago.

No que segue consideraremos dois espacos de Hilbert separaveis H' e H" dotados de bases ortonormais completas
{er, k € N} € H' e {f;, | € N} C H", respectivamente, e denotaremos por H o produto tensorial de ambos: H :=
J‘f/ ® g_f//.

Consideraremos também um operador A € J;(H). Como A é limitado, a expressao

n

HxH 3 (0, ¢) — wal), §) = Y (¥ ®F), A(¢®f)), € C
j=1
define para cada n € IN uma forma sesquilinear em H’ e que é bicontinua (pois |wy (v, ¢)| < n||All |3 ]sc||¢ll5¢/). Assim,
existe (pela Proposigao 40.11, pdgina 2184) um operador linear limitado, que denotamos por Ptr(jg,),(A), agindo em '
(ou seja, Ptrf}rg,), (A) € B(H?)), tal que wy, (¥, ¢) = <1/1, Ptrgfg,), (A)¢>:}c" ou seja, tal que

(0, Pt§h (A)e),, = > (W ef), Apaf)),, - (40.245)

j=1

Observe-se aqui que os operadores Ptr%,,(A) nao dependem da escolha da base ortonormal {e;, i € IN} em H’' mas
dependem da escolha da base ortonormal {f;, j € N} em H".

Afirmamos que Ptrgfg,), (A) € J1(H') para todo n € IN. A decomposi¢ao polar de Ptrf}rg,), (A) (vide Teorema 40.31,

pégina 2276) permite-nos escrever }Ptrg?,), (A)} = U,*lPtrg?,), (A) para uma isometria parcial U,. Assim,

Ptrg?/)/ (A)

N N
Z<el, ‘Ptrw, (A) ei>9{' = ZKeu

i=1 i=1

ei>
:}(‘/

(40. 245)

N n

[(ner, Pt ae) | < SO (e o), Ales @ 1)),

=1 =1 j=1

|
hE

- ii\«ei@fj), (U5®1“")A(ej®fj)>%'

(40.219)
< |wrewse)a| < pan. @o26)

IN

S Y [(ees). 0610 o 8))

i=1 j=1

80Viktor Borisovich Lidskii (1924-2008).
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A ultima desigualdade é decorréncia do seguinte. Como A € J1(H), tem-se também, usando o Lema 40.21, pigina 2332,
(Un ® Lyc)A € 91(H) com [|(U5 @ Lo ) A, < U3 ® Locr || 1 AlL < Al
Segue de (40.246) que, para cada n € IN, a sequéncia de nimeros positivos N +— ZN <ez, |Ptrw, ‘el> é

limitada superiormente por ||Al|; e, portanto, converge quando N — oo, provando que Ptrj{,, (A) € 31 (H') para todo
n c IN.

Afirmamos agora que a sequéncia de operadores N 3 n — Ptrgfg,), (A) € 31 (H') converge no espaco de Banach J; (H'),
provando para tal que essa sequéncia é de Cauchy em J; (H').

Observemos que, novamente pela decomposicao polar, existe para cada m, n € IN uma isometria parcial U,,,, tal que
‘Ptrﬂ,, (A) — Ptr(;g,), (A)‘ =Ur., (Ptrgr{rf,) (A) — Ptrg?,), (A)) Com isso, considerando m < n,

(o) o0
HPtrg?,,) (A) — Ptrgfg,),(A)H = E <ei, Ptr(;c'f,) (A4) — Ptr(}?,), (A)‘ ei>:}c = E ‘<ei,
1 ; ’

=1 =1

Ptr%? (A) — Ptr S(}TCL,), (A)‘ ei>

(!

- 3G - peticn) o),

(40.245) i i<((Umnei)®fj)a Ale; ©F)) >j{ zn:< Unne;) @ f;), A(ei®fj)>j{

i=1 |j=1 Jj=1

£ 3 5 [((@meot). o)),

— i Zn: ‘<(ez‘®fj)v (Uﬁn‘gﬂ“"m(ei@fj»%‘

(40.219) =° n

< Z Z <(ei®fj)7

i=1 j=m+1

U, ® le)A‘ (e:® fj)>ﬂ . (40.247)

Observe-se agora que, como U}, ® Lgc» é limitado, tem-se (U}, ® 1g¢/)A € J1(H). Portanto,

ii«ei@fj),

i=1 j=1

*
mn

(ei®fj)>}c - H(U;n®]l;c~)AH1 < .

Logo, a somatdria final em (40.247) pode ser feita menor que qualquer € > 0 prescrito escolhendo-se m e n grandes o
suficientes, o que estabelece que a sequéncia IN > n — Ptrg?,), (A) € J1(H') é uma sequéncia é de Cauchy em J;(H') e
portanto, converge nesse espaco de Banach.

Denotaremos por Ptrger(A) € J1(H') esse limite, o qual é denominado trago parcial de A € J;(H) tomado sobre o
espaco de Hilbert H”.

Pela desigualdade (40.227), pagina 2323, convergéncia na norma de J; () implica convergéncia na norma operatorial
de B(H). Assim, para todos ¢, ¢ € H',

(¥, Ptrscr(A)) g, = Tim (v, Pt (A)g),, 2V ST (W et), A )), (40.248)
j=1

Um ponto importante a ser estabelecido é o seguinte:

Proposicao 40.102 Ptrsc/(A) independe da escolha das bases ortonormais completas {e;, i € N} C H' e {f;, j €
N} C H". O
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Comentdrio. A independéncia dos aproximantes Ptrg?/)/ (A), n € N, da escolha da base ortonormal completa {e;, i € IN} C H’ j4 foi observada

logo apds sua definigdo em (40.245) e isso j& implica a independéncia do limite Ptrge/(A) para com essa escolha. Esses aproximantes sao,
porém, dependentes da escolha da base ortonormal completa {f;, j € N} C H”. Portanto, o ponto nao trivial é provar a independéncia do
limite Ptrgcs (A) da escolha da ortonormal completa {f;, j € N} C H". &

Prova da Proposicdo 40.102. Tomemos 1 e ¢ ndo nulos em H' e consideremos os vetores normalizados ¢’ := ¢ /||| ¢ e

¢" = ¢/||¢l3¢. Temos,

Trg-(((Pw/ & ]lg-(//)A(P¢/ (24 ]lg-c//)) = ZZ <(ez ® fj), (Pw/ (24 ]lg-c//)A(P¢/ ® ]lg{//)(ei ® fj)>9{

i=1 j=1

Zw7e19{/eu Z ¢®f (¢®f)>

i=1 j=1

8

(40248) (W, P)qe

£), A(¢' @ f; W Glse
s 2 AW @), A © 6y NS

j=1

(1, Ptrgen(A)g),,, . (40.249)

O lado esquerdo da ultima igualdade é independente dos {e;, ¢ € IN} C H’ e dos {f;, j € N} C H", devido & invariancia
do trago em H por essas escolhas. Assim, concluimos que <1/1, Ptrogcr (A)d)) ¢, também ¢ independente, exceto talvez no
caso em que (1, ¢)4, = 0. Para contornar esse caso, consideremos que para 1) = ¢ = x # 0 a igualdade em (40.249)
mais a ciclicidade do trago em H informam-nos que

<X, Ptrg-c//(A)X>9_C, = ||X||3C/Trf}f(A(Px’ ®]]_g-(u)) ,

com X' := x/|lx|lscr. Novamente, o lado direito da tdltima igualdade é independente dos {e;, i € IN} C H' e dos
{f;, j € N} C H", devido & invariancia do traco em J por essas escolhas. Devido & identidade de polarizacéo (3.34)-
(3.35), pagina 271, todas as expressoes do tipo <1/), Ptrogen (A)¢>w sao combinagoes lineares finitas de expressoes como

<X7 Ptrocn (A)X>%,. As consideracoes acima permitem concluir, portanto, que para todos ¥, ¢ € H' a expressao
(¥, Ptrger(A)¢),,, independe dos {e;, i € N} C H e dos {f;, j € N} C H" e, portanto, Ptrycs(A) também independe
dessa escolha. |

e Propriedades do Trago Parcial

O trago parcial em dimensao infinita compartilha propriedades com o caso de dimensao finita, tratado na Segao
10.8.2.2, pagina 584. Como Ptrgc(A) € J(H'), ele tem trago finito e, por (40.248),

N
Z<ei, PtI‘j}(N ZZ<(ez®f])v A(el®f])>g{

O limite N — oo do lado direito existe e é igual a Trg¢(A). Provou-se, assim, a importante igualdade

Trae (Ptraer (A)) = Trac(A) . (40.250)

E. 40.51 Ezercicio. Mostre que

PtI‘}cn <Z Bk ® Ck> = ZTI‘g.(N(Ck)Bk € que TI‘(){ <Z Bk ®Ok> = ZTF}(/(B/C)TI‘}(H(O}C) s
k=1

k=1 k=1 k=1

ondem € N e By, € J1(H') e Cr € J1(H") para todo k € {1, ..., m}. o’

Sejam D € B(H') e E € B(H"), sempre com A € J;(H). Temos que também que A(D ® E) € J1(H) e, portanto,
para todos ¥, ¢ € H', temos

<w, Ptrger (A(D @ E))¢>:}c' = lim <w, Ptri) (A(D ® E))¢>>w (40.245) 3 <<w ®f;), A(lse ® E)((D¢) ® fj)>9{

j=1
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Por outro lado, o mesmo método revela que

o

<”L/), PtI‘j}(N(A(]].{}(/ ®E))(D¢)>j—c - Z <(1/1 ®fj)a A(]]-?C/ ®E)((D¢) ®f])>j{ )

j=1
com o mesmo lado direito da expressao anterior. Concluimos disso que
Ptryer (A(D ® E)) = Ptrger (A(lse ® E))D . (40.251)
De forma totalmente andloga prova-se também que
Ptryer (D @ E)A) = DPtraer ((1se @ E)A) . (40.252)
Juntando os resultados acima, podemos afirmar que para D, D' € B(H') e E, E' € B(H"), com A € J;(H), tem-se
Ptracr ((D ® B)A(D' ® E')) = DPtrsen ((113{/ ® E)A(lse © E’)) D' (40.253)
No caso em que E = E' = 140+, (40.253) fica
Ptrgcr ((D ® 130/ )A(D' © nw)) = DPtryer (A)D' . (40.254)
A independéncia de Ptrge/(A) da escolha da base ortonormal completa {f;, j € IN} C H" implica
Ptrger (A) = Ptm,((nw ® U*)A(Lge ®U)) , (40.255)

para todo unitario U agindo em H", pois mudangas de bases ortonormais completas sdo implementadas por operadores
unitdrios. De fato, temos por (40.248), para todos ¢, ¢ € H’,

(1, Prger (130 © U) A(llger ® U))¢>w = i (Wef), A @U )AL 2 U)(9® fj)>3{

j=1

oo o0

(v @ (UF))), A(¢® (Uf) (vof)), A(p@f)), = (¥, Ptroc (A)¢),, , (40.256)

j=1 j=1
sendo que na pentltima igualdade usamos a invariancia de Ptrg» (A) por mudangas ds base ortonornal {f;, j € N} C 3,
no caso, pelo operador unitdrio U. Isso demonstrou (40.255).

Substituindo-se A — (13 ® U)A em (40.255), obtemos

Ptrser (A(lse @ U)) = Prse (1o @ U)A) (40.257)

para todo unitario U agindo em H". Se agora nos recordarmos do fato que todo elemento E € B(H") pode ser escrito
como uma combinagao linear de até quatro operadores unitérios (vide Proposigao 40.47, pagina 2224 e Proposigao 40.73,
pdgina 2276), obtemos de (40.257) que

Ptrser (A(Lse @ B)) = Ptrger (130 @ E) A) (40.258)

para todo E € B(H"). Essa é uma forma particular, valida para tragos parciais, da bem conhecida propriedade ciclica
do trago usual (vide Proposigdo 40.95, pédgina 2326). Como no caso de matrizes tratado na Segdo 10.8.2.2, pdgina
584, propriedades ciclicas que igualem Ptrgc, (AB) a Ptroc, (BA), para A € J1(H) e B € B(H) arbitrérios, ndo sdo
geralmente validas para o trago parcial.
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Apéndices

40.A Prova do Teorema 40.19

A funcdo complexa f(z) = +/1 — z é analitica no disco unitério aberto D1 = {z € C| |z| < 1} e tem nesse dominio uma
série de Taylor absolutamente convergente dada por

flz) = chz”
n=0

onde ) 2 31
n—3)!
c =1, cp = —= e Cp = ————, n>1.
0 1 n (27’1)” =
E bastante claro que len] < 1 para todo n (mostre isso!). Em verdade, a série de Taylor de f(z) converge absolutamente
no disco unitario fechado D1 = {z € C| |z| < 1}, ou seja, também para |z| = 1. Para ver isso, notemos que os coeficientes
¢, sao todos negativos, exceto quando n = 0. Assim, tem-se para todo N > 0,

N
D lenl+en) = 200 = 2,
n=0
ou seja,
N N
Sl =2
n=0 n=0
Logo,
N N N
- 9_ =921 n <9 i —t = 2. Al
Zo|cn| 2 Zocn 2 tl_l)r%liz:ocnt < 2- lim VIt =2 (40.A.1)
n= n= n=

Acima, lim;—,;_ é o limite quando ¢ aproxima-se de 1 pelos reais com valores menores que 1 (lembre-se que a série de
Taylor de f(z) ndo converge se |z| > 1). A desigualdade no meio de (40.A.1) deve-se ao fato de que, para t € [0, 1), a
série de Taylor 22[:0 cpt™ converge a /1 —t e é decrescente, pois os coeficientes ¢, sao todos negativos para n > 1, o

que implica ZQLO ent™ > /1 —t. O sinal “—” inverte o sentido da desigualdade para “<”. Com isso, para |z| <1,
N N
Slenl 2™ <Y feal < 2 (40.A.2)
n=0 n=0

para todo N, provando®! que a série de Taylor de f(z) converge absolutamente para |z| < 1.

Note-se também que, como f(2)? =1 — z, vale

oo 2 oo oo oo
_ n _ m+n  __
1—-2 = g Cn? = g E CnCm? = E 2P g CnCm
n=0 p=0 P

n=0m=0 m+4n=
m, n>0

[e.e] [e.e]
(co)2 + 2coc12 + Z 2P Z nem | = 1—2+ Z P Z cnem | (40.A.3)
p=2 m+n;;; p=2 7n+n;g
0 que nos leva a concluir, pela unicidade da série de Taylor, que
Z CnCm = 0, para todo p > 2. (40.A.4)
m+n=p

m, n>0

Usaremos essa identidade abaixo.

810s argumentos acima foram extraidos de [395].
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E. 40.52 Ezercicio. Justifique todas as passagens acima a partir do fato que a série de Taylor de f converge absolutamente para
lz| < 1. o+

Seja w um elemento da dlgebra B tal que ||w|| < 1. Defina-se para N € N,

N
SN = g cpw”
n=0

com a convencdo que w” = 1. Vamos mostrar dois fatos sobre sy: primeiro que os sy formam uma sequéncia da Cauchy
e segundo que essa sequéncia converge a um elemento y tal que y2 = 1 — w.

M
Mostremos que {sy, N € IN} é uma sequéncia de Cauchy na dlgebra B. Seja N < M. Temos sy — sy = Z chw™.
n=N+1
Logo,
M M M
lsar —svll < D7 deallw™l < >0 Jealllwl™ < > leal
n=N+1 n=N+1 n=N+1

- N U . -
Por (40.A.2), as somas parciais kxy = Y _ |cn| s@o limitadas superiormente e, por formarem uma sequéncia crescente,

convergem, sendo portanto uma sequéncia de Cauchy. Assim |ky — kn| = 224: ~N41|cn| pode ser feito arbitrariamente
pequeno para M e N grandes o suficiente. Isso prova que sy, N € N, é também uma sequéncia de Cauchy na algebra
B. Como B é uma espago de Banach, a completeza assegura que sy converge a um elemento y da dlgebra.

Mostremos agora que y2 = 1 — w. Isso é equivalente a mostrar que Nlim (sn)* =1 —w (por qué?). Agora
—00

2

N N N 2N
(sn)? = E crhw” = E E Cnemw™ T = E wP E CnCm
n=0 n=0m=0 p=0 n+m=p
0<n<N
0<m<N

Para N > 2 podemos escrever

2N N 2N
Z wP Z cnem | = (00)211 + 2¢cociw + Z wP Z cnem | + Z wP Z CnCm
p=0 P

nt+m= p=2 n+m=p p=N+1 n4+m=p
0<n<N 0<n<N 0<n<N
0<m<N 0<m<N 0<m<N

Como ()1 + 2cociw = 1 — w, segue que

N 2N
2
(SN) - (ﬂ - w) = § w? § CnCm | + E w? § CnCm
p=2 bl p=N+1 oenh
0Sm<N 0Sm<N

Resta-nos provar que essas duas somas convergem a zero quando N — oco. Na verdade, a primeira soma € igual a zero,
pois

N N
E wP E cnem | = g wP g CnCm
- +m= = +m=
p=2 0<n<n p=2 >0

0<m<N
e, para p > 2 vimos em (40.A.4) que E CnCm = 0.
n+m=p
m, n>0
Com isso, temos apenas que
2N
(sy)?— (1 —w) = E wP E CnCm
p=N+1 n+m=p

0<n<N
0<m<N
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Agora, para p > 2,

N N p—N—1 p—N—1
§ CnCm = § CnCp—n = § CnCp—n — § CnCp—n = — § CnCp—n
n+m=p n=p—N n=0 n=0 n=0
0<n<N
0<m<N

N
ja que Z CnCp—n = Z cncp = 0. Portanto,

n=0 m-+n=p
2N 2N  |p—N-1 2N p-N-1
v )? =@ < 3 Jul?| 3 e € S ceral € 30 leallepnl . (40.45)
p=N+1 nim=p p=N+1| n=0 p=N+1 n=0
Oi;,:LEN
Agora,
2N p—N-1 N—-1 ¢ N—1N-1
g=p—N-1
Z Z len| lep—nl = Z lenl leg—ntny1] = Z Z |en [cg—n+N+1
p=N+1 n=0 q=0 n=0 n=0 g=n
N—-1 N-1
S D[ SNty
n=0 q=n
N—1 2N—n
T N e |< > e |>
- n T
n=0 r=N+1
N—1 2N N—-1 2N
< (3 1el) = (Sl (2 )
n=0 r=N+1 n=0 r=N+1
(40.4.2) 2N
< 2 > e (40.A.6)
r=N+1
E. 40.53 Ezercicio. Justifique todas as passagens acima. o+
Assim,
2N
[s3) =@ =w)] <2 > el (40.A.7)
r=N+1
2N N
J& vimos, porém, que Z |er| = 0 quando N — oo, pois as somas parciais ky = Z |c| formam um sequéncia de
r=N+1 r=0

Cauchy. Portanto, o lado direito de (40.A.7) converge a zero quando N — oo, provando que y? = 1 — w.

Se B for também uma &lgebra de Banach-* e w for autoadjunto, entdo s} = sy para todo IV, pois as constantes
¢, s30 reais. Como a operacdo de involugao * é continua na norma, temos que y* = (imy 00 sn)" = (IMy 00 k) =
limy 00 SN = y, mostrando que y é igualmente autoadjunto. |

40.B Um Lema Sobre Espacos Normados Devido a F. Riesz

Em diversos lugares fazemos uso do seguinte resultado muito 1til, devido a F. Riesz®2:

82Frigyes Riesz (1880-1956). A referéncia original é F. Riesz, “Uber lineare Funktionalgleichungen”, Acta Math. 41, 71-98 (1918). Vide
também [402], Sec. 98, Lemma 2.
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Lema 40.23 (Lema de Riesz) Seja Z um espago normado e sejam X e Y dois subespacos de Z satisfazendo as
sequintes condicoes:

1. X ¢ um subespaco proprio de Y .
2. X € fechado.

Entdo, para cada D € (0, 1) existe y €Y com ||y|| =1 tal que

i — >
inf lly-2ll 2 D,

ou seja, existe y €Y com ||y|| = 1 cuja distancia a X € ao menos igual a D. O

Notas. Esse lema é frequentemente empregado em espagos normados que ndo sejam de Hilbert, para neles compensar a auséncia de bases
ortonormais como ingrediente de demonstracées. Vide Nota a pagina 2290. Em alguns textos o lema acima é enunciado tomando-se Y = Z,
mas na versdo acima fica claro que o subespago Y, onde encontramos um vetor y com a propriedade desejada, nao precisa ser fechado. O
Lema 40.23 nao deve ser confundido com nao menos importante “Teorema da Representacao de Riesz”, Teorema 39.4 , pagina 2121, que por
vezes também é denominado “Lema de Riesz”. &

Prova do Lema 40.23. Como X é um subespago préprio de Y podemos escolher um vetor ndo-nulo v € Y\ X. Afirmamos
que a distancia de v a X, ou seja, a grandeza d := inf,cx ||v — z||, é ndo-nula. De fato, se valesse d = 0 poderiamos
encontrar em X uma sequéncia x,, n € IN, tal que ||v —x,|| — 0 quando n — oo. Mas isso diria-nos que v ¢ um elemento
do fecho X de X (pela Proposicdao 27.11, pagina 1431). Por hipétese X = X e, portanto, concluiriamos que v € X
contradizendo o fato que v € Y\ X. Portanto, d > 0.

Pela definicao de infimo, existe o € X tal que d < |[v — x¢|| < d/D (lembrar aqui que d/D > d pois tomamos

D € (0, 1)). Afirmamos que o vetor y := ||v — xo||~' (v — 2¢) possui as propriedades desejadas.
Em primeiro lugar, é evidente que y € Y, pois v —xg € Y, dado que v € Y e xg € X, sendo X um subespaco de Y.
Em segundo lugar, é evidente que ||y|| = 1. Por fim, temos que para x € X, arbitrario, vale
Iy — | \—1 (v o) o~ oo + o = ol . 4 _p
y—z| = V—2x9)— T > > _ 7
l[v— ol v =0l [v—aol — d/D

sendo que na primeira desigualdade usamos o fato que g + ||v — 2o||z € X e na segunda desigualdade usamos o fato que
|lv = 20| < d/D. Logo, estabelecemos que inf,cx ||y — z|| > D, como desejdvamos. |



