Capitulo 43

Operadores Lineares Nao-Limitados em Espacos de
Hilbert
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estudo de operadores nao-limitados agindo em espagos de Hilbert é tema de particular importancia para a
Mecanica Quantica e para a Teoria Quantica de Campos, assim como para a teoria das Equagoes Diferenciais.
A teoria bésica dos operadores nao-limitados em espagos de Hilbert foi desenvolvida originalmente por von
Neumann' no final dos anos 20 e no inicio dos anos 30 do século XX, estendendo trabalhos anteriores de Hilbert e Schmidt
sobre operadores limitados. O propdsito de von Neumann era prover a entao nascente Mecanica Quantica de fundamentos
matematicos adequados. Sua contribuicao teve reflexos importantes no préprio quadro conceitual dessa teoria fisica.
Desses esforgos nasceram também alguns dos mais importantes desenvolvimentos iniciais da Anélise Funcional e do
estudo de Algebras de Operadores.

O presente capitulo é dedicado ao estudo introdutério da teoria dos operadores nao-limitados e, portanto?, nao-
continuos, agindo em um espaco de Hilbert. Nestas Notas, a teoria bésica dos operadores limitados é desenvolvida no
Capitulo 42, pagina 2335.

Uma notével distingao entre operadores limitados e nao-limitados agindo em um espaco de Hilbert H é que, devido
ao Teorema BLT, Teorema 42.1, pagina 2341, podemos sempre assumir que um operador limitado esta definido em todo
H. No caso de operadores nao-limitados, porém, tal suposicao nao pode ser feita e somos desde o inicio confrontados
com a necessidade de restringir seu dominio de defini¢do a um subespaco linear préprio (eventualmente denso) de H.

Por exemplo, no espago de Hilbert L?(R, dz) o operador de multiplicacdo (q¢)(x) := z¢(x), se aplicado a fungao
o(x) = (1 + 12)71/2, que é um elemento de L?(R, dx), produz uma funcao que nao é mais elemento desse espago (por
nao ser de quadrado integrdvel). Algo similar se d4 em L2(RR, dz) com o operador de derivagao %, o qual, enquanto
operador agindo nesse espago, sé pode ser aplicado sobre fungoes diferencidveis (quase em toda parte) e cujas derivadas
tenham quadrado integravel. Por exemplo, a funcéo '/ 3¢~ § de quadrado integravel em R e é diferencidvel (exceto
em x = 0), mas sua derivada nao é um elemento de L*(R, dz). Verifique!

E claro, com isso, que a definicdo de um operador nao-limitado (e, portanto, ndo-continuo) deve vir sempre acompa-
nhada da especificagao de seu dominio de definicao. Podemos assim formalizar a definicao de operador linear adequada

1J4nos Neumann (1903-1957). Von Neumann também adotou os nomes de Johann von Neumann e John von Neumann.
2Pelo Proposicdo 42.1, pagina 2337.
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ao presente contexto: em um espago de Hilbert complexo H, um operador linear T': D(T') — H, é uma aplicacdo entre
um subespago vetorial D(T) de H (o dominio de defini¢do de T') com valores em H tal que, para todo «, 8 € C e todo
u, v € D(T) tem-se T(au + Bv) = aTu + BTv. Para espacos de Hilbert reais a definigdo é similar.

E importante ao estudante mentalizar desde o inicio que a especificacao de um dominio é parte integrante da definicao
de um operador linear e que propriedades do operador dependem intrinsecamente de propriedades de seu dominio. Tal
fato é de crucial relevancia para o caso de operadores nao-continuos em agindo em espagos de Hilbert, nosso presente
objeto de estudo.

Como referéncias adicionais para o material aqui presente, recomendamos [289], [57], [439], [440], [406], [446], [455],
[487] e [582].

koksk kek ok okk okckk

No presente capitulo optamos por desenvolver a teoria sem a intromissao, no texto principal, de exemplos e con-
traexemplos ilustrativos das vérias instancias apresentadas. Eles sao apresentados e discutidos com detalhe na Secao
43.4, pagina 2563. Ao serem mencionados o estudante poderd passar a sua leitura e retornar sem perdas. Devido a
natureza um tanto abstrata de muitas das defini¢oes e resultados que encontraremos, o estudo detalhado dos exemplos
e contraexemplos é fortemente recomendado.

43.1 Classificando Operadores Nao-Limitados

“Todas as fung¢des continuas sdo semelhantes; as descontinuas o sGo cada uma & sua maneira”.
Parodiando Lev Nikolaevitch Tolstoi (1828-1910), “Anna Kariénina”.

A parafrase acima serve de moto para o trabalho de classificacdo de operadores ndo-limitados que ora iniciamos,
introduzindo nogoes como a de operadores fechados e de operadores fechdveis, de operadores simétricos, essencialmente
autoadjuntos, autoadjuntos etc. Comecemos nossa discussao introduzindo alguns conceitos.

e A soma direta H ¢ H

Se H é um espaco de Hilbert, podemos dotar o produto Cartesiano H x H := {(w7 ), ¥, ¢ € J'C} de uma estrutura
de espago vetorial definindo

a(y, ¢)+ B, &) = (av+ B¢, ad + B¢')

para todos o, 8 € C e todos (¢, ¢) e (¢, ¢') € H x H. E possivel dotar o espaco vetorial assim constituido de um
produto escalar, definindo-o por

(W, 0), (W', ¢)) = (¥, ¥)ge + {0, &)y (43.1)

para todos (¢, ¢) e (¢, ¢') € H x H, onde (-, -)4 é o produto escalar de . E um exercicio simples provar que tal
expressao realmente define um produto escalar compativel com a estrutura linear definida acima para H x H. A norma
associada a esse produto escalar é dada por

1, O = [l + 05 (43.2)

como facilmente se constata. Essa norma faz de H x H um espago métrico e é um outro exercicio simples constatar que
H x H é completo em relacdo & mesma. Assim, com essas estruturas, H x H é um espaco de Hilbert, que passamos a
denotar por H @ H, a soma direta de H consigo mesmo. Esse espaco de Hilbert desempenhard um papel relevante no
desenvolvimento da teoria dos operadores nao-limitados definidos em K.

O produto escalar e a norma definidos em (43.1) e (43.2) passarao a ser denotados por <-, > e por H .

HPH H:}c@w
respectivamente. O produto escalar em JH e a norma a ele associada continuarao a ser denotados por <~, '>&c el [,

respectivamente, ou simplesmente por <~, > e || - ||, quando isso nao causar confusao.

Vamos ainda recordar algumas definicoes basicas.

e O grafico de um operador

Se T : D(T) — 3 é um operador linear agindo em um subespaco linear D(T) de H, definimos o grdfico de T como
sendo o subconjunto T'(T") de H @ H definido por

L(T) := {(p, Tp), p€ D(T)} .
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E elementar constatar (faca-o!) que I'(T") é um subespaco linear de H @ H. Como veremos repetidamente, propriedades
topoldgicas de I'(T") enquanto subconjunto do espago de Hilbert H & H (como, por exemplo, se I'(T") é fechado ou néo)
refletem-se em propriedades do operador 7. Uma tal conexao, alids, ja foi observada no Teorema do Gréafico Fechado,
Teorema 42.9, pagina 2359.

¢ Extensoes de operadores

Dados dois operadores T : D(Th) — H e Ty : D(T2) — H dizemos que T é uma extensao de 77 (ou que T; é
estendido por T) se D(T1) C D(T2) e se Ty = Tap para todo ¢ € D(T1).

E facil constatar que essa defini¢ao é totalmente equivalente & seguinte: dizemos que Tz é uma extensao de T (ou
que T é estendido por T5) se T'(T1) C T'(Tz).
Notagdo. Se um operador T' é estendido por um operador S escrevemos T' C S ou S D T. Essa notacao é reminiscente
da nocgao primordial de funcao como uma relagao entre conjuntos, tal como descrito na Segao 1.1, pagina 49. <

Se Ty e Ty satisfazem Ty C Ty e Ty C T1, entdao T'(Th) C I'(Tz) e I'(Tz) C I'(TY), o que implica I'(Ty) = T'(T3) e,
portanto, implica T = Tb.

e Um produto escalar em D(T)

Seja H um espaco de Hilbert e T : D(T') — H um operador linear. No subespaco D(T') podemos definir um produto
escalar por

(0, @) = (0 @)y + (T, T )y, @, ¢ €D(T), (43.3)
onde (-, -)4¢ € o produto escalar de (. A norma associada ao mesmo é
lelF = llellsc + 1Tel3 -

Como veremos, é uma questao relevante saber quando D(T') é completo na norma || - ||.

Para todo operador T : D(T') — 3, vale trivialmente

ITell _  ITelk
Tolz ~ Tel+ ITel =

para todo ¢ € D(T) com ¢ # 0. Logo, todo operador T : D(T) — H é limitado enquanto operador entre os espagos
normados (D(T), |- [l7) e (3¢, [ - [l3c)-

Passemos agora a uma importante classificacdo de operadores lineares em fechados ou fechaveis.

43.1.1 Operadores Fechados

Um operador linear T': D(T) — H é dito ser um operador fechado se T'(T') for um subespago linear fechado de H @ K.

Ou seja, T' é fechado se I'(T') = T'(T"), onde I'(T") é o fecho de I'(T") na topologia de H & K.

Recordemos que, pelo Teorema do Grafico Fechado, Teorema 42.9, pagina 2359, todo operador limitado A : H — K,
definido em todo H, possui grafico fechado na topologia de H @ H e, portanto, todo operador limitado é fechado no
sentido da defini¢ao acima.

Assim, um operador linear T' : D(T) — H é fechado se e somente se toda sequéncia (¢,, Ty,) € I'(T) que for
convergente em H @ H convergir a um elemento de I'(T'). Isso equivale a dizer que se existirem (¢, 1) € H @ H tais que

nlLII;O"(@n, Ton) — (o, w)H =0, entao (p, v) €eT(T), ouseja, o€ D(T) e ¢ = Typ.

A condigao lim,, H((pn, Ton) — (o, w)HH = 0 se d4 se e somente se ¢ = lim,, oo ©n € ¥ = lim, o T, na norma de
H. Com isso, podemos afirmar que 7' é fechado se e somente se a existéncia em H dos limites

lim ¢, e lim Ty, implicar lim o, € D(T) e lim T, =T ( lim <pn> .
n—oo

n—oo n—oo n—oo n—oo

Vide ainda Comentério 1 a pagina 2534, adiante.
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No Exemplo 43.1, pagina 2563, exibimos um caso instrutivo de um operador que nao ¢ fechado, nao sendo sequer
fechével (vide a defini¢do de operador fechdvel na Segao 43.1.2, pagina 2536). O estudante pode passar aquele exemplo,
se o desejar, e retomar a leitura deste ponto.

A seguinte proposicao apresenta-nos uma maneira alternativa de definir-se a nogao de operador fechado:

Proposicao 43.1 Se D(T') é um subespago linear de um espago de Hilbert H e T : D(T) — H € um operador linear,
entao T € fechado se e somente se D(T) for um espago de Hilbert em rela¢io ao produto escalar (-, -)p definido em

(43.3). O

Prova. Parte I. Assumimos que I'(T) é fechado e provamos que D(T') é completo na norma || - || 7.

Se ¢p, n € N, é uma sequéncia de Cauchy em D(T") em rela¢do a norma || - ||z , entdo para todo € > 0 existe N(e) € IN

tal que
lpm = @nllse + 1 Tom — Tonllde =t llom —enlz < €

sempre que m e n forem maiores que N(e). Ora, essa relagio diz que ambas as sequéncias {¢,, n € N}, e {Tp,, n € N},
sao sequéncias de Cauchy em I na norma desse espaco de Hilbert. Portanto, como H é completo nessa norma, ambas
convergem na métrica de J a vetores ¢ e ¥ € H, respectivamente. Porém, como o grafico de T' é fechado, devemos ter
(p, ¥) € T(T) e, portanto, ¢ € D(T) e 1p = T'p. Resta provar que ¢ é o limite da sequéncia {¢,, n € N}, também na
norma || - ||7. Porém,

im lom — ¢l = lim (llom = @l + 1Tom — Teli) = 0,

J& que limy, o0 [|om — @llsc = 0 € limp o0 [|Tom — Tpll3¢ = limpm o0 [ Topm — [l3c = 0.

Isso estabeleceu que sequéncias de Cauchy em D(T') em relagdo & norma || - ||z, convergem em D(T) em relacao &
mesma norma, estabelecendo que D(T') é um espaco de Hilbert para o produto escalar (-, -).
Parte II. Assumimos que D(T') é completo na norma || - || e provamos que I'(T") é fechado.

Seja {((pn, T,), n € ]N} uma sequéncia em I'(T") que converge em H @ H a um elemento (¢, 1). Desejamos provar
que (¢, ¥) € I(T).

O fato de {(cpn, Ten), n € ]N} convergir a (p, 1) em H & H significa que

lim (lon — ¢l + 1 Ten —¥ll3) = 0.

n—o0
Logo, limy, o0 ||on — @lloc = 0 € limp o0 [|T0n — ¥||5¢ = 0. Assim, ambas as sequéncias {¢y, n € N}, e {Typ, n € N},
convergem na norma de H e, portanto, sao sequéncias de Cauchy em relagao a essa norma. Logo, para todo € > 0 existe
N(e) € IN tal que ||@om — @nllac < € e [|[Tom — Tonllsc < € sempre que m e n forem ambos maiores que N (e). Mas isso
implica que
lom — #nllZe + | Tpm — Tpnll3 < 262

sempre que m e n forem ambos maiores que N(e). Isso, por sua vez, equivale & afirmacdo que {p,, n € N}, é uma
sequéncia de Cauchy na norma || - ||7. Como D(T'), por hipétese, é completo nessa norma, existe ¢ € D(T') tal que
lim, 00 [|on — @|l7 = 0 ou seja, tal que

lim ([[on — oll5¢ + [ Tpn — Toll3) = 0. (43.4)
n—oo
Como antes, isso implica que lim, o0 [[on — ¢||2; = 0 e que lim, o0 || Tps, — T¢||2; = 0. Pela unicidade de limites em

um espago métrico segue que ¢ = ¢ (e, portanto, que ¢ € D(T)) e que ¥ = T'¢ = Tp, estabelecendo que (p, 1) € T'(T),
como desejavamos. |

e Trés comentarios sobre a nocao de operador fechado

Comentdrio 1. Para melhor apreciagdo da definicdo de operador fechado é conveniente compara-la a de operador continuo. Para um operador
continuo a convergéncia da sequéncia ¢y, n € IN, implica a convergéncia da sequéncia Ty, n € IN, e implica limy 00 Ton = T (limp 00 ©n)-
Para um operador fechado é preciso supor a convergéncia de ¢y, n € N e de T'p,, n € IN para que se possa ter a igualdade limy,— o0 T'0n =
T (hmn—N)o Son)-
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Essa distin¢ao entre operadores continuos e fechados é ilustrada no seguinte exemplo. Seja f : R — R a fungao definida por

0, sex =0,
f(@) =
1
=, sex#0.
A funcéo f, evidentemente, ndo é continua. Porém, se uma sequéncia xzn,, n € IN, for tal que os limites
lim zp e lim f(zn)
n—o0 n— o0

ambos existem (o que, nesse caso, ocorre se e somente se lim x, # 0 ou se x, = 0 para todo n grande o suficiente), entdo lim f(xn) =
n—r oo n— o0

f( lim xn)
n— oo
E. 43.1 Exercicio. Demonstre essa afirmacio! o,

Esse caso deve ainda ser contrastado com o exemplo da fungdo (dita de Dirichlet)

1, sezeq,
D(z) :=

0, sexzéQ@,

que também ndo é continua e para a qual a existéncia dos limites lim z, e lim D(xy,) nao implica que valha lim D(¢n) =D ( lim gon).
n— oo n— oo n— oo n— oo

Para ver isso, tome-se o caso em que zn é uma sequéncia de racionais convergindo a um irracional (digamos, a 7). Teremos que lim z, =7
n—o0
existe, que D(zy) = 1 para todo n e, portanto lim D(z,) = 1 existe, mas D ( lim :cn) = D(x) = 0 e, portanto, lim D(zn) # D ( lim zn)
n— 00 n—r oo n— 00 n— oo
As fungoes f e D, acima, sdo ambas descontinuas mas, em um sentido informal, podemos dizer que a fungdo D é ainda “mais descontinua”

que a funcdo f, pois as condigdes que garantem a igualdade lim D(zn) = D ( lim xn) s80 mais restritivas que a existéncia de ambos os
n— oo n— oo

limites.

Operadores fechados (que ndo sejam limitados) assemelham-se & fungdo f acima. Em um certo sentido, portanto, podemos dizer que a
nogao de operador fechado é o primeiro passo além da nogao de operador continuo com o qual podemos ainda manter uma certa funcionalidade
operacional, como a troca de ordem de limites, indispensavel a diversas manipulagoes. &

Comentario 2. Uma outra observagao importante sobre operadores fechados é a seguinte. Se M e N sao dois espagos topoldgicos com
topologias Tps e Ty, respectivamente, dizemos que uma funcdo f: M — N é uma func¢do fechada em relagdo a essas topologias se a imagem
por f de todo conjunto T)s-fechado for um conjunto T -fechado, ou seja, se para todo F' C M que seja Tps-fechado valer que f(F') é Tn-fechado.
Essa nocado nao é relacionada & nocao de operador fechado que apresentamos acima e, por isso, o estudante deve ter o devido cuidado de nao
confundi-las. Trata-se de uma lamentavel colisdo de nomenclaturas. &

Comentdrio 3. Outra fonte de confusdo para iniciantes (o que incluiu o autor destas notas) gira em torno do Teorema do Gréfico Fechado,
Teorema 42.9, pigina 2359. Segundo esse teorema, se T : X — Y é um operador linear entre dois espagos de Banach X e Y (com D(T) = X),
entdo T é continuo enquanto aplica¢do entre os espagos topoldgicos X e Y se e somente se seu grafico I'(T') for fechado como subconjunto do
espacgo topolégico X @Y.

Por que isso ndo implica que todo operador fechado T' é continuo enquanto operador de D(T') em H, ambos dotados da topologia definida

pela norma || - |57 A resposta é que D(T') néo é necessariamente um subespago de Banach de H nessa norma. Se T for fechado, D(T) é um
espago de Hilbert (e, portanto, de Banach) na norma || - ||z (pela Proposigao 43.1, pdgina 2534), mas ndo necessariamente na norma de J,
- llac

Uma informagado que o Teorema do Gréfico Fechado efetivamente nos trés sobre operadores fechados é a seguinte. J& observamos que
todo operador T : D(T') — H, fechado ou néo, é limitado enquanto operador entre os espagos normados (D(T), |- |l7) e (H, || - ||9¢). Assim,
o Teorema do Gréfico Fechado, Teorema 42.9, pdgina 2359, e a Proposigao 43.1, pdgina 2534, garantem-nos a validade do seguinte:

Proposicao 43.2 Se D(T) é um subespago linear de um espago de Hilbert H e T : D(T) — 3 é um operador linear fechado, entao I'(T)
serd fechado enquanto subespago linear de D(T') X H, adotando-se em D(T) a topologia definida pela norma ||-||7 e em H a topologia definida
pela norma || - ||g¢. =

A afirmacdo dessa proposi¢ao, porém, é de pouca utilidade, por ser um tanto trivial, j4 que sob a hipétese de T ser fechado ja sabemos que
(D(T), || - |lT) é um espago de Hilbert e T é limitado enquanto operador de (D(T), || - ||r) em (H, || - ||5c)-

Uma consequéncia muito mais relevante do Teorema do Gréfico Fechado é a Proposigao 43.3, pdgina 2536, logo adiante. &

e Operadores fechados em dominios fechados sao limitados

Uma observagao importantes sobre operadores fechados estd contida na seguinte proposicao.
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Proposicao 43.3 Se T : D(T) — H for fechado e D(T) for um subespaco fechado de H, entdo T é limitado. Em
particular, se T for fechado e D(T) = H, entdo T € limitado. O

Prova. Isso é um corolédrio imediato do Teorema do Gréfico Fechado, Teorema 42.9, pagina 2359. |

Vemos assim que um operador fechado definido em todo o espaco de Hilbert é forcosamente limitado. Como veremos
mais adiante (na forma do Teorema 43.3, pagina 2545), a Proposicao 43.3 permite apresentar uma nova demonstragao
do Teorema de Hellinger-Toeplitz, Teorema 42.10, pagina 2361.

43.1.2 Operadores Fechaveis
Seja H um espago de Hilbert e T': D(T') — 3 um operador linear, sendo D(T') um subespaco linear de H. O operador

T é dito ser um operador fechdvel se possuir ao menos uma extensao fechada. Assim, T' é fechavel se e somente se existir
ao menos um operador S com T'C S e T'(S) =T'(S).

No Exemplo 43.1, pagina 2563, exibimos um exemplo instrutivo de um operador que nao é fechavel. O estudante
pode passar aquele exemplo, se o desejar, e retomar a leitura deste ponto.

E evidente pela definicao que todo operador fechado é fechavel. Temos o seguinte fato basico sobre operados fechaveis:

Proposigao 43.4 Seja T : D(T) — H um operador fechdvel. Entdo, eriste um operador fechado T que estende T,
T C T, e possui as sequintes propriedades: 1% I‘(T) = I‘( ) e 2 se S € qualquer operador fechado que estende T,

entao S também estende T, ou seja, se S € qualquer operador fechado tal que T C S, entio T C T C S. Esse operador
T € o unico operador com tais propriedades. O

O operador T ¢ dito ser o fecho de T. O fecho T de T deve ser interpretado como o “menor” operador fechado que
estende o operador fechavel T, ja que é estendido por todo outro operador fechado com tal propriedade.

Prova da Proposigdo 43.4. Se S for uma extensdo de T, entao I'(T) C T'(S). Se S for uma extensao fechada de T, isso
implica que I'(T") C T'(S), pois I'(S) = I'(S).

Defina-se T C H por

= {¢€J{| (o, w)emparaalgumweﬂf}.

Afirmamos que se ¢ € T, entdo existe um e somente um ¢ € K tal que (¢, ¢) € T'(T), ou seja, afirmamos que se dois
pares do tipo (¢, ) e (¢, ¢') forem elementos de T'(T'), entao 1 = ¢)’. De fato, se ambos sdo elementos de I'(T"), sdo
elementos de T'(S). Logo, (¢, ¥) = (¢, Sé) e (¢, ¥') = (¢, S¢), implicando que ¢ = S¢ = '.

Afirmamos também que T é um subespaco linear de . De fato, se ¢1, ¢2 € T, entdo existem 1)1, 12 € H, tinicos, tais
que (é1, Y1) € T(T) e (d2, 12) € T(T). Como I'(T") é um subespago linear, isso implica que (11 +aada, a1t +az1)2) €
I'(T') para todos a1, az € C, ou seja, que ayd + agpe € 7.

Defina-se T : D(_) — H, com D(_) =T, por T(¢) = v, onde v é o (tinico) elemento de K tal que (¢, 1) € T'(T).
Como j& vimos, se (¢1, 12) € F( ) e (¢2, o) € ( ), entao (a1¢)1 + aoe, a1 + Ozgwg) € I'(T). Isso implica que

(oqul + ozgcég) = a1 T(¢1) + a2T(¢2), ou seja, isso implica que T é um operador linear.

E claro pela definigao que se ¥ € J'C é tal que (¢, ) € F(T), entao ¢ € T = D( ) e ¢ = T$. Logo, temos que
F( ) {((Z), T¢), ¢ € D( )} F , 0 que nos informa que T é um operador fechado e que é uma extensao de T, pois
I(T) c I‘(T)

Se S é uma extensao fechada de T', entdo I'(T") C T'(S) e, portanto, I'(T") C I'(S), pois I'(S) ¢ fechado e pela definicao
de fecho de um conjunto. Mas isso diz que F(T) C I'(S), o que significa que T' C S.

Para provar a unicidade de T, seja U uma outra extensao fechada de T tal que T'C U C S para toda extensao fechada
S de T. Teremos U C T, ao passo que vale também T C U. Logo, U = |

A Proposigao 43.4, pagina 2536, possui a seguinte consequéncia:
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Corolario 43.1 Um operador linear T : D(T) — H € fechdvel se e somente se T'(T), o fecho de seu grdfico, for o grdfico
de um operador linear. O

Prova. Se I'(T") = I'(S) para algum operador linear S, entdo S ¢é fechado (pois I'(T") é um conjunto fechado) e I'(T") C
[(T) = T'(S), mostrando que 7' C S e, assim, T' é fechdvel por possuir ao menos uma extensao fechada. Por outro lado,
se T : D(T) — H & fechdvel, entdo a Proposicao 43.4 afirma que I'(T') = I'(T). u

Operadores nao-fechdveis, ou seja, que ndo possuam extensoes fechadas sdo de pouca relevancia na Analise Funcional
e suas aplicagoes e praticamente nao ha resultados relevantes que sejam validos para os mesmos. A titulo de ilustracao
exibimos um operador de tal tipo no Exemplo 43.1, pagina 2563.

Se o desejar, o leitor podera passar ao Exemplo 43.1, pagina 2563, e retornar a este ponto em seguida.

Outro exemplo elementar de operador nao-fechével sera exibido no Exemplo 43.2, padgina 2563.

43.1.3 O Adjunto de um Operador Linear

Na Secgao 42.2.1, pagina 2362, foi introduzida a nogao de adjunto de um operador limitado agindo em um espaco de
Hilbert. Na presente secdo apresentaremos a nocao analoga para o caso de operadores nao-limitados. Assim, como no
caso de operadores limitados, essa nocao revela-se um instrumento fundamental para a exploragao de propriedades de
operadores nao-limitados.

Seja T : D(T) — H um operador definido em um subespaco linear D(T') de um espago de Hilbert H. Como
discutiremos a seguir, o adjunto 7" de T s6 pode ser definido em um dominio de H se D(T') for denso em H (de
outra forma T™* tem de ser definido em um coset H/D(T)). Assim, s6 definiremos o adjunto de operadores densamente
definidos.

Seja T : D(T) — H com D(T') denso em H. Para definirmos seu operador adjunto T* comecemos especificando seu
dominio de definicao. O mesmo é dado por

D(T) = {(p € J'C| existe 7 € I tal que para todo ¢ € D(T') vale (¢, T¢)q = (n, ¢>9{} .

Antes de prosseguirmos, fagamos dois comentérios importantes sobre a defini¢ado acima. Seja ¢ € D(T*) e sejam 7 e
n' € H que satisfacam (p, T9)qc = (0, V)4 € (@, T)qc = (0, V)4 para todo 1 € D(T"). Naturalmente, isso implica
que (n —n', ¥)4 = 0 para todo p € D(T). Como D(T) estd sendo suposto denso, isso implica que n = n’. Como
veremos, essa unicidade é crucial para que se possa definir o adjunto 7™ e é por isso que restringimos sua definicao a
operadores T tais que D(T') seja denso em K.

O segundo comentdrio é que D(T*) é um subespago linear de H. De fato, sejam @1, 2 elementos de D(T*) e sejam 1y
e 12 os elementos de H tais que (¢, TV)q = (n;, ¥)4c para todo ¢ € D(T), j =1, 2. Teremos para todos ay, ap € C
que

((arp1+a2pa), Ty, = ai(er, T), +aa(es, Ty = a(m, ©)+02(ne, ), = ((arm+aznz), ¥), (43.5)

para todo ¢ € D(T), estabelecendo que aj¢1 + asps € D(T*) e que este é um subespaco linear de .

Definimos T* : D(T*) — H por T*¢ := 1, onde n é o univocamente® definido elemento de 3 tal que (p, Tt)q =
(n, V)4 para todo ¢ € D(T). As igualdades de (43.5) demonstram também que 7™ assim definido é um operador linear.
Temos, portanto, pela definicao que

(0, TY)ge = (T, ¥)g (43.6)

para todos ¢ € D(T') e para todos ¢ € D(T™*).
O estudante deve aperceber-se que toda a construcdo acima é feita de modo a garantir a validade de (43.6) nos
dominios em que a mesma faga sentido. No caso de operadores limitados esse circunléquio é dispensavel, pois 14 o

Teorema da Representagao de Riesz, Teorema 41.4, pagina 2300, garante-nos que podemos definir 7* em todo H. Para
que isso fique claro, revisite a discussao correspondente da Segao 42.2.1, pagina 2362.

3 Aqui se faz visivel porque a unicidade é relevante.
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Uma observacao de muita relevancia é a seguinte. J&4 comentamos que T sé pode ser definido como operador linear
definido em H quando T for densamente definido. Isso, porém, nao necessariamente implica 7" também seja densamente
definido. Pode haver situagoes, e veremos exemplos, nas quais D(T*) nao é denso em H ainda que D(T) o seja. Uma
consequéncia disso é que o duplo adjunto (T*)* pode nao estar definido, mesmo quando D(T) for denso em .

Advertimos ainda o estudante que, mesmo quando (7*)* estiver definido nao serd necessariamente verdade que
(T*)* = T, isso s6 se d& em casos especiais (para operadores fechados). E um fato da vida que o tratamento e a
manipulagao de operadores nao-limitados nao apresenta facilidades comparaveis as dos operadores limitados.

No Exemplo 43.2, pdgina 2563, exibimos um exemplo “patolégico” ilustrativo de um operador nao-fechdvel (e, por-
tanto, nao-fechado). Aquele exemplo exibe uma situacdo na qual 7% = 0 mesmo que T nao seja o operador nulo, uma
situacao impossivel no caso de operadores limitados. Nele vemos também que D(T*) néo é denso em H. H& exemplos
ainda mais dramaticos nos quais T é densamente definido, mas D(T™) = {0} (em cujo caso tem-se também T* = 0,
evidentemente). Mais adiante (Teorema 43.2, pdgina 2541) veremos que o fato de T néo ser fechdvel estd diretamente
relacionado ao fato de D(T™*) néo ser denso.

Se o desejar, o leitor podera passar ao Exemplo 43.2, pagina 2563, e retornar a este ponto em seguida.

e Soma de operadores lineares e seu adjunto

Seja H um espago de Hilbert e sejam T : D(T) — H e S : D(S) — H dois operadores lineares. Como podem existir
elementos em D(T) que ndo estdo em D(S), a soma de T e S s6 pode ser definida em D(T) N D(S) (que, a propdsito,
pode ser composto apenas pelo vetor nulo!). Tomado esse cuidado de adotar D(T + S) := D(T) N D(S), podemos definir
a soma de T e S de maneira natural, como sendo o operador linear (T'+ S) : D(T') N D(S) — H dado por

(T+ Sy == T+ Sy, ¢ eDT)nD(S). (43.7)

Essa defini¢ao torna também evidente que T+ S =S+ T.

Caso D(T') e D(S) sejam ambos densos em H, podemos, como vimos, definir seus adjuntos T* e S*, respectivamente,
e, analogamente, sua soma T* 4+ S* estard definida em D(T*) N D(S*), por

(T*+5%)¢ = T*6+S*¢, ¢ DT*)ND(S).

Caso D(T 4 S) := D(T) N D(S) também seja denso em H (o que pode néo ocorrer, mesmo que D(T') e D(S) sejam
ambos densos em H!), poderemos definir (7' + S)* em um dominio D((T + S)*). O estudante deve perceber que nao ¢
nada evidente que (T'+ S)* seja dado por T™* 4+ S* (e isso pode néo ser verdade), nem que seus dominios sejam iguais ou
relacionados.

A determinacgao precisa de D((T + .S )*) pode também nao ser facil. O resultado a seguir, porém, revela alguns fatos
simples e tteis sobre a relagio entre D((T + S)*) e D(T*) N D(S*) e entre (T'+ S)* e T* 4+ S*, com os quais podemos
manipular adjuntos de somas com a devida cautela.

Proposicao 43.5 Seja H um espago de Hilbert e sejam T : D(T) — H e S : D(S) — H dois operadores lineares
densamente definidos, de modo que existam seus adjuntos T* : D(T*) — H e S* : D(S*) — H, respectivamente. Vamos
supor que D(T + S) := D(T) N D(S) seja também denso em H, de modo que (T + S)* esteja definido em um dominio
D((T + S)*). Entdo, tem-se D(T*) N D(S*) € D((T + S)*) e a restricio de (T + S)* a D(T*) N D(S*) € dada por
T+ 5%, ou seja,

(T'+ 8)* Ip(r)np(s«y = T"+8*.

Prova. Pela defini¢ao, se D(T + S) := D(T) N D(S) for denso em H, entéo
D((T+8)") = {cp € | existe n € H tal que para todo ¢ € D(T) N D(S) vale (¢, (T + S)z/1>j{ = (n, 1/1>3{}

e tem-se
<90a (T+ S)w>g{ = <(T+ S)*QD, 1/)>3{
para todo ¢ € D((T + S)*) e todo ¢ € D(T) N D(S). Agora, se ¢ € D(T) N D(S), tem-se trivialmente

(o, (T+ S)¢>9c = (¢, T¢>J{ + (¢, Sw>3{
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ese ¢ € D(T*) N D(S*), podemos escrever

(@ (T+8))ye = (T70, V) +(S"0, ¥)ge = (T"+57)p, )y
para todo ¢ € D(T) N D(S). Isso diz-nos claramente que se ¢ € D(T*) N D(S*), entdo p € D((T + S)*) e (T + 9)*¢ =
(T* + S*)p, provando o que desejdvamos |

No caso em que S é um operador limitado as coisas sao mais simples.

Proposicao 43.6 Seja H um espago de Hilbert, seja T : D(T) — H wm operador linear e seja A : H — FH um operador
limitado. Entao, D(T + A) := D(T).

Se D(T) for denso, entio T* e (T + A)* estio definidos e valem D((T + A)*) = D(T*) e (T + A)* =T*+ A*. O

Prova. Se T : D(T) — 3 é um operador definido em um subespago linear D(T") de H e A : H — H é um operador
limitado, entdo a soma T + A estd definida em D(T'), pois D(T' + A) = D(T)ND(A) = D(T)NH = D(T).

Para todo ¢ € D((T + A)*) e todo ¢ € D(T + A) = D(T), teremos

(T+A) 0, )y = (o, (TH+ AW = (o, TY)g + (0, AV)y. = (& Th) g+ (A%0, )y,
Logo, se ¢ € D((T + A)*)

T = T+ A)* — A¥)

(0, Tp)y, <(( + ), >5}C

para todo 1 € D(T 4+ A) = D(T). Isso afirma que ¢ € D(T*) com T*p = ((T + A)* — A*)¢. Assim, D((T + A)*) C
D(T*). Sabemos da Proposicao 43.5, pagina 2538, que D((T + A)*) D D(T*) N D(A*) = D(T*). Assim, provamos que

D((T + A)*) = D(T*) e vimos também que nesse domfnio vale T* = (T'+ A)* — A*, completando a demonstracio. M

Para z € C definimos
T+z =T+z21

e, pela Proposicao 43.6, temos, evidentemente, D(T + z) = D(T). Também pela Proposicao 43.6 é evidente que
D((T + 2)*) = D(T*) e que
(T+z2) =T +7%. (43.8)

e A relacao entre Ker (T*) e Ran (T)J‘

A proposicao a seguir é fundamental e reflete um teorema semelhante valido para operadores limitados (vide Pro-
posicao 42.12, pagina 2365).

Proposicao 43.7 Seja H um espago de Hilbert e T : D(T) — H wm operador linear definido em um subespago D(T)
denso em H (de modo que exista o operador adjunto T* : D(T*) — H). Entdo, valem

Ker (T*) = Ran (T)" (43.9)
) Ker (T*)" = Ran (T) . (43.10)
O

Prova. Se ¢ € Ker (T*), entdo (evidentemente) 1y € D(T*) e T*) = 0. Assim, para todo ¢ € D(T) vale (1), T<Z>>jc
<T*w, <Z>>j{ = 0. Isso informa que ¥ € Ran (T)L7 provando que Ker (T*) C Ran (T)l. Seja agora ¥ € Ran (T)
Teremos <w, T¢>j{ = 0 para todo ¢ € D(T). Logo, ¢ € D(T*) e <T*1p, qb>jc = 0 para todo ¢ € D(T). Como D(T)

é denso em K, isso implica que T*¢ = 0. Logo, provou-se que Ran (T)L C Ker (T*)7 completando a demonstracao de
(43.9). A relacao (43.10) segue de (43.9) e da Proposigao 41.2, pagina 2295.

|
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Corolario 43.2 Seja H um espago de Hilbert e seja T : D(T) — H um operador linear definido em um subespago D(T)
denso em H (de modo que o adjunto T* : D(T*) — H esteja definido). Entio, Ker (T*) = {0} se e somente se Ran (T)
for denso em . O

Prova. Pela Proposicdo 43.7, pagina 2539, Ker (T*) = {0} se e somente se Ran (T)L = {0}, o que se d4 se e somente se
Ran (T') for denso em H. [ ]

e Relacionando o adjunto e o fecho de operadores lineares

Um dos motivos da importancia da nogao de adjunto de um operador reside no fato de que com o mesmo podemos
encontrar uma condi¢do necessaria e suficiente para que um operador T seja fechdvel (D(T*) deve ser denso em J).
Além disso, caso T seja fechavel, podemos obter seu fecho tomando duas vezes o adjunto de T, ou seja, T = T**. Nos
resultados que seguem apresentaremos a prova dessas afirmacoes.

Seja T : D(T) — H um operador definido em um subespago linear D(T) de 3. Vamos assumir que D(T) seja denso
em H, de modo que T* esteja definido. Para todos ¢ € D(T') e ¢ € D(T*) temos a igualdade (¢, T)q = (T*¢, )4 a
qual pode ser escrita em termos do produto escalar em H & H na forma

<(¢, T"¢), (=T, ¢)> =0. (43.11)

HoH
Esse fato sugere a seguinte definicdo. Seja V : H & H — H & H dado por

para todo (&, ¢) € HOH. E elementar constatar que V é linear, limitado com |Vl =1, que V é bijetor e que V=1 = —V.
O computo

(€. ¢1viE0), = (€ () = (=€ Outi O

HPIH HPIH

= (€. -0 & 0), = (~VE. &),

revela que V* = —V = V1 e, consequentemente, que V é unitdrio. Com o uso de V podemos reescrever (43.11) e
afirmar que para todos ¢ € D(T') e ¢ € D(T™*) vale

,T*,V,T> - 0. 43.13

(0. 10, Vv, T0)) (43.13)

Disso obtemos um resultado que nos revela uma caracterizagao alternativa ttil para o gréafico de T*:

Lema 43.1 Seja T : D(T) — H um operador definido em um subespago linear D(T') denso em H, de modo que seu

adjunto T exista. Entdo, vale

I(T*) = V(I(T)*) = V(I(T))", (43.14)

onde V:HOH — HBH é o operador unitario definido em (43.12). O

Prova. De (43.13) lemos que I'(T*) C V(F(T))L. Por outro lado, se (x, p) € V(I’(T))l, entao para todo ¢ € D(T) vale
0= < ) ) V 7T > = < ) ) =T ) > = ) - 7T
O ), VI, TY)) O )y (ST, ) o= o Vlae = (6 Ty
Pela definicao de T, a validade da igualdade (x, T%)q = (p, ¥)4 para todo ¢ € D(T) significa que x € D(T*) e
que p = T*x, ou seja, que (x, p) = (x, T*x) € I'(T*). Logo, provamos que V( (T))L C I(T*) e, portanto, que

(T*) = V(F(T))L. Do Lema 42.3, pdgina 2367, temos que que V( (T )) (F(T)J‘) pois V é unitério, e isso
completa a prova de (43.14). |

O seguinte corolario imediato do Lema 43.1 contém um resultado de grande importancia:
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Teorema 43.1 Seja T : D(T) — H um operador definido em um subespago linear D(T') denso em H. FEntao, seu
adjunto T* € um operador fechado. O

Prova. A igualdade I'(T™) = V(F(T))L contida em (43.14) informa que I'(T™) ¢é fechado, pois o complemento ortogonal
de qualquer subconjunto de um espago de Hilbert é fechado (pelo Proposicao 41.1, pdgina 2293). Logo, T* é um operador
fechado. -

A proposicao a seguir pode ser provada diretamente da definicao de adjunto de operadores, mas é mais sucinta e
elegantemente apresentada como corolario do Lema 43.1.

Proposigao 43.8 Se para dois operadores lineares S e T definidos em um espaco de Hilbert H tivermos T C S, entdo
vale S* C T*. O

Prova. Se I'(T) C I'(S), entdao I'(S)* C T'(T)* (Lema 41.2, pagina 2294). Logo V(I'(S)*) C V(I(T)*) e segue de
(43.14) que I'(S*) C T'(T™). |

O operador V permite-nos ainda uma outra caracterizagao alternativa ttil, a saber, para o fecho do grafico de um
operador linear.

Lema 43.2 Seja T : D(T) — H um operador definido em um subespaco linear D(T) denso em H, de modo que seu
adjunto T* exista. Entdo, vale

T(T) = V(I(T"))" = V(I(T)Y), (43.15)
onde V:HdH — HBH € o operador unitdrio definido em (43.12). O
Prova. Se € for um subespaco linear de 3 @ 3, temos que V2(€) = &, ja que V2 = —1. Assim, podemos escrever

L (43.14) 1

I = (o) = v(vem®)) V(D(T))t = V(O

sendo que na primeira igualdade evocamos a Proposicao 41.2, pagina 2295, e na ultima igualdade evocamos novamente
o Lema 42.3, pagina 2367. |

O teorema a seguir é de importancia fundamental na teoria dos operadores nao-limitados, por fornecer uma condigao
necessdria e suficiente para que um operador T' seja fechdvel (D(T™*) deve ser denso) e por fornecer uma expressao para
seu fecho (T = T**), relacionando, assim, as nogoes de adjunto, fechabilidade e fecho de operadores.

Teorema 43.2 Seja T : D(T) — H um operador definido em um subespago linear D(T') denso em 3, de modo que seu
adjunto T* exista. Entao, T € fechdvel se e somente se D(T*) for denso em J.

Além disso, se T for fechdvel, valem

T = T* (43.16)
e —
1) =17, (43.17)
e combinando essas duas iqualdades, obtemos ainda T = T***. Ainda para T fechdvel, valem
Ran (T)J‘ = Ran (T)J' e Ran (T) = Ran(T). (43.18)
O

Prova. Se D(T™*) for denso em H podemos definir o adjunto de T, que denotamos por T** (i.e., T** := (T*)*) Assim,
de (43.14) obtemos que

r(r) = v(r(r)*). (43.19)
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Logo,
() c T(1) “&? V(F(T*)L) U829 p(pesy |

Isso informa-nos que T' C T**. Pelo Teorema 43.1, pagina 2541, T** ¢é fechado, e concluimos que T" é fechavel, por ter
uma extensao fechada.

L
Seja T fechdvel e suponhamos que D(T™*) nao seja denso em H. Entéo, existe 1) ndo-nulo com ¢ € (D (T*)) . Com
isso, para todo ¢ € D(T*) teremos em H @ H

(@, 0), (6. T79)) (W, ds = 0.

H@I
Logo, (¢, 0) € T'(T*)* e, portanto,

(43.15)

0, ¢) = V(, 0) € V(T(T*)") I(T) .

Mas o fato de existir ¢ # 0 tal que (0, ¥) € T'(T) revela que I'(T") néo é o grafico de um operador linear e, portanto, T
nao é fechdvel, um contradi¢do. Isso estabeleceu que T é fechdvel se e somente se D(T™*) for denso em .

Se T for fechdvel, entdo D(T*) é denso em H. Logo,

(43.15) L (43.19)

r(T) = (1) v(r(T) o),

sendo que na primeira igualdade usamos a Proposicao 43.4, pagina 2536. Isso provou que

T = T*. (43.20)

Finalmente, observe-se que T* é fechado (pelo Teorema 43.1, pagina 2541) e, consequentemente, pelo que j& vimos na
presente demonstragao, D(T**) é denso em H, implicando que (T”"")’F estd definido e vale (T”"")’F = ((T*)*) = (T”‘)*’F
Assim,

* ) (4330) *\F* sx ) * (4330) 7\ *
T = (17) =0 ()7 = (1) =T (1)
estabelecendo (43.17).

A primeira relagao em (43.18) segue de Ran (T)L (4.9) Ker ((T)*) (43.17) Ker (T*) (43.9) Ran (T)J‘. Que Ran (T) =

Ran (T) segue disso e da Proposicao 41.2, pagina 2295. |

Antes de prosseguirmos, notemos que por (43.8) e por (43.16) tem-se, para T fechdvel e para todo z € C,

T+z=T+z2.

43.1.3.1 Operadores Simétricos, Autoadjuntos e Essencialmente Autoadjuntos

No contexto de operadores limitados agindo em espagos de Hilbert é bem-conhecida a relevancia da nogao de operador
autoadjunto. Tais operadores desempenham um papel estrutural e surgem de maneira importante em aplicagoes, no-
tadamente a Fisica Quantica. No caso de operadores nao-limitados tal nogao é igualmente importante, mas aqui um
certo cuidado é necessario para defini-la propriamente sem que se percam propriedades que operadores autoadjuntos
apresentam no contexto da teoria dos operadores limitados, como por exemplo a propriedade de apresentarem espectro
real, a validade do Teorema Espectral (que os coloca em contacto com a interpretagao probabilistica da Fisica Quéntica),
a propriedade de suas exponenciais gerarem grupos unitérios (outra propriedade relevante para a Fisica Quéantica) etc.

Como veremos na discussao que segue, para operadores nao-limitados agindo em espagos de Hilbert ha de se distin-
guir a nogdo de operador simétrico (ou Hermitiano) da nogao de operador autoadjunto (nogdes sinénimas no caso de
operadores limitados). Muito importante, também, especialmente em aplicagoes & Fisica Quéntica, é a nogao de operador
essencialmente autoadjunto, a qual também introduziremos e discutiremos.
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e Operadores simétricos ou Hermitianos

Definicao. Seja T : D(T) — H um operador linear definido em um subespago linear denso D(T') de H, de sorte que
T* estd definido. Dizemos que T' é um operador simétrico ou um operador Hermitiano se para todos ¥, ¢ € D(T') valer

<¢” T¢>&c = <T¢v z/’>&C' L

E fdcil perceber que isso equivale a dizer que D(T) € D(T*) e que T¢ = T*¢ para todo ¢ € D(T), ou seja, equivale
a dizer que T" C T™*. Assim, temos a seguinte definicdo equivalente:

Definigdo. Um operador T : D(T) — 3 densamente definido em 3 é dito ser simétrico ou Hermitiano se T C T*. &
Se T C T*, entdo T é fechédvel (pois T* é sempre fechado, pelo Teorema 43.1, pagina 2541), e, portanto, vale
T cTcCT*. (43.21)

Além disso, como D(T') C D(T*), entao D(T*) é também denso, o que significa dizer que 7** estd definido e tem-se
T = T** (pelo Teorema 43.2, pagina 2541). Assim, para operadores simétricos tem-se de (43.21)

TcT (43.16) T © T* (43.17) (T)* (43.22)

A expressdo (43.22) contém uma informagao que destacamos para referéncia futura:

Proposicao 43.9 Seja T : D(T) — H um operador simétrico. Entdo, seu fecho T é também simétrico. O

Prova. Segundo (43.22), vale T C (T)* |

O resultado a seguir sera usado diversas vezes no que segue.

Lema 43.3 Seja H um espago de Hilbert e seja T : D(T) — H wum operador linear densamente definido e simétrico.
Entdo, para todo ¢ € D(T), vale

@ £el” = 7ol + o] (43.23)
e, portanto, vale

lelly. = ||Ge 7). = £ el (43.24)

2
HBH
d

Prova. Se ¢ € D(T), entao

[T+l = ((@+i)e, (T+i)o) = (T, Tyt (i, i)yt (T, i)yt (i, Teoe = (T, To)gt(p: P)gc

pois
(T, i0)g. = Tp, ©)ge = i, To)ye = —(i, Tp)y,

sendo que, na segunda igualdade acima, usamos que 1" é simétrico. De forma andloga, prova-se que H (T — i)<p||2 =
2 2
17l” + [l u

e Operadores simétricos fechados

Vimos que um operador simétrico é sempre fechdvel. Se um operador T : D(T) — H densamente definido for
simétrico e fechado, (43.22) fica

*

T =T=1T*cT = (T) (43.25)

O seguinte resultado sobre operadores simétricos fechados serd evocado no que segue.
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Lema 43.4 Seja H um espago de Hilbert e seja T : D(T) — H um operador linear densamente definido, simétrico e
fechado. Entdo, Ran (T + z) sao ambos fechados em H. O

Prova curta. Por hipétese, I'(T") é fechado e, portanto, é um subespaco de Hilbert de H & H. Por (43.24), as aplicagoes
Wy : T(T) — 3 definidas por Wy (ap, T(p) := (T £ i)p s@o isometrias. Logo, pela Proposigdo 42.3, pagina 2340,
Ran (Wi) = Ran (T + z) é fechado em . |

Prova longa. Provemos que Ran (T + z) é fechado em J. Seja em Ran (T + z) uma sequéncia (T + i)(bn, n € IN, com
¢n € D(T), que convirja em H. A convergéncia dessa sequéncia implica que a mesma é uma sequéncia de Cauchy. Logo,
para todo € > 0 existe N(e) € N tal que H(T + 1) (Ppm — (bn)H = H(T + )¢ — (T + i)pn|| < € sempre que m e n forem
maiores que N (¢). Por (43.24), temos

o o= = 00
| @0 =6 T0n=0)|, . = IT+D(6n =00

e concluimos que (qﬁm Tqbn), n € IN é uma sequéncia de Cauchy em H @ H composta por elementos de I'(T"). Como

I'(T) é fechado, essa sequéncia converge a (¢, Ty) € T'(T). Logo, a sequéncia ¢,, n € IN converge a » € D(T) e a

sequéncia T'¢,, n € IN converge a Ty € Ran (T). Portanto, a sequéncia (T + z) ¢n, n € IN converge a T + i1p, que é

elemento de Ran (T + i), estabelecendo que esse conjunto é fechado. A prova para Ran (T — z) é andloga. |

e Operadores autoadjuntos

Definigdo. Um operador T : D(T) — 3 densamente definido em 3 é dito ser um operador autoadjunto se T =T*. &

Assim, um operador 1" : D(T') — 3 densamente definido é autoadjunto se D(T') = D(T™) e Ty = T*1 para todo
v € D(T) = D(T*). Naturalmente, tem-se também <(,25, Tg/})jc = <T¢), z/;)w para todos ¢, ¢ € D(T). E evidente
também que todo operador autoadjunto é simétrico.

A reciproca da ultima observagao, porém, nao é necessariamente verdadeira e disso veremos exemplos. Faz-se im-
portante notar aqui que no contexto de operadores limitados em espagos de Hilbert (como no contexto de matrizes) as
nogoes de operador autoadjunto e operador simétrico (ou Hermitiano) sdo sinénimos. Tal ndo é mais o caso para opera-
dores ilimitados, pois aqui é preciso distinguir ambas as nogoes, ji é somente para operadores autoadjuntos (segundo a
defini¢do de acima) que as boas propriedades normalmente associadas a essa nogao sao validas. Operadores simétricos
mas nao autoadjuntos podem néo ter espectro real, podem nao possuir um Teorema Espectral e se exponenciados (se
isso for possivel) podem néo gerar grupos unitérios uniparamétricos.

Se T' é autoadjunto, 7' = T™ garante que 1" ¢ fechado (pelo Teorema 43.1, pagina 2541), isto é, garante que T = T.
Com isso, (43.22) fica T* =T =T =T CT* = (T)*, o que implica a validade da seguinte cadeia de igualdades:

T =1 =T=1"=(T)". (43.26)

A proposigao que segue, que dispensa demonstragao, é uma consequéncia trivial da Proposigao 43.7, pagina 2539, e
do Teorema da Decomposicao Ortogonal, Teorema 41.2, pagina 2294.

Proposicao 43.10 Seja H um espago de Hilbert e T : D(T) — H um operador linear autoadjunto definido em um
subespago D(T), denso em H. Entdio, valem

Ker (T) = Ran(T)" (43.27)

Ker (T)" = Ran (T) . (43.28)

Com isso, tem-se H = Ker (T) @ Ran (T) O
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e O Teorema de Hellinger-Toeplitz

Um operador simétrico definido em todo H é autodjunto e limitado. Essa afirmagao, conhecida com Teorema de
Hellinger*-Toeplitz®, foi enunciada e demonstrada no Teorema 42.10, pagina 2361. Aqui ela serd apresentada como
consequéncia da Proposigao 43.3, pagina 2536.

Teorema 43.3 (Teorema de Hellinger-Toeplitz (revisitado)) Seja H um espago de Hilbert e seja T wm operador
linear tal que D(T) = H e tal que

(@, T)ge = (T'), ¥)g (43.29)
para todos ¢, v € H. Entao, T é autoadjunto e limitado. |

Prova. A relagao 43.29 informa-nos que T é simétrico: T'C T*. Como D(T') = H, temos também D(T*) = H e, portanto,
T =T*. Logo, pelo Teorema 43.1, pagina 2541, T' é fechado. Pela Proposicao 43.3, pagina 2536, T' é limitado. |

e Operadores essencialmente autoadjuntos

Como ja dissemos, a nocao mais importante no presente contexto é a de operador autoadjunto, mas ha uma outra que
possui uma relevancia especial, notadamente em aplicacoes. Trata-se da nocao de operador essencialmente autoadjunto.

Definigdo. Um operador T': D(T') — H densamente definido em 3 é dito ser um operador essencialmente autoadjunto
se for simétrico e se seu fecho for autoadjunto, ou seja, se T = (T)*, relagdo essa que, em face de (43.16) e de (43.17),
equivale a dizer que T* = T**. [ )

Assim, para um operador essencialmente autoadjunto, tem-se T C T* e T = (T)* Nesse caso, a expressao (43.22)
ficaTCcT=T"CT*= (T)* =T e, portanto, vale

TcT=1"=1 = (T). (43.30)
A nocao de operador essencialmente autoadjunto é importante devido a seguinte observacao:

Proposicao 43.11 Se um operador T : D(T) — H densamente definido em H € essencialmente autoadjunto, entao T'
possui uma unica extensao autoadjunta, a saber, seu fecho T. O

Prova. Se T for essencialmente autoadjunto entao, por definicao, T" possui ao menos uma extensao autoadjunta, a saber,
seu fecho T. Suponhamos que haja um operador linear S com S = S* e tal que T C S. Como S é autoadjunto,
S é fechado. Portanto, temos T C T C S. Pela Proposicao 43.8, pagina 2541, vale, portanto, S* C (T)* C T* e,
consequentemente, tem-se pelas hipéteses S C T C T*. Assim, temos T C S e S C T e, portanto, S =T |

e Comentarios

Como dissemos, a Proposicao 43.11 revela a importancia da nogao de operador essencialmente autoadjunto. FEla-
boremos sobre isso sob a luz de aplicagoes a Mecanica Quantica. No estudo de sistemas quanticos, estamos por vezes
interessados em situagoes nas quais é dado um operador simétrico Hy, que representa o Hamiltoniano de um sistema
fisico, e estamos interessados em estendé-lo a um dominio suficientemente grande no qual tenhamos um operador auto-
adjunto que, como tal, gera a evolucao dinamica do sistema em questao. Sucede, porém, que ha situacoes nas quais um
operador simétrico Hy possui muitas extensoes autoadjuntas, nao raro dependentes de condigbes de contorno impostas
aos elementos de seus dominios de definicao. Em muitos de tais casos, a multiplicidade da dinamica esta relacionada ao
fato de que essas diferentes condigoes de contorno podem ser interpretadas como diferentes interacoes externas aplicadas
ao sistema e que, dessa forma, influenciam sua evolucao temporal. Se H for essencialmente autoadjunto, porém, temos
garantido a priori que ha uma tnica tal extensao autoadjunta e, portanto, uma tnica dinamica associada a Hy. Essa
unicidade da dinamica é em muitos casos um desideratum.

4Ernst David Hellinger (1883-1950).
50tto Toeplitz (1881-1940).
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Tal ocorre, por exemplo, quando se considera um sistema quantico nao-relativistico composto por um nimero finito de
particulas eletricamente carregadas movendo-se no espago tridimensional e interagindo entre si por forgas eletrostaticas.
Em um dominio conveniente, um importante teorema devido a Kato®, datado de 19517, garante que o correspondente
operador Hamiltoniano de Schrodinger € essencialmente autoadjunto. Assim, a evolugao dinamica quéantica de um tal
sistema é, como desejado, descrita por um operador autoadjunto e de maneira tinica. Cremos nao ser necessario destacar
a importancia de tal teorema para toda a Mecénica Quantica, em particular para a Fisica Atomica e Molecular e para a
Fisica do Estado Sélido.

Apesar de sua grande importancia cientifica, o Teorema de Kato é poucas vezes reconhecido em textos introdutérios
de Mecéanica Quantica dirigidos a estudantes de Fisica. O trabalho original de Kato fora originalmente submetido a
Physical Review. Porém, aquela revista “could not figure out how and who should referee it, and that journal eventually
transferred it to the Transactions of the American Mathematical Society. Along the way the paper was lost several times,
but it finally reached von Neumann, who recommended its acceptance. The refereeing process took over three years™®.

O teorema de Kato é muitas vezes apresentado na forma de um teorema mais geral denominado Teorema de Kato-
Rellich?. Nessa forma mais geral o referido teorema é de grande relevancia para o estudo da chamada Teoria de Per-
turbagoes. O Teorema de Kato-Rellich pode ser encontrado em [406].

e “Core” de um operador autoadjunto

Seja T': D(T') — 3 um operador linear definido em um subespaco linear D(T'), denso em H. Seja D C D(T) um
subespaco linear de D(T) (e, portanto, de 3) e igualmente denso. Denotamos por T |p a restricao’® de T a D. E
evidente que (T [D ) cT.

Se T é autoadjunto, dizemos que um subespago linear denso D C D(T') é um “core” para T se T |p = T. Em outras
palavras, D é um core para um operador autoadjunto 7', se T' [p for um operador essencialmente autoadjunto.

A nogao de core de um operador linear é relevante no seguinte tipo de discussdo. Em muitos casos nos é dado um
operador simétrico, digamos, Hy, definido em um certo dominio D(Hj) para o qual desejamos encontrar uma extensao
autoadjunta. Isso naturalmente requer encontrar um dominio que contenha D(Hy) no qual esteja definida uma extensao
de Hy que seja autoadjunta. Sucede, porém, que nem sempre é uma tarefa facil encontrar um tal dominio.

Mais f4cil pode ser seguir o seguinte “programa’”. Primeiramente, procuramos um subespago linear D D D(Hy) tal
que exista um operador Hy : D — H que estenda Hy e que seja essencialmente autoadjunto. Se tal existir, saberemos
que H; = H* =: H sera uma extensao autoadjunta de Hy.

Os passos desse programa sdo: 12 estender Hy a um dominio adequado D D D(Hy); 22 assegurar que essa extensao
H; é essencialmente autoadjunta e 32 determinar o duplo adjunto de Hj.

Naturalmente, a implementagao desse “programa’ para a construgao de extensodes autoadjuntas de operadores
simétricos esbarra em uma dificuldade: como saber que a extensao Hy : D — H é essencialmente autoadjunta sem
termos de provar que seu fecho é autoadjunto (o que pode uma tarefa igualmente dificil)? Ou, equivalentemente, como
saber que um subespago D D D(Hj) é um core de algum operador autoadjunto H?

No que segue apresentaremos algumas respostas a essas questoes que podem ser convertidas em critérios “praticos”
eficientes para a construcao de extensoes autoadjuntas de operadores. Comegamos com critérios para saber quando um
operador é autoadjunto.

e Condicoes necessérias e suficientes para um operador ser autoadjunto

Nosso préximo teorema apresenta duas condigoes necessarias e suficientes para que um operador simétrico seja auto-
adjunto. No seu enunciado e demonstragio seguimos proximamente [439], com alguns poucos esclarecimentos. E de se
notar, porém, que esse teorema e sua demonstragao, assim como quase todos os demais resultados do corrente capitulo,
derivam dos trabalhos originais de von Neumann sobre o tema, fonte da qual a grande maioria dos autores bebeu.

6Tosio Kato (1917-1999). Kato é o autor do cldssico [289] e de [290].

7A referéncia original é: T. Kato, “Fundamental properties of Hamiltonian operators of Schrédinger type”, Trans. Amer. Math. Soc., 70,
195-211 (1951).

8Extraido de: H. Cordes, A. Jensen, S. T. Kuroda, G. Ponce, B. Simon and M. Taylor, “Tosio Kato (1917-1999)”, Notices Amer. Math.
Soc. 47, 650-657 (2000).

9Franz Rellich (1906-1955). A contribuicio de Rellich é anterior a de Kato, datando de 1939. O mesmo, porém, nunca o aplicou para o
problema analisado por Kato.

10Vide pagina 71.
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Teorema 43.4 Seja H um espago de Hilbert e seja T : D(T') — H um operador linear densamente definido e simétrico.
Entao, sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

(a) T € autoadjunto.
(b) T € fechado e valem Ker (T* + i) = {0} = Ker (T* —i).
(¢c) Ran (T + i) = H = Ran (T — ). O

Comentdrio. A demonstragdo do teorema deixard claro que sdo ambas as hipéteses Ran (T4 i) = H e Ran (T —i) = H, juntas, que implicam
que T' é autoadjunto. Supor apenas uma néo é suficiente. &

Prova do Teorema 43.4. Parte I: (a) implica (b). Se T = T*, entdao T é fechado (pelo Teorema 43.1, pagina 2541). Seja
¢ € Ker (T* + i), ou seja, tal que T'¢p = T*¢p = —i¢. Entao, teremos
donde concluimos que [|¢[|*> = 0. Isso provou que Ker (T +1i) = {0}. A prova que Ker (T* — i) = {0} é andloga.
Parte II: (b) implica (c). Pelo Corolério 43.2, pagina 2540, se Ker (T* — z) = {0}, entdo que Ran (T + z) é denso em K.
Como T é simétrico e fechado, o Lema 43.4, pagina 2544, garante-nos que Ran (T+ z) é fechado. Logo, Ran (T+ z) =K.
A prova que Ran (T — z) = H ¢é andloga.
Parte III: (c) implica (a). Observemos primeiramente que se Ran (T + z) =H = Ran (T — i), entdo (43.9), pagina 2539,
implica que Ker (T +14) = {0} = Ker (T* — i). Seja agora ¢ € D(T™*). Certamente existe n € D(T) tal que

(T —i)p = (T i), (13.31)
pois, por hipétese, Ran (T — z) = H. Como T é simétrico, temos D(T) C D(T*) e, portanto, tem-se n € D(T*) e
Tn = T*n. Assim, (43.31) implica T*(p — n) = (¢ — 1), ou seja, implica que ¢ —n € Ker (T* —i). Logo, n = ¢ e

concluimos, relendo as linhas acima, que para todo ¢ € D(T*) tem-se ¢ € D(T) e Tp = T*¢. Isso significa D(T*) C D(T)
e, portanto, que T = T, ou seja, que T é autoadjunto.

e Condicoes necessarias e suficientes para um operador ser essencialmente autoadjunto

O Teorema 43.4 possui uma versao para operadores essencialmente autoadjuntos de particular importancia prética.

Teorema 43.5 Seja H um espago de Hilbert e seja T : D(T') — H um operador linear densamente definido e simétrico.
Entao, sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

(a) T € essencialmente autoadjunto.
(b) Ker (T* +1i) = {0} = Ker (T —i).
(¢c) Ran (T + i) e Ran (T — i) sdo ambos densos em K. O

Prova. Como T C T, D(T) é denso em H. Da Proposicdo 43.9, pagina 2543, T também é simétrico e, portanto,
aplicam-se ao mesmo as conclusoes do Teorema 43.4: sao equivalentes as afirmacoes

(a’) T é autoadjunto.
(b") T é fechado e valem Ker ((T)* + z) = {0} = Ker ((T)* - z)
(¢’) Ran (T +4) = H = Ran (T —1).

O item (a’) equivale & afirmagao (a). No item (b’) a afirmacio que T é fechado é supérflua e, além isso, vale (T) t =T,
por (43.22). Assim, o item (b’) equivale & afirmagao (b).

A equivaléncia dos itens (c’) e (c¢) pode ser estabelecida diretamente pelo seguinte raciocinio. O operador T é
simétrico e fechado e, portanto, pela Proposicao 43.4, pagina 2544, Ran (T + z) é fechado. Por (43.18), temos, portanto,
Ran (T + z) = Ran (T + z) Segue disso que se Ran (T + z) = H se e somente se Ran (T + z) for denso em . |
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43.2 Espacos de Deficiéncia e Extensoes Autoadjuntas de Ope-
radores Simétricos

Nesta secao realizaremos um estudo mais sisteméatico das extensoes autoadjuntas de operadores simétricos, tema cuja
relevancia ja discutimos anteriormente. Se T : D(T) — 3 for densamente definido e simétrico, entdo T C T C T* = T*,
implicando que T é igualmente simétrico. Se S : D(S) — H é uma extensio autoadjunta de T', entdo S é fechado e temos
T CcT cCS. Assim, S é também uma extensdo autoadjunta de T. A reciproca é obviamente verdadeira e concluimos
que as extensoes autoadjuntas de um operador simétrico T’ coincidem com as extensdes autoadjuntas de seu fecho T.
Portanto, é suficiente estudarmos as extensoes autoadjuntas de operadores simétricos fechados.

Nosso resultado principal é o Teorema 43.6, pagina 2552. No Exemplo 43.3, pagina 2564, discutimos detalhadamente
0 uso desse teorema em um caso concreto de interesse para a Mecanica Quantica.

43.2.1 Consideracoes Preliminares

Nesta segao faremos algumas consideragoes preliminares sobre extensoes autoadjuntas de operadores simétricos. Nosso
interesse aqui é apresentar extensoes essencialmente autoadjuntas de operadores simétricos de um certo tipo. Na Secao
43.2.2, pagina 2549, faremos o desenvolvimento completo da teoria.

Para o que segue faremos uso do seguinte resultado técnico.

Lema 43.5 Seja T : D(T) — H simétrico e tal que os espagos Ker (T* — i) e Ker (T* + i) sejam unitariamente
equivalentes. Seja um operador unitdrio U : Ker (T* — i) — Ker (T* 4+ i). Sejam ¢ € D(T') e ¢p € Ker (T* —i). Entao,
¢+ (U+1)Y =0 se e somente se p =0 e ) =0. O

Prova. Se ¢ + (U + 1)1 = 0, entdo para todo ¢ € D(T') teremos

0 = <¢+(U+1)¢, (T+i)gp>% <(T*4)¢+(T*4)(U+1)w, ¢>%

para todo ¢ € D(T). Como D(T) é denso em H, segue que (T* — )¢ + (T — i)(U + 1)y = 0. Agora, valem
(T*—1i)p = (T —i)¢ (pois T é simétrico e ¢ € D(T)), (T* —i)p =0 (pois ¢ € Ker (T* —1)) e (T* —i)Uyp = —2iU (pois
Ut € Ker (T* +i)). Assim, obtemos (T — )¢ = 2iU). O lado esquerdo é um elemento de Ran (T — i) e o lado direito
é um elemento de Ran (U) = Ker (T* +i). Sabemos da Proposicio 43.7, pagina 2539, que Ker (T* + i) = Ran (T — 7).
Logo, devemos ter (T'—i)¢ = 0 e Uyp = 0. Como U é unitério, temos ¥ = 0 e, portanto, a relacdo ¢ + (U + 1)) = 0
implica também ¢ = 0. |

O seguinte resultado contém uma afirmagcao 1til que serd estendida na Secao 43.2.2, pagina 2549.

Proposicao 43.12 Seja T : D(T) — H um operador linear densamente definido e simétrico e tal que os espagos
Ker (T* — i) e Ker (T* + ©) sejam unitariamente equivalentes. Entao, T possui extensdes essencialmente autoadjuntas
parametrizadas por operadores unitdrios de Ker (T — i) sobre Ker (T™ + i). Os fechos dessas extensées essencialmente
autoadjuntas sao, naturalmente, extensées autoadjuntas de T . O

Prova da Proposicdo 43.12. Seja um operador unitario U : Ker (T* — i) — Ker (T* + i). Para cada U desse tipo vamos
definir um operador essencialmente autoadjunto Ty que estende T'. Comegamos definindo seu dominio. Seja

D(Ty) = {¢+(U+1)w\ ¢ € D(T), weKer(T*ﬂ‘)}.

E elementar constatar que D(Ty) é um subespaco linear de H e é evidente que D(T) C D(Ty).
Defina-se Ty : D(Ty) — H por
TU(¢ + (U + ]l)w) =T —i(U—1).
O Lema 43.5, pdgina 2548, garante que Ty estd bem definido (a imagem do vetor nulo é o vetor nulo) e que é linear. E

claro também que Ty estende T' (tome-se elementos em D(Ty) com ¢ = 0 na definigdo de Ty), isto é T' C Ty. Para o
que segue o seguinte resultado é crucial:
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Lema 43.6 O operador Ty definido acima € um operador simétrico. O

Por ser um tanto técnica, a demonstragdo desse lema é apresentada no Apéndice 43.A, pagina 2571.

Afirmamos que Ty é essencialmente autoadjunto e para tal verificaremos a condigdo (¢) do Teorema 43.5, pdgina

2547. Temos que

(Tu+i)(o+ ¢ +UyY) = (T +1i)p+ 2. (43.32)
Analogamente,

(Ty —i) (¢ + o+ Uy) = (T —i)p—2iUy . (43.33)
Em (43.32) vemos que elementos de Ran (Tyy + ) sdo combinagao linear de elementos de Ran (T' + i) e de Ker (T — ).
Sabemos da Proposicio 43.7, pagina 2539, que Ran (T + i)t = Ker (T* — i). Logo, Ran (Ty + i) é denso em .
Analogamente, (43.33) diz-nos que elementos de Ran (Tyy — i) sdo combinacao linear de elementos de Ran (T — i) e de
Ker (T™* + i) e pela mesma Proposicao 43.7 segue que Ran (Ty — i) é denso em K.

_Assim, provamos pelo Teorema 43.5, pagina 2547, que Ty é essencialmente autoadjunto. Disso segue que T' C Ty C Ty
e Ty é, portanto, uma extensao autoadjunta de T'. |

A Proposicao 43.12 levanta varias questoes. Para que um operador simétrico possua extensoes autoadjuntas é também
necessario que Ker (T — i) e Ker (T + i) sejam unitariamente equivalentes? O que ocorre se Ker (T* — i) e Ker (T* +1)
nao forem unitariamente equivalentes? Sdo as extensdes Ty, encontradas acima, todas as extensoes autoadjuntas de T'?
Responderemos essas questoes na Secao 43.2.2, pagina 2549. Como veremos, as respostas a primeira e a ultima questao
sao positivas.

43.2.2 Classificacao de Extensoes Simétricas Fechadas de Operadores Si-
métricos Fechados. Extensoes Autoadjuntas

Na presente segao seguiremos muito proximamente [440], mas com uma organizagdo um tanto diferente e com diversos
esclarecimentos.

e Espacos de deficiéncia e indices de deficiéncia

Seja T : D(T) — H, densamente definido, simétrico e fechado. Vimos nos Teoremas 43.4 e 43.5, paginas 2546 e
2547, respectivamente, que os espagos Ker (T* £ i) desempenham um papel na questdo de se saber se T é autoadjunto
ou essencialmente autoadjunto. Eles também desempenham um papel no estudo de extensoes autoadjuntas de T' e, por
isso vamos dar aos mesmos um nome: 0s espagos

(

Ko (T) = Ker(T* —i) “Z” Ran(T+i)* e  K_(T) = Ker (T* +4) “Z” Ran(T —i)*

sao denominados espagos de deficiéncia do operador T'. Pela defini¢do, é evidente que X4 (T) C D(T™). Estd claro que
K+ (T) sdo ambos fechados (por serem o complemento ortogonal de algo) e, portanto, sdo subespagos de Hilbert de H.
K+ (T) é o subespago gerado pelos autovetores de T* com autovalor +i e KX_(T') é o subespaco gerado pelos autovetores
de T* com autovalor —i. E também elementar constatar que K (7) N K_(T) = {0}. No entanto, X4 (T) e K_(T) nao
sao necessariamente ortogonais em relagao ao produto escalar de 7. Os mesmos sao, porém, ortogonais em relacao a um
outro produto escalar, como logo veremos.

As dimensoes dos espacos de deficiéncia,
dy = di(T) = dimKer (T F1i),
sao denominados indices de deficiéncia do operador T'. Os indices de deficiéncia d+ podem assumir valores arbitrarios

em IN e podem mesmo ser infinitos.

e O espago de Hilbert D(T*)

Seja T : D(T) — H um operador densamente definido. Como T* é fechado, sabemos que D(T*) é um espago de
Hilbert em relagao ao produto escalar (1, ¢)p. 1= (¥, ¢)q + (TP, T*¢) 4, com Y, ¢ € D(T*), definido em (43.3) (vide
Proposigao 43.1, pagina 2534).
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Dizemos que um subespago M de D(T™*) é T*-fechado se for fechado na métrica definida por (-, -);.. Dizemos que
dois subespacos M e N de D(T™*) sao T*-ortogonais se (1, ¢),. = 0 para todos ) € M, » € N. Se A C D(T*), denotamos
por A+ o complemento ortogonal de A em relacio ao produto escalar (-, -)p«, oUu seja,

AT :={¢ € D(T*)| paratodo ¢ € A vale (¢, )y = 0} .

Claro estd que {0}17* = D(T*).

Se M e N forem dois subespagos T*-fechados e T*-ortogonais tais que todo elemento ¢ de D(T™*) possa ser escrito
de forma tnica como ¥ = ¥ + ¥, com Yy € M e i € N, entdo dizemos que D(T*) é a T*-soma direta de M e N e
escrevemos D(T*) = M @7+ N (o simbolo @&p+ serve para recordar que os subespagos M e N sdo ortogonais em relagao
ao produto escalar (-, -)7.).

Proposicao 43.13 Seja T : D(T) — 3 um operador densamente definido, simétrico e fechado. Entao,
D(T*) = D(T) &7+ Ker (T" — i) ®r- Ker (T +1) , (43.34)

sendo que os subespagos D(T) e Ker (T* + i) sdo subespagos T*-fechados de D(T™*). O

Prova. Para qualquer operador linear S : D(S) — H, a convergéncia de uma sequéncia ¢,, € D(S), n € IN na norma
|- ]ls & um elemento ¢ € D(S) equivale a convergéncia de (¢, S¢n), n € N, em I'(S) a (¢, S¢). Por hipétese, I'(T™)
e I'(T) sao fechados em H @ H. Assim, I'(T*) NI'(T) também o é. Seja ¢, n € IN, uma sequéncia em D(T) C D(T™).
Como T'¢, = T*¢, para todo n € IN, temos (¢n, Tdn) = (pn, T*¢,) € T(T*) NT(T) para todo n € IN. Assim, se
¢n € D(T), n € N, converge a ¢ € D(T*), teremos que (¢, T*¢,) converge a (¢, T*¢) em I'(T*). Mas, pelo exposto,
tem-se também que (¢, T*¢) € T'(T*) NIT(T) e, portanto, ¢ € D(T) e T*¢p = T'¢. Logo, D(T) é T*-fechado.

Sabemos que Ker (T* £1i) sdo ambos fechados na topologia usual de 3 pois, por (43.9), Ker (T* £1i) = Ran (T F1i)".
Se ¢, € Ker (T* +14), n € N, é uma sequéncia convergente em D(7T™*) na norma || - |7+ a um elemento ¢ € D(T*), entéo
[Vn — Y3 = (190 — |12 + | T*y, — T*2||? converge a zero quando n — 0o, o que implica que lim,, oo ||t — || = 0.
Logo, ¢ € Ker (T* + i), pois este é fechado na topologia usual. Isso provou que Ker (T + i) é fechado na topologia de
| - [|7+. De forma andloga, prova-se que Ker (T* — i) é fechado na mesma topologia.

Provemos agora que D(T'), Ker (T* + i) e Ker (T — i) sdo T™*-ortogonais um em relagdo ao outro.

Se ¢ € D(T) e ¢ € Ker (T* +1), entdo (¢, ¥),.. = (&, V), + (T*¢, T*P),.. Mas T* = Fivy e T*¢ = T, Logo,
(¢, ¢>T* = (o, ¢>g{ + (Fi)(T, ¢>9{- Porém, pela defini¢ao de adjunto, (T'¢, 1P>5H = (9, T*¢>5}C = (Fi){¢, ¢>9{ e
<¢, w>T* = <¢, ¢>9{ + ($i)2<¢, ¢>9{ = 0. Isso provou que D(T) é T*-ortogonal a Ker (T* + i) e a Ker (T* —9).

Sejam 14 € Ker (T™* F i), respectivamente. Teremos,
<¢+7 ¢_>T* = <¢+7 ¢—>g{+ <T*¢+7 T*¢—>g{ = <¢+) w—>g{ + <iw+a —’L’lp_>9{ = <w+7 ¢—>g{ - <¢+7 ¢—>g{ =0.
Isso provou que Ker (T* + i) é T*-ortogonal a Ker (T™* — ).

E claro que V := D(T) @7~ Ker (T* — i) &+ Ker (T* +1i) é um subespaco T*-fechado de D(T*). Desejamos demonstrar
que V+7* = {0}, onde V+7* é o complemento ortogonal de V em relacio ao produto escalar <~, '>T*. De fato, como V é

Lope
T*-fechado, a condi¢io V17 = {0} implicaria que V = (VJ‘T*) U= {0}17 = D(T*), o que estabeleceria (43.34).
Provemos, entdo, que V+7* = {0}. Seja ¢ € V+7*. Entdo, tem-se, em particular,

para todo ¢ € D(T), ou seja, tem-se <T*w, T*¢>§c = < — 1, ¢>j{. Como T*¢ = T'¢, estabeleceu-se que <T*w, Tz;5>jc =
< — 1, ¢>j{ para todo ¢ € D(T). Isso significa que T*y € D(T*) e que T*T*y = —, o que trivialmente implica que
(T* +4)(T* — i)y = 0. Logo, (T* — i)y € Ker (T* + ).

Por hipdtese, 1 é também T*-ortogonal a Ker (T* + i). Logo, para todo x € Ker (T™* + i), temos
0= 06U = 06 Vg (T T Y)ge = 06 V)ge + (=06 T*¢)ye = i(x, (T" = )3) g -

Tomando, em particular, x = (T*—i)y € Ker (T*+1), concluimos que ||(T*—1)1||> = 0, ou seja, que 1 € Ker (T*—i) C V.
Mas isso s6 é compativel com ¢ € V+7* se ¢ = 0. Logo, V7 = {0} e a demonstracio estd completa. |
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e Subespacgos T*-simétricos

Vamos definir em D(T*) uma forma sesquilinear, denotada por [-, -|r~, dada por
[(ba w]T* = <T*¢a w>j{ - <¢7 T*w>j—c ) ¢a T/) € D(T*) .
Um subespago linear A de D(T*) no qual a forma sesquilinear [-, -]~ anule-se, mais precisamente, onde valha [¢, ]r~ = 0

para todos ¢, ¥ € A, é dito ser um subespaco T*-simétrico.

e Extensoes simétricas fechadas de operadores simétricos

Antes de falarmos sobre extensoes autoadjuntas de operadores simétricos fechados é de grande importancia enten-
dermos como sao as extensoes simétricas e fechadas dos mesmos, lembrando que extensoes autoadjuntas sao também
simétricas e fechadas.

Seja T : D(T) — 3 um operador densamente definido, simétrico e fechado. Entdo, T =T C T*. Se S é uma extensao
simétrica de T', entdo teremos 1" C S e, portanto, S* C T*. Assim,

T=TcScSs8 cT".

Essa cadeia informa-nos que toda extensao simétrica S de T' é uma restri¢do de T* a algum subespago de D(T™*) (pois
S C T*). Essa pequena observagdo desempenhard um papel crucial adiante. Na proposigdo que segue revelam-se quais
sao esses subespagos.

Proposicao 43.14 Seja T : D(T) — H um operador densamente definido, simétrico e fechado, de modo que T =T C
T*. Se S € uma extensdo simétrica e fechada de T, entdo S € a restricao de T a um subespaco T™-fechado e T*-simétrico
de D(T™). O

Prova. J& vimos que S C T*, ou seja, I'(S) € I'(T*). Como I'(T*) é fechado, S é fechado se e somente se T'(S) for
um subespago fechado de I'(T*) (é um exercicio simples de topologia provar isso). Isso, porém, equivale a dizer que S é
fechado se e somente se D(S) for um subespago T*-fechado de D(T™).

S é simétrico, entao (S¢, )4 = (¢, SV), para todos ¢, ¥ € D(S). Como S C T*, entdo (T*¢, )4 = (¢, T* )4
para todos ¢, ¥ € D(S), ou seja, D(S) é T*-simétrico. |

A Proposicao 43.14 revela-nos a importancia de subespagos T*-simétricos e T*-fechados de D(T*). A préxima
proposicao revela-nos como sao tais subespagos face a decomposicao (43.34).

Proposicao 43.15 Um subespago 8 de D(T*) é T*-simétrico, T*-fechado e tal que D(T) C 8 se e somente se for da
forma 8 = D(T) @1+ 8, onde 8y, é um subespago T*-simétrico, T*-fechado de Ker (T* — i) &+ Ker (T* + 7).

Cada subespago T*-simétrico, T*-fechado de Ker (T* — i) &+ Ker (T* + i) € caracterizado por uma isometria (na
norma usual de H) U : D(U) — Ran (U) de um subespago D(U) de Ker (T* — i) em Ran (U) C Ker (T™ + 7).

Em resumo, todo subespago 8 de D(T*) que seja T*-simétrico, T*-fechado e tal que D(T) C 8 ¢é da forma 8§ =

D(T) @7+ 8k, onde 8 = {4 &7+ (Utby), ¥4 € D(U)} para um operador linear isométrico (na norma usual de )
U:D(U) — Ran (U) de um subespago D(U) de Ker (T* — i) em Ran (U) C Ker (T* + i). O

Prova. Seja 8§ um subespago de D(T*) que seja T*-simétrico, T*-fechado e tal que D(T) C 8. Face & decomposicao
(43.34), defina-se 8y, := 8N (Ker (T* — i) - Ker (T* + z)) E evidente que S, serd T*-fechado, por ser a interseccio de
dois conjuntos T*-fechados. E também evidente que 8 é T*-simétrico, pois § (e, portanto, todo subespago do mesmo)
o é. Resta provar que 8 = D(T) @7~ S. Se v € 8§ C D(T™*), sabemos por (43.34) que ¢ = ¢1 + ¢d2 com ¢1 € D(T) e
oo € Ker (T* — i) @« Ker (T* + 7). Se ¢1 € D(T) C 8, segue que ¢g = ¥ — ¢ é também elemento de 8§ (pois ¢ e ¢
séo elementos de 8, que é um subespago vetorial). Logo, ¢2 € 8N (Ker (T* — i) - Ker (T* 4+ z)) = 8, provando que

Vamos agora & reciproca. Seja 8 um subespago T*-simétrico, T*-fechado de Ker (T* — i) @7« Ker (T* + i) e defina-se
8 := D(T') ®p+ 8. Desejamos provar que 8 é T*-simétrico, T*-fechado (que contém D(T') é evidente pela construgao).
Que 8 é T*-fechado é evidente, pois 8y o é, assim como D(T') (pelo Teorema 43.13, pagina 2550), sendo que 8y e D(T)
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sao T*-ortogonais. Para provar que 8 é T*-simétrico, tomemos ¥, ¢ € § com ¢ = @1 + P2 € Y = Y1 + 19, sendo
o1, Y1 € D(T) e ¢a, P € 8. Com isso, temos

(@, Yo = [é1, U1]r~ + (P2, Yol + [P1, Ya2]r= + [P2, Y1]r- -

Primeiramente, é evidente que [¢2, 2]+ = 0 pois 8 é T*-simétrico. Para [¢1, ¥1]7r+ temos

[P1, ¥i]re = (T701, Y1)ge — (D1, TU1)ge = (T'd1, Y1)gc — (P1, T¥h1)gc = 0,

pois ¢1, ¢o € D(T) C D(T™*) e T é simétrico. Analogamente,

(61, Yalr= = (T 1, Y2)gc — (1, T™V2) g = (T'h1, Y2)gc — (b1, T 2)qe = 0,

novamente pois T C T*, pois ¢ € D(T) C D(T*) e pela definicdo de adjunto. De forma idéntica mostra-se que
[@2, ¥1]7~ = 0. Portanto, [¢, ¥]r~ = 0, provando que 8§ é T*-simétrico.

Vamos agora caracterizar 8 em termos de certas isometrias. Como 8; é um subespaco T*-fechado da soma direta
Ker (T* — i) @7~ Ker (T* + i), todo ¢ € 8 pode ser escrito de forma tnica como ¢ = ¢ + _ = ¢y S Y_, com
Y1 € Ker (T* F4). Como 8 é um subespago T*-simétrico, vale para todo ¥ = 1 + ¢ € 8y,

0 = [0 Ylr = (T*Wr +9-), Wy +9-))g = (W +9-), T Wy + )y,

= (i =), W +9)) g = (Wg +92), iy =)y = =20((Ys, Yidge — (s D-)gc)

0 que prova que

Y-l = I+l - (43.35)
Como 8y, é um subespago, se houver dois vetores do tipo 4 &« 1_ e h1 B’ em 8y, entao sua diferenca 0B« (Y_—1p" )
seria um elemento de 8. Por (43.35), porém, temos ¢¥_ = v’ . Isso nos mostra que 8y é o grifico de uma funcdo U

com dominio D(U) em um subconjunto de Ker (T* — i) e imagem em um subconjunto de Ker (T* + ¢). Fora isso,
a linearidade impoe que se 94 @7+ _ e ¢, S+ Y. sao elementos de 8y, entdo para todos o, § € C os elementos
a(¢+ B w_) + B(wjr B wL) = (aapy + BY)) @+ (ap— + Bip’) sdo também elementos de 8. Isso mostra que a
funcdo U : D(U) — Ran (U) é um operador linear. Podemos, portanto, escrever 8 = {14 &~ (Uthy), ¥4 € D(U)}. A
relagdo (43.35) diz-nos que U é uma isometria na norma usual de 3H: |U4| = [|1+]. |

As Proposigoes 43.14 e 43.15 fornecem-nos os ingredientes principais do resultado mais importante da se¢ao corrente,
o Teorema 43.6, que enunciaremos e demonstraremos no que segue. Esse teorema apresenta a forma geral das extensoes
simétricas e fechadas de um operador simétrico e fechado T'. O ponto mais importante desse teorema é a afirmacao
que um operador simétrico e fechado T possui extensoes autoadjuntas se e somente se seus espagos de deficiéncia forem
unitariamente equivalentes. Se assim for, essas extensoes autoadjuntas sao parametrizadas por operadores unitarios
U:Ker(T* —i) = Ker (T* +1).

Teorema 43.6 Seja T : D(T) — 3 um operador densamente definido, simétrico e fechado, de modo que T =T C T*.
Entdo, as extensoes simétricas e fechadas de T sao parametrizadas por isometrias (na norma usual de H) U : D(U) —
Ran (U) de um subespago D(U) de Ker (T* — i) em Ran (U) C Ker (T* +14) e sdo da forma Sy : D(Sy) — H com

D(Sy) = D(T) &7+ S, onde 8k = {4 @+ (Uvy), vy € DU)}
ou seja,
D(Sy) = {¢ YUY, com e DT), v eDU) C Ker (T* — i)} , (43.36)
com
Su(p+v+Uy) = To+ iy — iU, (43.37)

¢ € D(T) e € D(U) C Ker (T* — ).

T possuird extensoes autoadjuntas se e somente se Ker (T* — i) e Ker (T* + i) forem unitariamente equivalentes, ou
seja, se possuirem a mesma dimensdo, e essas extensoes serdo dadas por (43.37) com U : Ker (T* — i) — Ker (T + 9)
unitdrio, (ou seja, com U isométrico com D(U) = Ker (T — i) e Ran (U) = Ker (T™* +1) ).
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Se Ker (T* — i) = {0} mas Ker (T + i) # {0}, entdo D(U) = {0} e U = 0 € uma isometria trivial. Nesse caso, T
nao possui extensoes simétricas fechadas além de si mesmo.

Se Ker (T* — i) # {0} mas Ker (T* +1i) = {0}, entdo U sd € isométrico no caso trivial em que D(U) = {0} e U = 0.
Novamente, nesse caso T nao possui extensoes simétricas fechadas além de si mesmo.

Se Ker (T* — i) = {0} e Ker (T* +14) = {0}, entdo T nao nao possui extensoes simétricas fechadas além de si mesmo,
mas nesse caso Ran (T +1i) = H e Ran (T —i) = H, o que, pelo Teorema 43.4, pdgina 2546, implica que T € autoadjunto.
O

Prova. Se S é uma extensao simétrica e fechada de T', entao reunindo as Proposigoes 43.14 e 43.15, sabemos que
D(S) = D(T) @« 8, onde 8k = {vt ®r+ (U¥y), ¥4 € D(U)}
para alguma isometria U : D(U) — Ran (U) de um subespago D(U) de Ker (T* — i) em Ran (U) C Ker (T* + 1), ou seja,
D(S) = {¢+¢+ Uy, com¢ € D(T), v € D(U) C Ker(T* —1i)}

Sabemos também que S é uma restrigio de T* a esse dominio. Logo, para todos ¢ € D(T), ¢ € D(U) C Ker (T* — 1)
temos

S(e+v+Uy) = T (p+v+Uy) = T*¢+ T+ T*Uy = Top+ip — iU, (43.38)

onde usamos na ultima passagem que T*¢ = T'¢ (poisT C T* e ¢ € D(T) C D(T™*)), que T*¢ = i) (pois ¢ € Ker (T*—1))
e que T*Uvy = —iUy (pois Uy € Ker (T* +7)).

Se a extensao simétrica e fechada S for essencialmente autoadjunta, entao ela serd automaticamente autoadjunta,
por ser fechada. Podemos nos perguntar quando S dada em (43.38) é autoadjunta. Sabemos do Teorema 43.4, pdgina
2546, que para tal é necessério e suficiente que tenhamos Ran (S + i) = H e Ran (S — i) = H. Por (43.38) temos que

(S+i)(¢+v+Uy) = (T +1i)¢+ 2t

(S—i)(o+¢+Up) = (T —i)¢—2iUs
com ¢ € D(T) et € D(U) C Ker (T* —i). Como ¢ e 9 sao independentes, teremos

Ran (S +1i¢) = Ran (T +4) @ D(U)

Ran (S —i) = Ran(T — i) ®Ran(U) .

Usamos acima o simbolo de soma direta @ para recordar o fato que, devido a Proposi¢ao 43.7, pagina 2539, temos
Ran (T + i)t = Ker (T* — i) D D(U) e Ran (T — i)+ = Ker (T* + i) D Ran (U).

Como T e T + i sao fechados, segue do Lema 43.4, pagina 2544, que Ran (T £ ¢) sdo ambos fechados. Logo, teremos
Ran (S + i) = H se e somente se D(U) = Ran (T + i)t = Ker (T* — i) e teremos Ran (S — i) = H se e somente se
Ran (U) = Ran (T — i)t = Ker (T* + ).

Assim, concluimos que S é autoadjunta se e somente D(U) = Ker (T* — i), Ran(U) = Ker (T* + i) e se U :
Ker (T* — i) — Ker (T* 4 4) for uma isometria. Pela Proposigdo 42.15, pagina 2370, isso se da se e somente se U :
Ker (T* — i) — Ker (T + i) for unitario.

Concluimos disso que T possuird extensoes autoadjuntas se e somente se Ker (T*—i) e Ker (T*+1) forem unitariamente
equivalentes, ou seja, se possuirem a mesma dimensao.

As demais afirmagoes do enunciado do Teorema 43.6, sobre os casos em que Ker (T*—i) = {0} e/ou Ker (T*+1) # {0},
sao imediatas. |
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43.3 Formas Quadraticas e Alguns de Seus Usos

Nesta secao descreveremos a teoria basica das formas quadraticas e sua relagao com operadores definidos em espacgos de
Hilbert. Formas quadraticas (vide defini¢ao logo abaixo) sdo um relevante instrumento de defini¢do de operadores lineares
(eventualmente nao-limitados) em espagos de Hilbert, sendo usadas, por exemplo, na obtencao de certas extensoes de
operadores, como a chamada extensao de Friedrichs de operadores simétricos semilimitados. Formas quadriticas sao
muito usadas no estudo matemdtico da Fisica Quéantica (vide e.g., [490] e [492]). Vide também [289], [439], [440], [487]
e [57].

Na lide com operadores nao limitados surgem frequentemente dificuldades relacionadas a dominios de definigao. Por
exemplo, se A e B forem operadores autoadjuntos agindo em um espago de Hilbert H, definidos em dominios D(A) e
D(B), respectivamente, seria natural definir sua soma formal A+ B da maneira ingénua: (A+ B)y := Ay + B. E claro
que essa expressdo somente faz sentido sobre vetores ¢ € H que simultaneamente pertencam a D(A) e a D(B), ou seja,
a D(A)ND(B). Essa intersecgao, porém, pode ser um subespago nao-denso (ou mesmo igual ao vetor nulo) ou pode nao
ser um core para A+ B. S&o conhecidos exemplos dessas situacoes. Formas quadraticas fornecem uma estratégia para se
encontrar extensoes de operadores, e mesmo de definicao dos mesmos, que pode em casos adequados superar dificuldades
desse tipo.

e Definicao de forma quadratica. Dominio de uma forma

Seja H um espaco de Hilbert (sobre os complexos) e seja V um subespaco de H. Uma forma quadrdtica QQ em 'V é
uma forma sesquilinear!! definida em V, ou seja, é uma aplicacdo @ : V x V — C satisfazendo

Q(u, a1y +a2v2) = a1 Qu, v1) + a2 Q(u, v2) e (43.39)

Q(awl + aus, v) = a1 Q(u1, v) + a2 Q(ug, v) (43.40)

para todos u, uy, ug € V, todos v, vy, vo € V e todos ay, as € C.

O subespago V é denominado dominio da forma @ e serd doravante denotado por D(Q). Assumiremos sempre que
D(Q) é denso em H.

Se D(Q) = H e Q for bicontinua, ou seja, se existir K > 0 tal que para todos u, v € H vale ‘Q(u, v)| < K||ul|5c||v||#¢,
entao vimos na Proposigao 42.11, pagina 2363, que existe um operador linear limitado A, tdnico, agindo em H tal que
Q(u, v) = (u, Av)4. Cabe aqui a observagao trivial que o produto escalar em H é uma forma quadratica bicontinua
com dominio igual a K.

Sob a hipétese de bicontinuidade, existe, portanto, uma associacao unica entre formas quadraticas e operadores
lineares limitados. A questdo bésica que é colocada na teoria das formas quadraticas é se e quando a associacao entre
formas quadraticas e operadores lineares (ndo necessariamente limitados) pode ser mantida na auséncia da hipétese
de bicontinuidade. Essa questao serd em grande parte respondida no Teorema 43.7, pagina 2558, abaixo. Iniciamos a
preparacao para esse teorema com algumas defini¢oes.

e Representacao de formas quadraticas por operadores lineares

Seja Q : D(Q)xD(Q) — € uma forma quadrética. Dizemos que um operador linear A : D(A) — H com D(A) C D(Q)
representa a forma @ se para todo x € D(Q) e para todo y € D(A) valer

Qr, y) = (@, Ay)g -

Implicitamente assumimos nessa defini¢ao que D(A) e D(Q) sdo densos no espaco de Hilbert H.

Como comentamos acima, formas quadraticas bicontinuas com dominio J sao representadas por operadores limitados.
No que segue procuraremos enfraquecer a condi¢do de bicontinuidade de sorte a garantir a representatibilidade (nao
necessariamente por operadores limitados) de formas quadraticas densamente definidas e que nao sejam bicontinuas.
Nosso principal resultado serda o Teorema 43.7 da pagina 2558.

1 No sentido dessa definicio, as nogdes de forma quadrética e de forma sesquilinear coincidem. Por razdes histéricas, porém, na literatura
pertinente aos temas aqui tratados a expressdao forma quadrdtica é mais comummente empregada. Assim, essa defini¢do de forma quadratica
difere daquela apresentada na Secao 3.1.4, pagina 274.
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e Formas quadraticas simétricas (ou Hermitianas), positivas e semilimitadas

Uma forma quadrética @ : D(Q) x D(Q) — C é dita ser uma forma simétrica, ou uma forma Hermitiana se satisfizer
Q(u, v) = Q(v, u) para todos u, v € D(Q).

Uma forma quadritica @ : D(Q) x D(Q) — C é dita ser uma forma positiva se Q(u, u) > 0 para todo u € D(Q).

Uma forma quadratica @ : D(Q) x D(Q) — C é dita ser uma forma M -semilimitada se existir uma constante M € R
tal que Q(u, u) > —M||ul|3, para todo u € D(Q).

Uma forma quadratica é dita ser uma forma semilimitada se for M-semilimitada para algum M € R.
E evidente que toda forma positiva é semilimitada (com M =0).

E relevante notar que se Q é M-semilimitada, entdo a forma quadrética

So,m(u, v) = Qu, v) + (M + 1)(u, v)4 (43.41)
¢ uma forma positival?2. A relevancia dessa observagio ¢ que, pelo Teorema 3.1, pagina 270, Sg a ¢ Hermitiana e,
portanto, @ é também Hermitiana (pois (u, v)4 ¢ Hermitiana, pela prépria defini¢ao de produto escalar). Assim, toda
forma quadrética semilimitada é Hermitiana. Redundantemente, porém, continuaremos a listar as duas propriedades,
simetria e semilimitagao.

Seja @ uma forma M-semilimitada. Entao, para todo u € D(Q) vale Q(u, u) + M|u|%; > 0 e, consequentemente,
Sa.ur(u;, w) = Qu, u)+ (M +1)[|ull3e > Jull3 . (43.42)

Logo, Sg,m(u, u) = 0 se e somente se u = 0. Disso concluimos que Sg as é um produto escalar em D(Q), por ser
sesquilinear, positiva e Hermitiana e por satisfazer So ar(u, u) = 0 se e somente se u = 0.

Denotamos por ||ul|g, » a norma associada ao produto escalar Sg, a: para u € D(Q),
lullgy, ar = Sq.ar(u; w) = Qu, u) + (M +1)||ull3 . (43.43)

Como j& comentamos em (43.42), temos que
lullg,ar = lullsc - (43.44)

Isso nos remetera adiante a definicao de formas fechadas.

e Identidade de polarizagao

Seja @ : D(Q) x D(Q) — C uma forma quadratica simétrica (ou seja, Hermitiana). Entdo, vale a identidade de

polarizac¢ao:
3

3
1
u, v) = = 1 "Q((u+1"v), (u+i"v)) = - "Q((u+1""v), (u+1i ")), 43.45
Q(u, ) Z:% Q(( ). ( ) 4; Q(( ), ( ) (43.45)
vélida para todos u, v € D(Q). Para verifici-la, basta expandir-se o lado direito e constatar-se, com uso da sesquilinea-
ridade de @, que se obtém o lado esquerdo.

A relagéo (43.45) mostra que uma forma quadrética simétrica é univocamente determinada por suas “diagonais”, ou
seja, pelos valores Q(z, z), x € D(Q).

Comentdrio. Para formas quadrdticas simétricas reais, @ : D(Q) x D(Q) — R, a identidade de polarizagdo assume a forma Q(u, v) =
1
1
suas diagonais. &

[Q (u + v, u+ v) - Q(u —v, u— v)] para todos u, v € D(Q). Verifique! Logo, também tais formas sdo univocamente determinadas por

e Formas quadraticas fechadas, fechaveis etc.

Uma forma quadratica M-semilimitada @ : D(Q) x D(Q) — C e tal que D(Q) é completo na norma || - ||, a (ou
seja, ¢ um espago de Hilbert em relagdo ao produto escalar Sg, as definido em (43.41)) é dita ser uma forma quadrdtica
fechada.

12g por mera comodidade que escolhemos o fator M + 1 em (43.41). Se usarmos um fator M + r com qualquer r > 0 as conclusdes que
seguirao sao as mesmas.
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Uma forma quadritica " é dita ser uma extensdo de uma forma quadritica @ se D(Q) C D(Q’) e se Q'(u, v) =
Q(u, v) para todos u, v € D(Q).

Uma forma quadratica @ é dita uma forma fechdvel se possuir uma extensao fechada.

Se @ é uma forma quadrética fechada com dominio D(Q), um subespago C' C D(Q) é dito ser um core para @ se e
somente se C for denso em D(Q) na topologia definida pela norma || - ||, ar, definida acima.

O estudante deve apreciar a similaridade entre as definicbes acima e as definigbes correspondentes da teoria dos
operadores limitados.

O teorema fundamental que estabeleceremos adiante afirma que toda forma quadratica fechada semilimitada e
simétrica é associada a um operador autoadjunto.

O seguinte resultado sobre formas fechadas serd relevante mais adiante:

Lema 43.7 Seja Q : D(Q) x D(Q) — C wma forma quadrdtica simétrica, semilimitada e fechada. Entdo, vale
Q(x, y) = lim Q(fn, Yn) (43'46)
n—oo
para todos x, y € D(Q) e todas as sequéncias T, yn, € D(Q), n € N, que convergem a x, respectivamente, a y na norma

I llq, a- O

Prova. Seja @ uma forma M-semilimitada e fechada. Seja x, € D(Q), n € IN, uma sequéncia convergente na norma
Il - l@, m. Como @ é fechada, seu limite z, é também elemento de D(Q): = € D(Q). Assim, lim, o ||z — Zn|lQ, ar =0

e, pela desigualdade (43.44), vale também lim, o || — 2|5 = 0. Com isso, valem lim, .« || Znllo, M = ||zllQ, M €
limy, o0 ||n||5¢ = ||z||3¢. Dessa forma, temos
. (43.43) . (43.43)
lim Q(xn, @) "=V tim (Jlwall}y ar = M+ Dllzallde) = ol v — (M + D23 “=” Qe 2).
n—oo n—o0
A afirmacao geral de (43.46) segue disso e da identidade de polarizagao (43.45), pagina 2555. |

e Alguns exemplos

A titulo de ilustracao e esclarecimento é interessante compararmos duas formas quadraticas que podem ser definidas
a partir de um operador linear.

Seja A um operador linear definido em um dominio D(A) de . Podemos definir duas formas quadraticas em D(A):
Qa(u, v) == (u, Av)y, e Qv(u, v) == (Au, Av)y . (43.47)
Ambas sdo densamente definidas se A o for. Q) é sempre uma forma simétrica, enquanto que @, é uma forma simétrica

se e somente se A for um operador simétrico.

Qp é uma forma positiva, enquanto que @, é semilimitada se e somente se existir M € R tal que (u, Au)q > —M|ul2,
para todo u € D(A), ou seja, se e somente se A for limitado inferiormente.

A forma @ é semilimitada (por ser positiva) e é fechada se e somente se A for um operador fechado. Isso decorre
da observac@o que a forma quadrética Sg, o (vide definicao (43.41)) coincide (por termos aqui M = 0) com o produto
escalar definido em (43.3), pdgina 2533, e da Proposigao 43.1, pagina 2534.

A forma @, nao é necessariamente fechada mesmo se A for um operador fechado.

e O fecho, ou extensao candnica, de formas quadraticas simétricas e semilimitadas

Seja H um espaco de Hilbert e D(Q) um subespago linear denso de H onde encontra-se definida uma forma quadratica
Q@ : D(Q) x D(Q) — C que é suposta simétrica e M-semilimitada (com M € R), mas ndo necessariamente fechada.
Denotemos por Hg C H o subespaco de H que é o completamento de D(Q) segundo a norma || - ||, s (definida em
(43.43)), e cuja construgdo é descrita na Proposicao 42.4, pdgina 2342. Denotaremos também por Sg ar e || - |lo, m 2
extensdo a Hg do produto escalar e norma, respectivamente, originalmente definidos em D(Q). Sabemos que Hg é um
espago de Hilbert segundo o produto escalar Sg s ao qual a norma || - ||, s ¢ associada.
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Podemos definir uma extensao @ : Hg x Hg — C da forma quadratica @) por

Qz, y) == lm Q(zn, yn), =, y€Hs, (43.48)
n—oo
onde x,, e y, sdo sequéncias em D(Q)) que convergem a x e y, respectivamente, na topologia de Hg, ou seja, que satisfazem
RLUS = x"HQ,M =0 e lm ly - ynHQ,M =0.

E importante conferir que a definicao de @ dada em (43.48) independe das particulares sequéncias x,, € D(Q) ey, € D(Q)
que convergem a = € Hg e y € Hg, respectivamente. Se ], e y), forem outras de tais sequéncias, temos que

Q(xn, yn) — Qxl,, yr) = Qan — T, Yn — ) + Qs yn — yh) + Qzn — 7, ¥,)

/ /

= Sq(xn—20, Yn—1n)+SQh, Yn—1n)+SQ(@n =27, Yn) = (Tn =20, Yn—Yn) g = (Tns Yn—Vn)ge— (Tn =T Un)gc

(43.44)
Portanto, usando Cauchy-Schwarz (na forma ‘SQ(u,’u)| < |lullg, mllvllg, s e na forma ‘(u, 1))9{‘ < ullscl|v]|ge <

[ullQ, arllvllQ, a), obtemos

‘Q(xm yn) — Q(2,, )

< 2<||xn - x/nHQMHy" - y;LHQ,M + Hx;zHQHyn - y:IHQ,M + |Jzn — :C/TLHQMHy;LHQM) ’

que converge a 0 quando n — oo, pois, pelas hipdteses li_>m Hxn - I;LHQ M= li_>m Hyn - y;LHQ v = 0, sendo também
n oo ’ n o0 )

lim ‘

S ’m"HQ,M = nlg{}o HZTLHQM = llzllq,m e nlggo ||y”||QM = ,}g{}o Hy:IHQM = llyllQ.m-

A forma @ é dita ser o fecho da forma quadratica simétrica e semilimitada Q. @ é também dita ser a extensdo
canonica de Q.

Afirmamos que o fecho @ de @ é uma forma simétrica e M-semilimitada e fechada. A simetria é de demonstracao
trivial e deixamo-la como exercicio (use a definicao (43.48) e a simetria de Q). Para demonstrar a semilimitagao,
tomemos = € Hg e uma sequéncia x, em D(Q) convergindo a x na norma || - ||, as. Teremos Q(x, x) + M(x, x)4 =

lim (Q(:cn, XTn) + M{x,, :cn>:}c) >0, pois @ é M-semilimitado. Acima, usamos o fato que se x,, € D(Q) converge a

n—oo
na norma || - ||, m, entdo também converge na norma de H, novamente devido a (43.44).

A forma @ é fechada pois seu dominio de definicao é D(@) = Hg, que é completo em relacdo & norma || - ||, as-

Afirmamos que o fecho @ é a “menor” extensao fechada, simétrica e M-semilimitada de ). De fato, se Q2 for uma
extensdo fechada de @, entdo D(Q2) C I é completo na norma || - ||g,, m, que é definida por ||u||222M = Q2(u, u)+
(M +1)||ul|3. Como Q2 estende Q, vemos que ||ullg,, m = ||ul|lg, m para todo v € D(Q). Com isso, vemos que 0s pontos
limites de D(Q) na topologia de | - ||, m (que compdem Hg) coincidem com os pontos limites na topologia de || - ||g,, m
e, portanto, Hg C D(Q2).

Sejam agora x, y € Hg e x, e y, sdo sequéncias em D(Q) que convergem a x e y, respectivamente, na topologia de
Hs (ou seja, na norma || - ||g,, m). Temos

Qz, y) = lm Qzn, yu) = lim Qs(zn, yu) = Qa(z, y)

A primeira igualdade decorre diretamente da defini¢ao (43.48) de Q, a segunda da hipdtese de Q2 estender @ e a terceira
do Lema 43.7, pagina 2556, por ()2 ser fechada. Isso estabeleceu que @5 estende Q, provando que Q é a “menor” extensao
fechada de Q.

Coletamos os fatos provados acima na seguinte

Proposicao 43.16 Seja H um espago de Hilbert e D(Q) um subespaco linear denso de H onde encontra-se definida
uma forma quadrdtica @Q : D(Q) x D(Q) — C que € suposta simétrica e M-semilimitada (com M € R), mas nao
necessariamente fechada. Denotemos por Hs C H o subespago de H que € o completamento de D(Q) sequndo a norma
I - llg,m (definida em (43.43)). Seja Q : Hg x Hs — C o fecho (ou extensio candnica) de Q, definida em (43.48).
Entao, @ ¢ simétrica e M-semilimitada e fechada e é a menor extensao de Q com_tais propriedades, pois se Q2 for uma
extensao simétrica e M -semilimitada e fechada de Q, entdo Q2 também estende Q. O
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e Formas quadraticas fechadas e semilimitadas e suas representagoes operatoriais

Podemos agora formular e demonstrar o resultado central desta secao e de toda a teoria das formas quadraticas, o
Teorema 43.7, que afirma que toda forma quadratica simétrica semilimitada e fechada pode ser representada (e de forma
Unica) por um operador autoadjunto e limitado inferiormente.

Partes do enunciado e da demonstragdo do Teorema 43.7 aqui apresentadas provém de [57], com corregdes, reorga-
nizagoes, esclarecimentos e acréscimos. Vide também [439] para um tratamento similar.

Teorema 43.7 Seja H um espago de Hilbert complexo e D(Q) um subespago denso de H. Seja @ : D(Q) x D(Q) — C
uma forma quadrdtica simétrica, M -semilimitada (para algum M € R) e fechada. Entao, existe um subespago D(A) C
D(Q), igualmente denso em H, e um operador linear A : D(A) — H tal que A € autoadjunto e representa Q, ou seja,
tal que

Qz, y) = (z, Ay)y (43.49)
para todos x € D(Q), y € D(A).
Fora isso, tem-se as sequintes afirmacgoes adicionais:
a. Como Q é M-semilimitado, A € limitado inferiormente: (y, Ay)qc > —M|yl||3; para todo y € D(A). Isso significa
que A+ M1 > 0.

b. Como D(A) é denso em H, D(A) é um core para a forma quadrdtica @, ou seja, D(A) € denso em D(Q) na
topologia da norma || - ||q, m-

c. O operador linear A é univocamente definido por (43.49) no sequinte sentido. Seja C' uwm core para @ e suponhamos
que para algum y € D(Q) exista y* € H tal que Q(x, y) = (x, y*)4 para todo x € C. Entdo, y € D(A) e y* = Ay.

d. D(VA+ M1) = D(Q) e vale

Qz, y)+ M(z, y)g = <\/A+M]lzc, \/A+M]ly>}c (43.50)

para todos x, y € D(Q).

Prova do Teorema 43.7. A demonstracao é dividida em trés grandes partes.
Parte I. Seja @ uma forma M-semilimitada. Pela hipétese de @ ser uma forma fechada, temos que D(Q) é um espago

de Hilbert em relacdo ao produto escalar Sg ar(u, v) definido em (43.41). A norma |ullg,r, satisfaz por (43.44)
[lull# < |Jullg, m para todo u € D(Q).

Com isso, vemos que para cada u € I fixo, a aplicacao D(Q) > v — (u, v)s — C é linear e continua, pois

(43.44)
[(u, v)ge| < llullscllvllsc < llullscllv]lg,ar. Pelo Teorema da Representagio de Riesz, Teorema 41.4, pagina 2300,
existe & € D(Q), unico, tal que

(u, v)g = SQ7M(11, ’U) (43.51)
para todo v € D(Q) e para cada u € H. Exatamente como na demonstragdo da Proposigao 42.11, pagina 2363, segue
que a aplicagdo J : H — D(Q) dada por H 3> u +— Ju := 4 € D(Q) é linear e limitada: J € B(J{, D(Q)). Portanto,
(43.51) se escreve como

(u, v)ge = So,m(Ju, v) (43.52)
para todo u € H e todo v € D(Q).

Ja vimos que J é limitado. Vamos agora estabelecer uma série de fatos sobre o operador J, a maioria dos quais serd
utilizada no restante da demonstracao do presente teorema.

Comentamos ainda que, como J : H — D(Q) e D(Q) C H, podemos também, trivialmente, considerar J como sendo
uma aplicagao J : H — JH. Isso serd implicitamente considerado em algumas passagens do que segue.

1. J é injetivo.
De fato, se u € H é tal que Ju = 0, entdo (u, v), = 0 para todo v € D(Q), o que implica u = 0, pois D(Q) ¢, por
hipétese, denso em 3 na norma || - ||g¢. Assim, Ker (J) = {0}.
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2. J € autoadjunto sequndo o produto escalar usual em I.
De fato, para todos z, y € H,

(43.52) (43.52)

(z, Jy)gc S, m(Jz, Jy) = So,m(Jy, Jx) (y, Jx)3e = (Jz, y)g

0 que prova a afirmagao desejada.

3. lseo <1 el Jllso pa) < 1
Para todo y € H temos, usando (41.6), pagina 2290,

(41.6)

(43.44)
1gllsc < 1ylla, sup { S, v (2. Jy)|, = € D(Q), |z, m <1}

(43.52)

{

{l@ sl = € D), allo.n <1}
< s {|w vl 7 € D@, elloc <1}

il

s
< sw{|(e vl 2 €I zfoc <1}

41.6
“D yloc -

Acima, na passagem f, usamos o fato que {x € D(Q), llzllg,m < 1} C {ac € D(Q), |lz|lsc < 1} (pois para todo
z € D(Q) tem-se ||z||sc < ||z|l@, m, de acordo com (43.44)) e usamos, na passagem , o fato que D(Q) C H. Com
isso, provou-se que || Jyllsc < [lyllsc e que ||Jyllq,m < |lyll3 para todo y € I, estabelecendo que ||.J|gc) < 1 e
que || J[|z (3¢, p(@)) < 1-

4. Ran (J) = K, com o fecho tomado na topologia de K.
J& vimos que Ker (J) = {0} e que J = J* em H. Assim, por (42.33), pagina 2365, Ran (J) = Ker (J)* = K, com
o fecho tomado na topologia de .

5. J* = J [p(qy, com J*$ : D(Q) — H sendo o adjunto da aplicagio J : H — D(Q).
Para u, v € D(Q) podemos escrever

(43.52) (43.52)

So,m(Ju, v) (u, V)gr = (v, U)ge So,m(Jv, u) = So,m(u, Jv) . (43.53)

Isso significa que J*s = J [p(q), com J*s : D(Q) — H sendo o adjunto da aplicagio J : H — D(Q) enquanto
aplicacao entre os espagos de Hilbert H e D(Q).
6. Ran (J)S = D(Q), com o fecho tomado na topologia de D(Q).

Se z € Ran (J)*s C D(Q), o complemento ortogonal de Ran (J) em D(Q) segundo o produto escalar Sg, s, entdo
para todo y € D(Q) teremos por (43.53)

(@, y)ac = Sq.m(z, Jy) = 0.
Como isso é vélido para todo y € D(Q) e D(Q) é denso em H (na topologia de H), concluimos que = 0. Assim,
Ran (J)*+s = {0} e, portanto, pela Proposicio 41.2, pagina 2295, temos RT(J)S = (Ran (J)J-S)ls = {0}+s =
D(Q).
7. J71:Ran(J) — H € densamente definido e simétrico.

J~! estd bem definido em Ran (J), pois J é injetora. Como Ran (J) = H, o operador J ! é densamente definido
e é simétrico, pois tomando u, v € Ran (J) e escrevendo-os na forma u = Jug, v = Jvg para ug, vg € H, teremos,
usando o fato de J ser autoadjunto e limitado,

(u, J7M0)ge = (Juo, vo)ge = (o, Jvo)ge = (J 'u, v)g ,

o que estabelece a simetria de J1.
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8. J~1:Ran(J) = H € autoadjunto.

Os dois operadores +1 (J‘l F i]l)] estao bem definidos e valem +:i1 + J. Os operadores resolventes ( +41 + J)fl
também existem em B(H), pois J é limitado e autoadjunto e, portanto, possui espectro real. Assim, temos que
:l:i(J*1 :Fi]l)J( +il+ J)fl = 1 e podemos escrever x = j:i(Jfl :Fi]l)J( +i1+ J)f1 x, para todo z € I, provando
que Ran (£ 1+ J~1) = H. Pelo Teorema 43.4, pdgina 2546, J~! é autoadjunto.

Reunindo esses fatos, temos para todos z € D(Q) e y € Ran (J) que

_ — (43.52) ———F——
(o, T g = Ty, 2y 27 Squly, ) = So,u(, y) - (43.54)

Parte II. Definimos agora um operador linear A : D(A) — H com D(A) C D(Q) dado por D(A) = Ran (J) por meio
da expressao

Ay = J 'y — (M + 1)y, (43.55)
y € D(A) = Ran(J) C D(Q). O operador A é autoadjunto, pois J~! o é (vide também (43.8), pagina 2539). O
importante, porém, é que para x € D(Q) e y € D(A), temos

(43.54)

(. Ay)ye = (o, T e — (M + D(a, w)ye “EY o arle, y) — (M + 1)z, gy "=

Qz, y) ,

0 que prova que o operador A representa a forma quadratica @ no sentido de nossa definicao.
Parte III. Passemos agora a demonstragao das afirmagoes adicionais do enunciado do Teorema 43.7.

(43.49)

a. Para todo y € D(A) tem-se (y, Ay)q + My, v)4 Q(y, y) + M||y|l3, > 0, pois Q é M-semilimitado.

b. J4 vimos que D(A) = Ran(J) C D(Q) é denso no espaco de Hilbert D(Q), segundo a topologia deste. Assim,
segundo a definicao a pagina 2556, D(A) é um core para a forma quadratica Q.

c. Seja C um core para Q. Entdo, C é denso em D(Q) na topologia da norma || - ||g, a. Vamos supor que para algum
y € D(Q) exista y* € H tal que
Qlr, y) = (=, ¥ ) (43.56)
para todo x € C.
Afirmamos que para cada u € I a aplicacao C 3 x — (x, u)4 é continua na topologia norma || - ||, 7. Isso segue

44)
diretamente do fato que |<Jc7 “):}c| < |zllscllullse < Nxlo, mllullx.

Afirmamos que para cada u € I também a aplicagdo C' 3 z — Q(z, u) é continua na topologia norma || - ||g, ar-
De fato, Q(x, u) = Sq, m(x, u) — (M + 1)(x, u)4 e jd vimos que & — (x, u),4; é continua naquela topologia. Mas
também x +— Sq, ar(, u) é continua, pois |Sq, nm(z, u)‘ < ||lzllg, ml|ullq, s, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
(lembrar que Sg, pr é um produto escalar).

Com isso vemos que ambos os lados de (43.56) podem ser estendidos por continuidade para o fecho D(Q) de C na
topologia da norma | - @, m, € obtemos

Qz, y) = (z, ¥")g (43.57)
mas agora para todo z € D(Q).

Naturalmente, (43.57) também vale se restringirmos x a D(A) (pois D(A) C D(Q)). Para z € D(A) e y € D(Q),
a representacao (43.49) diz-nos que podemos escrever Q(y, x) = (y, Ax), e, portanto (tomando-se o complexo
conjugado de ambos os lados), vale Q(z, y) = (Az, y)4 com z € D(A) e y € D(Q).

Assim, (43.57) diz-nos que (Az, y)s = (x, y*)q; para todo x € D(A). Pela definicdo de operador adjunto (vide
Secao 43.1.3, pdgina 2537), isso é precisamente a afirmacao que y € D(A*) e y* = A*y. J4 vimos, porém, que A é
autoadjunto e disso concluimos que y € D(A) e y* = Ay.

d. Do Teorema Espectral conhecemos os seguintes fatos: como A + M1 > 0, existe um operador autoadjunto e
positivo v/ A + M1, unicamente definido em um dominio D(\/A—l—MIL) D D(A + M1) = D(A) satisfazendo

(\/A + M]1)2 = A+ M1, valendo ainda que D(A + M1) = D(A) é um core para /A + M1.
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Defina-se em D(R) = D(v/A+ M1) D D(A) a forma quadrética

R(z, y) = <\/A+M]l:c, \/A+M]ly>}c, x, y € D(R).

R é evidentemente simétrica e positiva (e, portanto, semilimitada) e é fechada (pelo mesmo argumento que mostrou
que a forma @y, definida em (43.47), pdgina 2556, é fechada, pois aqui VA + M1 é autoadjunto e, portanto,
fechado).

Se tomarmos z, y € D(A) C D(R), teremos

R(z, y) = <\/A+M]lx, \/A+M]ly>jLc = <x, (m)2y>9{ = (z, (A+M1)y),,
B Qs v) + Mz, )y,

provando (43.50) em D(A). Como D(A) é um core de vV A+ M1, é também um core de R. J& vimos que D(A) é
um core para @ e concluimos disso que R e a forma @ + M <~, > coincidem néao apenas em D(A), mas em todo
D(Q), provando completamente (43.50).

H

Com isso, a demonstragao do Teorema 43.7 estd completa. |

43.3.1 Alguns Usos de Formas Quadraticas

43.3.1.1 A Forma de Soma

Ja comentamos anteriormente sobre as dificuldades na definicao da soma de operadores nao limitados e vamos aqui
indicar como formas quadraticas podem ser usadas em certos casos especiais para dar sentido a tais operadores. Sejam
A:D(A) - H e B: D(B) — H dois operadores autoadjuntos positivos agindo em um mesmo espaco de Hilbert H e
tendo como dominios D(A) e D(B), respectivamente. Mesmo assumindo que esses dominios sejam densos em H ndo hé
razao para crer-se que D(A)ND(B) seja igualmente denso e hé até mesmo exemplos em que essa intersecgao seja composta
apenas pelo vetor nulo. Se, porém, tivermos valida a condicao mais fraca que o subespaco D(\/Z) N D(\/E) = € é denso
em H podemos usar a teoria anteriormente desenvolvida, definindo-se em € a forma quadrética

Qu, v) = <\/Zu, \/Zv>j{+ <\/Eu7 \/Ev>ﬂ,

u, v € C. Essa forma ¢ sesquilinear e positiva. Seu fecho @ satisfaz, portanto, as hipéteses do Teorema 43.7, pagina
2558, e, consequentemente, podemos representar @@ por um operador autoadjunto e positivo C: Q(u, v) = <u, CU>

com D(C) C D(@), sendo D(C) denso em H e um core para Q.
O operador autoadjunto positivo C' é demonimado operador de soma em forma quadrdtica de A e B, por vezes

denotado como C' = A+B para distingui-lo do operador soma definido em (43.7), pagina 2538, que pode nio existir,
como dissemos.

g.c?

Esse método de definicao da soma de operadores é usado na Mecéanica Quantica para definir-se operadores de Schrodin-
ger do tipo —A+V agindo no espaco de Hilbert L?(R"™, d"z) quando V é positivo mas singular. Para diversas aplicagoes
& Mecénica Quéntica de operadores de Schrodinger, vide [439)], [440], [490], [492], [487], [57].

43.3.1.2 A Extensao de Friedrichs

O Teorema 43.7, pagina 2558, tem uma consequéncia muito relevante: a de garantir a existéncia de uma extensao autoad-
junta para operadores simétricos e positivos (ou limitados inferiormente), extensao essa dotada de algumas propriedades
lteis. Trata-se da chamada extensdo de Friedrichs'3®, da qual trataremos agora. A existéncia dessa extensio é evo-
cada em diversas areas, da Mecanica Quantica a Geometria Diferencial, passando naturalmente pelo estudo de equagoes
diferenciais.

BKurt Otto Friedrichs (1901-1982).
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Teorema 43.8 (Teorema de Extensao de Friedrichs) Seja H um espago de Hilbert e seja T : D(T) — H um
operador linear com D(T') um subespago linear denso em 3. Seja T positivo (i.e., (u, Tu)s > 0, Yu € D(T)) e simétrico.
Entdo, T possui uma extensdo autoadjunta e positiva Ty : D(Tr) — H, denominada extensdo de Friedrichs de T'. A
extensao de Friedrichs € a “menor” extensao autoadjunta e positiva de T, pois se B for outra extemnsdo autoadjunta e
positiva de T, entdo Tr C B. O

Comentarios. 12 Fazemos notar que T nao é suposto fechado nas hipéteses do Teorema 43.8. 22 As afirmagoes do Teorema 43.8 podem ser
facilmente estendidas para o caso de T ser limitado inferiormente: (u, Tu)q > —M|u||2, para algum M € R, pois em um tal caso o operador
T + M1 é densamente definido (com dominio D(T)), positivo, e simétrico. 32 As duas referéncias originais contendo demonstracdes do
Teorema 43.8 sdo as seguintes: K. Friedrichs in “Spektraltheorie halbbeschrankter Operatoren”, Math. Ann. 109, 465487 (1934). M. Stone
in Linear Transformations in Hilbert Spaces and their Applications in Analysis, Amer. Math. Soc. Colloquium Publication 15, Providence,
Rhode Island, (1932). Fonte: [440]. Vide também [487]. &

Provado Teorema 43.8. E claro que a forma quadrética Q : D(T) x D(T') — C definida por Q(z, y) = (z, Ty)4,

x, y € D(T) é densamente definida, simétrica e positiva e, portanto, semilimitada com M = 0. Por isso vamos
simplificar um pouco nossa notagéo, denotando o produto escalar Sg a por Sg e norma correspondente || - ||, s por
I lle-

Assim, So(z, y) = Sq,o(z, y) == Q(z, y) + (x, y)4 define um produto escalar em D(Q) = D(T'). Seja Hg C H o
completamento de D(Q) = D(T) nesse produto escalar!?, cuja existéncia foi discutida na Proposigao 42.4, pgina 2342.

Seja @ : Hg x Hg — C o fecho, ou extensdo candnica, de @, definida em (43.48). A forma @ é densamente definida,
simétrica, positiva (e, portanto, semilimitada) e fechada (pois seu dominio de definigao é D(@) = Hg, que é um espago
de Hilbert para ao produto escalar Sg). Pelo Teorema 43.7, pdgina 2558, existe um operador autoadjunto e positivo
Tp : D(Tr) — H que representa Q no domfnio D(Tr) C D(Q) = Hs:

Qz, y) = (z, Try)se, Yz €D(Q) e Vye D(Tr).

Pelo item b do enunciado do Teorema 43.7, pdgina 2558, D(Tr) é denso em D(Q) = Hs na topologia da norma ||-||¢.

Note-se agora que para x, y € D( ) temos (z, Ty>j{ =Q(z, y) = @(:c, y), com a tltima igualdade decorrendo do
fato que D(T) = D(Q) C Hg = D(Q). A igualdade Q(z, y) = (x, Ty) 4 ¢ valida para todo x € D(T) (que é um core

para Hg = D(Q), pois este tltimo é definido como o completamento de D(T") na norma || - ||q) e paray € D(T') C D(Q).
Pelo item ¢ do enunciado do Teorema 43.7, pdgina 2558, temos que y € D(Tr) e Ty = Try. Isso demonstrou que Tr
estende T. O operador Tr é denominado extensao de Friedrichs de T

Resta-nos provar que Tr é a “menor” extensao de T com a propriedade de ser autoadjunta e positiva. Para tal, seja
B:D(B) — 3, com T C B, uma extensao autoadjunta e positiva de T'. Defina-se em D(B) a forma quadraitica

QB(xa y) = <l‘, By>j—c; VCL', Yy € D(B) .

E claro que Qp estende Q (pois T e B coincidem em D(T) C D(B)). O fecho, ou extensdo candnica, de Qp,
que denotamos por QB, também ¢, naturalmente, uma extensao simétrica, positiva e fechada de @ e, como tal, pela
Proposicao 43.16, pagina 2557, é uma extensao de Q Mas isso significa que D(TF) C D(Q) C D(QB) e que

Q@, y) = Qp(z,y), =, yeD(Q). (43.58)

Pelo item d do Teorema 43.7, pagina 2558, sabemos que para as formas quadraticas fechadas @ e @; valem D(@) =
D(\/ﬁ) e D(@;) = D(\/E) Logo, D(\/ﬁ) - D(\/E) A relacdo (43.50) do mesmo teorema afirma ainda que
Qz, y) = (VTrz, VTry),, para todos x, y € D(@) e Qplz, y) = (VBz, \/§y>}c para todos z, y € D(@;).
Logo, reunindo esses fatos, a igualdade (43.58) significa para z, y € D(TF) que <\/ﬁx, \/ﬁy>5}c = <\/§x, \/§y>}c,
0 que implica em <ac, TFy>H = <ac, By)H, Va, y € D(Tr). Consequentemente, vale <ac, Try — By)D{ = 0 para todo
x € D(TF). Como D(TF) é denso em H, concluimos que Try = By para todo y € D(TF), demonstrando que B estende
Tr e completando a prova do Teorema 43.8. |

MEm contrante com o que foi feito na demonstracio do Teorema 43.7, pagina 2558, nio estamos supondo aqui que D(Q) seja um espago
de Hilbert em relagdo ao produto escalar Sg, pois ndo supomos que @ seja uma forma fechada. Dai a necessidade de completar-se D(Q),
produzindo o novo subespago Hg de H, e de estender Q a esse completamento.
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43.4 Bestiario de Exemplos e Contraexemplos

Esta secao é dedicada a apresentacao de diversos exemplos e contraexemplos de propriedades de operadores lineares
discutidas no presente capitulo, assim como exemplos de usos de alguns dos seus teoremas mais importantes.

e Exemplo de operador nao-fechavel

No exemplo 43.1 apresentamos um operador nao-fechdvel, mostrando que o fecho de seu gréafico nao é o grafico de
um operador.

Exemplo 43.1 Vamos exibir um exemplo (de [439]) de um operador nao-fechdvel (e, portanto, nao-fechado). Seja 3 um espago
de Hilbert separével e seja {¢)n, n € IN} uma base ortonormal completa em H. Seja {¢, € C, n € N} uma sequéncia de quadrado
somavel (ie., > >, len]? < 00) tal que ¢, # 0 para todo n € IN (para o argumento que segue é suficiente que haja uma colegao
infinita de ¢,’s ndo-nulos). Seja ¢ := > | cntn € H e defina-se

N

D = {Zanwn + B¢, para algum N € IN,arbitrério, e para 3, a1, ..., ay € C} .
n=1

E elementar constatar-se (faga-o!) que D é um subespago linear de H. Defina-se T : D(T') — H, com D(T) = D, por

N
T(Zanwn +B¢) = f¢.
n=1

E evidente que T é um operador linear e desejamos provar que T néo é fechavel, mostrando para tal que o fecho de seu gréfico
nao é o grafico de um operador. Para isso, provaremos que (0, ¢) € I'(T). Seja a sequéncia em I'(T") dada por

n

<Zn:(—0k)7/)k+¢, T(Z(—ck)1/)k+¢)> = <§: Pk, d)) , nelN.

k=1 k=1 k=n+1

E evidente que essa sequéncia converge a (0, ¢), estabelecendo que (0, ¢) € I'(T"). Com o ¢ nédo é nulo, I'(T") ndo pode ser o
grafico de um operador. ¢

e Outro exemplo de operador nao-fechdavel e com 7* =0 mas com T # (

O exemplo abaixo exibe mais um operador nao-fechavel para o qual temos T = 0 mesmo que T nao seja o operador
nulo, uma situagao impossivel no caso de operadores limitados. Nele vemos também que D(T*) nao é denso em H. No
Teorema 43.2, pagina 2541, vemos que o fato de T nao ser fechdvel estd diretamente relacionado ao fato de D(T*) néo
ser denso.

Exemplo 43.2 Seja H = ¢2(IN) o espago de Hilbert das sequéncias de quadrado somével (vide Segao 25.5.1, pdgina 1443). Seus
elementos sao sequéncias 1 = {1n, n € N} tais que > > ; [¢n|? < 00. Seja [ asequéncia definida por f, = n~Y2 n e N. E claro
que f ndo é de quadrado somédvel, ou seja, f & £2(IN). Consideremos o conjunto

D(T) = {geeg(m)‘ 3" faltha] < oo} .

n=1

E facil constatar (faga-o!) que D(T') é um subespaco linear de £2(IN) e que D(T') é denso em £2(IN), pois D(T') contém o espaco d
(vide (25.40), pagina 1443) de todas as sequéncias ¥ com a propriedade que ¥, # 0 apenas para um conjunto finito de n’s.

Escolhamos um vetor nao-nulo ¢ € £2(IN), fixo, e definamos o operador linear T : D(T) — £2(IN) por

Ty = <Z fm¢m> é.

Vamos determinar T™*. Pela definigdo, se ¢ € D(T™), entdo existe n € H tal que (@, T), = (1, )4 para todo ¥ € D(T'), ou

seja, vale
ZW <Z fm¢m> n = Z T Y -
n=1

m=1 m=1
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Assim, tomando ¢ € 9 C D(T'), podemos reordenar as somas acima e obter

i [(ia%>fmnm} Ym = 0,

m=1 n=1

para todo 1 € 9 C D(T'), donde concluimos que

m = <Za¢n> fm
n=1

para todo m € N, ou seja, n = <Q, g)wi O problema com essa igualdade é que f ¢ {2(IN). Portanto, a mesma s6 faz sentido se

<Q, £>% =0, com o que teremos 7 = 0. Com isso, identificamos que D(T™) = [Q}l, o subespago ortogonal ao subespaco gerado
por ¢. Portanto, D(T™) ndo ¢ denso em H. Além disso, T =1 = 0, o que informa que T, é o operador nulo!

O operador T néo é fechdvel. Para ver isso, consideremos a sequéncia (ﬂ, Tﬂ) € I'(T), N € N, sendo que ﬂ €0 C 42(IN)
¢é definida por

N 1 1
= — N
d)m hN mx[l, N](m) ’ m € )
para cada N € IN, onde

N 1 1, N
1 , param€ [1, N],
hv= D g e xumm) =
k=1 0, de outra forma .

Teremos, que

T DY (R N o S
v_ — (hN) m hn

o que implica que lim HwNHQ = 0. Por outro lado,
N—oo ''—

Sl = 231 o
m=1 e hN'm:lm a ’

o que implica que Ty = ¢ para todo N e, portanto, que I\;im T1/)N = ¢. Logo, a sequéncia (1/)N, T1/)N) € I'(T), N € IN, converge
Y o Y »+t¥Y

a (0, ¢). Assim, (0, ¢) € I'(T) e, portanto, I'(T") ndo pode ser o grafico de um operador, o que significa dizer que T néo é fechavel.

e O operador —i-L em L2([0, 1], dx)

No exemplo que segue faremos um estudo detalhado do operador fi% no espaco de Hilbert L2 ([0, 1], d:c), definindo-
o primeiramente em dominios adequados para depois obter os correspondentes fechos e suas extensoes autoadjuntas. A
relevancia dessas extensoes para a Mecanica Quéantica (de uma particula restrita ao intervalo unidimensional [0, 1] ou

em um circulo) seré discutida ao final.

Esse exemplo é também relevante, pois seu tratamento permite-nos fazer uso de praticamente todo o arsenal de
resultados obtidos no presente capitulo.

Exemplo 43.3 Seja H = LQ([O, 1], d:v). Como é usual, denotaremos por C([O7 1]) o conjunto das fungdes complexas continuas
no intervalo [0, 1] e denotaremos por C* ([07 1]) o conjunto das fung¢bes complexas continuas com derivada continua no mesmo
intervalo. No que segue, usaremos amiide o fato que LQ([O, 1], dx) C Ll([O, 1], d:v), assim como os fatos de C’([O, 1]) e
C' ([0, 1]) serem subespagos lineares densos em H. Seja D(T1) = C'([0, 1]) e seja Ty : D(T1) — H o operador definido por
(Tif)(x) = —if'(x), z € [0, 1].

Claramente, Cl([O, 1]) - LQ([O, 1], d:v) = H e claramente a imagem de Tp sao fungoes continuas em [0, 1] e, portanto,
elementos de H. Assim, T} é, de fato, um operador linear do subespaco C*! ([O, 1]) de LQ([O, 1], dm) em L2([07 1], dm).

Defina-se Tb : D(T3) — ¥, onde D(T3) = {¢ e ([0, 1])] $(0) = (1) = 0}, dado por Ta¢ := —i¢/. Claro estd que D(T3) é
um subespago linear e que D(T2) C D(T1). Como T» e T1 coincidem em D(T%), concluimos que T3 estende To: T> C T3.

T1 e T» ndo sio limitados. De fato, é facil ver que, para cada n € IN, as fungdes v, (z) := v/2sen(n7x) sdo elementos de D(T%)
e satisfazem anH =1le HTQT)nH = nm e, portanto, HTQUnH/HUnH nao é limitado em n. Como T» C T, isso evidentemente implica
que 77 também néo é limitado. Verifique essas afirmacoes!
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Notemos que D(T1) e D(T3) sdo densos em H e, portanto, seus adjuntos 77 e T3 estdo definidos em dominios D(T7) e D(T5),
respectivamente. No que segue obteremos em diversas etapas resultados sobre T3 e T5.
1. Th € fechavel.

Seja (u, v) € I'(T1) e seja (un, Thun) € I'(T1) um sequéncia de H @ H convergente a (u, v). Assim, em H temos os limites
limp—oo Un =1 € liMmn—oo T1UR = V.

Para todo ¢ € H valera
i (¢ Trun)ge = (@, )y -

Se, em particular, tomarmos ¢ € D(T%), valerd, por integragdo por partes,
1 1
. ! . . !
<¢, Tlun>% = 72/0 o(x)uy, (z) de = 2/0 o' (x)un(z) de = <72¢, un>% = <T2¢>, un>9{.

Logo, <¢, v>}( = <T2¢, u>%.

Essa igualdade diz-nos que u € D(T%) e que Tou = v. Assim, (u, v) = (u, Tyu) € I'(T5), provando que I'(T1) C T'(T5).
Logo, I'(T1) C F(TQ*) e como T3 é fechado (Teorema 43.1, pagina 2541), concluimos que T3 é fechdvel, por possuir uma extensao
fechada. Assim, existe o fecho Tievale Ty CTh C T5.

II. Ty € simétrico e, portanto, fechdvel.

Como Ty C T, concluimos de Th C Ty C Ty que To C T3, ou seja, que Th é simétrico e, portanto, fechavel e seu fecho To
existe.

II1. Vidrias relagoes entre fechos e adjuntos de Ty e Tb.
~ Como Ti ¢é fechdvel, pelo Teorema 43.2, pagina 2541, D(Ty) é densamente definido e, portanto, existe 77 e valem T1 = 77" e
(Th)" =1r.

Como T C Ti, tem-se também Ty C Ty (Proposicio 43.8, pagina 2541). Disso obtemos que D(T3) é também densamente

definido e, portanto, que T5™ existe e valem To = T5™ e (Tg)* =1T5.

Dessa forma, juntando resultados anteriores, estabelecemos também que (verifique!)
T, CTyh CTy eque T =T"CTf Ty = (T2)".

Essa tltima relacio mostra que Ts também é simétrico. Pelo Lema 43.4, pagina 2544, Ran (Tg:ﬁ: z) sdo ambos subespagos fechados
de H. Vamos determinda-los mais adiante.

IVa. Ty e Ty sdo simétricos, mas nao essencialmente autoadjuntos. To nao é autoadjunto.

Para ver isso, considere-se as funcdes ¢+ (x) = e, z € [0, 1]. E claro que ¢+ € D(T1). Como Ti C T5 (como estabelecemos
acima), temos que ¥+ € D(Ty) eque Ts o+ = Tip+ = fi(wi)/ = Fih+. Logo, P+ sdo vetores ndo-nulos tais que ¥+ € Ker (TQ* :ti).
Pelo item (b) do Teorema 43.5, pagina 2547, conclufmos que 7> nio é essencialmente autoadjunto. Assim, como Tz nio é
autoadjunto, pelo Teorema 43.4, pagina 2546, e pelo comentado acima, concluimos que Ran (Tg + z) sao ambos subespacos

fechados prdprios de H, pois pelo Teorema 43.2 e pelo Lema 43.4, paginas 2541 e 2544, respectivamente, tem-se Ran (Tg + z) =

Ran (Tg + z) = Ran (T2 + z) Esse fato, por sua vez, informa que T também ndo é essencialmente autoadjunto, devido ao item
(c) do Teorema 43.5, pagina 2547.

Nao sendo essencialmente autoadjuntos, T> e T> podem possuir multiplas extensoes autodjuntas. Vamos encontri-las mais
adiante.

IVb. Ty e Ty sio simétricos, mas ndo essencialmente autoadjuntos. To ndo é autoadjunto. Uma sequnda abordagem.
Uma outra abordagem equivalente para a mesma questao é a seguinte. Procuremos determinar Ran (T2 —¢). Se ¢» € Ran (T>—1),

entdo existe ¢ € D(T») tal que (T> — )¢ = 1), ou seja, tal que ¢’ + ¢ = ir). A solucdo dessa equagao diferencial, que pode ser
obtida por diversos métodos elementares, é

o(z) = e "¢(0) +iefz/ e’P(s) ds . (43.59)
0
Como procuramos solucées em D(T2) devemos impor ¢(0) = 0 e ¢(1) = 0. Essa segunda condicdo implica que (exp, 1), =
fol e(s) ds = 0, ou seja, que 1 pertenga ao complemento ortogonal do subespago gerado pela fungdo exponencial, subespago esse
que denotamos por [exp]. Assim, Ran (T: — i) C [exp]". De maneira totalmente andloga é possivel estabelecer que Ran (T + i) C

[1/ exp]t. Acima,
[exp] := {aez, a€ C} e [1/exp] = {aeﬂ”, a€ C} (43.60)

sa0 os subespagos unidimensionais de H gerados pelas fungoes e® e e, = € [0, 1], respectivamente.
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Como antes, esses fatos dizem que Ran (T =+ ¢) néo sdo densos em H e, portanto, 7> ndo é essencialmente autodjunto (item
(c) do Teorema 43.5, pagina 2547). Dessa forma, T> ndo pode ser autoadjunto. A argumentacio que T> ndo é essencialmente
autoadjunto é mesma acima.

Retornando a (43.59), é interessante ainda apontar para o seguinte. Como ¢ deve ser um elemento de ct ([07 1]), sua derivada
deve ser continua, o que nos informa que 1 deve ser continua. Assim, podemos afirmar mais precisamente que

Ran (T> —i) = C([0, 1]) N [exp]™ e que Ran (T 4 i) = c(lo, 1) N1/ exp] ™t
e (43.9), pagina 2539, obtemos que
Ker (T5 4+i) = [exp] eque Ker(Ty —i) = [1/exp].

Como (Tg)* =Ty, segue trivialmente que
Ker ((Tg)* + z) = [exp] eque Ker ((Tg)* - z) = [1/exp]. (43.61)

Esses sfo os espagos de deficiéncia do operador simétrico e fechado T» e, note-se, sio ambos unidimensionais.

Do fato j& mencionado que Ran (Tg + z) = Ran (Tg + i), concluimos que
Ran (Tg - z) = [exp]® eque Ran (T_2 + z) = [1/exp]*

V. Determinando o operador T,. O operador T» ndo é fechado.

Para estudar I'(7T%2) consideremos que se (¢, ¥) € I'(T2), entdo existe (a0 menos) uma sequéncia (¢n, Todn) € I'(T2), n € IN,
convergente em H & H a (¢, ).

Notemos que se £ € H, entdo para cada x € [0, 1] a integral fo s)ds existe, pois, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

/ "1 g(s)as| < ( A 1dt) ( I |s(s>|2ds) < ollélfe < €l < oo (13.62)

Essa desigualdade, em particular, informa que a fungao fo s)ds é um elemento de L? ([O, 1], dm) e que a aplicagao H > & —
13 €(s)ds é um operador limitado agindo em L*([0, 1], dx) .

Considere-se agora o operador de Volterra, definido no espago de Banach C([O7 1]) por (W f)(x fo t)dt. Esse operador
foi discutido no Exercicio E. 42.30, pdgina 2395, retomado no Exemplo 42.10 a pagina 2451, e tratado com mais generalidade a
pégina 2468. Sabemos daquela discussdo que W pode ser estendido a todo H = LQ([O 1], d:v) como um operador limitado e

compacto. Como de costume, denotaremos essa extensdo também por W. Como W e o operador H > & — fo s)ds coincidem
no subespago C ([0 1]) denso em L2 ([ 1], dm) concluimos que eles coincidem em toda parte como operadores hmltados agindo
em H e que (W¢)(z) = [ &(s)ds para todo £ € H e quase todo = € [0, 1].

Como ||[Ta¢n — v||5c — 0 quando n — oo, temos do fato de W ser limitado que lim,— o0 HW(T2¢n — 1) H = 0. Agora, como
¥
To¢n = —ig), é continua, tem-se para cada n € IN que (Wngbn)(x) = fi(cﬁn(x) — d)n(O)) = —ign(x), j& que ¢n € D(T3) e,

portanto, anula-se em 0. Com isso, estabelecemos que

0= JL%O“W(TQ¢n—¢)“ — lim ‘—iqﬁn—Wq/)H}(. (43.63)

H n— oo

Como ¢n, n € IN, é uma sequéncia convergente a ¢ em H concluimos de (43.63) que —i¢ = Ww.

A igualdade —i¢ = W1 é uma igualdade entre vetores de I e significa que —ig(x fo s)ds para quase todo z € [0, 1].
Como o lado esquerdo é uma fungédo continua, podemos modificar o lado direito em um conJunto de medida nula de modo a fazer
a igualdade valida em todo [0, 1]. Essa mesma igualdade, porém, afirma que —i¢’(x) = ¥ (z) quase em toda parte.

Esses fatos informam o seguinte:
1. Que —ig(x fo s)ds e, portanto, que ¢ é um elemento do espago linear AC([O 1]), o conjunto das fungoes ditas
absolutamente contmuas em [0, 1]. Tais fungdes podem ser definidas como as fungdes f : [0, 1] — C, continuas, com derivada

integravel de Lebesgue definida quase em toda parte e que satisfazem o Teorema Fundamental do Célculo: f(z) — f(0) =
Jo [/ (s)ds. Claro esta que C* ([0, 1]) € AC([0, 1]).

2. Quecb e X, p01s1/)e§{
3. Que —ig(z) = [ 1(s)ds implica ¢(0) = 0.
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4. Que
(43.62)
<l = Tagnllsc . (43.64)

/0 ((s) — (Tadn)(5)) ds

Agora, fol (Tepn)(s)ds = —i fol o (s)ds = fz'(cﬁn(l) — gbn(O)) = 0, pois ¢, € D(T2) e, portanto, anula-se em 0 e 1. Logo,

(43.64) informa que
1
‘ / P(s)ds
0

O lado esquerdo independe de n e o direito, por hipdtese, vai a zero quando n — oco. Disso concluimos que fol P(s)ds =0
e, portanto, ¢(1) = ifol P(s)ds = 0.

< Y — Tagpnlfoc -

Do exposto acima, concluimos que D(Tg) C Do, onde
Dy = {¢ € AC([0, 1]), com ¢(0) = ¢(1) =0 e ¢’ € L*([0, 1], dm)}

e também vale Th¢p = —i¢’ para toda ¢ € D(Tg) Demonstremos agora a inclusdo oposta: Dy C D(Tg)

Seja ¢ € Ds e seja ¢’ sua derivada quase em toda parte, a qual é Lebesgue integravel (pel_a definigdo das fungbes absolutamente
continuas) e de quadrado integrdvel (por hipétese). Desejamos provar que (¢, —i¢’) € I'(Tz). Como ¢’ € H e C([O7 1]) é denso
em H, existe uma sequéncia &, € C’([O, 1]) que converge a ¢’ na norma de H. Defina-se

on(z) = /Ozgn(s)ds—m/o &n(s)ds, nelN, ze€lo,1].

E claro que, para cada n € N vale ¢, € Cl([O, 1]) e que ¢n(0) = ¢n(1) = 0 e, portanto, ¢, € D(T2). Como f01 ¢'(s)ds =
¢(1) — ¢(0) = 0, podemos escrever, para z € [0, 1],

bul@) = o(@) = [ () =06 ds—a [ (6ulo) = ) ds. (43.65)

Portanto, por (43.62), Hqﬁn — qﬁH% < 2H§n — qﬁ'Hg{, mostrando que ¢, converge a ¢ na norma de H. Além disso, tem-se por (43.65),
1
G@) = (@) = &) =~ ¢'@) — [ (6als) — () ds
0
e novamente por (43.62) segue disso que Hqﬁ; - qﬁ/H}( < 2H§n - qﬁ/H}(, provando que também ¢!, converge a ¢’ na norma de .

Isso estabeleceu que para todo ¢ € D2 o par (9, —i@’) é o limite na norma de 3 @ 3 de uma sequéncia (¢n, —iy,) de T'(T»).
Logo, concluimos que (¢, i¢') € ['(Tz) = F(Tg) e, consequentemente, Dy C D(Tg)7 0 que, com o anteriormente obtido, implica

D(Tz) = Dy := {(;5 € AC([0, 1)), com ¢(0) = ¢(1) =0e ¢' € L*([0, 1], dm)} : (43.66)

Note-se que, como D(72) é um subconjunto préprio de D2, concluimos disso que T e T» sdo distintos, por terem dominios
distintos, e que, consequentemente, T> nao é fechado.

V1. Determinagao de D(TQ*).

Seja D1 o subespago linear de H definido por
Dy = {qﬁ € AC([0, 1]), com ¢’ € L*([0, 1], dm)} .

Claro estd que D(Tg) = Dy C D;. Seja ¢ € Dy. Para cada ¢ € D(T2) temos, por integracio por partes,

(6. Tobhe = =i [ G @) do = i [ F@wta) da=i(@000) - 500(0) = [ Z@@ () do = (=id, Vo

onde acima usamos que 1 (1) = 1(0) = 0, pois ¢ € D(T2). Assim, vemos que D1 C D(T5) e Ty [p,= —i-4L. Isso estabeleceu que
{(¢, —i¢'), € D1} C I(T3).

Usando o fato de I'(T5 ) ser fechado e procedendo de forma similar aquela que nos levou a identificagdo de D (T_g) pode-se demonstrar
que D(Tg*) C D1 e, portanto, que D(TQ*) =D;.

VII. Eztensoes autoadjuntas para Ts.
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Como dissemos, o operador simétrico e fechado T5> pode possuir miiltiplas extensées autodjuntas, que exibiremos em seguida.
Essas extensoes também podem ser determinadas por meio da teoria dos espagos de deficiéncia e disso trataremos mais tarde.

Seja $! o circulo unitério no plano complexo, centrado na origem: $' := {« € C com |a| = 1}. Para o € $*, defina-se
D(Va) = {¢> e AC([0, 1]) com ¢(1) = a(0) e com ¢' € L*([0, 1], dx)} C Dy = D(T3) .
Para a € $' defina-se agora o operador linear V,, : D(V4) — H por
Va¢ == —i¢', ¢ € D(Va). (43.67)

Como, para todo o € $, tem-se D(T») C D(Tg) = Dy C D(V,) estd claro que cada V., é uma extensio de T e de Ty.
Por simples integragdo por partes vé-se que, para ¢, ¢ € D(Va),

(00 Vahoe = (6 —it)ye = =i [ S @)t = i [ Tl do — (B~ FOWO) = (~ 6" ¥ = Vi V.

sendo que acima usamos que ¢(1)1h(1) = |a|*¢(0)¥(0) = $(0)¥(0) para cancelar os termos de superficie. A igualdade acima
estabeleceu que D(V,) C D(Va*) e que V,, C VJ, provando que V,, é simétrico.

Afirmamos que cada V,, é autodjunto. Para provar essa afirmacao tentemos determinar Ran (Vo =+ 7).

No caso de Ran (V, — i), seja ¢ € H, arbitrdrio. Afirmamos que a relagdo (Vo — i)¢ = 9 é satisfeita pela funcao de D(Va)

dada por
’ o(z) = ie ™ (M +/Oz e (s) ds) . (43.68)

ae —1
Antes de justificarmos de onde provém essa expressdo, comentemos o seguinte:

1. A funcado ¢ dada em (43.68) é absolutamente continua, pois, por hipétese, ¢ € LQ([O, 1], d:v) c L ([O, 1], d:v).

2. Como é possivel constatar diretamente de (43.68), ¢ satisfaz ¢(1) = a¢(0). Disso e do item anterior concluimos que
¢ € D(Va).

3. Como é possivel constatar diretamente de (43.68), ¢ satisfaz —i¢’ — i = 1), ou seja, (Vo — i)¢ = 1. Concluimos que para
cada 1) € H existe ¢ € D(V,) satisfazendo (Vo — )¢ = 9 e, portanto, Ran (Vo — i) = H.

Para demonstrar que Ran (V,, + i) = H procedemos similarmente, mas substituindo (43.68) por

o(z) = <M /Oe*S¢(s) ds). (43.69)

ae~ ! —1

Pelo Teorema 43.4, pagina 2546, conclui-se de Ran (V,, + ¢) = Ran (V, — i) = H que V, é autoadjunto.

Nota . As expressdes (43.68) e (43.69) ndo foram adivinhadas. Para justificar (43.68), por exemplo, consideramos a equa(;éo diferencial
ordindria nao-homogénea em [0, 1] dada por y'(z) + y(z) = if(z), com f continua. Multiplicando-a pelo fator integrante e*, obtemos
%(e"y(m)) = ie” f(z), donde se obtém, por integragio, e*y(z) — y(0) = zfo e®f(s)ds. Disso seque que ey(1l) — y(0) = zfol e‘f(s)ds =

i(exp, f)gc. Impondo-se a condigdo de contorno y(1) = ay(0), obtemos y(0) = z%

(exp, fg{
ae—1

. Inserindo isso de volta na expressdo para y(z),

obtemos y(z) = ie” ( + [o e f(s) ds) Essa é a inspiracdo para (43.68), que é obtida substituindo-se a fun¢éo continua f pela de

quadrado integravel v e verificando-se que a expressdo assim obtida estd bem definida e satisfaz as propriedades requeridas. &
VIIIL. As extensées autoadjuntas de Ty e os espagos de deficiéncia desse operador.
Vamos agora fazer uso do Teorema 43.6, pagina 2552, para determinar todas as extensoes autoadjuntas do operador simétrico

e fechado T e, portanto, de Ts. Para tal, notemos que os espacos de deficiéncia K4 (Tg), sao

Ky (T2) = Ker((Tg)*fi) a0y [1/exp] e K_(Tz) = Ker((Tg)*+z’) (1350 [exp]

e, assim, sdo unidimensionais e, portanto, unitariamente isomorfos. Hé, consequentemente, segundo o Teorema 43.6, pagina 2552,
extensoes autoadjuntas de T», todas parametrizadas por um operador unitério U : [1/exp] — [exp].

Todo 9 € K4 (TQ) = Ker ((TQ)* F z) é da forma ¥ (z) = ae™, x € [0, 1], com a € C. O operador unitédrio U : K4 (Tz) —

K (T2) é uma aplicagio unitéria entre os subespagos unidimensionais [1/ exp] e [exp] (definidos em (43.60)). Como esses subespagos
séo unidimensionais, os operadores unitarios que os mapeiam sao todos da forma'®

1/ exp ) exp
U _— = af—-— 43.70
( T ewi) = “Tesplx (43.70)

5Em (43.70), o operador U é expresso nos vetores unitarios (1/exp)/||1/exp||sc e exp /| exp||sc, que também geram [1/exp] e [exp],
respectivamente, para deixar evidente que U é uma isometria.
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para todo a € C, onde § € C com |B] = 1, ou seja, B € U(1), o grupo das matrizes unitdrias unidimensionais. E um exercicio
elementar (faga-o!) constatar que

1 -
1—e2 1 _
|lexp|lsc = edex = 1/ que ||1/exp|lax = / e 2rdr = 1/76 e que [/ expflac =e'.
0 2 [| exp [|2¢

Logo, U : [1/ exp] — [exp] é dada pela extensao linear a todo [exp] de

U(1/exp) = e '8 exp,
com Be€U(l)={B€C, |f| =1}, isto é U(e™™) = Bel#=1),

Nota. Escrevendo U(e™*) = Be’(lfz) podemos observar que U é a composigdo da transformagao de reversdo = — 1 — z, do intervalo [0, 1]
sobre si mesmo, e que é uma transformagdo unitéria discreta em L2([0, 1], dz) (e que mapeia bijetivamente [1/exp] sobre [exp]), com uma
transformagao do grupo U(1) , manifesta no produto pelo fator de fase S.

Segundo o Teorema 43.6, pagina 2552, as extensdes autoadjuntas Sy de T» sdo parametrizadas pelos unitarios U : K4 (Tg) —

X_ (Tg), 0s quais, por sua vez, sdo parametrizados por 8 € U(1). Por isso, passaremos a denotar Sz = Sy, com 8 € U(1). Segundo
(43.36), seu dominio é

D(S3) = {¢+ a(l/exp) +ae” 'Bexp, com p € D(T2) e a€ C} , (43.71)
com D(T:) dado em (43.66). Por (43.37), temos para todo a € C,

Sg(¢+ a(1/exp) + ae”'p exp) = Tap + ai(1/exp) — iae”'Bexp = fz'<¢> +a(1/exp) +ae B exp)/ . (43.72)

Essa relagdo mostra que Sg é simplesmente o operador de diferenciagdo em D(Sg) multiplicado por —i, tal como esperarfamos.
IX. Identificando as extensoes Sg com as extensoes V.

L Segundo o Teorema 43.6, pagina 2552, os operadores Sg sdo todas as extensdes autodjuntas do operador fechado e simétrico
T5. J4 haviamos, porém, encontrado acima as extensoes V. desse mesmo operador, definidos em (43.67). Fagamos agora algumas
consideracoes que nos permitirdo associar os operadores Sg aos operadores V.

Para B € U(1) e ¢ € D(T2), seja ¢ = ¢ + a(1/ exp) + ae” 'Bexp € D(Sp), ou seja, p(z) = ¢(z) + ae™* +ae ' Be”, x € [0, 1].
Teremos ¢(1) = a(e™" + B) e ¢(0) = a(1 + e 'B). Assim, para todo a € C tem-se (1) = ay(0), onde

_ef+1
= G1e -

(43.73)

Como |B| = 1, é elementar constatar (faga-o!) que também vale |a(B8)| = 1. A aplicagdo U(1) > 8 — «(B) € U(1), dada pela
transformacio de Mébius'® especificada em (43.73), é bijetora. De fato, a aplicacio é injetora, pois a igualdade 6’6:61 = e—,;% implica
(como facilmente se vé&) (e — 1)(8 — v) = 0, implicando 8 = 7. A sobrejetividade decorre da observacio que a transformagio de

Mobius B definida por
_oey—1
B(y) : e
também mapeia U(1) em si mesmo (verifique!) e que para todo v € U(1) tem-se (a o 3)(y) = v (verifique!). Assim, para todo
v € U(1), existe § € U(1) (a saber 8 = B(7)) tal que a(8) = =y, provando que a : U(1) — U(1) é sobrejetora e, portanto, bijetora
e, naturalmente, o~ = 3.

Com o comentado acima, ficamos propensos a acreditar que os operadores Sg e V4 (g) sejam idénticos. O préximo ponto é
provar a identificagdo dos dominios de ambos.

Para 8 € U(1), seja €5 := (1/exp) + e~ 'Bexp. Naturalmente, a s corresponde & funcio continua &g(z) := e~ + Be” 1,
z € [0, 1]. Como facilmente se constata, vale £5(1) = a(5)£3(0).

Por (43.71), os elementos de D(Sg) sdo da forma ¢o + a&s com a € C e ¢o € D(T%), com D(T2) dado em (43.66).

Reciprocamente, temos que se ¢ € D(Vq(5)) vale que xa 1= ¢ — a&s satisfaz xa(1) = ¢(1) — a&s(1) = a(B)(¢(0) — a&s(0)) =
a(B)xa(0). Como &(0) =1+ Be™! # 0, a escolha ag = ¢(0)/(1 + Be™') conduz a Xag(1) = Xa(0) = 0, 0 que faz de xq, um
elemento de D(T%) (vide (43.66)). Assim, todo elemento de D(Vq(s)) ¢ da forma xa, + (a — ao)és com xa, € D(T2). Como a— ao
¢ um elemento arbitrdrio de C, concluimos que D(Vq(g)) = D(Sg).

Finalmente, é claro com isso que Sg = V() para cada 8 € U(1), pois ambos os operadores atuam na mesma forma nos vetores
de D(Va(s)) = D(Ss), a saber, como —i-L.
X. Significado para a Mecanica Quantica.

16Propriedades das transformacdes de Mobius sdo apresentadas nos Exercicios E. 14.37 e E. 14.38, pagina 815.
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No contexto da Mecanica Quéantica o operador 71% é usualmente associado ao observavel momento linear e é o gerador do
grupo de translagoes. Como translagdes arbitrdrias ndo sdo uma simetria em um sistema mecénico limitado ao intervalo [0, 1]
nao seria de se esperar que esse gerador existisse como operador autoadjunto. Ha, porém, uma circunstancia em que essa simetria
pode ser instituida: se identificarmos os pontos 0 e 1, como em um circulo C (de raio 1/27). Nesse caso tem-se uma simetria
translacional continua (a de rotagoes em C' em torno de seu eixo de simetria) e podemos voltar a pensar na possibilidade de —i%
representar um observével: o momento angular, gerador dessas rotagdes. A condicdo ¢(1) = a¢(0), com « € U(1), a ser imposta
aos vetores do dominio da extensdo V,, também tem interpretacgio fisica: trata-se de uma holonomia de fase a ser atribuida as
fungdes de onda de uma particula eletricamente carregada movendo-se em C' na presenca, por exemplo, de um fluxo de campo
magnético por meio do disco circunscrito por C, onde a particula se move. A existéncia dessas fases é bem conhecida do chamado
efeito Bohm'”-Aharonov'®. Vide, e.g., [64]. Assim, a interpretacio da extensio autoadjunta Vi, é a de descrever o observavel
relacionado ao gerador das rotagdes (que pode ser entendido como uma componente do momento angular) para uma particula
carregada movendo-se em um circulo em meio ao qual ocorre a presenca de um fluxo de campo magnético ndo-nulo, que impée a

presenga do fator de fase a.

A interpretagdo acima descrita revela uma caracteristica comum a muitas extensoes autoadjuntas de operadores de relevancia
fisica: elas descrevem em muitos casos condigbes de contorno a serem impostas a fungdes de onda devido a condigdes geométricas
especiais ou a presenca de interagOes externas ao sistema. Essas extensdes tém, portanto, um claro significado fisico. ¢

"David Joseph Bohm (1917-1992).
18Yakir Aharonov (1932-).
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Apéndices

43.A Prova do Lema 43.6

Prova do Lema 43.6. Como D(T') C D(Ty), D(Ty) é denso em H. Para ¢’ + (U + 1)y e ¢ + (U + 1)y € D(Ty) Vamos
calcular

(¢'+ U+, Ty(p+ (U + 1)), = (¢'+ U +1), To—i(U — 1)), -

O lado direito pode ser expandido em quatro termos. Vamos calcular cada um deles

1. O primeiro termo é
<¢/7 T¢>j{ = <T¢/7 ¢>9c;
pois T' é simétrico e ¢ € D(T).

2. O segundo termo é
(¢, iU=1)), = —(¢, (U=T* W)y = —((T=i)¢, Uv)y (T, U)ot (T, )y = (TS, (U+L)),

Na primeira igualdade usamos que i) = T*, pois 1 € Ker (T* — ¢). Na tltima igualdade usamos o fato que
Ker (T* +4) = Ran (T — i)* para concluir que ((T'— )¢/, Uy), = 0.

3. O terceiro termo é

Na segunda igualdade usamos que T*¢' = i)/, pois ¢’ € Ker (T* — 7). Na ultima igualdade usamos o fato que
Ker (T* + i) = Ran (T — i) para concluir que (Uv’, (T — i)¢>j{ =0.

4. O quarto termo é —((U + 1)y, i(U — 1)1/)>H. Agora, ¢ trivial verificar que (U* —1)(U +1) = —(U* +1)(U —1).
Logo, o quarto termo pode ser escrito como 7<i(U -1y, (U+ 1)1/)>9{.

Reunindo os quatro resultados acima, podemos escrever

(¢ + (U + 1), Ty (¢+ (U + 1))y
= (T¢, @)gc + (T, (U+1))y +{ —i(U =1, ¢), + (—i(U -1y, (U+1)),,
= (T¢/ —i(U -1, ¢+ (U + 1)),

= (Tu (¢ + U +1)), ¢+ (U +1)),, .

Essa igualdade ¢é suficiente para concluirmos que Ty é simétrico. |



