Capitulo 46

Notas Sobre Mecanica Classica. II. Problemas e
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lidas separadamente em qualquer ordem. Os problemas tratados hdam com o movimento sob forgas centrais,
como o Problema de Kepler, de grande importancia na Mecanica Celeste e na Fisica Atdmica, com o movimento do piao
de Lagrange, com os chamados modos normais de oscilagao etc. Os métodos foram desenvolvidos no Capitulo 45 e servem
de ilustragao a teoria 14 desenvolvida. Iniciamos com os problemas histéricos da determinagao das curvas tautécrona e
braquistéocrona, cujas solugoes envolvem métodos variacionais. Recomendamos as mesmas referéncias listadas no inicio
do Capitulo 45. Para um compéndio de problemas, vide [279]. Para uma cole¢do extensa de notas histéricas sobre
diversos temas ligados & Mecéanica Celeste, vide [348].

46.1 As Curvas Tautécrona, Cicloide e Braquistécrona

A solugao do problema que aqui trataremos envolve a propriedade de covariancia das equacgoes de Euler-Lagrange por
mudancgas de coordenadas do Lagrangiano.
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Considere-se um ponto material de massa m movendo-se sob a acgdo de uma forga gravitacional constante (como nas
proximidades da superficie da Terra), em um plano vertical x — z, com z denotando o eixo vertical e = o eixo horizontal.
Vamos supor que o ponto material mova-se ao longo de uma curva (ac(r), z(T)) no plano, parametrizada por 7, com 7
em algum intervalo adequado de R. Como o ponto material se move ao longo de uma curva, trata-se de um sistema
unidimensional e seu Lagrangiano é

m,
L = EHUHQ—mgz.

Escrevendo-o em termos do parametro 7, ficamos com

or7) = 2 [(j—f@))Z (%(r)ﬂ 2~ mga(r)

Com isso, a trajetéria do sistema é descrita pela fun¢ao 7(¢) (com ¢ sendo o tempo). Desejamos determinar qual a curva
T (:c(T), z(T)) com a propriedade de admitir trajetérias peridédicas cujo periodo nao dependa das condigoes iniciais.

Para resolver isso, tenhamos em mente que o oscilador harmonico simples, com Lagrangiano %(x)Q — %xQ tem
precisamente essa propriedade: tem trajetorias periddicas cujo periodo nao depende das condigOes iniciais, mas apenas
dos parametros m e k, a saber, T' = 2mw\/m/k.

Inspirados nisso, teremos sucesso se pudermos escolher o parametro 7 e a curva 7 (:c(T), z(T)) de sorte que £ (T, T')
seja como o Lagrangiano do oscilador harmonico simples no parametro 7, ou seja, da forma L(T, %) = %(7")2 - %72.
Aqui, £ > 0 é uma constante, em principio arbitrédria, escolhida com a dimensao de comprimento. A constante ¢ pode

ser fixada de acordo com o periodo de movimento desejado Vide adiante.

(Z0) + (Zm) =1 (16.1)

z2(t) = —7°. (46.2)

Para tal, precisamos ter

De (46.2) temos % = Z e inserindo em (46.1), temos

dr
w0 = 1= (7)

Essa expressao nos mostra, en passant, que 7 deve ser limitada ao intervalo [—¢, /].

A solugao dessa equagao é z(7) = [ /1 — (7/£)?dr + ¢, onde ¢ é uma constante de integragao. Essa integral pode ser
calculada explicitamente (faga-o!), resultando em

x(r) = g (% 1- (%)2 + arcsen (%)) +ec.

Escolhendo z(0) = 0 (para que a curva tenha um minimo em (0, 0)) resulta em ¢ = 0 e assim, finalmente, a curva

procurada é
w120 = (- () o). () retea 3

O correspondente Lagrangiano é
m

. N2 m

L('r, 7') = 5(7) — 2—572 .
A correspondente equagao de Euler Lagrange tem por solucdo 7(t) = A cos(wt) + B sen(wt), com A e B sendo constantes
dependentes das condigoes iniciais e w = \/g_/ﬁ, resultando que o periodo de oscilagdo é T = 2mw+/{/g, quaisquer que
sejam as condigoes iniciais. Observe que T independe da massa m, em contraste com o que ocorre no oscilador harmoénico

simples.

Na curva (46.3) a varidvel horizontal x estende-se no intervalo [—¢n/4, ¢r/4] e a varidvel vertical z passeia no
intervalo [0, ¢/2]. E claro de (46.1) que o parametro 7, que descreve a curva, deve ser identificado com seu comprimento
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(comegando pelo ponto de minimo em (0, 0) e assumindo valores positivos (negativos) para > 0 (z < 0)). Fica claro
com isso que o comprimento total da curva é 2¢.

A curva (46.3) é denominada curva tautdcrona

cicloide. Vide Figura 46.1, pagina 2649.

, ou curva tautocrénica, ou ainda curva isécrona, e é uma curva

E. 46.1 Ezercicio. Os pontos da curva tautécrona (z(7), z2(7)) tém um limite finito quando 7 aproxima-se dos extremos =/.
Mostre, porém, que a derivada % diverge quando 7 aproxima-se de 4. o+

X \\..\\....- --""’_,v"‘ X

Figura 46.1: Esquerda: esquema aproximado de uma curva tautécrona (em azul). Direita: esquema do péndulo
isécrono de Huygens. A haste flexivel é indicada em vermelho em duas posigoes. Ela é pendurada no ponto P e é
limitada pelas curvas A e B (que, por coincidéncia, também séo cicloides), de sorte que seu ponto final, onde localiza-se
a massa m, mova-se sobre a curva tautécrona (pontilhada em azul).

e Relagao com a curva cicloide

A méxima altura (maximo valor de z(7)) da curva (46.3) é £/2, obtida para T = 4. Consideremos a curva (z(7), £/2—
z(r)), que é a curva original (46.3) refletida em torno do eixo horizontal e transladada verticalmente de ¢/2, com sua
altura maxima agora em 7 = 0. Consideremos também uma translagao horizontal de x(¢) = w¢/4 para a direita. Obtemos
assim a curva

(z1(7), 21(r)) = g(g 1= () + aresen (7) - T, 1—(%)2> . orel-t 4. (46.4)

Vide Figura 46.2, pagina 2650.

Fagamos em (46.4) a mudanca de parametrizagao 7/¢ = sen(f/2), para 6 € [—m, «|. Ficamos com

(z1(0), z1(0)) = g (sen(9/2) cos(0/2) + G_Tﬂ-, cos2(9/2))
- g(sen(ﬁ) +(0—7), cos(d) + 1) . fel-m .

Com a troca 8 — 6 + 7, ficamos finalmente com a parametrizacao

(21(0), 21(0)) = g(e— sen(d), 1 —cos(e)) . 6elo, 2n]. (46.5)

Observe-se que, com essa parametrizagao, vale z1(0) = %(9). Mais importante, observe-se que, definindo-se R := ¢/4,

Do grego “tauto” (mesmo, idéntico) + “khronos” (tempo).
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a relagao (46.5) fica
x1(0) RO cos(f)  sen(d) 0

(46.6)
z1(0) R —sen(f) cos(#) R

A interpretagdo disso é que o vetor (228;) = (9) é transladado de (%) e simultaneamente rodado em torno do ponto

(%) de um angulo 6 no sentido horério.

E. 46.2 Ezercicio. Justifique essa afirmac3o! o+

Uma cicloide é uma a curva definida no plano por um ponto de uma circunferéncia que rola sem deslizar sobre uma
reta horizontal. Vide o esquema da Figura 46.2, pdgina 2650. Para uma circunferéncia de raio £/4 uma tal curva pode
ser parametrizada como (46.5), com € sendo o angulo rodado pela circunferéncia. Verifique! Concluimos de (46.5) ou de
(46.6) que a curva tautécrona (46.3) é, a menos de uma reflexdo e translagoes, uma curva cicloide.

y4

3 21w X

Q

Figura 46.2: Em azul, curva cicloide de altura 2r e largura 27r. Em vermelho, circulo que roda para a direita, sem
deslizar, ao longo do eixo horizontal x, sendo 6 o angulo rodado a partir da posigao inicial, quando o centro do circulo
O encontra-se sobre o eixo vertical z. A distdncia a vale rsenf. A distdncia b vale 10 e ¢ = r — rcos#). Assim, as
coordenadas (z1(6), 21(0))) do ponto p da cicloide valem (ré — rsenf, r — rcos6).

E. 46.3 Ezercicio. Mostre que a &drea sob a curva cicloide da Figura 46.2, pagina 2650, é 3mr?. Esse resultado foi obtido
primeiramente por Torricelli? em 1644, usando métodos geométricos, e nio Célculo Diferencial e Integral, que surgiria posteriormente.
O resultado fora antecipado por medidas empiricas (!) da &rea, feitas por Galilei, do qual Torricelli fora discipulo. Mostre também que
o comprimento da mesma cicloide é 8r. o,

e Nota histérica

Curvas cicloides foram estudadas nos séculos XVI e XVII em conexao com as curvas tautécrona e braquistécrona,
mas eram conhecidas desde a Antiguidade. O nome cicloide foi cunhado por Galilei.

A curva tautécrona foi encontrada por Christiaan Huygens® em 1659, por outros meios. Huygens procurava construir

2Evangelista Torricelli (1608-1647).
3Christiaan Huygens (1629-1695).
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um péndulo cujo perfodo fosse independente da amplitude (isso s6 ocorre em péndulos normais para pequenas oscilagoes)
e essa procura levou-o a curva tautécrona.

Huygens inventara o relégio de péndulo em 1656 ou 1657 e apercebeu-se de um problema: o periodo do péndulo
varia com a amplitude, permanecendo constante apenas para pequenas oscilacoes. Sua ideia para resolver esse problema,
esquematizada na Figura 46.1, pagina 2649, foi a de produzir um péndulo cuja massa nao se movesse em um arco de
circulo, como os péndulos comuns. Para tal, concebeu que a haste do péndulo fosse flexivel e tivesse seu movimento
limitado por cima por duas curvas A e B, escolhidas de forma a garantir que a massa m sempre percorresse uma
tautocrona, garantindo assim a independéncia do periodo com a amplitude.

A intencao de Huygens era produzir um péndulo que pudesse ser empregado em barcos para a determinacao precisa
do tempo, mesmo sob balancos do mar, permitindo assim determinar a longitude na qual o barco encontrava-se, um
importante problema técnico de seu tempo do qual dependia o crescente trafego maritimo internacional*. Huygens
produziu e testou protétipos de seus péndulos isécronos e, em 1664, enviou-os em uma expedicao de ida e volta as ilhas
de Cabo Verde. Os resultados foram bons, mas o tempo mostrou que eles ndo operavam bem em mares mais agitados®.
Para a histéria do problema da longitude e sua solucéo, vide [434].

E. 46.4 FEzxercicio-desafio. Determine as curvas A e B e o ponto P da Figura 46.1, pagina 2649, para as quais a massa m mova-se
ao longo da curva tautécrona. A resposta é que A e B sdo cicloides. Sugestio: comece determinando a altura do ponto P e, assim, o
comprimento L da haste. Esse comprimento deve ser tal que o periodo do péndulo sob pequenas oscilagdes coincida com o periodo da
curva tautécrona. o,

A identificacao da curva tautécrona como uma cicloide foi anunciada pelo mesmo Huygens em 1673. O péndulo de
Huygens é por vezes denominado péndulo cicloidal. A curva tautécrona é também relacionada & curva braquistdcrona,
que fornece o caminho mais rapido para o movimento entre dois pontos sob um campo gravitacional constante.

e A curva braquistécrona

Considere-se um ponto material de massa m que seja restrito a mover-se no plano = — z (z sendo o eixo horizontal e z
o eixo vertical), sob a agdo de um campo gravitacional constante. Considere-se dois pontos p1 = (z1, z1) € p2 = (T2, 22)
nesse plano, sendo 1 < 3 e 21 > z3 (ou seja, a altura de p; é maior ou igual & de p3). Se pudermos restringir o
movimento do ponto material a uma curva no plano x — z que conecta p; a ps e se o ponto material for solto em repouso
de p1, qual seria a forma dessa curva para que o tempo percorrido pelo ponto material seja o menor possivel? Vide
Figura 46.3, pagina 2653.
7

Essa questdo foi levantada em 1696 por Johann Bernoulli®, que denominou a curva “braquistécrona””.

Sao conhecidas diversas solugbes desse problema, sendo as primeiras publicadas em 1697: a de seu irmao (e rival)
Jacob Bernoulli®, a de Leibniz?, a de L’Hopital'? e a de Isaac Newton (anonimamente), além da prépria solugdo de Johann
Bernoulli. Vamos apresentar uma solucao variacional desse problema mecanico, empregando resultados anteriormente
aqui obtidos. Essa solugao, desenvolvida independentemente por Euler e Lagrange em meados do século XVIII, foi uma
das primeiras solugoes de problemas matematicos a fazer uso do que viria a ser chamado Cdlculo de Variacades.

Seja a curva procurada descrita por uma funcdo z = f(z), com x; < & < z3. A energia cinética do ponto material

m

serd Z(i(t)? 4+ 2(t)?) = 2 [1 + f’(x(t))Q}jc(t)Q. Sua energia potencial é mgf(z(t)). Com isso, a energia mecanica do

4Se 0 barco possufsse um relégio confidvel, sua longitude podia ser determinada medindo-se a diferenca entre o tempo marcado no relégio
desde a passagem por um meridiano padrao e o tempo local, que podia ser obtido pela posi¢ao do Sol ao meio-dia ou pela posigao de estrelas.
Cada hora de diferenga apds a passagem pelo meridiano padrao, corresponde a 15° graus de longitude em relagao a esse meridiano. A escolha
de qual seria o meridiano padrdo é uma questao politica e, devido & influéncia do Império Britanico, adota-se atualmente o Meridiano de
Greenwich, que passa por uma vila com esse nome as margens do Tamisa, préoxima a Londres, onde localiza-se um Observatério Real. No
passado, varios outros padroes foram considerados. A dificuldade pratica nesse método estava em construir-se um relégio confidvel, problema
primeiramente resolvido por John Harrison (1693-1776), um relojoeiro autodidata. Vide [434].

5Vale comentar que o problema tinha multiplos aspectos. Mudancas de temperatura e pressao atmosférica podem afetar o funcionamento
de relégios mecénicos, alterando, por exemplo, qualidades dos Sleos lubrificantes empregados nesses dispositivos ou afetando as dimensées
de suas pegas. Mesmo variagbes na aceleragdo da gravidade local podem ter efeitos sensiveis em medigbes de tempo. Em um péndulo, por
exemplo, o perfodo é 2w+/¢/g, que depende de g, que apresenta variagdes ao longo da superficie da Terra, e do comprimento do péndulo ¢,
que pode variar com a temperatura. Juntos, esses efeitos tornavam as medidas de tempo e longitude muitos imprecisas para uso eficiente.

6 Johann Bernoulli (1667-1748).

"De “tempo” (khrénos) “mais curto” (brakhystds), em Grego.

8 Jacob Bernoulli (1654-1705).

9CGottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

10Guillaume Frangois Antoine, Marqués de 'Hopital (1661-1704).
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ponto material (que é constante ao longo do movimento) é
m ’ 2| . 2
B = Z 1+ (@)’ #(t) + mgf (a(t)) -

Eliminando #(t), temos

- 46.7
L+ f(()) e

sendo E' = E/(mg). Acima, escolhemos a raiz positiva da raiz quadrada sob o entendimento que, pelas hipéteses, a
particula se move da esquerda para a direita.

Como o ponto material é solto em repouso de pp, sua energia mecanica é £ = mgz;. Assim, é convenente definir-se
h(z):=E' — f(x) = z1 — f(x), com o que (46.7) fica

(46.8)

Observe-se que z; — f(x) > 0 durante o movimento pois, pela conservacao de energia, o ponto p; é o mais elevado da
trajetoria. Assim, a raiz quadrada, acima, estd bem definida.

Com isso, obtemos que o tempo T}, ,p, que o ponto material leva para percorrer a curva de py e py é

1 1+ w()?
T, = — ——dx. 46.
pP1—p2 \/E - h($) €z ( 6 9)

Com isso, o problema de determinar a curva braquistécrona transforma-se no problema de encontrar a funcao h que
minimiza o funcional do lado direito de (46.9), cuja Fungdo de Lagrange é

1+ (z)?

L(h, 1) = o)

(46.10)

(o fator 1/4/2g é irrelevante para o que segue). Poderiamos prosseguir daqui escrevendo as equages de Euler-Lagrange
correspondentes, o que é um tanto trabalhoso, mas existe um atalho. A Fungdo de Lagrange de (46.10) nao depende
explicitamente da varidvel independente z. Assim, aplica-se aqui a Identidade de Beltrami (45.176), pagina 2594 (lembrar

que aqui a varidvel independente é x, nao t), que afirma que a quantidade £L—h' gf; é uma constante, que, por conveniéncia,

escrevemos como 1/v/2R, sendo R > 0 constante:

0L
on’'

1+ 0 ()2 h'(x)? _ L 46.11
\/7 JU+ w@2)h) V2R e

Elevando-se ambos os lados ao quadrado, obtemos, apds algumas manipulagoes simples,

ZL (M), W' (z)) — K () (h(z), W (z) = —— .

Assim, temos

h(z)(1+ 1 (2)*) = 2R. (46.12)

Trata-se de uma equacao diferencial de primeira ordem para h. Para resolvé-la isolamos h’, obtendo

2
B (z)? = le)—l e, assim, rT—c = /L7

com c¢ sendo uma constante de integragao. Definindo-se u = h/(2R), temos

x—c = QR/\/Edu = 2R/sen(9/2)2d9 = R(G* sen(@)) )
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onde fizemos a mudanca de varidvel u = sen?(6/2) = (1 — cos(f)). Note-se aqui que § — sen(f) é uma fungao crescente
(sua derivada é 1 — cos(f) > 0 para 6 # 27n, n € Z) e, portanto, é inversivel, permitindo escrever 6(z). Como z é
limitada ao intervalo [x1, 23], a varidvel 6 é limitada correspondentemente a um intervalo que denotaremos por [61, 62].

Resumindo, escrevendo z e h(z) em termos de 6, temos
x = c+R(97 sen(@)) e h(z) = 2Ru = R(1—cos(d)) .

E novamente de se observar que

h(z(0)) = @xw) , (46.13)
como no caso da curva tautocrona.
A curva (z, h(z)) procurada, portanto, é
(c+ R(0 — sen(8)), R(1— cos(9))) , 0 € (61, 62] .

Comparando a (46.5), vemos que trata-se de um trecho da curva cicloide descrita em (46.5), com a identificacio R = %.
Assim, a curva braquistécrona é também obtida de uma cicloide com circulo gerador de raio R.

Se retornarmos as varidveis originais e escrevermos f(z) = z1 — h(z), temos que a curva procurada é
(c+ R(6 — sen(9)), z1 — R(1 —cos(d))) , 0 € [0(x1), O(x2)] . (46.14)

Verificamos, por comparagao, que trata-se de um trecho uma curva tautécrona (a menos de translagoes).

Desejamos agora fixar os parametros R, ¢, 61 e 02 de forma a impor que essa curva passe pelos pontos (z1, z1) (para
0 =61) e (x2, 22) (para 6 = 03). Devemos, assim, ter

r1 = c+ R(91 — sen(@l)), 21 = 21 — R(l — cos(@l)), T9 = c+ R(Gg — sen(@z)), 2o = 21 — R(l — cos(92)) .
A segunda relagao implica 67 = 0 e, com isso, a primeira relagao implica ¢ = x1. Assim, as duas ultimas ficam

cos(fz) — 1 2o — 21 2o — 21
= R= ——. 46.15
02 — sen(fs) Ty — T ¢ cos(f2) — 1 ( )

A primeira determina 65 (observar aqui que a funcdo (cos(f) — 1)/(6 — sen(f)) é inversivel no intervalo (0, 27], sendo
negativa nesse intervalo, o que vem ao encontro da hipStese que zo < 271) e a segunda determina R.

z

fire)

NO

Figura 46.3: Em azul, curva conectando os pontos p; e pa com a propriedade que um ponto material (em vermelho, com
velocidade v) partindo de p; e impulsionado pela forga da vertical da gravidade chega a ps no menor tempo possivel.
Como desenvolvido no texto, essa curva, denominada braquistocrona, é um pedago de uma cicloide, ou seja, de uma
tautécrona.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 46 2654/2825

Se retornarmos a (46.9) com (46.12), obtemos

R [? 1 (46.13) R
= 4/— & 19 Oy [ — |
e =4[5 / =y g/o h(x(0)) d9 2\

com 6 e R determinados em (46.15).

46.2 Movimento em Potenciais Centrais e o Problema de Ke-
pler

Nesta Secao trataremos da solucao de sistemas mecanicos que se movam sob a agao de forgas centrais, ou seja, de forcas
derivadas de potenciais que dependam apenas da distancia entre as particulas participantes. Trataremos de sistemas
de um ou dois pontos materiais sob tais forcas e comentaremos também alguns aspectos do que ocorre no caso de trés
pontos materiais. Problemas com forgas centrais sao sao de grande importancia na Mecéanica Celeste — particularmente
o chamado Problema de Kepler — e na Fisica Atomica.

Uma breve revisao de se¢bes conicas pode ser encontrada no Apéndice 46.A, pagina 2708.

e Nota histérica

O Problema de Kepler — a determinacao do movimento de pontos materiais sob a agao de uma forga que varie com o
inverso do quadrado da distancia — foi um dos mais importantes problemas da Histéria da Fisica e da Astronomia e sua
resolugao, atribuida a Newton e, parcialmente, a Hooke, contribuiu de forma decisiva para a aceitagao da Lei de Gravitacao
Universal, proposta por Newton, dando inicio a uma nova era da Astronomia. O feito mais importante foi provar que as
orbitas nesse caso seguiam secoes coOnicas, ou seja, circulos, elipses, pardbolas ou hipérboles. Que planetas descreviam
aproximadamente elipses em seu movimento, com o Sol em um de seus focos, foi constatado observacionalmente por
Kepler (Primeira Lei de Kepler) e divulgado por esse autor entre 1609 e 1619, junto com as duas outras leis do movimento
planetario que levam seu nome.

Certos aspectos do Problema de Kepler, como a determinagao aproximada da trajetéria como funcao do tempo, foram
tratados pelo proprio Kepler, antes mesmo das contribuigoes de Newton. Trataremos disso adiante.

Fazemos notar que, em situagoes reais, como no sistema solar, o fato de o movimento de planetas ser restrito a se¢oes
cOnicas nao é exato, pois as Orbitas podem ser perturbadas pela atragao dos outros planetas, pelo fato de Sol nao ser
exatamente esférico e sim uma esfera oblata (o que introduz corregoes & lei F' o —1/r%) e por efeitos da Teoria da
Relatividade Geral. O estudo dessas correcoes é objeto da Teoria de Perturbacoes.

46.2.1 O Problema de Um Corpo sob Forcas Centrais

Consideremos um ponto material de massa m movendo-se em R3, sendo 2 seu vetor-posicdo. Consideremos um sistema de
coordenadas Cartesianas fixo em R?, com versores ortogonais e1, e; e es, de sorte que escrevemos & = x'e; +z2e; +3es,

em termos de componentes acl, 2% e a3,

Trataremos aqui da situagao de particular interesse fisico na qual esse ponto material move-se sob um potencial
esfericamente simétrico, ou seja, da forma U (:Tc') = V(H:E'H), com V sendo uma funcao de uma varidvel, usualmente
suposta continua e diferencidvel por partes, V : (0, co) — R (em alguns casos o ponto 0 pode ser incluido no dominio de
V). Um tal potencial que dependa apenas de ||:E'|| é dito ser um potencial central e a forga por ele produzida é dita ser
uma for¢a central, ou campo central.

O Lagrangiano que descreve esse sistema mecanico é .Z (f, f) =4 Hf H2 — V(Hf H) e as correspondentes equagoes de
Euler-Lagrange sao
- Z(t)
miE(t) = =V'(||Z)|) ECIR (46.16)

as quais expressam a segunda lei de Newton para o problema, sendo o lado direito (a menos do sinal) a forga central
produzida pelo potencial V.
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Como % (:Tc’, :E) é invariante por rotacdes da coordenada Z, o momento angular [ =7 x (mf) é uma constante de
movimento. Isso decorre também diretamente de (46.16), pois £ = & x (mZ) = —Z x <V(H:E’H)HL:H) = 0, onde usamos
xr

que ExZ=0e que ¥ x & = 0. Esse fato permite-nos uma importante simplificacdo no tratamento do problema, que
passa a depender de duas possiveis situagoes:

1. Caso £ = 0. Nesse caso 7 e & sdo paralelos ao longo de todo o movimento (pois 7é constante) e (46.16) reduz-se a
um problema unidimensional.

2. Caso ¢ # 0. Nesse caso & e o vetor nao nulo ¢ sao ortogonais e como ¢ é constante, o vetor posicao T deve estar
sempre em um mesmo plano e a trajetoria deve ser planar.

e Caso [ #0

Vamos convencionar que £ aponta na direcio de ez do sistema de coordenadas Cartesiano adotado em R3 e que o

plano de movimento seja o plano 1—2, ou seja, ¥ = z'e; +a%e;. Temos também Z = i'e; +i%e; e £ = m(z'd? —2?3')es.

E conveniente adotarmos um sistema de coordenadas polares no plano 1 — 2, escrevendo

' = rcos(¢), 2 = rsen(¢),
onde r = \/(z1)% 4 (22)? e ¢ = arctan (2% /x'). Os correspondentes versores ortogonais desse sistema sao
e, = cos(p)e; + sen(p)es e e, = —sen(p)e; + cos(p)es . (46.17)

E fécil verificar que e, x e = es. De (46.17) segue também

d ; d ,
7 = pey, e 78 = —de, .
Dessa forma, temos
i = re,, (46.18)
I = re,.+rdey e (46.19)
Fo= (i-r(d)?)er+ (260 +71d)es . (46.20)
Consequentemente, temos
(= mZxT = mre, x (fe,«—i—rci)%) = mride, (46.21)
e, portanto, '
2 = m*ri(¢)?, (46.22)
onde

¢= .
Com isso, (46.16) fica m(r — r(qlb)Q)er + m(2r(,z5 + r(,zb) ey =—V’ (7") e,. Naturalmente, isso implica

m2rg+rd) = 0 e (46.23)

m(i"fr((,zlb)Q) = V(). (46.24)

A relagao (46.23) significa %% mrQq'b) =0, do que se conclui que mr2q5 é constante, que € a ja observada conservagao do

momento angular. A relagdo (46.24) pode ser escrita com uso de (46.22) como

62
mr = —V/(T)+ mr3 - - e/f(r)a onde ‘/ef(T‘) = V(’I") +

£2i

- 46.25
2m r2 ( )
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é o chamado potencial efetivo associado e esse problema de forca central.

A energia mecanica do sistema é dada por

E = ZE’+ve
(46.19) ™M (. N2
=0 (2 4r2(0)") + v
(16:22) ™ £l
B 2" +V(T)+2mr2
= %7‘”2 + Ve (r) . (46.26)

Resumindo, concluimos de (46.25) e de (46.26) que o movimento sob a agdo de uma forga central reduz-se, a um
movimento angular sob a conservagao do momento angular e a um movimento radial unidimensional sob o potencial
efetivo V.

e Solugao das equacgoes de movimento sob forgas centrais para 7 #0

A expressdo (46.26) permite-nos resolver a equagdo diferencial (46.25). De fato, isolando-se 7 em (46.26), temos
72 = 2 (E — Vet(r)). Assim, em um trecho da trajetéria em que 7 > 0, temos

= %(E V() - (46.27)

Isso é um exemplo de uma equacao separavel, cuja solucao geral é exposta na Secao 13.3, pagina 700. Segue que

vre= [[2(rver- S0 (16.29)

sendo ¢ uma constante de integracdo. A determinacao da integral do lado direito permite expressar a solugao da equacao
diferencial (46.25). Se a integral do lado direito, que denotaremos por F, for uma funcdo inversivel em algum intervalo,
teremos a solugao r(t) = F~1(t + ¢). Veremos essas ideias em agao no caso do Problema de Kepler, adiante. E de se
observar que a solugdo oferecida em (46.28) depende das constantes de movimento E e /.

De (46.28) se extrai, por exemplo, que

T2 T2 2 —1/2
Ty = / ! dr = / {3 (E -V(r)— E_%)} dr ,
n 2 (B = V() motm 2mr

onde T1_,2 é 0 tempo necessdrio para o ponto material transitar de r a ro (com 9 > r1).

Para um movimento em sentido anti-hordrio a relagao (46.21), pagina 2655, diz-nos que
= mr?¢ (46.29)

o que nos fornece ¢(t) a partir da integral de ¢/ (mr(t)Q) na variavel t. Em muitos, casos, porém, ¢ mais importante
determinar a relagao entre r e ¢, ou seja, a curva no espago descrita pelo movimento.

Vamos supor que haja algum intervalo de tempo onde as fungoes t — r(t) e t — ¢(t) sejam bijetoras (o que é de se
supor com as hipéteses que fazemos sobre o potencial)''. Podemos entdo, nesse intervalo, escrever ¢ como funcio de r
na forma de uma fun¢do ¢(r), especificamente, ¢(t) = ¢(r(t)), e valerd

W 2 (B Valr®))

1A limitacdo a um intervalo é devida & possibilidade de autocruzamentos da trajetéria.

d q-bt (46.27), (46.29) l
2om) - 48
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e, assim,

m 1
p(r) = c+€\/; 7~2\/E—V(7~) — dr, (46.30)

2m r2

com ¢ sendo uma constante de integracdo. A integral em r do lado direito fornecerd (r) e, assim, a curva no espago
descrita pelo movimento. Exibiremos um céalculo explicito no caso do Problema de Kepler, adiante.

46.2.2 O Problema de Dois Corpos sob Forcas Centrais

Consideremos dois pontos materiais com massas 1m1 e ms e vetores-posigao T e ¥'s, respectivamente, se movimentando no
espago R3 sob um potencial U(fl, fg) = V(Hfg — T H) E conveniente tratar esse sistema introduzindo as coordenadas
Yi=Ts — 71 e X 1= ﬁ(mlfl + mgfg), onde M := mj + ma. A coordenada X é a coordenada do centro de massa do
par de pontos materiais. Com isso, obtém-se
- > ma = > my
T = X ——y e 2 = X+ —y
M M7’

1

como facilmente se verifica. Analogamente, para as velocidades temos 71 = X — T2 e T = X + 7}¢. Assim, a energia

cinética desse sistema pode ser escrita, apds cancelamentos triviais, como
mips 2 M2z (2 M\ S22
T = Slall + 2l = S IX1+ Sl
2 2 2 2

(verifique!) onde p := myms/M é denominada massa reduzida (ou efetiva) do par de pontos materiais. Com isso,

podemos escrever o Lagrangiano do sistema nas novas coordenadas X, X, i/ e ¢:

M
2

— N .

X(X, X, v, 37) = fcm()?, )'?)Jr.iﬂr(gj', 37) ,  sendo gcm()?, X) =

2012
11

SN L M2 o
e L ) = LlE-v (i)
Podemos interpretar essas relagoes como afirmando que o movimento do centro de massa X ¢ independente do movimento

da coordenada relativa ¥, o primeiro sendo regido pelo Lagrangiano %, ()2 , X ) e o segundo pelo Lagrangiano %, (37, gj’)

As correspondentes equacoes de Euler-Lagrange nos informam que o momento total M X é uma constante de movimento
(lembrar que %, independe de X e, portanto, o momento generalizado associado é conservado) e que

=

uit = ~v'(lal) (46.31)

Como se vé, esse problema ¢ idéntico ao de uma particula de massa p movendo-se sob um potencial central, como em
(46.16), pagina 2654. O momento angular ¢ = ¥ X (ug) é uma constante de movimento (o que decorre também de

<y

%, (gj’, gj’) ser invariante por rotagoes da coordenada %), assim como a energia mecénica E = %HQ'HQ + V(ng’H)

A equacgao para a coordenada radial r = ng’” é fornecida como em em (46.28), pagina 2656:

vie= [[E(eve- 20w (16.22)

sendo necessario inverter a funcao de r do lado direito. Discutiremos isso com mais detalhe no caso do Problema de
Kepler, adiante.

46.2.3 O Problema de Kepler. Determinacao das Orbitas

O Problema de Kepler consiste em determinar a solugao da equagao de movimento no caso de um potencial da forma
V(r)= =2, com Kk >0 (potencial atrativo) na regido r > 0. Esse é um problema de grande importancia na Fisica e que
encontra aplicacoes na Mecanica Celeste e no Eletromagnetismo (forca de Coulomb!?).

12Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806).
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e Analise qualitativa do movimento

_k

O potencial efetivo é dado por V¢ (7“) =—2+ 5—2%2 E relevante analisarmos o gréafico dessa funcio na regiao r > 0.
Ele encontra-se representado na Figura 46.4, pagina 2658.

Vet

Tmin Tmax

Figura 46.4: O potencial efetivo Vee(r) = —£ + é_;%? Sao indicados (em azul) dois niveis de energia, (1) um para
Enin < E <0, sendo Epin 1= 7%%2 (Emin € o valor de Vit no seu minimo r., dados em (46.33); e outro para (2)

E > 0. Para cada valor de E o movimento se da na regiao na qual Vet (r) < E. No caso F = E,,;,, o movimento é circular
com raio r.. No caso (1), o movimento é limitado ao intervalo i <7 < rpeq (com 7, /maz dados em (46.34)). No
caso (2) o movimento é ilimitado, havendo apenas um valor minimo para r. O mesmo se dd caso E = 0. Como veremos,
a Orbita é circular caso E = Fp,;n, eliptica caso F,, < E < 0, parabdlica caso F = 0 e hiperbélica caso E > 0.

O minimo de V¢ (7") se da 7. no ponto onde V; (rc) = 0, que vem a ser

02 L pr®
e = — , sendo que Vet(re) = -5

o 5 (46.33)

como se verifica facilmente. De (46.26), pagina 2656, concluimos que

1,Lm2
E > ———.
- 2 /2

A Figura 46.4, pagina 2658, ajuda-nos também a entender qualitativamente como sdo as trajetérias. H4 quatro casos
a se considerar:

2
12 Caso F = 75%. Devido a (46.26), esse caso s6 ocorre se trajetéria for tal que r(t) = r. para todo ¢, e, portanto,
7(t) = 0 também para todo ¢. Dessa forma, trajetéria é um circulo de raio ., e 0 movimento se d4 com velocidade
angular, também constante no tempo,

. l k>
¢(t) = 2 = 3

como segue de (46.29), pagina 2656, e de (46.33).

2
2¢  Caso f%“eiz < E < 0. O movimento é radialmente limitado e se da na regiao rpin < 7 < Tmaez- Os pontos

Timin/maz S40 pontos de retorno, ou seja, sdo pontos da trajetéria em que Vit(r) = E (e, portanto, 7 = 0). Como



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 46 2659/2825

facilmente se vé, a equacao algébrica Ver(r) = E tem por solugdes nesse caso

—K+ /K2 + —2?2 —K — /K2 + —2?2
) (46.34)

Tmin = 2F Tmax = 2F

Como veremos, a trajetéria nesse caso é fechada e se dd em uma elipse.

3% (Caso E = 0. O movimento nao é mais radialmente limitado e se d4 na regiao r > 7, onde agora o ponto de
retorno, onde Vie(r) = E = 0, é tnico e vale
EQ

R 46.35
2 (46.35)

Tmin =

A s0lugao 7y, pode ser obtida de ry,;, dada em (46.34) tomando-se o limite E — 0_. Nesse caso, 0 mesmo limite
para Tmae. diverge. A trajetdria nesse caso é aberta e, como veremos, se d4 em uma pardbola.

4% Caso E > 0. O movimento nao é mais radialmente limitado e se d4 na regiao r > 7, onde agora o ponto de

retorno, onde Ver(r) = E > 0, é tnico e vale
—Kk + /H2 + 2E02
Tmin = oF a . (4636)

Trata-se da mesma expressdao que em (46.34), mas aqui terfamos r,q., < 0 e essa solugdo, portanto, deve ser
excluida. A trajetdria nesse caso é aberta e, como veremos, se dé em uma hipérbole.

e Determinagao das orbitas

Nesse caso, a integral do lado direito de (46.30) pode ser calculada explicitamente e sua inversa pode ser determinada.

02 1
o(r) R dr

= T 62 2 _1/2
A [E +ry— @yﬂ dy . (46.37)

Escrevemos, completando quadrados,
L2 kB
2 Y= Ky am

0 K2
E—i—fﬁy—ﬂyQ: (E—I—M—) [1—22}, onde z = 1
(B+4%)

202

Verifique! Inserindo isso em (46.37), ficamos com

e(r) = C/[l 722]71/2 dz = ¢ + arccos(z) ,

onde ¢’ é também uma constante de integragdo. Consequentemente,

Sl

_ Ep
[

o(r) = ¢ + arccos : (46.38)

1/2
(Q,uE + “Zfz)

Com isso, temos, finalmente,

; = l+ecos(p—¢), (46.39)
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onde

2 2F02
p = — e e = 1+ .

o = (46.40)

Verifique! Como demonstraremos adiante e na Segdo 46.A.4, pagina 2711, a equagdo (46.39) mostra que as drbitas
possiveis sao se¢oes conicas, i.e., circulos, elipses, pardbolas ou hipérboles, a depender do valor de e. Vide também Secao
46.A para uma revisdo dos conceitos geométricos necessérios.

A grandeza adimensional e é denominada excentricidade da orbita e a grandeza p é denominada parametro da cénica,
ou ainda semi-latus rectum, na Geometrial®. Pela expressio (46.40), p possui dimensido de comprimento e é tal que
p/(1+e) é a distancia & origem do periastro, ou peridpside!* da érbita, ou seja, o minimo valor de r como fungao de ¢,
e que é alcancado quando ¢ = ¢’. Vide adiante. Em fungao disso, podemos convencionar que ¢’ = 0, o que significa que
a coordenada angular ¢ é medida a partir da linha onde r assume seu valor minimo.

Na linguagem da Mecénica Celeste, o angulo ¢ é denominado anomalia verdadeira, ou anomalia real, e mede o angulo
a partir da origem (do Sol, no caso do sistema solar) entre a posi¢do de um planeta e a posi¢do na qual a distancia deste
ao Sol é minima (periastro).

As coordenadas Cartesianas da érbita (x, y), centradas na origem e com o eixo x apontando no sentido que liga a
origem ao periastro, podem ser facilmente relacionadas a r e ¢, pois = r cos(p). Tem-se

_ — )2
x = rcos(p) (639 P e y = Vr2—z2 = y/r2 - M (46.41)

e e?
Verifique!

Observe-se que, em geral, e > 0. Novamente, ha quatro casos a se analisar. Os fatos relevantes sobre segoes conicas
sdo apresentados nos Apéndices 46.A, pagina 2708, e 46.A.4, pagina 2711.

2
(a) Caso e = 0. Isso se da somente se I/ = —57%-, 0 que ocorre com uma érbita circular. De fato, vé-se de (46.39) que
r = p, constante, e o movimento é circular. Comparando-se a (46.33) vé-se sem surpresa que p = r.. O angulo ¢
pode assumir todos os valores no intervalo semiaberto (—m, 7.

2
(b) Caso 0 < e < 1. Isso se da somente se —47 < E < 0 e nesse caso a trajetéria ¢ eliptica. De fato, a expressao
(46.39) no caso 0 < e < 1 representa uma elipse. O adngulo ¢ pode assumir todos os valores no intervalo semiaberto
(—m, =

Os pontos focais encontram-se nas posicoes (0, 0) e (7 12_":2, 0).

(c) Caso e =1. Isso se dd somente se E = 0 e nesse caso a trajetéria é érbita parabdlica. De fato, a expressao (46.39)
no caso e = 1 representa uma parébola, cujo foco localiza-se em (0, 0). O dngulo ¢ pode assumir todos os valores
no intervalo aberto (—m, ).

(d) Casoe > 1. Issose dd somente se E > 0 e nesse caso a trajetdria é érbita hiperbdlica. De fato, a expressio (46.39) no
caso e > 1 representa uma hipérbole. Os focos da hipérbole estao localizados nos pontos (0, 0) e (2pe/ (e2 — 1), 0).
O angulo ¢ pode assumir todos os valores no intervalo aberto (—¢g, ¢o), onde ¢y = arccos ( -1/ e).

E de se observar que a origem, o ponto (0, 0) do plano = — y, é sempre um ponto focal das conicas que descrevem as
orbitas do Problema de Kepler.

130 semi-latus rectum de uma cénica é a metade do comprimento do segmento ortogonal ao semieixo maior que passa pelo ponto focal e
intercepta a conica. Vide Secao 46.A, pagina 2708.

14Segundo os diciondrios o periastro, ou perigpside, “é o ponto da érbita de um corpo celeste ou de uma nave espacial, em que ele se encontra,
mais préximo do astro em torno do qual gravita” [349]. Dependendo dos astros envolvidos, outros nomes podem ser adotados: periélio para o
movimento da Terra, ou quaisquer outros planetas, em torno do Sol; perigeu para o movimento da Lua ou de satélites artificiais em torno da
Terra; periselene ou perilunio para o movimento de satélites ou naves espaciais em torno da Lua; perizene ou perijove para o movimento de
satélites em torno de Jupiter; periares para o movimento de satélites em torno de Marte; pericrone para o movimento de satélites em torno
de Saturno; perigalacticon para o movimento de estrelas em torno do centro da galdxia a que pertencem etc.
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46.2.4 O Problema de Kepler. Determinagao das Trajetorias. A Equacao
de Kepler

Aqui damos continuidade a Secao 46.2.3, pagina 2657, tratando agora de obter as trajetérias como funcao do tempo, uma
questdo de grande relevancia na Astronomia Planetdria, no estudo do movimento de satélites artificiais, naves especiais,

Astrondutica ete.

e A trajetéria como fungao do tempo. Uma primeira abordagem

Em primeiro lugar observemos que obteremos a fungéo ¢(t) por meio da relagao

o(t) = o(r(t))
com ¢(r) dada em (46.38) (podemos adotar ¢ = 0) e r(t) obtida por (46.32). Para o Problema de Kepler, a relagao

(46.32) fica
2 ko2 1\] 2

A integral do lado direito pode ser calculada de forma explicita'®. O resultado sendo:

rofu K jp 1 1 E— 2£
¢ = . /BEE_-Vv — —/E——argtanh | ——=———2—_ | , E>0, 46.43
e 5\ 3 () = 5 \ 2 ez retan (@ E — Vet (r) b (16.43)
r fu ko fu 1 1 E— 3
t+e = —JE(BE-vir) = _\/ii arctan r , ara F <0, 46.44
5\ 2! (1) = 313 (—E)3/2 <w/—E VE = Ve (r) P (4644
t+ L2 (¢ + kpr) e E=0 (46.45)
= e - e r - *
c 32\ % wur)y[er =52, para ,

sendo as expressoes acima sempre vélidas para valores de r para os quais Ver(r) < E.

Nos casos E > 0 e E < 0 nao é possivel, infelizmente, inverter a funcao do lado direito de forma explicita, isto é sem
uso de fungoes transcendentes, de modo a se obter r(¢). No caso parabdlico, E = 0, a inversdo é mais facil, mas ainda
assim envolve a resolucao de uma equagao algébrica de terceiro grau para r.

O problema de obter r(¢) nesses casos foi tratado por Kepler (para o caso eliptico, sem uso de Célculo Diferencial), que
elaborou um método engenhoso de aborda-lo, introduzindo certos parametros que permitem a inversao apds a resolucao
de uma equagéo transcendente (no caso eliptico e hiperbdlico; no caso parabdlico a solu¢do da equagdo é explicita). Em
sua andlise, Kepler fez uso de suas trés Leis e de ideias geométricas, mas é mais interessante hoje apresentarmos seus
resultados de outra forma, como apresentamos a seguir.

e A trajetdria como fungao do tempo. Uma abordagem paramétrica e a equagao de Kepler

Como comentamos, a tentativa de usar (46.42) para escrever-se uma expressio para a trajetéria, expressando r e ¢
como funcgao de t, conduz a equagoes transcendentes que nao podem ser expressas em termos de fungoes elementares.
Kepler enfrentou problemas similares, que resolveu com uso de uma parametrizagao conveniente que motivou geometri-
camente. Apresentaremos agora essa parametrizacao, mas que obteremos do uso do Célculo Diferencial e Integral. Ha
trés casos a considerar:

1. Caso circular ou eliptico, com E,,;, < E <0, sendo E,,;, ‘= —%“2—'22.

O primeiro passo ¢é escrever (46.42) na forma

[ rdr
t = 2|E|/ —— = (46.46)
\/—r +Wr—

2u| B

150 célculo é trabalhoso e seus detalhes ndo serdo apresentados aqui, podendo ser feitos com consulta a tabelas de integrais ou por meio de
programas de computacao algébrica.
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Verifique! Como antes, definimos

2 2|E|¢2 p K p 1
= — e = 4/1— , a = = — e b := = , (46.47
R puts? 1—e?  2[E| Vi—e?  \/2u|E| (10:47)

com o que, temos

e 2 2
—— = pa = a“(l—¢€%). (46.48)
2u|E| ( )
Com isso, temos de (46.34)
Trmin = 1ie:a(lfe) e Tmar = lge:a(lJre).
Verifique! Vale notar aqui que
Tmin + Tmaz = 2a )

0 que é plenamente coerente com a interpretacao de 2a como eixo maior da elipse.
A relagdo (46.46) fica

d
;- [Ha rar , (46.49)
Kk J y/a%e? — (r —a)?
Nesse ponto introduzimos a parametrizagao de Kepler, escrevendo
r = a(l—ecos(¢)) . (46.50)

O pardmetro ¢ variard entre 0 a 27, sendo que no intervalo [0, 7], r varia entre os valores a(l - e) = Timin €
a(1+e) = r'mas. Introduzindo a mudanga de varidveis (46.50) em (46.49), temos

t = \/%ﬁ/(lecos(g)) d¢
t= e esen(©) = 5 [ (6 esen(e) (46.51)

A constante de integragao foi escolhida de sorte que t = 0 quando & = 0, ou seja, quando r = 4, € 0 ponto
material se encontra no periastro da orbita.

e, portanto,

A equagdo (46.51) é denominada equagcao de Kepler e a fungdo K (&) := & — esen(€) que surge em (46.51) é
denominada func¢do de Kepler. Na linguagem da Mecanica Celeste, £ é denominado anomalia excéntrica e K (&) é
denominado anomalia média. Ambas as grandezas tém interpretacées geométrica, introduzidas por Kepler, mas
essas nao sio relevantes aqui®. A funcio K : R — R ¢ inversivel, pois K’(£) = 1 — ecos(§) > 0 para todo £ € R
(lembrar que 0 < e < 1), o que permite escrever ¢ como fungao de t em (46.51). A fungao K~ : R — R é uma
funcao transcendente, mas pode ser facilmente calculada numericamente, e por diversos outros métodos, com alta
precisdo (para uma referéncia, vide [91]). No caso de 6rbita circular, com e = 0, a fungdo K é simplesmente a

funcao identidade: K (§) = €.
Assim, no caso geral, teremos
1 (2 [2|E)?
t) = K1 =/ ——t 46.52
o - o (20 o
2 [2|E3
r(t) = a [1 —ecos <K1 <— Lt))] . (46.53)
s\ n

16Supondo-a circular ou eliptica, a anomalia média, por exemplo, é o arco de uma circunferéncia de raio a (o semieixo maior da elipse)
centrada no centro da elipse, que o ponto material descreveria desde sua passagem pelo periastro no instante 0 até o instante ¢ se estivesse se
movendo com a velocidade angular média da trajetéria real, 27 /T, onde T é o periodo da érbita.

e, por (46.50),
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Além disso,
o(t) = o(r(t)) (46.54)

com ¢ dado em fungdo de r em (46.38) (adotamos ¢’ = 0). A expressdo para ¢(t) assim obtida ndo é muito
iluminante, mas é explicita e é util em cdlculos astronémicos. Mais interessante é utilizar o parametro de Kepler £
para expressar as coordenadas Cartesianas (z, y) da 6rbita.

Para x temos que 2 = 7cos(p) e, com uso de (46.39), obtemos x = #-*. Com isso e com (46.50), obtemos apés
algumas contas simples,

z(&) = a(cos(&) —e) .

Como z2 + y? — r?, temos também

y(€) = av1—e?sen(f) = bsen(€).
Verifique!
Assim, em coordenadas Cartesianas a trajetoria é

(x(t)v y(t)) = a ( cos [K‘l (%@t) —e, Ve2 —1lsen lK_l <%\/£f|3t>

Como K (& +2m) = K(§) + 2w, percebemos das diversas férmulas acima, por exemplo, de (46.51), que o periodo da

trajetdria é
T = km L
2|E[3

42
TH 3

) . (46.55)

e com uso de (46.47), obtemos

T2 =
K

(lembrar que a é o semieixo maior da elipse). O leitor hd de identificar essa relacdo com a Terceira Lei de Kepler,
ja aludida em (45.255), pagina 2619, em nosso tratamento da similitude mecéanica da Segao 45.6.3, pagina 2618.

2. Caso parabdlico, com E = 0.
Para E = 0 a relagao (46.42), pagina 2661, fica

1 rdr
t = /— , 46.56
Vi | 7= (16.56)

2 . . . ’ . . ~
onde p = %. Seguindo as mesmas ideias do caso eliptico, procuramos uma parametrizacao adequada para r.
Sugere-se escrever

P oy _ P 1

r = 5(1+tan(§/2) ) = 3 cos(€/2)2 (46.57)

com £ € (—m, 7). A equagao (46.56) fica
[ p\32 1+ tan(£/2)%\ tan(£/2)
t=1/5:(3) / ( tan(&/2) ) coste /2 &
/up sen [ 1
~ Viex [/ cos(£/2)? dt + /cos ] =2 165 [tan(f/Z) gtan(§/2)3

Assim, ,

t = %% {tan(§/2)+ %tan(§/2)3] . (46.58)

A equacdo (46.58) é a andloga & equacgao de Kepler (46.51), mas é denominada equacdo de Barker'”.

7"Thomas Barker (1722-1809). Trabalho original: “An Account of the Discoveries concerning Comets, with the Way to find their Orbits,
and some Improvements in constructing and calculating their Places”, de 1757.
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O parametro ¢ é aqui também denominado anomalia excéntrica e varia no intervalo (—m, 7), divergindo nos
extremos. A fungdo de Barker B : (—m, m) — R dada por B(£) := tan(£/2) + % tan(£/2)3 é inversivel, pois
B'(§) =1/(2cos(£/2)*) > 0 em (—m, m). Ao contrério do que ocorre no caso eliptico, a inversa B! : R — (-, )
pode ser expressa em termos de fungoes elementares. Mostremos como isso se faz.

Seja a equacao B(&) = y, ou seja, tan(£/2) + %tan(§/2)3 = y. Definindo v = tan(£/2), temos a equagédo cibica
v +3v—3y = 0.

Sua tnica solucdo real é fornecida pela bem conhecida férmula de Cardano'® (para sua deducao, vide e.g., [455]),
com a qual obtemos

1/3 1/3
S AP v S IR PR L
-2V VY 2Y "\ Y
Verifique! E um exercicio banal verificar também que
1/3 ~1/3
> \/924-1 = > +\/92+1
2y 4y = 29 4y )
de sorte que também podemos escrever
1/3 ~1/3
; + Dy2 +1 ; + 2y +1
v o= — — — | = —
2/ T\ 1Y 2/ T\ Y
Assim, obtemos
1/3 -1/3
3 9 3 9 1
¢ = 2arctan(v) = 2arctan §y+ Zy2+1 — §y+ Zy2+1 = B (y).

2
No caso da equagao (46.58), temos y = at, com « := 2’%. Portanto, temos a solugao explicita

1/3 -1/3

3 9 3 9
£(t) = B7'(at) = 2arctan 5041f+ Z(at)Q—i—l - aat—i— Z(at)Q—i—l (46.59)

Por (46.57), temos
p p
= = . 46.60
" 2cos(£/2)? 1+ cos(&) ( )
Porém, (46.39) para o caso E = 0 (ou seja, e = 1), informa que 7 = p/(1 + cos(¢)) (novamente, adotamos ¢’ = 0).

Por comparacgao, concluimos que

¢ =g, (46.61)
o que nos informa que, no caso parabdlico, a anomalia verdadeira coincide com a anomalia excéntrica.
Observemos agora que de (46.60), (46.59) e (46.61) extraimos
72 1
r(t) = — . ) (46.62)
1 4 cos (B (257 1))

2
Como cos (2 arctan(¢ )) = %, podemos também escrever

r(t) = S (14+¢@#)?) = —(1+((1)?), (46.63)

N T

18Gerolamo Cardano (1501-1576).
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com
1/3 ~1/3
3 9 3 9
Ct) == |zat+1/=(at)?2 +1 —|zat+1/—(at)2 +1 (46.64)
2 4 2 4
Coerentemente com resultados anteriores (vide (46.35), pdgina 2659), obtém-se disso que
EQ
Tmin = 2#—,{ .

Para finalizar, as coordenadas Cartesianas da trajetéria (x(t), y(t)) podem ser obtidas da seguinte forma. De
(46.38), (46.60) e (46.61) e do fato que = = r cos(yp),

z(t) = p—r(t) :p%

com &(t) dado em (46.59). Como uso de (46.63), podemos escrever também
p
o) = PA-C0?) e u) = pc).
com ((t) dado em (46.64).

3. Caso hiperbdlico, com E > 0.

O tratamento deste caso é similar ao do caso eliptico. Escrevemos a relacao (46.42), pagina 2661, na forma

d d
t/;];/ L :,/%a/ S (46.65)
/7“2"’%7“_2”13 V(r+a)? —a2%e
onde agora definimos

2 2E 2 p K p 14
- = 14 2 -_P _ _ " b = — . (46.66
P="1x ¢ T T e-1~wE ¢ 21 o (16.66)

Na integral em (46.65), facamos agora a mudanca de varidveis
r = a(ecosh(¢) — 1), (46.67)

com ¢ assumindo valores em R. Temos

t = \/%/a(ecosh(f)l)df - @(esenh(f)f) . (46.68)

Como antes, £ é denominada anomalia excéntrica. A funcgdo de Kepler hiperbdlica Kj, : R — R é definida por
Kp(§) :=esenh(§) — & e como K (§) = ecosh(§) —1 > 0 (pois e > 1 e cosh(§) > 1), temos novamente que Kj é
inversivel, com a inversa sendo uma fungao transcendente. Assim, a equagao de Kepler hiperbdlica (46.68) tem por

o t) = K, <\/gt> : (46.69)
r(t) = a {ecosh (K,;l <\/%t>) - 1] : (46.70)

A anomalia verdadeira ((t) nesse caso é dada novamente por (46.38), pagina 2659, com r(t) dada em (46.70).

e de (46.67) temos, portanto,

Para as coordenadas Cartesianas da trajetdria, temos novamente de (46.39), pagina 2659, que x = (p — 7") /e e

y = V/r? — z2. Portanto,
x(t) = a(e — cosh (g(t))) e y(t) = ave? — Isenh(&(¢))
(verifique!) com &(¢) dado em (46.69).
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46.3 O Problema de Trés Corpos e os Pontos de Lagrange

Nesta secao escreveremos o potencial gravitacional entre duas massas m1 e ms separadas por uma distancia r na forma

usual: .
Ulr) = —-G—=2, com G = 6,67430(15) x 107" m3kg~'s~2
T

sendo a constante de gravitacdo universal, cuja primeira medicdo precisa foi primeiramente realizada por Cavendish'® em
um famoso experimento datado de 1798. Vide [433] e [105]. Para uma descrigdo dos problemas atuais de determinagao
empirica da constante de gravitacdo universal, G, vide [404] e referéncias 14 citadas.

e O problema de n corpos

Consideremos um conjunto de n pontos materiais de massas m;, e vetores posicao &; € R?,i =1, ..., n. O potencial
gravitacional desse sistema é dado por

U@, ooy @) = -G Y

1<i<j<n |7 — ]|

O problema de determinar o movimento desse sistema em um sistema de referéncia inercial é conhecido como problema
de n corpos. Trata-se de um problema de grande importancia em Astronomia, mais especificamente, na Mecanica Celeste
e na Astrondutica, por abarcar de forma idealizada o problema da determinacao do movimento de planetas do sistema
solar (ou de sistemas extrassolares) e de sondas espaciais e satélites artificiais.

As equagoes diferenciais que regem esse sistema sdo, pela Segunda Lei de Newton,

Li(t) = GZmJLf(t)H3 i=1,...,n. (46.71)

Para n > 3 esse sistema de equacoes diferenciais ordinarias é deveras complexo, exibindo até mesmo um comporta-
mento cadtico em muitos casos. Vide [147], [84] e [353] para excelentes revisoes atualizadas dessas questdes, com uma
extensa lista de referéncias adicionais. Para discussoes gerais sobre o temas ligados a caos em Mecéanica e em Sistemas
Dinamicos, vide também, [528], [226], [312] e [9]. Para uma colegdo extensa de notas histdricas sobre diversos temas
ligados & Mecénica Celeste, vide [348]. Para um extenso tratamento da Mecénica Celeste e aplicacoes ao sistema solar,
vide [352].

Uma solugéo global do sistema de equagoes diferenciais (46.71) foi apresentada para o caso n = 3 por Sundman
entre 1907 e 1912 [479], contrariando a crenga ainda hoje difundida de que esse problema nao seria tratdvel por meios
analiticos?!. Sundman fez uso de hipéteses adequadas, devidas a Painlevé®?, para prevenir colisdes dos constituintes
(especialmente colisoes simultdneas dos trés corpos). A solucdo de Sundman expressa as trajetérias em termos de uma
série infinita de fung¢oes do tempo, série essa que converge uniformemente, mas muito lentamente, sendo de uso pratico
limitado. Para um tratamento, vide [439] e para uma perspectiva histérica, vide [37].

20

A solugéo de Sundman para n = 3 foi generalizada para n > 3 por Levon K. Babadzanjanz em 1979 [33] e Qiu Dong
Wang em 1991 [508].

Vérios nomes contribuiram no estudo do problema de n corpos, em particular do problema de trés corpos. Comecgando
por Newton (o primeiro a abordar o problema, sem muito sucesso), podemos listar as contribuigdes historicamente rele-
vantes de nomes como Euler e Lagrange (que identificaram solugdes periddicas do problema de trés corpos; vide adiante),
Laplace??® (que formulou o problema de estabilidade do sistema solar), Delaunay?* (que empreendeu um detalhado estudo
do sistema Sol-Terra-Lua, com contribuigdes tedricas originais) e Poincaré (que contribuiu com muitas ideias originais de
natureza topoldgica sobre estabilidade e caos em sistemas dinamicos e apresentou uma demonstracao, infelizmente incor-
reta, da convergéncia da série perturbativa para sistemas de n corpos). Além das contribuigoes jé citadas de Sundman,

19Henry Cavendish (1731-1810).

20Karl Frithiof Sundman (1873-1949).

210 que é demonstradamente impossivel é resolver esse problema por meio de quadraturas, por ndo haver aqui um nimero suficiente de
integrais de movimento (para uma discussdo a respeito, vide, e.g., [348]). Essa, porém, ndo foi a abordagem de Sundman.

22Paul Painlevé (1863-1933).

23Pjerre-Simon Laplace (1749-1827).

24 Charles-Eugene Delaunay (1816-1872).
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Babadzanjanz e Wang, destacariamos no Século XX o desenvolvimento do chamado Teorema KAM, de Kolmogorov?®,

Arnold?® e Moser?” (vide, e.g., [528, 439, 22, 147, 348, 352, 84, 353]), que aplica-se em um contexto muito mais geral.

No que segue, apresentaremos resultados devidos a Euler e Lagrange sobre a existéncia de solugoes periédicas do
problema de trés corpos planar ligados aos chamados pontos de Lagrange e suas generalizagoes. Esse resultado possui
aplicagbes importantes na Astronomia, no posicionamento de satélites artificiais, na Astrondutica etc. Generalizagbes
das solucgoes de Euler e Lagrange sao apresentadas na Segao 46.3.2, pagina 2677.

Comentdrio. Além dessa classe de solugbes devida a Euler e Lagrange, sdo conhecidas mais trés classes de solugdes periédicas do problema
de trés corpos, sobre as quais ndo falaremos nestas Notas. Uma, descoberta nos anos 70 e devida a Roger Broucke?8 e Michel Hénon??, uma
descoberta em 1993 por Cristopher Moore3? [343], denominada “figura em oito”, pois a érbita dos trés pontos materiais descreve um “8”
no espago (vide Figura 46.5, pigina 2667) e, mais recentemente, a classe de Milovan Suvakov and Veljko Dmitrasinovié¢, descoberta em 2013
[481]. No caso do problema de n corpos com n > 3, diversas solugdes periddicas foram descobertas nas dltimas décadas, ficando conhecidas
pelo nome de coreografias.

Vale ainda comentar que, embora tais solu¢es periédicas formem um conjunto de medida nula no espaco de solugbes, as mesmas
despertam interesse por serem tteis na criagdo de sistemas estdveis de satélites artificiais, sendo procuradas observacionalmente mesmo em
sistemas estelares e planetarios reais. »

Figura 46.5: Solucao periédica do problema de trés corpos conhecida como “figura em oito”.

46.3.1 Os Pontos de Lagrange

Os chamados pontos de Lagrange®', L, a Ls, sdo cinco pontos de equilibrio do problema, de trés corpos planar, manifestos
em Orbitas periddicas circulares. Eles foram descobertos por Euler (L1, Lo e L3) e por Lagrange (L4 e Ls). H& vérias
abordagens para seu estudo (algumas das mais simples fazem uso do equilibrio de forgas gravitacionais e das forgas
centrifugas agindo sobre os trés componentes) e, em parte por razoes pedagdgicas, seguiremos aqui [439], por ser aquele
tratamento uma boa exemplificacdo do uso de transformacdes canonicas®2, por ser mais elegante e, provavelmente, mais
simples. Acrescentamos, porém, muitos detalhes ao tratamento de [439]. Como referéncia adicional recomendamos o
capitulo 4, “The three-body problem and the Lagrangian solutions”, de [84], assim como [353] e [352].

Na Secao 46.3.2, pagina 2677, veremos como os pontos de Lagrange se generalizam para dérbitas periddicas, mas nao
circulares.

Sejam assim trés pontos materiais de massas mj, mo e ms movendo-se em um plano e interagindo entre si apenas
por forcas gravitacionais. O Hamiltoniano do sistema é
2
mgm;

-G

3 —
IR Di
w gy =y o T
=1

— T

Z
1<i<j<3 H J
sendo Z; e p;, i = 1, 2, 3, vetores bidimensionais cujas componentes Cartesianas em um sistema de referéncia inercial
sao denotadas por x{ e p¢, a = 1, 2, respectivamente.

Vamos também assumir estarmos no sistema de referéncia do centro de massa, localizado na origem do sistema de
referéncia, de sorte que m1#; + moZs + mz¥s = 0.

25 Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987).

26 Vladimir Igorevich Arnold (1937-2010).

27 Jiirgen Kurt Moser (1928-1999).

28Roger A. Broucke (1932-2005).

29Michel Hénon (1931-2013).

30Cristopher David Moore (1968-).

31 Também denominados pontos de libracao.
32Usamos, porém, uma notacio distinta daquele texto.
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Vamos considerar uma transformacao dependente do tempo de coordenadas no espaco de fase na qual novas coorde-

nadas sao definidas por

Qi = R(wt)Z; e P, := R(wt)p; com i=1,2,3.
Aqui, w é uma constante a ser especificada e
cosf —senf 0 -1
R(6) = = exp (0.J2) , com Jo = ,
senfl  cosf 1 0

é uma matriz de rotagao no plano por um angulo 6.

Como veremos mais adiante, a adogao dessas novas coordenadas corresponde a adogao de um sistema de referéncia
girante com velocidade angular w. O valor preciso de w a ser usado serd também determinado no que segue.

Antes de prosseguir, comentemos que se trata, de fato, de uma transformacao canénica, pois sua matriz Jacobiana é

a matriz 12 x 12 em blocos diagonais

R(wt)
R(wt)
R(wt)
R(wt) ’
R(wt)
R(wt)

A funcao geratriz Fy associada & essa transformagao é

FQ(II) €2, T3, P17 PQ; P3)

com o que, podemos facilmente verificar as relagoes (45.306) e

Hamiltoniano é dado por

H'(Q, P, t) = (7,

,t)—i—at

a qual, devido ao fato de R(wt) ser uma ma-
triz ortogonal 2 x 2, satisfaz a condicao (45.292),
como facilmente se verifica (faga-o!).

(46.72)

23:<P“ R(wt)Z, >

i=1
(45.307), pagina 2637. Por (45.308), pagina 2637, o novo

Oz B 1),

sendo que devemos expressar as velhas coordenadas Z e p' em termos das novas Q e P. Como %R(wt) = wloR(wt),

temos por (46.72)
0F,

Portanto, temos para o novo Hamiltoniano,

"Ui

2@,

1<icy<s 19

o8 _, g<pl,<fmt> Z< a).

mim;

gl

Consequentemente, as novas equagoes de movimento sdo (em notagao vetorial),

2 0¥ st

1 - -
i = — = —PF +whQ;, 46.73
Q o7, - 2@ ( )
-, 0" > ) — Qi 5
= T = szzmj?ﬂi?3 —whP, (46.74)
oo le-al
i=1, 2, 3. Acima, usou-se que JI = —.Js.

Nos procuramos solugoes de equilibrio dessas equacgoes, para as quais, portanto, tenha-se Ql =0eP =0 para todos
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i=1, 2, 3. Logo, deve valer,

]. — — —
m;
ez 2 un =
mlmJ ——= —whP = 0, (46.76)
Q - Qi
i =1, 2, 3. Essas totalizam 12 condigoes sobre as 12 coordenadas C} e P. De (46.75) escrevemos 15; = miWJQQi e
inserindo isso em (46.76) e usando que (J3)? = —12, temos, finalmente,
_ Qz _
—GZ i=1,2 3. (46.77)

I, -al*

Essa é a equagao de equilibrio procurada e envolve apenas as novas coordenadas Q e a constante w, ainda a ser adequa-
damente fixada. E relevante recordarmos que, pela hipétese de equilibrio, as coordenadas Ql sao constantes no tempo
para cada i =1, 2, 3.

Fisicamente, as relagoes (46.77) representam as relagoes de equilibrio entre as forgas de atragao gravitacional mituas
entre os corpos e as forgas centrifugas experimentadas pelos corpos em um sistema nao inercial girante com velocidade
angular w.

O leitor ha de convencer-se que as relagdes de equilibrio (46.77) geneneralizam-se facilmente para o caso de um sistema
de n pontos materiais, assumindo a forma

wQQi:—GZ Q7Q3 i=1,...,n. (46.78)
1|5 - @il

Na Segao 46.3.2, pagina 2677, apresentaremos um segundo método de deduzir as relagoes de equilibrio (46.77) e (46.78),
devido a Lagrange.

E. 46.5 Ezxercicio. Novamente para o caso n = 3, como m1Z1 + maTa + m3Ts = 0e Ql = R(wt)@;, i = 1, 2, 3, devemos ter
m1@Q1 + ma2Q2 + m3@Qs = 0. Usando diretamente (46.77), verifique a validade dessa dltima relago. o+

Denominemos R;; = Rj; = ||Qj - Q;
tempo.

, 4, € {1, 2, 3} com ¢ # j. Como jd comentamos, cada R;; é constante no

Nas Secoes que seguem, Secoes 46.3.1.1 e 46.3.1.2, vamos analisar as solucoes da equagcao algébrica apresentada em
(46.77). H& dois casos a se considerar, mutuamente exclusivos: 12 o0s pontos Ql, Qg e Q3 compoem um triangulo
equildtero; 2 os pontos @1, Q2 e Q3 ndo compdem um tridngulo equildtero (em cujo caso demonstraremos que eles sdo
colineares).

46.3.1.1 As Solugoes das Equagoes de Equilibrio (46.77). O Caso Equilatero

Nesse caso, a condigdo de termos um tridngulo equildtero significa R12 = R13 = Ro3 = R. Com isso, (46.77) fica

3 3
2R . .
w Qz 7R3 E ijj E m]Qz ’ 1= ]-a 2; 3
j=1 j=1
J#i J#i

Como m1@1 + m2@2 + m3@3 = 6, tem-se ijéj = —miQi e obtemos

j=1
Jj#i

3
~ G ~ GM = .
WQQi: ﬁ Zm] Ql: FQZ) ’Lzla 2737
j=1
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onde M := mq + mo + ms. Consequentemente, devemos ter

O perfodo de rotacdo do triangulo, T = 2 /w, satisfaz T? = é—’g\zR3, o que é mais uma manifestacao da Terceira Lei de
Kepler. Para um entendimento dessa ocorréncia, vide Secao 45.6.3, pagina 2618.

Retornando as coordenadas originais Z; = R(—wt)Q;, concluimos que o triangulo formado por Z1, T3 e #3 é também

equildtero de lados iguais a R. Cada ponto gira com velocidade angular constante —w = F/ %Aﬁ./l em torno do centro de

massa que, por escolha, coincide com a origem. Essa situagao é ilustrada na Figura 46.6, pagina 2670.

Essa solugao periddica e de equilibrio do problema de trés corpos foi encontrada por Lagrange em 1772 [284].

Figura 46.6: Ilustracao dos pontos de equilibrio encontrados por Lagrange para o problema de trés corpos planar. Nos
vértices do tridngulo equildtero encontram-se pontos materiais de massas my, mso € ms, 0s quais giram com velocidade
angular w em torno da origem O, que coincide com o centro de massa dos trés pontos. Os trés circulos indicam as érbitas
dos pontos materiais e sao todos centrados no centro de massa O. Seus raios podem ser diferentes. Se a distancia entre

os pontos (ou seja, o lado do tridngulo) for R, entdo w = =+ GR—IXI, com M = mq + mo + ms.

Caso m seja muito maior que ms e mg, o centro de massa é praticamente coincidente com a posicao de m;. A Figura
46.7, pagina 2671, ilustra a situacao neste caso. Se considerarmos um segundo ponto material de massa my < m havera
dois outros pontos de equilibrio, denominados pontos de Lagrange Ly e Ls, ambos formando um triangulo equilatero com
m1 e mo, um deles, Ly, 60° & frente do movimento de ms e outro, Ls, 60° atrds de mo. Na situagao de equilibrio, uma
massa m3 < my colocada em L4 ou L5 se moverd, conjuntamente com ms em um movimento de rotagao com velocidade

angular w em torno de mi, sendo w = =,/ %, onde R o lado do tridngulo equildtero (que coincide com o raio da
6rbita circular de mo e mg indicada na figura).

No sistema solar uma situagao analoga a essa é conhecida considerando-se o Sol (a massa m;), Jupiter (a massa mg)
e dois conjuntos de asteroides ocupando as proximidades dos pontos de Lagrange L4 e L5, denominados Troianos (de
massa desprezivel face aos dois outros componentes). Como veremos adiante, os pontos Ly e Ls nem sempre sdo pontos
de equilibrio estdvel, mas no caso do sistema Sol-Jupiter o sao.

Atualmente (ano de 2022) sao conhecidos asteroides Troianos acompanhando os seguintes planetas: Vénus (1 em Ly),
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Terra (2 em Ly, descobertos em 2010 e 2020, respectivamente), Marte (1 em L4, 15 em Ls), Jupiter (7508 em L4, 4044

em Ly ), Urano (2 em L) e Netuno (24 em Ly, 4 em Ls), ou seja, todos exceto Mercirio e Saturno, embora duas das
descoberta do astrénomo Kordylewski®?

Desde 1961 é também sabido que os pontos Ly e Ls do sistema Terra-Lua sao ocupados por poeira césmica, uma

noturno, de formato aproximadamente ovalado, denominada Gegenschein, sempre observada (sob boas condigdes at-

m
o

Outro fenomeno relacionado é a existéncia de uma regiao luminosa do céu
mosféricas e sem Lua) em oposicdo ao Sol, especialmente préximo & meia-noite. Trata-se de uma concentracéo de poeira

cbésmica orbitando a vizinhanga do ponto de Lagrange Lo (vide adiante) do sistema Sol-Terra e que reflete luz solar. O
Gegenschein foi primeiramente observado por diversos astrénomos ao longo do século XIX34.

Figura 46.7: A situagdo em que my > mgy e my > ms. O centro de massa praticamente coincide com a posigdo de mg

Os pontos de equilibrio Ly e Ls (em azul), denominados pontos de Lagrange, formam dois triangulos equildteros com m1
e mo. Ambos os tridngulos giram em torno de m; com velocidade angular de rotacdo w = =+

GM

3
tridngulos equildteros (que coincide com o raio da érbita circular de mo e ms indicada na figura).

sendo R o lado dos

46.3.1.2 As Solugoes das Equagoes de Equilibrio (46.77). O Caso Nao Equilatero

O caso nao equilatero fornecerd mais trés pontos de equilibrio. Esse foi historicamente o primeiro conjunto de pontos de
equilibrio com érbitas periédicas encontrado, feito devido a Euler, em 1767 [137].
e Colinearidade

Primeiramente mostremos que caso as solugoes @1, Q2 e Q3 de (46.77) nao formarem um triangulo equildtero, entao
eles sao colineares. Como @1, Q2 e Q3 formam um triangulo equildtero, ao menos uma das distdncias R;; é diferente das
demais. Sem perda de generalidade, vamos supor que Ra3 # Ris.

33Kazimierz Kordylewski (1903-1981).

340 Gegenschein é similar em sua natureza a outro fenémeno luminoso observado no céu noturno, denominado Luz Zodiacal, o qual também
é produzido por reflexdo de luz solar por poeira césmica mas, no caso, dispersa ao longo de todo o céu, sendo melhor visivel ao longo do
plano da ecliptica. A Luz Zodiacal, descrita ao menos desde o século XVII, foi objeto da tese de doutoramento de Brian Harold May (1947-),
defendida no Imperial College de Londres em 2007, intitulada “A Survey of Radial Velocities in the Zodiacal Dust Cloud”. Brian May é mais
conhecido por ter sido guitarrista e compositor do grupo Queen.
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Se escrevermos explicitamente a equagao (46.77) para ¢ = 1, 2, 3, temos

= Gm2 = = Gm3 = =
UJ2Q1 - _ _ 1) — — 1), (4679)
g, (70T (G )
Gmy , = ~ Gms , » ~
W@y = — iz - (Q1—Q2) — R—33(Q3 -Q2) , (46.80)
12 23
Gm = = Gm — —
W5 =~y (G- Qs) — 55 (G2-0s) - (46.81)
13 23
A relagao (46.81) pode ser reescrita como
2
N mi = w mi
0 = —— 46.82
G- G (S 1) G, (46.52)
Pela condigao do centro de massa, podemos escrever mlél = 77712@2 — m3ég e substituindo isso em (46.82), temos
1 1 ~ w2 mi4+ms  mg\ =
e =|=—-—- == 1]Q3. 46.83
(- 7g) e = (G- "™ )@ Hoss)

Como Ros # Ry3, 0 coeﬁmente que multiplica Qg é nao nulo e, com isso, concluimos que 0, Qg e Qg sao colineares. Como
m1Q1 = 77712@2 — m3Q3, conclufmos que os vetores 0, Ql, Qg e Q3 sao colineares.

Uma vez estabelecida a colinearidade no caso nao equildtero, podemos dispensar a condigao especifica Ro3 # Ri3 e
fazer uso apenas do fato de 0, @1, Q2 e Q3 serem colineares.

Como 0, Ql, QQ e Qg sao colineares, existe um versor C tal que QZ = ZzC; com z; € R parai=1, 2, 3. A condicao
de centro de massa m1Q1 + mgQg + m3Q3 =0 significa que mi2s + moze + m3z3 = 0. Com isso, um dos z; deve ter um
sinal distinto dos outros dois.

e Trés solugoes colineares

Temos a considerar trés casos distintos: 21 < 2o < 23, 21 < 23 < 22 € 23 < 21 < z9. Os trés demais casos repetem
esses. Por exemplo, a solugao com z3 < z3 < 21 é idéntica a solucao com z1 < z3 < 23, pois equivale a trocar-se o versor
C por —(: .

Nos trés casos que consideramos procuraremos expressar as solugoes em termos de Rio, pois iremos posteriormente
analisar o que ocorre no limite em que ms é muito pequena se comparada a m; e mo, uma situacao de particular interesse
na Astronomia (e.g., sistema Sol-Terra-satélite artificial).

A. A solugao para z; < 29 < z3.
Aqui temos z1 < 22 < z3, ou seja, o ponto material de massa msy seja intermediario aos demais. Com isso, temos
23—22:R23>0, z9—2z1 = Ri2>0 e z3—2z1 = Ri3>0. (4684)
Agora, por (46.84), é claro que Ras = R13 — R12. Definimos

p':@ e temos @zl—p
R13 R13 .

A resolugao é apresentada em detalhe no Apéndice 46.B, pagina 2715. Como consequéncia daquela anélise, temos
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para z; < z9 < 23, a solugao

. MG <m2p52+m3> MG (mgpoergpg) (46.85)
- 3 - 3 .
Ris \ mapo +ms Riy \ mapo +ms
R R
21 = _ﬁ (m2p0 + m3) = —ﬁpo_l (mgpo + mg) , (4686)
R Rio _
o= —2(mipo—ms(l—po)) = —=py"(mipo—ms(l—po)) . (46.87)
M M
R Ry _
z3 = j(7’77,2(1 — po) + ml) = ﬁpo 1(m2(1 — po) + ml) 5 (4688)
M M
em termos de Rz (ou Rj2), sendo pg o (tinico!) zero da fungéo
—2 1— —2
fulp) = T2 tms mallopl mdtm g ) (46.89)

mop + M3 ma(l — p) +my

que é continua em (0, 1). No Apéndice 46.B, pagina 2715, provamos que essa fungéo fj; possui, como funcao de p,
um zero no intervalo (0, 1) e que esse zero é Unico, que denotamos por pg. Acima, Ri2/R15 = pg € Rag/R13 = 1—po.

E. 46.6 Ezxercicio. Constate usando (46.86)—(46.88) que, sem surpresa, temos z3 — z1 = Ri3, 23 — 22 = Ras, 22 — 21 = Ris.

L3l

B. A solucgao para z; < z3 < 2».

Aqui temos z; < z3 < z2, ou seja, o ponto material de massa mg é intermedidrio aos demais. A solucao pode ser
obtida da solucao do item A pela permuta de indices 2 <+ 3. Com isso, temos

22—23:R23>0, z3—2z1 = Ri3>0 e z9—2z1 = Ria>0. (4690)

Agora, por (46.90), é claro que Ras = R12 — R13. Definimos

= @ e temos @ =1-p
R12 R12 .
Obtemos da solucao do item A,
M _2
w2 o= MG (m3p0 + m2> , (46.91)
R3y mspo + mao
R
2 = 7 (mapo+m) (46.92)
Ry
Z2 = W(mg(l — PO) + ml) 5 (4693)
Ry
z3 = W(mwo —ma(1— PO)) ) (46.94)

em termos de Rj2, sendo pg o (unico!) zero da fungdo fr(p) no intervalo (0, 1), onde

map~ 2 + ma ~oma(1 - )2 +my
msap -+ mo ms(1l—p)+my

Filp) = L pel0, ). (46.95)

Aqui, Ri3/R12 = po € Raz/Ri2 = 1 — pg. O fato de f; possuir, como func¢ao de p, um zero no intervalo (0, 1) e
que esse zero é unico é demonstrado no Apéndice 46.B, pagina 2715.
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C. A solugao para z3 < 21 < 29.
Aqui temos z3 < z1 < 29, ou seja, o ponto material de massa m; é intermediario aos demais. Essa solucao pode
ser obtida da solucao do item B pela permuta de indices 1 ++» 3. Com isso, temos

22—21:R12>0, z1—23 = Ri3>0 e 29— 23 = Ro3 > 0. (4696)
Agora, por (46.96), é claro que Ri3 = Rog — Ri3. Definimos
= @ e temos @ =1-p
Rgg RQS .

Obtemos, da solucao do item B,

M 52 M 1— 1—po)?
W2 — 3G (mlpo +m2) _ 3G <m1( po) +m3(1 — po) ) 7 (46.97)
Ra3 \ maipo + ma Ry, mi(1 — po) +m3
Ro: R _
2= = (mapo—ma(l—po)) = ==(1—po)~" (mapo —ma(l = po)) , (46.98)
M M
Ro: R _
o= =2 (mi(l=po) +ms) = —Z(1—po)~ (mi(1 = po) +ms) , (46.99)
M M
R R _
== _VQBO’HPO +mg) = —Wu(l —po) " (mapo +ma) , (46.100)
em termos de Raz ou Ri2, sendo pg o (dnico!) zero da fungdo frr(p) no intervalo (0, 1), onde
-2 1— —2
Fu(p) = T tme mzp) TAms gy (46.101)

mip+ ma mi(l —p)+ms

. 72+ 1— -2
qul}l, Ri3/Ra23 = po € Ri2/Ra3 =1 — po. Em (46.97) usamos que n:rif/[))0+n2? = mril(l(lf%)_iir::?', POT pg Ser um zero
e fmr-

Novamente, o fato de fry possuir, como fun¢do de p, um zero no intervalo (0, 1) e que esse zero é unico é
demonstrado no Apéndice 46.B, pagina 2715.

e Os Pontos de Lagrange L, Ly e L3

Em Astronomia e no posicionamento de satélites artificiais as trés situagdes acima descritas tém particular interesse.
Consideremos a situagao em que m; é maior que mo € mg é desprezivel face aos outros dois. Isso ocorre, por exemplo,
se mp € a massa do Sol, ms a massa da Terra e m3 é a massa de um satélite artificial ou sonda espacial.

1. No caso z1 < 23 < z3 0 ponto de equilibrio z3 é denominado ponto de Lagrange L.
2. No caso z1 < 29 < z3 0 ponto de equilibrio z3 é denominado ponto de Lagrange L.

3. No caso z3 < 21 < z2 0 ponto de equilibrio z3 é denominado ponto de Lagrange Ls.

Vide Figura 46.9, pagina 2676. Como dissemos, esses pontos L1, Lo e Lz foram primeiramente identificados por Euler,
na obra j& citada, anteriormente a descoberta dos pontos Ly e L5 por Lagrange.

Varias missoes espaciais foram instaladas em érbita do ponto Lo do par Sol-Terra, o mais notério e recente (2022) é o
Telescopio Espacial James Webb, da NASA. Outra missao importante instalada em érbita do ponto Lo do par Sol-Terra
foi a sonda WMAP, também da NASA, atuante entre 2001 e 2010, responsavel por medidas precisas da distribuicao da
radiacao cosmica de fundo em micro-ondas. A sonda WMAP foi substituida por outra sonda denominada Planck, da
ESA, atuante entre 2009 e 2013 e também instalada em 6rbita do ponto Ly do par Sol-Terra. A sonda Planck também
destinava-se a medir a distribuicao da radiagao césmica de fundo em micro-ondas e no infravermelho. Também o ponto
L1 do par Sol-Terra recebeu diversas missoes, como a sonda SOHO, da ESA, dedicada a observagao da atividade solar,
e planejam-se missoes de observagao de atividade solar para os pontos L4 e Ls. O ponto Lz nao foi ainda considerado
por ficar oposto ao Sol (vide Figura 46.9, pagina 2676). H& também missdes espaciais no ponto de Lagrange Lo do par
Terra-Lua3®.

35Vide https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_objects_at_Lagrange_points para uma lista maior de objetos e missdes espaciais a diversos
pontos de Lagrange.
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Figura 46.8: Uma solugao colinear de equilibrio do problema de trés corpos planar. O ponto O é o centro de massa
dos trés pontos materiais de massas m1, ms e ms, que revolvem em torno do centro de massa com a mesma velocidade
angular, w, de modo a permanecerem colineares. Aqui temos o caso z; < 29 < z3, sendo é o versor que aponta no sentido
de m1 a ms.

46.3.1.3 Os Pontos de Lagrange L, L, e L3 quando my > my > ms

O problema de trés corpos é dito restrito quando uma das massas é desprezivel face as demais. Aqui consideraremos os
pontos de Lagrange Ly, Lo e L3 na situagao em que mj > meo > mg, quando m; é denominada massa primdria, ms
massa secunddria € ms massa de teste.

Uma situacao de interesse é aquela que m; é a massa do Sol, ms é a massa da Terra e m3 a massa de uma sonda espacial
ou satélite artificial (por exemplo, um telescépio espacial) a ser colocado em um dos pontos de Lagrange Ly, Lg ou L3 do
sistema Sol-Terra. Um parametro relevante é a razao ma/m;. No caso do sistema Sol-Terra temos ma/m; = 2,99 x 109,

Vamos agora analisar o que ocorre com as solugdes colineares (46.85)—(46.88), (46.91)—(46.94) e (46.97)—(46.100)
quando mg é desprezivel face a m; e ms e m1 é muito maior que mo.

Como ¢é natural, os resultados que apresentaremos sao expressos em termos da distancia R entre a massa primaria
e a secunddrio (por exemplo, a distincia entre Terra e o Sol). Como antes, M = my + mg + m3 = my + ma.

Resumindo os resultados, cujos computos serdo apresentados com detalhe no Apéndice 46.C, pagina 2717, temos o
seguinte:

Li. Caso z1 < z3 < 2. O ponto de Lagrange L;.

MG 1/3
w2 = —a zZ1 = 0, zZo = ng, z3 = R12 <1— (ﬂ) . (46.102)

3 )
Ry, 3mq

Lo. Caso z1 < z2 < z3. O ponto de Lagrange L.

2 MG mo mi mo 1/3
w” = = 21 = Rio— =20, zo = Ris— = Ryo, z3 = Rio |14+ | —— . (46103)
M 3m1
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Figura 46.9: Esquema indicando os pontos de Lagrange Li, Lo e L3 de um sistema composto por trés massas m; >
ma > ms (por exemplo, Sol, Terra, satélite artificial), de sorte que o centro de massa O praticamente coincide com a
posigdo da massa priméria m;. Os pontos de Lagrange sdo indicados em azul, assim como suas érbitas circulares. A
massa mg3 pode ser colocada em qualquer dos pontos L1, Lo ou L3 de modo a manter o sistema em equilibrio. A massa
secunddria mo roda em torno do centro de massa com velocidade angular w, a mesma dos pontos Ly, Lo e L3, de sorte
que os pontos Lz, O, Ly, my e Ly permanecem colineares. Os pontos L e Ly sao aproximadamente equidistantes da
massa ms, enquanto que o ponto Lz dista da massa secundaria ms um pouco mais que o didmetro da érbita de ms.

L3. Caso z3 < z1 < 2z2. O ponto de Lagrange L.

MG ma m 5 ma

2

= _—_— = Rio—2 =~ ( = Rio— =~ R = —R 1+——) . 46.104
w R‘fg , zZ1 1237 ) 29 1237 12, z3 12 ( + 12 m; ( )

Nos diversos casos acima, coletamos apenas os termos de ordem inferior e consideramos M = m;. A Figura 46.9, pigina
2676, apresenta esquematicamente esses resultados.

Os computos que conduzem a esses resultados sao um tanto envolventes, especialmente aqueles relacionados a L, e
sdo apresentados no Apéndice 46.C, pagina 2717.

O resultado z; = 0, obtido nos trés casos, é apenas consequéncia do fato que, nas circunstancias consideradas, a posigao
de my coincide praticamente com a do centro de massa dos trés corpos. O resultado zo = Rjs indica analogamente que

a massa secunddria dista do centro de massas o mesmo que dista da massa priméria e o resultado w? = %TG manifesta
12
apenas a terceira lei de Kepler para o sistema composto pela massa primaria e secundéria quando a segunda encontra-se

em Orbita circular ao redor da primeira.
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O item a se destacar é a posicao dos pontos de Lagrange Ly, Ly e L3 no caso tratado:

R (1 - (Sm—njl)l/g> . (46.105)

e \ /3
Para Ly: 23 = Rys <1+<—2) ) (46.106)

Para Li: z3

5
Para Ly 23 “Ri» <1 n —@> . (46.107)

Observe-se que no caso considerado L; e Lo encontram-se em posicoes simétricas em relagdo a massa secundéria.

No caso do sistema Sol-Terra, onde ma/m; = 2,99 x 107°, temos

Para Li: 23 = (1 — 10*2)RT . (46.108)
Para Ly: 23 = (1+107%)Ryp. (46.109)
Para L3: 23 = —(1+1,25x10"%) Ry . (46.110)

Aqui, Ry = 1,5 x 10"m ¢é o raio da érbita da Terra em torno do Sol. Assim, a distancia & Terra dos pontos de Lagrange
Ly e Ly é, aproximadamente 1,5 x 10°m, cerca de 1,5 milhdo de quilometros. Para comparacdo, a distancia da Terra a
Lua ¢é de aproximadamente 0,38 milhao de quilometros. Por L3 ficar oposto ao Sol, hd pouco ou nenhum interesse na
locacdo de sondas espaciais nele. Em ntimeros, a distdncia L3 & Terra é um pouco maior que 2Rr = 3,0 x 10''m

46.3.2 Generalizacoes das Solucgoes Periodicas de Lagrange

Apés encontrar as solugdes que correspondem aos pontos Ly a Ly (os trés primeiros, em verdade, foram identificados por
Euler), Lagrange se perguntou se haveria outras solugoes periddicas no problema de trés corpos. No caso dos pontos L4
a Ly as trajetorias sao periddicas e se dao em circulos concéntricos, o que fez Lagrange questionar se solugoes similares
seriam possiveis com trés corpos participantes movendo-se em elipses.

Lagrange [284] identificou algumas de tais solugdes (hd ainda outras! Vide comentédrio da pagina 2667) e a argu-
mentagao que apresentou é muitissimo interessante e ilustra o fato que por vezes, problemas matematicos e fisicos sao
melhor abordados quando tornados mais gerais.

Consideremos um sistema de n pontos materiais movendo-se em um plano e interagindo gravitacionalmente. Seja @;,
i=1, ..., n, o vetor posicao de cada um dos pontos materiais, sendo m; suas massas. Em um sistema de referéncia
inercial o movimento desse sistema é descrito pelo sistema de equagoes (46.71), pagina 2666.

Podemos identificar o plano de movimento do sistema de particulas com o plano complexo C e identificar cada vetor
bidimensional Z; com um ndimero complexo z;. Com isso, as equagoes (46.71) assumem a forma

szﬂ

J#l

zi(t) — &)
zZj

3 1=1,...,n. (46.111)
_Zz(t)|

|25

Generalizando o que se passa com os pontos de Lagrange L; a Ls, Lagrange [284] colocou a questao de quando o
movimento, cuja dinamica é descrita acima, preserva a semelhanca entre os pontos, isto é, preserva as razoes entre as
distancias entre pares de pontos e os angulos que os vetores posicao relativos formam entre si. Assim, desejamos saber
quando as razoes

|2i(t) — 2(t)) (2:(t) = (1)) (z(t) — (1))

|21 () — ()| |2i(t) — 2z (t)| |2 (t) — 21(t)|

sao independentes de t, mas eventualmente dependem apenas de i, j, k, [ € {1, ..., n}.

. it k£l (46.112)
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E f4cil constatar que uma condigao suficiente para que isso se imponha é termos
zi(t) = q(t)G (46.113)

paratodoi € {1, ..., n}, onde cada (; é uma constante complexa distinta e ¢(t) é um fator complexo comum, dependente
do tempo. Substituindo o Ansatz (46.113) em (46.111), obtemos

Qd(t)(qm )Gi: GG i=1,...,n.

3
|a(®)] lo-al’
Como os (;, i € {1, ..., n}, sdo supostos constantes, a relacdo acima implica
; q(t) —1/2 =\ —3/2
ity = & 7 = n(q(t)) (q(t)) e (46.114)
la(?)]
kG = GZmJ 1,...,n. (46.115)
\CJ Cz\
para alguma constante k. A equacdo (46.114) é uma equagao diferencial para a funcdo ¢, enquanto que (46.114) sdo
equagoes algébricas para as constantes (;, i € {1, ..., n}, todas amarradas a constante x.
Um exemplo relevante se da com a funcao periédica q(t) = et w € R. Como facilmente se vé, ela satisfaz (46.114)
com k = —w? e, com isso, as equacoes algébricas (46.115) assumem a forma
Zm] it =1, ..., n,
\CJ Q\

que, no plano complexo, coincidem com as equagoes de equilibrio (46.78), pagina 2669. Assim, no caso n = 3, recuperamos
os desenvolvimentos que se seguiram a (46.77) e obtemos as solucoes de equilibrio que correspondem aos pontos de
Lagrange L a Ls. As solugoes z;(t) = e™(;, i = 1, 2, 3, correspondem a érbitas circulares percorridas com velocidade
angular w.

Lagrange [284], porém, deu sequéncia a seu raciocinio observando que, no caso n = 2, as solugoes elipticas sdo também
z1 (t)fzz (t)

semelhantes, ou seja, satisfazem trivialmente as relagoes (46.112), pois estas reduzem-se & condi¢ao de ‘ o (t)‘
zZ1 —ZzZ2

(Zl(t)_z2(t)) (Zl(t)_zl(t)) serem independentes de ¢, o que é, neste caso, totalmente evidente. Assim, existe uma funcao
|21®) =22 ()] |21 (®) =220
(2)

periédica ¢(®)(t) e constantes complexas Cf) e (:2(2) tais que z;(t) = ¢@(t)¢;”, i = 1, 2, e, como essa configuragio
permanece semelhante no tempo, concluimos que ¢(®(t), Cf) e (:2(2) satizfazem (46.114) e (46.115) para algum x(%).

Conforme o que aprendemos ao estudarmos o problema de Kepler, as fungoes z1(t) = q(2)(t)d2) e z9(t) = q(2)(t)C§2)
descrevem elipses em torno do centro de massa comum. As relagoes (46.115) séo

) (2) (2 ) (2) (2
()f):Gm 2 1 n(2)():Gm 1 2

272 2)13 ¢ 2 e 23
687 = ¢ [ - &7
Como m1d2) = —m2§2(2) (pela condigao do centro de massa), concluimos de ambas as equagdea acima que
@ _ mg + M2

P — @)

E importante observarmos aqui que variando-se |§2(2) — §2)‘ no intervalo (0, co) a constante %2 pode também assumir
todos os valores possiveis no intervalo (—oo, 0).

Com essas consideragoes, Lagrange voltou sua atencao ao caso n = 3, o problema de trés corpos, observando que
a equacao (46.115) é satisfeita para x da forma x = —w? pelas solucdes de encontradas quando tratamos dos pontos
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de estabilidade do problema de trés corpos, e que conduziram aos pontos de Lagrange L; a La. A equacao (46.114) é

satisfeita para a funcao q(2) (t) com a constante k3 = —w2.

A concluséo é que as fungoes z;(t) = q? (t)G, i =1, 2, 3, sdo também solugoes, semelhantes no tempo, do problema
de trés corpos, sendo que cada uma deles apresenta uma drbita eliptica (pois q(2)(t)C sempre descreve uma elipse, para
qualquer ¢ € C constante e ndo nulo). As Figuras 46.10, pagina 2679 e 46.11, pagina 2679, mostram esquematicamente
tais solugoes.

Figura 46.10: Esquema de trés érbitas elipticas de trés pontos materiais. A origem O indica a posi¢do do centro de
massa. Em cada instante de tempo as posicoes dos trés pontos materiais e do centro de massa sao colineares.

K

Figura 46.11: Figura, extraida de [5], esquematizando érbitas elipticas de trés pontos materiais em torno do centro de
massa (na origem do sistema de coordenadas). As drbitas sdo semelhantes, o que significa que, em qualquer instante de
tempo, a posicdo dos pontos materiais forma um triangulo equildtero (dois deles estao explicitamente indicados).

A ideia acima delineada pode, ao menos em principio, ser estendida ao problema de n corpos. Se para algum n > 3
tivermos uma solucéo das equagoes estaticas (46.115) para algum k < 0, entdo qualquer solugdo periddica ¢ da equagao
(46.114) pode ser empregada para obter-se solugbes mais gerais, mesmo que essa solugdo para ¢ tenha sido obtida de
um problema de m corpos com m < n. Assim, poderiamos ter solu¢oes como ¢(t) = e?V=rt que fornecerd movimentos
circulares aos n pontos materiais, ou a funcéo ¢(? (t), que mencionamos acima, que fornecerd solugoes elipticas. Ambas
as fungoes sao provenientes do problema de 2 corpos.
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A procura de solucbes periédicas do problema de n corpos é uma area ativa de pesquisa, despertando interesse
matemadtico e astrondmico e envolvendo trabalhos tedricos e numéricos. Vide [331, 332], assim como [84], [353], [5] e
[481].

46.3.3 O Problema de Trés Corpos Restrito e a Integral de Jacobi

Consideremos um sistema de trés pontos materiais p1, p2 e p3, de massas mi, mo e ms, respectivamente, interagindo
gravitacionalmente, mas tomemos o caso em que mg € muito menor que as outras duas massas, de sorte que sua presenga
nao perturbe o movimento de p; e ps, mas que o movimento de p3 dependa da posigao de p; e p2 em cada instante de
tempo. Uma situacao tipica seria o sistema Sol-Terra-sonda espacial. Tendo isso em mente, consideraremos também
my1 > meo. Consideremos que pj, p2 descrevam um movimento circular em torno do centro de massas de ambos com
velocidade angular w, perpendicular ao plano de movimento de p; e ps.

Consideremos um sistema inercial de coordenadas no plano de movimento de p; e ps com o centro de massa situado
na origem (a contribuicdo de p3 & posigao do centro de massa é desprezivel). As coordenadas que descrevem os pontos
materiais de massas mi, mo € mg Sao q1, g2 € ¢3, respectivamente.

36

Esse sistema inercial é frequentemente denominado sistema sideral, ou heliocéntrico®®, em textos de Mecanica Celeste.

Passemos agora a descrever o sistema do ponto de vista de um sistema de referéncia nao inercial, cuja origem O
coincide em todo tempo com a origem do sistema inercial (o centro de massa), mas que se encontre em rotagdo em
torno da origem com velocidade angular w, o eixo de rotagao sendo ortogonal ao plano de movimento. Nesse sistema, as
coordenadas que descrevem os pontos materiais de massas mi, ma e mg sao Ql, Qg e QL;, respectivamente. Por nossas
escolhas, Q1 e Qg estao fixos e sao colineares & origem O do sistema de coordenadas. Adotemos o eixo 1 como o eixo
comum a Q1 e QQ e O. O vetor Qg pode assumir livremente valores no espago tridimensional.

Esse sistema nao inercial é frequentemente denominado sistema sinddico, ou sistema corrotacional, em textos de
Mecanica Celeste.

Em termos mais precisos, se considerarmos no sistema nao sinédico um sistema de trés versores ortogonais e, es e
e3, temos Q1 = Qle;, Q2 = Qle; (Q1 e Q} constantes) e Q3 = Qle; + Qe + Q3es, sendo ainda 2 = wez o vetor
velocidade angular intrinseca do sistema nao inercial, que supomos constante.

Segundo os resultados que colhemos na Secao 45.5.5.1, pagina 2608, o sistema mecanico considerado possui uma
constante de movimento dada em (45.226), pagina 2608, que no presente caso assume a forma

em § mg

mimeso mims moms

_ G e mms mamms
||Q1*Q2H Q1 — Qs|| HQQ*Q:&H

(46.116)

i

Pelas hipoteses que fizemos, ()1 e Q2 sao fixos. Assim, eliminando os termos que contém @)1 e ()2 e retirando termos
constantes, a expressao acima torna-se
‘2

Como (46.116) é uma constante de movimento do problema de trés corpos geral, concluimos que j\ é uma constante

— 1

S = 5ms

=

Q3 (46.117)

= H2 mims moms

= — + ——= =
Q1 — Qs |Q2— Qs

de movimento do problema de trés corpos restrito. A grandeza j\ é denominada integral de Jacobi®™, constante de Jacobi
ou ainda invariante de Jacobi, que a derivou em 1836 [245].

Nota. Muitos textos sobre Mecanica Celeste definem a integral de Jacobi como —2 ;V\/ ms. &

Um aspecto relevante da grandeza conservada j\ é observado em (46.121), pagina 2681, ao expressarmos j\ em
termos do sistema de referéncia inercial (sideral). Vide Comentdrio & pagina 2681.

36Essa nomenclatura pressupde mi 3> ma, em cujo caso a posicio de p1 coincide com o centro de massa. Eo que o corre no sistema
Sol-Terra-sonda espacial.
37Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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e A integral de Jacobi. Uma segunda dedugao

A integral de Jacobi j\ pode ser obtida por um outro procedimento similar. Consideremos o Lagrangiano (45.224),
péagina 2608, para n = 3 e consideremos os vetores (1 e ()2 fixados em certos valores. No presente caso, ele assume a
forma

. . 1 ER - oL T
2(Q. Q) = 5ma [HQ3|| +20s - (Qng) + || x G|

+G< ums , _TM2ms ) (46.118)
Q1 —Qs||  ||@2 — Qs

sendo que usamos Ql = ng = 0 e negligenciamos termos constantes (dependentes somente de Ql e Qg) Trata-se do
Lagrangiano de um sistema auténomo e, portanto, sabemos, pelos resultados discutidos em (45.176), pdgina 2594, e
(45.236), pdgina 2612, que a quantidade

0.7

= (Q, Q) - Z(Q, ¢ 46.
T (0. Q)= 7. Q) (16.119)

3
S =20
a=1
é uma constante de movimento. Aqui, (Qé, Q3, Qg) sao as componentes de Q3 Um célculo explicito mostra que

7= o | e @] o (1 1) o

Essa é a mesma expressao apresentada em (46.117) para a integral de Jacobi.

As equagoes de Euler-Lagrange associadas a (46.118) sdo apresentadas em (46.125), pagina 2682.

e A integral de Jacobi em termos de coordenadas do sistema inercial (sideral)

Para certos propdsitos é 1til expressar j\ em termos das coordenadas inerciais originais. Procedendo de forma
andloga & dedugao de (45.227), pdgina 2609, apresentada na Secgéo 45.5.5.1, pagina 2608, temos

— 1 L2 L ( N ;) mims moms3
— Zm. -3 s ) — G + . 46.121
/ 2m3H¢]3|| W | msqs X qs3 (Hq_,l(t)_q_,gn "JQ(t)_(z&||> ( )

Aqui, ¢1(t) = R.Q e @ (t) = R:Q5 descrevem 6rbitas circulares no plano 1 — 2 em torno do centro de massa (localizado

. . 502 . \ -
na origem) com velocidade angular w. Observe-se que os termos %mqu?)H -G (H ’ﬁ(Ll)ms + 77(L2)’ﬁld compodem
qi(t —173” H@é t —(T3||

a energia mecanica da massa mg sob o potencial gravitacional produzido por m; e msg, enquanto que msg3 X ¢z € o
momento angular do ponto material ms em relagao ao centro de massa.

Comentario. Fazemos aqui notar um aspecto muito relevante da grandeza j\ Quando deduzimos a invariancia de €., na Secao 45.5.5.1,
pagina 2608, comentamos que sua conservagao era devida a conservacao separada da energia mecanica e no momento angular total. Na caso
de j\, a energia mecanica do ponto material m3 e seu momento angular ndo sdo separadamente conservados, mas a combinagdo (46.121) o
é! Essa diferenca foi produzida quando consideramos a massa m3 muito pequena, de sorte a ndo produzir mudangas nos vetores Q 1€ @2. &

A integral de Jacobi na forma (46.121) pode ser usada para esclarecer aspectos muito interessantes da navegagao de
satélites e sondas espaciais. Vide, por exemplo, [147] (Sec. 2.3) para o uso dessa grandeza (no sistema de coordenadas
sideral) no entendimento do processo denominado de “swing-by” (ou “gravitational slingshot” (“estilingue gravitacional”)
ou ainda “gravity assist maneuver”), usado em Astrondutica para a aceleragdo ou desaceleragdo de satélites e sondas
espaciais quando de passagens proximas a planetas.

e A superficie de velocidade nula

No sistema nao inercial, como HQ3H >0, tem-se de (46.117) a desigualdade

L
L |axa
ms 2

’2—G< L0 L ) (46.122)
Q1 — Qs]|  ||Q2 — Q3]
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—

O valor de j\ é fixado pelas condigoes iniciais sobre ng e C_jg e a desigualdade (46.122) especifica, para cada 7, a regiao
de valores de (3 onde o movimento é possivel. A superficie na qual

—

T ol af_m m
= a9 G(n@ —5 e 2@‘3\!)

é denominada superficie de velocidade nula e delimita a regiao fisica de movimento, fixada por (46.122).

A relevancia da superficie de velocidade nula foi primeiramente apontada por Hill3®, em 1878, em seu estudo da
estabilidade no problema de trés corpos [221].

e A integral de Jacobi e os pontos de Lagrange. O pseudopotencial de Jacobi

Um dos principais usos da integral de Jacobi estd no estudo da estabilidade dos pontos de Lagrange do problema de
trés corpos restrito. Indiquemos primeiramente como esses conceitos estao relacionados.

Contemplando (46.117) vemos que a expressao Uy (Qg) = m3Vy (@3), onde

2
‘ el L L (46.123)
Q1 - Qs [|Q2— Qs
desempenha um papel similar ao de um potencial, sendo denominado pseudopotencial de Jacobi®®, no movimento de @3.
- - 12 -
Reescrevendo HQ X Q3H como w2<(Q§)2 + (Q§)2), sendo w := HQH, temos

w(@) - L

- 1 2 2 m m2
v L fiont o) ol ma 46.124
J(QB) 5% ((Q3) (@3) ) <||Q1_Q3H HQQ—Q3H> ( )

As curvas de nivel desse pseudopotencial podem ser contempladas na Figura 46.12, pagina 2683.

As equagoes de Euler-Lagrange associadas ao Lagrangiano (46.118) sdo, como facilmente se verifica,
Qs +20 x Q3 = —V3Vy, (46.125)
onde V3 denota o gradiente de Vj em relacao a Q3

Comentdrios. O leitor pode se convencer que o termo 26 x Qg em (46.125) provém da aceleragdo de Coriolis (vide pagina 2548) e que a

aceleragao centrifuga estd embutida em 7§3VJ (termo dependente de ﬁ) Devido & presenca do termo 26 x @3, o sistema (46.125) néo é
conservativo, o que justifica chamarmos Vj (ou Uy) de pseudopotencial, e ndo de potencial.

Os pontos de equilibrio do sistema definido em (46.125) sdo aqueles para os quais tenha-se @3 = 0 para todo t e,

portanto, valha também Q;g = 0, também para todo t. Assim, tem-se nesses pontos V3Vy = 0. Um céleulo simples
indica que

= (5 Qs — G Qs — Qs
ViVi(Q3) = —w?(Qier + Qiez) + Gmi———— + Gmg—r—— .
(@) = (G Q) + G G G G

A condicao de equilibrio V3Vy = 0, portanto implica que a componente na direcao de es do vetor do lado direito deve
ser nula assim como a projecao do mesmo vetor no plano e; — es. A primeira condi¢ao é

(i ) =
NG -G 165G’

Como o fator entre parénteses nunca se anula, temos por implicacdo que Q3 = 0 e, com isso, na posicio de equilibrio,

Q3 é um vetor bidimensional Q3 = Q3e; + Q%e2. A segunda condicio, ji para esse vetor bidimensional Q3, é

W20y = G — B9 Gy, W37
||Q3—Q1H ||Q3—Q2H

38 George William Hill (1838-1914).
39Para uma melhor justificativa dessa nomenclatura, vide comentario & pagina 2682.
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Figura 46.12: Esquerda: Em azul, esquema das curvas de nivel do pseudopotencial de Jacobi Vj, dado em (46.123). O
eixo horizontal corresponde a Q3 e o vertical a Q3. As posigoes das massas m; e my sdo indicadas por discos pretos. A
massa m; encontra-se proxima a origem (0, 0) (que é o locus do centro de massa) e a massa mg possui coordenadas (1, 0).
Os cinco pontos de Lagrange sdo indicados por discos vermelhos. O pseudopotencial Vy descresce mais rapidamente nas
regides mais adensadas. O pseudopotencial Vj é sempre negativo e diverge para —oo nas posigoes de m1 e mg e no
infinito. A medida em que nos afastamos da origem as curvas de nivel vao se tornando mais circulares, pois o termo

centrifugo —w? ((Q§)2 + (Q§)2) do pseudopotencial Vj vai se tornando dominante e assim, analogamente, conforme nos

aproximamos das posi¢oes de my e msq, onde a parte gravitacional —G (Hémlé H + ) do pseudopotencial Vj
1—3

ma
|G2-as||
vai se tornando dominante. Curvas de nivel préximas as posi¢oes de mj e my e préximas ao infinito foram omitidas, por
clareza.
Direita: Gréfico tridimensional do mesmo pseudopotencial de Jacobi Vj, sobrepondo as posigoes aproximadas dos
pontos de Lagrange Ly a Ls (pontos em vermelho). Os pontos L; e Ly localizam-se em pontos de sela de Vy e Ly e Ls

em pontos de méximo local (o que é um tanto dificil de discernir na figura).
ook sokok ok

Vemos que essa condi¢ao é idéntica a condicdo (46.77), pagina 2669, cuja solucdo levou-nos aos pontos de Lagrange,
confirmando que esses pontos, no caso do problema de trés corpos restrito e com @1 e Qg fixos, sao os extremos do
pseudopotencial V. Mais, porém, que fornecer essa apresentagao alternativa dos pontos de Lagrange, esse método
permite aprofundar o entendimento da questao da estabilidade desses pontos, ao menos no caso do problema restrito de
trés corpos.

e A estabilidade dos pontos de Lagrange no problema de trés corpos restrito

J& verificamos acima que os pontos de Lagrange no problema de trés corpos restrito sdo extremos do pseudopotencial
V3. A questao que se coloca agora é a natureza desses pontos de equilibrio, um tema importante em Astronomia e
Astrondutica: se sdo estaveis ou instaveis ou possuem variedades instdveis e outras estaveis. Essa questdo estd ligada a
estabilidade de pequenas perturbagoes da trajetéria em torno desses pontos (ou seja, das solugoes de (46.125)). O estudo
dessa questao é realizado por meio da linearizagao do sistema (46.125) em torno dos pontos de equilibrio.

Observe-se que, por (46.125) envolver o termo de primeira ordem —20 x 6_23 (forga de Coriolis), a natureza dos pontos
de equilibrio (isto é, se sdo estdveis ou ndo) nao é necessariamente relacionada aos mesmos serem méximos ou minimos
locais, ou pontos de sela, de Vj, como é usualmente o caso em sistemas conservativos. Por exemplo, L4 e L5 sao pontos
de maximo local de Vy e nao deveriamos esperar que pudessem ser estaveis. Um tanto surpreendentemente, porém, eles
o0 sdo para certos valores da razdo ma/m1, o que se deve ao efeito da forca de Coriolis.

Por envolver muitos computos explicitos, nao desenvolveremos com detalhe essa questao na corrente versao destas
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Notas. Ela é tratada em textos como [439, 348, 352, 84, 353], mas apresentamos um brevissimo resumo dos resultados,
sempre no sistema sinddico, ou corrotacional. Vide também a Figura 46.12, pagina 2683.

Os pontos Ly, L2 e L3 sdo instaveis na dire¢ao radial (que aponta ao centro de massa) e um ponto material radialmente
afastado desses pontos tende a se afastar deles. Porém, Lq, Lo e L3 sao estaveis no plano ortogonal a diregao radial.
Assim, pequenas perturbagoes no movimento na direcdo desses planos produzem via de regra movimentos periédicos
ou quaseperiodicos em torno dos pontos de Lagrange, permitindo a sondas espaciais, sob essas condigoes, orbitar por
longos tempos os pontos L1, Lo ou Lz em 6rbitas no plano ortogonal a diregao radial. Essas érbitas sao conhecidas como
orbitas de Lissajous*®. Como, na pratica, movimentos na direcao radial, e suas decorrentes instabilidades, estdo sempre
presentes, essas orbitas devem ser corrigidas de tempos em tempos por propulsores das proprias sondas. Com isso, na
maioria dos casos as missoes aos pontos Ly, Lo ou L3y podem durar muitos anos, ou mesmo décadas.

Os pontos de Lagrange Ls e Ly podem ser estiveis ou instdveis a depender da razdo mg/m1, ou seja, da razao
entre a massa secunddria e a priméria. Para um certo ug teremos estabilidade caso ma/my < g e instabilidade caso
ma/my > pg. O valor de py depende da excentricidade da drbita de p; e po (vide [348]), mas para excentricidade nula
(movimento circular) tem-se pg ~ 4,0 x 1072,

Vejamos alguns exemplos numéricos do sistema solar:

e Para o sistema Sol-Jupiter, my/m ~ (1,898 x 1027kg) /(1,989 x 103°kg) ~ 0,9 x 10~2 e concluimos que os pontos
L4 e L do sistema Sol-Jupiter sao estdveis, o que é coerente com a presenga dos asterdides Troianos, 14 encontrados.

e Para o sistema Sol-Terra, ma/my =~ (5,972 x 10** kg) /(1,989 x 103°kg) ~ 3,0 x 10~° e concluimos que os pontos
L4 e Ly do sistema Sol-Terra sao estdveis.

e Para o sistema Terra-Lua, ma/m1 =~ (7,35 x 10?2kg) /(5,972 x 10?*kg) ~ 1,2 x 1072 e concluimos que os pontos
L4 e Ly do sistema Terra-Lua sao estdveis, ainda que proximos ao limite de deixarem de sé-lo.

e Para o sistema Plutdao-Caronte, ma/my ~ (1,6 x 1021 kg) /(1,3 x 10?2kg) ~ 1,2 x 10~! e concluimos que os pontos
L4 e Ly do sistema Plutao-Caronte sao instdveis.

e A esfera de Hill

A chamada esfera de Hill é definida como a maior esfera centrada na posicao de msy na qual o pseudopotencial Vy
é atrativo na diregao de mo. Uma simples inspegao (vide Figura 46.12, pagina 2683) nos leva a concluir que essa esfera
tem raio igual & distancia entre a posigdo de mo e os pontos de Lagrange L; e Lo (que s@o equidistantes de ms). Seu

m2
3m1

3
(vide (46.105) e (46.106), pagina 2677). Um corpo (de massa muito menor que m;j e ms)

raio é, portanto, R (
e que orbite mo dentro da esfera de Hill nao pode ser afastado deste por “pequenas” perturbagoes de outros atratores.

A esfera de Hill permite identificar quantitativamente a regido de influéncia gravitacional de um planeta. Como ja
comentamos a pagina 2677, no caso do sistema Sol-Terra o raio da esfera de Hill é de cerca de 1,5 milhao de quilémetros,
enquanto que a distancia da Terra a Lua é de aproximadamente 0,38 milhao de quilometros. Isso mostra que a Lua
encontra-se bem dentro da esfera de Hill da Terra e é, portanto, fortemente ligada a mesma, fato que nao pode ser
modificado por pequenas perturbacoes externas. Vale notar que, um tanto surpreendentemente, a forga de atracao
gravitacional que o Sol exerce sobre a Lua é maior que forga de atracao gravitacional que a Terra exerce sobre a Lua.
Verifique! Ainda assim, é correto afirmar que a Lua orbita a Terra, por mover-se dentro de sua esfera de Hill.

OJONORONOROXOJOJOROJONOXONONORORCROXOXOXOIO)]

40 Jules Antoine Lissajous (1822-1880).



JCABarata. Notas de Aula. Versdo de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 46 2685/2825

46.4 Modos Normais de Oscilacao

Tlustremos algumas das ideias do formalismo Lagrangiano com o exemplo fisicamente importante de sistemas definidos
por Lagrangianos quadréticos e pelos chamados modos normais de oscilagao.

e Lagrangianos quadraticos e sua forma candnica

Seja um sistema de n particulas pontuais cuja dinamica é descrita pelo Lagrangiano quadratico

n

D> Mydld; - %ZZKijqéqg +) g, (46.126)
=1 =1

j=1 i=1 j=1

P =

N | =

onde ¢, € R para todo i e onde M;;, K;; e {; sdo constantes reais. Sem perda de generalidade podemos supor que
M;; = Mj; e K;; = Kj; para todos ¢ e j, pois a expressao para .Z é simétrica nos ¢;’s e ¢;’s.

O Lagrangiano (46.126) é usado na descricao de sistemas de osciladores acoplados por for¢as harménicas. Um exemplo
(péndulo planar duplo em pequenas oscilagoes) é discutido no Exemplo 46.2, pdgina 2690. Outro exemplo é discutido no
Exercicio E. 46.22, pdgina 2703 (vide Figura 46.17, pagina 2703).

Defina-se os vetores-coluna ¢’ e £ e as matrizes n X n reais simétricas M e K por

qll M11 Mln K11 Kln 51

Usando o produto escalar usual em R™, denotado por (-, -)gr, o Lagrangiano £ dado em (46.126) pode ser escrito

como ) )
Z = §<ql’ Mql>]R_ §<ql’ qu>]R+ <€’ ql>]R'

Assumindo K inversivel e definindo novas coordenadas q := ¢’ — K/, e escrevendo-se ¢ como um vetor-coluna q :=

q1
( : ) , 0 Lagrangiano .Z assume a forma
qn

1,. . 1 1 _
f = §<Qa Mq>]R7 §<qa Kq>]R+ §<£’ K 1£>]R' (46127)

O dultimo termo, sendo uma constante, serda doravante omitido, pois nao contribui nas equacgoes de Euler-Lagrange.

E. 46.7 Ezercicio. Obtenha (46.127). o,

De forma mais explicita (46.127) pode ser escrita (ja sem o termo constante) como

n n n n

<= %ZZMM%%’ - %ZZKM%%, (46.128)

i=1 j=1 i=1 j=1

onde ¢; € R para todo i. As formas (46.127) ou (46.128) sdo denominadas formas candnicas do Lagrangiano quadrético
(46.126).

As expressoes acima talvez tornem clara a interpretacao das novas variaveis q. O ponto de equilibrio estatico do
sistema se d4 quando ¢ = 0, ou seja, quando ¢’ = K~'/. Assim, ¢; mede o desvio de ¢;' de sua posicio de equilibrio.

e Solugao na forma candnica

No que segue suporemos que as matrizes M e K sejam matrizes inversiveis e, mais adiante, suporemos também que
M e K sejam positivas e possuam inversas.
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As equagoes de Euler-Lagrange associadas ao Lagrangiano (46.128) compoem o sistema de n equagoes diferenciais

ordindrias acopladas
n n
> Myt + Y Kijgi(t) = 0, i
j=1 j=1

|
—

E. 46.8 Ezxercicio. Verifique! "

E mais conveniente escrever essas equagoes em forma matricial: com as defini¢oes acima M¢(t) + Kq(t) = 0, ou,
equivalentemente,

q(t)+ (M 'K)q(t) = 0. (46.129)

Vamos encontrar a solugao dessa equacao por um procedimento indireto. Vamos provisoriamente supor que exista uma

matriz Qg tal que (QO)2 = M~'K. Notemos que nem sempre existe uma tal matriz (o e na Secao 40.3.8, pagina 2219,
sdo apresentadas condicoes suficientes para tal, mas nio necessitaremos disso aqui*'42. Sob a hipétese da existéncia de

0o, a equagao (46.129) assume a forma §(t) + (QO)Qq(t) = 0. Como facilmente se verifica, a solu¢do dessa equagao com
condigbes iniciais ¢(0) = qo e ¢(0) = vg é

q(t) = cos (Qt)qo + Qg sen(Qot)vo (46.130)

onde cos (Qot) e sen(Qot) sdo matrizes definidas por via das séries de Taylor (convergentes!) das fungoes cosseno e seno:

et oo t2l+1

t2l
cos (Qot) Z 2l 2 sen(Qot) Z 21 + ol Q2 (46.131)
1= 1=0
Note-se que 2 tera inversa se e somente se M e K o tiverem, o que estamos supondo.

E. 46.9 Ezercicio. Verifique que (46.130) é, de fato, a solu¢do de (46.129) com as condigBes iniciais qo € vo. "

Observe-se que, como (90)2 = MK, podemos escrever, inserindo em (46.130) as séries de (46.131),

O (_1)l42 oo 21 1
q(t) = Z%(M— qo + Z Je 1K)l vo - (46.132)
=0 ’ =0

Ao chegarmos a esta expressdo, podemos constatar que a mesma representa uma solugao de (46.129) com as condigoes
iniciais ¢(0) = qo e ¢(0) = v, independente da existéncia ou ndo de y. Assim, pelos bem conhecidos teoremas de
existéncia e unicidade de solugbes de problemas de valor inicial como (46.129), concluimos que (46.132) é a solugao
procurada.

E. 46.10 Ezercicio. Constate diferenciando as séries em (46.132) termo a termo que (46.132) ¢, de fato, solu¢do de (46.129) com
as condi¢des iniciais ¢(0) = go e ¢(0) = vo. "

A solugao (46.132) sera reencontrada por outros meios em (46.143), pagina 2688.

Observemos de passagem que (46.132) representa a solugéo de (46.129) mesmo quando K néao possui inversa. Por
exemplo, para n = 1 e K = 0, a equacao diferencial reduz-se a §(t) = 0 e, nesse caso, (46.132) fornece ¢(t) = qo + vot
(pois s6 os termos com | = 0 sobrevivem), e essa é, de fato, a solugdo de §(t) = 0 para as condigoes iniciais dadas.

A solucao obtida em (46.132), ainda que completa, nao ilumina um aspecto importante do movimento de sistemas
descritos pelo Lagrangiano (46.128): a presenca de modos normais de oscilagdo quando ambas as matrizes M e K sdo
positivas. Trata-se de novas coordenadas para descrever o sistema, em geral distintas das coordenadas ¢;, cujas equagoes
de movimento sao desacopladas e descrevem oscilagoes harmonicas independentes umas das outras com certas frequéncias
que sao caracteristicas do sistema, as chamadas frequéncias normais de oscilacao. No que segue apresentaremos os modos
normais e reobteremos com os mesmos a solucao (46.132) com uma matriz g especifica.

41Uma dessas condigdes suficientes exige que ||1—M ~1K|| < 1 (vide Coroldrio 40.12, pagina 2220), o que podemos provisoriamente assumir.
42Notemos, porém, que, seguindo outros caminhos, uma matriz {2 serd encontrada adiante, vide (46.140) e (46.142), que satisfaz Q2 = M~ K
para quaisquer M e K. Para nosso argumento aqui, ndo precisamos dessa matriz.
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e Modos normais de oscilagao

Vamos aqui supor também que M e K sejam matrizes positivas (ou seja, que seus autovalores sejam todos positivos).
Usando o produto escalar usual em R", denotado por (-, )g, é claro que £ dada em (46.128) pode ser escrita como

1,. . 1
Z = 54 M)y — 5{a: Ka)y -
Defina-se @ := M'/2q. Teremos
1,. . 1
onde B := M~Y2KM~1/2. A matriz B é simétrica e, portanto, é diagonalizdvel por uma matriz ortogonal O. Seja
D = OT BO diagonal. Definindo-se
Q:= 0TQ = 0" M'/?q, (46.134)

obtemos,
1,. . 1
ZL = §<Q, Q>R— §<Q, DQ>R.

Isso pode ser escrito de forma mais explicita como

POCHEED SEACHES (46.135)

g:

| =
-
—
~.
Il
—

onde escrevemos

As equagoes de Euler-Lagrange para (46.135) sao

Ql(t) —l—defL(t) =0, i1=1,....n. (46136)

Note-se que se trata de um sistema de n equagoes desacopladas.

As constantes d; sdo autovalores da matriz D e, portanto, da matriz B. Como B é simétrica e positiva (pois K é
positiva e, portanto, B = M~Y2KM~1/2 = (KI/QM*I/Q)T(KUQM’I/Q), que ¢é positiva), temos d; > 0 para todo i. As
solugoes de (46.136) sdo, portanto,

Q;(t) = «;cos (\/at) + B; sen(\/d_it) , i=1, ..., n, (46.137)

com o e f; sendo constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais (por exemplo, a;; = Q;(0) e 81 = Q;(0)//d;).

As coordenadas Q;,i =1, ..., n, sdo denominadas modos normais de vibra¢do do sistema de n particulas considerado.
As quantidades v/d; sao denominadas frequéncias normais de oscilagdo do sistema considerado. Por serem autovalores
da matriz B, os d;’s sao solugoes do polinomio caracteristico det ()\]l — B) = 0. Assim,

0 = det (AL — B) = det (AL~ M~"2KM~Y/2) = det (AM —~ K) det (M) .
Concluimos que os d;’s sao solugoes da chamada equacdo secular, ou equagdo caracteristica:
det()\M—K) =0.

Note-se que o lado esquerdo é um polinémio de ordem n em .

Em forma matricial, (46.137) fica

Q(t) = cos (D'?t)a + sen(DY?t)8,
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com « e 3 sendo os vetores-coluna com componentes «; e 5;, ¢ = 1,..., n, respectivamente, com cos (D1/2t) =
diag (cos (\/dlt), ..., COS (\/dnt)) e com sen(Dl/Qt) = diag (sen(\/dlt), ceey sen(\/dnt)>.
Retornando as coordenadas originais, temos que g(t) = M ~'/20Q(t) e, portanto,

q(t) = M~Y20cos (D1/2t)a +M~Y20 sen(Dl/Qt)ﬁ . (46.138)

Para cada componente, isso diz que

n

Z (M_l/QO) cos ( \/_t ) +Z 1/20 sen(\/@t)ﬂa . (46.139)

a=1

()

Como se vé, para cada coordenada ¢; o movimento é uma combinacao linear de movimentos harmoénicos independentes
cada qual com uma frequéncia normal de oscilagao.

Para as condigoes iniciais em ¢ = 0, (46.139) significa que

n n

Z 1/20 e Z 1/20 \/@ﬂa .

a=1 a=1

Em termos matriciais, isso fica
g = M~ Y?0« e vg = M~Y20DY?3 .
Com isso, podemos reescrever (46.138) diretamente em termos das condigoes iniciais em ¢ = 0:
qt) = M~Y20 cos (Dl/Qt)O_lMl/QqO +M~Y20 sen(D1/2t)D_1/20_1M1/2UO
= M '?cos (Bl/Qt)Ml/qu + M~Y2B=1/2 sen(Bl/Qt) MYy,

Assim, definindo a matriz

Q= M~Y2BY2p\? (46.140)

obtemos
q(t) = cos (Q)qo + Q" sen(Qt)vy - (46.141)
E. 46.11 Ezercicio. Demonstre a validade das igualdades acima. "

Observe-se que nas duas ultimas expressoes acima nao mais ocorre a matriz ortogonal O. Observe-se também que {2
nao é, em geral, simétrica e que as seguintes manipulagoes sao ainda possiveis. Escrevendo-se cos (Qt) e sen(Qt) segundo
suas defini¢oes em termos de séries de Taylor, temos,

Q* = M~ Y2BMY? = MK (46.142)
e, assim,
[ o t2l o [ oo 1)l2+1 2
t) = ——Q
q(t) Z qo + Z 21 + 0! Jvo
L{=0 LI=0
o 2l | 0 2l+1
t 10 t e l
= K K . 46.143
ZZ 21 ) [+ z; 2z+1 )]”0 (46.143)
Essa é a mesma solugdo obtida em (46.132), pagina 2686.

X 3k Xk

Para ilustrar os métodos e resultados acima apresentados estudamos com algum detalhe no Exercicio E. 46.22, pagina
2703, o caso em que temos um sistema de duas massas acopladas por molas em movimento unidimensional. Veja também
o Exemplo 46.2, pagina 2690, e os exercicios que lhe seguem.
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e Determinagao dos modos normais pelo Teorema Espectral

A matriz B'/? é simétrica e seus autovalores sdo v/d;, i = 1, ... n. Seja {wi, ..., wr}, com 0 <7 < n o conjunto de
autovalores distintos de B'/2. Pelo Teorema Espectral (Teorema 10.7, pagina 531), podemos escrever B2 = ZZ=1 wala,
com E, sendo os projetores espectrais, os quais sdo matrizes simétricas satisfazendo E,Ep = 4 E, € ZZ=1 E, =1,.
Cada E, projeta sobre o subespaco de autovetores de B'/? com autovalor w, e sio dados explicitamente, segundo a

Proposicao 10.18, pagina 534 (vide (10.60)) por

T T

g = (T | I ).

k=1 =1
k#j I#]

paratodo j =1, ..., 7.

A matriz Q := M~Y2BY2)1/2 também possui uma representacio espectral: definindo-se F, = M~Y/2E,M'/?,
1 < a < r, teremos igualmente ) = 2221 weFy, sendo que valem F,Fy, = 0,F5 € 2221 F, = 1,, (as matrizes F,, nao
sdo necessariamente simétricas) e sdo dadas explicitamente por

i T
F= ]I ﬁ I1 (Q fwl]l) , (46.144)

k=1 =1
k#j I#]

paratodo j =1, ..., 7.
Com isso, e recordando que Q™1 =>"" | w,'F,, a solugao (46.141) fica

T

1
q(t) = Z [cos (wat)Faqo + — sen(wat)Favo} . (46.145)
Wq
a=1
Essa é a decomposicao de ¢(t) em seus modos normais, cada um deles sendo cos (wat)Faqo + w% sen(wat)Favo, a =
1, ..., r. Se algum dos autovalores, digamos w,, for degenerado, os vetores F,qo e Fyvy podem ainda ser decompostos
em uma base de vetores no subespago imagem de F,.

De forma geral, o uso da decomposicao espectral, resultando em (46.145), é o método mais rapido para a determinagao
dos modos normais de um sistema.

Vemos da relagdo (46.145) que uma forma de excitarmos apenas o j-ésimo modo normal seria escolher as condigoes
tais que vg = 0 e Fypqo = 0 para a # j. Como ZZ=1 F, = 1,, isso equivale a ter-se

Fiqo = qo e Faqo = 0, a#j.

Isso significa que gp é um autovetor do projetor F; com autovalor 1. Isso, por sua vez, significa que gy é um autovetor
de 2 com autovalor w;, ou seja, £dgp = w;jqo. Por simplicidade, vamos considerar o caso em que as frequéncias sao
nio degeneradas (e, portanto, tenhamos r = n). A condi¢do gy = w;qo implica que Q2qyp = (w;)?qo = d;jgo. Como
46.142

02 (46.142) MK, concluimos que para o j-ésimo modo devemos ter
(d;M —K)g = 0. (46.146)

Essa equagao permite, a menos de uma constante multiplicativa, determinar as condic¢bes iniciais para que apenas o
j-ésimo modo seja excitado. Veremos usos disso no Exercicio E. 46.14, pagina 2690.

e Os péndulos planares simples e duplo como exemplo

Exemplos ilustrativos sao os péndulos planares simples e duplo, que ja abordamos anteriormente.

Exemplo 46.1 Considere-se o péndulo simples planar, cujo Lagrangiano foi obtido no Exercicio E. 45.23, pagina 2598. No
regime de pequenas oscilagoes, quando ¢ é pequeno, obtemos, ao desprezar termos de ordem maior que 2 em (45.188), pagina 2598

[a<3

(ou seja, com a aproximagcdo cos(¢) 2 1 — 1¢?), o Lagrangiano

£ = % *()° - %gé(cp)Q +mgl .
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O termo mgl é constante e pode ser negligenciado. A correspondente equagdo de Euler-Lagrange é
$+96 =0

e corresponde a equagdo de um oscilador harménico com frequéncia wo = \/% . H4 aqui apenas um modo normal: o préprio ¢. 4

Exemplo 46.2 Considere-se agora o péndulo duplo planar, cujo Lagrangiano foi obtido no Exercicio E. 45.24, péagina 2598.
No regime de pequenas oscilagoes, em que ¢1 e ¢2 sdo pequenos, assim como suas derivadas temporais, o Lagrangiano (45.189)
transforma-se em

m1 + me
2

mi1 + ma

”20:( 2

) L (¢1)2 + %63 (¢2)2 + malilag o — g(1(¢>1)2 - %géz(d&f . (46.147)

Para obter (46.147), consideramos apenas termos no méximo quadraticos em ¢1, ¢2, q51 e ég na aproximagao de pequenas oscilagoes
de (45.189) e negligenciamos termos constantes. As matrizes M e K nesse caso sao:

o (m1 +m2)l3  malils X (m1 +ma2)gl 0

mol1¥s mgé% 0 m29£2

Observe-se que M nao é diagonal, mas det M > 0, provando que M ¢é inversivel. Analogamente, é trivial que det K > 0 e K tem
inversa. ¢

E. 46.12 Ezercicio. Mostre que M é positiva. Para tal, mostre que seus autovalores sdo

1
m4 = 5 (mgeg + (ml + mg)é% + \/(mgeg + (m1 + mg)f%)Q — 4m1m2£§€§) s
ambos positivos pois (mﬂ% + (m1+ mg)éf)Q — dmima 0303 < (m2£§ + (m1+ mg)E%)Q. A positividade de K € evidente. Mostre que a
decomposi¢do espectral de M é

M = m+M+ —I—m_M_ 5

onde
sdo os projetores espectrais de M. &

E. 46.13 Ezercicio. Obtenha as equa¢des de Euler-Lagrange correspondentes ao Lagrangiano (46.147). Obtenha os modos normais,
e suas frequéncias de oscilagdo, correspondentes ao mesmo Lagrangiano. Constate que as frequéncias de oscilagdo dos modos normais
sdo (de [288])

_ g
dy = Smilils ((ml +ma) (b1 + L) £ \/Z) ,
sendo
A = (mi1+m2) ((ml +m2) (1 + 42)2 - 4m1€1€2)

= (mi1+ mz)(m1(€1 — 62)2 + ma(l + 62)2) .

Da segunda igualdade para A, acima, vé-se claramente que A > 0 e, portanto, que d4 # d—_. Da primeira, vé-se que d4 e d_ sdo

pOSitiVOS, pois \/Z = \/(ml + TYZQ)((’ITM + mz)((l —+ ZQ)Q — 4m1€1€2) < (m1 =+ mQ)(Zl + Zg) Assim, 0 < d_ < d+. r

E. 46.14 Ezercicio dirigido.  As expressbes do caso geral dos Exercicios E. 46.12 e E. 46.13 s3o muito complexas para serem
manipuladas sem auxilio de computacgdo algébrica, por isso, vamos considerar, a titulo de ilustragcdo, o caso particular em que m; =
mg =m e {1 = 3 = ¢ (massas iguais e hastes de igual comprimento). Teremos,

2 1 2 0
M = me? , K = mgt

1 1 0 1
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Os autovalores de m s3o

62

3+v5
m+ = Tm

e a decomposicdo espectral de M é M = my M4+ + m_M_, onde os projetores espectrais M+ sdo

145 1
My = — 1 (Mem) = 2| :
m4 —m-— \/5 1 —145
2
1—V5
1 -1 1
M. = ——(M=—myls) = — | °
m— —m4 V5 1 —1-5

E claro disso que M*1/2 = mfl/QMJr +mE2 M Verifique que

(3+¢5)ﬂ” _ VBl (3%)*”2 _ VBEFIL
2 N 2 2 - 2

(Essas relagdes estdo ligadas a propriedades elementares da chamada razio durea, que jé fez uma aparigdo nestas Notas na Se¢do 6.1.2,
pagina 351). Usando essas relagdes, determine explicitamente as matrizes M*Y2 0 resultado é

2 -1
MoV~ 1 1 e M2 = ml%

_m%—liﬁ \/_12

Determine explicitamente a matriz B := M™Y2KM~'2. O resultado é

-7 11

Determine a matriz ortogonal O que diagonaliza B: D = OT BO. O resultado pode ser expresso como

1 7 1-5V2

V100 — 10v/2 1452 .

Os elementos da diagonal de D = ( 0 d0+) sao
dy = (2 + \/5)%

e s3o o quadrado das frequéncias dos modos normais de oscilagio. Os modos normais sio dados por Q = OTM'/2¢, com ¢ = (i;)

Determine explicitamente os modos normais Q. O resultado final é que o modo Q_ é proporcional a ¢1 + %(bg e o modo Q4 é

proporcional a ¢1 — %gf)g. As constantes de proporcionalidade s3o irrelevantes.

Dessa forma, se desejarmos excitar apenas o primeiro modo Q_ (anulando Q) devemos escolher como condiges iniciais ¢2 = V21
(e velocidades angulares nulas) e se desejarmos excitar apenas o segundo Q4 (anulando Q_) modo devemos escolher como condi¢des
iniciais ¢2 = —v/2¢1 (e velocidades angulares nulas) . Vide Figura 46.13, pagina 2692.

Podemos chegar as mesmas conclusdes (talvez de forma mais simples) fazendo uso da relagdo (46.146), pagina 2689. Para excitarmos
apenas o modo Q4+ uma possibilidade é termos as condi¢es iniciais vo = 0 e go+, com

22+v2) -2 (2+V?2) Q0+
(diM - K)qu = 0, ousea, mgl =0, (46.148)

(2£v2)  (2+Vv2)-1) \gis
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1

q, .
onde escrevemos qo+ = < o ) Assim,

EGES

(2+2v2)gos + (2£V2)g3s =0 (46.149)

(a outra relagdo é idéntica). Como go+ é indeterminado a menos de uma constante, interessa-nos apenas a razio qo4/qo+, que pode
ser lida de (46.149) como sendo

2
2+ 22
Go+ 2+ \/5

Assim, para as condicdes iniciais dos dois modos temos ¢2 = /261 (modo —) e ¢2 = —V2¢1 (modo +), como obtivemos acima. "

Figura 46.13: Esquema de um péndulo duplo planar composto por duas hastes de igual comprimento e duas massas
iguais. No lado esquerdo temos como condicio inicial ¢ = v/2¢; e apenas o primeiro modo normal Q_ é excitado, e
passa a mover-se harmonicamente com frequéncia \/d—, . No lado direito temos como condicio inicial g3 = —v/2¢; e
apenas o segundo modo normal Q é excitado, e passa a mover-se harmonicamente com frequéncia \/a .

46.4.1 Modos Normais e a Energia Mecanica

Apresentemos agora algumas consideragoes de grande significado fisico sobre os modos normais. A energia mecéanica do
sistema definido pelo Lagrangiano original (46.127), pdgina 2685, é, a menos de uma constante irrelevante,

1 1

Vamos escrevé-la em termos dos modos normais Q. Usando, (46.134), temos ¢ = M~120Q e, portanto,

& = (9, O"M7VPMM20Q), + =(Q, O"MTPKM20Q), .

1
2

N =

Agora, OTM~12MM~1/20 =1, pois O é ortogonal. Além disso, OT M~YV2KM~1/20 = OTBO = D. Assim,

& = %(Q, Q) + %{Q, DQ), = Z%((Qi)2+di(9i)2> :

i=1

Essa expressao tem uma interessantissima interpretacao. Como cada modo normal Q; satisfaz a equagdo (46.136), sua

energia mecanica é justamente &; := % ((Qz)2 +d; (QZ-)Q). E claro que, para cada i, trata-se de uma grandeza conservada,
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como se vé, por exemplo, pelas solugoes (46.137). Assim, vemos que a energia mecénica total & é a soma das energias
mecanicas individuais dos modos normais, cada qual é individualmente conservada.

Essa observagao vem ao encontro da ideia de que os modos normais sao independentes uns dos outros, pois ela afirma
que eles nao trocam energia durante o movimento. Essa é uma caracteristica um tanto surpreendente de sistemas de
osciladores harménicos acoplados, como os descritos no Lagrangiano original (46.127), pdgina 2685: dentro deles ocorrem
modos de oscilagao desacoplados que nao trocam energia entre si.

e Um breve comentario sobre o experimento computacional de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou

Caso fossem adicionados termos ctibicos ou quarticos ao Lagrangiano (46.127), as equagoes de Euler-Lagrange (46.136)
seriam modificadas, passando a incluir termos nao lineares. Um exemplo, seriam as equagoes

Qi(t) + diQi(t) = > TijwQ()Q(H)%(t), i=1,...,n,
7, k=1

com constantes Tj;,. Em tais casos, os modos normais podem trocar energia uns com os outros. Mesmo aqui, porém,
h4 uma surpresa. Em um experimento computacional realizado na alvorada da computagao eletronica, em 1953 (com o
computador MANIAC I, de Los Alamos), Fermi*3, Pasta*, Ulam*® e Tsingou?® [145] testaram se a energia de um dos
modos normais de uma cadeia unidimensional de osciladores de igual massa seria distribuida uniformemente entre os
demais modos normais caso termos nao lineares fossem considerados nas correspondentes equagoes de movimento. Esse
era o comportamento esperado de sistemas nao lineares, sendo essa hipétese conhecida como principio de equiparticao
de energia, na Mecanica Estatistica. Para surpresa de seus autores, esse comportamento nao foi observado, dentro dos
limites temporais e de precisao computacionalmente permitidos, com a energia de um modo excitado sendo transferida
aos demais, mas retornando de forma quase-periddica ao modo original. Vide Figura 46.14, pagina 2695. As cadeias
unidimensionais de osciladores estudadas em [145] tinham 32 ou 64 massas iguais e tinham os extremos fixados.

Vale observar que experimentos reais com osciladores sempre sofrem de perdas de energia por atrito, dificultando,
ou mesmo impedindo, a observacao de comportamentos de longo tempo, como a termalizacao dos modos de oscilagao.
Tendo trabalhado durante a Segunda Guerra Mundial no projeto Manhattan, no Laboratorio de Los Alamos, Fermi
tinha acesso a seus computadores e viu neles uma oportunidade de fazer Ciéncia nao aplicada a usos militares, fim
esse a que essas maquinas tinham sido majoritariamente destinadas até entao. Simulagdes computacionais de sistemas
mecanicos permitem contornar efeitos indesejados, como efeitos de atrito, permitindo que descobertas sejam realizadas
mesmo quando a anélise matematica dos mesmos sistemas é por demais complexa.

Nas obras coligidas de Fermi, citadas em [145], Ulam escreve:

“Fermi expressed often the belief that future fundamental theories in physics may involve non-linear operators
and equations, and that it would be useful to attempt practice in the mathematics needed for the understanding
of nonlinear systems. The plan was then to start with the possibly simplest such physical model and to study the
results of the calculation of its long-time behavior.... The motivation then was to observe the rates of mixing
and thermalization with the hope that the computational results would provide hints for a future theory. One
could venture a guess that one motive in the selection of problems could be traced to Fermi’s early interest in
the ergodic theory”.

O trabalho de Fermi, Pasta, Ulam e Tsingou [145] foi pioneiro na investigacao com base em computadores de sistemas
de interesse fisico e matematico, abrindo caminho para o estudo de sistemas nao lineares, cadticos e inspirando diversos
desenvolvimentos teéricos e matematicos, como os da teoria dos sistemas dinamicos, em geral, e a teoria dos sélitons, em
particular.

43Enrico Fermi (1901-1954).

44John Robert Pasta (1918-1981).

45Stanistaw Marcin Ulam (1909-1984).

46Mary Tsingou (1928-). Em um possivel caso de misoginia, o nome de Mary Tsingou nio nio fora citado dentre os autores da publicagio
original [145] que, no entanto, mencionava claramente: “Report written by Fermi, Pasta and Ulam. Work done by Fermi, Pasta, Ulam and
Tsingou”. Sua contribui¢do critica para a descoberta foi apontada posteriormente. Esse lapso nao teria sido completamente por culpa dos
demais autores (Fermi, por exemplo, falecera um ano antes da publica¢do), mas em parte devido a regras internas do Laboratério de Los
Alamos, onde o report foi publicado, que distinguiam entre autores do trabalho (FPU+Tsingou) que aqueles que efetivamente redigiram o
texto final (FPU). Vide [109] e [186]. H4 atualmente em curso um movimento de recuperar o nome e a contribuigdo de Tsingou, juntando-o
sempre aos demais autores em referéncia a [145] e aos problemas de pesquisa gerados por aquele trabalho. Tsingou continuou realizando
trabalhos sobre os modelos de [145], notadamente [500], de 1972, (com o sobrenome de casada, Menzel), estendendo os resultados a intervalos
muito mais longos de tempo.
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Diversos experimentos computacionais posteriores, com melhores recursos computacionais, confirmaram o efeito de
recorréncia da energia, mesmo para intervalos de tempos extremamente longos (vide, e.g., [500]), desde que a energia total
do sistema esteja abaixo de um certo limiar. Se a energia estiver acima de um segundo limiar, mais alto, a evolugao do
sistema, serd cadtica e uma rapida transicio para um regime de equiparticio de energia entre os modos serd observada®”.
Além disso, verificou-se que, com o aumento do nimero de pontos materiais na cadeia, o surgimento do regime cadtico
e da equiparticao de energia se manifesta com um menor limiar de energia, e de modo que, no limite em que o ntimero
de pontos materiais vai ao infinito, a equiparticao de energia ocorre com qualquer energia inicial. Para uma referéncia,
vide [383].

Até o presente, um entendimento teérico completo desses fenémenos nao estd disponivel, mas acredita-se que o
principio de equiparticao de energia nao seja valido nos sistemas considerados, em baixas energias, devido & presenca de
sélitons e a sua integrabilidade. O que se passa com maiores energias ainda escapa a andlise matematica.

O experimento de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou é ainda repetido com aperfeicoamentos e estudado teoricamente, tendo
assumido um papel importante na teoria dos sistemas dinamicos, no estudo de sélitons, no estudo de equagoes diferenciais
parciais e sistemas integraveis, em estudos de ergodicidade de sistemas mecanicos, assim como no estudo de sistemas
cadticos. Destacamos também que modelos como os analisados por Fermi, Pasta, Ulam e Tsingou sao relevantes para o
entendimento de processos de conducao de calor em materiais cristalinos, em particular, para o entendimento da chamada
Lei de Fourier*®, que até o presente nao foi demonstrada a partir de primeiros principios, permanecendo uma lei empirica.
Esse problema da dedugao tedrica da Lei de Fourier é um dos grandes problemas abertos da Fisica.

Para um importante avango recente no problema de termalizagao dos modos no experimento de Fermi-Pasta-Ulam-
Tsingou, vide [370]. Para um texto de revisdo sobre o experimento de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou, vide [49]. Para um
texto mais elementar e divulgativo, vide [390]. A referéncia [383] contém também uma revisao de resultados, assim como
resultados originais. Para um texto sobre o status tedrico e matematico do problema, recomendamos [170].

46.5 Angulos de Euler na Mecanica de Corpos Rigidos

Os angulos de Euler, estudados na Secao 21.4.2.2; pagina 1132, prestam-se a descricao de matrizes de rotagao e também,
consequentemente, ao tratamento de alguns problemas envolvendo corpos rigidos. Vamos agora, sob a luz de um exemplo,
descrever como isso se dd. Ainda no contexto de nosso tratamento de corpos rigidos (vide Secao 45.4, pdgina 2571), seja
k um sistema de referéncia inercial e K o sistema de referéncia fixo no corpo rigido, com origem em seu centro de massa,
sendo R; € SO(3) definido como antes.

Usando a descrigao de rotagoes em termos de angulos de Euler, escrevamos R; = Rs(¢:)R1(0:)R3(1:). Assim,

R; ' = R3(—y)Ri(—0;)Rs(—1) e
Ry = ¢1J3Rs(04)Ri(0:)Rs(v) + 0:Rs(0¢) R (0;)J1 Rs () + e R (p4) Ry (61) Rs () Js -

Como ;- J =R, 'R, podemos escrever o vetor velocidade angular intrinseca em termos dos trés angulos de Euler ¢y,

470s regimes estudados nos experimentos numéricos de [145] correspondem & primeira situagdo, a de baixa energia. Um prentdncio do
aparecimento de equiparti¢do de energia para altas energias em sistemas como os de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou foi apresentado em [532].
Segundo os autores “A further increase in the nonlinearity results in a rapid cascade of energy across the entire modal energy spectrum. For
the times considered, however, we fail to attain complete equipartition of the spectral energies”.

48Vide Segao 43.1.1, pagina 2400. Em particular, vide (43.1), pagina 2401.
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Pig. 1. The guantity plotted is the energy (kinetic plus potential
in each of the first five modes). The units for energy are arbitrary.
N=32; O=1/; 8§t = 1/8, The initial form of the string was a single
sine wave. The higher modes never exceeded in emergy 20 of our units.
About 30,000 computatisn cycles were calculated.

Figura 46.14: Esquerda: reprodugdo de grifico do artigo original de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou [145], exibindo a
evolugao com o tempo da energia mecanica dos cinco primeiros modos de oscilagao da cadeia unidimensional nao linear
considerada. O eixo horizontal é o tempo e o vertical a energia. O sistema inicia com toda a energia no primeiro modo,
que é, em seguida, distribuida entre os demais modos, mas retorna quase inteiramente ao primeiro apés um certo tempo.
Direita: reprodugido moderna dos mesmos resultados, extraida de [390].

0; e 1y e de suas derivadas. Fazendo uso repetido das relagoes (21.121), pdgina 1131, temos

QT = RORe = @oRa(=0) (Ra(=00)J3Ra(60) ) Ra(vr) + 01 (Ra(—) i Ra(w) ) + s
= o1 ((cos(00)ds + sen(8,) R(— ) 2R (1) ) + 6y (cos(w) 1 — sen(t)J2) + e Js
- gbt<cos(9t)J3 + sen(8) ((cos(thy)Jz + sen(¢t)J1)) + ét(cos(wt)Jl - sen(wt)Jg) s
— (¢esen(0r) sen(ve) + 01 cos(e) ) 1 + (e sen(0y) cos(vr) — e sen(vr) )

+(sbt cos(f;) + %)Js- (46.151)
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Assim, identificamos

(Q) L = ¢rsen(;)sen(vyy) + 0y cos(1y) (46.152)
(ﬁt)Q = ysen(fy) cos(ty) — Oy sen(iy) | (46.153)
(ﬁt)a = @rcos(f:) + Py . (46.154)
E. 46.15 Ezercicio. Usando (21.121), pagina 1131, verifique os passos que conduzem a (46.151). *

Por conveniéncia, escolheremos doravante os eixos de K como sendo eixos principais do corpo rigido, de sorte que o
tensor de momento de inércia I seja diagonal. Com isso, podemos expressar a energia cinética rotacional de um corpo
rigido dada em (45.113) em termos dos dngulos de Euler e suas derivadas temporais. Por exemplo, a energia cinética de

~ .~ s _ o s _ T <92 '2 '2 . 7
rotacdo de um pido esférico (para o qual vale Iy = I = I3) é e (1) = 5 (gpt + 07 + 7 + 2000, cos(@t)).

No caso de um pido simétrico, ou seja, para Iy = Iy # I3, a energia cinética de rotacdo é dada, usando-se (45.113) e
os angulos de Euler, por

I . I N2
ecr(t) = 31( 'fsen(@t)Q + 9,52) + 33(@ cos(f:) + wt) .

E importante notar que o lado direito independe dos angulos ¢; e 1;, apenas de suas derivadas.

E. 46.16 FEzercicio. Verifique as expressdes acima para ecr. o+

46.5.1 Usos dos Angulos de Euler. O Piao de Lagrange

e Movimento com um ponto fixo. O piao de Lagrange

Vamos agora tratar com algum detalhe de um problema cuja solucao exibe caracteristicas também encontradas em
outros sistemas congéneres. Trata-se de um problema de Mecanica em cujo tratamento o uso dos angulos de Euler é de
real utilidade. Consideremos um Piao de Lagrange, um piao simétrico colocado sob a agao de um campo gravitacional
uniforme, tendo um dos pontos de seu eixo de simetria fixo. Esse ponto fixo, em torno do qual o piao pode girar
livremente, é denominado pivé. Adotaremos o eixo 3 como o eixo de simetria do pido e adotaremos a origem do sistema
de coordenadas inercial coincidente com o pivo.

E. 46.17 Ezercicio. Mostre que o Lagrangiano desse sistema mecAnico, expresso em termos de dngulos de Euler, é

L. 2 | 42 I (. i\ 2
<L = 5 (@ sen(0)° + 67 ) + 5 (& cos(0:) + ) — Mglcos(6y) , (46.155)
onde [ é a distancia do centro de massa do pido ao pivd e onde I; e I3 s3o os momentos de inércia principais definidos em relacio ao
pivé. Sugestdo: inspire-se em (45.114) e em (45.128), paginas 2574 e 2577, respectivamente. Obtenha as correspondentes equacdes de
Euler-Lagrange e constate que

po = Is (qj)t e cos(@t)) (46.156)
e que
po = Lipesen(0:)” + I3 cos(@t)(i/;t + @1 cos(6r)) , (46.157)
ou seja,
po = Ligrsen(0:)* + py cos(6:) (46.158)
sdo constantes de movimento. Isso se deve ao fato que % = % = 0 para o Lagrangiano acima. Na Mecdnica Classica, coordenadas
q com essa propriedade, ou seja, tais que % = 0, sdo denominadas coordenadas ciclicas e, por forca das equagdes de Euler-Lagrange,

seus momentos generalizados % sdo constantes de movimento. Os angulos de Euler ¢ e 1 sdo, portanto, coordenadas ciclicas no
problema do pido de Lagrange.

Mostre que a energia mecinica (cinética mais potencial) do pido de Lagrange é dada por

I /. ) Is /. N2
em = %(cpf sen(@t)g—i—ﬁf) +§3(gpt cos(@t)+1/)t) + Mgl cos(6¢)
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e é também uma constante de movimento. Escrevendo

_ Py — Py cos(6:)

by = 46.1
e I (senfy)? (46.159)
e definindo )
' _ Py
¢ T T
que também é, obviamente, uma constante de movimento, mostre que
I - ~
¢ = 6 +V(6), (46.160)
onde )
~ (P — Py cos(0))
0) = Mgl 0)+ ——— 46.161
V(6) = Molcos() + Lo 0 (16.161)
Obtenha disso que
o 1 2
/ ——dl = T t. (46.162)
% e/ =V (0) 1
Essa expressdo fornece uma solu¢do formal ao nosso problema, como passaremos a descrever. "
A relagao (46.162) permite obter 6; em fungao de ¢, da seguinte forma. Se F'(#) for uma primitiva de %(9, entao
el —

(46.162) fica F(6;) — F(6y) = ,/%t, 0 que permite escrever

6, = F~! <\/%t+F(90)> :

onde F~! seria a funcdo inversa da F. Como descreveremos simplificadamente adiante, a funcdo inversa F~! pode ser
escrita em termos das chamadas funcées elipticas de Weierstrass*® (vide e.g., [521], [225] ou [69)]).

Uma vez obtida a funcao 6;, a relagdo (46.158) permite obter ¢; integrando-se ambos os lados da igualdade

. Dy — Dy c08(0)
= =2 vV 46.163
7t I (1 — cos?(6;)) ( )

Verifique! Por fim, a relagdo (46.156) permite obter v, integrando-se ambos os lados da igualdade = Doy /I3 — i cos(0y)
que, usando (46.163), também pode ser escrita apenas em termos de cosf; como

Py Py — Py cos(br)

Uy = T L= co2(0) cos(6;) . (46.164)

Verifique!

Os comentarios postos acima foram feitos para exibir a factibilidade da resolucao das equacoes de movimento. Porém,
o célculo “explicito” do lado esquerdo de (46.162) (e a inversao da funcdo assim obtida) e, especialmente, a integracao
de (46.163) e de (46.164) sdo um tanto complicados, mesmo se escritas em termos de fungdes especiais, como as fungoes
elipticas de Weierstrass (vide abaixo). Modernamente, é por vezes mais 1til em situagoes concretas resolver essas equagoes
usando-se métodos de integracao numérica, tema no qual nao tocaremos aqui. No entanto, como comentaremos adiante,
informagoes qualitativas relevantes sobre o movimento podem ser inferidas analisando-se propriedades gerais das equagoes
acima.

e Obtendo 6;. As fungoes elipticas de Weierstrass. O movimento de nutacao

Para aprofundar um pouco mais o tratamento da integral do lado esquerdo de (46.162), fagamos nela a mudanga de
variaveis u = cos 6. Apds algumas contas tediosas mas elementares, a mesma fica

2 /“t du
VML fafu ey (w2 1) + (0, —pi)”

49Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815-1897).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janeiro de 2024. Capitulo 46 2698/2825

onde uy := cos by, e :=¢€'/(Mgl), pl, == 2p,// Mgl e p, = 2py//Mgl. Verifique! O termo dentro da raiz quadrada
é um polinémio de grau 3 na varidvel u e o escrevemos como p(u) = 4ud + asu? + aju + ag. As constantes ag, a1 € as
podem facilmente ser escritas explicitamente em termos de e, p, € py, mas pouco nos interessa fazé-lo aqui. (Faca-o!).
Fazendo a mudanga de varidveis s = u + « com « = as/12, obtemos p(u) = p(s — a) = 453 — ¢15 — ¢y, para novas
constantes cq e c;.

E. 46.18 FEzercicio. Obtenha as constantes ¢y e ¢; em termos das constantes de movimento e, py € puy. -

O ponto de interesse reside no fato que, com as escolhas acima, eliminou-se convenientemente o termo s2. Com isso,
nossa integral fica
2 urta du

VMgl Jug1a V483 —c15—co
Evitando entrar em detalhes, como em questoes relacionadas a dominios de definicao, a integral acima pode ser escrita

em termos da chamada fun¢do eliptica de Weiertrass (vide e.g., [521], [225] ou [69]), denotada tradicionalmente pelo
simbolo g, e que satisfaz

(46.165)

o0 d o d
o 1(r) = / N , ou seja, y = / S S— (46.166)
» V483 —c1s — ¢ o(y) Vas? —c15s — o

Naturalmente, a fungdo p(x) = p(z; co, ¢1) depende das constantes ¢y e ¢1, mas essa dependéncia é costumeiramente
omitida da notagao. Nao entraremos em detalhes sobre a definicao das fungoes elipticas de Weierstrass e comentamos
apenas que elas sao riquissimas em propriedades, especialmente quando estendidas ao plano complexo. Por exemplo, elas
sdo duplamente periédicas® em C e, portanto, sao periédicas em R, ainda que nio sejam necessariamente limitadas. As
constantes cg e ¢ sdo denominadas invariantes elipticos e estdao relacionadas aos dois periodos de p em C. Para mais
detalhes, vide [521], [15], [399], [237], [225] ou [69].

Retomando (46.165) e (46.162), temos que p’1<cos(9t) + a) - p’1<cos(90) + a) = t/7, onde 7 é a constante

21
Mgl

T = e, assim,

t
0; = arccos [@ <— + do) - a} , (46.167)

T
onde dy := p ! ( cos(fo) + a). Como p é uma fungao periddica de periodo T em R, vemos que 6; também é periédica de
periodo 7T. Comentamos que 7 tem dimensao de tempo, enquanto que 7' é uma grandeza adimensional e que depende

das constantes cg e ¢; que definem g. Esse movimento oscilatério periédico do angulo de Euler 6; é denominado nutagdo.

e Obtendo ¢; e ;. Os movimentos de precessao e rotagao intrinseca

Apresentemos agora expressoes para ¢; e 1, em termos da funcao eliptica de Weiertrass para em seguida analisarmos
qualitativamente os resultados obtidos.

E. 46.19 Ezercicio. De (46.163) e (46.164) obtenha:

pe — Py [0 (£ +do) — a] o (m—pw [p(%ero)—a}) [p (£ + do) — @

t = e Y =

, (46.168)

2 I, 2
B (1=l (¢ +do)—a]’) 3 B(1= [ (¢ +do)—a]’)
50 A seguinte expressdo é frequentemente tomada como definicio das funcdes elipticas de Weierstrass no plano complexo:
1 1 1
= ) ) = — + — y
0(z) oz, w1, w2) 22 Z |:(z + mwi +nw2)?  (mwi + nw2)2:|

(m, n)€z2

(m, n)7#(0, 0)
onde w1 e wy € € s@o por convengdo tais que waz/wi tem parte imagindria positiva (o que, em particular, implica que |mw1 + nwz| nunca se
anula para (m, n) € 72, nem torna-se arbitrariamente pequena). Essa definigdo origina-se dos trabalhos do préprio Weierstrass. E elementar
constatar que p(z) = p(z + mwi + nws) para todos (m, n) € Z2 (daf dizer-se que p é duplamente periédica em C). E também fécil ver que
soma acima é absolutamente convergente para todo z € C\ A, onde A := {mw1 + nwz, (m, n) € Z2}, sendo, portanto, analitica no dominio
C\ A. Nos pontos de A a funcdo p(z) exibe polos duplos. As constantes wj e wa estao relacionadas as constantes cg e c¢o da representagao
(46.166).
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assim como

T YT, —py[p(t) —a]
= + — dt 46.169
Pt %0 T /o 1 [p(t) - 04]2 ( )
t/T+do ’
Py T Pe — Py [p (') —af / /
= —t— = t) — dt . 46.170
P Yo + T T i 1= [p(t) - a]Q [@ ( ) Oé] ( )

Com uso dessas expressdes, de (46.163), de (46.164) e de (46.167) podemos em principio obter as componentes de €, dadas em
(46.152)—(46.154), mas as expressdes assim obtidas sdo deveras complexas, mais ainda que as acima, e de pouco uso direto. o,

O movimento associado a variacao de p; é denominado precessdo e o associado a variagao de v, é denominado rota¢ao
intrinseca em torno do eixo de simetria do piao.

e Primeiras consideragoes qualitativas sobre o movimento do piao de Lagrange

Fagamos agora, na medida do possivel, alguns comentarios gerais sobre o comportamento qualitativo das solugoes
obtidas acima. Vamos denotar por @4 e Uy os integrandos de (46.169) e de (46.170), respectivamente:
Do — D t) — « Do — P t') — «
(I)tl — ® ¢[pl( ) 2] e ‘Ilt’ — ¥ "/’[pl( ) 2][@@/)_@] .
1—[p(t)—d 1—[p(t) =]

Como p é uma fungao periddica, de periodo T em R, ambas as fungoes P4 e ¥y sao também periddicas de periodo T e,
portanto, podemos formalmente expandi-las em séries de Fourier (vide Segao 37.4.2, pagina 1957):

o o P i2mkt’ /T Ty S i2mkt’ /T
Qt’ - _+ _e’L & / (§] \Ilt/ = —+ —62 a / .
T T NP,
k#£0 k0
Com isso, (46.169) e (46.170) se escrevem, respectivamente, como
— + % t+ L, (t) (46.171)
Yt = $o Il\/T 7] ) .
v = o+ |2 Yo t+ Ly(t) (46.172)
IS Il\/T

onde L, e Ly sao as fungoes periédicas de periodo 1'7 dadas por

T s &, ei2mkdo/T .
Ly(t) = \/_L Z <k67 (6127rkt/(T7—)_1>7

Ar L k
k20
s U, pi27kdo /T
Ly(t) = VT T 3 Wyerrtdo/ T (emkt/m) _ 1) .
47 .[1 oo k
k£0
E. 46.20 Ezercicio. Verifique! "

Vemos de (46.171) e (46.172) que os angulos de Euler ¢; e t; crescem em média linearmente com ¢ com velocidades

angulares médias
CI)Q pw ‘I’Q
w, = e Wy = | =— — , 46.173
’ (11\/T> v <13 11ﬁ> 1o-173)

respectivamente. A esse movimento médio sobrepdem-se oscilacoes de periodo T'7 definidas pelas funcoes L, e Ly,
respectivamente. Como vimos, o movimento de nutacao tem a mesma frequéncia.
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O descrito crescimento linear do angulo de Euler ¢, é um movimento denominado precessao azimutal médio, ou sim-
plesmente precessao média. O movimento descrito pelo 4ngulo de Euler ) representa a rotagao (intrinseca) instantanea
do pido em torno de seu eixo de simetria. Com essa nomenclatura podemos dizer que w,, ¢ a velocidade angular média
de precessao do pido e wy, é a velocidade angular média da rotagao intrinseca do pidao em torno de seu eixo de simetria.
Sobre as velocidades angulares médias expressas em (46.173) é relevante observar, da teoria das séries de Fourier (vide
(37.59), pagina 1957), que

Do 1/T T, 1/T
— = = &y dt e que — = = Uy dt’
VT T d VT~ T) !

que sao os valores médios de @4 e Uy, respectivamente, em um intervalo de largura 7', o periodo das mesmas.

As funcoes 0y, L, e Ly sao periédicas de mesmo periodo T'7. No entanto, o movimento do pido s6 serd periédico no
caso de os periodos de precessdo e rotacao intrinseca médios, 27/w,, e 27/w,, respectivamente, forem comensuraveis com
T'T, ou seja, se forem miiltiplos racionais do mesmo, uma condicao um tanto excepcional. De modo geral, o movimento
do pido é almost-periddico (para a teoria das fungdes ditas almost-periddicas, vide, e.g., [262] ou [99]).

Além do crescimento linear descrito acima, ¢; é sujeita a oscilacoes periddicas, que podemos descrever qualitativamente
a partir do comportamento da velocidade angular ¢;. De acordo com a primeira das relagoes em (46.168), ¢; oscila

. . . ’ . . t 7 .7 . .
perlodlcamentg e seu sinal e-determmado pelo sinal de p, — Py [p (f + do) — a} Como @ é periddica e oscila entre
um valor maximo e um minimo, hd, consequentemente, trés situacoes possiveis, dependendo dos valores de p, e de
py: 12 ¢ é sempre estritamente positiva ou estritamente negativa; 22 ¢, troca de sinal periodicamente (e, portanto,
anula-se periodicamente em certos instantes); 3% ¢; nao troca de sinal mas anula-se periodicamente em certos instantes.
Simultaneamente, #; realiza também um movimento periédico de mesma frequéncia entre dois valores 6_ e 6 (nutagao).

A combinacao dos movimentos de notacao e precessao correspondentes a essas trés situagoes estao descritas na Figura
46.15, pagina 2700, onde o movimento de um ponto do eixo de simetria do piao é desenhado. No que segue mostraremos
como podemos chegar as mesmas conclusoes por meio de uma andlise puramente qualitativa das equagoes que regem esse
movimento do piao de Lagrange.

Figura 46.15: Possiveis combinagoes dos movimentos de nutacao e de precessao do piao de Lagrange. Nas trés figuras é
desenhado o movimento de um ponto do eixo de simetria do piao. Os angulos 6_ e 6, sao aqui denominados 6; e s,
respectivamente. Na figura da esquerda ¢; nao troca de sinal, na do meio troca de sinal periodicamente e na da direita
anula-se periodicamente, mas sem trocas de sinal.

e Mais sobre a analise qualitativa do movimento do piao de Lagrange

Como ja comentamos, é possivel inferir certas propriedades do movimento de um piao de Lagrange, dentre as quais
algumas obtidas acima, sem uso direto das solugoes “explicitas” que indicamos.

O ponto de partida é a relagao (46.160), que pode ser interpretada como a energia mecéinica de um sistema unidi-
mensional onde o papel de energia cinética é feito pelo termo %9,52 e o potencial é 17(9t). A positividade dessa energia
cinética implica que o movimento deve limitar-se a regiao onde 17(9t) < ¢’. Para prosseguirmos com a argumentacao é
importante termos uma nocao qualitativa da forma do grafico da fungao 17(9) no intervalo [0, 7], onde 6 estd definida.

Consideraremos agora o caso em que p, 7# £p,, com ambos p, e py sendo ndo nulos (para os demais casos, vide
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adiante). Da definicio de V em (46.161) vé-se que V (6) diverge para +oco quando 8 aproxima-se de 0 ou de 7 (0s extremos
de seu dominio de defini¢do), devido ao fator 1/(send)?.

Como ‘7(9) é continua, ela deve possuir ao menos um minimo no seu intervalo de definigao. E possivel provar, mas
nao o faremos na corrente versio destas Notas®!, que 17(9) possui um minimo local dnico (e, portanto, absoluto) no
intervalo (0, 7), que denotaremos por 8,,;,. Com isso, entendemos que e’ > 17(9,,”-”). Para cada valor de e’ > V(Gmm)
havers dois dngulos 6_ e 6 (dependentes de €’), tinicos, com 0 < 0_ < Oppin < 04 < 7 tais que ¢’ = V(0_) e & = V(04).
Para cada valor de ¢’ o angulo de Euler 6; oscilard (periodicamente) entre §_ e 6,. Esse movimento é denominado
nutacao.

Vamos agora analisar o que ocorre com ¢ ainda na situagao em que €’ > V(6 ). Observando (46.159) ou (46.163)
e sabendo que cos#, é periédica em ¢, concluimos que o valor médio de ¢; é positivo ou negativo, o que implica que ¢,
cresce ou decresce em média linearmente com ¢, podendo sofrer oscilagoes em torno dessa média.

Esse movimento no qual || cresce em média linearmente com ¢ é denominado precessio azimutal, ou simplesmente
precessao. Passemos a analisar as oscilagoes em torno do movimento de precessao.
Q—cos(6:)
I, (senf;)2?
cos(0:) < cos(6), temos o seguinte: 12 , caso Q < cos(64) ou Q > cos(f_), entdo ¢; nao troca de sinal durante todo o
movimento; 22 | caso cos(f4) < Q < cos(f_), entdo ¢; troca de sinal (periodicamente) ao longo do movimento; 32 | caso
Q = cos(64) ou Q = cos(6_), entdo ¢; nao troca de sinal, mas anula-se periodicamente. Caso py, = 0 o movimento se da
como no 12 caso.

Escrevamos (46.159) na forma ¢; = py com Q := p,/py (aqui assumimos py, # 0). Como cos(f4) <

As trajetérias descritas pelo eixo do pido nessas trés situagoes sdo descritas na Figura 46.15, pagina 2700. O 12 caso
corresponde a figura da esquerda, o 22 caso corresponde a figura do meio e o 32 caso a figura da direita.

O movimento geral do pido combina uma rotacdo intrinseca em relagdo ao préprio eixo (descrita por ), um movi-
mento de precessao (descrita por ;) e um movimento de nutacao (descrita por 6;).

Finalmente, no caso especial em que ¢ = V(Gmm) teremos 6; = 0 para todo t. Nao ocorre, portanto, o movimento
de nutagao e 6; assume o valor constante 6,,;,. Nessa situacdo, (46.163) e (46.164) dizem-nos que ¢; e 1/}t também sao
constantes e, portanto, ¢; e ¥y crescem linearmente com ¢. Nao ha nutacao e a precessao e a rotagao em torno do eixo
de simetria se dao com velocidades angulares constantes.

e O caso p, = £py

Comentemos o que se passa se p, = £py,, com ambos p,, € py nao nulos. Se p, = py, ambos nao nulos, entao
V(0) = Mglcos(8) + ==

Verifique!' O segundo termo diverge (para +oo) em 6 = 7 , mas nao para § = 0, quando V(0) = Mgl. V(6) tem um
ponto de minimo no intervalo 6 € [0, 7), mas esse ponto de minimo pode ser 0. O movimento fica, portanto, limitado a
regido 0y € [0_, 04], para 0 < O_ < 01 < w. Como Q = 1, temos a situacdo descrita no 12 caso se #_ > 0 ou no 32 caso
se #_ = 0. Nessa tultima situacao ¢; nao troca de sinal, mas anula-se periodicamente nos instantes de tempo em que 6,
assume o valor 0.

No caso p, = —py, ambos nao nulos, a divergéncia (a 4+00) de ‘7(9) se d4 em 6 = 0 mas nao em 6 = . ‘7(9) tem
um ponto de minimo no intervalo 8 € (0, 7], mas esse ponto de minimo pode ser 7. O movimento fica limitado a regiao
0, € [0, 04], para 0 < 0_ < Oy < 7. Como Q = —1, temos a situacdo descrita no 12 caso se §; < 7 ou no 32 caso
se 04 = w. Nessa ultima situacao ¢; nao troca de sinal, mas anula-se periodicamente nos instantes de tempo em que 6,
assume o valor 7.

Um movimento sem nutagdo é em ambos os casos possivel, bastando escolher-se e’ igual a V() calculado em seu
ponto de minimo. Note-se que esse pode vir a ser 0 ou 7.

E. 46.21 Ezercicio. Analise qualitativamente o movimento na situa¢do em que p, = py = 0. "

kksk kk ok skk skckk

510 leitor interessado pode encontrar um demonstracoes desse fato na literatura supracitada, mas deve ser advertido que algumas provas estao
incompletas ou incorretas. Vide [22] para um tratamento ligeiramente diferente dessa questéo, mas que também omite algumas consideragdes.
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e i S e
Scanned at the American
Institute of Physics

Figura 46.16: Wolfgang Pauli e Niels Bohr observam um “Tippe Top”. Foto tirada em 31 de Maio de 1951, durante a
inauguragdo de um novo instituto de Fisica na Universidade de Lund, Suécia. Créditos: Foto de Erik Gustafson, AIP
Emilio Segre Visual Archives, Margrethe Bohr Collection (photos.aip.org). Um “Tippe Top” é um tipo especial de pido
simétrico que tem a curiosa propriedade de inverter seu eixo de rotacao, erguendo com isso seu centro de massa, ao
perder energia. O “Tippe Top” foi patenteado em 1891 por Helene Sperl, sob o nome de “Wendekreisel”. O “Tippe Top”
é até os dias de hoje objeto de estudo. Para um artigo de revisao, vide

e R. J. Cohen, “The tippe top revisited”. American Journal of Physics 45: 12 (1977). Bibcode:1977AmJPh..45...12C.
doi:10.1119/1.10926.

Para investigacgoes recentes, vide:

e N. M. Bou—Rabee, J. E. Marsden, L. A. Romero, “Tippe top inversion as a dissipation-induced instability”, STAM
J. Appl. Dyn. Syst. 3, 352-377 (2004).

e S. Rauch-Wojciechowski, M. Skéldstam , T. Glad, “Mathematical analysis of the tippe top”, Regul. Chaotic Dyn.
10, 333-362 (2005).
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46.6 Exercicios Adicionais

E. 46.22 Fzercicio dirigido. [Modos normais de um sistema com duas massas] Aqui seguimos a nota¢do da Secio 46.4,
pagina 2685. Considere o sistema unidimensional descrito na Figura 46.17, pagina 2703, composto por duas massas mi e mz em
movimento horizontal, acopladas linearmente a molas de constantes de mola k1, k2 e k3, todas positivas, a primeira mola acoplando a
massa m1 a parede da esquerda, a segunda mola acoplando as massas entre si e a terceira mola acoplando a massa mz a parede da
direita. Suporemos também que as molas estdo em equilibrio quando n3o estdo estendidas.

A
Y

Figura 46.17: Massas pontuais mj e mo em movimento horizontal acopladas a molas de constantes de mola ki, ks e ks.
As respectivas coordenadas ¢} e g5 medem a distancia & parede & esquerda. A distancia entre as paredes é L.

Constate que o Lagrangiano desse sistema mecanico é

mi ,.\2 ma ;. \2
L = — —= =
2 (‘h) + 2 (2)
Obtenha as correspondentes equacdes de Euler-Lagrange.

Constate, comparando a (46.126), pdgina 2685, que nesse caso temos

mi 0 k1 + ko —ko 0
M = 5 K = 5 e = 5
0 ma —k2 kot ks ksL
€ 2
1,. . 1 ksL
£ = S(d M), = 5(d Kq)p+ (6 d) — =5

Como o dltimo termo é uma constante, serda omitido doravante.

Constate que det(K) = kika + kiks + koks = k > 0 e que

1 [ b2+ ks k2

K =
K
ko k1 + ko
Definindo
q=4qg-K 'l = ;
/_ (kitko)ksL
Q2 — —

obtemos o Lagrangiano candnico

1,. . 1
Z = §<q, Mq>R7§<q’ Kq>R'

Verifique que a equagdo secular det (/\M — K) = 0 fica nesse caso m1maA2+bA+x =0, com b= 7(m1(k‘2 +k3)+ma(ki+ kg))

Verifique que as solucdes sdo
b+ VA d -b— VA
— = ) = ———— |

di =
2m1 mo ’ 2m1m2
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onde A = b% — dmimso = (ml(kg + k3) + ma(k1 + kg))2 — 4mimaok. Mostre que

A = (ml(k2 + k3) — ma(k1 + k2))2 + 4mimaks |

e, portanto, que A > 0, implicando que d; e d2 sio reais. Observe também que, como A < b% e VA < |b], tem-se d1 > 0 e d2 > 0.

De forma explicita em termos de m1, mo, ki, ko e ks, temos

ma (ke + k3) + ma(k1 + k2) + \/(m1(/€2 + k3) — ma(k1 + kz))2 + 4mimok3

2m1m2 ’

di =

ma (k2 + k3) + ma(ki + k2) — \/(ml(kQ + k3) — ma(k1 + k2))2 + 4mimok3

2m1m2

dy =

Vamos agora considerar o caso particular em que m;

=mga =m e ki = ka2 = ks = k. Usando as férmulas acima, mostre que para
esse caso tem-se

o=k gk
m m
Temos ainda

m 0 2k —k k 2 -1
m
0 m —k 2k -1 2

Constate que

)
Il
=
ol
I+
olr
S

1-v3  V/B+1
2 2
e constate que essa matriz é positiva. Assim,
VE3+1 1-v3
QO = M-Vl k 2 P)
miivs a1
2 2

A matriz B pode ser diagonalizada pela matriz ortogonal O = % (_11 %) Verifique que

OTBO 3k/m 0
BO —

0 k/m

A matriz a direita é a matriz D e seus autovalores sdo d; = %

edy = % como deveria ser. Os modos normais sdo dados, segundo
(46.134), pagina 2687, por

1 -1
0 = OTMl/Qq _ /%

Dessa forma, temos as solugdes

q1 — q2

q2 Q1+ q2

q1(t) —q2(t) = «icos < —t) B1 sen <\/%t> , (46.174)
t) + 2 sen <\/gt> , (46.175)

com a1, az, f1 e B2 sendo constantes dependentes de condi¢c8es iniciais.

~
2
Il
BE

3

3=

qi1(t) + q2(t) = «zcos <
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Somando-se e subtraindo-se ambas as expressées uma da outra, vemos que as coordenadas ¢1 e g2 sdo combinacdes lineares de senos

e cossenos das frequéncias /2% e 1/ £ vezes o tempo.
m m

Se retornarmos as coordenadas originais usando ¢’ = ¢+ K¢, teremos ¢ = q1 + % eqh=qo+ % Verifique! Assim, as posi¢des

de equilibrio estdtico para as particulas 1 e 2 sao % e % respectivamente.

Com uso dos modos normais (46.174)—(46.175) vemos que:

L ga(t) = qi(t) = a2(t) — a(t) + 5 e, portanto,

Assim, vemos que diferenca de posicdo g5 (t) — ¢1(t) entre as particulas 2 e 1 é dada por um movimento harménico de frequéncia

,/% em torno do ponto L/3. Lembremos que L/3 é a distancia entre particulas 2 e 1 na situa¢do de equilibrio estatico.

2. A posicdo do centro de massa das duas particulas, (q1(t) +q2(t))/2 = (q1(t) + q2(t))/2 + L/2, é dada por
/ /
at)+ap) _ L a [k B2 [k
5 —2+2(:os mt +286n mt .

Assim o centro de massa do sistema de suas particulas de massa m é dado um movimento harménico de frequéncia 4/ % em torno

do ponto L/2. Lembremos que L/2 é a posicdo do centro de massas na situagdo de equilibrio estatico.

Esses dois pontos permitem uma interpretacdo mecanica do significado dos modos normais no caso considerado.

Os resultados acima também podem ser obtidos diretamente da solugdo (46.132), pagina 2686, que fica, no caso corrente,

B > (—1)! £\ =, (1)l £\
q(t) = [Z @i <ﬁ) K qo+\/ﬁ[zm<ﬁ) K]vo.

=0 =0

Verifique que os autovetores de K sdo 71 := (*11), com autovalor 3k, e 2 1= (%) com autovalor k. Escrevendo qo = a1v1 + a27y2 €
vo = (b1/v/m)y1 + (b2/v/m)vy2 (onde a1, a2, b1 e ba sdo constantes), verifique que

3k 3k k k
q(t) = |a1cos —t | + bisen —t ||+ |az2cos —t | + bysen —t ]| e,
m m m m
donde as mesmas conclusdes obtidas acima podem ser extraidas.
Segundo (46.144), os projetores espectrais de () s3o
1 I /2 -1/2
e () - - ,
w1 —w _
P V5 B —1/2  1/2
1 1 V3il /3 /3 /2 1/2
=g 3(9_“’11): 1-3 -
v - V3 B4l /3 /2 1/2

Verifique!

Escrevendo go = (2% ) e vo = (03 ), os dois modos normais expressos em (46.145), pagina 2689, serdo

q1(t) 1 3k qo1 — qo2 1 m 3k V01 — Vo2
= —cos —t + =4/ =—sen —t
2 m 2\ 3k m
q2(t) Qo2 — qo1 Vo2 — Vo1
e
q1(?) 1 k qo1 + qoz 1 [m k Vo1 + Vo2
= —Cos —t + —4/—=—sen —t
2 m 2V k m
q2(t) qo2 + qo1 Vo2 + Vo1
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No primeiro, vemos que q2(t) — q1(t) = cos( 37’?1&) (qo2 — qo1) + /% sen( %t) (voz — vo1) e para o segundo, vemos que

(q1(t) + qa2(t)) /2 = cos (\/%) (qo1 + qo1) /2 4+ /% sen <\/§t) (vo1 + voz) /2.

De forma geral, o uso da decomposi¢cdo espectral, resultando em (46.145), é o método mais rapido para a determina¢do dos modos
normais de um sistema. o,

E. 46.23 Ezercicio. Obtenha o Lagrangiano associado ao pido de Lagrange em coordenadas definidas por dngulos de Euler e mostre
que as equagdes de Euler-Lagrange assim obtidas coincidem com as equa¢des de Euler (com torque externo). Sugesto: escreva as
equacdes de Euler em termos dos dngulos de Euler e compare-as as correspondentes equacdes de Euler-Lagrange. Conte quantas vezes
as palavras “Euler” e “Lagrange” aparecem no enunciado acima em sentidos diversos. "

E. 46.24 Ezercicio. Considere o movimento de um corpo rigido na auséncia de forcas e torques externos e com seu centro de massa
parado. Considere um sistema de referéncia fixo no corpo tendo como eixos seus eixos principais de inércia. Escreva seu correspondente
Lagrangiano usando angulos de Euler (vide para tal a Sec3o 46.5, pagina 2694). Obtenha as correspondentes equagdes de Euler-Lagrange
e, usando-as, reobtenha as equacdes de Euler (45.137)—(45.139), pdgina 2579. Sugest3o: escreva as equa¢des de Euler em termos dos
angulos de Euler e compare-as as correspondentes equa¢des de Euler-Lagrange. *

E. 46.25 Ezercicio. Escreva Hamiltoniano associado ao Exercicio E. 46.24 e obtenha as correspondentes equacdes de Hamilton.
Compare-as as equa¢des de Euler (45.137)—(45.139), pégina 2579. o,

E. 46.26 FEzercicio. [Equagdes de Hamilton para o Pido de Lagrange]. Mostre que o Hamiltoniano associado ao pido de
Lagrange, cujo Lagrangiano foi dado em (46.155), pagina 2696, em termos de angulos de Euler, é

b : — pwcosh)®
%(97 i) 1% Po, Py, pw) = Py + p_w M

2L 213 21, (senf)? + Mglcos0 . (46.176)

Mostre que os momentos generalizados, expressos em termos das velocidades generalizadas, sdo:
po = I, Pp = Il¢sen29+lg(¢c059+¢) cosf Dy = [3(¢JCOSQ+1/.)) . (46.177)

Obtenha de (46.176) as correspondentes equa¢des de Hamilton:

) Do . (P — py cosB) (p, cos b — py)
_ _ M
0 L’ po I (senf)? + Mglsent,
. _  DPp—pycost T 46.178
@ Ii(senf)? ’ Py 0, ( )
: — py cos b .
- Py  Pe — Py 0, Py = 0.

I3 I (send)?

E. 46.27 Ezercicio. [Pido de Lagrange sem Nutagao]. Sob a luz das equagdes de Hamilton (46.178) é interessante analisar

sob quais condi¢cbes o movimento do pido de Lagrange pode ser livre de nutacdo. Se n3o ocorre nuta¢do, devemos ter 6 =0 ao
longo do movimento. lIsso implica @ = 6y, constante, e, por (46.178), ¢ e w sdo também constantes, que denotaremos por g e 1/)0,
respectivamente. Assim, a precessdo e a rotagdo intrinseca se ddo com velocidades angulares constantes. Além disso, devemos ter
pe = 0, 0 que implica (exceto no caso especial em que 6y = 0 ou 7)

(P — Py cos o) (py cos Bo — py) + Mglli (1 — (cos 90)2)2 =0. (46.179)
Usando (46.177), verifique que essa condi¢do equivale a

oIy — I3) cos By — polstho + Mgl = 0. (46.180)

Encarando essa relagdo como uma equagdo algébrica de segundo grau para ¢o (o que pressupde (I1 — I3) cos g # 0), mostre que
as solugdes sdo

Izt + \/1§¢§ — AMgl(I, — I3) cos Oy
Yo = . (46.181)
(I1 — I3) cos o
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I -1 . o ~ .
¢ L 3) cosfy. Nessa situagdo (rota¢do lenta em torno do eixo de
3

. . . = . . , . ; Iy —1I:
simetria) um movimento sem nutacdo n3o é possivel, portanto. Ele é possivel, porém, se /¢ > 4Mgl(%li) cosfy. No caso em
3

Observe que as duas solucdes s3o complexas caso 93 < 4Mgl

; -1 [ = . .
que ¥P2 = 4Mgl% cosBp ha exatamente uma solugdo real para a velocidade angular de precessdo ¢ e para o caso em que
3

' LI . ~ . . ; o
e > 4Mgl% cos 0y ha duas solugdes reais para ¢, para um mesmo 6y e um mesmo 109. Mostre que essas solucdes sdo
3

Istbo + \/1§¢§ — AMgl(I, — I3) cos Oy
(11 7[3) C0590 ’

Yo =

Mostre que essas solu¢des em (46.181) tém sinais opostos no caso em que (I1 — I3)cosfy < 0 e que ambas tém o sinal de 1/}0 caso
(I1 — Is) cos By > 0.

1—13)

E de se notar que se (I — I3)cosfy < 0, a condigio w% > 4Mgl-=5"2" cos 0o € satisfeita para qualquer valor de 1/50, inclusive para
3

1[10 = 0. Essa dltima observacio é digna de nota. Se 1/}0 =0e (I1 — I3) cos By < 0 as solugdes para o sdo

Mgl

wo = + 7([1 7[3) C0590 ’

Nessa situacdo, o movimento do pido é puramente precessional, sem nutagdo e sem rotacdo em torno do préprio eixo.

No caso em que (I1 — I3) cos o = 0 a relagdo (46.180) é uma equagio algébrica de primeiro grau para ¢, cuja solugdo é
. Mgl
Yo = ——,
I3

pressupondo, naturalmente, que 1/}0 #0. o]
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Apéndices

46.A Secoes Conicas

Nesta Secao recordaremos algumas definigoes e fatos e elementares a respeito de segoes conicas, ou seja, elipses, circulos,
hipérboles e pardbolas, sempre no plano R?. Na Secdo 46.A.4, pagina 2711, apresentaremos uma representacao polar
desses objetos em um contexto que interessa particularmente ao problema de Kepler, que discutimos na Secao 46.2.3,
péagina 2657.

Os assuntos aqui tratados sao abordados em muitos livros-texto de Geometria Analitica e mesmo de Algebra Linear
(vide, e.g., [63]) e nos limitaremos ao minimo necessario.

46.A.1 Elipses e Circulos

Consideremos o plano R?. Sejam dois pontos Fi e Fy e seja 2f = |[F2 — F1|| a distdncia entre os mesmos. Seja também
a > f. Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos Z de R? com a seguinte propriedade:

|7~ Fuf| + |7~ Faf| = 2a. (46.A.1)

Os pontos F; e Fo sao denominados focos elipse, ou pontos focais da elipse, e a é denominado semieizo maior da elipse
(vide abaixo). A relacdo (46.A.1) diz-nos que se & é um ponto da elipse, entdo a soma de suas distdncias aos pontos
focais é constante, igual a 2a.

Para equacionar melhor a relagdo (46.A.1), adotemos um sistema de coordenadas Cartesianas centrado no ponto
intermediério entre F; e Fo: C = (F; 4+ F2)/2 e com o eixo horizontal ao longo da linha que conecta F; a Fo. Vide
Figura 46.A.18, pagina 2713. Com essa escolha, as coordenadas de F; a Fy sdo (—f, 0) e (f, 0), respectivamente. Se as
coordenadas de Z forem (z, y), entdo (46.A.1) pode ser escrita como

VE+2+y2+V/(@ -2 +12 = 2a.
Escrevendo /(z +f)2 + y2 = 2a — y/(z — )2 + ¢ e elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos
(x+0)2+9y* = 42 —da/(z — )2+ 42+ (x — F)* + 32

e, portanto,

of —a? = —a/(z —f)2 +42.
Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos,

22f? — 2zfa® +a* = a2 (:c2 — 2xf +f2 + y2)

ou seja,

(32 _ f2):cQ faZy? = at— a2,
donde se extrai facilmente a assim chamada equagdo da elipse:

(f)Q + (%)2 =1, onde b := Va2 —f2. (46.A.2)

A grandeza b é denominada semieizo menor da elipse. Note-se que b < a. O significado das nomenclaturas “semieixo
maior” para a e “semieixo menor” para b fica claro na Figura 46.A.18, pagina 2713.

Outro parametro relevante é o chamado semi-latus rectum®® da elipse, que é definido como a altura da elipse em um
de seus pontos focais. Vide Figura 46.A.18, pagina 2713. Assim, adotando z = f e y = p na equagao da elipse, tem-se,

(f)2 4 (E)2 =1, de onde se extrai
f\*> b2
P=byto (‘) R

a

52Semi-lado reto.
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A excentricidade de uma elipse é definida por

f / b2
e = - =4/1——.
a a

Note-se que, por essa definicao, 0 < e < 1. Com a defini¢ao de e e de p podemos escrever também

p:bm:a(l—GQ) e f:—pe

1—e2’
Verifique!

Um circulo de raio a > 0 é o caso degenerado em que F; = F2 e, portanto,f =e=0ea=b=rp.

e A reta diretriz de uma elipse

A distancia de um ponto (z, y) de uma elipse ao ponto focal F,, com a =1, 2, é D¢, := \/(:c — (fl)af)2 +y2. Se
elevarmos essa expressao ao quadrado e usarmos a equacao da elipse (46.A.2), obtemos

2

32

Assim, concluimos que
a

Dg, = e :cf(fl)af

a

(46.A.3)

Definimos a reta diretriz d, associada ao ponto focal F,, a = 1, 2, como a reta paralela ao eixo vertical cuja coordenada

3 A a 2.
horizontal é (—1)*%-: ,
d, = {((—1)“%,y),y€ﬂ{}, a=1,2.

A relacdo (46.A.3) permite caracterizar uma elipse como o lugar geométrico dos pontos (z, y) de R? cuja distancia
ao ponto focal F,, a =1, 2, é e vezes a distancia (z, y) & reta diretriz d,. A excentricidade é, dessa forma, caracterizada
como a razao entre as duas distancias.

46.A.2 Hipérboles

Consideremos o plano R2. Sejam dois pontos distintos F; e Fy e seja 2f = ||Fy — F1|| a distancia entre os mesmos. Seja
também 0 < a < f. Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos & de R? com a seguinte propriedade:

|Z—F1]| = || - F2f| = 2a. (46.A.4)
Os pontos F; e Fy sdo denominados focos da hipérbole, ou pontos focais da hipérbole. A relagio (46.A.4) diz-nos que se

Z é um ponto da hipérbole, entdo a diferenca de suas distancias aos pontos focais é constante igual a 2a.

Para equacionar melhor a relacdo (46.A.4) adotemos um sistema de coordenadas Cartesianas centrado no ponto
intermedidrio entre F; e F3: C = (F1 + F2)/2 e com o eixo horizontal ao longo da linha que conecta F; a Fo. Vide
Figura 46.A.19, pagina 2713. Com essa escolha, as coordenadas de F; a Fo sdo (—f, 0) e (f, 0), respectivamente. Se as
coordenadas de Z forem (z, y), entdo (46.A.1) pode ser escrita como

ViEe+H)2+y2—(z—)2+y2 = 2a.
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Escrevendo +/(x + )2 4+ y2 = 2a + /(x — f)2 + y2 e elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos
(x+f)?+y? = 4a’ +4a/(z — )2+ 92+ (x — )2 + 42

e, portanto,

of —a? = +a (x —1)2+42.

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos,

2*f? — 2zfa® + a* = a(a? — 2af + % +y?)
ou seja,

(f2 _ aQ)IQ “a%y? = a2 at,

donde se extrai facilmente a assim chamada equagdo da hipérbole:

2 2

(£> — (Q) =1, onde b := f2—-2a2. (46.A.5)
a b

Note-se que b < f.

Outro parametro relevante é o chamado semi-latus rectum da hipérbole, que é definido como a altura da hipérbole
em um de seus pontos focais. Vide Figura 46.A.19, pagina 2713. Assim, adotando x = f e y = p na equacao da elipse,

tem-se, (2)2 — (E)2 =1, de onde se extrai

Note-se que, por essa definigao, e > 1.

Com a definicao de e e de p podemos escrever também
p = byver—1 = ae?-1) e f = ——
Verifique!

e A reta diretriz de uma hipérbole

A distancia de um ponto (z, y) de uma elipse ao ponto focal F,, com a =1, 2, é D¢, := \/(:c — (fl)af)2 +y2. Se
elevarmos essa expressao ao quadrado e usarmos a equacao da hipérbole (46.A.5), obtemos

b2
= g2 (1 + a_> —2(=1)%2z — b? + 2 = z%e? — 2(—1)%ax + a*

Assim, concluimos que

DF = € (46A6)
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Definimos a reta diretriz d, associada ao ponto focal F,, a = 1, 2, como a reta paralela ao eixo vertical cuja coordenada

a. ;
d, = {<(1)a7,y>,y€]R}, a=1,2.

horizontal é (—1)¢2

A relacio (46.A.6) permite caracterizar uma hipérbole como o lugar geométrico dos pontos (z, y) de R? cuja distancia
ao ponto focal F,, a = 1, 2, é e vezes a distancia (z, y) a reta diretriz d,. A excentricidade é, dessa forma, novamente
caracterizada como a razao entre as duas distancias.

46.A.3 Parabolas

Uma pardbola em R? é caracterizada por um ponto F, denominado foco da pardbola, ou ponto focal da pardbola, e uma
linha reta d, denominada diretriz. Normalmente assume-se que F & d. Uma pardbola em R? é o lugar geométrico de
todos os pontos que distam de F o mesmo que distam da diretriz.

Vemos por essa definigao e pela caracterizagao que apresentamos anteriormente de elipses e hipérboles em termos de
retas diretrizes, que no caso de parabolas a excentricidade e vale 1.

Para equacionar essa definicao, adotemos um sistema de coordenadas Cartesianas cujo eixo vertical coincide com a
diretriz e cuja origem O seja o ponto de ¢ que menos dista de F. O eixo horizontal é a linha que conecta O a F. Vide
Figura 46.A.20, pdgina 2714. Seja f a distancia de O a F. As coordenadas de F serdao (—f, 0). Assim, a distancia de um
ponto de coordenadas (x, y) a F serd \/(z + f)? + y2, enquanto que a distancia desse ponto de coordenadas (z, y) a
diretriz é |z|. Portanto, pela defini¢cio acima, a parabola consiste nos pontos (z, y) € R? tais que

@+ /) +y* = [zf.

Assim, elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

S (yQ;‘d) . (46.A.7)

Essa equacao é denominada equacdo da pardbola.

O semi-latus rectum da pardbola, denotado por p, é sua altura no ponto focal (vide Figura 46.A.20, pdgina 2714).
Pela equagao da pardbola, adotando-se © = —f e y = p, tem-se

W2 + p?
2p '

p =1f ecomisso (46.A.7) se escreve como = = — (

A distancia de um ponto (z, y) da pardbola até a diretriz é |z| = (y* +f2)/(2f) e seu menor valor possivel se d4 para
y = 0 e vale f/2. Assim, o ponto da parébola cuja distancia a diretriz é a menor possivel tem coordenadas v = (—f/2, 0).
Esse ponto é dito ser o vértice da pardbola. Claramente, v é o ponto intermedidrio entre O e F.

46.A.4 Parametrizacao Polar de Segoes Conicas

Vamos aqui mostrar que a equagao (46.39),
P

o= 1+4ecos(p— ), (46.A.8)
descreve se¢oes conicas, ou seja, circulos, elipses, pardbolas ou hipérboles, dependendo do valor do parametro e. Defini¢oes
e fatos elementares sobre se¢oes conicas sao apresentados na Segao 46.A, pagina 2708. Esse assunto é abordado em muitos
livros-texto de Geometria Analitica e mesmo de Algebra Linear (vide, e.g., [63]) e nos limitaremos ao minimo necessério.
Em (46.A.8), o parametro e é denominado ezcentricidade da cénica e p é denominado pardmetro da cénica, ou ainda
semi-latus rectum.

A expressdo (46.A.8) é por vezes denominada representacdo polar de uma se¢do conica.

Em (46.A.8) adotamos ¢ = 0, o que corresponde meramente & escolha de uma orientacdo dos eixos da conica
considerada. A coordenada r mede a distancia de um ponto da curva & origem do sistema de coordenadas que, como
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constataremos, coincide com um dos pontos focais da conica considerada. O angulo ¢, denominado anomalia verdadeira
na Mecanica Celeste, mede o dngulo que a reta que conecta o ponto considerado a origem forma com o eixo horizontal.
Vide 46.A.18, pagina 2713, e 46.A.19, pagina 2713 e 46.A.20, pagina 2714.

Multiplicando a equagdo (46.A.8) por r, teremos p — er cos(p) = r. Como r = y/x2 + y2 e rcos(y) = z, obtemos,
apos elevar ambos os lados ao quadrado

p> —2pex = (1—e*)a® +4°. (46.A.9)
H4, novamente, quatro situagoes a considerar:

1. Caso e = 0. Nessa situacao, (46.A.9) fica 22 + y? = p? que descreve um circulo de raio p no plano z — y centrado
na origem. Naturalmente, ¢ pode assumir todos os valores no intervalo (-7, 7).

2. Caso 0 < e < 1. Nessa situagdo, podemos reescrever (46.A.9) como
2

2
CONE

p/(1—e?) p/V1—e?
Verifique! Naturalmente, ¢ pode assumir todos os valores no intervalo (—m, 7]. Esta equagdo descreve uma elipse

de semieixos a := p/(1 —e?) e b := p/+/1 — €2 centrada em (f%, 0). Vide Figura 46.A.18, pdgina 2713. Notar

que aqui a > b. A quantidade p é denominada pardmetro da elipse, ou semi-latus rectum, e e é denominada
excentricidade. Notar que e := 4/ 323_2b2 e que p = b?/a.
Os pontos focais encontram-se deslocados de 4f do centro da elipse, onde f = /a2 — b2 = pe/(1 — e?). Assim, os

pontos focais encontram-se nas posigoes (0, O) e (— 1{":2, 0).

Para uma elipse geral, a excentricidade é definida pela razao f/a, que nesse caso vale e, como esperado.

p27y2
2p

3. Caso e = 1. Nessa situagdo, podemos reescrever (46.A.9) como z = , que claramente descreve uma pardbola.

O foco dessa pardbola localiza-se em (0, 0).
Como (1 +cos(ga)) = p/r, e r pode ser arbitrariamente grande, ¢ pode assumir todos os valores no intervalo aberto
(—m, 7), excluindo %.

4. Caso e > 1. Nessa situacdo, podemos reescrever (46.A.9) como

=) - (=)
p/(e* —1) p/ve2 —1
Verifique! Esta equacao descreve uma hipérbole com focos no eixo z, centrada no ponto (%, 0). Aqui, a =
p/(e?—1)eb=p/ve2—1,sendo 0 < a < f.

A distancia entre os focos é 2v/a? + b? = 2pe/ (e2 — 1). Assim, os focos estao localizados nos pontos (0, 0) e
(2pe/(e2 — 1), 0).

Como 1+ecos(p) = p/r e como r pode ser arbitrariamente grande, concluimos que ¢ pode assumir todos os valores
no intervalo aberto (—¢o, ¢o), onde ¢y = arccos ( -1/ e). Essa é uma distingao observacional relevante entre o

caso hiperbdlico e o parabdlico, pois naquele, como ji comentamos, o angulo ¢ pode assume todos os valores no
intervalo aberto (—m, ).

2

Por fim, observemos que como cos ¢y = —1/e < 0 e x = r cos g, concluimos que = pode assumir valores negativos
quando ¢ assume valores em (—¢g, ¢o). Com isso, vemos que a parametrizagao polar (46.A.8) refere-se ao ramo
esquerdo da hipérbole (vide Figura 46.A.19, pdgina 2713), pois para o outro ramo temos sempre z > 0.
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Figura 46.A.18: Esquema indicando uma elipse descrita pela equacao (f)Q + (%)2 = 1 e seus parametros: a indica o
semieixo maior da elipse; b indica o semieixo menor da elipse; p indica o semi-latus rectum da elipse, que vale p = b?/a;
o ponto C indica o centro da elipse e F; e Fy indicam as posigoes de seus pontos focais, sendo f a distancia desses a C.
Tem-se f2 = a2 — b%. Dado um ponto genérico ¢ da elipse, r indica sua distancia a Fy e ¢ (a anomalia verdadeira) indica

o angulo do vetor que conecta Fs a ¢ com o eixo horizontal.

Figura 46.A.19: Esquema indicando uma hipérbole descrita pela equagao (2)2 — (%)2 = 1. O ponto C indica a origem

e F1 e F5 indicam as posigoes dos pontos focais da hipérbole, sendo f a distancia desses a C. O parametro a indica a
distancia a C dos pontos em que a hipérbole intercepta o eixo horizontal. Note-se que f > a. Tem-se b? = f2 — a2, O

parametro p indica o semi-latus rectum da hipérbole, que vale p = b?/a = f (e — %), sendo e > 1 a excentricidade da

hipérbole: e = f/a. Dado um ponto genérico ¢ do ramo esquerdo da hipérbole, r indica sua distancia a Fy e ¢ (a anomalia
verdadeira) indica o &ngulo do vetor que conecta Fy a ¢ com o eixo horizontal.
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y2+f2

of
indica a posi¢ao do ponto focal da pardbola, sendo f a distancia desse a C. A diretriz da parédbola é o eixo vertical. O
ponto onde a pardbola intercepta o eixo horizontal é o vértice v. Sua distancia distdncia a C e a F é f/2. O vértice é o
ponto da parabola mais préximo a diretriz. O parametro p indica o semi-latus rectum da parabola, que nesse caso vale
p =f. Dado um ponto genérico ¢ da pardbola, r indica sua distancia a F e ¢ (a anomalia verdadeira) indica o d&ngulo do
vetor que conecta F a g com o eixo horizontal.

Figura 46.A.20: Esquema indicando a pardbola descrita pela equagdo x = — ) O ponto C indica a origem e F
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46.B Solucoes Colineares para Pontos de Lagrange

Aqui apresentaremos com detalhe a dedugao das solugoes (46.85)—(46.88), pagina 2673, que correspondem ao caso z1 <
zg < z3. Como mencionamos, as demais solugoes (46.91)—(46.94) e (46.97)—(46.100) sdo obtidas por permutagoes de
indices.

Como z1 < z3 < z3, vale

z23—22 = Rog, 29—21 = Rio e 23—z = Ri3. (46.B.10)

As relagoes (46.79)—(46.81), pdgina 2672, ficam

2

w ma ms3

Yo = D2 (46.B.11)
G Ri, R

<, s (46.B.12)
Yoy = ms B.

G Ri, R,

w, o e (46.B.13)
_— 3 = —a —a - . .

G Ri; = R

E conveniente reescrever ao menos duas das relacoes acima fazendo uso da condigao de centro de massa: miz; +
mozo + mgzz = 0. Temos,

0 = miz1+mazo+mazz = (my+ma+ms)zr+ma(ze—z1)+mg(zs—21) . Mz = —maRi2—mgRi3, (46.B.14)
onde, novamente, M = mi + mo + m3. Analogamente, escrevemos

0 = miz1+maza+mazzs = mi(z1 —23) +ma(za —23) + (M1 +ma+m3)zz . Mzz = miRi3+maRas . (46.B.15)
Multiplicando (46.B.11) por M e usando (46.B.14), obtemos

UJ2 mgM mgM

—(m2R12 + m3R13) = — 4+ —— (46.B.16)
G R, Ri;
Analogamente, multiplicando (46.B.13) por M e usando (46.B.15), obtemos
w? miM  moM
—(m1R13 + m2R23) = — 4+ —— (46.B.17)
G R R3;
Dividindo-se (46.B.16) por Ri3, obtemos, ap6s manipulagoes simples,
w2 R12 R2
—— R} —— = —13 : 46.B.18
MG (m Rus | m3) (m2 R, M ( )
Dividindo-se (46.B.17) por R;3, obtemos, apés manipulagoes simples,
w2 R23 R2
—— R} =) = 1B 46.B.19
G s (m1 + mo R13) (m1 + ma R§3 ( )
Agora, por (46.84), é claro que Ra3 = Ri3 — Ri2. Assim, definindo
p':@ temos @:17;)
ng ’ R13 '
Com isso, (46.B.18) e (46.B.19) ficam
w? 3 —2 w? 3 -2
= Riz(map+ma) = map™® +my e ——=Riz(m1+ma(l —p)) = mi+ma(l—p)~7,

MG MG
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respectivamente. Assim, para que as relagoes de equilibrio (46.77), pagina 2669, sejam satisfeitas devemos ter simulta-

neamente ) ) ( ) )
w 3 mop™ ~ +ms3 mo(l —p)~“ +my

o T R = . 46.B.20

MG T3 mep + ms ¢ MG ma(l—p) +m ( )

Como os lados esquerdos dessas equagoes coincidem, vemos que as equagoes (46.77) serdo satisfeitas no presente caso se
pudermos satisfazer a igualdade

-2 1— —2
map "t ms  ma(l=p) T (46.B.21)
map + ms ma(l — p) +my
Observe-se agora que, por definicdo, p = R12 = 2222 ¢, portanto 0 < p < 1, pois supomos que z1 < 22 < 23.

Consequentemente, é suficiente verificar se a 1gua1dade (46 B.21) pode ser satlsfelta por algum p nesse intervalo.

Para tal, consideremos a funcgao

) —2
mop~ ° +ms mg(l —p) +m
= — , € (0, 1), 46.B.22
fH(p) 2p+ 3 2(17/))4’ 1 P ( ) ( )

que é continua em (0, 1). Um cédlculo magante, porém simples, revela que

2 -3 —2 2ma(1 — p)—3 1—p)2
Filp) = 2 mep ~ T - mal=p)” _ mal=p)7 4 Tmy (46.B.23)
mop+ms  (Mmap +ms) ma(l —p) +my (m2(1 —p) +m1)
donde claramente se vé que fi;(p) < 0 para todo p € (0, 1), indicando que fy; é estritamente decrescente nesse intervalo.
Como H%l fu(p) = +0 e lil{l fu(p) = —oo (verifique!), concluimos que fr; tem precisamente uma raiz no intervalo
=04 p—>1_
(0, 1).

Neste ponto vale observar que as fungoes fr e frr, introduzidas, respectivamente, em (46.95), pagina 2673, e (46.101),
pagina 2674, tém também a propriedade de possuirem exatamente uma raiz no intervalo (0, 1), pois elas sdo obtidas
de fr; permutando-se as massas mi, mo e m3. HEssas permutagoes nao alteram o sinal dos termos do lado direito de
(46.B.23), o que permite extrair as mesmas conclusoes sobre essas fungoes.

Seja po essa raiz. Retornando a (46.B.20), vemos que w deve satisfazer

2 -2
A“;—G 3. = % (46.B.24)
para que tenhamos uma solugdo de (46.77).
E. 46.28 Ezercicio. Constate que po € raiz do polindmio de quinto grau
(mg(l —p)’ +map’(1— p)2) (mz(l —p)+ m1) - (mgp + mg) <m2p2 +map?(1 — p)2) (46.B.25)

sendo, pela andlise acima, a Unica raiz desse polinémio no intervalo (0, 1). O fato de po ser raiz de um polinémio é relevante para sua
determinagdo por métodos numéricos. Segundo [439], esse polindmio j& era mencionado no trabalho original de Euler, de 1767. o+

Multiplicando (46.B.11) e (46.B.13) por R3;/M e usando (46.B.24), obtemos

R R
2 = 7ﬁl3(m2po + mg) e 23 = ]\23 (ma(1 = po) +ma) . (46.B.26)

mapy > +ms  ma(l—po) 2+ my
Na dltima relagao usamos também que = , devido a (46.B.21). Para zs, usamos o fato

mapo + M3 ma(1l — po) +ma
que mazg = —my21 — Mszs, obtendo, com uso das relages (46.B.26),

Ri3
Zo = 13 (m1p0 —ms(1 — po)) .

M
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Em resumo, temos a solugao procurada para z; < z2 < 23:

M -2 M JRP:
W o= 2 <m2p° +m3> = 27 (mm +m3p0) (46.B.27)
Ris \ mapo +ms Riy \ mapo+ms
R Ry _
o= _ﬁ(m2po+m3) = —ﬁpol(mzpo +ma) (46.B.28)
R Rix _
z2 = ﬁ(mlpo —m3(l —po)) = —205 H(mipo = ma(1 = po)) , (46.B.29)
M M
R Rz _
73 = ﬁ(ﬂh(l —po) +my) = ﬁpo H(ma(1 = po) +ma1) (46.B.30)

em termos de Ry3 (ou Rj2), sendo py o (tnico!) zero da funcdo fr(p) dada em (46.B.22) no intervalo (0, 1). Aqui,
Ri2/Ri13 = po e Rag/Ri3 =1 — py. Essas sdo as relagoes (46.85)—(46.88).

46.C Calculo dos Pontos de Lagrange L, L, e L3 quando m; >
Mo > M3

Nesta secao apresentaremos com detalhes os computos que fornecem as posigoes dos Pontos de Lagrange L1, Lo e L3 na
situagao em que mj > mg > ms. Esses resultados foram apresentados e discutidos na Secao 46.3.1.3, pagina 2675.

Comegamos considerando o ponto de Lagrange L.

e Caso 21 < 23 < z3. O ponto de Lagrange Lo

Comecemos analisando os zeros da fungdo f;; dada em (46.89), pdgina 2673. Considerando-se mz = 0, temos a
aproximagao
-2
m2(1-p)2+1

— 3 _

Observe-se que caso tomdssemos ma/m; = 0 a solugdo seria pg = 1. Considerando apenas termos em primeira ordem
em may/my e escrevendo 1/(2—?(1 —-p)+ 1) =1-—72(1- p), obtemos

fulp) = p=* = (1+ %(1 —p)Q) (1 - @(1—/))) =p P -1+ :—?((1 —-p) - (1—/))) :

1 mi

Assim, um zero pg de fi(p) satisfard
_ m
(=) (p5" = 1) + 2 (1= 0)* 1) = 0.

Como pg = 1 caso ma/mq = 0, escrevemos pp = 1 — h e tentamos determinar h. Da ultima expressdo, obtemos,
desprezando termos de ordem superior a h3, escrevendo p63 =(1—-h)"3=1+3h,

3+ —(h*-1) = 0.
my
Desprezando também o termo %lﬁ, obtemos 3h3 = 2—? e, assim, temos a aproximacao

o\ 1/3
po = 1— (—2) -
3m1
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Inserindo isso em (46.85)—(46.88) e tomando ms = 0, temos

MG
2 = = 46.C.31
YT RL Heesy
m
2 = —Ruﬁ ~ 0, (46.C.32)
m
Zy = Rmﬁl = Rig, (46.C.33)

Rio mo 13 ma [ M2 1/3 m2 e
3= 7 1+<3—ml) my m_1<3—ml) +1] = Rio 1+<3—m1> 5 (46.C.34)

sendo que coletamos apenas os termos de ordem inferior e consideramos M = my.

O fato que z; = 0 significa dizer que a posicao da massa primdria m; coincide com o centro de massa.

e Caso 21 < 23 < z9. O ponto de Lagrange L,

Procedemos como no caso anterior analisando os zeros da fun¢éo f; dada em (46.95), pagina 2673. Considerando-se
ms = 0, temos a aproximacao

iy M Emsms—p e,
map -+ ma ms(l —p)+m

Map=241 Ma(l-p) 241

Sp41 ma(l-p)+1

ma
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Assim,
m3

—(062—/)0) —Z—i’((l—po)‘Q—(l—po)) =0.

ma

Agora, escrevemos pg =1 —h e pJQ = 1 + 2h. Teremos,

Multiplicando-se por h%ms /mg isso fica

Desprezando-se o termo Z—fh:g, obtemos h = (

- 1/3
po 21— —= . (46.C.35)
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Retornando com isso a (46.91)—(46.94), temos, na aproximagao considerada,

MG
2 _ 46.C.36
w R, ( )
z1 =2 0, (46.C.37)
z2 = Ria, (46.C.38)
(46.C.35) 1/3
2 = Rupo = R <1<ﬂ> ) (46.C.39)
3m1

e Caso z3 < 71 < 29. O ponto de Lagrange L;

Interessantemente, este caso exige calculos mais elaborados que os anteriores nos limites considerados. A primeira
dificuldade é a determinacdo aproximada da raiz da fungdo frr(p) dada em (46.101), pdgina 2674, para p no intervalo
(0, 1). Temos

mip 2 +my  ma(l—p)%+mg

Jm(p) = e — — o s pra—

Determinar os zeros dessa fungao equivale a encontrar os valores de p para os quais
(map™2 +m2) (mi(1 = p) +m3) — (mi(1—p) =% +ms) (mip+ms2) = 0.
No limite ms — 0 isso fica
(mip™2 +ma2)(1—p)— (1 —p) 2(mip+m2) = 0.

Multiplicando essa expressao por p?(1 — p)?/m1, ficamos com

mo g mo
<1+—p2> (1-p)?°—p° (p+—> =0.
mi mi

(1—p)%— %+ Z—if [(1=p)P—1] = 0. (46.C.40)

O problema geral consiste em encontrar as raizes desse polindomio de quinto grau, mas vamos considerar aqui apenas o
caso em que a razao ms/m é “pequena”, o que torna o problema explicitamente tratdvel.

Caso mz/m1 = 0 a equacgdo (46.C.40) fica (1 — p)® = p3, ou seja, 1 — p = p e portanto, p = 1/2. Vamos, para
ma/my # 0, procurar solugoes da forma p = 1/2+ h, com h “pequeno”. Substituindo esse Ansatz em (46.C.40), obtemos

3 3 2 3
1 1 meo (1 1
——h) — (= —2 (= ——h) -1l =0.
(2 h) (2+h) S (2+h) [(2 h) 1 0

Multiplicando todos os termos por 8, isso fica
1
(1= 2h)° = (14 20)° + 222 (14 20) [(1 - 20)° — 8] = 0.
mi 4

Como h é “pequeno”, podemos usar a aproximagao (1 4 2h)™ = 1+ 2nh e a expressao acima fica

(1—6h)—(1+6h)—|—%i(1+4h)[(1—6h)—8] =0,

mi

ou seja,

m21
—12h+ —-(144h)|-6h—T7] = 0.
+ 222 (1 ah) (60— 7]

Desprezando termos em h? ou produtos como ™25, isso fica
mq )

mo 7 mq 7
—12h——- =0 . h = -——=—.
m14 ’ miq 48
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Portanto,

é a raiz procurada de frr(p) no intervalo (0, 1) sob as hipdteses de termos ms desprezivel e ma/ms pequeno.

Com isso, podemos retornar as relagoes (46.97)-(46.100), pagina 2674, e obter z1, zo e z3 nos limites considerados.
Tomando-se mg = 0, as relagoes (46.97)-(46.99) ficam

MG

P = o 46.C.41

v T ORL peca
m

2 = R12ﬁ2 ~ (), (46.C.42)
m

Zg = R12ﬁ1 = Ry (46.C.43)

A determinagdo de z3 a partir de (46.100) requer um cdlculo mais elaborado. Desprezando repetidas vezes termos de
ordem superior em ms/my e usando mq /M =mq/(m1 +ma2) =1 —ma/m1 e mo/M =ma/(m1 + ma) = ma/my, temos
de (46.100)

mq 1 m2 —1
= —Rpp|———(1 - —(1-
= R [ et 1 )|
I m _ m _
= —Ri <1—2) (1= po) " po + —(1 — po) 1}
L mi mi
i 1 _mo 7
— _Rpy <1@>2 mias M2 1
U m) g T
[ mao mo 7 mo mo 7
= —Rpl|(1-=2)(1-=2=) 422 (1- 2=
12 _( ml)( mi 12)+ ml( mi 24):|
[ 7 mao
= —Rip |l -1—-—= —
a +< 2" )ml}
[ 5m2
= _R 202
2 12m1}

Isso completa os computos que levam aos resultados sobre a posicao dos pontos de Lagrange colineares apresentados
na Segao 46.3.1.3, pagina 2675.
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