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0 aprofundar seu estudo de Matemaética o estudante frequentemente depara com conceitos como o de grupo,
~ semigrupo, corpo, espago vetorial, dlgebra, anel, médulo, assim como encontra certas estruturas como espagos
quociente, produtos tensoriais etc. Nosso objetivo neste capitulo é apresentar defini¢oes bésicas de tais conceitos
acompanhadas, quando possivel, de alguns exemplos relevantes. Nossa intengao priméria nao é de forma alguma a de
cobrir completamente esses assuntos e seus resultados mais importantes, mas a de introduzir ao leitor nogoes dessas
estruturas algébricas, de modo que o mesmo possa encontrar aqui referéncias rdpidas as mesmas quando delas necessitar.
Virios dos tépicos aqui abordados serao desenvolvidos em capitulos posteriores, de modo que, como no caso do Capitulo
1, o objetivo ndo é um tratamento extensivo dos diversos assuntos. O estudante ja familiar com alguns desses conceitos
(0s conceitos de grupo e dlgebra sdo populares entre estudantes de Fisica) encontrard nessa exposi¢ao uma visdo unificada
dos mesmos.

Este capitulo deve ser compreendido como uma continuagao do Capitulo 1. O leitor pode achar ser este capitulo
uma longa sequéncia de apenas defini¢oes e exemplos, com poucos resultados, o que é parcialmente correto. Seu obje-
tivo, porém, é apresentar varias ideias comuns a vérias dreas de um ponto de vista unificado e introduzir construgoes
empregadas ulteriormente.

» . s .
2.1 Estruturas Algébricas Basicas
Ainda atentos ao carater introdutdrio apresentaremos aqui definigdes e exemplos das estruturas algébricas mais comuns.

* Operagdes e relagdes

Sejam C' e I dois conjuntos nio vazios e consideremos o produto Cartesiano C! (o conceito de produto Cartesiano
de conjuntos foi definido & pagina 64). Uma funcio f : CT — C' é por vezes dita ser uma operagdo sobre C. Se I é um
conjunto finito, f é dita ser uma operagao finitdria sobre C.
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Um conjunto R C C! é dito ser uma relacgdo em C. Se I é um conjunto finito, R é dito ser uma relacdo finitdria em
C.

e Fungoes finitarias

Sejam C' e I dois conjuntos e consideremos fungdes f : C7 — C. Se I é um conjunto finito f : C! — C é dita ser uma
fungdo finitdaria sobre C ou operagao finitdria sobre C. Sem perda de generalidade consideraremos aqui fungées finitérias
do tipo f : C"™ — C para algum n € IN. Se f é uma funcao finitaria para um dado n, f ¢é dita ser uma fungao n-aria
sobre C. Um exemplo de uma funcio nao finitéria seria uma funcao do tipo f : C™N — C que a cada sequéncia em C
associa um elemento de C.

Fungoes 2-arias serao chamadas aqui de fungdes bindrias e fungoes 1-drias sao chamadas de fungoes undrias. Fungoes
undrias e binarias sdo as de maior relevancia.

Por vezes iremos falar também de fungdes 0-drias sobre C, que consistem em fungoes f : {0} — C. Uma tal fungao
tem por imagem simplesmente um elemento fixo de C'. Exemplos de fungdes 0-drias sobre R seriam f(0) =1 ou f(#) =0
ou f()) = V2. Frequentemente denotamos tais fungdes pelo elemento de C' por ela associado. Nos trés exemplos acima,
poderfamos denotar as fungdes por 1, 0 ou v/2, respectivamente.

o Magmas

Um conjunto C' dotado de uma relacao binaria C' x C'— C' é dito ser um magma. Essa nomenclatura foi introduzida
por Bourbaki!, porém, nio é universalmente empregada.

e Relagoes finitarias

HA4 uma nomenclatura andloga para o caso de relacdes. Sejam C e I dois conjuntos e consideremos relagoes R C C?.
Se I é um conjunto finito R ¢é dita ser uma relag¢do finitdria sobre C. Sem perda de generalidade consideraremos aqui
relagdes finitdrias do tipo R C C™ para algum n € IN. Se R é uma relacao finitdria para um dado n, R ¢é dita ser uma
relagdo n-aria sobre C. Para o caso n = 1 as relagdes sao também chamadas de undrias e para o caso n = 2 sao ditas
bindrias. Relagbes bindrias foram estudadas a pagina 54.

e Estruturas

Seja C' um conjunto, F uma cole¢ao de operagoes (nio necessariamente finitdrias) sobre C' e seja R uma colegao de
relagdes (ndo necessariamente finitdrias) em C. A tripla (C, F, R) é dita ser uma estrutura sobre C. Note-se que tanto
J quanto R podem ser vazias.

Dado que operagoes sobre um conjunto C' também sao relagoes sobre C, a defini¢ao de estrutura acima poderia ser
simplificada. E porém conveniente manté-la como estd, pois fungdes sao de importéancia especial.

Uma estrutura (C, F) ¢é dita ser uma estrutura algébrica e uma estrutura (C, R) ¢ dita ser uma estrutura relacional.

e Tipos de operagoes e de relagoes

Ainda um comentdrio sobre a nomenclatura.

Sejam C' e I conjuntos e seja o : C1 — C uma operacio sobre o conjunto C. A cardinalidade de I ¢ dita ser o tipo
da operagdo . Assim, uma fungio n-aria é também dita ser de tipo n. Analogamente, se R C C é uma relagio em C
a cardinalidade de I é dita ser o tipo da relacao R.

e Comentarios sobre a notagao. Notagao mesofixa

Antes de prosseguirmos, facamos uma observagao sobre a notagdo que é costumeiramente adotada, especialmente
quando se trata de fungoes bindrias.

Dado um conjunto C' e uma fungdo bindria denotada por um simbolo ¢, a imagem de um par (a, b) € C? é
comummente denotada por ¢(a, b). E muito prético, por vezes, usar uma outra notacao e denotar ¢(a, b) por a ¢ b. Essa
notagdo é denominada notag¢do mesofiza. Um exemplo claro desse uso estd na fungio soma de dois nimeros complexos,
denotada pelo sfmbolo + : €* — C. Denotamos +(z, w) por z + w. Outro exemplo estd na fungio produto de dois

1 Nicolas Bourbaki. Nome coletivo adotado por um grupo de importantes matematicos franceses, nascido por volta de 1935, que teve
grande, mas declinante, influéncia na estruturacao e sistematizagao da Matematica ao longo do século XX. O grupo Bourbaki sofreu diversas
criticas pelo seu abstracionismo, considerado em certos circulos como excessivo e mesmo estéril.
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niimeros complexos: - : €2 — C. Denotamos +(z, w) por z - w.

Essa notacgao sera usada adiante para outras fungoes bindrias além das fungdes soma e produto de niimeros ou
matrizes.

Fungoes unérias também tém por vezes uma notagio especial, frequentemente do tipo exponencial. Tal é o caso da
operagio que associa a cada elemento de um grupo & sua inversa, g — g~ ', ou o caso da operagdo que associa a cada
conjunto o seu complementar A — A°. Ou ainda o caso da transposi¢do de matrizes M +— M7, da conjugacio de
numeros complexos z — z* para o que usa-se também sabidamente a notagao z — z.

e Comutatividade, associatividade e distributividade

Uma fungao bindria y : C? — C é dita ser comutativa se para quaisquer a e b € C valer
x(a, b) = x(b, a),

ou seja, na notagao mesofixa, se
axb = byxa .
Funcdes bindrias comutativas sio frequentemente chamadas de Abelianas?.

Uma fungo bindria y : C? — C' ¢ dita ser associativa se para quaisquer a, b e ¢ € C' valer
x(a, x(b, ¢)) = x(x(a, b), ¢),

ou seja, na notagao mesofixa, se
ax(bxe) = (axb)xc.

A associatividade permite-nos eliminar os parénteses de expressoes como ax(bxc), que podem ser escritas sem ambigui-
dade na forma ayxbyc.

Dadas duas funcdes bindrias x1, x2 : C? — C, dizemos que x; é distributiva em relacao a yo se valer
X1 ((L‘ X2<b1 C)) = XQ(Xl(av b), xi(a, C)) ou seja, aXl(bX20> = ((lXIb)Xz(UXIU)

para quaisquer a, b, ¢ € C.

2.1.1 Algebras Universais

Uma dlgebra universal é constituida por um conjunto C' e uma colecao F de funcoes finitarias sobre C'. A cole¢do F nao
precisa ser finita. Frequentemente denotaremos uma élgebra universal por (C, ).

O estudo sistemético das dlgebras universais foi iniciado por Withehead® e Birkhoff, tendo Boole®, Hamilton®, De
Morgan” e Sylvester® como precursores. Para uma referéncia, vide [183]. Vamos a alguns exemplos.

1. Seja C = R e F = {s, m}, onde s e m sio duas funcdes bindrias dadas por s : R* — R, s(z, y) =z +y e
m:R? =R, m(z, y)=z-y.

2. Seja C'= Mat (C, n) (o conjunto das matrizes complexas n X n para um certo n € IN) e ¥ = {s, m}, onde s e m
sdo duas fungdes bindrias dadas por s: C? — C, s(4, B)=A+Bem:0? - C,m(A, B)=A-B.

3. Seja C' o conjunto de todas as matrizes complexas n x m (paran e m € IN) e seja F = {c, s, t}onde c: C' = C
é a fungiio undria dada por ¢(A) = A (a matriz complexo-conjugada de A), s : C? — C ¢ a fungio bindria dada
por s(A, B)y=A+Bet:C%— Céa fungio 3-dria dada por t(A, B, C) = ABTC, onde BT é a transposta da
matriz B.

?Niels Henrik Abel (1802-1829).
3Alfred North Withehead (1861-1947).
4George David Birkhoff (1884-1944).
5George Boole (1815-1864).

SWilliam Rowan Hamilton (1805-1865).
7Augustus De Morgan (1806-1871).

8 James Joseph Sylvester (1814-1897).
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Algumas dlgebras universais com propriedades especiais de importancia em Matemadtica recebem denominagoes
préprias e sdo chamadas de grupos, semigrupos, anéis, corpos etc. Vamos introduzi-las adiante. Em todas elas as
fungoes de J sao 0-arias, undrias ou bindrias.

Algumas estruturas frequentemente encontradas, como espagos vetoriais, dlgebras e médulos, nao se enquadram
exatamente no conceito de dlgebra universal, mas podem ser encarados como constituidos por pares de dlgebras universais
dotadas de uma a¢do de uma das dlgebras universais sobre a outra. A nocao abstrata de a¢do de uma élgebra universal
sobre uma outra algebra universal serd vista mais adiante.

A leitura do restante desta subsegao sobre dlgebras universais pode ser omitida pois nao afetard o que segue.

e Morfismos entre dlgebras universais

Sejam (A, A) e (B, B) duas édlgebras universais. Uma fungio A : A — B é dita preservar o tipo das operagoes de A
se para todo a € A a operagao A(a) € B tiver o mesmo tipo que a operagao a.

Assim, uma aplica¢do que preserva o tipo leva aplica¢oes undrias em unérias, aplicagdes bindrias em bindrias etc.

Um morfismo da élgebra universal (A, A) na dlgebra universal (B, B) ¢ um par de aplicagoes (D, A) com D : A — B
e A: A — B, onde A é uma aplicagdo que preserva o tipo e de tal forma que para todo a € A tenhamos

Doa = A(a)o D"

como aplicagoes A™ — B, onde n é o tipo de a. Acima, D" : A" — B™ é dadapor D"(ay, ..., a,) = (D(al), .. 7D(a,.,)).

Assim, para todo a € A temos
D(a(a1, ...,as)) = A(a)(D(ar), ..., D(an)) ,
para toda (a1, ...,a,) € A", n sendo o tipo de a.

Ezemplo. Sejam as dlgebras universais (Ry, {-, 1}) e (R, {+, 0}) com as defini¢des usuais e seja o par (In, L),
onde In: Ry — R ¢ o logaritmo Neperiano® e L : {-, 1} — {+, 0} dado por L(-) = +, L(1) = 0. Entao, (In, L) é um
morfismo de (R4, {-, 1}) em (R, {+, 0}), dado que para todo a, b € Ry vale

In(a-b) = In(a) +1n(b) .

e Acgoes de uma algebra universal sobre uma outra algebra universal

Por razdes de completeza apresentaremos aqui a nogao geral de a¢do de uma algebra universal sobre uma outra.
Vamos comegar com algumas definicées. Sejam A e B dois conjuntos e seja uma fungédo G : A x B — B. Para todo
n € N definamos

GV A" x B— B"  talque (ai, ...,an,b) — (G(a1, b), ..., G(an, b))

coma; € A,beB,i=1, ..., n

Para todo m € IN definamos
GU™ L Ax B™ - B™  talque  (a, by, ...,bw) — (Gla, bi), ..., G(a, bu)) ,

coma€c A, b;eB,i=1, ..., m.

Para um conjunto C' qualquer id¢ : C — C' denota a identidade em C: id¢(c) = ¢, Ve € C. Fora isso,se y: C — C' é
uma aplicagdo, denotaremos por 7™ : A" — A" a aplicagao tal que v (c1, ..., ¢x) = (y(c1), .., Y(cn))-

Finalmente, para duas aplicagoes o : A" — A e §: B™ — B o par (o, ) denota a aplicagio A™ x B™ - Ax B
dada por («, B)(a1, -y Gn,b1, ...y b)) = (a(ul, cooy an), Bby, ..., bm))

Com isso podemos formular a defini¢ao desejada de a¢ao de uma dlgebra universal sobre uma outra.

Sejam (A, A) e (B, B) duas dlgebras universais. Uma a¢io de (A, A) sobre (B, B) ¢ um par (G, I') onde

G:AxB—B e T A—-3B

9John Napier (Neper ou Nepair) (1550-1617).
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sao aplicagoes tais que I' preserva tipos e as seguintes condigoes siao validas: Para quaisquer o € A e 8 € B (cujos tipos
serdo n e m, respectivamente) tem-se que

Go(a, B) = T(a)oG™ Vo (idan, 8) = BoGL™ o (a, idpm) (2.1)

como aplicagoes A™ x B™ — B.

De (2.1) segue que

Go(a, idg) = T'(a) o G™ Vo (idgn, idp) (2.2)
e
Go(ida, B) = BoGL ™ o (ida, idgn) . (2:3)
E. 2.1 Ezercicio. Mostre isso. £
De (2.2) e (2.3) segue que
(n)
G™ V6 (idan, f) = (ﬂoG“*'”)) oj (2.4)
¢ )
GO ™ o (a, idgn) = (F(a)oG("’ 1>) Yok, 2.5)
onde j : A" x B™ — (A x B™)" é dada por
Jlar, ooy anybr, oy b)) = (a1, by, o, bisag, b1y oo by ey Gy D1y e D)
ek: A" x B™ — (A" x B)™ ¢ dada por
k(ay, ...y an,by, ooy b)) = (a1, ooy an, by, @y, ooy @y bay oo ar, o @y b))
E. 2.2 Ezercicio. Mostre isso. "
Das relagoes (2.4) e (2.5) segue que a condi¢ao (2.1) pode ser escrita como
(n) (m)
Go(a, B) = T(a) o ([j' Yely "‘)) oj = Bo (F((y) el l>) ok . (2.6)

Obse’rvagdo. Acima estamos considerando id 4, idg, como elementos de A, respectivamente de B, o que sempre pode ser feito sem perda
de generalidade.

2.1.2 Reticulados e Algebras Booleanas

A nocao de reticulado é empregada em diversas dreas da Matemadtica, por exemplo, no estudo de conjuntos parcialmente
ordenados, na Teoria de Grafos, na Teoria de Grupos etc. Nestas Notas a nogao de reticulado serd empregada na
demonstragao do importante Teorema de Stone-Weierstrass, Teorema 37.16, pagina 1978, descrito na Segao 37.5, pagina
1977. Vide para tal o Exemplo 2.3, pagina 110. Na Fisica, reticulados desempenham um papel na chamada Ldgica
Qudntica, que descreve e estuda os fundamentos 16gicos da Fisica Quéantica. Vide para tal Segao 39.4, pagina 2147.
Algebrab‘ Booleanas sao um tipo especial de reticulado cujo emprego estende-se a dreas como Légica e Topologia.

o Reticulados

Um reticulado'® é uma algebra universal constituida por um conjunto nao vazio C' e duas funcdes bindrias denotadas
por A e V (lé-se “e” e “ou”, respectivamente), dotadas das seguintes propriedades, vélidas para todos a, b e ¢ € C
(usaremos a notagao mesofixa):

1. Idempoténcia:
aha = a, aVa=a. (2.7)

19Denominado “lattice” em Inglés, “Verband” em Alemao e “treillis” em Francés.
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2. Comutatividade:

alNb =bAa, aVb =bVa. (2.8)
3. Associatividade:
aN(bAe) = (aAb)Ac, (2.9)
aV(bve) = (aVb)Ve. (2.10)
4. Absorvéncia'l:
aN(aVvd) = a, (2.11)
aV(and) = a. (2.12)

Um reticulado em um conjunto C' é dito ser um reticulado sobre C'. Vamos a exemplos de reticulados.
Exemplo 2.1 Seja X um conjunto nio vazio. Afirmamos que P(X) é um reticulado sob as operagdes A e V definidas para todos

A, BC X,por ANB=ANB, AV B = AU B. Verifique! Mais adiante (Exemplo 2.6, pdgina 115) veremos que esse exemplo,
com alguns ingredientes a mais, corresponde a uma algebra Booleana. ¢

Exemplo 2.2 Seja C =R e sejam as fungdes bindrias A e V definidas para todos a, b € R, por

aAb = min{a, b}:%(aer—‘a—bD,

1
aVb := max{a, b} = §(a+b+ |a— b‘) .
Verifique! (3
Exemplo 2.3 Este exemplo generaliza o Exemplo 2.2. Seja X um conjunto nao vazio e C' = R¥, o conjunto de todas as fungdes

reais definidas em X. Para duas fungdes f, g : X — R defina-se duas novas fungdes f A g e fV g por

U9 = min{f), 9@} = 3(f@)+9() - 7@ —g@)]) ,

UV = max{f(), g@) = 3(7@) +9@) + @)~ o(@)]) -

Esse exemplo de reticulado ¢ relevante na demonstracao do Teorema de Stone-Weierstrass, Teorema 37.16, pagina 1978. (]

Exemplo 2.4 Uma outra generalizagdo do Exemplo 2.2. Seja C' um conjunto linearmente ordenado (a defini¢do estd & pagina
71) e sejam as fungdes bindrias A e V definidas para todos a, b € C, por

a, sea=b a, seaxb
Ab = ’ - Vb = ’ -
@ { b, de outra forma , @ { b, de outra forma .

E. 2.3 Ezercicio. Mostre que cada um dos exemplos acima comp&e um reticulado. *

o Reticulados e relagoes de ordem

O Exemplo 2.4, acima, mostra-nos que ¢ possivel constituir um reticulado a partir de uma rela¢ao de ordem total.
Reciprocamente, ¢ possivel construir uma relagao de ordem parcial a partir de um reticulado. Para tratar disso (e para
futura referéncia), enunciemos e provemos o seguinte lema:

U Também denominada “Amalgamento”. O estudante deve observar que essa é a tinica propriedade das listadas acima que relaciona ambas
as operagoes A e V.
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Lema 2.1 Seja C' um conjunto nao vazio, o qual constitui um reticulado com duas operagées binarias N\ e V. Entao,
dois elementos x, y € C satisfazem a igualdade © = x Ay se e somente se satisfizerem também y = x V y. [m}

Prova. Se z e y € C satisfazem x = z Ay, entdo segue que zVy = (zAy)Vy =y, sendo que na tltima igualdade usamos
as propriedades de comutatividade e absorvéncia. Analogamente, se y = z V y, segue que t Ay =z A (z V y) = , onde
novamente usamos as propriedades de comutatividade e absorvéncia. |

Essas observagoes do Lema 2.1, adicionadas & inspiragdo do Exemplo 2.4, induzem-nos & seguinte definicao de uma
relagdo de ordem parcial em C: dizemos que

x < y seesomente se x = x Ay ou, equivalentemente, se e somente se y = zVy. (2.13)

Precisamos agora justificar que se trata de uma relacao de ordem parcial, provando serem vélidas as propriedades de
reflexividade, transitividade e antissimetria listadas & pagina 71:

1. Pela propriedade de idempoténcia, vale x = 2 A x para todo x € C e, portanto, < z para todo x € C. Essa é a
propriedade de reflexividade da ordem parcial.

2. Sex, yezeCsatisfazemaz =2 Ayey=yAz seguequez=zAy=xA(yAz) "= (xAy)Az==xAz Logo,
provamos que se & < y e y = z, entao vale x < z. Essa é a propriedade de transitividade da ordem parcial.

3. Por fim, se z =z Ay e y = y Az, a propriedade de comutatividade diz-nos que z = Ay = y. Assim, provamos
que se x Xy ey <z vale x = y. Essa é a propriedade de antissimetria da ordem parcial.

E. 2.4 Ezercicio. Estude as relagdes de ordem que advém dos Exemplos 2.1 e 2.3 e constate que sdo relagdes de ordem parciais, ndo
totais (exceto no caso em que C' tem apenas um elemento). £

e Reticulados limitados superiormente. Reticulados limitados inferiormente

Um reticulado C' ¢ dito ser limitado superiormente se possuir um méximo, ou seja, se existir w € C' tal que z < w
para todo x € C, o que equivale a dizer que z = = A w para todo z € C.

Um reticulado C' ¢é dito ser limitado inferiormente se possuir um minimo, ou seja, se existir a € C tal que o < = para
todo = € C, o que equivale a dizer que = z V « para todo z € C.

Essas definigbes coincidem, como veremos, com as defini¢bes de unidade e elemento nulo de um reticulado que
apresentaremos adiante.

e Unidade e elemento nulo de um reticulado

Caso um reticulado C' possua um elemento e tal que z Ae = x para todo = € C o elemento e é dito ser uma identidade
ou unidade do reticulado, e é frequentemente denotado pelo simbolo 1. Pelo Lema 2.1, a relagdo A1 =z é vélida se e
somente se 1 =z V 1.

Caso um reticulado C' possua um elemento z tal que & V z = z para todo € C o elemento z ¢ dito ser um elemento
nulo do reticulado, e é frequentemente denotado pelo simbolo 0. Pelo Lema 2.1, a relagdo x V0 = x é vilida se e somente
se 0=z AN0.

Assim, se existirem unidade e elemento nulo teremos

z =a Al, 1=2zVvl1, z =zV0 e 0=2aA0 (2.14)

para todo z € C.

A unidade e o elemento nulo, se existirem, sdo tnicos. Se fato, se 1 e 1’ sao unidades de um reticulado C' entao, por
defini¢ao, 1 A1’ = 1, mas também 1’ A 1 = 1/, provando (pela comutatividade) que 1 = 1’. Analogamente, se 0 e 0’ sdao
elementos nulos de um reticulado C' entéo, também por defini¢ao, 0V 0’ = 0, mas também 0’ vV 0 = 0’, provando (pela
comutatividade) que 0 = 0.

Como dissemos acima, podemos associar naturalmente uma relacao de ordem parcial < a um reticulado dizendo que
x = y se e somente se x = x Ay ou, equivalentemente, se y = y V x.
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Se C' possui uma unidade 1 teremos = < 1 para todo = € C, pois © = = A 1. Analogamente, se Se C' possui um
elemento nulo 0 teremos 0 < z para todo z € C, pois z = 2 V 0. Vemos com isso que 1 é o maximo e 0 o minimo do
reticulado (se existirem).

e Reticulados limitados

Um reticulado que for limitado superiormente e inferiormente é dito ser um reticulado limitado. Assim, um reticulado
¢ limitado se possuir uma unidade ¢ um elemento nulo (ou seja, um maximo e um minimo).

Em um reticulado limitado C vale 0 < = < 1 para todo € C. Se em um reticulado C' tivermos 0 = 1, valer4,

portanto, z = 0 = 1 para todo = € C, ou seja, C' possui um unico elemento. Um tal caso é totalmente trivial, de forma
que sempre consideraremos 0 # 1.

e Reticulados completos

Um reticulado é dito ser um reticulado completo se todo seu subconjunto nao vazio possuir um supremo e um
infimo (em relagdo & relagao de ordem parcial <). Para as defini¢oes de supremo e infimo, vide pdgina 75 e seguintes.
Naturalmente, reticulados completos devem ser limitados.

A colegao de todas as topologias definidas em um conjunto nao vazio constitui um reticulado completo. Vide Exercicio
E. 27.24, pigina 1417.

e Elementos complementares

Seja C' um reticulado limitado (ou seja, que possui uma unidade e um elemento nulo). Dizemos que dois elementos
z, y € C sdo complementares se
zAy =0 e zVy = 1.

Em um tal caso dizemos que = é complementar a y e vice-versa. Elementos complementares nao sao necessariamente
tdnicos, ou seja, se y é complementar a x pode haver y' # y que também é complementar a z. Como veremos, uma
condigdo suficiente para garantir a unicidade (ndo a existéncia!) do complementar de um elemento = é a propriedade
distributiva.

Pela defini¢ao de unidade e de elemento nulo, valem 0 =0A 1 e 1 =1V 0. Essas relagoes estao dizendo que 0 e 1 sao
elementos complementares.

Dado um reticulado geral C', nem sempre é possivel garantir a existéncia de um elemento complementar para cada
um de seus elementos, nem sua unicidade. Se, no entanto valer que cada x € C possui um elemento complementar tnico,
este é denotado pelo simbolo —z. Condigoes suficientes para garantir unicidade (ndo existéncia!) serao apresentadas a
seguir (distributividade e limitacao).

Outros sfmbolos encontrados na literatura para -z sio bz, 2¢ ou ainda 2, esse tltimo empregado no estudo dos
chamados reticulados ortocomplementados (Se¢ao 2.1.2.2, pagina 116).

e Reticulados complementados

Um reticulado C no qual todo elemento possui ao menos um complementar é dito ser um reticulado complementado.

Se C' ¢ complementado e, além disso, para cada z € C o elemento complementar for Unico, -z, entao a funcao
C 3z —z € C é uma funcao undria em C.

o Reticulados distributivos

Um reticulado sobre um conjunto C' é dito ser um reticulado distributivo se as operagoes A e V forem distributivas
uma em relagdo & outra, ou seja, se forem satisfeitas as propriedades

an(bVe) = (aAb)V(aAc) (2.15)

aV(bAc) = (aVb)A(aVe). (2.16)
para todos a, be ce C.

Em 4dlgebras Booleanas (vide adiante), devido as regras de De Morgan (2.17), as propriedades (2.15) e (2.16) decorrem
uma da outra.
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E. 2.5 Ezercicio. Demonstre essa afirmagio. *

E. 2.6 Ezercicio. Nos Exemplos 2.1-2.4, acima, quais reticulados sdo distributivos? Quais no sdo? Ed

o Reticulados limitados e distributivos

Em um reticulado distributivo e limitado C, o complementar de um elemento = € C, se existir, ¢ tnico. De fato, se
y ey’ € C sdo complementares a z, teremos 0 =z Ay=xAy el=zVy=axVy'. Agora,

distrib

y=yAl =yA(zVy) (ynz)V(yAy) = 0V(yAy) = yAy

e, analogamente,

’

Y =y Al =y N@Vy)

distrib.

W Az)V (Y Ay =0V AYy) =y Ay,

provando que y =y Ay’ =y,
Em um reticulado distributivo e limitado, o complementar (tinico!) de um elemento = € C, se existir, é denotado
pelo stmbolo Cz, pelo simbolo -z ou ainda pelo simbolo ¢, Naturalmente, valem

zA(-z) =0 e xV(-x) = 1.

Se =z é o complementar de z, é evidente que —z tem um complementar, a saber, z. Logo, pela unicidade do
complementar, ~(~z) = x sempre que —z existir. E importante notar também que, pelo comentado acima, valem =0 = 1

e-1=0.

e Reticulados limitados, complementados e distributivos

Se além de distributivo e limitado o reticulado for também complementado haverd um complementar tinico para cada
elemento de C' e, portanto, haverd uma fungao undria - : C' — C que a cada = € C associa o seu complementar —z.
Como vimos, vale nesse caso —(—z) = x para todo « € C, assim como valem as relagoes -0 =1 e =1 = 0.

Um reticulado limitado, complementado e distributivo é dito ser uma dlgebra Booleana.

2.1.2.1 Algebras Booleanas

Uma dlgebra Booleana'? é uma algebra universal formada por um conjunto B e por uma familia F de cinco funcdes
finitdrias: duas binarias, denotadas por A e V, uma fungio unaria, denotada por — ou pelo simbolo C, e denominada
“negagao” ou “complemento”, e duas fungdes 0-drias, denotadas genericamente por 0 e 1 (denominadas, obviamente,
“zero” e “um”), as quais representam elementos fixos distintos de B. As funges acima sdo supostas satisfazer aos
seguintes requisitos:

1. B, A e V formam um reticulado distributivo.
2. Para todo a € B vale que 1 Aa =a e que 0V a = a (reticulado limitado).
3. Para todo a € B vale que a A (—a) =0 e que a V (—a) =1 (reticulado complementado).

Por vezes, denota-se —a por a’ ou ainda por Ca ou a®. Esses dois tltimos sdo de uso mais comum em operacoes

envolvendo conjuntos. Novamente, tem-se pelas definigdes que =0 =1, =1 = 0 e = (—a) = a para todo a € B.

e Regras de De Morgan

Em uma dlgebra Booleana B valem para todos a, b € B as importantes relagoes

~(@Ab) = (ma)V(=b) e  =(aVb) = (na)A(=b), (2.17)

12George Boole (1815-1864).
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as quais sdo conhecidas como regras de De Morgan'>.

A segunda relagao em (2.17) é decorréncia da primeira, como se vé trocando a — —a e b — —b. Por isso, basta provar
a primeira, o que significa provar que

((—*a)\/(—\b)) AaAb) =0 e ((ﬁa)v(ﬂb)) V(aAb) = 1. (2.18)

Ambas decorrem da comutatividade, da associatividade, da distributividade e das relagoes (2.14). Para provar a primeira
relacdo em (2.18), temos

((ﬁa) \ (ﬁb)) AlaAb) = [(
distibut. [((ﬁa) A a) v (H,) /\a)} Ab
[

ov ((ﬁb) /\a)} Ab

(2.14)

(=b) A a) Ab R pA ((ﬁb) A a)

associat.

(2.14)

b/\(—\b))/\a:()/\a 0.

Para provar a segunda relagao em (2.18), temos

(CaovEn)vany == (a)v(bviany)
v oy [(nva) a(En Vo)
= Cov[(nve)a]
L) (o) v (D) va) 2 (a) v (av ()

(2.14)

— ((ﬁa) VG) V(=b) = 1V (=b) 1.

. Algebras Booleanas e relagao de ordem

Lema 2.2 Se B € uma dlgebra Booleana e a, b € B satisfazem a = b, entio (—b) = (—a). Ou seja, em wma dlgebra
Booleana a operagao de completamento reverte a relagao de ordem entre os elementos. [m}

Prova. Sejam a, b € B que satisfazem a < b. Pela defini¢ao de relagao de ordem em reticulados (2.13), isso significa que
a = aAb. Pelo Lema 2.1, pagina 111, temos também b = a Vb. Usando a segunda regra de De Morgan em (2.17), pagina
113, segue disso que

b = ~(avb) ®Z7 (ma) A (b)) "= (<b) A (-a) .
Agora, a igualdade assim provada —b = (=b) A (—a) é precisamente a afirmagao que (=b) < (—a). |

¢ Exemplos basicos de dlgebras Booleanas

13 Augustus De Morgan (1806-1871).
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Exemplo 2.5 A menor algebra Booleana, e talvez uma das mais importantes em aplicagdes, é composta por dois elementos
distintos, denotados por 0 e 1: B = {0, 1} e as operagoes A, V e = sdo dadas por

0A0 =0, OAl =0, 1A0O=0, 1Al =1, 0vV0O=0, Ovl=1, 1v0o=1, 1Vl =1,

epor =0 =1e -1 =0. B um exercicio iluminante verificar que todas as propriedades definidoras de dlgebras Booleanas sao
satisfeitas neste caso. ¢

Exemplo 2.6 Seja X um conjunto ndo vazio. Afirmamos que P(X) é uma dlgebra Booleana sob as seguintes defini¢des: para
A, B € P(X) definamos AAB:=ANB,AVB:=AUB,-A:=0A=X\4,0=0,1=X.

A idempoténcia e a comutatividade sao evidentes, a associatividade e a distributividade estdo expressas em (1.22) e (1.23),
pégina 56, a absorvéncia decorre das evidentes relagoes AN(AUB) = Ae AU(ANB) = A. E também claro que INA = XNA = A
e0VA=0UA = A As propriedades de complementaridade sio também claras: A A (-mA) = AN(X\A) =0 =0¢
AV (mA) =AU (X \ A) = X = 1. A relagdo de ordem parcial A < B <= A = AA B significa A < B <= A = AN B, relagao
essa que significa A C B. L]

Exemplo 2.7 O Exemplo 2.6 tem uma importante generalizagio. Seja X um conjunto nio vazio e seja M uma o-dlgebra em X.
Para a definicao e propriedades bésicas de o-dlgebras, vide Segao 1.2.5, pagina 96 ou Capitulo 27, pagina 1410. Afirmamos que M
é uma algebra Booleana sob as mesmas defini¢des do Exemplo 2.6: para A, B € M definamos AANB:=ANB, AVB:=AUB,
-A:=04A=X\A4,0=01=X.

Face ao discutido no Exemplo 2.6, e ao fato que X € M e § € M (evidentes pela defini¢ao de o-dlgebra), a tnica coisa que
resta constatar é que as operagdes A, V e - sao, de fato, definidas em M. No entanto, se A e B sio elementos de M, sua uniao
também o é (pela defini¢ao de o-dlgebra), assim como sua intersecgao (pela Proposi¢do 1.22, pagina 97). Por fim, se A € M, entao
—A = X \ A é também elemento de M, também pela defini¢ao de o-algebra.

Esse exemplo é particulaemente importante pois abre a possibilidade de se lidar com édlgebras Booleanas nas quais uma medida
de probabilidades (ou qualquer outro tipo de medida) estd definida.

Informamos ainda que a reciproca da afirmagao acima nao é verdadeira: nem toda élgebra Booleana é isomorfa a uma o-algebra.
Vide, e.g., [196]. 3

Exemplo 2.8 B = [0, 1] C R, as operagoes A, V sdo dadas como no Exemplo 2.2, pagina 110:

aAb = min{a, b} e aVb = max{a, b}
para todos a, b € [0, 1] e a operagao — ¢ dada por —a = 1 — a para todo a € [0, 1]. Naturalmente, o elemento nulo é o nimero 0
e a unidade é o nimero 1. ¢+
Exemplo 2.9 O mesmo que o anterior, mas tomando B como sendo qualquer subconjunto de [0, 1] que contenha 0 e 1. ¢

Exemplo 2.10 Seja X um conjunto nio vazio e seja I qualquer subconjunto de [0, 1] que contenha 0 e 1. Seja B = I¥, a
colegao de todas as funcées de X em I. Como no Exemplo 2.3, pagina 110, defina-se para cada = € X

(fAg)(@) = min{f(2), g(x)} e  (fVg)(x) = max{f(z), g(z)}

e defina-se (=f)(z) = 1— f(z). Tome-se o elemento nulo como sendo a fungao identicamente nula e a unidade como sendo a fungao
identicamente igual a 1. Esse tipo de reticulado é empregado na demonstracao do Teorema de Stone-Weierstrass, Teorema 37.16,
pégina 1978. *

E. 2.7 Ezercicio. Mostre que os sistemas definidos nos exemplos acima formam &lgebras Booleanas. *
* ok %

A relevancia das édlgebras Booleanas reside no fato de as mesmas capturarem algebricamente as operagoes mais
importantes da teoria dos conjuntos (como as de unido, intersecgio, complemento, conjunto vazio) e as da légica (“e”,
“ou”, “negacao”, “verdadeiro”, “falso”). Os exemplos 2.6 ¢ 2.5 atestam essa concepgao. Fora isso, dlgebras Booleanas
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relacionam-se a espagos topoldgicos, como pode ser apreciado na discussdo sobre os Axiomas de Kuratowski & pagina
1430, Capitulo 27.

Certas algebras Booleanas, como a do Exemplo 2.5, sdo de facil implementacao em Eletronica e de amplo uso em
processamento digital. Um pioneiro na identifica¢ao da relevancia de dlgebras Booleanas no design de circuitos légicos
foi Shestakov'4, que teria divulgado suas ideias j4 em 1935, tendo defendido tese a respeito em 1938 na Universidade
Estatal de Moscou. Outro importante pioneiro nessas aplicagdes de algebras Booleanas foi Shannon'®, em seu trabalho
de Mestrado no MIT “A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits”, de 1937, trabalho fundamental para o
design de circuitos digitais. Um terceiro pioneiro a ser mencionado foi Zuse'S, que construiu, entre 1936 e 1938, um dos
primeiros (segundo alguns, o primeiro dos) computadores eletromecanicos programéveis, chamado Z1, também baseado
em algebras Booleanas.

2.1.2.2 Reticulados Ortocomplementados e Ortomodulares
Tratemos agora de apresentar mais dois tipos de reticulados, os reticulados ortocomplementados e os reticulados orto-
modulares, empregados no estudo de aspectos 1égicos da Fisica Quantica. Um exemplo especialmente relevante sera

discutido na Se¢ao 39.4, pagina 2147.

e Reticulados ortocomplementados

Um reticulado O é dito ser ortocomplementado se for um reticulado limitado dotado de uma fungao unaria, denotada
por L e denominada ortocomplementagao, com as seguintes propriedades:

1. (zt)* =z para todo x € O (involugao).

2. 2t Ve =1ez' Az =0 paratodo z € O (complementaridade).

3. Se para z, y € O valer z < y entdo y~ < a* (reversiao de ordem).

As propriedades de involugao e de complementaridade significam que L ¢ uma operagao de complementaridade, como
a operagao —, acima, mas nessa area ¢ tradicional usar-se o simbolo L em lugar de —.

A propriedade de reversao de ordem significa, segundo a definigao de rela¢ao de ordem em reticulados, que se x = x Ay
entdao y= =yt Azt

Como se observa comparando-se as definigoes, toda algebra Booleana é um reticulado ortocomplementado através da
identificacao L= -, a reversao de ordem, no caso Booleano, estando afirmada no Lema 2.2, pagina 114.
o Reticulados modulares

Para um reticulado distributivo, limitado e complementado B, ou seja, para uma algebra Booleana, temos para
quaisquer a, b, ¢ € B,
av(bAc) = (aVb)A(aVe).

Em particular, se a < ¢, ou seja, se a V ¢ = ¢, temos
av(bAc) = (avb)Ac.
Um reticulado R (que nao necessariamente seja distributivo ou limitado) ¢ dito ser um reticulado modular se para

cada b € R valer
a=c implica aV (bAc) = (aVb)Ac. (2.19)

Essa propriedade é denominada propriedade modular, ou modularidade. Um reticulado nao necessariamente distributivo
que satizfaga (2.19) é dito ser um reticulado modular. Como vimos, toda dlgebra Booleana é um reticulado modular. A
propriedade modular é, por assim dizer, uma versao enfraquecida da distributividade.

E relevante notar que se b = —a, entfio (2.19) afirma que

a =< c implica aV ((-a)Ac) = c. (2.20)

Victor Ivanovich Shestakov (1907-1987).
15Claude Elwood Shannon (1916-2001).
16Konrad Ernst Otto Zuse (1910-1995).
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pois a V —a = 1.

Essa é uma versao ainda mais enfraquecida da distributividade e conduz & definigao de reticulados ortomodular.

e Reticulados ortomodulares
Um reticulado ortocomplementado R é dito ser um reticulado ortomodular se para todos a, ¢ € R valer
a < ¢ implica ¢ = aV (uL OR (2.21)

Essa identidade é denominada propriedade ortomodular, ou ortomodularidade.

2.1.3 Semigrupos, Monéides e Grupos
Nesta se¢ao introduziremos algumas nogoes algébricas de grande importancia.

e Quase-grupos e loops

Um quase-grupo é um conjunto @), dotado de uma operagao binéria @ x @ — @, denotada por “.”, tal que para todo

par a e b € Q existem z e y € ), Unicos, satisfazendo z-a=bea-y =b.

Em palavras, um quase-grupo é uma estrutura onde a “divisao”, a esquerda e a direita, é sempre possivel.

Um loop L é um quase-grupo com elemento neutro, ou seja, ¢ um quase-grupo no qual existe um elemento e,
denominado identidade, tal que a-e = e-a = a para todo a € L.

O elemento neutro de um loop é sempre tinico, pois se ¢’ é também um elemento neutro, segue que e’ = €

Em um loop, todo elemento possui uma tnica inversa @ direita e uma tnica inversa ¢ esquerda (nao necessariamente
iguais). Ou seja, para cada a € L existem um tnico elemento em L que denotamos por afl., denominado inverso a
esquerda de a, tal que afl -a = e e um tnico elemento em L que denotamos por a; !, denominado inverso a direita de a,
tal que a-a; ! = e. A existéncia e unicidade de tais elementos é consequéncia da propriedade definidora de quase-grupo.

e Semigrupos
Um semigrupo é um conjunto nao vazio S dotado de uma operagao binaria S x S — S denotada por “-” e denominada

produto tal que a seguinte propriedade é satisfeita.

1. Associatividade. Para todos a, be ce Svale (a-b)-c=a-(b-c).

e Mondides

Um mondide é um conjunto nao vazio M dotado de uma operacao binaria M x M — M denotada por “-” e denominada
produto tal que as seguintes propriedades sao satisfeitas.

1. Associatividade. Para todos a, be c€ M vale (a-b)-c=a-(b-c).

2. Elemento neutro. Existe um (tinico!) elemento e € M, denominado elemento neutro, tal que g-e =e- g = g para

todo g € M.

Observagdo. A unicidade do elemento neutro é garantida pela observacio que se houvesse ¢/ € M tal que g - ¢’ = ¢’ - g = g para todo
g € M terfamos ¢’ = ¢’ -e =e.

e Grupos

Uma das nogoes mais fundamentais de toda a Matemadtica é a de grupo. Um grupo é um conjunto nao vazio G
dotado de uma operagao binaria G x G — G, denotada por “” e denominada produto, e de uma operag¢ao unaria G — G
(bijetora) denominada inversa, denotada pelo expoente “~17, tais que as seguintes propriedades sio satisfeitas.

1. Associatividade. Para todos a, be c€ G vale (a-b)-c=a-(b-c).
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. Elemento neutro. Existe um (dnico!) elemento e € G, denominado elemento neutro, tal que g-e =e-g = g para

todo g € G.

. Inversa. Para cada g € G existe um (tnico!) elemento h € G tal que g-h = h-g = e. Esse elemento é denominado

a inversa de g e denotado por g~ 1.

Observagoes elementares.

1.

A unicidade do elemento neutro é garantida pela observagao que se houvesse e’ tal que g-e’ = ¢’ - g = g para todo g € G terfamos
e=e-e=e

. Analogamente se estabelece a unicidade da inversa, pois se g, h € G sio tais que h-g = g- h = e, teremos, usando a associatividade,

gl=gle=gt (g-h)=(g ' g9)-h=e h=h

3. A fungio G 3 g~ g~ ! € G, que associa cada elemento de G a sua inversa, é um exemplo de uma fungao unéria.

@

. Para todo g € G vale (')~

-1 _

. Como e-e=e, segue que e~! = e.

1 . . ge o
= g pois, usando a associatividade,

G =) e =) ) = () e ) g =g =g

Todo grupo é, trivialmente, um quase-grupo, um loop, um semigrupo ¢ um monéide. )

Um grupo G é dito ser comutativo ou Abeliano'” se a-b = b - a para todos a, b € G. Essa nomenclatura se aplica
também a semigrupos e mondides.

Existe uma construgao candnica devida a Grothendieck, que discutimos na Secao 2.6.1, pdgina 234, que permite
construir um grupo Abeliano a partir de um semigrupo Abeliano dado. Essa construgdo é importante em varias dreas
da Matematica. O leitor interessado podera passar sem perda a discussao da Secao 2.6.1.

Os primeiros grupos caracterizados foram os chamados grupos de permutagao, que surgiram provelmente pela primeira
vez na obra de Galois'®. A definicio moderna, mais geral, apresentada acima, ¢ devida a Cayley™.

¢ Exemplos simples

1.

O conjunto S = {1, 2, 3, ...} ¢ um semigrupo em relagdo & operacio de soma usual. O conjunto M =
{0, 1, 2, 3, ...} é um mondide em relagdo & operagdo de soma usual, sendo o elemento neutro e = 0. O
conjunto G =7Z={..., =2, =1, 0, 1, 2, ...} é um grupo Abeliano em relagio & operagao de soma usual, sendo
o elemento neutro e = 0 e a inversa n~! = —n. Esse grupo é comummente denotado por (Z, +), para lembrar o
conjunto considerado (no caso, Z) e a operagao considerada nesse conjunto (no caso, +).

. R dotado da operacao de multiplicagdo usual é um mondide onde o elemento neutro é o niimero 1. N&o é um

grupo, pois 0 ndo tem inversa multiplicativa.

. O conjunto Ry := {z € R, 2 > 0} é um semigrupo Abeliano em relagao & operagao de soma, mas nao ¢ um
mondide.
. O conjunto Roy := {z € R, z > 0} é um mondide Abeliano em relagio & operagao de soma mas nao um grupo.

. O conjunto dos nimeros racionais Q é um grupo Abeliano em relagdo & operagao usual de soma de ntmeros

racionais. Esse grupo é comummente denotado por (Q, +).

. O conjunto Q \ {0} = {r € Q, r # 0} ¢ um grupo Abeliano em relagdo & operagio usual de produto de nimeros

racionais. Esse grupo é comummente denotado por (Q \ {0}, )

. O conjunto dos nimeros reais R é um grupo Abeliano em relagao & operagao usual de soma de nimeros reais. Esse

grupo é comummente denotado por (R, +).

. O conjunto dos nimeros complexos C é um grupo Abeliano em relagdo a operagao usual de soma de numeros

complexos. Esse grupo é comummente denotado por (C, +).

17Niels Henrik Abel (1802-1829).
18fsvariste Galois (1811-1832).
19 Arthur Cayley (1821-1895).
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10.

11.
12.
13.

14.

16.

17.

19.

20.

21.

22.

23.

. O conjunto GL(n, Q) de todas as matrizes racionais n x n com determinante niao nulo (e, portanto, inversiveis) é

. O conjunto R\ {0} = {# € R, z # 0} ¢ um grupo Abeliano em relagao & operagao usual de produto de mimeros

reais. Esse grupo ¢ comummente denotado por (R\ {0}, -).

O conjunto €\ {0} = {z € C, z # 0} é um grupo Abeliano em relagio & operagao usual de produto de nimeros
complexos. Esse grupo é comummente denotado por (C \ {0}, ).

Mat (C, n), o conjunto das matrizes complexas n X n com o produto usual de matrizes é apenas um monéide.

Mat (C, n), o conjunto das matrizes complexas n X n é um grupo em relagao & operagao de soma de matrizes.

O conjunto GL(n, R) de todas as matrizes reais n x n com determinante nao nulo (e, portanto, inversiveis) ¢ um
grupo em relagao & operacao de produto usual de matrizes. GL(n, R) é nao Abeliano se n > 1.

O conjunto GL(n, C) de todas as matrizes complexas n x n com determinante nao nulo (e, portanto, inversiveis)
é um grupo em rela¢ao a operagao de produto usual de matrizes. GL(n, C) é nao Abeliano se n > 1.

um grupo nao Abeliano (se n > 1) em relagao & operagao de produto usual de matrizes. O conjunto GL(n, Z) de
todas as matrizes inteiras n x n com determinante nao nulo (e, portanto, inversiveis) é um mondéide nao Abeliano
(se n > 1) em relagdo a operagao de produto usual de matrizes. Nao é um grupo, pois a inversa de uma matriz
inversivel com entradas inteiras nio é sempre uma matriz com entradas inteiras2’.

O conjunto SL(n, C) de todas as matrizes complexas n X n com determinante igual a 1 (e, portanto, inversiveis)
¢ um grupo nao Abeliano (se n > 1) em relagio a operagao de produto usual de matrizes. O mesmo é verdadeiro
para SL(n, R), SL(n, Q) e SL(n, Z), as matrizes reais, racionais ou inteiras, respectivamente, com determinante
igual a 1.

O conjunto de todas as matrizes complexas nxn cujo determinante tem médulo igual a 1: {A € Mat (C, n)| |det(A)|
1}, é um grupo nao Abeliano (se n > 1) em relagdo & operagio de produto usual de matrizes.

. Seja X um conjunto nao vazio. A cole¢ao P(X) de todos os subconjuntos de X, ¢ um mondide Abeliano com

relagdo a operagao de uniao de conjuntos, o elemento neutro sendo o conjunto vazio. Justifique!

Analogamente, a colecio P(X) \ {0} de todos os subconjuntos nao vazios de X, é um semigrupo Abeliano com
relacao a operagao de uniao de conjuntos.

A colegao P(X) de todos os subconjuntos de X, ¢ um monéide Abeliano com relagao & operagao de interseccao de
conjuntos, o elemento neutro sendo o conjunto X. Justifique!

Analogamente, a cole¢io P(X) \ {X} de todos os subconjuntos X distintos de X, é um semigrupo Abeliano com
relagdo a operagao de intersecgao de conjuntos.

Seja X um conjunto nao vazio. Entao, P(X) é um grupo Abeliano em relagao a operagio de diferenca simétrica
AAB := (AUB)\ (AN B), para A, B € X, definida em (1.30), pagina 58. De fato, a Proposigao 1.2, pagina 58,
garante associatividade e comutatividade, o elemento neutro é o conjunto vazio () e para todo A € P(X) tem-se
A~ = A. Verifique!

1

Um grupo onde cada elemento tem a si mesmo como inversa é dito ser um grupo Booleano?!.

Outro exemplo importante é o seguinte. Seja C' um conjunto nao vazio e tomemos S = C, o conjunto de todas
as fungoes de C' em C. Entao, S é um mondéide com o produto formado pela composi¢io de fungoes: f o g, e onde
o elemento neutro é a funcio identidade id(s) = s, Vs € C. O subconjunto de C formado pelas fungdes bijetoras
de C' em C é um grupo nao Abeliano, onde o produto é a composicao de funcdes, o elemento neutro é a fungao
identidade e o elemento inverso de uma fungao f : C' — C é a fungao inversa f~!. Esse grupo é denominado grupo
de permutagées do conjunto C e denotado por Perm(C).

E. 2.8 Ezercicio. Em caso de divida, prove todas as afirmagdes acima. &

20Por exemplo, a inversa da matriz (i ’{) € GL(2, Z) é a matriz (

S
e

) (verifique!), a qual nao é elemento de GL(2, Z).

21 George Boole (1815-1864).
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e Exercicios com mais exemplos

E. 2.9 Ezercicio. Seja U um espaco vetorial e denote-se por (U) a colecdo de todos os seus subespacos (incluindo o préprio U e
o subespaco nulo {0}). Podemos definir em E(U) a operagdo de soma de subespacos, denotada por “+", da seguinte forma: se Ve W
sdo subespagos de U denotamos por V + W o subespago de U dado por V@& W :={v+w, veV, we W}

Mostre que essa operacdo é de fato uma operacdo bindria em E(U), ou seja, que V + W §, de fato, um subespaco de U. Mostre
que essa operacdo é associativa, comutativa e que ela possui um elemento neutro: o subespaco nulo {0}. Conclua que (£(U), +) é um
monoide Abeliano. £

E. 2.10 Ezercicio. Considere o conjunto Ry = {z € R, = > 0} dos reais positivos. Mostre que

ab
axb = P a, be Ry, (2.22)

define uma operacdo em R e que essa operacdo é associativa e comutativa, mas que ndo possui elemento neutro (e, portanto, nio
apresenta elementos inversos). £

E. 2.11 Ezercicio. Considere o intervalo (0, 1). Mostre que

ab o o
axb = T=a—b72a8° a, be(0,1), (2.23)

define uma operacdo no intervalo (0, 1) e que essa operagdo é associativa, comutativa e possui um elemento neutro, que é o nimero
1/2 € (0, 1). Mostre também que a inversa de um elemento a € (0, 1) por essa operagdo é o elemento 1 —a € (0, 1). Dessa forma o
intervalo (0, 1) munido da opera¢do * é um grupo comutativo.

Esse exemplo serd aprofundado quando do tratamento de espacos vetoriais. Vide Exercicio E. 2.32, pagina 131. *

2.1.3.1 Rg; Estendido

O conjunto Ry = {z € R, 2 > 0} é um mondide Abeliano em relacdo & operagao de soma e em relagdo a operagio de
produto e vale ainda a propriedade distributiva a(b+c¢) = ab+ac. Sabidamente, Ro4 ¢ também um conjunto linearmente
ordenado pela relacio de ordem usual.

Vamos abaixo descrever um outro conjunto linearmente ordenado que contém Ro; e é também um mondéide Abeliano
em relacao a operacao de soma e em relagao a operacao de produto e vale ainda a propriedade distributiva.

Definimos um conjunto, que denotaremos por #., juntando a Ro; um conjunto formado por um elemento extra,
elemento esse que denotaremos provisoriamente por w, com w ¢ Rot, para o qual certas relagoes algébricas serao
definidas. Seja Z. := R4 U {w} e definamos as operagoes de soma e produto em %, da seguinte forma: se a e b sio
clementos de Ry suas soma a + b e seu produto ab sao definidos como usualmente. Fora isso, valem

1. a+w=w+ a = w, para todo a € Ro;.

2. wHw=w.

3. aw = wa = w, para todo a € Ro4, a # 0.

4. Ow = w0 = 0.

5. ww = w.

E. 2.12 Ezercicio. Verifique que Z+ é um mondide Abeliano em relagdo 3 operagdo de soma e em relagdo 3 operagdo de produto
definidas acima e que vale ainda a propriedade distributiva. &

2. 6 linearmente ordenado tomando-se em Ro4 a relagdo de ordem usual e fixando-se a < w para todo a € Ros-.

O conjunto %4 com as estruturas definidas acima é por vezes denominado conjunto estendido dos reais nao negativos.
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E bastante claro que na definigdo abstrata acima o objeto representado pelo simbolo w desempenha o papel formal-
mente atribuido a um ndmero infinito positivo. A construcao das relagdes algébricas acima prescinde, porém, dessa
nogao, pois w pode ser qualquer objeto (fora de Ro4 ).

Com um certo abuso de linguagem, é costume, substituir o simbolo w pelo simbolo co, dando a entender que w
representa algo como um nimero infinito positivo. E comum também denotar-se 2+ por [0, 00].

E. 2.13 Ezercicio. Que problemas surgem quando se tenta estender a construgdo acima para o conjunto R de todos os reais? &

O conjunto estendido %5 desempenha um papel na Teoria da Medida e Integragao e outras areas.

2.1.3.2 Os Grupos Z,. O Grupo do Circulo

Vamos aqui apresentar trés caracterizagoes diferentes dos chamados grupos Z,, com n € IN sendo um nimero natural
dado. O caso Z ¢ o grupo trivial, composto de apenas do elemento neutro. Essas caracterizagoes fazem uso da chamada
Divisao Euclidiana, que apresentamos na Proposi¢ao 2.1. Para apreciarmos essas diferentes caracterizagoes é conveniente
apresentarmos também a nocao de isomorfismo entre grupos.

e A Di

Faremos no que segue uso da seguinte proposicao, conhecida como Divisio Euclidiana®?. Vide e.g., [201] para uma
outra demonstragao.

isao Euclidiana

Proposigao 2.1 (Divisao Euclidiana) Seja n € IN, fizo. Entao, todo nimero inteiro z pode ser escrito de maneira
dnica como z =qn+r, onde g€ Z er € {0, 1,..., n—1}. O nimero r é denominado resto da divisao de z por n e é
também denotado por r = zmod n. [m]

Comentdrio. Existem algoritmos para a determinacio explicita de g e r, como o Algoritmo de Euclides, mas eles nao nos concernem aqui. &

Prova da Proposi¢do 2.1. Seja n € IN, fixo. Considere-se para cada k € Z o conjunto Jj := {kn,, ..., kn+n—1}. Esse
conjunto é composto por n elementos sucessivos, sendo o menor deles min(J;) = kn e o maior max(Jy) = kn +n — 1.
Cabe agora observar que nao existe nenhum inteiro a satisfazendo

max(Jr) < a < min(Jgq1)

pois, caso contrdrio valeria (k+ 1)n — 1 < a < (k + 1)n, o que é impossivel, pois (k + 1)n — 1 e (k + 1)n sdo inteiros
sucessivos. Assim, o menor elemento de Jy41 é 0 sucessor do maior elemento de Jj.

Esses fatos implicam que Jj e Ji4+1 sdo conjuntos disjuntos, nao havendo nenhum inteiro entre ambos. Concluimos
facilmente disso que a uniao de todos os conjuntos Jj, é o conjunto Z, a uniao sendo disjunta:

7 = UJk, Je N J; =0 sempre que k #1.
kEZ

Dessa forma, se z € Z, podemos afirmar que existe um tinico g € Z tal que z € .J,. Isso estd nos dizendo que z = gn+r,
para algum r € {0, 1,..., n —1}. A unicidade de r é evidente. |

e Homomorfismos e Isomorfismos entre grupos

Dados dois grupos G e H uma fungao ¢ : G — H ¢é dita ser um homomorfismo ou morfismo de grupos se

d(ab) = ¢(a)p(b)
para todos a, b € G. Um homomorfismo ¢ : G — H entre dois grupos é dito ser um isomorfismo se for bijetor.

Dizemos que dois grupos G e G sao isomorfos se houver um isomorfismo ¢ : G — H entre eles. Esse fato é denotado
simbolicamente por G ~4 H (ou simplesmente G ~ H, quando ¢ ¢ subentendido).

22Buclides de Alexandria (ci. 325 A.C, ci. 265 A.C.).
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Moralmente, podemos afirmar que dois grupos isomorfos sdo o “mesmo” grupo, ja que todas as operagoes realizadas
em um grupo podem ser fielmente reproduzidas no outro por via do isomorfismo.

Um exemplo sio os grupos G = (R, +), o grupo aditivo dos reais, ¢ H = (R4, ) (aqui Ry = (0, 00)), o grupo
multiplicativo dos reais positivos. H4 um isomorfismo entre eles dado pela fungio exponencial, que a cada x € G associa
o elemento de H dado por e*. De fato, para todos z, y € R vale, sabidamente, e*e? = €%, o que estabelece que
a funcao exponencial ¢ um homomorfismo de G em H. Fora isso, a funcdo exponencial é uma bijecao entre R e Ry
e, portanto, define um isomorfismo entre os grupos G = (R, +) e H = (R4, ). Esses dois grupos podem ser assim
moralmente identificados, j& que as operages de soma em R podem ser fielmente traduzidas em operacoes de produto®?
em R .

Um exemplo relevante de um homomorfismo que nao é um isomorfismo se d4 entre os grupos G = GL(n, C), n > 1,
o grupo das matrizes complexas n X n, e o grupo H = (C \ {0}, -), o grupo multiplicativo dos complexos nao nulos. H&
um homomorfismo de G em H dado por

P(A) = det(4), € GL(n, C).

De fato, trata-se de um homomorfismo, pois pela bem conhecida regra do determinante do produto de matrizes (vide
Teorema 10.1, pagina 504) para quaisquer A, B € GL(n, C) tem-se ¢(AB) = det(AB) = det(A)det(B) = ¢(A)p(B).
E facil ver que ¢ é sobrejetora (qualquer nimero complexo nao nulo é o determinante de alguma matriz de GL(n, C)),
mas nao é injetora, pois matrizes distintas de GL(n, C) podem ter o mesmo determinante. Assim, o determinante ¢ um
homomorfismo de GL(n, C) em (C \ {0}, ) mas nao um isomorfismo. Comentamos que para n > 1 os grupos GL(n, C)
e (C \ {0}, ) nao podem ser isomorfos, pois o primeiro nao é comutativo, enquanto que o segundo o é.

As nogoes de homomorfismos e isomorfismos entre grupos serao melhor exploradas na Segao 2.1.10, pagina 152.

A nogao de isomorfismo entre grupos ¢é 1til no estudo de uma classe de grupos bastante relevante, os chamados grupos
Zy, n € N, grupos esses de interesse em diversas dreas da Matematica e da Fisica.

e O grupo Z,

A Divisao Euclidiana, apresentada acima, afirma que, dado n € IN, entdo todo nimero inteiro z pode ser escrito de
maneira tnica na forma z = gn+r, onde ¢ € Z e r € {0, 1,..., n— 1}. O ntimero r é denominado resto da divisio de
z por n e é também denotado por 7 = z mod n.

Seja n um inteiro positivo maior ou igual a 2 e seja o conjunto {0, 1, ..., n—1}. Vamos definir uma operagao bindria
em {0, 1, ..., n — 1}, denominada soma e denotada pelo simbolo “+”, da seguinte forma:

a+f={a+f} modn

para todos a, 8 € {0, 1, ..., n—1}. Acima {a + 8} representa a soma usual de nimeros inteiros em Z.

E. 2.14 Exercicio. Prove que a operacdo de soma definida acima é uma operagdo bindria de {0, 1, ..., n — 1} e mostre que a

mesma é associativa, comutativa e tem 0 como elemento neutro. o+

E. 2.15 Ezercicio. Para cadaa € {0, 1, ..., n — 1}, defina a™' = {n — a} mod n. Mostre que a™' € {0, 1, ..., n — 1} e que

atat=0. £
Os dois exercicios acima provam que {0, 1, ..., n—1} é um grupo Abeliano em relagao & operagao de soma definida

acima. Esse grupo é denominado grupo Z,,.

e Definindo os grupos Z, a partir de uma relagao de equivaléncia

O grupo Z, pode também ser definido de uma maneira alternativa usando relagoes de equivaléncia. Fixemosn € IN e
consideremos o conjunto dos nimeros inteiros Z. Estabelecamos em Z a seguinte relacao de equivaléncia: dois nimeros
my, mg € Z sao equivalentes, m; =~ mg, se a diferenga mo —m; for um miltiplo inteiro de n, ou seja mg —m; = kn para
algum k € Z. Deixamos como exercicio (facil) ao leitor provar que se trata realmente de uma relagiao de equivaléncia. As

23 Fsse a até o advento dos computadores eletronicos), quando taboas de
logaritmos eram empregadas por calculistas para simplificar o computo de produtos de nimeros, transformando-os em somas e reduzindo,
assim, a quantidade de operagdes demandadas.

fato teve uso pratico no passado (desde ao menos a Idade M
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classes de equivaléncia de Z por essa relagio sao biunivocamente associadas aos elementos do conjunto {0, 1, ..., n—1},
ou seja, o conjunto das classes {[0], [1], ..., [n—1] }, que denotamos por Z(n), contém todas as classes de equivaléncia
de Z pela relagao acima. Essa afirmacao é novamente uma consequéncia da Divisao Euclidiana, Proposi¢ao 2.1, pagina
121, segundo o qual todo z € Z ¢ equivalente a algum elemento r do conjunto {0, 1, ..., n — 1}. E claro também que
dois elementos distintos de {0, 1, ..., n— 1} ndo podem ser equivalentes (a diferenga entre eles é menor que n em valor
absoluto).

Assim, as classes de equivaléncia de Z sdo precisamente [0], [1], ..., [n—1]. Podemos agora introduzir uma operagao

nessas classes, definindo
[a] + (0] := [a+0].

para todos a, b € {0, 1, ..., n—1}. Deixamos ao leitor a tarefa simples de provar que essa defini¢ao independe dos
representantes tomados nas classes?*, que essa operagio ¢ associativa, comutativa e tem a casse [0] como elemento neutro.
Além disso, podemos associar a cada [a] um elemento inverso, a saber, a classe [n — a] = [—a].

Esses fatos mostram que a colegio de classes Z(n) = {[0], [1], ..., [n — 1] } compde um grupo Abeliano, que é
isomorfo ao grupo Z, definido anteriormente, com o isomorfismo hy : Z(n) — Z, sendo dado simplesmente por

ha([K]) = k, k=0,....,n—1.
E. 2.16 Ezercicio. Mostre que hi é, de fato, um isomorfismo entre Z(n) e Zy. F
Vemos assim que, para cada n € IN, os grupos Z, e Z(n) sao isomorfos e, portanto, podemos moralmente afirmar que
trata-se do mesmo grupo. De fato, alguns textos substituem nossa defini¢ao de Z,, pela de Z(n). H4 ainda uma terceira

defini¢do para Z, usando raizes n-ésimas da unidade.

e O grupo Z, e raizes n-ésimas da unidade

Considere-se o conjunto IF,, = {exp (2"’”) L k=0,....n— 1} composto pelas raizes n-ésimas de 1, ou seja, por

n
todos os nimeros complexos z satisfazendo 2™ = 1. Esse conjunto compde um grupo pela operagao usual de multiplicagao
de niimeros complexos, como pode ser facilmente verificado (faga-o!).

Esse grupo é isomorfo ao grupo Z(n), definido acima, sendo o isomorfismo hs : Z(n) — F,, dado por

i
hz([H)ZEXP(%”), E=0,...,n—1.

E. 2.17 Ezercicio (fdcil). Mostre que hs é, de fato, um isomorfismo entre Z(n) e IFy,. *
Kk K

Vemos assim que, para cada n € IN, os trés grupos Zy, Z(n) e F,, sdo isomorfos e, portanto, podemos moralmente
afirmar que trata-se do mesmo grupo. Por isso, cada definicdo dos trés grupos, acima, pode ser apresentada como
definicao alternativa do grupo Z,, como pode ser observado em certos textos.

H4a ainda mais uma maneira de se definir o grupo Z,, fazendo uso do chamado Primeiro Teorema de Isomorfismos,
tal como apresentado no Exercicio E. 2.87, pagina 166.

e Uma generalizagao. O grupo do circulo

As ideias que conduziram a definigdo dos grupos Z, podem ser estendidas a outras situagoes.

Seja T > 0 e considere-se o intervalo semiaberto [0, T') de R. Podemos fazer desse intervalo um grupo, procedendo-
se da seguinte forma. Primeiramente, observe-se que R pode ser escrito como a unido disjunta de intervalos do tipo
[nT, (n+1)T), com n € Z:

R = [JPT, (n+1)T).
nez
Cada intervalo [nT, (n+ 1)T) é obtido do intervalo [0, T') transladando-o de n7T" unidades. Assim podemos afirmar que
cada z € R estd localizado em um tinico intervalo [¢T, (¢+ 1)T) para algum g € Z e, portanto, pode ser escrito de forma

24Entenda-se: se a ~ a’ entdo [a] = [a’] e cabe provar que [a + b] = [a’ + b] para qualquer b € Z, o que é deixado como exercicio.
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Gnica como
z = qT+r

com 7 € [0, T). Escrevemos,
r =2 mod T.
Podemos agora definir uma operagdo no intervalo [0, T'), que denotamos por +r, por

z+ry == (x+y) modr,

sendo (z+ y) a soma usual dos niimeros reais « e y. Quando T for subentendido, denotamos essa operacio simplesmente
por +.

E. 2.18 Ezercicio. Seja T > 0, fixo. Constate que a operacdo + definida acima ¢, de fato, uma operagdo no conjunto [0, 7'), que
essa operagdo é associativa, comutativa, tem 0 como elemento neutro e cada = € [0, T') tem por inversa o elemento (7' — x) mod T
de [0, T). *

Vemos, assim, que [0, T') dotado do produto + é um grupo Abeliano, que denotamos por R(7T). Esse grupo ¢ também
denotado na literatura por R/{nT, n € Z}.

H4, porém, o seguinte fato importante: todos os grupos R(T'), T > 0, sdo isomorfos.

E. 2.19 Ezercicio. Sejam Ti, T> > 0. Mostre que a fungdo ¢ : [0, T1) — [0, T2) dada por ¢(z) = %z é um isomorfismo entre
R(T1) e R(Th). *

O grupo R(27) ¢ denominado grupo do circulo, pois o intervalo [0, 27) pode ser interpretado como o conjunto dos
angulos (em radianos) que descrevem (univocamente!) os pontos do circulo unitdrio e a operacdo + representa a soma
desses angulos. Veremos no futuro que R(27) é isomorfo aos grupos SO(2) e ao grupo U(1).

Como sao isomorfos, cada grupo R(7T'), T > 0, também é denominado grupo do circulo. No caso T' = 1, o grupo R(1)
é frequentemente denotado por R/Z na literatura.

2.1.3.3 Subgrupos

Seja G um grupo em relacdo a uma operacao e cujo elemento neutro seja e. Um subconjunto H de G é dito ser um
subgrupo de G se for também por si s6 um grupo em relagao & mesma operagao, ou seja, se

l.eeH,

2. hy - hg € H para todos hy € H e hg € H,

3. h~' € H para todo h € H.

Todo grupo G sempre possui pelo menos dois subgrupos: o préprio G e o subgrupo {e} formado apenas pelo elemento
neutro de G. Esses dois subgrupos sao denominados subgrupos triviais de G. Se um subgrupo H de G nao coincidir com

nenhum dos subgrupos triviais de G, dizemos que H ¢é um subgrupo proprio de G. Por vezes, na literatura, a simbologia
H < G é usada para indicar que H é um subgrupo préprio de G, mas evitaremos usar isso.

E facil verificar que (Z, +) e (Q, +) sao subgrupos de (R, +), o grupo aditivo dos reais. O grupo multiplicativo dos
reais positivos, (R4, -), é um subgrupo do grupo multiplicativo dos reais, (]R \ {0}, )

E facil ver que SL(n, R), o conjunto de todas as matrizes reais n x n com determinante igual a 1, ¢ um subgrupo de
GL(n, R). Idem para SL(n, C) em relagdo a GL(n, C).

E. 2.20 Ezercicio. Seja Do = {a™, m € Z} para algum a > 0. Mostre que D, é um subgrupo de (R+, -), o grupo multiplicativo
dos reais positivos. Para a, b > 0, mostre que Dy, = {a™b", m, m € Z} é também um subgrupo de (R, -). E

Um fato relevante é expresso na seguinte proposigao:
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Proposigao 2.2 Seja G um grupo e seja {H)\, A€ A} uma cole¢do ndo vazia arbitrdria de subgrupos de G. Entao,
Maea Hx € um subgrupo de G. Consequentemente, (\ycp Hx € um subgrupo de cada Hy com A € A. [m}

Prova. E evidente que o elemento neutro de G pertente a ﬂAeA Hy, pois pertence a cada Hy. Se hy e hy sao elementos de
(Mxea Hx, entdao ambos pertencem a cada Hy, assim como o produto hihy (pois cada Hy é um subgrupo de G). Portanto
hiha € Nyep Ha- Analogamente, se i € (¢, Ha, entdo h pertence a cada Hy, assim como h~! (novamente pois cada
H) é um subgrupo de @), implicando que h=' € (¢, Ha. ]

e Subgrupos gerados por um subconjunto de um grupo

Se G é um grupo e A é um subconjunto nio vazio de G denotamos por [A] o subgrupo gerado por A que, por definigao,
vem a ser a intersec¢io de todos os subgrupos de G' que contém A: [A] := (4 H, onde A é a colegao de todos os
subgrupos de G que contém A. Essa cole¢do nunca é vazia, pois o préprio grupo G contém A. E licito dizer que [A] é o
“menor” subgrupo de G que contém o conjunto A pois, pela defini¢ao, qualquer outro subgrupo de G que contenha A
conterd também [A].

E. 2.21 Ezercicio.

Determine o subgrupo gerado por {1} nos grupos (Z, +), (Q, +), (R, +), (Q\ {0}, -) e (R\ {0}, -). "

e Semigrupos cancelativos e nao-cancelativos

Um elemento a de um semigrupo S é dito ser canceldvel a esquerda se a-b = a - c valer para b, ¢ € S se e somente se
b = c. Analogamente, um elemento a de um semigrupo S ¢é dito ser canceldvel a direita se b-a = ¢-a valer para b, c € S
se e somente se b = c.

Se todo elemento de um semigrupo S for canceldvel & esquerda (& direita), entdo S é dito ser um semigrupo cancelativo
a esquerda (4 direita). Se S for cancelativo a esquerda e & direita, entdo S dito ser um semigrupo cancelativo.

Mondides cancelativos (& direita e & esquerda) sao definidos analogamente.

Exemplos 2.11 Vamos a alguns exemplos ilustrativos de semigrupos e de monéides cancelativos ou nao.

1. (IN, +) é um semigrupo Abeliano cancelativo. (IN, -) é um mondide Abeliano cancelativo.

2. Seja X um conjunto nao vazio. A colecao P(X) de todos os subconjuntos de X, ¢ um mondide Abeliano com relagao a
operacao de unido de conjuntos, o elemento neutro sendo o conjunto vazio. Esse mondide é nao cancelativo, pois se A, B e
C forem subconjuntos de X tais que AU B = AU C, nao segue necessariamente que B = C. Justifique!

3. Analogamente, a colegio P(X) \ {0} de todos os subconjuntos nio vazios de X, ¢ um semigrupo Abeliano nao cancelativo
com relagao & operagao de uniao de conjuntos.

4. Seja X um conjunto ndo vazio. A cole¢do P(X) de todos os subconjuntos de X, é um monéide Abeliano com relagdo a
operagao de intersecgao de conjuntos, o elemento neutro sendo o conjunto X. Esse mondide é nao cancelativo, pois se A, B
e C forem subconjuntos de X tais que AN B = AN C, nao segue necessariamente que B = C. Justifique!

o

. Analogamente, a colecao P(X) \ {X} de todos os subconjuntos X distintos de X, é um semigrupo Abeliano nao cancelativo
com relagdo & operagao de intersecgdo de conjuntos.

6. Todo grupo é um semigrupo cancelativo (devido a existéncia de inversa).

7. Mat (C, n), n > 1, é um mondide nao Abeliano pela multiplicagao usual de matrizes e todas as matrizes inversiveis sao
canceldveis & direita e & esquerda. Como um todo, porém, Mat (C, n) ndo é um mondide cancelativo, pois se A, B e C sao
elementos de Mat (C, n) e vale AB = AC, nao necessariamente segue que B = C caso A seja nao inversivel.

8. O mondide Abeliano (E(U), +), formado pelos subespacos de um espago vetorial U (vide Exercicio E. 2.9, pagina 120), nao
é cancelativo (pois para quaisquer subespagos Ve W de U vale V +U =W + U =U).

9. O mondide Abeliano (%4, +) (vide pagina 120) ndo é cancelativo (pois a + w = w + a = w para todo a € #4). Idem para
o mondide Abeliano (%4, -).

L

e Semigrupos cancelativos Abelianos

Todo semigrupo Abeliano cancelativo é isomorfo a um semigrupo contido dentro de um grupo, especificamente, do
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chamado grupo de Grothendieck associado a esse semigrupo Abeliano. Essa afirmagao é demonstrada no Exercicio E.
2.148, pagina 236.

2.1.4 Corpos

Um corpo® é um conjunto nio vazio IK dotado de duas operagdes binarias, denotadas por “+” e “”, denominadas soma

e produto, respectivamente, satisfazendo o seguinte :

1. A operacao de soma tem as seguintes propriedades:

(a) Comutatividade: para todos a, § € K vale a + 3 = + a.

(b) Associatividade: para todos o, 3, v € K vale a + (8 +7) = (a + ) + 7.

(¢) Elemento neutro: existe um elemento 0 € K, chamado de elemento nulo, ou zero, tal que a4+ 0 = a para todo
acK.

(d) Inversa: para cada o € K existe um elemento denotado por 3, dnico, com a propriedade a + 3 = 0. Esse
elemento é mais comummente denotado por —a.

2. A operacao de produto tem as seguintes propriedades:

a) Comutatividade: para todos a, f € K vale a- = §-a.

b
(c

(d) Inversa: para cada o € K, a # 0, existe um tnico elemento denotado por 8 com a propriedade - 3 = 1. Esse
elemento é mais comummente denotado por a~!.

(a)
(b) Associatividade: para todos «, 8, v € K vale a- (8-7) = (- 83) - 7.

Elemento neutro: existe um elemento 1 € KK, chamado de unidade, tal que « - 1 = « para todo a € K.

3. Distributividade: o produto ¢ distributivo em relagio & adi¢ao: para todos «, 8, v € K vale a-(8+7) = a-f+a-7.

Alguns autores consideram conveniente incluir também a hipdtese de que o elemento neutro e o elemento nulo sao
distintos, 1 # 0, pois doutra forma terfamos K = {0} (justifique!), uma situa¢ao um tanto trivial.

Note-se que corpos sao grupos comutativos em relagdo a operagao de soma e mondides comutativos em relagao a
operagao de produto. Pelo que comentamos anteriormente, isso garante a unicidade do elemento nulo e da unidade de
um corpo. A distributividade é a tinica propriedade listada acima que relaciona as operagoes de soma e produto.

Os elementos de um corpo sdao por vezes denominados escalares. Por motivos estruturais é importante frisar que
um corpo depende em sua defini¢ado do conjunto KK e das operagoes bindrias “+” e “.” nele definidas e muitas vezes nos
referiremos a um corpo como sendo uma tripla (K, +, ). E frequente omitir-se o simbolo “” de produto por escalares
quando nenhuma confusao é possivel.

Em um corpo K sempre vale que a -0 = 0 para todo a € K. De fato, como 0 = 0 + 0, segue que
a-0=a-(0+0) =a-0+a-0.
Somando-se a ambos os lados o elemento inverso —a - 0 teremos
a0+ (—a-0) = a-0+a-0+(-a-0),

ou seja,
0=a-0+0= a0,
como queriamos provar. Pela comutatividade do produto vale também 0 - o = 0 para todo a € K.

E ficil verificar que Q, R e C sao corpos em relagio as operagoes usuais de soma e produto. Esses sio os exemplos
que inspiraram a defini¢ao. Outros exemplos serao discutidos logo abaixo. O conjunto das matrizes n x n para qualquer
n > 2 com o produto usual de matrizes ndo é um corpo pois, entre outras razoes, o produto nao é comutativo.

25Em inglés a palavra empregada ¢ field. A expressio em portugués provavelmente provém do francés corp ou do alemio Kérper.
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E. 2.22 Ezercicio. Seja K um conjunto constituido de dois elementos distintos a e b, e considere as seguintes operagdes, “+" e
“", definidas em X:

ata = a, a-a = a
b+b =a, ab="ba=a,
a+b =b+a =0, b-b=5b.
Mostre que K, munido dessas operagdes, € um corpo. Ed

e Os corpos quadréaticos

E. 2.23 Ez 0. Um ndmero natural diferente de 0 ou 1 é dito ser um inteiro sem fator quadratico se ndo for miltiplo de um
quadrado perfeito. Seja d um inteiro sem fator quadrético e seja Q(vd) = {a + bV/d, a, b € Q}. Mostre que Q(v/d) é um corpo,
denominado corpo (real) quadratico. 3

Todo niimero primo inteiro sem fator quadratico é ha um interesse particular no caso em que d é um nimero primo.

0. Mostre que o conjunto de todos os nimeros reais da forma a -+ bv/2, com a e b racionais, é um corpo. Esse corpo
& denotado por Q(v/2). £

E. 2.24 Exer

E. 2.25 Ezercicio. Generalizando o exercicio anterior, seja p um ndmero primo. Mostre que o conjunto de todos os nimeros reais
da forma a + b\/p, com a e b racionais, é um corpo. Esse corpo é denotado por Q(,/p). *

E. 2.26 Ezercicio. Mostre que o conjunto de todos os niimeros reais da forma a + bv/2 com a e b inteiros ndo é um corpo. &

e Os corpos Z,, com p primo

Como observamos na Segao 2.1.3.2, pagina 121, os conjuntos Z,, = {0, 1, ..., n—1}, com n € N, n > 2, sdo grupos

Abelianos com a soma definida por
a+f = [a+p] modn,
para «, B € Zy, onde [a+ 3] denota a soma usual em Z. Podemos também considerar em Z,, uma operagao de produto,
definida por,
a-f = [af] modn,

onde [af] denota o produto usual em Z. Podemos nos perguntar: serd Z, sempre um corpo em relagio & essas duas
operagoes? O exercicio abaixo mostra que nem sempre a resposta é positiva.

E. 2.27 Ezercicio. Considere o conjunto Zs = {0, 1, 2, 3}. Constate que nele o produto do elemento 2 consigo mesmo resulta no
elemento nulo. Conclua disso que 2 ndo pode possuir inversa multiplicativa e constate por inspe¢do que tal é realmente o caso. £l

Quando entao Z, pode ser um corpo? A resposta é dada no seguinte teorema:

Teorema 2.1 O conjunto Z,, € um corpo com as operagoes acima definidas se_e somen n for um ndmero primo. O

Prova. As operagdes de soma e produto definidas acima sao comutativas, associativas e distributivas (justifique!). Fora
isso sempre vale que —« = n — « para todo a € Z,. Resta-nos estudar a existéncia de elementos inversos a~'. Vamos
supor que Z, seja um corpo. Entao, a € {2, ..., n— 1} tem uma inversa em Z,, ou seja, um nimero b € {1, ..., n—1}
tal que a - b = 1. Lembrando a definigao de produto em Z,, isso significa que existe um inteiro r tal que ab = rn + 1.

Mas isso implica
1 n
b—— =1 <7) .
a a

Como o lado esquerdo nao é um nimero inteiro, o lado direito também nao pode ser. Isso diz, entao, que n/a nao pode
ser inteiro para nenhum a € {2, ..., n — 1}, ou seja, n nao tem divisores e é, portanto, um primo. Resta-nos mostrar
que Z, é efetivamente um corpo quando p é primo, o que agora se reduz a mostrar que para todo a € Z, existe um
elemento inverso.
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Para apresentar a demonstracao, recordemos trés conceitos da teoria de niimeros. 1. Sejam dois nimeros inteiros f
e g, dizemos que f divide g se g/f € Z. Se f divide g, denotamos esse fato por f|g. 2. Sejam dois nimeros inteiros f
e g. O mdzimo divisor comum de f e g, denotado mde(f, g) ¢ o maior inteiro m tal que m/|f e m|g. 3. Dois nimeros
inteiros f e g sdo ditos ser primos entre si se mde(f, g) = 1.

A demonstracao da existéncia de inverso em Z, serd apresentada em partes. Vamos primeiro demonstrar a seguinte
afirmativa.

Lema 2.3 Se f e g sio dois nimeros inteiros quaisquer, entdo existem inteiros k' e ' tais que

mde(f, g) = K'f+1g.

Prova. Seja m = mdc(f, g). Seja M o conjunto de todos os nimeros positivos que sejam da forma kf + lg com k e 1
inteiros. Seja m’ o menor elemento de M. Note que como os elementos de M sao positivos, esse menor elemento existe.
Claramente

m = kKf+lg (2.24)

para algum &’ e I'. Como, por defini¢do, m|f e m|g, segue que m|m’, o que s6 é possivel se
m' > m. (2.25)
Vamos agora demonstrar por contradi¢do que m/|f. Se isso nao fosse verdade, existiriam (pela Divisao Euclidiana,

Proposigao 2.1, pagina 121) inteiros a e 3 com
0<B<m (2.26)
tal que
f=am +p.
Usando (2.24) isso diz que
B =f-al'f+Ug)=(1~-ak')f +(-al)g.

Mas, como 3 > 0 isso diz que 3 € M. Logo, 8 > m/, contradizendo (2.26). Logo m’[f. De maneira totalmente analoga
prova-se que m/'[g. Portanto m’ < mde(f, g) = m. Lembrando que haviamos provado (2.25), segue que m = m/’ e,
portanto m = k' f +I'g, demonstrando o Lema. |

Coroldrio 2.1 Se f e g sao dois mimeros inteiros primos entre si, entdo existem inteiros k' e l' tais que

1=FkKf+lg.
a
Prova. Pela defini¢ao, como f e g sdo dois niimeros inteiros primos entre si segue que mde(f, g) = 1. |
Para finalmente demonstrarmos a existéncia de inverso em Z,, com p primo, seja a € {1, ..., p—1}. E 6bvio que a
e p sao primos entre si (por qué?). Assim, pelo coroldrio, existem inteiros 7 e s com
1 =sa—r7rp.
Isso diz que sa = rp 4 1. Logo, definindo b € Z;, como sendo b = s mod p teremos
ba = (smodp)a=(rp+1)modp=1,
ou seja, b = a1, completando a demonstragao. |
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e Isomorfismos entre corpos

Dois corpos K; e Ky sao ditos isomorfos se existir uma aplicagdo bijetora ¢ : K; — Ky que preserve as operagoes
algébricas de K; e K», ou seja, tal que

pla+b) = ¢(a) +o(0),  dab) = d(a)pb),  d(lk,) = 1k, ¢ ¢(0k,) = Ok, -
Acima, 1g; e Ok, sdo a unidade e o elemento nulo, respectivamente, de K;, j = 1, 2. E clementar constatar que
¢(—a) = —¢(a) para todo a € K; e que ¢(a~!) = ¢(a)~! para todo a € Ky, a # Ok, .
Comentemos que as propriedades ¢(1k,) = 1k, ¢(0k,) = Ok, sdo, em verdade, consequéncias das duas propriedades

anteriores: ¢(a +b) = ¢(a) + ¢(b) e dp(ab) = ¢(a)o(b), vélidas para todos a, b € K;.

E. 2.28 Ezercicio. Justifique essa afirmacio! *

E. 2.29 Ezercicio. Considere o conjunto M de todas as matrizes reais 2 x 2 da forma (‘; ’n”), com a, b € R. Mostre que esse
conjunto é um corpo em relagdo as operagdes usuais de soma e produto de matrizes. Mostre que esse corpo é isomorfo ao corpo C pelo

isomorfismo ¢ : C — M dado por ¢(a + bi) := (‘; ) para todos a, b € R. *

O leitor que apreciou o Exercicio E. 2.29 é estimulado a posteriormente estudar a no¢ao de quatérnio, apresentada
neste texto na Secao 2.6.3, pagina 238, pois aquela nocao generaliza de diversas formas o contetdo do exercicio.

e Caracteristica de um corpo

Seja IK um corpo e 1 sua unidade. Para um ndmero natural n € IN definimos n-1:=1+--- 4+ 1.
n vezes
Um corpo K ¢é dito ter caracteristica zero se nao existir n € IN ndo nulo tal que n-1 = 0. De outra forma, a
caracteristica de K é definida como sendo o menor n € IN nao nulo tal que n-1 = 0.

Exemplos 2.12 Q, R, C, Q(v/2) tém caracteristica zero. Os corpos Z,, com p primo, tém caracteristica p. Mostre isso! ¢

E. 2.30 Ezercicio. Mostre que a caracteristica de um corpo é ou igual a zero ou é um nimero primo. Sugestdo: Mostre primeiro
que (nm)-1 = (n-1)(m- 1) para quaisquer niimeros naturais n e m. Use, entdo, o fato que todo natural pode ser decomposto em um
produto de fatores primos e use o fato que, em um corpo, se ab = 0, segue que ou a ou b ou ambos s3o zero (ou seja, todo corpo é um
anel de integridade: ndo tem divisores de zero). *

2.1.5 Espacgos Vetoriais

Um espago vetorial V' sobre um corpo K é um conjunto de elementos chamados vetores dotado de uma operagao “+”:
V xV — V denominada soma vetorial e também de um produto por escalares “”: KK x V' — V com as seguintes
propriedades:

1. A cada par u, v € V de vetores ¢ associado um elemento u + v € V, denominado soma de u e v, com as seguintes
propriedades:

(a) A soma é comutativa: u +v = v+ u para todos u, v € V.
(b
(c

(d) A cadau €V existe associado um tnico vetor denotado por —u tal que u + (—u) = 0.

A soma é associativa: u + (v + w) = (u+ v) + w para todos u, v, w € V.
Existe um unico vetor denotado por 0, denominado vetor nulo, tal que u + 0 = u para todo u € V.

)
)
)
)

2. A cada par a € K, u € V existe associado um vetor denotado por a - u € V, denominado produto de u por «, de
forma que

(a) O produto por escalares é associativo: a-(8-u) = (af)-u, para todos a, f € Keu € V, onde a3 é o produto
de « por 5 em K.
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(b) 1-u=wu para todo v € V, onde 1 é a unidade de K.

(¢) O produto por escalares é distributivo em relagao & soma de vetores: « - (u+v) = a - u + « - v, para todo
a €K etodosu, veV.

(d) O produto por escalares é distributivo em relagao & soma de escalares: (o + ) -u =« -u+ - u, para todos
a, feKetodoueV.

Note-se que espagos vetoriais sdo grupos comutativos em relagdo a operagao de soma, fato que, como comentamos
anteriormente, garante a unicidade do vetor nulo.

Os elementos de um corpo sobre os quais um espago vetorial se constitui sdo frequentemente denominados escalares.
E frequente omitir-se o simbolo “? de produto por escalares quando nenhuma confusio é possivel. £ de se notar também
que emprega-se o simbolo “4” tanto para a operagao de adi¢ao do corpo K quanto para a operagao de adi¢ao do espago
vetorial V', ainda que se trate de operagoes distintas. Igualmente usamos o mesmo simbolo “0” para designar o vetor
nulo de V' e o elemento nulo de K. Raramente esses usos sao fonte de confusao.

E. 2.31 Ezercicio. Mostre, usando os postulados acima, que 0 - u = 0 para todo u € V/, onde, permitindo-nos um certo abuso de
linguagem, o 0 do lado esquerdo representa o zero do corpo KK e o do lado direito o vetor nulo de V. Em seguida, prove que para todo
a €K etodou€ Vvale (—a)-u = —(«-u), sendo que —« denota a inversa aditiva de &« em KK e —(cv - u) denota a inversa aditiva
dea-uemV. *

e Alguns exemplos elementares de espagos vetoriais

Ao estudante iniciante sugerimos provar com detalhe as afirmagoes feitas sobre os exemplos que seguem.

1. Se K é um corpo, entao K é um espago vetorial sobre IK com as mesmas operagoes de soma e produto definidas em

K.

2. Se K é um corpo e L é um subcorpo de K (ou seja, um subconjunto de K que é por si s6 um corpo com as operagoes
definidas em K), entao K é um espago vetorial sobre L. Por exemplo, R é um espago vetorial sobre @ (esse espago
¢é curioso, por ser um espago de dimensdo infinita. Vide Segao 2.3.1, pagina 187 e seguintes).

3. Se K é um corpo, o produto Cartesiano K" = {(ky, ..., k), k; € K, j =1, ..., n} é um espaco vetorial sobre
K com a operagao de soma definida por (ki, ..., ky) + (I, ..., ln) = (kv + L, ..., ky +1,) e o produto por
escalares por « - (ki, ..., kn) = (aky, ..., ak,) para todo a € K. O vetor nulo ¢é o vetor (0, ..., 0).

Os trés exemplos a seguir sao casos particulares daquele acima.

4. O produto Cartesiano R" = {(z1, ..., z,), z; € R, j =1, ..., n} é um espago vetorial sobre R com a operagiao
de soma definida por (z1, ..., zn) + (Y1, ..., Yn) = (@1 + Y1, ..., Tn + yn) € 0 produto por escalares por
a-(x1, ..., T,) = (az1, ..., axy) para todo a € R. O vetor nulo é o vetor (0, ..., 0).

5. O produto Cartesiano C" = {(z1, ..., zn), 2z; € C, j =1, ..., n} é um espago vetorial sobre C (sobre R) com a
operagao de soma definida por (21, ..., 2,) + (w1, ..., wy) = (21 + w1, ..., 2, + wy) e o produto por escalares
por a- (z1, ..., zn) = (az1, ..., az,) para todo a € C (para todo a € R). O vetor nulo ¢ o vetor (0, ..., 0).

6. Para p primo, o produto Cartesiano (Z,)" = {(21, ..., zn), 2j € Zp, j =1, ..., n} é um espaco vetorial sobre
Z,, com a operacio de soma definida por (z1, ..., zn) + (w1, ..., w,) = (21 + w1, ..., 2y +wy) e 0 produto por
escalares por - (21, ..., 2n) = (@21, ..., @z,) para todo a € Z,. O vetor nulo é o vetor (0, ..., 0).

Note que (Z,)" tem um nimero finito de elementos, a saber p™.

7. Se K é um corpo, o conjunto Mat (K, m, n), de todas as matrizes m x n cujos elementos de matriz pertencem a
KK, é um espaco vetorial sobre KK, com a soma sendo a soma usual de matrizes e o produto por escalares sendo o
produto usual de matrizes por nimeros escalares. O vetor nulo é a matriz nula.

8. O conjunto Mat (R, m, n), de todas as matrizes reais m x n, é um espago vetorial sobre R, com a soma sendo a
soma usual de matrizes e o produto por escalares sendo o produto usual de matrizes por niimeros reais. O vetor
nulo é a matriz nula.
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9. O conjunto Mat (C, m, n), de todas as matrizes complexas m X n, é um espaco vetorial sobre C (sobre R), com
a soma sendo a soma usual de matrizes e o produto por escalares sendo o produto usual de matrizes por nimeros
complexos (reais). O vetor nulo é a matriz nula.

10. Este exemplo generaliza vérios dos anteriores. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e seja C' um conjunto
nao vazio. O conjunto VC de todas as funcdes de C' em V' é um espaco vetorial sobre K com a soma e o produto
por escalares definidos da seguinte forma: se f e g sao fun¢oes de C' em V define-se a soma f + g como sendo
a fungao definida por (f + g)(¢) = f(c) + g(c) para todo ¢ € C e se a € K, entdo a - f é a fungao definida por
(a- f)(c) = af(c) para todo ¢ € C. O vetor nulo ¢ a fun¢do identicamente nula.

¢ Exemplos “exéticos” podem ser instrutivos

Nos dois préximos exercicios vamos exibir dois exemplos um tanto exdticos de espagos vetoriais, os quais servem para
ilustrar o fato de que essa nogao é menos trivial do que parece.

E. 2.32 Ezercicio. Verifique que o intervalo V = (0, 1) é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais com as operagdes® de soma

o ab
AL ey e T 227)

para todos a, b € (0, 1) (em particular, constate que a operacdo definida em (2.27) é associativa e comutativa), e com o produto por

escalares o € R dado por
o

a
PR (228)

a-a =

para todo a € V. Verifique que o vetor nulo é o elemento 1/2 € (0, 1) e verifique que a inversa aditivadea € V é (3 a) =1l—-acV.

Este exemplo serd estudado com mais profundidade e generalizado na Se¢do 2.1.11, pagina 153. £l

E. 2.33 Ezer

0. O conjunto R?* = {(&1), a1, az € R}, dos pares ordenados de niimeros reais, pode ser feito um espago vetorial

sobre o corpo dos complexos! A operagdo de soma é definida de modo usual: (Z;) + (ﬁ{) = (2312;) A operagdo de multiplicagdo
por escalares (complexos!) é definida da seguinte forma. Seja z = z + iy € C, com z, y € R sendo sua parte real e imaginaria,

respectivamente. Defina-se M(z) := (: ’;‘) e defina-se o produto por escalares por

(e g, a\ _ (* —y\ (a) _ (wa1—yaz 2
# (az) = M(z) (az) (y z) (az) (ya1+zaz) R (2:29)

Mostre que para dois nlimeros complexos quaisquer valem M(z) + M(w) = M(z +w) e M(z)M(w) = M(zw). Conclua disso que
(2.29) define um produto de vetores de R? por escalares complexos que satisfaz todas as propriedades requeridas na definicio de um
espago vetorial sobre o corpo dos complexos:

)G = () e () v () == () v () o o ()] = e (3)

Se deseja entender como e por que o exemplo acima funciona, constate que
M(z+iy) = al+ylJ,

onde J é a matriz real J := (‘1’ ’D' ), a qual possui a seguinte propriedade sugestiva: J? = —1.

Na Se¢do 3.5, pagina 281, generalizaremos este exemplo e mostraremos como certos espacos vetoriais reais podem ser transformados
em espacos vetoriais sobre o corpo dos nimeros complexos definindo-se adequadamente o produto dos vetores por escalares. *

E. 2.34 Ezercicio. Aquivai um exemplo de uma estrutura que n3o define um espago vetorial. Tomemos o conjunto dos reais com a
operagdo de soma usual, e tomemos o corpo Z, com p primo. Consideremos o produto Z;, x R — R denotado por a - z (com « € Zj,
e z € R) dado pelo produto usual em R de « por x. Essa estrutura ndo forma um espaco vetorial. Mostre que a regra distributiva
(a+fB)-x=a-z+ -z ndo é satisfeita para todo «, 8 € Z,. Sugestio: veja o que ocorre no caso Zz se a = 3 = 1. o+

26No lado direito de ambas as expressdes (2.27) e (2.28) as diversas operagdes, como soma, produto, divisdo, exponenciagio, sdo as operagdes
usuais de nimeros s.
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Outros exemplos de espagos vetoriais serao encontrados nas segoes que seguem, notadamente quando tratarmos das
nocoes de soma direta e produto tensorial de espacos vetoriais.

E quase desnecessério mencionar o quao importantes espagos vetoriais sao no contexto da Fisica, onde, porém, quase
somente espagos vetoriais sobre o corpo dos reais ou dos complexos ocorrem.

2.1.6 Anéis, Médulos e Algebras

Introduzimos aqui as importantes nogoes de anel, mdédulo e dlgebra. Outras segoes futuras, como a Secao 2.1.7, pagina
136, a Secao 2.1.8, pagina 144 e a Secao 2.4, pagina 222, tratarao de alguns exemplos e de certos aspectos estruturais
das mesmas.

2.1.6.1 Anéis

Nesta breve se¢ao limitamo-nos a apresentar a noc¢ao de anel para, em seguida, apresentar os conceitos de mddulo e
dlgebra. Na Segao 2.1.8, pagina 144, mais propriedades de anéis sao estudadas e mais exemplos sdo apresentados.

e Anéis nao associativos

)

Um anel ndo associativos é um conjunto A dotado de duas operagoes bindrias denotadas por “+” e “.” e denominadas
soma e produto, respectivamente, tais que A é um grupo Abeliano em relagao & operagao de soma e a operagao de produto
¢ distributiva em relagdo & soma: para quaisquer a, be c € Avalema-(b+c¢)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-ec.

Como usual, denotamos por —a a inversa aditiva do elemento a de um anel nao associativo.

Se 0 é o elemento neutro de um anel nao associativo A em relagdo a operac¢ao de soma, entdao a -0 = 0 pois, como
0= 0+0, tem-se pela propriedade distributiva a-0 = a-0+a-0, que implica 0 =a-0—(a-0) =a-0+a-0—(a-0) = a-0.

Exemplo 2.13 Seja Mat (Z, n) o conjunto das matrizes n X n cujos elementos de matriz sdo nimeros inteiros. Para A, B €
Mat (Z, n) defina o produto [A, B] = AB — BA, denominado comutador de A e B onde AB ¢ o produto usual das matrizes A ¢
B. Entéao, Mat (Z, n) com o produto do comutador é um anel nao associativo. ¢

Em um anel nao associativo, a propriedade de associatividade do produto “-” nao é requerida. Se ela, porém, for
valida, temos a estrutura de um anel.

e Anéis

Um anel é um conjunto A dotado de duas operagoes bindrias denotadas por “+” e “” e denominadas soma e produto,
respectivamente, tais que A é um grupo Abeliano em relagio & operagao de soma e um semigrupo em relagao a operagao
de produto (ou seja, o produto é associativo). Por fim, a operagao de produto ¢ distributiva em relagdo & soma: para
quaisquer a, bec€ Avalema-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c.

Como usual, denotamos por —a a inversa aditiva do elemento a de um anel.

Se 0 é o elemento neutro de um anel A em relagdo a operagao de soma, entdao a - 0 = 0 para todo a € A, pois, como
0 = 0+0, tem-se pela propriedade distributiva a-0 = a-0+a-0, que implica 0 =a-0—(a-0) =a-0+a-0—(a-0) = a-0.

Observamos que alguns autores, como Bourbaki, incluem a existéncia de uma unidade (ndo nula) na defini¢ao de
anel. Aqui denominaremos anéis com unidade tais anéis. Vide pagina 144.

2.1.6.2 Moddulos

Seja A um anel. Um A-mddulo a esquerda é um grupo Abeliano M (cujo produto, seguindo a convengao, denotaremos
por “+”) dotado de uma fungao A x M — M que a cada par a € A, m € M associa um elemento de M denotado por
a-m com as seguintes propriedades: para todos a, b € A e todos m, n € M
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la-(m+n)=a-m+a-n,

2. (a+b)-m=a-m+b-m,

3. a-(b-m)=(ab)-m,

4. Se A possuir uma identidade e (i.e., um elemento neutro para o produto), entiao e - m = m.

Seja A um anel. Um A-mddulo a direita é um grupo Abeliano M dotado de uma fungdo M x A — M que a cada
par a € A, m € M associa um elemento de M denotado por m - a com as seguintes propriedades: para todos a, b€ A e
todos m, n € M

1. (m4+n)-a=m-a+n-a,
2.m-(a+b)=m-a+m-b,

3. (m-b)-a=m- (ba),

4. Se A possuir uma identidade e, entdo m - e = m.

Sejam A e B dois anéis. Um bimddulo em relagao a A e B é um grupo Abeliano M dotado de duas fungoes Ax M — M
e M xB— M queacadaa € A, be Bem e M associam elementos de M denotados por a-m e m-b, respectivamente,
de modo que M seja um A-médulo & esquerda e um B-médulo & direita e de modo que valha

1. a-(m-b)=(a-m)-bparatodosac A, be B,me M.

Em um certo sentido a nogao de médulo generaliza a de espago vetorial.

2.1.6.3 Algebras

Uma dlgebra é um espago vetorial V' sobre um corpo K dotado de uma operagao de produto binéria “” dita produto da
dlgebra, de modo que as seguintes propriedades sao satisfeitas:

a. O produto da élgebra ¢é distributivo em relacao a soma vetorial: para todos a, b e ¢ € V valem
a-(b+c) =a-b+a-c e (a+b)-c =a-c+b-c.
b. O produto por escalares comuta com o produto da élgebra e é distributivo em relagao a ele: para todos a, be V e
a € K vale
ala-b) = (aa) b = a-(ab) .
Uma dlgebra V é dita ser uma dlgebra comutativa ou uma dlgebra Abeliana®" se para todos a, b € V tivermos

a-b="b-a

Uma élgebra V' é dita ser uma dlgebra associativa se para todos a, b e ¢ € V tivermos

a-(b-c) = (a-b)-c.

Notagdo. Se A é uma dlgebra associativa, podemos sem ambiguidade denotar produtos triplos como a(be) e (ab)c sim-
plesmente como abe. <
Uma §lgebra que nao é comutativa é dita nao comutativa, ou nao Abeliana, ¢ uma dlgebra que nao é associativa é
dita nao associativa. Falaremos um pouco mais sobre algebras nao associativas a pagina 135.
Devemos dizer que hé muitas dlgebras importantes encontradas na Fisica que ndo sao nem comutativas nem associ-
ativas. Por exemplo, a dlgebra do produto vetorial em R* nao é nem comutativa nem associativa.

Os seguintes comentdrios sao tteis:

27Niels Henrik Abel (1802-1829).
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1. Algebras associativas sao anéis. Algebras nao associativas sdo anéis ndo associativos.

2. Uma algebra associativa pode nao ser comutativa, um exemplo sendo as dlgebras de matrizes complexas n x n com
n > 1 (vide adiante).

3. Uma dlgebra comutativa pode ndo ser associativa, um exemplo sendo as dlgebras de Jordan nao associativas (vide
pégina 139, adiante).

Alguns exemplos elementares de anéis e algebras:

1. O conjunto Mat (C, n) das matrizes complexas n X n ¢ uma dlgebra complexa, associativa e ndo comutativa (se
n > 1) em relagao & soma e ao produto usuais de matrizes. O conjunto Mat (Z, n) das matrizes inteiras n x n é
um anel (ndo comutativo, se n > 1) em relagao & soma e ao produto usuais de matrizes.

2. O conjunto Mat (Q, n) das matrizes racionais n X n é um anel (ndo comutativo, se n > 1) em relagdo & soma e ao
produto usuais de matrizes. E também uma élgebra em relagao ao corpo dos racionais Q.

3. O conjunto Pol(C) de todos os polinomios em uma varidvel complexa com coeficientes complexos é uma algebra
complexa, associativa e Abeliana em relagao & soma e ao produto usuais de polinémios. O conjunto Pol(Z) de

todos os polinémios em uma varidvel complexa com coeficientes inteiros ¢ um anel Abeliano em relagao a soma e
ao produto usuais de polinémios.

4. O conjunto Pol(Q) de todos os polindmios em uma varidvel complexa com coeficientes racionais é um anel Abeliano
em relagdo & soma e ao produto usuais de polinomios. E também uma &lgebra associativa e Abeliana em relagao
ao corpo dos racionais Q.

E. 2.35 Ezercicio. Em caso de duvida, justifique as afirmagdes de acima. *

o Subalgebras. Algebras geradas

Se A é uma algebra sobre um corpo K e dotada de um produto “” dizemos que um subespago vetorial Ay de A é
uma subdlgebra de A se Ay for também uma dlgebra com o mesmo produto “-”, ou seja, se o produto de dois elementos
quaisquer de Ay for também um elemento de Ag.

E. 2.36 Ezercicio. Seja A uma 3lgebra. Mostre que uma intersec3o arbitraria de subélgebras de A é igualmente uma subdlgebra de
A. L

Se C' é um subconjunto de uma élgebra A. A intersecc¢ao de todas as subdlgebras de A que contém C' é denominada a
subdlgebra gerada por C. Trata-se da “menor” subélgebra de A que contém C. A subélgebra gerada por C sera composta
por todos os elementos de A que possam ser escritos como combinagoes lineares finitas de produtos finitos de elementos
de C.

Se G é um subconjunto de uma algebra A e a subalgebra gerada por G for a prépria A, entdo dizemos que G é um
conjunto gerador de A. Se uma algebra A é gerada por um conjunto G C A, entao todo elemento de A pode ser escrito
como uma combinagao linear finita de produtos finitos de elementos de G.

No caso de élgebras topoldgicas as definigdes acima podem ser modificadas para levar em conta o fato de algebras
e subdlgebras serem fechadas (topologicamente) ou nao. Assim, dizemos que G é um conjunto gerador de uma dlgebra
A se a menor élgebra que contém G for densa em A (na topologia de A). Nesse espirito, dizemos que se uma dlgebra
A é gerada por um conjunto G C A, entdo todo elemento de A pode ser escrito como limite (na topologia de A) de
combinagoes lineares finitas de produtos finitos de elementos de G.

o Constantes de estrutura

Seja A uma algebra de dimensao finita (enquanto espaco vetorial) e seja B = {b1, ..., b,} uma base em A. Entéo,
para cada i, j =1, ..., n o produto b; - b; poderd ser escrito como uma combinagao linear de elementos de B:

bioby = Y chiby.
k=1
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As n® constantes (‘fj sao denominadas constantes de estrutura da dlgebra A na base B e elas fixam o produto de todos
s n n < n

os elementos de A. De fato, se p, ¢ € A sao da forma p =Y " ;b e q= Z]:l Bibj, entao p - q = Y ;_; Ykbk, com

Y=, Z;; ;Bjck;. Por essa razilo, o conhecimento das constantes de estrutura fornece, em principio, informagdes

completas sobre dlgebras de dimensao finita. E importante enfatizar também que as constantes de estrutura dependem
da base escolhida e sao transformadas por mudangas de base.

E. 2.37 Ezercicio. Obtenha a regra de transformagio de constantes de estrutura por mudangas de base. "

e Um minimo sobre dlgebras nao associativas. Algebras alternativas

Seja A uma algebra sobre um corpo K. Definimos o associador®® de trés elementos a, b, ¢ € A por
[a, b, ¢] := (ab)e —a(be) . (2.30)
Trata-se de uma forma trilinear em A com valores em A. Uma dlgebra ¢ dita ser associativa se [a, b, c] = 0 para todos
a, b, ¢ € A e é dita ser nao associativa de outra forma.
Uma dlgebra A sobre K ¢é dita ser alternativa se valer
[a, a, b] =0 e [b, a, a] =0 (2.31)
para todos a, b € A, ou seja, se valerem
(aa)b = a(ab) e (ba)a = b(aa)
para todos a, b € A.

Naturalmente, toda dlgebra associativa ¢ (trivialmente) alternativa. A dlgebra dos octénios O ¢ um exemplo de uma
4lgebra nao associativa que ¢ alternativa. Uma algebra de Lie L somente ¢ alternativa se [a, la, b]] = 0 para todos
a, b € L (verifique! Aqui [-, -] denota o produto da dlgebra de Lie). Tal é o caso, por exemplo, da dlgebra de Heisenberg,
mas nem toda dlgebra de Lie possui essa propriedade.

Vamos provar o seguinte fato: se A é alternativa, vale também

[a, b, a] =0

para todos a, b € A. De fato, da propriedade [a, a, b} = 0 segue evidentemente que [a +b, a+b, c] = 0 para todos
a, b, ¢c € A. Expandindo-se o lado esquerdo, isso significa que

[(L, a, C}‘F[(l, b, c}+[b, a, c}+[b, b, c} =0.

O primeiro e o tltimo termos do lado esquerdo sio nulos pela primeira propriedade em (2.31). Assim, provamos que
toda dlgebra alternativa satisfaz
[a, b, c] = 7[17, a, c} R (2.32)

para todos a, b, ¢ € A. Tomando-se, em particular, ¢ = a, isso fica

(2.31)

[a, b, a} = 7[&, a, a] 0,

(na ultima igualdade usamos a segunda propriedade de (2.31)). Isso estabeleceu o que desejavamos provar. Vemos
portanto que em uma &lgebra alternativa tem-se [u, b, c} = 0 sempre que dois dos argumentos forem iguais.

Nota. A identidade [a, b, a] = 0 significa (ab)a = a(ba) e é por vezes denominada propriedade flexivel, ou flexibilidade. »
Partindo-se do fato que [c, a+b, a+ b] = 0, obtém-se imediatamente (verifique!) que
[e. a, b] = —[c, b, a (2.33)
para todos a, b, ¢ € A. Analogamente, de [a +b, ¢ a+ b} = 0, obtém-se ainda

[b, c, a] = —[a, c, b} (2.34)

28Essa nomenclatura segue a da definigao de comutador.
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também para todos a, b, ¢ € A. Usando-se repetidamente (2.32), (2.33) e (2.34), obtemos que
[a, b, c} 3% —[a, c, b] @32 [c, a, b} 239 —[b, a, c} 3% [b< c, a] @22 —[c, b, a] .

Todos os fatos estabelecidos acima sobre dlgebras alternativas podem ser resumidos no seguinte: se A é uma élgebra
alternativa e aq, ag, ag € A, entao vale
lai, aj, ar] = eijr[a, a2, as) (2.35)

para quaisquer indices i, j, k € {1, 2, 3}. Acima, &;;; é o simbolo de Levi-Civita. Com isso, podemos dizer que em uma
4lgebra alternativa o associador é alternante.

Em uma élgebra nao associativa geral, produtos miltiplos de um elemento por si mesmo podem ser distintos, ou seja,
podemos ter, por exemplo, (aa)a # a(aa) etc. Assim, nio é possivel definir-se poténcias como a®, ou, mais geralmente,
a™, n € IN, pelo menos nao de forma tnica e nao ambigua. No caso de algebras alternativas, porém, as poténcias a”,
n € N, podem ser definidas de forma tnica e vale a lei de poténcias a™a™ = a™*™" para todos m, n € IN.

Defina-se a? := aa (o que nio sofre de nenhuma ambiguidade). Podemos definir a® tanto por a® := (a?)a quanto por
a® := a(a?), pois, para uma dlgebra alternativa (aa)a = a(aa). Analogamente, a* pode ser definido por a?a? ou por aa®
ou ainda por a®a, pois todas essas expressoes sdo idénticas. Nao iremos desenvolver esse ponto, encaminhando o leitor
a literatura pertinente (e.g., [421]). Mencionamos ainda uma importante generalizagao desses resultados: um teorema,
devido a Artin??, estabelece que se A é uma algebra alternativa, entdo a subdlgebra gerada por quaisquer dois de seus
elementos ¢ associativa (vide [421]).

2.1.7 Exemplos Especiais de Algebras

Existem intimeras algebras de especial interesse em édreas como a Fisica, a Teoria de Grupos e a Geometria Diferencial.
Listaremos alguns poucos exemplos aqui com os quais lidaremos futuramente.

2.1.7.1 Algebras de Lie

Uma classe especialmente importante de dlgebras é formada pelas chamadas dlgebras de Lie. Por razoes histéricas o
produto de dois elementos de uma dlgebra de Lie é denotado pelo simbolo [a, b] em lugar de a-b, notagao que seguiremos
aqui.
Uma &lgebra L (sobre um corpo K) é dita ser uma dlgebra de Lie®® se seu produto, além das propriedades distributivas
gerais dos itens a e b da pigina 133, satisfizer também
a. Para todo a € L vale [a, a] =0.

b. Identidade de Jacobi®'. Para todos a, b e ¢ € L vale

[a, b, d] + [e [a, ] + [b, [e. a]] = 0. (2.36)

A primeira propriedade tem uma implica¢io importante. Como [a, a] = 0 para todo a € L, vale também que
[a+b, a+b] =0 para todos a, b € L. Expandindo o lado esquerdo teremos que 0 = [a + b, a +b] = [a, a] + [b, b] +

la, b] + [b, a] = [a, b] + [b, a], ou seja, valerd a importante propriedade de anticomutatividade: [a, b] = —[b, a] para
todos a, b € L. Reciprocamente, se assumirmos vélida a propriedade de anticomutatividade entao, tomando b = a, a
mesma afirmard que [a, a] = —[a, a] o que implica [a, a] =0 exceto se o corpo K tier caracte igual a 2.

Assim, para corpos com caracteristica diferente de 2 (como é o caso do corpo dos racionais, dos reais ou dos complexos,
que tém caracteristica 0) nossa defini¢do de dlgebra de Lie, acima, equivale & seguinte: L é dita ser uma algebra de Lie
se seu produto satisfizer:

a. Anticomutatividade. Para todos a, b € L vale [a, b] = —[b, a].

29Emil Artin (1889-1962).
30Marius Sophus Lie (1842-1899).
31Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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b. Identidade de Jacobi. Para todos a, b e ¢ € L vale
[a, b, (ﬂ + [c, la, bH + [b, le, a]] =0. (2.37)

E evidente pelas consideragoes acima que uma &lgebra de Lie L s6 pode ser comutativa se seu produto for trivial
la, b] = 0 para todos a, b € L, um caso que raramente merece consideragao especial. Uma dlgebra de Lie L também
nao pode ter uma unidade, pois se e € L fosse uma identidade, terfamos e = [e, €] = 0. Logo, para todo a € L valeria
também a = [a, €] = [a, 0] = 0, implicando que L possui apenas o vetor nulo, novamente um caso trivial que ndo merece
consideragao. Por fim, se uma algebra de Lie L for associativa, entdo a identidade de Jacobi e a anticomutatividade
implicam [a, [b, ¢]] = 0 para todos a, b, ¢ € L (prove isso!). Um exemplo de uma dlgebra de Lie com tal propriedade
¢ a élgebra de Heisenberg (vide Segdo 21.3.2, pagina 1095). Note que em tal caso a identidade de Jacobi é trivialmente
satisfeita.

E. 2.38 Euercicio. Para dlgebras de Lie de dimensao finita escreva a condicdo de anticomutatividade e a identidade de Jacobi (2.37)
em termos das constantes de estrutura. L

o Algebras associativas e algebras de Lie

Seja A uma algebra associativa. Podemos associar a A uma &lgebra de Lie definindo o produto [a, b] = ab — ba,
denominado comutador de a e b € A. Com essa definigao, ¢ claro que [a, a] = 0 para todo a € A e a identidade de Jacobi
segue do fato que

[a, b, ] + [c, [a, b)) + [b, [c, al]
= a(be — cb) — (be — cb)a + c(ab — ba) — (ab — ba)c + b(ca — ac) — (ca — ac)b
= abc — acb — beca + cba + cab — cba — abc + bac + bea — bac — cab + acb
=0,
como facilmente se constata.
E. 2.39 Ezercicio. Seja A uma dlgebra associativa e seja s € A, arbitrdrio. Defina em A o produto [a, b]s := asb — bsa. E ébvio

que esse produto satisfaz [a, a]s = 0 para todo a € A. Mostre que ele também satisfaz a identidade de Jacobi e, portanto, define uma
dlgebra de Lie em A. *

¢ Exemplos basicos de dlgebras de Lie

A maioria dos exemplos exibidos nos exercicios abaixo é relevante na teoria dos grupos de Lie.

E. 2.40 Ezercicio. Mostre que R® dotado do produto vetorial usual é uma &lgebra de Lie. *

E. 2.41 Ezercicio. Mostre que Mat (R, n) (ou Mat (C, n)), o espaco vetorial de todas as matrizes n x n reais (complexas) é uma
lgebra de Lie com relagdo ao produto [4, B] := AB — BA. *

E. 2.42 Eze . Seja S € Mat (C, n). Mostre que Mat (C, n) é uma &lgebra de Lie com relagio ao produto [A, Bls :=
ASB — BSA. "

E. 2.43 Ezercicio. Mostre que o subespaco vetorial de Mat (R, n) (ou de Mat (C, n)) formado pelas matrizes com traco nulo é
uma 3algebra de Lie com relago ao produto [A, B] = AB — BA. F

E. 2.44 Ezercicio. Mostre que o subespaco vetorial de Mat (R, n) (ou de Mat (C, n)) formado pelas matrizes antissimétricas, ou
seja, tais que A7 = —A, é uma &lgebra de Lie com relagio ao produto [A, B] = AB — BA. Sugestdo: mostre que se A e B sio
antissimétricas, entdo [A, B]T = —[A, B] e, portanto, o comutador de matrizes antissimétricas é também uma matriz antissimétrica.

Um comentirio relevante aqui é o seguinte. No espaco vetorial das matrizes reais simétricas (i.e., que satizfazem A” = A) tem-se
também que [A, B]" = —[A, B]. Por essa razio, o comutador sequer define um produto no espaco vetorial das matrizes reais (ou
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complexas) simétricas, pois o comutador de duas matrizes simétricas nao é novamente uma matriz simétrica, mas sim uma matriz
antissimétrica. *

E. 2.45 Ezercicio. Mostre que o subespaco vetorial real de Mat (C, n) formado pelas matrizes antiautoadjuntas, ou seja, tais que
A* = —A, é uma 3lgebra de Lie (sobre o corpo dos reais!) com relagdo ao produto [A, B] = AB — BA. *

E. 2.46 Exercicio. Conclua igualmente que o subespaco vetorial real de Mat (C, n) formado pelas matrizes antiautoadjuntas, ou
seja, tais que A* = —A, e de traco nulo (Tr(A) = 0) é uma dlgebra de Lie (sobre o corpo dos reais!) com relagdo ao produto
(A, B = AB — BA. x

E. 2.47 Ezer . Fixada uma matriz M € Mat (IR, n), mostre que o subconjunto de Mat (R, n) formado pelas matrizes A com a
propriedade AM = —M AT é uma &lgebra de Lie real com relagdo ao produto [A, B] = AB — BA. &

E. 2.48 Euercicio. Fixada uma matriz M € Mat (C, n), mostre que o subconjunto de Mat (C, n) formado pelas matrizes A com a
propriedade AM = —MA* é uma algebra de Lie real com relagdo ao produto [A, B] = AB — BA. o+

Tratemos agora de exibir um exemplo bésico de uma algebra de Lie de dimensao infinita.

e Colchetes de Poisson
Sejam f(p, q) e g(p, q), com f:R?> = R e g:R? — R, duas fungdes reais, infinitamente diferencidveis, de duas
varidveis reais p e ¢. Definimos os colchetes de Poisson3? de f e g, denotados por {f, g}, por

9f9g _0f 0y

{f. g} = 9p0q  Dq0p "

E claro que {f, g} é igualmente uma fungao infinitamente diferenciavel de p e g.
Os colchetes de Poisson satisfazem as seguintes propriedades: para quaisquer fungoes f, g e h como acima, valem
a. Linearidade: {f, ag + ph} = a{f, g} + B{f, h} para quaisquer , B € R. Analogamente, {af + 8g, h} =
aff. hy+ Bg, h}.
b. Antissimetria: {f, g} = —{g, f}.
c. Identidade de Jacobi®*: {f, {9, B}} + {h, {f g}} +{9. {h, f}} =0.
d. Identidade de Leibniz**: {f, gh} ={f, gth+g{f, h}.

E. 2.49 Ezercicio importante. Verifique a validade das quatro propriedades acima. *

As propriedades 1 e 2 e 3 indicam que o conjunto das fungdes R? — R infinitamente diferencidveis é uma algebra de
Lie com o produto definido pelos colchetes de Poisson. Trata-se de uma élgebra de Lie de dimensao infinita.

A definigao acima dos colchetes de Poisson pode ser facilmente generalizada para variedades diferencidveis de dimensao
par, mas nao trataremos disso aqui por ora. Os colchetes de Poisson desempenham um papel importante na Mecanica
Classica.

E. 2.50 Ezercicio. Mostre que matrizes A, B, C' de Mat (R, n) (ou de Mat (C, n)) também satisfazem uma identidade de Leibniz:
[A, BC] = [A, B]C + B[A, C]. Em verdade, essa identidade é valida em qualquer dlgebra associativa. Mostre isso também (a prova é
idéntica ao caso de matrizes). E

328iméon Denis Poisson (1781-1840).
33Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
34Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
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2.1.7.2 Algebras de Poisson
O exemplo dos colchetes de Poisson e do Exercicio E. 2.50 conduzem a definigdo das chamadas dlgebras de Poisson.
Uma dlgebra de Poisson é um espago vetorial P (em relagao a um corpo K) dotado de dois produtos, denotados por
x e por {-, -}, satisfazendo as seguintes propriedades:
e P é uma dlgebra associativa em relacao ao produto *.
e P ¢ uma dlgebra de Lie em relagio ao produto {-, -}.
e Para todos a, b, ¢ € P vale a identidade de Leibniz {a, b+ c} = {a, b} * c+b* {a, c}.

Isso significa que o produto {-, -} age como uma derivagio para o produto .

Naturalmente, se A é uma &dlgebra associativa com produto * obtemos em A uma &lgebra de Poisson definindo
{a, b} = a*b—b+a, como observamos no Exercicio E. 2.50. De maior interesse sao dlgebras de Poisson onde o produto
{a, b} nao seja do tipo a*xb—bxa.

2.1.7.3 Algebras de Jordan

Outra classe de édlgebras ndo associativas de interesse é formada pelas algebras de Jordan.
Uma 4lgebra ndo associativa .J sobre um corpo K é dita ser uma dlgebra de Jordan®® se seu produto satisfizer
a. Comutatividade. Para todos a, be J valea-b=1b-a.

b. Identidade de Jordan. Para todos a, b € J vale

(a-a)-(a-b) = a-((a-a)-b). (2.38)

Como a identidade de Jordan ¢ trivialmente satisfeita por uma édlgebra associativa, alguns autores aceitam a inclusao
das dlgebras associativas dentre as de Jordan (desde que sejam também comutativas, naturalmente). De qualquer forma,
dada uma &lgebra associativa (ndo-necessariamente comutativa) ¢ sempre possivel definir um produto que faz dela uma
4lgebra de Jordan.

De fato, se A é uma dlgebra associativa (ndo-necessariamente comutativa) sobre R ou €6, cujo produto denotamos
por ab, o produto

ab— %(ab+ba) (2.39)

faz de A uma dlgebra de Jordan. Em textos de Fisica a expressao ab+ba é denominada anticomutador e é frequentemente
denotada pelo simbolo {a, b}.

E. 2.51 Ezercicio. Verifique que esse produto é comutativo (trivial) e satisfaz a identidade de Jordan. Verifique também que esse

produto n3o &, em geral, associativo se A n3o for Abeliana. Esse produto é denominado produto de Jordan. &

As dlgebras de Jordan surgiram da tentativa de definir produtos de observédveis na Mecénica Quéntica (representados
por operadores autoadjuntos) que definissem novamente observaveis. O seguinte exercicio deve tornar isso claro.

E. 2.52 Ezercicio. Verifique que a colecdo das matrizes autoadjuntas de Mat (C, n) forma uma &lgebra de Jordan para o produto
de Jordan acima. -

35Ernst Pascual Jordan (1902-1980) foi um dos fundadores da Mecénica Quantica.
360u, mais genericamente, sobre qualquer corpo que nao tenha caracteristica 2.
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2.1.7.4 Algebras de Grassmann

Algebras de Grassmann, especialmente em uma de suas formas especiais, as chamadas Algebras Exteriores (vide Se¢ao
2.5, pagina 229), sao importantes na Topologia Diferencial ¢ na Geometria Diferencial, por exemplo no estudo das
chamadas formas diferenciais.

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma dlgebra de Grassmann®” sobre V é uma élgebra associativa e unital
sobre K, denotada por I'(V'), e cujo produto é denotado (por razoes histéricas) pelo simbolo A (denominado “cunha”),
com as seguintes propriedades

a. V é um subespago vetorial de I'(V).

b. Para todo v € V tem-se v Av = 0.

A condigao de V' ser um subespago de I'(V') é por vezes substituida pela condigao de V ser isomorfo a um subespago
de I'(V). Como essa distingao dificilmente possui relevancia, vamos ignoré-la aqui.

Como observamos na discussao sobre algebras de Lie, a condi¢do v A v = 0 para todo v € V implica a condicao de
anticomutatividade w A v = —v A u para todos u, v € V, mas s6 equivale a essa se a caracteristica de K nao for 2.
Fazemos notar também que a condi¢do v Av = 0 é assumida apenas para os elementos de V, niao para todos os elementos
de (V). Analogamente, fazemos notar que V' é suposto ser um subespago vetorial de I'(V), ndo necessariamente uma
subdlgebra de T'(V).

A unidade e de T'(V') ndao pode ser um elemento de V, pois se tal fosse o caso terfamos e = e Ae = 0, 0 que implicaria
para todo a € (V) que a=aAe=aA0=0,0 que s6 faz sentido se I'(V) (e, portanto, V') consistir apenas do vetor
nulo, um caso desprovido de interesse especial. Assim, nos casos de interesse, I'(V') possui ao menos dois subespagos
distintos: o subespago gerado pela unidade e e o subespaco V.

Proposigao 2.3 Em uma dlgebra de Grassmann T'(V') vale a sequinte afirmagio: se v, ..., vp sao vetores de V, entdo
o produto vi A - -+ A vy, serd nulo se vy, ..., vy, forem linearmente dependentes. [m]

Prova. Vamos supor, sem perda de generalidade, que possamos escrever v; como combinagao linear dos demais: v; =
m m

Z apvk. Entao, vy A+ Avy, = Z QpUE A (v; ARERAN 1),,1). Agora, usando a anticomutatividade podemos passar o vetor
k=2 k=2

vk que ocorre no produto va A -+ A vy, para a primeira posi¢ao no mesmo, ganhando um fator (—1)F=2. Assim, devido
a associatividade, obtemos vy A (vz A A vm) = (=) 20 Avg A Avy, =0, pois v Ay, = 0. | |

Na Segao 2.5.2, pagina 231, discutiremos um procedimento geral de construgao de uma dlgebra de Grassmann a partir
de um espago vetorial V' dado. Para aquelas dlgebras, as chamadas dlgebras exteriores, vale a reciproca da Proposi¢ao
2.3: um produto vy A -+ A v, de vetores vy, ..., v, € V serd nulo se e somente se vy, ..., U, forem linearmente
dependentes.

Vamos a alguns exemplos elementares (quicd triviais) de dlgebras de Grassmann. Na Secio 2.5.2, pdgina 231, dis-
cutiremos um procedimento geral de construgao de uma &dlgebra de Grassmann a partir de um espago vetorial V' dado,
dentro do qual mais exemplos poderao ser construidos.

Exemplo 2.14 Seja V o espago vetorial (sobre C) das matrizes 2 x 2 da forma ($}), com b € C. Entdo, uma dlgebra de
Grassmann sobre V seria o conjunto das matrizes 2 x 2 da forma (§ %), com a, b € C, com o produto usual de matrizes. ¢

. . . 0bec - .
Exemplo 2.15 Seja V o espago vetorial (sobre C) das matrizes 3 x 3 da forma (g 9 gw), com b, ¢ € C. Entao, uma algebra de
. . . . b .
Grassmann sobre V' seria o conjunto das matrizes 3 x 3 da forma (§ e 5), com a, b, c € C, com o produto usual de matrizes. Note
a
050 00c
que nesse caso ha uma relagao adicional, pois o produto de matrizes da forma (g 0 8) com matrizes da forma (g 0 g) énulo. ¢

3THermann Giinther Grassmann (1809-1877).
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2.1.7.5 Algebras de Clifford

Algebms de Clifford tém particular relevancia na Teoria de Grupos, surgindo também na Geometria Diferencial, na
Mecanica Quantica Relativistica e na Teoria da Relatividade Geral, contando também com aplicagoes em Computagao
Grafica.

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K (que suporemos nao ter caracteristica 2) e seja w uma forma bilinear
simétrica em V' (para a defini¢io, vide pagina 255). Uma dlgebra de Clifford®® sobre V e w, denotada por CI(V, w), é
uma algebra associativa dotada de uma unidade e e com as seguintes propriedades

a. V é um subespago vetorial de CI(V, w).

b. Para todo v € V tem-se v2 = w(v, v)e.

A condigao de V ser um subespago de C1(V, w) é por vezes substituida pela condigdo de V ser isomorfo a um subespago
de C1(V, w). Como essa distingao dificilmente possui relevancia, vamos ignord-la aqui.

Notemos que se u e v sdo elementos de V' entdo, pela propriedade b, acima, vale (u + v)(u +v) = w(u + v, u + v)e.
Expandindo ambos os lados e usando que u? = w(u, u)e e v> = w(v, v)e, obtemos uv+wvu = 2w(u, v)e. Reciprocamente,
se supormos que uv + vu = 2w(u, v)e para todos u e v € V, segue evidentemente que v> = w(v, v)e. Assim, a condi¢io
b equivale a

b’. Para todos u e v € V tem-se uv + vu = 2w(u, v)e.
A defini¢ao de dlgebra de Clifford para o caso em que K tem caracteristica 2 é semelhante (ao invés de uma forma
bilinear simétrica emprega-se uma forma quadrética®® sobre V'), mas como certos resultados gerais nio sdo validos nesse
caso (por exemplo, a condigdo b nao equivale & b’), nio faremos mencao a ele aqui e remetemos o estudante a literatura

especializada (e.g. [311]).

o Algebras de Clifford e dlgebras tensoriais

Algebras de Clifford podem ser construidas a partir de dois ingredientes: um espaco vetorial e uma forma bilinear
simétrica sobre o mesmo. A construgao que apresentaremos é tomada, por alguns autores, como a prépria definigao de
4lgebra de Clifford. Vamos aqui considerar apenas o caso do corpo dos reais, mas é evidente que a constru¢ao pode ser
ainda mais generalizada.

Seja V um espago vetorial real e w uma forma bilinear simétrica sobre V. Considere-se a dlgebra tensorial (essa nogao
é detalhada nas Segoes 2.5 e 2.5.1, paginas 229 e 230, respectivamente)

TV) = év®" )
n=0

com a convencio V¥ = R e com o produto definido em (2.170), pagina 230. Como comentamos na supramencionada
Segao, .7 (V) é associativa e unital. Por vezes denotaremos essa unidade por e.

O conjunto .#(V, w) obtido por todas as combinagoes lineares finitas de elementos da forma
a® (u®v+v®u—w(u4 v)e) @b

para todos a, b € 7 (V) e u, v € V, é um bi-ideal (ou ideal bilateral) de .7 (V) (verifique!). Definimos a dlgebra de
Clifford CI(V, w) como sendo o quociente

CIV, w) = F(V)/F(V, w).

(A nogao de quociente de uma édlgebra associativa por um ideal bilateral é desenvolvida na Segao 2.4.1, pagina 222). Essa
definigao corresponde intuitivamenta & imposigao que u ® v + v ® u = w(u, v)e para todos u, v € V.

38William Kingdon Clifford (1845-1879). O trabalho original onde a nogio surgiu é W. K. Clifford, “Preliminary sketch of bi-quaternions”.
Proc. London Math. Soc. 4, 381-395 (1873).
39Para a definicdo, vide Segdo 3.1.4, pagina 265.
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Com uso das matrizes de Pauli e das matrizes de Dirac é possivel construir representagdes de certas algebras de
Clifford, representagoes essas de relevancia na Fisica Quantica.

o Algebras de Clifford e matrizes de Pauli

As chamadas matrizes de Pauli*® sao as matrizes complexas 2 x 2 dadas por

01::<(1)(1)>, 02::(275) e 03::((1) 7(1)) (2.40)

As matrizes de Pauli satisfazem as seguintes relagoes algébricas: para todos a, b =1, 2, 3 valem

3
(o4, 03] = 040, — Oboa = QiZSQbCaC, (2.41)
=1
{00, Ob} = 0aob + 040, = 20412, (2.42)
3
0,06 = Oapla +izsabctfc . (2.43)

c=1

Consideremos V = R3 e a forma bilinear simétrica
3
wp(u, v) = 2(uv1 + ugvy + uzvz) = 2 Z UaUp0ab
a, b=1
onde u = (u1, uz, uz) € R3, v = (vi, v2, v3) € R3. Temos assim definida a &lgebra de Clifford CI(R?, wg).

Seja ¥ a dlgebra gerada pela matriz identidade e por todas as combinagoes lineares reais finitas de produtos finitos
da matriz identidade e das matrizes de Pauli. E bastante claro que ¥ é uma algebra de matrizes (é possivel mostrar,
mas nao é relevante aqui, que ¥ coindice com Mat (C, 2), a dlgebra de todas as matrizes complexas 2 x 2).

Com uso das matrizes de Pauli podemos encontrar uma representacio de .7 (R?) em X. Ela é dada por

n(e) = 1o,

m(u) = u-0 = w01+ u02 + U0y, ueR?,
e em geral, paran € IN,

3
'@ ou") = (u'-o)(ut o) = Z (W (U ke Oky - Ok,
1y oo k=1
., ut € R3. E subentendido que 7 ¢ linearmente estendida a todo 7 (R?). Por exemplo, para m, n € N, e

ul, .., u™ vl o v eR3 e, B €R, temos

ﬂ_(aul®'”®u1n+8vl®”'®vn) _ aﬂ_(ul®”'®u1n)+/57r(vl®”'®vn.)

3
=a Z (M) (W) Oy -+ Ok, + B Z (") (WMo o,

K1y ooy k=1 Ly ey ln=1

E facil constatar (faga-o!) que 7 é uma representacio da dlgebra 7 (R?) na dlgebra 3.

4OWolfgang Ernst Pauli (1900-1958).
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O ponto importante é que temos

3 3 3
Tu®v+v@u) = Z U UpTaTp + Z VaUpTaOp = Z UqUy (Ta0b + 0404)

a, b=1 a, b=1 a, b=1

3
(2:42) 2 UqUaplas = wi(u, v)ly = Tr(wE(u. v)c) . (2.44)
a, b=1
mostrando que 7 anula todos os elementos do ideal .# (R3, wg) e, portanto, a aplicagio 7 : CI(R?, wg) — ¥ dada por
7([a]) = w(a), ac 7(R?)

é uma representagio da dlgebra de Clifford CI(R?, wg) em X.

o Algebras de Clifford e matrizes de Dirac

Um outro exemplo, importante no contexto da Mecanica Quantica Relativistica e das Teorias Quanticas de Campos,
concerne as chamadas matrizes de Dirac'!

Nesse caso consideramos V' = R* (o0 espago-tempo de Minkowski??) e a forma bilinear wys definida em V é dada por

3
w. V) — woo = uevn — 1 ol — U
wy (u, v) = u, vt = ugvp — U1V — U2V2 — U3V3 ,
o, v=0

10
onde u = (ug, w1, uz, uz) € R, v = (vo, v1, va, v3) € R* e onde n*” sio os elementos de matriz de n = (8 o
00

(o chamado tensor métrico de Minkowski).

As chamadas matrizes de Dirac (na base de Weyl) sao as quatro matrizes 4 x 4 dadas por

o._ (0 1 k. (0 —ox _ 5
A= <]l K y* = o 0 , k=1,2,3, (2.45)

onde oy sio as matrizes de Pauli. E relevante constatar (faga-o!) que as mesmas satisfazem as seguintes relagdes de
anticomutacao:
P+ = 2, (2.46)
para todos u, v € {0, 1, 2, 3}.
Em analogia ao que fizemos no caso das matrizes de Pauli, consideramos a algebra real I' gerada por combinagoes
lineares finitas de produtos finitos da matriz identidade e das matrizes de Dirac. E sabido (vide, e.g., [50]) que I' tem
dimensao 16, mas isso nao ¢ relevante aqui.

Podemos definir uma representacio da dlgebra de tensorial .7 (R*) em T' por

w(e) = 14,
3
ma) = > a" = a’+ay +an’ +a37® . a=(a, a1, az, a3) €RY,
1=0

e, em geral, para n € IN,

3
Ao o) = Y @) Wy
M1y ey =0
para u', ..., u” € V, com 7 linearmente estendida a todo 7 (R*).

4 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
42Rigorosamente falando, trata-se, em verdade do espago tangente do espago-tempo de Minkowski.
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Novamente, temos

3 3 3
ru@v+v@u) = 2 w vy + Z vty = Z w vy (VY + M)
1, v=0

1, v=0 1 v=0

3
(2:46) 2 Z w "l = wy(u, v)ly = 7r(wM(u, v)c),

1, v=1
mostrando que 7 anula os elementos do ideal .%(R*, wy/) e, portanto, a aplicagao 7 : CI(R?, was) — T’ dada por
7([a]) = w(a), ac 7(RY)

é uma representagio da dlgebra de Clifford CI(R*, wy/) em T

o Algebras de Clifford e grupos

Cada dlgebra de Clifford C1(V, w) é fortemente associada a representacoes do grupo de invariancia da forma bilinear
simétrica w. Assim, no caso da algebra de Clifford CI(R3, wg), das matrizes de Pauli, temos o uma relagio com o grupo
de rotagdes SO(3) e no caso da dlgebra de Clifford CI(R*, wyy), das matrizes de Dirac, temos o uma relacdo com o grupo
de Lorentz. Na presente versao destas Notas nao iremos explorar essas importantes relagoes e remetemos o estudante
interessado a literatura pertinente (e.g., [311], [160], [501]).

2.1.8 Mais sobre Anéis
Apresentaremos em sequéncia uma série de definigdes apés as quais discutiremos exemplos relevantes.

e Anéis com unidade

Um anel com unidade é um anel R com a propriedade de existir em R um elemento 1, chamado de unidade, com
1#0,talquea-1=1-a=a paratodoa € R.

A condigao 1 # 0 é necessdria para evitar uma situagao trivial. Se 1 = 0, entdo para qualquer a € Rvale a =a-1=
a-0 =0, ou seja, R contém apenas o elemento 0. Como observamos, alguns autores, como Bourbaki, incluem a existéncia
de uma unidade (nao nula) na defini¢ao de anel.

Uma observagao um pouco menos trivial, mas relevante, é que uma unidade, se existir, ¢ sempre tnica. De fato, se
em um anel R com uma unidade 1 existir um outro elemento 1’ € R tal que também valha a -1’ =1’ - a = a para todo
a € R, teremos, por forga das mesmas propriedades, 1’ =1’-1 = 1. A mesma observagao vale para &lgebras com unidade.

e Anéis sem divisores de zero

Dado um anel R, um elemento nao nulo a € R ¢é dito ser um divisor de zero se existir pelo menos um b € R com
b#0talquea-b=0o0ub-a=0.

Se em um dado anel a relagdo a - b = 0 s6 for possivel se a = 0 ou b = 0 ou ambos, entao esse anel é dito ser um anel
sem divisores de zero.

Exemplos 2.16 C e R sdo anéis sem divisores de zero (com os produtos e somas usuais), mas os anéis Mat (n, C), n > 1, tém
ivisores S is § 10)(00)_ (00
divisores de zero (com o produto e soma usuais), pois tem-se, por exemplo, (§9) (09) = (99)-

E. 2.53 Ezercicio. Mostre que em Z4 tem-se 2 -2 = 0, ou seja, 2 é um divisor de zero. H3 outros divisores de zero em Z4? *

E. 2.54 Ezercicio. Mostre que em Z,, existem divisores de zero caso n n3o seja um niimero primo. *

e Anéis de integridade

Um anel comutativo (ou seja, cujo produto é comutativo), com unidade e sem divisores de zero é dito ser um anel de
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integridade ou também um dominio de integridade.

As algebras R@ R e D (dos complexos hiperbdlicos), introduzidos na Segao 2.6.3.1, pdgina 238, possuem divisores de
zero e, portanto, nao siao anéis de integridade.

Para a relacao entre anéis de integridade e corpos, vide adiante.

e Anéis de divisao

Um anel R é dito ser um anel de divisao se possuir uma unidade multiplicativa 1, i.e., um elemento tal que para todo
a€Rvalea-1=1-a=aesecparatodo a € R, a # 0, existir uma inversa multiplicativa em R, ou seja, um elemento
denotado por a~! tal que a-a" ' =a"t-a=1.

Em um anel de divisao associativo, a inversa de cada elemento nao nulo a é tinica. De fato, se para um dado a nao
nulo existir um outro elemento b tal que a-b=>b-a =1, teremos b=>b-1=b-(a-a~') “=" (b-a)-a”'=1-a7' =a”"

E. 2.55 Ex o importante. Mostre que um anel de divisio ndo pode possuir divisores de zero. Portanto, todo anel de divisdo
comutativo é também um anel de integridade. *

Exemplos 2.17 Com as defini¢des usuais R, C e Q sdo anéis de divisdo mas Z nio o é (falha a existéncia da inversa multipli-
cativa). Mat (n, C), com n > 1, também néo é um anel de divisdo com as defini¢des usuais pois nem toda a matriz nao nula é
inversivel. ¢

Outro exemplo de anel de divisao (ndo comutativo!) sdo os quatérnios, que serao discutidos & pagina 238.

e Algebras de divisao

Uma dlgebra A é dita ser uma dlgebra de divisao se possuir uma unidade multiplicativa 1, i.e., um elemento tal que
para todoa € Avalea-1=1-a=a e se para todo a € A, a # 0, existir uma inversa multiplicativa em A, ou seja, um
elemento denotado por a= ! tal que a-a ' =a"'-a=1.

Como no caso de anéis de divisdo associativos, em uma dlgebra de divisdo associativa, a inversa de cada elemento
nao nulo ¢ unica.

e Corpos

wn 4

Todo anel de divisao cujo produto ¢é comutativo ¢ um corpo (verifique!).

e Corpos nao comutativos

Como a unica distingao entre as definigoes de corpos e de anéis de divisao é que para os primeiros a comutatividade
do produto é requerida, diz-se também por vezes que anéis de divisdo nao comutativos sdo corpos nao comutativos.

e Corpos e anéis de integridade

E bem claro pelas definigoes que todo corpo é também um anel de integridade. A reciproca é parcialmente vélida:

Teorema 2.2 Todo anel de integridade finito é um corpo. [m}

Prova. Se A é um anel de integridade, tudo que precisamos é mostrar que todo elemento nao nulo de A é inversivel. Seja
a um elemento de A\ {0}. Definamos a aplicagao o : A\ {0} — A dada por

a(y) = ay.

Note que, como A é um anel de integridade o lado direito é nao nulo pois nem @ nem y o sao. Assim, « é, em verdade,
uma aplicagao de A\ {0} em A\ {0} e, como tal, ¢ injetora, pois se ay = az, segue que a(y — z) = 0, 0 que s6 é possivel
se y = z, pois A é um anel de integridade e a # 0. Agora, uma aplica¢do injetora de um conjunto finito em si mesmo tem
necessariamente que ser sobrejetora (por qué?). Assim, o ¢ uma bijegao de A\ {0} sobre si mesmo. Como 1 € A\ {0},
segue que existe y € A\ {0} tal que ay = 1, ou seja, a tem uma inversa. Como a é um elemento arbitrdrio de A\ {0},
segue que todo elemento de A\ {0} tem inversa e, portanto, A é um corpo. |
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Anéis de integridade infinitos ndo séo necessariamente corpos:

Antiezemplo. Um exemplo de um anel de integridade que nao é um corpo é o conjunto de todos os polinémios de C
em C com o produto e soma usuais. Em verdade, os unicos polinémios que tém inverso multiplicativo sdo os polinémios
constantes nao nulos.

e Anéis de divisao finitos

O seguinte teorema, originalmente devido a Wedderburn®, é bastante surpreendente por mostrar uma insuspeita
relagao entre a cardinalidade de um anel de divisao e a natureza de seu produto

Teorema 2.3 Todo anel de divisao finito é comutativo. O

Assim, pelas observagoes feitas acima conclui-se:
Corolario 2.2 Todo anel de divisio finito € wm corpo. [m]
A prova do Teorema 2.3 nio serd apresentada aqui. Uma demonstragio elegante, devida a Witt**, pode ser encontrada
na magnifica referéncia [8].
2.1.9 Acoes e Representagoes

No que segue apresentaremos uma série de definigoes e resultados elementares envolvendo as nogoes de agao de grupos e
representagao de grupos e algebras, temas esses desenvolvidos em outras partes deste texto.

2.1.9.1 Acgoes de Grupos

Seja M um conjunto nao vazio e G um grupo. Uma fungdo a : G x M — M é dita ser uma a¢do @ esquerda de G sobre
M se as seguintes condigdes forem satisfeitas:

1. Para todo g € G a fungio a(g, -) : M — M é bijetora®s.
2. Se e for o elemento neutro de G, entao a(e, -) : M — M é a fungao identidade: a(e, z) = x para todo z € M.
3. Para todos g, h € G e todo x € M vale
a(g, a(h, z)) = a(gh, ) . (2.47)
Uma funcio 3 : G x M — M é dita ser uma a¢do & direita de G sobre M se as seguintes condigdes forem satisfeitas
1. Para todo g € G a fungdo (g, -) : M — M é bijetora.
2. Se e é o elemento neutro de G, entdo (e, ) : M — M ¢é a fungao identidade: (e, =) = = para todo z € M.

3. Para todos g, h € G e todo x € M vale
B(g, B(h, z)) = B(hg, @). (2.48)

Note-se que a distin¢do bésica entre (2.47) e (2.48) é a ordem do produto no grupo. Se G ¢ Abeliano nao hé distingao
entre uma agao a direita ou & esquerda.

43 Joseph Henry Maclagen Wedderburn (1882-1948). O trabalho original de Wedderburn é: J. H. M. Wedderburn, “A theorem on finite
algebras”, Trans. Amer. Math. Soc. 6, 349-352 (1905). Esse trabalho contém trés demonstragdes do Teorema 2.3.

“Ermst Witt (1911-1991). O trabalho original de Witt é “Uber die Kommutativitit endlicher Schiefkderper”. Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg, 8, 413 (1931).

45Para g € G fixo, a(g, -) : M — M denota a fungio M 3 m — a(g, m) € M, ou seja, a fungio que a cada m € M associa a(g, m) € M.
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E. 2.56 Ezercicio. Seja a: G x M — M uma ag3o a esquerda de um grupo G em um conjunto M. Mostre que 3: G x M — M
definida por 3(g, =) = a(g™", x) é uma agdo a direita de G em M. *

E frequente encontrar-se outras notagoes para designar agoes de grupos em conjuntos. Uma acao & esquerda a(g, )
é frequentemente denotada por ag(z), de modo que a relagio (2.47) fica ay(an(x)) = agn(x). Para uma acio a direita,
(2.48) fica 6g(ﬂh(z)) = Bhg().

Talvez a notagao mais conveniente seja denotar uma agao a esquerda a(g, x) simplesmente por g -  ou apenas gz.
A relagao (2.47) fica g(hx) = (gh)z. Para uma acao a direita 3(g, x) a notagao fica z - g, ou apenas zg, de modo que
(2.48) fica (zh)g = z(hg). Essa notagao justifica o uso da nomenclatura a direita ou @ esquerda para classificar as agoes.

Seja F uma colecao de fungoes bijetoras de um conjunto M em si mesmo. Uma ac¢ao a : G x M — M é dita ser uma
agdo de G em M pela famdia F se para todo g € G as fungoes a(g, -) : M — M forem elementos do conjunto F.

E. 2.57 Ezercicio. Seja G = O(n) o grupo de todas as matrizes reais n x n ortogonais (ou seja, tais que RT = R™', onde RT
denota a transposta de R). Seja M o conjunto de todas as matrizes reais n x n simétricas (ou seja, tais que A7 = A). Mostre
que ar(A) = RART, com R € O(n) e A € M, é uma agdo a esquerda de G em M. Com as mesmas definicdes, mostre que
Br(A) = RTAR é uma ag3o 2 direita de G em M.

Sugestdo. O lnico ponto que poderia ser dificil para alguns seria mostrar que, para cada R fixo, ar é bijetora, ou seja, é sobrejetora
e injetora. Para mostrar que ag é sobrejetora, note que se A é uma matriz simétrica qualquer, podemos trivialmente escrever A =
R(RTAR)R”, mostrando que A = ar(B), onde B = RT AR é simétrica. Para provar que ar é injetora note que, se RA; RT = RA2R”,
segue facilmente, multiplicando-se por R” 3 esquerda e por R A direita, que A; = A,.

Observamos, por fim, que poderiamos ter adotado G = SO(n) nesse exemplo, sem mais modificagdes. "

E. 2.58 Ezercicio. Seja G = U(n) o grupo de todas as matrizes complexas n x n unitdrias (ou seja, tais que U* = U "', onde U*
denota a adjuntade U: U* = W) Seja M o conjunto de todas as matrizes complexas n x n Hermitianas (ou seja, tais que A* = A).
Mostre que ay(A) := UAU*, com U € SU(n) e A € M, é uma a¢do a esquerda de G em M. Com as mesmas definicdes, mostre que
Bu(A) := U" AU é uma agdo a direita de G em M. Observamos, novamente, que poderiamos ter adotado G = SU(n) nesse exemplo,
sem mais modificaces. *

Um outro exemplo dos mais interessantes ¢ a agdo do grupo SL(2, C) sobre o conjunto das matrizes complexas
Hermitianas 2 x 2, acao essa que possui uma insuspeita relagao com o grupo de Lorentz préprio ortécrono Jfl em 3+1
dimensoes. Esse exemplo, que é relevante na teoria dos spinores, é apresentado no Apéndice 2.B, pagina 249, e é mais
extensamente desenvolvido no Capitulo 47, pdgina 2721.

e Acdes sobre fungées em M

Seja G um grupo e a : G x M — M uma acao a esquerda de G sobre um conjunto nao vazio M. Podemos definir
uma agao a esquerda A de G no espago das fungdes (assumindo valores complexos, digamos) definidas em M da seguinte
forma: se f: M — C ¢é uma funcao de M em C definimos A, f : M — C por

(Agf)(m) = f(ag-1(m)) (2.49)

para todo g € G e todo m € M. Para constatar que se trata de uma agao a esquerda, observemos primeiramente que
para todo m € M vale

((.A_q‘ oAg2)f) (m) = (Ag, (.A_q2 f))(m) = (A_,h f) (ay;l(m))

= f(ag;J(ag;J(m))) = f(ag;g;;(m)) = f(a(_q]_,mf;(m)) = (Agigof)(m) .

Isso provou que
Agy 0 Ag, = Agig,

para todos g1, g2 € G.

E. 2.59 Ezercicio. Complete a prova que A, define uma agdo nas fungdes definidas em M, constatando que A.f = f para toda
funcdo f (e é o elemento neutro de 7) e que para cada g € G a aplicagdo A, é bijetora no espaco de fun¢des. *
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Exemplo 2.18 Sejam M = Re G = (R, +), o grupo aditivo dos reais, ou grupo de transla¢oes em R. A expressio oy (z) = z+y,
com x € M e y € G, representa uma agao de G sobre M, agao essa na qual cada ponto x € M ¢é transladado de y. Se f: R — R
for uma fungéo de M nos reais, teremos, segundo a definigdo geral (2.49), que

(Asf)(2) = fle—y).
Isso representa uma agdo de G sobre as fungdes definidas em M. B facil perceber seu significado: a agdo A, translada de y o

gréfico de cada funcao f. ¢

E. 2.60 Ezercicio. Mostre que se a: G x M — M é uma a¢do a esquerda a aplicacio

(Bof)(m) = f(ag(m)) (2.50)

define uma acdo a direita nas fun¢des definidas em M, pois vale neste caso

Bg, 0By, = By, -

Compare a defini¢do (2.50) com a definigdo (2.49). £

o Orbita de uma agao

Seja G um grupo e v : G x M — M uma acio (a esquerda ou a direita) de G sobre um conjunto nao vazio M. Para
m € M, definimos a drbita de m pela acdo v como sendo o conjunto Orb, (m) := {v4(m), g € G} C M.

Claro estd que para todo m € M vale m € Orb, (m).

E. 2.61 Ezercicio. Mostre que para todo m € M vale a afirmagdo que para todo m’ € Orb,(m) tem-se Orb,(m') = Orb,(m). *

E. 2.62 Ezercicio. Conclua que se existe m € M tal que Orb,(m) = M, entdo Orb,(m’) = M para todo m’ € M. "

Se N C M, a unido de todas as érbitas de todos os pontos de N é denotada por GN, ou seja, GN = |J,,c y Orb,(n).
Em outras palavras, GN := {y4(n), n € N, g € G}.

Na notacao GN ¢é subentendida qual a a¢@o 7 se estd considerando. Quando se deseja explicita-la, denota-se GN por
GN,, por G,N ou ainda por v(G)N.

e Conjuntos invariantes por uma agao

Seja G um grupo e v : G x M — M uma acao (& esquerda ou a direita) de G sobre um conjunto nao vazio M.
Um conjunto nao vazio N C M ¢é dito ser um conjunto invariante pela agdo 7y se para todo n € N e todo g € G valer
vg(n) € N, ou seja, se para todo n € N valer Orb,(n) C N.

Em outras palavras, um conjunto nao vazio N C M é invariante pela agao v se GN C N.

E muito facil ver que se GN C N, entao GN = N. De fato, se GN C N en € N, entdo, evidentemente,
n=".(n) € GN (onde e ¢é o elemento neutro de G), mostrando que N C GN.

e Pontos fixos de uma agao

Seja G um grupo e v : G X M — M uma agao (a esquerda ou a direita) de G sobre um conjunto nao vazio M.

Dizemos que p € M é um ponto fizo de um elemento go € G pela agao v se Vg4, (p) = p-

Dizemos que p € M é um ponto fizo da ag¢do y se v4(p) = p para todo g € G. Em outras palavras, p € M é um ponto
fixo da ac¢ao v se Orb,(p) = {p}.

E evidente pelas defini¢oes que todo m € M ¢ um ponto fixo do elemento neutro e € G.

e Acoes triviais
Seja G um grupo e v : G x M — M uma agao (& esquerda ou & direita) de G sobre um conjunto nao vazio M.

Dizemos que 7 é uma acao trivial para um elemento go € G se 4, (m) = m para todo m € M. Se 74, (m) = m para
todo m € M, dizemos também que gy age trivialmente em M por 7.
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Dizemos que v é uma agdo trivial se y4(m) = m para todo m € M e todo g € G.

A pégina 164 veremos que o conjunto de todos os elementos de G que agem trivialmente por uma acdo v em um
conjunto M é um subgrupo normal de G.

e Tipos de agoes: agoes transitivas, livres ou efetivas

Seja G um grupo e v : G x M — M uma agao (& esquerda ou & direita) de G sobre um conjunto néo vazio M.

1. Dizemos que vy é uma ag¢do transitiva em M (ou que 7 age transitivamente em M) se existir mg € M tal que
{vg(mo), g € G} = M.
Em outras palavras, v age transitivamente em M se existir pelo menos um elemento my de M cuja 6rbita por v
seja todo M: Orb,(mg) = M. Pelo Exercicio E. 2.61, se um elemento de M possui essa propriedade, entao todos
a possuem.
Segue que se v age transitivamente em M, entdo para cada par m, n € M existe ¢ € G (ndo necessdriamente
tnico!) tal que y4(m) = n.

2. Dizemos que vy é uma a¢do simplesmente transitiva em M, ou uma acao regular em M, se para cada par m, n € M
existir um 1nico g € G tal que v,(m) = n. Evidentemente, toda agao simplesmente transitiva ¢ transitiva. Para
uma reciproca, vide Proposigao 2.4, logo abaixo.

3. Dizemos que v é uma agao livre em M (ou que vy age livremente em M) se o elemento neutro e € G for o tnico
elemento de G que possui pontos fixos pela acao 7. Em outras palavras, se y for uma acao livre e existir p € M tal
que 74 (p) = p para algum g, entdo g = e.

4. Dizemos que v é uma ag¢do efetiva em M (ou que 7y age efetivamente em M) se o elemento neutro e € G for o tinico
elemento de G para o qual todo elemento de M é um ponto fixo. Em outras palavras - age efetivamente em M se
a igualdade ~4(m) = m for vélida para todo m € M apenas caso g seja o elemento neutro.

Dizemos, com isso, que se 7y age efetivamente em M, entdo o elemento neutro e € G é o tnico elemento para o qual
~ age trivialmente.

Uma agao efetiva ¢ também dita ser uma agao fiel.

Sobre a relagao entre agoes transitivas e simplesmente transitivas temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.4 Seja G um grupo ey : G x M — M uma ag¢ao (a esquerda ou a direita) de G sobre um conjunto nao
vazio M. Entdo, v € simplesmente transitiva se e somente se for transitiva e livre. [m}

Prova. Seja e o elemento neutro de G. Se 7 for uma agao simplesmente transitiva, entao v é evidentemente transitiva.
Além disso, se p € M for tal que v4(p) = p para algum g € G, entdo, como também tem-se v.(p) = p, o fato de ~ ser
simplesmente transitiva implica g = e, significando que 7 é livre.

Reciprocamente, seja v uma agao transitiva e livre. Pela transitividade sabemos que para um par de pontos m, n € M
existe a0 menos um g € G tal que v4(m) = n. Suponhamos que haja h € G, eventualmente distinto de g, para o qual
também valha vj,(m) = n Entao, se v for uma agdo a esquerda, tem-se v,-1,(m) = 7, |('yh(m)) = Yg-1(n) = m,

implicando (pelo fato de ~ ser livre) que g~'h = e e, portanto, que g = h. Se 7 for uma acdo & direita, tem-se
Yo-11(n) = ('ygf;(n)) = ,(m) = n, implicando também que g~'h = e e, portanto, que g = h. Em ambos os casos,
concluimos com isso que y é simplesmente transitiva. |

e Transitividade e espagos homogéneos

Se uma acao 7y (a direita ou & esquerda) for transitiva em M segundo a defini¢ao acima, dizemos que M é um espago
homogéneo do grupo G pela a agao 7, ou simplesmente um espago homogéneo do grupo G.

Se uma agao vy (& direita ou & esquerda) for simplesmente transitiva em M segundo a defini¢do acima, dizemos que
M éum espago homogéneo principal do grupo G pela a agio v, ou simplesmente um G-torsor.
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e Acoes e relacgoes de equivaléncia. “Orbit spaces”

Dado um grupo G e uma agao v : G x M — M (& esquerda ou & direita) de G sobre um conjunto nao vazio M,
podemos definir em M uma relagao de equivaléncia ~. da seguinte forma: dizemos que dois pontos m, n € M sao
equivalentes, m ~ n se existir g € G tal que v4(m) = n.

E. 2.63 Exercicio (fdcil). Prove que essa defini¢do realmente estabelece uma relagdo de equivaléncia em M. *

E também muito fécil concluir que dois pontos m, n € M sio equivalentes no sentido acima se e somente se
pertencerem a mesma 6rbita por v, ou seja, se e somente se Orb,(m) = Orb,(n). Disso segue imediatamente que
a colecao das classes de equivaléncia por essa relacdo coincide com a colecao das érbitas da acao . Essa colecao é
denominada espago de orbitas da agdo v em M ou, mais comummente, pelo termo em Inglés “orbit space”. Muito
frequentemente, esse espago das érbitas é denotado por M/G (dito ser o quociente do espago M pelo grupo G por meio
da agéo 7).

E bastante claro que se uma agio y age transitivamente em M, entdo seu espago de érbitas coincide com {M}, um
conjunto de um tnico elemento.

e Grupos de isotropia, de estabilidade, ou estabilizadores ( “little groups”)

Outra nogao util, empregada especialmente no estudo de representagdes de grupos, é a nogao de grupo de isotropia,
também denominado grupo estabilizador ou ainda grupo estabilidade.

Seja G um grupo e v : G x M — M uma acio (& esquerda ou & direita) de G sobre um conjunto nao vazio M. Para
m € M, defina-se G, p, 1= {g € G| vg(m) = m}. E muito fécil constatar que G, é um subgrupo de G: o subgrupo
dos elementos de G que mantém m invariante pela acao .

Provaremos isso para agoes a esquerda, o outro caso sendo andlogo. De fato, 1° ¢ claro que e € G, ;2% se g € Gy, m
entao 'y(g’ s m) = q/(g’l, (g, m)) = q/(g’lg, m) = 7(e, m) = m, provando que g~' € G, n; por fim, 3¢ se
g1, 92 € Gy m, entdo v(g1g2. m) = (g1, 7(g2, m)) = v(g1, m) = m, provando que g1g2 € G+, m-

O subgrupo G, , ¢ denominado grupo de isotropia de m, ou grupo estabilizador, ou grupo de estabilidade de m. Na
literatura da Fisica, ele é dito ser o “little group” de m. Essa tltima denominagao foi introduzida por Wigner*® em seu

célebre estudo®” das representacdes unitarias irredutiveis do chamado grupo de Poincaré®.

Se a acao v for transitiva e x # y sio elementos distintos de M, entao G, ¢ G, sdo isomorfos, pois existe h € G
tal que G4, = h™*G., yh. No caso de 7y ser uma agao & esquerda, esse h é um elemento de G tal que y(h, z) =y (tal h
existe devido & suposta transitividade de 7). Caso 7 seja uma agao & direita devemos trocar h por h=1.

E. 2.64 Ezercicio. Prove essas afirma¢des £

E. 2.65 Ezer simples.  Prove que uma agdo v : G x M — M é livre se e somente se todos os grupo de isotropia G-, m, com
m € M forem triviais, ou seja, se forem compostos apenas pelo elemento neutro e € G. £l

e Tipos de acgoes: continuidade e continuidade forte

Em se lidando com grupos topolégicos agindo em espagos topoldgicos, outras nogdes podem ser introduzidas, como a
de agao continua, a de agdao fortemente continua etc.

A importante nogao de grupo topoldgico serd apresentada a pagina 1232 e um tanto discutida na Segao 22.2, pagina
1233. Vamos a um breve resumo. Seja G um grupo. Para cada g € G podemos definir uma fungao A, : G — G por
Ag(R) := gh. Fora isso, tem-se também em G a fun¢do inv : G — G definida por inv(h) := h~1. Seja 7¢ uma topologia
em G. Dizemos que G é um grupo topoldgico em relagao a topologia 7¢ se nessa topologia a funcao inv e todas as fungoes
Ay forem continuas.

Podemos agora definir nogdes de continuidade ligadas a agdes de grupos topoldgicos em espagos topolégicos.

46Eugene Paul Wigner (1902-1995).

47E. Wigner, “On unitary representations of the inhomogeneous Lorentz group”, Annals Math. 40, 149-204 (1939).

48 Jules Henri Poincaré (1854-1912). O chamado Grupo de Poincaré, de fundamental importancia na Teoria da Relatividade Especial, ¢
introduzido & pagina 1176.
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Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma topologia 3. Uma a¢ao (& esquerda ou & direita) v : G x M — M
de G sobre M é dita ser

1. continua , se for uma fungao continua do espago topoldgico (G x M, 7¢ X Tar) no espago topoldgico (M, Tar).
Aqui, 7¢ x T3 denota a topologia produto?® das topologias 7¢ e Tas.

2. fortemente continua, se para cada m € M a aplicacdo de G em M dada por G 3 g + 74(m) € M, for continua em
relagdo as topologias 7¢ € Tas.

2.1.9.2 Representagoes de Grupos e de Algebras

e Representagoes de grupos

Uma representagao de um grupo ¢ uma agao a esquerda do mesmo em um espaco vetorial pela familia das aplicagoes
lineares inversiveis agindo nesse espago vetorial.

Sejam G um grupo e V um espago vetorial sobre um corpo K. Uma representa¢ao de G em V é uma funcao
m:G xV — V tal que para todo g € G as fungdes 7(g, ) : V — V sejam lineares e bijetivas e satisfazem m(e, v) = v e
(g, w(h, v)) = w(gh, v) para todos g, h € G e todo v € V.

Devido & linearidade é conveniente denotar m(g, v) por 7(g)v. Uma representagao satisfaz assim:
1. Para todo g € G, 7(g) é uma aplicagao linear bijetora de V em V:
m(g)(au + Bv) = an(g)u+ Br(g)v
para todos a, 8 € K e todos u, v € V.
2. m(e) = 1, o operador identidade em V.

3. Para todos g, h € G vale
m(g)m(h) = w(gh) .

A teoria das representagoes de grupos sera desenvolvida no Capitulo, 23, pagina 1261. A teoria das representagoes
de grupos é de grande importancia no tratamento de simetrias na Mecanica Quantica.

o Representagoes de dlgebras

Seja A uma algebra sobre um corpo K e V' um espago vetorial sobre o mesmo corpo. Uma representagao de A em V
¢ uma familia de fungdes lineares de V em V, {7 (a), a € A}, satisfazendo

1. Para todo a € A, 7(a) : V — V é uma aplicagao linear, ou seja,
m(a)(au+ pv) = am(a)u + Br(a)v
para todos a, € K e todos u, v € V.
2. Para todos «, € K e todos a, b € A vale
m(aa + Bb) = an(a) + Br(b) .

3. Para todos a, b€ A
w(ab) = w(a)w(b) .

Uma representagiao m de uma algebra A em um espago vetorial V' ¢ dita ser uma representacdo fiel se mw(a) = 0 s6
ocorrer para a = 0.

Uma representacao m de uma algebra A em um espago vetorial V' é dita ser uma representa¢io nao-degenerada se
m(a)v = 0 para todo a € A s6 ocorrer para v = 0.

49 A nogio geral de topologia produto é introduzida e discutida na Segao 32.6, pagina 1644.
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2.1.10 Morfismos, Homomorfismos, Epimorfismos, Isomorfismos, Mono-
morfismos, Endomorfismos e Automorfismos

Dos radicais gregos hémos: semelhante, igual; mdnos: um, sozinho; epi: sobre; sos: semelhante, igual; endon: para dentro, dentro; autds: préprio,
mesmo e morphé: forma.

Nos limitaremos primeiramente a listar algumas defini¢oes basicas que serao usadas e desenvolvidas no restante do
texto, onde mais exemplos serdao apresentados. A pretensdo nao é a de desenvolver os assuntos, mas de apresentar as
definigoes para referéncia futura.

Em termos informais um morfismo entre duas estruturas de um mesmo tipo (dois grupos, dois espagos vetoriais, duas
algebras, dois andis etc.) é uma fungao entre as mesmas que respeita as operagdes 14 definidas.

e Morfismos de grupos

Dados dois grupos G e H, com unidades e e e, respectivamente, uma fungao ¢ : G — H é dita ser um homomorfismo
ou morfismo de grupos se ¢(ab) = ¢(a)p(b) para todos a, b € G.

Se ¢ : G — H é um homomorfismo, entao vale ¢(eg) = ey. De fato, para qualquer a € G tem-se a = aeq e,
portanto, ¢(a) = ¢(a)p(ec). Aplicando-se ¢(a)~! & esquerda, obtemos ey = ¢(eq), como desejdvamos mostrar. Outro
fato verdadeiro para homomorfismos de grupos ¢ : G — H é a relagao rf)(a’l) = ¢(a)~?, valida para todo a € G. De
fato, como eg = a~'a = aa~!, temos qb(a’l)c‘)(a) = ¢(a7la) = ¢leq) = en = d(eq) = d(aa™') = ¢(a)¢(a’1)7 para
todo a € G, o que estabelece que c‘)(a’l) = ¢(a)~!, como desejdvamos mostrar.

Exemplo 2.19 Seja G = GL(n, C), o grupo das matrizes complexas de determinante nao nulo e seja H = (C\ {0}, -), o grupo
multiplicativo dos niimeros complexos (sem o zero). A aplicagio ¢ : G — H dada por ¢(A) := det(A) é um homomorfismo (pois
vale det(AB) = det(A) det(B) para quaisquer A, B € Mat (C, n)). ¢

Dados dois grupos G ¢ H, com unidades eq e ey, respectivamente, uma fungdo ¢ : G — H é dita ser um anti-
homomorfismo se ¢(ab) = ¢(b)¢(a) para todos a, b € G. Por exemplo, a aplicagio ¢ : G — G tal que ¢(g) = g~' é
um anti-homomorfismo (verifique). Se ¢ : G — H ¢ um anti-homomorfismo, é fécil provar, como fizemos no caso de
homomorfismos, que ¢(eg) = ey e que ¢p(a™") = ¢(a)~! para todo a € G (faga-o!).

Um homomorfismo ¢ : G — H entre dois grupos é dito ser um monomorfismo se for injetivo.

Um homomorfismo ¢ : G — H entre dois grupos é dito ser um epimorfismo se for sobrejetor.

Um homomorfismo ¢ : G — H entre dois grupos é dito ser um isomorfismo se for bijetor.
Se ¢ : G — H for um isomorfismo, entdo a aplicacio inversa ¢! : H — G é também um isomorfismo. De
fato, se #, y € H, entdo, como ¢ ¢é bijetor, segue que existem a, b € G (lnicos) tais que z = ¢(a) e y = ¢(b).
Logo, ¢~ Y(zy) = </>’1(o(a)¢(b)) = ¢~ (p(ab)) = ab = ¢~ (x)¢" (y). Isso provou que ¢~' : H — G é também um
homomorfismo e, por ser também bijetor, é também um isomorfismo.

Se dois grupos G e H forem tais que exista um isomorfismo ¢ entre ambos (o que nem sempre ¢ o caso), dizemos que
G e H sio isomorfos (por ¢) e denotamos esse fato por G ~4 H, ou simplesmente por G ~ H.

Exemplo 2.20 Sejam G; = (R, +), o grupo dos reais com a operagao de soma, e G2 = (R4, -), o grupo dos reais positivos com

a operagao de multiplicagao. A fungao exponencial exp : R — Ry definida, como usual, por R 3 z + e” € Ry, é um isomorfismo
de G1 em Gz, tendo como inversa a fungio logaritmo In : Ry — R definida, como usual, por R4 2 2 — In(z) € R. Justifique! 4

E. 2.66 Ezxercicio importante. Mostre que a relagdo de isomorfia entre grupos é uma relagdo de equivaléncia. &

Um homomorfismo p de um grupo G em si mesmo p : G — G ¢ dito ser um endomorfismo de G.
E. 2.67 Ezercicio. Seja o grupo G = (C\ {0}, -), o grupo multiplicativo dos niimeros complexos (sem o zero). Seja a aplicagio

p: G — G dada por p(z) := z/|z|, para z € C\ {0}. Mostre que p é um endomorfismo de G. A imagem de p é o circulo unitario em
C\ {0} "

E. 2.68 Ezercicio. Seja GL(n, C), o grupo das matrizes complexas de determinante ndo nulo. Seja a aplicagdo p : GL(n, C) —
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GL(n, C) dada por p(A) := det(A)"*/™ A, para A € GL(n, C). Mostre que p é um endomorfismo de G. A imagem de p é
SL(n, €) C GL(n, C). Nota. Como det(A) ¢, em geral, um nimero complexo, devemos especificar que det(A)l/” é definida no ramo
principal: se w = |w|e’® € €, com —7 < ¢ <, tomamos w'/™ 1= |w|"/"e*/" E

Um isomorfismo a de um grupo G em si mesmo a : G — G ¢é dito ser um automorfismo de G.

E. 2.69 Ez 0. Um exemplo basico de automorfismo é o seguinte: seja g € G fixo. Definimos ay : G — G por ay(a) = g 'ag
para todo @ € G. Mostre que para cada g € G fixo, ag é um homomorfismo e que sua inversa é -1, concluindo que ag é um
automorfismo. *

Um automorfismo de um grupo G ¢ dito ser um automorfismo interno se for da forma «y, apresentada no Exercicio
E. 2.69, para algum g € G.

Muitas das defini¢oes apresentadas acima tém seus andlogos em outras estruturas, como espagos vetoriais, dlgebras,
anéis, médulos etc. Trataremos de alguns casos.

e Morfismos de espagos vetoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma funcio ¢ : U — V ¢é dita ser um homomorfismo ou
morfismo de espagos vetoriais se ¢p(aus + azug) = a1p(ur) + azd(uz) para todos ay, az € K e todos ug, us € U.

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma fungao ¢ : U — V ¢ dita ser um isomorfismo de
espagos vetoriais se for um morfismo de espagos vetoriais, e se for bijetora.

Se dois espagos vetoriais U e V' sobre o mesmo corpo forem tais que exista um isomorfismo ¢ entre ambos dizemos
que U e V sdo isomorfos (por ¢) e denotamos esse fato por U ~4 V', ou simplesmente por U ~ V.

E. 2.70 Ezercicio importante. Mostre que a relagdo de isomorfia entre espagos vetoriais é uma relagio de equivaléncia. *

Em espacos vetoriais os conceitos de mono-, endo- e automorfismo nao sao muito empregados. Em verdade, morfismos
de espacos vetoriais sao mais frequentemente denominados operadores lineares ou aplica¢oes lineares, como matrizes, por
exemplo.

No caso de espagos vetoriais sobre o corpo dos complexos existem também os conceitos de anti-homomorfismo, anti-
isomorfismo etc. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre C. Uma funcao ¢ : U — V ¢é dita ser um anti-homomorfismo
ou antimorfismo de espagos vetoriais se ¢(aiuy + aous) = ard(ur) + azp(uz) para todos ay, as € € e todos uy, us € U.
O conceito de anti-isomorfismo é analogo.

e Morfismos de adlgebras

Sejam A e B duas dlgebras (sobre o mesmo corpo K, como espagos vetoriais). Uma fun¢io ¢ : A — B ¢ dita
ser um homomorfismo ou morfismo de dlgebras se for um morfismo de espagos vetoriais (ou seja ¢(aray + azas) =
arp(ar) + azd(az) para todos aq, as € K e todos ag, az € A) e se ¢(ar - az) = ¢(a1) - ¢(az) para todos ag, as € A.

Sejam A e B duas élgebras sobre o mesmo corpo K. Uma fungao ¢ : A — B é dita ser um isomorfismo de dlgebras
se for um morfismo de élgebras e se for bijetora.

Se duas algebras A e B sobre o mesmo corpo forem tais que exista um isomorfismo ¢ entre ambos dizemos que A ¢
B sao isomorfas (por ¢) e denotamos esse fato por A ~4 B, ou simplesmente por A ~ B.

E. 2.71 Ezercicio importante. Mostre que a relagio de isomorfia entre 3lgebras é uma relagdo de equivaléncia. *

Um morfismo de dlgebra p de uma dlgebra A em si mesma p: A — A ¢ dito ser um endomorfismo de A.

2.1.11 Induzindo Estruturas Algébricas

Uma constru¢do muito interessante permite induzir a outros conjuntos estruturas de grupo, de espago vetorial etc.,
definidas em certos conjuntos. Com ela é possivel construir exemplos nao-triviais de grupos e espagos vetoriais.
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e Induzindo estruturas de semigrupos e de grupos

wn

Seja C' um conjunto nao vazio e seja S um semigrupo, cujo produto denotamos por “”. Suponhamos que exista uma
o

fungao bijetora f : C'— S. Entao, podemos definir em C' um produto C' x C' — C, denotado por “x”, em rela¢ao ao qual
C é um também um semigrupo: para todos a, b € C' definimos

axb = f71(f(a)- f(b)) . (2.51)
De fato, é facil ver que para todos a, b e c € C vale
ax(bre) = 7 (f(@)f0x0)) = £ (F@-(F0)1©)) = £ (@S ®)1@) = £7(£(@rd)-1(0) = (axb)se,

provando que o produto * é associativo.

wn

Como acima, seja C' um conjunto nao vazio e seja G um grupo cujo produto denotamos por e cujo elemento
neutro é n. Entéo, se existir uma funcao bijetora f : C'— G o conjunto C' é um grupo com o produto * definido acima,
seu elemento neutro, denotado por e, sendo dado por

e = f7n) 252)
sendo que para cada a € C sua inversa é dada por
ol = @) (2:53)
De fato, vale para todo a € C' que
axe = f7(f@)- fe) = 17 (1@ 17 m)) = (@) ) = 1 (H@) = a,

provando que f~!(n) é o elemento neutro em C. Finalmente, vale para todo a € C' que
a1 @) = 7 (5@ (@) ) = @ f@ ) = 7 = e

provando que a inversa de a em C é f~'(f(a)™").
omentamos que, por construgao, o grupo formado por C' com o produto “#” é isomorfo ao grupo formado por
C t que, p: trucao, o grupo f do por C produto “x” fo ao grupo f do por G
com o produto “”, o isomorfismo sendo dado por f.

E. 2.72 Ezercicio. Mostre que se G' é um grupo Abeliano, entdo C, com a estrutura acima, também o sera. Ed

Exemplo 2.21 Seja C = (0, 1) e G = R, o grupo aditivo dos reais. Seja f : (0, 1) — R definida por f(z) := 3In (1%) A
fungio f é bijetora (prove isso!) e sua inversa f~' : R — (0, 1) é dada por f~'(y) = % Entao, (0, 1) é um grupo com o

produto
exp {ln (lfﬁ) +In (%bﬂ ab
axb = = R
1+ exp [ln(ﬁ)+ln(%)] L—a—b+2ab
para todos a, b € (0, 1). O elemento neutro é f~'(0) = % =} e para cada a € (0, 1) a inversa é
L )
a = —FF = 1—a.
1+e n(12g)
E f4cil constatar que esse grupo é Abeliano, como deveriamos esperar. ¢

E. 2.73 Ezercicio. Encontre outras fun¢des bijetoras entre C' = (0, 1) e R. Descreva, como acima, as estruturas de grupo induzidas
em C. o+

E. 2.74 Ezercicio. Considere C' = (—1, 1), o grupo aditivo dos reais R e a fun¢do bijetora f : C'— R dada por f(z) = tan(rz/2).
Descreva, como acima, a estrutura de grupo induzida em C. *
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E. 2.75 Ezercicio. Considere C' = (—1, 1), o grupo aditivo dos reais R e a fun¢o bijetora f : C'— R dada por f(z) = argtanh(z) =
tanh~' (z). Descreva, como acima, a estrutura de grupo induzida em C. o+

* k

Nota. Um teorema devido a Abel®® e a outros autores afirma que todos os produtos que fazem de R um grupo Abeliano sio da forma

o
z +y = fT1(f(@)+ (), z, y € R, para alguma f : R — R bijetora. Para uma demonstragao, vide [6], Cap. 6.2. O mesmo texto contém
diversas generalizagoes dessa afirmagao.

e Induzindo estruturas de espagos vetoriais

Seja agora V' um espago vetorial sobre um corpo K, sendo 0 seu vetor nulo.

Como acima, seja C' um conjunto nao vazio e f : C' — V uma fungéo bijetora. Como V é um grupo Abeliano em
relacdo & operagao de soma “+”, C' também o serd com rela¢ao & operagao de “soma” definida por (vide (2.51))

a+ b= f’l(f(a)Jrf(b)) .
para todo a, b € C. O elemento neutro serd o “vetor nulo”, denotado por 0 ¢ dado por Oi= £7H0) (vide (2.52)). A
inversa de a € C, denotada por 2 4 ¢ dada por Za= U~ f(a)) (vide (2.53)).

Contudo, C pode ser transformado em um espago vetorial sobre o corpo K definindo, para cada a € K e a € C, o
produto por escalares, denotado por « o a, por

aoa = faf(a)) .

Para mostrar que C ¢, de fato, um espaco vetorial sob estas estruturas precisamos ainda constatar que valem as seguintes
propriedades (vide Secao 2.1.5, pagina 129):

1. Para todos a, € K e todo a € C vale ao (8oa) = (aff) oa. De fato, tem-se

1 (aBs@)) = 1 (@A)f (@) = (@B)oa.

ao(Boa) = [ (af(Boa))

2. Para todo a € K e todos a, b € C vale a0 (a ¥ b) = (aoa) ¥ (a0b). De fato, tem-se

ac(atb) = ao (1 (f@+10)) = f‘1<af(f‘1(f(a)#f(b)))) = 17 (als@ + 1))

= f ' (af(a) + af(b) = fﬁl(f((Jan)Jrf(aOb)) = (aoa) i((VOb).

3. Para todos «, 8 € K e todo a € C vale (a + ) ca = (woa) ¥ (8o a). De fato, tem-se

(a+B)oa = [T ((a+B)f(a) = [ (af(a)+Bf(a)

1 (f@oa)+ f(Boa)) = (aca) ¥ (Boa).

Novamente, comentamos que, por construgao, o espago vetorial formado por C, como descrito acima, é isomorfo ao
espago vetorial V, o isomorfismo sendo dado por f.

O seguinte exemplo ilustra um espago vetorial nao-trivial sobre os reais que pode ser obtido pela construcao acima.

Exemplo 2.22 Como no Exemplo 2.21, pagina 154, seja C = (0, 1) e V = R, o espago vetorial dos reais sobre o corpo R. Seja
f:(0, 1) = R, definida por f(z) := %ln ( ‘l) A fungio f é bijetora e sua inversa f~' : R — (0, 1) é dada por f~'(y) = e

1— 1+e2v "
Entao, C'= (0, 1) é um espago vetorial com a operagao de soma

aj—b B R
T 1-a-b+2ab’

50Niels Henrik Abel (1802-1829).
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para todos a, b € (0, 1), o vetor nulo é 1/2, a inversa de a € C é

(3 a) —1-a

e o produto por escalares o € R é dado por
o

aoq = — 4
e+ (L—a)e’

para todo a € C. ¢

E. 2.76 Exercicio. Prove todas as afirmacdes feitas acima. Prove explicitamente que para todos a, 3 € R e todos a, b € (0, 1)
valem avo (Boa) = (af)oa, ao (a s b) =(aca) ¥ (aob)e(a+pB)oa=(aoca) T (Boa). £

O exercicio a seguir mostra que R também pode adquirir outras estruturas de espago vetorial real, além da usual.

E. 2.77 Egercicio. Seja C = R e V = R o espaco vetorial dos reais sobre o corpo R. Seja f : R — R, definida por f(z) := 2®. A
fungdo f é bijetora e sua inversa é f~!(y) = y'/3. Descreva as operacdes de soma e multiplicagio por escalares definidas em C' pela

constru¢do acima descrita. £l

e Mais exemplos. Simplices como espagos vetoriais reais

Para d inteiro, d > 1, seja 4 C R o simplex padrio d-dimensional definido por

a1
Sq = < (a1, ..., agp1) € R com 0 < a; <1 para todo j e Za] =1

Seu interior, denotado por £ C R4, ¢ o simplex padrdo aberto d-dimensional:

d+1
E?, = ¢ (a1, ..., ag4+1) € R4 com 0 < aj < 1 para todo j e Z

Il
—

aj

Vide Figura 2.1, pagina 156.

Figura 2.1: O simplex padrao X, no espago tridimensional (drea triangular acinzentada, incluindo sua borda). O simplex
padrao aberto X9 corresponde apenas a drea acinzentada, excluindo sua borda.
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Os dois exemplos a seguir’® desempenham um papel na anélise estatistica de dados composicionais, uma area desen-
volvida, entre outros, por Aitchison®2.

E. 2.78 Ezercicio-ezemplo. A aplicagio f : 9 — R definida por

1 [ 1 ad
o a = (=1 RUTUR My G 2.54
flar, ..., aat) (2 n(ad+1) 3 '1(ad+1)) (2.54)
é bijetiva (prove isso!) e sua inversa é (verifique!)
1 e2v1 e2vd 1
Iy s ya) = 3 CPEIEER 3 2 2 2
1+ e2v1 + .- 4 e2vd 14 e2v1 4 ... 4 e2vd 1+ e2v1 + .. 4 e2vd
a qual é definida para todo (y1, ..., ya) € R%.

Como R? é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais, podemos com a funcio f induzir uma estrutura de espago vetorial sobre o
corpo dos reais em Y9, de acordo com as prescricdes acima. Mostre que para a soma teremos

el = ( aib L ady1bai1 ) ) (2.55)
aiby + -+ 4 agr1bas aibi + -+ + agy1bayr
com a, b € XY na forma a = (a1, ..., aay1) e b= (b1, ..., bay1). Mostre que para o produto por escalares teremos
o a
aoa = ( (@1) (ad+1) ) s (2.56)
(a1)® + -+ (aas1)® (@)™ + -+ (aar1)™

o
para todo a € R e a € 2. O vetor nulo 0 é o elemento de X} dado por

b= (- = (2.57)
“\d+1r v dr1) -~

o-exemplo. Seja a = (a1, ..., asi1) € XY e denotemos por g(a) a média geométrica de a1, ..., ags1:

g(a) = (al«««ad“)ﬁ.

Esta claro que g(a) > 0 para todo a € X3. A aplicagdo f: X5 — R? definida por

fla, ..., aapr) = (m (ﬁ) - (g?;)) , (2.58)

é bijetiva (prove isso!) e sua inversa é (verifique!)

I, s va)

evl evd e~ (i++va)
eVl 4 -4 eVd  e—(Wittva) T T evn oo foeVa 4 e~ (Wit tva) eyt .. 4 eVa 4 e~ (W1t Fva)

a qual é definida para todo (y1, ..., y4) € R%.
Como R? é um espago vetorial sobre o corpo dos reais, podemos com a fungdo f induzir uma estrutura de espago vetorial sobre o

o
corpo dos reais em 9, de acordo com as prescrigdes acima. Mostre que para a, b € $9 a soma a + b é a mesma que a dada em (2.55),
que para a € R o produto por escalares « o a é o mesmo que o dado em (2.56) e que o vetor nulo é o mesmo dado em (2.57). Ed

Em alguns textos, a fungao f dada em (2.54) é denotada por alr e a funcio f dada em (2.58) é denotada por clr. E
elementar constatar que (2.54) e (2.58) coincidem no caso d = 1.

51 Agradecemos a Ricardo Zorzetto Nicoliello Véncio por chamar-nos a atengio para estes exemplos.
52John Aitchison (1926-). Vide J. Aitchison “The Statistical Analysis of Compositional Data”. Chapman and Hall, London, (1986).
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2.2 Grupos. Estruturas e Construcoes Basicas

Nesta se¢ao apresentaremos algumas estruturas e construgoes basicas da Teoria dos Grupos.

2.2.1 Cosets

e Cosets & esquerda, ou “left cosets”

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Podemos definir em G uma relagao de equivaléncia, que denotaremos por
~H (o indice “I” denotando “left”), dizendo que dois elementos x e y de G sio equivalentes se 7'y € H. Representaremos
por @ ~{1 y o fato de = e y serem equivalentes no sentido acima.

E. 2.80 Ezercicio importante. Verifique que a definigdo acima corresponde de fato a uma relagdo de equivaléncia. *

Denotemos por (G/H); a cole¢iio das classes de equivaléncia de G pela relagio ~#7. O conjunto (G/H); é denominado
coset a esquerda de G por H, ou left coset de G por H.

Seja []; a aplicagdo G — (G/H); que associa a cada elemento de G a classe de equivaléncia a qual o elemento pertence.
A aplicagao [-]; é denominada aplicagio quociente a esquerda associada a H. Note-se que [-]; é sobrejetora mas, em geral,
ndo ¢ injetora pois, se g’ ~{7 g, entdo [¢']; = [g];. Com isso, os elementos de (G/H); poderio ser denotados por [g]; com
g € G, o que frequentemente faremos.

Podemos identificar [g]; com o conjunto gH = {gh, h € H} C G. De fato, ¢’ € gH se e somente se existe h € H tal

que g’ = gh e, portanto, se e somente se g’lg’ € H, ou seja, se e somente se g Nl” q.

Isso nos ensina que se e é o elemento neutro de G, entao [e]; = H. Assim, o subgrupo H ¢é, ele mesmo, uma classe de
equivaléncia pela relagio de equivaléncia ~{7 e, portanto, ¢ um elemento de (G/H);.

e Cosets a direita, ou “right cosets”

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Podemos definir em G uma relagio de equivaléncia, que denotaremos por ~
(o fndice “r” denotando “right”), dizendo que dois elementos x e y de G sdo equivalentes se xy~! € H. Representaremos
por & ~H y o fato de = e y serem equivalentes no sentido acima.

E. 2.81 Ezercicio importante. Verifique que a definigdo acima corresponde de fato a uma relagdo de equivaléncia. &

Denotemos por (G/H), a colecio das classes de equivaléncia de G pela relagio ~. O conjunto (G/H), é denominado
coset a direita de G por H, ou right coset de G por H.

Seja ], a aplicacado G — (G/H), que associa a cada elemento de G a classe de equivaléncia a qual o elemento
pertence. A aplicagao [-], ¢ denominada aplica¢do quociente a direita associada a H. Note-se que [-], ¢ sobrejetora mas,
em geral, nio é injetora pois, se ¢’ ~H g, entdo [¢'], = [g],. Com isso, os elementos de (G/H), poderdo ser denotados
por [g], com g € G, o que frequentemente faremos.

Podemos identificar [g], com o conjunto Hg = {hg, h € H} C G. De fato, ¢’ € Hg se e somente se existe h € H tal
que g’ = hg e, portanto, se e somente se g'g~! € H, ou scja, se e somente se g’ ~I g.

Isso nos ensina que se e é o elemento neutro de G, entio [e], = H. Assim, o subgrupo H &, ele mesmo, uma classe
de equivaléncia pela relagao de equivaléncia ~ e, portanto, é um elemento de (G/H),..

Doravante, denotaremos ~lH simplesmente por ~; e ~;'.’( por ~,., ficando o subgrupo H subentendido.

e Agao a esquerda de G sobre (G/H),

E sempre possivel definir uma agao a esquerda de G sobre o coset a esquerda (G/H);, a qual age transitivamente em
(G/H); (vide definicao & pagina 149). Isso faz de (G/H); um espago homogéneo de G (vide defini¢ao & pagina 149).
Seja G um grupo, H um subgrupo de G e seja o coset a esquerda (G/H);, definido acima. Defina

a: Gx(G/H) — (G/H), talque Gx(G/H) > (g, [fl) — ay([fli) = [9fl € (G/H);.
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Entdo, a define uma agio @ esquerda de G sobre (G/H),;. De fato, tem-se que

1. Para cada g € G, oy : (G/H); — (G/H); é bijetora, pois se existem f1, fo € G tais que [gf1]; = [gf2]i, entdo
gfi ~1 gf2, ou scja, (gf1)"(gfa) € H, ou seja, (f1)~'fa € H. Isso estabelece que fi ~; f2, ou scja, que
[f1li = [f2]i, provando que a4 : (G/H); — (G/H); é injetora. Note-se que ay : (G/H); — (G/H); é sobrejetora,
pois ag([g7 f1:) = [f]: e variando f em G, [f]; varre todo (G/H);.

2. Para a identidade e € G, ac([fli) = [ef]: = [f]: para todo f € G, provando que a. : (G/H), — (G/H), é a
aplicagao identidade.

3. Para todos g, h € G vale oy (ah([f]l)) = ay([hf]r) = [ghfl: = agn([f];) para qualquer f € G.
Isso provou que « : G x (G/H); — (G/H); ¢ uma agdo & esquerda de G em (G/H);.

Nio é dificil ver que a agao o age transitivamente em (G/H);. De fato, se e é a unidade de G, entdo ag([e];) = [g]: e
variando g por todo G a imagem [g]; varre todo (G/H);.

e Acao a direita de G sobre (G/H),

E sempre possivel definir uma agao a direita de G sobre o coset a direita (G/H),, a qual age transitivamente em
(G/H), (vide defini¢ao & pagina 149). Isso faz de (G/H), um espago homogéneo de G (vide defini¢io & pagina 149).

Seja G um grupo, H um subgrupo de G e seja o coset a direita (G/H),, definido acima. Defina
B: Gx(G/H), — (G/H), talque G x(G/H), > (g, [flr) — By([flr) = [fglr € (G/H),.
Entao, 8 define uma agdo a direita de G sobre (G/H),. De fato, tem-se que
1. Para cada g € G, By : (G/H), — (G/H), ¢ bijetora, pois se existem fi, fo € G tais que [fig], = [f29]r,
entdao f1g ~, fag, ou seja, (flg)(fzg)’l € H, ou seja, fl(fz)’l € H. Isso estabelece que f1 ~, fa2, ou seja, que

[filr = [folr, provando que B, : (G/H), — (G/H), ¢ injetora. Note-se que 8, : (G/H), — (G/H), é sobrejetora,
pois B4 ([fg']+) = [f]» e variando f em G, [f], varre todo (G/H),.

2. Para a identidade ¢ € G, Bc([f]») = [fe]lr = [f]» para todo f € G, provando que f, : (G/H), — (G/H), é a
aplicagao identidade.

3. Para todos g, h € G vale 3, (Bh([f],)> = By([fhlr) = [fhglr = Brg([f]r) para qualquer f € G.

Isso provou que 3 : G x (G/H), — (G/H), ¢ uma agdo a direita de G em (G/H),.
Nao ¢ dificil ver que a agdo 3 age transitivamente em (G/H),. De fato, se e é a unidade de G, entdo ay([e],) = [g],
e variando g por todo G a imagem [g],. varre todo (G/H),.

Os cosets (G/H); e (G/H), podem ser identificados e transformados em grupos se uma certa hipétese for feita sobre
o subgrupo H e sua relagdo com G. Esse é nosso assunto na Secao 2.2.2.

2.2.1.1 O Teorema de Lagrange

A nogao de coset de um grupo por um subgrupo permite obter um elegante, interessante e itil resultado sobre grupos
finitos, conhecido como Teorema de Lagrange®, o qual estabelece uma relagio entre o niimero de elementos de um grupo
finito e de seus subgrupos. Esse teorema tem consequéncias tanto para a Teoria de Grupos quanto para a Teoria de
Ntmeros.

53 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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e Notacao e definigoes preliminares

Se G é um grupo finito, denotamos por |G| o nimero de elementos de G, também denominada a ordem de G. Se H é
um subgrupo de G denotamos por |(G/H);| (por |(G/H),|) o mimero de elementos do coset (G/H); (respectivamente,
do coset (G/H),).

Se A ¢ um subconjunto de um grupo G (ndo necessariamente finito), ¢ ¢ € G, denotamos por gA o conjunto
{ga, a € A} e por Ag o conjunto {ag, a € A}. O conjunto gA (respectivamente, Ag) ¢ dito ser o transladado a esquerda
(& direita) de A por g.

Seja G um grupo e sejam A e B dois subconjuntos nao vazios (niao necessariamente dois subgrupos) de G. Denotamos
por |B : A|; o menor conjunto de transladados a esquerda de A que cobrem B, ou seja, o menor n tal que B C
(914) U --- U (gnA) para algum conjunto {g1, ..., gn} de elementos distintos de G. Caso B nao possa ser coberto por
uma cole¢ao finita de transladados & esquerda de A dizemos que |B : A[; vale infinito.

De maneira andloga definimos |B : A, como o menor conjunto de transladados & direita de A que cobrem B.

Notemos que se B for finito ou compacto e A aberto, entao |B : A; e |B : A, sao finitos.

Comentdrio. As quantidades |B: A|; e |B : Al, definidas acima, sao relevantes na definigdo da chamada medida de Haar de grupos compactos
(ou finitos). Vide, e.g., [356].

e Resultados preparatérios

Para demonstrar o Teorema de Lagrange precisamos dos resultados que seguem.

Lema 2.4 Seja H wm subgrupo de um grupo G. Entdo, existe uma bije¢do entre os cosets (G/H), e (G/H),, dada por
®: (G/H)i — (G/H),, com ®([gh) = [g7}],. u]

r

Prova. Se g1 e g2 sdo elementos de G, entdo g; ~; g2 se e somente se g;lgl = h € H, o que é verdade se e somente se
_ _ 1 . - _
g7 'g2 = h~! € H e, portanto, se e somente se (97")(95") =h~! € H, que é verdade se e somente se g; ' ~, g5 "

Isso prova que ® : (G/H); — (G/H),, definida por ®([g];) := [g’lh, estd realmente definida nas classes (G/H); e é
injetora. Mas ® ¢ claramente sobrejetora, pois toda classe de (G/H), ¢ da forma [g’l}r para algum g € G. Portanto,
P ¢é bijetora. |

Lema 2.5 Seja H um subgrupo de um grupo G e seja (G/H); seu coset a esquerda. Entao, existe uma bije¢io entre H
e cada classe de equivaléncia que compoe (G/H),. Portanto, cada classe de equivaléncia que compée (G/H), possui a
mesma cardinalidade de H. As mesmas afirmagoes sio vdlidas para o coset a direita (G/H),. m]

Prova. Para algum a € G, seja [a]; C G sua classe de equivaléncia, que é um elemento de (G/H),;. Considere-se a fungao
L: H — [a]; dada por L(h) = ah. Em primeiro lugar, note-se que a imagem dessa funcio estd realmente em [a];, pois
a~'(ah) = h € H, 0 que mostra que a NlH ah e, portanto, que ah € [a];. Em segundo lugar, observe-se que L é injetora,
pois se hy, ho € H sdo tais que L(h1) = L(h2), entdao ahy = aha, o que claramente implica que hy = hy. Finalmente,
afirmamos que L é sobrejetora. De fato, se b € [a];, entdo a ~IT b, ou seja, existe h € H tal que a~'b = h. Portanto,
b= ah = L(h), mostrando que a imagem de L é todo [a];. Assim, L : H — [a]; é bijetora, o que significa que H e [a]; tém
a mesma cardinalidade. Como a € G foi escolhido arbitrario, segue que cada elemento de (G/H); tem a cardinalidade
de H.

A prova para o coset & direita (G/H), é similar, considerando-se para tal a funcdo R : H — [a], definida por
R(h) = ha. ]

O resultado que segue ¢ valido para grupos finitos, mas pode ser expresso como igualdades entre cardinalidades no
caso de grupos nao finitos.

Lema 2.6 Seja G wm grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo, |G : H| = ‘(G/H)l‘ e|G: H|, = ‘(G/H),.‘.

Consequentemente,
G:H| = |(G/H)| = |(G/H),| =G : H], ,
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pelo Lemma 2.4, pdgina 160. (]
Prova. Suponhamos que exista um conjunto {g1, ..., g} de n elementos distintos de G tais que (g1 H)U---U(g, H) = G.

Cada g, H coincide, como ja vimos, com a classe de equivaléncia [gi]; e, portanto, estamos assumindo que [g1];U- - -U[gn]; =
G. Evidentemente, podemos assumir que as classes sdo disjuntas e, assim, fica claro que o menor valor possivel de n ¢é
|(G/H)i|, provando que |G : H|; = |(G/H)i|. O argumento para as classes a direita ¢ similar. ]
Definicdo.  Para grupos finitos, a quantidade

|G:H| = |G:H| = |G:H|, = |(G/H)\| = |(G/H).|, (2.59)

¢é denominada o indice de H em G. ®

e O Teorema de Lagrange

Podemos agora enunciar e demonstrar o

Teorema 2.4 (Teorema de Lagrange) Seja G um grupo finito e seja H um subgrupo de G. Entao, |G| é divisivel
por |H|, ou seja, |G|/|H| € N. A razao |G|/|H| coincide com o indice de H em G, definida em (2.59), que é é o nimero
de elementos dos cosets (G/H); ou (G/H),. Assim, temos

|Gl = |G : H|[H],

onde |G : H

, 0 indice de H em G, é definido em (2.59). O

Prova do Teorema 2.4. O coset (G/H); é composto por uma colegao finita de classes de equivaléncia [g1]i,..., [gp]i,
disjuntas duas a duas, onde p = ‘(G/H)t ‘ Como sabemos, a uniao dessas classes é todo G e, pelo Lema 2.5, pagina 160,
todas tém |H| elementos. Logo, |G| = p|H|, ou seja, |G| = |(G/H);| |H|. O restante segue de (2.59). ]

Esse teorema é denominado em honra a Lagrange por ele té-lo demonstrado em uma situagao particular, em 1771,
estudando a acao do grupo de permutagdes sobre polinémios de varias varidveis. Generalizagdes posteriores foram obtidas
por Gauss®*, Cauchy® e Camille Jordan®S.

Pelo Teorema de Lagrange concluimos, por exemplo, que um grupo com 10 elementos nao pode possuir um subgrupo
com 3, 4, 6, 7, 8 ou 9 elementos. Segue também que um grupo cuja ordem é um nimero primo nao pode possuir
subgrupos nao triviais. Assim, por exemplo, os grupos Z,, com p primo, nao podem possuir subgrupos nao triviais.

E. 2.82 Ezercicio (fdcil). Sejam F, um grupo finito, G, um subgrupo de F' e H um subgrupo de G (e, portanto, também de F').
Mostre que
|F:H| = |F:G||G:H|. (2.60)

o+

O Teorema de Lagrange aproxima o estudo dos subgrupos de um grupo finito G do problema da decomposi¢ao da
ordem |G| desse grupo por seus fatores primos. Por exemplo, Teorema de Lagrange levanta a questao de saber quando
e se um grupo com n elementos pode possuir um subgrupo cuja ordem é a de um dado divisor de n. Exemplos mostram
que isso nem sempre é possivel, mas ha diversos resultados garantindo condi¢oes suficientes para tal, alguns dos mais
notéveis sendo devidos a Sylow®”. Vide, e.g., [435] ou [441].

54 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

55 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

56Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922).
57Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918).
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2.2.2 Subgrupos Normais e o Grupo Quociente

e Subgrupos normais

Seja G um grupo. Um subgrupo N de G é dito ser um subgrupo normal se gng~' € N para todo g € G e todon € N.
Se N é um subgrupo normal de G' denotamos esse fato escrevendo N <1 G. Observe que todo subgrupo de um grupo
Abeliano G é normal.

E. 2.83 Exzercicio importante. Sejam G e H dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. Seja ex a unidade de H.

I. Mostre que

Ran(p) = {(9)] g€ G} (2.61)
é um subgrupo de H.
II. Mostre que
Ker (¢) = {0 €G] wlg) = eH} (2.62)
é um subgrupo normal de G.
A afirmagéo Il, acima, possui uma reciproca. Vide Exercicio E. 2.85, pagina 164. *

Comentdrios. Note-se que Ran () é nada mais que a imagem (enquanto fungao) do homomorfismo ¢ : G — H. O simbolo Ran provém da
palavra inglesa “range” (“alcance”, em portugués) e é frequentemente empregado como sinénimo da imagem de uma funcio ou aplicagio. O
simbolo Ker provém do Aleméo “Kern” (“niicleo” ou “caro¢o”, em Portugués).

O Teorema 2.6, pagina 166, contém uma importante afirmagao sobre a imagem Ran (¢) e o niicleo Ker (¢) de um homomorfismo entre
dois grupos.

E. 2.84 Exercicio-ezemplo. Seja GL(n, C) o grupo das matrizes complexas n x n inversiveis e seja SL(n, C) o grupo das matrizes
complexas n X n inversiveis e de determinante 1. Mostre que SL(n, C) <t GL(n, C). Sugestdo: é elementar constatar diretamente
que ABA™! € SL(n, C) sempre que A € GL(n, C) e B € SL(n, C) mas, equivalentemente, o resultado pode ser também justificado
evocando-se o Exercicio E. 2.83, recordando para tal que o determinante é um homomorfismo de GL(n, C) no grupo (C \ {0}, -) dos
complexos ndo nulos com o produto definido pela multiplicagdo. "

e Grupos simples

Todo grupo G possui a0 menos dois subgrupos normais: o préprio grupo G e o subgrupo {e¢} formado apenas pelo
clemento neutro de G. Esses subgrupos sao denominados subgrupos triviais. Um grupo cujos subgrupos normais sejam
apenas os triviais é dito ser um grupo simples.

e Subgrupos normais gerados por um conjunto

O seguinte resultado sobre grupos normais é muito relevante.

Proposigao 2.5 Seja G um grupo e seja {NM Ae A} wma cole¢do nao vazia arbitrdria de subgrupos normais de G.
Entdo, (yep Na € um subgrupo normal de G. [m}

Prova. Sabemos pela Proposicao 2.2, pagina 125, que ()¢, Na é um subgrupo de G. Se n € [, Na, entdo n pertence
a cada subgrupo normal Ny com A € A. Logo, para todo g € G vale gng~! € N para cada cada subgrupo normal Ny e,
portanto, gng~' € Maea Na- Isso mostra que (¢, Na é um subgrupo normal de G, como desejiavamos estabelecer. W

A Proposigao 2.5 suscita a definicdo de grupo normal gerado por um conjunto:

Definicdo. Subgrupo normal gerado por um conjunto. Seja S um subconjunto nio vazio (ndo necessariamente
um subgrupo) de um grupo G. O conjunto S pertence ao menos a um subgrupo normal de G, a saber, o préprio G.
Denotamos por N[S] a intersec¢ao de todos os subgrupos normais de G' que contém S. Pela Proposicao 2.5, pigina
162, N[S] ¢ um subgrupo normal de G, e é dito ser o subgrupo normal de G gerado por S. Podemos assim dizer que o
subgrupo N[S] ¢ o “menor” subgrupo normal de G que contém S. L)
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Podemos identificar explicitamente os elementos de N[S].
Proposigao 2.6 Seja S um subconjunto nao vazio (nao necessariamente um subgrupo) de um grupo G. Entao,
NI[S] = {gsgil, geG, seS}, (2.63)

com N[S| sendo o subgrupo normal de G gerado por S. [m}

Prova. Denotemos por S(G) o conjunto definido no lado direito de (2.63). E evidente que S C S(G) (tome-se g = eg,
o elemento neutro de G). E igualmente elementar ver que S(G) ¢ um subgrupo normal de G: para todo h € G e todo
gsg~t € S(G) (com g € G e 5 € S), tem-se h(gsg’l)h’l = (hg)s(hg)i1 € S(G). Assim, S(G) é um subgrupo normal
de G que contém S e, portanto, N[S] C S(G), pois N[S] ¢ a intersecgao de todos os subgrupos normais de G que contém

S.

Por outro lado, S(G) C N[S], pois todo elemento de S(G) é da forma gsg~! com g € G e s € S C N[S]. Como N[S]
é normal, segue que gsg~' € N[S]. Portanto, N[S] = S(G), como desejdvamos provar. | ]

O conjunto S(G) = N[S] é também denominado fecho normal de S ou subgrupo normal gerado por S.

e Cosets por subgrupos normais

Chegamos agora & razao de ser da nogao de subgrupo normal. A seguinte proposi¢ao é fundamental.

Proposigao 2.7 Seja G um grupo e seja N um subgrupo de G. Entao, uma condi¢ao necessdria e suficiente para que
possamos identificar (G/N); com (G/N)., ou seja, para que tenhamos [g); = [g]» para todo g € G, é que N Q4 G, ou seja,
que N seja um subgrupo normal de G. [m}

Prova. Por defini¢io, g’ € [g]; se e somente existe n € N tal que g~'¢g’ = n, o que é verdade se e somente se g'g~! = gng=".
Mas ¢’ € [g], se e somente se ¢'g~! € N. Assim [g]; = [g], para todo g € G se e somente se gng~' € N para todo g € G

en € N, o que é verdade se somente se N é um subgrupo normal de G. |

Com isso, caso N < G, definimos [g] = [g]n := [g]i = [g]» para todo g € G e definimos o coset de G por N por
G/N = (G/N), = (G/N),, ouseja, G/N = {[g], g € G}.

Adverténcia. O leitor deve ser advertido aqui que, infelizmente, é comum na literatura denotar o coset a esquerda
(G/H); por G/H, mesmo quando H nio ¢ normal (vide, por exemplo, [441] ou [204], entre outros). Evitaremos fazé-lo,
pois isso pode levar a uma confusao de conceitos.

e Acoes a direita e a esquerda sobre o coset por um subgrupo normal

Se H é um subgrupo qualquer de G, definimos paginas acima uma agao transitiva a esquerda o : G x (G/H); —
(G/H); e uma agao transitiva a direita 3 : G x (G/H), — (G/H),. Fica claro pela Proposicao 2.7 que se N < G,
podemos definir tanto

a: Gx(G/N) = G/N talque Gx(G/N) > (g, [f]) — a4([f]) = lgf] € G/N
como uma agao a esquerda de G sobre G/N quanto
B: Gx(G/N) = G/N talque G x(G/N) 3 (g, [f]) — By([f]) = [fg] € G/N

como uma agao a direita de G sobre G/N. Ambas as a¢oes agem transitivamente.

e O grupo quociente de G por N

Subgrupos normais sao importantes, pois com eles podemos fazer da cole¢io de classes de equivaléncia G/N um
grupo, denominado grupo quociente de G por N. A construgao é a seguinte.
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Seja N <1 G. Podemos fazer de G/N um grupo definindo o produto como [g]n[h]n = [gh]n. E muito facil ver que,
se esta expressao estd bem definida, ela de fato representa um produto associativo na colegio de classes de equivaléncia
G/N. O elemento neutro seria a classe [e]x, onde e ¢ a identidade de G. Por fim, [g]5" = [¢~}]n. O ponto ndo-trivial é
mostrar que a defini¢io de produto como [g]n[h]n = [gh|n faz sentido, ou seja, é independente dos elementos tomados
nas classes de g e h. Para isso precisaremos que N seja normal.

O que temos de fazer é mostrar que se ¢ ~n g e b’ ~y h, entdao ¢g'h’ ~n gh, ou seja, precisamos mostrar que se
g'g7' € Neh™' € N, entido g’'h’(gh)~" € N. Mas, de fato, tem-se que

gH(gh) ™ = gWhg Tt = (gg7) (a(Wh gt -

Agora, por hipétese, h’/h~t € N. Dai, como N é normal (¢ aqui que essa hipétese entra pela primeira vez), g(h’h~1)g~! €
N. Como, também pela hipétese, g’g~' € N e N é um subgrupo, concluimos que g'h'(gh)~! € N, ou seja, g'h’ ~n gh.
Assim [g]n[h]n = [gh]n estd bem definido e faz das classes G/N um grupo. Esse grupo ¢ denominado de grupo quociente
de G por N.

A nogao de grupo quociente é muito importante na teoria de grupos e iremos explorar algumas das aplica¢oes nestas
Notas. Adiante usaremo-la para construir a nog¢ao de produto tensorial e soma direta de vdrios objetos, tais como
grupos, algebras etc. A nocao de grupo quociente é importante por permitir estudar a relagdo de certos grupos entre
si. Mais adiante (vide Segao 21.4.5, pagina 1149) mostraremos, por exemplo, que o grupo SO(3) é isomorfo ao grupo
SU(2)/{1, —1}, um resultado de direto interesse fisico na Mecanica Quantica. A nogio de grupo quociente ¢ também
muito importante em problemas combinatérios envolvendo grupos, mas nao falaremos disso aqui. Para uma discussao
mais ampla, vide [435], [441] ou [357].

E. 2.85 Ezerm’cia Seja G um grupo e seja N <1 G. Mostre que ¢ : G — G/N dada por ¢(g) = [g]n é um homomorfismo e que

Ker (¢) = N. Isso estabelece uma reciproca a afirmacdo Il do Exercicio E. 2.83, pagina 162: todo subgrupo normal de um grupo G é o
niicleo de algum homomorfismo de G. *

e Agoes de um grupo e subgrupos normais

Vimos no Exercicio E. 2.83, pagina 162, que subgrupos normais surgem quando consideramos homomorfismos entre
grupos. Subgrupos normais também aparecem naturalmente quando consideramos agoes (& esquerda ou a direita) de um
grupo em um conjunto.

Seja G um grupo (cujo elemento neutro é eg), seja M um conjunto nao vazio e seja v : G x M — M uma agao (a
esquerda ou & direita) de G em M. Considere-se o subconjunto N de G definido por

N = {n € G| v (m) = m para todo m € 1\1} . (2.64)

Note-se que N nunca é vazio, pois sempre vale e € N e note que N = {eg} se e somente se v ¢ uma acao efetiva, ou
fiel (para as defini¢des, vide pagina 149).

Afirmamos que N é um subgrupo normal de G. Isso é verdade tanto no caso em que vy é uma acao a esquerda quanto
a direita. Para sermos objetivos, trataremos do caso de agdes a esquerda e o leitor percebera que, mutatis mutandis,
tudo o que faremos tem seu andlogo para acoes & direita.

De fato, N é um subgrupo pelas seguintes razoes: 1. eq € N; 2. se ny, ng € N, entao Yn,n, (M) = Yn, (%,z(m)) =
Yy (m) = m para todo m € M, estabelecendo que ning € N; 3. se n € N, entdo, para todo m € M vale v,-1(m) =
Yp-1 ('yn(m)) = Yu-1p(M) = Yee (M) = m, 0 que prova que n=! € N.

Que N < G segue do fato que, para todo m € M, todo g € G e todo n € N, vale yg,,4-1(m) = 74 ('yn Yg-1(m)) )
Vg (Yg-1(m)) = 7gg-1(m) = Yei (M) = m, provando que gng= € N. Na segunda igualdade usamos que vy, (v,-1(m)) =
Yg-1(m), pois n € N.

O exercicio que segue mostra como podemos obter a partir de v uma acao efetiva, ou fiel, tomando o quociente de G
por N:

E. 2.86 Ezercicio. Como antes, seja M um conjunto ndo vazio, seja G um grupo, seja v : G x M — M uma acdo (3 esquerda
ou a direita) de G sobre M e seja N o subgrupo normal de G definido em (2.64). Considere o grupo quociente G/N e defina
I':(G/N)x M — M por

Ty (m) = 75(m),
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para todos g € Gem € M.

1. Mostre que I', dada acima, faz sentido como funcio definida nas classes que compdem G/N, ou seja, mostre que se g ~n ¢,
entdo, de fato, I'y)(m) = I'y1(m) para todo m € M, pois valerd v4(m) = v, (m), também para todo m € M.

II. Mostre que I : (G/N) x M — M é uma acdo (a esquerda ou a direita, dependendo de y o ser) de G/N em M.

III. Mostre que I' : (G/N) x M — M é uma ag3o efetiva, ou seja, fiel, de G/N em M, ou seja, mostre que se valer ';yy(m) = m
para todo m, entdo [g] = [ec] = N, o elemento neutro de G/N.

2.2.2.1 Alguns Teoremas Sobre Isomorfismos e Homomorfismos de Grupos

Vamos agora apresentar alguns resultados fundamentais sobre homomorfismos de grupos. Historicamente esses resulta-
dos originam-se dos trabalhos de Noether®® e van der Waerden®. Talvez a maior importancia prética dos resultados
que obteremos ¢é a de permitir estabelecer que certos grupos sao isomorfos, mas esses resultados tém diversas outras
consequéncias estruturais que exploraremos posteriormente.

Se G e G’ sao dois grupos (com elementos neutros eg e eqr, respectivamente) e ¢ : G — G’ é um homomorfismo,
vimos no Exercicio E. 2.83, pdgina 162, que Ran (¢) (definido em (2.61)) é um subgrupo de G’ e que Ker () (deﬁmdo
m (2.62)) é um subgrupo normal de G.

O teorema que segue ¢ fundamental para todos os resultados que obteremos sobre homomorfismos e isomorfismos de
grupos na presente Secao.

Teorema 2.5 (Teorema Fundamental de Homomorfismos) Sejam dois grupos G e G' e wm homomorfismo ¢ :
G — G'. Seja N um subgrupo normal de G com N C Ker(¢). Como usual, denotemos por [g|n a classe do grupo

quociente G/N que contém g € G. Entao, a aplicagio ¥ : G/N — G’, definida por \IJ([g]N) = ¢(g) para cada g € G, €
um homomorfismo de G/N em G'.

Fora isso, VU serd um epimorfismo (um homomorfismo sobrejetor) se e somente se o o for e U serd um monomorfismo
(um homomorfismo injetor) se e somente se Ker () = N. o

Prova. Definimos ¥ : G/N — G’ por ¥([g]n) := ¢(g). Primeiramente, provemos que essa expressao estd bem definida
nas classes G/N. Se g4, g» € G sdo tais que g, ~n g, entdo existe n € N tal que g tg, = n. Logo, p(gp) = ¢(gan) =
©(ga)p(n) = ¢(ga)ecr = ¢(ga), provando que ¥ ([g] ) ndo depende do particular representante tomado em [g]y. Acima,
usamos o fato que p(n) = eqr, pois supomos que N C Ker (p).

Vamos agora provar que ¥ é um homomorfismo. Sejam g¢;, g2 € G. Temos que \Il([gl]N[gg]N) = \Il([glgz]w) =
(g192) = p(g91)¢(g2) = ¥ ([1]n) ¥ ([92])-

Temos que g’ € G’ estd na imagem de ¥ se e somente se existir g € G tal que ¢’ = ¢(g). Logo, ¥ é um epimorfismo
(um homomorfismo sobrejetor) se e somente se ¢ o for. Resta-nos provar que ¥ é um monomorfismo (um homomorfismo
injetor) se e somente se Ker (¢) = N.

Sejam g1, g2 € G. Temos que \Il([ql]y) = ([gz]A) se e somente se p(g1) = ¢(g2) e, portanto, se e somente se
(g1 g2) = ecr, ou seja, ae e somente se g; 'g2 € Ker (). Assim, se N = Ker () teremos que a igualdade U([g1]w) =

W ([g2]n) implica que gy lgs € N, ou seja, [g1]n = [g2]n €, portanto, ¥ é injetor. Por outro lado, se ¥ for injetor, o
raciocinio acima diz-nos que sempre que tivermos g; 'go € Ker () devemos ter também [g1]x = [g1]n, ou seja, devemos
ter g1 ~~ g2. Em outras palavras, g{lgg € Ker (p) implica que g{lyz € N. Portanto, se tomarmos, em particular,
g1 = eg e g2 € Ker(p), devemos ter go € N. Assim, estabeleceu-se que Ker () C N, implicando que Ker (¢) = N.
Logo, ¥ serd um monomorfismo (um homomorfismo injetivo) se e somente se Ker (¢) = N.

No restante desta se¢ao vamos obter as consequéncias mais relevantes do Teorema 2.5.

58 Amalie Emmy Noether (1882-1935).
59Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996).
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e O Primeiro Teorema de Isomorfismos

Sejam G e H dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. Ja sabemos (Exercicio E. 2.83, pdgina 162) que Ker (¢) é
um subgrupo normal de G e Ran (¢) ¢ um subgrupo de H. Se tomarmos N = Ker (¢) e G’ = Ran (¢) no Teorema 2.5,
obtemos o seguinte corolario importante:

Teorema 2.6 (Primeiro Teorema de Isomorfismos) Sejam G e H dois grupos e ¢ : G — H wm homomorfismo.
Entdo, G/Ker () e Ran (p) sio grupos isomorfos: G/Ker () ~ Ran (), com o isomorfismo sendo dado por ¥ ([glker (¢)) =
»(9), 9€G. m]

Prova. Sabemos que Ker (¢)<G ¢ que Ran () ¢ um subgrupo de H. Obviamente, ¢ é sobrejetor em Ran (¢). Adotando-se
N = Ker () e G’ = Ran () no Teorema 2.5, obtemos a afirmagao que ¥ : G/Ker (¢) — Ran (¢) dado por ¥ ([g]ker () =
©(9), g € G, é a0 mesmo tempo um epimorfismo e um monomorfismo, ou seja, é um isomorfismo. |

Na Proposicao 21.17, pagina 1152, usaremos o Teorema 2.6 para demonstrar que os grupos SU(2)/{1, —1} e SO(3)
sao isomorfos. Os exercicios que seguem exibem algumas aplicagdes mais simples do Teorema 2.6.

E. 2.87 Euzercicio. Seja Z o grupo dos nimeros inteiros com a operagdo usual de soma. Seja n € IN com n > 2, fixo. Denotamos
por nZ o conjunto de todos os miiltiplos inteiros de n: nZ := {nk| ke Z} C Z. (a) Mostre que nZ é um subgrupo de Z.
Como Z é Abeliano, segue que nZ é um subgrupo normal de Z. Como nZ é um subgrupo normal de Z, podemos construir o grupo
quociente Z/(nZ). (b) Mostre que Z/(nZ) é isomorfo ao grupo Z, definido a Secdo 2.1.3.2, pagina 121. (c) Mostre que a aplicagdo
¢+ Z — U(1) dada por p(m) = exp (2Z2) é um homomorfismo entre os grupos Z e U(1). Mostre que Ker (p) = nZ e que

n

Ran (¢) = {exp (Zm), m=0, ..., n—l}. Conclua do Teorema 2.6 que Z, ~ Z/(nZ) ~ {exp(z"“”) ,m=0, ..., n— 1}A E

n

E. 2.88 Ezercicio. Seja GL(n, C) o grupo das matrizes complexas n x n inversiveis (i.e., de determinante ndo nulo). Seja
SL(n, C) C GL(n, C) o subgrupo das matrizes complexas n x n de determinante igual a 1. Seja C\ {0} o grupo multiplicativo dos
complexos (sem o elemento zero).

Mostre que a aplicacdo ¢ : GL(n, C) — C\ {0} dada por GL(n, C) 3> A + det(A) € C\ {0} é um homomorfismo. Sugestdo:
lembrar que det(AB) = det(A) det(B). Mostre que Ker (¢) = SL(n, C) (o que, en passant, informa-nos que SL(n, C) é um subgrupo
normal de GL(n, C). Vide Exercicio E. 2.84, pigina 162) e mostre que Ran (p) = C\ {0}. Conclua do Teorema 2.6 que

GL(n, C)/SL(n, C) ~ C\{0}.

E. 2.89 Ezercicio. Prove analogamente que
O(n)/SO(n) =~ {-1,1} ~ Z,  eque  U(n)/SU(n) =~ U(1)
para todo n € IN. *
Na Secao 21.4.5, pagina 1149, estabeleceremos a importante relagao (Proposigao 21.17, pagina 1152):
SO@) ~ SU@)/{-1. 1},
de grande significado na Mecénica Quéntica (para a descrigao de rotagdes em estados de particulas com spin 1/2).
Nas Se¢oes 47.1, pagina 2721, e 47.A, pagina 2729, estabelecemos que o grupo de Lorentz préprio ortécrono fl eo

grupo quociente SL(2, C)/{—1, 1} sdo também isomorfos. Esse fato ¢ igualmente de grande significado para a Mecanica
Quantica Relativista.

e O Segundo Teorema de Isomorfismos

O resultado que segue é um corolario do Teorema 2.6, pagina 166.

Teorema 2.7 (Segundo Teorema de Isomorfismos) Sejam G um grupo, S wm subgrupo de G e N um subgrupo
normal de G. Entao, valem as sequintes afirmagoes:

1. SN :={sn, s €S, n € N} é um subgrupo de G ¢ N é um subgrupo normal de SN .
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2. SN N € um subgrupo normal de S.
3. (SN)/N e S/(SNN) sdo isomorfos. m]

Prova. Note-se primeiramente que, como S e N sio subgrupos de G, ambos contém o elemento neutro. Segue trivialmente
desse fato que SN D SUN e, em particular, que N C SN. Pela Proposicao 2.2, pagina 125, sabemos que S NN é um
subgrupo de G e, portanto, ¢ também um subgrupo de S e de N.

Se s1, so € S eny, ny € N, temos que sy1niSang = (3152)(s;ln152)n24 Agora, s;lnlsz € N, pois N é um subgrupo
normal de G (e S C G). Logo, sinisans = sgng, onde s3 = 152 € S e ng = (sglnzsg)nz € N. Assim, o produto de
dois elementos de SN é um elemento de SN. Consideremos agora a operagao de inversao. Se s € S e n € N, entao
(sn)™t = n7ls7l = s’l(sn’ls’l). Agora, sn~'s™! € N pela razdo j& mencionada. Isso estabeleceu que SN é um
subgrupo de G, provando o item 1.

E claro que SN N é um subgrupo de S e de N. Seja h € SN N e seja s € S. Temos que shs™* € N, pois h € N e
N <1 G. Ao mesmo tempo, shs™! € S, pois h € S. Logo, shs™! € SN N, provando que SN N é um subgrupo normal de
S, estabelecendo o item 2.

Como N <G, tem-se também que N << SN, ji que SN é um subgrupo de G. Assim, o quociente SN/N estd definido.
Analogamente, o quociente S/(SNN) estd definido, pois (SN N) < S. Provemos que esses dois quocientes sao isomorfos.

Os elementos de SN/N sao classes do tipo [sn]y, com s € S e n € N. Os elementos de S/(SNN) sao classes do tipo
[s]snn, com s € S.

Considere-se a aplicagio ¢ : SN — S/(SNN) dada por ¢(sn) := [s]snn. Primeiramente, notemos que essa expressao
estd bem definida, pois se s, s’ € S e n, n' € N so tais que sn = s'n/, entdao s’ = sn’, onde n” = n(n')~!. Agora, por
um lado temos s~'s’ = n” € N e por outro lado temos s~'s’ € S, j& que s e s’ sido elementos de S. Isso provou que

s ~gnn s e, portanto, que [s]sny = [s']snn-

Vamos agora provar que ¢ : SN — S/(S N N) é um homomorfismo. Isso é simples, pois

©(s1n150m2) = ¢(8152(s;1n182n2)) = [s182)snn = [s1)snn[s2lsny = @ (s1m1)@(sans) .
EN

Temos que Ran () = {[s]snn, s € S} = S/(SNN).

Por fim, observemos que Ker (¢) = {sn\s €S, neN e [slsny = [ec]gm\/} Isso significa que sn € Ker (p) se e
somente se s ~snN €, OU seja, se e somente se seg € SNN. Ora, isso é valido se e somente se s € SNN. Logo, sn € N
e, portanto, Ker (¢) = N.

Evocando-se agora o Teorema 2.6, pagina 166, temos que (SN)/Ker (¢) ~ Ran (¢), ou seja, (SN)/N ~ S/(SNN).
completando a prova. |

e O Terceiro Teorema de Isomorfismos

O resultado que segue é mais um corolario do Teorema 2.6, pdgina 166.
Teorema 2.8 (Terceiro Teorema de Isomorfismos) Seja G um grupo e sejam Ny e N2 dois subgrupos normais de
G tais que Ny C Na. Entao, N1 < Ny e valem

1. (N2/Ny) < (G/Ny).

2. (G/N1)/(N3/Nq) € isomorfo a G/Ns. m]

Prova. Que Ny < N é evidente, pois N1 <G ¢ N2 é um subgrupo de G.

Temos G/N; = {[g]1v,~ g€ G} e Ny/N; = {[ng]N,, ng € NQ}. E claro que N3 /Ny é um subgrupo de G/N;. Agora,
[glm [n2)n 9]y = [gnzgfl]w,' Mas gnag™' € Na, ja que No << G. Logo, [g]n,[n2]n, (9]} € N2/Ni, provando que
(N2/N1) < (G/Ny) e provando o item 1.
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Pelo item 1, o quociente (G/N1)/(N2/Ni) estéd bem definido. Seja ¢ : G/Ni — G/N; definido por ¢([g]n,) := [g]n,-

Primeiramente, notemos que ¢ estd bem definida pois, se ¢’ ~n, g, entdo g~'¢g’ € N;. Logo, g~'g’ € Na, pois
N1 C Ny, implicando que [¢']n, = [g]n,. Vamos provar que ¢ é um homomorfismo. Temos que

e(lnlmleln) = e(gigln) = [ngly, = [gilnlgly, = e(lo]n)e((9n,) -

Temos ainda que Ran(¢) = {[!]]1\'2, g € G} = G/N,. Além disso, Ker(¢) = {[Q]N.\ gln, = [eg]Nz}. Agora,
lg]n, = [ec]n, se e somente se geg € Na, ou seja, se e somente se g € Na. Logo, Ker (¢) = {[nz],\«,| ny € Nz} = N/N;.

Evocando-se agora o Teorema 2.6, pagina 166, temos que (G/N7)/Ker (¢) ~ Ran (y), ou seja, (G/N1)/(N2/N1) ~
G /N3, completando a prova. |

2.2.2.2 O Centro de um Grupo. Centralizadores e Normalizadores

e O centro de um grupo

Seja G um grupo. O conjunto dos elementos de G' que tém a propriedade de comutarem com todos os elementos de
G 6 denominado o centro do grupo G e é frequentemente denotado por Z(G). Em sfmbolos®:

Z(G) = {h € G| hg = gh para todo g € G} .

Note que Z(G) nunca é um conjunto vazio, pois o elemento neutro de G sempre pertence a Z(G). Em alguns grupos,
porém, esse pode ser o tinico elemento de Z(G). Esse é o caso, por exemplo, do grupo de permutacoes de n elementos
(por qué?).

E. 2.90 Ezercicio. Mostre que Z(G) é sempre um subgrupo Abeliano de G. E igualmente elementar constatar que se G é Abeliano
se e somente se Z(G) =G. "

Comentdrio relevante. Facamos alguns comentdrios para evitar-se confusdes frequentes. Se um grupo G2 é subgrupo de um grupo G, entao
é certo que os elementos de Z(G1) comutam com todos os elementos de G2. Mas isso ndo implica que Z(G1) contenha Z(Gz2), pois pode
haver elementos em Z(G2) que nao comutam com certos elementos de G1. Lembrar que Z(G2) é composto por elementos de G2 apenas, e
nao contém elementos de G1 \ Ga.

O fato de um grupo G2 ser subgrupo de um grupo G nao necessariamente implica que Z(G2) seja subgrupo de Z(G1), ou vice-versa. Ha
exemplos nos dois sentidos: tem-se Z(0(2)) = {12, —12} C SO(2) = Z(SO(2)) mas, por outro lado, Z(SO(n)) C Z(O(n)) para todo n > 2.
De fato, Z(O(n)) = {1,, —1n} para todo n > 2, enquanto que Z(SO(n)) = {1, —1,} caso n > 2 seja par, e Z(SO(n)) = {1} para n > 2
ifmpar. Vide Secao 2.2.2.3, pagina 169, em particular, vide a Proposigao 2.12, pagina 171. &

e Grupos projetivos

E elementar constatar que para qualquer grupo G, seu centro Z(G) é um subgrupo normal de G. O grupo quociente
P(G) := G/Z(G) é denominado grupo projetivo associado a G. Exemplos desses grupos dentre grupos matriciais serdo
estudados na Segao 21.3.1.1, pagina 1093.

e Centralizadores e normalizadores

Seja G um grupo e F um subconjunto (nao necessariamente um subgrupo) nao vazio de G. O chamado centralizador
de F em G, denotado por C(F, G) (ou simplesmente por C(F), quando G for subentendido), é o conjunto de todos os
elementos de G que comutam com todos os elementos de F':

C(F, G) = {g € G| gf = fg para todo f € F} .
Seja G um grupo e F' um subconjunto (nao necessariamente um subgrupo) nao vazio de G. Dado um elemento h € G,

denotamos por hFFh™! o conjunto de todos os elementos de G que sejam da forma hfh~! para algum f € F, ou seja,
hFh=':={hfh~!, feF}.

600 emprego da letra Z provavelmente deriva da palavra alema “Zentrum”.
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O chamado normalizador de F em G, denotado por N(F, G) (ou simplesmente por N(F'), quando G for subentendido),
é o conjunto de todos os elementos g € G tais que gFg~! = F:

N(F, G) = {g € G| gFg " = F} .

E. 2.91 Ezercicio. Com as definicdes acima, com G sendo um grupo e F' C G, F sendo n3o vazio:
. Constate que C(F, G) C N(F, G) e que Z(G) = C(G, G).

. Mostre que C(F, G) e N(F, G) sio subgrupos de G e que C(F, G) < N(F, G).

. Mostre que se F' for um subgrupo de G, entdo F < N(F, G).

AW N =

. Mostre que se F' e H forem subgrupos de G e F' <1 H, entdo H C N(F, G) e, portanto, N(F, G) é o maior subgrupo de G em
relagdo ao qual F' é normal.

2.2.2.3 O Centro de Alguns Grupos de Interesse

Vamos na corrente se¢do determinar o centro de alguns grupos de interesse. Faremos uso de defini¢des e resultados do
Capitulo 21, pagina 1083, e utilizaremos preferencialmente recursos elementares de Algebra Linear, ainda que alguns dos
resultados possam ser provados como consequéncia de teoremas mais profundos da Algebra de Operadores.

Um resultado basico que empregaremos é o seguinte:

Proposigao 2.8 Seja A € Mat (C, n) (ou A € Mat (R, n)) wma matriz que comuta com todas as matrizes de Mat (C, n)
(de Mat (R, n)). Entdo, A= M\, com X\ € C (ou A € R). Aqui, 1, é a matriz identidade n X n. o

Prova. Tomemos o caso de matrizes complexas pois o caso real é tratado analogamente. Se A comuta com todas os

elementos de Mat (C, n), entdo, em particular, comuta com as matrizes unitais E* ?, com a, b € {1, ..., n}, definidas

da seguinte forma: E%° ¢ a matriz cujo elemento 5 é nulo a menos que i = a e que j = b, em cujo caso (E*?);; = 1.
Em simbolos,

aby  _ s .

(B, = Giabjp - (2.65)

Pela regra de produto de matrizes, temos para os elementos de matriz de AE*® e de E*YA,

n n
(AESY) = > Ag(B™Y)y = Y Aidradip = Aiad , (2.66)
k=1 k=1
n n
(EvbA); = Z(E“'b)ik-Akj = Z5zzL5kbAkj = Apjdia - (2.67)
k=1 k=1
Assim, a condigio AE®? = E**A implica que para todos a, b, 4, j € {1, ..., n} vale

Aiadjp = Apjliq -

Tomando-se j = b, concluimos A;, = Apdiq. Para i = a isso diz que A,, = A, €, como a e b sdo arbitrarios,
concluimos dessa igualdade que Ay, = A, constante independente de b. Dai, A;, = Adjq, 0 que significa que A =A1. W

e O centro de GL(n, C) e de GL(n, R)

Como exercicio vamos determinar o centro de GL(n, C). Se A € Z(GL(n, C)), entdo AB = BA para toda
B € GL(n, C). Tomemos, em particular, uma matriz B da forma B =1+ E*? com a, b € {1, ..., n}, onde E*" sdo
as matrizes unitais definidas em (2.65).
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Antes de prosseguir, convenga-se que 1+ E** € GL(n, C), notando que det(1 4+ E* ) # 0. Mais especificamente,
notando que det(1 + E*?) = 2, caso a = b e det(1 + E“*) = 1, caso a # b.

Agora, como supostamente AB = BA, segue que AE“® = E*YA para todos a, b € {1, ..., n}. Pela Proposicio
2.8, pagina 169, isso implica que A é um multiplo da matriz identidade.

Afora isso, é evidente que toda matriz que seja um miultiplo ndo nulo da matriz identidade é um elemento de
GL(n, C) e comuta com todo elemento de GL(n, C). Para futura referéncia expressamos nossas conclusoes na forma de
uma proposi¢ao:

Proposigao 2.9 O centro do grupo GL(n, C), ou seja, Z(GL(n, C)), coincide com o conjunto de todas as matrizes da
forma A1, com A € C e X\ # 0, ou seja, é o conjunto das matrizes nao nulas que sao multiplos complexos da unidade.
Em simbolos,

Z(GL(n, €)) = {A]l, AEC, )\7&0} ~ (C\{0}, ),

onde (C\ {0}, ) € o grupo multiplicativo dos complexos nao nulos. m]

Para o caso de matrizes inversiveis reais, a mesma demonstragao de acima conduz ao seguinte resultado:

Proposigao 2.10 O centro do grupo GL(n, R), ou seja, Z(GL(n7 ]R)), coincide com o conjunto de todas as matrizes
da forma A1, com A € R e A # 0, ou seja, € o conjunto das matrizes nao nulas que sio maltiplos reais da unidade. Em
simbolos,

Z(GL(n, R)) = {A]l, NER, A £ o} ~ (R\ {0}, ),

onde (R\ {0}, ) € o grupo multiplicativo dos reais nio nulos. O

e O centro de SL(n, C) e de SL(n, R)

Os exercicios a seguir fornecem os centros de SL(n, C) e de SL(n, R).

E. 2.92 Ezercicio. Mostre que o centro de SL(n, C) é o conjunto de todas as matrizes da forma A1, com A € C satisfazendo
A" = 1. Mostre que esse grupo é isomorfo ao grupo Z,. Sugestdo: lembre-se que toda matriz de SL(n, C) é um miiltiplo de uma
matriz de GL(n, C) e use a Proposi¢do 2.9, pagina 170. &

E. 2.93 Ezercicio. Mostre que o centro de SL(n, R) é o conjunto de todas as matrizes da forma A1, com A € R satisfazendo
A" = 1. Esse grupo é {1} quando n é impar e {1, —1} quando n é par. (Lembre-se que SL(n, R) é formado apenas por matrizes
reais). Sugestdo: adapte a sugestdo do Exercicio E. 2.92. £l

e O centro dos grupos SO(n) e O(n)

Como antes, E%" € Mat (R, n), com a, b € {1, ..., n}, denota a matriz cujo elemento ij é nulo a menos que i = a
e que j = b, em cujo caso (E*?);; = 1. Em sfmbolos, (E%?);; = 6;a0jp-

Para obtermos o centro dos grupos SO(n) necessitamos da seguinte proposicao:

Proposigao 2.11 Seja A € Mat (R, n) wma matriz que comuta com todas as matrizes antissimétricas n X n. Sen =2,
entao A € da forma A = aly + M, com a, B € R e onde M := (fl (1,) Paran > 2, A é um maltiplo da matriz
identidade, ou seja, € da forma A = al,, com a € R. [m}

Prova. Se A comuta com todas as matrizes antissimétricas n x n, entdo A comuta com todas as matrizes da forma

E» — E% com a, b€ {1, ..., n}. Segundo (2.66) ¢ (2.67), temos para os clementos de matriz
(A" = EP), Aiadjp — Aplja 5 (2.68)
(B0 —E"9A), = Aydia— Aajbin - (2.69)

ij
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Assim, temos para todos a, b, i, j € {1, ..., n} que
Aiadjp — Aivdja = Apjdia — Aajdiv - (2.70)
Fazendo i = a e j = b em (2.70), obtemos
Aaadpb = AabOba = Appdaa — AabOab
ou seja, Agq = Apy. Como a e b sdo arbitrarios, isso diz-nos que os elementos da diagonal de A sao todos iguais.
A relagao (2.70) também diz-nos que para i = j = a, temos
Agadab — Aabdaa = Apadaa — Aaadab

o que implica
Aap + Apa = 2A4a0ab -
Essa relagao nada traz se novo caso a = b, mas para a # b, ela diz-nos que
Aw = —Apa  (paraa #D).

Assim, os elementos fora da diagonal de A sdo antissimétricos.

Os resultados obtidos até agora dizem que A ¢ da forma A = od,, +J, onde J € Mat (R, n) ¢ antissimétrica e a € R.

H4 agora dois casos a considerar:

1. Caso n = 2. Nesse caso, todas as matrizes antissimétricas sdo da forma (Pl (1,) para algum § € R. Assim, toda

matriz A € Mat (R, 2) da forma A = aly +J com J antissimétrica comuta com toda matriz antissimétrica 2 x 2.

2. Caso n > 2. Fazendo em (2.70) a # b, j # a, j # b e i = a (essas condigbes simultaneas sdo impossiveis caso
n = 2, mas nao o sao caso n > 2), obtemos Ay; = 0. Como j # b, isso afirma que os elementos fora da diagonal de
A sao nulos, ou seja, J = 0.

Essas consideragoes completam a demonstragao. |
O coroldrio que segue é agora evidente e dispensa demonstragao:
Coroldrio 2.3 Se A € Mat (R, n), com n > 2, é uma matriz antissimétrica que comuta com todas as matrizes antis-
simétricas n X n, entdo A = 0. [m}
Chegamos agora ao ponto que nos interessa: o centro dos grupos SO(n) ¢ O(n), com n > 2, n € N:

Proposigao 2.12

S0(2) cason =2,
Z(SO(n)) = {1,, —1,} ~ Zy, cason>2en épar, (2.71)
{1.}, cason > 2 en € impar.
Além disso, para todo n > 2, n € N tem-se
Z(0(n)) = {In, —1,} ~ Z. (2.72)
Acima, 1,, € a matriz identidade n X n. [m]

Prova. Temos Z(SO(2)) = SO(2), pois SO(2) ¢ Abeliano. Tomemos n > 2. Se A € Z(SO(n)), entdo Ae*? = e*FA
para toda matriz antissimétrica B € Mat (R, n) e todo @ € R (para tal, vide, por exemplo, Proposi¢ao 21.23, pigina
1159). Derivando-se em rela¢ao a « e tomando-se o = 0, concluimos que AB = BA para toda matriz antissimétrica B €
Mat (R, n). Pela Proposicao 2.11, pagina 170, A = A1, com A € R. Como A € SO(n), seu determinante deve ser igual
a1, o que implica A = 1, caso n seja impar e A = £1, caso n seja par. Isso estabeleceu que Z(SO(n)) = {1y, —1,} ~2Z
se n > 2 for par e que Z(SO(n)) = {1,} para n > 2, impar.

Tomemos novamente n > 2. Como SO(n) C O(n), os elementos de Z(O(n)) sdo em primeiro lugar matrizes que
comutam com todos os elementos de SO(n). J4 sabemos que tais matrizes comutam com todas as matrizes reais
antissimétricas e, pela Proposigao 2.11, pagina 170, elas sao da forma als + 3 ( 9 (1,), a, f € R, cason = 2, ou da forma
al,, a € R, cason > 2.
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1. Caso n = 2. As matrizes als + 3 (,01 é) = (:’j Z) sdo ortogonais se e somente se o® + 2 = 1, ou seja, se e

somente se forem elementos de SO(2). As matrizes de O(2) que nio sio elementos de SO(2) sio da forma (§ °)) R,
com R € SO(2). Assim, se A € Z(0(2)), A deve ser um elemento de SO(2) que comuta com (§ % ). A condigdo é

A:(f‘ﬂﬁ) coma?+32=1e
(506 =62(%2).

o que implica 8 = 0. A condigdo a? + 4% = 1 implica, portanto, @ = %1 e conclufmos que Z(0(2)) é composto
apenas pelas matrizes +15.

2. Cason > 2. As matrizes da forma al,, a € R, sdo elementos de O(n) se e somente se o = 1, ou seja, se e somente
se a = £1. Concluimos que também nesse caso Z(O(n)) é composto apenas pelas matrizes +1,,. |

e O centro dos grupos SU(n) e U(n)

Para obtermos o centro dos grupos SU(n) necessitamos da seguinte proposigao:

Proposigao 2.13 Seja A € Mat (C, n) wma matriz que comuta com todas as matrizes autoadjuntas n x n. Entdo, A é
da forma A= A1, com X € C. [m}

Prova. Seja A € Mat (C, n) uma matriz que comuta com todas as matrizes autoadjuntas n x n. Isso implica que A
comuta com todos os elementos de Mat (C, n), pois se M € Mat (C, n), entdo podemos escrever M = %[(JW + ]\1*) +
z'((]\l — ]\I*)/l)] que é uma combinagao linear de duas matrizes autoadjuntas: M+ M* e (M — M*)/i. Assim, A comuta
com todos os elementos de Mat (C, n) e, pela Proposi¢ao 2.8, pigina 169, A é um multiplo da unidade. |

Proposigao 2.14 Para n € N tem-se Z(SU(n)) = {M,| A € C, com A" = 1} ~ Z, ¢ Z(U(n)) = {Mn| X €
C com [\ =1} ~ U(1). Aqui, 1, € a matriz identidade n x n. o

Prova. O caso n = 1 é trivial. Tomemos n > 2. Se A € Z(SU(n)), entdo Ae®® = 2B A para toda matriz autoadjunta
B € Mat (C, n) e todo o € R (para tal, vide, por exemplo, Proposi¢ao 21.21, pdgina 1156). Derivando-se em relagao a
« e tomando-se a = 0, concluimos que AB = BA para toda matriz autoadjunta B € Mat (C, n). Pela Proposi¢ao 2.13,
pagina 172, A = A\1,,, com A € R. Como A € SU(n), seu determinante deve ser igual a 1, o que implica A" = 1.

Como SU(n) C U(n), temos que os elementos de Z(U(n)) sdo, em primeiro lugar, elementos de Mat (C, n) que
comutam com todas as matrizes de SU(n). Vimos que tais matrizes devem comutar com todas as matrizes autoadjuntas
e, portanto, pelos nossos resultados anteriores, sao da forma A1, com A € C. Matrizes desse tipo obviamente comutam
com os elementos de U(n) e sdo elas mesmas unitdrias se e somente se |A| = 1. Concluimos que Z(U(n)) = {\,| X €
Ccom A =1} = U(1).

2.2.3 Grupos Gerados por Conjuntos. Grupos Gerados por Relagoes

e Suporte de uma fungao

Seja f : X — G uma func¢do de um conjunto nao vazio X em um grupo G. O suporte de f, denotado por supp (f), ¢
o conjunto de todos os pontos z € X tais que f(z) # e, onde e ¢ a unidade de G: supp (f) := {z € X| f(z) # ¢}. Uma
funcao f: X — G é dita ser de suporte finito se seu suporte for um conjunto finito.

e Grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto

Uma nogao importante que usaremos adiante é a de grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto X. Seja X
um conjunto nao vazio. Seja F(X) a colegao de todas as fungdes de suporte finito de X em Z. E ficil ver que F(X) tem
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naturalmente uma estrutura de grupo Abeliano, definindo, para f, f’ € F(X) o produto de f e f’ como sendo o elemento
ff = (f+f") de F(X) dado por

(f+ @) = f@)+ f'(@), (2.73)
para todo # € X. E claro que esse (f + f’) tem suporte finito. O elemento neutro e de F(X) ¢ claramente a fungio
identicamente nula e a inversa de cada f é — f. Pelo fato de F(X) ter essa estrutura natural de grupo F(X) é denominado
grupo Abeliano livremente gerado pelo conjunto X.

Para x € X vamos denotar por ¢, a funcao caracteristica de z:

. 1, sey==x,
0aly) = { 0, seyta. (2.74)

Claramente ¢, € F(X). Dado que cada f € F(X) tem suporte finito, pode-se escrevé-la da forma

N
F=> ands,, (2.75)
n=1
para valores de N € IN e dos a,’s dependentes de f, com {z1,...,zx} =supp (f) e com a; € Z parai=1,...,N.

Com um flagrante abuso de linguagem ¢é costume escrever (2.75) da forma

N
F=> ana, (2.76)

n=1

onde fica, por assim dizer, subentendido que aqui os x,,’s representam nao os elementos de X mas sim suas fungoes
caracteristicas (X pode ser um conjunto qualquer, de modo que operagoes como soma de elementos de X ou multiplicagao
de elementos de X por um inteiro podem nao serem sequer definidas).

E facil verificar que F(X') é um grupo Abeliano livre (dai seu nome), o que quer dizer que niao hd em F(X) nenhuma
relacio nao-trivial entre seus elementos, a nio ser aquela que lhe confere Abelianidade: ff’f~" f’71 =e.

e Relagoes e grupos gerados médulo relagoes

Vamos passar agora a uma constru¢ao muito importante, a de grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto
médulo relagoes. Vamos apresentar essa construgao de forma bem geral.

Seja J um conjunto (em principio arbitrério) de indices e seja, para cada j € J, um elemento de F(X) dado por

()
= Y e (2.77)
i=1

onde, para cada j € J, n(j) € N e, para todo j € J ei € {1,...,n(j)}, tem-se aj ; € Z e x; ; € X com x; ; # j i se
i # i'. Denotamos R := {r;, j € J}. Os elementos de R serao chamados “relagoes”.
Seja R(R) o subgrupo de F(X) formado por todos os elementos de F(X) que sdo combinagdes lineares finitas de r;’s
com coeficientes em Z:
SER = s = s1rj, + -+ 5Ty, (2.78)

para certos s; € Z e m € N, que dependem de s. R(R) é dito ser o subgrupo de F(X) gerado pelas relagoes de R.

Por ser um subgrupo de um grupo Abeliano, R(R) é normal. Assim, podemos definir o grupo Abeliano livremente
gerado por X, médulo as relagdes R como sendo o grupo F(X)/R(R). Note-se que [a]g = e para todo a € R(R), o que
equivale a dizer que os elementos de R sao identificados como zero (dai serem chamados de “relagdes”, pois refletem
identidades que nao existiam em F(X) e que estdo sendo agora impostas em F(X)/R(R)).

*

Mais adiante vamos usar as definigdes e construgdes acima nas definigdes de produto tensorial de grupos Abelianos e
de espagcos vetoriais.
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2.2.4 O Produto Direto e o Produto Semidireto de Grupos. O Produto
Tensorial de Grupos Abelianos

Vamos aqui descrever alguns procedimentos importantes que permitem construir um novo grupo a partir de outros grupos
dados: o produto direto e o produto semidireto de grupos. Para o caso de grupos Abelianos descreveremos também o
chamado produto tensorial, de importancia na definigdo de produtos tensoriais de espagos vetoriais.

2.2.4.1 O Produto Direto (ou Soma Direta) de Grupos

e O produto direto de dois grupos

Se G e H sao dois grupos, cujas identidades s@o e e ey, respectivamente é por vezes muito importante fazer do
produto Cartesiano G x H um grupo. A maneira mais ficil é definir o produto de dois pares ordenados (g1, h1), (92, h2),
com g1, g2 € G e hy, hy € H, por

(91, h1) - (g2, h2) = (9192, h1h2) .

O leitor pode facilmente se convencer que esse produto é associativo, que (eq, ex) é o elemento neutro e que (g, h)~! =

(97" 7).

Isso faz de G x H um grupo, denominado produto direto de G e H e denotado também por G x H (vide comentario
sobre a notagao adiante). Alternativamente, esse grupo pode ser chamado também de soma direta de G ¢ H e denotado
por G & H. No caso de haver uma familia finita de grupos envolvida nao hé distingao entre a nocao de produto direto e
de soma direta. Vide adiante.

E. 2.94 Ezercicio. Mostre que os produtos diretos G & H e H & G sdo grupos isomorfos. &

E. 2.95 Ezercicio. Sejam G e H dois grupos e seja a soma direta G @ H.

I. Mostre que o conjunto G:= {(g, en), g € G} é um subgrupo de G & H que é isomorfo a G. Mostre que G éum subgrupo
normal de G' @ H. Mostre que (G @ H)/G & isomorfo a H.

II. Mostre que o conjunto H:= {(eg, h), h € H} é um subgrupo de G @ H que ¢ isomorfo a H. Mostre que H éum subgrupo
normal de G ® H. Mostre que (G @ H)/H é isomorfo a G.

Acima, eq e ey sdo as unidades de G e H, respectivamente. *

e Produto direto e soma direta de cole¢oes arbitrarias de grupos

As ideias acima podem ser generalizadas com as definigdes de produtos diretos e somas diretas de colegbes arbitrarias
de grupos (ndo necessariamente Abelianos).

Seja J um conjunto arbitrdrio de indices e § := {G;, j € J} uma colegio de grupos. Seja o produto CartesianoS!
& := X G;. Podemos fazer de & um grupo definindo o produto de dois elementos & > g= X (g]), &5h= X (/l]‘)

jeJ JjEeJ =
como g -h = X (gjh])4 Com essa estrutura ¢ ¢é dito ser o produto direto dos grupos G, j € J, e serd denotado por
j€J
&, = X Gj oupor &, = H Gj. Vide comentdrio sobre notagao, adiante.
JjEJ JjeJ

O produto direto &, possui um subgrupo importante, aquele formado por elementos X g; € &, onde apenas um
jeJ
niimero finito de g;’s é distinto da identidade e; do respectivo grupo G;. Esse subgrupo é dito ser a soma direta dos
grupos G; , j € J, e é denotado por B4 = @Gr
j€d

61Para a notagao, vide pagina 64.
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Comentdrio sobre a notag¢io. O uso dos simbolos X Gj ou H G para denotar o produto direto da familia de grupos {G;, j € J} nao
JEJ jeJ
é universal. Muitos autores, especialmente em textos mais antigos, usam o simbolo (X)G;. Evitamos fazé-lo, pois o simbolo ® é mais
jeJ
frequentemente empregado para denotar produtos tensoriais de grupos Abelianos, uma nogao que introduziremos na Secao 2.2.4.3, pagina
179. E importante observar também que no caso de J ser um conjunto finito nao hé distin¢ao entre o produto direto e a soma direta:

H Gj = @G] (se J for finito). *

jes J€J

Neste ponto devemos gastar algumas palavras sobre a questao da associatividade das construgoes acima. Dados trés
grupos G, G2 e G3, podemos, repetindo o procedimento de constru¢ao da soma direta de dois grupos, construir os
grupos G1 & (G2 & G3) e (G1 & G2) ® G3, assim como podemos construir diretamente o grupo G; & G2 @ G3. A distingao
entre esses trés objetos, enquanto conjuntos, muito se assemelha a distin¢ao entre produtos Cartesianos de trés conjuntos
que fizemos A pégina 64 e é conveniente ignoré-la na grande maioria das situacdes. E de se notar também que se trata
de trés grupos isomorfos, pois

01:G1D(G2®G3) > G1dGr® Gy, <p1(alea(a2e9a3)) = a1 ®arPag

021 (G18G2)BG3 = GrL®G2BGs, ¢a(ar®a)Baz) = a1 GarBas

sao dois isomorfismos de grupo, como facilmente se constata, os quais sdo denominados isomorfismos canénicos.
2.2.4.2 O Produto Semidireto de Grupos

e O produto semidireto de dois grupos

Dados dois grupos G' ¢ H hd uma outra maneira de fazer de G x H um grupo além do produto direto. Para tal é
necessario que exista uma agao de G em H por automorfismos de H. Expliquemos melhor isso.

Lembremos que um automorfismo de um grupo H é um isomorfismo de H em si mesmo. Uma agio (& esquerda) de
G sobre H por automorfismos é um fungdo o : G x H — H tal que a cada par (g, h) € G x H associa um elemento
denotado por ay(h) de H de tal forma que as seguintes condiges sejam satisfeitas:

1. Para todo g € G, a fungdo ay(-) : H — H é um automorfismo de H, ou seja, ay(h)ay(h') = ag(hh’), sendo que
ag(-) : H— H é bijetora com (ag) ™ = ag-1.

2. Para todo h € H vale ae(h) = h.
3. Para todo h € H vale ag(agy (h)) = agy (h) para quaisquer g, g’ € G.
Acima eq e ey sao as unidades de G e H, respectivamente.

E. 2.96 Ezercicio-ezemplo. Um exemplo importante é o seguinte. Seja N <1 G. Entdo, com n € N, a,(n) := gng™" define uma
acdo (a esquerda) de G sobre N por automorfismos. Verifique! "

Pela definigdo geral, tem-se pelas propriedades 1, 2 e 3 acima que para quaisquer g € Ge h € H

aglen)h = aglen)og(ag-1(h)) = ag(enag-1(h)) = ag(ag-1(h)) = h,
o que implica oy (eq) = eg para todo g € G.

Se G e H sao grupos e a : G x H — H é uma agao a esquerda de G sobre H por automorfismos, entdo podemos
definir em G x H um produto de dois pares ordenados (g1, h1), (92, ha), com g1, g2 € G e hy, ha € H, por

(91, M) - (g2, ha) = (glg21 hla'g,(hQ)) .

E. 2.97 Ezercicio importante. Mostre que esse produto é associativo, que (ec, ex) € a unidade e que

(g, h)™" = (gfl. (¥971(h71)) (2.79)

para quaisquer g € G, h € H. *
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Com isso, G x H adquire a estrutura de um grupo, denominado produto semidireto de G por H pelo automorfismo
a: G x H — H, ou simplesmente produto semidireto de G por H quando um automorfismo «a : G x H — H especifico é
subentendido. Na literatura, o produto semidireto de G por H é denotado por G®qH ou por G X, H (ou simplesmente
G®H ou G x H quando um automorfismo o : G x H — H especifico é subentendido). Mais raramente encontra-se
também as notagoes G' X, H ou G ®, H para designar produtos semidiretos.

Comenta-se que o simbolo x foi inventado como uma combinagao gréifica do simbolo x, de produto Cartesiano, com
o simbolo <, que indica um subgrupo normal. Vide exemplo (2.80), abaixo.

E relevante observar que no caso em que a é a aplicacao identidade (isto ¢, vale ay(h) = h para todo g € G e todo
h € H) o grupo GO®H coincide com a soma direta G & H.

¢ Exemplos

I. Seja G um grupo e N << G. Entao, para g1, g2 € G e ny, nay € N o produto

(g1, 1) - (g2, n2) = (9192, nlgngfl) (2.80)
define o grupo G®N, ou G x N, o produto semidireto de um grupo G por um subgrupo normal N pelo automorfismo
natural.

II. Considere o grupo G, formado por todos os nimeros reais nao nulos com o produto dado pela multiplicagao usual e
o grupo H, formado por todos os reais com o produto dado pela soma: G = (R\ {0}, -) e H = (R, +).

Para todo a € R\ {0} e z € R definimos o : G x H — H por a,(z) := ax. Para cada a € G, tem-se que a, ¢ bijetora,
com inversa dada por a; /. Fora isso, aq(2) + aa(y) = az 4 ay = a(z + y) = au(z +y). Assim, a, ¢ um automorfismo
(condigao 1. da definigdo acima). Fora isso, para todo z € H, aq(z) = z (condigao 2.). Por fim, para todo z € H,
aq(ay(z)) = abr = aqp(x), para quaisquer a, b € G (condigao 3.). Concluimos que a ¢ uma agao a esquerda de G sobre
H por automorfismos.

Assim, fazemos de G x H um grupo G®,H com o produto
(a, ) - (b, y) = (ab, z+ay) .
O elemento neutro é o par (1, 0) e (a, z)~! = (1/a, —x/a).

Para interpretar o que esse grupo G®, H significa, vamos definir uma aciao% I' de G®aH sobre o conjunto R da
seguinte forma. Para (a, ) € GOH ¢ z € R, definimos

I((a, 2), z) == az+a.

Para verificar que isso é uma a¢ao notemos as seguintes propriedades: 4. para cada (a, z) fixo F((a, z), z) ¢ uma funcao
bijetora de R em R (lembre-se que a # 0). ii. Para todo z € R, T'((1, 0), 2) = z.

it F((a, z), T((b, v), z)) = T((a, ), bz+y) = albz+y) +a = abz+ (z + ay)

I((ab, z +ay), z) = T((a, )- (b, y), 2) .

Isso mostrou que I' é uma agao de G®nH sobre o conjunto R. Como vemos, a a¢io de um elemento (a, z) consiste
em uma combinacao de uma multiplicacao por a # 0 seguida por uma translacdo por z € R. Isso exibe o significado
geométrico do grupo GO H. Vamos a um outro exemplo semelhante.

III. Grupos de homotetias. Seja V um espago vetorial (e, como tal, um grupo Abeliano em relagao & soma de vetores)
e seja D = (R4, +) o grupo multiplicativo dos reais positivos (grupo de dilatagdes). O chamado grupo de homotetias
de V é o produto semidireto D®,V com a dado por ay(v) = v, A € D, v € V. O produto nesse grupo é, portanto,
(A1, v1)(A2, v2) = (Mg, v1 4+ Mvg).

Esse grupo possui uma agao em V' dada por Ay ) (x) = Az + v, que envolve uma multiplicagdo de um vetor 2 € V'
por A > 0 e uma translagiio por v. Tais transformacoes sdo denominadas homotetias®™®. Como, para qualquer a € V, vale
Az +v = Az —a) +u, com u = v+ \a, vemos que toda homotetia pode ser considerara como uma dilatagao a partir de
um centro a acompanhado de uma translagao.

620 conceito de acio de um grupo em um conjunto foi definido na Secao 2.1.9.1, pagina 146.
%3Do grego “homo” (similar) e “tetia” (posicdo). O termo foi cunhado por Michel Chasles (1793-1880).
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IV. Grupos Euclidianos. Considere o conjunto de todas as operagoes do espago tridimensional que envolvem rotagoes
e translagoes. Por exemplo, considere-se a operagao na qual cada vetor & ¢ primeiramente rodado por uma matriz de
rotagdo R € SO(3) e em seguida ¢ transladado por um vetor Z:

T — RI+ . (2.81)
A composigao de duas de tais operagoes conduz a transformacao T — R’(Rf + fo) + &, ou seja,
¥ — (R'R)@+ &+ R . (2.82)

O espago vetorial R? ¢ naturalmente um grupo Abeliano em relacdo & adigao de vetores. Se R € SO(3), ar(Zo) := RT
define uma agiio por automorfismos de SO(3) sobre R®. A expressio (2.82) inspira a defini¢io do produto semidireto
SO(3)®aRR? por

(R, &) (R @) = (R'R, &%+ R'a) .

E. 2.98 Ezercicio. Verifique que a transformagio (2.81) define uma agdo a esquerda do grupo SO(3)®.R* sobre R &

Definicdo. Grupos Euclidianos. Os grupos E,, := O(n)®.R" sao denominados grupos Euclidianos em dimensdio
n. Os grupos SE,, := SO(n)®,R" sdo denominados grupos Euclidianos especiais em dimensao n. ®

Mais material sobre os grupos Euclidianos, incluindo representagoes matriciais, geradores etc., pode ser encontrado
na Secao 21.6, pagina 1163.
V. Grupos afins. Seja V um espago vetorial (e, como tal, um grupo Abeliano em relagao & soma de vetores) e seja
Aut(V) a colegao de todas as aplicagoes lineares bijetoras de V em V.

Por exemplo V = R" e Aut(R™) é o conjunto de todas as matrizes reais n x n inversiveis.

Entao, fazemos de Aut(V) x V um grupo, definindo
(A, v)- (B, u) = (AB, v+ Au) .

Esse grupo é por vezes denominado grupo afim do espago vetorial V. Mais sobres grupos afins na Segao 21.6, pagina
1163.

Observagdo. O caso V = R corresponde exatamente ao exemplo II, acima. »

#H#H

Mencionamos, por fim, que o grupo de Poincaré, introduzido & pagina 1176, é também um exemplo de um grupo
definido como um produto semidireto de dois grupos, a saber, o produto semidireto do grupo das transformacoes de
Lorentz com o grupo das translagoes no espago-tempo.

e Mais sobre GO, H

O exercicio a seguir estabelece alguns fatos fundamentais sobre produtos semidiretos de dois grupos G' e H. Especi-
ficamente, ele apresenta relagoes estruturais entre G®,H e os grupos G e H.

E. 2.99 Ezercicio. Sejam G e H dois grupos e seja o produto semidireto G®oH, onde o : G x H — H é uma ac¢do (3 esquerda)
de G sobre H por automorfismos, como descrito acima. Sejam ec e eq as unidades de G e H, respectivamente.

I. Mostre que o conjunto G = {(g, en), g € G} é um subgrupo de G®. H e que G & isomorfo a G.
II. Mostre que o conjunto H:= {(th h), h e H} é um subgrupo de GO, H e que H & isomorfo a H.

III. Mostre que Héum subgrupo normal de GO, H.

IV. Considere as classes de equivaléncia que compdem o grupo quociente (G@aH)/ITI. Mostre que (g, h) ~j (g'; h') se e somente
se g =g'. Conclua que [(g, h)] = {(g, K), b e H} e conclua que [(g, h)] = [(g, en)].
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V. Mostre que o grupo quociente (G®aH)/H ¢ isomorfo a G.

Por fim, explicite qual condicdo o deve satisfazer para que G seja também um subgrupo normal de G®q H. Em tal caso, prove que
(G®aH)/G é isomorfo a H. Compare com as afirmativas do Exercicio E. 2.95, pagina 174. F3

o Acoes de GO, H em H

Sejam, como acima, G e H dois grupos e seja @ uma acao de G em H por automorfismos de H, de sorte que com
esses ingredientes possamos definir o produto semidireto G®q H.

Com esses ingredientes, podemos definir uma agéo (& esquerda) de G®q H em H, que denotaremos por, A : (G@le) X
H — H, por
A,y (W) = hagy(h') . (2.83)

Para ver que se trata de uma ac¢ao de G®,H em H, observe-se que, de acordo com essa defini¢ao, temos

A(g;,hq)(A(gz,hz)(hl)) = A(nghn)(h20‘g2(h,)) = hay, (h?(’g:(h/)) = (hl(’gn(hZ))o'gxgz(hl)

no_ 7
(qlqz,h.ag,(hz)) (R) = Agi,h1) (g2, n2) ()

ou seja,
Algr,h1) © Aga ) = Agy, i) (g2 ho) - (2.84)

Para demonstrar que A é de fato uma agao (& esquerda) de G®qH em H, resta apenas constatar que Aeg,ey) (') = '
para todo h' € H e que para cada g € G, h € H, aplicagao A(y p)(-) ¢ uma bijecao de H em H. Provar isso é elementar
¢ é deixado ao leitor como exercicio.

e Agdes de GO, H em fungdes definidas em H

Com uso da agao (2.83) podemos também definir uma agao (& esquerda) de G®qH no espago das fungdes definidas
em H (assumindo valores nos complexos, digamos).

Seja f : H — C uma funcio definida em H com valores nos complexos. Seguindo (2.49), pdgina 147, defina-se uma
nova fungao Ay, p)f por

(f‘w-, h)f) (0) = f'(A<y. h)f*(h’)) . (2.85)

Pelos comentdrios gerais da pagina 147 A, ») define uma agao a esquerda de G®.H em fungdes definidas em H e,
portanto, vale

(At A0 ) () = At 0100 1) ()

ou seja,
Agr ) © g, ha) = Ao, ha) (g2, ha) -

Note-se que nesse caso

() ) = 1(A0m ) 2 7 (40,0 ) 00) %2 (g 0y () = (0 00))

Em resumo, vale

(‘A(gyh)f) (n) = f(ugq (/flh')) . (2.86)
Segundo (2.50), pagina 148, uma acao a direita de GO, H nas fungoes definidas em H ¢é obtida por
(Bamd ) ) = F(Agm(®)) = f(hay (1)) (2.87)
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Exemplo 2.23 Vamos a um exemplo relevante. Considere-se o grupo Euclidiano SE; := SO(3)®aR® com ar(7) = Ry para
todo R € SO(3) e todo 7 € R?, como acima. A agdo & esquerda de SE3 no grupo aditivo R* é

Aw, 5 () = T+ Ry,

0 que representa uma rotagao por R do vetor § seguida de uma translagao por . A a¢ao & esquerda de SE3 nas funcoes definidas
em R? (com valores complexos, digamos) é dada por

(A(R, 5)f) () = f(Auc. F)-1 (17)) = f(A(lrl, —R-1%7) (17)) = f( ~R'T+ Rflﬂ) s

ou seja,
(Awnf)@) = 1(R@-9) (2.89)

tal como em (2.86), o que significa que fazemos primeiro uma translagio por —# no argumento e depois uma rotagio por R~' do
que resulta.

A agio a direita (2.87) de SE3 nas fungdes definidas em R® é dada aqui concretamente por
(Brat)@ = f(R7+37). (2.89)

Compare com (2.88). ¢

Exemplo 2.24 Um segundo exemplo relevante é aquele no qual temos dois grupos G e N com N < G. Em G®N temos o
produto (2.80), sendo a4(n) = gng~'. A correspondente agio a esquerda (2.83) de G®N em N é dada por
A(g_n)(n’) = ngn'g™"

A correspondente agao A,y de G®N nas fungoes definidas em N &, de acordo com (2.86),
(‘A(g,")f) (n/) = f(g’lnfln'g) .
A agdo a direita (2.87) de G®N nas fungdes definidas em N é dada aqui por

(B(g.mf) () = f(nyn'g") .

2.2.4.3 Produtos Tensoriais de Grupos Abelianos

Uma outra constru¢ao muito importante que podemos fazer com grupos é a do seu produto tensorial. Aqui trataremos
especificamente de produtos tensoriais de grupos Abelianos. Com essa construgao podemos definir produtos tensoriais
de espagos vetoriais, um objeto de grande importancia na Teoria de Grupos, na Algebra, na Geometria Diferencial, na
Topologia Algébrica, na Mecanica Cléssica, na Mecanica Quantica e na Teoria da Relatividade Geral.

Comegamos exibindo um exemplo-protétipo que ilustra as caracteristicas definidoras dessa estrutura para passarmos,
em seguida, & sua construcao geral, primeiro no caso de dois grupos Abelianos e, depois, no caso de uma colegao finita
de grupos Abelianos. A importante construgao de produtos tensoriais de espagos vetoriais serd realizada na Secao 2.3.5,
pagina 202, tendo por base o que apresentaremos na se¢ao corrente.

Observamos também en passant que é possivel definir produtos tensoriais de grupos nao Abelianos®®, mas nao
trataremos desse tema na versao corrente destas Notas. Outra generaliza¢ao importante, da qual também nao trataremos
aqui, é a de produtos tensoriais envolvendo uma colegao infinita de fatores. Esse tltimo tema é particularmente sutil no
contexto de espacos vetoriais topolégicos.

Nota histérica. Aparentemente a nogio de produto tensorial de espagos vetoriais foi introduzida por Gibbs®, primeiramente para o espago
vetorial R?, em cerca de 1884%0, em um estudo sobre corpos deformaveis, e posteriormente generalizada por ele mesmo para espagos vetoriais

640 trabalho original sobre o assunto é: Ronald Brown and Jean-Louis Loday “Van Kampen theorems for diagrams of spaces”, Topology,
26, Number 3, 311-335 (1987).

65 Josiah Willard Gibbs (1839-1903).

663, W. Gibbs, “Elements of Vector Analysis Arranged for the Use of Students in Physics”, Tuttle, Morehouse & Taylor, New Haven, 1884.
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de dimensio finita arbitraria®”. Gibbs denominava seu produto o “produto indeterminado” de vetores. O termo tensor foi cunhado por
Voigt®%9. O uso de tensores na Geometria Diferencial foi iniciado por Ricci’® e por Levi-Civita’™. Os trabalhos de ambos influenciaram
Einstein” que introduziu de forma central a nogio de tensor na Teoria da Relatividade Geral. A versio que aqui apresentamos da construgio
de produtos vetoriais de grupos Abelianos e de médulos origina-se nos livros de Algebra de Bourbaki [65].

e Um exemplo-protétipo de um produto tensorial de grupos Abelianos

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e sejam A := ZA e B := Z” as colegoes de todas as funcdes definidas em A e
em B, respectivamente, e assumindo valores em Z, ou seja, A:={f: A—Z} e B:={g: B— Z}.

E claro que tanto A quanto B sio grupos Abelianos com relagio a operacio de soma de funcdes: (f+9)(x) =
f(z) + g(z), com o elemento neutro sendo a fungao identicamente nula e a inversa de uma fungéo f sendo a fungio — f,
dada por (—f)(z) := —f(z).

Vamos denotar por f®g: Ax B — Z a funcao produto de f com g, ou seja, a func¢ao definida em A x B que a cada
par (a, b) € A x B associa o valor f(a)g(b) € Z:

(f®g)(a, b) = fla)g(b).

A fungio f ® g assim definida é um exemplo de um elemento de Z**5: a colecio de todas as funcdes definidas em
A x B assumindo valores em Z, ou seja, ZA*B := {F : A x B — Z}. Dentro de Z**¥, que também é um grupo
Abeliano de fungoes, vamos destacar um subgrupo especifico: o das fungoes que podem ser escritas como uma soma
finita de funcoes do tipo f ® g com f € A e g € B. Esse subgrupo é denotado por A ® B e é denominado o produto
tensorial (algébrico) dos grupos Abelianos A e B.

N
A ® B é o conjunto de todas as funcoes definidas em A x B com valores em Z e que sejam da forma Z fr(a)gr(b),
k=1
para algum N € IN, arbitrario, e fungdes fr € A e g € B, também arbitrarias. As N fungoes fi, ..., fy ndo precisam
ser todas distintas, nem as N fungoes g1, ..., gn. Assim, com esse entendimento, escrevemos

N
ARB = {Z [k ® gr, com N € N, arbitrdrio e fr € A, g € B, at'bitrérias} .
k=1

E claro que A ® B compde um grupo Abeliano (um subgrupo de Z4*?), pois a soma de dois elementos de A @ B é
novamente um elemento de A ® B (por ser novamente uma soma finita de produtos de fungoes).

Sobre essas operagoes de soma e produto em A ® B vale fazer algumas observagoes muito importantes. Para produtos
de fungdes em Z valem as bem-conhecidas regras de fatoragao

F(@)g1(b) + f(a)g2(b) = [f(a)(g1(b) + g2(b)) e fula)g(d) + fala)g(b) = (fi(a) + fa(a))g(b) .
Em notacao de produto tensorial, elas ficam
fon+fege = folnte), (2.90)
hegthog = (h+h)eg. (2:91)

A ideia central da construgao do produto tensorial de dois grupos Abelianos quaisquer é produzir um novo grupo que
satisfaga as mesmas regras do grupo de fungoes A @ B, em especial, as regras (2.90)—(2.91).

e A nocgao “intuitiva” de produto tensorial de dois grupos

Para efeito de comparagao, recordemos a noc¢ao de soma direta de dois grupos Abelianos, introduzida na Segao
2.2.4.1, pagina 174. Sejam A e B dois grupos Abelianos, cujos elementos neutros denotaremos por identidades 04 e 0p,

67J. W. Gibbs, “On Multiple Algebra”, Proceedings of the American Association for the Advancement of Science, 35 (1886). Disponivel em
http://archive.org/details /onmultiplealgeb0Ogibbgoog

68 Woldemar Voigt (1850-1919).

G9W. Voigt, “Die fundamentalen physikalischen Eigenschaften der Krystalle in elementarer Darstellung” Verlag von Veit & Comp., Leipzig,
1898

70Gregorio Ricci Curbastro (1853-1925).

71 Tullio Levi-Civita (1873-1941).

72 Albert Einstein (1879-1955).
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respectivamente, e cujas operacoes de produto denotaremos ambas pelo mesmo simbolo: “+”. Desejamos encontrar uma
maneira de fazer do produto Cartesiano A x B um grupo também. Uma maneira de fazer isso é definir a “soma” de dois
pares ordenados (a, b), (a’, V') € A x B por

(a, b) + (a’7 b/) = (a+a’, b+b). (2.92)

O leitor pode facilmente constatar que essa operagao é uma operagao bindria de A x B em si mesmo, que ela ¢ associativa,
que tem por elemento neutro o par (04, 0p) e que para cada (a, b) € A x B a inversa é (a, b)~! = (—a, —b), onde —a
é o elemento inverso de a em A, e analogamente para —b. Portanto, com esse produto, A x B é um grupo Abeliano,
denominado soma direta de A e B ou produto direto de A e B™ e denotado pelo simbolo A @ B. Com essa estrutura de
grupo em mente, os pares ordenados (a, b) sdo frequentemente denotados pelo simbolo a & b.

A defini¢do de produto tensorial de dois grupos Abelianos A e B, que denotaremos por A ® B, é distinta da de
soma direta. O ponto de partida é o mesmo: o produto Cartesiano A x B, mas a regra de produto a ser construida é
muito diferente daquela dada em (2.92). Em primeiro lugar, os elementos de A ® B sao somas formais finitas de pares
ordenados de A x B, como (a, b) + (a’, b’), mas nao impomos a relagao (2.92). O que realmente entendemos por “soma
formal” serd precisado adiante, fazendo uso do conceito de grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto, uma
noc¢ao introduzida na Segao 2.2.3, pdgina 172. Por ora fiquemos apenas com a nogao intuitiva. Para dar a A ® B uma
estrutura de grupo, desejamos impor algumas condigoes as somas formais acima. Primeiramente impomos que

(a, b) + (a’, V) = (d/, b))+ (a, b),
para todos a, a’ € A, b, V' € B. Em segundo lugar impomos, sob a inspiragao de (2.90)-(2.91), que valham
(a+d,b) = (a, )+, b) e (ab+V) = (a b)+(a, V)
para todos a, a’ € A, b, V' € B. O estudante deve notar que essas imposigoes sao distintas daquelas de (2.92).

E. 2.100 Ezercicio. Mostre que com as regras de soma dadas acima todos os pares (04, b) e (a, Op) sdo identificados entre si e
com o elemento neutro da operag3o de soma de pares ordenados. Fora isso, o elemento inverso de um par (a, b) é (—a, b) = (a, —b).
Mostre que, com isso, A ® B é um grupo Abeliano, denominado Produto Tensorial dos Grupos Abelianos A e B. "

Com essa estrutura de grupo em mente, os pares ordenados (a, b) sdo frequentemente denotados pelo simbolo a ®@ b.

Passemos agora a formalizagao dessas ideias. A defini¢ao geral abstrata de produtos tensoriais de uma colegao finita
de grupos Abelianos faz uso do conceito de grupo livremente gerado por um conjunto, nogao discutida na Segao 2.2.3,
pagina 172. Usaremos a notagao la empregada. Comecemos com o caso de dois grupos Abelianos para passarmos depois
ao caso de uma colegao finita de grupos Abelianos.

e O produto tensorial de dois grupos Abelianos

Aqui faremos uso da construcao do grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto médulo relagoes, introduzida
a pagina 173.

Sejam Ay e Ay dois grupos Abelianos cujos elementos neutros sao 0y e 03, respectivamente, e cujos produtos de grupo
denotaremos aditivamente: com o simbolo +. Seja X = A; x A; e seja F(X) = F(A; x Az) o grupo Abeliano livremente
gerado por X = A; x A (a nogao de grupo Abeliano livremente gerado por um conjunto foi apresentada na Segao 2.2.3,
pégina 172). Seja em F(X) o conjunto R de relagoes, dado por

R = {7‘ € F(X)| r = (a1 +a}, az) — (a1, az) — (a}, az)

our = (a1, az + ay) — (a1, az) — (a1, ab), com ay, aj € Ay e az, ay € AQ} . (2.93)

Seja R(R) o subgrupo do grupo Abeliano F(A; x Az) composto por todas as combinagoes lineares finitas com coeficientes
inteiros de elementos de R. Como R(R) < F(A; x Az), chegamos & defini¢do do grupo Abeliano A; ® Az, o produto
tensorial (algébrico) dos grupos Abelianos Ay e A:

Ay @Ay = F(A; x A)/R(R) .

73 A distingdo entre produto direto e soma direta s6 se faz quando uma colegio nao finita de grupos é envolvida. Vide Segao 2.2.4.1, pagina
174.
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Notagio. Para a1 € Ay e as € Ay denotaremos por a; ® as o elemento de A; ® Ay que corresponde (na notagio discutida
acima) & fungao d(a,, a)- Ou seja, a1 ® ag denota a classe de equivaléncia [0(q,, ay)] Para as relagoes de equivaléncia
definidas pelo subgrupo R(R). <«

Pela defini¢io do grupo livremente gerado F(A; x Az), pela construgao do quociente F(A; x A2)/R(R) e com uso dessa
notagao, um elemento geral de A; ® Ay := F(A; x A2)/R(R) é dado por uma combinagao linear finita, com coeficientes
inteiros, de elementos do tipo a; ® as, ou seja, um elemento de A; ® Ay é da forma

N .
Zciagl) ® a(;) , (2.94)
i=1

com N € IN arbitrario, com ¢; € Z para cadai =1, ..., N e com a<11), a<1N) elementos de A; e agl), RN agN)

elementos de As.

Também com essa mesma notagao, valem pela construgao as seguintes regras:
’ S ! o S / i
(a1 +a}) ®ay = a1 ®@az +a) ®ay e a1 ® (ag+ay) = a1 ®@az+a ®ay,

para todos a1, aj € Ay e todos as, ah € As.

E importante que facamos alguns comentarios sobre o elemento neutro de Ay ® Ay = F(A; x A3)/R(R). Seja 01 o
elemento neutro de A; e 0 o elemento neutro de As. Afirmamos primeiramente que todos os elementos da forma a; ® 0y
sao idénticos. De fato, vale que (a1, a2) — (a1, as) = 0 para quaisquer a; € Ay, as € Az, pois o lado esquerdo representa
a fungao d(a,, ay) = d(ay, az), que € trivialmente nula. Assim, podemos escrever (a1, 02) = (a1, 02) + (a1, a2) — (a1, a2) =
(a1, 02) + (a1, az) — (a1, 02 + az). Agora, o lado direito ¢ claramente um elemento de R(R) e, portanto, estabelecemos
que (a1, 02) € R(R) para qualquer a; € A;. Assim, todos os elementos da forma (a1, 02) pertencem & mesma classe de
equivaléncia e, consequentemente, temos a1 ®0, = a} ®02 para quaisquer a1, aj € A;. Em particular, vale a;®02 = 0;®0,
para qualquer a; € A;.

De forma totalmente andloga pode-se provar que 0 ® as = 01 ® ah para quaisquer as, ab € As. Em particular, vale
01 ® az = 07 ® 02 para qualquer az € A;. Com isso, estabelecemos que 0; ® az = 0; ® 02 = a1 ® 02 para quaisquer
ay € Ay, az € As.
E fAcil agora ver que 0; ® 02 é o elemento neutro de A; ® As. De fato, tomemos um elemento de A; ® Ay da forma
a1 @ as. Temos que
a1 ®a2+01®0; = a1 ®az+01®az = (a1 +01)®az = a1 ®@ay .
(Acima, na primeira igualdade, usamos a identificagao 01 ® 02 = 0; ® as estabelecida acima). Como um elemento geral
de A; ® Ay é uma soma finita de elementos do tipo a; ® as, concluimos que 0; ® 02 é o elemento neutro de A; ® A,.
Tratemos agora da inversa de um elemento do tipo a; ® as € A} ® Ay. Afirmamos que essa inversa, que denotamos
por —(a1 ® az) é dada por (—a1) ® az ou por a; ® (—az), as quais sao elementos idénticos de A1 ® As.
De fato, temos
a1 ®az+ (—a1) ®az = (a1 +(—a1)) ®az = 01 ®az = 01 @0,
e, analogamente,
a1 ®az+a1®(—az) = a1 ® (a2 + (—az2)) = a1 ®02 = 01 ®0s.

Isso estabelece que tanto (—a1) ® az quanto a3 ® (—az) sdo o elemento inverso de a1 ® ay e, consequentemente, pela
unicidade do elemento inverso em um grupo, temos a fortiori (—a;) ® az = a; ® (—az) para quaisquer a; € Ay, az € As.

E. 2.101 Ezercicio. Prove a identidade (—a1) ® a2 = a1 ® (—a2) mostrando que (—a1, a2) — (a1, —az) é um elemento de R.
Escreva,

(—a1, a2) — (a1, —az2) = [(7&1, az) + (a1, az) — (01, a2)] - [(al, az) + (a1, —az) — (a1, 02)]

+ (01, az) — (01, 02) + (01, 02) — (a1, 02) ,

constate que os termos entre colchetes sio elementos de R e use o fato provado acima que (01, az), (01, 02) e (a1, O2) sdo também
elementos de R(R). £
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Comentemos, por fim, que podemos convencionar uma simplificagao ligeira para a representagao (2.94) de um elemento
geral de A; ® A,. Usando as regras acima expostas podemos escrever,

n(a1 ®az) = (na1) ®az = a1 ® (nag) ,
para n € Z, a1 € Ay e az € Ay, onde, como sempre, se faz em um grupo Abeliano nay, := £(ay + - - - + ax) para n # 0,
|n| vezes

com =+ sendo o sinal de n, e nay = 0j caso n = 0. Tendo isso em mente, um elemento geral de A; ® Ay pode ser sempre
escrito na forma de uma soma finita do tipo

N
Z a? @al? (2.95)

i=1
para algum N € IN e alguns agl) € Ay, aé’) € A,, ao invés da representagao (2.94), absorvendo, portanto, os coeficientes
inteiros ¢; nos produtos tensoriais al” @ al.

*

Em resumo, temos o seguinte quadro: se Ay e A sdo grupos Abelianos com elementos neutros 0; e 02, respectivamente,
entao:
N
1. A; ® Ay é um grupo Abeliano cujos elementos sdo somas finitas da forma E agl) ® a;l), com N € NN, arbitrério,
i=1

(1) (N

sendo a; ’, ..., a; M )

) clementos arbitrérios de Aieay’, ..., ay ' sendo elementos arbitrarios de As.
2. Valem as regras
(a1 +a})®az = a1 ®az+a) Ras e a1 ® (az +ah) = a1 ®as + a1 ®ah
para todos a1, a} € Ay e todos as, ah € Ay,
3. O elemento neutro de A; ® Ay é 0; ® 02 e valem as identificagbes 0; ® az = 01 ® 02 = a1 ® 03 para quaisquer
a; € Ay, az € As.

N
4. A inversa de um elemento a1 ® as é (—a1) ® as = a1 ® (—az). A inversa de um elemento geral Z ag") ® ag) é

é
i=1
> (el oal) = Y al? s (~af)).
i=1 i=1
e O produto tensorial de uma colegao finita de grupos Abelianos
A construgao acima pode agora ser facilmente generalizada para o caso de uma colegdo finita Ay, ..., A, de grupos

Abelianos. Vamos listar os fatos principais, cujas demonstragoes sao idénticas as do caso do produto tensorial de dois
grupos, como apresentado acima.

Como acima, consideramos X = Ay x - -+ x A,. Seja em F(X) = F(A4; x --- x 4,) o conjunto R de relagdes dado por
R = p_; R, onde

Ry = {TE F(X)| 7= (a1, ..., ag—1, ar +aj, Gty -, an)
— (a1, .oy Qro1, Ay Qg oey Qo) — (1, oo, Gpo1y Gy Ghil, -oes Gn)

com a; € Aj paratodoj =1, ..., neaﬁgeAk}.

Seja R(R) o subgrupo de F(A4; x --- x A,,) composto por todas as combinagoes lineares finitas com coeficientes inteiros
de elementos de R. Como antes, temos que R(R) é um subgrupo normal de F(A; x .-+ x A,), jd que este ¢ Abeliano.
Chegamos assim & defini¢do do grupo Abeliano A1 ® --- ® A, o produto tensorial de Ay, ..., An, que é definido como

A @ @A, == F(A x - x A4,)/R(R) .
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Denotamos por a; ® -+ ® a, a classe de equivaléncia de 6((1], o an)s COM ay € Ay, para cada k. Os elementos de
A ® -+ ® A, sdo somas finitas de elementos como a; @ - -+ ® a,,, com a; € Ay para cada k. Valem as regras

GRBY BA-1Qa, + A ®LE ®e-1®a6 = (1+0)Qa® - Qa-1®a,
M RaQ Qa1 @an + ARWER - Rap_1Qa, = GRar@ - Qap_1 ® (a, +a,),
para todos ay, aj, € Ag, k=1, ..., n.

O elemento neutro de Ay ® -+ ® A,, ¢ da forma 0; ® - - ® 0,,, onde para cada k, 0y é o elemento neutro de Ay, sendo
ainda que vale a igualdade

01® @0, = 01Ra2® - Qap, = -+ = 1@ Qap—1@0,, (2.96)
com cada ay sendo um elemento arbitrario de Ay, para todo k. Isso se vé do fato que valem

0RO R, +010a® - ®a, = (1+01)Ra® -Qa, = a®aew® - Qa,,

0RO R+ 0@ - ®0, = aRa®---®@,+0,) = a®e®- --Qa,.

As igualdades em (2.96) seguem da unicidade do elemento neutro de um grupo. Como facilmente se constata, a inversa
de um elemento da forma a; @ as ® --- R a, é

(1 ®a®-®ap) = (—01) R Q- Rap =+ = QR Ran_1® (—an) ,

onde —ay, ¢ a inversa de ar em Aj. Novamente, as igualdades acima seguem da unicidade da inversa em um grupo.

Como discutimos no caso de somas diretas, os grupos A; ® (As @ As), (A1 @ A2) ® Az e A1 ® Ay ® Az sio isomorfos,
com os isomorfismos canoénicos definidos por

p1: A1 ® (A ®A3) — A®A® A3, 01 (Zaka}féé(ug@aé)) = Zakalf@a’gﬁ)a’;,
& %

2 (A1 ®A) R A3 — A ®A®A;, 902(20%(‘1?@“’26)@‘15) = Zaka’f®a’§®a§.
& %

e analogamente para o caso em que se tem uma colegio maior de fatores. Acima, oy, € Z e a¥ € A; para todo i e k, as
somas em k sendo, naturalmente, finitas.

E. 2.102 Ezercicio. Mostre que (1 e 2, definidos acima, s3o, de fato, isomorfismos de grupo. x

E. 2.103 Ezercicio. Sejam A e B grupos Abelianos. Mostre que A ® B e B ® A sio grupos isomorfos, com o isomorfismo
¢:A® B — B® A dado por ¢(a ®b) ::(b®a)7]:—b®a,. F3

E. 2.104 Ezercicio (desafio). Mostre que para quaisquer m, n € N os grupos Zm ® Zn € Zmdc(m,n) 30 isomorfos. Aqui,
mdc(m, n) é o maximo divisor comum entre m e n. o+

E. 2.105 Ezercicio. Sejam A, B e C grupos Abelianos. Demonstre a validade da propriedade distributiva A® (B&C) = (/1693) ®

(A@C’). Mostre que essa propriedade se estende para somas diretas arbitrarias de grupos Abelianos: A® (@/\eABA) = @,\gA(A@B/\).
*
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2.2.5 O Produto Livre de Grupos. Amalgamas

Vamos aqui apresentar mais duas construgao possiveis de serem feitas com dois grupos arbitréarios, o chamado produto
livre e o chamado amdlgama de dois grupos por homomorfismos. As defini¢goes que apresentaremos podem ser estendidas
a qualquer colegao finita de grupos. As nogoes de produto livre e amélgamas de grupos sao uteis, por exemplo, na
Topologia Algébrica, como no estudo de grupos de homotopia de espagos topoldgicos [476].

e O produto livre de dois grupos

Sejam G e H dois grupos (nido necessariamente Abelianos) com elementos neutros eg e ey, respectivamente. Uma
palavra de comprimento n € Ny gerada por G e H vem a ser uma sequéncia finita (z1, ..., z,) na uniao disjunta GU H,
com as seguintes propriedades:

1. A palavra de comprimento n = 0 é vazia e denotada por ().

2. Paran € N, os elementos sucessivos de (21, ..., x,) pertencem a grupos diferentes. Assim, paraj € {1, ..., n—1},
se x; € G tem-se x4 € H e vice-versa: se x; € H tem-se x;41 € G.

3. Nenhum elemento de (z1, ..., z,) é igual aos elementos neutros ec ou eg.

Denotamos por .7, (G, H) a colegao de todas as palavras de comprimento n € Ny geradas por G ¢ H. Denotamos por
Z (G, H) a colegao de todas as palavras geradas por G e H, ou seja, # (G, H) = U (G, H).

neNy
E. 2.106 Ezercicio simples. Constate que .Z (G, H) é idéntico a .Z(H, G) £
Podemos definir um produto em .# (G, H) por meio das seguintes regras:
1. Para a palavra vazia tem-se () - () := ().
2. Para todon € N vale () - (z1, ..., zn) = (1, ..., @n) - () := (1, ..., ).
3. Para duas palavras de comprimento 1, tem-se
(z1, y1), caso 1 e y; pertengam a grupos distintos.
(z1) - (y1) = (z131), caso x; e y; pertengam ao mesmo grupo e 1 # y; .
0, caso xp e y; pertengam ao mesmo grupo e r; = yl’l.
4. Para os demais casos com n € IN e m € IN tem-se
(@15 s @) (Y1, o, Ym) =
(T1, ooy Tny Y1y ooy Ym), caso T, e y; pertengam a grupos distintos.
(1, s ZnYL, ooy Ym)s caso @, e y; pertengam ao mesmo grupo e , # y; .
(T1, «+ey Tao1y Y2 «ovy Ym),  CASO Ty € Y1 pertencam ao mMesmo grupo e T, =y ..

Observe que em todos os casos resulta do produto um elemento de .Z# (G, H), pois dois elementos sucessivos da
sequéncia resultante sempre pertencem a grupos distintos e nela os elementos neutros e ou ey nunca comparecem.

Observe também que o produto de um elemento de .%,, (G, H) por um elemento de .%,,(G, H) pode ser um elemento
de Zpim (G, H), de Zpim-1(G, H) oude Fpim-2(G, H), dependendo do caso.

O produto assim definido é por vezes denominado concatenagdo de palavras geradas por G e H.

E. 2.107 Ezercicio simples. Verifique que o produto acima definido em .7 (G, H) é associativo, possui a palavra vazia () como
elemento neutro e cada palavra ndo nula (z1, ..., z,) tem como elemento inverso a palavra (zcgl, ey w,’l). *
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Dessa forma, o conjunto .Z (G, H) é um grupo com relagao ao produto dado pela concatenagio de palavras, acima
definida. Esse grupo ¢é dito ser o produto livre dos grupos G e H, ou ainda o produto livremente gerado pelos grupos G e
H. O produto livre de G e H ¢ também denotado por G x H, notagdo que passaremos a empregar.

E. 2.108 Ezercicio. O grupo G * H n3o é Abeliano (e € infinito), exceto se G ou H forem triviais e o outro for Abeliano (finito).
Justifique essas afirmagdes. &

E. 2.109 Ezercicio (fdcil). Mostre que os subconjuntos de G = H dados por

G = {0}u{(9), 9€G, g#ec} e H :={O)}u{(h), he H, h#en} (2.97)

sdo subgrupos de G * H e que esses subgrupos sdo isomorfos a G e a H, respectivamente. *

e Comentdrio sobre a notagao

Na literatura é frequente adotar-se uma notagao diferente para as palavras e para o produto em G * H. Palavras como

(21, ..., @) sdo denotadas simplesmente por zq - - - 2,, como se fossem um produto formal sucessivo dos elementos de
1 a z,. Esse produto é formal pois elementos sucessivos nao pertencem ao mesmo grupo. O produto de duas palavras
(z1, -..y zn) € (Y1, --., Ym) fica z1---Tpy1 - - Ym, sendo que, caso z, e Y1 pertencam ao mesmo grupo, o fator z,y1

deve ser entendido como o produto de ambos nesse grupo e, caso x,y; for o elemento neutro desse grupo, o fator z,y;
deve ser eliminado.

Evitamos usar essa notagao pois hd uma situagao na qual ela pode ser ambigua: quando G e H forem o mesmo grupo
ou forem subgrupos de um grupo maior. Nesse caso a expressao x - - - &, pode ser entendida como o produto em G x H
ou como o produto no grupo que lhes é comum.

e Um exemplo: o grupo livremente gerado por dois elementos

Seja A um grupo com unidade e4 dotado da seguinte propriedade: existe a € A tal que para nenhum n € IN vale
a" = e4. B facil checar que A; := {a", n € Z} (convencionamos que a” = e4) ¢ um subgrupo de A que é Abeliano, tem
infinitos elementos e é isomorfo ao grupo (Z, +). Verifique! Um grupo como A; ¢ denominado grupo ciclico infinito de
um elemento gerado por a € A.

E um exercicio muito facil provar que todos os grupos ciclico infinitos gerados por um elemento sao isomorfos.

Seja B um outro grupo dotado de um outro grupo ciclico infinito de um elementoB; := {b", n € Z}. Nesse caso
Ay * By é o grupo constituido por todas as palavras finitas formadas apenas pelas letras a e b e suas poténcias, tais como
a, b, a®, b7, a"'b, ba, ab=®, b3a®, b2a~2b7 etc. O grupo A * By assim constituido é denominado grupo livremente gerado
por dois elementos.

E um exercicio muito facil provar que todos os grupos livremente gerados por dois elementos sao isomorfos. Tais
grupos sio por vezes denotados por Fo. O primeiro grupo de homotopia do espago composto por R? menos dois pontos
distintos quaisquer é isomorfo a um grupo livremente gerado por dois elementos, Fs.

e Extensao do produto livre para mais de dois grupos

A construgao acima do produto livre de dois grupos pode ser facilmente estendida para uma cole¢ao finita de grupos.
Se possuirmos trés grupos F, G e H, por exemplo, definimos palavras como sequéncias finitas (1, ..., z,) com cada xy,
pertencendo a um dos trés grupos, onde dois elementos sucessivos nunca pertencem ao mesmo grupo € NUNca comparecem
os elementos neutros de F, G e H. O produto de palavras ¢ definido similarmente ao caso de dois grupos (e é também
associativo), o elemento neutro é a sequéncia vazia () e a inversa de (z1, ..., @) é (z;!, ..., zf]).

e Amailgamas de dois grupos por homomorfismos

Sejam G e H dois grupos para os quais definimos o produto livre G * H, como acima. Vamos considerar que exista
um terceiro grupo U, com elemento neutro ey, e dois homomorfismos ¢ : U — G e ¢ : U — H.

Considere-se agora o subconjunto de G * H dado por Sy y = {(o(u) d;(u)’l), uwe U, u# eU} e considere-se o
subgrupo normal NS, 4] de G* H gerado por Sy 4 (para a defini¢ao de subgrupo normal gerado por um conjunto, vide
pégina 162).
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Defini¢do. Amalgama de dois grupos por homomorfismos. O amdlgama dos grupos G e H pelos homomorfismos
¢ e 1p é definido como o grupo quociente (G x H)/N|[Sy y]. ®

O significado intuitivo de (G % H)/N[Sg, ] ¢ que trata-se de um grupo onde identificamos N[Sy 4] com o elemento
neutro, como se estivéssemos impondo as relagdes ¢(u)i(u)~! = e, ou seja, ¢(u) = 1 (u) para todo u € U. Note-se que
¢(u) e (u) pertencem a grupos distintos (G e H), respectivamente.

A nogao de amélgama de dois grupos por homomorfismos é relevante na Topologia Algébrica, como no estudo de
grupos de homotopia de espacos topolégicos [476].

A seguinte observacgao é relevante:

Proposicao 2.15 Se ¢ : U — G e : U — H forem homomorfismos injetores, entdo os grupos G e H sao isomorfos a
dois subgrupos de (G x H)/N|[Sg, y]. [u]

Prova. Considere o subgrupo G de G * H definido em (2.97). Afirmamos que se g1, ga sio elementos de G, entio
(1) - (g2)~ ' = (glg;l) nao é elemento de N[Sy, 4] caso gigs* # eq, o que significa que (g1) e (g2) ndo pertencem &
mesma classe de equivaléncia em (G * H)/N[Sy, 4.

Para provar a afirmagéo, observe que pela Proposi¢ao 2.6, pigina 163, os elementos de N[Sy, ;] sio da forma
(z1, -y @) - (D(w), Y(w)™Y) - (27 .., zf1).

Agora, (glggl) nao pode ser da forma (.T,l, c Ty (Q)(U), w(u)’l) Szt L xl_l) caso n > 2, simplesmente
pois essas palavras sempre tém comprimento maior que 1. Para n = 1, porém, temos elementos de N[Sg ] na forma
(1) - (¢(w), ¥(u)~1) - (a7"). Como ¢(u) e 1(u) pertencem a grupos diferentes, tais elementos s6 poderdo estar em G
se £1 € G e P(u) = ey. Mas isso implica que u = ey (pela injetividade dos homomorfismos), implicando ¢(u) = e
(idem). Assim, os elementos (x1) - (¢(u), ¥(u)™") - (Tf]) sdo forosamente da forma (w1) - () - (Tfl) = (), nao podendo,

consequentemente, ser iguais a (glggl) caso glggl #+eq.

O argumento para o subgrupo H de G H é similar. Vemos assim imediatamente que G e H sdo isomorfos aos grupos
das classes de equivaléncia {[(g)], g € G} e {[(h)], h € H}, respectivamente. | ]

2.3 Espacgos Vetoriais. Estruturas e Construgoes Basicas

Nesta secao apresentaremos algumas estruturas e construgdes bdsicas da teoria dos espagos vetoriais. Discutiremos a
nocao de espago quociente e apresentaremos duas maneiras distintas de construir espagos vetoriais a partir de uma colegao
dada de espagos vetoriais (sobre um mesmo corpo), a chamada soma direta de espagos vetoriais ¢ o chamado produto
tensorial de espagos vetoriais. Um comentdrio pertinente (destinado aos estudantes mais avangados) é que as construgoes
que apresentaremos adiante correspondem as nogoes de soma direta e produto tensorial algébricos. Isso significa que outras
estruturas, como uma topologia, ou propriedades, como completeza, nao sido necessariamente herdadas pela construgao.
Assim, por exemplo, o produto tensorial algébrico de dois espagos de Banach nao é necessariamente um espago de Banach.
Para tal é necessério introduzir um completamento extra, que pode nao ser unico.

2.3.1 Bases Algébricas de um Espaco Vetorial

e Dependéncia linear

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Um conjunto finito u, ..., u, € V de vetores é dito ser linearmente
dependente se existir um conjunto de escalares o, ..., a, € K, nem todos nulos, tais que

aiup + -+ apu, = 0.

Um conjunto arbitrério de vetores é dito ser linearmente independente se nao possuir nenhum subconjunto finito que
seja linearmente dependente.
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e Combinagées lineares

Para um conjunto finito de vetores {u1, ..., u,} C V e de escalares {ay, ..., a,} C K, uma expressio como
Qruy + - Qg
é dita ser uma combinagao linear dos vetores ui, ..., Up.

e Varredura linear

Seja C' C V um conjunto de vetores. A varredura linear (“linear span”) de C, denotado por span (C) é o conjunto
de todos os vetores de V' que podem ser escritos como uma combinagao linear finita de elementos de C.

e Bases algébricas em espagos vetoriais

Aqui I designa um conjunto arbitrario nao vazio de indices.

Uma base algébrica, também denominada base de Hamel™, em um espaco vetorial V é um conjunto B = {b;, i € I}
de vetores linearmente independentes tais que span (B) =V e tais que qualquer vetor u de V pode ser escrito de modo
Gnico como uma combinagao linear finita de elementos de B.

Se B ¢ uma base algébrica, entao para cada u € V existem univocamente definidos v, ..., ap € Keiy, ..., i, €1
tais que:
w = aiby, +---+anb

in *

Os seguintes teoremas podem ser demonstrados com uso do Lema de Zorn (omitiremos as demonstragoes aqui. Vide,
por exemplo, [214]).

Teorema 2.9 Todo espago vetorial V' possui uma base algébrica, exceto o espago vetorial trivial V = {0}. [m}

Teorema 2.10 Dado um espago vetorial V (nao-trivial), todas as bases algébricas em V' tém a mesma cardinalidade. O

o Isomorfismos

Dois espagos vetoriais U e V sobre o mesmo corpo K sao ditos isomorfos se houver uma bijegao linear ¢ : U — V'
entre ambos. A aplicagio ¢ com tais propriedades ¢é dita ser um isomorfismo de U em V. Denota-se fato de dois espagos
vetoriais U e V sobre o mesmo corpo K serem isomorfos por

U~V.
Os fatos descritos no exercicio seguinte sao propriedades elementares importantes de isomorfismo.

E. 2.110 Ezercicio. Demonstre as seguintes afirmagdes:

1. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K e seja ¢ : U — V' um isomorfismo. Entdo ¢~ : V — U é também
um isomorfismo.

2. Sejam Ui, Uz e Us espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K e sejam ¢12 : Uy — Uz e ¢ha3 : U2 — Us isomorfismos. Entdo
$23 0 12 : Uy — Us é também um isomorfismo.

E evidente que todo espaco vetorial é isomorfo a si mesmo (o isomorfismo sendo a identidade). Esse fato e os resultados acima permitem
ver que, dado um conjunto de espagos vetoriais sobre um mesmo corpo, entdo a relagdo de isomorfia é uma relagdo de equivaléncia nesse
conjunto. Prove isso também. &

Para muitos propdsitos, dois espagos isomorfos podem ser identificados. Esse tipo de identifica¢ao é recorrentemente
empregada na literatura, muitas vezes sem maiores comentérios.

74Georg Hamel (1877-1954). A referéncia original é G. Hamel, “Bine Basis aller Zahlen und die tets, L. der Funk lgleichung
f(z +y) = f(x) + f(y)”. Math. Annalen, 60, 459-462 (1905).
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e Dimensao algébrica

Um espago vetorial é dito ser de dimensao algébrica finita se possuir uma base algébrica finita. Se um espago vetorial
V tem dimensao algébrica finita, sua dimensao algébrica, ou simplesmente dimensao é definida como sendo o nimero de
elementos de sua base.

Nem todo espago vetorial tem uma base algébrica finita (vide exemplos abaixo). A dimensao algébrica de um espago
vetorial é definida como sendo a cardinalidade de suas bases algébricas (pelo Teorema 2.10, acima, sdo todas iguais).

Ezemplo 1. V = C" sobre o corpo dos complexos ou V' = R" sobre o corpo dos reais. Tais sdo bem conhecidos
exemplos-protétipo de espagos vetoriais de dimensao finita (= n).

Seja P = conjunto de todos os polindmios de uma varidvel real com coeficientes complexos: P, (t) € P,
Po(t) = ant" +---+ait +ao

com t € R, a; € C, é dito ser um polindémio de grau n se a,, # 0.

Ezemplo 2. V = P sobre o corpo dos complexos. Este é claramente um espago vetorial de dimensao infinita. V' possui
uma base algébrica, a saber, o conjunto de todos os polindémios da forma b, =", n =0, 1, 2, ....

Ezemplo 3. V = R sobre o corpo dos reais. O conjunto dos reais sobre o corpo dos reais é também um espago vetorial
de dimensao 1, a saber, uma possivel base é formada pelo elemento 1: B = {1}, j& que, obviamente, qualquer elemento
z € R pode ser escrito como z =z - 1, com x no corpo dos reais.

Esse exemplo pode parecer banal, e de fato o é, mas leva a um antiexemplo curioso que mostra que a dimensao
algébrica de um espago vetorial é também fortemente dependente do corpo de escalares utilizado.

Ezemplo 4. V = R sobre o corpo dos racionais.

A surpresa aqui é que este ndo é um espago vetorial de dimensao algébrica finita: nao existe um conjunto finito
{z1, ..., zm} de niimeros reais tais que todo = € R possa ser escrito como

T =riry+ -+ TmTm,

onde os nimeros r; sao racionais. A razao ¢ que, como Q é um conjunto contdvel, a colegdo de nimeros que se deixam
escrever como o lado direito é uma cole¢ao contdvel (tem a mesma cardinalidade de Q™). O conjunto R, porém, nao é
contavel.

Um resultado um tanto surpreendente diz, porém, que esse espago vetorial possui uma base algébrica, ou seja, existe
um conjunto H C R tal que para cada 2 € R existe um conjunto finito hy, ..., h, de elementos de H e um conjunto
finito de racionais 71, ..., , tais que © = rihy + -+ + r,hy,. A demonstragao da existéncia de uma tal base faz uso do
Lema de Zorn e pode ser encontrada em [78] ou [92]. Essa base é denominada base de Hamel de R.

Uma consequéncia curiosa da existéncia de bases de Hamel em R serd discutida no tépico que se inicia a pagina 190.

Outros exemplos menos dramaticos que mostram a dependéncia da dimensao com o corpo utilizado sao os seguintes:
sejam V; = C sobre o corpo dos complexos ¢ Vo = C sobre o corpo dos reais. V; tem dimensao 1, mas V5 tem dimensao
2.

Mais adiante faremos uso do seguinte resultado:

Teorema 2.11 Se em wm espago vetorial V' existir wm conjunto {vi, ...,v,} de n vetores linearmente independentes,
entdo a dimensao algébrica de V' € maior ou igual a n. [m}

Prova. A demonstragio é feita por absurdo. Suponhamos que haja uma base B = {b, ...,by} em V com k < n. Entao,

podemos escrever

v = apby 4+ 4 by .
pois B é uma base. Nem todos os «; podem ser nulos. Supondo que a4 seja um elemento nao nulo, podemos escrever
b = (ak)’l(m — by — o — ap_1br_) - (2.98)

Analogamente, temos que
3= Bibi+ -+ Bidy
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e, usando (2.98), podemos escrever
ve = b1+ -+ Ye—1bp—1 + Av1 .

Os ~; nao podem ser todos nulos, pois de outra forma terfamos v = Ajvy, contrariando a hipétese de os v;’s
serem linearmente independentes. Suponhamos que ;1 seja o elemento nao nulo, podemos escrever by_1 como uma
combinagao linear envolvendo {by, ...,by_2} e os vetores vy e va. Prosseguindo, concluiremos apés k passos que

Vkp1 = Ajor -+ Ao,

contrariando a hipétese de que os v;’s s@o linearmente independentes. |

e Automorfismos descontinuos do grupo (R, +) Nota para os estudantes mais avangados.

Neste topico usaremos as bases de Hamel da reta real para ilustrar uma “patologia” cuja existéncia é por vezes
mencionada na teoria de grupos, a saber, a existéncia de automorfismos descontinuos do grupo (R, +).

Considere-se a equacao f(z +y) = f(z) + f(y) para todo z, y € R. Podemos nos perguntar: que fungoes f: R - R
podem satisfazé-la™? E bastante claro que fungdes do tipo f(z) = cz, com c constante real, satisfazem f(z + y) =
f(x) + f(y) para todo z, y € R. Fora isso, f(z) = cx sdo continuas e sio bije¢des de R em R (a menos que ¢ = 0).

Serdo essas as tinicas fungdes com a propriedade f(z +y) = f(z) + f(y) para todo =, y € R? Haverd outras fungoes
com essa propriedade e que nao sejam continuas? Serd que hd outras fungoes com essa propriedade, nao-continuas, e que
também sejam bijegoes de R em R? A resposta a essa ultima pergunta é muito curiosa e conduz a uma classe de fungoes
cuja existéncia ilustra algumas dificuldades encontradas na teoria de grupos. Provemos em primeiro lugar a seguinte
afirmacdo (historicamente esse pequeno resultado é devido a Cauchy™®):

Proposicao 2.16 Se f: R — R satisfizer f(x+y) = f(z)+ f(y) para todo x, y € R e f for continua em toda reta real
R, entao f ¢ da forma f(x) = cx para algum c, constante real. [m}

Prova. Seja f continua satisfazendo f(x +y) = f(2) + f(y) para todo , y € R e f : R — R. E claro que, tomando
z =y =0 tem-se f(0) = f(0+0) = 2f(0) e, portanto, f(0) = 0. Segue facilmente dai que 0 = f(0) = f(z + (—z)) =
f(z) + f(—z) e, portanto, f(—z) = —f(z) para todo z € R.

Seja agora p inteiro positivo e & real, ambos arbitrarios. Teremos que f(pz) = f((p—1)z+z) = f((p—1)z) + f(z) =
f((p—2)x) +2f(x) etc. Repetindo p vezes esse proceder, concluimos que f(pz) = pf(z). Como f(—z) = —f(x), essa
relagao vale para p negativo também. Seja agora ¢ inteiro, nao nulo. Entdo, pelo que acabamos de provar, f(1) =
fla/q) = qf(1/q) e concluimos que f(1/q) = f(1)/q. Se, entdo, tivermos um numero racional r da forma r = p/q,
com p inteiro e ¢ inteiro nao nulo, teremos que f(r) = f(p/q) = pf(1/q) = (p/q)f(1) = rf(1). Finalizamos a prova
evocando a continuidade de f e o fato que todo z real pode ser aproximado por um nimero racional: seja z € R e 7y,
n € IN, uma sequéncia de niimeros racionais que converge a x, i.e., x = lim,_,o 7. Entdo, f(z) = f(limnﬁDC r,,) =
limy, oo f(rn) = (lim, 00 7) f(1) = 2f(1). Na segunda igualdade usamos a hipétese (cruciall) que f é continua em
toda parte. Denotando f(1) = ¢ a afirmagao estd provada. |

Com esse resultado em maos podemos nos perguntar: haverd fungdes nao-continuas que satisfazem f(z + y) =
f(z) + f(y)? Talvez surpreendentemente, a resposta ¢ positiva. Nao s6 ha fungoes nao continuas com essa propriedade,
mas ha dentre elas fungoes bijetoras de R em R. Fungées com tais caracteristicas um tanto patolégicas podem ser
construidas com o uso das assim chamadas bases de Hamel da reta real, seguindo uma construgiao concebida por esse
autor””. Detalhemos.

Seja o espago vetorial V' dos niimeros reais sob o corpo dos racionais. Como consideramos paginas acima, esse espago
vetorial tem dimensao algébrica infinita, mas existe uma base H C R de V, nao-contdvel, denominada base de Hamel,
tal que todo elemento z de R pode ser escrito como combinagao linear finita (Unical!) por racionais de elementos de
H, ou seja, para todo z € R existe um n (que depende de z), racionais r1, ..., r, (que dependem de z) e elementos

75Para um tratamento extenso de equagdes funcionais como essa, vide [6].

76 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

77Georg Hamel (1877-1954). A referéncia original é G. Hamel, “Eine Basis aller Zahlen und die igen Lésung der Funkt: lgleich
f(xz+y) = f(x)+ f(y)”. Math. Annalen, 60, 459-462 (1905).
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hi, ..., hy de H (que também dependem de z) tais que = pode ser escrita (de forma tdnical) como x = rihy+- -+ rph,.
Denominaremos essa expressao a decomposicao de  em H.

Notemos que se x e y sdo nimeros reais e & = rihy + -+ rphy, ¢ y = rihy + -+ 7], k), sdo suas decomposi¢des em
H, entao a decomposicio de x +y é rihy + -+ + rphy + 1Ry + -+ Rl

Vamos definir uma fun¢éo f : R — R, da seguinte forma. Primeiramente fixamos seus valores nos elementos de H
tomando, para cada h € H, f(h) := f, € R, onde os nimeros f; sio escolhidos arbitrariamente. Em segundo lugar,
para qualquer z € R, e cuja decomposigao em H seja & = r1hy + - - - + 1, hy, definimos f(z) :==r1 f(h1) +- -+ 1 f(hn) =
rifay + 00+ Pofn,. Assim, se x e y sdo nimeros reais e & = rihy 4+ -+ rph, e y = 1Ay + -+ 4+ v k], s@o suas
decomposicoes em H, teremos f(z +y) = rifu, + - +rufu, + 7oy + o fu, = fl2) + f(y)-

O leitor pode convencer-se que hd, para cada base de Hamel H, infinitas fungoes desse tipo (devido & arbitrariedade
da escolha dos f5’s) e que todas sdo descontinuas, exceto se escolhermos f, = ch para todo h € H, com uma constante
¢ fixa.

Espertamente, podemos tomar f como uma bijegao de H em H, ou seja, podemos escolher™ f;, € H paratodo h € H
e de modo que para todo h € H exista um g € H unico tal que f, = h. Uma situagao trivial dessas ¢ aquela na qual f
¢é a identidade quando restrita a H: f, = h para todo h € H, mas outras escolhas sao também possiveis. Se f for uma
bijegao de H em H, ¢ ficil de se ver que imagem de f no dominio R é toda a reta real R (mostre isso)!

Além disso, uma tal f, bijetora enquanto funcao de H em H, é igualmente bijetora como funcdo de R em R.
Mostremos isso. Sejam x e y € R com decomposigoes & = r1hy + -+ + rphp e y = 5191 + -+ + Smgm com 1, sp € Q e
hj, gx € H e suponhamos que f(z) = f(y). Isso significa que 71 fn, + - +7nfn, = s1fg + -+ 8mfg,,. Como cada fp,

e cada fy, ¢ elemento de I, essa igualdade s6 é possivel se m =n, se fn; = f4, ;) eserj = sy paratodo j=1,...,n,
onde 7 é um elemento do grupo de permutagoes de n elementos (ou seja, ¢ uma bijegao de {1, ..., n} em si mesmo).
Como f é uma bijegao de H em si mesmo, segue que h; = gr(;) para todo j =1, ..., n. Assim,

r = ZT:’I'J = stuwwu) = Zs]g] =y
Jj=1 j=1 j=1

e, portanto, f : R — R é bijetora.

Uma fungao que satisfaga f(z +y) = f(x) + f(y) para todo z, y € R e f: R — R representa um endomorfismo
do grupo (R, +). O que aprendemos no ultimo pardgrafo pode ser expresso na linguagem da teoria de grupos como a
afirmacao que existem automorfismos de (R, +) que nao sao continuos. Esse fato ilustra algumas situagoes patolégicas
que s@o por vezes encontradas ou mencionadas no estudo de grupos continuos. Com o uso de fungées f desse tipo é
possivel, por exemplo, construir subgrupos uniparamétricos nao-continuos de um grupo de Lie dado ou representagoes
nao-continuas de tais subgrupos.

Assim, por exemplo, se A é uma matriz real n x n antissimétrica, entdao O(t) = exp(tA), t € R é um subgrupo
uniparamétrico continuo de SO(n), pois O(0) =1 ¢ O(t)O(t') = O(t + t') para todos ¢, t' € R, sendo os elementos de
matriz de O(t) fungoes continuas de t. Se agora definirmos P(t) = exp (f(zf)A)7 t € R, para uma fungao f : R — R,
patoldgica como acima (ou seja, satisfazendo f(z +y) = f(z) + f(y) para todo z, y € R, bijetora mas descontinua),
ainda teremos P(0) =1 e P(t)P(t') = P(t+1t') para todos ¢, t’ € R, mas os elementos de matriz de P(t) nao sao funcoes
continuas de t.

o Bases topolégicas em espagos vetoriais Nota para os estudantes mais avangados.

O conceito de base algébrica ndo deve ser confundido com o de base topoldgica, conceito esse pertencente ao contexto
dos espagos vetoriais topoldgicos:

Uma base topoldgica em um espaco vetorial topolégico V' é um conjunto B = {b;, ¢ € I} de vetores linearmente
independentes tais que span (B) é um conjunto denso em V, ou seja, o fecho de span (B) é V.

Uma base topolégica é dita ser base topoldgica completa se nao possuir nenhum subconjunto préprio que também seja
uma base topolégica.

A dimensao topoldgica de um espago vetorial é, entao, definida como sendo a cardinalidade das bases topoldgicas
completas de V.

Para ilustrar como os conceitos de base algébrica e base topoldgica sao diferentes, consideremos novamente o seguinte

8Que tal ¢ possivel é garantido pelo Azioma da Escolha — Exercicio.
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Exemplo 4 acima:

Ezemplo 5. V = R sobre o corpo dos racionais, com a topologia usual sobre R, tem uma base topolégica completa
de dimensdo finita: B = {1}. De fato, o conjunto {r -1, r € Q} ¢ denso em R. Esse espago vetorial possui, portanto,
uma dimensao topoldgica igual a um.

Definigdo. Espago vetorial separdavel. Um espago vetorial topoldgico sobre o corpo dos reais ou dos complexos é
dito ser separavel se possuir uma base topoldgica contével. ®

2.3.2 O Dual Algébrico de um Espago Vetorial

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K (por exemplo, o corpo C). Uma aplicacao [ : V — K, definida sobre todo
V, é dita ser um funcional linear se

oz +By) = al(z)+ Bl(y)
para todo z, y € V e todo a, f§ € K.

E. 2.111 Ezercicio. Mostre que, de acordo com a defini¢do acima, vale para qualquer funcional linear [ que 1(0) = 0. £

O conjunto de todos os funcionais lineares de V em K é denominado espago dual algébrico de V e denotado V. O
conjunto V' é feito um espago vetorial (sobre K), por meio da seguinte relagao:

(ad + Bm)(z) = l(az) +m(Bz) ,
para todolem e V' ; a, B € K e todo z € V. O vetor nulo de V' é o funcional linear que associa trivialmente todo
vetor de V a zero: l(z) =0,Va € V.
O seguinte teorema ¢ verdadeiro e sera implicitamente usado vdrias vezes no que segue. Sua demonstragao ¢, como
veremos, elementar mas instrutiva.
Teorema 2.12 Seja um espago vetorial V' sobre um corpo K. Se wm vetor v tem a propriedade que l(v) = 0 para todo
Le V', entio v =0. m]

Prova. Seja B uma base algébrica em V. Para cada elemento b € B podemos associar um funcional linear l,, definido
da seguinte forma. Como todo w € V pode ser escrito como uma combinagao linear finita de elementos de B, podemos
sempre escrever

w = wyb+w',
onde w’ é uma combinagao linear finita de elementos de B\ {b} e w;, € K. (E claro que wy, = 0 caso b ndo comparega na
decomposi¢ao de w em uma soma finita de elementos de B). Definimos, entao

ly(w) == wy ,

para todo vetor w € V. E um exercicio simples mostrar que, para cada b € B, a aplicagdo [, : V — K dada acima é um
funcional linear.

E. 2.112 Egercicio. Mostre isso. *
Seja, entdo, v um vetor como no enunciado do teorema. Se [(v) = 0 para todo | € V', vale obviamente que l,(v) = 0
para todo b € B. Isso, porém, trivialmente implica que v = 0, completando a demonstracao. |

Se A e B sio espagos vetoriais e A C B, entdao B’ C A’.

E. 2.113 Ezercicio. Justifique essa Gltima afirmativa. o+

e Notacao

Para z € V el € V' é frequente usar-se a notacao (I, z) em lugar de [(z). A expressao (I, ) é muitas vezes dita
ser o “pairing”, ou “emparelhamento”, entre [ € V' e # € V. Essa notagio é graficamente conveniente por expressar a
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igualdade de status entre V e V’'. Uma inconveniéncia se dd em casos em que pode haver confusao com a notagao de
produto escalar.

Com essa notagao, as propriedades de linearidade expressam-se como
(aly 4+ aola, ) = ar(ly, @) + az(ls, z) e (I, arz1 + anxa) = aa(l, z1) + az(l, 22) ,

vélidas para todos I, l1, o € V', @, 21, 12 € V e aq, ag € K.

e Base dual candnica

Seja U um espago vetorial sobre um corpo K e suponhamos que U tenha dimensao finita, ou seja, que U possua
n

uma base finita {e1, ..., e,}, n € IN. Todo elemento de v € U pode ser escrito na forma 2“161 com u' € K. Para
i=1
j=1, ..., n definamos e’ : U — K por™
e (u) == v .

E elementar provar que cada e’ é um funcional linear em U e, portanto, um elemento de U’. Pela definigio, vale

e(er) = oy,
para todos i, j =1, ..., n, ou seja, na notagao de emparelhamento,
(e, e;) = dij .
Em verdade o conjunto {e!, ..., e"} forma uma base em U’, denominada base dual canénica da base {ei, ..., e,}.
De fato, se £ € U’ teremos
n n n
L(u) = ¢ (Zui&) = Zu’l’(el) = Zlf(e,)ei(u),
i=1 i=1 i=1
para todo u € U, provando que
n
(= ZZ (el)e7 s
i=1
o que estabelece que todo elemento de U’ é uma combinagio linear de {e', ..., e"}. Os elementos de {e!, ..., e"}
sdo linearmente independentes, pois se Y.I , aze’ = 0 isso significa que para todo e;, j = 1, ..., n, valerd 0 =
Yy ie'(e)) = o
E relevante comentar que a base dual de {ey, ..., €,} é tnica. De fato, se {e!, ..., e"} e {£!, ..., ("} satisfazem

(€7, e;) = &;j e (7, e;) = &;; para todos 4, j, entdo (£/ —e’, ?1) = 0 para todos 4, j, o que implica que, para cada j e
para todo u € U, vale (¢ — e/, u) = 0, donde conclui-se que ¢/ = e/ para todo j.

e O dual topoldgico de um espago vetorial

Seja V um espago vetorial topolégico. O conjunto de todos os funcionais lineares continuos sobre V' ¢é dito ser o dual
topoldgico de V. O dual topolégico serd denotado neste texto por V. Note-se que VI c V'

o Exemplos de funcionais lineares

Ezemplo 1. Seja V = C™, sobre o corpo dos complexos. Seja a1, ..., a, um conjunto fixo de nimeros complexos.
Para qualquer vetor z = (z1, ..., z,) € C" defina-se [(2) = @121 + - - - + Gnz,. Entdo, [ é um funcional linear em C™.
E. 2.114 Ezercicio. Verifique. L

Em verdade, é possivel demonstrar a reciproca: em C" todo funcional linear é da forma acima para algum conjunto
{a1, ..., a,}. Essa afirmativa é um caso particular de um teorema importante conhecido como “Teorema da Repre-
sentacao de Riesz”, um resultado vélido para espagos de Hilbert, dos quais C" é um exemplo, e que serd demonstrado
na Segao 39.2.2.1,

79Como veremos, a distingdo notacional que doravante faremos entre indices superiores e inferiores, ainda que nao possua nenhum significado
profundo em si, é muito conveniente e muito empregada em textos de Fisica.
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Seja P o conjunto de todos os polindmios de uma varidvel real com coeficientes complexos: P, (t) € P,
Pu(t) = ant" +---+ait +ao ,

comt € R, a; € C, é dito ser um polinémio de grau n se a,, # 0. O conjunto P é claramente um espago vetorial sobre os
complexos.

Ezemplo 2. Para cada tgo € Rep e P, l(p) = p(to) é um funcional linear em P.
E. 2.115 Ezercicio. Verifique. o+
Esse exemplo pode ser generalizado:
Ezemplo 3. Sejam tq, ..., t, € R, distintos, e a1, ..., a, nimeros complexos. Para todo p € P, definamos
I(p) = aip(tr) + -+ anp(ty) -
Entao, [ é um funcional linear em P.
E. 2.116 Ezercicio. Verifique. *

O dltimo exemplo pode ser fortemente generalizado nos dois exemplos que seguem.

Ezemplo 3. Seja (a, b) um intervalo finito de R e h uma fun¢do complexa integravel nesse intervalo (ou seja,
b -
J; Ih(t)|dt < o0). Entdo,

b
) = [ HOpe)ar
a
estd definida para todo p € P e define um funcional linear em P.

E. 2.117 Ezercicio. Justifique as duas dltimas afirmativas. *

Ezemplo 4. Seja a funcao g(z) = e’ Entao,

estd definida para todo p € P e define um funcional linear em P.

E. 2.118 Ezercicio. Justifique as duas dltimas afirmativas. &

e A relagdo entre V e V'

Vamos aqui discutir o fato que sempre existe uma maneira (ndo canonica, vide abaixo) de associar vetores de um
espago vetorial V' com elementos de seu dual algébrico V.

Seja V um espago vetorial sobre um corpo KK ¢ B C V uma base algébrica em V. Seja Fp = IKP a colegio de todas
as fungoes de B em K. Afirmamos que existe uma bijecao de Fp sobre V', ou seja, esses dois conjuntos podem ser
identificados nesse sentido.

Para tal, seja f € Fp. Definimos uma aplicagdo I : Fp — V' da seguinte forma. Como todo = € V pode ser escrito
como uma combinacao linear finita de elementos de B, digamos, = aqb;, + - - - + ayb;,, escrevemos

I(f)(@) == arfbi) + -+ anf(bi,) -

I(f) é um funcional linear pois, se escrevemos y = ay,41bi,,, + - + Qngmbi,,.,,, teremos
I(f)z+y) = arf(by)+ -+ antmf(bi,)
= aif(by)+-+anf(bi,)+ an+1f(b1n+1) +-+ “rt+rnf(bin+m>

= 1)) + W) - (2.99)
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Isso mostrou que I(f) ¢ de fato um elemento de V' para cada f € Fp. Vamos mostrar o reverso: que a cada elemento
I de V' ha um elemento g; de Fp associado e que I(g;) = I. Seja novamente z = aib;, + -+ + ayb;, € V e seja | um
elemento de V'. Tem-se

in

Uz) = aal(bi,) + -+ anl(bi,) -
Definimos g; : B — K por

para todo b € B. Pela definicao
I(g)(x) = argi(bi,) + -+ angi(bi,) = arl(by) + - +anl(b;,) = l(z) (2.100)

para todo z € V. Logo I(g;) = I como querfamos. Isso provou que I ¢ injetora.

I é também sobrejetora, pois é evidente que se [ : V — K for um elemento de V', entdao a restricao de | a B
é um elemento de Fp e vale I(l [ B) = [. De fato, para qualquer @ = aib;, + -+ + anb;,, temos I(l | B)(z) =
arl(bi,) + -+ anl(bs,) = U(arby, + -+ anby,) = l(2).

A aplicagao I : Fg — V' é, portanto, uma bijegao entre esses dois conjuntos. Notemos, porém, que essa bije¢ao nao
¢é candnica no sentido que a mesma depende da base adotada. Se trocarmos B por outra base a bijecao altera-se.

De posse desses fatos podemos entender a relagio entre V e V' da seguinte forma. Seja o subconjunto Gp de Fp
formado por todas as fungoes de suporte finito em B, ou seja, pelas fungdes que assumem valores nao nulos (no corpo
K) apenas para um subconjunto finito de B. Para g € §p existe um conjunto finito By = {b1, ..., by} C B tal que g é
nao nula nos elementos de By, mas é nula em B\ By.

Os conjuntos §p e V podem ser identificados no seguinte sentido: existe uma bije¢ao J : G — V. Tal é facil de ver
se lembrarmos que os elementos de V' podem ser escritos como uma combinagao linear finita de elementos de B. Para
cada g € §p definimos

J(g) = g(br)br + -+ g(ba)bn €V,

onde {by, ..., by} = By. Se & = a1b;, + -+ + apb;, € V, definimos g, € §p por
ge(biy) = aa, a=1,...,n e ge(d) =0 se b&{by, ..., bi,}.
E facil ver, entao, que
J(g,;) = g(b“)b” +ot g(bin)bin = albn +o+ (lub,” =T, <2~101)
o que mostra que J é sobrejetora. Que J é injetora, segue do fato que se f € Gp é tal que {b}, ..., b} = Bye

J(g) = J(f), entdo teremos g(b1)by + - - - + g(bp)by, = f(b1)V] + -+ -+ f(b],)b],, o que implica que n = m, que b; = b e que
g(b;) = f(b;) para todo i € {1, ..., n}, ou seja, que f = g.

Notemos novamente que essa bije¢ao J também nao é canodnica, no sentido que a mesma depende da base adotada.
Se trocarmos B por outra base a bijecao altera-se.

E. 2.119 Ezercicio importante. Mostre agora que J ' : V — G, é linear, ou seja, J ' (az + By) = aJ ' (x) + BJ ' (y) para todos
z, y € V etodos a, € K. x

Juntando o discutido acima, concluimos que ¢ := I o J~! é uma aplicacio linear injetora de V em V’. A mesma,
porém, nao é “natural”, pois depende da base algébrica B escolhida.

No caso em que V' é um espago de dimensao finita, F, e G, coincidem e, portanto, ¢ = I o J~! é uma aplicagio linear
bijetora de V em V’. Concluimos, portanto, que se V é um espaco vetorial de dimensio finita, entao ele é isomorfo a seu
dual V’. Esse isomorfismo nao é candnico: depende de uma escolha de base.

Para futura referéncia, colocamos esses resultados na forma de uma proposicao:

Proposigao 2.17 Seja V' um espago vetorial. Entao, existe ao menos uma aplicagao linear injetora (nao candnica) de
V em V', que denotamos por ¢ : V. — V'. O espago V, portanto, é isomorfo a sua imagem por ¢ em V': V =~ ¢(V) C V'.

Se a dimensao de V' for finita, entio ¢ é também sobrejetora e, portanto, V ~ V'. Portanto, ¢ define um isomorfismo
(nao canonica) entre Ve V'. ]
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Assim, fixada uma base B em V hd uma maneira de associar todos os elementos de V' com elementos do seu dual
algébrico. Notemos porém que no caso de espagos de dimensdo infinita pode haver elementos de V' aos quais nao
correspondem tais identificacoes, ou seja, a imagem de ¢ = I o .J~! ¢ tipicamente um subconjunto préprio de V.

E. 2.120 Ezercicio-Ezemplo. Seja P o espaco vetorial dos polindmios em R definido acima. Seja T' = {t; € R, i € IN}, um conjunto
contdvel de pontos distintos da reta real e seja q(t) = qo + qit + - - - + gnt", um polinémio. Definamos I, € V' por
la(p) = qop(to) +qup(tr) + -+ + gnp(tn) -
Mostre que a aplicagdo P 3 g+ Iy € V' é linear e injetora.
Serd que com o conjunto 7" fixado todo elemento de V' seria da forma [, para algum ¢? Pense. Inspire-se nos exemplos 3 e 4 da
pagina 194. O que acontece para conjuntos T diferentes? *

Antes de sairmos desse tema mencionemos um resultado elementar que seré evocado adiante.

Proposigao 2.18 Se U e V sao espagos vetoriais sobre um mesmo corpo e ambos tem dimensao finita, entao U ~V se
e somente se U' ~ V. |

Prova. Como vimos na Proposigao 2.17, U ~ U’ e V ~ V'. Logo, devido & transitividade da relagio de isomorfia, U ~ V'
se e somente se U’ ~ V. u

e O bidual algébrico de um espago vetorial

Mais interessante que a relagao entre V e V', é a relagao de V com o dual algébrico de V', o chamado bidual algébrico
de V e denotado por (V')’, assunto que discutiremos agora. A razio ¢ que, ao contririo do que tipicamente ocorre entre
V e V', hd sempre uma aplicagdo linear injetora entre V e (V')" que é natural, ou seja, independente de escolhas de
bases.

Outro interesse na relagio entre V e (V') reside no fato que a mesma revela-nos, como veremos, uma distingao aguda
entre espagos vetoriais de dimensao finita e infinita.

Se V' é um espago vetorial sobre um corpo K j& observamos que V' é também um espago vetorial sobre o mesmo
corpo. Assim, V’/ tem também seu dual algébrico, que é denominado bidual algébrico de V.

O bidual algébrico de um espago vetorial V é o espago (V’)'. Como vimos nas paginas anteriores, existe pelo menos
uma aplicacio linear injetiva de V em V’. Chamemos esta aplicacio de ¢;. Analogamente, existe pelo menos uma
aplicacao linear injetiva ¢p de V' em (V')’. A composigio ¢ o ¢1 fornece uma aplicagao linear injetiva de V' em (V')".
Como ¢ e ¢ dependem de escolhas de base, a composigao ¢2 o ¢; também depende, nao sendo, assim, natural.

Ao contrério do que ocorre na relagao entre V e V', podemos sempre encontrar uma aplicagao linear injetiva de V'
em (V')" que ¢é natural, i.e., independente de base. Vamos denoté-la por A. Definimos A : V — (V') da seguinte forma:
para x € V, A(z) é o elemento de (V') que associa a cada | € V' o valor I(z):

A(z)(1) = (=), (2.102)
ou seja,

(A(z), 1) = (I, z) . (2.103)

E. 2.121 Ezercicio. Mostre que A : V — (V') é linear. Mostre que A : V — (V') é injetora. Sugestdo: use o Teorema 2.12,
enunciado e demonstrado na pagina 192. *

E transparente pela definicdo de A que a mesma ¢ independente de bases e, portanto, “natural”. A relagao entre
z € V e um elemento de (V')" mostrada acima ¢ tao direta que quase poderfamos dizer que V' é um subconjunto de (V')":
V c (V')'. Alguns autores, abusando um pouco da linguagem, chegam mesmo a escrever uma tal relagio de inclusio.
Mais correta, no entanto, é a relagio A(V) C (V’)’. Analogamente, a defini¢ao (2.102)—(2.103) permite-nos identificar
A(z) = z para todo z € V. Faremos isso frequentemente, ainda que essa identificagao seja imprecisa.

Poderiamos nesse momento nos perguntar: quando podemos eventualmente ter A(V) = (V')’? Para o caso de espagos

vetoriais sobre o corpo dos reais ou dos complexos a resposta é simples e, um tanto surpreendentemente, e se expressa
no seguinte teorema.
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Teorema 2.13 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo dos reais ou dos complezos. Entio, A(V) = (V') se e somente
se V' for um espago vetorial de dimensao finita. Como A € linear e injetora, isso diz-nos que V e (V') sao espagos
vetoriais isomorfos se e somente se V for de dimensdo finita. [m}

Este teorema revela uma importante distingao entre espagos de dimensao finita e infinita. Em dimenséo finita todos
os funcionais lineares do dual algébrico de V' sio da forma A(z) para algum vetor z. Em dimenséo infinita, porém, hd
certamente elementos em (V') que ndo sao dessa forma. Assim, ao tomarmos duais duplos em dimenséo infinita sempre
obtemos espagos vetoriais “maiores”, o que nao ocorre em dimensao finita.

Prova do Teorema 2.13. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K = C ou R.

Caso de dimensado finita. Vamos, em primeiro lugar, supor que V seja de dimensao finita e denotemos por dim V sua
dimensao. Seja também B = {by,..., b, } uma base de V. E claro que o niimero de elementos de B é n = dim V.

) E fécil mostrar que o conjunto {A(b1),. .., A(bs)} ¢ linearmente independente em (V')'. De fato, se existirem escalares
ol tais que a'A(by) + -+ + a™A(b,) = 0, ou seja, A(alb + - + a"b,) = 0, terfamos A(w)(l) = {(w) = 0 para todo
Il € V', onde w = a'by 4+ --- + a'b,. Isso, porém, implica w = 0 (pelo Teorema 2.12, pigina 192), o que implica
al=...=a" =0.

Isso afirma que dim (V’) > dim V. Afirmamos que a igualdade s6 se dé se A(V) = (V')". De fato, se A(V) = (V')/,
entao todo elemento de (V') é da forma

A(abr 4+ +ay,) = a'Ab) + - +a"A(bn) .

com of € K para todo k e, portanto, {A(by),...,A(b,)} é uma base em (V') e dim (V') = dim V. Se, por outro
lado, A(V) é um subconjunto préprio de (V') existem elementos v € (V') tais que v” — a'A(by) — -+ — a"A(bn) # 0
para todos o' € K. Portanto, {v”, A(b1),...,A(b,)} é um conjunto de n + 1 vetores linearmente independentes. Logo

dim (V') > n = dim V, pelo Teorema 2.11, pagina 189.

Vamos, entao, mostrar que obrigatoriamente tem-se que dim (V’)" = dim V, provando o teorema.

Como vimos quando discutimos a relagdo entre V e V' & pagina 194, V' é equivalente ao conjunto Fp de todas as
fungoes de B em KK, enquanto que V' é equivalente ao conjunto Gp formado por todas as fungoes que assumem valores
nao nulos (no corpo K) apenas para um conjunto finito de B. Como B tem um numero finito de elementos, sucede
S = Fp. Logo, V e V' sdo equivalentes: existe uma bije¢ao linear o1 entre ambos.

A aplicagio ¢, leva a base B em uma base ¢ (B) em V’. Para ver isso, notemos que todo elemento [ € V' é da forma
I = ¢1(v), para algum v € V. Como todo v € V é da forma v = a'by + - + a”by, segue que todo elemento [ € V'
é da forma oty (by) + - -+ + a1 (by). Como ¢ é bijetora, {p1(b1),...,¢1(b,)} é um conjunto de vetores linearmente
independentes pois se existirem escalares 8',..., 8" tais que

Bloi(b) + -+ B 1 (by) = 0

terfamos 1 (Bb1 + -+ + B"b,) = 0, o que implica B'by + --- + B"b, = 0, pois ¢; é bijetora. Isso, porém, implica
Bl = ... =p" =0, pois {b1, ...,by} é uma base. Assim, ¢1(B) = {p1(b1),...,91(b,)} é uma base em V' e, portanto,
dim V' =n=dim V.

Analogamente, tem-se que V' e (V') sdo equivalentes e, portanto, existe uma bijegdo linear ¢, entre ambos que leva
a base ¢1(B) em uma base @3 0 ¢1(B) em (V')'. Portanto, dim V’ = dim (V’)’. Logo dim V = dim V' = dim (V')/,
como queriamos provar.

Caso de dimensao infinita. No caso de dimensao infinita desejamos mostrar que sempre ha elementos em (V') que
nao sao da forma A(z) para algum z € V. Abaixo KK é o corpo dos reais ou dos complexos.

Vamos primeiro delinear a estratégia a ser seguida. Seja B uma base em V (fixa daqui por diante). Como sabemos,
existe uma aplicagdo linear bijetora ¢ : Fp — V'. Uma funcio s : B — K, s € Fp é dita ser limitada se existir um
M > 0 tal que |s(b)| < M para todo b € B. Seja L o conjunto de todas as fungoes limitadas de B em K. E claro que
Lp CTp.

Vamos mostrar o seguinte: nao existe nenhum vetor nao nulo v € V' com a propriedade que A(v)(8) = 0 para todo
B € ¢(Lp). Seja v =alby + -+ a™b, um tal vetor para o qual A(v)(3) = 0. Isso significa que para todo 3 € ¢(Lp)

0 = A@)(B) = Bw)=a'Bb)+ -+ a™B(bm) -
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Para cada i € {1, ..., m} tomemos os funcionais lineares 5" definidos nos elementos b de B por
i 1, seb=b;,
s = { ’

0, de outra forma.
Como todo 37 é um elemento de ¢(£g) (por qué?), terfamos 0 = 5*(v) = o’ para todo 4, 0 que implica v = 0.

A conclusao é que nenhum elemento de (V)" que seja da forma A(v) para algum v € V nao nulo pode anular todos
os elementos de ¢(Lp) C V'. A estratégia que seguiremos serd a de exibir um elemento de (V')" que tem precisamente
a propriedade de anular todos os elementos de ¢(£p). Um tal elemento nao pode pertencer, portanto, a A(V), o que
mostra que A(V') é um subconjunto préprio de (V') no caso de dimensdo infinita.

Seja u € V''\ ¢(Lp) e U o subespago de V' gerado por u. Todo elemento I € V' pode ser escrito de modo tinico na
forma !l = au+y, onde a € K e y pertence ao subespago complementar de U. Definamos «(l) = a. E claro que o € v’y
e que « aniquila todo elemento de ¢(£pg), pois estes pertencem ao subespago complementar de U (por qué?). Assim,
a e (V') mas a g A(V). ]

o “Pullbacks”

Sejam U e V dois espagos vetoriais (nio necessariamente de dimensao finita) sobre um mesmo corpo K e seja
1 : U — V uma aplicagao linear entre ambos. A aplicagao ¢ induz uma aplicagio linear denotada por ¥* : V' — U’, do
espaco dual V' no espago dual U’, a qual é definida de forma que, para todos £ € V' e u € U valha

W (0),uy = (tv(w).

A aplicagao ¢* é dita ser o pullback de . E elementar constatar que ¥* : V' — U’ é uma aplicacio linear entre esses
espagos.

E. 2.122 Ezercicio. Prove essa afirmagio! £

E. 2.123 Ezercicio. Sejam Uy, Uz e Us trés espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Sejam t12 : Uy — Uz e tpag : Uz — Us
aplicagdes lineares. Mostre que (123 0 912) " = (¥12)" 0 (¥23)”. "

E. 2.124 Egercicio. Seja U um espaco vetorial e id,, : U — U o operador identidade (ou seja, tal que id y(u) = u para todo
u € U). Mostre que (idy)* =id /. E]
Esses tltimos exercicios preparam a seguinte proposi¢ao relevante:

Proposigao 2.19 Sejam U eV dois espagos vetoriais sobre wum mesmo corpo K e seja ¢ : U — V um isomorfismo de
U em V. Entdo o pullback ¢* : V! — U’ € também um isomorfismo de V' em U’ e vale (1/)*)71 =" u}

Prova. Provemos que ©* é sobrejetora. Seja j € U’, para todo u € U temos
(G, u) = G v o(u)) = <U)* o (™" (), u> ,

provando que j = ¢* o (y"1)*(j) e, portanto, que j estd na imagem de ¥*. Como j € U’ é arbitrdrio, provou-se que
* : V' — U’ é sobrejetora.

Provemos que ¢* é injetora. Sejam {1, lo € V' tais que ¥*(¢1) = ¥*({2). Terfamos, para todo u € U,

(br = bo, P(w)) = (P*() = P*(f2), u) = 0.

Como a imagem de 1 é sobrejetora e u € U ¢ arbitrério, isso implica que £; = {5, estabelecendo a injetividade de 3*.

Assim, ¢* é inversivel. Disso segue que

idy: = id}; = (z/)’lm/;)* = u‘)*o(w’l)* e que idy, = id} = (z/)oz/)’l)* = (1/)’1)*01/‘;*,

0 que prova que (19*)71 = (w*l)f |
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2.3.3 Subespacos e Espagos Quocientes

e Subespagos

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W de V' ¢ dito ser um subespago de V' (sobre o mesmo
corpo K) se para todo «, 8 € K e todo u, v € W valer que au + v € W. E evidente que um subespago de um espago
vetorial é por si s6 um espago vetorial.

Proposigao 2.20 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e seja {Wx C V, X € A} uma familia (ndo vazia) de
subespagos de V. Entao, ﬂKA Wy € também um subespago de V. m]

Prova. Se u e v sdo elementos de [ rea Wi entdao ambos pertencem a cada Wy com A € A. Como cada Wy é um
subespaco de V, conclui-se que toda combinagao linear au + fv, com a, § € K, é um elemento de W)y. Como isso se dd
para cada Wy com A € A, concluimos que (au + Bv) € ycp Wa. Isso completa a prova. |

e Subespagos gerados por um conjunto

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e seja A um subconjunto nao vazio de A. Seja {Wx(A) C V, A € A}
a colecao de todos os subespagos de V' que contém o conjunto A, ou seja, a colegao de todos os subespagos Wy (A) de V
tais que A C Wy (A). Essa familia é ndo vazia, pois, evidentemente contém o espago V. Define-se o subespago gerado por

A por
[A] == (| Wa(4) .
AEA
Que se trata de um subespago é evidente pela Proposigao 2.20. Interpretando-se a defini¢ao pode-se dizer que |[A]] éo
menor subespaco de V' que contém A. Justifique esse palavreado.

e Quocientes
Se W é um subespago de um espago vetorial V' sobre um corpo K, entao é possivel definir em V' uma relagao de
equivaléncia Ey C V x V da seguinte forma: dizemos que (u, v) € V x V pertence a Ew se u —v € W.

E. 2.125 Ezercicio. Mostre que isso de fato define uma relagdo de equivaléncia em V. *

Seguindo a notagao usual denotaremos também essa relacao de equivaléncia pelo simbolo ~y: u ~y vseu—v € W.

Denotemos por V/W o conjunto das classes de equivaléncia de V' pela relagio Ew. Denotaremos por [u] € V/W a
classe de equivaléncia que contém o vetor u € V.

Com esses ingredientes podemos transformar V/W em um espago vetorial sobre K. Isso se dd definindo em V/W uma
soma e um produto por escalares. O vetor nulo serd a classe de equivaléncia [0] que contém o vetor 0. Como subconjunto
de V, a classe [0], alids, vem a ser o conjunto W (por qué?).

Se [u] e [v] sdo as classes de equivaléncia que contém os elementos u e v, respectivamente, de V', entdo definimos

[ul 4+ [v] = [u+0].

E. 2.126 Ezercicio. Mostre que essa definicdo é coerente, no sentido que independe dos representantes (u e v) escolhidos nas classes.
Mostre que essa operagdo de soma é comutativa e associativa. Mostre que [u] + [0] = [u] para todo v € V. "

Analogamente, a operagao de multiplicagdo por escalares é definida por

para todo u € V.

E. 2.127 Ezercicio. Mostre que essa defini¢do é coerente, no sentido que independe do representante u escolhido na classe. Mostre
que o conjunto V/W &, portanto, um espaco vetorial sobre o corpo K com as operagdes definidas acima. o+

O espago vetorial V/W assim obtido é denominado espago quociente de V por W.
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2.3.4 Somas Diretas de Espacgos Vetoriais

e A soma direta de uma colecao finita de espagos vetoriais

Sejam V) e Va dois espagos vetoriais (sobre um mesmo corpo K, sendo doravante K = R ou K = €). Como V; e
V5 sdo dois grupos Abelianos, o grupo Abeliano obtido pela soma direta Vi & Va estd definido pelo procedimento geral
descrito na Segao 2.2.4, pdgina 174. Isso, entretanto, ainda nao faz de Vi & V2 um espago vetorial.

Para isso, é preciso definir o produto de um elemento de Vi @ Va por um escalar (um elemento de K). Definimos o
produto de vy B ve € Vi & V5 por a € K como sendo o elemento (o) @ (awz), ou seja,
a(vy ®va) == (av1) @ (aws) . (2.104)

E facil constatar que, com essa defini¢io, V4 6 V5 torna-se um espago vetorial (vide a definigao formal de espago vetorial
a pagina 129), que denotaremos por Vi @k V. O assim definido espago vetorial Vi @k Vs, é dito ser a soma direta dos
espagos vetoriais Vy e Vi sobre o corpo K.

Se tivermos uma colegdo finita de espagos vetoriais Vi, ..., Vj, (sobre um mesmo corpo K) procedemos analogamente,
primeiro definindo o grupo Abeliano Vi & --- @ V,, e depois definindo a multiplicagao por escalares por

a(vr @ Boy) = (av) & (avy) ,
comaceKevi®---®v, €Vid---dV,. O espago vetorial (sobre K) assim definido é denotado por V; &k - -- &k V.

e Soma direta de colegoes arbitrarias de espagos vetoriais

Se {Vi, i € J} é uma colegio de espagos vetoriais que, em particular, sdo grupos Abelianos, cai definida, pelo
apresentado na subsecao anterior, a soma direta V; := @, ; V;, definida primeiramente como grupo Abeliano. Vs pode
ser feito um espaco vetorial definindo-se, para um escalar genérico o € IK,

a- <>< (va)> = X (owa) (2.105)

a€J acJ

para todo X (va) € V, (para a notagao de produtos Cartesianos gerais, vide pagina 64). E um exercicio elementar
aed

(faga-o!) mostrar que, com essas estruturas, V, é de fato um espaco vetorial, satisfazendo a definigdo apresentada na

Segao 2.1.5, pagina 129.

e Representagoes de grupos em somas diretas de espagos vetoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K (que omitiremos doravante). Seja G um grupo e sejam

; - . ~ 7 . - -
7V e 7V representagoes de G em U e V, respectivamente. As representacoes 7 e 7V permitem definir uma representacio

de G em U & V denominada representacio soma direta e denotada por 7V @ 7V, ou por 7V®V | a qual é definida como
segue. Para g € G, define-se (7TU ] 7TV) (g9) por

(‘ITU (D7rv)(g) (usv) = (WU(g)u) [<2] (wv(g)v) s (2.106)
para todos u € U e v € V. A generalizagao para somas diretas arbitrdrias de espagos vetoriais é imediata.
2.3.4.1 Formas Multilineares
Para n € IN, considere-se uma colecio finita de espagos vetoriais Vi, ..., V, (sobre um mesmo corpo K) e seja sua soma

direta V4 @ -+ @ V,,. Uma forma n-linear em Vi @ --- &V, é uma aplicagdo w : V1 & --- @'V, — K tal que para «, § € K

/ P — . as relacoes
ev;, v; €V, j=1,..., n, valem as relagdes

w(v1©-~©v,71®(avi+ﬂv§)@vl+1®---®vn)

= QW(UI(D"'(D’Ui—l @m@vm@---@vn) +6w(v1®v~®vz_1©v;<9vz+1rD--@vn) (2.107)
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paracadai =1, ..., n.

E elementar constatar-se pela definicao que se w : Vi @ - -+ @ V,, = K é uma forma n-linear, entao
w(m D DVi—1 B0 D Vi1 @“ﬂ%vn) =0

para todo 7, ou seja, se um dos argumentos é o vetor nulo a forma se anula (prova: tome-se @ = 3 =0 em (2.107)).
Vamos denotar por M(V1 [ REEN) V") o conjunto de todas as n-formas lineares em Vi @ --- @ V,,. O conjunto

M(V1 DD Vn) 6 também um espago vetorial sobre K. Para duas n-formas lineares w; e wo e dois escalares aq, ap € K

define-se a combinagao linear ayw; + asws como sendo a n-forma linear que a todo v1 & --- G v, € V1 &--- &V, associa

(qwy + cow2) (V1 ® -+ B wy) 1= cqwi(vr @ D vy) + aswa(vi G-+ Dwy) .

Formas n-lineares sao também genericamente denominadas formas multilineares. A nogao de forma multilinear possui
uma estreita relagdo com a nogao de produto tensorial, como discutiremos mais adiante.

e Base em M (V1 ®--- & V,) no caso de dimensdo finita

Sejam Vi, k=1, ..., n espagos de dimensao finita sobre o corpo K (aqui, R ou C). Seja my = dim Vj, a dimensao

do espago V}; e seja {e(k)l, BN e(k)mk} uma base em Vj, e {e(k)14 RN e<"’)'”*‘} sua correspondente base dual candnica.

Cada vetor v, € Vj pode ser escrito na forma vy, = Z:’Z’Cl(vk)“e<k)a, onde {(v)!,.... (vx)™ } sfo as componentes

de vy na base {e(k)l, A e“c)mh }
Defina-se m® % € M(V1 &+ & V,,) (com 1 < ay <ma, ..., 1 < a, < my) por
my Mn
m (o @ B w,) = mi <Z (1}1)}"6(”,7J ... ® Z (11,L)b“e<")hn> = (v1)™ - (vp) . (2.108)
bi=1 bn=1

E elementar constatar que, de fato, m®"*n é uma forma multilinear, ou seja, m® " € M(Vl DD Vn). Claro estd
por (2.108) que

mee (e, @@ e ) = g, gty (2.109)
E f4cil constatar que {m‘“”'“", 1<a; <mq, ..., 1<a,< m“} forma uma base em M(Vl B D Vn) (associada
as bases {e(k')l, e(k)mk} de Vi, k=1, ..., n). De fato, para cada w € JV[(V1 B D Vn) tem-se
m M,
OJ(U1 @ Doy) = w (Z (1;1)”‘e(1)a‘ Q... Z (v”)“”e(")a">
ar=1 an=1
my My
=3 S ) (U,L)”“w(e(l)m o ... e("')aﬂ)
a=1  ap=1
my My
=Y w(eWy @ @ e, w0 B
a=1  a,=1
mostrando que
mi ma
bm 353 (0, e e, Y, 2a1)
a=1  a,=1

como desejdvamos.
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!
Para o espago dual (M(Vl [RERN:) V,,)) temos a base dual canénica {mb‘“_bn, 1<bj<my, j=1, ..., n}. onde
my sao tais que
<mb1---b7,7 mu]...un> = 5,18, (2.111)
Segue disso e de (2.110) que
mi M
<mb,...b7,«, m> - <mb1.ub7,-, DD w(e(”u] o ... o e<>)m>
a=1  ap=1
mi mn (2.111)
= Z Z w(e(l)u] ... d e(")aﬂ) <mb]“,b”, m‘“"“‘”> = W(e(l)b, ®...0 e<")bn) .
a=1  an=1
Sobre essa igualdade
w(eWy @ .o e, ) = (my., w) (2.112)

comentaremos mais adiante.

2.3.5 Produtos Tensoriais de Espacgos Vetoriais

A nogao de produto tensorial de espagos vetoriais ¢ relevante em dreas como a Geometria Diferencial, a Fisica Relativistica,
a Teoria dos Corpos Deforméaveis®?, a Mecanica Classica, a Mecanica Quantica etc. Vide nota histérica sobre a nogao de
tensor a pagina 179.

Vamos comegar nossa definigdo da noc¢ao de produto tensorial de espagos vetoriais discutindo um exemplo-protétipo
de uma tal estrutura.

e Um exemplo-protétipo de um produto tensorial de espagos vetoriais

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e sejam A := R4 e B := RP as colecdes de todas as funcdes definidas em A e
em B, respectivamente, e assumindo valores em R, ou seja, A :={f: A — R} e B:={g: B — R}. E claro que tanto
A quanto B sdo espagos vetoriais reais.

Vamos denotar por f ®g g : A x B — R a funcio produto de f com g, ou seja, a funcio definida em A x B que a
cada par (a, b) € A x B associa o valor f(a)g(b) € R:

(f®rg)(a, b) = fla)g(b).

A fungio f ®R g assim definida é um exemplo de um elemento de R4*5, a colecio de todas as fungdes definidas em
A x B assumindo valores em R, ou seja, RA*? := {F : A x B — R}. Dentro de R**” que também é um espago
vetorial real, vamos destacar um subespago especifico: o das fungoes que podem ser escritas como uma soma finita de
fungoes do tipo f ®gr g com f € A e g € B. Esse subespago é denotado por A ®g B e é denominado o produto tensorial
(algébrico) dos espagos A e B.

N

A ®gr B é o conjunto de todas as funcoes reais definidas em A X B que sejam da forma Z fr(a)gr(b), para algum
N € NN, arbitrario, e fungoes fr, € A e gx € B, também arbitrarias. As N fungodes fi, ..., )}Nl nao precisam ser todas
distintas, nem as N fungoes g1, ..., gn. Assim, com esse entendimento, escrevemos

N
A@rB = {Z fr ®r gk, com N € N, arbitrario e f;, € A, g € B, arbitreirias} .
k=1

E muito claro que A ®g B compde um espaco vetorial real (um subespago de R4*5). Primeiramente, pois a soma de
dois elementos de A ®g B é novamente um elemento de A ®g B (por ser novamente uma soma finita de produtos de

80Para esse tema, vide e.g., [292] e [451].
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fungoes). Segundamente, pois o produto de um elemento de A ®g B por um escalar real é novamente um elemento de
A @R B.

Sobre essas operagoes de soma e multiplicagdo por escalares em A ®@g B vale fazer algumas observagdes muito impor-
tantes. Para produtos de fungdes valem as bem-conhecidas regras de fatoragao

F(@)gi(b) + f(a)ga(b) = f(a)(g1(b) + 92(b)) e fila)g(d) + f2(a)g(b) = (fi(a) + f2(a))g(b) -

Para a multiplicagio por um escalar real o, vale a regra a(f(a)g(b)) = (af(a))g(b) = f(a)(ag(h)). Em notacio de
produto tensorial, elas ficam

fOrRG+fOrRg2 = fOr(91+02), (2.113)
[Org+fa®rg = (fi+f2)®ryg (2.114)
e
a(ferg) = (af)@rg = for (ag) . (2.115)
Essa tltima se estende a um elemento qualquer de A ®g B da seguinte forma evidente:
N N N
a (Z fe®r gk) =Y (afx) @rgr = > fx @ (agk) - (2.116)
k=1 k=1 k=1

e Ainda sobre a nogao “intuitiva” de produto tensorial de dois espagos vetoriais

As regras (2.113)(2.116) tém grande importancia, nem tanto pelo que sao no contexto acima, mas pelo que sugerem.
Dados dois espagos vetoriais U e V' sobre um mesmo corpo K, a ideia por trds da construgao de um produto tensorial
U @Kk V desses dois espagos é reproduzir, ou imitar, as propriedades do espago vetorial A @k B, acima, composto de
somas finitas de produtos de funcées. Assim, U @k V deve ser composto por somas finitas de produtos tensoriais de
vetores de U e de V' e devem respeitar regras como (2.113)-(2.116) de soma e multiplicagao por escalares. Como isso ¢
efetivamente implementado é algo que comecaremos agora a apresentar.

Sejam U e V dois espagos vetoriais em relagao a um mesmo corpo, digamos, C. Os espagos U e V sdo grupos
Abelianos em relagao as respectivas operagoes de soma de vetores. Assim, podemos, como discutido na Segao 2.2.4.3,
péagina 179, definir o grupo Abeliano U ® V, o produto tensorial dos grupos Abelianos U e V. Naquela construgao estao
definidos produtos tensoriais como u ® v, com u € U e v € V, e os elementos gerais de U ® V sao somas finitas de
produtos tensoriais desse tipo. Além disso, valem por construcao as relagoes

URU+UuRvy = u® (v1+uv2),
U @u+tup®@v = (u;+uz)@v

para todos u, ui, us € U e todos v, vy, va € V.

Esse grupo Abeliano U ® V' ainda nao tem uma estrutura de espago vetorial (sobre os complexos), pois nao dissemos
como definir o produto de um elemento de U ® V' por um escalar a € C. Isso é feito da seguinte forma, para u € U,

au®v) = (au)@v = u® (w) . (2.117)

O estudante deve comparar essa regra de produto por escalares com a regra (2.104). Para elementos de U ® V' que sejam
somas finitas, como por exemplo u ® v + «’ ® v’, impomos

a(uv+u ®@v) = awev)+al @)

= (au)@v+ (o) ®v = u® (av) +u' @ (') .

E. 2.128 Ezercicio. Constate que, com essa definicio, U @ V torna-se um espaco vetorial, ou seja, verifique que sdo vilidos os
postulados da definicdo formal de espago vetorial dados a pagina 129. &
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Esse espago vetorial, que denotaremos por U ®¢ V, é denominado produto tensorial dos espagos U e V. O subindice
C aposto ao simbolo @ é por vezes dispensado, e serve apenas para recordar que um escalar (ou seja, um elemento de C,
nesse caso) pode ser passado de um lado para outro do simbolo ®, tal como na tltima igualdade em (2.117). Passemos
agora a formalizagao dessas ideias.

e O produto tensorial de dois espagos vetoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K (que assumiremos, por simplicidade, tendo caracteristica
zero, como C ou R). Como U e V sao dois grupos Abelianos, o grupo Abeliano U ® V' estd definido pelo procedimento
descrito na Se¢ao 2.2.4.3, pagina 179. Isso, entretanto, ainda nao faz de U ® V' um espago vetorial. Para isso tomemos
X =U®V e consideremos em F(X) (o grupo livremente gerado por X) o subconjunto definido por

R = {T‘ eFU@V)|r = (au)®@v—u® (w), coma e K, uelU, ve V} . (2.118)

Como antes, seja R(R) o subgrupo composto por todas as combinagdes lineares finitas com coeficientes inteiros de R.
Definimos, entéo, um novo grupo Abeliano U @k V como U @k V := F(U @ V) /R(R).

U ®g V é por ora apenas mais um grupo Abeliano, mas podemos adicionar-lhe uma estrutura de espago vetorial da
seguinte forma. Primeiramente é preciso definir o produto de um escalar por um elemento de U @k V. Para elementos
da forma u @k v com u € U e v € V, definimos o produto a(u @k v), para € K por

alu®@kgv) = (ou) Ok v =1uQK (av) . (2.119)

A dltima igualdade segue da defini¢do de U ®k V. Os demais elementos de U ®k V' sdo da forma de somas finitas de
clementos como u @k v, ou seja, sao da forma

N

Z Up QK Vk

k=1

para algum N € IN. Para os mesmos, definimos

N

N N
a (Zuk ®K 'Uk> = Z(D‘uk) QK Uk = ZU;C ®K (avg) ,
k=1

k=1 k=1
com a € K.

E facil constatar (faga-o!) que, com essa definigiao, U @k V torna-se um espago vetorial (vide a defini¢do formal de
espago vetorial na Segdo 2.1.5, pagina 129), que também denotaremos por U @k V. O assim definido espago vetorial
U @k V é denominado produto tensorial dos espagos vetoriais U e V sobre o corpo K. O subindice K aposto ao simbolo
® é por vezes dispensado, e serve apenas para recordar que um escalar (ou seja, um elemento de K) pode ser passado de
um lado para outro do simbolo ®, tal como na ultima igualdade em (2.119).

Mais adiante (Se¢ao 2.3.5.1, pagina 210) comentaremos sobre uma segunda defini¢ao equivalente de produtos tensoriais
como espagos duais de formas multilineares. Essa segunda definigdo e sua equivaléncia com a anterior, porém, é restrita
a produtos de espagos vetoriais de dimensao finita.

Os elementos de U@k V' sao genericamente denominados tensores de ordem 2 (ou “rank” 2). Em seguida, discutiremos
como definir tensores de ordem maior.

e O produto tensorial de uma colegao finita de espagos vetoriais

As ideias acima podem ser generalizadas para o caso de uma colegdo finita de espagos vetoriais. Sejam U!, ..., U™
uma colegao finita de espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K (que assumiremos, por simplicidade, tendo caracteristica
zero, como C ou R). Como cada U® é um grupo Abeliano, o grupo Abeliano U'®---®@U™ estd definido pelo procedimento
descrito anteriormente. Isso, entretanto, ainda ndo faz de U! ® --- ® U™ um espago vetorial. Para isso, tomemos
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X=U'®---®@U" e consideremos o subconjunto R de F(X) definido por R := U Rij, com

i, j=1
i#j

Rij = {TGF(X)’ r= (u1®---®u’*1®(au’)@u’“@---@u")7(u1®--~®u-'*1®(au1)®u-'“®---®u")

com «a € K, ukEUkparatodok:L ey n}

Como antes, seja R(R) o subgrupo composto por todas as combinagoes lineares finitas com coeficientes inteiros de
elementos de R. Definimos, assim, um novo grupo Abeliano U' @ - -- @k U™ como
Ulog---@xU" == FU'®---@U")/R(R) .

U' ®k - @k U™ é por ora apenas mais um grupo Abeliano, mas podemos adicionar-lhe uma estrutura de espago
vetorial definindo o produto de um escalar por um elemento de U ® - - - @k U™. Para elementos da forma u! @ - - - @k u™

com uF € U* para todo k =1, ..., n, definimos o produto a(u! ®k --- @k u"), para a € K, por
a! @k - Qg u") = v Ok - Ok v @k () Ok v T Ok - QO u”
para qualquer j = 1, ..., n. Que o lado direito independe do particular j adotado segue da definicio de Ul ®x - - - @k U™.

Os demais elementos de U' ® - - - @k U™ sdo da forma de somas finitas de elementos como u! ®k - - - @k u”, ou seja, sio

da forma
N

D up @k - @k uf (2.120)
k=1

para algum N € IN. Para os mesmos, definimos

N
« (Z ui QK - QK u;‘) =
k=1

a € KK, onde, como anteriormente mencionado, a dltima igualdade é vélida para qualquer j adotado.

j+1

N N
3 -1
o (uf O - K up) = E up ®K - Ok Ul Ok (ou]) @k up ®K - Ok up
- k=1

k=1

E facil constatar (faga-o!) que, com essa defini¢do, U' @ --- @k U™ torna-se um espago vetorial (vide a defini¢io
formal de espago vetorial na Segio 2.1.5, pagina 129), que também denotaremos por U' @ - - - @k U". O assim definido
espaco vetorial U ®k - - - @k U™ é denominado produto tensorial algébrico dos espagos vetoriais U*, k=1, ..., n, sobre
o corpo KK, ou simplesmente produto tensorial dos espagos vetoriais U*.

e Alguns comentarios

Observe-se que, com a construgao acima, vale, para ay, ..., a, € K,
(ﬂwl) QK -+ OK (an“’") = (011 s an) (ul QK+ QK ?L") .

Esse fato limita a construgao de produtos tensoriais que expusemos acima a produtos tensoriais envolvendo apenas uma
colecdo finita de espacos U*, pois para colecdes nao finitas o produto de infinitos escalares o, pode nao estar definido.

Uma outra observagao que fazemos é que a construgao do produto tensorial, acima, é puramente algébrica: se os
espacos vetoriais U forem espacos vetoriais topolégicos nenhuma topologia é naturalmente transmitida para esse produto
tensorial. A construgao de produtos tensoriais topolégicos requer elaboragoes adicionais que estao fora do nosso modesto
€scopo.

Notagao. Quando nao houver motivo de confusdo denotaremos U @k - Qg U™ simplesmente por Ul®---®@ U™
Frequentemente usaremos a notagao U®%™ ou simplesmente U®", para denotar U ®k - - - @k U. E também conveniente
—_——

n vezes

definir U®%" para n = 0 como sendo o corpo K. <
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Os elementos de U! @ - -+ @k U™ sdo genericamente denominados tensores de ordem n (ou “rank” n).

Mais adiante (Segao 2.3.5.1, pagina 210) comentaremos sobre uma segunda definicao de produtos tensoriais como
espagos duais de formas multilineares. Essa segunda definigdo, porém, é restrita a produtos de espagos vetoriais de
dimensao finita.

e Resumo das conclusoes

Em resumo, temos o seguinte quadro: se U!, ..., U™ sdo espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K, cujos vetores
nulos denotamos todos pelo simbolo 0, entao:

N

1. U' @k --- @k U™ é um espago vetorial sobre K cujos elementos sao somas finitas da forma g up OK - QK Uy,
=1

com N € IN, arbitrdrio, sendo u%, ..., uk elementos arbitrérios de U, para cada k = 1,

2. Valem as regras

W eulou + u'eue - eulew = (ultu)eu’e - euieun,
Weute- - eulout + ueute-euTlow = ueue--eule (ut+u),
para todos u*, ut’ ceUF k=1,...,n

3. O vetor nulo de U' ®k --- Qg U™ é 0® --- ® 0 e valem as identificacoes
0 ®0=09u® - u" 'ou" = - = ' Qu*® - ®u"" 10
para quaisquer u* € U*, k=1, ....n.

4. Vale a regra de produto por escalares (« € K),

1 2 n—1
URRKUEDK - OKU, DK (auf) .

M=

N

. 1 2 -1

---®1xu,’j> =Y (oup)@uioK - -@gup 'Ogup = - =
k=1

=
I

e Produto tensorial com um corpo

Seja U um espago vetorial sobre IX. Como todo corpo K ¢é também, naturalmente, um espago vetorial sobre K, o
produto tensorial K @k U esta igualmente definido. E, porém, natural nesse contexto identificar-se K ®k U com U por
meio do isomorfismo a ®k u — au, para todos a € K e u € U. Doravante essa identificacio serd feita silentemente, salvo
mencao em contrario. O dito acima repete-se para o produto U ®k K.

e O isomorfismo canénico

Dadas duas colecdes finitas V1, ..., V™ e U', ..., U™ de espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K podemos, pela
construgao descrita acima, definir os espagos vetoriais produto

A= (Viex-oxV") ok (Ve oxU") e B = Viex-exV"exU ek kU

Esses dois espagos sao isomorfos, com o isomorfismo € : 2 — B dado por
e((vl QK -+ OK vm) ®K (Ul QK -+ OK U")) = 0! @k - Ok " Bk u! Bk - QK u" 5 (2.121)

sendo estendido linearmente para os demais elementos. Esse isomorfismo é denominado isomorfismo canénico entre A
e B. O isomorfismo canodnico é relevante na definicdo da chamada dlgebra tensorial, tal como descrito na Segao 2.5.1,
pagina 230.
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E. 2.129 Ezercicio. Mostre que € : 2 — B, definido acima, é, de fato, um isomorfismo entre espacos vetoriais. *

Se U ¢ um espaco vetorial sobre um corpo I, vimos acima que U®K™ @y UK ¢ UPx(m+n) g0 canonicamente
isomorfos. Observe que isso faz sentido mesmo quando m = 0 (ou n = 0, ou ambos), pois nesse caso U¥E™ = K, por

convencgao.

e Bases em produtos tensoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensao finita sobre um mesmo corpo K (que omitiremos doravante), dotados
de bases {e1, ..., ey} e {fi, ..., f,}, respectivamente. Afirmamos que a colegao de vetores {e;®f;, i =1, ..., m, j =
1, ..., n} forma uma base em U ® V. De fato, se u € U e v € V sio da forma u = ;" u'e; e v = 21":1 vIf;,
entdo u @ v = Y1, E';:l u'v’ e; ® f;. Como todos os elementos de U ® V' sdo obtidos como combinagdo linear finita
de elementos da forma v ® v com u € U e v € V, concluimos imediatamente que os mesmos podem ser escritos como
combinagao linear dos elementos e; ® f;, como querfamos. Isso estabeleceu também que a dimensao de U ®V ¢é o produto
da dimensao de U pela de V: dim(U ® V) = dimU dim V.

As consideragoes acima estendem-se sem maiores surpresas para produtos tensoriais de mais de dois espagos vetoriais
sobre um mesmo corpo. Paran € N, sejam Vj, j =1, ..., n espagos de dimensao finita sobre o corpo K (aqui, R ou C).
{ )

1y oer

Seja m; = dim V}, a dimensao do espaco Vj e seja ¢ e s e(J)mJ} uma base em Vj. Assim, um vetor v; € Vj se deixa

escrever na forma v; = Z:;l(vf)“e(])a, onde {(v;)!, ..., (vj)™i} sido as componentes de vj na base{eml, U emmj }

Um elemento geral de Vi @ -+ ® V;, da forma (2.120) pode ser escrito com auxilio da base acima como

N my M N
SNupe-eup =Y Y (Z (ui)“‘--~(ug)““> eV, ®-@em, . (2.122)
k=1

ar=1  ap,=1 \k=1

(1) (n)

E evidente, portanto, que o conjunto B := {e o ®--®e "y, 1<a; <mjparatodoj=1, ..., n} é uma base
em Vi ®- - @V}, e que esse espago possui dimensao my - - - m,,. Assim, de forma geral, um tensor arbitrdrio T’ € Vi ®---®V,,
pode ser escrito nessa base B na forma

my,

my
T =y rumel g 0eM, . (2.123)

a=1  a,=1

As constantes 7% %" sao denominadas componentes do tensor T' na base B.

e A convencao de Einstein

A representagao (2.123) de um tensor 7' é frequentemente escrita na forma simplificada

T = e o), @ ge®, (2.124)

com a deliberada omissao dos simbolos de somatéria, sob o entendimento implicito de que indices de componentes de tensores,

se repetidos, sio somados em seu dominio (no caso acima, cada aj é somado de 1 a my). Essa convengao util poupa
muitas expressoes de complicacdes notacionais e é denominada convengdo de Binstein®', ou notagio de Einstein. A
convenc¢ao de Einstein é muito usada em textos de Fisica e passaremos a fazer uso cada vez mais frequente da mesma.

e Alguns exemplos

Exemplo 2.25 Seja C(R), o espago vetorial das fungdes reais e continuas definidas em R. O produto tensorial C(R) ® C(R) é
o espaco de todas as fungdes F' de duas varidveis z, y € R da forma

P, y) = Y ful@)a() ,

para algum N € N e com f, gr € C(R). Note-se que C(R) ® C(R) é um subconjunto préprio de C(R?), a colegio de todas as

fungdes continuas definidas em R?, pois nem toda fungdo continua de duas varidveis reais pode ser escrita na forma de uma soma

81 Albert Einstein (1879-1955).
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finita de produtos de fungdes continuas de uma varidvel. Exemplos sao as fungoes G(z, y) := 1/(1+ar:2 +y2) e H(z, y) := exp(zy).

¢

Exemplo 2.26 Scja P(R) o espago vetorial de todos os polindmios reais em uma varidvel real. Hd em V uma base, a saber,
aquela composta pelos monémios e;(z) = 27, j € No. O produto tensorial P(R) ® P(R) é composto por fungdes da forma

P, y) = Y pe(@)ary) ,

k=1

onde os pi’s e 0s qi’s sao polinémios em uma variavel e N € IN. Expandindo-se os px’s e 0s gx’s nos monémios e;, é claro que
podemos escrever a expressao resultante na forma

n m
b
P, y) = Y. > Cas'y’,
a=0b=0
com Cyp € R e com n, m € No.

Note-se que neste exemplo, em contraste com o Exemplo 2.25, vale P(R) ® P(R) = P(R?), onde P(R?) é o espago vetorial de
todos os polindmios reais em duas varidveis reais. *

o Representagoes tensoriais de grupos

Sejam U e V dois espacos vetoriais de dimensao finita (m e n, respectivamente) sobre um mesmo corpo K (que
omitiremos doravante), dotados de bases {e, ..., ey} e {fi, ..., f,}, respectivamente. Seja G um grupo e sejam 7V e
7V representacoes de G em U e V, respectivamente. As representacoes 7 e 7" permitem definir uma representacao de
G em U ® V denominada representacio produto tensorial e denotada por 7V @ ¥ ou por 7V®V | a qual é definida como
segue. Para g € G, define-se (7 @ 7V)(g) por

(‘ITU ®7rv)(g) (u® v) = (W(I(g)u) ® (ﬂv(g)v) s

parau € U e v € V, sendo 7V ® 7V estendido linearmente para os demais elementos de U ®@ V.
m n
Um elemento ¢t de U ® V pode ser escrito da forma ¢t = ZZW e; ® f;, com t" sendo as componentes de t. Para
i=1 j=1
g€ G, aaciode nV @ 7Y sobret € U® V é dada por

m

(¥ or" )@t = 3517 ((@er) @ (+V (0} -

i=1 j=1

Y Y(9).

Escrevendo, em notagao matricial para 7V (g) e 7

m

"
(gl = Y 7 (9) e e V(9 = > (9,
a=1 b=1

obtém-se
n

(w” ® w") ()t = WZ St e, 01,

a=1b=1
onde, para todos 1 <a<mel<b<mn,

m n

= 3N "7V g) 7V (g)? £ (2.125)

i=1 j=1

As grandezas t,, sao as novas componentes de ¢ apés a transformagao produzida por werV. E frequente em livros
de Fisica definir-se a nogao de tensor (de rank 2, no caso) como sendo uma quantidade que se transforma segundo
(2.125) por uma transformagao induzida por um grupo (por exemplo, pelo grupo de rotagdes ou pelo grupo de Lorentz).
Estritamente falando, um tensor nao pode ser definido dessa forma, pois (2.125) é uma propriedade derivada, requerendo
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uma defini¢ao prévia da nogao de produto tensorial de espagos vetoriais, tal como apresentamos acima. Ainda assim,
no que concerne ao interesse da Fisica, a transformagao de componentes expressa em (2.125) captura em muitos casos o
aspecto mais importante da nogao de tensor.

e Distributividade entre produtos tensoriais e somas diretas

Se U, V e W sao espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K, entdo os espagos vetoriais € = U ®g (V PK W) e

D= (U RK V) DK (U K W) sao isomorfos. Esse fato serd importante na definigdo da dlgebra tensorial, Segao 2.5.1,

péagina 230. O isomorfismo N : € — D é definido por

n n n
N (Z Uq QK (?,'u [S3]74 11,'&)) = (Z up QK vb> DK <Z Ue QK wc> s
b=1 c=1

a=1
para todo n € IN e para todos u, € U, v, €V ew, € W,a=1, ..., n.

E. 2.130 Ezercicio. Mostre que N : € — D, definida acima, &, de fato, um isomorfismo de espacos vetoriais. Para tal é necessdrio
e suficiente provar que N é linear, sobrejetor e que N(x) = 0 se e somente se x = 0. Para provar que N ¢é sobrejetor, observe que todo
n n
elemento de D é da forma ZUL ®K 1}1/, Dk Z ull @k w! |. Definindon =n'+n" e
b=1 =1

. = uy, k=1,...,7/, o = v, k=1,...,n, wr = 0, k=1,...,n,
k= ul_, k=n'+1, .. k= 0, k=n'+1,...,n, k= wl_, k=n"+1,..
para cada k=1, ..., n, teremos
n' n'’ n n
ZUL QK vh | S Z u @k wy = (Z up QK 'Ub) DK (Z Ue DK wc>
b=1 e=1 b=1 c=1
(verifique!) que &, evidentemente, um elemento da imagem de N. Determine N~'. &

Devido ao fato de U @k (V BK VV) e (U K V) DK (U ®K W) serem isomorfos, iremos por vezes identificd-los como
sendo o mesmo espago. Evidentemente, ha nisso um abuso de linguagem. Essa identificagdo permite-nos pictoricamente
dizer que o produto tensorial é distributivo em relagao & soma direta.

Observemos, por fim, que o exposto acima estende-se para somas diretas finitas, como formulado no seguinte exercicio:

E. 2.131 Ezercicio. Sejam U e V7, j =1, ..., m, com m € N, espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Mostre que
U ok (EBVJ> =~ Pvexv),
Jj=1 j=1

sendo que o simbolo ~ denota a relagdo de isomorfismo entre espacos vetoriais. O isomorfismo é dado por
n m m n
N (3w o (@ a)) = (e
a=1 =1 j=1 \a=1

para todo n € IN e para todos u, € U, vieVia=1, ..., nj=1, ..., m.

Analogamente, mostre que
(EBV'7> ol ~ @ (v’ oK U) ;
i=1

com o isomorfismo dado por

N (i: (évi) ®xK uﬂ> = é <;vi ®x un> ,

1 \j=1

para todo n € IN e para todos ua € U, v, € V', a=1, ..., n, j=1, ..., m. &
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2.3.5.1 Produtos Tensoriais, Duais Algébricos e Formas Multilineares

Nesta secao, os espagos vetoriais considerados o sao sobre um mesmo corpo K, que tomaremos por simplicidade como
sendo R ou C. Aqui discutiremos a relagao entre o espago dual de produtos tensoriais com o produto tensorial de espagos
duais. O resultado de maior significado que obteremos, porém, é a equivaléncia entre produtos tensoriais e o dual de
formas multilineares. Comentaremos que esse resultado permite uma definigao alternativa da nogao de produto tensorial
de espagos vetoriais, vélida no caso de dimensao finita.

e Isomorfismo natural entre (U® V)" e (U') ® (V') no caso de dimensao finita

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimenséao finita sobre um mesmo corpo K e sejam U’, respectivamente, V'
seus espagos duais. Sabemos da discussao da Secao 2.3.2, pdgina 192, que por serem de dimensao finita, U e V' sao
nao-canonicamente isomorfos a seus duais U’ e V', respectivamente, e que U ® V' ¢ isomorfo a seu dual (U ® V). Segue
disso que (U® V)" e (U")® (V') sao igualmente isomorfos. Tal como discutido na Segao 2.3.2, esses isomorfismos, porém,
nao sdo naturais: dependem de escolhas de base. Hd, porém, um isomorfismo natural entre (U @ V) e (U") @ (V') que
desejamos discutir aqui.

Se € U' e p € V', podemos definir um funcional linear em U @ V = U @k V, que denotaremos como £ X fi, por

N N
(€ x ) <Z Uq ®1;,,> = ZZ(UG)N('U,,,) (2.126)
a=1 a=1

N p . . . -
para todos Y. uq ® v € U® V. Que £ x p é um funcional linear em U ® V' é um fato de demonstragao elementar,
deixado como exercicio.

Se considerarmos agora elementos gerais de U’ @ V' da forma 221:1 Ly ® pq a aplicagio @ : U' @ V' — (U@ V) dada

por
M M

P (Zza ® Mﬂ> =) Lo X g (2.127)
a=1 a=1

define uma aplicagao linear de U’ @ V' em (U ® V)" e que é injetora e sobrejetora. Essa ® ¢ o isomorfismo canénico a
que nos referimos acima.

Para provarmos que ¢ é sobrejetora, seja {el, R em} uma base em U e {e1$ RN em} sua base dual canonica e,
respectivamente, seja {fl, R f"} uma base em V e {f!, ..., f"} sua base dual canonica. Seja w € (U ® V). Todo
elemento de U ® V é da forma a/e; ® f; (com a adogdo da ja mencionada convencio de Einstein de soma sobre indices
repetidos) e, portanto, w (a'e; ® f;) = a’w (e; ® f;). Ao mesmo tempo, vale (e” x f*) (a'Ve; ® f;) = a'le® (e;) f* (f;) =
a8 05 = a® e, portanto,

w(ae; ®f;) = wler®f) ( (e* x ') (a'Te; ®fj)) ,

implicando
w = w(er@f) (ek X f’) = @(w(ek@)fl)ek@fl)
para todo w € (U ® V), provando a sobrejetividade de ®.

Observe-se agora que se ¢ (p,zje‘ ® f’) =0 (w]ei ® ff), teremos fu;; (ei X fj) = v (e1 X fj) e, calculando ambos os
lados em e, ® f,, obtém-se piqp = vep paracadaa=1, ..., me b=1, ..., n, provando a injetividade de ®.

Estabelecemos com isso que os espagos vetoriais (U ® V)’ e (U") ® (V') sdo naturalmente isomorfos caso U e V sejam
de dimensao finita.

e Generalizando para produtos tensoriais finitos arbitrarios

As consideragoes acima se deixam generalizar para produtos tensoriais finitos de espagos de dimensao finita sobre um
mesmo corpo. Assim, se V;, i =1, ..., n, sdo espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K, teremos que (V) @---® (V1)
;o L .
e (V1 Q- ® V,L) sa0 espagos vetoriais naturalmente isomorfos.

Nesse mesmo caso, como Vi ® --- ® V,, é um espaco vetorial de dimensao finita sobre R ou C, existe um isomorfismo

,
natural entre V; ®- - -®V,, e seu bidual ((Vl ®- - <®VT,)’) (vide Teorema 2.13, pdgina 197, e a discussio que lhe antecede).

'
Disso concluimos que existe um isomorfismo natural entre V1 @ --- @ V,, e ((Vl’) ® - ® (V,{)) .

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 2 211/2825

Sejam Vi, k =1, ..., n espagos de dimensao finita sobre o corpo K (aqui, R ou C). Seja my = dim Vi, a dimensiao
do espago Vj, e seja {e(k)l, AN e(k)mk} uma base em Vj, e {e“m, RN e("')"”'} sua correspondente base dual canonica
em (Vi)'

Seguindo a convengao de Einstein, vamos escrever os elementos de Vi @ - -+ ® V,, na forma
cean (1 )
A = Aman ol )ﬂ] ®---®e(”)a”
e os elementos de (V{) @ --- ® (V1) na forma

B = By, eV g...gen,

Denominemos, como acima, por ® : (V)@ ---® (V) = (Vi ®---®V,)" o isomorfismo entre (V{) @ --- @ (V) e
(Vi ®---®V,)". Por definicio, ® satisfaz

(0(B), 4) = (@ (Byyop, eV @@l ), Amt o) e, )
= By,.4, AT <® (e(l)b‘ ® ® e(">b") s e(l)a] ® ® e(")an>

= By, AU (W o) )M o), ) = g At (2128)

— 50 — s5bn

=", =",
Para futuro uso, resumimos os fatos acima na seguinte proposigao:

Proposicao 2.21 Se Vi, ..., V,,, n € N, sdo espagos vetoriais de dimensdo finita sobre o mesmo corpo, entao

Vg oV~ Vie eV, (2.129)

. . ’ - . . .
ou seja, Vi @ - @V, e (V1 R ® Vn) sdo espagos vetoriais canonicamente isomorfos. Por for¢a do Teorema 2.13,
pdgina 197, isso implica, também em dimensao finita, a relagao candnica de isomorfia expressa em

Ve aV, ~ (e V), (2.130)

relagdo essa que se obtém de (2.129) substituindo-se Vi por V)., para cada k. [m]

e Mais convengoes e identificagoes

Além da convencao de Einstein, hd uma outra convengao frequentemente adotada na literatura. Como @, definida
acima é um isomorfismo, é comum identificar-se um tensor B, e g...@en ¢ (V)@ ® (V) com sua

by-bi n

imagem por ®. Tsso corresponde a identificar-se (V) ®---® (V;) com o espago vetorial dual (Vi ® --- ® V;,)’. Com essas
convengoes e identificagdes, (2.128) pode ser apresentada simplesmente na forma

<B‘ A> _ <Bb]»-~bn Wb @ g eMbn fgaran e<1)a]®“‘®e(")an> = B, ., Awven (2.131)

e
comAeVi®@ --@V,eBe (V)®- - ® (V).
De forma totalmente andloga permitimo-nos, no caso de dimensao finita, identificar V1 ®---®V}, com o espago vetorial
!
dual ((Vf) ® - ® (V;;)) , escrevendo

<Aa1-»-an e, @-@e™, | By ., e(nb]®,..®e<n>bn> = A9 B (2.132)

n t

e Produtos tensoriais e formas multilineares

Vamos agora discutir a rela¢ao entre produtos tensoriais de espagos vetoriais de dimenséo finita e o dual de formas
multilineares. A saber, estabeleceremos que o espaco vetorial V; @ - - - @V}, é isomorfo ao espago dual de M(Vl DD Vn)
(0 espago vetorial das as formas n-lineares sobre Vi @ - -+ @ V,,, nogao introduzida na Segao 2.3.4.1, pagina 200).
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!
Considere-se a aplicagao ¥ : V1 @ --- @V, — (M(Vl DD Vu)) definida de sorte que para todo elemento geral de
Vi@--- @V, daforma Yp_, vf @--- @ vk tenhamos
N N
<'Il (Zv{“@---@vﬁ), w> = Zw(v{“®~~®vﬁ), (2.133)
k=1 k=1

para todo funcional multilinear w € M(Vl DD Vn). Note-se que essa definicao é natural: independe de escolhas de
base. Vamos mostrar que se trata realmente de um isomorfismo de espagos vetoriais.

A prova da linearidade de ¥ ¢é elementar e é deixada como exercicio. A defini¢ao (2.133) diz-nos também que

<\I, (e(‘h\@-"@e(")un)ﬁ w> — w(eo)a‘@,,,@e(n)%)

e que para todo elemento geral de V; ® --- ® V,, da forma T”l'““”e(l)u] ® - ® e(")u" tem-se
<\Il (Tar"an e(l)ﬂ) R ® e(")nn) , w> — Taan w(e(])a, DD e<")an) . (2.134)
E evidente dessa expressao que valerd a igualdade
(@ (o e, 0o @e™, ), w) =0
para todo w € M(Vl D--- D Vn) se e somente se 7% = () para todos os indices a1, ..., a, (para ver isso, adote-se

w=m""" em (2.134), com m® » definido em (2.108), pagina 201). Assim, concluimos que ¥ ¢ injetora.

!
Como vimos, todo w € M(V1 DD Vn) pode ser escrito na forma (2.110). Assim, se Q € (M(Vl S P Vn)) s
teremos
<Q, w> =w (e(l)al D (De("),,m) <Q, m“‘"'“"> .
Logo, por (2.134), vemos que © = ¥(W), onde
W = <Qﬂ man-v-an> e(l)al ® - @e(")a” EVN®---QV,.
Isso provou que W é sobrejetora e estabeleceu o isomorfismo de espagos vetoriais

Vie--eV ~ (M(Vl@««ﬂavn))/. (2.135)

Note-se ainda que, por (2.134) e por (2.112) temos
<\I, (Talman e, ®- ®e<")an) , w> — Tal...a,,<malmw w> _ <Ta,...anmu‘_uw w>

para todo w € M(V1 DD Vn) (m,, .., foram definidos em (2.111), pagina 202) e, portanto, vale

1@

o (Ta‘”'““e(l)a‘ @ ®e(n)%) = Ttm, (2.136)
Para futura referéncia, resumimos os importantes fatos estabelecidos acima na seguinte proposigao:
Proposigao 2.22 Se Vi, ..., V,,, n € N, sdo espagos vetoriais de dimensdo finita sobre o mesmo corpo, entao
/
Vioo eV, = (Miean), (2.137)

'
ou seja, o produto tensorial Vi @ --- ® V,, e o dual espago dos funcionais n-lineares, ou seja, (M(Vl CRERNC) Vn)> , sdo

espagos vetoriais canonicamente isomorfos. O
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Reunindo nossos resultados das Proposicoes 2.21 e 2.22, temos:

Proposigao 2.23 Se Vi, ..., V,,, n € N, sdo espagos vetoriais de dimensdo finita sobre o mesmo corpo, entao
, , ! ’
Vigeev, = (We-eh)) = (MUo o). (2.138)
Pela Proposicio 2.18, pdgina 196, e pelo Teorema 2.13, pdagina 197, seque de (2.138) (tomando-se o dual) que
e o) ~We ol «~MVe -eV). (2.139)

Essa relagao também serd evocada adiante. [m}

e Uma alternativa & definigao de produto tensorial de espacos vetoriais

A expressao (2.137) diz-nos que podemos, para todos os efeitos, identificar Vi ® ---®@V;, e o dual de M(Vl DD Vn),
as formas n-lineares em V; @ - - - @ V,,. Por isso, a igualdade (2.137) pode ser tomada como defini¢do da nogao de produto
tensorial de espagos vetoriais, o que é feito por alguns autores. Note-se, porém, que essa segunda definicio da nogao
de produto tensorial é restrita ao produto tensorial de espagos de dimensao finita. Nossa primeira defini¢do de produto
tensorial de espagos vetoriais (Se¢ao 2.3.5, pdgina 202) é mais geral, e se aplica mesmo ao caso de espagos de dimensao
infinita.

Nenhuma das duas definigdes é “elementar” ou “simples” e pode-se adotar uma ou outra de acordo com a conveniéncia.
A maijoria dos textos sobre Topologia Diferencial ou Geometria Diferencial, por exemplo, prefere a segunda defini¢ao
(2.135) (espagos tangentes e cotangentes a variedades de dimensdo finita sao espagos vetoriais de dimensao finita. Vide
Secao 33, pagina 1667).

e Novamente, identificagées e convencoes

’
Como ¥ :Vi®@---@V, > (M(V1 b D Vn)) é um isomorfismo, convenciona-se também identificar (sempre

’
em dimensao finita) os espagos Vi @ --- ® V,, e (M(V1 [ RERe) VT,)) , ou seja, convenciona-se identificar um tensor

v an eu)u, ® - ® e(")a, com sua imagem por ¥. Com a mesma, (2.136) fica simplesmente

Torean o) ... @e, = T e, (2.140)

tan 0

que identifica um tensor com o dual de uma forma multilinear (m,,, ..., foram definidos em (2.111), pagina 202).

’
Devido a (2.138) temos (sempre em dimensao finita) as identificagoes de V3 ®@ - --® V;, com ((V{) @@ (V,i)) ¢ com
!
(M(V1 S Vn)) . Evocaremos essas identificagoes no futuro, por vezes, sem maiores comentdrios.

Comentamos, por fim, que também adotaremos a conven¢ao de identificar

T,

ayan

eMar g ... geman = Ty, g, m™ (2.141)

’
assim como identificaremos (Vl R ® Vn) com (Vi) @+ ® (V,)" e com M(V1 @+ ®V,), devido a (2.139).

2.3.6 Produtos Tensoriais de um Espago Vetorial com seu Dual

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita. Adotaremos sua dimensao como sendo m € IN e consideraremos V' como
sendo um espago real. Em aplica¢oes como & Geometria Diferencial e a Teoria da Relatividade (Especial e Geral), estamos
muitas vezes interessados em tensores que sejam elementos de produtos tensoriais envolvendo p fatores V e ¢ fatores V/,
como V@ - ®@VeV' ®- - ®V'. Os elementos de tais espagos sdo denominados tensores de tipo (ou posto) (p, q).

p vezes q vezes

Outros ordenamentos também podem ocorrer no produto tensorial, tais como V @ V' @ V.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 2 214/2825

2.3.6.1 Tensores Associados a Formas Bilineares Simétricas Nao Degeneradas. Métricas
Vamos tratar de um caso de particular importancia na Fisica Relativistica e na Geometria Diferencial: o caso de tensores
de ordem dois associados a formas bilineares nao-degeneradas e simétricas.

Com uso de uma forma bilinear nao-degenerada e simétrica podemos constituir um isomorfismo entre V' e seu dual V’,
assim como entre produtos tensoriaisde V@ - @ VeV’ ®---® V' com seu espago dual V' @ - V' Ve -0 V.
—_— Y —_— Y
p vezes q vezes p vezes q vezes
Esses isomorfismos estao relacionados as operagdes de “subir e abaixar indices” de tensores, bem conhecidas daqueles
familiarizados com a Teoria da Relatividade. Aqui descreveremos o significado matemédtico dessas operagoes.

Uma nomenclatura que por vezes utilizaremos é a de chamar os elementos de V' de covetores. Covetores sao, portanto,
duais de vetores.

e Delta de Kronecker

Se i, j pertencem a algum conjunto discreto, definimos

_ —5 =g ] Ly sei=g,
5, =6 =& = oY .7{0, ity

O simbolo § assim definido é denominado delta de Krénecker®?.

e Mais sobre bases duais. Mudancas de base

Se {e1, ..., e,} ¢ uma base em V, sua correspondente base dual candnica (para a defini¢do, vide pagina 193) em V'
serd aqui denotada por {e!, ..., e™}. Com isso, tem-se, por definicio,
i _ s
<e s e]> =4
m
para todos i, j € {1, , m}. Vamos considerar uma nova base {fi, ..., f,,} em V com f, = g Ei'e; ou, adotando
. o =1
a convengdo de Finstein,
fi = Eile (2.142)

com certos coeficientes reais Ej,'. Para que a nova base seja composta por vetores linearmente independentes a matriz de

mudanga de base S, cujos elementos sdo dados por S;; = E;’, deve ser inversivel. Vamos denotar os elementos (S~1);;

da matriz inversa S~! por E'; = (S7');;. Naturalmente, S715 = 1 e S5~ = 1, ou seja, > 11 (S™")ixSk; = i
o1 Sik(S™1)kj = 6;5. Com a notagdo acima, essas duas relagdes ficam (também na convengao de Einstein),

ENEY = 67, (2.143)
ErEI, = 67 . (2.144)
Definamos agora uma nova base {f!, ..., f™} no espaco dual V' por
fF = BFe. (2.145)
Teremos,
(£, 8) = BB (e, ea) = BB CEY 6y
- 7
=dc,
mostrando que as bases {f?, , £} e {fi, ..., f,,} sdo duais. E de se lembrar (vide comentério & pagina 193) que a
base dual de {fy, ..., f,} é tnica.

E importante frisar que para quaisquer v € V', v € V, o pareamento (u, v) é invariante pelas mudangas de bases
(2.142) e (2.145). Esse importante fato é um tanto evidente, mas recomendamos ao leitor incrédulo provar essa afirmacao,
como exercicio.

82Leopold Kronecker (1823-1891).
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E. 2.132 Ezer Com as convengdes e definicdes acima, constate que os vetores de base e; € V e e’ € V', Lo,om,
podem ser obtidos a partir dos vetores de base f, € V e f¥ € V/, k=1, ..., m, respectivamente, pelas transformages

e, = E"f e e = Ef°,
sendoi=1,..., m. Ed

e Formas bilineares simétricas. Formas bilineares simétricas nao-degeneradas

Como antes, denotemos por M(V @ V) o espago das formas bilineares em V. Uma forma bilinear w: V&V — R é
dita ser uma forma bilinear simétrica se valer w(u @ v) = w(v @ u) para todos u, v € V. Uma forma bilinear simétrica
w: V&V — R édita ser uma forma bilinear simétrica nao-degenerada se satisfizer a seguinte condi¢ao: w(u & v) =0
para todo v € V' se e somente se u = 0.

e Métricas e formas bilineares

Seja g € M(V @ V) uma forma bilinear simétrica e nio-degeneradaem V: g: V&V 3 (a®b) — gla®b) € R. Em
uma base {e1, ..., e} de V podemos escrever um vetor a € V como a = a'e;. Assim, teremos

gla®b) = g((a’ef,)ea(bfe])) = glei®e))ad't! = gy a'tl,

onde definimos
9ij = glei®ey)
as componentes (ditas “covariantes”) de g na base {e1, ..., e} de V, e escrevemos g = g;;m* (m% foi definido em
(2.108)-(2.109), pagina 201). Recordemos que convencionamos identificar formas bilineares em V' & V' com tensores em
V'@V’ e, assim, temos
g = gym” = gye'wel .

Vide (2.141). Com essas identificagoes, temos o pareamento

(9, a®b) = <gi]ei ®e, (akek) ® (blel) > = gijakbl<ei ®el, ex®er)

= gy (e, &) (), @) = gyat = glasb).
e o)

=3 =3

como esperadoA

A condigao de simetria implica que g;; = gj; para todos os indices i, j € {1, ..., m}. Assim, a forma bilinear
simétrica g possui m(m + 1)/2 componentes independentes. Mais adiante exploraremos as implicagoes de supor g como
nao-degenerada. Agora necessitamos saber como as componentes de g transformam-se por mudanga de base em V.

e Comentdrios sobre a nomenclatura

Uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada g é também denominada tensor pseudométrico, tensor métrico ou
simplesmente pseudométrica ou métrica, em V.

O leitor niao deve confundir esse conceito de métrica com o conceito de métrica empregado em Topologia (uma
generalizagao da nogao de distancia entre pontos), estudado no Capitulo 24, pagina 1296. Ainda que circunstancialmente
haja uma certa relagao entre essas nogoes em casos especiais (na Geometria Riemanniana, um tensor métrico pode sob
hipéteses induzir uma métrica topolégica em uma variedade), trata-se de uma coincidéncia de nomenclatura um tanto
infeliz.

Outro ponto infeliz da nomenclatura comum refere-se a particula “pseudo”. Normalmente, uma forma simétrica e
nao-degenerada deveria ser denominada tensor métrico ou métrica se for também positivo. Uma forma simétrica, nao-
degenerada e nao-positiva deveria ser denominada tensor pseudométrico ou pseudométrica. No entanto, na Teoria da
Relatividade, é costume nao empregar a particula “pseudo”, ainda que 14 se lide com formas simétricas, nao-degeneradas
€ nao positivas.
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e Transformagao das componentes de uma métrica por mudanca de base

Em uma nova base {fi, ..., f,} em V dada em termos da base {e1, ..., e,} por (2.142), as componentes de g
serao
g; =g(fief) =g (Ezkek$E]lel) = E"Ej'lgler®e) = EFEjlgn .

Assim,
g = ge'wel = giff of’,
com
kgl
9y = E"Ej g . (2.146)

A expressao (2.146) mostra como obter as componentes de g na base {fi, ..., f,,} a partir das componentes de g na
base {e1, ..., en}.
e A “inversa” de um tensor métrico

A condigao de nao-degenerescéncia do tensor métrico implica que, em cada base {e1, ..., e,} de V, a matriz G

com elementos g;;, possui uma inversa. Os elementos de matriz dessa inversa G~! sdo denotados por g/, com indices
superiores. Como veremos, essa distingao notacional de {ndices superiores e inferiores, ainda que nao possua nenhum
significado profundo em si, é muito conveniente e muito empregada em textos de Fisica. Observe-se que como G é uma
matriz simétrica, G~! também o é e vale a relagdo simetria g”/ = g7* para todos os indices i, j.

Naturalmente, G™'G' =1 ¢ GG~! = 1, o que se escreve na forma
ngg]k = Eik e g“-gﬂc = Jik' . (2.147)

Por uma mudanca de sistema de coordenadas G transforma-se segundo G/ = SGST com Sy = E,” (vide (2.146)).
Logo, G~ transforma-se como G'~! = (S’I)TG’IS’l. Os elementos de matriz de S~! sdo (S’l)ab = E, (vide
(2.143)—(2.144)). Logo, a transformacéo dos elementos g/ é

g9 = EYEI g, (2.148)
E. 2.133 Ezercicio. Verifique isso e constate que essa expressio respeita as relagdes (2.147), como esperado. o+

Com os elementos g/ é possivel definir uma forma bilinear g* € M(V' ®@ V'), g : V' & V' — R, definida numa base
{e!, ..., e™} por

g“((a,e') 22} (b]ej)) = gYa;b; . (2.149)
Observe-se que )
Fle'me’) = g7, (2.150)
Como um tensor de tipo (0, 2), temos
¢ = gle;@e;. (2.151)

E importante notar que as expressoes (2.149) e (2.151) sdo invariantes por mudangas de base. E suficiente provar

essa afirmagao para (2.151). De fato,

gt = gt et OEY B gt (Bfe,) @ (Ele) = BLWESEUE! glesger = glecoe = g,

como querfamos mostrar. Isso prova que g tem uma existéncia intrinseca, independente da base adotada.

Agora, um pouco da nomenclatura adotada em textos de Fisica. As componentes g;; do tensor métrico sdo também
denominadas componentes covariantes do tensor métrico. As componentes de g* em uma base sio (por definicio) g
e sao denominadas componentes contravariantes do tensor métrico. O tensor g é também denominado tensor métrico
covariante e o tensor gf ¢ também denominado tensor métrico contravariante.
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e Mapeando V em V' com os tensores métricos

Por uma questao de simetria, vamos aqui denotar o tensor métrico g por g;. Temos, portanto, em bases {e1, ..., ey}

e{el, ..., e} de V e V', respectivamente,

g = gije' ®e e ¢ =gie®e;.

Os tensores gy e ¢* permitem-nos definir dois isomorfismos lineares entre os espacos V em V', os quais, por economia
e similaridade, também denotamos por gy e gt

Definimos gy : V' — V' como sendo a aplicacao linear que a cada a € V associa um elemento gy(a) € V' de forma
que
(g1(a), b) = gala®b) (2.152)

seja vdlida para todo b € V. Em uma base, escrevendo a = a'e; € V, b= be; € V, a defini¢io (2.152) fica
(g3(a));t? = gija’t?, mostrando que gy(a) = (gy (a))]e-’ € V', com as componentes dadas por

(g3(@), = gia’ -

Definimos g* : V' — V como sendo a aplicagio linear que a cada d € V' associa um elemento g#(d) € V de forma
que
(e (@) = gilewd) (2.153)

seja valida para todo ¢ € V'. Em uma base, escrevendo ¢ = ¢;e’ € V', d = d;je/ € V', a defini¢ao (2.153) fica

¢j(g*(d))? = g"c;d;, mostrando que g*(d) = (g“(d))]ej €V, com as componentes dadas por
(¢*@) = g"d:.

Como g;; e g sdo matrizes inversiveis, ¢ imediato que gy : V' — V' e gt : V' — V sdo isomorfismos. Como é de se
esperar, g¥ e gy sdo a inversa uma da outra. De fato, para todo d = d;e’ € V' tem-se

ga(g"(d)) = gu(g"(dzei)) = gu((yj’dz)ej) = grjg’t die® = die' = d,
o
=6,
ou seja, gy o g* = id . De maneira totalmente andloga demonstra-se que g* o gy =idy.
E. 2.134 Ezercicio. Mostre que
(w,v) = gi(g* @ @) = ¢ (v gs(®) = (ga(v), g (W) . (2154)

paratodosu € V' eve V. E

e Subindo e abaixando indices vetores, covetores e tensores em geral

Como vimos acima, a aplicacao que leva um vetor v € V ao covetor gy(v) € V' corresponde, no que concerne as
suas componentes em uma base de coordenadas, a transformar as componentes v* nas componentes (gu(v))] = gjiv'.

Analogamente, a aplicagio que leva um covetor u € V' ao vetor gb(u) € V corresponde, no que concerne is suas
i
componentes em uma base de coordenadas, a transformar as componentes u; nas componentes (g”(u)) = g"u;.

Como gy e g* sdo isomorfismos, é costume em textos de Fisica tratar v € V e gy(v) € V' em pé de igualdade, assim
como u € V' e gh(u) € V.

As componentes v’ de v € V em uma base {e1, ..., €5} sdo denominadas componentes contravariantes de v,
enquanto que as componentes (gg(’u))] de (gg(v)) € V/ na base dual {e', ..., e™} siio denotadas simplesmente por v;
e sao denominadas componentes covariantes de v.

Analogamente, as componentes u; de u € V' na base dual {e!, ..., €™} sdo denominadas componentes covariantes

de u, enquanto que as componentes (g“(u))[ de g¥(u) € V na base {e1, ..., e} sdo denotadas simplesmente por u/ e
sao denominadas componentes contravariantes de u.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 2 218/2825

Com essas identificagoes

i
(@), =v; e (Fw) =
podemos escrever expressoes como o
ujv! = gijju'v’ = gvuv; = vy (2.155)
como representagoes em componentes da igualdade (2.154).
E. 2.135 Ezercicio importante. ~ Verifique que, de fato, (2.155) expressa (2.154) em coordenadas nas bases {ei, ..., en} e
!, ..., e"]. B

Esse tipo de notagao, muito mais pratica, é encontrada amiide em livros sobre a Teoria da Relatividade Geral. Assim,
de um ponto de vista notacional, no que concerne as componentes, a passagem de v € V a gy(v) € V' edeu € V' a
g%(u) € V consiste em abaixar e, respectivamente, elevar os indices, transformacoes essas definidas pelas contragoes
v; = gijv’ e u' = gu;, respectivamente, com as componentes dos tensores g; e g%, Essas operagoes sio inversas uma
da outra, pois gy e g% sido operagoes inversas, como ji comentamos. Componentes de vetores, com indices em cima,
sao frequentemente denominadas componentes contravariantes e componentes de covetores, com indices em baixo, sao
frequentemente denominadas componentes covariantes.

Com tensores que sejam elementos de produtos tensoriais dos espagos V e V', as aplicagoes gy e g estendem-se
também de maneira 6bvia, permitindo, analogamente, definir as operagoes de elevar e abaixar indices tensoriais. Assim,
definimos

g"®“‘®gﬂ®gn®”'®gui V@ - -VeVe -V — Ve VeV -V
—_— = —_— —— —_— —

p vezes 4 vezes p vezes q vezes p vezes q vezes
como a aplicagao linear que leva o tensor

T, Mg . wet e, @ ®ey, no tensor “dual” AR e, R ®e, Ve @ e,

iy Ji+dag

onde .
it ik

_ [y
gide 59 .

ip k,
9 i gty Ty,

Com essas operagoes de subida e abaixamento de indices em componentes de tensores gerais podemos constituir

X . . ireiy
grandezas invariantes por mudangas de base, tais como U ]l\"'jq Vi, iy Jida

2.3.7 Produtos Tensoriais de um mesmo Espago Vetorial. Os Espacgos
Simétrico e Antissimétrico

Seja U um espago vetorial, nao necessariamente de dimensao finita, sobre um corpo K (que suporemos, por simplicidade,
tendo caracterfstica 0). Considere-se para cada n € IN o produto tensorial U®X" = U ® - - @k U, que passaremos a

n vezes
denotar por U®", omitindo o subindice K dos simbolos ® e ©. Adotamos por convengdo que U®? = K e U®! = U.

Paran > 2 podemos definir uma representagao P,, do grupo de permutacdes de n elementos, S,,, em U™, da seguinte
forma: se m é um elemento de S, definimos P, (1) : U®™ — U®" como sendo o operador linear que a cada vetor da
forma u; ® - - - ® u,, associa o vetor Un(1) @+ @ Un(n)- Isso significa que P,,(7) age em vetores gerais de U®" da forma

1 1 1
P () (Zaka@“@uﬁ) =D aPa(m (i@ @up) = D anuln) © - Supy,
k=1 k=1 k=1

onde 0s ay’s sdo elementos de K. E clementar constatar que Py, (m)P, (') = P (x7') para todos m, 7 € S, e que
P,(id) = 1, id sendo a identidade (elemento neutro) de S,. Isso confirma que P,, é uma representagao de S,, em U®™.

Paran =0 en =1 convencionamos que S, ¢ o grupo trivial (contendo apenas a identidade) e que em ambos os casos
P,(id) = 1, o operador identidade.
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Definimos o operador de simetrizacio 8, : U®™ — U®™ e o operador de antissimetrizacio A, : U®™ — U®", para
n > 2, por

1
8y = — P, (m) e Ap = ] Z sinal (7) P, (1) , (2.156)

wESn T mESy

respectivamente, onde sinal () ¢ o sinal, ou paridade, de 7 € S,. Paran = 0 e n = 1 definimos 8§ = Ay = 1 e
81 = A1 = 1, o operador identidade.

A seguinte proposigao contém as propriedades algébricas mais relevantes dos operadores 8,, e A,,.
Proposigao 2.24 Com as defini¢oes e convengoes acima, valem as sequintes afirmagoes:

1. 8,Pn(m) = Py (7)8,, = 8, para todon >0 e todo w € Sy,.

2. Para todon >0 e todo w € S, vale

ApPr(m) = Pp(m)A, = sinal (7)A, . (2.157)

3. 82 = 8, para todon > 0.
4. A2 = A, para todon > 0.

5. 8pAp = An8n =0 para todo n > 2. Paran =0 en =1 valem §,A, = A,S, = 1.

Os fatos que 82 = 8, ¢ A2 = A,, dizem-nos que 8, e A,, sdo projetores. [u]

Prova. Que 8,P,(7) = P, (7)8,, = 8, vale para n =0 e n =1 ¢ evidente. Seja n > 2. Teremos,

1 1 pr— 1
$uPu(r) = — 3 Pu(m)Pu(n) = — 3 Pu(rr) TET =Y Pa(n) = Su.

TESn TESn 7 €Sn
Na terceira igualdade acima usamos o fato que, para cada ' a aplicagio m — 7’ = 7 é bijetora em S, e, portanto,
somar sobre todo 7 € S, equivale a somar sobre todo 7 € S,,. A prova de que P, (7')8,, = §,, é andloga.

Que A, Py (7) = Pp(m)A, = A, vale paran =0 e n =1 6é evidente. Seja n > 2. Teremos,

ApPru(n) = % Z sinal (7) Py, (1) Pn(n’) = sinal (ﬂ'/)% Z sinal (77) P, (77")
TESH TESn

7' =nr’ sinal (7’)

Z sinal (") P, (") = sinal (7')A, .

7ESy

n!
Na segunda igualdade acima usamos o fato que, sinal (77') = sinal (7)sinal (7/). A prova de que P,,(7")A,, = sinal (7')A,,
¢é andloga.

ue 82 = §,, paran =0 e n = 1 é evidente, pela definicio. Para n > 2, segue das defini¢des e do obtido acima que
82 =8 0 1 dent la defi: P >2 das defi: do obtid
2 1 . 1 1
$h= 12 SaPa(m) = D 8a = (D 1)8 =S,
" meS, T wESn " wESh
pois S, possui n! elementos.
ue A2 = A, paran =0en =1 ¢ evidente pela definigio. Para n > 2, segue as definigdes e do obtido acima que
A2 =A 0 1 dente pela defi P >2 defi do obtid

1 . 1 1
A2 = = > sinal (m)Ap P (m) = o > A= <E > 1) A = Ap .

TESn TES, TESy
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Que paran = 0 en = 1 valem 8,A, = A,8, = 1 é evidente pela definigho. Para n > 2 provemos que
Y res, sinal (1) = 0. De fato,

Z sinal () r=xn" Z sinal (7'7”) = sinal (1) Z sinal (7”) = sinal (7') Z sinal () .

TESn €Sy ' E€Sn TESn

Na primeira igualdade escolhemos 7/ € S, e definimos 7" := (7/)~'m. A aplicagio 7 — (7')"'m = 7" ¢ bijetora e,
portanto, somar sobre todo 7 € S,, equivale a somar sobre todo 7 € S,,. Escolhendo 7’ de forma que sinal (7') = —1
(isso sempre ¢ possivel se n > 2) obtemos na tltima igualdade que >° ¢ sinal () = 0.

Assim, para n > 2, segue das defini¢oes e do obtido acima que

1 . 1 . 1 .
SpAn = i Z sinal ()8, P (7) = o Z sinal (7)8,, = <§ Z sinal (w)) 8, = 0.

TESn TESy TESy

A prova que A, 8, =0 para n > 2 é analoga. |

As imagens dos projetores 8,, e A, sio dois subespagos de U®™ denotados por (U®")g e (U®") 4, respectivamente,
e denominados subespago simétrico e subespago antissimétrico, respectivamente. Para n = 0 e para n = 1 os subespagos
simétrico e antissimétrico coincidem com K e U, respectivamente. Como 8,, e A, sdo projetores, os elementos de (U®™)4
sd0 invariantes pela agao de 8, e os elementos de (U®") 4 sao invariantes pela agao de A,. Os elementos de (U®") 4 sdo
denominados vetores simétricos e os de (U®™) 4 sdo denominados vetores antissimétricos.

Notagdo. A imagem por nlA, de elementos da forma u; ® -+ ® u,, com u, € U para todo k, serd denotada por
U1 AK -+ - AK Up, Ou simplesmente por uj A -+« A up:

wuy A Ay, = nlAy (u1 Q@ un) = Z sinal () Ur(1) @ -+ @ Un(n) - (2.158)
TESy
Os elementos de (U®™) 4 sio, portanto, combinagdes lineares finitas de elementos da forma ug A - Aty <

%(ul ® U + ur ® u,l) é um elemento do subespago simétrico (U®2)S e

uy Aug i= 20 Az (ug ® u) = u1 ® ug — uz ® ug ¢ um elemento do subespago antissimétrico (U®2)A. Paran = 3,

Exemplificamos. Para n = 2, 8y (M ® 71,2) =

1
83(u1 @ up ® ug) = g(m B u2 @ uz +uz @ur @ uz +uz @uz @ur +up @ uz @ ug + Uz @ Uy @ uz + uz @ uz ®u1)

é um elemento do espago simétrico (U 83) ¢ enquanto que
urAug Aug = 31 As(u1 @ua@usg) = ug @uz @us+ g @ug @ Uz +Uy @z @ Uy — Uy Uz Dty — Uz @ Uy Uz — Uz DU @ Uy
é um elemento do espago antissimétrico (U®3) 4+ Acima, os uy’s sdo elementos de U.

E. 2.136 Ezercicio. Mostre que

ur Ao At = sinal (T) gy A+ A ) - (2.159)

Sugestdo: use que A, Py () = sinal (7)An.
Conclua que se dois dos vetores de u1, ..., u, forem iguais, entdo ui A --- A u, = 0. Conclua disso que se os vetores ui, ..., un
n3o forem linearmente independentes, entdo uy A -+ A u, = 0. Ed

O exercicio que segue indica algumas das consequéncias dos resultados do Exercicio E. 2.136 no caso em que U tem
dimensao finita.

E. 2.137 Ezercicio. Justifique as afirmagdes que seguem. Se U é um espago de dimens3o finita m, ent3o segue do exposto no
Exercicio E. 2.136 que ui A --- A u, = 0 sempre que n > m e que, portanto, (U®")A = {0}, o espac¢o vetorial trivial, sempre que
n>m.

Se m é a dimens3o de U e {ei, ..., e, } uma base em U, entdo todo elemento a € U se escreve na forma a = Z;_":] a*e;. Como
todos os elementos de (UW)A, 1 =0, ..., m, sdo combinag¢des lineares finitas de elementos da forma a1 A --- A a;, com a; € U,

Vj e {1, ..., I}, concluimos que os elementos da forma ey, A ---Aeg, com ki < ... < k; compdem uma base em (Ugl)A.
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Um simples argumento combinatério demonstra que ha (T) l-uplas (k1, ..., ki) com k; € {1, ..., m} para todo j e com
k1 < --- < ki e, portanto, (U®I)A tem dimensdo (T) = ! Assim, todo elemento « de (U@)A pode ser escrito na forma

Tm—D1 -

m m
Qoo by
a = Z Qgyoky €y No-Neg = ZZ il ep AN Neg ,
1<k <...<k;<m ky=1 k=1 °

com ag, ..., € K, sendo que na dltima igualdade assumimos que as quantidades a, ...k, sdo antissimétricas por permutagdes de seus

indices, ou seja, satisfazem Qe gy by = sinal (7)o, ...k, para todo m € S; e todos ki, ..., k€ {1, ..., m}. £l

Um fato relevante das consideragdes acima ¢ que (U®') , ¢ (U®™7!) | tém a mesma dimensio, (7)) sendo,

__m
= Wm0
portanto (néo-canonicamente) isomorfos. Esse isomorfismo pode ser explorado quando da presenga de formas bilineares
nao-degeneradas em U, conduzindo a uma estrutura de dualidade, a chamada dualidade de Hodge®® entre os espacos

),

A discussao sobre produtos tensoriais de espagos vetoriais serd continuada na Segao 2.5, pagina 229.

2.3.8 O Produto Tensorial de Médulos. Derivagoes

e O produto tensorial de dois médulos sobre uma dlgebra associativa

Vamos aqui a uma definigdo que nos serd importante. Sejam M e N dois bimédulos sobre uma élgebra associativa
A, ambos supostos serem espacos vetoriais sobre o corpo dos complexos. Com os métodos expostos anteriormente de
construgao de produtos tensoriais de espagos vetoriais, podemos definir o espago vetorial M ®¢ N. Entretanto, em certas
aplicagoes desejamos definir um outro tipo de produto tensorial entre M e N que seja também um médulo sobre a mesma
dlgebra A.
Para tal, consideremos em M ®¢ N e o conjunto de relagoes
R = {r €M ®¢ N‘ r = (ma) ®cn —m®c (an), comae€ A, me M, ne N} . (2.160)
Definamos, entdo, R(R) como sendo o subespago de M ®¢ N composto por todas as combinagdes lineares finitas com
coeficientes no corpo € de elementos de R. Como R(R) é um subespaco de M ®@¢ N, queda definido um novo produto
tensorial, que denotamos por M ® 4 N, dado pelo quociente de espagos vetoriais
M®sN = (M&cN)/RR) . (2.161)
Podemos fazer de M ® 4 N um mddulo, digamos a direita, sobre A tomando o produto
a-(m®an) = (ma)®an=m®a (an), (2.162)

para todo a € A e todos m € M, n € N. Em verdade, esse produto deve ser linearmente estendido a todo M ® 4 N, por

k k k
a- Zm] ®an; | = Z(am]) ®amn; = Zm] ®a4 (anj) ,
j=1 j=1 j=1
para todo k € Netodosac A,mje M,n; e N, j=1, ..., k.
E. 2.138 Ezercicio. Verifique que essa expressio faz de M ®4 N, de fato, um médulo sobre A. o+

O subindice A aposto ao simbolo ® serve para recordar que um elemento da dlgebra associativa A pode ser passado
de um lado para outro do simbolo ® 4, tal como na ultima igualdade em (2.162). Essa propriedade nao ¢é satisfeita pelo
produto tensorial original M ®@¢ N.

Faremos uso do assim definido produto tensorial M ®4 N adiante. O mais importante para nés serd a identidade
(ma) ®an =m®a (an) vilida em todo M ®4 N para todo a € A. Uma outra construgao que também ird interessar-nos

83Sir William Vallance Douglas Hodge (1903-1975).
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é a seguinte. Seja M um bimédulo sobre uma algebra associativa A e tomemos V,, = M®4" = M @4 ---®4 M. Com os
n vezes
conceitos apresentados anteriormente temos definida a soma direta @ MOan,
neN
e Derivagoes

Seja A uma dlgebra associativa sobre C com identidade e e seja M um bimédulo sobre A. Uma aplicacdo linear
§: A— M é dita ser uma derivacdo de A em M se satisfaz a regra de Leibniz®*:

6(ab) = ad(b) + d(a)b, (2.163)
para todos a, b € A.
Vamos a alguns exemplos.
Ezemplo 1. Seja A uma algebra sobre € com unidade e e M = A ®¢ A com os seguintes produtos de bimédulo:

a-(b®c) = (ab)®c, (2.164)

(b®c)-a = b®(ca). (2.165)
Deixa-se ao leitor verificar a associatividade dos produtos de bimédulo nesse caso. Defina-se
0(a) = a®Re—e®a. (2.166)

Deixa-se ao leitor verificar a validade da regra de Leibniz nesse exemplo. Note-se também que, por essa definigao,
d(e) = 0.
Ezemplo 2. Seja A uma dlgebra associativa sobre C, com unidade e e M = A ®¢ A, com os seguintes produtos de
bimédulo:

a-(b®c) = (ab)®c, (2.167)

b®c)-a = bR (ca)—(bc)R@a. (2.168)
Deixa-se ao leitor verificar a associatividade dos produtos de bimddulo nesse caso. Defina-se
0(a) == e®a. (2.169)

Deixa-se ao leitor verificar a validade da regra de Leibniz nesse exemplo. Note-se também que, por essa defini¢ao,
de)=e®@e#0.

Ezemplo 3. Exemplo importante de derivacoes pode ser visto em algebras de Lie. Seja A uma algebra de Lie vista como
um bimédulo sobre si mesma. Seja z um elemento fixo da dlgebra e seja a aplicagao d. : A — A dada por d(a) = [z, a].
E fécil verificar (faga!) usando a identidade de Jacobi (2.36) que

d-([a, b]) = [d-(a). b] + [a, d(b)]

para todo a, b € A. Assim, tem-se que a cada z € A é associada uma derivagao d.

2.4 Anéis e Algebras. Estruturas e Construgoes Basicas

2.4.1 Ideais em Anéis e Algebras Associativas

A nocao de ideal, introduzida por Dedekind®® e depois aprofundada e generalizada por Hilbert®0 e Noether®”, desempenha
um papel central no estudo de algebras e anéis. Apesar de algumas defini¢oes gerais que seguem aplicarem-se tanto para
anéis quanto para anéis nao associativos vamos nos restringir, por simplicidade, aos primeiros.

#4Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).

85 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916).
86David Hilbert (1862-1943).

87 Amalie Emmy Noether (1882-1935).
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2.4.1.1 Ideais em Anéis

e Subgrupo gerado por um subconjunto de um anel (e alguma notagao)

Seja A um anel e, como tal, dotado de uma operagao de produto “” (simbolo esse que, por simplicidade, omitiremos
no que segue) e de uma operagao de soma “+” em relagio & qual é um grupo Abeliano, segundo as definigées da Se¢ao
2.1.6.1, pagina 132.

Se B C A é um subconjunto nao vazio de A, o conjunto ¢[B] C A definido por
9|B] = {mlbl + o +mpb,, neN, mpye€Z e by € B paratodok=1, ..., 'n} s
formado por todas as somas finitas de multiplos inteiros de elementos de B, é o menor subgrupo de A que contém B, o
chamado subgrupo gerado pelo subconjunto B de A.
E de se observar que se B ¢ C siio subconjuntos ndo vazios de A, entdo ¥[BUC] contém ¥[B] e 4[C] como subgrupos.

Se B e C sao subconjuntos nao vazios de A denotamos por BC' o conjunto de todos os elementos de A que sao da
forma bc combe Bece C:
BC = {bc, combeB e cEC}A

Com isso, é facil ver que 4[B]¥4[C] C ¥[BC].

Se B, C' e D sao subconjuntos nao vazios de A denotamos por BC'D os conjuntos (BC)D = B(CD) (essa igualdade
dando-se em fun¢ao da assumida associatividade de A):

BCD := {bcd, combeB,ceC e dED}.

e Ideais a esquerda, & direita e bilaterais em anéis

Seja A um anel. Um subconjunto L de A que seja um subgrupo de A em relagao a operagao “+” é dito ser um ideal
a esquerda de A se al € L para todo a € A e todo | € L. Um subconjunto R de A que seja um subgrupo de A em relagao
a operagao “+” ¢é dito ser um ideal & direita de A se ra € R para todo a € A e todo r € R. Um subconjunto B de A é
dito ser um bi-ideal de A, ou um ideal bilateral de A, se for simultaneamente um ideal a direita e um ideal a esquerda de

A.

Naturalmente, se A é um anel, A ¢ um ideal bilateral de si mesmo, assim como {0} é um ideal bilateral (trivial) de

A.

E claro também que se L é um ideal & esquerda de um anel A, entao L é um médulo & esquerda sobre A e analogamente
para ideais a direita e ideais bilaterais.

o Homomorfismos e ideais bilaterais

Sejam A e B dois anéis e seja ¢ : A — B um homomorfismo. Entao, Ker(¢) = {a € A| #(a) = 0} é um ideal bilateral
de A. De fato, 0 € Ker(¢), se a, a’ € Ker(¢), entdo ¢(a + a’) = ¢(a) + ¢(a’) = 0 e se a € Ker(¢), entdo —a € Ker(¢),
pois ¢(—a) = —¢(a) = 0, provando que Ker(¢) é um subgrupo de A. Fora isso, se b € Ker(¢), entao para todo a € A
vale ¢(ab) = ¢(a)p(b) = ¢(a)0 = 0 e, analogamente, para todo ¢ € A vale ¢(be) = ¢(b)¢(c) = 0d(c) = 0.

A afirmagao feita acima, que Ker(¢) ¢ um ideal bilateral, apesar de elementar, tem aplicagdes e consequéncias em
diversas dreas.

e Intersecgoes de ideais

Seja A um anel e sejam Ly com A € A (A sendo um conjunto arbitrario de indices) uma familia de ideais & esquerda
de A. E muito facil verificar pelas definigoes (faga-o!) que (¢, La é também um ideal & esquerda de A. Afirmagao
analoga vale para ideais a direita e ideais bilaterais.

e Ideais gerados por subconjuntos de um anel

Seja C' C A um subconjunto nao vazio de um anel A. Entao, a interseccao de todos os ideais a esquerda de A que
contém C' ¢é também um ideal a esquerda, que é dito ser o ideal a esquerda gerado pelo conjunto C. Defini¢des andlogas
valem para ideais a direita e ideais bilaterais.
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Denotaremos por .#5[A, C] (ou simplesmente por .#g[C], quando o anel A for subentendido) o ideal & esquerda gerado
por C' C A. Analogamente, denotamos por .#p[A, C] (ou simplesmente por #p[C]) e por Fg[A, C] (ou simplesmente
por Z5[C]) os ideais & direita e bilaterais, respectivamente, gerados por C' C A.

No caso de anéis associativos é possivel explicitar mais os elementos de ideais gerados por conjuntos.

Proposigao 2.25 Seja C C A um subconjunto nao vazio de um anel associativo A. Tem-se que:

1. I [A, C} = g[(AC) U C}, ou seja, o ideal a esquerda gerado por C, Ig [A, C], consiste em todos os elementos
de A formados por somas finitas de produtos de elementos de A com elementos de C' (nessa ordem) mais somas
finitas de elementos de C' com coeficientes inteiros. Naturalmente, se A € unital, entdo Ig [A, C] = g[AC].

2. Ip [A, C] = ‘f[(CA) U C], ou seja, o ideal a direita gerado por C, Ip [A, C], consiste em todos os elementos
de A formados por somas finitas de produtos de elementos de C com elementos de A (nessa ordem) mais somas
finitas de elementos de C' com coeficientes inteiros. Naturalmente, se A é unital, entdo Ig [A, C] = g[CA].

3. Ip[A, C] =%[(ACA) U (AC) U (CA)UC]. Naturalmente, se A é unital, entdo Sp[A, C] = G[ACA]. m]

Prova. E evidente que ¢ [(AC) UC} é um ideal & esquerda de A e que contém C e, portanto, g [A, C] c¥Y [(AC) u C’] .
Por outro lado, .7 [A, C’} , por ser um ideal & esquerda de A que contém C', necessariamente contém todos os elementos
de AC e de C e o subgrupo gerado por tais elementos (um ideal de A é um subgrupo de A), ou seja, Sg[A, C] deve
conter todos os elementos de ¥[(AC) U C]. Isso estabelece que S|4, C| e 4[(AC) U C] sdo iguais. Os dois outros
casos sao analogos. |

E. 2.139 Ezercicio. Complete os detalhes faltantes da demonstragdo acima. *

e Ideais principais
Se A é um anel e a € A, os ideais gerados pelo conjunto de um elemento C' = {a} sdo denominados por alguns autores
os ideais principais gerados por a.

Denotamos por a4 o conjunto a4 := {ad’| a’ € A} e por Aa o conjunto Aa := {a’a| a’ € A}. E muito facil constatar
que g[{a}], o ideal principal & esquerda gerado por a, coincide com Aa e que #p[{a}], o ideal principal & direita gerado
por a, coincide com aA.

Observe-se que o conjunto AaA := {a’ad”| a’, a” € A} nao é um ideal de A, por nao ser um subgrupo de A.

e Somas de ideais

Se Ly e Ly sao dois ideais & esquerda de um anel A, entdo sua soma, definida por L1+Ly := {li+ly, 11 € Ly e ly € Lo}
é também, como facilmente se verifica, um ideal & esquerda de A. Esse ideal é dito ser a soma dos ideais Ly e Lo. Afirmacao
analoga vale tanto para somas de dois ideais a direita quanto para somas de ideais bilaterais.

e Estrutura de reticulado em anéis

Seja A um anel. Para dois ideais & esquerda Ly e Ly de A defina-se as operagoes L1 ALy := LiNLy e L1V Ly := L1+ Lo.
A colecao de todos os ideais & esquerda de A é um reticulado (para a defini¢ao, vide pdgina 109 e seguintes) em relagao
a essas duas operagoes. Afirmagao andloga vale tanto para a colegao de todos os ideais a direita de A quanto para a
colecao de todos os ideais bilaterais de A.

E. 2.140 Ezercicio. Prove as afirmagdes acima. o+

e Produtos de ideais

Seja B um subconjunto nao vazio de A. Se L é um ideal & esquerda de A o conjunto ¢ [LB] é igualmente um ideal
a esquerda de A, denominado o ideal produto de L por B. Analogamente, se R ¢ um ideal a direita de A o conjunto
2 [BR} ¢ igualmente um ideal & direita de A, denominado o ideal produto de B por R. Por fim, se L é um ideal a
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esquerda de A e R é um ideal & direita de A, entao 4 [LR} é um ideal bilateral de A, denominado o bi-ideal produto de
L por R.

e Quocientes de anéis por ideais bilaterais

Vamos agora a uma das mais importantes construgoes ligadas & nogao de anel: a de anel quociente de um anel por um
seu ideal bilateral. Essa construgéo guarda forte semelhanga & de grupo quociente, introduzida na Se¢ao 2.2.2, pagina
162.

Seja A um anel e B um ideal bilateral de A. Podemos definir em A uma relagao de equivaléncia declarando a ~ a’
se a—a' € B paraa, a € A.

Por essa defini¢ao é evidente que a ~ a para todo a € A. E também evidente que, se a ~ a, entdo a’ ~ a para
todos a, @’ € A. Por fim, se a ~a’ ea ~a”, entéao a —a” = (a—d')+ (/' —d”) € B,poisa—d € B,d —ad”" € B
e B é um subgrupo de A, provando que a ~ a”. Isso estabeleceu que “~”, definida acima, é, de fato, uma relagao de
equivaléncia em A. Assim, A particiona-se em classes de equivaléncia por essa relagiao de equivaléncia. Seja [a] a classe
de equivaléncia de um elemento a € A. Podemos fazer da colegao das classes de equivaléncia, que denotaremos por A/B,
um anel definindo

[a1] + [a2] == a1 + a2 e [a1] [a2] = [aras] ,

a1, as € A. Antes de mostrar que essas operagoes fazem de A/B um anel, é preciso provar que elas estao bem definidas
enquanto operacoes entre classes. Mas, de fato, se a1, as € Ae by, by € B, tem-se (a1 +b1)+ (az+b2) = a1 +az+ (b1 +b2),
e como by + by € B, segue que a soma [a1] + [a2] ndo depende do particular representante tomado das classes [a1] e [az], 0
resultado sendo sempre um elemento da classe [a1 + ag]. Analogamente, (a1 + by1)(ag + b2) = aras + (a1bs + brag + b1bs).
Como aiby + byaz + b1bs € B (note que a propriedade de bi-lateralidade do ideal B é usada aqui), segue que o produto
la1][a2] ndo depende do particular representante tomado das classes [a1] e [as], o resultado sendo sempre um elemento
da classe [ajas].

E evidente pelas definicdes que [a1] + [az] = [ag] + [a1] para todos [a1], [az] € A/B. E também facil ver que [0] = B.
Logo, [0] é o elemento neutro de A/B pela operagao de soma. Cada [a] € A/B, tem no elemento [—a] seu inverso aditivo,
pois [a] + [—a] = [a — a] = [0]. Logo A/B ¢ um grupo comutativo para a operacao “+”. Agora, para todos [a1], [a2] e

las] € A/B vale (|a1][az])[as] = [a1as][as] = [a1aza3] = [al]([ag][ag]), provando que o produto é associativo. Por fim,
a1]([a2] + [as]) = las)laz + as] = [a1(az +as)] = [a102 + aras] = [a1az] + [aras] = [ar][o2] + [aa][as]

e
(laz] + las])[a1] = a2 + asllar] = [(a2 +az)ar] = [azar +aza1] = [a201] + [azar] = [az][ar] + [a3][a] ,

estabelecendo a distributividade do produto na soma. Isso demonstrou que A/B ¢é um anel.

O anel A/B é denominado anel quociente de A pelo ideal bilateral B, ou anel fator de A por B. Diversas estruturas
algébricas importantes sdo construidas na forma de quocientes de anéis por ideais bilaterais e teremos a oportunidade
de apresentar algumas.

Notemos, por fim, que se A possui uma identidade 1, entéo [1] é a identidade de A/B, pois, para todo [a] € A/B vale
la][1] = [al] = [a]. Fora isso, se A é comutativo, A/B também o ¢, pois [a][b] = [ab] = [ba] = [b][a] para todos a, b € A.
A reciproca nao ¢ necessariamente verdadeira: A/B pode ser comutativo sem que A o seja.

e Anéis gerados por relagoes

Seja A um anel. E por vezes muito importante construir um novo anel a partir de A identificando alguns elementos
selecionados de A. Se, por exemplo, a e b sdo elementos distintos de A pode ser de nosso interesse impor que valha uma
relacdo como a = b, ou como a? = b, ou ainda como aba = b?, ou vérias delas simultaneamente. Isso equivale a impor
que alguns elementos de A (como os elementos a — b, ou a? — b ou ainda aba — b3, nos exemplos acima) sejam nulos.
Combinando alguns ingredientes apresentados acima uma tal construcao é possivel.

Seja A um anel e seja C' um subconjunto nao vazio de A. Seja S[A, C] = F5[C] o ideal bilateral gerado por C'
e seja o anel A/Zp[C]. Pela construcao, se € #[C], entao [z] = [0]. Como C C #5[C], segue que se ¢ € C, vale
[e] =10]. Como se vé, essa construcio permite o efeito desejado se impor a nulidade de certos elementos de A, a saber os
de C (e todos os demais de #3[C], os quais sdo da forma de somas finitas de elementos como ¢ ou aca’, com a, a’ € A e

ceC).
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O anel A/.7g[C] é dito ser o anel gerado pelo subconjunto C' C A, ou o anel gerado pelo conjunto de relagdes C' C A.
O anel A/.75[C] serd por vezes denotado por Z[A, C| ou simplesmente por Z[C], quando A for subentendido.

Um exemplo relevante de uma tal construgao é o seguinte. Seja A um anel ndo comutativo. Podemos construir um anel
comutativo a partir de A considerando o conjunto C' = {ab—ba, com a, b € A} e construindo o anel Z[A, C] = A/ #B[C].
Os elementos de Z[A, C] sao classes [a] com a € A. Para todos a, b € A teremos que [a][b] — [b][a] = [ab — ba] = [0],
pois ab — ba € C C FB[C], que é a classe do elemento 0. Com isso, vé-se que Z[A, C] é um anel comutativo, por vezes
denominado a Abelianizag¢io do anel A.

E. 2.141 Ezercicio. Seja o anel Z, formado pelos inteiros, com as opera¢des usuais de soma e produto. Seja C' = {n}, com n um
inteiro positivo. Mostre que Z[Z, {n}] coincide com Z,. E

Construgoes como a do anel gerado por um subconjunto C' sdo particularmente potentes quando combinadas a
construgao da algebra tensorial de espagos vetoriais, que introduziremos na Secao 2.5, pagina 229.

e Ideais proéprios, primos e maximais e algumas de suas propriedades

Vamos agora a algumas defini¢oes tuteis. Seja A um anel.

Um ideal I de A é dito ser um ideal prdprio se I for um subconjunto préprio de A. E facil constatar que se A é um
anel com identidade 1, entdo um ideal I é préprio se e somente se 1 ¢ I. Essa observacao elementar tem consequéncias
diversas sobre propriedades estruturais de ideais, como veremos adiante.

Um ideal préprio de I de A é dito ser um ideal primo se para todos a e b € A para os quais valha ab € I tem-se ou
que a € I ouque b € I (ou ambos).

Um ideal préprio M de A é dito ser um ideal mazimal se ndo houver em A nenhum outro ideal préprio que contém
M.

Proposigao 2.26 Se A é um anel comutativo com uma unidade 1, entdo todo ideal mazimal de A € um ideal primo. O

Prova. Como A é comutativo, todo ideal de A é bilateral. Sejam a, b € A tais que ab € M. Se a € M a prova estd
completa. Vamos, entdo, supor que a € M. O conjunto Aa é um ideal, pois para todo a’ € A vale a’ab € a’M C M.
Fora isso, Aa ndo é um subconjunto de M pois, como A ¢é unital, Aa contém o elemento la = a € M. Assim, a soma
Aa + M é um ideal bilateral de A que contém M como subconjunto préprio e que deve conter a unidade, pois se assim
nao fosse seria um ideal préprio de A que contém M propriamente, contrariando a maximalidade de M. Logo, existem
a € Aem e M tais que a'a +m = 1. Logo, a’ab+ mb =b. Agora, a’ab € M e mb=bm € M. Logo, b€ M. |

As proposigoes que seguem contém informagoes importantes sobre a relagao entre ideais primos, ideais maximais e
quocientes.

Proposigao 2.27 Seja A um anel comutativo com unidade e P wm ideal primo em A. FEntio, A/P é um anel de
integridade. [m}

Prova. Vimos acima que a comutatividade de A implica a comutatividade de A/P e que A/P é unital, pois A4 o é, a
unidade sendo [1]. Tudo o que precisamos é provar que A/P nao tem divisores de zero. Suponhamos que A/P tenha
divisores de zero, ou seja, que existam [a] # [0] e [b] # [0] tais que [a][b] = [0]. Isso significa que [ab] = [0], ou seja, que
ab € I. Pela hipétese, isso significa ou que a € I (o que implica [a] = [0]) ou que b € I (o que implica [b] = [0]) ou ambos.
Isso é uma contradigao e com ela completa-se a demonstragao.

A seguinte proposicao é empregada na teoria dos anéis e dlgebras comutativas e na topologia algébrica.
Proposigao 2.28 Seja A um anel comutativo com unidade e M wm ideal mazimal em A. Entao, A/M €é um corpo. O
Prova. Vimos acima que a comutatividade de A implica a comutatividade de A/M e que A/M é unital, pois A o0 é, a

unidade sendo [1]. Vimos também (Proposi¢ao 2.26) que M ¢ um anel primo e, portanto, A/M é um anel de integridade
(Proposigao 2.27). Tudo o que precisamos é provar que todo elemento nao nulo [a] de A/M tem uma inversa.
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Primeiramente, notemos que se a € A tem uma inversa a~', entdo [a~'] é a inversa de [a], pois [a][a™!] = [aa™'] = [1].

Vamos, entdo, considerar elementos a € A que nao tenham inversa em A. A condigao que [a] seja um elemento niao nulo
de A/M significa que a ¢ M.

Fixado um tal a, consideremos o conjunto aA. O fato de a nao ter inversa em A equivale a dizer que 1 ¢ aA. O
conjunto aA ¢ um ideal & direita, mas também um ideal & esquerda, pois, devido & comutatividade de A, vale aA = Aa.
Assim, aA é um ideal bilateral que nao contém 1. Notemos também que aA nao é um subconjunto de M pois, como A
¢é unital, aA contém o elemento al =a ¢ M.

A soma M + aA é igualmente um ideal bilateral de A, mas M + aA contém o elemento 1 pois, se assim nao fosse,
M + aA seria um ideal bilateral préprio de A que contém M propriamente (j4 que aA nao é um subconjunto de M),
contrariando a hipétese que M é maximal. Assim 1 € M + aA, o que significa que existem m € M e a’ € A tais que
m+ aad’ =1, ou seja, aa’ =1 —m, o que implica [aa’] = [1] e, portanto, [a][a’] = [1]. Isso prova que [a] tem uma inversa
multiplicativa, a saber, [a]~! = [a/]. ]

2.4.1.2 Ideais em Algebras Associativas

As definigdes e construgoes acima, sobre ideais em anéis, podem ser estendidas para o contexto de dlgebras associativas.
Lembrando que toda dlgebra associativa é um anel, um ponto relevante a considerar é a estrutura linear introduzida pelo
corpo de escalares KK com os quais podemos multiplicar os vetores da dlgebra em questdao. Aqui nao repetiremos todas as
construgoes acima no mesmo nivel de detalhe, por tal ser claramente dispensavel, e nos ateremos apenas aos fatos mais
importantes para os desenvolvimentos ulteriores. Vamos primeiramente as definigdes adequadas de ideais em &lgebras.

e Subespago gerado por subconjunto de uma algebra associativa e alguma notagao

Seja A uma &lgebra associativa sobre um corpo K. Como tal, A é dotada de uma operagao associativa de produto
“7 (sfmbolo esse que, por simplicidade, omitiremos no que segue) e de uma operagio de soma “+” em relagdo & qual é
um grupo Abeliano, sendo também um espaco vetorial sobre K.

Se B C A é um subconjunto nao vazio de A, o conjunto &[B] C A definido por
&[B] = {alb1+--»+anb,,,, neN, ap€eK e by € B paratodok=1, ..., n} R

e formado por todas as combinagcoes lineares finitas de elementos de B com coeficientes em KK, é o menor subespago de
A que contém B, o chamado subespaco gerado pelo subconjunto B de A.

E de se observar que se B e C siio subconjuntos nio vazios de A, entao &[BUC] contém &[B] e £[C] como subespagos.

Analogamente ao caso de anéis, se B e C' sao subconjuntos nao vazios de A denotamos por BC' o conjunto de todos
os elementos de A que sao da forma bc com b € Be c e C: BC := {bc, combe Bece C}A Com isso, ¢ facil ver
que &[B]&[C] C &[BC]. Se B, C e D sao subconjuntos nao vazios de A também denotamos por BC'D os conjuntos
(BC)D = B(CD) (essa igualdade dando-se em fun¢do da assumida associatividade de A): BCD := {bcd, com b €

B,ceCe dED}.

e Ideais & esquerda, a direita e bilaterais em algebras associativas

Seja A uma &lgebra associativa sobre um corpo K. Um subconjunto L de A que seja um subespago vetorial sobre K
de A é dito ser um ideal algébrico & esquerda de A se al € L para todo a € A e todo | € L. Um subconjunto R de A
que seja um subespago vetorial sobre K de A ¢é dito ser um ideal algébrico ¢ direita de A (ou simplesmente um ideal @
direita de A) se ra € L para todo a € A e todo r € R. Um subconjunto B de A ¢ dito ser um bi-ideal algébrico ou um
ideal bilateral algébrico de A for simultaneamente um ideal & direita e um ideal & esquerda de A. Por vezes omitiremos

o qualificativo “algébrico” e falaremos apenas de ideais & esquerda ou a direita ou bilaterais, tal como no caso de anéis.

e Homomorfismos e ideais algébricos bilaterais

Sejam A e B duas dlgebras associativas e seja ¢ : A — B um homomorfismo algébrico. Entao, Ker(¢) = {a €
Al ¢(a) = 0} é um ideal bilateral algébrico de A. A prova dessa importante afirmagao é andloga & do caso de anéis e os
detalhes sao deixados como exercicio.
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e Interseccoes de ideais

Seja A uma &lgebra associativa e sejam Ly com A € A (A sendo um conjunto arbitrério de indices) uma familia de
anéis algébricos a esquerda de A. E muito ficil verificar pelas definigoes (faga-o!) que (ycp La é também um ideal
algébrico a esquerda de A. Afirmagao analoga vale para ideais algébricos a direita e ideais algébricos bilaterais.

o Ideais algébricos gerados por subconjuntos de uma algebra associativa

Assim como no caso de anéis, a nocao de ideais algébricos gerados por subconjuntos de uma dlgebra associativa
permite construgoes de grande relevancia.

Seja C' C A um subconjunto nao vazio de uma algebra associativa A. Entao, a intersec¢éo de todos os ideais algébricos
a esquerda de A que contém C' é também um ideal algébrico a esquerda, que é dito ser o ideal algébricos a esquerda
gerado pelo conjunto C. Definigoes andlogas valem para ideais algébricos a direita e ideais algébricos bilaterais.

Denotaremos por #g[A, C] (ou simplesmente por .#5[C], quando a dlgebra A for subentendida) o ideal algébrico a
esquerda gerado por C' C A. Analogamente, denotamos por #p[A, C] (ou simplesmente por #p[C]) e por £p[A, C]
(ou simplesmente por #g[C]) os ideais algébricos & direita e bilaterais, respectivamente, gerados por C' C A.

No caso de élgebras associativas é possivel explicitar mais os elementos de ideais algébricos gerados por conjuntos.

Proposigao 2.29 Seja C C A um subconjunto ndo vazio de uma dlgebra associativa A. Tem-se que:
1. Ig [A, C] = é”[(AC) u C], ou seja, o ideal algébrico a esquerda gerado por C, Ip [A, C}, consiste em todos os
elementos de A formados por combinagoes lineares finitas com coeficientes em K de produtos de elementos de A

com elementos de C' (nessa ordem) mais combinagoes lineares finitas com coeficientes em K de elementos de C.
Naturalmente, se A € unital, entio g [A, C] = é”[AC}A

2. Ip [A, C] = éa[(CA) U C], ou seja, o ideal algébrico & direita gerado por C, Ip [A, C}, consiste em todos os
elementos de A formados por combinagoes lineares finitas com coeficientes em K de produtos de elementos de C
com elementos de A (nessa ordem) mais combinagoes lineares finitas com coeficientes em K de elementos de C.
Naturalmente, se A € unital, entio g [A, C] = g[CA}.

3. 7p[A, C] = £[(ACA) U (AC) U(CA) UC). Naturalmente, se A € unital, entio Ip[A, C] = &[ACA]. u]

A prova é anédloga ao caso de anéis e deixada como exercicio.

e Somas de ideais algébricos

Se Ly e Ls sdo dois ideais algébricos & esquerda de uma dlgebra associativa A, entao sua soma, definida por Ly + Lo :=
{li+1l2, Iy € Ly ely € Ly} é também, como facilmente se verifica, um ideal algébrico & esquerda de A. Esse ideal é
dito ser a soma dos ideais algébricos Ly e Lo. Afirmagao andloga vale tanto para somas de dois ideais algébricos a direita
quanto para somas de ideais algébricos bilaterais.

e Estrutura de reticulado

Seja A uma dlgebra associativa. Para dois ideais algébricos a esquerda L e Lo de A defina-se as operagoes Ly A Ly :=
LiNLye LV Ly:=Li+ Ly. A colegao de todos os ideais algébricos a esquerda de A é um reticulado (para a definigao,
vide pagina 109 e seguintes) em relacio a essas duas operagoes. Afirmagao andloga vale tanto para a colegao de todos os
ideais algébricos a direita de A quanto para a cole¢ao de todos os ideais algébricos bilaterais de A.

E. 2.142 Ezercicio. Prove as afirmagdes acima. *

e Produtos de ideais algébricos

Se L é um ideal algébrico a esquerda de A o conjunto 5[LC] ¢ igualmente um ideal algébrico & esquerda de A,
denominado o ideal algébrico produto de L por C. Analogamente, se R é um ideal algébrico a direita de A o conjunto
éB[BR} ¢é igualmente um ideal algébrico a direita de A, denominado o ideal algébrico produto de B por R. Por fim, se L
¢ um ideal algébrico a esquerda de A e R é um ideal algébrico a direita de A, entdo é’[LR] é um ideal algébrico bilateral
de A, denominado o bi-ideal algébrico produto de L por R.
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e Quocientes de algebras associativas por ideais bilaterais

E bastante claro ao leitor que com as defini¢oes acima podemos reproduzir as construgdes que realizamos no caso
de anéis, pois algebras associativas sao anéis e subespacos de dlgebras sao também subgrupos das mesmas em relacao
a operacao de adicdo. De particular importancia é a construgio de quocientes. Se A é uma &lgebra associativa e B é
um ideal bilateral algébrico de A, entdo nossas construgdes prévias permitem definir o anel A/B composto das classes
caracteristicas [a], com a € A, sendo a relagdo de equivaléncia em A dada por a ~ a’ se a — a’ € B. Podemos fazer de
A/B uma 4lgebra por meio da estrutura linear

arlar] + azlag] = [oar + azas) ,

definida para todos a;, az € K e todos aj, as € A. Primeiramente precisamos provar que a expressao acima esta
bem definida enquanto operagio entre classes. Porém, se aj, az € A e by, by € B, entdo ay(ar + b1) + az(az + b)) =
a1a; + agag + (a1by + asbe). Como aiby + asbe € B (pois B ¢ um subespago de A), segue que aifai] + aslas] nao
depende do particular representante adotado das classes [a1] e [az], fornecendo sempre a classe [a1a; + aoas].

Isso estabelece que o anel A/B é uma &lgebra associativa em relagao sobre o corpo K, denominada dlgebra quociente
da dlgebra associativa A com o ideal bilateral algébrico B, ou dlgebra fator de A por B.

. Algebtas geradas por relagoes

Seja A uma algebra associativa. E por vezes muito importante construir um nova dlgebra associativa a partir de
A identificando alguns elementos selecionados de A. Se, por exemplo, a e b sdo elementos distintos de A pode ser de
nosso interesse impor que valha uma relagdo como a = b, ou como a?> = b, ou ainda como aba = b, ou vérias delas
simultaneamente. Isso equivale a impor que alguns elementos de A (como os elementos a — b, ou a® — b ou ainda aba — b®,
nos exemplos acima) sejam nulos. Combinando alguns ingredientes apresentados acima uma tal construgao é possivel.

Seja A uma élgebra associativa e seja C' um subconjunto nao vazio de A. Seja S[A, C] = I[C] o ideal algébrico
bilateral gerado por C' e seja a dlgebra associativa A/.#p[C]. Pela construcao, se x € A/.#p[C], entao [z] = [0]. Como
C C JB[C], segue que se ¢ € C, vale [¢] = [0]. Como se vé, essa construgao permite o efeito desejado se impor serem
nulos certos elementos de A, a saber os de C' (e todos os demais de .#5[C], os quais sdo da forma de somas finitas de
elementos como ¢ ou aca’, com a, a’ € Aece C).

A 4lgebra associativa A/ .#5[C] é dito ser a dlgebra gerada pelo subconjunto C' C A, ou a dlgebra gerada pelo conjunto
de relagoes C' C A. A dlgebra associativa A/.#5[C] serd por vezes denotado por &[4, C] ou simplesmente por < [C],
quando A for subentendido.

Um exemplo relevante de uma tal construgao ¢ o seguinte. Seja A uma algebra associativa nao comutativa. Podemos
construir uma algebra associativa comutativa a partir de A considerando o conjunto C' = {ab — ba, com a, b € A} e
construindo a dlgebra «/[A, C] = A/ IB[C]. Os elementos de «7[A, C] sao classes [a] com a € A. Para todos a, b€ A
teremos que [a][b] — [b][a] = [ab — ba] = [0], pois ab—ba € C' C FB[C], que é a classe do elemento 0. Com isso, vé-se que
@/[A, C] é uma élgebra associativa e comutativa, por vezes denominado a Abelianiza¢io da dlgebra associativa A.

Construgoes como a da dlgebra gerada por um subconjunto C' sdo particularmente potentes quando combinadas &
construgao da dlgebra tensorial de espagos vetoriais, que introduziremos na Segao 2.5, pagina 229. Na Secao 2.1.7.5,
pagina 141, mostramos como quocientes por certos ideais em dlgebras tensoriais podem ser empregadas na defini¢ao das
chamadas Algebras de Clifford, de relevancia na Fisica Quantica.

2.5 Espacgos de Fock, Algebras Tensoriais e Algebras Exteri-
ores

Comegamos nossa discussao sobre algebras tensoriais apresentando a nogao de espago de Fock associado a um espago
vetorial, uma construgdo muito importante na Mecanica Quantica, na Teoria Quéantica de Campos e na Mecanica
Estatistica Quantica, sendo também relevante em certas dreas da Matematica, como na Teoria dos Grupos de Lie e
outras.

e O espago de Fock

Seja U um espago vetorial (nao necessariamente de dimensao finita) sobre um corpo K. Na Segao 2.3.5, pdgina
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202, definimos o produto tensorial U™ que aqui iremos denotar simplificadamente por U®" (doravante omitiremos o
subindice K dos sfmbolos @ e @). Pela convengio adotada naquela se¢io, temos U®" = K quando n = 0. Agregando
a isso a definicdo de somas diretas de colegoes arbitrarias de espacos vetoriais, apresentada na Secao 2.3.4, pagina 200,

podemos definir o espago vetorial
oo

TWU) = @Ug'ﬂ

n=0
O espago 7 (U) é denominado o espago de Fock® associado® ao espago vetorial U.

Na Se¢o 2.3.7, pagina 218, definimos também os espagos simétrico e antissimétrico (U®")g e (U®™) ,, respectiva-
mente. Com eles, podemos analogamente definir os espagos

Zs(U) = @ U e TaU) = P "),
n=0 n=0

que sdo os subespagos simétrico e antissimétrico de .7 (U), respectivamente. Acima, para n = 0 convencionamos que
(U®0) g = (U®°) , = K ¢ para n = 1 convencionamos que (U®') = (U') , =U.

Os espagos Ts(U) e Fa(U) sao denominados o espago de Fock siméltrico e o espago de Fock antissimétrico, respecti-
vamente, associados ao espago vetorial U.

Antes de prosseguirmos, comentemos que as construgoes de 7 (U), Ts(U) e Za(U), acima, sdo puramente algébricas.
Em diversos casos ¢ possivel introduzir topologias nelas caso U seja também um espago vetorial topolégico. Isso se da
no importante caso em que U é um espago de Hilbert. Vide para tal Se¢ao 39.3, pagina 2137. Por ora, ndo entraremos
no estudo geral de espagos de Fock topolégicos.

2.5.1 Algebras Tensoriais

Lembremos que, de acordo com a definicio de soma direta, cada vetor v de 7 (U) ¢é da forma vg ® v; ® vg @ -+,
com vy € U®" para todo k, mas somente um nimero finito de vx’s é ndo nulo. E fungdo disso, é possivel definir
oo

o0
em .7 (U) um produto que o transforma em uma algebra associativa: para a € @U®" eb e @U®" da forma
n=0 n=0

Q:Zakalgeéalfe}age%u eQ:Zﬂzbé&Bbg@blzﬂBuqas duas somas sendo finitas, com oy € K e 3 € K e com
[

k
af € U®, b_l] € U®J para todos k, [, i e j, definimos um produto, que denotamos por a ® b, por

<Zorka’[§®a’fﬂaa’§ﬂ>~->@(Zﬂlhéﬂebﬁ@blz@»»») = S ab (a’ge})a’f@aé’@w)éb(béeab’lﬂablzeaw)
k 1 kol

C Y s @ [z ot @b;,q]

k1 p=0 Lg=0

- D [i <Zaka§> ® (;ﬁ,bg,q)] . (2170)

p=0 Lg=0 \ &
Acima, usamos diversas vezes as propriedades de distributividade estabelecidas no Exercicio E. 2.131, pagina 209. Os
elementos a’; ® bé,q sao definidos pelo isomorfismo canénico: se

2= Y mo0a U™ o y= by ol
™ s
com as somas sendo finitas e x,, & € K para todos r, s, entao

2oy = DY b al@ @, @ e oy, e USTE,

88Vladimir Aleksandrovich Fock (1898-1974).
890s espagos de Fock foram introduzidos em V. Fock, “Konfigurationsraum und zweite Quantelung”, Z. Phys. 75, 622-647 (1932).
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Aqui, usamos o isomorfismo canénico U2™ @ U®" — UL+ (vide (2.121)) para identificar (T{ @ ® .'r,f") ® (yf ®
@@y;) eT|® R, QY] @ Y.
Observe-se que, devido ao fato de que apenas uma colecdo finita de componentes af e bé ser nao nula, entdo apenas

!

»
uma cole¢ao finita de elementos da forma Z af]' ®b,_q, com p =0, ..., 00, serd nao nula também (Exercicio E. 2.143),
=0

provando que o produto acima realmente resulta em elementos de 7 (U) e, portanto, define um produto em .7 (U).

E. 2.143 Ezercicio. Sejam a; € U®" e b; € U®? para todos 4, j =0, 1, ..., co. Mostre que se a; = 0 para todo i > M e b; =0
P

para todo j > N, entdo Zaq ® bp—q = 0 para todo com p > M + N. o+
4=0

O espago vetorial 7 (U) torna-se, assim, uma algebra, denominada dlgebra tensorial de U. Essa dlgebra é associativa
e unital, como se vé nos préximos exercicios.

E. 2.144 Ezercicio. Mostre que o produto definido acima é associativo. Para tal, observe que, para z = 21 ® -+ ® T,

Y=11® - QYnez=2 Q@ - ® z, o isomorfismo candnico mapeia (g@g)@geg@(g@g) emz®y® z. &

E. 2.145 Ezercicio. Sejae € 7 (U) daformae:=1®0H0& -, onde 1 é a unidade do corpo K. Mostre, usando a defini¢io de
produto dada acima, que 1b = b para todo b € .7(U). o+

Algebras tensoriais sdo objetos de enorme importancia e diversos outros tipos de dlgebra podem ser construidas a
partir da mesma ou de modo semelhante & mesma.

Na Se¢ao 2.1.7.5, pdgina 141, mostramos como algebras tensoriais podem ser empregadas na denificdo das chamadas
Algebras de Clifford, de relevancia na Fisica Quantica.

2.5.2 Algebras Exteriores

Algebras exteriores sio um tipo especial de dlgebras de Grassmann (apresentadas na Se¢ao 2.1.7.4, pagina 140) e ocorrem
de forma importante na Topologia Diferencial e na Geometria Diferencial, especialmente no estudo das chamadas formas
diferenciais, introduzidas por Elie Cartan®. O tratamento que faremos aqui é geral e ndo se especializa a estruturas
diferencidveis.

Na Segdo 2.3.7, pagina 218, definimos o espago (U®™)4 como o subespago de U®™ constituido pela imagem do
operador de antissimetrizagio A,. Sejam p, ¢ € No. Se z € (U®P)4 e y € (U®)4, entdo = e y sdo (evidentemente)
elementos de U®P e U®Y, respectivamente, e, portanto, o produto tensorial z ® y (como introduzido acima) define um
elemento de USP+D, Para z € (U®P) 4 e y € (U®9) 4, defina-se o produto A, ¢ : (UPP) 4 x (U®7) 4 — (U®("+‘1))A por

p+q)!
TNp gy = %Aﬁq(z‘@y) . (2.171)
pq-
Note-se que, por essa definigio, valerd no caso p = 0 que x € K e, portanto, z Ao, qy := Ag(z®@y) = Aq(zy) = 2Aq(y) =
xy. Analogamente, no caso ¢ = 0 teremos y € K e, portanto, z Ay o 4 := Ap (2 @ y) = A, (yz) = yA,(2) = ya.
De acordo com (2.157), pdgina 219, vale

Aptq (ww(l) @ ®Tr(p) ®Yo(1) @+ ® y(,(q)) = sinal (m)sinal (o) Ap1q (ml ® QTN ® yq) (2.172)

para todos m € Sy, 0 € S;. Assim, se x e y sdo da forma x =21 A--- Axp ey =y A--- Ayg, entdo, usando também

90Elie Joseph Cartan (1869-1951).
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(2.158) e (2.159), segue que

p+q
(271 A-e- /\Ip) Aprg (Z/l A--- /\yq) = Z Z sinal (7)sinal (o) Apq (Iw(l) Q@ ®Tr(p) OYo() @ -+ ®yu(q))

Tolgl
PO 1eS, oes,

+
- ppq‘f Y A(neenone- o)
TES, 0ES,

(p+‘I)!Ap+q(w1®"'®wp®yl®”'®yq)

= TIA AT AYPLA - AY, (2.173)

Essa igualdade torna evidente que para z, y e z da forma z = zy A+ Axp € (UPP)a, y =41 A+ Ayy € (U®T)4 e
=21 NNz € (U4, vale

(2 Ap,qy) Apra,rz = €N qir (Y Ngor 2) - (2.174)
Devido & linearidade dos produtos A, 4 (vide (2.171)), a relacio (2.174) estende-se para todos z € (U®P) 4, y € (U®9) 4
ez € (U®)a.

Para z € (U®P)4, y € (U®9)4 é importante compararmos @ Ay, 4y € y Aq,p , ambos elementos de (U®#+9) 4. Por
(2.173), temos que

(@IAATp) Npg (A AYg) = TAAATp Ay ANy
= (=1)PTys A Ayg Ao A Ay

= (*1)”(741/\"‘/\@'«) Nag.p (Il/\"'/\IP)‘

Consequentemente, vale
Thpqy = (D" yAgpa (2.175)

para todos x € (U®P)4 e y € (U®7) 4. E evidente por essa relagao que se p for impar, teremos = Ay , © = 0 para todo
x € (U®P)4. Isso ndo é necessariamente verdade para p par. Porém, segue de (2.173) e do comentado no Exercicio E.
2.136, pagina 220, que (.731 A Axp) App (xl A Amp) =a1 A+ Az Azy A+ Az, =0 para todo p € IN.

Para futura referéncia, resumindo nossos resultados, temos
Proposigao 2.30 Com as defini¢oes acima valem,
1. O produto Ny, ¢ : (UPP) 4 x (U®) 4 — (US@+D) 4 ¢ bilinear, ou seja, satisfaz
(@1 4 a9m2) Ap gy = 01T Ap gy + a2 Ap gy € T Ap g (01y1 +0aya) = 1@ Ap g1+ 02T Ay g Y2,
para todos a1, s € R, 21, 12 € (U®P) 4 ey, yo € (UP9)4

. O produto Ny, q : (UPP) 4 x (U®9) 4 — (USP+D)) 4 satisfaz

IS)

(@ Ap.q ) Aprg.rz = T Ap, qir (Y Agr 2) - (2.176)

para todos x € (U®P) 4, y € (U®9) 4 e z € (U®") 4. Essa propriedade € por vezes denominada pré-associatividade.

o

. Para todos x € (U®P) 4 ey € (U®7) 4 vale
Thpqy = ()M yngpa. (2.177)

Essa propriedade ¢ por vezes denominada comutatividade graduada. Caso p seja émpar, isso implica que x Ny px =
0. Para p par isso ndo é necessariamente verdade. Porém, para 1, ..., x, € U, vale

(Tr A A@p) App (BI A Aap) =1 A Aap Ay A= Aay = 0

para todo p € IN. [m}
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e A Algebra exterior de U

Podemos agora proceder de forma andloga & que empregamos ao transformarmos .7 (U) em uma slgebra associativa
oo

e unital, usando os produtos A, , para fazer também de .Z4(U) uma dlgebra associativa. Para a € @(U‘g")A e
n=0

be @ (U®™) 4 da forma a = Zak ag B al &) a2 ceb= Zﬂz bl [ bl ) bl , as duas somas sendo finitas, com
n=0
ap€Kep €Kecomak e (U®’)A b’ (U®7) 4 para todos k, 1, i e j, definimos o produto a A b por

(Zaka{;‘@a’f@a’;@---)A<Zﬁlbg@b’1®b’2®---> =Y ap (a{;‘@a’f@aé‘@---)/\(bé@b’lmbg@z--)
1 kL

k

o P
- zam@{xa e }
kol

p=0 Lg=0

= é Lé (;ma )qu q <ZB: ,,)] (2.178)

p=0

A associatividade do produto assim definido decorre diretamente de (2.174) e sua demonstragao é deixada como exercicio.
O espago vetorial 74 (U) torna-se, assim, uma algebra associativa denominada dlgebra exterior de U. Essa dlgebra ¢
unital, como se depreende do préximo exercicio.

E. 2.146 Ezercicio. Seja e € Ta(U) daforma e: =15 0@ 0@ -+, onde 1 é a unidade do corpo K. Mostre, usando a definicdo de
produto dada acima, que 1 A b = b para todo b € Fa(U). *

E importante também reconhecer que U é isomorfo ao subespago de .74 (U) definido por 06U ®0G 0@ - - - e que para
esse subespago temos (OéBuEBOEB' . ) A (0%71{[}0@0@' . ) =080® (uN,1u)B0B0B -+ =0, pois uN,1u=uAu=0

para todo u € U. Decorre disso que Z4(U) ¢ uma dlgebra de Grassmann (vide defini¢io na Segao 2.1.7.4, pagina 140).

e O caso de espagos de dimensao finita

De particular importéancia para a Topologia Diferencial e para a Geometria Diferencial é o caso em que U é um espago
de dimensao finita m. Seja {e1, ..., €, } uma base em U. Pelo comentado no Exercicio E. 2.137, pagina 220, vale aqui
para o espago 74 (U) de todos os tensores antissimétricos,

TaU) = KeUes (U*?), & (U™), , (2.179)

pois (U®™), = {0}, o espago vetorial trivial, sempre que n > m. Pelo mesmo Exercicio E. 2.137, cada espago (UW)A
tem uma base composta por vetores da forma ey, /\ -Aeg, com kj € {1, ..., m} para todo j e com ki <...<ke,
consequentemente, (U®') , tem dimensdo ('}) = qraty l), Portanto, 9,4(U) fem dimensao Silo my = 2"

e O produto interior

H& também um outro produto 1til que pode ser definido entre espagos (U‘”"’) 40 © chamado produto interior. Para
u € U’ define-se I : (U®"’)A — (U®<"’U)A, 1 < n <'m, da seguinte forma: para cada w € (U®")A define-se I]'w como

sendo o elemento de (Ux("’l))A tal que para todos vy, ..., v,_; € U’ vale
<v1 DDV, Iﬁw> = <u Duy D Dvp_q, u,> . (2.180)

Honorificamente define-se também I = 0.
E. 2.147 Ezercicio. Demonstre as seguintes propriedades do produto interior:

mmrtt = 0, 0<n<m-1. (2.181)

L2 (w1 Apy mg w2) = (Iw1) Any—1my w2 + (=1)" w1 Anyng—1 102 (w2) | (2.182)
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para todos wy € (Ux’“)A ews € (U®"2)A. Observe-se que a propriedade (2.182) é similar a regra de Leibniz para derivadas, exceto
pelo fator (—1)™ do lado direito. £

O produto interior pode ser estendido a todo Ja(U) = @, (U®") , pelo operador linear I, : Ta(U) — Fa(U)
definido por

m m m
L@Pw = P (1) = P (15w, (2.183)
a=0 a=0 a=1
onde w* € (U®*), para cada a = 0, ..., m. Observe-se que a imagem de I, é o subespago ey (Uem), de
Ta(U) =@, (U®") ,. Por (2.181), vale
- (2.181)
180

(Iu)zé:éw“ =

(127 10w
a=1
provando que (Iu)2 = 0 e, portanto, que I,, é nilpotente.
Sejam
wy = Zaka§®a$®~~®afn e wy = Zﬁlbf)ﬂ)bll@»--Obﬁn
k [

elementos de 74 (U). Entao, vale
I, (w1 A wz) = (Luw1) Awa + (Gwi) A (Tuws) , (2.184)

onde G : Z4(U) — Za(U), o chamado operador de graduagdo, é o operador linear definido por

m

GPa; = P(-1)a,.
j=0

J=0

Por exemplo, no caso m = 5, G(ag Day®ay®azPDas P a5) =ag® (—a1) Bas d (—az) ®as ® (—as). A demonstragao
de (2.184) é apresentada no Apéndice 2.A, pagina 249.

2.6 Tépicos Especiais

Esta se¢ao ¢ formada por alguns assuntos independentes que, embora relevantes, nao se enquadram na exposigao que
pretendiamos ter nas segoes anteriores.

2.6.1 O Grupo de Grothendieck

Vamos aqui descrever uma construgao que permite obter um grupo Abeliano a partir de um semigrupo Abeliano dado.
Um grupo construido por esse procedimento é chamado de grupo de Grothendieck? associado ao semigrupo Abeliano
em questdo. Grupos de Grothendieck desempenham um papel importante em vérias dreas da Matemadtica, como por
exemplo na chamada K-teoria.

Seja um semigrupo Abeliano S (nao necessariamente dotado de um elemento neutro) cujo produto denotamos pelo
simbolo +.

Consideremos em primeiro lugar o produto Cartesiano S x S e vamos introduzir 14 uma relacdo de equivaléncia da
seguinte forma: dois pares (a, b) e (a’, b') € S x S sdo equivalentes, (a, b) ~ (a’, b'), se existir pelo menos um elemento
p € S tal que”?

a+b +p=d+b+p. (2.185)

91 Alexander Grothendieck (1928-2014).

92Comentemos, antes de prosseguirmos, que nio supomos n riamente que S seja um semigrupo cancelativo. Assim, nio ne
inferimos de (2.185) que a+b’ ’+b. A defini¢ao de semigrupo cancelativo, assim como exemplos de semigrupos cancelativo e ndo-cancelativos
(Abelianos ou niio) encontra-se & pégina 125 (vide Exemplos 2.11, pagina 125).

iamente
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Vamos mostrar que isso define de fato uma relagao de equivaléncia. Em primeiro lugar ¢ claro que (a, b) ~ (a, b)
para qualquer par (a, b) € S = S x S, dado que aqui, para verificar (2.185), basta tomar qualquer elemento p € S.
Em segundo lugar ¢ evidente que, se (a, b) ~ (a/, V'), entdo (a’, V') ~ (a, b). Finalmente, vamos mostrar que se
(a, b) ~ (¢, d) e (c, d) ~ (e, f), entdo (a, b) ~ (e, f). Por hipétese existem p e p’ € S tais que

a+d+p =b+tc+p e ctf+p =d+te+p .
Daqui extraimos que
(at+d+p)+ (c+f+p) = (b+ct+p) +(d+e+p),

ou seja, que
a+f+p" =b+te+p”,

onde p” = d+ c+p+p'. Essarelagio diz precisamente que (a, b) ~ (e, f), completando a prova de que temos assim
uma relagao de equivaléncia em S2.

Vamos considerar agora o conjunto K(S) := $2/ ~ de todas as classes de equivaléncia definidas acima. Como é usual,
denotaremos por [(a, b)] a classe & qual pertence o par (a, b) € S2. Vamos construir em K(S) uma estrutura de grupo
Abeliano, cujo produto também denotaremos por +. Dadas duas classes [(a, b)] e [(¢, d)] definimos

[(a, B)] + [(c, d)] = [(a+c, b+d)]. (2.186)
Note-se que por essa definigao tem-se (verifique!)

[l@, ] + [(c: ] = [(e. ] + [(a, b)]
para todo a, b, ¢, d € S, pelo fato de a operagao de soma ser Abeliana em S.

A primeira coisa a fazer é mostrar que essa definicao independe dos elementos tomados nas classes. Para isto basta
provar que se (a’, V') ~ (a, b), entdo (a+c¢, b-+d) ~ (a’ +¢, V' +d). Se (a/, b') ~ (a, ), entdo existe p € S tal que

a+b +p=d+b+p.
Somando-se ¢ + d a ambos os lados tiramos
(at+c)+ (¥ +d)+p = (' +c)+ (b+d)+p
que ¢ precisamente a afirmativa que (a + ¢, b+d) ~ (' +¢, V' + d).

E igualmente facil verificar que para quaisquer z, y € S tem-se que (z, z) ~ (y, y) e que, portanto, [(z, z)] = [(y, v)].
Vamos provar que ha em K(S) um elemento neutro. Este é precisamente a classe e := [(z, )] com = € S arbitrério.
Note-se que, para qualquer par (a, b) € S? teremos

(@, 0]+ [(@, 2)] = [(a+=, b+a)] = [(a b)],
pois (a+x +b) +p = (b+x + a) + p para qualquer p € S.

Falta-nos provar a associatividade do produto e a existéncia de uma inversa para cada elemento de K(S). Para a
associatividade, notemos que

[, 0] + ([(e, ]+ [(e, N]) = [(@ O] +[c+e, d+ )] = [(atere, brd+f)],

(It 0]+ [ D)) +[(e )] = [@+e b+d]+[e N] = [@te+e brd+)].
Para provar a existéncia de inversa notemos que para cada par (a, b) € S? podemos tomar [(a, b)]~* := [(b, a)] pois
((a, B)] + [(a, B)] " = [(a, )]+ [(b, @)] = [(a+b, a+D)] = e.

Isso mostrou que K(S) tem uma estrutura de grupo Abeliano. Este é o chamado grupo de Grothendieck associado ao
semigrupo Abeliano S.

1

Como de costume, denotaremos [(a, b)]71 por —[(a, b)]. Assim, —[(a, b)] = [(b, a)].

Todo semigrupo Abeliano cancelativo é isomorfo a um semigrupo contido dentro de um grupo, a saber, de seu grupo
de Grothendieck. A prova dessa afirmacio é o contetido do exercicio que segue.
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E. 2.148 Ezercicio. I. Mostre que (a+ f, f) ~ (a+g, g) para quaisquer a, f, g € S. IL. Mostre que S(S) := {[(U,Jrf, f)]., a€ A}
é um semigrupo em K(S) com relagdo & mesma operacdo definida em (2.186). III. Mostre que a aplicagdo ¢ : S — S(S) definida por
S3ars p(a):=[(a+ f, f)] €S(S) (com f € S, arbitrario) é um homomorfismo do semigrupo S no semigrupo S(S).

TV. Mostre que todo elemento [(a, b)] de K(S) pode ser escrito da forma [(a, b)] = ¢(a) — ¢(b) e que ¢(a) — @(b) = p(a’) — (b')
se e somente se existir p € S coma+b +p=a’ +b+p.

V. Suponha que S possua a seguinte propriedade: se para a, a’ € S existir p € S tal que a+p = a’ + p, entdo a = a’ (nesse caso S
é dito ser um semigrupo Abeliano cancelativo. Vide pagina 125). Mostre que nesse caso ¢ : S — S(5) é um isomorfismo do semigrupo
S no semigrupo S(5). Nessa situacdo, terfamos, em um certo sentido, que o grupo K(S) contém uma cépia do semigrupo S dentro de
si (a saber 5(S5)), sendo, portanto, uma espécie de extensdo do semigrupo S. &

E. 2.149 Egercicio. Seja o semigrupo Abeliano (IN, +), dos ndmeros naturais com a soma usual. Mostre que K(IN) ~ (Z, +), o
grupo dos niimeros inteiros com a opera¢do de soma usual. &

O exercicio acima indica a possibilidade de se definir os nimeros inteiros a partir dos naturais. Os inteiros seriam, por
definicao, o grupo de Grothendieck do monéide Abeliano dos naturais com a operacao de soma usual. Modernamente,
no estudo dos Fundamentos da Matematica é dessa forma, alias, que os nimeros inteiros sao definidos.

E. 2.150 Ezercicio. Seja o mondide Abeliano (IN, -), dos nimeros naturais (sem o zero), com o produto dado pela multiplicacio
usual. Mostre que K(IN) ~ (Q4, -), o grupo dos racionais positivos (sem o zero) com o produto dado pela multiplicagdo usual. *

O exercicio acima indica a possibilidade de se definir os niimeros racionais positivos a partir dos naturais. Os racionais
seriam, por defini¢do, o grupo de Grothendieck do monédide Abeliano dos naturais com a operagao de produto usual.
Modernamente, no estudo dos Fundamentos da Matematica é dessa forma, alias, que os niimeros racionais sao definidos.

E. 2.151 Ezercicio. Aplique a construgio de Grothendieck para o semigrupo %, definido a pagina 120. Mostre que o grupo assim
obtido possui apenas um elemento (ou seja, é o grupo trivial). "

E. 2.152 Ezercicio. Seja X um conjunto n3o vazio e considere o semigrupo Abeliano (e ndo cancelativo) composto pela a colecio
P(X) \ {0} (de todos os subconjuntos ndo vazios de X) com relagdo a operagdo de unido de conjuntos. Mostre que o grupo de
Grothendieck correspondente é trivial. *

E. 2.153 Ezercicio. Seja X um conjunto ndo vazio e considere o semigrupo Abeliano (e n3o cancelativo) composto pela a colecio
P(X) \ {X} (de todos os subconjuntos de X distintos de X) com relacdo & operacdo de unido de conjuntos. Mostre que o grupo de
Grothendieck correspondente € trivial. *

2.6.2 Grupdides

Um grupdide é definido da seguinte forma. E dado um conjunto C' e um subconjunto Cy C C, o qual é a imagem de duas
fungoes undrias p e ¢ (chamadas de “partida” e “chegada”), ou seja, p : C — Cy, ¢ : C — Cp. Os elementos de Cj sao
pontos fixos de p e de ¢, ou seja,

cla) = a e pla) = a

para todo o € C (aqui denotaremos os elementos de C' por letras gregas).

Define-se em C' x C' um subconjunto (ou seja, uma relacao em C), que denotaremos por R¢, da seguinte forma:
Ro = {(@8) € C?| pla) = c(B)} .

wmn

E também dada uma funcdo binaria Rc — C, que denotaremos por e que denominaremos “produto”, a qual

satisfaz as seguintes hipdteses:

1. Associatividade: « - (8-v) = (a- ) - v sempre que os produtos estejam definidos, ou seja, se (8, v), (a, 8-7),
(a, B) e (a- B, ) forem todos elementos de R¢
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2. Para todo (o, ) € R¢ temos p(a - 3) = p(B).
3. Para todo (o, 8) € R¢ temos c(a - ) = c(a).
4. Para todo o € C' temos o - p(a) = a.
5. Para todo a € C' temos ¢(a) - a = a.

Fora isso, existe para cada a € C uma assim chamada inversa bilateral a~! € C, a qual satisfaz a - o™ = c(a) e
1

a~ ' a = p(a). Note que, por essa defini¢io, tem-se que, para todo ag € Cp, ag 0'5] = (151 - = Qp.

Estes ingredientes definem um grupéide. Note-se que um grupéide nao necessariamente contém um “elemento neutro”
(vide exemplos).

¢ Exemplo de grupéide: Caminhos

Este exemplo é um protétipo da definigao de grupdide acima, ou seja, aquela possivelmente foi criada tendo o mesmo
como exemplo-guia.

Seja I o intervalo fechado [0, 1] e vamos considerar o conjunto € de todas as fungdes continuas de I em um espago
topolégico Hausdorff qualquer (por exemplo R?). Um elemento v de C' é uma curva orientada continua em R? que tem
um ponto de partida v(0) e um ponto de chegada ~(1).

Podemos introduzir uma relagao de equivaléncia em € da seguinte forma: duas curvas a e f € € sao equivalentes
(a ~ B) se existir uma bijegao continua b: I — I com b(0) = 0, b(1) = 1, tal que & = B0 b. Vamos denominar por C' as
classes de equivaléncia de € pela relagio de equivaléncia acima: C' := €/ ~.

O conjunto Cy é o subconjunto de C formado pelas classes de equivaléncia de curvas constantes: [a] € Cp <=
at) =a(t'), Vt, t' € I.

Definimos as fungoes undrias p e ¢ da seguinte forma: p([y]) é a classe de equivaléncia da curva constante que a todo
t € I associa o ponto v(0) de R2, o ponto de partida de v; ¢([7]) é a classe de equivaléncia da curva constante que a todo
t € I associa o ponto y(1) de R?, o ponto de chegada de 7.

Dados dois elementos em C' queremos agora definir o seu produto. A ideia a ser seguida é que o produto de duas
curvas é definido apenas quando o ponto de chegada da primeira coincide com o ponto de partida da segunda e resulta
em uma curva Unica unindo o ponto de partida da primeira com o ponto de chegada da ultima. Matematicamente isso
é feito definindo-se o produto [f] - [a] como sendo a classe de equivaléncia da curva 8 * a definida pela composigao

a(2t), para 0 <t <1/2,
Bxa(t) =
B(2t—1), paral/2<t<1.
Claramente 3 % a 6 é um elemento de C' (ou seja, uma curva continua) se (1) = 3(0).

Por fim a inversa bilateral de [a] é definida como sendo a classe [a~!], onde a~1(t) = a(1 — t).

Deixamos para o leitor como exercicio mostrar que a estrutura definida acima é a de um grupdide.

Notemos que para a composi¢io * acima ndo vale a associatividade: (o * 8) xy # a * (8 * ), se ambos os lados
estiverem definidos (por qué?). No entanto, as curvas (a* )%~y e ax(3+7) sdo equivalentes no sentido da defini¢ao acima
e de tal forma que para o produto “” definido nas classes C' vale a associatividade [a] - ([8]-[7]) = ([o] - [8]) - [7], se ambos
os lados estiverem definidos (por qué?). Essa é a razao de termos feito a constru¢ao nas classes C' e nao diretamente
em €. Esse fato ja deve ser familiar ao leitor que conheca o conceito de grupo de homotopia de espagos topolégicos. O
grupdide apresentado acima e o grupo de homotopia sao, alids, fortemente aparentados e ao leitor sugere-se pensar sobre
qual a conexao entre ambos.

e Exemplo de grupéide: Relacbes de equivaléncia

Seja K um conjunto no qual haja uma rela¢ao de equivaléncia R C K x K. Tomamos C = R e Cy = {(x ), T €
K} C R. Definimos

p((z, ) = (x, ), Va, y € K com z ~ y.

(<T J)) (y, y), Vo, y € K com & ~ y.
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3. Produto: (z, y)- (y, 2) := (x, 2), V&, y, z€ K comz ~y ~ z.

4. Inversa bilateral: (z, y)~! = (y, z).

E facil de se verificar (faga-o!) que a estrutura assim definida é a de um grupéide.

2.6.3 Quatérnios, Niimeros Complexos e outros Amigos

Vamos nesta se¢ao tratar brevemente de um tipo de dlgebra que possui algumas aplicagoes interessantes na Teoria de
Grupos e outros lugares, a chamada algebra dos quatérnios. Esta se apresenta como uma espécie de extensio a R* das
slgebras dos complexos e do produto vetorial em R?. Como preaquecimento, apresentaremos ambas de um ponto de
vista mais fundamental.

Para textos sobre Algebra Cléssica e Abstrata, com notas histéricas, vide [333, 334].
2.6.3.1 Algebras Comutativas e Associativas em R2. A Algebra dos Complexos

e A dlgebra R& R

Dado um espago vetorial como R? h4 vérias maneiras de definir no mesmo um produto de modo a fazer do mesmo
uma algebra. Por exemplo, podemos definir em R? o produto

(z1, 22) - (y1, y2) = (T1y1, T2y2) , (2.187)

que é associativo e comutativo. O produto (2.187) faz de R? uma élgebra isomorfa a R @ R, ou seja, a duas cépias da
4lgebra usual dos nimeros reais e vamos também denoté-la por R @ R.

A dlgebra R & R tem uma unidade, o elemento e = (1, 1). Um elemento da forma (a, b) possui uma inversa
multiplicativa se e somente se a # 0 ¢ b # 0, sendo essa inversa (1/a, 1/b). Os elementos (1, 0) e (0, 1) sdo idempotentes:
satisfazem (1, 0) - (1, 0) = (1, 0) e (0, 1)- (0, 1) = (0, 1), sendo que também vale (1, 0) - (0, 1) = (0, 0), o vetor nulo
de R®R.

O fato de valer (1, 0)- (0, 1) = (0, 0) significa que R & R possui divisores de zero e, portanto, ndao é um anel de
integridade. Vide pagina 144 e seguintes. O fato de existirem elementos nao nulos em R @ R sem inversa multiplicativa
significa que R & R nao é uma &lgebra de divisdo. Vide pagina 145.

Por fim, vale comentar que a dlgebra R @ R possui uma involugao, ou seja, uma aplicagdo undria de R @ R cujo
quadrado ¢ a identidade e que é um homomorfismo. Ela é dada por R®& R > (a, b) — (a, b) := (b, a) e R&R. E
elementar verificar que

(a,0) = (a,b)  eque  (a,b)-(c, d) = (a, b)-(c, d)
para todos (a, b), (¢, d) e R@®R.
Para (z, y) € R® R temos

(z, ) (x, y) = (yz, zy) = aye.
Assim, podemos definir N : R@ R — R por

N(w, y) = @ o) (e, y) = oy,

identificando ae € R & R com a € R. E facil ver que

N((@ b)-(e, D) = N((a, )N ((e, d)) e N((a, b)) = N((a, b))

para todos (a, b), (¢, d) e RS R.

Uma fun¢do N com as propriedade a acima ¢é dita ser uma norma algébrica, nogao que nao deve ser confundida com
a de norma em um espago vetorial.
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Vale comentar que (z, y) € R @ R possui inversa multiplicativa se e somente se N((:c, y)) # 0 e essa inversa ¢é

@0 = S ® P = W U

Encontraremos similaridades entre as diversas estruturas algébricas de R ¢ R, apresentadas acima, com outras da
dlgebra dos niimeros complexos e, especialmente, da dlgebra dos niimeros complexos hiperbdlicos, das quais trataremos

em seguida. Como veremos, a dlgebra dos nimeros complexos hiperbélicos ¢ isomorfa a dlgebra R @ R.

e A Aalgebra dos nimeros complexos

Bem mais interessante que o produto (2.187) é o produto

(z1, 22) - (41, ¥2) = (T1y1 — Taye, T1Y2 +2201) , (2.188)
também definido em R?, e que ¢ igualmente associativo e comutativo.

E. 2.154 Ezercicio. Verifique a validade dessas afirmagdes! *

O espaco vetorial R? com esse produto é denominado dlgebra dos nimeros complezos, denotada por C. Os elementos
da algebra C sdo denominados nimeros complexos, ainda que, como conjunto, C seja idéntico a R2.

Definindo-se os vetores e := (1, 0) e i := (0, 1), podemos escrever todo (z, y) € R? da forma (z, y) = ze + yi, sendo
que (2.188) indica que e ¢ a unidade da &lgebra (pois (z1, z2) e =e- (z1, ¥2) = (1, x2)) para todo (z1, z2) € R?) e
i=ii=-e,
indicando que i pode ser interpretado como a “raiz quadrada” de menos a unidade, tal como no tratamento informal dos

numeros complexos.

A conjugagio complexa ¢ a operagdo undria que associa cada par (z, y) € R? ao par (z, —y) € R?, ou seja, associa
z=we+ylaz:=uze—yi E evidente que se trata de uma involugao, pois (E) = 2 para todo z € R2. E também claro
qued=eci=—i. B também um exercicio facil (faga-o!) constatar que

Tw =Z-W (2.189)

para quaisquer nimeros complexos z e w.
Se z = ze + yi, vale
_ 2, 2 _ 2
o = g = o )P
onde || - || denota a norma Euclidiana usual em R?. Assim, podemos definir |z| := VZ-2z = /22 +¢2 = ||z como
aplicagao de C em [0, c0). A expressio |z| é denominada mddulo do niimero complexo z. Observe-se que |z| = 0 se
e somente se z = 0. E um exercicio ficil (faga-o!) constatar que, devido a (2.189) e & comutatividade do produto dos
nimeros complexos,
2wl = 2| [w]
para quaisquer niimeros complexos z e w.
E f4cil constatar que N(z) :=% -z = |z|? é uma norma algébrica em C.
Todo ntiimero complexo nao nulo possui uma inversa multiplicativa, a qual é dada por
- 1 _ 1_
27 = zZ=—Z.

N(z) |=[?

Verifique!
Para z = ze + yi # 0 definimos cos(f) := x/|z| e sen(d) := y/|z| e podemos trivialmente escrever
z = |z[(cos(f)e + sen(0)i) , (2.190)
que ¢ denominada forma polar, ou representagdao polar, do nimero complexo z (essa expressao vale trivialmente quando
z =0, em cujo caso 0 nao estd definido, pois |z| = 0).

Por fim, vale comentar que é prética corrente denotar-se um nimero complexo ze + yi com a notagao simplificada
2 + iy, omitindo-se a unidade e e adotando formalmente a identificacio i =i := /—1.
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E. 2.155 Ezercicio. Mostre que os (nicos elementos idempotentes de C, ou seja, que satizfazem z -z = 2, sdo 0 e a unidade e. &

e Férmula de Euler

Inspirados na expansao em série de Taylor da fungao exponencial, definamos

; > o,
o= e+251" . (2.191)
n=1
Tem-se
e = cos(f)e + sen()i, (2.192)

relacio esta por vezes denominada férmula de Euler.
E. 2.156 Ezercicio. Justifique as expressdes acima. A convergéncia da série em (2.191) é demonstrada munindo C da topologia

métrica associada a norma Euclidiana || - || de R?. Para provar (2.192) deve-se separar a soma em n em termos com n par e n impar e
usar os fatos que i?™ = (—1)™e e i*™ ! = (—1)™i, para todos m € No. E

Vé-se, entao, que podemos escrever (2.190) na forma
z = |zleft,

que também ¢é denominada representagao polar de z € C.

2.6.3.2 A Algebra dos Niumeros Complexos Hiperbdlicos

O espaco vetorial R? também pode ser feito uma algebra comutativa e associativa por meio de um outro produto, dito
produto hiperbélico. Para (x1, x2), (y1, y2) € R? defina-se o produto hiperbélico por

(@1, 22) - (y1, y2) = (191 + T2y2, T1y2 + T2y1) - (2.193)

Compare-se essa defini¢io a (2.188), pagina 239. E fécil constatar que esse produto é comutativo (pois (z1, z2)-(y1, y2) =
(y1, y2) - (z1, 22) para todos (z1, 2), (Y1, y2) € R?) e associativo.

E. 2.157 Ezercicio. Verifique a validade dessas afirmagdes! *

O espago vetorial R? com esse produto ¢ denominado dlgebra dos niimeros complezos hiperbélicos, denotada por D
(uma notagdo que, advertimos, nao é universalmente adotada).

Similarmente ao que fizemos no caso dos nimeros complexos, definamos e := (1, 0) e j := (0, 1). Podemos
escrever todo (z, y) € R? da forma (z, y) = we + yj, sendo que (2.188) indica que e é a unidade da dlgebra (pois
(z1, x2)-e=e- (x1, x2) = (21, x2)) para todo (1, z2) € R?) ¢

P == e

Assim, j tem a interpretagdo de “raiz quadrada” da unidade (ndo de menos a unidade, como no caso dos nimeros
complexos). Como elementos de R?, j e i coincidem, mas suas propriedades algébricas sdo diferentes.

A conjugagio complexa é a operagdo undria que associa cada par (z, y) € R? ao par (z, —y) € R?, ou seja, associa
z=xze+yjaz:=ze+yj E evidente que se trata de uma involugao, pois (7) = z para todo z € R2. E também claro
que & = e e j = j. Igualmente fécil é verificar a propriedade

Zw =Z%Z-w, (2.194)
vélida para todo z, w. Se z = ze + yj vale
Zoz = a—y?.

Verifique! Definindo-se N : R? — R por N(z) := Z - 2, segue facilmente da comutatividade e de (2.194) que

N(z-w) = N(2)N(w),
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também para todo z e w, assim como segue que N(E) = N(z), para todo z. A fungdo N &, portanto, uma forma
quadritica em R2, mas que nio é positiva, em contraste com o que ocorre com niimeros complexos. A funcio N é uma
norma algébrica em D.

Afirmamos que z possui inversa se e somente se N(z) # 0, em cujo caso vale

De fato, se N(z) # 0, temos pela expressio acima z - = e. Por outro lado, se N(z) = 0 e existisse a inversa

_Z_
N(z)
b= 21, terfamos e = b - z, o que implica, multiplicando-se & direita por Z e usando-se a associatividade,

zZ=(b-2)-2=0b-(2-2Z) =b-N(z) =0,
o que implica Z = 0 e, portanto, z = 0.

E facil constatar que N(e :tj) = 0. Consequentemente, e + j nao possuem inversa. Se definirmos

dy = (e iJ) é facil constatar (faga-o!) que dy-di = ds .

B =

Assim, d+ s@o elementos idempotentes de D. Além disso, valed; -d— =0=d_-dy e (di) =dz.

O fato de valer d - d_ = 0 significa que D possui divisores de zero e, portanto, nao ¢ um anel de integridade. Vide
péaginas 144 e seguintes. O fato de existirem elementos néo nulos em D sem inversa multiplicativa significa que ID néo é
uma algebra de divisao. Vide pagina 145.

Comoe=dy+d_ej=dy —d_, todo z € D pode ser representado na forma
z=uze+yj = (z+y)ds+(z—y)d_.
Com isso, é facil verificar que para as combinagoes lineares de d+ e d_ valem as relagoes
(a1d+ + szd,) . (bld+ + bQCL) = (aiby)d+ + (azb2)d—

para todos a1, ag, by, .ba € R. Concluimos com isso que D é isomorfa a dlgebra ROR, com o isomorfismo ® : D — RG&R
dado por
P(re+ye) = d((z+y)de+(x—y)d-) = (x+y, 2—y).

E. 2.158 Egercicio. Constate que ® : D — R @ R dada acima ¢é bijetora e a aplicagio inversa @' : R @ R — D é dada por
@~ !(z, y) =ad; +yd_ = L(z+y)e+ L(x—y)j. Constate que para quaisquer z, w € ID valem ®(z-w) = ®(z) - &(w), 0 que mostra
que ® ¢, de fato, um homomorfismo. Constate também que ®(Z) = ®(z) e ®(e) = (1, 1), confirmando que & mapeia a unidade de D
na unidade de R ® R. Constate que ®(d+) = (1, 0) e ®(d-) = (0, 1), o que significa que ® mapeia os elementos idempotentes de
D nos elementos idempotentes de R & R. Por fim, no que concerne a relagdo entre as normas algébricas de D e R & R, verifique que
N(@(ze+ye)):N((z+y,z—y)):zz—yzzN(zeere). F

e Férmula de Euler

Inspirados na expansao em série de Taylor da fungao exponencial, definamos

oo

j 9" n

M= e+ E i (2.195)
n=1

Tem-se .
e = cosh(f)e + senh(0)j . (2.196)

E. 2.159 Egercicio. Justifique as expressdes acima. A convergéncia da série em (2.195) é demonstrada munindo DD da topologia
métrica associada a norma Euclidiana || - || de R?. Para provar (2.196) deve-se separar a soma em n em termos com n par e n impar e

usar os fatos que j*™ = e e j*™*! = j, para todos m € INy. £
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A 4lgebra dos complexos hiperbélicos teria sido inventada por Cockle?® em cerca de 1848. J4 a &dlgebra dos ntimeros
complexos tem rafzes bem mais profundas, que remontam & Idade Media, tendo sido talvez criada por Cardano® em
cerca de 1545, e especialmente por Bombelli?®, em 1572. Como é bem sabido, a motivagio original teria sido a de dar
sentido a raizes de certos polinémios. Aparentemente, porém, foram Gauss®® e Hamilton®” os primeiros a sistematizar
a noc¢ao de nimero complexo em termos mais préximos & modernidade. O nome de Hamilton aparecerd adiante na
apresentacio dos chamados quatérnios. O uso da letra i para designar v/—1 nasce com Euler?® - uma de suas incontaveis
contribuig¢des notacionais & Matemaética - e foi difundido por Gauss. Este tultimo foi o primeiro a denominar os nimeros
complexos por esse nome.

Para textos com notas histéricas sobre Algcbra Cléssica e Abstrata, vide [333, 334].
2.6.3.3 Algebras em R3. A Algebra do Produto Vetorial
Em R? podemos definir igualmente vérios tipos de produtos, tais como o produto
(1, w2, w3) - (Y1, Y2, y3) = (211, @2y2, 23Y3) (2.197)
que ¢ igualmente associativo e comutativo; o produto
(z1, 2, x3) - (Y1, Y2, ¥3) = (T1y1, T2y2 — T3Y3, T2Y3 + T3y2) , (2.198)
também associativo e comutativo ou ainda um produto como
(w1, ©2, ¥3) - (Y1, Y2, ¥3) = (T2ys — T3y2, T3y1 — T1Y3, T1Y2 — T2y1) , (2.199)
que ndo é nem associativo nem comutativo. O produto (2.197) faz de R? uma algebra isomorfa a R ® R @ R (trés copias

da dlgebra dos reais). O produto (2.198) faz de R? uma élgebra isomorfa a R@ C e o produto (2.199) é o bem conhecido
produto vetorial, muitas vezes denotado pelo simbolo x (ou, mais raramente, por A).

O produto vetorial faz de R? uma algebra que, no entanto, nao é comutativa nem associativa. Em vez disso, o produto
vetorial satisfaz

1. Anticomutatividade (ou antissimetria):
(z1, @2, 23) X (Y1, Y2, y3) = —(y1, Y2, y3) X (21, T2, 3)

para todos (z1, 2, ©3), (y1, ¥2, y3) € RY;

2. Identidade de Jacobi®®:

((wn w2, x3) X (Y1, Yo, Z/S)) % (21, 22, 23)
+ ((21, 22, 23) x (21, T2, ¥3)) X (Y1, Y2, Y3)

+ (91, w2, y3) x (21, 22, 23)) X (21, Ta, w3) = 0 (2.200)
para todos (z1, 2, 3), (Y1, Y2, ¥3), (21, 22, z3) € R®.

Observem-se as permutagdes ciclicas que ocorrem em (2.200).

93Sir James Cockle (1819-1895).
94Gerolamo Cardano (1501-1576).

95Rafael Bombelli (1526-1572).

96 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
97William Rowan Hamilton (1805-1865).
98Leonhard Euler (1707-1783).

99Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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E. 2.160 Ezercicio importante. Usando a definicio do produto vetorial em (2.199), verifique essas afirmacdes. &

E. 2.161 Egercicio. Usando as propriedades acima verifique que a dlgebra R® com o produto vetorial dado em (2.199) ndo possui
uma unidade. -

2.6.3.4 Quatérnios

Inspirados na discussdo anterior, o que se poderia, entdo, fazer para tornar R* em uma 4lgebra? Naturalmente poder-se-ia
definir em R* vérias dlgebras imitando o que fizemos acima. Por exemplo, com o produto

(x1, 2, T3, T1) - (Y1, Y2, Y3, Y1) = (T1y1, T2Yo, T3Y3, Taya) , (2.201)
R* torna-se uma &lgebra associativa e comutativa isomorfa a R ® R ® R @ R. Com o produto
(mu T2, T3, l’4) . (Z/l-, Y2, Y3, ;l/4) = (l’l;lh — T2Y2, T1Y2 + TaY1, T3Y3 — T4Y4, T3Ya +m4y3) B (2:202)
R* torna-se uma &lgebra associativa e comutativa isomorfa a C @ C. Com o produto
(Il, T2, T3, 14) . (yh Y2, Y3, .1/4) = (172,1/3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1, z4y4) (2.203)

R* torna-se uma 4lgebra nio associativa e ndo comutativa isomorfa a R?® @ R, com o produto vetorial na componente
R3.

H4 também outros produtos que sdo meras variantes das listadas acima (ache algumas). Existe, porém, um produto
ndo-trivial, denominado produto quaterniénico, que faz de R* uma 4lgebra associativa, com unidade, mas nao comutativa.
Esse produto foi descoberto (ou inventado) por W. R. Hamilton!®. A histéria da descoberta desse produto em R*,
ocorrida em 16 de outubro 1843, numa tentativa de generalizar a dlgebra dos nimeros complexos para mais que duas
dimensoes, é bastante pitoresca (vide adiante) e representou um marco na histéria da Algebra por ser o primeiro exemplo
de uma dlgebra associativa mas nao comutativa (a descoberta de Hamilton antecede a introducao da dlgebra das matrizes
e a introdugao do produto vetorial). Esse produto ¢ o seguinte:

(w0, x1, T2, 3) - (Yo, Y1, Y2, Y3) =

(zoyo — w1y1 — T2y — T3Ys, Toy1 + YoT1 + L2ys — TaYa, LoY2 + YoTa + L3y — T1Ys, LoYs + YoTs + 1Yz — Tay1) -
(2.204)

E. 2.162 Ezercicio. Mostre que o produto acima é associativo. Sugestdo: paciéncia. £

O espaco vetorial R* dotado do produto acima é denominado dlgebra dos quatérnios ou dlgebra quaternionica e é
denotada frequentemente por H (em honra a Hamilton). A dlgebra H é associativa mas ndo é comutativa. H tem uma
unidade, a saber, o vetor (1, 0, 0, 0) € R*.

E. 2.163 Ezercicio. Mostre que H n3o é uma 3lgebra comutativa. *

E. 2.164 Ezercicio. Mostre que (1, 0, 0, 0) é a unidade de H. *

H4 uma maneira melhor de representar o produto quaterniénico que a expressao (2.204). Vamos escrever os vetores
da base canénica de R* como

0= (10,00, e =(0100, e=(0010, e =(@0001,

100William Rowan Hamilton (1805-1865). W. R. Hamilton foi também o inventor do chamado formalismo Hamiltoniano da Mecanica
Cléssica.
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de modo que todo 2 € R?* pode ser escrito na forma x = xgep + x1e1 + x9ea + x3e3. O produto quaterniénico pode,
portanto, ser definido pelo produto dos elementos da base candnica, que segue as seguintes regras:

1. ep ¢ a unidade da dlgebra: z-ey = ep-x = x para todo z € R*.
2. (e1)? = (e2)® = (e3)* = —eo -
(2.205)
3. eqep = —epe, para todo a #bcoma, b=1, 2, 3.
4. ejex =e3, ezez =e; e eze; =€y .
Essas foram as regras do produto quaternionico tal como formuladas originalmente por Hamilton.
E. 2.165 Ezercicio. Verifique que as regras (2.205) reproduzem perfeitamente o produto quaternidnico (2.204). *

Comentdrio histérico. Hamilton fora o primeiro, em 1835, a encarar a dlgebra dos complexos da forma semelhante & que expomos acima:
como o espago vetorial R? com o produto definido em (2.188). Tendo atingido esse entendimento, Hamilton iniciou uma série de tentativas
de generalizar essas ideias para o espago tridimensional R®. Mais especificamente, e usando linguagem atual, Hamilton procurou por uma
algebra de divisio normada em R3. Hamilton dedicou-se por um longo tempo, de forma intensiva e obstinada, a essa procura. Em carta
escrita muitos anos depois a um de seus filhos, Hamilton relata: “Every morning in the early part of the above-cited month, on my coming
down to breakfast, your (then) little brother William Edwin, and yourself, used to ask me: ‘Well, Papa, can you multiply triplets?” Whereto
I was always obliged to reply, with a sad shake of the head: ‘No, I can only add and subtract them’”.

Hamilton falhou nessa tentativa pois, como é hoje entendido, tais dlgebras nao existem no caso tridimensional. Instintivamente, porém,
Hamilton comegou a procurar por uma solugao para seu problema tornando-o mais dificil (um “método” nao raramente empregado nas
Ciéncias, ademais) e comegou a pensar no caso quadridimensional.

As regras de produto de quatérnios (em versdo préxima aquelas expressas em (2.205)) teriam subitamente ocorrido a Hamilton, apés
intimeras e obstinadas tentativas de sua parte, quando o mesmo caminhava na manha do dia 16 de outubro 1843 com sua esposa ao longo do
Royal Canal, em Dublin, Irlanda. Hamilton dirigia-se a Real Academia Irlandesa para presidir uma sessao. Segundo seu relato, “I then and
there felt the galvanic circuit of thought close; and the sparks which fell from it were the fundamental equations between i, j, k; exactly such
as I have used them ever since”.

Entusiasmado com seu achado, e temendo esquecer suas relagoes, Hamilton teria imediatamente talhado com seu canivete as expressoes
que definem o produto de quatérnios na ponte Brougham (também denominada “Broom Bridge”), sobre o mesmo canal. O entalhe original
de Hamilton nao sobreviveu, se realmente existiu, mas certo ¢ que até o presente existe uma placa comemorativa posterior sobre a mesma
ponte. Vide Figura 2.2, pagina 244.

.v

the 16th of October 1843

Here as he walked by
on the 16th of October 1843
Sir William Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered
the fundamental formula for
quaternion multiplication
i = 4% = k? = ijk = -1
& cut it on a stone of this bridge

Figura 2.2: Placa comemorativa a descoberta de Hamilton na Brougham
Bridge, Dublin.

Como se vé, usa-se na Figura 2.2 uma notagao que se relaciona a nossa pelas identificagdes 1 = eg, i = ey, j = e2, k = e3. O termo
“quatérnio” foi cunhado por Hamilton. Sua primeira publicagao a respeito foi a carta: “On quaternions, or on a new system of imaginaries
in algebra”, Edinburgh and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science, vol. XXV, 489-495 (1844).

Hamilton sempre acreditou que a dlgebra dos quatérnios teria um grande impacto na Fisica e fez diversas tentativas de formular as leis
da Mecanica Classica e do Eletromagnetismo usando quatérnios. Sua influéncia estendeu-se, entre outros, a Maxwell'?!, que originalmente

101 James Clerk Maxwell (1831-1879).
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formulou as equagdes bdsicas do Eletromagnetismo, que levam seu nome, em termos de quatérnios (vide [321]). Essas primeiras tentativas,
porém, acabaram eclipsadas pelo advento da Anélise Vetorial, sob a influéncia de Helmholtz'92, Gibbs'?3 e Heaviside!®. Hoje em dia,
quatérnios encontram aplicagdes relevantes até mesmo em Computagao Gréfica, devido a sua relagdo com o grupo de rotagdes. &

e Subalgebras Abelianas

A algebra dos quatérnios H possui algumas subalgebras Abelianas de interesse, como mostram os exercicios a seguir.

E. 2.166 Ezercicio. Mostre que H, = {ar € R, = = xoe0 + w1e1 = (20, 71, O, 0)} é uma subdlgebra Abeliana de H que é
isomorfa a algebra C dos complexos. *

E. 2.167 Ezercicio. Mostre o mesmo para Hy, := {z € R*, & = xoeo + @2e2 = (z0, 0, x2, 0)} e H, {z e R, = =
zoeo + w3es = (wo, 0, 0, x3)}. *
E. 2.168 Ezercicio. Serd possivel fazer de R* um espaco vetorial complexo? Seja a € C e considere para 2 € R o produto do

escalar a pelo vetor x definido por

a -z = (Re(a)eo +Im(a)er) - @,
onde o produto do lado direito é o produto quaterniénico. Mostre que isso faz de R? um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos.
Para isto verifique as propriedades definidoras de um espago vetorial listadas a pagina 129. "

E. 2.169 Ezercicio. No exercicio anterior had outros produtos do escalar o pelo vetor = que podem ser considerados:
a -z = (Re(a)eo + Im(a)ez) -,
ou
a-z = (Re(a)eo + Im(a)es) - @,
ou mesmo
a-z = - (Re(a)eo + Im(a)er)
etc. Mostre que todos esses seis produtos de escalares o € C por vetores = € R* fazem de R* um espaco vetorial sobre o corpo dos
complexos. "

e Quatérnios e algebras de matrizes 2 x 2

Além de ser de manipulagdo mais simples, as regras (2.205) permitem representar a dlgebra quaternionica de um
modo talvez mais familiar, a saber, em termos de certas matrizes complexas 2 x 2.

Sejam a e b dois nimeros complexos e seja M(a, b) a matriz

M(a, b) = (fg ;) ,

onde 7 é o complexo conjugado de z € C. E facil de se ver que o conjunto de todas as matrizes dessa forma ¢ uma algebra
sobre os reais com o produto usual de matrizes, pois vale

M(a, b)M(c, d) = M (ac — bd, ad + be)

E. 2.170 Ezercicio. Verifique! E]

Existe um isomorfismo entre a dlgebra dos quatérnios e essa dlgebra de matrizes 2 x 2. Ele associa (bijetivamente!)
a cada quadrupla (xg, z1, 72, 23) € H a matriz 1%(170 —ixy, To + izl) € Mat (C, 2):

To — w3 Xp + QT
r = (zg, 1, T2, 13) — = M(z). (2.206)
—ZT9 +ix1 T+ 1T3

102Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894).
103 Josiah Willard Gibbs (1839-1903).
1040liver Heaviside (1850-1925).
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E fAcil verificar (faga!) que o produto quaternionico é respeitado por essa associagao:
M(@)M(y) = M(z-y),

onde, acima, 2 - y é o produto quaterniénico de x e y € R*.

Note-se que por essa associagao tem-se

M(z) = M(zoeo + z1€1 + 22e2 + 23€3) = 2oM(eo) + 21M(e1) + zaM(e2) + 23M(es) |

M(ep) = 1, M(er) = ioy , M(e2) = ios, M(es) = —ios,

10 0 1 0 —i 1 0
11:<01>, 01:<10>, Jzz(i 0) e (73:(071), (2.207)

105

onde

as trés matrizes ultimas sendo as chamadas matrizes de Pauli'’®, que satisfazem
L (01)* = (02)* = (03)* = 1,

2. 0;0; = —0;0; para todo i # j e

3. 0109 = i03, 0203 = i01, 0301 = i02.

E. 2.171 Ezercicio. Verifique essas propriedades. *

O aparecimento das matrizes de Pauli, acima, aponta para a existéncia de uma intima relacao entre quatérnios e o
grupo SU(2), como veremos mais adiante.

e O conjugado quaterniénico, ou involu¢ao quaterniénica

Definimos o conjugado quaternionico de x = xpeo + x1€1 + x2e2 + xzes € H por

= mwoeg — w1e1 — Tpep —x3e3 € H.

A aplicagio H 3 x — 7 € H é também denominada involu¢do quaterniénica. Note-se que T = x para todo = € H.

E fécil constatar (faga-o!) que

oo = ((@0)? + (@)* + (@2 + (@2)?) o (2:208)

e Norma quaterniénica

Em uma dlgebra A uma fungio N : A — Ry que satisfaca N(a - b) = N(a)N(b) para todos a, b € A, com
N(a) =0 < a =0, é dita ser uma norma algébrica. Em R e C tem-se a norma algébrica N(z) = |z|, o médulo ou
valor absoluto de z. No caso dos complexos, essa norma também satisfaz ‘E‘ = |z|. O conjunto dos quatérnios H também
possui uma norma algébrica, como agora veremos.

A raiz quadrada do préfator que multiplica ey na expressao (2.208) é denotado por ||z|/m, ou simplesmente por ||z||,
e é denominado norma quaternionica de x € H:

Il = [zl == v(20)? + (1)? + (22)? + (#3)? € [0, o0), (2:209)
de sorte que podemos escrever T - = ||z|%eo. Note-se que [|z]| =0 <= 2 =0 e que

le+ylle < llela +

Yllim

para todos z, y € H.

105Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958).
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ercicio. Verifique que a norma || - ||u satisfaz
Iz -yl = llelellyle (2:210)
para todos z, y € H. Essa propriedade faz de || - || 0 que se denomina ser uma norma operatorial, ou algébrica. &
Vale também, como é facil ver,
7l = =l (2.211)

para todo x € H.

e H é um anel de divisao

E fécil ver que a lgebra dos quatérnios ¢ um anel de divisdo (vide pagina 145), ou seja, todo x € R*, o # 0, tem
uma inversa em relagao ao produto quaternionico. Do isomorfismo M definido em (2.206) acima vé-se que

det (M(z)) = det (M(zo + iz, 2 +iz3)) = (0)? + (21)* + (z2)® + (23)* = [lz]|}y

e, portanto, M(z) tem uma matriz inversa sempre que x # 0.

De fato, é ficil ver que para = # 0 tem-se a inversa multiplicativa quaterniénica

€H, (2.212)

pois vale z7! -z =z - 27! = eq.

E. 2.173 Ezercicio. Verifique! *

Note-se que, por H ser um anel de divisao, I nao tem divisores de zero: = -y = 0 se e somente se z = 0 ou y = 0.
Como H é uma dlgebra (real), é comum dizer-se que H é uma dlgebra de divisao.

106 07

H4 um teorema devido a Hurwitz!® que afirma que hd apenas quatro dlgebras que sio dlgebras de divisaol®” e
possuem uma norma algébrica: R, C, H e a chamada dlgebra dos octonios, da qual nao falaremos aqui. Esta ultima, por
sinal, ndo é associativa.

e O conjunto dos quatérnios nao nulos H \ {0} é um grupo

Comentemos que as consideragoes acima dizem-nos também que H \ {0}, o conjunto dos quatérnios nao nulos, ¢
também um grupo nao Abeliano para a operagao (associativa) de produto de quatérnios. O elemento neutro é ep e a
inversa ¢ aquela dada em (2.212).

O grupo quaternionico H \ {0} possui, como veremos, alguns subgrupos de interesse.

e O grupo quaternidnico Qg

O conjunto de oito elementos
Qs = {*eo, +e1, Leo, ez} (2.213)

¢ um subgrupo nao Abeliano finito de H\ {0} e é denominado grupo quaternionico.

E. 2.174 Ezercicio. Verifique que Qs é um grupo para o produto quaterniénico. Use para tal as regras de produto para os elementos
ex, k=0, 1, 2, 3, dadas em (2.205). -

e O grupo dos quatérnios unitarios H; e o grupo SU(2)

Um quatérnio = € H é dito ser um quatérnio unitdrio se ||z|g = 1.

Como ja comentamos, H \ {0} é um grupo em relagio ao produto quaternionico. Devido & propriedade (2.210), é
evidente que o produto de dois quatérnios unitdrios é igualmente um quatérnio unitario. Devido a (2.212) e a (2.211),

106 Adolf Hurwitz (1859-1919).
107Vide definigao & pagina 145.
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¢ também elementar constatar que o elemento inverso de um quatérnio unitério ¢ igualmente um quatérnio unitério (a
saber, se x € H é um quatérnio unitdrio, entdo ~! = 7). Concluimos disso que

H, = {JL = moeq + T1€1 + 2262 + 363 € H, |lzfln = 1} (2.214)

é um grupo (nao Abeliano) com relagio ao produto quaternionico, denominado grupo dos quatérnios unitdrios. O grupo
finito Qg, definido em (2.213), é um subgrupo de H; o qual, por sua vez, é um subgrupo de H \ {0}.

A condicdo ||z||m = 1 em (2.214) significa que ()% + (21)? + (v2)? + (z3)> = 1. Assim, podemos identificar o
conjunto H; com S®: a superficie da esfera de raio 1 em R*. (Lembremos que para todo inteiro n > 1, o conjunto de
pontos 5" := {(z1, ..., Tny1) € R" com 2} + - 422, = 1} C R™! designa a superficie da esfera unitéria de
]RnJrl)‘

Como a aplicagao M definida em (2.206) ¢ um isomorfismo, concluimos que a cole¢io de matrizes {M(w), RS ]Hl}
¢ um grupo (pelo produto matricial usual) e que esse grupo ¢ isomorfo ao grupo H;. De forma mais explicita, esse ¢ o
grupo das matrizes

xo —iry  To +iT)
com T, T1, T2, T3 € R tais que (z0)? + (21)% + (z2)? + (x3)* = 1
—xo +ix1 T+ ix3

Como veremos na Segao 21.4.4, pagina 1144, (vide particularmente a expressao (21.154)), esse grupo de matrizes é
idéntico ao grupo SU(2), o grupo das matrizes unitdrias 2 x 2 de determinante 1. Concluimos disso que o grupo H; e o
grupo SU(2) sao isomorfos, com o isomorfismo definido em (2.206).

* kk kkk Kok ok
A algebra H possui vdrias outras propriedades interessantes, mas vamos encerrar aqui nossa exposicao introdutéria.

O leitor interessado poderd encontrar mais sobre H nos bons livros sobre Algebra. Para mais detalhes sobre a relagao
entre quatérnios e os grupos SU(2) e SO(3), vide, e.g., [441].
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Apéndices

2.A Prova de (2.184)

Neste apéndice demonstramos a relagao (2.184), pagina 234, e sua versao para o contexto de variedades diferencidveis, a
relacao (35.12).

Sejam wy ==Y, araf S al @ G ak, ewy =3, Bbh &b B - &b, elementos de T4 (U). Pelas definicdes, tem-se

m

¢=07=0 [

m a
2.182 .
(2:182) |:I; <Z a'kaf.) A, q—r <Z ﬁzbé,,.)
0 & [

(=17 (Z akaf> Arygmr T <Z mb;,,> }
k 1

- Zza;:ﬂz{ {érz <a5)] A [é )| +

4=0 4=0

m

= I, |:Z ay @ a‘;
K

=0

m

g

=0

+

ZUck (71)’“af§:| A {Zﬁ[ bfl:|
k 1 0

=0
= (L) Awz + (Gur) A (Lws)

onde G : Z4(U) — Za(U), o chamado operador de graduagdo, é o operador linear definido por

m m

GPa; = P(-1Ya;.
=0

=0

Por exemplo, no caso m = 5, G(au Day®ax Pazdag ® a,;) =ag® (—a1) ®ax ® (—a3z) ®as & (—as).

2.B Acao de SL(2, C) e o Grupo de Lorentz em 3+1 dimensoes

Nesta segao apresentamos uma acao do grupo SL(2, C) sobre o conjunto das matrizes complexas Hermitianas 2 x
2, agdo essa que possui uma insuspeita relagdo com o grupo de Lorentz préprio ortécrono ﬂ?l em 3 + 1 dimensdes.
Esses dois grupos sao introduzidos no Capitulo 21, pagina 1083 (vide Segoes 21.4.6, pagina 1153 e 21.7, pagina 1167,
respectivamente). Esse exemplo de agdo, que ¢ relevante na teoria dos spinores, é mais extensamente desenvolvido no
Capitulo 47, pagina 2721.
Denotemos por Herm (C, 2) o subespago vetorial real de Mat (C, 2), formado por todas as matrizes complexas 2 x 2
e Hermitianas: Herm (C, 2) := {M € Mat (C, 2)| M* = ]\1}. E fécil ver que existe uma correspondéncia biunfvoca
entre Herm (C, 2) e R? (e, portanto, entre Herm (C, 2) e o espago-tempo de Minkowski'® quadridimensional). De fato,
como 1, 01, 02, 03 formam uma base em Mat (C, 2), podemos escrever toda matriz M € Herm (C, 2) na forma
M = myl+ mio1 + maos + msos, = (:;fr;:i :?110 712?) s

108 Hermann Minkowski (1864-1909).
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com mg, my, mz, mg € C. Porém, como as matrizes de Pauli e 1 sao autoadjuntas, a condigdo de M ser Hermitiana,
ou seja, M* = M, significa

mol +myo1 + maos + mzos = Mol +Mmi01 + M202 + M303,
ou seja, mi, € R, k=0, ..., 3. Logo,
3 .
Herm (C, 2) = {mg]lJr;mkak, = (777710:;::132 777:110:2::;) com mg, My, My, M3 € ]R} . (2.B.1)

Antes de prosseguirmos, fagamos algumas observagoes sobre a relagao entre Herm (C, 2) e o grupo SL(2, C). Se
A é uma matriz qualquer de Mat (C, 2) e M € Herm (C, 2), é facil constatar que AMA* também é um elemento de
Herm (C, 2). De fato, (A]\/[A*)* = AM A*, provando que AM A* é Hermitiana. E claro que isso também vale para
A € SL(2, C). Seja, assim,

a: SL(2, C) x Herm (C, 2) — Herm (C, 2)
definida por
aa(M) = AMA*

com A € SL(2, C) e M € Herm (C, 2). Afirmamos que trata-se de uma a¢do @ esquerda de SL(2, C) sobre Herm (C, 2).

De fato, se M € Herm (C, 2), podemos escrever (com A € SL(2, €)) que M = as(N), onde N = A7 M(A™1)" €
Herm (C, 2), mostrando que para cada A € SL(2, C) a aplicacdo Herm (C, 2) 5 M +— as(M) € Herm (C, 2) é
sobrejetora. Fora isso, se aa(M1) = aa(Ma), entdo AM;A* = AM>A*, o que implica M; = Ma, ou seja, implica que
Herm (C, 2) > M — aa(M) € Herm (C, 2) é injetora e, portanto, bijetora. E claro que aqg,(M) = M para todo
M € Herm (C, 2) e, finalmente, a relagio de composigio aa(ap(M)) = aap(M) é de verificagio trivial para todos
A, BeSL(2, C) e M € Herm (C, 2).

Antes de prosseguirmos, apontemos para a seguinte proposicao.

Proposigao 2.31 Se A € SL(2, C) ¢ tal que AMA* = M para toda M € Herm (C, 2), entio A = +1. [m]

Prova. Como AMA* = M para toda M € Herm (C, 2) e 1 € Herm (C, 2), segue que A* = A~'. Logo, AMA™' =M
para toda M € Herm (C, 2), ou seja, AM = MA para toda M € Herm (C, 2). Ocorre, porém, que toda matriz
Q@ € Mat (C, 2) pode ser escrita como Q = Q1 + iQ2 com

1 * L 1 *
Q1 = §(Q+Q), Q2 = 2_1‘,<Q_Q)

onde Q1 e Q2 sdo ambas Hermitianas (verifique!). Logo, como A comuta com todas as matrizes Hermitianas, A comuta
com todas as matrizes de Mat (C, 2). Isso s6 é possivel se A for um miltiplo da matriz identidade: A = A1 (vide
Proposigio 2.9, pagina 170). Como det(A) = 1, segue que A\? = 1, ou seja, A = £1, que é o que querfamos mostrar. M

Essa proposigao tem a seguinte consequéncia:

Proposigao 2.32 Se A, B € SL(2, C) sao tais que AMA* = BMB* para todas as matrizes M € Herm(C, 2), entao
A=4+B. O

Prova. A relagio AM A* = BM B* implica CMC* = M, onde C = B~'A € SL(2, C). Pela proposicio anterior, C' = +1,
terminando a prova. |

T3

zo
Para todo = € R?*, x = (i; >, seja a aplicacio M : R* — Herm (C, 2) definida por
N . _ xo+x3 T —iT2
M(z) = wol + z101 + 2902 + 2303 = (Il Vizy mo— Ig) . (2.B.2)

E fcil ver que M : R* — Herm (C, 2) ¢ bijetora e linear: M(az + By) = aM(x) + SM(y) para todos a, 8 € R e todos
x, y € RY. O exercicio a seguir indica como obter-se a aplicacao inversa M~! : Herm (C, 2) — R*.
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E. 2.175 Ezercicio. Mostre que as quatro componentes do vetor 2 € R* podem ser recuperadas de M () pelas seguintes expressdes:
1 1 1
T0 = §Tr (1M(2)) = §Tr (M(x)) e T, = iTr (e:M(z)), i=1,2,3.

Em resumo, denotando oo = 1, tem-se 1
v = 5T (@M@), p=0,...,3. (2.B.3)

£
para cada z = (i;) € R*. E

3

Com isso, vemos que a aplicacdo inversa M~ : Herm (C, 2) — R* é dada por

para N € Herm (C, 2).

E um exercicio ficil e importante para o que segue verificar que para todo x € R* vale
To+ T3 @1 — T2 2 2 2 2
det (M(z)) = det ; = x5 —x] —x5 — x5 = (x, N 2.B4
( ( )) o1+ iTe @0 — a3 0 1 2 3 (2, no)R ( )
onde 7 ¢ a matriz 4 x 4 definida em (21.187), e denominada métrica de Minkowski. Como se vé, surge (inesperadamente!)
a métrica 1 do espago-tempo de Minkowski do lado direito, o que indica a existéncia de uma conexao insuspeita entre a
relatividade restrita e a teoria das matrizes Hermitianas 2 x 2. Vamos explorar as consequéncias desse fato.

Em primeiro lugar, notemos que para dois vetores x, y € R* quaisquer tem-se a seguinte identidade!:
1 5
(@ mhe = 7[(@+v). n@+ 1)~ (@ v, 1@ —y)y] - (2B.5)
E. 2.176 Ezercicio. Verifique (2.B.5) expandindo o lado direito e usando o fato que 7 é uma matriz simétrica. o+

Assim, por (2.B.4) podemos escrever

(z, ny)g = i [dct (M(z +y)) — det (M(z — y))] . (2.B.6)

A relagao (2.B.6) desempenhara um papel importante no que segue.

Para quaisquer 2 € R* ¢ A € SL(2, C) teremos que (A, M(z)) = AM(z)A* é Hermitiana. Como o lado direito
depende linearmente de z, existe uma matriz real 4 x 4, que denotaremos por A(A) tal que

aa(M(z)) = AM(2)A* = M(A(A)z) . (2.B.7)
Formalmente, podemos definir A(A) da seguinte forma. Como M : R* — Herm (C, 2) é bijetora, definimos

AA)z = M (QA(M(.T))) = M’I(AM(z)A*), (2.B.8)

para todo = € R*. Segue imediatamente de (2.B.8) que A(12) = 1,. Em componentes, tem-se, usando (2.B.3),
1 1
(A4, = JT AN = §3 T (A5

(verifique!) e, portanto, A(A) é uma matriz 4 x 4 com elementos de matriz

AA)w = %Tr (0p,A0,AY) (2.B.9)

109 Chamada de identidade de polarizacio.
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wu, v=0,..., 3. Arelagio (2.B.9) torna evidente a seguinte propriedade de A(4), jd clara na sua definigao em (2.B.7):
vale

A(—A) = A(A)

para todo A € SL(2, C).
Um fato de grande relevancia, e que é relativamente facil de provar, é que A(A), definida acima, ¢ um elemento do
subgrupo de Lorentz préprio ortécrono ,Sfl de O(1, 3). Esse é o contetido da proposigao que segue.

Proposicao 2.33 Para cada A € SL(2, C) a matriz A(A), definida acima, é wm elemento do subgrupo de Lorentz

préprio ortécrono f/l de O(1, 3). O conjunto {A(A), A €SL(2, C)} é conexo por caminhos. o
Comentdrio. O conjunto {A(A), A € SL(2, C)} coincide com ], mas isso somente serd estabelecido na Secio 47.A, pégina 2729. *

Prova da Proposicdo 2.33. Temos por (2.B.6) que
(A @A)y = g [det (MA@ +9)) ) — det (M(AA) @ - y)))}
2 i {det (MG +9)A") — det (AM(z — ) 4" )]

= w [det (M(m + y)) — det (M(x - y))]

{dct (M(z +y)) — det (M(z — y))}

=

@E9 (z, ny)g

Na peniltima igualdade usamos que det(A*) = det(A) = 1, pois A € SL(2, C).

Ficou estabelecido, entao, que (A(A)z, nA(A)y)r = (x, ny)g e, portanto, A(A) € O(1, 3), ou seja, A(A) é uma
transformagao de Lorentz. Desejamos agora provar que para todo A € SL(2, C) tem-se A(A) € ZL ou seja, que valem
A(A)go > 0 e det (A(A)) = 1. Por (2.B.9) tem-se que A(A)gy = 1Tr (AA*) > 0, pois A # 0. Tratemos agora do
determinante de A(A).

Sabemos da Segao 21.4.6, pagina 1153, que cada elemento A € SL(2, C) pode ser escrito na forma
3
A = exp (zﬁ-ﬁ") = Zaw(z, 77)(77 s
=0

onde ©
N cosh(z) , paray =0,
a (= 1) = { senh(z)n, , paray=1, 2, 3,

com z € C e ij= (1, 12, 13) € C* com n? +n3 +n? = 1. Logo, tem-se por (2.B.9) que

33
1 Ny
=3 E E ay (2, 1) ap(z, 7) Tr(0p0y0,0,) .

¥=0 p=0

1
AA)w = ETr(a“AJ,,A

E evidente que para cada 7 as aplicagées € 3 z — a-(z, 77) sdo continuas.

Com A = E::U ay (2, 77)17AY € SL(2, C) defina-se, para ¢ € [0, 1],

3
A(t) = exp (t27f- &) Zan, tz, 7)o
=0
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E claro que A(t) € SL(2, €) para todo ¢ € [0, 1] (pois a mudanca de A a A(t) corresponde & mudanca de z a tz) e é
claro que A(0) =1 e que A(1) = A.

E também claro que as fungoes

0,1]5t— (A(A(t )

v

3 3
= %ZZ ay (tz, 17) ap(tz, 7) Tr(0u0y000,)

sdo continuas e vale A(A(0)) = A(12) =14 e A(A(1)) = A(A). Isso estabeleceu que o conjunto {A(A), A € SL(2, €)}
é conexo por caminhos.

Como A(A(t)) € O(1, 3) para todo t € [0, 1], temos que para cada ¢ € [0, 1] vale det (A(A(l))) = +1. Como
[0, 1] >t > det ( (4 (f))) é continua e det (A(A(O))) = det(1) = 1, seguird det (A(A(t))) =1 para todo t € [0, 1] e
em particular, que det (A(A)) = det (A(A(l))) =1 para todo A € SL(2, C), completando a prova. |

Para outras demonstracoes semelhantes da Proposicao 2.33, acima, remetemos o leitor a textos como [174] ou [359].

Segue facilmente de (2.B.9) (fazendo uso da propriedade ciclica do trago) que
A(AY) = AT (2.B.10)
Portanto, como A(A) € ,?’L segue que

A(A)™Y = gAA)Ty = nA(A%)n . (2.B.11)

Os exercicios que seguem exibem mais alguns fatos fundamentais sobre as matrizes A(A).

E. 2.177 Ezercicio importante. Usando a Proposi¢do 2.32, mostre que A(A) = A(B) se e somente se A = +B. "

E. 2.178 Egercicio importante. Mostre que A(A)A(B) = A(AB) para todos A, B € SL(2, C). Sugestdo: use a definicdo (2.B.8),
ndo (2.B.9). £

E. 2.179 Euercicio. Mostre que [ : SL(2, €) x R* — R* definida por (A4, z) = A(A)z é uma agdo de SL(2, C) sobre R*. £

Esses exercicios ensinam-nos que a aplicagao A : SL(2, C) — ;.Sfl definida por SL(2, C) 3 A — A(A) € fl é
um homomorfismo de SL(2, C) no grupo de Lorentz préprio ortécrono }fl E bom notar que nio se trata de um
isomorfismo, pois A(A) = A(—A), como j& observamos. No entanto, com a tomada do quociente com o subgrupo normal
{~12, 1o} C SL(2, C) obtém-se um isomorfismo. De fato, no Capitulo 47, pagina 2721 (vide especialmente, pagina 2727
e a Segao 47.A, pigina 2729), estabelecemos que os grupos PSL(2, C) = SL(2, C)/{-12, 12} e 5{’1 sao isomorfos.

O grupo quociente PSL(2, €) = SL(2, C)/{—12, 1o} (também denominado grupo projetivo especial. Vide Se¢ao
21.3.1.1, pagina 1093) é obtido!'? da identificacdo de pares de elementos A e —A em SL(2, C).

110Para a definigio formal geral da nogio de grupo quociente, vide Secio 2.2.2, pagina 162.



