Capitulo 3

Formas Lineares e Normas em Espacos Vetoriais
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nogao de espago vetorial que introduzimos na Segao 2.1.5, pdgina 129, é da maior importancia na Fisica e na
 Matemaética. Neste capitulo vamos estudé-la com mais detalhe. Particular atengao sera dada as nogoes de forma
multilinear, forma sesquilinear, produto escalar e norma em espagos vetoriais. As importantes desigualdades de
Cauchv—S(hwau e de Minkowski serao demonstradas com bastante generalidade. Este capitulo trata quase exclusivamente
de aspéctos “algébricos” de espagos vetoriais, pondo de lado aspéctos topoldgicos, os quais serdao discutidos em capitulos
futuros.

3.1 Formas Lineares, Sesquilineares e Produtos Escalares em
Espacos Vetoriais

3.1.1 Formas Multilineares

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K (que doravante suporemos ter caracteristica diferente de 2, o caso, por
exemplo, dos reais ou dos complexos) e n um niimero inteiro positivo. Uma n-forma multilinear' em V é uma fungio

w: V™ — K que seja linear em cada um dos seus argumentos, ou seja, para todo a, 8 € K, todos vy, ..., v, € V, v, € V
etodoi=1,..., nvale
Qo
w(vh ooy i, (awi + BY)), vigt, ..., Un)
g , .
= aw(’UL sy Vi, Uiy Vigd, -ees ’Un) +ﬁw(v1‘ sy Vil Vg, Vigd, ey ’Un) CAY

O seguinte fato importante é consequéncia imediata da definigdo acima: se w é uma n-forma multilinear entao

w1, ooy vim1, 0, Vg1, ooy vn) = 0

!Também chamada n-forma linear ou simplesmente n-forma.
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para todo i, ou seja, se um dos argumentos ¢ o vetor nulo a forma se anula.

E. 3.1 Ezercicio. Prove isso. Sugestdo: o que acontece se escolhermos o = 3 = 07 &

Um fato importante é o seguinte: o conjunto de todas as n-formas lineares em um espago vetorial V' sobre um corpo
K ¢é igualmente um espago vetorial sobre K, que denotaremos por M, (V, K), ou simplesmente por M, (V). Para tal
procede-se da seguinte forma: para duas n-formas lineares w; e ws e dois escalares ay, as € K define-se a combinagao
linear ayw; + asws como sendo a n-forma linear que a toda n-upla de vetores vy, ..., v, € V associa

(w1 + aows)(v1, «..y Vn) = arwi(v, ..y Uy) + Qowa(v1, ..., Vp) -

E. 3.2 Ezercicio. Complete os detalhes da prova que o conjunto de todas as n-formas lineares em um espaco vetorial V' sobre um
corpo KK forma um espaco vetorial sobre K. Ed

e Formas bilineares

De particular interesse é o caso n = 2, em cujo caso as formas sao denominadas formas bilineares: uma forma bilinear
é uma funcio w : V2 — K que seja linear em cada um dos seus dois argumentos, ou seja, para todo a, 8 € K, todos
u, v, w €V, valem

w(u, (av+Bw)) = aw(u, v)+ Bw(u, w),
w((au + fv), w) = aw(u, w)+ fw(v, w) .
Um exemplo bésico importante é o seguinte. Seja V = R™ o espago vetorial (sobre o corpo dos reais) formado por
n-uplas de nimeros reais: V = {z = (z1, ..., z,), 2; € R}. Uma forma bilinear em V é dada por
(T, Y)r Ztkyk (3.2)
k=1

Outro exemplo é wa(x, y) = (z, Ay)g, onde A é uma matriz n x n real qualquer.

e Formas bilineares simétricas e antissimétricas

Uma forma bilinear w ¢ dita ser uma forma bilinear simétrica se satisfizer w(u, v) = w(v, u) para todos u, v € V.

Uma forma bilinear w é dita ser uma forma bilinear antissimétrica se satisfizer w(u, v) = —w(v, u) para todos
u, v € V. A nogao de forma bilinear antissimétrica serd estendida logo abaixo com a introducao da nogao de forma
alternante.

Se w é uma forma bilinear, as formas w, e w, definidas por wy(u, v) = 3 (w(u, v) + w(v, u)) e wa(u, v) =
%(w(uv v) — w(v, u)) sdo, respectivamente, simétrica e antissimétrica. Naturalmente, w = w, + w, e, portanto, toda
forma bilinear pode ser escrita como soma de uma forma simétrica e de uma antissimétrica.

e A identidade de polarizagao para forma bilineares simétricas

Se w for uma forma bilinear simétrica em V', vale a seguinte rela¢ao, denominada identidade de polarizac¢ao de formas
bilineares simétricas: "

w(u, v) = Z[w(u+v, u+v) —w(u—wv, u—L)] s (3.3)

vélida para todos u, v € V. Para verificd-la, basta expandir-se o lado direito e constatar-se, com uso da simetria de w,

que se obtém o lado esquerdo.

E. 3.3 Ezercicio. Verifique! &

A importancia da identidade de polarizagao (3.3) ¢ mostrar que, no caso de formas bilineares simétricas, o conheci-
mento dos valores w(u, u) para todos os u € V determina os valores w(u, v) para todos os u, v € V.

Na Secao 3.C, pdgina 293, apresentamos a generalizagao de (3.3) para formas trilineares simétricas.
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e Formas bilineares nao-degeneradas

Uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica w é dita ser uma forma bilinear nao-degenerada se satisfizer a seguinte
condigao: se para todo vetor v valer w(v, u) = 0, entdao u = 0.

e Formas bilineares nao-singulares

Seja V um espago vetorial e w uma forma bilinear em V. Para u € V fixo a aplicagao l,(v) = w(u, v) é um funcional
linear em V, ou seja, um elemento do espago dual V’. Se a aplicagdo [ : V — V'’ que associa cada u € V ao funcional
linear [,, acima for um isomorfismo de espacos vetoriais a forma bilinear w é dita ser uma forma bilinear nao-singular.

H4 vérios outros tipos de formas multilineares que sdo importantes, como por exemplo as chamadas formas multili-
neares alternantes e, dentre estas, as formas simpléticas.

e Formas simétricas
Uma n-forma w em V ¢ dita ser uma forma simétrica se para todo 7 € S, o grupo de permutacoes de n elementos,
valer
w (Uw(1)7 RN 'U,,(m) = w1, ...y V), (3.4)
para quaisquer vetores vy, ..., v, € V.

e Formas alternantes

Uma n-forma linear w em um espago vetorial V' sobre um corpo K é dita ser uma forma alternante (ou uma forma
antissimétrica) se satisfizer

W (U1, -y Visly Viy Vigly Vig2s «oey Up) = —w (U1, ooy Vin1, Vitd, Uiy Vig2, oo, Un) (3.5)

para todos os vetores vq, ..., v, € Vetodoi=1, ..., n—1. Em palavras, quando trocamos de lugar dois argumentos
vizinhos quaisquer a forma troca de sinal.

Deve ser bem claro que essa defini¢ao equivale & seguinte afirmacao: se w é uma n-forma linear alternante, entao para
todo m € Sy, 0 grupo de permutagoes de n elementos, vale

w (11"(1), FN Uﬂ(n)) = (sinalm) w (v, ..., V) , (3.6)
para todos os vetores vy, ..., v, € V, onde sinal 7 é o sinal da permutagao 7 (definida na Se¢ao 21.2.1.1, pagina 1088).
E. 3.4 Ez io. Esta claro? £

Nomenclatura. Se w é uma n-forma linear alternante, n é dito ser o grau de w.

O conjunto de todas as n-formas lineares alternantes em um espago vetorial V' sobre um corpo K é igualmente
um espago vetorial sobre IK: para duas n-formas lineares alternantes w; e wy e dois escalares aj, as € K define-se a
combinagao linear ajw; + asws como sendo a n-forma linear que a toda n-upla de vetores vy, ..., v, € V associa

(w1 + asws)(v1, «..y Vn) = arwi(v, ..y Uy) + Qowa(ve, ..., Vp) -

E facil constatar que a n-forma linear assim definida é também alternante.

E. 3.5 Ezercicio. Complete os detalhes da prova que o conjunto de todas as n-formas lineares alternantes em um espaco vetorial V'
sobre um corpo KK forma um espaco vetorial sobre KK. "

e Formas simpléticas

Formas bilineares alternantes nio-degeneradas sdo denominadas formas simpléticas®. Formas simpléticas sdo impor-
tantes em algumas dreas da Fisica, como por exemplo na Mecanica Cldssica e no estudo de métodos de quantizagao.

Assim, uma forma simplética em um espago vetorial V' sobre um corpo K é uma forma bilinear para a qual

w(u, v) = —w(v, u)

2Do grego symplektikds: que serve para ligar, trangado, enlagado.
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para todos os vetores u, v € V e tal que se w(u, v) = 0 para todo v, entdo u = 0.
Um exemplo bdsico importante de forma simplética no caso do espago vetorial V' = R"™ e que, como veremos na Se¢ao
3.4, é o caso geral, vem a ser o seguinte:
walz, y) = (z, Ay)y ,

onde A é uma matriz n x n real, inversivel e antissimétrica, ou seja, que satisfaz AT = —A (o que equivale a dizer que
seus elementos de matriz satisfazem A;; = —Aj;). De fato, wa é antissimétrica, pois
walw, y) = (2, Ay)g = ATz, y)p = —(Az, y)g = —(y, Av)g = —waly, 2).

Fora isso, wa ¢ nao-degenerada, pois se houver & # 0 tal que (z, Ay)p = 0 para todo y, entdo 0 = (z, Ay)p =
(ATz, y)p = —(Az, y)p para todo y, o que s6 é possivel se Az = 0. Como & # 0, isso implicaria que A nao ¢ injetora
e, portanto, que A nao seria inversivel.

Uma consequéncia do fato de A ter de ser inversivel é que n tem que ser par. De fato, a condigio A7 = —A diz que
det(A) = det(—AT) = (=1)" det(AT) = (—1)" det(A). Portanto, se n é impar terfamos det(A) = 0, uma contradigio.

e Algumas propriedades bésicas de formas lineares alternantes

E evidente pela defini¢ao que se w é uma n-forma alternante entao w (vy, ..
par i # j. Em particular, para formas simpléticas w(u, u) = 0 para todo u € V.

vn) = 0 caso haja v; = v; para algum

E. 3.6 Ezercicio. A propriedade mencionada no dltimo pardgrafo é equivalente a definicdo de forma linear alternante: se w é uma
n-forma linear e w (v1, ..., v,) = 0 sempre que v; = v; para algum par i # j, entdo w € alternante. Prove isso. Sugestdo: para i # j
defina a forma bilinear wi;(vi, v;) := w(v1, ..., vn) onde todos os vetores v1, ..., v, estdo fixos exceto v; e v;. Usando agora que
wij(z +y, x+y) =0, mostre que w;;(vi, v;) = —wi;(vj, vi) para todo v; e v;. A afirmacdo principal segue disso (por qué?). £

A seguinte proposigao sobre formas lineares alternantes é importante:

Proposic¢ao 3.1 Se w é uma n-forma linear alternante e vy, ..., v, sdo vetores linearmente dependentes, entao
w (v, ..., vp) = 0. O
E. 3.7 Ezercicio. Prove isso. *

e Formas alternantes maximais
A Proposicao 3.1 tem uma consequéncia imediata: se V' é um espaco vetorial de dimenséo n e w é uma forma linear

alternante de ordem m > n, entao w = 0.

E. 3.8 Ezercicio. Por qué? *

Assim, em um espac¢o de dimensdo n o grau maximo de uma forma alternante é n. Formas alternantes de grau
méximo sao ditas formas alternantes mazimais. Vamos mais adiante estudar como sdo essas formas maximais, mas
antes, precisamos discutir alguns fatos importantes sobre formas alternantes em espagos de dimensao finita.

Em um espaco vetorial V' de dimensio n o espaco vetorial das formas alternantes maximais é unidimensional. Para

ver isso notemos o seguinte. Seja {by, ..., by} uma base em V. Sejam agora w; e wo duas formas alternantes maximais
em V eseja x1, ..., T, uma n-upla de vetores de V. Como {by, ..., b,} ¢ uma base, podemos sempre escrever

n
T = E aijbj ,
i=1

para todo i =1, ..., n. Assim,

n

W@, o @) = D > oy, wi(bjys s b))

=1l ja=1
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e, analogamente,

wolT1, ..oy @p) = Z Z ayj, - Qng, wo(by, oo, by ) -

n=1 Jn=1

Ocorre que wi(bj,, ..., bj,) é zero caso ocorram dois indices jj. iguais. Por isso, podemos reescrever as expressoes
acima da seguinte forma:

w1, ..., Ty) = Z i1y Onjm) W1(bjays -5 bim))
J€Sn
e, analogamente,
wal@1, s ) = Y A1) Q) @2(bj1)s o5 b)) s
JESn

onde, acima, S, é o conjunto de todas as bijecdes de {1, ..., n} em si mesmo (o chamado grupo de permutagées de n
elementos).

E. 3.9 Ezercicio. Justifique. £

Como w; é uma forma alternante maximal, tem-se que

wi(bjrys -y bjny) = sinal (j)wi(br, ..., bn) .
Assim,
wi(T1, ooy T0) = E sinal (j) agj(r) =~ Qnjiny | Wilbry ooy bn)
JESn
e, analogamente,
wa@r, -y ) = | Y sinal () arj) - Qujny | w2(br, s b)) -
JESn
Como se vé nessas ultimas expressoes, wy (1, ..., &) € wa(x1, ..., @) diferem apenas pelos fatores wy (b, ..., by)
e wa(b1, ..., by), respectivamente. Como esses fatores sdo apenas niimeros (elementos do corpo IK), sdo proporcionais
um ao outro. Isso prova entdo que wy(z1, ..., ) € wa(z1, ..., T,) sdo proporcionais um ao outro para toda n-upla
Z1, ..., T € i8s0 era o que queriamos provar.

Com as observagoes acima chegamos ao importante conceito de forma determinante.

e A forma determinante

Como observamos acima, todas as n-formas lineares alternantes maximais de um espago vetorial V' de dimensao n
$20 proporcionais umas as outras. Assim, o conhecimento de uma forma alternante maximal determina todas as outras.

A forma determinante® wge; em um espago vetorial V de dimensdo n é a n-forma linear alternante maximal tal que

wdet (b1, + .., by) =1 no caso em que {by, ..., b,} ¢ a base canonica de V:
1 0 0
0 1 0
b= [Of, & =|0], by =
0 0 1

Assim,
Waet (T15 oy Tp) = Z sinal (§) a1(1)  * - Onj(n) »
JESw

onde a;j é a j-ésima componente do vetor x; na base canonica.

3Também chamada de forma volume, pois em R?, wye; (71, w2, x3) é igual ao volume do paralelepipedo descrito pelos vetores z1, 2, 3.
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Como observamos, todas as outras n-formas lineares alternantes maximais de V' sdo proporcionais a wge;.

e Determinante de matrizes

Sejam ay, ..., a, vetores, representados na base canonica por vetores-coluna
Qi1
a; =
Qin
Denotamos por [{al, FN an]] a matriz n x n construida de forma que sua k-ésima coluna seja o vetor-coluna ay, ou seja
Qi1 o0 Qpl

Qi = Qnp

E evidente que toda matriz A € Mat (€, n) pode ser escrita na forma A = [[(1,1, A anﬂ para algum conjunto de

vetores ai, ..., a, que representam suas colunas.

Define-se, entao, o determinante da matriz A como sendo

det(A) = waee(an, ..., an), (3.7)
ou seja,
det(A) = Z sinal (j) agj(1) = Qnjtny - (3.8)
JESn

Essa expressio é frequentemente demoninada férmula de Leibniz* para o determinante de uma matriz.

Cremos que o conceito de determinante de matrizes e suas propriedades bésicas sejam bem conhecidos do estudante
que tenha uma formagao bésica em Célculo e Algebra Linear, mas as mesmas serao (re)apresentadas e deduzidas na
Segao 10.1, pagina 499. Vide, em particular, o Teorema 10.1, pagina 504.

Na Secao 11.7, pagina 660, com base no Teorema de Hadamard, Teorema 10.40, pagina 613, demonstraremos que o
determinante de matrizes é uma fungéo continua.

e Formas Multilineares em dimensao finita e produtos tensoriais

Se U é um espago de dimensao finita sobre o corpo K estabelecemos na Secao 2.3.5.1, pdgina 210, que o espago
vetorial M, (U) de todas as formas n-lineares sobre U é isomorfo ao produto tensorial (U’)®" e dos espagos duais de U
e, portanto, também a (U®")'.

Seja {e1, ..., en} uma base em U e {¢1, ..., {,,} sua correspondente base dual canénica. Se w € M, (U) e
m
ULy «o.y Uy €U com uy = Z(uk)aea para todo k =1, ..., n, temos
a=1
m m
wlun, ooy wn) = Y (W)ay e (Un)anw (Cars ooy €a,)
ar=1  an=1

Conforme discutimos na Se¢ao 2.3.5.1, o isomorfismo entre M, (U) e (U’)®" é dado pela aplicagio ¥ : M, (U) — (U")®"
definida por

m m
U(w) = Z Z w(€ay; ooy €qp)lay @@Ly, . (3.9)
ai=1  an=1

Conforme discutido na Segao 2.3.5.1, essa defini¢ao é natural: independe de escolhas de base.

1Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
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3.1.2 Formas Sesquilineares e as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Min-
kowski

e Formas sesquilineares. Defini¢oes

Seja V um espago vetorial complexo. Uma forma sesquilinear® ¢ uma funcao w : V x V — C que satisfaz as seguintes
propriedades:

1. Linearidade em relagao a segunda variavel:
w(u, av + fw) = aw(u, v) + Bw(u, w),
para todos os vetores u, v e w ¢ para todos os niimeros complexos a e f.
2. Antilinearidade em relagao a primeira varidvel:
w(au+ v, w) = aw(u, w) + Bw(v, w) ,
para todos os vetores u, v e w e para todos os ntimeros complexos a e f.
E imediato pela defini¢io que toda forma sesquilinear w se anula no vetor nulo, ou seja,
w(u, 0) =w(0, u) =0,
para todo vetor u.

E. 3.10 Ezercicio. Prove isso. x

Uma forma sesquilinear é dita ser uma forma sesquilinear Hermitiana se satisfizer:

3. Simetria por conjugacao complexa:
wlu, v) = w(v, u),
para todos os vetores u e v.
Uma forma sesquilinear é dita ser uma forma sesquilinear positiva se satisfizer:
4. Positividade. Para todo u € V,
w(u, u) > 0.

Abaixo (Teorema 3.1, pagina 261) provaremos que toda forma sesquilinear positiva é automaticamente Hermitiana. La
provaremos também que se w é uma forma sesquilinear positiva entdo vale que |w(u, v)|* < w(u, u)w(v, v) para todos
os vetores u e v. Essa desigualdade é conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Uma forma sesquilinear é dita ser uma forma sesquilinear ndio-degenerada se satisfizer:
5. Nao-degenerescéncia. Se um vetor u é tal que vale w(u, v) = 0 para todo vetor v, entdo u = 0.
Nomenclatura. Uma forma sesquilinear que nao é nao-degenerada é dita ser degenerada.

e A identidade de polarizacao para formas sesquilineares

Se w é uma forma sesquilinear em V, entdo vale a seguinte identidade, denominada identidade de polarizagio de
formas sesquilineares:

13
w(u, v) = 1 Zv’,’"’w((u +i™), (u+i"v)) =

n=0

w((u+i""), (u+i ")), (3.10)

vélida para todos u, v € V. Para verificd-la, basta expandir-se o lado direito e constatar-se, com uso da sesquilinearidade
de w, que se obtém o lado esquerdo.

5Do radical grego sesqui: um e meio.
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E. 3.11 Ezercicio. Verifique! L
Como no caso da identidade de polarizagao para formas lineares simétricas, relagao (3.3), a importancia da identidade
de polarizagdo (3.10) ¢ mostrar que, no caso de formas sesquilineares, o conhecimento dos valores w(u, u) para todos os

u € V determina os valores w(u, v) para todos os u, v € V.

e Formas sesquilineares nao-singulares

Seja V' um espago vetorial e w uma forma sesquilinear em V. Para u € V fixo a aplicagao l,(v) = w(u, v) é um
funcional linear em V, ou seja, um elemento do espago dual V’. Se a aplicagao antilinear [ : V' — V' que associa cada
u € V ao funcional linear [, acima for um anti-isomorfismo® de espagos vetoriais a forma sesquilinear w ¢ dita ser uma
forma sesquilinear nao-singular.

e A desigualdade de Cauchy-Schwarz

De importancia fundamental na teoria das formas sesquilineares é o seguinte teorema, que apresenta-nos a importante
desigualdade de Cauchy”-Schwarz®.

Teorema 3.1 Se w € uma forma sesquilinear positiva, entao € também Hermitiana, ou seja,
w(u, v) = w(v, u),
para todos os vetores u e v. Fora isso, vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz: para todos os vetores u e v,

w(u, v)‘z < w(u, u)wv, v). (3.11)

Por fim, se w é uma forma sesquilinear positiva e nao-degenerada entdo w(u, u) = 0 se e somente se u = 0. [m}

Prova. Faremos uso do fato que, para qualquer niimero complexo A e quaisquer vetores u e v vale, pela hipétese de
positividade,
w(u + A, u+ )\’U) > 0.

Escrevendo-se explicitamente o lado esquerdo temos a desigualdade

A w(v, v) + Aw(u, v) +Aw(v, u) +wlu, u) > 0.

E. 3.12 Ezercicio. Verifique isso. *

Vamos agora escrever A na forma A = x + iy, onde x ¢ a parte real de A e y sua parte imagindria. A ultima expressao
fica f(x, y) > 0, onde

flay) = @@+ P )w(v, v) + (@ + gy, v) + (@ - iy)w(v, v) +wlu, v).
E. 3.13 Ezercicio. Verifique essa afirmago. *
Vamos decompor w(u, v) e w(v, u) nas suas partes reais e imagindrias, escrevendo
w(u, v) = a+if e w(v, u) = y+1id, (3.12)
onde a, 3, v e d € R. Ficamos com

fz,y) = (@2 +y*)wlv, v) + (za — yB) +i(zf + ya) + (zy + yd) +i(x6 — yy) + w(u, ) > 0. (3.13)

SDefinido & pagina 153.
7Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
8Herman Amandus Schwarz (1843-1921).
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Como f(z, y) tem de ser real (e > 0), segue que a parte imagindria da expressao acima deve ser nula e, como w(v, v) e
w(u, u) sdo reais, devemos ter

0 = (zB+ya)+ (@6 —yy) = 2(B+0)+yla—7).
Como isso deve valer para todos z, y € R, segue que 3 = —¢ e @ = . Comparando com (3.12), isso diz que
w(u, v) = w(v, u),

provando que w é Hermitiano.

Com as relagoes f = —§ e o = v a expressao (3.13) fica
flz,y) = (@ +yP)w(v, v) +2(za —yb) +w(u, u) . (3.14)
Vamos agora considerar dois casos: um onde w(v, v) =0 e outro onde w(v, v) # 0. No primeiro
fl@,y) = 2(xa—yb) +w(u, u).
Assim, como w(u, u) > 0 pela positividade, a condi¢do f(z, y) > 0 é possivel para todos z e y € R se e somente

se a = = 0, ou seja, se e somente se w(u, v) = 0 para todo u. Aqui a desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.11) é
trivialmente satisfeita, pois ambos os lados sao iguais a zero.

Passemos ao caso w(v, v) # 0. Resta-nos provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.11) para esse caso. Podemos
reescrever o lado direito de (3.14) como

E. 3.14 Ezercicio. Verifique. *

ol w) - (az +;32>

w(v, v)

Dai, constatamos que f(gr, 7/) > 0 para todos z e y € R se e somente se

a? + 32
w(u, u)— ( ———=
w(v, v)
ou seja, se e somente se
w(u, ww(v, v) > o + 7.
O lado direito é, porém, |w(u, v)[?, e a dltima desigualdade significa

lw(u, v)[? < w(u, ww(v, v),

que é a desigualdade de Cauchy-Schwarz que queriamos demonstrar.

Finalmente, se w é uma forma sesquilinear positiva e nao-degenerada e um certo vetor u é tal que w(u, u) = 0, segue
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que w(u, v) = 0 para todo v, o que implica u = 0, pois w é ndo-degenerada. |

e A desigualdade de Minkowski

A desigualdade de Cauchy-Schwarz tem uma consequéncia de certa importancia, a chamada desigualdade de Min-
kowski®: Se w é uma forma sesquilinear positiva (em particular, se w ¢ um produto escalar), entdo, para todos os vetores
u e v, vale

wu—v, u—0v)"? < wu, w)? +w(v, v)/? . (3.15)

9Hermann Minkowski (1864-1909).
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A demonstragao é simples:
wu—v, u—v) = wu, u)—wlu, v)—w, u)+w, v)

= w(u, u) — 2Re (w(u, v)) +w(v, v)

< w(u, u) +2|w(u, v)| +w(v, v)

< wlu, w) + 20(u, w) (v, v)Y? +w(v, v)
2

= wlu, w)? 4w, v)V?]

que ¢ o que se queria demonstrar. Acima, na passagem da primeira para a segunda linha usamos a Hermiticidade de
w e na passagem da terceira para a quarta linha, usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, ambos esses fatos sendo
consequéncia do Teorema 3.1, pdgina 261.

3.1.3 Produtos Escalares

e Produtos internos ou produtos escalares

Uma forma sesquilinear positiva w é dita ser um produto escalar, ou produto interno, se satisfizer:
6. w(u, u) =0 se e somente se u = 0.
A proposigao seguinte apresenta uma definigao alternativa de produto escalar.

Proposicao 3.2 Uma forma sesquilinear positiva € um produto escalar se e somente se for nao-degenerada. [m}

Prova. Se w ¢ um produto escalar, entao se u é tal que w(u, v) = 0 para todo v, vale em particular (tomando v = u) que
w(u, u) = 0 e, portanto, u = 0. Assim, todo o produto escalar é nao-degenerado. Reciprocamente, pelo Teorema 3.1,
pégina 261, se w é uma forma sesquilinear positiva e nao-degenerada, entiao vale automaticamente que w(u, u) =0 se e
somente se u = 0 |

e Notacoes para produtos escalares

Seguindo a convengao, denotaremos frequentemente produtos escalares de dois vetores u e v nao por w(u, v) mas
por (u, v). E frequente também denotar um produto escalar de dois vetores u e v por (u, v). Essa notagio pode causar
confusao com a de par ordenado e por isso a evitamos. Em textos de Fisica é comum encontrar também a chamada
notagdo de Dirac para produtos escalares: (u|v). Por diversas razoes nao compartilhamos do entusiasmo de alguns com
essa notagao e também a evitamos.

e Detalhando a definigao de produto escalar

Como o conceito de produto escalar é muito importante, vamos detalhé-lo um pouco mais antes de passarmos a
exemplos.

Um produto escalar, ou produto interno, em um espago vetorial V' sobre o corpo dos complexos é uma fungao V. xV —
C, denotada por (u, v), para u, v € V, com as seguintes propriedades:

1. O produto escalar é linear na segunda variavel:
(u, aw + pw) = alu, v) + Blu, w)

para todos u, v e w € V e todos a, 3 € C.
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2. O produto escalar é antilinear na primeira varidvel:
(au + Bu, w) = @(u, w) + Blv, w)
para todos u, v e w € V e todos a, 3 € C, onde @ ¢é o complexo conjugado de a € C.

3. Conjugagao complexa:

para todos u, v € V.

4. Para todou e V'

. Positividade. Para todo vetor u nao-nulo

ot

(u, u) > 0.

Nota. Alguns postulados da definicio de produto escalar acima sdo redundantes, pois nem todos sio independentes. Nés os listamos apenas
para ressaltar sua relevancia individual. Por exemplo, o item 2 segue de 1 e 3 (por qué?). O item 4 segue de 1 e 2 (por qué?). Os itens 1, 2 e
5 implicam o item 3 (como veremos no Teorema 3.1). Independentes sdo apenas 1, 2 e 5 ou 1, 3 e 5.

Para um produto escalar de dois vetores vale a seguinte e importantissima desigualdade, conhecida como Desigualdade
de Cauchy-Schwarz:
2
s ) < [, )] fto, o)
A demonstragao (mais geral) é apresentada no Teorema 3.1, pagina 261.

Adverténcia. Em textos de Matemaética a definigao de produto escalar é, por vezes, apresentada de forma que se tenha
linearidade na primeira varidvel e antilinearidade na segunda varidavel. A convengao que adotamos é oposta a essa e é
seguida, felizmente, por 100% dos textos de Fisica.

e Formas sesquilineares positivas e produtos escalares

Se V' é um espago vetorial dotado de uma forma sesquilinear positiva w, existe uma maneira canonica de construir a
partir de V' e w um outro espago vetorial dotado de um produto escalar.

Seja w uma forma sesquilinear positiva em um espago vetorial V. Entao, existe um espago vetorial V', um produto escalar
@ e uma aplicagao linear sobrejetora F : V — V tais que

&(BE(u), E(v)) = w(u, v)

eque E(u) =0em V caso w(u, u) =0.
Para a mencionada construgao, notemos em primeiro lugar que o conjunto de todos os vetores u com a propriedade
que w(u, u) = 0 formam um subespago de V. De fato, se u e v sdo dois vetores desse tipo, teremos que

w(au + v, au+ Bv) = |al’w(u, u)+@bBw(u, v) + afw(v, u)+|8*w(v, v) = 0,

pois w(u, u) = w(v, v) = 0, por hipétese, e pois w(v, u) = w(u, v) = 0 em funcao da condi¢do de w ser positivo (pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz). Vamos denominar esse subespago por Z. O espago vetorial quociente V= V/Z (vide
a construgio da pagina 199) tem as propriedades desejadas. A aplicagao E : V — V ¢ a aplicacio que associa cada
elemento de v de V' & sua classe de equivaléncia [v]: E:V 5 v [v] € V. Definimos entéo @ por

&)([u], [u]) = w(u, v).

E um exercicio simples (faga) mostrar que essa defini¢ao de fato independe dos representantes, no caso u e v, tomados
nas classes [u] e [v].

E. 3.15 Ezercicio. Mostre que & é de fato um produto escalar em V. *
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e Produtos escalares e formas simpléticas reais

Seja V um espago vetorial complexo dotado de um produto escalar (-, -). Entao, a expressao

w(u, v) = Im((u, v)) ,

u, v € V, define uma forma simplética real em V. As condi¢oes de antissimetria (w(u, v) = —w(v, u)) e de linearidade
por combinagoes lineares com escalares reais sao elementares de se constatar. Que w ¢ nao-degenerada, segue do fato
que se w(u, v) = 0 para todo u valeria, tomando v = —iv, 0 = Im(( — v, v)) = (v, v), 0 que implica v = 0.

Na Secao 3.5, pagina 281, veremos que, sob hip6teses adequadas, toda forma simplética real é a parte imagindria de
um produto escalar em um espago complexo.

3.1.4 Formas Quadraticas em Espagos Vetoriais Reais
Seja V' um espago vetorial sobre os reais. Uma fun¢ao @ : V — R que satisfaca

1. Q(\w) = A?Q(v), para todos A € R e todo v € V,

2. a aplicagdo (u, v) € V2 Q(u+v) — Q(u) — Q(v) é bilinear,

é dita ser uma forma quadrdtica (real) em V.

Um exemplo importante é o seguinte: seja B : V2 — R uma forma bilinear simétrica em V' e defina-se
Qu) = B(u, u), ueV

Entdo essa @ é uma forma quadritica em V. De fato, para A € R, Q(\u) = B(M\u, M) = \?B(u, u) = \2Q(u) e
Qu+v) —Q(u) — Qv) = Blu+v, u+wv) — B(u, u) — B(v, v) = B(u, v) + B(v, u) = 2B(u, v) (devido & suposta
simetria de B). Agora, 2B é, evidentemente, uma forma blinear, se B o for.

A afirmagao reciproca é igualmente verdadeira: se () é uma forma quadratica, entao B(u, v) 1= Q(u+v)—Q(u)—Q(v)
é uma forma bilinear simétrica. A simetria é evidente e a bilinearidade segue das hipdteses sobre Q.

A concluséao é que toda forma quadratica real procede de uma forma bilinear simétrica e vice-versa.

Essa tltima propriedade inspira como definir a nogao de forma quadritica no caso complexo. Se V é um espago
vetorial complexo e S : V2 — C é uma forma sesquilinear Hermitiana, entdo Q : V — C, definida por Q(u) = S(u, u),
u € V, é dita ser forma quadrdtica sobre V.

3.1.5 Exemplos
Para ilustrar os conceitos apresentados acima, passemos a alguns exemplos.

e Exemplos de formas sesquilineares e produtos escalares

Exemplo 3.1 Seja V = C". Um exemplo de produto escalar é dado pelo produto escalar usual:

wu, v) = (u, v)g = Zﬁvkt (3.16)
k=1

onde u = (u1, ..., un) € v = (v1, ..., Un). ¢

Exemplo 3.2 Seja V = C". Um exemplo de produto escalar é dado por
w(u, v) = (Au, Av)e,

onde u = (u1, ...,un), v = (1, ...,vn) € onde A é uma matriz n X n inversivel. ¢
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Exemplo 3.3 Exemplo de uma forma sesquilinear Hermitiana que néao é positiva. Seja V = C" e seja w dado por

n
w(u, v) = (u, Av)e = E ur Anvr
ky1=1
onde A é uma matriz n x n autoadjunta, ou seja, seus elementos de matriz satisfazem Ax = Aj. A assim definida w é uma forma
o L. - L. . . 0 —i
sesquilinear Hermitiana, mas em geral pode nio ser positiva. Um caso concreto é o seguinte. Tomemos V = C? e A = ( i o0 )
i
Entéo, ¢ facil ver que w(u, u) = (u, Au)e = i(u1Tz — Truz) = —2Im(u1%2), que pode ser negativo ou mesmo nulo. Assim, essa w
nao é positiva. E facil ver, porém, que essa w ¢ nao-degenerada (mostre isso!). ¢

Exemplo 3.4 Exemplo de uma forma sesquilinear que nao é Hermitiana. Seja V = C" e seja dado por

n

w(u, v) = (u, Av)e = Z TR A,

k, =1

onde A é uma matriz n X n que nao é autoadjunta, ou seja, Ap; # Ay para pelo menos um elemento de matriz Ag;. A assim
definida w é uma forma sesquilinear, mas em geral pode nio ser Hermitiana. Um caso concreto é o seguinte. Tomemos V = C?

01 ST — — —
e A= 00 ) Entao, é facil ver que w(u, v) = (u, Av) = Urvz, enquanto que w(v, u) = Truz. Logo, w(u, v) e w(v, u)
podem ser distintos € w nao é Hermitiana. Fora isso, essa w também néo é positiva e ¢ degenerada (mostre isso!). *

Exemplo 3.5 Exemplo de uma forma sesquilinear positiva mas que ndo é um produto escalar. Seja V = C" e seja w dado por
w(u, v) = (Au, Av)

onde A é uma matriz n X n ndo-inversivel. Entéo, existe uo nao-nulo tal que Aug = 0. Dai, segue que w(uo, v) = (Aug, Av)y =0
para todo v e, portanto, w é degenerada e w(uo, uo) = 0.

. 1 JU . N .
Um caso concreto ¢ o seguinte. Tomemos V = C? e A = ( 0 g ) Note que A nao é inversivel (por qué?). Aqui temos que
w(u, v) = urv1. Note que todo vetor da forma u’ = ( ) é tal que Au® = 0 e, portanto, w(u®, v) = 0 para todo v. ¢
U2

Na Segao 3.4, pagina 278, mostraremos como ¢ a forma geral de formas bilineares, sesquilineares e produtos escalares
nos espagos de dimensao finita R e C". Tratemos agora de dois exemplos em espagos vetoriais de dimensao infinita.

Exemplo 3.6 Seja V = C([a, b]) o espago vetorial das fungdes continuas complexas de um intervalo fechado [a, b] da reta real
(a < b). Seja p uma fungao continua estritamente positiva definida em [a, b], ou seja, p(xz) > 0 para todo x € [a, b]. Entao, a
expressao

b
wlf, 9) = [ T@a@pans.,
para funcoes f e g de V' define um produto escalar em V' (justifique!). ¢
Exemplo 3.7 Seja V = C([0, 1]) o espaco vetorial das fungdes continuas complexas de um intervalo fechado [0, 1] da reta real.

Seja p uma fungao tal que p é continua e estritamente positiva no intervalo [0, 1/2) e identicamente nula no intervalo [1/2, 1].
Entao, a expressao

w(f, g) = /0 F@o(@) pla)da

para funcdes f e g de V' define uma forma sesquilinear positiva em V, que ndo é um produto escalar (justifique!). ¢

Exemplo 3.8 Considere o espago vetorial C" e o produto escalar usual: w(u, v) = (u,

Cauchy-Schwarz implica
2 n n
< (Z w) (ZW) . (3.17)
j=1 k=1

¢

V)g = Yo Wvi. A desigualdade de

n
g wiv;
i=1
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E. 3.16 Ezercicio. Considere o espaco vetorial das fun¢des continuas no intervalo [0, 1] e o produto escalar w(f, g) = fﬂl f(z)g(x)da.
Tomando as fungdes f(z) = x e g(x) = €7, use a desigualdade de Cauchy-Schwarz para mostrar que e > v/7. o+

E. 3.17 Ezercicio. Tente livremente obter outras desigualdades interessantes do mesmo estilo usando esse método. *

3.2 Normas em Espacos Vetoriais
Aqui trataremos sempre, exceto se mencionado de outra forma, de espagos vetoriais sobre o corpo dos complexos.

e Seminormas

Uma seminorma ¢ uma fungdo V' — R usualmente denotada por || - ||, com as seguintes propriedades:

1. Para todo v € V tem-se [|v| > 0.

2. Para qualquer a € C e qualquer v € V tem-se ||av|| = |a|||v]|.
3. Para quaisquer vetores u e v € V tem-se |lu 4 v|| < |jul| + |[v]. Essa desigualdade ¢ denominada desigualdade
triangular.
Notas.
o Note-se que, pelo item 2, vale para uma seminorma que ||0]| = 0 (tome a = 0).
e Para uma seminorma vale a desigualdade
lall = |lla =l =8Il » (3.18)

para quaisquer a, b € V. Como faremos uso da mesma no futuro, vamos apresentar sua demonstragao aqui, que é uma consequéncia
direta da desigualdade triangular. De fato, a desigualdade triangular diz-nos que
lla—oll < llall + flol] (3.19)
e que
ol = lla=(a =0l < llall +lla =] . (3.20)
De (3.19) segue que
lall = [la — bl — [lbl]
e de (3.20) que
llall = =(lla ol —{iol]) -

Quando dois niimeros reais e y sao tais que > y e © > —y entdo = > |y|. Assim, as duas tltimas desigualdades dizem que
lall = |lla =l = 18ll |,

que é o que querfamos provar.
Essa desigualdade di
norma, vide abaixo)

incidentalmente, que
upérfluo.

|a|| > 0 para todo vetor de V. Isso mostra que o item 1 da defini¢do de seminorma (e de

Note-se também que se fizermos em (3.18) as substitui¢des a — a — b, b — —b, obtemos
[lall = el | < fla =l 3.21)

para quaisquer a, b € V. Essa desigualdade serd empregada diversas vezes neste texto.

Pelos itens 2 e 3 da definigio de seminorma, vale que
llaw + Bl < e llull + |8]][v]| (3.22)

para quaisquer a, 8 € C e quaisquer vetores u e v € V.

e Normas

Uma norma é uma fungdo V — R usualmente denotada por || -

|, com as seguintes propriedades:

1. Para todo v € V tem-se [|v] > 0.
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2. |Jv]| = 0 se e somente se v for o vetor nulo: v = 0.

3. Para qualquer « € C e qualquer v € V' tem-se ||av|| = |o|[v].

4. Para quaisquer vetores u e v € V tem-se |lu+ v < |[ul| + [[v].

Notas.
e Como se percebe, uma norma é uma seminorma dotada também da propriedade que ||v|| = 0 implica v = 0.
e Note também que, pelo item 3 acima, tem-se ||0|| = 0 (tome a = 0).
o Pelos itens 3 e 4 da defini¢ao de norma, vale que
llaw + Boll < lalljull + 18Il (3.23)
para quaisquer «, 3 € C e quaisquer vetores u e v € V.
e Como toda norma é uma seminorma, vale também a importante desigualdade
[llall = 1611 < fla =l 3.24)
para quaisquer a, b € V. Essa desigualdade serd empregada diversas vezes neste texto.

e As quatro condigoes da definigao de norma, acima, nao sao, em verdade, logicamente independentes e listamo-as devido & sua importancia
individual. Assim, por exemplo, a condigao de positividade 1, como no caso de seminormas, segue das condigdes 3 e 4 (mais precisamente,

de (3.24)).

e A condigao 4, acima, é de particular importancia e é denominada desigualdade triangular.

L]
Um espago vetorial pode ter varias normas. Vide exemplos abaixo.
o Exemplos de normas em espagos vetoriais
Seja €™ = {(z1, ..., 2zn), com z1, ..., z, € C}, n > 1, o espago vetorial das n-uplas de niimeros complexos. Para

z=(z1, ..., zn) € C", a expressao

ll=lh

PET (3.25)
k=1

define uma norma em C", denominada norma ¢;. Verifique! A expressao
llzlloo := max {|z1], ..., |zal} (3.26)

também define uma norma em C". Verifique!

A norma (3.25) pode ser generalizada. Para cada p € R, p > 1, a expressao

3

=l o= | D Izl (3.27)
k=1

também define uma norma em C", denominada norma £,. A tnica dificuldade em provar isso reside em demonstrar a
desigualdade triangular ||z + w||, < ||z[|, + ||w||, para quaisquer z, w € C". Essa desigualdade, porém, é precisamente
a desigualdade de Minkowski, demonstrada na Proposi¢ao 5.20, pagina 343. Vide também a Secao 24.5.1, pagina 1327
(especificamente, a expressao (24.45) do Teorema 24.4, pagina 1331).

Seja C([a, b], C) o espago vetorial das fun¢des complexas continuas definidas no intervalo [a, b] C R. A expressao

b
17l = [l o (329)
a
feC(la, b], C), define uma norma em C([a, b], C), denominada norma L;. Verifique! A expressao
Ifllso := sup [f(z)], (3.29)
x€la, b]

fe€C(la, b), C), também define uma norma em C([a, b], C), denominada norma do supremo. Verifique!
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A norma (3.28) pode ser generalizada. Para cada p € R, p > 1, a expressao

1

»

b
1l = | [ @ ao| (3.30)

f € C(la, b], C), define uma norma em C([a, b], C), denominada norma L,. A tnica dificuldade em provar isso
reside em demonstrar a desigualdade triangular || f + g, < [|fll, + llgll, para quaisquer f, g € C([a, b], C). Para uma
demonstragao, vide Segio 5.3.3.1, pagina 343, ou, com mais generalidade (para fungdes em espagos mensuraveis), vide a
Secao 31.4.1, pagina 1551 (especificamente, vide a expressiao (31.46) do Teorema 31.7, pdgina 1551).

e Equivaléncia de normas

Definicdo.  Duas normas || - |1 e || - || em um espago vetorial V sdo ditas equivalentes se existirem duas constantes
positivas ¢; e ¢z, com 0 < ¢ < ¢2, tais que

allvlli < Jvllz < eaflvlls
para todo vetor v € V. A importancia da nogao de equivaléncia de normas se manifesta no fato que duas normas
equivalentes geram a mesma topologia métrica. ®

E. 3.18 Ezercicio. Mostre que a relagdo de equivaléncia entre normas é uma relagio de equivaléncia. Ed

E. 3.19 Ezercicio. Mostre que as normas ||-||1 e ||-||cc do espago C", definidas em (3.25) e (3.26), respectivamente, sdo equivalentes.
-

Em espagos vetoriais reais ou complexos de dimensao finita vale o seguinte resultado especial, cuja demonstragao
encontra-se no Apéndice 3.A, pagina 289:

Teorema 3.2 Em um espaco vetorial de dimensao finita sobre C ou R todas as normas sdo equivalentes. [m}

A afirmagao do Teorema 3.2 é frequentemente falsa em espagos de dimensao infinita. Isso ¢ atestado nos exemplos
do Exercicio E. 3.20.

E. 3.20 Ezercicio.  As normas || - ||1 e || - [« do espaco C([a, b], C), definidas em (3.28) e (3.29), respectivamente, ndo
sio equivalentes. E facil ver que ||f[li < (b — a)||flls para toda f € C(la, b], C) (faga!). Seja, porém, a familia de fungdes
falz) = =9 € C([a, b], C) com a > 0. E ficil ver que || fallo = 1 € [|falli = L(1- e~ (fagal). Mostre que n3o existe
nenhuma constante ¢ tal que || fa|lco < ¢||fa|l1 para todo a > 0. £

e Equivaléncia entre seminormas

H4 uma nocao de equivaléncia entre seminormas andloga & de equivaléncia entre normas.

e A norma associada a um produto escalar

Se w ¢ um produto escalar em um espago vetorial V existe associada a w uma norma | - ||, dada por

02,

ol = w
veV.

E. 3.21 Ezercicio. Mostre que os postulados da defini¢do de norma s3o de fato satisfeitos. *

e Invariancia de normas associadas a produtos escalares

Se uma norma em um espago vetorial V' é produzida por um produto escalar, como acima, existe naturalmente um
grupo de transformacoes lineares de V em V' que mantem essa norma invariante. Esse grupo é discutido na Segéo 21.3.3,
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pagina 1102. Por exemplo, a chamada norma Buclidiana de R", definida por ||lz|| = \/(z, x)y paraz € R", é invariante
pelo grupo O(n) das matrizes ortogonais, ou seja, das matrizes R, reais n x n, que satisfazem RT R = 1. Isso significa que
[|[Rz| = ||z para toda R € O(n). O grupo O(n) e seus amigos sao discutidos na Secao 21.3.3.1, pégina 1106 e seguintes.

e A desigualdade triangular

Talvez a principal consequéncia da desigualdade de Minkowski (3.15) seja a seguinte. Vamos supor que w seja um
produto escalar. Entao, podemos definir'® uma métrica ou distincia entre dois vetores a e b por

dy(a, b) = lla—bllo = w(a—b, a—b)"2.

Como w é um produto escalar, segue que dy(a, b) = 0 se e somente se a = b (por qué?). E também claro que
dy(a, b) = dy,(b, a) (por qué?). Fora isso, segue da desigualdade de Minkowski que para quaisquer vetores a, b e ¢ vale

dula, b) < dula, 0) +dulc, b).
Para ver isso, note que

dy(a, D) = wla—b, a—b)'/?

w(la=e)=(b—0), (a=c) = (b—0)"/?

wa—c, a—)? +wb—c b—c)/?

IN

= dyl(a, ¢)+dy(c, b).

Acima, na passagem da segunda a terceira linha, usamos a desigualdade de Minkowski comu=a—-bev=>b—c.
A desigualdade d,,(a, b) < d,(a, ¢)+d,(c, b) é importante no estudo de propriedades topoldgicas de espagos vetoriais
e é denominada desigualdade triangular (pergunta ao estudante: de onde vem esse nome?).

Note que a desigualdade triangular vale também se w nao for um produto escalar, mas apenas uma forma sesquilinear
positiva (por qué?). Nesse caso é também verdade que d,(a, b) = dy, (b, a), porém, ndo é mais verdade que d(a, b) =0
se e somente se a = b e, por isso, d, é dita ser uma pseudométrica.

e Norma e produto escalar

Se um espago vetorial V' possuir um produto escalar entao, como observamos, é possivel definir nele uma norma da
seguinte forma: [|ul| = \/(u, u), u € V.

A norma assim definida possui duas propriedades importantes que mencionamos aqui: a identidade do paralelogramo
e a identidade de polarizagao.

Identidade do paralelogramo: Para todos os vetores u, v € V vale

llu+ vl + Jlu—vll* = 2]ull® + 2]jo]>. (3:31)

v

Prova. Tem-se simplesmente pelas definigoes que

lu o> = (ut+v, utov) = |Jul|®+ (u, v) + (v, u) + [|v]?

lu =l = (u—v, u=v) = |lull® ~ (u, v) = (0, u) + o] .

Somando-se ambas tem-se o resultado desejado.

E. 3.22 Ezercicio. Por que (3.31) é chamada “identidade do paralelogramo”? "

10 As noges de métrica e de espagos métricos serdo discutidas no Capitulo 24, pagina 1296.
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E. 3.23 Ezercicio. Usando a identidade do paralelogramo demonstre a identidade de Apolénio*:
2
z—

(z+y)
2

1
e =al® +llz = ol* = glo—ul*+2
valida para todos os vetores z, y, z € V. *

Identidade de polarizagao: Para todos os vetores u, v de um espago vetorial complexo V' vale

3
1 5
(u, v) = ZZF”’|\U+’£”UHZ7 (3.32)
n=0
13
(u, v) = ZZi"Hquf"UHQ, (3.33)
n=0
ou seja,
_ 2 2 . o e
Ay ) = Nt ol = ol = illu+ 0l + il — o]

Prova. Ezercicio. Expanda o lado direito e verifique a igualdade.

E. 3.24 Ezercicio. Por que essa relagdo é chamada “identidade de polarizagdo”? &

Notemos que, com a definicdo dada acima de norma associada a um produto escalar, a desigualdade de Cauchy-
Schwarz fica

(u, o) < o] -

e A identidade de polarizacao

A identidade de polarizagdo mencionada acima ¢ um caso especial de uma outra ligeiramente mais geral, também
denominada identidade de polarizagao. Seja A um operador linear em um espago vetorial V' sobre os complexos e sejam
u e v elementos de seu dominio. Entao, vale que

3
1
(u, Av) = 7 Zorﬂ<(u+i"v), A(u+i"v)> ; (3.34)
18
(u, Av) = 7 Zw<(u+r”v), A(u+r%)> ; (3.35)
n=0
E. 3.25 Ezercicio. Mostre isso. Sugestdo: expanda o lado direito das igualdades acima e constate as igualdades. &

Tomando-se A como o operador identidade reobtem-se as identidades (3.32)-(3.33).
A relagao (3.34) mostra que se para um operador linear A conhecermos todas as quantidades (¢, Ay) para todos os
vetores i) € V, entao conhecemos também todas as quantidades (u, Av) para todos u, v € V.

Para a fisica quantica a identidade de polariza¢ao (3.34) diz que se A for um observavel (operador autoadjunto),

entao o conhecimento de todos os valores esperados de A, ou seja, das quantidades (1, Av) com [|#|| = 1 e dos produtos
escalares (u, v) para vetores com ||lu|| = |[v|| = 1, fixa todas as probabilidades de transicio |(u, Av)|?, pois
1
(u, Av) = 1 Zi’"(wm Atpn) (24" (u, v) +i (v, u)), (3.36)
n=0
onde 1
U (u+i"v) = (u+i"v) .

N [+ imof| V24 iy, v) + i (v, u)

11 Apolénio de Perga (ci. 261 A.C. — ci. 190 A.C.).
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e Uma consequéncia da identidade de polarizagao

A relagao (3.34) permite-nos facilmente provar a seguinte afirmagao, frequentemente empregada:

Proposigao 3.3 Se um operador linear A agindo em wm espago vetorial complezo V' satisfaz (u, Au) = 0 para todo
vetor u € V, entao A= 0. [m}

Para matrizes reais em espagos vetoriais reais nao vale uma afirmativa tao forte. Por exemplo, se V= R" e A for
n
uma matriz antissimétrica, ou seja AT = —A, entdo vale automaticamente que (z, Azx)p = E TqAapzy, = 0, pois

a,b=1
Aap = —Apq para todo x € R™. Porém, A pode ser nao-nula.

Todavia, para matrizes simétricas vale o seguinte:

Proposicao 3.4 Seja M € Mat (R, n) wma matriz simétrica (ou seja, tal que MT = M) para a qual valha que
(x, Mx)p =0 para todo & € R"™. Entdo, M = 0. [m]

Prova. Se M é uma matriz simétrica, ¢é facil verificar que para quaisquer vetores u ¢ v € R"™ tem-se
1
(u, M)y = [<<u o), Mut0))y — (=), M(u— v)>R] .

(Para provar isso, expanda o lado direito e use que (u, Mv)p = (v, Mu)p, pois M é simétrica). Logo, da hipStese sobre
M, segue que (u, Mv)y = 0 para todos u e v € R" e, portanto, M = 0. |

A Proposicao 3.4 pode ser generalizada para formas trilineares simétricas. Vide Proposicao 3.9, pagina 293.

e Obtendo produtos escalares a partir de normas

Nas tltimas paginas vimos que podemos obter uma norma a partir de um produto escalar e que essa norma satisfaz
a identidade do paralelogramo, expressao (3.31). Podemos nos perguntar: se uma norma for dada em um espago vetorial
complexo, seria possivel obter um produto escalar a partir dessa norma?

A resposta a essa questdo é fornecida por um teorema devido a Fréchet!?, von Neumann'? e Jordan'4, teorema esse
sugerido pela identidade de polarizacao, expressao (3.32), pagina 271.

Teorema 3.3 (Teorema de Fréchet, von Neumann e Jordan) Seja V um espago vetorial complezo, normado com
norma || - || e vamos supor que essa norma satisfaga a identidade do paralelogramo

la+0l* + fla—bl* = 2|all* +2[p]> (3.37)
para todos a, b € V. Defina-se, para u, v €V,

3
1
wlu, v) = ZZZ””Hqui”vHQ . (3.38)

n=0

Entio, w € um produto escalar em V.

Com essa definicdo, vale w(u, u) = |lul|? para todo u € V' e, portanto, a norma associada ao produto escalar w ¢ a
prépria norma || - ||. Com isso, reconhecemos que (3.38) coincide com a identidade de polarizag¢do para o produto escalar

w.

Conclui-se, entdo, que uma norma € associada a um produto escalar se e somente se satisfizer a identidade do
paralelogramo. [m}

12Maurice René Fréchet (1878-1973).
13 J4nos von Neumann (1903-1957). Von Neumann também adotou os nomes de Johann von Neumann e John von Neumann.
14Ernst Pascual Jordan (1902-1980).
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A demonstra¢ao do Teorema de Fréchet, von Neumann e Jordan encontra-se no Apéndice 3.B, pagina 290. Vide
também [530] ou [276] para outras demonstragoes essencialmente idénticas.

A demonstragao do Teorema 3.3 é engenhosa e a principal dificuldade consiste em demonstrar que (3.38) é uma forma
sesquilinear, um fato um tanto surpreendente se observarmos que o lado direito de (3.38) contém uma soma de normas,
que nao sao sequer fungoes lineares, satisfazendo apenas [|au|| = |af ||ul| e |jau + Bv|| < |af|jull + |8]]|v|| para todos
a, feCetodosu, veV.

Mencionemos, por fim, que nem toda norma satisfaz a identidade do paralelogramo e, portanto, nem toda norma é
associada a um produto escalar e, assim, nem sempre ¢é possivel definir um produto escalar a partir de uma norma. Os
Exercicios E. 3.26 e E. 3.27, servem como exemplo de tais situacoes.

E. 3.26 Eze Seja o espago vetorial V = C([0, 1], C) das fun¢des continuas do intervalo [0, 1] assumindo valores complexos e
seja a norma || f||oc = sup,¢(o, 1) [f(2)]. Mostre que a identidade do paralelogramo ndo é satisfeita para as fungdes f(z) =z e g(z) = 1,
z € [0, 1], que sdo elementos de V. *

E. 3.27 Ezercicio. Seja o espago vetorial V = C", comn > 2. Paraa = (a1, ..., a,) € C" a expressio |al|, := [la1]? + -+ + |an|?]
define uma norma em V = C", caso p > 1. Mostre que essa norma viola a identidade do paralelogramo para todo p # 2. Para tal
considere os vetores u = (1, 0, 0, ...,0) ev = (0, 1, 0, ...,0). A norma || - ||, serd discutida com mais detalhe no Capitulo 24, pagina
1296. o+

e Generalizando a identidade do paralelogramo

O Exercicio E. 3.27 ensina-nos que a identidade do paralelogramo nao é vélida para a norma | - ||, caso p > 1 mas
p # 2. Em tais casos, porém, hd desigualdades que em muito se assemelham a identidade do paralelogramo.
Ptz —wlP < 2|27 + w|?)
para 0 <p<2e|z+wlP+ |z —wP <207(|z[P + [w|P), para p > 2. E imediato por essas desigualdades que para todos
u, v € C" valem

Sabemos do Corolério 5.6, pdgina 343, que para z, w € C, valem as desigualdades |z +w

flw+vlfy + flu =

vl loll) . 1=e <2, (3.39)

e e e (L A T S (3.40)

Note-se que no caso p = 2 (e somente nesse caso), (3.40) nao é apenas uma desigualdade, mas sim uma igualdade, a
identidade do paralelogramo.

E. 3.28 Ezercicio. Mostre isso! £

As desigualdades (3.39) e (3.40) substituem em certos casos a identidade do paralelogramo. Veremos isso quando
discutirmos a propriedade de convexidade uniforme na Segéo 24.6, pagina 1340.

e Normas assimétricas

Seja V um espago vetorial real. Uma fungio p: V — [0, 00) é dita ser uma norma assimétrica (também denominada
norma de Finsler'®, ou métrica de Finsler) se satisfizer:

1. Para todo v € V tem-se p(v) > 0, sendo que p(v) = 0 se e somente se v = 0.
2. Para qualquer a > 0 e qualquer v € V' tem-se p(av) = ap(v).

3. Para quaisquer vetores u e v € V tem-se p(u + v) < p(u) + p(v) (propriedade triangular).

Como se percebe, uma norma assimétrica nao necessariamente satisfaz a condi¢ao p(—v) = p(v), para todo v € V, vélida
para normas.

A nogao de seminorma assimétrica é definida analogamente, sem a exigéncia, porém, que p(v) = 0 implique v = 0.

15Paul Finsler 1894-1970).

1/p
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Ha dois exempos elementares de normas assimétricas. Se V = R, defina-se

p(e) = { 2“2‘

E facil ver que essa funcao define uma norma assimétrica, mas nao uma norma em R.

sex <0,
sex > 0.

Uma outro exemplo, este mais importante, é o chamado funcional de Minkowski'®, relevante na Andlise Convexa e
na Teoria das Distribuigées (Espagos Localmente Convexos). Seja V' um espago vetorial real e C' C V' um subconjunto
convexo de V tal que 0 € C. Definamos AC' := {A¢, ¢ € C} e suponhamos adicionalmente que C seja um conjunto
absorvente, ou seja, que satisfaga U AC=V.

A>0
Defina-se pc : V — [0, 00) por
pe(v) = inf{/\ e o, oo)| v e )\C} .
A condigao de C' ser absorvente garante que pc(v) seja finito para todo v € V.

Mostremos que todo funcional de Minkowski é uma seminorma assimétrica. E claro pela defini¢a que pc(v) > 0 para
todo v € V. Para a propriedade triangular, sejam vy, va € V e sejam Ay > pc(v1) € A2 > pe(v2). Observe-se que ambos
A1 e Az s@o positivos. Entao, v1 € A\;C e va € A2C' e, portanto, existem ¢; e c2 € C' tais que v1 = A\jc1 e va = Aaca. Logo,
ﬁcl + ﬁcz é um elemento de C, por ser uma combinagao linear convexa de elementos de C. Como

A1 Ao

v +v2 = (A1 + A2) mcl+mcz

temos que A\; + A2 > pe(vi + v2). Concluimos disso que pe(vy + v2) < A 4+ A2 para todos A\ € (po(v1), o0) e
A2 € (po(v2), 00). Isso implica po(vy + v2) < pe(v1) + pe(va), como desejavamos estabelecer.

Note que pc(v) s6 coincide com pe(—v) se C coincidir com —C'. A condigao que pe(v) = 0 implica v = 0 é verdadeira
se V tem dimensao finita, mas pode falhar em dimenséo infinita.

gooooond

A nogao de norma assimétrica é relevante nas chamadas variedades de Finsler, uma variedade diferencidvel onde
o tensor métrico Riemanianno é substituido por uma norma assimétrica em cada ponto do espago tangente, também
denominada métrica de Finsler.

e Bolas em espacos normados

Seja V' um espago vetorial dotado de uma norma || - ||. Definimos a bola aberta de raio r > 0 centrada em z € V/,
denotada por B,.(z), por
B(z) == {zeV: |z-2z

<r}4

Definimos a bola fechada de raio r > 0 centrada em z € V, denotada por B,(z), por

B(z) = {zeV:|lz—z <r}.
O bordo de uma bola aberta B, (z) ou fechada B, (z), denotado por 9B, (z), é definido por B, (z) := B,(z) \ B,(z), ou
seja,

0B,(2) == {zeV: |z—z = r}.

Uma bola fechada B, (z) é sempre um subconjunto convexo de V, ou seja, para todo z, y € B,(z) e para todo

A € [0, 1] tem-se Az + (1 — A\)y € B,(z). De fato, pelas propriedades definidoras de uma norma, temos para x, y € B,(z)
e €0, 1] que H/\er(lf)\)ysz =AMz —2)+ (1 =Ny - 2) ‘ <Az —z+A=N|y—z| <A+ 1@ =XNr=r,
estabelecendo que Az + (1 — \)y € B,(z). De forma totalmente andloga, prova-se que uma bola aberta B,.(z) é também
sempre um subconjunto convexo de V.

No espago R? podem ser definidas vérias normas. Vejamos alguns exemplos. Para 2 = (21, x2) € R?, temos as

1/p
normas ||z, = (\.T,l\p+ |xg\f’) , com p > 1. Temos também a norma ||z||e := max {|z1|, |2|}. Na Figura 3.1, pagina

275, exibimos o aspecto das bolas fechadas B1(0), de raio 1 centradas em 0, relacionadas as normas || - ||, e || - | em

R2. O estudante deve perceber que, de fato, todas essas bolas sdo conjuntos convexos.

16Hermann Minkowski (1864-1909).
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: -
-1 o 1
-1
Figura 3.1: As bolas B1(0), de raio 1 centradas em 0, relacionadas as normas || - [|, e || - ||« em R?. As linhas sélidas
indicam os bordos 9B1(0). O indice 1 indica a bola B1(0) para a norma | - ||;. Trata-se de um quadrado obliquo com
arestas de comprimento v/2 centrado na origem O. O indice p; indica as bolas B;(0) para as normas | - ||,, quando
1 < p1 < 2. O indice 2 indica a bola B1(0) para a norma || - [|2. Essa é a tinica bola que coincide com o disco de raio
1 centrado na origem O. O indice py indica as bolas B1(0) para as normas || - ||, quando py > 2. O indice oo indica a
bola B;(0) para a norma || - ||. Trata-se de um quadrado com arestas de comprimento 2 centrado na origem O.
e Uma desigualdade 1til
Seja V um espago vetorial dotado de uma norma | - ||. Entao, vale a desigualdade
Lt ol < (1 )} (14 llo = o) (3.41)

para todos z, y € V. A prova é muito simples:
Lt flall = 1 flo—y+yll < 1 llo—yll+ Iyl < 1+l =l + Iyl + o = yllgl = (1+10) (1 + )z - o)) -

A desigualdade (3.2) é usada em estimativas de produtos de convolugao.

3.2.0.1 O Lema da Simetria

O elegante lema que segue encontra aplica¢oes na Eletrostdtica, na Andlise Harmonica, no estudo da chamada Trans-
formacio de Kelvin'” e no estudo de aplicacoes conformes.

17William Thomson, 1st Baron Kelvin, (1824-1907).
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Lema 3.1 (Lema da Simetria) Seja V um espaco vetorial (real ou complezo) e w uma forma bilinear ou sesquilinear'®.
Suponhamos também que w seja positiva em V. Para u, v € V tais que w(u, u) e w(v, v) sejam ndo nulas, definamos a
eTpressao

n(u, v) = w(v, v)u € V.

Entao, se z, y € V sao tais que w(z, x) e w(y, y) sao ndo nulas, vale

w(ne, ), n@, ) = w(nw. o). 1w 2) (3.42)

ou seja, de forma explicita,

w 7) “Vwy, ya| =w - Vw(z, )y
y
(3.43)
Em particular, se V. =R" ou C" e w € o produto escalar usual nesses espagos, entao vale
L=l = | = et (3.44)
llyll [l
para todos os vetores x, y ndao nulos. [m}

Prova. Para demonstrar (3.42), basta expandir o lado esquerdo de (3.43):

W(TI(% y), n(@, y)) = w( Y \/uly, g,

L—-w(y, z) —w(z, y) +w(y, yw(z, 7).

A tltima expressdo é manifestamente invariante pela troca x <+ y. Logo, w(n(z, y), n(z, y)) = w(n(y, ), n(y, z)), como
desejdvamos. A relagdo (3.44) é uma mera tradugdo disso para o produto escalar usual de R™ ou C".

3.3 Ortogonalidade, Conjuntos Ortonormais e o Procedimento
de Gram-Schmidt

Seja V' é um espaco vetorial dotado de um produto escalar (-, -), e seja || - || a norma associada a esse produto escalar,
ou seja, para v € V tem-se ||v]| := /(v, v), tal como definido acima.

o Normalizagdo. Raio associado a um vetor

Um vetor e € V é dito ser um vetor unitdrio, ou um vetor normalizado, em relagao ao produto escalar em questao (e
& norma a este associada) se ||el| = 1.

Se w € V' é um vetor nao-nulo, podemos transformé-lo em um vetor unitdrio se o multiplicarmos por 1/||u||. Esse
procedimento é por vezes denominado normaliza¢io do vetor u. Se u é um vetor ndo-nulo, o vetor H}Tu“ é normalizado,
HAT\IU onde A é um nimero complexo de médulo um, i.e., |A| = 1 (aqui estamos
supondo que V' seja um espago vetorial sobre o corpo dos complexos). Para um vetor nao-nulo u, fixo, o conjunto de

assim como todos os vetores da forma
vetores normalizados R(u) := {HATHU’ A€ Ccom [N = 1} é dito ser o raio associado ao vetor u.

e Projecao de um vetor na diregao de outro vetor. Ortogonalidade

18 A demonstracio mostra que basta que w seja bilinear real.
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Se u e v sdo dois vetores de V com v # 0, o vetor <\1\JLY'H1‘Q v é dito ser a componente de u na dire¢io de v, ou a projecio

de u na diregio de v. Essa nomenclatura tem origem na bem-conhecida e familiar interpretagdo geométrica do produto
escalar usual em R? ou em R?, mas a usamos mesmo no caso de V ser um espaco vetorial complexo ou ter dimensio
infinita.

Dados dois vetores u, v € V, dizemos que u é ortogonal a v em relagdo ao produto escalar em questao se (u, v) = 0.
Evidentemente, u é ortogonal a v se e somente se v for ortogonal a u. Caso v seja nao-nulo, dizer que u é ortogonal a
v significa dizer que w tem uma componente nula na dire¢ao v (e vice-versa). O vetor nulo é o tnico vetor de V que é
ortogonal a todos os vetores de V.

Sejam u e v dois vetores linearmente independentes. Se subtrairmos de u sua componente na dire¢ao de v obtemos o
<‘1"L’_H"2) v. Esse vetor é nao-nulo (pois u e v sdo linearmente independentes) e é ortogonal a v (pois (v, w) = 0,
como facilmente se constata). Com isso, obtivemos dois vetores ortogonais, w e v, a partir de dois vetores linearmente
independentes, u ¢ v. Essa ideia serd generalizada logo adiante quando falarmos do procedimento de ortogonalizagao de
Gram-Schmidt.

vetor w = u—

Comentamos, finalmente, que a nogao de ortogonalidade ¢ uma relagdo de compatibilidade na cole¢ao dos vetores
unitérios de V. Vide definigdo na Segao 1.1.2.7, pagina 65.

e Conjunto ortonormal de vetores

Seja E = {eq, @ € A} um conjunto nio-vazio de vetores distintos de V', A sendo um conjunto arbitrario nao-vazio
de indices (podendo ser finito, enumerdvel ou nao). O conjunto E é dito ser um conjunto ortonormal de vetores em
relagdo ao produto escalar em quest@o se para todo o € A tivermos [jes|| = 1 e se para todos a, € A com a # 3 valer
(eq, €3) = 0. Assim, E é um conjunto ortonormal se todos os seus elementos forem vetores unitdrios e se quaisquer dois
vetores distintos de E forem ortogonais entre si em relagao ao produto escalar em questéo.

E. 3.29 Ezercicio. Se E = {ea, a € A} é um conjunto ortonormal de vetores, mostre que [|e. — eg|| = v/2 sempre que o # .

e Procedimento de ortogonalizagao de Gram-Schmidt

Dado um conjunto finito B = {bl, FN b,,} composto por n vetores nao-nulos e linearmente independentes de V/,
podemos construir um conjunto ortonormal E = {91 RN e,l} no subespaco n-dimensional gerado pelos vetores de B por
um procedimento conhecido como procedimento de ortogonalizagio de Gram-Schmidt'®?, que passaremos a descrever?!.

O procedimento comega escolhendo-se um vetor de B e normalizando-se esse vetor, definindo assim o primeiro vetor
e; de E. Para simplificar a notagao, escolhemos comegar com o vetor b; e definimos, assim, e := mbl' No segundo
passo, tomamos o vetor by, subtraimos do mesmo sua componente na diregao e; e em seguida normalizamos o vetor disso
resultante, definindo assim o vetor es:

el
e = —— by — (eq, bs 9)4
2 e = Tor, By o] \2 (e1, ba) e
Pela construgao, ¢ evidente que ||eq]| = |le2|| = 1 e é ficil verificar que (eq, e2) = 0.

A ideia do procedimento é prosseguir com os demais vetores de forma andloga, tomando na k-ésima etapa o vetor b,
subtraindo do mesmo suas componentes nas diregoes e, ..., ey_1 e normalizando o vetor assim resultante. Obtemos

b 1 k=1
e ::b—l, e = bkfz(el,bk)el s k=2 ...,n.
o
bk*2<el~ bi) e

=1

Observe-se que cada ey, depende apenas dos vetores e, ..., e,_1, definidos nas k — 1 etapas anteriores. Como ¢ facil
verificar, valem as relacoes (e;, e;) = d;; para todos i, j =1, ..., n, atestando que E = {el, ce en} é um conjunto
ortonormal de vetores.

19 Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916).

20Erhard Schmidt (1876-1959).

21Seria mais adequado chamar o procedimento de procedimento de ortonormalizacio de Gram-Schmidt, pois o conjunto de vetores resultante
é ortonormal, mas aquela nomenclatura é adotada amplamente.
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Note que a construgao acima descrita nao ¢ unica, pois podemos reordenar os elementos de B, obtendo assim uma
nova sequéncia de vetores e;, j =1, ..., n.

Comentamos, por fim, que o procedimento de Gram-Schmidt, descrito acima, aplica-se sem qualquer modificagao ao
caso de B ser um conjunto contdvel (niao necessariamente finito) de vetores nao-nulos com a propriedade que qualquer
subconjunto finito de B seja composto por vetores linearmente independentes (a existéncia de uma tal B requer, natural-
mente, que V seja um espago vetorial de dimensao infinita). O conjunto E assim produzido serd igualmente um conjunto
ortonormal contavel. Nesse contexto, o procedimento de Gram-Schmidt tem aplicagoes no estudo e na construcao de
familias de polindmios ortogonais, como os de Legende, os de Tchebychev etc. Vide Capitulo 16, pagina 856, e referéncias
14 citadas.

3.4 Formas Bilineares e Sesquilineares e Produtos Escalares
em Espacos de Dimensao Finita

E possivel estabelecer a forma geral de uma forma bilinear ou sesquilinear em certos espagos vetoriais, como os espagos
de dimensao finita R™ ou C". E o que discutiremos nesta secao.
Faremos uso do chamado Teorema da Representacao de Riesz, que afirma o seguinte.

Teorema 3.4 (Teorema da Representacao de Riesz) Seja | um funcional linear continuo em um espago de Hilbert
H (com um produto escalar (-, -)4). Entdo, existe ¢ € H, inico, tal que

U(z) = (), z)g, VeeXH.

A demonstragao desse importante teorema pode ser encontrada na Sec¢ao 39.2.2.1, pagina 2120. Notemos que esse
teorema se aplica aos espagos vetoriais R™ ou €™, pois os mesmos sao espagos de Hilbert em relag¢ao aos produtos escalares
(s g € (- *)¢» respectivamente, definidos em (3.2) e (3.16) (péginas 255 e 265).

e Continuidade

Vamos provar a seguinte afirmagao: toda forma bilinear em R"™ é continua (em ambas as varidveis), o mesmo valendo
para formas bilineares ou sesquilineares em C™.

Vamos provar a afirmacao para as formas sesquilineares em C". Os outros casos sao idénticos. Seja w uma forma
sesquilinear em C". Para vetores =, y € C", y # 0, escrevemos

wz, y) = llyllw (= v/lyl) (3.45)

onde ||yl = \/(y, ¥)¢- Notemos, entdo, que se v é um vetor de norma igual a 1 e {b1, ..., b,} é uma base ortonormal
em C", entdo v = v1by + -+ - + Vb, com |v;| < 1 para todo j. Assim,

w(z, v) = viw(z, br) + -+ vw(z, by)

e, portanto,
lw(@, v)] < |wl@, b)|+ -+ |z, by -

Para cada 2 fixo o lado direito é uma constante K, e nao depende de v. Aplicando isso a (3.45), teremos
[wia, )| < Iyl .

Isso mostra que
5;11})‘1»@ y)| =0

para todo z fixo. Como w(z, y) é linear na segunda varidvel, segue que

lim w(z, y) = w(z, yo) .
Yy—Yo
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para todo yp € C", provando a continuidade de w na segunda varidavel. A prova para a primeira varidvel é idéntica. Os
casos em que w ¢ bilinear em R™, ou em C", é andlogo.

e Formas sesquilineares em C"

Seja w uma forma sesquilinear em C". Entao, pelo que acabamos de ver, para cada x € C™
l,:C" = C, l(y) = w(z, y)

é um funcional linear e continuo. Pelo Teorema da Representacao de Riesz existe um tnico vetor 7, € C™ tal que
1:(y) = (12, y)¢ Para todo y € C", ou seja,

w(@, y) = (e, Y)e -
Seja A a funcao que a cada z € C™ associa o (Unico!l) vetor 7, com a propriedade acima: A(z) = 7,. Tem-se,

w(z, y) = (A(@), Y)¢ - (3.46)

Afirmamos que A é um operador linear, ou seja, A(ai1z1 + asxs) = a1A(z1) + asA(xz) para todos os nimeros
complexos o e az e todos os vetores 21 e xs. De fato, por (3.46),

(Al @y + aom2), ¥)e = w(arzy + azzs, y)
— (e, y) + alaz, y)
= @A), y)e + @ (A@2), v)e
= (1A(21) + a2A(22), Y)c -
Assim, para todo y € C" tem-se
<[A(alacl + asxa) — g A(zy) — {J/gA(.T,g)]. y>C =0,

o que implica
Aa1z1 + azz2) = arA(z1) + azA(z2) ,

que é o que queriamos provar. Assim, A é em verdade um operador linear. Resumimos esses fatos no seguinte teorema:
Teorema 3.5 Para toda forma sesquilinear w em C" existe uma matriz n X n compleza A, tal que
wz, y) = (Auz, )¢

para todos x, y € C". [m}

Esse teorema estabelece assim a forma geral das formas sesquilineares em C™.

e Formas bilineares em R"

Seja w uma forma bilinear em R™. Entdo, para cada z € R"

L:R"=R: Ly = wz, y)

[N

um funcional linear e continuo. Pelo Teorema da Representacao de Riesz existe um tdnico vetor 7, € R™ tal que
+(y) = (M2, Y)g, ou scja,

w(@, y) = (e, Y)g -

Seja A a fungdo que a cada x € R™ associa o (tnico!) vetor 7, com a propriedade acima: A(x) = 7,. De maneira
andloga ao que fizemos acima podemos provar que A é um operador linear, ou seja, uma matriz n x n real e w(z, y) =
(Az, y)g-

Resumimos esses fatos no seguinte teorema:
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Teorema 3.6 Para toda forma bilinear w em R™ existe uma matriz n X n real A, tal que
w(z, y) = (Auz, Yg

para todos x, y € R™. [u]

Esse teorema estabelece assim a forma geral das formas bilineares em R™.

e Formas bilineares em C"
Seja w uma forma bilinear em C". Entao,
ws(z, y) = w(, y)

define uma forma sesquilinear em C", onde T = (%1, ..., Tp) para = (1, ..., z,) € C". Pelo que provamos acima,
portanto, existe uma matriz complexa A, tal que

ws(z, y) = (Adum, Y)e

para todos z, y € C", ou seja,
w(x, y) = (AT, y)¢
para todos z, y € C".
Note que isso também diz que -
w(z, y) = (Aduz, Y)g
onde A, ¢ o complexo conjugado da matriz A,,.
Resumimos esses fatos no seguinte teorema:
Teorema 3.7 Para toda forma bilinear w em C" existe uma matriz n X n compleza A, tal que
wiz, y) = (Avz, Y)g
para todos z, y € C™. [m}

Esse teorema estabelece assim a forma geral das formas bilineares em C".

e Formas simpléticas

Se w é uma forma bilinear alternante em R™ ou €, ou seja, w é bilinear e w(z, y) = —w(y, ), entdo w é da forma
w(x, y) = (Az, y)g onde A é uma matriz antissimétrica, ou seja, AT = —A. De fato, como (z, Yr = (U, T)i € como
w(z, y) = —w(y, x), segue que

(Az, y)p = —{Ay, 2)g = ~(y, ATa)g = —(AT @, Y)y -
Como isso vale para todo z, y € R" (ou C"), tem-se AT = —A.

Isso determina a forma geral de uma forma bilinear alternante em R™ ou C™.

Se w ¢ uma forma simplética, ou seja, w ¢ uma forma bilinear alternante nao-degenerada, entao A tem de ser também
inversivel. De fato, se (Az, y)p = 0 para todo y, entdo Az = 0. Se A é inversivel isso s6 é possivel se z = 0.

Uma consequéncia do fato de A ter de ser inversivel é que n tem que ser par. De fato, a condigao AT = —A diz que
det(A) = det(—AT) = (=1)" det(AT) = (=1)" det(A). Portanto, se n é fmpar terfamos det(A) = 0.

A conclusao é que formas simpléticas s6 ocorrem nos espagos de dimensao finita R™ ou C" se a dimensao n for par,
e nesse caso, tém a forma w(z, y) = (Az, y)g, onde A é inversivel e satisfaz AT = —A.

e Formas sesquilineares Hermitianas em C"

Se w é uma forma sesquilinear Hermitiana em C", tem-se w(z, y) = w(y, =). Se A é a matriz tal que (Az, y)¢ =
w(z, y), entdao
(Az, y)o = (Ay, 7)o = (@ Ay)e = (A'z, Y)e
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onde A* := AT ¢ a adjunta de A. Como a tltima relagio vale para todo z, y € C", tem-se A = A*, ou seja, A ¢ uma
matriz autoadjunta.

Portanto, a forma geral de uma forma sesquilinear Hermitiana em C" ¢ (Az, y)¢, onde A é uma matriz autoadjunta.

e Produtos escalares em C"

Se w é um produto escalar em C", w é sesquilinear Hermitiana e w(z, ) > 0 se z # 0. Se A é a matriz tal que
(Az, y)¢ = w(z, y), entdo

(Az, z)c >0 (3.47)

se z # 0. Uma consequéncia disso ¢ o seguinte: se v; ¢ um dos autovetores de A com autovalor \;, entao \; > 0. De
fato, tomando = = v; em (3.47), teremos®? 0 < (Av;, v;)¢ = Ai(vi, vi)e, 0 que implica A; > 0. Esse fato, em particular,
nos diz que A é inversivel (pois o determinante de A é o produto de seus autovalores).

Outra consequéncia dessas observagoes ¢ a seguinte. E bem sabido que os autovetores v; de uma matriz autoadjunta
A podem ser escolhidos de modo a formar uma base ortonormal (vide Teorema 10.15, pagina 547). Vamos definir uma
matriz B de modo que Bv; = v/A;v; para todos os autovetores v; de A. Isso define a agao de B nos vetores de uma base
e, portanto, B fica definida em toda parte.

E fécil provar que B assim definida é também autoadjunta, B* = B, e que B2 = A. Claramente B ¢ também
inversivel e tem autovalores > 0.

E. 3.30 Ezercicio. Mostre esses fatos. E

Disso concluimos que

y) = (Az, y)¢ = (Bz, By)c -
Para futura referéncia reunimos nossas conclusoes sobre produtos escalares em espagos C™ na seguinte proposi¢ao:

Proposigao 3.5 Se w € um produto escalar em C™, entdo existe uma unica matriz M, € Mat (C, n) autoadjunta e de
autovalores positivos (e, portanto, inversivel) tal que w(x, y) = (x, Myy)c para todos x, y € C".

Igualmente, se w é um produto escalar em C™, entdo existe wma (inica) matriz autoadjunta B,,, inversivel e com
autovalores > 0 tal que w(z, y) = (Bux, Buy)g para todo xz, y € C". [m]

3.5 Estruturas Complexas sobre Espagos Vetoriais Reais

Seja V um espaco vetorial real. Em V estd, portanto, definido um produto por escalares reais: zv € V, onde z € R e
v € V. Sob certas circunstancias é possivel transformar V' em um espago vetorial complexo definindo um produto por
escalares complexos: z-v € V para z € C e v € V. Também sob hipéteses, um produto escalar complexo pode ser
definido em V.

Suponha que exista um operador linear .J : V' — V, agindo em V, com a propriedade J?> = —1, onde 1 denota o
operador identidade. Se z € C é da forma z = & 4 iy com z, y € R, defina-se em V o produto por escalares complexos
por

(z+iy) v == av+yJv. (3.48)

As seguintes propriedades poder ser facilmente verificadas como exercicio:
1. O produto por escalares complexos (3.48) é associativo:
o (B-u)=(aB) u,
para todos a, B € Ceu €V, onde af é o produto de o por 5 em C,

2. 1-u=wu para todou e V.

22Lembre-se que os autovalores de uma matriz autoadjunta sio sempre nimeros reais.
23Para o estudante mais avangado: aqui poderfamos usar também o teorema espectral, Teorema 10.7.
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3. O produto por escalares complexos (3.48) é distributivo em relagdo & soma de vetores:
a-(u+v)=a-ut+a-v,
para todo a € C e todos u, v € V.

4. O produto por escalares complexos (3.48) é distributivo em relagao & soma de escalares:
(a+B)u=a-u+pf-u,
para todos o, 3 € C e todou e V.

Portanto, pela defini¢ao da Secao 2.1.5, pagina 129, V' é um espago vetorial complexo com o produto definido acima.
Vamos denotar por V; esse espago vetorial complexo, para nao confundi-lo com V', que é um espaco vetorial real. Note
que os vetores de V' e de V; sao os mesmos, mas V' e V representam estruturas diferentes. V; é dito ser uma estrutura
compleza sobre o espago vetorial real V.

Uma questao de grande interesse, especialmente no contexto das chamadas dlgebras CAR e CCR (vide [74]) que
descrevem as dlgebras de comutacao e anticomutagio canonicas da Mecanica Quantica e das Teorias Quanticas de Campos
(que descrevem modelos fermidnicos® e bosonicos?®), é saber se ¢ possivel introduzir um produto escalar complexo no
espago complexo V. Como veremos no que segue, tal é possivel se houver em V uma forma simplética real ou um
produto escalar real satisfazendo certas hip6teses. Desenvolveremos primeiro as ideias gerais e apresentaremos exemplos
posteriormente, & pagina 285.

e Formas simpléticas reais e produtos escalares reais

Para mostrar como construir produtos escalares complexos no espago complexo V; precisamos do seguinte resultado
preparatério, que tem interesse por si s, por estabelecer uma relagdo entre formas simpléticas® reais e produtos escalares
reais.

Lema 3.2 Seja V um espaco vetorial real e suponha que exista wm operador linear J : V. — V satisfazendo J* = —1.
Valem as seguintes afirmagoes:

I. See:V xV —= R é um produto escalar real em V satisfazendo
e(Ju, v) = —e(u, Jv)
para todos u,v € V, entio o : V x V. — R definida para todos u, v €V por
o(u, v) = e(Ju, v) = —&(u, Jv) (3.49)

€ uma forma simplética real e satisfaz

(a) o(Ju, v) = —o(u, Jv) para todos uw,v €V,

(b) o(u, Ju) >0 para todo u € V.

II. Seo:V xV = R é uma forma simplética real em V satisfazendo

(a) o(Ju, v) = —o(u, Jv) para todos u,v €V,
(b) o(u, Ju) >0 para todo u €V,

entao € : V x V. — R definida para todos u, v €V por
e(u, v) == o(u, Jv) = —o(Ju, v) (3.50)
€ um produto escalar real e satisfaz

(a) e(Ju, v) = —e(u, Jv) para todos u,v € V.

24Enrico Fermi (1901-1954).
25Satyendra Nath Bose (1894-1974).
26Para a definigio, vide pagina 256.
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Prova da parte |. Pelas hipdteses, £ é um produto escalar real e, portanto, é uma forma bilinear real, positiva, simétrica
e nao-degenerada. Que o definida em (3.49) é uma forma bilinear é evidente. Para todos u, v € V' tem-se

simetria

o(u, v) = e(Ju, v) = —e(u, Jv) —e(Ju, u) = —o(v, u),

provando que o ¢ uma forma alternante. Se o(u, v) = 0 para todo v € V, entdo &(Ju, v) = 0 para todo v € V. Mas
como ¢ é nao-degenerada, segue que Ju = 0, o que implica u = 0, pois J2 = —1. Isso provou que ¢ é nio degenerada e,
portanto, é uma forma simplética. Note-se agora que

o(u, Jv) = e(Ju, Jv) = —e(u, J?v) = e(u, v) = —o(Ju, v).
Por fim, o(u, Ju) = e(Ju, Ju) > 0, pois € é um produto escalar. Pelo mesmo motivo, e(Ju, Ju) = 0 se e somente se

Ju = 0. Como J? = —1, isso implica u = 0. Isso provou as afirmagoes da parte I.
Prova da parte Il. Pelas hipéteses, o é uma forma simplética real e, portanto, é uma forma bilinear real, alternante e
nao-degenerada. Que e definida em (3.50) é uma forma bilinear é evidente. Para todos u, v € V tem-se

) alternancia

e(u, v) = o(u, Jv) = —o(Ju, v o(v, Ju) = e(v, u),

provando que £ é uma forma simétrica. Se e(u, v) = 0 para todo v € V, entdo o(u, Jv) = 0 para todo v € V. Mas
como o é nao-degenerada, segue que u = 0, provando que ¢ é uma forma nao-degenerada. Para todo u tem-se também
e(u, u) = o(u, Ju) > 0, por hipétese, provando que £ é uma forma positiva. Assim, pela Proposi¢ao 3.2, pagina 263,
€ é um produto escalar. Note-se agora que, por defini¢do, e(u, v) = —o(Ju, v) para todos u,v € V. Disso segue que
o(u, v) =e(Ju, v) e que

elu, Jv) = —o(Ju, Jv) = o(u, J*) = —o(u, v) = —(Ju, v).

Isso provou as afirmagoes da parte IT. |

e Produtos escalares complexos sobre estruturas complexas

A proposigao que segue mostra como se pode construir em V; um produto escalar complexo se for fornecida uma
forma simplética real ou um produto escalar real em V satisfazendo certas hipéteses.

Proposigao 3.6 Suponhamos que V' seja um espago vetorial real e que exista J : V. — V., um operador linear em V,
satisfazendo J?> = —1. Entdo, valem as sequintes afirmagoes:
A. Se existir uma forma simplética real o : V x V. — R satisfazendo

(a) o(Ju, v) = —o(u, Jv) para todos uw,v €V,
(b) o(u, Ju) >0 para todo u € V?7,

entio, V. xV 3 (u, v) = (u, v); . € C definida por
(u, v); , = o(u, Jv)+io(u, v)
para todos u, v € V, € um produto escalar complexo sobre a estrutura compleza Vy. Com isso, vale também
(u, Jv); , = =(Ju, v),, (3.51)

para todos u, v € V, indicando que J € antiautoadjunto em relagio ao produto escalar (-, -); .. Em verdade, na
estrutura compleza Vy tem-se a identificagio J =i o que torna a relagdo (3.51) um tanto redundante.

B. Se ezistir um produto escalar real € : V x V. — R satisfazendo

2"Em [74] essa iiltima condigio nio é mencionada, mas ela é necess



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 3 284/2825

(a) e(Ju, v) = —¢(u, Jv) para todos u,v €V,
entdo, V xV 3 (u, v) = (u, v), . € C definida por
(u, v); . = e(u, v) +ie(Ju, v)

para todos u, v € V, é um produto escalar complexo sobre a estrutura compleza V.

Prova. Mostremos em primeiro lugar que as hipdteses das partes A e B sao equivalentes. Pelo Lema 3.2, pagina 282,
a existéncia de uma forma simplética real o satisfazendo as hip6teses da parte A implica a existéncia de um produto
escalar real ¢ dado por e(u, v) := o(u, Jv) = —o(Ju, v) satisfazendo as hipéteses da parte B, sendo que, por essa
defini¢ao de ¢,

o(u, Jv) +io(u, v) = e(u, v) +ie(Ju, v) . (3.52)
Reciprocamente, também pelo Lema 3.2, pagina 282, a existéncia de um produto escalar real ¢ satisfazendo as hipéteses
da parte B implica a existéncia de uma forma simplética real o dada por o(u, v) := e(Ju, v) = —¢(u, Jv) satisfazendo
as hipdteses da parte A, sendo que, por essa defini¢do de o, a igualdade (3.52) é também valida. Assim, é suficiente
provarmos, digamos, a parte A.

Prova da parte A. E evidente que para quaisquer u, v, w € V valem

((u+w), w>J,n = (u, w>J,<7 +{v, w>J,<7 ’ (u, (tw)),, = (u, v),,+(u w>J,n .
Além disso,
(v, w); , = o(v, Ju) +io(v, u) = —o(Ju, v) —io(u, v) = o(u, Jv) —io(u, v) = m (3.53)
Para z, y € R tem-se também
(u, (x+1y) - L‘)LO = (u, zv+ va)LU

= (u, zv); o+ (u, yJv); ,

= o(u, xJv) +io(u, av) + o(u, yJ?v) +io(u, yJv)

o(u, Jv) +io(u, 2v) 4+ o(u, —yv) +io(u, yJv)
= w(a(w Jv) +io(u, v)) + iy(a(u, Jv) +io(u, v))

= (et v),,

mostrando que (-, -); , é uma

Lo

Pela propriedade (3.53), isso implica também ((x + iy) - u, v); , = (z — iy)(u, v)
forma sesquilinear. '

J,o0

Pelas hipéteses, tem-se (u, u)J_’(7 = o(u, Ju) > 0, mostrando que (-, -) ; , é positiva. Se 0 = (u, v); , = o(u, Jv) +
io(u, v) para todo u, segue que o(u, v) = 0 para todo u, o que implica que v = 0, pois o é nao-degenerada (pela nossa
defini¢ao de forma simplética). Isso mostrou que (-, -); , é nao-degenerada. Assim, (-, -}, , é uma forma sesquilinear
positiva e ndo-degenerada e pelo Teorema 3.1, pagina 261, segue que (u, u); , = 0 se e somente se u = 0. Isso mostrou
que (-, -); , é um produto escalar complexo em Vj.

Para (3.51), observemos que, para todos u e v, vale o(Ju, .J’U) = a(u, v), onde usamos o item A-(a) e o fato que
J? = —1. Assim,

I

(Ju, 11)11 = o‘(Ju, J’l)) +io(Ju, v) = o(u, 1}) +ir7(.]u, 1)) R (3.54)

e (u, Jv); . = —o(u, v) +io(u, Jv) = —o(u, v) —io(Ju, v), (3.55)
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usando novamente o item A-(a) na tltima passagem. Comparando-se as duas tltimas igualdades, concluimos que
(Ju, v) ;5 = —(u, Jv); ,, como afirmado em (3.51). ]

Comentdrio. A relacao J = i é evidente na estrutura complexa Vj, mas pode ser vista pela igualdade
(u, Jv); , (3:39) —o(u, v) +io(u, Jv) = i(a(u, Jv) +io (u, u)) = i(u, v); , -

Logo, (u, (J —i)v), , =0 para todos u, v € V, o que implica J =i em Vj, por (-, -}, , ser um produto escalar. »

o Exemplos

Vamos primeiramente estudar o caso de espagos de dimensdo finita. Vale a seguinte proposigao:

Proposigao 3.7 Um espago vetorial real V de dimensao finita admite uma estrutura compleza (ndo necessariamente
dnica) se e somente se tiver dimensao par. [m}

Prova. Se J é um operador linear agindo no espago vetorial real de dimenséo finita V', podemos representé-lo como

uma matriz. Se J? = —1 entdo, tomando-se o determinante de ambos os lados, temos (det(.J))? = (—=1)", onde n é a
dimensao de V. Como o lado esquerdo é positivo, n tem de ser par. Reciprocamente, vamos supor que V' tenha dimensao
par, digamos 2m. Desejamos mostrar que existe um operador linear agindo em V satisfazendo J? = —1. Uma possivel

escolha é a seguinte. Como V' tem dimensdo par podemos encontrar dois subespagos Vi e Vs, ambos de dimensao m,
com V =V; @ V. Como Vj e Va tém a mesma dimensao, sdo isomorfos, e existe um operador linear A : Vi — V5 que
é bijetivo (o Exemplo 3.9, abaixo, deixard isso mais claro. Um tal operador nao é necessariamente tinico, mas isso nao
representa um problema). Todo elemento v € V pode ser escrito da forma v = v ® v2 com v1 € V; e v € V5. Podemos
definir Jv = J(v1 @ v2) 1= (—Ave) & (Avy). E trivial, entdo, verificar que J2 = —1, como desejado. |

Exemplo 3.9 Seja V um espago vetorial real de dimensao 2m. Em alguma base, podemos representar v € V na forma de um
vetor-coluna:

V1 —Um+1
U ~ —v2
v = " . Defina-se, entéo, Ju = S (3.56)
Um+1 U1
V2m Um
ou seja, em forma matricial, na mesma base,
7 — [
Im  Om
sendo 0., e 1,, matrizes m x m. E elementar verificar que J? = —19,,, como desejado.

A escolha de J indicada acima dependeu de uma particular decomposigao de V em dois subespagos de dimensao m. Ha vérias
outras decomposigoes possiveis, que fornecem outros operadores J e, portanto, outras estruturas complexas. Permanecendo no
exemplo acima, ¢ facil ver que, se z, y € R, entdo o produto por escalares complexos fica,

U1 U1 TUV1 — YUm+1
. v, v, LU — Y2
@iy | o = (oty)) m _ m = yvam | (3.57)
Um+1 Um+1 TUm+1 + Y1
Vam Vam TV2m + YUm

Seguindo ainda o exemplo de (3.56) e (3.57) para V = R?™, vamos ilustrar a Proposicao 3.6 e o produto escalar complexo para
(R®™),. Adotemos para ¢ o produto escalar usual:

2m
e(u, v) = g URVE = UIVL + -+ + U2mU2m -
k=1
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Temos que
e(Ju, v) = —Um101 =+ — U2mUm + U1Vms1 + - + UmVam
e que
e(u, Jv) = —UrVmt1 = = UmV2m + Um VL + -+ + U2mUm
Logo, e(Ju, v) = —&(u, Jv) e podemos aplicar a Proposigio 3.6, obtendo em (R*™); o produto escalar
(u, v), . = e(u, v)+ie(Ju, v)

= (U1171 +- 4+ u2m'l/'21n) + z( — Um41V1 — * = U2mUm + ULVUm41 + -+ + umvzm)

= wi (V1 4 ms1) + A+ U (Vm + V2m) + Ums1 (Vme1 — 01) + - + Uz (V2im — Vi)

= (w1 + WWmt1) (V1 4+ Wmg1) + -+ (Um + TU2m ) (Vm + TV2m) -
E. 3.31 Egercicio. Verifique que (u, A-v); = Xu, v), _ paratodo A € C. £

Entendemos, assim, que a estrutura complexa que estudamos consiste nesse caso em identificar bijetivamente R?*™ e C™ por

U1
V1 + Wnt1
R2™ 5 Um . ccm
Um-+1 :
Um + TW2m
V2m
e adotar em C™ o produto escalar complexo (-, -)., usual (definido & pagina 36). L]

Vejamos como as ideias acima podem ser generalizadas e de modo a incluir espagos de dimensao infinita.

Exemplo 3.10 Se V é um espago vetorial real de (dimensdo finita ou niao) é sempre possivel encontrar um operador linear J
satisfazendo J? = —1 se V. possuir dois subespacos Vi e Vo com V = Vi @ V4 e tais que existe A : Vi — V5, linear e bijetora (em
dimensao finita isso requer que V; e V2 tenham a mesma dimensao e, portanto, que V' tenha dimensao par, como mencionado na
Proposigao 3.7). De fato, para v € V da forma v = v1 @ v2 com vy € Vi e va € Vo, definindo Jv := (—A’luz) @ (Avy) é facil
constatar que J? = —1.

Para um tal J o produto por um escalar complexo A = z + iy, com z, y € R, fica definido por

A (01 ®v2) == (z+y) (01 Dv2) = x(v1 Do) +y (A "v2) & (Av1)) = (zv1 — yA "v2) @ (zv2 + yAvr) -

Se V é um espago de Hilbert real separdvel com uma base {¢x, k € IN}, podemos tomar V1 e V2 como os espago gerados por
{¢k, k € N, k par} e {¢r, k € N, k impar}, respectivamente. Uma possivel escolha para a bijegao linear A : Vi — Va seria

oo o
A <Z 1L2m¢2m> = Z a2m®am+1 ,
m=0

m=0

para a qual

o o
1
A E azmi1P2mi1 | = E a2m+19P2m ,
m=0

m=0

ou seja, em termos de elementos da base, Agam = pom+1 € A’1¢2m+1 = ¢2m para todo m > 0. Com essa definigdo, terfamos

J [(Z a2m¢2m> &) (Z aZm,+l¢2m+1>] = |:<* Z azm+1<352m> ® <Z a2m¢2w1+1>] .
m=0 m=0 m=0 m=0

O produto com escalares complexos A = z + iy, com z, y € R, fica definido por

o oo o
(2 +1iy) - Z Ambm = <Z (zagm — ya2rn+l)¢’21u) D (Z (zazm+1 + ’y’l2m)(/52m+1> .
m=0

m=0 m=0
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Para um tal J o produto por um escalar complexo A = z + iy com z, y € R fica definido por

X (@) = (z+y)) (v ®v2) = (1 Dv2) +y (A "v2) @ (A1) = (zv1 — YA "v2) © (zv2 + yAv1) -

o o oo
Para a, g € V da forma a = Z AmPm, B = Z Bmdm e e(a, B) = Z @m Bm, 0 produto escalar real usual, constatamos

m=0 m=0 m=0
que

o oo o oo
e(a, JB) = — Z 2mBami1 + E omi1fem  eque  e(Ja, B) = — Z 2m+1B2m + Z zmBam+1
m=0 m=0 m=0 m=0
Assim, e(a, JB) = —e(Ja, B) e pela parte B da Proposicao 3.6, pagina 283, (o, 8), . = e(a, B) +ic(Ja, ) é um produto
escalar complexo. Explicitamente, tem-se

(o, B), . = Z (azm +ic2m+1)(Bom + iB2m+1) -

m=0
E. 3.32 Ezercicio. Verifique! Verifique também que (o, X - ﬂ),,)s = Ma, B), . para todo A € C. *
A forma simplética real associada a e pela parte I do Lema 3.2, pagina 282, é

ola, B) = —e(a, JB) = Z 2m Pami1 — Z Q2m+1P2m -

m=0 m=0

Exemplo 3.11 Uma situagdo que ndo se deve deixar de comentar é a seguinte. Se V é um espago vetorial complexo com
um produto escalar complexo (-, -), V é naturalmente também um espago vetorial real, sendo que, como comentamos & pagina
265, o(u, v) := Im({u, v)) u, v € V, define uma forma simplética real em V. Definindo em V o operador linear Ju = iu,
tem-se J? = —1. A multiplicagio por escalares complexos niio apresenta novidades: para z, y € R e u € V vale, pela definigio,
(z+1y) -u=au+yJu=(z+1iy)u.

E fécil constatar que o(u, Jv) = Im((u, iv)) = —Im((iu, v)) = —o(Ju, v) e que o (u, Ju) = Im((u, iu)) = (u, u) > 0. Assim,
pela parte A da Proposicao 3.6, pagina 283, (u, v), , 1= o(u, Jv) +io(u, v) é um produto escalar complexo em V. No entanto,
¢ facil ver que nesse caso (u, v); , = Im((u, @v)) +dm((u, v)) = Re((y, v)) +ilm((u, v)) = (u, v).

O produto escalar real ¢ associado a o pela parte II do Lema 3.2, pagina 282, é

e(u, v) = o(u, Jv) = Im({u, iw)) = Re((u, v)) .

E interessante notar também que se tivéssemos adotado Ju = —iu, u € V, terfamos ainda para o(u, v) = Im({u, v)) que
o(u, Jv) = —o(Ju, v). Porém, o(u, Ju) = —(u, u) <0, violando a condi¢do de positividade.

Exemplo 3.12 Uma situagdo um pouco diferente é a seguinte. Seja V um espago vetorial complexo dotado de um produto
escalar complexo (-, -). Sejam Vi e V2 dois subespagos ortogonais de V' (ortogonais segundo o produto escalar (-, -)). Encarando
V' como um espago real, definamos o operador linear J : V — V por J(vi @ v2) = i(v1 @ (—v2)), onde v1 € Vi e vz € Va. E claro
que J? = —1. A multiplicacdo por escalares complexos = + iy, com z, y € R, fica

(x+iy) - (1 Bv2) = z(v1 Bv2) +yJ(n1 ©v2) = ((x+iy)v) @ (& —iy)va) |

ou seja, A - (v1 B v2) = (A1) @& (\v2), para todos A € C, v1 € Vi e vz € Va.
E também fécil constatar que para o produto escalar real &(u, v) = Re((u, U)) vale a relacao e(u, Jv) = —e(Ju, v) (para isso
é essencial que Vi e V2 sejam ortogonais segundo (-, ).

A forma simplética real o associada a e pela parte I do Lema 3.2, pagina 282, ¢, tomando u = u1 @ uz, v = v1 @ vz, com
ur, v1 € Vi e uz, v2 € Vi,
o(u, v) = e(Ju, v) = Im((u1, v1)) — Im((uz, v2)) ,

como facilmente se verifica.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 3 288/2825 JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 3 289/2825

Pela parte B da Proposi¢io 3.6, pagina 283, (u, v), _ = e(u, v)+ie(Ju, v) é um produto escalar complexo. Por essa defini¢ao, A éndices
tem-se, tomando u = u1 @ u2, v = v1 P ve, com ui, v1 € Vi e uz, v2 € Vo, p

(u, v), . = ((ur ®u2), (11 @ 1)2)>J R . ~ . . . ~
3.A Equivaléncia de Normas em Espagos Vetorias de Dimensao
Re((u1, vi)) + Re((uz, v2)) + i(Re((iul, v1)) + Re(( — iuz, oz))) Finita
= Re((u, v1)) +Re((uz, v2)) +ilm((ws, v1)) = ilm((uz, v2)) Apresentamos aqui a demonstracio do Teorema 3.2, pagina 269, que afirma que todas as normas em um espaco vetorial
de dimensao finita sobre € ou R sao equivalentes.
(ur, 1) oz, va) A demonstragao que segue faz uso de algumas nogoes e resultados elementares sobre topologias métricas. O leitor
interessado deve seguir as referéncias dadas abaixo aos pontos destas Notas onde tais nogoes e resultados sao tratados.
E. 3.33 Egercicio. Verifique também que (u, A-v); = Au, v), _ para todo X € C. *

Prova do Teorema 3.2. Seja V um espago vetorial de dimensao finita, de sorte que existe uma base B = {by, ..., by}
de vetores linearmente independentes de V' tais que todo u € V' pode ser escrito de modo tnico como uma combinagao
linear u = a1by + - - - + @by, dos vetores de B, onde os coeficientes vy sao reais ou complexos (dependendo de V' ser um
espago vetorial sobre R ou sobre C). Fixada uma base B, podemos definir uma norma || - ||z em V por

lulle =

onde, como acima, u = aiby + - -+ + apby,.

Seja agora || - || uma outra norma definida em V. Temos que

(3.23) (3.17)
< aal Iball + -+ foml o]l <

lll = [Jerby =+ + anbn

P
k=1

Assim, estabelecemos que para todo u € V vale

lull < Miflulle, (3.A.1)
n
com M := Z ||bx]|? sendo uma constante positiva independente de u.
k=1
(3.24) (3.4.1)
Para todos u, v € V vale ‘HUH - HvH‘ < Jlu—v| < Mlu-—v|g. Essa relagdo estabelece que a fungio

¢:R" = R (ou p: C" — R) definida por

plai, ..., an) = ”mbl + ot apby
¢é continua na topologia métrica usual de R™ (ou C"), pois mostra (com u = a1by + -+ + apby, € v = f1by + - -+ + Brby)
que
W(al: an,) - 90(31‘ oy f
provando que se (aq, ..., a;,) converge a (81, ..., B,) na topologia métrica usual de R" (ou C"), entao p(aq, ..., o)

» Bn)-

Seja B; a bola aberta centrada em 0 e de raio 1 em R" (ou C") na topologia métrica usual:

converge a ¢(f1, ..

By == ¢ (ai, ..., ay) € R" (ou C")

’

e seja OBy seu bordo?®:

OBy = ( (a1, ..., ay) € R" (ou C")

28Para a defini¢io da nogio de bordo e para a observagio que todo bordo é fechado, vide pagina 1427.
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0B, ¢ fechado e limitado e, portanto (pelo Teorema de Heine-Borel, Teorema 32.14, pagina 1616), ¢ compacto na
topologia métrica usual. Logo, pelo Teorema 32.16, pagina 1617, a fungdo continua ¢ assume em 9dB; um minimo
M > 0 e, portanto,

plar, ..., ap) > M (3.A.2)
para toda n-upla (aq, ..., a,) com Z Jag|? = 1.
Seja (y1, ..., 7n) um ponto de By onde o minimo de ¢ ¢é assumido e seja vg = Y1b1 + -+ + Ypb,. O fato que
(71, ..., Tn) € OBy significa, evidentemente, que [lvg||g = 1. A constante M, niao pode ser nula, pois se o fosse terfamos
[lvo]| = 0, ou seja, vy = 0, 0 que contraria [|vo|| g = 1.

Segue de (3.A.2) que Halbl + -+ anby|| > M, para todo vetor u = a1by + -+ + apb, com |lul|g = 1. Como para

todo v € V, v # 0, tem-se, evidentemente, que

—
‘ [vllz

sendo que a ultima desigualdade vale também, evidentemente, para v = 0. Provamos, portanto, que existem constantes
M, e My com M, > 0 tais que para todo vetor v € V,

=1, segue que

.
Tl g

> M, ou seja, lv]| > M|v|le ,

Mol < Jloll < Mifjvlls,

estabelecendo que toda norma | - || é equivalente & norma || - ||[g. Como a equivaléncia de normas é uma relagio de
equivaléncia, segue que todas as normas em V' sao equivalentes. |

3.B Prova do Teorema de Fréchet, von Neumann e Jordan

Nesta Secao apresentamos a demonstragao do Teorema de Fréchet, von Neumann e Jordan, Teorema 3.3, pagina 272.

Vamos supor que ||-|| seja uma norma em um espago vetorial complexo V' e que satisfaca a identidade do paralelogramo
la+0l* +fla—0l* = 2|all* +2[p]> (3B.3)

para todos a, b € V. Defina-se, para u, v € V,

3
1
wlu, v) = ZZf"Hqui"’UHZ ,
n=0
ou seja, escrevendo os termos da soma explicitamente,
1 < X e e

wlu, v) = 7 [lut ol = fu— o) = i(llu+ vl - lu—iv)?)] - (3B.4)

Vale a propriedade Hermitiana
w(u, v) = wlv, u) (3.B.5)

para todos u, v € V pois, como ||a| = || — a|| e ||a|]| = ||ia| para todo a € V, segue que

—_ 1 5 5

w(u, v) = 1 [Hu +ol? = Jlu—v|*+ 7'(“71, +iv]|? = |lu— 7'1)“2)]

1 s .
= 5 [l al® = o = wl® + i (i — ol = liu+ol?)]

1 ; ; .
7 [lo+ull® = o = wll® = i (Jlo + ull® = v — iu)?)

= w(v, u).
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E importante observar que, por (3.B.4),
wy ) i= 1 [2al? = u = all? = (100l = 1 = )al?)] = 316
wlu, w) = 2] = e = uf® = ([ +2)u [(T=dull®)| = llul®, (3.B.6)
jé que, do fato que |1+ 14| = |1 — i|, segue pelas propriedades definidoras de uma norma que ||(1 + )u|| = |1+ 4| |jul| =
[T =il Jull = [[(1 = d)ul.

Assim, estabelecemos que para todo u € V vale w(u, u) = [lu||?, o que implica, pelas propriedades definidoras de
uma norma, que w(u, u) > 0, sendo que w(u, u) = 0 se e somente se u = 0.

Para provar que w é um produto escalar, resta-nos provar que w é uma forma sesquilinear. Como w tem a propriedade
Hermitiana (3.B.5), ¢ suficiente provar que w ¢é linear na segunda varidvel. De fato, esse é o tinico ponto nao-trivial da
demonstracao do Teorema 3.3 e o tinico em que a identidade do paralelogramo é usada. O leitor vera que a demonstragao
de que w é linear na segunda varidvel é engenhosa, sendo feita, sucessivamente, primeiro para nimeros inteiros, depois
para racionais, depois para niimeros reais e, por fim, para niimeros complexos.

Definindo-se, para u, v € V,
flu, v) = Jlu+ol> = [Ju—v|?, (3.B.7)

podemos escrever, por (3.B.4),
1
w(u, v) = 1 flu, v) —if(u, iv)| . (3.B.8)

Segue facilmente da definigao (3.B.7) que

flu,v) = f(v, u), (3.B.9)
flu, —v) = —f(u, v), (3.B.10)
fu, 0) = 0. (3.B.11)

A seguinte proposigao é fundamental para a prova de que w é uma forma sesquilinear e em sua demonstracao é feito uso
da identidade do paralelogramo.

Proposicao 3.8 Para todos u, v ew € V wvale
flu, v+w) = flu, v)+ flu, w). (3.B.12)

Por (3.B.9), seque que f(u+v, w) = f(u, w)+ f(v, w), também para todos u, v ew € V. m]
Prova. Precisamos apenas provar (3.B.12), o que é feito com uso da identidade do paralelogramo (3.B.3). Por (3.B.3)
com a=u+veb=uw, vé-se que

u+v+wl* = 2[lu+ o) +2|w]* - u+v—w|*.
Trocando-se v — —v e w — —w, segue disso que

u—v—w|?® = 2lu—2v|?+2]wl|® — lu—-v+w|?.
Logo, como f(u, v+w) = |lu+v+w|? — ||u — v —w||?, segue que

Fu, v+w) = 2lu+v|> =2/lu—|? +Ju—v+w|? - ut+v—w|]?.

Assim, provamos que
flu, v+w) = 2f(u, v)+ flu, w—v). (3.B.13)

Trocando v > w, isso fica f(u, v+ w) =2f(u, w) + f(u, v — w) e, por (3.B.10), concluimos que vale também
flu, v+w) = 2f(u, w) — f(u, w—0). (3.B.14)

Somando (3.B.13) e (3.B.14), obtemos f(u, v+ w) = f(u, v) + f(u, w), que é 0 que querfamos. ]
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Tomando v = w, (3.B.12) implica que f(u, 2v) = 2f(u, v). Vamos assumir que para algum n € IN, valha f(u, nv) =
nf(u, v). Isso é verdadeiro para n = 0 (por (3.B.11)) e n = 1 (trivialmente) e vale também, como vimos, para n = 2.
Entao,

Flu, (n+1w) = flu, v+nv) “E? flu, v)+ flu, no) "E fu, v) +nf(u, v) = (n+1)f(u, v) .

Com isso, provamos por indugdo que

fu, nv) = nf(u, v) (3.B.15)

para todo n € IN e todos u, v € V. Substituindo v por %m isso estda também dizendo que
. 1 1, 5 .
flu )= gf(u v), (3.B.16)
também para todo n € IN, e todos u, v € V. Assim, se p e g sdo inteiros positivos g # 0, vale
P (3.B.15) 1 (3.B.16) D
f (u, 57«) = pf (u, EU) = af(uv v) .

Por (3.B.10) e por (3.B.11), segue disso que
flu, rv) = rf(u, v) (3.B.17)
para todo r € Q e todos u, v € V.

Seja x € R e seja 1, k € IN, uma sequéncia de nimeros racionais tal que klim r, = x. Entao, usando a desigualdade
oo

(3.18), pagina 267, com a = (ry, — z)v e b = —u — v, tem-se que ‘Hu + v = Jlu+ 'CUH‘ <||(rg — x)v|| = |k — | ||v] e
como lim |rp —z| = 0, segue que lim |||u+ rpv|| — Hu+u}H‘ =0, ouseja, lim [lu+rpv|| = |lu+av| = ||u+ lim rpo||.
k—o0 k—oo k—oo k—o0

Isso implica imediatamente que

lim f(u, rpv) = f (u, lim rkv) (3.B.18)

k—o0 k—oo
e, portanto, provamos que

flu, 2v) = zf(u, v), (3.B.19)
para todo x € R e todos u, v € V, pois
flu, zv) = f (“7 lim rw) CE pin flu, ) G b e fu, v) = af(u, v) -
k—o0 k—o0 k—o00

Sejam agora z, y € R. Tem-se, pelo exposto acima,
(3.B.12) (3.B.19)

flu, (z+iy)v) = flu, zv+iyv) fu, 2v) + f(u, iyv) zf(u, v) +yf(u, ). (3.B.20)

Por (3.B.8), segue que

wu, @+igh) = g [f @+ iyh) —if @+ iy)iv)

NE

[(acf(u, v) +yf(u, i'z/)) - i(wf(u, ) +yf(u, 711))}

i

[(wf s v) + yfu, i) =i(2f(u, iv) = yf(u, v)]

N

= L‘% [f(u, v) —if(u, i@)} + 7y% [f(u7 v) —if(u, iv)]

= (z +iy)w(u, v) .

Com isso, provamos que para todo z € C e todos u, v € V vale w(u, zv) = zw(u, v). Pela propriedade Hermitiana
(3.B.5), segue também que w(zu, v) = Zw(u, v). Isso estabeleceu que w é uma forma sesquilinear, completando a prova
do Teorema 3.3. |
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3.C A Identidade de Polarizacao para Formas Trilineares Si-
meétricas

A identidade de polarizagao para formas bilineares simétricas, relagao (3.3), pagina 255, pode ser estendida para formas
trilineares simétricas (em verdade, também para formas n-lineares simétricas). Fazemos uso da mesma na Se¢ao 34.4.4.1,
pagina 1799, quando tratarmos de coordenadas normais.

Seja V um espago vetorial real e 0 : V x V x V — R uma forma trilinear simétrica, ou seja, uma forma trilinear que
satisfaz o (u', u?, v?) = a(u”(l), um®@), u"(3>) para qualquer permutagio (aplicagdo bijetora) 7 : {1, 2, 3} — {1, 2, 3}

e quaisquer vetores u', u?, u® € V. Entdo, para quaisquer u, v, w € V vale

1
o(u, v, w) = % olu+v+w, u+v+w utv+w)

—o(u—v+w, u—v+w, u—v+uw)
(3.C.21)
*O‘(U#”U*’UJ, u+v—w, u+v7w)

+U(u—v—w, U—v—w, u—v—u})

A relagao (3.C.21) é a identidade de polariza¢do para formas trilineares simétricas. Uma maneira pedestre de demostré-la
consiste em expandir o lado direito e constatar que equivale ao lado esquerdo. Isso requer trabalho e paciéncia (hd 108
termos na expansdo!). A simetria de o deve ser usada para a obtengdo de cancelamentos.

E. 3.34 Ezercicio. Verifique a validade de (3.C.21). £
Uma consequéncia imediata de (3.C.21) ¢ a afirmagdo que o conhecimento dos valores de a(‘n T, 7') para todo r € V

determina os valores de a(u, v, u) para quaisquer u, v, w € V. Temos a seguinte proposicao, que dispensa demonstragao
em face de (3.C.21), e que generaliza a Proposicao 3.4, pagina 272.

Proposicao 3.9 Seja o uma forma trilinear simétrica satisfazendo J('r, T, r) =0 para todo r € V. Entdo, c =0. O

E. 3.35 Exercicio-desafio. Encontre a genelarizagio de (3.C.21) para formas n-lineares simétricas. &



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 3 294/2825

Parte 11

Toépicos de Analise Real e Complexa

295



