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"ESTE capitulo listamos, em parte na forma de exercicios, alguns resultados importantes sobre calculo vetorial em

trés dimensdes. As identidades aqui listadas sao tteis em diversas dreas da Fisica, como no Eletromagnetismo e
Ny na Mecanica dos Fluidos. Todos os resultados que aqui apresentamos podem ser formulados com mais elegancia
e generalizados a mais dimensdes na teoria das formas diferenciais. Vide e.g., [359].

4.1 Alguns Operadores Diferenciais de Interesse

e Os simbolos de Kroénecker e de Levi-Civita em trés dimensoes

O chamado simbolo de Krinecker' (ou delta de Krénecker) em trés dimensdes, denotado por d;;, com i, j € {1, 2, 3},

¢é definido por
L osei=j,
8y = { 0, sei#j. 1)

O chamado simbolo de Levi-Civita® (ou tensor de Levi-Ciita) em trés dimensoes, denotado por ik, com 4, j, k €
{1, 2, 3}, é definido por

1, se (i, j, k) = (1,2, 3), (2,3, 1)ou (3, 1, 2),

cur =4~ se (i, g k) = (1,3,2), 3,2 Dou(2 1, 3), (4.2)
0, de outra forma.
A definigao geral de simbolo de Levi-Civita é apresentada no estudo do Grupo de Permutagoes na Secao 21.2.1.1, pagina
1088. Suas generalizagbes para mais dimensoes sao empregados na Geometria Diferencial, no estudo das chamadas formas
diferenciais. Naquele contexto, dedicamos a eles o Apéndice 35.A, pagina 1865.

Note as seguintes propriedades: 1. (simetria) o simbolo de Kronecker nao se altera se os indices forem permutados,
ou seja, d;; = 0j;; 2. €% ¢ nulo se e somente se pelo menos dois dos indices sao iguais; 8. (antissimetria) ;5 troca de
sinal se quaisquer dois dos indices forem permutados; 4. (ciclicidade) ;5 nao se altera se os indices forem permutados
ciclicamente, ou seja, €ijx = €jki = Ekij-

No que segue apresentamos algumas identidades 1teis envolvendo o simbolo de Kronecker e o simbolo de Levi-Civita.
E. 4.1 Ezercicio. Este Exercicio contém uma série de identidades muito empregadas.

a. Mostre que se M é uma matriz 3 x 3, valem

3 3 3
S oM = My e Y Mgy = Mi.  Em particular, vale >80 = i - (4.3)
j=1

i=1 i=1

Leopold Krénecker (1823-1891).
2Tullio Levi-Civita (1873-1941).
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b. Mostre que, para todos i, j e k, vale
cijk = 0i10;20k3 + 0i20;30k1 + 0i30;10k2 — 8110530k — 6i30520k1 — 828163 - (4.4)

Sugestdo para o item b. Siga os seguintes passos: 1. Mostre que o lado direito ndo se altera por permutagdes ciclicas dos indices
i, j e k. 2. Mostre que o lado direito anula-se se pelo menos dois dos indices sdo iguais. 3. Mostre que o lado direito vale 1 quando
(i, j, k) = (1, 2, 3) e —1 quando (i, j, k) = (1, 3, 2). 4. Conclua dos passos anteriores que (4.4) é verdadeira comparando
com a definicdo (4.2).

c. Mostre que vale a identidade
€ijkEtmn = 0il0jmOkn + 0im0jndkl + 0in0;10km — 0i10jn0km — 0indjmOki — 0im0ji0kn , (4.5)
para todos i, j e k e para todos [, m e n, ou seja,

Oit Oim  Oin
EijkEimn = det [ 851 Gjm  Ojn | - (4.6)
Okt Okm Ok

Sugestdo para o item c. Siga os seguintes passos: 1. Constate que o lado direito de (4.5) reduz-se a (4.4) quando (I, m, n) =
(1, 2, 3). 2. Constate que o lado direito de (4.5) n3o se altera por permutacdes ciclicas de (I, m, n). Constate que o lado direito
de (4.5) é nulo se e somente se pelo menos dois dos indices (I, m, n) sio iguais. 3. Constate que o lado direito de (4.5) troca
de sinal se quaisquer dois dos indices (I, m, n) sdo permutados. 4. Conclua dos passos anteriores a validade de (4.5).
A identidade (4.5) é muito dtil e implica as identidades (4.7) e (4.8), abaixo, cuja utilidade poderd ser constatada nos exercicios
posteriores.
d. Mostre que vale a identidade
3

S cineime = Subjm — Simdji - (4.7)

k=1
Sugestdo: use (4.5).

e. Mostre que vale a identidade
3

SN einen = 20 (4.8)

=1 k=1
Sugestdo: use (4.7).

f. Mostre que vale a identidade

3 3 3
SIS e = 6. (9
i=1 j=1k=1
Sugestdo: use (4.8).
g. Mostre que vale a identidade
3
Z (E,]k Ekim + Eimk Ekjl + Eitk E/Cm_/) =0. (4.10)
k=1
Sugestdo: use (4.7).
A identidade (4.10) é denominada identidade de Jacobi® para os simbolos de Levi-Civita. *

E. 4.2 Ezer

Se S é uma matriz 3 x 3 simétrica, ou seja, satisfaz S;; = Sj; para todos i, j € {1, 2, 3}, mostre que

3
E gijkSik = 0
1 k=1

w

J

3 3 3

paratodo i € {1, 2, 3}. Sugestdo: convenca-se que Z Z €ijkSjk = Z ZE,MSM e em seguida use a simetria de S e a antissimetria
=1 k=1 =1 k=1

do simbolo de Levi-Civita. *

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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Na Secao 35.A, pagina 1865, estudaremos generalizagoes dos simbolos de Levi-Civita e das propriedades acima para
além de trés dimensoes.

e O produto escalar e o produto vetorial

Sejam #, § e 2 trés versores ortogonais dois a dois no espaco tridimensional (R?) tais que a tripla (2, 9§, 2) seja
positivamente orientada. Cada vetor ' do espago tridimensional pode ser escrito na forma ¢ = v1& + vef + v3Z, 0s
nimeros v;, i = 1, 2, 3, sendo as componentes de ¥ na base {Z, §, £}.

O chamado produto escalar de dois vetores quaisquer a e b, denotado por a- b, é definido por
3 3 3
b= abi = Yy aibdi; . (4.11)
i=1 i=1 j=1

O chamado produto vetorial de dois vetores quaisquer a e g, denotado por @ x I;, é definido como sendo o vetor cuja

i-ésima componente na base {&, §, 2}, (@ x b);, ¢ dada por

(ax 17)1 =3 eipabi. i {12 3). (4.12)

3
j=1 k=1

E importante notar as propriedades @-b=0-d e @ x b= —b x @, validas para quaisquer vetores @ e b.
E. 4.3 Ezercicio. Este Exercicio contém algumas identidades (teis sobre o produto vetorial.

a. Demonstre as igualdades

a-(Exa) :5<(E><E) - E«(d‘xl;)‘ (4.13)
vélidas para quaisquer vetores @, beé Sugest3o: use a ciclicidade do simbolo de Levi-Civita.
b. Demonstre a identidade
ax(bxa) = (df)b—(ﬁb)? (4.14)

vélida para quaisquer vetores @, b e ¢ Sugestdo: use (4.7).

c. Demonstre a identidade de Jacobi* para o produto vetorial:
EX(5X6)+5X(6X5)+EX(EX5):6, (4.15)
vélida para quaisquer vetores @, b e & Sugestdo: use (4.14) ou (4.7), ou use diretamente (4.10).

(axﬁ)-(axdj = (d?)(ﬁ@—(dcf)(};?) (4.16)

valida para quaisquer vetores @, b ced Sugestio: use (4.7).

d. Demonstre a identidade

Mostre que @ - (5 X Ej = 0 se e somente se @, b e ¢ forem linearmente dependentes. Ed

e Gradiente, divergente, rotacional e Laplaciano

Com as convengdes acima denotamos o vetor posigio no espago tridimensional R? em coordenadas Cartesianas® por
T = 21% + 2y + x32. Para um campo vetorial ¥ = v1& + v2§ + v32, onde as coordenadas v; = v;(x1, @2, x3) sdo funcoes
diferencidveis das coordenadas Cartesianas x1, 2 ¢ x2, definimos o divergente de ¥, denotado por V - ¥, por

4Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
5René Descartes (1596-1650).
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Definimos o rotacional de ¥, denotado por V x ¥, como sendo o campo vetorial cuja i-ésima componente ¢ dada por
3 3
L 9
Vxv) = Z 5 5,_7k87vk. (4.17)
! =1k=1 "

Para um campo escalar ¢ = ¢(z1, @2, x3), suposto uma funcio diferencidvel das coordenadas Cartesianas z1, z2 e 22,
definimos o gradiente de ¢, denotado por V¢, como sendo o campo vetorial dado por
op . 0 .  0¢ .

Vo = (‘)zldb (’)zgy Oxs

Para um campo vetorial ¢ = v1Z + v2y + v3Z denotamos por ¥ - V o operador diferencial
3
.S 0
v-V o= E vla—A
Tz
i=1 i
Assim, se ¢ ¢ um campo escalar, (17~ V) ¢ coincide com o produto escalar de ¢ com o gradiente de ¢:

(ﬁ-%) = gvi% = ﬁ-(%) ,

enquanto que se ¥ é um campo vetorial, (17 V) u denota o campo vetorial cuja j-ésima componente é

N 3 9
((17-V> u)] = ;Ui%uj’

ou seja,

3. du 3 Qus 5. du
,Tﬁ) i=S 2% 224 e
(v 9)i ;Lz)zi‘+§”aziy+lzl“ozl

E. 4.4 Ezercicio. Demonstre as seguintes identidades:

V(gw) = ¢Vy+yVe, (4.18)
6(6-5) = ax (wg)mx (Wa) + (av)m (5.6)6, (4.19)
V-(pd) = ¢V-i+id-Ve, (4.20)
Vx (¢d) = o (6 x a) + (%) xa, (4.21)
v-(axﬂ) = 5-(§><6)—6-(§><5), (4.22)
6x(ax5) = (546)67(d-ﬁ)h(v@m(v-a)z?. (4.23)
Acima ¢ e 1 sdo campos escalares e @ e b sio campos vetoriais, todos diferencidveis.
Sugestdes: use a regra de Leibniz. Para (4.19) calcule @ x (6 x I;) +bx (ﬁ X E) usando (4.7). Para (4.23), use (4.7). Ed
E. 4.5 Ezercicio. Mostre que se @ é um campo vetorial duas vezes diferencidvel vale

V-(?xﬁ) =0. (4.24)
Mostre que se ¢ é um campo escalar duas vezes diferencidvel vale

¥ x (%) =0. (4.25)
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Se ¢ é um campo escalar duas vezes diferencidvel, o chamado Laplaciano® de ¢, denotado por A, por A%¢ ou por
V26, é definido como sendo o campo escalar dado por

A¢ = V- (%) . (4.26)
Assim, tem-se em coordenadas Cartesianas
3 g2 P
Ap =3 o (4.27)
i=1 i

Se ¥ = v1Z + v29 + v3Z é um campo vetorial duas vezes diferencidvel, define-se Laplaciano de ¥, denotado por Av, como
sendo o campo vetorial cuja i-ésima componente em coordenadas Cartesianas é

(a7) = Av = ilgi” 4
1=

[

i

<)

Assim,
3 92, 3 2

AT = 922 T+ Z

i

3 g
vo | . 0%vg
7 |Vt 92
j=1 ~J j=1 "3

J=1

a. Mostre que se ¢ e 1) sdo dois campos escalares duas vezes diferencidveis, vale
Alg) = (Ao +2(V8) - (V) + o(Aw). (4.28)

Sugestdo: use a definicdo (4.26) e as identidades (4.18) e (4.20) ou use (4.27) e a regra de Leibniz.

b. Mostre que se @ é um campo vetorial duas vezes diferencidvel, vale
ﬁx(ﬁx&):ﬁ(V-d)—Ad. (4.29)

Sugestio: use (4.7). *

4.2 Teoremas Classicos sobre Integrais de Volume e de Su-
perficie

No que segue, listamos alguns teoremas cldssicos importantes envolvendo integrais de volume e de superficie de campos

em R3.

Teorema 4.1 (Teorema de Gauss) 7 Se ¥ ¢ um campo vetorial diferencidvel definido em wm volume compacto e
conero V C R3, limitado por uma superficie fechada, retificdvel e orientdvel OV, entio

V-gdz = ()pv-d7,
/ {f

v

>

(Z)do (%), n(Z) sendo um vetor unitdrio normal a OV em & € OV, direcionado no sentido do exterior de
sendo a medida de drea de OV . [m]

A demonstracao desse resultado cldssico pode ser encontrada em qualquer bom livro de Célculo de fungoes de virias
variaveis.

SPierre-Simon Laplace (1749-1827).
7Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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Teorema 4.2 (Teorema de Stokes) 8 Se & ¢ um campo vetorial diferencidvel definido em uma superficie compacta,
conera, orientada e retificivel S C R, limitada por uma curva fechada, retificdvel e orientdvel 3S, entdo

/S(ﬁxﬁ)-d& - ?gsi-d[,

onde d&(Z) := n(Z)do(Z), n(&) sendo um vetor unitdrio normal a S em T € S, direcionado no sentido positivo de S e
di(F) = {(&)de, {(F) sendo um vetor tangente a S em & € AS orientado no sentido positivo de S e dl é a medida de
comprimento de 0S. m]

A demonstracao desse resultado cldssico pode ser encontrada em qualquer bom livro de Célculo de fungoes de virias
variaveis.
Teorema 4.3 (Identidades de Green) ? Sejam f ¢ g fungées definidas em um volume compacto e conexo V C R?,

limitado por uma superficie fechada, retificdvel e orientdvel OV, ambas as fungoes sendo duas vezes diferencidveis no
interior VO de Ve diferencidveis em V. Entdo, valem as seguintes identidades:

Primeira identidade de Green:

/V [ng + (ﬁf) : (ﬁg)} &z = {f£9g-di. (4.30)
v
Segunda identidade de Green:
/ (fag-gaf) d'x = f (f@g—gﬁf) -di . (4.31)
v v
Terceira identidade de Green:
/Af Bz = ﬁﬁf.da. (4.32)
v v
u]

Prova. A expressao (4.30) segue imediatamente do Teorema de Gauss, Teorema 4.1, pdgina 300, para ¥ = fﬁg, pois
V- (f@g) = fAg+ (ﬁf) . (ﬁg) como facilmente se constata por (4.20). A expressao (4.31) segue imediatamente do

Teorema de Gauss para & = fVg — gV f, pois V - (fﬁg - g@f) = fAg— gAf, como facilmente se constata por (4.20).

A expressao (4.32) segue imediatamente do Teorema de Gauss para ¥ = V. |

As identidades de Green sao amplamente empregadas no estudo das equagoes de Poisson e Laplace.

Teorema 4.4 (Teorema do gradiente) Se ¢ é um campo escalar diferencidvel definido em um volume compacto e
conero V. .C R3, limitado por uma superficie fechada, retificdvel e orientdvel OV, entio

/ Go(@) ' = [f 0@ da.
v av

= f(Z)do (Z), 1(Z) sendo um vetor unitdrio normal a OV em & € OV, direcionado no sentido do exterior de
sendo a medida de drea de OV . [m]

onde dG|
V edo(Z

Prova. Basta aplicar o Teorema de Gauss para o campo 0(Z) = @ ¢(Z), @ sendo um vetor constante arbitrario. |

8George Gabriel Stokes (1819-1903).
9George Green (1793-1841).
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Teorema 4.5 (Teorema do rotacional) Se ¢ € um campo escalar diferencidvel definido em wm volume compacto e
conero V. .C R3, limitado por uma superficie fechada, retificivel e orientdvel OV, entio

/(VX‘U)I 4ﬁiz>< q;(fz xni))da,

) := (Z)do (Z), n(Z) sendo uwm vetor unitdrio normal a OV em T € OV, direcionado no sentido do exterior de
sendo a medida de drea de OV . [m}

Prova. A demonstragao pode ser feita componente a componente. Para a componente 1, definimos o campo vetorial

w = 02 + v3y — v22. Com isso, é facil constatar que (V X F/) = V -. Assim, usando o Teorema de Gauss, Teorema
1

4.1, pagina 300, temos que

/v (ﬁ X 17)1 (@) d / (V@) (&) d®x = ig/gw Z) - dd g(u T) x dd), ,

como facilmente se constata. Para as demais componentes a prova é andloga. |

4.3 O Laplaciano em Sistemas de Coordenadas Gerais

Nesta segao apresentaremos uma identidade que permite, no espago R", expressar o Laplaciano de uma fungao escalar em
qualquer sistema de coordenadas'®, a0 menos localmente. Isso é particularmente til em duas e trés dimensoes espaciais,
pois hé muitos problemas em Fisica (vide Capitulo 43, pagina 2400) nos quais coordenadas polares, esféricas, cilindricas
ou outras se prestam melhor ao tratamento do que coordenadas Cartesianas, permitindo, por exemplo, explorar melhor
as simetrias geométricas que se apresentam.

No que segue, denotaremos por (,Tl, ..., ™) um sistema de coordenadas Cartesianas em R™ e por (vt .. y™) um
segundo sistema de coordenadas, nao-necessariamente Cartesianas, em R”. Suporemos que as fungdes z*(y', ..., y"),
k=1, ..., n, sejam definidas em algum aberto conexo 2 C R™ e sejam ao menos duas vezes diferencidveis.

Definimos a matriz Jacobiana'', denotada por J = J(yIA, ..., y"), como sendo a matriz n x n definida em Q cujos

elementos ab sao dados por

1 n dzb 1 n
Jab(y's ooy y") = 87&(@/ sy, e b=1,.,n.
Definimos o tensor métrico, ou matriz métrica, g = g(y', ..., y™) como sendo a matriz n x n definida em Q dada por
g:=JJT e, assim, para seus elementos de matriz gy = gap(y', ..., y"), temos
dz© 0x°

a,b=1,...,n. 4.33
Z g G0 L (4.33)
Se A:R" - R" é um campo vetorial, entao o divergente de A pode ser expresso nas coordenadas (y', ..., y™) por

L)
VA= =" (Vg (4.34)

(9) = 0%
onde A7 ¢ a j-ésima componente de A no sistema (' .oy ™).

10Naturalmente, o leitor mais avancado sabe que certas condigdes tem de ser supostas sobre o sistema de coordenadas e que tipicamente
garantam a nao-singularidade e um grau suficiente de diferenciabilidade.
11 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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Se f:R" — R é um campo escalar, entdo seu Laplaciano pode ser expresso nas coordenadas (y', ..., y™) por

/ -1y O )
&= \/dct ZZ()yJ ( det(9) (7). Tyfk> : (4.35)

sendo g~! a matriz inversa da matriz g.

Observe-se que as expressoes (4.34) e (4.35) s6 sdo vélidas nos pontos em que det(g) # 0 e observe-se também
que y/det(g) = det(J) (por qué?). Assim, (4.34) e (4.35) nao estao definidas nos pontos em que a transformagao de

coordenadas (z', ..., 2™) — (y', ..., y™) for singular (ou seja, quando det(.J) se anula).

A demonstragio das relagoes (4.34) e (4.35) ¢ apresentada na Segdo 34.2.4, pagina 1771, e faz uso de nogoes de
Geometria Riemanniana. H4 também uma elegante maneira de obter essas expressoes fazendo uso de formas diferenciais.
Vide para tal [359] ou qualquer outro bom livro sobre Geometria Diferencial.

Vamos agora tratar de exemplos simples de aplicagdao de (4.35). Algumas das expressoes que obteremos seriao usadas
neste texto, notadamente no Capitulo 43, pagina 2400.

e Coordenadas polares em duas dimensoes

Em R2, além das coordenadas Cartesianas usuais (2!, 22) = (z, y), podemos definir também coordenadas polares
(W' ¥?) =(p, ¢)ycom 0< p<ooe—7 << e tem-se

= pcosy , y = pseny .

E elementar constatar que a matriz Jacobiana é dada nesse caso por

cos seny
J =
—pseny pcosy

Note-se que det(J) = p e, portanto, Q@ = R?\ {0} é a regido onde a transformagio de coordenadas (z, y) — (p, @) é
nao-singular. A matriz métrica g e sua inversa g~ sdo dadas por

1 0 1 0

0 p? 0

s

(verifique!) sendo que \/det(g) = p. De posse dessas informagdes é elementar obter de (4.35) a expressao

19 [ of\, 1
A= L5 (pﬁp) MR (4.36)

que fornece o Laplaciano de f em duas dimensoes em coordenadas polares, expressao essa vélida para p > 0.

e Coordenadas esféricas em trés dimensoes

Em R?, além das coordenadas Cartesianas usuais (z!, 22, 2°) = (z, y, 2), podemos definir também coordenadas
esféricas (y', y2, ¥*) = (r, 0, ¢),com 0 <r <o00,0<0<me—7<p <7 e tem-se

z = rsenfcosy, y = rsenfseny , z = rcosf. (4.37)

A coordenada r € [0, o0) é denominada coordenada radial, a coordenada 6 € [0, w1} ¢ denominada coordenada longitudinal
a coordenada ¢ € (—m, 7] ¢ denominada coordenada azimutal.

A matriz Jacobiana J pode ser facilmente calculada e obtém-se

send cos ¢ senf senp cos 0
J = | rcosfcosp rcosfsenp —rsend

—rsenflseny 7 send cos @ 0
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E fécil constatar que detJ = r2senf e, portanto, a transformagao de coordenadas (z, y, z) — (r, 0, ¢) é nao-singular
na regidgo Q = R*\ Z, onde Z é o eixo “2”: Z = {(x, y, z) € R?, x =y = 0}. A matriz métrica g e sua inversa g~ ! sdo
dadas por

10 0 1 0 0
g=10 1 0 e glt=10 % 0
0 0 7r%(send)? 0 0 ey

(verifique!) e tem-se \/det(g) = r?senf. Com (4.35) obtém-se para o operador Laplaciano em trés dimensdes em
coordenadas esféricas a expressao

= L2 (290 L o ory, 1 &
Af = r2 L?r (7 Br> + senf 90 <s9n9 00) + (senf)2 0p? | ’ (4.38)

que também pode ser escrita como

19 19 af 1 9f
Af = ;w(rf)+m% <sen€%>+ww, (4.39)

4.4 Coordenadas Esféricas em n Dimensoes

Nesta se¢@o sairemos dos limites do espaco tridimensional e descreveremos como podemos generalizar o sistema de
coordenadas esféricas, que apresentamos acima (vide (4.37)) para os espacos R™ com n > 3. Veremos que hd n caso
uma coordenada radial € [0, 00) e n—1 coordenadas angulares, a saber, uma coordenada azimutal ¢ € (—m, 7] e n—2
coordenadas longitudinais 03, ..., 0,, com 6 € [0, 7], k=3, ..., n.

e Bolas e esferas em R"
Aqui consideramos n € IN, com n > 1.

A bola (aberta) de raio R > 0 centrada na origem em R™ é o conjunto de todos os pontos de R™ que distam da

origem menos que R, ou seja, ¢ o conjunto By(R) := {(zﬂ z? ..., a") € ]R"‘ \/ (9:1)2 + (;c")2 < R}A

A esfera unitaria em R", denotada por $”~!, é o conjunto dos pontos de R" que distam exatamente 1 da origem:

gt = (Il, 22, .. z”) c R (11)2 +- 4+ (z")2 = 1. Observe que $"~! é uma superficie (uma variedade)

(n — 1)-dimensional.

Denotaremos por V,(R) o volume (n-dimensional) da bola By(R) e por ‘S("’l)‘ o volume ((n — 1)-dimensional) da
esfera $" 1. No que segue determinaremos essas duas quantidades de duas meneiras.

e Volumes de bolas e esferas em R"

Em $"~! existe uma medida de integragio invariante pela acdo do grupo de rotacdes O(n), a qual denotamos
por df2,_1, e que é normalizada de sorte que fS"*’ dQ,—q1 = S”’w Logo adiante, quando apresentarmos o sistema
de coordenadas esféricas em R"™, apresentaremos também uma expressao explicita para essa medida em coordenadas
esféricas (eq. (4.46), pagina 307).

Lema 4.1 Para todo n € N com n > 2 valem

27/2
[s7~] = (4.40)

r(3)

e /2
n oxn/2 jn

W(R) = [$"T— = — 4.41
) = SN = T (4.41)
onde T' é a Fungao Gama de Euler (vide Capitulo 7, pdgina 378). m]
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oo 00 ) ) oo ) n
Prova do Lema 4.1. A integral multipla I,, := / / e T T dyy - dxy, 6 igual a (/ e " dz) = /2

—o0

(integral de Laplace). Por outro lado, podemos escrever

o0 p . o0 L n—1| oo B n—1
L, = / / e N drdQ, = \3"71\/ ey 2 5 / ettt = 18 ‘F(ﬁ) )
Jo Jgn-1 Jo 2 Jy 2 2

onde I' é a Fungio Gama de Euler, estudada no Capitulo 7, pagina 378. Assim, |[$"!| = 27r”/2/1"(n/2)4

E também claro que

" n-1 T a1 B
Vo(R) = 1" drdQ,—1 = 8" " ldr = ‘S ‘—
0 Jsn-t 0 n

Note-se que ‘S”’l‘ = #V"(R)‘R:y |

Nota. A relagao (4.40) pode ser obtida, com menos elegancia e simplicidade, por integragao direta em coordenadas esféricas em n-dimensoes.
Vide adiante, e particularmente, vide (4.48), pagina 308. L)

E um fato notével que, contrariando talvez a intuigao, a relagao (4.41) diz-nos que para qualquer R > 0 vale
lim;, oo Vo (R) = 0, ou seja, o volume da bola n-dimensional vai a zero quando a dimensdo n vai ao infinito, e isso
para qualquer R > 0. Isso se deve ao rapido crescimento da fungdo gama de Euler. Por (4.40), tem-se também
lim,, o0 [$"71 = 0.

Verifique que nos casos n = 2 e n = 3 as férmulas (4.41) e (4.40) reproduzem os resultados bem conhecidos:
22, 8| = 27 e Va(R) = 37R%, |$?| = 4. £

e Coordenadas esféricas em n dimensées

O conhecimento de coordenadas esféricas em n dimensoes ¢ util para varios propésitos, por exemplo, para o estudo
de generalizagoes das fungdes harménicas esféricas (usualmente definidas na esfera unitdria bidimensional, $2) para a
esfera unitdria $™, com n > 2. Essas coordenadas serdo tteis também no estudo da transformada de Fourier de fungoes
esfericamente simétricas, assunto tratado na Segao 38.2.3.3, pagina 2041.

Consideremos n € IN com n > 3. Seja {el, en} um conjunto de n vetores ortonormais em R™. Se x € R",
podemos escrever x = > ;_; zFey, com zF = ey, - x = (ey, X)g, 0 produto escalar dos vetores ey e x.

Consideremos x # 0 e seja 6, o angulo entre x e e,, medido a partir deste dltimo. Naturalmente, 6, € [0, 7] e
2" = ||x|| cos6,,. Doravante vamos denotar |x|| por r.

Com isso, podemos escrever
x = rcos(fn)en + X1y

onde X(,,—1y é a componente de X no subespago ortononal a e,, que vem a ser o subespago gerado por {ei, ... e,-1},
subespaco este que denotaremos por [er, ..., e,_1].
E relevante observar que ||x(,_1)| = rsenf,,, pois ||x(,_1)||> = r? — r?(cos 8,,)? = r?(cos 0, )%, j& que e, e X(,_1) sdo

ortogonais e ji que senf, > 0 quando 6,, € [0, ).

Procedendo analogamente, podemos escrever

Xn-1) = |[X(n-1)| c08(0n—1)en—1 +X(2) 5
onde 0,1 € [0, 7] ¢ o angulo entre e,_; e X(n—1) € X(n—2) € a projecao de X(,_1) no subspago [el, AN en,Q] Temos
também
HX(R,Z)” = HX(R,I)HSCHGTL,I = rsen(f,)sen(f,—1) .

Com isso, obtivemos
x = rcos(f,)en + rsen(fn) cos(Op—1)en—1+ X(—2) -

Repetindo o procedimento, teremos apés j < n — 3 passos

X(n—j) = |[X(n—i) || cos(On—s)en—j + X(n—j-1y »
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com

Hx(,,,,],l) H = ||x(n,]) H senf,_; = rsen(fy)--- sen(f,_;)
com 6, € [0, 7], com X(,,_j) € [el, e",]} e com

J
x = rcos(fn)e, + Z 7’( sen(6,) - scn(Gn,pH)) c08(0n—p)en—p + X(n_j—1) -
p=1

Ao chegarmos ao passo j = n — 3 0 vetor X(,_j_1) = X(2) serd elemento do subespago [el, 62}, e poderemos escrever

x@) =[x (cos('p)el + sen(go)eQ) = rsen(f,) - sen(B;g)(cos(go)el + sen(',o)eg)

com ¢ € (—m, .
Temos, portanto,

n—3

x = rcos(fy)e, + Z 7’(scn((7‘n) e scn(é’n,pﬂ)) co8(O0n—p)en—p
p=1
+rsen(d,) - - sen(f3) sen(p)es + rsen(f,) - - - sen(hs) cos(p)ey . (4.42)
Consequentemente, para as coordenadas de x na base {el, Lo, ey },
! = rsen(d,) sen(f3) cos(p) ,
2 = rsen(f,) sen(f3) sen(y) ,
z* = rsen(d,) sen(fy) cos(f3) ,
z* = rsen(f,) --- sen(6s)cos(6y) , (4.43)
"7 = rsen(6,)cos(@n_1) ,
" = rcos(f,) .
As relagoes (4.43) representam as transformagoes de coordenadas esféricas (r @, O3,..., 0, ) em coordenadas
Cartesianas (2!, 22, ---, 2") em R™ As transformagdes inversas poder ser facilmente inferidas dai, e podem ser

expressas de diversas formas, por exemplo. como

r= @)+ @)
1
¢ = arctan (zz/zl) = arccos 14 s
(@) + (a2)° (444)
0; = arccos # s j=3,...,n.

E. 4.8 Ezercicio. Verifique! E
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e O Jacobiano e o elemento de volume de integracao

Denotando as varidveis esféricas (r, @, O3,..., 0, ) por (yl, Y2, e, y") a matriz Jacobiana da transformacao
(4.43) ¢
In.) ay’ ayT
T = 7 P
2 0n) oal . da"
oy Dy

Estamos interessados em calcular o determinante de J,,, o determinante Jacobiano. Este pode ser obtido por indugao em
n, a ordem de J,,, mas esse procedimento é um tanto complexo, de sorte que sugerimos um seguinte raciocinio alternativo.
O sistema de coordenadas esféricas em n dimensoes é um sistema ortogonal de coordenadas. Isso significa que as linhas
coordenadas (obtidas fixando-se n — 1 coordenadas e variando a restante em seu dominio de defini¢io) sao ortogonais em
cada o ponto de R". Isso implica que a matriz métrica g, = J,J;. é uma matriz diagonal.

E. 4.9 Ezercicio. Convenca-se geometricamente ou algebricamente da validade dessas afirmagdes! "

i\ 2
Por (4.33), o k-ésimo elemento da diagonal de g, é dado por Z;; (%) , expressao cujo computo, ainda que um

tanto magante, pode ser feito com relativa facilidade. O resultado é
gn = diag (1, Tz(sen(an) e sen(93))2, T2(sen(9n) e sen(04))2, FUN 'r2(sen(t9n))27 72) .
E. 4.10 Ezercicio. Verifique! *

Como det g, = (dct J,,,)Q, temos

det J, = r"’l(scn(G,,))"iZ(scn(Gn,l))"%~~~ (5011(04))2(5011(03)) .

Assim, a mudanga do elemento de volume de integracio quando da passagem do sistema Cartesiano z', x2, ..., " para
o sistema de coordenadas esféricas n-dimensionais r, ¢, 0s,..., 0, ¢é

dzt - dz” — ! (sen(ﬁn))"iz(sen((?,t,l))ni3 e (sen(«%))2 ( sen((?:;)) drdpds - - - db, . (4.45)

As coordenadas angulares ¢, 03, ..., 6, podem ser reconhecidas como coordenadas para os pontos da superficia $" 1.

Reconhecemos disso que a medida invariante df2,,_; sobre a esfera unitdria $"~' é explicitamemte dada em coordenaas
esféricas por

dQp_1 = (sen(@,,))"iz(sen(ﬁn,l))TH3 e (sen(04))2(sen(93)) dpdbs - - - db,, . (4.46)

e A medida de volume da bola n-dimensional e da esfera unitaria n-dimensional

Usando (4.45) vamos determinar o volume de uma bola de raio R > 0 em R" centrada na origem. Esse volume é
dado por

R s T e
= " (sen "2 (sen(By_1))" "+ (sen *(sen r
Vi(R) = /D / ) /O /0 (sen(6))" 2 (sen(61))" " - (sen(04))* (sen(0s)) drdiodds - - db,

= nl (/OW (sen(ﬁn))"_zdﬁn) (/Oﬂ (seu(an,l))"‘ﬁden,l) (/DW (sen(eg))dt%,) :

Por (7.125), pagina 416, vale para todo m € IN,

™ +1
/ (50119)'"(19 — gﬁwy
A m T m)
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onde I' é a fungao gama de Euler, & qual dedicamos o Capitulo 7, pdgina 378. Assim,

D) Vi D32y =T
Va(R) = 2w (Q(nfz)r("*?)) (2(n73)1‘("’7‘3)> (2[F(é)>

2 2

L

gn—1,(n=1)/2 L
g (n—2)!'n

308/2825

Acima, usamos I'(1/2) = /7 (vide (7.18), pagina 385). Escrevendo (n—2)! = I'(n—1) e usando a férmula de duplicacio de
Legendre para T, relacdo (7.53), pdgina 394, com a identificagio z = (n—1)/2, temos I' (252) /(n—2)! = /7227"/T (2)

e com isso obtemos, finalmente,
9n/2 jn
Va(R) = T~
O

O volume (n — 1)-dimensional da esfera unitdria em R" é dado por

d 27™/2
sl = —V,(R = .
T i e

No Lema 4.1, pagina 304, mostramos como obter esse resultado de forma mais simples e elegante.

(4.47)

(4.48)



