Capitulo 7
A Funcao Gama de Euler
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presente capitulo é dedicado & chamada funcdo gama de Euler', ou simplesmente funcdo gama, denotada por
I'(z), com z sendo uma varidvel complexa. A fungdao gama frequentemente aparece na resolugio de equagdes
diferenciais ordindrias pelo método de expansao em séries de poténcias ou pelo método de Frobenius (como
no caso da equagao de Bessel e da equagao hipergeométrica. Vide Segao 14.2.3, pdgina 641 e Segao 14.2.7, pagina 656),
assim como em varias areas da Fisica e da Matemética. Na Mecanica Quantlca nao-relativistica, por exemplo, a fungao
gama surge em diversos problemas, como no computo de amplitudes de espalhamento para o espalhamento de Coulomb
(vide e.g., [202], [234], [112] ou [141]). Na Teoria Quantica de Campos Relativistica, propriedades da funcao gama sao
relevantes no chamado método de regularizagao dimensional. A fungdo gama de Euler desempenha também um papel
em Andlise, por representar uma espécie de generalizagao continua do fatorial de niimeros naturais, como serd precisado
adiante, sendo possuidora de muitas propriedades interessantes. Seu estudo ¢ também, pelo mesmo motivo, um 6timo
laboratério para estudantes interessados em fixar seu aprendizado da teoria das fungoes de varidvel complexa. A fungao
gama de Euler ¢ relevante, por exemplo, no estudo de propriedades da chamada fung¢ao zeta de Riemann (de importancia
na Teoria de Ntimeros) e sobre isso falamos um pouco no Capitulo 8, pagina 323.

Para outros tratamentos, por vezes mais extensos, da fungiao gama de Euler e suas aplicagdes, recomendamos [16],
[268], [157], [209], [356], ou ainda [208]. Ainda que nem todos esses textos primem por escolher as demonstragoes mais
simples para seus resultados, vale a pena o estudante inteirar-se de abordagens diversas. A referéncia [268] contém diversas
notas histéricas interessantes sobre a funcio gama de Euler?. A referéncia [356] lista diversas identidades envolvendo I'
que nao serao tratadas aqui.

7.1 Introducao e Motivagao

A funcao gama de Euler foi inicialmente concebida por esse autor como uma generaliza¢ao continua do fatorial de nimeros
naturais: n!, n € IN, definido como o produto n! = n(n —1)---1. A ideia que Euler perseguiu foi a de encontrar uma
fungao G que satisfizesse G(1) = 1 e satisfizesse a equagio funcional G(z + 1) = G(z) para todo @ real positivo. Com

!Leonhard BEuler (1707-1783).
2Vide também a nota-de-rodapé 3, pagina 283.
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essas duas propriedades ¢ elementar demonstrar (faga-o!) que G(n + 1) = n! para todo n € IN. Apés diversas tentativas,
Euler concluiu (em 1729)3 que a fungdo I'(z), > 0, definida por

21 003

m=

satisfazia as condicoes desejadas acima listadas. De fato, é claro por (7.1) que I'(1) = 1 e tem-se formalmente
o+1 ~1
1
m
S oo ©
z m+1 m+x 1 z\ 1
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Iz+1) = z+1 H

m=1
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(verifique!). Euler estudou diversas propriedades da func¢do definida por (7.1), que posteriormente passou a ser chamada

fungdo gama de Euler, ou simplesmente fun¢io gama. Uma dessas propriedades identificadas por Euler foi o fato que
T'(z) pode ser escrita na forma de uma simples integral:

I(z) = /Um ettt dt . (7.2)

Que a fungdo definida pelo lado direito de (7.2) vale 1 quando x = 1 é elementar de se provar (faga-o!) e, usando-se que
et = 7%6" e integragdo por partes, constata-se facilmente também a validade da relagao funcional I'(z + 1) = 2T'(z)

para todo z > 0:
+,T,/ e 't*tdt = al'(z) .
0

Por diversas razoes nao é conveniente seguirmos os passos histéricos de Euler e iniciarmos nosso tratamento da fungao
gama definindo-a por (7.1). Na literatura moderna hd dois procedimentos mais comuns: definir-se I' por (7.2) e depois
obter-se (7.1) como uma propriedade derivada ou definir-se I" a partir de uma outra expressao, a chamada representagio
produto de Weierstrass, a qual encontraremos & pagina 291 (eq. (7.27)).

Nestas notas optamos pelo primeiro procedimento® e optamos também por apresentar a funcio gama de Euler j4 de
inicio como uma fungao de variavel complexa, pois varias de suas propriedades mais profundas sao melhor compreendidas
com esse tipo de tratamento.

Além do estudo das propriedades da funcio gama de Euler hd uma questao que ird especialmente nos interessar e
que serd discutida na Segao 7.5, pagina 299. Trata-se da questdo da unicidade: serd a fungao definida em (7.2) a vinica
fungao satisfazendo G(1) = 1 e a equagdo funcional G(z + 1) = zG(x)? A resposta é claramente nao, pois se P ¢
uma fungio periédica de perfodo 1 satisfazendo P(1) = 1 (por exemplo, P(z) = cos(27z) ou P(z) = e5"(272))  entao
G(z) 1= P(x)T'(x) também satisfaz ambas as relagdes®. Mas, entdo, que outras condigdes podem ser adicionadas de forma
a garantir-se que I'(z) definida em (7.2) é a tnica solugao? H4 vérias respostas a essa pergunta e a primeira resposta
(historicamente) ¢ o contetido de um elegante teorema, denominado Teorema de Bohr-Mollerup, o qual serd apresentado
na Se¢ao 7.5.1, pagina 299. A questdo da unicidade é uma questao interessante por si s6, mas sua resposta tem contetido
prético pois, como veremos, diversas propriedades da fun¢io gama de Euler podem ser obtidas a partir da verificagao de
condigoes de unicidade.

Um outro tema que nos ird interessar é o estudo de propriedades assintéticas da fungao I' para valores “grandes”
de seu argumento. Essa questdo é importante por sua conexdo com uma interessante e 1til aproximagao: a chamada

3 Euler foi antecedido em alguns dias por Daniel Bernoulli, o qual encontrou uma outra solugio equivalente. Para notas histéricas precisas
sobre o nascimento da fungdo gama de Euler e seus primeiros desenvolvimentos, vide Detlef Gronau “Why is the gamma function so as it
is?”, Teaching Mathematics and Computer Science, 1/1, 43-53 (2003).

4Para um texto que segue a segunda via, vide e.g. [268]. Em verdade, [268] define primeiramente A(z) = 1/I'(z) que, por ser uma fungio
inteira, é de tratamento mais simples.

5Veremos que isso esgota as possibilidades: todas as fungdes que satisfazem G(1) = 1 e G(z + 1) = 2G() sio da forma G(z) = P(z)T'(z)
com P periédica de periodo 1 satisfazendo P(1) = 1.
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aprozimagdo de Stirling para n! quando n é “grande”, utilizada na Teoria das Probabilidades e na Mecéanica Estatistica.
Esse serd o assunto da Secao 7.6, pagina 305.

Por fim, ndo podemos deixar de mencionar uma das maiores utilidades préticas da fun¢io gama de Euler: o célculo
de certas integrais definidas, assunto que desenvolveremos especialmente em exercicios.

7.2 A Funcao Gama. Definicao e Primeiras Propriedades

e Alguma notagao

Neste capitulo denotaremos por C. o plano complexo sem o eixo real negativo e o zero:
C. = C\ {w € C|Re(w) <0elIm(w) = 0} .
Por C.. denotaremos o plano complexo sem os inteiros reais negativos e o zero:

C, = C\ {w € C] —Re(w) € Ny e Im (w) = O} .

e Definindo a fungao gama de Euler

A funcao I, pode ser definida em todo plano complexo (exceto, como veremos, no conjunto dos inteiros nao-positivos,
onde possui polos simples). No semiplano Re (z) > 0, I'(z) é definida por

00
T(z) = / e 'l at . (7.3)
0
A seguinte proposi¢ao contém informagoes relevantes sobre (7.3) e sobre a estrutura analitica de T':

Proposigao 7.1 A integral em (7.3) converge absolutamente para todo z € C com Re(z) > 0. A fungio I' definida
por (7.8) é analitica no semiplano Re(z) > 0 e pode ser analiticamente estendida a todo C, exceto para os pontos
z =0, -1, =2 ..., os inteiros nao-positivos, que sao polos simples de T". E vdlida a chamada representagao de Mittag-
Leffler da fungio I', ou representagao em soma de fragoes parciais da funcao I':

r(z) = Z(A)" 1

!
= ! z+n

oo

+ / et lat (7.4)
J1

sendo que a integral no lado direito € analitica para todo z € C e soma no lado direito converge uniformemente em

dominios limitados de C que excluam os inteiros nao-positivos e, portanto, representa uma fung¢ao analitica para todo

z € C, exceto nos inteiros nao-positivos, onde possui polos simples. O residuo de I' em z = —n € dado por (_nly) para
todon=0,1,2,3,4, ... [m}

Prova. Para ver que a integral em (7.3) converge absolutamente para Re (z) > 0, escrevemos z = x + iy com = = Re (2),
y = Im (z) e escolhemos v e B tais que 0 < a < x < 3 < 00. Como [t*71| = t*~1 tem-se

00 5} 1 oo 1 o0
/ et dt = / e dt = / e*tt’*‘dw/ et hdt < / e*tt“*‘dwr/ e~ Pt .
0 J0 0 1 0 J1

Agora, a integral fol e~ t*~ 14t é finita, pois, para o > 0

1 1 1
/ ettt < / 7 ldt = ~ < o0,
0 0 @

enquanto que jfc e tt#=1dt ¢ finita para qualquer 8 € R pois, devido ao rapido decaimento da exponencial, tem-se

tlim e P~ = 0, para todo 7 > 0, o que implica que existe constante Cy, g > 0 tal que
—00

7 <0y e (7.5)

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio de 23 de outubro de 2017. Capitulo 7 285/2345

para todo ¢ > 1. Assim, tomando 0 < 7y < 1, vale

o0 o0 e—(1=7)
/ e Pt dr < CW/ eIt = Oy g < 00
1 1 Tl-y
Isso prova que a integral em (7.3) converge absolutamente se Re (z) > 0.

Para provar que I'(z) é analitica no semiplano Re (z) > 0, comegamos observando que, para 0 < a < A < 0o, a fungao

A
Lo oalz) == / el dt
a

¢é analitica na regiao Re (z) > 0. Isso se deve ao fato de ser possivel verificar a validade das relagoes de Cauchy-Riemann
para I’y (), diferenciando-a sob o simbolo de integragao e usando o fato de que t7=1 = e(==1)In(1) ¢ apalitica em z para
t > 0. Que ¢é possivel diferenciar sob o simbolo de integracao segue do fato de o integrando ser continuo em t ¢ a regiao
de integragdo ser o intervalo compacto [a, A].

Uma vez estabelecido que T'y, 4(z) ¢ analitica em Re (z) > 0, podemos provar que I'4(z), definida por

A
Ta(z) == iiglljfa,,q(z) = /0 ettt at, (7.6)

¢ também analitica em Re (z) > 0. Para tal, tomemos z € Fy,, g, onde Fy, 3 C C ¢é a faixa definida por
Fop = {z€Cla<Re(z) <p},
com 0 < o < 3 < 00, ou seja, tomemos 0 < o < Re (z) < 3. Entao, para A >0 fixoe0<d' <a <1,

a a Nee oo
[Ta, a(2) = Tar,a(2)] < / et hdt < / 7 dt = u,

o . a

que pode ser feito menor que qualquer € > 0 dado, para todos a e a’ pequenos o suficiente. Dessa forma, o limite que
define T'4(z) em (7.6) é uniforme em F, g, Assim, por ser o limite uniforme de fung¢es analiticas, I'4(z) ¢é igualmente
analitica em F, g (esse é um teorema bem-conhecido da teoria das fungées de varidvel complexa). Como o e § sdo
arbitrdrios (0 < a < ), I'a(z) é analitica para todo o semiplano Re (z) > 0.

Para provar que
T'(z) = lim Tx(z) (7.7)
A—o0

¢ analitica para todo o semiplano Re (z) > 0 temos que provar que esse limite ¢ uniforme nas faixas z € F,, g e evocar
o mesmo teorema da teoria das fung¢oes de varidvel complexa mencionado acima. Para provar a uniformidade do limite,
notemos que para 1 < A < B, tem-se, com 0 <y < 1,

B A
/ et at —/ et at
0 0

B t>1 B (7.5) B
< / e~ ldt < / et ar < CM/ e~ =0t gy
JA A JA

_ G (ama_ 0B
= 177(6 e ), (7.8)

que pode ser feito menor que qualquer € > 0 prescrito para todos A e B grandes o suficiente. Isso provou que o limite
em (7.7) é uniforme em cada faixa Fy, g com 0 < a < 3, mostrando que I'(z) ¢ analitica em cada uma dessas faixas F, 3
e, portanto, em todo o semiplano Re (z) > 0.

Para provar que I' possui uma extensdo analitica para a regiao Re (z) < 0 (exceto, como mencionamos, os inteiros
nao-positivos), notamos que para Re (z) > 0 podemos escrever (7.3) trivialmente como

1 o0
I'(z) = / e*‘tzfldt+/ e 't*Thdt .
0 1
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Agora, a integral imprépria I(z) := floo e~'t*~1 dt é analitica para todo z € C, o que pode ser visto repetindo os argumen-
tos de convergéncia uniforme acima: para 1 < A < A’ < 0o, escrevendo z = Re (z) e restringindo-nos provisoriamente &
,

regiao x < 3, para algum § € R, temos
A A A Al
/ e 't dt —/ e~ Tlat| = / e~ dt —/ e 't* 1 dt
1 1 0 0

que, escolhendo-se 0 < v < 1, pode ser feita menor que qualquer e > 0 prescrito para todos A, A’ grandes o suficiente.

( e~(1=MA _ g=(1-m4’

7.8)
< C"m? T—~

Isso prova que o limite lim 4, flA e~**~1 dt ¢ uniforme na regido Re (2) < S, o que prova que a integral imprépria I(z),
sendo o limite uniforme de fungdes analiticas em Re (z) < /8, é também analitica nessa regido. Como 8 € R ¢ arbitrério,
concluimos que a integral imprépria I(z) é analitica em todo o plano complexo C.

J4 para a integral I'1(2) = fol e~ 1 dt tem-se

1 1 /00 o 1 o
o 71>n B (71}11 B (71)n 1
-l g — ( o etg = el g
/0 ¢ o Z n! Z n!Jy ’ Z nl z+n’

n=0 n=0 n=0

(a inversao da série pela integral na segunda igualdade acima é justificada pois, como é bem sabido, a série de Taylor
da funcao exponencial converge uniformemente em intervalos compactos, como o intervalo de integracao [0, 1]. Vide
Teorema 38.6, pagina 1853). Dessa forma, obtemos a representacio de Mittag-Leffler® da funcdo T', ou representagdo em
soma de fragoes parciais da fungdo I':

I'(z) = i(’l)" ! +/1°°e-ltz-1dt. (7.9)

n! z+n
n=0

Como dissemos, a integral no lado direito de (7.9) ¢ analitica para todo z € €. J4 a soma no lado direito de (7.9)
converge uniformemente (devido ao n! no denominador) em regioes finitas de C que excluam os pontos 0, —1, =2, =3, ...
e, portanto, representa uma fungao analitica para todo z € C, exceto nos inteiros nao-positivos, como mencionado, onde

possui polos simples. Como se constata inspecionando (7.9), o residuo de I em z = —n é dado por (7,:!)" para todo
n=0,1,2,3,.... Isso completa a demonstracao. |
Do exposto acima podemos facilmente concluir que para todo z € C com Re (z) > 0 tem-se
[P(z)] < T(Re(2)) - (7.10)
De fato, F(2)| = UOOO et ! dt| < fooo e tRe(2)-1 gt — TI'(Re(2)), pois t*~! = tRe (2)=1gilm (2)Int o portanto, }tz’l‘ =
Re (2)-1,

O gréfico de I'(z) para z real no intervalo (0, 5] pode ser visto na Figura 7.1, pigina 287. A Figura 7.2, pigina 288,
exibe o gréfico de I'(z) para valores negativos de x, a saber, no intervalo (—4, 0) .

A demonstragao acima da existéncia da mencionada extensao de I' para argumentos com parte real negativa mostra
que essa extensao pode ser calculada por meio da representagiao de Mittag-Leffler (7.9). Como veremos mais abaixo,
porém, hd uma outra forma, talvez mais conveniente, de expressar essa extensao, a saber, com uso da chamada férmula
de reflexdo (provada adiante):

b
I'z)Ml-2) = ——,
(2)P(1 - 2) pry
véalida para z ndo-inteiro e que permite escrever
M(-2) = —— 2 (7.11)

2I'(z)sen(nz)
com a qual, caso Re (z) > 0, a extensédo de I" para argumentos com parte real negativa (lado esquerdo) pode ser calculada
em termos de I'(z) com Re(z) > 0 (no lado direito), dada concretamente pela integral (7.3).

Mais abaixo (vide (7.14)) apresentaremos outro argumento, talvez mais elementar, para provar que I' possui uma
extensdo analitica para o semiplano Re (z) < 0 (exceto os inteiros nao-positivos).

6Magnus Gosta Mittag-Leffler (1846-1927). Para a definigio geral da nocio de série de Mittag-Leffler, vide [268] ou [190]. Um outro
exemplo da série de Mittag-Leffler ¢ a representacio de Euler da fundo cotangente, expressio (6.31), pégina 280.
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207

Figura 7.1: Gréfico de I'(z) para x € (0, 5]. Observe que I' diverge em 0.

Antes disso, fagamos alguns comentérios importantes.

e Convexidade de I" e de InT’
E imediato da defini¢io (7.3) que para Re (z) > 0 valem

T'(z) = /Ooo e~ 't*n(t) dt e I(z) = /OOO e’tt"l(ln(t))2 dt . (7.12)

A segunda expressao acima diz-nos que se z for real e positivo (z = @ > 0) entao I'/(z) > 0 e, portanto, I' é uma
fungao convexa em R;. Em verdade, vale que também InI" é convexa em R, fato de certa relevancia como veremos
abaixo quando enunciarmos e demonstrarmos o Teorema de Bohr-Mollerup, Teorema 7.1, pdgina 299. Para mostrar isso,
notemos que, por (7.12),

C@) - ( e"t’_lln(t)dt)z

/
o0 2
= (/ (eft/zt(’”*l)/z) ((ft/zt(”*])/z ln(t)) dt)
0
o0
/

Cauchy-Schwarz

<

o dt) (/noc e et (n(n)? "t) = D)),
@ (lnF(z)) _ IM(@)(z) — (D(=))?

o que implica
q P s

= ———————""— >0, mostrando que InT" é convexa em R.

(T(2))?

e A funcao I' e o fatorial de ntimeros naturais

Usando integragdo por partes, segue que, para Re (z) > 0,

o 0 oo
T(z+1) = / et = —e 'F +z/ e 't*Thdt
0 0 0

0




JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio de 23 de outubro de 2017. Capitulo 7 288/2345

-257

Figura 7.2: Gréfico de I'(z) para = € (—4, 0). Observe que I diverge em 0 e para inteiros negativos.

provando que
T(z+1) = 2T(z2) . (7.13)

A relagdao (7.13) é por vezes denominada férmula do complemento da fun¢iao gama e é de grande importancia,
representando a razao de ser da fun¢ao gama de Euler.

Por indugao finita, e pelo fato de que, por (7.3), T'(1) = f[fo e~'dt = 1, segue facilmente de (7.13) que
T(n+1) = n!,

para todo n € INy. Assim, a fungdo I é uma espécie de extensao complexa do fatorial de niimeros inteiros positivos.

Essa tltima observagao merece um comentédrio. Ha certamente muitas fungdes f em R satisfazendo f(n + 1) = n!
para todo n € Ny. Se f é uma fungao satisfazendo f(x + 1) = zf(z) para todo x € Ry, entdo f(z)/T'(x) ¢é periddica de
perfodo 1, pois f(z +1)/T(z + 1) = (zf(x))/(a'(z)) = f(x)/I'(z) para todo z € Ry. Assim, f(z) = P(z)I'(z) com P
periédica de periodo 1 ¢ a solugao mais geral da equagao f(z + 1) = zf(z). Se P(1) = 1 entdo f(n+ 1) = n! para todo
n € Nyg. Um célebre e elegante teorema, o Teorema de Bohr-Mollerup, garante que a fungio gama de Euler é a tinica
fungao em Ry que satisfaz as seguintes condigoes: 1. T'(1) =1, 2. I'(z + 1) = 2'(z) e 3. InT é convexa.

O Teorema de Bohr-Mollerup serd enunciado e demonstrado na Segao 7.5.1, pagina 299 (vide Teorema 7.1, pdgina
299). Na Secdo 7.5, pagina 299, sdo demonstrados outros teoremas de unicidade da funcdo gama de Euler sob outras
caracterizagoes. Um deles é o notavel Teorema de Wielandt, Teorema 7.3, pagina 302, que em um certo sentido é uma
generalizagao aos complexos do Teorema de Bohr-Mollerup.

e Revisitando a extensao de I' para Re(z) <0

A expressao (7.3) permite definir I'(z), mas somente se Re (z) > 0 pois, de outra forma, a integral no lado direito
de (7.3) nao estd definida. E possivel, no entanto, estender analiticamente a fungiio T’ a todo C, exceto aos inteiros
nao-positivos. J& demonstramos esse fato acima, mas o mesmo pode também ser diretamente derivado da relagao (7.13).
Trataremos disso agora.
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Para n € IN, (7.13) diz-nos que

T(z4+n) = (z+n-1)(z+n—-2) -+ 2I'(2),
0 que permite escrever
r
() = (z+n) )

(z4+n—-1)(z4+n—-2) - z

Agora, I'(z + n) estd definida por (7.3) para Re(z + n) > 0, Assim, (7.14) prolonga analiticamente I'(z) & regido
Re(z) > —n, exceto nos pontos z = —k com k = 0, 1, ..., n — 1. Com isso, concluimos novamente que I' possui uma
extensdo analitica ao plano complexo C, exceto aos pontos z = 0, —1, —2, ..., onde possui no maximo polos simples.

(7.14)

Note-se que, por (7.14) tem-se na regiao Re (z) > —n que

T(z+1+n) (7.13) (z4+n)T(z+n)

T+1) = (z+n)(z+n—-1) -+ (z+1) (z+n)(z+n—-1) --- (z+1)

_ T(z+n) (7.14)

T e ey 2I(z), (7.15)

provando que (7.13) permanece vélida para a extensao.

Por (7.14) pode-se ver que z = 0, —1, —2 ... s@o realmente polos simples de I', pois pode-se calcular facilmente o
residuo de I' em cada ponto z = —n e constatar que é ndo-nulo. Por (7.14), esses residuos sio dados por
. . T(z+n+1) (1) (="

1 T = 1 = = —, 7.16

dm e 4n)l() = T 4 n) o e T T T T - o) nl (7.16)

como ja haviamos observado.

e Outra representacao integral equivalente

Fazendo a mudanca de varidvel ¢ = u? a integral em (7.3) torna-se
T(z) = 2/ e u 1t dy . (7.17)
0

Disso segue que

r(%) - Q/Ome"”zdu -/, (7.18)

identidade essa que é muito 1til e empregaremos adiante. Usando (7.13) para z = %, obtém-se

I R

para todo n € INy.

7.3 Outras Representacoes para a Funcao Gama

e A representacao produto de Gauss para I

A fungdo I' pode ser expressa de diversas outras formas, muitas delas tteis para a obtengao de resultados mais
profundos e exibiremos algumas aqui. Uma delas é uma representacdo produto de Gauss’ para a funcdo T':

n! n*

T = lim ——— 7.20

) nHI;oz(erl)---(ern) ’ (7.20)

vélida para todo z € C, z # 0, —1, =2, .... No que segue provaremos a validade de (7.20) na regido Re(z) > 0. A
extensao para todo C\ {0, —1, —2, —3, ...} serd feita mais adiante (vide (7.29), pagina 292). Provemos primeiramente

o seguinte lema:

7Johann Carl Friedrich Gau$ (1777-1855).
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Lema 7.1 Para Re(z) > 0 vale
n n
I(z) = lim (1 - f) t*=1dt . (7.21)
0

n—oo n

Prova. (De [157], com modificacoes). Tomemos z € F, g, ou seja, @ < Re(z) < 3, com « e j fixos, 0 < a < f < 00.

. no g :
Como I'(z) = limp—e fo e~'t*~1 dt, precisamos apenas provar que

lim (e’t - (1 - 3) ) t="ldt = 0. (7.22)
n—oo /g n

ha(t) = 1—¢ (1—%) .

n—1
t t
h’n(t):c,t(l——) EZO para0 < ¢t < n.

Defina-se para 0 <t <mn,

Como facilmente se constata,

ot
Como hl,(0) = 0, segue que hy,(t) = / hl,(s)ds. Como h/,(s) > 0 para 0 < s < n, segue disso que h,(t) > 0 para
Jo

. s n—1 .
0 <t < n. Adicionalmente, como (1 - i)n <1 para 0 < s < n, tem-se também

s it Cnel e . t L2
hn(t) = / hi(s)ds = / e’ (173) 3 s < / e ds < e’/ Sgs = £8
0 0 n n b n o n 2n

2 . .
:’l , 0 que implica

n 2
0< et (175) < = (7.23)

- n

Com isso, estabeleceu-se que 0 < h,,(t) < “’;

Disso segue o fato bem-conhecido de cursos de Célculo que

N
et = lim (1 77> s (7.24)

n—oo

(1 - 3>n < et (7.25)

n NG
/ (e’L — (17 —) )f#l dt = Fy+ G n ,
o n
onde, para 1 < a < n, definimos

a t n i t n
F, = / (c*t — (1 - —) )tl’l dt , Gayn = / (c*’ - (1 - —) >t2’1 dt .
0 n o n

Podemos afirmar que, para 1 < a < n,

n N (7.95) n . n
|Ga,n| < / <e“+ (177> )t"ldt < 2/ et gp < 2/ e Pl qt
a n a a

(25) 2C, 5 "67(177)1(# = —QC'Y”H (c’(177'>“7c7(17")")
< s | 1—o ’

para todo t € R, mas segue também que

fato que usaremos adiante.

Agora,
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onde z = Re(z) > 0, @ < < 3, e usamos que [t*| = t*. A constante positiva v de (7.5) ¢ arbitrdria, mas vamos
escolhé-la de sorte que 0 < v < 1, o que garante o decaimento da ultima expressio em n e a. Paralelamente,
a N (7.23)  pagatl v+l
|F.| < / et (1--) [t*7tat < / dt = ———
o n v 2n 2n(z + 2)

Com isso, vemos que para 1 < a <mn,

n n 1
/ et (1= V] « 7 2Gs (e—u—w)a _ e—(l—w)n) ]
o n T 2n(z+2) 1-—v
< Zcﬁfvb'ef(lf’)’)ﬂ .

n N
[l (-2
0 n 1-v

Mas o lado esquerdo nao depende de a e o lado direito pode ser feito arbitrariamente pequeno tomando a — oco. Isso
prova (7.22), completando a demonstracao de (7.21) para z € F,,, 3. Como a e f3 sdo arbitrédrios (com 0 < a < ), (7.21)
fica provado para todo Re (z) > 0. ]

Portanto,

lim
n—oo

Passemos agora & prova de (7.20). Temos,

n N I PN - N
/ (177> oty e (177> L (177>  dt
0 n n) zl, nzly n
1 n t n—1
- ! / (17 _) at
z Jo n

n-2
int. pos partes (n—1) " 1_ t g
nz(z+1) Jo n

n!
nz(z4+1)---(z+n-1) Jy

7 iteragoes

n
tz+n71 dt

| ztn |z
_ nln _ n!'n ) (7.26)
n"z(z+1)---(z+n) 2(z+1)---(2+n)
Por (7.21), isso prova (7.20).
e A representagao produto de Weierstrass para I'
A representagao produto de Weierstrass para a fungao T, vélida para todo z € C, é

L = ze"* ﬁ (1 + E) e w (7.27)
I'(z) n ’ '

n=1
onde v é o definida por
) 1 1
v = nangc (l+§+~~~+ﬁfln(n)) .

A constante v é chamada constante de Euler-Mascheroni® e vale® 0,577215665 . ... Para a conveniéncia do leitor, a Segio
6.2, pagina 276, discute a no¢ao de convergéncia de produtérias infinitas, como a que ocorre no lado direito de (7.27), e

8Lorenzo Mascheroni (1750-1800).
9Vide nota de rodapé a pagina 1321. A convergéncia do limite que define 7, acima, é discutida em todo bom livro de Célculo (vide, e.g.,
[310]). E até hoje um problema em aberto saber se 7 é6 um nimero racional ou nio.
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condigoes suficientes para que a mesma se dé. A convergéncia da produtéria que ocorre no lado direito de (7.27) para
todo z € C serd estabelecida logo adiante.

Vamos primeiramente estabelecer (7.27) na regiao Re (z) > 0. Definindo,
F(n)(z) o /n 1 t " =Ldt (7.26) n!n? (7.28)
)b n) O zlz+1)-(z4n)’ ’
provamos no Lema 7.1 que I'(2) = lim, o I'™(2) para Re(z) > 0. Temos
1 - z

- - = ze—2In() 2. z
) ] 2(z+1)--(z4+n) = ze (1+2) (1+2) (1+n)

n
_ (144442 ~In(n)) (1 z
ze 2 H + s

s=1

¢, portanto,

L = lim L = zc”zﬁ (1 + i) e v,

T'(z) n—eo I'(7)(2) et s
provando (7.27) para Re(z) > 0. Vamos agora provar que a produtéria do lado direito converge para todo z € C e
define uma funcao inteira de z. Tendo em vista o Corolario 6.1, pagina 277, consideremos para cada r > 0 o conjunto
compacto K, = {z € C| |z| < r} (o disco fechado de raio r centrado na origem). Da expansdo em série de Taylor da
fungao exponencial, obtém-se facilmente que para todo w € C vale

(1 1
1-(1-w)e” = w? = Wkt
a-0e =03 (5~ )
Verifique! Logo, como % - ﬁ > 0 para todo k, tem-se para |w| < 1 que ‘1 -1 7711)6“'| < (w3, (% — m) =
|w|?. Portanto, tomando-se w = —z/n, teremos ‘(1 +£) e n — 1‘ < @ sempre que |z| < n. Logo,
2
z p r
sup |<17L 7) e n — 1‘ < =
n n

zEK,
para todo n > r. Como a sequéncia 1/n? é somével, concluimos que

> z
Zsup |(1+—)e’:71‘ < 0.
n

£ zeK,
Pelo Coroldrio 6.1, pagina 277, isso demonstra que []oo, (l + f) e~ % converge e é analitica em K, e, como r > 0 é
arbitrério, concluimos que essa produtéria infinita define uma funcao inteira (i.e., analitica em toda parte).

A representacao produto de Weierstrass (7.27) pode, portanto, ser estendida para todo z € C, estabelecendo que ﬁ
¢ uma fungdo inteira, o que implica que I'(z) ndo possui zeros. Segue também facilmente de (7.27) que

em todo dominio de defini¢ao de T'.

A convergéncia da produtéria infinita e [J57, (1 + f) e~ 5 permite-nos estender a representacao produto de Gauss
(7.20) para além da regiao Re (z) > 0. De fato, ¢ evidente que para todo z € C vale

m m
2\ g _ 2zt 1) (z4m) B 1
znl;[l (1 + n) e ey exp [z | Inm E - .

n=1
o 1
Logo, como o limite m — oo do lado esquerdo existe para todo z € C, pelo exposto acima, e como lim (lnm — E 7) =
m—o0 n
n=1

—7, concluimos que

( m—ro0 mlm?

1 2\ _. .oz2(z+1) (2 +m)
— Le? | | Z)ez/n —
2 Z€ 11 (l + n) e lim s (7.29)
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para todo z € C. Isso estende a representacio produto de Gauss (7.20) para toda regiao C\ {0, —1, =2, =3, ...}.

e A representagao produto de Euler para I’

E bastante evidente que para todo n > 1, inteiro, vale

_— rﬁ(l#) - 1:[1(1+%> , (7.30)

De acordo com (7.28), podemos escrever

! 1 -1
O Frn e SO | G

S N2 s ——

e tomando o limite n — oo, obtemos

I(z) = %r:li[l Kl + %)z (1 + %)71] (7.32)

vélida para todo z € C, exceto z = 0, —1, =2, —3, .... Esta é a representacao produto de Euler para a fungao I'. A
expressao (7.32), obtida por Euler em 1729, foi a defini¢ao historicamente original da fungao I', a representagio integral
(7.3) tendo sido obtida posteriormente pelo mesmo autor a partir de (7.32). Euler chegou a (7.32) propondo-a como
solugio da equagdao funcional f(z+ 1) = zf(z) com f(1) = 1, tentando dessa forma obter uma generaliza¢ao continua do
fatorial de nimeros naturais.

E. 7.1 Eze Verifique diretamente de (7.32) que I satisfaz I'(z + 1) = 2I'(z) com I'(1) = 1. Sugestdo: usando a dltima
expressio em (7.31) considere a razio I'™(z + 1)/I'(™ (z) e tome o limite n — co. *

E. 7.2 Ezercicio. De (7.14) e de (7.20) prove que

lim n‘I'(n+1)
nooo D(z+n+1)

para todo z € C. *

7.4 A Funcgao Beta e Propriedades Adicionais da Fungao Gama

e Funcao beta. Propriedades elementares

A chamada func¢do beta, denotada por B(p, q) ¢ definida por

— LT o
B0 = 10 (7.33)

para p e ¢ complexos, mas diferentes de inteiros nao-positivos. Observe-se que, pela definigao, B é uma funcao simétrica
pela permutagio de seus argumentos:
B(p, q) = Blg, p) -
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Para Re (p) > 0 e Re(¢) > 0 podemos expressar B(p, ¢) em uma forma integral muito 1til:

B(p, q) = 2/2(cos€)2p*1<sem9)2“’1d04 (7.34)
0
Provamo-la com uso de (7.17), que nos diz que

oo oo
L(p)L(q) = 4 (/ e’”zuZ”’ldu) (/ e’”21)2‘1’1d1;> =4 J] e (W) 21201 gy gy,
0 0

u>0,v>0

Usando coordenadas polares, escrevemos u = r cos e v = rsenf com 0 < 6 < 7/2 (pois u > 0 e v > 0) e obtemos

o pm/2
4/ / e 2t =1 (cos )27~ (senf) 24! dr dO
0 0

o, /2
(2/ e " 7'2(””)"(17') (2/ (cos0)?P~ 1 (send)?e~1 d())
0 0

x/2
(721 T(p+q) (2/ (cos8)?P~ 1 (senf)?~1 dﬁ) R
0

T(p)L'(q)

provando (7.34).

Por mudangas de varidvel, obtém-se outras representagoes integrais equivalentes a (7.34) para B(p, ¢). Tomando
t = (cos6)? obtemos trivialmente de (7.34) que

1
B(p, q) = / 1 -t dt . (7.35)
0
Tomando em (7.35) u = 14 obtém-se, por outro lado,
o -1
B(p, q) = /0 Tt du . (7.36)

As representagoes (7.34), (7.35) e (7.36) valem para Re(p) > 0 e Re(¢g) > 0. Alguns textos adotam (7.35) como
definicao de B(p, ¢) para Re(p) > 0 e Re(q) > 0.

De (7.34) e de (7.33) obtém-se trivialmente a seguinte identidade ttil:

_ =D -1!

s 5 N. .
EETErE R 30

/2 (cos 0)?P~ L (senf)?9Ldo
Jo

E. 7.3 Ezercicio. Mostre que

1 a+1
a o, 1, (a+1 CAr(gh)re+
/ns(l—s) dsfiB( 3 ,b+l) = §7F(“;1+b+1) . (7.38)

Sugestdo: em (7.35) faca a mudanca de varidvel ¢ = s2. Identifique para quais valores complexos de a e b a relagio acima é vélida. &

7.4.1 A Férmula de Reflexao de Euler

Talvez a principal aplicagao de (7.33) e das representacoes integrais (7.34), (7.35) e (7.36) seja o estabelecimento da
importante formula de reflexdo para a func¢ao I, ou formula de reflexdo de Euler:
1 sen(mz)

Tora=s =« (7:39)

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio de 23 de outubro de 2017. Capitulo 7 295/2345

vélida para todo z € C, relagao esta que pode ser escrita em forma mais simétrica como

1 cos(rz)
= s 7.40
TE-arGes 7 0
vélida para todo z € C.
Antes de demonstrar (7.39) notemos que ela permite escrever, para z nao-inteiro,
™ m
D(—2) = — - _ . 7.41
(=2) T(z + 1) sen(wz) 2I'(z) sen(mz) (7.41)

Essa expressao permite calcular a extensdo analitica de I' de Re (z) > 0 para Re (z) < 0. Por exemplo, se Re (z) > 0, o
lado direito pode ser calculado usando (7.3), fornecendo a fungao gama do lado esquerdo, cujo argumento tem parte real
negativa. Evidentemente,

™
T(—2)(z) = ~Zsen(r) (7.42)
para z nao-inteiro.
Para demonstrar'® (7.39), comegamos usando (7.33) e (7.36) para obter
00 421
I(z)I(1—-2) = B(z,1-2) = /0 1ra du , (7.43)

onde a representacao integral acima ¢ valida para Re (z) > 0 e Re(1 — z) > 0, ou seja, na faixa 0 < Re(z) < 1, a qual
nos restringiremos provisoriamente.

A integral acima pode ser calculada pelo método dos residuos, como descreveremos. Seja I a integral

21
I = / 2w,
cl+w

onde C' é a curva fechada no plano complexo, orientada no sentido anti-horério, indicada na figura 7.3. A curva C' é
composta dos segmentos orientados (1) e (2), localizados, respectivamente, imediatamente acima e imediatamente abaixo
do semi-eixo real positivo (sendo que faremos a distancia desses segmentos a esse semi-eixo ir a zero) e dos arcos orientados
v eI, de raios € e R, respectivamente. Escolhemos R > 1, de modo que o polo simples que a fungao f(w) = 71:: possui
em w = —1 fique no interior da regiao delimitada por C.

Vamos representar a variavel complexa w na forma w = pe'®, com 0 < p < 00, 0 < ¢ < 27. Devido a essa escolha do
intervalo de valores de ¢, vemos que no segmento (1) tem-se que ¢ &~ 0, enquanto que no segmento (2) ¢ ~ 2. Assim,

. . . . R po1 . . .

a integral no segmento orientado (1) é aproximada por |- qu dp, enquanto que a integral no segmento orientado (2) é
. R p=—t S P

aproximada, por —e?7% fE /{Tp dp, as aproximagoes sendo tanto melhores quanto mais préximos os segmentos (1) e (2)

encontrarem-se do semi-eixo real positivo (lembrar que o integrando é continuo nas regioes acima a abaixo do semi-eixo
real positivo e cada integragao é feita em segmentos finitos). Assim, a contribuigao das integragdes de (1) e (2) & integral

Ié ® L
_ 2miz N
(1-e )/5 1, %

que nos limites ¢ — 0, R — oo converge a (1 — e2™#) T'(z)['(1 — z) devido a (7.43). Vamos agora estimar as integrais
sobre os segmentos 7 e I'.

Em v temos p = ¢, de modo que podemos escrever w = ee’®, com a < ¢ < 27 — q, para um certo a pequeno, e
dw = iee’?dgp, de forma que, escrevendo z = z + iy com & = Re (2), y = Im (2),

w1 2o gig(z—1)
/ dw = —ie® / —" do
Jy1+w Ja 1+ eet®

21 2m—a ooyl 2me2lvl
‘/f_'_ dwfsr/ ° < &7
w
Jy

P ik
1—e¢ - 1—¢ '

10Seguimos os argumentos de [50]. Para uma outra demonstracao igualmente elementar que faz uso da férmula de produto de Weierstrass

(7.27), vide [157].

e, portanto,
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(2

Figura 7.3: A curva C composta pelos segmentos de integragao v, I, (1) e (2).

que converge a zero quando € — 0 (lembrar que assumimos 0 < Re (z) < 1, ou seja, 0 < z < 1).

Em T temos, analogamente, p = R, de modo que podemos escrever w = Re'®, com § < ¢ < 2w — 3, para um certo
pequeno, e dw = iRe'?d¢, de forma que, escrevendo z = z + iy com z = Re (z), y = Im (2),

w1 2B ig(z—1)
——dw = iR* ———¢' dg
/1“ Trw ™ ™" /ﬂ T+Reo®

21—8 _olyl RT Re—1
(& L 5 L
< R* dp < 2me> ¥l = o™l [ ) |
R/3 R_1 % =AMy T e 1-1/R)"

e, portanto,

que converge a zero quando R — oo pois x < 1.
1

No interior da regido delimitada por C' o integrando f(w) = % possui uma tunica singularidade: um polo simples
w
em w = —1, cujo residuo é "~V (lembrar que —1 = /7). Assim, pelo teorema dos residuos,
-1
w?~ldu X
= —2mie'™*
c 1+u

que independe de € e R. Coletando os resultados anteriores sobre as integrais em (1), (2), v e I' concluimos que nos
limites € — 0 e R — oo vale a igualdade

—2mie'™ = (1- ) T(z)I(1-2),

que conduz trivialmente a

1 sen(mz)

T(:)T(1 - 2) i
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Até agora assumimos que 0 < Re (z) < 1. Todavia, ambos os lados da tltima expressao sao funcdes inteiras. Portanto,
a igualdade acima vale em todo plano complexo C.

E. 7.4 Ezercicio. Usando a férmula de reflexdo (7.39) e a representagio produto de Gauss (7.20), obtenha a representacio produto

da fungdo seno, obtida por Euler em 1734:
oo 2
sen(rz) = mz 11 (1 - F) s (7.44)

valida para todo z € C. Usando o Coroldrio 6.1, pagina 277, prove que a produtdria do lado direito de fato converge para todo z € C e,
de fato, define uma fun¢do inteira. Em [268] o leitor poders encontrar diversas outras demonstracdes de (7.44), assim como interessantes
notas histérias sobre suas origens e sobre os desenvolvimentos que engendrou.

Usando (7.44) e o fato bem-conhecido que cos(wz)sen(rz) = }sen(27z), obtenha a representacio produto da funcdo cosseno,

também devida a Euler:
o0

cos(mz) = H (1 — L) R (7.45)
it (2n —1)2
vélida para todo z € C. Prove também que a produtéria do lado direito de fato converge para todo z € C e, de fato, define uma fungdo
inteira.
Usando (7.44), obtenha

oo

s 4n? 20 2n 224466 )
T 1_[m = H =Z2Z2Z2Z222... X (7.46)
fret

2 = n—12n+1 133557

n=1 =
Essa expressio é denominada férmula de Wallis'*, ou produto de Wallis, tendo sido obtida por outros meios em 1665. Para uma
demonstracdo simples dessa férmula usando integrais, vide Secdo 6.2.1, pagina 277.

As expressdes (7.44) e (7.45) tém diversas aplicacdes e generalizagdes. Vide e.g. [268]. *

E. 7.5 Ezercicio. Diferenciando (7.44) em relagdo a z, obtenha

1 - 2z

meotg (mz) = — — — 7.47

grz) = 13 -2, (.47)
n=1

vélida para z € C\ Z. Essa expressdo é denominada férmula da cotangente de Euler, que a obteve em 1749. Ela é também conhecida

como expansdo em fracées parciais da funcdo cotangente. Diversas outras demonstragdes dessa importante identidade sdo conhecidas.

Vide Exercicio E. 6.12, pagina 280, ou Exercicio E. 38.23, pagina 1889. *

e Algumas identidades adicionais para a funcao Beta

Segundo nossa defini¢do para a fungao B, ¢ elementar ver que B(p, q) = if'm = paI®(a+Y Assim, vale a

T(p+q) q¢ Tlptetl) -
identidade +
rPTyq
B(p, q) = v B(p, q+1). (7.48)
Analogamente, demonstra-se que
p+q
B(p, q) = e Blp+1,4q). (7.49)
Segue disso evidentemente que
qB(p+1,q) = pB(p, ¢+1). (7.50)
rever _ Il _ I'(p) _ 1 ps ;
Usando (7.42) podemos escrever B(p, q) = Tooral = F(p+q)r<7q)F(q)F(fq) = — BT =3 Teenrg) - Assim, estabele-
cemos que
T 1
B(p, q) = (7.51)

~gsen(mq) Bp+4q, —q)
Usando o fato que B(p, q) = B(q, p), segue igualmente que

™ 1

Bl d) = e BT e =)

11John Wallis (1616-1703).
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7.4.2 A Férmula de Duplicacao de Legendre

As propriedades da fungdo beta permitem provar mais uma identidade importante satisfeita pela fun¢ao gama, a chamada
formula de duplicagdo da funcio gama, obtida por Legendre!? em 1811'3:
92:—1

1
T(2z) = T I'(z)l (z+ 5) s (7.53)
vélida para todo z € C que nao seja um inteiro nao-positivo ou um semi-inteiro nao-positivo, isto ¢, que nao seja da
forma —n ou da forma —n —1/2, com n =0, 1, 2, 3, .... Uma generalizacao de (7.53) (eq. (7.62)), devida a Gauss, serd
obtida na Secao 7.5.3.1, pagina 303.

A demonstragao de (7.53) é bastante simples. Assumindo provisoriamente Re (z) > 0, temos

I(:)(z) (7.35) /1 a1
o) - B(z, z) = A (t@—1)" " dt.
Efetuamos a mudanca de varidvel de integragao u = 2t — 1, temos

+1 1
1“(;()22()2) _ 22371 /71 a 7u2);71 du = 221271 /0 (1 7u2)z—1 du .

Por fim, fazendo a mudanca de varidvel de integracio v = u?, tem-se

T _ 1 o1, _ Blag) @  TETGE)  @as)  TEVT
T /(lfv) e = s 20 (2 +1) | 20 (24 1)

T(22) 22:-1

provando (7.53) para Re (z) > 0. A generalizagao para todo z € C segue do fato de que ambos os lados de (7.53) possuem
uma extensao analitica para todo C, exceto para os pontos em que z é um inteiro nao-positivo ou um semi-inteiro nao-
positivo.

Na Secao 7.5.2, pagina 300, discutimos que a fungao gama de Euler é essencialmente a unica func¢ao a satisfazer a
equacio funcional I'(z + 1) = 2I'(2) e a férmula de duplicacdo (7.53).

E interessante comparar a formula de duplicagao (7.53) com a chamada fdrmula de duplicagdo da fungdo seno (prove-
al):

1
sen(2mz) = 2sen(mz)sen| 7 (z + 5) s zeC. (7.54)
E. 7.6 Ezercicio. Prove que
1
/ In (sen(my)) dy = —In2. (7.55)
0
Essa expressio é denominada férmula de Jensen'®. Sugestdo: tome o logaritmo da férmula de duplicagio da fungio seno (7.54) e integre
a expressdo resultante no intervalo [0, 1/2]. Justifique cuidadosamente a existéncia das integrais. *
E. 7.7 Ezercicio. Prove que
1
/ In(T(y))dy = In(V2n), (7.56)
0

relagdo obtida por Raabe'® em 1843.

Sugestéo I: tome o logaritmo da férmula de duplicagdo (7.53), integre a expressdo resultante no intervalo [0, 1/2] e disso obtenha
(7.56).

Sugestéo II: tomando o logaritmo da férmula de reflexdo (7.39) e integrando a expressdo resultante no intervalo [0, 1], obtemos
2[01 In (F(y)) dy = Inm — _['01 ln(scn(ﬂy))dy (faga-o!). A integral fol ln(scn(wy))dy foi obtida no Exercicio E. 7.6 e disso segue
novamente (7.56). ¥

12 Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

13A. Legendre, Ezercices de calcul intégral, vols. T (1811), II (1816) e III (1817), Paris.
14 Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925).

15 Joseph Ludwig Raabe (1802-1859).
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7.5 Teoremas Sobre a Unicidade da Funcao Gama e Outros
Resultados

Nesta se¢ao demonstraremos alguns teoremas que estabelecem a unicidade da fungao gama de Euler sob certas caracte-
rizagOes. Esses teoremas sao de interesse por si s6, mas alguns deles sao uteis na obtengao de propriedades mais profundas
referida fungao.

7.5.1 O Teorema de Bohr-Mollerup

Um dos primeiros e mais célebres (e elegantes) teoremas de unicidade é um teorema devido a Bohr!® e Mollerup!?, datado
de 1922'8. Esse teorema refere-se a fungio gama de Euler restrita a Ry. Adiante trataremos de teoremas de unicidade
para I' nos complexos.

O Teorema de Bohr-Mollerup é tao fundamental que alguns autores, como Bourbaki'? e, até um certo ponto, Artin?°
em [16], adotam suas condigoes como defini¢ao da fungao gama de Euler, derivando suas demais propriedades a partir
dai.

e O Teorema de Bohr-Mollerup e sua demonstragao

Passemos agora a um dos teoremas mais elegantes da teoria da funcdo gama de Euler.

oo

Teorema 7.1 (Teorema de Bohr-Mollerup) A fungio I'(z) := / e~ 1" Ydt, & > 0, € a dnica funcdo real em Ry
Jo

satisfazendo

1. G(1) =1,
2. G(z +1) = 2G(z) para todo x > 0 (e, consequentemente, satisfazendo G(n + 1) = n! para todo n € Ny ),

3. InG € conveza. [m]

Notas. O Teorema 7.1 é também denominado Teorema de Bohr-Mollerup-Artin por alguns autores. Artin foi o primeiro a identificar a
relevancia da condigdo 3 (convexidade logaritmica) para o teorema, na edigao de 1931 de [16]. Como subproduto da demonstracao do Teorema
7.1 estabeleceremos que para todo z € (0, 1) vale

I@) = 1 il (7.57)
z) = lim —— —— .5
n=oo (z+n)(z+n—1)---x

o limite sendo uniforme em (0, 1). A expressao (7.57) é denominada representa¢io produto de Gauss da fungao gama de Euler e, como
provamos na Secdo 7.3, pagina 289, a mesma ¢ valida nao apenas no intervalo (0, 1) mas em todo o conjunto C\ {0, —1, —2, =3, ...}.

Prova do Teorema 7.1. Seguimos proximamente [16]. Para uma demonstracio semelhante, vide [72]. Que a fun¢ao T’
satisfaz as condigoes 1, 2 e 3 foi estabelecido anteriormente. A convexidade de InT, por exemplo, foi estabelecida a
pagina 287.

Todo y € Ry é da formay =m+ 2 comm € Ng e 0 <z < 1 (a saber, m := |y| e 2 := y — |y], com |y] sendo o
maior inteiro menor ou igual a x).

Sey =m € N ez = 0, entdo sabemos pelas condigoes 1 e 2 que G(m) = I'(m) = (m — 1)!. No caso geral,
como G e I satisfazem a equagdo funcional do item 2, valem G(y) = G(m+z) = (x +m —1)(z + m —2) --- 2G(z) e

16Harald August Bohr (1887-1951). H. Bohr era irmio mais novo do fisico Niels Bohr (Niels Henrik David Bohr (1885-1962)). H. Bohr
recebeu varios prémios por sua obra matematica e foi agraciado com a medalha de prata nos Jogos Olimpicos de 1908, em Lond: como
jogador da sele¢do dinamarquesa de futebol (!). B provavelmente até hoje o tinico matemédtico a alcancar essa honraria (o biofisico Britton
Chance (1913-2010) foi agraciado com a medalha de ouro na Olimpiada de 1952, em Helsinki, como velejador).

17 Johannes Peter Mollerup (1872-1937).

18 A referéncia original é Bohr, H. and Mollerup, J., Lerebog i matematisk Analyse, vol. 3, Copenhagen, 1922. Trata-se de um livro-texto de
Analise. Acreditando que o teorema j& era conhecido os autores nao o publicaram em um artigo cientifico e sua originalidade foi reconhecida
posteriormente, notadamente por Artin em [16].

19 Nicolas Bourbaki. Nome coletivo adotado por um grupo de importantes mateméticos franceses, nascido por volta de 1935.

20Emil Artin (1889-1962).
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T(y) =T(x+m)=(x+m—1)(x+m—2) - 2'(z). Portanto, para demonstrarmos o teorema, ¢ suficiente provarmos
que G(z) = I'(z) para todo = € (0, 1).

Seja G qualquer fungao satisfazendo as condigoes 1, 2 e 3, seja n € INg com n > 2 e seja z € (0, 1). Como InG é
convexa, vale para ela a seguinte desigualdade:
In (G(n —1)) —In (G(n)) < In (G(n+)) —In (G(n)) < In (G(n+1)) —In(G(n))
(n—=1)—n - (n+x)—n - (n+1)—n ’

Isto segue da desigualdade (5.9), pdgina 250, tomando-se a seguinte quadra de pontos: n —1 <n <n+az < n+ 1.
Verifique!

Agora, as condigdes 1 e 2 implicam, naturalmente, que G(n + 1) = nl. Logo, (7.58) fica

In(Gn+2)) —In((n—1)!)

- <
In(n—1) < =

< Inn. (7.59)

Multiplicando-se a desigualdade acima por @, somando-se em seguida In ((n — 1)!) aos trés termos e tomando-se em
seguida a exponencial de cada um, obtemos

(n—1)%mn—-1)! < Gn+x) < n"(n—-1).
Como G(n+z) = (x+n—1)(z+n—2) - 2G(z), obtemos da tltima desigualdade

(n—1)"(n—1)! N n(n —1)!
(z+n-1)(z+n-2)---x < 6@ < (x4+n—-1)(z+n-2)---z’

do que se extrai
—1)%(n —1)! Z0)
(n=1)*(n—1)! < G@) < nn! I+n'
(x+n—1(xz+n-2) -z (z+n)(z+n—-1)---2 n
As desigualdades expressas na linha acima fornecem um minorante ¢ um majorante para G(z) e sao vélidas para todo
n > 2. Podemos, portanto, substituir n por n 4+ 1 na primeira desigualdade sem alterar sua veracidade, obtendo

n*n! n*n! T+n
- < (@G < —m— X .
(z+n)(x+n—-1)---2 ~ (@) < (z+n)(z+n—-1)---z n

Portanto, vale também
(z4+n)(z+n—-1)---x
n*n!

1 < G(z)

T 1
<14+- < 14—,
n n

E evidente disso que
n®n!

Gla) = 7x11ﬁ\nol<>(w+n)(w+nfl)~~m’

uniformemente em (0, 1). Como I' também satisfaz as condigdes 1, 2 e 3, ela obedece a mesma equacio e concluimos
que G(z) = I'(x) para todo = € (0, 1). | ]

7.5.2 Foérmulas de Duplicagao e Unicidade

A discussdo sobre a férmula de duplicagao de Legendre (7.53) ¢ interessante acrescentar alguns comentérios referentes a
questao da unicidade. J4 colocamos a questao de saber quais fungoes satisfazem a equagao funcional I'(z + 1) = 2I'(z) e
encontramos uma resposta sob as hipéteses do Teorema de Bohr-Mollerup, Teorema 7.1, pagina 299. Como veremos, se
considerarmos também o desejo de ter satisfeita a férmula de duplicagio de Legendre (7.53) somos novamente conduzidos
a fungao gama de Euler. Isso é o contetido do Teorema 7.2, pagina 301.

Os dois lemas preparatérios que seguem sao devidos a Herglotz?!.

21Gustav Ferdinand Maria Herglotz (1881-1953).
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Lema 7.2 Seja a > 1 e seja A um aberto conezo de C que contenha o intervalo [0, a) do eizo real. Seja A uma fungio
analitica em A e que satisfaca a relagio 2A(2z) = A(z) + A(z +1/2) sempre que z, z+1/2 e 2z estiverem no intervalo
[0, a). Entdo, A é constante em todo A. [m]

Prova. Escolhamos b € (1, a). Entao, é evidente que [0, b] C [0, a) e é também evidente que se z € [0, b, entdo z/2 ¢
(z +1)/2 sdo também elementos de [0, b].

Por hipétese, temos que 24(2z) = A(z) + A(z +1/2) e que 44'(2z) = A’'(z) + A'(z + 1/2) sempre que 2z, z+1/2 ¢ 2z
estiverem no intervalo [0, a). Logo, para todo z € [0, b], valerd 4A’(z) = A’(z/2) + A’((z + 1)/2). Consequentemente,
teremos também 4|A’(z)| < |A'(z/2)| + |A’((z + 1)/2)| para todo z € [0, b).

Seja. M := max {|A’(z)|, z € [0, b]}. Como |A'(z)| ¢ continua em [0, b], 0 mdximo M ¢ alcangado em algum valor
20 € [0, b]. Assim, teremos 4M = 4|A'(z0)| < |A'(20/2)] + |4 ((z0 + 1)/2)| < 2M, j& que z9/2 e (20 + 1)/2 sdo também
elementos de [0, b]. Agora, como M > 0, a desigualdade 4M < 2M s6 é possivel se M = 0, o que informa-nos que
A'(z) = 0 para todo z € [0, b]. Como A ¢ analitica em A D [0, b], temos que A’(z) = 0 para todo z € A, como querfamos
provar. |

Lema 7.3 Seja a > 1 e seja A um aberto conexzo de C que contenha o intervalo [0, a) do eizo real. Seja A uma fungio
analitica em A, que nao possua zeros em [0, a) e que, para algum ~y € C\{0}, satisfaca a relagao A(2z) = vA(2)A(z+1/2)
sempre que z, z + 1/2 e 2z estiverem no intervalo [0, a). Entdo, A ¢ da forma A(z) = ae®* para todo z € A, sendo

a, B € € constantes satisfazendo ayeP!? =1, o que nos permite escrever A(z) =y~ 1ef==1/2), [m}

Prova. Pelas hipdteses, a fungao B(z) = A’(z)/A(z) é analitica em alguma vizinhanca aberta e conexa Ao de [0, a)
(com [0, a) C Ay C A). Também pelas hipéteses, sempre que z, z + 1/2 e 2z estiverem no intervalo [0, a) valerd

24" (2z) = yA (2) A(z 4+ 1/2) + vA(2) A’ (2 + 1/2). Logo, teremos nesse caso
2B(22) 2A4'(2z) FA (2)A(z +1/2) N YA(z)A' (2 +1/2)

2) = =

A(22) YA(2)A(z+1/2)  ~A(2)A(z+1/2)
Assim, 2B(2z) = B(z)+ B(z+1/2) e do Lema 7.2 concluimos que para todo z € Ag vale B(z) =  com § € C, constante.
Logo, A’(z) = BA(2), ou seja, A(z) = aeP* em todo z € A, para alguma constante a € C. Devido & analiticidade de A,
essa relagio vale em todo A. Da relagio A(2z) = yA(2)A(z + 1/2), obtemos que ayef/? = 1. |

= B(2)+B(z+1/2).

Os Lemas 7.2 e 7.3 podem ser interpretados como afirmagoes de existéncia de solugbes das equagdes funcionais
2A(2z) = A(2) + A(z +1/2) e A(2z) = vA(z)A(z + 1/2) sob as hipéteses listadas em seus respectivos enunciados. Para
um tratamento extensivo de equagdes funcionais, vide [4].

Os Lemas 7.2 e 7.3, acima, tém o seguinte corolario, o qual contém uma afirmacao de unicidade da fungéo gama de
Euler:

Teorema 7.2 A fun¢do gama de Euler é a unica fung¢ao que satisfaz as sequintes condigoes:
1. G:C\ {0, -1, =2, ...} = C € analitica no seu dominio, tendo em z =0 no mdzimo um polo simples,

2. G ¢ real na semirreta (0, 00),

3. G satisfaz G(z + 1) = 2G(z) em todo C\ {0, —1, =2, ...},
4. G satisfaz a férmula de duplicagio G(2z) = % G(2)G (z + %) em todo C, exceto os inteiros e semi-inteiros
nao-positivos. m]

Prova. Seja G satisfazendo as propriedades listadas no enunciado. Entao, A(z) := G(z)/T'(z) ¢ analitica em uma
vizinhanga de [0, oo) (lembrar que I' tem um polo simples em 0 ¢ G no méximo um polo simples nesse ponto, pelo item
1), é real no intervalo (0, co) (pelo item 2) e satisfaz A(z + 1) = A(z) (pelo item 3) e A(2z) = A(z)A(z + 1/2) (pelo
item 4) onde essas relagdes estiverem bem definidas, o que inclui o intervalo [0, o0). Pelo Lema 7.3, concluimos que
A(z) = €#=1/2) (justifique!). Como A é periédica de periodo 1, tem-se 8 = 27ni, n € Z. Como A é real em [0, o0),
devemos ter n = 0, implicando que G(z) =T'(z) em C\ {0, —1, -2, ...}. ]
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7.5.3 O Teorema de Wielandt e Algumas de Suas Consequéncias

O teorema que segue, obtido por Wielandt?? em 1939, é mais um teorema de unicidade da funcio gama. Sua utilidade
se manifestard na discussao da importante Férmula de Stirling, desenvolvida na Se¢ao 7.6, pagina 305.

Para um tratamento semelhante ao nosso, vide [268]%

Teorema 7.3 (Teorema de Wielandt) Considere-se o semiplano C4 := {z € C| Re(z) > 0}. A fungdo gama de
Euler é a inica fungdo satisfazendo as sequintes hipdteses:

1. G € analitica em Cgq,

2. G(z+ 1) = 2G(z) para todo z € Cq,

3. G(1) =1,

4. G € limitada na faiza F := {z € C| 1 <Re(z) < 2}. o

Nota. Como a tnica relagao funcional considerada no Teorema 7.3 ¢ a relagdo G(z + 1) = 2G(z), podemos dizer que, em um certo sentido, o
Teorema de Wielandt generaliza o Teorema de Bohr-Mollerup, Teorema 7.1, pdgina 299, para o contexto de funcées definidas em C4 e nao
apenas em R.. Essa afirmagio tem que ser tomada cum grano salis, pois o Teorema de Bohr-Mollerup faz uso também de uma hipétese de
convexidade ausente no Teorema de Wielandt.

Prova do Teorema 7.3. Consideremos a fungdo V : Cq — C definida por V(2) = G(2) — I'(2), z € Cq. E evidente que
V satisfaz V(z + 1) = 2V(z) e satisfaz também V(1) = 0. O mesmo raciocinio que nos conduziu a (7.14) permite obter
também

V(z+n)
(z4n-1)(z+n-2) -+ 2~
Agora, V(z+n) é analitica para Re (z +n) > 0, Assim, (7.60) estende analiticamente V(z) para Re (z) > —n, exceto nos

V(z) = (7.60)

pontos z = —k com k = 0, 1, ..., n— 1. Com isso, concluimos que V possui uma extensao analitica ao plano complexo
C, exceto aos pontos z = 0, —1, —2, ..., onde possui no maximo polos simples. Seguindo os mesmos passos de (7.15),
concluimos também que essa extensao satisfaz V(z + 1) = zV(z) em todo o conjunto C\ {0, —1, =2, ...}.
Ao contrério do que ocorre com a fun¢ao I', porém, a funcao V é regular nos pontos z = 0, —1, —2, ..., pois,
analogamente a (7.16), temos por (7.60) que
. . V(z+n+1) V(1)
lim (z4+n)V(z) = lim (z+n = =0. 7.61
za—n( V() Zﬁ*n( )(z+n)(z+n—1) ceez (=1)(=2) -+ (—n) ( )

A conclusao até aqui é que V' é uma funcao inteira, i.e., analitica em todo C satisfazendo V(z + 1) = 2V/(z) para todo
zeC.

Vamos agora analisar as consequéncias da hipdtese que G ¢ limitada na faixa {z € C| 1 < Re(z) < 2}. Pela
desigualdade (7.10), pagina 286, I' ¢ limitada nessa mesma faixa e, portanto, V' também o é. Afirmamos que V' ¢ também
limitada na faixa I := {z € C| 0 < Re(z) < 1}. De fato, na regido limitada {z € C| 0 < Re(z) < 1, =1 <Im(z) <1}
a funcao V ¢ limitada por ser analitica. J4 na regiago {z € C| 0 < Re(z) < 1, |Im(2)| > 1}, na qual tem-se |z > 1,
podemos evocar o fato que V(z) = V(z + 1)/z e estabelecer que |V (z)| < [V(z + 1)| < sup{|V(w)|, w € F}, pois é
evidente que z+ 1 € F'se z € {z€ C| 0 <Re(z) <1, [Im(z)] > 1}.

Como a aplicagao z +— 1 — z leva a faixa fechada {z € C| 0 < Re(z) < 1} em si mesma e a fun¢do V(z) ¢ limitada
nessa faixa (por essa ser um subconjunto de {z € €| 0 < Re(z) < 1}U{z € C| 1 < Re(z) < 2}), concluimos que a fung¢ao
V(1 — z) ¢ igualmente limitada em {z € C| 0 < Re(z) < 1}.

Observe-se agora que a funcao U(z) := V(z)V(1 — z) ¢ inteira e periédica de periodo 1. De fato, U(z + 1) =
V(z+1)V(=z) = 2V(2)V(=2) = V(2)(2V(~2)) = V(2)V(1—2) = U(z). Logo, U é limitada em {z € C| 0 < Re(z) < 1}
e, portanto, em todo C, devido & periodicidade. Pelo Teorema de Liouville, U ¢é constante. Como U(1) = V(1)V(0) = 0,
concluimos que U anula-se em toda parte. E fécil concluir disso que V anula-se em toda a parte: se V(z) nao se anulasse
em um aberto A € C, entdo V(1 — z) anular-se-ia nesse aberto e, como V ¢ inteira, isso implica que V é identicamente
nula. Portanto, concluimos que G e I' coincidem, que é o que desejdvamos estabelecer. |

22Helmut Wielandt (1910-2001).
23Vide também Reinhold Remmert, “Wielandt’s Theorem About the T-Function”. The American Mathematical Monthly, 103, No. 3,
214-220 (1996).

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio de 23 de outubro de 2017. Capitulo 7 303/2345

7.5.3.1 A Férmula de Multiplicacao de Gauss da Fungao Gama

O Teorema de Wielandt, Teorema 7.3, pagina 302, pode ser utilizado para uma demonstra¢io simples de mais uma
propriedade importante da fun¢do gama de Euler: para cada m € IN tem-se

mm=—1/2 m—1 1
I'(mz) = —/—m——= I — 1, .62
(mz) Tt g <z+ m) , (7.62)
vélida para todo z € C, exceto 0, —1/m, —2/m, —3/m, ..., ou seja, vélida para todo z € C\ {—n/m, n € No}.

A identidade (7.62), denominada fdrmula de multiplicagao da fungdo gama, ou férmula de multiplicagio de Gauss da
fungdo gama, foi provada em 1812 por Gauss por meios distintos dos que apresentaremos no que segue. Note-se que o
caso m = 1 ¢ uma identidade trivial e o caso m = 2 reproduz a Férmula de Duplica¢io de Legendre , eq. (7.53), pgina
298, e, portanto, (7.62) pode ser considerada uma generalizagao daquela relagao.

Para a prova de (7.62) precisamos de alguns resultados preparatérios elementares.

Lema 7.4 Para cada m € IN vale a identidade

m

[[Gz=e?m) = zm -1 (7.63)
=1
para todo z € C. Como consequéncia, vale a identidade
m—1 m_1 m—1
H (Zie—%mt/m) — T — Zza (7.64)
=1 - a=0

para cada m € N, m > 2, e todo z € C, z # 1. De (7.64) seque também que

-1
(1—e2ml/my = m (7.65)

3

Il
-

para todo m € N, m > 2. [m}

Prova. Os zeros do polinémio z™ — 1 sao, naturalmente, as raizes m-ésimas da unidade, ou seja, sdo os elementos de
{e2mil/m | =1 ..., m}. Assim, 2" — 1= I (z - e’z"“/m) para alguma constante k. Comparando os termos de
grau maximo de ambos os lados, constatemos facilmente que x = 1, provando (7.63).

A primeira igualdade em (7.64) segue de (7.63) e do fato que J[;2; (z — C’Q’”l/’”) =(z—-1) H;’;}l (z— (%’2’”‘/'”). A
segunda é a bem conhecida férmula para a soma de uma progressao geométrica (para obté-la, multiplique-se Z:’;Ul 24
por z — 1, expanda-se o produto e constate-se que todos os termos cancelam-se, exceto 2™ e —1).

A eq. (7.65) é obtida tomando-se o limite de (7.64) quando z — 1. ]

Logo adiante usaremos o lema que segue, o qual expressa uma propriedade bem-conhecida da fungio seno.

Lema 7.5 Para todo m € N, m > 2, vale

m—1

l m
H sen (WE) = oo (7.66)
=1
a
Prova.
m—1 . = , , = s (8%
— iml/m —inl/m _ —2iml/m i
H sen (ﬂ-z> T (2i)mt H (e - ) T gm-1 H (176 ) T gm-1
=1 =1 =1
onde, na segunda igualdade, usamos que os fatos que 1 +2+ - +m — 1 = (m — 1)m/2 e que ™m-D/2 = jm=1 N
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Proposicao 7.2 Para todo m € N, m > 2, vale

ﬁlf<%) = % (7.67)

=1

identidade obtida por Euler em cerca de 1776. [m}
Nota. Como se vé, a Férmula de Multiplicagao da fungao gama, relagao (7.62), é uma generalizagao de (7.67). &
Prova da Proposicio 7.2. Seja P(m) := [["7'T (£). Pela simples mudanca de varidveis [ — m — [ podemos escrever
posic Al =1 m D G p
P(m) = l’i;l r(- %) Logo,
m—1 m—1
. l l (7.39) 1 (7.66) gm-—1
P(m)? = r(Z\r(i1- L 39 m-1 86 m—1
(m) 1131 { (771,) ( m)} 11;[1 sen (m-L) m

o que completa a prova de (7.67). |

Chegamos agora ao resultado que nos interessa provar:

Teorema 7.4 (Férmula de Multiplicagao de Gauss da Fungao Gama) Para cada m € IN vale

r e ! 7.68
(mz)fﬁg (”E) (7.68)

para todo z € C\ {—n/m, n € No}.

Prova. Como jé dissemos, no caso m = 1 nao hé o que provar, de modo que consideraremos m > 2. Para demonstrarmos
(7.68), consideremos a fungao

me2
G(z) = —— ri—-,). (7.69)
m—
(27) 1=0 m
Em primeiro lugar, uma simples inspe¢io dessa férmula leva & conclusio que G é analitica na regidgo Cy == {2z €

C| Re(z) > 0}.

Em segundo lugar, nessa regiao vale também G(z + 1) = 2G(z), pois

241-1/2 m—1 241-1/2 ™M
Gla+1) i m 1I—IF<2+1+Z> _m 1HF(Z+Z)
Vemmt g m Vot

3

= 2G(z),
sendo que a tltima igualdade segue do fato que mI’ (’:r"’”

Em terceiro lugar,

m m—1

m 1\ ro=1 m LY\ (7.67)
G(1) = S T(— = —_— r(— ="1.
W=\l () Va1 (

=1 =1

Em quarto lugar, dado que |mz| = ‘mR"(”e’Im () ”"‘ = mR*(®) e que a desigualdade (7.10), pagina 286, pode ser

aplicada a cada um dos fatores I' de (7.69), segue que G ¢ limitada na faixa F := {z € C| 1 < Re(z) < 2}.

Assim, pelo Teorema 7.3, pagina 302, concluimos que G =I" em C\ {—n, n € No}. Logo, I'(mz) = G(mz) para todo
z€ C\{—n/m, n € No}, que é a relagio (7.68). n
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7.6 A Aproximagao de Stirling e suas Correcgoes

Nesta segao estudaremos o comportamento assintético de n! para n “grande” e da fun¢ao gama de Euler I'(z) para |z|
“grande” em um certo dominio. Em ambos os casos obteremos a chamada aprorimacdio de Stirling**, importante em
4reas como a Teoria de Probabilidade, Estatistica, Mecanica Quantica, Mecanica Estatistica etc., e estudaremos suas
corregoes.

No caso de fatoriais, a aproximagao de Stirling é a aproximagao
nl ~ V2rntie (7.70)

paran € IN é “grande” e é, muitas vezes, apresentada na forma

In(n!) =~ ln(jﬂ-) + (n + %) Inn—n, (7.71)

ou ainda na forma
In(n!) ~ nlnn—n, (7.72)

que difere da anterior pela negligéncia do termo (In(27) + Inn)/2, o qual é “pequeno” em relagao aos demais para n
“grande”. A aproximagao (7.70) deve ser entendida no sentido da seguinte afirmagao precisa em termos de limites:

n!

"

lim :
n—oo \/27 ntie—n

A aproximagio de Stirling foi originalmente encontrada (por volta de 1730) por de Moivre?®, o qual obteve a apro-
ximagao n! = K n"'*'%e_", sendo que K era uma constante que de Moivre nao pode especificar. A contribuigao de Stirling
foi provar que K = /2.

A aproximagao de Stirling, na forma (7.70) ou na forma (7.72), é muito 1til, por fornecer uma boa aproximagao para
n!, quando n é “grande”, em termos de fungoes simples de n. Que a aproximagao é boa mostra o fato que ja paran =6
a equagdao (7.70) aproxima 6! = 720 por 710,07..., um erro relativo percentual de cerca de 1,4%, onde por erro relativo
entendemos a expressao®
nl —V2rnitie "

n!

& = (7.73)

Para n = 13 o erro relativo percentual da férmula de Stirling é de cerca de 0,6%.

E. 7.8 Ezercicio. O estudante podera divertir-se calculando a aproximac3o fornecida por (7.70) para alguns valores de n, usando
uma calculadora de bolso, por exemplo, e constatando que o erro relativo percentual melhora quando n aumenta. *

Mais adiante (vide pdgina 312) encontraremos aproximagoes para n! ainda melhores que a de Stirling. Por exemplo,

1 ol R
A, = V2rnTzem e B, = V2rn"tre T Em (7.74)
satisfazem A, < n! < B,, para todo n € IN e ambos aproximam n! com um erro relativo percentual menor que %‘Tu para

n € IN, o que corresponde a um erro relativo percentual menor que 0,7% para n = 1, menor que 0,02% paran = 6 e
menor que 0,004% para n = 13. Paran = 6, por exemplo, A,, fornece a aproximagao 6! ~ 719, 8722, com um erro relativo
percentual de 0,018% e B,, fornece a aproximacio 6! =~ 720,00089. .., com um erro relativo percentual de 1-107*% (!).
A aproximagcio de n! por A, e B, é um resultado relativamente recente (de 1955), obtido por Robbins?7.

A aproximacao de Stirling pode ser apresentada em forma exata como

1
n! = V2rn"tae et | nelN, (7.75)

24 James Stirling (1692-1770).

25 Abraham de Moivre (1677-1754).

260 valor absoluto nio é n rio em (7.73) pois, como veremos, para cada n € N vale n! > V27 n"*3e=",

27 Herbert Ellis Robbins (1915-2001). Vide H. Robbins, “A Remark on Stirling’s Formula”, American Mathematical Monthly, 62, 26-29
(1955). Esse resultado pode também ser encontrado em [101], que cita Robbins. Robbins é um dos autores de [75].
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com a sequéncia f, satisfazendo lim, o pt, = 0. Em diversos problemas é de interesse conhecer-se as corregoes a
Aproximagao de Stirling (7.70) codificadas acima na sequéncia j,. Serd um dos propdsitos nossos na corrente se¢io
apresentar expressoes para tais corregoes.

Na corrente segio obteremos uma relagio ainda mais geral que (7.70), a saber, obteremos a chamada aprozimagao de
Stirling para a fun¢ao gama:

z—1 _ z
I(z) = V2r 22" 2e e | (7.76)

valida para todo z € C. := C\{w € C| Re (w) <0 e Im (w) = 0} (o plano complexo menos a semirreta real nao-positiva),
sendo que a fungio p(z), acima?®, pode ser expressa de diversas formas como, por exemplo,

u(z) = i [(z+m+%) 1n(1+2+1m) 71] , (7.77)

m=0

também para z € C.. Em textos como [268] o leitor poderd encontrar diversas outras expressoes para ju(z), validas
em diversas regides. A série do lado direito de (7.77) é denominada série de Gudermann®®, tendo sido obtida por esse
matematico em 18453, Demonstraremos que ‘l‘im |u(z)] = 0, ou seja, que

08
T'(z)

‘l‘im < =1,
ey P -
2€Cc 2mz =€

com o limite tomado com z = |z]e*?, sendo —7 < ¢ < 7 fixo. Isso conduz & aproximagao assintética

T(z) ~ Vor 2 Tre (7.78)

valida para |z| grande e ¢ fixo (com z € C.). A relagao (7.78) é também denominada aprozimagdio de Stirling para a
Fungao Gama.

Segundo (7.76), tem-se para n € N
n! =Tn+1) = V2r(n+ 1)"*15@7"71@“(”“) = V2rn"tie el
onde identificamos

—1+4+pu(n+1)

> 1 1
-1+ > [(n+1+m+§)ln(l+m)—1]

m=0

tn

Il Il
Y /N
3 3
+ +
| = | =
~—_— —
=3 =3
N TN
= —
+ +
S|~ 3=
S~— S~—

= pn).

Verifique! Resumindo, temos para todo n € IN

1
n! = \/27rn"+§e’”exp<

gl

{( 1) : (1 1 ) 1]
) 2 n-+m
+ L 1 1+ ! -1 (] ]9)
T m 2 . m ’ :
e temos para todo z € Cn

r(:) = mzkgwex%i [(z+m+%) In (HZ%J 71]) , (7.80)

m=0

m

Mg

= V2rntre ™ exp <

m

Essas tltimas expressoes representam as aproximagoes de Stirling exatas para n! e para a fungdo gama de Euler, ou scja,
incluindo corregoes.

28 A fungdo p que ocorre em (7.76) é por vezes denominada fungdo de Binet, em honra a Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), que foi
o primeiro a obter corregdes a aproximagao de Stirling, em 1839. O trabalho original de Binet sobre o tema é: M. J. Binet, “Mémoire sur les
intégrales définies Fulériennes”, Journ. de I'Ecole Roy. Polyt. 16, 123-343 (1839).

29Christoph Gudermann (1798-1852).

30C. Gudermann, “Additamentum ad functionis I'(a) = [;° e"®2%~1dx theoriam”. Journ. reine angew. Math. 29, 209-212 (1845).
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7.6.1 A Aproximacao de Stirling para Fatoriais e suas Correcoes. A Série
de Gudermann

Nesta segao apresentaremos a demonstragao tradicional da aproximagao de Stirling para n! quando n é “grande”. Ela é
préxima da demonstragao histérica de de Moivre e de Stirling.

e Algumas sugestoes preliminares

A fungao Inz ¢é crescente no intervalo (0, co) e, portanto, vale para todos a e b com 0 < a < b < oo a desigualdade
b
(b—a)lna < / Inzde < (b—a)lnb.
a
Tomando-se b = a + 1 temos para todo a > 0 que
at+1

Ina < / Inzdr < In(a+1)

e disso segue (trocando-se a — a — 1) que
a ra+1
/ Inzdr < Ina < / Inzde (7.81)
a-1 a

para a > 1. Como [Inz = z(In(z) — 1) ¢ fécil ver que as desigualdades (7.81) permanecem validas mesmo para a = 1,
quando a primeira integral é imprépria, pois

a 2
il_‘ml./ai]lnwdm = ignl (a(lnafl)7(a71)(1n(a,71)71)) =-1<0=Imhlc< /] Inzde.

(Recordar que limy_,oyIny = 0).

E evidente que para n € IN tem-se In(n!) = > k-1 Ink e usando (7.81) podemos escrever

n k n n k+1
Z/ Inzdr < Zlnk < Z/ Inxdx
k=17k=1 k=1 k=1"k

o que significa que
n n+1
/ Inzdr < In(n!) < / Inzdr.
0 1
Novamente usando [Ina = z(In(x) — 1), ambas as integrais de acima podem ser calculadas explicitamente, e obtemos
nln(n) —n < In(n!) < (n+1)Inn+1)—n,

ou
nln(n) < In(n!)+n < (n+1)In(n+1).

Essas desigualdades sugerem que estudemos a diferenga entre In(n!) +n e o valor médio entre nln(n) e (n+1)In(n+ 1),
o qual é dado por

o ey b (e (L T L 1 "
2ln(n (n+1)"th) = 21n<n 1+n = (n+3 ln(n)+21n 1+n .

Para n “grande”, (1 + :—1)”“ aproxima-se de e, de modo que o valor médio acima aproxima-se de (n + %) In(n) +1/2
que, por sua vez, pode ser aproximado por (77 + %) In(n) para n “grande”.

Estudemos, entao, a convergéncia da sequéncia

Sn = In(n!) +n— <n + %) In(n) ,
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0 que faremos no que segue.

e A convergéncia da sequéncia S,

Para demonstrarmos a convergéncia da sequéncia S,, procederemos da seguinte forma. E elementar constatar que

1 n+1 1 1+ 51
n = Ont1 = “JIn(—=)-1=@2n+1)=In | —22L ) 1.
Sn — Snt1 <n+2)n< - ) (2n+ )2n<1_

_1_
2nt1
o Sl
Sabemos que a série de Taylor da fungao In(1 + z) centrada em 0 é Z(—l)kk el qual converge na regiao [z| < 1.
k=0
Assim, na mesma regiao teremos
1 142z o 22k
=1 = . 7.82
2n<17z> ’CZ:O%+1 (7.82)
Como 1/(2n + 1) < 1, obtemos, tomando z = 1/(2n + 1) que
> 1 = 1
Sy — Snp1 = _ -1 = _— .
+ ; 2k + 1)(2n+1)%* ; 2k + 1)(2n+1)%*

H4 duas conclusoes a se extrair dessa igualdade. A primeira é que, como evidentemente o lado direito é positivo,
tem-se S, > S,+1 para todo n, o que nos informa que S,, ¢ uma sequéncia decrescente.

A segunda conclusao nasce da observagao que

oo oo 1
1 1 1 1 @ari)2 1 /1 1
Sp = Snt1 = T < 3 P = 3 T = —=|l-—-——) .
; 2k +1)(2n + 1) 3; (2n +1)? 31— G 12\n n+1
Verifique! E evidente, portanto, que (Sn — 117%) < (Spt1— 1172771“), e concluimos que a sequéncia S, — 1712% é uma

sequéncia crescente.

o Dars . s 11 11 i 8 sequAnCis ,
] ‘Logo,'pdrﬁx ng fixo, vale para todo n > ng que ‘?710'_ g < Sn = 135 < Sp. Assim, a be(}uenua Sny m > ng, €
limitada inferiormente e, como trata-se de uma sequéncia decrescente, a mesma converge a um numero C' € R.

1
Logo, lim (ln(n!) +n— <n + —) ln(n)) = C, o que equivale a dizer que
n—00 2
!
lim + = ¢ (7.83)
n—0o it e—n

Esse foi o resultado obtido originalmente por de Moivre. Temos agora que estabelecer qual o valor de C.

e A determinagao da constante C'

A contribuicio de Stirling & demonstracio da aproximacao de Stirling foi provar que e = /27, o que pode ser feito
com o seguinte procedimento. De acordo com a férmula do produto de Wallis®! na forma (6.27), pagina 279, temos

; 2
T 620 22n(n)?2 1 " 22n(pl)2 [(prtien 1
(/= = lim = lim
2 n—~ee  (2n)! \2n+1 nooo  (2n)! nhtsen @n+1)

n! 2 n! 2
nntl/2e—n 1 1 nntl/2e—n \/ 2n (r83) €€

= 1 = lim =
1m 1m 2n+1 5 3

oo ( (2n)! ) \/(27,,+1) n—o0 2 < (2n)!

922np2n+le—2n (2")2n+1/26—2n

o que implica e© = v/27.

31Na Secdo 6.2.1, pagina 277, apresentamos uma dedugdo elementar dessa férmula sem fazer uso de propriedades da fungio gama de Euler,
em contraste com o que fizemos em (7.46), pagina 297.
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E. 7.9 Ezercicio. Verifique cada uma das passagens acima. *
Nossa conclusao final é que vale
I n!
im — =
n—oo \/21 ptEe—n
Como ja dissemos no inicio da presente se¢ao, esse ¢ o significado exato, em termos de um limite, da chamada apro-
. b - Fa “ S . ~ . .
zimagdo de Stirling: n! ~ /27 n"t2e™", para n “grande”. Essa aproximacio serve também como motivacio para os
desenvolvimentos posteriores desta segao, que lidam com generalizagoes para a fun¢ao gama de Euler no plano complexo
e no computo de suas respectivas corregoes.

(7.84)

e Corregoes a aproximacao de Stirling para fatoriais. A série de Gudermann

Sob a luz da aproximagao de Stirling, é natural considerarmos escrever
1
nl = V27 n" e "etn

com o fator de corre¢io e#r introduzido ad hoc para tornar a igualdade verdadeira®? para todo n € IN. Naturalmente,
devido a (7.84), temos lim;,—,o0 ptn, = 0. Dividindo-se a expressao para (n + 1)! pela expressao para n!, obtemos

1\ "3
n+l= (n+1) (1+—) eint1Hn =l
n

1 1
Hng1l = fin = 1*<n+—>1n(1+—) .
2 n

m—1 1 1
intm = fin = 1—(n+k+5)In{1
P+ I Z [ (71+ + 2) n( + n,+k)]

k=0

e, portanto,

Assim, para todo m € IN vale

e como limy, o fn+m = 0, obtemos
= 1 1
fin = Z[(n+k‘+§)ln(1+m)—l] (7.85)
k=0
que podemos também expressar como

o 1 1
o=y Kk‘+§)ln (HE)*I] . (7.86)
k=n
Essa série é6 denominada série de Gudermann®® e sua extensao ao plano complexo serd estudada com detalhe na Secio
7.6.2 (inclusive sua convergéncia). Com a mesma, justificamos escrever a expressao exata (7.79) para n!, com n € N.

E. 7.10 Ezercicio. Verifique que se considerarmos apenas o primeiro termo da série (7.86), obtemos a aproximac¢io

nl ~ Vor (1) Ee (Y (7.87)

1 .
Usando o fato que para n “grande” podemos aproximar e'/? ~ (1 + ”lii) ?, obtenha também®*

n+ i nti
n! ~ V21 (72) . (7.88)

e

As duas (ltimas aproximagdes para n! sio ligeiramente melhores que a de Stirling, mesmo para n “pequeno”. Para n = 0, por
exemplo, Stirling fornece 0! &~ 0 (um erro relativo de 100%), enquanto que (7.87) fornece 0! ~ 0,9221 (um erro relativo de 7,8%) e
(7.88) fornece 0! ~ 1,0750 (um erro relativo de 7,5%). Para n = 1, Stirling fornece 1! ~ 0,921 (um erro relativo de 7,8%), enquanto
que (7.87) fornece 1! ~ 0,975 (um erro relativo de 2,5%) e (7.88) fornece 1! ~ 1,0252 (um erro relativo de 2,5%). Verifique! *

32 Para uma referéncia contendo algumas notas histéricas sobre corregdes a férmula de Stirling, vide I. Tweddle, “Approximating n!,
Historical Origins and Error Analysis”, American Journal of Physics, 52, 487-488 (1984).

33Christoph Gudermann (1798-1852).

34Vide também Y. Weissman, Am. J. Phys. 51, 9 (1983) e veja também a referéncia listada na nota de rodapé 32, pagina 309.
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e Uma representacao integral para p,,

Para motivar o tratamento que faremos da extensao complexa da série de Gudermann, observemos ainda que os
termos da série de Gudermann podem ser escritos como

1 1 1Y t1—-1)
, . 14— -1 == — .
('HkJrQ) (+ +k> 2./0 ikt

Isso pode ser constatado calculando-se diretamente a integral do lado direito, usando o fato que W = 7%"++H e
integragao por partes. Assim,
-t
n dt .
# Z / (n+k+1)2
Com as mudangas de varidveis t — t + k, temos
1 M-k - (k)
n = - —_— 2 dt. 7.89
=z o (7.89)

k=0

E natural agora introduzirmos a funcao @ : R — R, definida como sendo a fungao continua e periédica de periodo 1 que
no intervalo [0, 1) é dada por

o) = %t(l —.

Vide Figura 7.4, pagina 313. Para cada intervalo [k, k + 1), k € Ny, teremos, devido & periodicidade,
Q) = (t—k)(l —(t—k)) .

Com essa fungao, e devido a (7.89), podemos escrever
oo k+1 s}
= Z/ Q) / QW) 4 (7.90)
= () b (n+1)?

= v wteron ([T o200 a)

n+t)?

Assim, temos também

Essas tltimas expressoes motivam nosso ponto de partida para a extensao complexa da férmula de Stirling e da série
de Gudermann que faremos na Segéo 7.6.2, a seguir.

A expressao (7.90) tem o mérito de explicitar que y, > 0 para todo n e, portanto, tem-se para cada n a desigualdade
nl > V2rn"tre R

. . . ~ TS 1 _ . ‘ . 5
indicando que a aproximacdo de Stirling /27 n"*2e~" aproxima n! “por baixo”.

e Outra representagao util de p,

Tomando y = podemos escrever (verifique!)

*2(n+k)+1
1 1 1 14y (782) o= Y2

Ft )1+ —)-1=_-m(¥) 12 .

(”+ +2) ( * +k> 2yn(lfy> 2211

1
fin ZZ RS TR (7.91)

o a1 n+k)+1)

A expressdo (7.91) é ponto de partida, inclusive em trabalhos recentes®, para a obtencdo de majorantes e minorantes
para p,. No que segue apresentaremos algumas das estimativas mais simples desse tipo.

Assim, por (7.85),

35 Vide M. Mansour “Note on Stirling’s Formula”, International Mathematical Forum 4, no. 31, 1529-1534 (2009). Uma lista de resultados
histéricos para majorantes e minorantes de p, e referéncias a seus trabalhos originais pode ser encontrada nesse trabalho.
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e Majorantes e minorantes para ,,

Como ja dibbemoa ¢ evidente por (7.90) que i, > 0 para todo n. Como Q(t) < 1/8, segue facilmente também de

(7.90) que in, < g para todo n > 1, pois i, = Ju 0 dt < g jU

(CFnE e At = 5. Essas estimativas podem ser um

(n+l)
tanto iIlCrCHlCIltdddh COmMO Veremos.

Tendo (7.91) em mente e usando que 2a + 1 > 3 para a > 1, obtemos pela soma de uma progressao geométrica
infinita,

1 1 &
NPT =

(2(n+k)+1 = (2(n+k) +1)

1M
l\D
.

! I S
(2(n+k)+1)271 T 12\n+k n+k+1)°

W=

Assim,
_ 1 1 1 1
Hn Rég\n+k nt+k+1 T o12n
Tomando-se apenas os termos com a = 1 em (7.91), teremos também

= 1 1 [ 1 1
Y G~ BT B T =1
= 2m+k)+1)° 25 (+i+k) T 12J0 (n+l+a) 12n 46

Hn

C~I>—\

A referéncia listada na nota-de-rodapé 35, pagina 310, atribui esse simples resultado a Uspensky®®, em 1937.

Em resumo, vale, portanto,

1
— < < — 7.92
12n+6 fn 12n ( )
para cada n € IN e temos
Var ntTre e < pl < V2 pttEememw (7.93)

para cada n € IN.

A primeira das majoragdes em (7.92) pode ser melhorada da seguinte forma®”. Tendo em mente (7.91), podemos
escrever a somatéria em a como

i 1 1 >§:< 1 >a: 1
S22+l T S \32p+1)’ 3(2p+1)° -1

sendo p = n + k, onde usamos o fato que 2a + 1 < 3% para todo a € IN (o que pode ser facilmente provado, por exemplo,
por indugao. Faga-ol) e usamos a expressao da soma de uma progressao geométrica infinita. Agora, como n > 1, tem-se
p>1e, com isso,

1 1 1
32p+1)° -1 = 12 [p2+p+g] =12 [p2+(l+€)p+a(lfp)]
P21 ; 1 1 11 1 1
< 12|p? 1+ < 12 1 —+=| =12 1 — .

1 1 1 1 1 1
> — = — - i
T BTG B i h)

Assim, por (7.91), teremos

Portanto,

N lz( 1 1 ) 1 1 1
> - ) =51 = :
12k:0 nt+k+3 ntk+l+4 12n+ﬁ 12n+1

36 James Victor Uspensky (1883-1947).
37Para a referéncia original, vide nota-de-rodapé 27, pagina 305. Outra demonstragdo pode também ser encontrado em [101], que cita
Robbins.
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Portanto, vale

1
— < — 7.94
a1 ~ S T (7.94)
para cada n € IN e temos
1
Vor nttie e < pl < V2mntie Memn (7.95)

para cada n € IN, majoragoes essas mais precisas que (7.92)-(7.93). Como dissemos, esses limitantes ainda podem ser
melhorados e ha uma extensa literatura sobre tal assunto.

e Outros aproximantes para n!

E 5 3 " 5 1 4 Axc . 1 P ag ss6es A direits A esi 3
Contemplando (7.95), observamos que como 5~ é préximo a TznT Paran > 1, as expresses a direita e & esquerda de
(7.95) devem também aproximar n!. O préximo exercicio demonstra isso e mostra que essas aproximagoes sao excelentes,

mesmo para valores pequenos de n.

. R 1, 1
E. 7.11 Ezercicio. Sejam A, := 21 n"T2e e e B, := V21 n" " 2e "emn, n € N. Por (7.95) vale A, < n! < B, e
podemos considerar os erros relativos obtidos ao se aproximar n! por A,, ou por B, os quais sdo dados por

n!— A, An A, 1 1 -1
Hp = A g An g An g ) t—ep(———— ),
nl w <7 B, P \12n+1 " 120 P\ 12402 1 120
B, —n! B, By 1 1 1
B, = =2 e cexp(— )l =exp( ) -1
n! n! < Ay, exp (erL 12n + 1) xp (144n2 + erL)

Como A, > 0e B, > 0, as expressdes acima provam que

Prove que para z > 0 tem-se 1 — e™* < z e obtenha

0<A, « L L _ 0006%4...
" 144n2 + 12n 144n2 T

para todo n € IN. Se A > 0, prove que para z € [0, A] vale e — 1 < ”'AA Z e com isso obtenha

13(et/156 — 1 13(e!/1%6 — 1 0,00696 . . .
0< B, < ( ) < ( ) =
12n2 +n 12n2 n?

para todo n € IN.

Assim, o erro relativo percentual dos aproximantes a esquerda e a direita de (7.95) pode ser majorado por &~ 0, 7n~2% para cada
n € IN, decaindo rapidamente, portanto, para n — co. Mesmo para n = 1 o erro relativo percentual desses aproximantes é inferior a
0,7%. Compare com os niimeros obtidos no Exercicio E. 7.10, pagina 309. *

7.6.2 A Aproximagao de Stirling para a Funcao Gama e suas Correcgoes.
A Série de Gudermann

e A Aproximacao de Stirling para I'(z) e suas correcoes

Vamos agora enunciar e demonstrar o resultado principal da presente segao: a Aproximacao de Stirling com suas
corregoes para a funcdo gama de Euler em C.. Como veremos, a demonstragado evoca mais uma vez o Teorema de
Unicidade de Wielandt, Teorema 7.3, pagina 302.

Teorema 7.5 Para todo z € C. := C\ {w € C| Re(w) < 0 eIm(w) = 0} (o plano complexo menos a semirreta real
ndo-positiva) vale

1
T(z) = V2mexp ((z - 5) Inz— z) ) = i remen) | (7.96)
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onde ~ Q)

= ———dt, 7.97

we) = [T, (797)

com @ : R — R sendo a fungao continua e periddica de periodo 1 que no intervalo [0, 1) é dada por
1
Q) = §t(1 —t).

Vide Figura 7.4, pdagina 313. A fungdo p € analitica em todo C. e, escrevendo-se z € C. na forma polar z = |z|e'? com
[z] >0 e —m < <, valem as sequintes estimativas:

W) < g (7.98)
Para —m < ¢ < m vale ;% < W. Portanto, tem-se também de (7.98) que |u(z)] < 8‘12‘ le’ﬂ) o
Prova do Teorema 7.5. (Aqui seguimos proximamente [268]). Para z € C, defina-se
S(z) == V2mexp <(z - %) Inz— z) =2z reE
E elementar constatar (faga-o!) que para todo z € C, vale
S(z+1) = exp (2111 (Z—T> + %ln (2(z+1)) — 1) S(z), (7.99)

resultado que serd evocado mais adiante.

Vamos agora considerar uma fungao real Q(t) definida em todo R, periddica de perfodo 1 e de sorte que no intervalo

0, 1) tenhamos Q(t) = L¢(1 —t). Vide Figura 7.4, pagina 313. Seguindo sugestio engenhosa de Stieltjes®®, defina-se
) 2 g , pag g g g J )

Q

118

Figura 7.4: O gréfico de Q(t), periédica de periodo 1 e que vale t(1 —t)/2 no intervalo [0, 1).

agora, para z € C., a funcao

* Q)
W(z) = ————dt. 7.100
we) = [T (7100)
Afirmamos que g é analitica em todo C.. De fato, |Q(t)| < 1/8 para todo o t e se z = x+1iy € C, com x e y reais, tem-se
Q) L

(7.101)

1
(z+02| = 8(@+t)2+4?

e disso se conclui que a integral do lado direito em (7.100) converge uniformemente para z em compactos de C.. Agora,
para cada t € (0, co) a fungao (ZLJF(;LZ é, evidentemente, analitica como fun¢ao de z para z € C.. Logo, u(z) é analitica
em todo C..

38 Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894).
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O ponto crucial é constatarmos agora que para cada z € C vale

_ [T 0] _ 0]
;1,(2+1)7,u,(z)—/0 0 dt7/0 (z+t)2dt_7/o

2+ 1+1)? (2 +1)?
incos. por pastes [ Q' (1t 11y 1 )
ET - Q<)dt:f/ 2 - e D () 11 (a0
Jo z+1 Jo z+t B >

Verifique! Dessa forma, se definirmos para z € C,. a fungao
G(z) == S(z)et®

teremos por (7.99) e (7.102) que

E. 7.12 Ezercicio importante. Verifique! *

Evocando o Teorema de Wielandt, Teorema 7.3, pagina 302, tudo o que nos resta para provar que I' = G em todo
C. ¢é demonstrar que G ¢ limitada na faixa F := {z € C| 1 < Re(z) < 2} e que G(1) =

No reténgulo F N {z € C| =1 < Im(z) > 1} tanto S(z) quanto ¢(?) 3o limitadas por serem analiticas nessa regido.
Consideremos, entdo, a regido R := F N {z € C| ‘Im (z)‘ >1}. Nela temos, por (7.101),

Q)

< 1 1
(z+1t)?

S 81+ +1

embrar que |y| >1ex >1em ¢, portanto, |u(z)| < g Az dt < oo para todo z € R. Assim, p ¢ limitada em
lemb; lex>1lemR tant <5l arpemdt tod R. Assi ¢ limitad
F e, portanto, /() também o é. Quanto ao fator S(z), temos o seguinte. Vale

|S(2)| = 'v?rrexp ((z - %) Inz— z) < V2mexp (Re ((z— %) lnz) - Re(z)) .
Para z = x + iy = /2% + y?e' com ¢ = arctan (£), sendo —7 < ¢ < 7, temos
Re <<z - %) lnz) = <T - %) In(v22 +y2) —yp .

Verifique! Por consideragoes puramente geométricas é facil ver que na regidao R tem-se para y > 1 que ¢ > ¢g, onde
= arctan(1/2) > 0 e para y < —1 que ¢ < —¢pg. Assim, —yp < —|y|pp em toda a regidao R. Logo, em R vale

Re ((z—%) lnz> < gln\/4+y27|y\wo

e, portanto,
18(2)] < (4+y2)3/457\y\¢u

que, claramente, é uma fungao limitada em R, convergindo a zero quando |y| — co.

Estabelecemos que S(z), e#(*) e, portanto, G(z) sdo limitadas em F. Resta-nos provar que G(1) = 1. Como G(1)
¢é certamente positivo, os resultados obtidos até aqui ji garantem que G(z)/G(1) = I'(z) para todo z € C.. Logo, a
férmula de duplicagao (7.53) garante-nos que

Q) = 2% 1G(2)G (2 +3)

(verifique!) para todo z € C,, ou seja,

92:-1 §(2)8

Lz;r%) exp (u(z) +u (z + %) - u(QZ)) :

Ve S(

o —

GQ) =
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Um célculo explicito usando a defini¢ao de S mostra que

%&;) _ ﬁg exp (1 (”57))

(verifique!) e, portanto,

Tomando agora z = x, real e positivo, podemos escrever

Gy = 2 (1+%)Eexp () (4 3 ) = utz) (7.103)

E de se observar agora que lim, o (1+ ) = /e (um resultado bem conhecido) e que lim,_, p(z) = 0. Isso segue
do fato que, como Q(t) < 1/8, temos

Q) I R B S B
’L(z)f/o (@+1)? 55/0 (w+t)27§/l 78

Assim, tomando o limite 2 — oo em (7.103), obtemos G(1) = 1, estabelecendo (7.96)—(7.97).

Vamos agora demonstrar a estimativa (7.98). Escrevendo z € C, na forma polar z = |z|e"?, com |z| > 0e —7 < p < T,
tem-se a seguinte majoracao:

1 [= 1
W(z)] < = dt . 7.104
=)l = 8/0 (2| cos 4 )2 + |z|? sen?¢ ( )
, o dt arctan(b/a)
E fécil provar que = rove isso com a mudancga de varidveis ¢ — r = —=). Com uso
provar q /0 (a+0)2+02 b (prov Ga de vartv avi)
disso, segue facilmente que |u(z)| < 8= \E%p estabelecendo (7.98). |
e A série de Gudermann
A expressao (7.97) pode ser reescrita de forma mais explicita como
00 m+1
Q) / * / _td-t)
Wz) = dt =
#) /0 (z+1)2 Z z+t Z (z+i+m)?
Note-se que a convergéncia da série do lado direito para cada z € C. ¢ evidente, pois %t(l —t) < 1/8 ¢ os termos m

. aM_ge o ~ 2 pars ; 1 —_d__1 H 1 . ) y
comportam-se como ~ m~ > para m grande. Como GFirm? = i s5irmo Integragao por partes fornece

1Y 11—t g = L it o N FEAN - 1
5| T wdt =5 | ———dt = (z+m+5|n — =
2 Jo (z+t+m)? 2 )y z+t+m 2 z+m

Verifique! Com isso, obtemos para todo z € C,
- 1 1
L = 1 — ) =1 . 1
w(z) ,;[(z+m+ ) n( +z+m> ] (7.105)

Essa é série de Gudermann®® (7.77). Como comentado acima, a série de Gudermann é convergente para cada z € C.
E muito fécil constatar (faga-o!) que a convergéncia ¢ uniforme em compactos de C., o que implica que a série do lado
direito de (7.105) é também analitica em todo C.. Com (7.105) ficam justificadas as expressoes (7.79) e (7.80).

39Christoph Gudermann (1798-1852).
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E. 7.13 Euzercicio. Considere-se a funcdo real Py(t) definida em todo R, periédica de periodo 1 e de sorte que no intervalo [0, 1)
tenhamos

1
Pi(t) = t— 5"
Constate que P;(t) = —Q'(t) em cada intervalo (m, m + 1), m € Z, e, usando integragio por partes, mostre que
°° t < Pyt
w(z) = / QW4 — 7/ n g (7.106)
o (z+1)2 o ozt

para todo z € C.. Como discutido em certos textos (veja, e.g., [268]) essa expressdo é o ponto de partida para a obtencio de uma série
assintética (ndo convergente!) para 1(z) em termos de poténcias de 1/z, denominada série de Stirling, da qual ndo trataremos aqui.
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7.7 Exercicios Adicionais

Alguns dos exercicios que seguem exibem propriedades especiais da fungdao gama de Euler. Outros ilustram o uso da
fungao gama de Euler (e, em menor grau, da funcio zeta de Riemann) no célculo de integrais definidas que dificilmente
seriam computadas por outros meios.
E. 7.14 Euzercicio. Prove as identidades

2"n! = (2n)!, (2n)! = 2n)!!' (2n— 1),
n € IN. *

E. 7.15 Ezercicio. Prove as identidades

—1)n
Dn+1/2) = \/E(Q"Z—l) nen,
. on
I(1/2-n) = (—1)"\/77m , nelN,
T(n+1/3) = 3 "Bn-2)WI(1/3), neN,
T(n+2/3) = 3 "Bn-1MT(2/3), neN.
Sugestdo: use I'(z + 1) = 2I'(z) e indugdo. *
E. 7.16 Ezercicio. Prove que
1 . 1 1
2 7 T 2
(F (3 7z)l“(%+z)) (I‘(z)r(lfz)) B
para todo z € C. *

E. 7.17 Ezercicio. Usando (7.11) e o fato que I'(Z) = I'(z), prove que para todo y € R, y # 0, vale

Clin) 2 = ™
‘ (Ly)‘ ysenh (my)
e usando (7.40), prove que para todo y € IR vale
r(l + 1 L —_
2w ~ cosh(my)
Mostre também que
. N Ty
(1+iy)|* = —4—
} a+ W)‘ senh (1y)
para todo y € R.
Obtenha expressdes exatas para |I'(n + iy)|* e para |F (11 + % + Ly)‘Q n € N, *
E. 7.18 Ezercicio. Para z € €\ Z, é imediato da relacdo I'(2)['(—2) = - (vide (7.11)) que
2
2 2 ™
P N(=2)] = ——— . (7.107)
|z }seu(wz)|
Escrevendo z = = + iy, com z, y € R, mostre que (7.107) pode ser escrita de forma mais explicita como
7(2
T(z +iy)l(z — iy)l'(—z — iy) [ (—z +iy) =
(17 + yz) ((cosh(ﬂy))2 - (cos(wz))z)
2
= B . (7.108)

(22 +¢2) (Cosh(27ry) - cos(27rw))
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E. 7.19 Ezercicio. Mostre usando a aproximacgdo de Stirling (7.78) e/ou (7.96) que, com z e y reais e |y| — oo, vale a aproximag¢do
[Tz +iy)| = Vor |y /2 eI/ (7.109)

uniformemente para x em compactos de R. Constate que essa aproximacdo é perfeitamente compativel com os resultados do Exercicio
E. 7.17, pagina 317. *

E. 7.20 Ezercicio. Mostre usando a aproximacdo de Stirling (7.78) e/ou (7.96) que, com z e y reais e x — +oo, valem as
aproximagdes
2 2 z—1 —z— rctan( £ r—5 —:
M@ +iy)| =~ Vor (zz+y2’)( 32gmeyarctan(}) o \HratTae " (7.110)
uniformemente para y em compactos de R. O que se pode afirmar sobre o caso z — —oo0? Usando (7.107) e (7.110), obtenha para
x < 0 a aproximagdo

—(lz|+L o
(I21+3)/2 |l +y arctan( )

(z2 + .1/2)
((705}1(27(’_]/) - cos(?ww)) v

[Pz +1iy)| ~ V7 (7.111)

7r 72
(cosh(27ry) - cos(?m;))

com y € R, fixo, e 2 — —oco. Essa aproximagido ndo é uniforme em y. Observe que o denominador anula-se se e somentese y =0 e x

for um inteiro negativo (o que é compativel com a localizagdo dos polos da fun¢do gama).

De (7.110) segue que |I'(z + 1y)‘ diverge para x — +oc para todo y € R. Em contraste, segue de (7.111) que para todo y # 0
tem-se lim |T'(z +iy)| = 0 ndo uniformemente em y. *
2> —o00

E. 7.21 Ezercicio. Prove a identidade

B(r, s) _ T(r)I'(s) o t ot
B(r+t, s—t)  Tr+tl(s—t) }_[ (1+k+7‘> (1 k+s) (r.112)

=0

e identifique os valores complexos de 7, s e t para os quais a mesma é valida. Sugestdo: Use a representagdo produto de Weierstrass
(7.27) ou a representacdo produto de Euler (7.32).
Usando (7.112), demonstre que
it
k+r

1G] ﬁ

|1‘(’ + '”)'2 k=0
paratodosr € Cet € R. *

- (7.113)

* skokok %

A funcao gama de Euler é util também por permitir determinar certas integrais definidas. Os exercicios a seguir
ilustram isso.

E. 7.22 Ezercicio. Demonstre que, para 0 < Re(z) < 1, tem-se

z . 11 0 421 .
2 ue“*‘de:/—(u:/ —du = ——— . 114
/u (tan6) o (1—1t)* o 1+u o sen(mz) (7.114)

Sugestio: constate que, por (7.34), (7.35) e (7.36), cada uma das integrais acima é igual a B(z, 1 —z) = ﬂiri(%;zz e use (7.39). ¥

E. 7.23 Ezercicio. Mostre que

Y =T(1) = /nm e 'In(t) dt = /Olln (ln (%)) d,

onde v é a constante de Euler-Mascheroni. *
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E. 7.24 Ezercicio. Mostre que para z > 0 vale

[ (o(5) v

Em verdade, essa é uma das defini¢es originais de Euler para a fun¢do gama. *

E. 7.25 Ezxercicio. Mostre que para z > 0 valem

/ e dt = r(1+1) e / g = p (H—y) .
o T 0 T x

Naturalmente, a integral da segunda relagdo sé existe caso Re(y) > —1, devido & possivel singularidade do fator tY em ¢t = 0. O lado
direito dessa segunda relagdo, porém, esta definido para todo y € C, exceto caso (1 + y)/x seja um inteiro ndo-positivo. *

E. 7.26 Ezercicio. Mostre que para todo a > 0 vale
™ B r(eg+1
/ (sen0)® do = 2ﬁu (7.115)
0 a I(3)
Sugestio. Isso é uma consequéncia trivial de (7.33) e de (7.34).

E de se notar que o lado direito de (7.115) possui uma extensdo analitica ao conjunto €\ {—2n — 1, n € INo}, ou seja, ao conjunto
de todos os a's complexos que ndo sejam os inteiros negativos impares. *

E. 7.27 Ezercicio dirigido. Este exercicio faz uso da fungio Beta e suas propriedades e de métodos de integragdo complexa para a
obtencdo de um resultado ndo-elementar: para todos a, 8 € C com Re () > —1 vale

/W/2 (cos6)%cos (at) o = —nGO-) g (# B+ 1) (7.116)

0 28+1

T 1
5 —_ a+8+72 B—a
2(f—a) B (522, 252)

(7.117)

T 1
F+1 B+2  p—at2) °
PH(E+1) B (=g, Bgi2)

(7.118)

As relagdes (7.116)—(7.118) serdo provadas abaixo na regido o, 8 € C com |Re(a)| > Re(8) > —1. No entanto, contemplando
(7.116)—(7.118), ¢é facil constatar que apenas a restricio Re (3) > —1 ¢é relevante para a existéncia da integral do lado esquerdo.

A igualdade entre a integral do lado esquerdo e (7.118) é o contetido de um exercicio de [356], cuja resolucdo delineamos nos passos
abaixo, seguindo as sugestdes daquele texto, as quais parecem remontar a Cauchy®.

1. Para 0 < r < 1/2, seja C, o caminho no plano complexo, fechado e orientado no sentido anti-hordrio, indicado na Figura 7.5,
pagina 320. Nessa figura, Ao é um arco de circulo de raio 1 centrado em 0: Ay = {e? € €, —p < 0 < ¢}, onde p € (0, 7/2) éo
angulo indicado na Figura 7.6, pagina 321. A;, A2 e As sdo arcos de circulo de raio r centrados em 4, 0 e —, respectivamente. O
arco Ao encontra o arco A; no ponto indicado por p nas Figuras 7.5 e 7.6 e encontra o arco As no ponto indicado por g nas mesmas
figuras. I; e I sdo os intervalos do eixo imagindrio dados por 1 = {iy € C, r <y <1l—r}elh={iye C, —1+r <y < —r}.
Para o e § € C seja a fungdo 5

F(z) == 27" (z+ 2) = 22—z 0)”
Essa fungdo pode possuir até trés pontos singulares, a saber, em z = 0 e em z = +i. O ponto z = 0 pode ser um polose a—3—1
for um inteiro negativo e os pontos z = +i podem ser polos se 3 for um inteiro negativo. Em geral, porém, esses trés pontos
s3o pontos de ramificagio” . Escolhendo as linhas de ramificagdo paralelas ao eixo real negativo (indicadas em linhas tracejadas
na Figura 7.5), a fungdo F' serd sempre (i.e., para todos a, 3 € C) analitica no interior da regido delimitada por C, e em uma
vizinhanga dessa curva.
Conclua que para todos v, 3 € C e todo r € (0, 1/2) vale

. . 8
- 1\°
F(z)dz:f 2" 1(z+7) dz = 0.
Jo, - z
40 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

410 ponto z = 0 s6 nao serd singular se o — 8 € IN. Os pontos i s6 ndo serio singulares se § € No. Essas afirmagdes sio evidentes.
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o

o

Figura 7.5: A curva C, C C, orientada no sentido anti-horério e fechada.

. Mostre que para Re (o) > Re(f) vale

. Mostre que para Re () > —1 valem

=0

. 1\#
lim 22t <z+ 7> dz =0 e
A z

r—0
Ay

d B
lim [ 227! (z+1) dz = 0. (7.119)
Az

. Mostre que

8 v p
/ 227! (z+ l) dz = 2’71'/ (cos&)d cos (af) do
Ao z —@

onde o angulo ¢ é indicado na Figura 7.6, pagina 321. Conclua que

8 /2 /2 P
lim 227t (z + l) dz = 2‘31'/ (cose)/jcos (af) db = 2‘5“1'/ (COSG)J cos (af) db .
z —x/2 0

=0 J 4,

. Mostre que

B —iZ(B—a) p1 s
lim/ Pl z-%—i dz = —L/ w1 )P du (729
=0 /g, z 2 0

a-f8
p(252 1)

8 iZ(B—a) 1 o i (B—a) _A
lim/ P z+l dz L/ e/t (1 7u)ﬁ du 2 ¢ (2 ‘d, B+1) .
r=0./p, z 2 o 2 2

e que

. De (7.119) e dos demais resultados acima, estabeleca que para Re (a) > Re (8) > —1 vale

7 Ccost)? cos ) ap = -2 GEZ p (428 51)

28+1

Essa é a relagdo (7.116). Como a integral do lado esquerdo ndo se altera com a troca a — —a, a relagdo é vélida na regido
|[Re ()| > Re (8) > —1.
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p
1
A
ﬂ\ ¢
0 ‘/ 1
-¢
1
-i q
Figura 7.6: O arco Ag e o angulo ¢.
7. Fazendo uso de (7.52), mostre que
. LYP a=p (7.52) 2w 1
,sen(2([5 oz))l?(i2 ‘d+1) = ﬂ—&iB(’”;“? sy
Tem-se, portanto,
"/z.,ga.,gg_ ™ 1
A (cos0)” cos (af) df = (B —a) B(E2 (7.120)

também na regido |Re (a)| > Re(8) > —1. Essa é a relagdo (7.117).
8. Usando (7.48), mostre que

B—a at+f+2 f-a) _ a+B+2 B—a+2
TB(f. T) = (ﬂ+1)3(72 L ) .

Inserindo isso em (7.120), mostre também que

ks 1
PG+ 1) B (ol o2y

o /2
/ (cos 9)3 cos (af) df =
0
na mesma regido |Re (a)| > Re () > —1. Isso completa a demonstra¢io de (7.118).

As relagBes (7.116)-(7.118) tém diversos usos. Elas podem ser usadas para a determinagdo da série de Fourier da funcdo (cos 6)’/j
(vide Exercicio E. 38.29, pagina 1891) e surgem na Fisica no calculo de fun¢des de dois pontos de teorias quinticas de campos escalares
livres e massivas no espago-tempo de de Sitter. *

E. 7.28 Ezxe

io dirigido. A fun¢do Gama de Euler pode ser usada para expressar integrais como

o
oyt b aged faga? 1
I(ao, a1, a2, a3, ag) = / e~ ragetfagathone a0 g, (7.121)
oo
. ok -
ondeay >0ear € C, k=0, ..., 3. Expandindo cada fator e*** | k =1, ..., 3, em sua série de Taylor centrada em = = 0, obtenha
o ni na ng oo
X Ty agat 2np+3
I(ao, o1, a2, a3, ag) = €™ e gratInating g,

n1!nz!na!
ny,ng, 3 =0

. . « - . gt
Justifique a troca da ordem da integraco pelas somas com base no rapido decaimento de e~ “4*" quando |z| — cc.
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Por simetria, a integral acima serd nula exceto se ni + 2n3 + 3ng for par. Como 2ns + 2n3 é sempre um nimero par, é suficiente
impor-se que n1 + ng3 seja par. Nesse caso, podemos escrever, tomando m = (n1 + 2n2 + 3n3)/2 € N,

/w emoan? pratingting go 2/30 P lx = t=aqz! —‘1 — /DC eIt g = —‘1 — F(l+ m) s
el 0 20147+7 0 2a2+7 4 2

onde I é a Fungdo Gama de Euler. Verifique que, assim, obtemos?2
£o oo a;”a;’”a;“az('”+2"2+3"3+”/4
I(ao, on, o2, a3, o) = -5 E

ny,ng,ng =0
ny+ng = par

r ("1 + 2"2: 3na + 1) . (7.122)

ni!na!ng!

Uma variante dessa expressdo sera reencontrada no Exercicio E. 39.61, pagina 1999, que trata do cdlculo de certas transformadas de
Fourier. *

E. 7.29 Ez

Generalize (7.122) para integrais do tipo

o 2n-1
I(ao, ..., q2p) = / exp (70{27112” + Z akzk> dx , (7.123)
—o0

k=0

comn € N, az, >0e aop, ..., azn—1 complexos. *

42A relagdo (7.122) é apresentada em artigo da Wikipedia, sem demostragio e referéncia. Agradecemos ao Prof. Fernando T. C. Brandt
por nos chamar a atengio para essa formula.



