Capitulo 9

Transformacoes de Mobius
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RANSFORMAGOES DE M¢ébius (que também sdo denominadas transformagées lineares fracionais) sao certas

fungoes de varidvel complexa que surgem em aplicagoes na Teoria de Campos (simetrias conformes), na Mecanica
= Estatistica (modelo de Ising na chamada drvore de Cayley), na Teoria dos Sistemas Dinamicos, na Geometria
Projetiva, nas Geometrias Hiperblicas, na Anélise Funcional e nas Algebras de Operadores (via transformadas de
Cayley), na Teoria de Grupos de Lie, assim como em outras dreas. Possuem diversas propriedades notdveis e associam-se
de forma natural & Teoria de Grupos e a Algebra Linear.

O estudo de Transformagoes de Mdbius é a porta de entrada para o estudo de fungbes e formas modulares e de
fungoes e formas automorfas, assuntos de importancia na Teoria de Ntimeros, na Anélise Harmonica e fortemente ligados
a Topologia Algébrica.

Neste capitulo demonstraremos e discutiremos algumas das propriedades mais simples e relevantes de Transformagoes
de Mobius e temas associados.

9.1 Transformacoes de Mobius. Definicao e Propriedades
Elementares

e Transformagoes de Mdobius. Definigao

Seja A € Mat (C, 2) da forma A = (24) com c e d ndo simultaneamente nulos. A transformagio de Mdbius' M4
associada & matriz A ¢ a fungio de varidvel complexa definida por
az+b

Ma(z) = —rd

(9.1)

1 August Ferdinand M&bius (1790-1868).
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Observe-se que z pode ser arbitrdrio em C, excetuando-se o ponto —d/¢, caso ¢ # 0. E relevante observar também que
para todo A € C tem-se
Mya(z) = Ma(z), (9:2)

para todo z € C\ {—d/c}.

Caso ¢ # 0 transformacao de Mdbius acima possui um polo simples no ponto z = —d/c (exceto quando det(A) = 0,
como veremos adiante). Em manipulagdes algébricas frequentemente omitiremos especificar esses pontos singulares,
exceto quando estritamente necessario. Essas mengoes aos pontos singulares podem ser completamente eliminadas
expressando-se as transformacoes de Mobius como funcdes da chamada Esfera de Riemann?® em si mesma, como indica-
remos adiante.

Uma transformagao de Mobius é especificada por uma matriz complexa 2 X 2, que possui quatro elementos inde-
pendentes. A relacdo (9.2) nos ensina, porém, que cada transformacao de Mobius é especificada por no méximo trés
parametros complexos. Esse fato serd explorado mais adiante (Teorema 9.1, pagina 455).

e Casos triviais

H4 alguns casos triviais dignos de nota. Caso ¢ = 0 (em cujo caso d # 0) a correspondente transformacao de Mébius
¢ a fungao linear Ma(z) = §2 + %. Em particular, vale M;(z) = z, a fungao identidade.

Caso o par (a, b) seja um multiplo do par (¢, d), ou seja, se (a, b) = A(¢, d) para algum A € C, entao a correspondente
transformacao de Mobius é a fungao constante igual a A. Logo adiante veremos que M4 é constante se e somente se

det(A4) = 0.

e A transformacgao de Cayley

Para C = (’11 }) a transformacao M¢ é denominada transformacdo de Cayley’®, ou transformada de Cayley. Nesse
caso, Mc(z) = (1 —z)/(1 + z), = # —1. Transformacdes de Cayley tém utilidade na Teoria de Grupos (vide Segdo
21.4.2.3, pagina 1137) e nas Algebras de Operadores.

Em certas aplicacoes, usa-se a expressdo transformagdo de Cayley, ou transformada de Cayley, para denominar a
fungdo complexa Mp(z) = (z —i)/(z + 1), z # —i. Aqui, D = (] 7%).

e Transformagoes de Md6bius elementares

). A fungao
(com z # 0)

A funcao Tp(z) := z — b é uma transformagao de Mobius, correspondente, por exemplo, a A = (é R
P,(z) := az é uma transformagao de Mébius, correspondente, por exemplo, a A = (7). A fungdo I(2) :
¢ uma transformacio de Mobius, correspondente, por exemplo, a A = ().

Essas transformagoes de Mobius sao por vezes denominadas transformacgoes de Mébius elementares.
Em particular, a transformagao Tj, é denominada translagao (por b € C) e a transformagao I ¢ denominada inversao.

Observe-se que para todos a, b € C valem as relagoes

PooT, = Tapo Py (9.3)

e para todo a € C\ {0}, valem
Pyol = IToPy,. (9.4)
Verifique (9.3) e (9.4). L

e Homotetias e rotagoes

Uma transformagao P,(z) = pz com p > 0 é dita ser uma homotetia, dilata¢ao ou ainda transformagdo de escala.
Ja uma transformagao como P,ia, para a € (—m, 7|, é dita ser uma rota¢do, pois P.ia(z) = €'z, 0 que significa que o
e » s s e 5
nimero complexo z é rodado em torno da origem por um angulo a.

2Trata-se de uma variedade complexa obtida da “compactificagdo de um ponto” de C, ou seja, com acréscimo de um ponto no “infinito”,
denotado por co.
3 Arthur Cayley (1821-1895).
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Seja a € C com a decomposigao polar a = |ale’™, a € (—, 7]. A transformagao P,, também pode ser escrita como
a composicio P, = Ply| 0 Peia = Puia 0 Py Portanto, a transformagao de Mobius P, ¢ a combinacio de uma homotetia
com uma rotagao.

e Fungoes meromorfas. Fungoes inteiras

Uma funcao de varidvel complexa é dita uma fungdo inteira em C se for analitica em todo C.

Uma funcao de varidvel complexa é dita uma fun¢do meromorfa em um dominio D se for analitica nesse dominio,
exceto em um conjunto discreto de pontos isolados (i.e., sem pontos de acumulagdo), nos quais possui polos de ordem
finita. Vide, e.g., [272].

A fungao f(z) = P(2)/Q(z), onde P e @ sao polindmios, é meromorfa, pois suas nicas possiveis singularidades sao
os zeros de @ que nao forem zeros de ordem igual ou superior de P.

A fungao f(z) = 1/sen(z) é meromorfa, pois tem somente polos nos pontos z = nm, n € Z, que sao isolados e nao se
acumulam.

A funcao Gama de Euler, estudada no Capitulo 7, pagina 378, e a fun¢ao Zeta de Riemann, estudada no Capitulo 8,
pagina 420, sao fungdes meromorfas, pois possuem apenas polos isolados como singularidades.

A fungao f(z) = 1/sen(1/z) nao é meromorfa. Ela tem singularidades em 0 e polos em z = 1/(n7), n € Z\ {0}, mas
esses polos nao sao isolados, ja que se acumulam em 0.

As fungdes f(z) = exp(1/z) e sen(1/z) ndo sao meromorfas, pois possuem singularidades essenciais (polos de ordem
infinita) em z = 0.

As fungdes f(z) = In(z) e v/z nao sdo meromorfas em todo C, pois niao podem ser feitas analiticas pela mera exclusao
de um conjunto de pontos isolados de C.

e Propriedades elementares das transformagoes de Md&bius

Voltando ao caso geral, é ficil provar a seguinte afirmagéo: M, é constante se e somente se det(A) = 0. De fato, se
det(A) = 0 a primeira linha da matriz A ¢ proporcional & segunda, ou seja, existe A € C tal que a = Ac e b = \d, o que
implica Ma(z) = X para todo z € C. Reciprocamente, se Ma(z) = X para todo z € C, entao (a — Ac)z+ (b— Ad) =0
para todo z € C, o que implica a = Ac e b = Ad, de onde se extrai que det(A) = 0.

Note-se que para todo o € C com « # 0, vale Moq(2) = 2z, Vz € C, ou seja, Mqy ¢ a fungdo identidade. Suponhamos,
reciprocamente, que A seja tal que M4(z) = z para todo z € C. Entdo, valeria ¢z + (a — d)z — b = 0 para todo z, o
que implica ¢ = 0, d = a e b = 0. Essas condigbes significam que A = al. Assim, estabelecemos que M4 é a fungao
identidade se e somente se A for um miltiplo nao nulo da matriz identidade.

Mais adiante, mostraremos que se para duas matrizes A, B € Mat (C, 2) valer em um dominio conveniente que
M = Mp e uma delas for inversivel, entio existe constante A € €\ {0} tal que B = AA. (Caso nenhuma das duas for
inversivel, entdo M4 e Mp sao constantes e a condi¢do M4 = Mp informa que sdo a mesma constante).

No caso em que ¢ = 0, M4 ¢ uma fungao linear e, portanto, inteira, Caso ¢ # 0 e det(A) # 0, entdo M4 ¢ uma fungao
meromorfa com um polo simples em z = —d/c.

No caso em que ¢ = 0 e det(A) # 0, M : C — C é linear e, portanto, bijetora.

No caso em que ¢ # 0 e det(A) # 0, M : C\{—d/c} — C\{a/c} é uma aplicacio bijetora. Para provar a injetividade,
observemos que se z e w sao elementos de C\ {—d/c} e vale M4 (z) = Ma(w), entdo (az+b)(cw+d) = (aw+b)(cz+d), ou
seja, (ad—bc)z = (ad—bc)w, o que implica z = w pois supomos det(A4) # 0. Para provar que M4 : C\{—d/c} — C\{a/c}
é sobrejetora, seja y € €\ {a/c} e coloquemos a questao se existe z € €\ {—d/c} tal que M4(z) = y. Isso implicaria
az+b—czy—dy =0, ou seja, (a — cy)z = dy — b e, portanto, z = (dy — b)/(a — cy). Como a — cy # 0, um tal z existe,
demonstrando a sobrejetividade desejada.

o A Esfera de Riemann

O plano complexo € pode ser mapeado bijetivamente na esfera unitaria bidimensional de R? centrada na origem
e subtraida de um de seus pontos, digamos seu polo norte: $2\ {N}. Isso pode ser obtido pela chamada proje¢do
estereogrdfica, lustrada na Figura 9.1, pagina 452 e descrita com mais detalhes & pdgina 1722. Operagdes entre nimeros
complexos, como somas e produtos, podem ser traduzidos como operagdes entre os pontos de $2\ {N} e, analogamente,
fungdes f: C — C também podem ser entendidas como funcdes de $2 \ {N} em si mesmo.
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O acréscimo do ponto N a $2\ {N} corresponde ao acréscimo a € de todos os seus pontos localizados no infinito.
Esse acréscimo é muito 1til no estudo de propriedades de fungdes meromorfas, como as transformagoes de Mobius.

O ponto infinito que é acrescentado a € por esse procedimento serd denotado por oo (o simbolo de infinito em
negrito). Topologicamente o acréscimo do ponto infinito a € corresponde & chamada compactificagio de um ponto de C.
O conjunto € := CU{oo} ¢ denominado plano complezo estendido e a esfera $2 associada é, nesse contexto, denominada
Esfera de Riemann®. Dado existir uma bijegio entre a Esfera de Riemann e o plano complexo estendido é costume
chamar também C de “Esfera de Riemann”.

A Esfera de Riemann é um exemplo, dos mais simples, de uma variedade compleza, mas nao trataremos esses aspectos
aqui.

Figura 9.1: A Esfera de Riemann. Cada ponto ¢ da esfera bidimensional unitdria centrada na origem e sem seu polo
norte, $2\ { N}, pode ser mapeado univocamente a um ponto z do plano complexo C, que é o plano horizontal da figura.
O ponto N (com coordenadas (0, 0, 1)) indica o polo norte. O ponto z é definido pelo cruzamento da reta que conecta N
a ¢ com o plano horizontal. Se as coordenadas de q sdo (z1, T2, ¥3) com (x1)% + (z2)? + (23)%2 = 1, entdo Re (2) = =i
e Im (2) = $2-. Reciprocamente, tem-se q = (z1, 2, @3) = Wﬁ(?Re(z), 2Im (2), |z[* —1). Verifique! Isso define a
chamada projecao estereogrdfica da esfera unitaria. O ponto N pode ser simultaneamente associado a todos os nimeros
complexos “infinitos”, conjuntamente identificados e denotados por oco.

4Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
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Certas operagoes aritméticas podem ser definidas em C: seze C, definimos z + co = oo; se z # 0 define-se
2% 00 = 00. Além disso 0o + 00 = 00 € 00 X 00 = 00. As operagdes 0o — 0o e 0 X 00 nao sao definidas®. Dessa forma,
C nao compde um corpo (nogao definida na Sec¢ao 2.1.4, pagina 126).

As transformagoes de Mobius definidas em (9.1) podem ser estendidas de forma natural a todo C:=CuU {o0} por
meio das seguintes definigoes:

1. Caso ¢ # 0. Definimos
My (%) =00 e  My(oo) i= % (9.5)

2. Caso ¢ = 0. Definimos
Ma(o0) 1= o0 (9.6)

No caso 1 vemos como podemos estender a transformagao de Mobius atribuindo-lhe o valor co no polo —d/c. O valor

a/c atribuido ao ponto infinito é obtido do limite | 1‘im M4(z) = a/c, como facilmente se vé.
z|—00

Como veremos mais adiante, essas atribui¢oes sdo plenamente consistentes com outras propriedades das trans-
formagoes de Mdobius.

e Pontos fixos de transformagoes de Mobius

Seja A como acima com ¢ # 0 e det(A) # 0. Consideremos a questao da existéncia de pontos fixos de M, ou seja,
da existéncia de pontos zg € C\ {—d/c} tais que Ma(zp) = zo. Isso implicaria que c23 + (d — a)zy — b = 0, cujas solugdes
$30

a—d+ VA
0= ——,
2c
onde o discriminante é
A = (d—a)® +4be = (d+a)®+4(bc —ad) = (Tr(A))” - 4det(A) .
Concluimos que M4 possui dois pontos fixos, exceto se (d — a)? + 4bc = 0, quando possui apenas um.

No caso ¢ = 0 temos M4(z) = ad™'z + bd~!. Logo, a equacio de ponto fixo seria ad~'z 4+ bd~! = z, ou seja,
(a — d)z = —b. Caso a # d h4, portanto, somente um ponto fixo: —b/(a — d). Caso a = d a equagio de ponto fixo s6
serd satisfeita se b = 0, em cujo caso Ma(z) = z, o mapa identidade. Nessa particular situa¢ao todos os pontos de C sio
pontos fixos. Isso se dd se A = A1 para algum A € C, A # 0. Essa é a unica situagdo na qual uma transformagao de
Mobius pode ter mais de dois pontos fixos.

Uma transformagao de Mobius com exatamente um ponto fixo é dita ser uma transformagao parabélica. Uma
transformacio de Mdbius com exatamente dois pontos fixos distintos é dita ser uma transformacéao lozodromica®. Assim,
uma transformagdo ¢ loxodromica se e somente se ¢ # 0 e (d —a)? + 4bc # 0 e parabdlicase 1) ¢ # 0 e (d— a)? + 4bc = 0,
ouse 2) ¢ =0 e a# d. Para mais propriedades geométricas elementares de transformagoes loxodromicas, parabélicas,
ou das chamadas transformagées hiperbélicas, nao definidas aqui, vide, e.g., [224].

e Regra de composigao de transformagoes de Mobius

A propriedade algébrica mais importante das transformacgoes de Mdbius, e que liga as mesmas a dlgebras de matrizes
e & Teoria de Grupos (vide pagina 455), é a seguinte regra de composicao:
Ma(Mp(2)) = Map(z), ouseja, MaoMp = Map . 9.7)
De fato, sejam A, B € Mat (C, 2) da forma A = (’j g), com ¢ e d nao simultaneamente nulos e B = (£ ¢) com r e s nao
simultaneamente nulos. Entao,
aMp(z)+b alpz+q) +b(rz+s) (ap +br)z + (aq + bs)

Ma(Mp(2)) = cMp(z)+d  c(pz+q) +drz+s)  (cpt+dr)z+(cqtds) Mas(@) ,

50 estudante deve notar que —oo seria a inversa aditiva de oo, a qual nio existe, e nao pode ser confundida com (—1) x oo, pois
(—1) x oo = oo, pelas regras anteriores.

6Do Grego “loxds”, “obliquo” e “drémos”, “que corre”. A palavra se origina da Geodesia e da Cartografia, onde designa linhas na superficie
da Terra que formam um angulo constante com todos os meridianos que cruzam, tendo sido introduzidas e estudadas pelo matemético Pedro
Nunes (1502-1578), em 1537.

»
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aptbr ag+bs

sendo a tltima igualdade decorrente do fato que AB = (cp+d7‘ cqtds

), como facilmente se constata.
A elegante relacio (9.7) pode ser estendida a todo C. Esse ¢ o contetido do Exercicio que segue.

E. 9.2 Ezercicio. Usando (9.5) e (9.6) verifique que (9.7) é também vilida em todo @ incluindo os polos de M4, Mg, Map e a
0.

Considere, por exemplo, o que ocorre no ponto —s/r, parar # 0, que é um polo de Mp. Mostre, usando (9.5), que ]\'IA(JWB(fs/’V‘)) =
Ma(oo) = a/c e mostre também, por cémputo direto, que Map(—s/r) = a/c. Constate também, novamente usando (9.5), que
]\IA(MB(oo)) é igual a Map(oco). Os demais casos sdo tratados analogamente. o+

e A inversa de uma transformacao de Md&bius

Seja A € Mat (C, 2) da forma A = (2}) e det(A) # 0. Entao, temos de (9.7) que My-1 0o Ma(2) = My(z) = 2, a
funcao identidade. Assim, concluimos que

(Ma)™" = My (9.8)
Sabemos que A~ = ﬁm)Ag, onde Ay = (fc ’ab)A Logo, por (9.2), temos também
~1
(ZWA) = My, . (9.9)
Em termos mais explicitos, a funcéo inversa de
az+b , , ~dz—b
Ma(z) = poo é My, (2) = Teta- (9.10)

Ha de ser dito ainda que o lado direito das relagdes (9.8) e (9.10) estd definido excetuando-se o ponto z = a/c (onde
My-1(z) = My, possui um polo simples). Isso é coerente com o fato ja apontado que esse ponto nao é parte da
imagem de M. Pela definigao (9.5), podemos definir M 4-1 também nesse polo por M 4-1(a/c) = oo e, adicionalmente,
M p-1(00) = —d/c. Comparando a (9.5) vemos que essa extensao de M4-1 é também a aplicagao inversa de M4 também
quando estendidas a C.

No caso ¢ = 0 a aplicagdo M 4-1 (assim como M) nao tem polos em C e podemos estendé-la a @, via (9.6), assumindo
M p-1(00) = co. Também por (9.6) vemos que também aqui M 4-1 é a aplicagdo inversa de M4 quando estendidas a C.

e Transformagoes de Mobius como composicao de transformagoes de Mobius elementares

Como antes, seja A € Mat (C, 2) da forma A = (‘j s) com ¢ e d ndo simultaneamente nulos.

Para ¢ # 0 podemos escrever
fezt2d+b—9d  a b—4d

M. = = =
a(2) cz+d c+cz+d
e concluimos que
a ad — be 1 a det(A) 1
J\IA.«(z)f;—( = >Z+% 7;—( = >Z+§. (9.11)

E facil ver de (9.11) que toda transformacao de Mobius é a composicao de até quatro transformagoes de Mobius
elementares, pois é claro de (9.11) que, no caso ¢ # 0,

Ma(z) = T,a/COPi(ch) oloT _y/c(2) . (9.12)
E. 9.3 Ezercicio. Verifique! E]
Para ¢ =0 e d # 0 (lembrar que nio permitimos o caso ¢ = d = 0) tem-se simplesmente
a b .
Ma(z) = i T_pja0 Paja(z) - (9.13)

Usando-se (9.3) e (9.4) as relagoes (9.12) e (9.13) podem ser reescritas de diversas formas.
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e Transformagoes de Mobius e o semiplano superior de C

Por Hy = {z € C, +Im(z) > 0} denotamos o semiplano superior (inferior) do plano complexo. Sua fronteira ¢ o
eixo real.

Vamos aqui considerar o caso em que a matriz A = (‘; fl) ¢ uma matriz real com det(A) # 0. Escrevendo-se z = x+iy

com z, y € R, vemos que se ¢ # 0 a transformagio de Mébius Ma(z) = (az+b)/(cz + d) tem um polo sobre o eixo real
no ponto —d/c. Caso ¢ = 0 nio hé polos.

Multiplicando e dividindo Ma(z) por ¢z + d = (cx + d) — icy, temos
(az +b) + iay [(az + b)(cx + d) — acy®] + i(ad — be)y

M. = =
a(2) (cx +d) +icy (cx +d)? + 2y?

Vemos dessa expressao que Im (Ma(z)) = 0, caso Im (z) = y = 0 e que o sinal da parte imagindria de Ma(z) é igual
ao sinal de (ad — be)y = det(A)y.

Concluimos que, caso A seja real e det(A) > 0, a transformagao de Mobius mapeia H, bijetivamente em si mesmo e
o eixo real (com a possivel exce¢ao de um polo em —d/c) em si mesmo. Fungdes de varidvel complexa que mapeiam H
em si mesmo e sio analiticas nesse semiplano siao por vezes denominadas fungées de Nevanlinna-Herglot?” e desfrutam
de diversas propriedades especiais.

e O grupo de Mdbius, o grupo projetivo e o grupo de Lorentz

Reunindo algumas das observagoes que fizemos antes podemos afirmar que o conjunto de todas as transformagoes de
Mébius M4, com A € Mat (2, €) com determinante nio nulo, ou seja, com A € GL(2, €)%, é um grupo para a operagio
de composigao. As regras: 12 My = Mp se e somente se A = aB para algum o € C\ {0}; 22 M4 o Mp = Map para
A, B e GL(2, C)e 3% Mgy =Ma, com A e GL(2, C) e X e C\ {0}, mostram que esse grupo é isomorfo ao grupo
projetivo linear complexo PGL(2, C), o qual, por sua vez, é isomorfo ao grupo linear projetivo especial PSL(2, C).
Vide Segao 21.3.1.1, pagina 1093. Esse grupo, por sua vez, ¢ isomorfo ao grupo de Lorentz préprio ortécrono fl, como
detalhadamente discutido no Capitulo 47, pagina 2721.

O grupo de M6bius tem outros subgrupos de interesse. Um deles é obtido considerando-se matrizes A € Mat (2, R), re-
ais e com determinante positivo, ou seja, A € GL(2, R)™ (vide (21.13), pdgina 1092). Temos, porém, que P(GL(Z ]R)*)
e PSL(2, C) sdo isomorfos (vide novamente Segao 21.3.1.1). J4 vimos que as transformagées de Mobius M,y com
A € GL(2, R)* mapeiam bijetivamente o semiplano superior Hy do plano complexo em si mesmo, o mesmo se dando,
portanto, com os elementos de PSL(2, R).

9.2 O Teorema Fundamental das Transformacoes de Mobius
Vamos agora apresentar um resultado sobre Transformagoes de Mobius que encontra-se na base de outros desenvolvi-
mentos sobre essas fungoes.

Teorema 9.1 (Teorema Fundamental das Transformagdes de Mobius) Sejam z1, 22, z3 trés pontos distintos
de C e, igualmente, sejam wy, wa, ws trés pontos distintos de C. Vide Figura 9.2, pdgina 456. Entao, existe uma
transformagio de Mobius, tnica, M4 tal que Ma(zx) = wy, para cada k =1, 2, 3. [m}

Nota. Apesar dos conjuntos {z1, z2, z3} e {w1, w2, w3} serem ambos compostos por pontos distintos, é permitido que eles tenham uma
intersecgao nao vazia.

Prova do Teorema 9.1. Seja A € Mat (C, 2), A= (¢ Z) As relagoes Ma(z) = wg, k=1, 2, 3, correspondem ao sistema

"Rolf Herman Nevanlinna (1895-1980). Gustav Herglotz (1881-1953).
8GL(2, €) é o grupo das matrizes inversiveis 2 X 2 complexas. Vide Segdo 21.3.1, pagina 1090.
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linear

za+b—wizic—wd = 0,
220 + b —wazoc —wed = 0, (9.14)

z3a +b—w3zze —wzd = 0.

Para z1, 22, z3 distintos e wy, ws, ws distintos, desejamos determinar a b, ¢, d de modo que essas relagoes sejam
satisfeitas. H4 dois casos distintos a se considerar

e

Figura 9.2: Trés pontos distintos z1, z2 e 23 do plano complexo sao mapeados em pontos distintos wi, wa e ws,
respectivamente, por uma transformagao de Mobius univocamente determinada. Esse é o conteido do Teorema 9.1,
pagina 455.

Caso L zi (w3 — w2) + zo(w1 — w3) + z3(wp — wy) # 0.

O sistema (9.14) equivale ao problema linear

a Z1wq 21 1 —w
Nifo| =¢]zuw| - onde Ni= 1z 1 —w
d 23w3 23 1 —ws

Verifique! Um célculo explicito (faga-o!) revela que
det(Ny) = z1(ws — wa) + za(wy — ws) + z3(w2 — wy) ,
sendo, portanto, nao nulo, por hipétese. Com isso, N; ¢ inversivel e podemos escrever
a Z1w1
b| = Nt ZoWs

d Z3Ws3
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Isso mostra que as razoes a/c, b/c e d/c com as propriedades desejadas podem ser encontradas em termos dos pontos
z1, z2, Z3 € wy, we, ws, estabelecendo a existéncia da matriz A, a menos de um fator multiplicativo nao nulo irrelevante,
dada em termos desses pontos. Isso prova que, no caso considerado, uma transformagao My satisfazendo Ma(zy) = wy,
k=1, 2, 3, existe.

Caso II. z(ws — wy) + z2(wy — w3) + z3(wp — wy) = 0.

Nesse caso, podemos escrever

w3 — wy wy — w2
2 = zf’ = zpp—— 3—— . (9.15)
w3 — wa w3 — W
Note-se que w3 — wa # 0, pelas hipéteses gerais do Teorema.
O sistema (9.14) também equivale ao problema linear
b P 1 —zfw —wy
Nofe] = —a 2| onde Ny = |1 —ZoWy  —Wa
d 23 1 —zzws —ws
Um cédlculo explicito usando (9.15) revela que
det(N2) = zowaws — z3waws — 25 wiwsz + z3wiwz + 25 wiwe — zZowiws
_ o0 _ e _
= 21 wi(wg — w3) + zowz (w3 — wy) + z3ws(wy — wa)
(9.15)
=" wizo(wr — ws) +wizs(w2 — w1) + 22wz (wz — w1) + zzws(wr — w2)
= (w; —ws)(wy —wa)(z2 — 23) . (9.16)

Verifique! O lado direito de (9.16) é nao nulo, pelas hipdteses gerais do Teorema. Assim, N possui inversa e podemos
escrever

+
b 27
_ ~1
c| = —alNy 29
d 23

Similarmente & andlise feita no caso I, isso mostra que as razoes b/a, ¢/a e d/a com as propriedades desejadas podem
ser encontradas em termos dos pontos z1, 22, 23 € wy, wy, ws, estabelecendo a existéncia da matriz A, a menos de
um fator multiplicativo nao nulo irrelevante, dada em termos desses pontos. Isso prova que, no caso considerado, uma
transformagao M, satisfazendo Ma(z;) = wy, k=1, 2, 3, existe.

+ ++ 4+ +

Voltando agora & discussao geral, a questao da existéncia de transformagoes de Mobius com as propriedades desejadas
foi resolvida com as consideragoes acima, tanto no caso I quanto no II. Para a questao da unicidade dessas transformagoes
vamos apresentar um argumento baseado na nossa discussao prévia sobre os pontos fixos das transformacoes de Mobius.

Seja M 4 a transformagao de Mobius que mapeia trés pontos distintos z1, z2 e z3 em trés outros trés pontos distintos
wy, wy e wy e seja Mp uma outra transformacao de Mdbius que mapeia 21, 22 e 23 em wq, we e ws. Entdo, a
composigao Mgl oMy = Mp-1, é uma transformagao de Mobius que mapeia cada zx, k = 1, 2, 3, em si mesmo. Ou
seja, a transformagao de Mobius Mp-1,4 teria ao menos trés pontos fixos distintos. Ora, vimos que isso s ¢ possivel se
B~'A =\, com X # 0. Logo, A = AB, o que significa que M4 = Mp, estabelecendo a unicidade. |
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9.3 Transformagoes de Mobius sobre Retas e Circulos

Uma das propriedades geométricas mais importantes das transformagoes de Mébius é a seguinte: elas transformam retas
em C em circulos ou retas em C e, analogamente, transformam circulos em C em circulos ou retas em C. No que segue
demonstraremos essa afirmacao. Comecemos com algumas observagoes elementares sobre circulos e retas em C.

e Retas e circulos em C

Um circulo de raio R > 0 em C, centrado em zy € C, que denotamos por € (R, z), ¢ o conjunto de todos os pontos
z € C tais que |z — 20\2 = R% Escrevendo zg = xg +iyo € 2 = x + iy, com Tp, Yo, T, ¥ € R, temos a condigio
(x = 20)* + (y — y0)* — R* = 0, ou seja,

C(R, 2) = {z =z4iy, x, Y€ ]R‘ (&% +9°) — 2@0m — 2yoy + (25 + 4§ — R?) = 0} . 9.17)

Uma linha reta em C, que denotamos por Z(B, C, D), pode ser parametrizada por trés nimeros reais B, C' e D,
com B e C' nao simultaneamente nulos:

(B, C, D):{z:w+iy,w,yER‘Bw+Cy+D:0}. (9.18)
A equacao Bz + Cy + D = 0 descreve, caso C # 0, uma reta de inclinagdo —B/C que corta o eixo imagindrio no ponto
y=—D/C. Caso C = 0, trata-se de uma reta paralela ao eixo imagindrio que cruza o eixo real no ponto z = —D/B.
Caso B = 0 trata-se de uma reta paralela ao eixo real que passa cruza o eixo imaginério no ponto y = —D/C.

Comparando (9.17) e (9.18), vemos que podemos descrever os dois tipos de objetos como o lugar geométrico dos
pontos z = x + iy € C satisfazendo
A(z*+y*)+Bx+Cy+D = 0,
sendo que, para o circulo € (R, 20), temos A # 0, B/A = =2z, C/A = —2yy e D/A = 2% + y — R?. Para linhas retas,
temos A = 0, mas com com B e C' nao simultaneamente nulos.

Com essas convengoes, denotamos, circulos ou retas em C por
F(A, B, C, D) = {z —ztiy, T, ye ]R’ A +9?) + Br+Cy+ D = o} , (9.19)

sendo A, B, C e D reais e, caso A = 0, com B e C nao simultaneamente nulos.

E relevante observar que, caso A # 0, tem-se

B C
G — g - -
F(A, B, C, D) = F (1, ot , (9.20)

pois as condigdes A(z* +y*) + Bx+Cy+ D =0e (2% +y?)
D0,

%x + %u + % = 0 se equivalem. Analogamente, caso
> (9.21)

e Inversoes de retas e circulos em C

Chegamos agora ao resultado tecnicamente mais relevante da corrente segao, e que diz respeito a ac¢ao de inversoes
sobre retas e circulos.

Proposigao 9.1 A transformagio de Mobius definida pela inversao C\ {0} > z — I(z) = 1/z € C\ {0} mapeia
bijetivamente o conjunto de pontos F(A, B, C, D)\ {0} no conjunto de pontos F(D, B, —C, A)\ {0}. A inversao,
portanto, mapeia retas em circulos ou retas e, igualmente, circulos em circulos ou retas (excluindo-se eventualmente a
origem). A imagem de um circulo somente pode ser wma linha reta se o circulo contiver a origem. [m]

Nota. A exclusdo da origem observada no enunciado sé é necessaria caso as retas ou circulos envolvidos contenham esse elemento. Os exemplos
listados apés a demonstragao tornam isso claro.
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y
22 4y?

Prova da Proposi¢cdo 9.1. Se z = x + iy, z # 0, tem-se 1/z = wy + iws, com wy := ﬁ e wy = — Assim,

L S RN
"E2+'y2 $2+y2 ‘r2+y2 - Jl}2+y2

D(w} +w3) + Buwy — Cwp + A = [A(a:2+y2)+Bz+Cy+D] .

O lado direito anula-se se e somente se z € .#(A, B, C, D)\ {0}, implicando que 1/z € Z#(D, B, —C, A)\ {0}, e
vice-versa.

O mapa Z (A, B, C, D)\ {0} no conjunto .#(D, B, —C, A)\ {0} ¢ bijetor pois a inversao é bijetora como fun¢ao
de €\ {0} sobre si mesmo.

Como a imagem de um conjunto compacto por uma fun¢ao continua é também um conjunto compacto (Teorema 32.5,
pégina 1603), a imagem de um circulo pela inversao somente pode ser uma linha reta se o circulo contiver a origem. W

e Significado geométrico da Proposigao 9.1

Tratando os casos possiveis, passemos & interpretagao da afirmacao da Proposigao 9.1.

1. No caso em que R? # 22 +y3 = |20/?, o raio do circulo é estritamente maior ou estritamente menor que a distancia
0T Y% i ! :
de seu centro zp & origem. Portanto, o circulo ¢(R, z) = .% (1, —2x9, —2y0, 22 + y — R?) ndo contém a origem
) ) Yo, Ty + Yo
e é levado pela inversao no conjunto

T 1
F(2+ 12— R, 220, 290, 1) 2”7 (1, 220 o YO .
(ar0+y0 ) 20, 240, 1) 22— B2 “Tal? - R? [w? - R?

que é um circulo centrado em zg/ (\zl)\z — R?) de raio E___ conjunto esse que também nio contém a origem.
|0|>—R?

2. Caso R? = a} +y¢ = |20|?, 0 raio do circulo original .7 (1, —2x0, —2yo, 0) ¢é igual & distancia de seu centro zp &
origem, o que implica que .7 (1, —2x0, —2yo, 0) contém a origem. A imagem de .Z (1, —2z0, —2yo, 0) \ {0} pela
inversao é 3(07 —2z0, 2y0, 1) \ {0}, que é uma reta passando pela origem com inclinagao —z¢/yo (excluindo-se a
origem).

3. Reciprocamente, a reta .Z#(0, B, C, 0)\ {0}, que passa pela origem (excluida) com inclinagdo —B/C, tem por
imagem pela inversao o conjunto .Z# (0, B, —C, 0) \ {0}, também uma reta passando pela origem (excluida) com
inclinagio B/C.

4. Por fim, a reta .#(0, B, C, D) com D # 0 nao contém a origem e sua imagem pela inversio ¢ o conjunto
F(D, B, —C, 0)\ {0}. Notar que .#(D, B, —C, 0) = #(1, B/D, —C/D, 0) é um circulo centrado em
—B/(2D) +iC/(2D) com raio v B? 4+ C?/(2D) e que contém a origem.

As trés ultimas situagoes sao as tnicas em que a exclusdao da origem se faz necesséria.

e Transformagoes de Mobius gerais sobre retas e circulos em C

Vimos nas relagoes (9.12) e (9.13) que transformagées de Mobius gerais sao composi¢oes de inversoes, translacoes,
dilatacoes e rotagoes. Ora, translacoes evidentemente levam retas em retas e circulos em circulos, assim como dilatacoes
e rotagoes em C. Pela Proposigao 9.1, pagina 458, inversoes levam circulos e retas em circulos ou retas. Concluimos disso
que transformagoes de Mobius gerais devem também possuir a mesma propriedade. Demonstramos, portanto, o seguinte
fato relevante sobre a geometria de transformagoes de Mobius gerais.

Teorema 9.2 Uma transformagao de Mobius My, com det K # 0, mapeia bijetivamente o conjunto F(A, B, C, D)\
{0} num conjunto do tipo F(A', B', C', A’)\ {0}, para certos A’, B', C' e D' reais. Uma transformagio de Mébius
geral, portanto, mapeia retas em circulos ou retas e, igualmente, circulos em circulos ou retas (excluindo-se eventualmente
a origem).

Como a tmagem de um conjunto compacto por uma fungdo continua € também wm conjunto compacto (Teorema 32.5,
pagina 1603), a imagem de um circulo por wma transformacao de Mobius My somente pode ser uma linha reta se o
circulo contiver o polo de M. [m}
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Férmulas explicitas para os parametros A, B’, C' e D’ em termos de A, B, C e D e dos parametros da matriz K
sdo complexas e pouco iluminantes. O Exercicio que segue ilustra isso em um caso bem simples.

E. 9.4 Ezercicio. Mostre que, para a € C, a = a1 + iaz, com a1, as € R, tem-se
Ty (,;?(A, B, C, u)) = ,,(;?(A, B —24a1, C —2Aaz, D+ A(a? + a3) — Bas — cm) .

com a translagdo 7., definida a pagina 450. Essa férmula descreve a agdo de uma translagdo por a € C sobre .7 (A, B, C, D). Descreva
também a a¢3o da operacdo de multiplicagdo P, 3 € C, sobre o conjunto .# (A, B, C, D). £

Para uso futuro, capturemos uma conclusao direta da anélise de casos da pdgina 459 e do Teorema 9.2:

Corolario 9.1 Todo circulo em C pode ser levado em wma reta por meio de alguma transformagio de Mobius e vice-
versa. o

9.4 Transformacoes de Mobius e Razoes Anarmoénicas

Trataremos nesta se¢ao da relagio entre transformacoes de Mobius e as chamadas razées anarmonicas, nogao iniciada
na Geometria Plana, como introduziremos, e relevante no contexto da Geometria Projetiva, assim como na chamada
Geometria Hiperbélica, via o modelo de Beltrami-Klein®'?. Essas nogoes sio também relevantes na Analise Convexa em
associagao com a chamada métrica de Hilbert e com a chamada métrica projetiva de Hilbert, apresentadas no Capitulo
26, pagina 1391.

Vamos nos limitar aos aspectos mais simples, mas que revelam a similaridade entre transformagoes de Mébius e mapas
projetivos. Para um tratamento elementar de Geometria Projetiva e dos desenvolvimentos bésicos da nog¢ao de razao
anarmonica, recomendamos a inspiradora referéncia [104], Capitulo IV. Para um artigo de revisio sobre a nogao de razao
anarmonica e alguns de seus usos modernos, citamos [283].

e Razoes anarmonicas na Geometria Plana

Sejam dois pontos distintos, p e ¢, situados no plano bidimensional R?. Denotemos por pg o segmento de reta
conectando esses pontos e por pg a distancia Euclidiana entre ambos, ou seja, o comprimento do segmento pg.

Sejam quatro pontos colineares distintos a, b, ¢ e d, situados ao longo de uma linha reta R e ordenados em algum
dos sentidos dessa reta, com o ponto b situado entre a e ¢ e o ponto ¢ entre b e d. Vide Figura 9.3, pagina 462.

A razao i indica a fra¢ao do segmento ac que é ocupada pelo segmento be. Analogamente, Z;Z indica a fragao do
segmento ad que é ocupada pelo segmento bd.

g|

A razao entre essas duas fragoes, mais precisamente, a quantidade

W /b _ ahd

[a, b; ¢, d] = =/ = = == (9.22)
ad ac be ad
¢ denominada razdo anarménica*' dos pontos colineares a, b, ¢ e d. Como é ficil constatar,
[a, b; ¢, d] = [b, a; d, c} . (9.23)
Além disso, valem também as relagoes
[a«, b; ¢, d} = [c, d; a, b} (9.24)
¢ 1
b, a;c,d = |a, b d, c¢|] = ——m— . 9.25
[b, a; ¢ d] (e, q [a, b; ¢, d] (9.25)

9Eugenio Beltrami (1835-1900).
10Christian Felix Klein (1849-1925).
UEm Inglés, “cross-ratio”, em Fran

6s “rapport anharmonique’ ou “birapport’, em Alemao “Doppelverhdltnis”.
anharmonique foi cunhada por Michel Floréal Chasles (1793-1880) em seus trabalhos sobre Geometria Projetiva.

A expressdo rapport
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De fato, pela definigao,

ea db
[c, d; a, b} === [a7 b; ¢, d}
e
(b as c. d] = be ad 1
PG "~ achd [a, b; ¢, d]
idem para [a, b; d, 0]4
Vale ainda notar que temos
[a,, b; c, d} = [a, b; ¢, e] [a, b; e, d] s (9.26)
[a, b; c, d] = [a, e ¢, d] [e, b; ¢, d] s (9.27)

onde e é colinear com a, b, ¢, d. Apds cancelamentos,

[a, b; ¢, e} [u, b; e, d} , = Tﬁ fﬁ = gﬁ = [aA, b; ¢, d]
bcae be ad be ad
provando (9.26). A prova de (9.26) é andloga.
Para referéncia futura, listemos os resultados obtidos acima:
[07 b; ¢, d} = [b, a; d, c] R (9.28)
[a, b; ¢, d} = [c, d; a, b] s (9.29)
1 .
(b, a; ¢, d] = [a, b d, (] obod’ (9.30)
la, by ¢, d] = [a, bic e]la bse, d, (9.31)
[a, b; ¢, d} = [a, e ¢ d] [& b; ¢, d] . (9.32)

e Invariancia por projegoes centrais

A razao anarmoénica é conhecida desde a Antiguidade, tendo sido particularmente estudada pelo geémetra grego-
alexandrino Papo!'? (e possivelmente por Euclides'®), que descobriu uma propriedade notdvel: sua invaridncia por
projecoes centrais.

Essa propriedade consiste no seguinte. Seja S uma segunda reta, nao necessariamente paralela a R e seja P um ponto
fora de R e de S. Sejam o, b/, ¢’ e d’ as projegoes dos pontos a, b, ¢ e d sobre S a partir de P, respectivamente. Vide
Figura 9.3, pdgina 462. Por serem projegoes a partir de um ponto, no caso P, essas projegoes sao ditas centrais. Entao,
vale (para a demonstragao, vide adiante)

la, by ¢, d] = [d, ¥ ¢, d], (9.33)

ou seja, a razao anarmonica associada a quatro pontos situados em uma reta nao se altera quando os mesmos pontos sao
centralmente projetados sobre uma outra reta.

Note-se que, como a reta S nao é necessariamente paralela a reta R, a fragao sji pode diferir da fragao
Analogamente, a fragao Z:d pode diferir da fragao Z'Z', . O notdvel, porém, é que a razao entre as fragoes Z:i e

d
ioual A razio entre as fracoes 24 o e
igual a razdo entre as fragdes 2= e ==
A relagao (9.33) serd demonstrada no que segue com métodos clementares extraidos da referéncia [104], Capitulo IV,
§3. Para trés pontos distintos do plano, p, ¢ e r, denotamos por A(pgr) a drea do triangulo que tem esses pontos como

<

c
c

7

S

<
S

é

3

E nisso que consiste a invariancia por projecoes centrais da razao anarmonica.

12Papo de Alexandria (ci. 290-ci. 350).
13Euclides de Alexandria (ci. 325 A.C.—ci. 265 A.C.).
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Figura 9.3: Os pontos colineares a, b, ¢ e d, situados ao longo de uma linha reta R, e suas projegoes centrais a’, b, ¢’ e
d', respectivamente, sobre uma segunda reta S, a partir de um ponto P. Aqui 7 denota a distancia de P areta R e é a
altura de todos os triangulos com vértices em P e dois pontos distintos quaisquer de R.

vértices. Essa drea tanto pode ser expressa como 1/2 do produto de um dos lados pela altura da perpendicular desse
lado até terceiro ponto, como pode ser expressa como 1/2 do produto de dois dos lados pelo seno do angulo que esses
lados formam no outro vértice. Assim, como indicado na Figura 9.4, pagina 463, temos, por exemplo

R TR
Alpgr) = 5pah = b7 @7 sen(par) »

onde pqr denota o angulo que os segmentos pr e gr formam no vértice r. Assim, pela Figura 9.3, pdgina 462, temos

1 1— — —
A(aPc) = 57]% = §aP Pcsen(aPc)

1 — 1— — —
A(bPc) = inbc = ibP Pesen(bPc) ,
A(aPd) = -nad = %ﬁﬁsen(@) s

1 1—— —
A(bPd) = §nbd = EbP Pdsen(bPd) .

Com as igualdades acima, podemos escrever, apds cancelar os fatores n comuns,

[ b d] ac bd aP ﬁsen((fP\c)ﬁ Pdsen (b’P\d) sen ((L/P\(’) sen(b/P\d) (9.34)
a, b; ¢, == —— = —— — ——~ = — —~ . .
' be ad bP Pc sen(bPC) aP Pdsen (an) sen (bP(:) sen (a,Pd)

O ponto notdvel nessa expressao é que o lado direito depende apenas de angulos formados no ponto P por vérios
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p

Figura 9.4: Um triangulo com vértices p, g e r. A altura de ¢ até a reta gerada por p e ¢ é denotada por h. Assim,
A(prq) = pgh/2 = pr qrsen(prq) /2

segmentos, e nao dos comprimentos desses segmentos. De maneira totalmente analoga, concluimos que
— —
sen(a’ Pc’) sen (V' Pd')

[a’, v, d'} = —— L
sen (b’Pc’) scn(a’Pd’)

(9.35)

Agora, é evidente pela construgao e visivel na Figura 9.3, pagina 462, que @Pd = a/P\c7 VPd = b/P\d, VP& = bPc e
a'Pd’ = aPd, o que nos leva a concluir imediatamente de (9.34) e (9.35) que

[a’, v, d'] = [a,, b; c, d] R
como desejavamos demonstrar.
Vale ainda notar que, mantidas as defini¢oes acima, também vale
[a.’, v, d'] = [a, c b, d] . (9.36)
De fato,
@cd  aP Phsen(aPh)cP Pdsen(cPd)  sen(abPb) sen(cPd)

[a, c b, d] = =— = —— — — = — — = [a/, di v, d/],
cbad cP Pb sen(ch) aP Pdsen (an) sen(cpb) sen(an)

a ultima igualdade seguindo dos mesmos argumentos de antes. Devido & identidade (9.23), temos também
[c/, a; d, b’] = [c, a; d, b] . (9.37)
Esse fato, unido as relagoes (9.28)—(9.30) permitem-nos afirmar o seguinte:

Proposicao 9.2 Sejam ay, as, as e ag pontos colineares do plano e a’, ab, ab e aj suas respectivas projecoes centrais
situados em outra reta, em rela¢ao a um ponto P. Entao, vale

[an()s aa(5 an): any)] = [anq)s Gh)i ) Grw)]

para qualquer permutacdo  de {1, 2, 3, 4}. [m}
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e Invariancia por projecoes paralelas

Além da invariancia por projecoes centrais a partir de um ponto P, como acima descrito, a razdo anarmonica é
também invariante por projecoes paralelas. A forma mais simples de ver isso consiste em mandar o ponto P para o
infinito ao longo de uma reta.

9.4.1 Razoes Anarmonicas em R" e Transformacoes Lineares

A nogao de razao anarmonica de quatro pontos colineares distintos pode ser facilmente generalizada do plano para R,
n > 2. Seja o espago vetorial R" e seja || - || a norma Euclidiana nesse espago. Para quatro pontos colineares distintos
1, X2, x3 € x4 € R™, definimos a ra¢ao anarmonica

w1 —as|l |z — 24|

(@1, @25 m3, 4] (9.38)

Tl — sl —

Como os pontos 1, T2, 3 e x4 € R™ sdo colineares e distintos, existem constantes reais nao nulas «, § e v tais que
To — x4 = (a1 — T3), T2 — 3 = B — x3) e 1 — x4 = Y(x1 — x3). Assim, as diferengas x1 — x3, T2 — x4, T2 — T3 €
1 — x4 pertencem a um mesmo subespago unidimensional, que denotamos por .2 (x1, 2, 3, T4).

Seja A € Mat (R, n) uma matriz real n x n. Pela linearidade de A, teremos Azs — Azy = a(Azq — Azg), Axg — Axg =
B(Azy — Axz) e Ay — Azy = y(Amy — Axg), 0 que mostra que os pontos Azy, Axs, Axs, Axg sio colineares.

Observe-se que se jf‘(zl, 9, T3, 14) nao estiver contido em Ker (A), entdo Az; # Az; para todos i, j € {1, ..., 4},
i # j. Nesse caso, portanto, os pontos Az, Aze, Awxs, Az sdo colineares e distintos.

O resultado que desejamos apresentar aqui é o seguinte:
Proposigao 9.3 Seja A € Mat (R, n) wma matriz real n X n e sejam pontos colineares distintos x1, x2, x3 € x4 € R™.
Entao,

[Azy, Awy; Axs, Axg] = [a1, 22} @3, 4] (9-39)

sempre que ﬂ(zL To, T3, 14) ndo estwer contido em Ker (A). [m]

Prova. Como os pontos z1, x2, x3 € x4 € R™ sdo colineares e distintos, existem constantes reais nao nulas «a, 3 e 7 tais
que 2y — x4 = oz — x3), T2 — x3 = B(x1 — x3) e T — x4 = y(21 — x3). Logo,

[er, @2 _ oz —as)® ol
T1, XT2; T3, fﬂ4] —_— =

Bl — sl 18l
Por outro lado,
A1 = a0)| A2 — 20| _ _lall[A@s—a0)[* ol
Az, Axg; Az, Azy] = = = ,
[, Ares Az, Ama] = A =20 Bl A —as)? 1B
completando a prova de (9.39). ]

A afirmac@o da Proposigiao 9.3 ¢é relevante em algumas aplicagdes da no¢ao de razao anarmonica, por exemplo, na
demonstragao do Teorema de Perron-Frobenius.

9.4.2 Razoes Anarmonicas no Plano Complexo e Transformagoes de Mdobius

A razao anarménica nao ficou limitada & Antiguidade, tendo ela sido estudada por gedmetras do século XIX, notadamente
por Mébius, os quais provaram diversas propriedades adicionais e generalizagoes de resultados conhecidos, incluindo
situagoes nas quais os quatro pontos nao sao colineares. No que segue, mostraremos a conexao entre a razao anarmonica
e as transformagoes de Mdbius no plano complexo, resultado também devido a mateméticos do século XIX.
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Dada uma quédrupla ordenada (21, 22, 23, z1) de pontos distintos de € (ndo necessariamente colineares!), define-se
sua razdo anarmonica por
21— 23) 22 — 24
[21, 29} 23, 24] = w (9.40)
(22— 23) (21 — 24)

¢ |z1—za| |zo—z|

¢ L olTs—za]» AU ¢é precisamente razao anarmonica associada aos

Observe-se que o valor absoluto |[zl, 293 23, ;:4]
pontos z1, 22, z3 € z4 tal como definimos na Geometria Plana. Aqui, porém, os quatro pontos nao sao necessariamente
colineares e a razao anarmonica [zh Zo; 23, z4] é, em geral, um nimero complexo.

Mais sobre a relagao entre a razao anarmoénica no plano complexo e a razao anarménica no plano Euclidiano, que
apresentamos anteriormente, serd visto no Comentdrio apds a prova do Corolario 9.2, pagina 468.

Segue facilmente da definicao que
[21, 203 23, 24] = [23, 243 21, 2] (9.41)

e que
1

= . (9.42)
[217 225 23, 24}

[227 215 23, Z4] = [21, 22 24, Zz}
E. 9.5 Ezercicio. Verifique! Demonstre também a relagdo
[zl, 233 22, zd =1- [zl, 223 23, 24] . (9.43)
-
Outras identidades envolvendo permutagdes dos pontos z1, 22, z3 € z4 podem ser facilmente obtidas a partir de

(9.41)~(9.43).

Outras relagoes relevantes, denominadas relagoes de cociclo da razdo anarménica, sdo as seguintes:
[21, 225 23, 2a) = [21, 225 23, 25] [21, 225 25, 24] (9-44)
[21, 225 23, 24) = [21, 255 23, 24 [25, 225 23, 24] (9.45)

vélidas para todos z1, 22, 23, 24 € 25 € C, distintos.
Para provar (9.44), verifique, apds cancelamentos triviais, que o lado direito vale
(21 - 23) (Zz - 25) (Zl - 25) (22 - 24) (Zl - Z:s) (Z2 - 24)

o0t 20 ] ot 5] = S e (o) ()

= [ZlA, 22; 23, 24] )

como desejdvamos estabelecer. A prova de (9.45) é andloga (faca-al).

O fato mais relevante sobre a razao anarménica que desejamos apresentar ¢ o seguinte: elas sao preservadas por
transformagoes de Mobius. Mais precisamente:

Proposigao 9.4 Seja A € Mat (C, 2) da forma A= (’é g) com det(A) = ad — bc # 0. Temos,

[Ma(z1), Ma(z2); Ma(zs), Ma(za)] = [z, 205 23, 24] (9.46)

para quaisquer pontos distintos zy, z, z3 € z4 € C. [m]
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Prova. Um cémputo direto fornece

(Ma(21) = Ma(23)) (Ma(z2) — Ma(24))
(]LIA(ZQ) - ]\r{A(zs)) (A[A(m) — ]WA(Z.U)

My (z1), Ma(22); Ma(z3), AIA(ZU} =

((az1 + b)(cz3 + d) — (azs + b)(cz1 + d)) ((azz + b)(czs + d) — (azs + b)(cz2 + d))
((azz + b)(czs + d) — (azs + b)(cz2 + d)) ((az1 + b)(cza + d) — (az4 + b)(cz1 + d))

~ ((ad = be)(z1 = 23)) ((ad = be) (22 — z1)) .
N ((adf be)(zg — Z3)) ((ad —be)(z — z/;)) - [Zh 2 E 24} - (047)

E. 9.6 Ezercicio. Complete os detalhes faltantes em (9.47). £

E. 9.7 Ezercicio. Uma maneira alternativa de provar a invaridncia da razio anarménica por transformagdes de Mobius, expressa
em (9.46), é lembrar do resultado estabelecido anteriormente segundo o qual transformagdes de Mdbius sdo resultado da composicdo de
multiplicagdes, translagdes e inversdes. E bastante evidente pela definicdo (9.40) que razdes anarménicas sdo invariantes por multiplicacdo
simultdnea dos pontos z1, 22, 23, z4 por uma mesma constante complexa e por sua translagdo simultdnea pelo mesmo niimero complexo.

Quanto as inversdes, tem-se
L) (L _ 1
[£(z1), 1(z2); 1(z3), I(z0)] = (-%) (5 -2) G L NG R D

(iii) (;7,;7) (zafza)(ufm)

Complete os detalhes. Como proceder se um dos pontos for nulo? &

y

e Estendendo a razao anarménica para C

A definigao de razdo anarménica (9.40) pode ser estendida para C. Define-se

29 — 24 Z1 — 23

[oo, 225 23, z4] = ol [21, 005 23, 24] = ﬁ , (9.48)
22 — Z, 21 — 23

[21, 225 00, 2] = ﬁ7 [21, 223 23, 00| = ﬁ (9.49)

Essas expressoes podem ser obtidas de (9.40) tomando-se os limites |z1] — oo, |22] = 00, |23] = o0 e |z4] = o0,

respectivamente.

O estudante pode facilmente se convencer que os resultados e relagoes anteriormente obtidos para a razao anarménica
estendem-se para essa nova situa¢ao em que o ponto oo ¢ incluido, bastando para tal atentar para a tomada dos limites
acima mencionados. Por exemplo, a relagao de cociclo (9.44) para z; = oo fica

[00-, 225 %3, 24} = [OO, 225 23, Zs} [00, 225 %5, Zﬂ s
e isso é correto, pois o lado esquerdo é Z e o lado direito 2—:2 ifj%z“ = ﬁ Em um outro exemplo, se substituirmos
25 por oo na mesma (9.44) teremos,

[21, 223 23, za] = [21, 225 23, 00| [21, 225 00, 24] .

Novamente, o lado esquerdo ¢ Z1=28)(z2—24)

(ra—z3)(z1—2a) € © lado direito é 2123 =% ¢ ambas as expressoes sao obviamente iguais.

E. 9.8 Ezercicio. Mostre que as relagdes (9.41), (9.42) e (9.43), assim como (9.46), permanecem validas se um dos pontos é

substituido por co.

Ll
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e Mais alguns resultados tteis sobre a razao anarmonica

Apresentemos agora mais alguns resultados uteis a respeito da nogao de razao anarménica.

Lema 9.1 Sejam quatro nimeros complezos distintos z1, z2, z3, za. Entdo, a razao anarmonica [zl, 29} 3, 34} é
um nimero real se e somente se os quatro pontos forem forem colineares ou estiverem em um mesmo circulo do plano
complezo.

Além disso, se z1, z2, z3, z4 forem colineares, se z1 e z4 forem os pontos extremos dentre os quatro e se zo estiver
entre z1 e z3, entdao [zl, 29 23, 24} > 0. [m]

Prova. Vamos supor que z1, z2, 23, 24 pertengam a uma mesma linha reta % e, sem perda de generalidade, que z»
e z3 estejam entre os pontos z; e z4. Entao, podemos escrever zz e z3 como combinacao linear convexa de z; e z4:
z2 =M1+ (1= A)zg e 23 = pzy + (1 — p)zg, onde A, € (0, 1), sendo A # p. Substituindo, temos

21— 23) (22 — 21 1—p)A
[217 225 23, 24} = ( )( ) = ( 2)
(22 — 23) (21 - 24) (AN—p)
(verifique!), que é, naturalmente, real. Essa expressao também mostra que se zo estiver entre z; e z3 (em cujo caso,
A > p), entdo [z1, 23 23, 24] > 0.

Vamos agora supor que zj, 22, 23, 24 pertencam a um mesmo circulo ¢ do plano complexo. Seja M4 uma trans-
formagao de Mobius que transforma % em uma linha reta (que tal transformagio exista é garantido pelo Coroldrio

9.1, pagina 460). Entéo, [zl, 29} Z3, 24} (6:46)

[A{A(zl), Ma(2z2); Ma(z3), Ma(zs4)|, que é real, pois os pontos
Ma(z1), Ma(z2), Ma(z3) e Ma(z4) sdo colineares.

Vamos agora estabelecer a reciproca, assumindo que [zl, 29 23, 24} =a,coma € R. Sejam wy =0, we =1e
w3 = —1 trés pontos da reta real e seja M4 a transformagiao de Mobius que satisfaz My (z,) = wi, k = 1, 2, 3, cuja
existéncia é garantida pelo Teorema 9.1, pdgina 455. Defina-se wq = Ma(24). Temos,

a = [zl, 22; 23, 2.1} €29 []\/]A(zl)7 Ma(22); Ma(z3), ]L[A(,u)] = [un7 wa; ws, uu}
(w1 — ws) (wy — wy) _ 1—wy _ 1 (1 _ i) . (950)
(wg - ’LU3) (wl - w4) —2wy 2 Wy

3y — —L é 3 — o —
Logo, wy = =5, que é real (caso a = 1/2 podemos adotar wy = o).
Assim, vemos que os quatro pontos wy, wa, ws e wy estao sobre a reta real. Portanto, os quatro pontos z1, 22, 23 €
z4 estdo na imagem da reta real pela transformagao de Mobius ]\/I/T‘ Sabemos pelo Teorema 9.2, pagina 459, que essa

imagem ou é uma reta ou ¢ um circulo em C, completando a prova. |

Observe-se também que se z1, z2, 23, 24 forem colineares, z; e z4 forem os pontos extremos dentre os quatro e zo
estiver entre z1 e z3, entao [zl, 295 23, 24} coincide com a razdo anarmonica que introduzimos na Geometria Plana, pois

[Zl, Z2; 23, 24} = “Zh 225 23, 54]‘v
Vamos a um outro resultado.

Lema 9.2 Sejam z1, z2, 23, z4 pontos distintos de C. Suponhamos que existe w € C tal que [w‘ 225 23, 24} =
[21, 22; 23, 24]. Entdo, w = z. =]

(i) (o) (wmsa) (a2

Prova. A prova é elementar. A igualdade [zl, Z9; 23, 24} = [w, z9; 23, 24} significa ( )( ) = ( )( ),ou
zp—23)(21—24 za—23 ) (w—24

seja, apds cancelamentos triviais, £=23 = L=23 o que segue facilmente que w = z7. |
) P si—za | w—zi

O resultado seguinte pode ser extraido como corolério dos Teoremas 9.1 e 9.2 e da relagao (9.46), acima. Ele generaliza
nossas observagoes sobre o significado da nogao de razao anarmonica no contexto da Geometria Plana.
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Corolario 9.2 Sejam z1, z2, 23, z4 quatro pontos distintos e colineares de C, localizados sobre uma linha reta # e sejam
wy, we, ws trés pontos distintos e colineares de C, localizados sobre wma linha reta .. Entao, existe uma transformagio
de Mébius My, tnica, tal que

[zl, 293 23, 24} = [wl, Wa; W3, J\VIA<Z4)} (9.51)

e tal que M a(z4) € .7, ou seja, os quatro pontos wy, wa, w3 € wy = Ma(z4) também sao colineares e [zl, 29} 23, z4} =
[71-’17 wa; w3, wd,

Caso wy, wa, ws forem trés pontos distintos e nao colineares, entao pertencem a um circulo €. Nesse caso, afirmamos
que existe uma transformagdo de Mobius M, tnica, tal que Ma(z4) € € e tal que (9.51) é novamente vdlida. [m]

Prova. Consideremos primeiro o caso em que wq, wg, ws sao colineares. Seja M4 a transformagao de Mobius que satisfaz
Ma(z) = wy para k =1, 2, 3, cuja existéncia e unicidade foi garantida no Teorema 9.1, pagina 455. Os quatro pontos
z1, 22, Z3, z4 localizam-se sobre uma mesma reta # e os trés pontos w;, wy, ws sobre uma mesma reta .. Portanto,
concluimos que a imagem de #Z por My é areta ., ja que transformagoes de Mobius mapeiam retas em retas ou circulos
(Teorema 9.2, pagina 459). Logo, a imagem de qualquer outro ponto de Z, como z4, serd um elemento de Z. Assim,

(w1, wo; w3, Ma(z4)] = [Ma(z1), Ma(z2); Ma(z3), Ma(z4)] 49 [21, 223 23, 24] - (9.52)

Se wy, ws, w3 ndo sao colineares, mas pertencem a um circulo €, o argumento segue a mesma linha: existe uma
transformagao de Mobius M4 com Ma(z;) = wy para k =1, 2, 3 e que, portanto, mapeia a reta % no circulo ¢, onde
deve, portanto, estar a imagem de M4 (z4). Também nesse caso aplica-se o raciocinio expresso em (9.52). |

Comemdno sobre o Coroldrio 9.2. Se os pontos wq, wz e w3 forem projecdes centrais de z1, 22 e 23, respectivamente, a partir de um ponto

P, afirmamos que w4 = M4(z4) é também uma projegao central de z4 a partir do mesmo ponto P. De fato, sabemos da analise que nos levou
a (9.33) que haverd um ponto &’ em . tal que [21, 22; 23, z4] = [21, 22; 23, d'] (lembrar aqui que [21, 22; 23, z4] € real, pelo Lema 9.1,
pagina 467) e esse ponto d’ ¢ a projegio central de z4 em 8 a partir de P. Pela unicidade expressa no Lema 9.2, esse ponto ha de ser M4 (z4).

Vemos, com isso, que o resultado expresso no Coroldrio 9.2, assim como na Proposi¢ao 9.4, sdo generalizagbes nao triviais das afirmacoes
sobre a invariancia da razao anarménica na Geometria Plana, expressa em (9.33). Note, por exemplo, que o Corolario 9.2 vale mesmo que os
pontos w1, w2 € w3 nao sejam projegdes centrais de z1, 22 € z3 a partir de um mesmo ponto P.

9.5 Transformagoes de Mobius e Automorfismos do Disco
Unitario

Se D é um aberto conexo de C e f : D — D ¢ analitica e bijetora, dizemos que f é um automorfismo do dominio D.
(Recordar que se f : D — D for analitica e bijetora, entdo f’ ndo se anula em D e a funcio inversa f~!: D — D ¢
também analitica). E bastante claro que os automorfismos de um aberto conexo D compdem um grupo (pela operagao
de composi¢ao de fungoes), muitas vezes denotado por Aut(D), o grupo de automorfismos de D.

Nesta segao descreveremos mais uma propriedade relevante de certas transformagoes de Mobius, a saber, a de serem
os unicos automorfismos do disco unitdrio do plano complexo centrado na origem. Esse é o contetido do Teorema 9.8,
pagina 479. Ao final, falaremos também da relagao entre as transformagoes de Mobius e os automorfismos do semiplano
superior H .

Faremos uso de dois resultados de Andlise Complexa que possuem interesse por si: o Teorema do Médulo Maximo e
o Lema de Schwarz, os quais serao apresentados e demonstrados a seguir.

9.5.1 O Teorema do Mdédulo Méaximo

O Teorema do Médulo Maximo, originalmente devido a Weierstrass!, é um importante resultado da Andlise Complexa
e diz que se f é analitica e ndo constante em uma regiao aberta D e continua na fronteira de D, que denotaremos por
dD, entao |f| atinge seu méximo valor ndo em D, mas em dD.

14Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815-1897).
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Ha4 vérios fatos a respeito de fungoes analiticas que podem ser demonstrados a partir dessa afirmacao, como estimativas
e majoragoes, e colheremos alguns desses frutos no que segue.

O Teorema do Médulo Maximo ¢ fortemente aparentado a um outro resultado, conhecido como Principio do Mdzimo,
valido para fungoes harménicas (ou seja, que satisfazem a equagao de Laplace Au = 0) reais definidas em um conjunto
compacto e conexo K de R™: essas fungoes atingem seu maximo valor na fronteira de K. Para uma prova no caso de
R3, vide Teorema 44.5, pagina 2537 e a discussdo em seu entorno. Para o caso geral (cujo tratamento é andlogo) vide,
e.g., [138].

Comecemos com algumas definigées titeis. Denotamos por C(r, a) o circulo de raio r > 0 em C centrado em a € C e
por D(r, a) o disco aberto de de raio r > 0 em C centrado em a € C:

C(r,a) == {z€C||z—a| =7} . e D(r,a) = {z€C||[z—a| <r}.

Por D(r, a) ou D(r, a) denotamos o fecho de D(r, a): D(r, a) := {z € €| |z —a| < r}, o disco fechado de raio r > 0 em
C centrado em a € C. E claro que C(r, a) é a fronteira de D(r, a) e que D(r, a) = D(r, a) U C(r, a).

E comum denotar-se C(1, 0), o circulo de raio 1 centrado na origem, simplesmente por $! e D(1, 0), o disco aberto
de raio 1 centrado na origem, simplesmente por D;.

Seja f uma funcdo analitica em D(R, a), para algum R > 0. Definimos, para 0 < r < R,
M(r, a, f) == max{[f(2)], z € C(r, a)} .

Trata-se claramente do maior valor que |f| assume no circulo C(r, a).

9.5.1.1 A Majoragao de Cauchy e Algumas de suas Consequéncias

Para uma fungdo f analitica em D(R, a) vale a bem conhecida férmula de Cauchy'®: para todo n € Ny tem-se

| /
(g = G 5
1w = g [ (9.53)

vélida para todo 0 < r < R. Como os pontos de C(r, a) sio da forma a +re?® com 6 € [0, 27), podemos escrever (9.53)
como

Il 27
FM(a) = 2"‘ / Fla+re®) e do . (9.54)
" Jo
Verifique! Dela decorre imediatamente que
! M (r, a,
) < MM D) (9.55)
=2

Essa expressao ¢ frequentemente denominada majoragcdo de Cauchy, ou estimativa de Cauchy, para a n-ésima derivada
de f. Um caso relevante se da para n = 0, quando (9.55) informa que

[f(@)] < M(r, a, [). (9.56)

Essa é uma forma fraca do Teorema do Mddulo Maximo que estenderemos adiante.

e Convergéncia da série de Taylor

Para f analitica em D(R, a) vale a também bem conhecida ezpansio em série de Taylor'®:

15 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
16Brook Taylor (1685-1731).
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uma série de poténcias absolutamente convergente para todo z € D(R, a). A convergéncia absoluta pode ser provada
com o uso de (9.55). De fato, seja z € D(R, a) e escolhamos r de sorte que |z — a| < r < R. Teremos

F™(a) L M0y <g> '

7(2 _ (1,)"
n=0

oo

>

n=0

n!
que é uma progressao geométrica convergente, pois |z — a| < 7.

e Fungoes inteiras e o Teorema de Liouville

Uma fungao analitica em todo C é dita ser uma fungdo inteira. Naturalmente, podemos identificar C com D(oco, a)
para qualquer a € C.

Temos o seguinte fato fundamental, devido a Liouville!":

Teorema 9.3 (Teorema de Liouville) Se f ¢ inteira e limitada, ou seja, se existe M > 0 tal que |f(z)| < M para
todo z € C, entdo f é constante. [m}

Prova. Por hipdtese, M(r, a, f) < M para todo r > 0 e todo a € C. Logo, por (9.55), ‘f<")(a)‘ < M para todo

o

r > 0. Para n > 1 isso significa que f(”)(a) = 0 para todo a € C e, portanto, que f é constante. |

O Teorema de Liouville possui diversas outras demonstragdes, como pode ser visto na literatura bésica de Anélise
Complexa.

e Fungoes inteiras de crescimento polinomial

O Teorema de Liouville ou, mais precisamente, sua demonstragao, pode ser estendido de modo a abarcar uma
informacao relevante sobre fungoes inteiras.

Proposigao 9.5 Seja f inteira e tal que existam constantes M > 0 e k > 0 (k ndo necessariamente wm inteiro) tais
que para cada v > 0 valha
M(r, 0, f) < Mr"®.

Entao, f é um polinémio de grau menor ou igual a k. m}
Prova. Por (9.55), temos ‘f(")(0)| < ;ﬂ# para todo r > 0 e todo n € INy. Como essa desigualdade é vélida para todo
r > 0, segue que f(")(O) = 0 sempre que n > &, provando que f é um polindémio de menor ou igual a &. |

e Funcoes subarmonicas

Seja D um aberto conexo em C e seja F': D — R (uma funcao real de uma varidvel complexa) que seja continua.
A fungao F ¢ dita ser uma funcdo subarmonica'® se para todo a € D todo r > 0 suficientemente pequeno de sorte que

D(a, r) C D valha
1 g

Fa) < Fla+re?)ds .

2 Jo
Um exemplo relevante é o seguinte. Por (9.54), para o caso n = 0, temos que
1 [ P
[f(a)] < 2 ), ‘f(a+re )|d9,

para todo a em um dominio aberto conexo onde f seja analitica e r > 0 pequeno o suficiente. Isso mostra que |f| é uma
fungao subarmonica nesse dominio.

17 Joseph Liouville (1809-1882).
18 A referéncia [224] atribui essa defini¢io, que se tornou muito importante em Analise, a Frigyes Riesz (1880-1956).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 9 471/2825

9.5.1.2 O Moddulo de uma Fungao Analitica. O Teorema do Médulo Maximo

No que segue apresentaremos uma demonstragio do chamado Teorema do Médulo Méximo (Minimo) da Anélise Com-
plexa, um resultado com diversas implicagoes relevantes.

Vamos primeiramente apresentar um teorema fundamental (Teorema 9.4), devido a Weierstrass, sobre a inexisténcia
de méximos e minimos locais do valor absoluto de fun¢des analiticas definidas em dominios abertos. O enunciado e
a demonstracao do teorema a seguir foram extraidos, com ligeiras adaptacoes, de [224] e seguem a versao original de
Weierstrass.

Teorema 9.4 Seja D um aberto em C e seja f: D — C, analitica, que nio seja constante. Seja a € D e seja N, C D
uma vizinhanga arbitrdria de a em D. Entao, existe um ponto zy € N, tal que

[zl > [f(a)]. (9.57)
Além disso, se |f(a)| # 0, existe um ponto zo € N, tal que

[f(z2)] < [f(a)l. (9.58)
A relagio (9.57) nos informa que se f ndo for constante, entdo |f| nio pode ter mdzimos locais em D e (9.58) nos
informa que |f| ndo pode ter minimos locais em D, exceto nos pontos em que f se anula. [m}

Prova. Vamos primeiramente supor |f(a)| # 0. Seja m > 1 tal que as derivadas f*)(a) sejam nulas se 1 < k <m — 1,
mas (™ (a) # 0. Que um tal k exista ¢ garantido pela hipétese que f nio é constante.
Com isso, a série de Taylor de f, centrada em a é
. o k f9(a)
f(z) = ap+am(z—a)" + Z ap(z —a)", com a; = ——=, VjeN, (9.59)
k=m+1

sendo que a,, # 0. Essa série de poténcias converge para todo z € D(r, a) com 7 > 0 mas pequeno o suficiente.
Consideremos z # a. Para todo k € IN, escrevemos aj = \ak\ei"‘*, com ay; € [0, 2m) e, similarmente, escrevemos
€' também com ¢ € [0, 27). Vamos escolher um ponto z tal que valha

z—a=|z—a

m¢ = (oo — am) mod 27 . (9.60)
Vale notar que ha aqui m possiveis escolhas.
Para qualquer dessas escolhas, temos ag + am (2 — a)™ = |ag|€’® + |ap | [z — a|™e!MéFen) = i@ (|qg| + |am| |z — a|™)
e, portanto,
a0+ am(z = a)™| = |ao| + |am||z = a|™ > |ao| - (9.61)

Paralelamente, afirmamos que podemos escolher |z — a| pequeno o suficiente de modo a garantir que

s
> akpm(z —a)*
k=1

De fato, por continuidade sabemos que o lado esquerdo vai a zero quando z — a e, portanto, pode ser escolhido de sorte
a ser menor que |an,|/2.

|am]

<
2

(9.62)

Escrevendo a série de Taylor em (9.59) na forma

FE) = a0t am(z =)™ + (2~ )™ 3 apem(z — a)F
k=1
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e denotando por z; um ponto que satisfaca (9.61) e (9.62), podemos escrever!'®

S
FEl = lao+am(z—a)™| = 21— a™ |3 arsm(z — a)* '
k=1
o
> ao+am(z—a)™| = |z —a]™ |3 akim(z —a
s
(9.61) >
=7 Jaol + laml |z = al™ = |21 = al™ | argn (21 — a)k‘
k=1
(9.62) a
> ao| + lam] ml\zl —a|™ > laol = |f(a)].

Isso demonstrou (9.57) no caso em que f(a) # 0. No caso f(a) = 0 temos ag = 0 ¢ obtemos similarmente, para 2, # a
satisfazendo (9.62),
la

2

|

[f(z0)] =

o que estabelece (9.57) no caso em que f(a) = 0.

|z1 —a|™ > 0,

Para provar a existéncia de z, satisfazendo (9.58) procedemos de forma similar, assumindo ag = f(a) # 0 e substi-
tuindo (9.60) pela condi¢ao

me = (ag —am + 7r) mod 27 . (9.63)
Vale notar novamente que hd aqui m possiveis escolhas.
Temos com isso, ag + @, (2 — a)™ = |agle® + |am| |z — a\’"e“"’"*am) = el (\an\ — laml |z — a,|m) e, portanto
a0 + am(z = a)™| = lao| = lam||z = a|™ . (9.64)

Retornemos a série de Taylor, temos

x
IFE)] < Jao+amz=a)™[+| D arlz—a)*
k=m+1
x
e escolhendo z satisfazendo (9.64) e Z ar(z2 — a)¥| < |am| |z — a|™/2 (o que vimos ser possivel por continuidade),
k=m+1
teremos
x
[fz2)l < ao+am(z2—a)"|+] D ar(zz—a)
k=m+1
oo
= laol = lam|lz2 —a|™ + | > ak(z2—a)*
k=m+1
lam |22 —a|™
< | — =2 7
< laol 3
demonstrando (9.58). u

Chegamos agora ao enunciado que mais desejdvamos.

19Na primeira linha usamos o fato bem conhecido que | + 8| > ||| — |8, com a, B € C.
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Teorema 9.5 (Teorema do Mdédulo Méximo) Seja D um aberto limitado e conexo de C e seja dD sua fronteira.
Seja f : D — C analitica, ndo constante, e tal que possa ser continuamente estendida a 9D. Como o fecho de D,
denotado por D = DU 8D, é compacto, |f| assume um mdzimo em D. Entao,

max |f(w)| = max |f(w
ma | f(w)] = mae |/ )
e, além disso, vale para todo z € D que
z)| < max |f(w)] . 9.65
7@ < max |7 (w) (9.65)
Em palavras, |f| ndo atinge o mdzimo em D, mas na fronteira dD. [m}
Prova. |f(z)| ndo pode atingir seu méximo em D, pois isso contrariaria o Teorema 9.4, pagina 471. ]

Com uma ligeira adaptacio, temos também o

Teorema 9.6 (Teorema do Mdédulo Minimo) Seja D wm aberto limitado e conexo de C e seja D sua fronteira.
Seja f : D — C analitica, nao constante, e tal que possa ser continuamente estendida a 0D. Vamos adicionalmente
supor que f ndo se anula em D. Como o fecho de D, denotado por D = D UJD, é compacto, |f| assume um minimo
em D. Entio,

g%\fw = Iin |f(w)|
e, além disso, vale para todo z € D que
SN > min [1(w)] (9.66)
Em palavras, | f| nao atinge o minimo em D, mas na fronteira 0D. [m]

Prova. Podemos analogamente argumentar que | f(z)| nao pode atingir seu minimo em D, pois isso contrariaria o Teorema
9.4, pagina 471. Ou podemos considerar a fungao analitica g(z) = 1/f(z) (lembrar que f nao se anula em D, por hipStese)
e aplicar a ela o Teorema do Médulo Maximo, Teorema 9.5, pagina 473.

Comentdrios. O Teorema do Médulo Méximo (Minimo) é também conhecido como Principio do Médulo Mdzimo (Minimo).
Chamamos a atengao do leitor para o fato de as desigualdades (9.65) e (9.66) serem estritas.

Um comentério relevante a se fazer sobre o Teorema 9.4, pagina 471, e seus coroldrios, os Teoremas 9.5 e 9.6, acima, é que esses dois
ultimos exigem que o dominio aberto D seja limitado, mas nao ha tal restricao no Teorema 9.4.

9.5.1.3 O Lema de Schwarz e Algumas Consequéncias

Apresentaremos agora uma das consequéncias do Teorema 9.4, pagina 471, conhecido como Lema de Schwarz?®. Esse
resultado é aparentemente simples, mas possui diversas consequéncias nao triviais, algumas das quais serao exploradas
adiante. Para um estudo amplo desse importante resultado e de algumas de seus usos, vide [113] (que também contém
notas histéricas), assim como o excelente artigo [372].

Como antes, D; (D7) designa o disco aberto (fechado) de raio 1 centrado na origem, sendo que C(r) = C(r, 0) denota
o circulo de raio r > 0 centrado na origem. Por D, denotamos a fronteira de Dy, que coincide com C(1).

Teorema 9.7 (Lema de Schwarz) Seja f : Dy — C analitica e satisfazendo sup,cp, |f(2)] = Ki, onde K1 > 0,
constante. Suponhamos também que f tenha um zero de ordem m > 1 em z = 0, ou seja, que f(0) = f'(0) =--- =
Fm=D(0) = 0 com f™(0) # 0. Entdo, para todo z € Dy tem-se

lF)| < Kulzl™ (9.67)

[fm™©0) < Kim! . (9.68)

20Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921).
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Caso a igualdade em (9.67) ocorra para algum z € D1 \ {0} ou caso a igualdade em (9.68) ocorra, entdo tem-se
f(z) = az™ (9.69)
para todo z € C, onde a € C é uma constante com |a| = K1 e, portanto, |f(m)(0)‘ = K;ml.

As afirmagoes acima equivalem a afirmar a validade das sequintes possibilidades excludentes:

1. Para todo z € Dy \ {0} tem-se
|F(z)] < Kilo™

e [f™M(0)] < Kyml.

2. Para todo z € C tem-se

) = azm,
onde a € C é uma constante com |a] = K. Portanto, ‘f("") (0)] = Kyml. m]
oo
Prova.?! Pelas hipéteses, a série de Taylor centrada em 0 de f é f(z) = Z ayz* e converge absolutamente em Dj.
k=m
Assim, a funcdo g(z) := z~™ f(z) é analitica em Dy, sendo que g(0) = a,, = f("™(0)/m!.

Tomando z € Dy, podemos afirmar pelo Teorema do Médulo Méximo que para todo r com |z| < r < 1 vale

Lf(w)] ! K
< max - — m < —.
la(2)l = weC(r) |w|™ rm wegz(r)lf<w)| rm

Podemos agora fazer r arbitrariamente préximo de 1 e, com isso, obtemos??

l9(2)] < Ki, VzeD. (9.70)

Como f(z) = 2™g(z), z € Dy, obtemos |f(z)| < K1|z|™, também para todo z € Dy. Como f™(0) = m!lg(0), segue
que | f™(0)| < Kyml.

Vamos supor que exista zo € Dy \ {0} tal que |f(20)] = Ki|zo|™, ou seja, tal que |g(z0)] = K. Pelo Teorema
9.4, pagina 471, se g ndo for constante, haveria um ponto z; em um vizinhanga de 2 com [g(21)| > K1, contrariando
(9.70). Logo, nesse caso devemos ter g(z) = a em todo D, onde a € C é constante com |a| = K; (pois, supostamente
|9(z0)| = K1) e, portanto, f(z) = az™ para todo z € C.

Se alternativamente valer ‘fm(())‘ = Kim!, teremos novamente |g(0)| = K; (pois f™(0) = m!g(0)) e o mesmo
raciocinio se aplica: pelo Teorema 9.4, pagina 471, g(z) = a em todo D;, onde a € C é constante com |a| = K7 e,
portanto, f(z) = az™ para todo z € C. Isso completa a prova.

O Lema de Schwarz, Teorema 9.7, pagina 473, tem a seguinte generalizagio imediata util.

Proposigao 9.6 Seja Dr = D(R, 0) C C o disco aberto de raio R > 0 centrado na origem. Seja f : Dr — C analitica e
satisfazendo sup,cp, |f(2)| = Kr, onde Kr > 0, constante. Suponhamos também que f tenha um zero de ordem m > 1
em z =0, ou seja, que f(0) = f/(0) =--- = f"=1(0) = 0 com f(™(0) # 0. Entio, vale uma das seguintes afirmagdes:

1. Para todo z € Dg \ {0} tem-se
|Z‘m

[F&)] < Kn (9.71)
e
|£m(0)] < Kglﬁl (9.72)

21Seguimos parcialmente [225], mas melhorando diversas imprecisoes daquele texto.
22Lembrar que 1/r > 1. Dai, se |g(z)| < 1/r™ obtemos |g(z)| < 1 se fizermos r crescer, tornando-se mais préximo a 1.
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2. Para todo z € C tem-se m
az

f(z) = T (9.73)
onde a € C é uma constante com |a| = Kg. Portanto,
Krm!
}f(rn)(()” = _];m . (9.74)
a

Prova. Defina-se para z € Dy a fungdo h(z) := f(Rz). Entao h satisfaz as hipéteses do Teorema 9.7, pagina 473 e temos
as seguintes possibilidades excludentes:

1. Para todo z € Dy \ {0} tem-se |h(z)| < Kg|z[™ e ‘h<m)(0)‘ < Krm!. Como f(z) = h(z/R), z € Dg \ {0}, temos

|£(2)] < Kr 2L e |10M(0)] < Kpmil/R™.

2. Para todo z € C,

h(z) = az™,

onde a € € é uma constante com |a| = K. Como f(2) = h(z/R), z € Dg, temos f(2) = %5, z € C. ]

Uma importante generalizagao do Lema de Schwarz, o chamado Lema de Schwarz-Pick, seréd estudada na Sec¢ao 9.5.3,
péagina 482.

e Uma outra generalizagao elementar do Lema de Schwarz e o Teorema de Liouville revisitado

Seja uma fungao analitica F : Dr — C, limitada em Dg, R > 0, mas que nao satisfaz a hipétese de anular-se, junto
com suas m — 1 primeiras derivadas, no ponto 0. A funcao f(z) := F(2) — pm-1(2), 2 € Dg, com p;—1, m € N, sendo o

= FW0)
1

polinoémio de Taylor de ordem m — 1 centrado na origem, pp,—1(2) := 2", satisfaz as hipéteses da Proposigao

k=0
9.6, pagina 474: é limitada em Dp e anula-se em 0 juntamente com suas m — 1 primeiras derivadas.

Podemos, portanto, generalizar o Lema de Schwarz e a Proposi¢ao 9.6 eliminando a necessidade de a fungao conside-
rada anular-se em 0 (juntamente com algumas de suas derivadas), substituindo-a adequadamente por uma outra fung¢ao
analitica e limitada que o faga. Esse fato serd melhor elaborado no Lema de Schwarz-Pick, Teorema 9.10, pagina 483,
adiante.

Tendo isso em mente, podemos mostrar que também o Teorema de Liouville, Teorema 9.3, pdgina 470, pode ser
inferido como consequéncia do Lema de Schwarz na sua versao dada na Proposi¢ao 9.6.

Seja F : € — C inteira e globalmente limitada, ou seja, tal que existe constante M > 0 com a qual valha |F(z)| < M
para todo z € C. Defina-se f(z) = F(z) — F(0). Temos |f(z)| = |[F(z) — F(0)] < M + |F(0)| em todo C.
Seja R > 0 e tomemos provisoriamente z € Dr. Podemos identificar a constante majorante M + !F(O)‘A, acima, com

a constante Kz do enunciado da Proposicao 9.6 e concluir de (9.71) e (9.73) que, para z € Dp,

B Kplz| M +|F(0)|
‘F(Z)_F(O)l = ‘f(»’«’)‘ < R = T\z‘

Como isso vale para todo R > 0, concluimos que F(z) = F(0), Vz € C, e, portanto, F ¢ constante em todo C, que ¢ a
afirmagao do Teorema de Liouville, Teorema 9.3.

Para outros resultados fundamentais obteniveis a partir do Lema de Schwarz vide, e.g., [113] e [372].

Kokok kok ok kk kkk

Como veremos, um dos coroldrios do Lema de Schwarz afirma que os automorfismos de D; sao todos transformacoes
de Mobius de um certo tipo, permitindo-nos, assim, retomar nossa discussao sobre essas transformagoes. Tratar dessas
questoes serd nosso objetivo na Segao 9.5.2, 476.
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9.5.2 Transformacoes de Mobius e Automorfismos do Disco Unitario

Vamos agora tratar da relagao entre as transformagoes de Mobius e os automorfismos do disco unitdrio D;. Ao final,
falaremos também da relacdo entre as transformacoes de Mébius e os automorfismos do semiplano superior H..

e Transformagdes de Mobius que mantém o circulo unitario invariante

Proposigao 9.7 Uma condigdo necessdria e suficiente para que uma transformagao de Mobius mapeie o circulo unitdrio
centrado na origem, S', em si mesmo € que seja da forma

az+b
Ma(z) == s 9.75
A() bz+a (0.75)
com a, b € C tais que det(A) # 0, ou seja, tais que |a* — |b]? # 0. [u]

Prova. Consideremos a transformacio de Mobius (9.75) e tomemos z € $!, ou seja, da forma z = €® para todo
¢ € [0, 2m). Temos,

, ae’® +b w

My(e'?) = —— = et — com w = be " +a,

belt +a w

¢ vemos que M4(e’) é um niimero complexo de médulo 1, pois €*® ¢ um niimero complexo da forma w/@ sdo niimeros

complexos de médulo 1. Assim, M4 mapeia $' em si mesmo bijetivamente (a bijetividade de transformagoes de Mébius

no caso geral foi provada no inicio do capitulo corrente).

Vamos agora demonstrar a reciproca e seja uma transformagao de Mobius Ma(z) = 'L’ZZIZ, com A = (‘z Z) que mapeie

$! em si mesmo. Isso significa que para todo ¢ € [0, 27) tem-se
i¢ 2 i 2 .
|ac + b} = ‘ce + d{ . (9.76)

O lado esquerdo de (9.76) ¢ ) ‘ o
(@e™" +b) (ae™ +b) = |al* + [b]* + Gbe " + bac'®

e, analogamente, o lado direito de (9.76) ¢
e’ + d‘Q = |ef? +|d|? +2de™" + dce' .
Assim, a imposigao de (9.76) corresponde & imposigao de
(Jal* + B> = |c|* = |d*) + (@b — ed)e™** + (ba — dc)e® = 0

para todo ¢ € [0, 27). A nulidade desse polindomio trigonométrico impde a nulidade de seus coeficientes (vide Coroldrio
37.3, pagina 1955), ou seja, devemos ter

lal* + b = e +1df, (9.77)
ab = @, (9.78)

(a terceira condigio ba = dc equivale a (9.78)). A condigio (9.78) significa que o determinante da matriz (? ) ¢é nulo.
Isso, por sua vez significa que a segunda coluna dessa matriz é proporcional & primeira, ou seja, que existe A € C tal que

d
b

d = \a e b= Ac.
Agora, A nao pode ser nula, pois isso implicaria em d = b = 0 e a matriz A teria determinante nulo.
Com isso, a condigao (9.77) fica

2 2 |b|2 2 2 s 2 2 |b‘2
|a* + [o]* = W*W |al* ou seja, (L=121%) ( lal D 0

Para tal, ha duas possibilidades:
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2
L |a* = % ou
IL A2 =1.

No caso I nao podemos ter |a| = 0, pois isso implicaria |b| = 0 e, com isso, o determinante de A seria nulo. Assim,
[b] JLN
a

terfamos |A| = 1. Escrevendo A na sua forma polar, A = |\|e'* = Tal

fal €' a matriz A ficaria

a b a b a b
A = = =
b g bla| jia @] ia
c d 5 Aa o€ Tal €

Ocorre, porém, que o determinante dessa matriz vale |a| [b] €'* — |a| |b] €'* = 0, 0 que descarta o caso I.

No caso IT temos que A = ¢'® para algum « € R. Assim, terfamos

a b a b a b e—ia/2g  o—ia/2), o v
A = = = = ¢ia/2 _ o2 7
c d % \a eiah  ciag prrry sy oo

sendo que absorvemos os fatores e /2 em a e em b, definindo a’ = e~/2q e b = e~"®/2p, vemos que a correspondente

transformagao de Mobius é

az+b
My(z) = =——,
Vz+a
que é da forma considerada em (9.75). A condigdo |a’|? — [b'|? # 0 é simplesmente a condigdo para que o determinante
de A nao se anule. ]

E. 9.9 Euzercicio para obsessivos. Seja A = (). Na demonstracio acima, argumentamos que a condicdo (9.78) significa que o

determinante da matriz B = g’;) é nulo e prosseguimos dizendo que isso imp&e que a segunda coluna seja proporcional a primeira.
Poderiamos, porém, prosseguir impondo que a segunda linha é proporcional a primeira, ou seja, dizendo que existe 1 € C tal que ¢ = pa
e b= ud. Como é de se esperar a conclusdo serd a mesma, como mostra o procedimento a seguir, um pouco menos direto que o anterior.

Com as escolhas acima, terfamos A = (%, ,/,,). Mostre que a condicdo (9.77) ficaria na forma (1 — |u*)(|al* — [b]*/|ul?) = O.

Mostre que agora a condi¢do |p| =1 leva a uma matriz A de determinante nulo. A outra condic3o significa |u| = |b|/|a| e mostre que
b ; -
escrevendo 1 na forma polar como p = €' |b|/|al, teremos A = (H—Afu\b\ emivblal ) Escrevendo a = |ale’™ e b = [ble’” e definindo

§ =~ —a— 3, mostre que A = (ch’EC*l"ﬁa)' Mostre agora que A = 6—16/2(%1’:7//)' onde @/ = ¢"/?a e b/ = ¢"/?h. Como no

tratamento anterior, essa matriz tem a forma desejada. Ed

e Transformagoes de MGbius que mantém o disco unitdrio invariante

A condigdo |a|? — [b?| # 0 constante na Proposi¢io 9.7, pagina 476, tem, naturalmente, duas alternativas: |a| < ||
e |b| < |al. No primeiro caso nao podemos ter [b| = 0 e no segundo nao podemos ter |a| = 0. Qual a diferenca entre
ambas? Para responder a essa pergunta observemos que a transformagio de Mobius Ma(z) = (az + b)/(bz + @) possui
um polo em z, = 7‘—% No caso |a] < |b] esse polo estard contido no disco unitdrio centrado na origem, D;. No caso

[b| < |a| o polo estard contido no complementar de seu fecho, C \ D.

Completando essa discussio, temos a seguinte
Proposicao 9.8 Uma condigao necessdria e suficiente para que uma transformagao de Mobius seja analitica em Dy e
mapeie $* em si mesmo € que seja da forma
az+b
=,
bz+a

Ma(z) = com A= (%2) (9.79)

com a, b € C satisfazendo |b| < |a|, ou seja, satisfazendo det(A) > 0. Tais transformagées de Mobius mapeiam
bijetivamente Dy em si mesmo e sao, portanto, automorfismos de D;.
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Comentamos ainda que as transformagéoes de Mobius (9.79) possuem um (iinico) zero em Dy pois, sob a condi¢ao
[b| < lal, o ponto z9 = —b/a estd em D;. o

Prova da Proposicdo 9.8. Pelo que acabamos de ver, a transformacao de Mébius (9.79) com |b| < |a| é analitica em Dy
e, pelo que vimos na Proposicao 9.7, pagina 476, satisfaz |[Ma(z)| = 1 quando z encontra-se na fronteira de Dy, que é
$'. Com isso, podemos evocar o Teorema do Médulo Méximo, Teorema 9.5, pagina 473, para afirmar que |Ma(z)| < 1
quando z encontra-se em D;. Isso significa que M4 mapeia D; em si mesmo.

Comentdrio. A Proposigio 9.8, pagina 477, pode ser provada por meios elementares, sem recurso ao Teorema do Médulo Méximo. Vide

Proposigao 9.16, pagina 493.
H[[[[M]]]]H

Mais adiante, no Teorema 9.8, pdgina 479, provaremos que as transformagoes de Mébius consideradas na Proposi¢ao
9.8 50 os unicos (!) automorfismos de D .

e Uma propriedade dos automorfismos de D;

Proposicao 9.9 Seja A € % da forma A = (%g), com a, b€ C, edet(A) > 0. Entdo, para qualquer zy € Dy vale
Ma(z) — M -
ale) _MaG) | _ | 225 (9.80)
1— Ma(z1) Ma(z) 1-Z12
onde z € Dy, arbitrdrio. [m}

Comentdrios. Mais adiante, no Teorema 9.10, pagina 483, apresentaremos uma reciproca dessa afirmagio. Na Proposi¢ao 9.12, pagina 484,
mostraremos que (9.80) pode ser interpretado como a afirmagao de invariancia de uma certa métrica pelo grupo de automorfismos de D;. &

~1  Ma(=1)
—Ma(z1) 1

Prova da Proposi¢do 9.9. Seja G = (
det(G) > 0, revelando que G € % .
Agora,

). Como z; € D1 e A € %, temos |]WA(21)|1 < 1 e, portanto,

L Ma(z) = Ma(z1) Lo (Ma(2)) = Meoa(z
g(z) = 717WA1A(Z) = Mg(Ma(2)) Meaa(z) .

Um cédlculo explicito (faga-o!) revela que

a—bMa(z1) b—aMa(z)
GA =

b—aMa(z1) @—bMa(z1)

Assim,

Y

=

>
|

(a=BMa(z1))z+ (b= aMa(21)) _ <a JMA(m)

(Bfa]\IA(zl))zﬁ» (EfbAMA(zl)) a—bMa(z1) A(Zl))2+1

(E—bM (1)

) , vemos que

b—aMa(z)

= = —My-(M = —21.
@ TMa(e) a-1(Ma(z1)) 2

Constatamos, portanto, que
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a—bMa(z)
a—bMa(z1)
conjugado. Portanto,

onde 1 = ), que é um nimero complexo com [¢p| = 1, pois é a razdo entre um nimero e seu complexo

z— 21

lg(z) =

1-7=12

que é o que queriamos estabelecer. |

e Reparametrizando as transformagoes de Mobius que sao automorfismos de D,

Para a discussao que ora se inicia é conveniente escrever as transformacées de Mobius de (9.79) de uma forma diferente.
Para a, b € C sati fazendo |b| < |al, temos
az+b

Ma(2) = bz+a -

b . _
EAL/L (9.81)
b/az +1 1-%pz

SRS

onde z9 = —b/a e onde escrevemos a em sua forma polar a = |ale'®, ou seja, a = arg(a) mod 27.

Dessa forma, podemos parametrizar as transformagoes de Mobius que sdo automorfismos de Dy com dois parametros,
a €0, 2m) e z9 € Dy, da forma
Z— 20

Mo, z(2) == €*@ (9.82)

1-%z
Cabe aqui notar que a derivada M}, , (z) ¢ dada por

M|

gia 1= ]20%
L) = e |zol

(1—72)?

14|20
1—|zo

ol donde concluimos que o expoente 2« em (9.82) coincide com arg (IM' ) zﬂ(lo))-

e, portanto, M/, . (z0) = e2ia .

Temos entao que os parametros zp e a que caracterizam (9.82) satisfazem

M, 2 (20) = 0 e 2a = arg (JM/ (20)> mod 27 .

a,zo

e Automorfismos gerais de D;

Seja N : D; — Dy um automorfismo do disco unitdrio D7, ou seja, uma func¢ao analitica em todo D; que mapeia Dy
bijetivamente em si mesmo. Devido & bijetividade podemos afirmar que existe wy € Dy tal que N(wg) = 0. Afirmamos
que N’(wp) # 0. De fato, a inversa N=' : Dy — D ¢ analitica em D e satisfaz N(N~!(z)) = z para todo z € D;. Logo,
pela regra da cadeia, N’ (N’l(z)) (N’l)/(z) = 1. Para z = 0, temos N’(wo)(N’l)l(O) =1, o que implica N'(wg) # 0.
Disso concluimos também que arg (N’(wo)) estd bem definido.

Com esses ingredientes preparatérios podemos enunciar e demonstrar o resultado principal, que essencialmente afirma
as transformagoes de Mdobius que sdo automorfismos de D s@o todos os possiveis automorfismos do disco unitério.
Teorema 9.8 Seja N : D1 — Dy um automorfismo do disco unitdrio Dy que seja continuo na borda D1 = $*. Sejam
wo € Dy tal que N(wo) =0 e seja 3 € [0, 27) dado por 28 = arg (N'(wo)) mod2w. Entdo,

N(z) = Mp,u,(2)

para todo z € Dy. Em outras palavras, todos os automorfismos de Dy sao todos da forma (9.82), o que equivale a dizer

que sdo todos da forma (9.75). [m]

Prova.?? Seja N com as propriedades descritas no enunciado e, para simplificar a notacdo, denotemos Mg, u,(z) por

M (2). Sejam as funcdes g : Dy — Dy e h: D1 — Dy definidas por g:= MoN~'e h:=NoM™1

23A demonstragiio que segue corrige a argumentagio defeituosa encontrada em [225].
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Essas duas fungdes sdo também, evidentemente, automorfismos de D; (satisfazendo, em particular |g(2)] < 1 e
[h(2)] < 1 em Dy) e temos g(0) = M(N=1(0)) = M(wo) = 0 e h(0) = N(M~'(0)) = N(wo) = 0. Assim, podemos
evocar o Lema de Schwarz, Teorema 9.7, pagina 473, para ambas as fungoes e afirmar que vale uma das condigoes a
seguir:

L |g(2)| <2l e |h(2)| <z, = € D1\ {0}.
II. g(z) =€z, z€ Dy, com o € Re |h(z)| < |z, z € D1\ {0}.
1L h(z) =€z, z € Dy, com B € R e |g(2)| < |z|, z € D1 \ {0}.

IV. g(2) = e®z, com a € Re h(z) = ez, 2 € Dy, com § € R.

No caso I, tomando z = N(w), w # wg, na desigualdade |g(z)| < |z|, z € Dy \ {0}, obtemos |M(w)| < |[N(w)|,
w # wo. Tomando z = M(w), w # wo, na desigualdade |h(z)| < |z|, z € D; \ {0}, obtemos |N(w)| < |M(w)|, w # wo.
Essas duas desigualdades sdo incompativeis e esse caso é descartado.

No caso IL, temos g(z) = €'*z, z € Dy. Tomando z = N(w), teremos M (w) = ¢"*N(w) e, portanto |[M (w)| = |[N(w)|.
J4 a condigao |h(z)| < |z|, z € D1\ {0}, tomando-se z = M(w), w # wo, fica |[N(w)| < |M(w)|, w # wo. As duas
condigdes sdo, portanto, incompativeis e esse caso ¢ também descartado.

O caso IIT é, mutatis mutandis, similar ao anterior, sendo também descartado.

O caso IV é, portanto, o tnico verdadeiro. Na igualdade g(z) = €**z, z € Dy, escolhemos z = N(w) para concluir
que M(w) = e“N(w). Na igualdade h(z) = €2,z € Dy, escolhemos z = M (w) para concluir que N(w) = ¢’® M (w).
Naturalmente, devemos ter a = —8 mod 2.

Agora, se M (w) = ¢®N(w) para algum « real, obtemos que M'(w) = ¢®N’(w) e, em particular, para wo, obtemos
arg (M'(wo)) = o + arg (N'(wo)) mod 27, o que implica, pela hipétese que arg (N'(wo)) = arg (M’(wy)), que @ = 0.
Com isso, provamos que M (w) = N(w) para todo w € Dy. |

e O grupo de automorfismos de D,

A afirmagao da proposi¢ao a seguir ¢ esperada diante do fato de automorfismos de D;, que pela Proposi¢ao 9.8,
pégina 477, sao precisamente da forma (9.79), formarem um grupo.

Proposic¢ao 9.10 O conjunto % , definido por

U = <A = , com a, beC, e det(A) > 0 (9.83)

compée um grupo, um subgrupo de GL(2, C). [u]

Prova. A matriz identidade estd em % (corresponde a a =1,b=0) ese A = (
0 que mostra que A tem inversa, com

ab) € %, temese det(A) = |a]? — [b]? £ 0,
-1
a b 1 a —b

a

Além disso, se A = (¢ 2) eB=(% g) sao elementos de %, tem-se

ac+bd ad + be
AB = R (9.84)

be+ad bd +ac
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que é manifestamente um elemento de % . Notar também que det(AB) = det(A) det(B) > 0. Isso provou que % ¢é um
grupo. |

E um exercicio facil provar que Z(% ), o centro de % , é6 composto por todas as matrizes da forma A1 com A € R\ {0}.

D {Ci H —_(ab —(cd g : — ca+db cb+da
E. 9.10 Ezercicio. Sejam A= (£") e B = (5¢) elementos %, como acima. Constate que BA (EH»E P

isso e com (9.84) que se B é um elemento de % que comuta com todo A € %, entdo B = A1y com A € R\ {0}. £

) € prove com

A afirmagao do exercicio que segue serd usada adiante.

E. 9.11 Ezercicio. Seja A = (%Z) € % e seja F' uma matriz da forma F = (3 3) onde ¢ e ¢ sdo niimeros complexos com
|¢| = || = 1. Mostre que F~*AF € % . L

Sob a luz do Teorema 9.8, pagina 479, e das consideracoes acima, podemos agora enunciar e demonstrar a seguinte
proposicao sobre o grupo Aut(D;), dos automorfismos de Dy:

Proposicao 9.11 O grupo Aut(D1), de automorfismos de Dy, € isomorfo ao grupo PS% , o grupo projetivo das matrizes
de determinante 1 de % . [m}

Prova. O determinante de cada elemento de % ¢ real e positivo. Multiplicando cada elemento A € % por 1/4/det(A),
obtemos o grupo S%, o subgrupo de % de matrizes de determinante 1. Tal multiplicacdo nao altera a transformacao
de Mobius My4. O centro desse grupo é composto pelas matrizes {15, 15} e o quociente de S% por esse centro é o
grupo projetivo PS% , no qual séo identificadas as matrizes de S% que diferem apenas por um sinal. Essa diferenca de
sinal também nao altera a transformagao de Mobius M 4. Concluimos disso que Aut(D;) e o grupo projetivo PS% sao
isomorfos. |

e O grupo de automorfismos do semiplano superior de C

Por Hy = {z € C, £Im(z) > 0} denotamos o semiplano superior (inferior) do plano complexo. Sua fronteira é o

eixo real. A transformacao de Mobius M (z) = 27, com J = (} ’i’) eJ = %(Jl {) mapeia bijetivamente D em H:
My : Dy — Hy. Sua inversa é M- : Hy — Dy, dada por M;-1(z) = szi

Para verificar que M; mapeia Hy em Dy, escrevamos z = z + iy, =, y € R. Obtemos

2 yP 412y
2?2+ +1+2y

z+i(y—1)

2
—_ M i =
TF i T | J(m+z,1/)‘

My(z+iy) =

. NT .
e concluimos que ‘]\/{J (z +1iy)|” <1 se e somente se y > 0, ou seja, se e somente se z € Hy.

Para verificar que M ;-1 mapeia D; em Hy, escrevemos novamente z = z + iy, z, y € R e obtemos

. —2y C1l—a?—y?
My =
-1z +iy) (m—1)2+y2+2(m—1)2+y2’

e vemos que a parte imagindria de M ;1 (x + dy) é positiva se e somente se 1 — 22 — y? > 0, ou seja, se e somente se
z€ Dy.

E. 9.12 Ezercicio. Verifique os cdlculos acima. &

Concluimos do exposto acima e do Teorema 9.8, pdgina 479, que todos os automorfismos de Hy sdo da forma
My-roMyoMy=Mj,y, onde A= (%g) €W,coma, be Ce b <lal.

Denotemos J ' AJ por B. Um célculo direto (faga-o!) revela que

a B Re(a+b) Im(a—>b)

L) Im(a+b) Re(a—0b)
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Como det B = det A, temos que ad — By = |a|? — [b|*> > 0. A conclusdo é

Teorema 9.9 Todo automorfismo de Hy € da forma

8 a f
ozt s onde B ¢ a matriz real B = s
Yz 40

Mpg(z) =
v 0

cujas entradas satisfazem ad — By > 0. Se Mp é um automorfismo de Hy, entao também mapeia a reta real em sim
mesma (exceto, eventualmente, pelo um polo em —&/v, caso v # 0) e, portanto, também mapeia bijetivamente H_ em
St mesmo.

O grupo de automorfismos Aut(Hy) é isomorfo ao grupo PSL(2, R). [m]

Prova. O tnico ponto de resta demonstrar diz respeito ao grupo de automorfismos Aut(Hy). O conjunto de matrizes
B de (9.85), com determinante positivo compde o grupo GL(2, R)+ ¢ o grupo das matrizes reais 2 x 2 de determinante
positivo. Podemos normalizar essas matrizes por multiplicagio da constante 1/4/det(B), sem alterar a transformagao
de Mobius Mp, e obtemos as matrizes de SL(2, R), de determinante 1. O centro desse grupo é composto pelas matrizes
{—12, 1o} e o quociente de SL(2, R) por esse centro é o grupo projetivo PSL(2, R), no qual sdo identificadas as
matrizes de SL(2, R) que diferem apenas por um sinal. Essa diferenca de sinal também nio altera a transformagao Mp.
Concluimos disso que Aut(Hy) e PSL(2, R) sdo isomorfos. |

No caso em que a = § e 8 = v, todos niimeros reais com a? > 32, a matriz B acima é também um elemento (real)
do grupo % . Nesse caso, a transformagao de Mobius Mp é simultaneamente um automorfismo de Hy e de Dy, ou seja,
é também um automorfismo de Hy N Dy, o semidisco unitario superior.

Um exemplo sao as matrizes de determinante 1 dadas por (f‘:z&ﬁz szﬂl;z ), onde aqui z é um parametro real. Es-
sas matrizes representam transformagoes de Lorentz préprias ortécronas em um espago-tempo bidimensional e, nesse
contexto, z é denominado “rapidez”. Vide Secdo 21.4.1, pagina 1117 e, em particular, (21.84), pagina 1119.

e O grupo modular e fung¢ées modulares

O grupo Aut(H;) ~ PSL(2, R) possui um subgrupo importante, denominado grupo modular e denotado por

Mod(H, ) ~ PSL(2, Z). Trata-se do grupo discreto formado pelas transformacoes de Mobius da forma M4(z) = 928

cztd’
sendo A = (‘; Z) com a, b, ¢ e d € Z satisfazendo ad — bc = 1 e com a identificacdo de A e —A. (O préprio grupo
PSL(2, Z) é denominado grupo modular).

Uma fungao de varidvel complexa f é dita ser uma fun¢ao modular se for meromorfa em Hy (ou seja, se for analitica
em H, exceto por um conjunto discreto de polos) e se satisfazer f o Ma = f para toda transformagao de Mobius M4
contida em um subgrupo de Mod(H. ) (que ndo seja o subgrupo trivial, que consiste apenas da identidade).

E possivel provar (vide, e.g., [225] ou [15]) que o grupo Mod(Hy) é gerado por composicao das transformacdes
S(z) = z+1eU(z) = —1/z, as quais satisfazem as relagdes U o U = id e (U 0 S)® = id (verifique!). Assim, uma
fungao modular satisfaz, em particular, f(z) = f(z+ 1) e f(z) = f(-1/z), = € Hy. A primeira condi¢ao informa
que f é periddica de periodo 1 e, portanto, por ser continua e continuamente diferencidvel, possui uma série de Fourier
convergente a f.

Nestas Notas nao nos aventuraremos adiante na teoria das fun¢oes modulares e remetemos o leitor interessado a
referéncias gerais sobre Andlise Complexa que tratem do assunto, como [237] e [410], e a textos mais especializados,
como [15] e [341]. O estudo das fun¢ées modulares abre caminho para o estudo das chamadas formas modulares e de
generalizagoes suas, as chamadas fungoes e formas automorfas. Sao éreas riquissimas da Andlise Complexa com inimeras
ligagoes com Teoria de Nimeros, Andlise Harmonica e Topologia Algébrica.

9.5.3 O Lema de Schwarz-Pick

O Lema de Schwarz, Teorema 9.7, pdgina 473, refere-se a propriedades de fungoes analiticas definidas no disco D;. Nele,
um papel especial é conferido ao ponto 0, a origem de D1, onde f supostamente se anula. Como é de se esperar, porém,
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nada hd de especial nesse ponto particular, nem na suposigao de que f deva anular-se, e as afirmagoes daquele teorema
podem ser generalizadas de sorte a independerem do particular ponto de D; onde f se anula, nem mesmo de f se anular
em D.

Essa generalizagio assenta-se sobre uma generalizacdo do Lema de Schwarz, denominada Lema de Schwarz-Pick*! e
ficard mais clara na reformula¢ao do Lema de Schwarz-Pick apresentada no Teorema 9.11, pagina 487. Formulemos e
demonstremos agora uma primeira versao do Lema de Schwarz-Pick.

Teorema 9.10 (Lema de Schwarz-Pick) Seja f : D1 — Dy analitica (satisfazendo, portanto, |f(z)] < 1 para todo
z € Dq). Entao, para todos z, zy € Dy vale

f) - f=) | | z-a (9.86)
1= f(=1) f(2) -7z
Além disso, vale ,
|fr<z)| < % s (9.87)

também para todo z € D .

Caso caso z # z1, a igualdade em (9.86) ocorre se e somente se f for um automorfismo de D, ou seja, se for uma
transformagdio de Mobius da forma (9.79), pdgina 477, em cujo caso temos

f(G) = f(=)

1= f(=1) f(2)

para todos z, z1 € Dy. [m]

z—z1

1-Zz12

Comentdrio. A desigualdade (9.87) é relevante por mostrar que hd limites para o valor de |f’(z)| de uma fungdo f : D1 — D para um dado
valor de ‘j(z)‘ Esse fato é uma manifestacdo da propriedade de “rigidez” das funcoes analiticas. L)
=1 z

Prova do Teorema 9.10. Para z; € Dy seja A:= (% 7). Como det(A) =1 — |z|? > 0, a correspondente transformagao

de Mobius My(z) = %‘;j satisfaz as condigoes da Proposigao 9.8, pagina 477. Portanto, M4 ¢ um automorfismo de

T
D;. Evidentemente a transformacao de Mobius M4 possui um tdnico zero em Dy, a saber, em 2.

flz1) -1 f(z1) 2—1
automorfismo de D;. Evidentemente a transformagao de Mébius M4 possui um tnico zero em Dy, a saber, em f(z1).

Seja agora B := ( -1 'f(zl))A Como det(B) = 1 — |f(z1)|> > 0, vale igualmente que Mp(z) = SLe)=z g gy

Considere-se agora a composi¢ao h := Mpgo fo MXIA A funcao h é também analitica em D; e sua imagem também
estd em Dj. Além disso, tem-se que h(0) = Mp (f(A[;l(()))) =Mp (j(m)) =0.

Com isso, vemos que h satisfaz as condigdes do Lema de Schwarz, Teorema 9.7, pagina 473, e concluimos que ou
temos

[n(2)| < |2 (9.88)
para todo z € Dy. Substituindo-se z — M 4(z) nesses expressoes, temos
1\13(]"(2))‘ < ]l/IA(z” R ou seja, &) — /) il —z , z2€Dy, (9.89)
f(z1) f(2) =1 71z =1

provando (9.86). Da ltima desigualdade decorre, caso z1 # z, que

f) = 1(z) JG)f(z) -1

21— 2 Ziz—1

<

Tomando-se o limite z; — 0, obtemos (9.87).

24Georg Alexander Pick (1859-1942). Pick foi tragicamente assassinado em 26 julho de 1942 no campo de concentracao de Theresienstadt.
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O Lema de Schwarz informa-nos que a igualdade em (9.88) s6 pode ser alcangada em um ponto de D; se valer

h(z) = az, onde a € C e |a] = 1. Adotemos a = ¢'* com « € R. Terfamos Mp (f(M;l(z))) = az = M¢(z), com
C=(49) = (< 9). Portanto, f(z) = M;(MC(MA(Z))) = Mp-104(2).

Note-se agora que B~1CA = CEA, onde E = (C’lBC)il. Podemos escrever C' = ((%“"/Ilz)C’, onde C' =
(e“;)/z 5*2'/2) Como €'/15 ¢ um miltiplo da identidade, temos f(z) = Mc/ga(z). Vale notar agora que C’, A e
E sdo elementos do grupo % de automorfismos do disco unitdrio, definido em (9.83), pdgina 480 (a matriz E devido ao
Exercicio E. 9.11, pdgina 481).

Concluimos disso que f € Aut(D;) e, portanto, é uma transformagao de Mobius da forma (9.79), pagina 477.

A afirmagao reciproca é também verdadeira se f = M4 para qualquer A € %, temos também vélida a igualdade

Ma(z1) — Ma(z) 21—z
1—Ma(z1) Ma(z) 1-z12
conforme o estabelecido na Proposigao 9.9, pagina 478. |

9.5.3.1 Duas Métricas Invariantes em D;. Revisitando o Lema de Schwarz-Pick
O Teorema 9.10, pagina 483, enseja introduzir duas métricas®® em Dy, a chamada métrica pseudo-hiperbélica e a chamada
métrica de Poincaré, ambas fortemente aparentadas e invariantes por automorfismos de D;. Trataremos de ambas aqui,

0 que nos permitird uma releitura do préprio Teorema 9.10, na forma do Teorema 9.11, pagina 487.

e Uma métrica invariante em D;: a métrica pseudo-hiperbdlica

Desejamos reinterpretar as afirmagoes do Teorema 9.10, pagina 483, de uma forma sugestiva e para tal vamos intro-
duzir uma métrica em D; com certas propriedades especiais.

Para 21, 22 € D; definimos
Z1— %2

d(z1, z2) = (9.90)

1-Z12

e afirmamos que d é uma métrica em D;, denominada métrica pseudo-hiperbdlica. E claro que d(z1, z2) > 0 e que
d(z1, z2) = 0 se e somente se 21 = 2zo. Fora isso, tem-se d(z1, 22) = ‘A{B(ZQ)L onde B = (Zl\ - ) € %, o que implica que
d(z1, z2) <1 para quaisquer 21, 22 € D;. Como ‘1 — 71221 = |1 — 521‘7 segue imediatamente que d(z1, z2) = d(z2, 21).
A demonstragio da desigualdade triangular, d(z1, 22) < d(z1, z3) + d(z3, 22) para todos z1, 22, 23 € D1, é bem mais
elaborada e a apresentaremos adiante no Corolério 9.3, pagina 485, o qual requer alguma preparacao.

A primeira observacao que fazemos é a seguinte:

Proposigao 9.12 Seja A um elemento do grupo % e My a correspondente transformagdo de Mobius que é um auto-
morfismo de Dy. Entao, para a fungio d, definida em (9.90), pdgina 484, vale

d(Ma(z1), Ma(z2)) = d(z1, 22) (9.91)
para todos z1, zo € Dyi. Ou seja, d € invariante pelos automorfismos de D;. [m}
Prova da Proposi¢do 9.12. A afirmagao é a mesma da Proposi¢ao 9.9, pagina 478. |

O lema técnico a seguir serd empregado no que segue.
Lema 9.3 Seja d definida em (9.90), pdgina 484. Para todos z, w € Dy vale

d(z, w) < el o]
’ 1+ 2| |w|

(9.92)

25A nogio de topolégica de métrica aqui referida é apresentada e discutida no Capitulo 24, pagina 1296.
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Segue trivialmente disso que

d(z, w) < |z|+|w|, (9.93)
pois 1+ |z| |w| > 1. o
Prova.?6 Como z, w € Dy, temos que |z| e —|w]| sdo niimeros reais pertencentes a D;. Portanto, a expressao d(\z|, 7|w|)

estd bem definida e

2 _ o+l V2 (@l fel)® = (2l o)) (1= 2P (= Jwl?)
1= dlel, —o)” = 17<1+I2Hw\) - 1+ [z ) T (el w)’

Temos, porém,

2 =12 2
g |zmw }1—210‘ — |z —w|
1dzw) =1 1-Zzw B |17§w‘2
(1 7211;) (1 7ﬁz) — (Efﬁ) (z — w)
= )
[1 - Zw|
1+ [Pwf® — |2 — Jwf?
[1-=
(R up)
‘1—Eur|2
1—122) (1 — |w]?
( ‘ |)( |2|) _ 17d(|z\, 7\w|)2A
(1+ [l w])

Verifique! A iltima desigualdade decorre de (1 — [2[)(1 — [w|?) > 0 e de |1 — Zw| < 1+ 2| |w|. Assim, vemos que
1—d(z, w)2>1— d(|z\, —\w\)z e, portanto,

d(z, w) < d(\z|, 7\u'|) s
completando a prova. |

Podemos agora provar a desigualdade triangular para a func¢ao d definida em (9.90), pagina 484.

Corolario 9.3 Para quaisquer z1, z2, z3 € Dy vale a desigualdade

d(z1, z3) +d(z3, 22)

d(z1, z2) < T+ d(er, za)d(zs, =) (9.94)
Como 1+ d(z1, z3)d(z3, 22) > 1, vale a desigualdade triangular

d(z1, 22) < d(21, 23) + d(23, 22) (9.95)
para quaisquer zi, zs, z3 € Dy, completando a prova que d é uma métrica em D . (]

Comentdrios. Com a demonstragao da desigualdade triangular fica estabelecido que d é uma métrica em D1, denominada métrica pseudo-
hiperbdlica. A desigualdade (9.94) serd utilizada na discussao sobre a métrica de Poincaré, adiante.

26 A elegante demonstragio que apresentamos é devida a Tai-Danae Bradley.
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Prova. Por (9.91), temos para todo A € %, e todo z, w € Dy, d(Ma(z), Ma(w)) = d(z, w). Assim,

(9.92)

Ma(z1)| + [ Ma(z2)|

d(z1, = d(M. s Ma(z < 0 9.96
(s 2) = M), MaCe) = SRR 090
Tomando M, da forma My(z) = % com zz € Dy, teremos |1\/IA(Z1)‘ = d(z, z3) e ‘A[A(zg)‘ = d(z2, 23) € a
desigualdade (9.96) fica
d(z1, 23) +d(zs, 22)
< A% 2 T RSy #al
d(z1, 2) < 1+d(21, z3)d(z3, 22)
completando a demonstragao. |

Como vimos na Proposigao 9.12, pagina 484, essa métrica é invariante pelo grupo de automorfismos de D;. Para
que se aprecie essa propriedade de invarifncia basta recordar que a métrica usual em C, dada por d(z, w) := |z — w|,
¢ invariante por translagdes e por rotagdes (multiplicagio por um nimero complexo de médulo 1). Isso indica que o
grupo de automorfismos em D; desempenha um papel similar ao das translagdes e rotagoes em C: o de ser um grupo de
isometrias.

e A métrica de Poincaré em D;
7

Para 21, 2o € Dy, defina-se?
o(z1, 22) = argtanh(d(z1, 22)) , (9.97)

onde argtanh é a fungao inversa da funcao tanh e e d é a métrica pseudo-hiperbélica definida em (9.90), ou seja,
) -~ lln !1—522‘ + |21 — 2|
"\ Tma )
Aqui usamos a bem conhecida a identidade®®

argtanh(z) = éln (1 * JE) s

21— %2

z1, z2) = argtanh | | ———
oler, ) = gt (|22

1—2

valida para z € (—1, 1). Lembremos também que argtanh nesse intervalo é uma fungao bijetora e estritamente crescente
e sua imagem ¢é todo R.

Afirmamos que essa fungio ¢ também define uma métrica em Dy, denominada métrica de Poincaré®®. Essa métrica
¢é revelante na Geometria Hiperbdlica e remetemos o leitor interessado & literatura pertinente. Vide, por exemplo, [11],
[80], [437], [113] e também o excelente artigo [337].

Que p ¢ positivo, que o(z1, z2) = 0 se e somente se z; = 23 € que o(z1, 22) = 0(22, z1) sdo decorréncias das mesmas
propriedades da métrica d, ja demonstradas. O ponto menos trivial é provar que p satisfaz a desigualdade triangular.
Isso serd feito no Corolario 9.4, pagina 487, o qual é consequéncia do seguinte resultado:

Lema 9.4 Sejam a, b ¢ ¢ pertencentes ao intervalo [0, 1), sendo b+ ¢ > 0. Seja

T(a, b, ¢) := argtanh(a) — argtanh(b) — argtanh(c) . (9.98)
Entao, o sinal de T' coincide com o sinal de a — lbrlfc' [m]

zty
TEay

z, y € (=1, 1). Fazendo uso repetido dessas relagoes é facil ver, apés um computo magante, porém direto, que

1+ be a—db, —c)
e S E— s (9.99)
+c = @
27 Alguns autores adicionam um fator 2 ao lado direito de (9.97). Esse fator é matéria de convengdo e nio é relevante (com ele a curvatura
da variedade hiperbélica D1, que é constante, fica fixada no valor —1).
28Para o estudante: ela pode ser demonstrada verificando-se que as derivadas das fungdes de ambos os lados da igualdade coincidem e

ambas as funcoes assumem o mesmo valor em = = 0.
29 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

Prova. A funcao argtanh satisfaz as bem conhecidas relagoes argtanh(z) + argtanh(y) = argtanh ( ), para todos

T(a, b, ¢) := argtanh
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sendo d(b, —c) = lbrlfc > 0. Verifique! Como b e ¢ sdo niimeros reais em D1, segue que 0 < d(b, —c) < 1. Assim,
d(b, —¢)™' —a > 0, pois a € [0, 1). Logo, o sinal de T coincide com o sinal da diferenca a — d(b, —c) = a — %r.,

completando a prova.

Corolario 9.4 A funcio ¢ definida em (9.97), satisfaz a desigualdade triangular
o(z1, 22) < o(z1, 23) + 0(23, 22)
para todos z1, ze, z3 € Dy, e, portanto, define uma métrica em Dy, denominada métrica de Poincaré.
Prova. Se os trés pontos z1, 29 e z3 coincidirem nao ha o que se demonstrar. Caso z; = z3, idem. Vamos entao supor

que z3 # z1 OU 23 # 22 ou ambos.

Pela defini¢io da métrica de Poincaré em (9.97), e com 21, 22, 23 € Dy, temos que
o(z1, z2) — 0(z1, 23) — 0(23, 22) = T(d(ZL 2), d(21, 23), d(23, Zz)) )

onde T foi definida em (9.98). Devido & desigualdade (9.94), pdgina 485, e ao Lema 9.4, pigina 486, concluimos que
o(z1, 2z2) — o(z1, 2z3) — 0(z3, z2) < 0 para todos z1, 22, z3 € D1, que é a desigualdade triangular para a métrica de
Poincaré. -

No modelo de Geometria Hiperbélica formulado em D; (conhecido como modelo do disco de Poincaré) a métrica o
é associada a um tensor métrico Riemanniano definido em Dy, o chamado tensor métrico de Poincaré, e o(z1, 2z2) é 0
comprimento de uma geodésica, segundo esse tensor métrico, conectando z; a zo. Vide, por exemplo, [11], [80], [113],
[437] e também o excelentes artigos [337] e [372]. A desigualdade triangular para g é usualmente demonstrada como
consequéncia dessa interpreta¢ao. Naturalmente, o é também invariante pelos automorfismos de D;.

E. 9.13 Ezercicio. Mostre que a métrica pseudo-hiperbélica d e a métrica de Poincaré ¢ sdo equivalentes: existem constantes
0 < c2 < ¢ tais que c1d(z1, z2) < o(z1, z2) < cad(z1, 2z2) para todos z1, z2 € Di. *

e Reinterpretando o Lema de Schwarz-Pick

Com a introdugao das métricas invariantes d e ¢ podemos reformular parte do Lema de Schwarz-Pick, Teorema 9.10,
pagina 483, da seguinte forma:

Teorema 9.11 (Lema de Schwarz-Pick II) Seja f: Dy — Dy analitica (satisfazendo, portanto, |f(z)| < 1 para todo
z € Dq). Entao, para todos z1, zo € Dy vale

d(f(21), f(z2)) < d(z1, 22) - (9.100)

A igualdade em (9.100) pode ocorrer para um par de pontos z1 # z2 se e somente se f for um automorfismo de Dy, ou
seja, se for uma transformagao de Mobius da forma (9.79), pdgina 477, em cujo caso temos

d(f(z1)s f(z2)) = d(z1, 22) (9.101)
para todos z1, z € Dq. Nesse caso a rela¢ao acima decorre imediatamente de (9.91), pdgina 484.

Como a fungio argtanh € estritamente crescente, ambas as expressoes (9.100) e (9.101) permanecem vdlidas se
substituirmos a métrica pseudo-hiperbolica d pela métrica de Poincaré p. [m}

Essa formulagao do Teorema 9.10 foi obtida por Pick em 1916%° e tem a vantagem de ser invariante por automorfismos
de Dy (por d e p terem essa propriedade) e de nao necessariamente pressupor que f anule-se em algum ponto. Ela
corresponde, portanto, a uma versdo do Lema de Schwarz que nao privilegia o papel da origem de D; sobre a qual
falamos no inicio da Segao 9.5.3, na pégina 482.

Depreendemos do Teorema 9.11 que se f : Dy — Dy for analitica, mas ndo um automorfismo de Dy, entéo ela é
contrativa nas métricas d ou p.

30Georg Pick, “Uber eine Eigenschaft der konformen Abbildung kreisférmiger Bereiche”, Mathematische Annalen, Bd. 77, S. 1-6, (1916).
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9.6 A Derivada de Schwarz
Seja uma fungao f de uma varidvel real ou complexa z e que seja ao menos trés vezes diferencidvel em algum dominio

aberto. A expressao )
s(() = L) —§(f ‘“) ©.102)

') 2\f)
define a chamada derivada de Schwarz®' de f. A derivada de Schwarz de f em z é também denotada pelo simbolo {f, z}.

Naturalmente, a defini¢io (9.102) pressupoe que f’ nao se anule no ponto z considerado. Essa expressiao aparece de
forma natural no estudo de transformacgoes de Mdbius e, no que segue, tentaremos motivar sua definigdo e apresentar
suas propriedades bésicas. A derivada de Schwarz aparece também na Geometria Projetiva, no estudo de aplicagoes
conformes®? (onde nasceu), no estudo de fungdes modulares, assim como no estudo do problema de Sturm-Liouville.
Sobre o tltimo, falaremos um pouco adiante. Para nés, a derivada de Schwarz ¢é relevante por ser invariante por
transformagoes de Mobius e por sua relagdo com as razoes anarmonicas, assuntos dos quais também trataremos adiante.

E um exercicio elementar verificar que a defini¢do (9.102) pode ser reescrita como

s = (52) -3 ()

que equivale a

& d 2
S(F)(z) = ﬁ(h‘ (f’(z))> - %(Eln (f’(z))) . (9.104)
Além disso, (9.102) pode também ser reescrita como
d d d d ” d
S(NE) = | (/) - galn (f'(z))] (@) = {E In ((//f(—(;)lﬂ)] L (=) (9:105)
2z
E. 9.14 Exercicio. Obtenha as relagdes (9.103), (9.104) e (9.105) a partir de (9.102). ES

A nocao de derivada de Schwarz ¢ tratada em diversos livros-texto, como [223] (que dedica um capitulo ao assunto),
[225]%3 e [237], com abordagens distintas. Para um instrutivo artigo de revisio com notas histéricas, vide [373].

o Fatos basicos sobre a derivada de Schwarz

Aqui vamos apresentar algumas propriedades basicas da derivada de Schwarz. Infelizmente, algumas das demons-
tragoes sao obtidas pelo emprego de for¢a bruta. Trataremos de fungdes analiticas de varidvel complexa, mas nossos
resultados s@o também validos para fungoes suficientemente diferenciaveis.

Seja A = (‘; Z) com det(A4) # 0 e seja Ma(z) = fzzIZ a correspondente transformacao de Mébius. Afirmamos que
vale o seguinte fato importante:

S(M4) = 0. (9.106)
Como veremos, isso permite obter outras propriedades da derivada de Schwarz e auxilia também em sua interpretagao.
Vamos verificd-lo.
Temos

d—b d —be d—b
m e disso decorre que M4 (z) = P que  MJ(z) = 6C2ﬁ .

Miz) = (cz+d)?

31 A denominagio dessa quantidade como uma “derivada” é um legado histérico espiirio. S nio é sequer linear e nao segue a regra da cadeia
nem a regra de Leibniz, mas variagdes delas, como veremos. A denominagdo “derivada de Schwarz” ¢é devida a Cayley. Schwarz ele mesmo
atribui corretamente sua invengio a Lagrange. Vide [373].

32 Aplicagdes conformes sio transformagdes entre variedades diferencidveis que preservam angulos entre curvas. Vide Capitulo ??, pagina
?? e, em particular a Segao ??, pagina 77.

2

e s (@)
T2 k)
(#7¢2) (=)
1/f'(z). Trata-se provavelmente de um erro tipografico, pois essa defini¢do nao parece satisfazer nenhuma das propriedades relevantes da
derivada de Schwarz.

330 estudante deve atentar, porém, que [225] define a derivada de Schwarz como que difere de (9.102) por um fator
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Logo,

5 ad—be (cz+d)? 3 (7 ad — be (cz +d)? 2 -0
( - ’

S(M, =6 —————— — = —_—

(Ma)(z) ¢ (cz4+d)* ad—be 2 ¢ cz+d)* ad —be
como facilmente se constata. A afirmagao reciproca é igualmente valida: se S(f) = 0, entdao f é uma transformagao de
Mobius. Isso é o contetido do exercicio que segue:

E. 9.15 Ezercicio. Escreva S(f) na forma (9.105) e conclua que se S(f) = 0, entdo ou f é linear (i.e., f(z) = az + b, com
a e b constantes arbitrarias) ou satisfaz a equacdo diferencial f”(z) = (:o(f’(z))‘i/z, onde ¢op € uma constante arbitraria. Definindo

g = f' obtenha ¢’ = cugs/z. Obtenha disso que g(z) = (7 coz/2 + 01)72, onde ¢; é uma constante arbitrdria. Extraia disso que

f(z) = ﬁ + ¢2, onde ¢z é uma constante arbitrdria e verifique, assim, que f é uma transformacio de Mébius genérica. ¥
co(—coz/2+4c1

Estabelecemos, portanto, o seguinte resultado

Proposigao 9.13 Uma fungao f satisfaz S(f) = 0 se e somente se for wma transformagdio de Mobius. [m}

Com isso podemos arriscar uma interpretacao sobre a derivada de Schwarz de uma fungéo f: ela “mede” o quanto f
se desvia de uma transformagao de Mobius. Essa interpretagao serd reforcada adiante quando falarmos sobre a relagao
entre a derivada de Schwarz e a razdo anarmonica.

Outra relagdo importante é a expressao para a derivada de Schwarz da composi¢ao de duas funges. Se f e g sao
analiticas e sua composigéo f o g estd definida em algum dominio aberto adequado, entao

2
S(fog) = (S(Hog)(g) +S(9)- (9.107)
De fato, temos, por aplicacao da regra da cadeia e da regra de Leibniz,

(fog) = (fo9)d,

(Ffog)" = (f"o9)(@) + (f'og)g”,

(fog)”’ _ (f"'Og)(g')s+3(f”0g)g’g”+(f'Og)g"'A
Assim,
(fog)w (fmo.‘]) N2 | - (.f”og) w, 9"
- = — « +3 g +=.
(Feay ~ o) W e

Além disso,

) - s(Coglsgar) s (1 g

3 (e e, 709) B (g
- 2<(f’oy)> 0 +3 g +3 (%)

Com isso, juntando termos similares e fazendo o cancelamento de dois termos,

["o o))\ | oz [ 3 (Y o
S(foyg) = ((f,ogq))fg<%> (9) +[qf,fg<qf,>} = (s(heg)(e)*+509) .

g g

como desejavamos mostrar.
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As relagdes (9.106) e (9.107) tém duas consequéncias imediatas, ambas importantes:
S(Maog) = S(g) e (9.108)
y /2
S(foMa) = (S( o MA) VAR (9.109)
A relagao (9.108), em particular, nos informa que a derivada de Schwarz é invariante por transformagoes de Mobius:
SoMs=S.

A afirmacéo reciproca é igualmente valida: se S(f ) g) = S(g) para toda g analitica, entdo f ¢é uma transformacao

de Mobius. Se fato, essa hipétese e (9.107) implicam que (S(/) o g) (g’)2 = 0 para toda g analitica. Adotando-se, em
particular, g(z) = z, temos S(f) = 0 o que implica, pela Proposicao 9.13, pdgina 489, que f é uma transformagao de
Moébius. Estabelecemos, portanto, o seguinte resultado:

Proposigao 9.14 Uma fungio f satisfaz S(f o g) = S(g) para toda g analitica se e somente se for uma transformagdo
de Mobius. [m]

Vale observar que a transformagao g — 1/g é uma transformagao de Mébius. Portanto, segue de (9.108) que

S(g) =S (%) . (9.110)

fato esse que também pode ser verificado diretamente da definigdo (9.102), mas com um certo trabalho. No mesmo
espirito, é ficil constatar que

S(g) = S(ag+0b) = S( ) (9.111)

ag+0b

para quaisquer a, b constantes, sendo a # 0.
e A derivada de Schwarz e as razoes anarmoénicas
Sejam z, wy, wy, w3, wy € C e, para € € R, defina-se z, = z + ewy, k=1, ..., 4. Sabemos que
[21, 225 23, 24] = [z+cwr, 2+ cwa; 2+ ews, z+ewg| = [w1, wa; w3, wa] ,
pois, como jé vimos, a razdo anarmonica é invariante por translagoes (no caso, por z) e por dilatagoes (no caso, por €).
A razao anarmoénica é também invariante por transformacoes de Mébius. Logo, concluimos que vale
[Ma(z + ewr), Ma(z +ews); Ma(z + ws), Ma(z + ewy)] — [w1, we; w3, wy] = 0
para qualquer transformacao de Mobius My, para qualquer z € C e qualquer € € R. Essa identidade inspira a seguinte
pergunta: quanto vale a diferenga
[f(z+ewr), f(z+ews); f(z+ews), f(z+cws)] — [wr, w; ws, wa] (9.112)

se f for analitica em um dominio aberto e conexo contendo z, z1, z2, 23, 247 Se f nao for uma transformacao de Mébius
devemos esperar que essa expressao seja nao nula. De fato, assim é e, ao menos no caso em que ¢ é suficientemente
“pequeno”, podemos mostrar que a diferenga acima é proporcional a S(f)(z). Em um certo sentido esse resultado vem
ao encontro da nogao que S(f) é uma medida de o quanto f se afasta de uma transformagao de Mobius. E de se notar
também que S(f), como vimos acima, ¢ invariante pela substitui¢do de f por My o f, assim como o lado direito de
(9.112).

Em termos mais precisos, temos o seguinte resultado:

Teorema 9.12 Sejam z, wy, wa, ws, wy € C ec € R e seja f analitica em uma vizinhanga aberta de z com f'(z) # 0.
Entio, para todo |e| suficientemente pequeno, vale

[f(z+ewr), f(z4ewa); f(z+ews), f(z+ews)] — [wr, wa; ws, wy] = %S(j)(z)(wl7w3)(w47wz)+0(53) , (9.113)
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e, portanto,

wy — w; wyq — W; . 1
S(f)(z) w = 5%3([f(z+ew1), fztews); fztews), f(z+ews)]—[wr, wa; ws, w4]) , (9.114)

que expressa a relagao entre as derivadas de Schwarz e as razées anarménicas. A diferen¢a no lado direito de (9.113)
também pode ser expressa como

[f(z+ewr), f(z+ew); f(z+ecws), flz+cws)] — [Ma(z+ewr), Ma(z+ews); Ma(z+ews), Ma(z+ews)] ,
onde My é qualquer transformagao de Mobius nao constante. Assim, vemos mais uma vez manifesta a ideia de que a
derivada de Schwarz S(f)(z) é uma medida de o quanto a fungao f difere de uma transformagio de Mébius. [u]

A demonstracao do Teorema 9.12, bastante elaborada, é apresentada com detalhe na Segao 9.B, pagina 493.

e A derivada de Schwarz no problema de Sturm-Liouville

Vamos agora discutir um uso da derivada de Schwarz no contexto de equagoes diferenciais. Considere-se a equagao
diferencial linear, homogénea e de segunda ordem

y'(2) +v(2)y(2) = 0 (9.115)

definida em um aberto 2 C C (podemos também, sem perdas, considerar equagoes definidas em abertos de R). Acima,
v é uma funcao dada da qual suporemos apenas continuidade.

Essa equagio é por vezes denominada, um tanto impropriamente, equa¢do de Sturm-Liouville®*. Equagdes como essa
ocorrem em muitos problemas de Fisica, por exemplo, na Mecanica Quéntica unidimensional, onde, a menos de uma
constante multiplicativa, v representa a diferenca V — E entre o potencial V' e um nivel de energia E. Por essa razao a
fungao v é por vezes (e um tanto impropriamente) denominada potencial.

A questao que colocamos ¢ a seguinte: se u; e us forem duas solugdes linearmente independentes de (9.115), podemos
obter o potencial v a partir da razao u;/us? A proposicao a seguir responde essa pergunta.

Proposigao 9.15 Sejam u; e uy duas solugées linearmente independentes arbitrdrias da equagdo diferencial y"(z) +
v(2)y(z) = 0. Seja ¢ = uy/ua. Entao,
S(¢) = 2v, (9.116)

o0 que permite recuperar o potencial v a partir do conhecimento da razao ¢, por intermédio da derivada de Schwarz S. O

Comentdrio. Antes de apresentarmos a demonstragao, facamos uma observacao interessante. Na proposicao acima, w1 e uz podem ser duas
solugdes linearmente independentes arbitrarias de (9.115). Podemos nos perguntar, o que ocorre se as substituirmos por outras duas solugdes
linearmente independentes, por exemplo, por combinacdes lineares auy + buz e cuy + duz, obtidas das solucdes originais? Aqui, a, b, ce d
sao constantes. Sucede que a nova razao entre solugoes seria

auy + buy ap+b

- cuy + duy N cp+d ?
que é uma transformagao de Méobius da razdo ¢ = uy/uz. Assim, pela relagao (9.108), vemos que S(¢) = S(¢), o que mostra que a escolha
do particular par de solugdes linearmente independentes nao ¢ relevante. Isso ¢ satisfatério, pois o lado direito de (9.116) independe das
particulares solugdes de (9.115).

Demonstragio da Proposi¢do 9.15. As solugoes u; e up satisfazem ufj +vuy = 0 e ufy +vuy = 0. Sabemos também que, em
decorréncia, a combinagao ujus — uhu; (denominada Wronskiano) é constante. De fato, sua derivada é ufus — ufu; =
VU — vuguy = 0.

Para a demonstragao precisamos calcular as trés primeiras derivadas da razao ¢ = uy/u2, o que serd facilitado pela
constancia do Wronskiano. Assim, temos

! arlare — ol
o = <ul> _ ujup —upu

@ Uy
Uy (uz)? (u2)?

34Dedicamos todo o Capitulo 19, pagina 1019, ao tratamento do chamado problema de Sturm-Liouville, onde equagdes desse tipo ocorrem.

¢" = —2(ujug — uhuy)

JCABarata. Notas de Aula.

Com isso, e usando o fato que uf = —vus,
uf (u2) — 3(uh)?(u2)? v(uz)? + 3(uh)?
¢ = —2(Wjug — uhuy ) 22— 2L V2 9 (g — whuy ) —— 2
N OA T (s =) = e
Reunindo esses resultados, vemos que
[ _ 2'v(u2)2+3(u§)2 . 9" _ 72u;’2
@' (u2)? @' uy

Consequentemente,

¢ 3 (¢"\D _u(ua)® +3(uh)®  (uh)?
S(¢) = 7 2(¢,> =2—=——= 6 = 20,

completando a prova.

Versio de 4 de janeiro de 2024 Capitulo 9

492/2825



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 9 493/2825

Apéndices

9.A Demonstragao Alternativa da Proposicao 9.8

A Proposicao 9.8, pagina 477, pode ser demonstrada por meios elementares, sem recurso ao Teorema do Médulo Méximo,
como exibimos a seguir.

Proposigao 9.16 Uma transformacio de Mobius My € um automorfismo de Dy se e somente se A for da forma
A= (22) coma, be C, com edet(A) >0, ou seja, |a| > |b. Caso para uma matriz A dessa forma com det(4) < 0,
ba il
ou seja, |a| < |b|, a transformagio Ma mapeia Dy no complementar de Dy .
Para uma tal matriz A temos em ambos os casos, det(A) > 0 ou det(A) <0, que Ma(z) € $ se e somente se z € .
a

Prova. Se a transformagao de Mobius M4 for um automorfismo de Dy, entdo o polo z, de M4 nao pode, evidentemente,
estar localizado em D;. Nao pode também estar localizado no fecho de Dj, 8!, pois em uma vizinhanca de um polo o
valor absoluto de M4 assume valores arbitrariamente grandes e, portanto, haveria pontos em D; mapeados fora de D;.
Assim, o polo de M4 localiza-se no conjunto complementar de Dy. A transformacio Ma é, por hipétese, bijetora em Dy
e também bijetora em C \ {z,}. Logo, a imagem de $* por M, nio pode conter pontos em D;. A transformagio M,
é continua em C \ {z,}. Por essa razdo, a imagem de $' por M4 ndo pode conter pontos no complementar de Dy, de
outra forma a continuidade seria violada.

Portanto, se M4 for um automorfismo de D; ela mapeia $! em si mesmo. Pela Proposicio 9.7, pagina 476, isso ocorre
se e somente se A for da forma A = (%2) com a, b € C satisfazendo |a|? — [b|? # 0, ou seja, det(A) # 0.

Seja A = (%g) com a, b € C. Seja também z € Dy e B = (1%). Temos det(B) =1 — |z|> > 0. Agora,

a+bz az+b _ 9 9
AB = e, portanto, det(AB) = {bz+ﬁ‘ — |a,z+b| .

b+az bz+a

Temos também que det(AB) = det(A)det(B). Logo, caso det(4) > 0, ou seja, caso ou seja, |a|* — [b]> > 0, teremos
‘bz + E‘ > ‘az + b‘. Portanto,
az+b

‘]WA(Z)‘ - bz+a

Note-se que o polo de M4 em —a/b localiza-se no complementar de Dy, pois |a| > |b].

Caso det(A) < 0, ou seja, caso ou seja, |a|? — |b|? < 0, entdo teremos {Bz + E‘ < |az + b‘4 Portanto,

az+b

bz+a

[Ma(z2)| =

Note-se que o polo de M4 em —a/b localiza-se agora em Dy, pois |a| < |b].

Concluimos que para A = (%g) com a, b € C, a transformacao M4 serd um automorfismo de Dy se det(A) > 0.
Caso z € $', temos det(B) = 0 e, portanto, det(AB) = 0 independente do sinal de det(A). Com isso,
e, consequentemente, [Ma(z)| = 1.

Ez+ﬁ‘ = ‘uz+b}
|

9.B Prova do Teorema 9.12

Esta segao é dedicada & demonstragao do Teorema 9.12, pagina 490, o qual permite uma interpretacao da derivada de
Schwarz em termos de razoes anarmonicas.
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Prova do Teorema 9.12. No que segue, suporemos também que f’(z) # 0. Temos, pela defini¢do de razdo anarmoénica,

(f(z+ewr) — f(z+ews)) (f(z + ews) — f(z +ewa))
(f(z+ewa) — f(z+ews)) (f(z+ewr) — f(z+ews))

[f(z+ewn), f(z+ewa); f(z+ews), f(z+ews)] = (9.B.1)

Estaremos interessados no limite em que € tende a zero e, portanto, tomaremos primeiramente || pequeno o suficiente
para que cada z = z + cwy, esteja dentro do raio de convergéncia da série de Taylor de f centrada em z.

Faremos uso dessa expansao de Taylor até terceira ordem, escrevendo

flz+ewp) = f(2)+ f(2)ews + @Ezwz + +%53w% +0(eh) .

Agora, com uso da expansao de Taylor acima, escrevemos
. 1 z 1" z .
flz+ewp) — flz+ew) = ¢ [f’(z)(wk —wy) + 17z 2( )5("“1% —wf) + s 6< )52(“'33« - wls)] .

Acima e doravante, por simplicidade notacional, omitimos os termos de ordem superior a €2, pois eles ndo serdo relevantes
no que segue. Agora, sabemos que wi — wi = (wy — w;)(wg +w;) e wp — wP = (w, — wy) (W + wrw; + w}) e podemos

escrever

flz+ew) = f(z+ew) = ef'(z)(wr, —wy) {l + g}llz))s(wk +wy) + ({;:53 &% (w} + wpwy + wf)] .
Definindo " ”
Ay = fo’((i)) (u:k + 'wz) e By = (J:f/iz; (wi + wrw; + wlz) s (9.B.2)

temos simplesmente
flz+ewg) — f(z+ew) = ef' (2)(w, —wi) [1 +eAp + EZBM] .
Substituindo isso nos vérios fatores que surgem do lado direito de (9.B.1), ficamos com

(w1 — w3)(wz — wy) (1+ 2413 +2Bug) (14 424 + 22 Bay)
(wo — w3) (w1 — wy) (1 4 Aoz + 52]323) (1 + el + 62]314)

[f(z+ew), f(z+ew); f(z+ews), f(z+ews)] =

-~ . (1 + A1z + 62313) (1 + Aoy + 52324) ;
N [un, w2i W wd { (1+eds+ 62323) (1+eA+ 62314) (0B.3)

No passo seguinte, vamos expandir o fator entre chaves acima em poténcias de ¢, ignorando termos de ordem &3 e
superior. Facamos notar para tal que, para a, b € C, temos

1 2 2 3
Treas e = L—ca+e*(a®—b)+O(?) . (9.B.4)
De fato, pela bem conhecida série de Neumann
1 .
T35 = 17+ +06)

e tomando s = ca + £2b, temos
1

TTeasey = l—za—s2b+(5a+52b)2 = 1-ca—e’b+e%a® +0() .

Usando (9.B.4), temos

(1 +eli3+ 52313) (1 + eAos + 52324)
(l + Aoz + 52323) (1 +eAis+ 52314)

= (1 +eAiz + 62313) (1 +eAoy + 52324) ( —eAas +e?(A3; — ng)) (1 —edus+e*(A} - Bl4)) , (9.B.5)
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omitindo, como sempre, termos de ordem igual ou superior a 3. O passo seguinte é coletar os termos em ¢ e €2 do lado
direito da expressao acima, um trabalho um tanto magante mas sem obstdculos. O resultado é que o lado direito de
(9.B.5) ¢é

1+ E{Alg + Apy — Agg — A14]

+ 62{ [Am (A2q — Aoz — A1) — Asa(Ass + Arg) + AogArs + A3y + A?J + [313 + Bay — B3 — BM] } +0(%) .
(9.B.6)
Devemos agora calcular cada um dos termos entre chaves acima. Para o primeiro termo entre chaves, temos, pela

defini¢ao de Ay em (9.B.2),

"
z
Az + Aoy — Ags — Ay = L(wl+w:;+w2+w471172711737117171174) =0.

2f'(2)

Para o segundo termo entre chaves, com o uso da defini¢ao de Aj em (9.B.2) e apés célculos magantes, porém, diretos,
que sugerimos ao leitor pacientemente reproduzir, temos

"(y 2
Ars(Azs — Aoz — Avg) — Aza(Azs + Ara) + Az Arg + A3y + A, = — (2]}[((2))) (w1 — wa) (w3 —w2) .
Por fim, para o tltimo termo entre chaves, usando a defini¢ao de By em (9.B.2), temos
f”/(Z)
B3+ Bay — Bz — By = W(wl —wy)(ws — wa) ,

Retornando com esses resultados a (9.B.5) vemos que o lado direito daquela expressao fica

e (f”(z)
67 \2F()

2

1+e¢

) ] (w1 — wy)(ws —wz) + O(e%) = 1+ %S(f)(z)(wl — wy)(ws — ws) + O(?)

onde manifesta-se pela primeira vez, no corrente contexto, a derivada de Schwarz de f. Retornando finalmente com isso
a (9.B.3), obtemos,

[f(z+ewn), f(z+ews); f(z+ews), f(z+ ews)]
2
= fins o a0 {1 SO0 - wi) s = w) + 0 | 0BT
Observemos ainda que [wl, wa; w3, uq] (w1 — wy) (w3 — wa) = (w1 — w3)(wg — wa) e, assim,

2
[f(z+ew), f(z+ews); f(z4ews), f(z+ews)] = [wi, wo; w3, wa] = %S(f)(z)(wl—wg)(w1—u:2)+0(53), (9.B.8)

demonstrando (9.113), pagina 490, e, consequentemente, o Teorema 9.12, como desejdvamos. |

JCABarata. Notas de Aula.

Versio de 4 de janeiro de 2024,

Capitulo 9

496/2825



Parte 111

Toépicos de Algebra Linear

497



