Capitulo 9
Topicos de Algebra Linear. I
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principal objetivo deste capitulo é apresentar a demonstracao do Teorema Espectral para matrizes diagona-
lizdveis, em particular, para matrizes autoadjuntas (resultado de grande relevancia para a Mecanica Quantica)
Z e a demonstragao do Teorema de Decomposigao de Jordan. Sempre trabalharemos no contexto de espagos
vetoriais de dimenséo finita C™ sobre o corpo dos complexos. A leitura deste capitulo pressupde que alguns conceitos
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bésicos de Algebra Linear, tais como o conceito de matriz, de produto de matrizes, de determinante de uma matriz,
suas propriedades e métodos de cdlculo, sejam familiares ao leitor, mas uma breve revisao é apresentada na Secao 9.1.
Na Segao 9.2, pdgina 365, apresentamos a nogao de espectro e a de polinémio caracteristico de uma matriz. Na Se¢ao
9.5, pagina 396, introduzimos as nogoes de matrizes autoadjuntas, normais e unitarias, de importancia, por exemplo,
na Mecanica Quantica. Na Sec@o 9.8, pagina 428, apresentamos algumas representagoes de matrizes de interesse em
diversos contextos (por exemplo, na teoria de grupos). Na Segao 9.9, pdgina 435, estudamos a chamada pseudoinversa
de Moore-Penrose, de interesse, por exemplo, em problemas de optimizacao linear.

Este capitulo serd continuado no Capitulo 10, pdgina 456, onde outros aspectos de dlgebras de matrizes serdo explo-
rados.

9.1 Propriedades Basicas de Determinantes e Inversas de Ma-
trizes

A presente segao desenvolve a teoria bésica de inversas e determinantes de matrizes. Sua leitura pode, provavelmente,
ser dispensada por aqueles que julgam dispor desses conhecimentos basicos, mas a notacao que aqui introduzimos sera

empregada alhures. Propriedades mais avangadas de determinantes serao estudadas na Segao 9.11, pagina 448.

e Fatos elementares sobre matrizes e alguma notagao

O conjunto de todas as matrizes mxn (m linhas e n colunas) com entradas complexas serd denotado por Mat (C, m, n).
O conjunto de todas as matrizes quadradas n x n com entradas complexas serd denotado simplesmente por Mat (C, n).
Uma matriz A € Mat (C, m, n) é frequentemente representada na forma de um arranjo como

A .. Ag

Ap1 oo Apn

Mat (C, m, n) é um espago vetorial complexo, com a operacao de soma definida por
(A1 + A2)1] = (A1)1] + (A2)«,] 5

Ay, Ay € Mat (C, m, n), i € {1, ..., m}, j € {1, ..., n}, e a operagao de multiplicagdo por escalares (complexos)
definida por
(@A) = oAy
aeC, AeMat(C, m, n)eie{l,...,m},je{l, ..., n}.
Sejam m, n, p € N e sejam A € Mat (C, m, n) e B € Mat (C, n, p). Denotamos por AB a matriz de Mat (C, m, p)
cujos elementos sao dados por

(4B),; = > AuBy 0.1
k=1
para todos ¢ € {1, ..., m}, j € {1, ..., p}. A expressao (9.1) é denominada regra de produto de matrizes. B facil
constatar (faca-o!) que valem as propriedades distributivas
(a1 A1 + a2 A2)B = a1 A1B+aAsB
A(P1B1 + B2B2) = P1AB1 + B2ABs

para todos a1, az, f1, B2 € C, todas A, A;, Ay € Mat (C, m, n) e todas B, By, By € Mat (C, n, p).

E também facil constatar (faga-o!) que se m, n, p, ¢ € N valem para todas A € Mat (C, m, n), B € Mat (C, n, p)
e C' € Mat (C, p, q) a relagao
(AB)C = A(BC).
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Para cada n € IN, e com a operagao de produto definida acima, Mat (C, n) é uma dlgebra associativa, nao-comutativa
(exceto se n = 1) e unital, com a unidade sendo dada pela matriz identidade, que denotaremos por 1 neste texto:

Note-se que 1, = 5, i, j € {1, ..., n}.

Dada uma matriz A € Mat (C, m, n) denotamos por AT a matriz de Mat (C, n, m) cujos elementos sdo dados por
(AT);; = Aj; para todos i € {1, ..., n}, 7 € {1, ..., m}. A matriz AT é dita ser a matriz transposta de A. E evidente
que (AT)T = A. Para todos m, n, p € IN vale, pela regra de produto de matrizes, a relagio (AB)T = BT AT para
quaisquer A € Mat (C, m, n) e B € Mat (C, n, p).

Dado um conjunto de n ntimeros complexos a1, ..., &y, denotaremos por diag (a1, ..., a,) amatriz A € Mat (C, n)
cujos elementos A;; sao definidos da seguinte forma:

Uma tal matriz é dita ser diagonal pois apenas os elementos de sua diagonal principal sdo eventualmente nao-nulos. Na
representagao usual

A mais popular dentre as matrizes diagonais ¢ a matriz identidade (9.2): 1 = diag (1, ..., 1).

Denotaremos por 04,5 € Mat (C, m, n) a matriz a x b cujos elementos de matriz sdo todos nulos. Denotaremos
por 1; € Mat (C, 1) a matriz identidade | x [. Por vezes, quando nao houver perigo de confusio, poderemos omitir os
subindices e escrever 0, , simplesmente como 0 e 1; simplesmente como 1.

Vamos também empregar as seguintes definicdes. Para m, n € IN, sejam Iy, ymis € Mat (C, m, m +n) € Jmgn, n €
Mat (C, m +n, n) dadas por

1,
fnmin = (10 Ona) ¢ Tminn = , (93)
Om, n

cujas transpostas sao dadas por

. L .
(Lm, mn)" = = Jninm ¢ (Jmpnn) = (nn o) = Lo mn - 04)

On, m
As seguintes identidades tteis serdo usadas mais adiante e sua demonstragao (fécil) é deixada como exercicio ao leitor:

T
L, min U, man)” = I, man Itn, m = L s (9.5)

(Jm+n. w,)TJern. n = I’n,, m+nJm+n,n =1, ) (9~6>
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Para cada A € Mat (C, m, n) podemos associar uma matriz quadrada A’ € Mat (C, m + n) dada por
, A Onm
A" = Jmgn, mAlny, man = 9.7)
Onyn Onym
Obtemos das relagoes (9.5)-(9.6) que
A = In minA Jmin, o - (9.8)
Sejam z!, ..., 2™ vetores, representados na base canonica por vetores-coluna
o
2" =
T
Denotaremos por [[Il, ey z"] a matriz n X n construida de forma que sua a-ésima coluna seja o vetor-coluna z, ou
seja
at o af
. T]| - (9.9)
, @
Considerando os vetores da base canonica
1 0 0
0 1 0
et = [0 € = 10]: e, = ) (9.10)
0
0 0 1
é também evidente que
1= [el, ey en]] . (9.11)
A notagao acima é 1til por permitir a seguinte observacao. Seja B uma matriz qualquer. Entao,
B[[ml, w"]] - I[Bxl, B:c"]] . (9.12)
Essa relagao é provada observando-se a regra de multiplicacao de matrizes: a a-ésima coluna de B [{wﬁ RN é
Bz} + - + Binzy,
s (9.13)

Bpxf + -+ + Bupxl
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ue veml a ser as componentes de xr representado como vetor-coluna na base canf)nica.
tes de Ba®, tad tor-col b

E 1til observar que se A é uma matriz n X n temos a regra
n
Aei = Y Ajie;, (9.14)
=1

onde Aj; sdo os elementos de matriz de A respectivas na base canonica. Verifique!

Ainda sobre essa notacio, vale a seguinte identidade 1itil, cuja demonstra¢ao (elementar) deixamos como exercicio:
se D = diag (di, ..., d,) ¢ uma matriz diagonal, entdao

|[x1, w"] D= |[d1x‘7 dnw"] . (9.15)

Seja V' um espago vetorial dotado de um produto escalar (-, -). Dizemos que dois vetores u e v sdo perpendiculares
(em relagdo ao produto escalar (-, -)) se (u, v) = 0.

Se v1, ..., vk sdo vetores em um espago vetorial V', denotamos por [vy, ..., vi] o subespago gerado pelos vetores
v1, ..., Uk, Ou seja, a colecao de todos os vetores que sao combinagoes lineares dos vetores vq, ..., vg:

o1, ooy ve] = {011)1+---+ak17k, ag, 4”,(1;(6(,‘}4

Denotamos por [v1, ..., ka o subespago de todos os vetores perpendiculares a todos os vetores de [vy, ..., vg]:

o1, ooy vt = {wEV’ <w, (a]v1+~~~+akvk)> = 0 para todos ay, ..., (lkEC}.

e Matrizes bijetoras e a nogao de inversa de uma matriz

Uma matriz A € Mat (C, n) define uma aplicacao linear de C™ sobre si mesmo. Se essa aplicagao for bijetora, entao
existe uma aplicagio inversa, denotada por A=' : €" — C", tal que A~!(Az) = x para todo = € C". A proposi¢io
seguinte reune fatos elementares sobre a aplicagao inversa A~

Proposigao 9.1 Se A € Mat (C, n) ¢ bijetora, entdo A~ ¢ igualmente uma aplicacdo linear de C" sobre si mesmo,
ou seja, A=' € Mat (C, n). Fora isso, A~' ¢ tnica e (AT)71 = (A’l)l. Por fim, vale afirmar que A ¢ inversivel se e
somente se AT o for. [m}

Prova. B fécil constatar que A~! ¢ também uma aplicacdo linear e, portanto, ¢ também um elemento de Mat (C, n).
De fato, sejam vy, v elementos arbitrarios de C™ e ay, as € C, igualmente arbitrarios. Como A é bijetora, existem
uy, uz € C™, tnicos, tais que Au; = vy e Aus = vy, ou seja, tais que uy = A‘l(v]) e Uy = A'l(vz). Assim, usando a
linearidade de A, tem-se

Al (()q’U] +a2’uz) = A (ounl + uzAuz) = A"! (A(aful +a2u2)) = qu1 + aguy = (¥1A71(’(11) +a2A’1(1/2) R

o que prova que A~! é também linear e, portanto A~! € Mat (C, n). Com isso, podemos afirmar que A~'Az = x
para todo x € C" e, portanto, AA~' Az = Az. Como A é sobrejetora, isso diz-nos que AA~'y = y para todo y € C™.
Assim, estabelecemos que A~!A = AA~! = 1. A unicidade é facilmente estabelecida, pois se B € Mat (C, n) é tal
que BA = AB = 1, entdo multiplicando-se AB = 1 & esquerda por A~! obtém-se B = A~'. Por fim, observemos
que do fato que (MN)T = NTMT para quaisquer matrizes M, N € Mat (C, n), segue de A4 = AA~™! = 1 que
AT (A’l) - (/1’1) far = 1, o que implica (/1T)71 = (A’l) " A dltima relagdo implica que se A ¢ inversivel, entao
AT também o é. Como (AT)T = A, vale também a reciproca. |

Mais adiante indicaremos como a matriz A~! pode ser calculada a partir de A. Vide para tal a expressio (9.18)
(“regra de Laplace”) do Teorema 9.1, pigina 360, e também as expressoes (9.43), pagina 379, e (9.164), pagina 448.

Em parte do que segue estaremos implicitamente usando a seguinte proposigao:
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Proposicao 9.2 Uma matriz A € Mat (C, n) € bijetora (ou seja, € inversivel) se e somente se Av = 0 valer apenas
para v = 0. ]

Prova. Se A é bijetora, entdo existe A~!. Logo, aplicando-se A~! & esquerda na igualdade Av = 0, obtém-se v = 0.
Vamos agora provar a reciproca: vamos supor que Av = 0 vale apenas para v = 0 e provar que A é injetora e sobrejetora
e, portanto, bijetora.

Prova-se que A é injetora por absurdo. Se A nao é injetora, entao, existem vetores z e y com z # y mas com Az = Ay.
Como A é linear, isso implica A(z — y) = 0. Pela hipétese que Av = 0 vale apenas para v = 0, segue que = = y, uma
contradigao.

Para provarmos que A é sobrejetora procedemos da seguinte forma. Seja {bi, ..., b,} uma base em C". Vamos
primeiramente mostrar que {Aby, ..., Ab,} é um conjunto linearmente independente de vetores em C™ (e, portanto,
uma base em C"). Suponhamos que assim nao o seja e que existam nimeros complexos a1, ..., oy, ndo todos nulos, tais
que ajAby + - -+ + ap Ab, = 0. Pela linearidade de A, segue que A (a1by + -+ - + a,b,) = 0. Novamente, pela hipétese
que Av = 0 vale apenas para v = 0, segue que a1by + -+ + a, b, = 0. Isso, porém, diz que os vetores {by, ..., b,} sdo
linearmente dependentes, o que é absurdo.

Logo, {Aby, ..., Ab,} é um conjunto de n vetores linearmente independente em C™ e, portanto, ¢ uma base nesse
espago. Assim, qualquer z € C" pode ser escrito como uma combinagdo linear tal como = = 1 Aby + -+ + 3, A4b,, =
A(B1b1 + -+ + Bpby). Isso mostra que z estd na imagem de A. Como z ¢é arbitrario, segue que A ¢é sobrejetora. |

Um corolério evidente é o seguinte:

Coroldario 9.1 Uma matriz A € Mat (C, n) é nao-bijetora (ou seja, nao possui inversa) se e somente se existir um
vetor nao-nulo v tal que Av = 0. m}

O seguinte coroldrio indica uma maneira pratica, necesséria e suficiente de se constarar se uma matriz A € Mat (C, n)
tem inversa.
Coroldrio 9.2 Seja A € Mat (C, n) da forma A = [al, R an]l para o conjunto de vetores ai, ..., a, que representam
suas colunas. Entao, A € inversivel se e somente se os vetores ay, ..., an forem linearmente independentes. Vale também
a afirmagdo que A € inversivel se e somente se suas linhas forem linearmente independentes. [m}

v
Prova. Se v € C" é o vetor coluna v = | : |, entdo é facil constatar (pela regra de produto de matrizes. Faga-o!) que
v
Av =wviay + ...+ vpa,. Com isso, vemos que a afirmagao que existe v nao-nulo tal que Av = 0 equivale a afirmagao que
os vetores-coluna aq, ..., a, sao linearmente dependentes.
Como A ¢ inversivel se e somente se A7 o for (Proposicao 9.1, pagina 358), vale afirmar que A é inversivel se e somente
se suas linhas forem linearmente independentes. |

e Propriedades basicas de determinantes de matrizes

Seja A € Mat (C, n) da forma A = I[al, R a"]] para o conjunto de vetores aj, ..., a, que representam suas

colunas. O determinante de A, det(A), foi definido em (3.7) como
det(A) = waee(an, ..., an), (9.16)

onde wgee ¢ a forma alternante maximal em n dimensoes, normalizada de sorte que wgei(er, ..., e,) = 1. Com isso,
vale det(1) = 1. Assim, se S,, denota o conjunto de todas as bije¢des de {1, ..., n} em si mesmo (o chamado grupo de
permutacoes de n elementos), tem-se wdet(e](l), e](n)) = sinal (j) para todo j € S, e, portanto, vale a expressao
(3.8), pagina 200:
det(A) = Y sinal (j) Arj1) - Anjn) » (9.17)
JESn
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frequentemente denominada férmula de Leibniz' para o determinante de uma matriz.

O teorema a seguir reune todas as propriedades fundamentais do determinante de matrizes.
Teorema 9.1 Para toda matriz A € Mat (C, n) valem:
1. det(AA) = A" det(A) para todo X € C.

2. det(A) = det (AT), Consequentemente, o determinante de uma matriz troca de sinal quando da permuta de duas
de suas colunas ou linhas.

[

. det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) para qualquer B € Mat (C, n).
4. det(A) = det(SAS™) para qualguer S € Mat (C, n), inversivel.

[

. Se det(A) =0 entao A ndo tem inversa.

6. Se det(A) # 0 entdo A tem inversa e vale a chamada regra de Laplace?:

At = dct( T oA )T (9.18)

onde Cof(A) € Mat (C, n), denominada matriz dos cofatores de A, é a matriz cujos elementos sao
Cof(A)jr. = waet(ar, ..., ar—1, €j, Ggy1, ..., a,) = det [[ah coey Qe1y €y GRgl, eeey am] . (9.19)

Em palavras, Cof(A)ji € o determinante da matriz obtida substitwindo a k-ésima coluna de A pelo vetor e;. No
prézimo item veremos outra caracterizagio da matriz dos cofatores Cof(A).

Conjuntamente com o item 5, concluimos que A tem inversa se e somente se det(A) # 0.

=N

Os elementos de matriz de Cof(A) sio dados por
Cof(A);; = (—1)""Men(A);; ,
onde Men(A), chamada de matriz dos menores de A, é a matriz de Mat (C, n) definida de sorte que cada elemento

Men(A);; seja o determinante da matriz (n —1) x (n — 1) obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna
de A. Sen =1, convenciona-se definir Men(A) = 1. Assim, para det(A) # 0, a regra de Laplace escreve-se

(A’l) = ;C f(A)j; = ) ]ﬂM (A)ji (9.20)
i det(A) "I T qep(ay v i :
8. Para qualquer k € {1, ..., n} valem a expansio em linhas do determinante
n n
det(A) = > Ay Cof(A); = D (—1)7TF Ay Men(A)y; (9.21)
j=1 j=1
e a expansio em colunas do determinante
det(A ZA « Cof(A Z 1)7% A Men(A) . (9.22)
[m]

LGottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
2Pjerre-Simon Laplace (1749-1827).
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Em (9.164), pdgina 448, apresentaremos outra férmula explicita para o computo da inversa de matrizes baseada no
Teorema de Hamilton-Cayley (Teorema 9.3, pagina 375).

Demonstragdo do Teorema 9.1. Prova de 1. Pela férmula de Leibniz (9.17),

det(AA) = Y sinal (j) (Myj)) -+ (Adpjmy) = A" det(4) .

JE€Sn

Prova de 2. Observemos a férmula de Leibniz (9.17). Usando o fato elementar que um produto de ntiimeros complexos
nao depende da ordem dos fatores, podemos escrever Ay -+ Apjmy = Ai1)aa1)) - Aimyjany) para qualquer I € Sy,
Em particular, escolhendo [ = j~! obtemos Avjy  Anjmy = Aj=r @1 Aj-1(nyn- Assim, pela férmula de Leibniz
(9.17), e usando o fato que sinal (j) = sinal (j~') para todo j € S,, (justifique!), vale

det(A) = Y Ay Ajorgn sinal (71 = > sinal (71 Ajoa gy Ajr g

JESn j1€Sn

Z sinal () Ajay1 -~ Ajmyn = det (AT)A
JESn

Quando da permuta de duas linhas ou colunas de A seu determinante troca de sinal devido & alternancia da forma
waet- A igualdade det(A) = det (AT) ensina que isso também ocorre quando da permuta de linhas.

E. 9.1 Ezercicio. Justifique todas as passagens acima. *
Prova de 3. Sejam A = |[a1, A an]l eB= [{bl, ey bn} Temos que AB = [[AbL Abnﬂ (vide (9.12)). Agora,

n n

(Abj); = ZAlk )k Z ou seja, Abj = z(b])lﬂak~

k=1 k=1

Assim,
det(AB) = wyet (Aby, ..., Aby,)
= Wet <Z(b1)k;alcm . (bn)knakn>
k=1 kn=1

st NSS4 ) e (@ 08,)

ki=1 kn=1

= Z (b1) k1) = (On)i(n) Waet (Ar(ays -+ Arn))

kES,

= Z sinal (k) (b1) k(1) « - - (0n)k(n) Waet (@1, - .5 an)
kES,,

= < Z sinal (k) (b1)x(1) - (bn,)k(n)> det(A)
kESy
= det(B) det(A) .

Acima, na passagem da terceira para a quarta linha usamos o fato que wge (ak,, .., ar,) anula-se a menos que a
ki, ..., ky, sejam distintos, o que somente ocorre se forem da forma k(1), ..., k(n), respectivamente, para algum
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k € S,,. Na passagem da quarta para a quinta linha usamos que wget ((Lk(l), ak(")) = sinal (k) wget (a1, ..., an),
POiS wget € uma forma alternante.

Estabelecemos, portanto, que det(AB) = det(A) det(B) = det(BA).

Prova de 4. Do item 3 segue que, para quaisquer A, S € Mat (C, n), com S inversivel, vale det(A4) = det((AS~1)S) =
det(SAS™Y).

Prova de 5. Se det(A) = 0 entdo A ndo pode ter inversa, pois se existisse A~ terfamos 1 = det(1) = det(4A~') =
det(A) det(A~1) = 0, absurdo.

Prova de 6. E bastante claro que podemos escrever

n
ap = ZAJkeJ. (9.23)
=1
Logo, para qualquer k € {1, ..., n} vale
n
det(A) = wyer(an, .., ak—1, ak, Apg1y -0y An) = ZAﬂc Waet (@1, -y AR—1, €, Qg1 ooy Gn) .
j=1

Note que e; ocorre na k-ésima posigao. Provamos assim que

det(A) = Xn:A]k Cof(A)jk , (9.24)

j=1

n

onde a matriz Cof(A) foi definida em (9.19). Mostremos agora que para [ # k a expressio ZAﬂ Cof(A);i ¢ nula. De

=1
fato,
n n
Aj; Cof(A)jr = E Aji waer(ar, .., ag—1, €j, Agy1, ..., Gn)
=1 =1
(9.23)
=" waet(ar, .y ar-1, @y Gty oy an) = 0,
pois em Waet (@i, ..., @g_1, a1, Gkt1, ..., Gy) O vetor a; aparece na l-ésima e na k-ésima posigao o que faz wge; anular-se,
por ser uma forma alternante. Provamos, assim, que
n
E Aji Cof(A)jr = 0O det(A) . (9.25)
=1

Vamos supor que det(A) # 0. Defina-se a matriz G = det(A) 1Cof(4)T, cujos elementos de matriz sio Gj; =
det(A)~1Cof(A),i. Entdo, (9.25) diz-nos que

n
ZijAﬂ = O ou seja, GA = 1.
j=1

Isso significa que A é inversivel com A~! = G.
Prova de 7. Observemos primeiramente que, supondo provisoriamente k > 1,
Waet (@1, -y Ar—1, €, Qky1, - vy Gn) = Waer (@1 — Aji€j, ..., Qg 1, €, Apy1, -- .y An)

devido & linearidade e ao fato que wyet(€j, ..., Gk—1, €j, Ary1, --., an) = 0, pelo fato de wqe; ser alternante. Agora,
a j-ésima linha do vetor-coluna a; — Aji1e; é nula. Repetindo esse argumento podemos anular j-ésima linha de todas
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as colunas da matriz |[a17 ceey A1, €f, Qfyly -, an]] , exceto a k-ésima coluna, sem alterar seu determinante. Um
pouco de medita¢ao nos convence que a matriz resultante é obtida da matriz A anulando-se a k-ésima coluna e a j-ésima
linha, exceto no cruzamento das duas, onde o elemento de matriz vale 1 (elemento jk). O determinante dessa matriz é

Cof(A) k.

Pelo item 2 e pela propriedade de alternancia, sabemos que o determinante de uma matriz troca de sinal quando
permutamos a posigao de duas colunas ou duas linhas quaisquer. Com esse tipo de operagao podemos transportar o 1
do elemento jk até a posicao nn da matriz, ao prego de realizar n — k transposicoes de colunas vizinhas e n — j de linhas
vizinhas, as quais alteram o determinante por fatores (71)""’“ e (—1)"7, respectivamente. Temos com isso que

ALK :
Cof(A)jr = (=1)* 7 det (AUH)  com  AUH = det ,

0o ... o 1
onde AV¥ ¢ a matriz de Mat (C, n— 1) obtida eliminando a j-ésima linha e a k-ésima coluna da matriz A. Pela férmula

de Leibniz (9.17),
det (A[J"]) - l;& sinal (1) (A[]k])u@'“ (A[J"])"I(")

= 0y(n),n (justifique!), segue que

det (A[jk]) = Z sinal (I') (fl[]k]) v (Abk])(n—l)l’(n—l)

VeSy—1

Z sinal (') (A[jk])u,(l) o (A[jk])(nfl)l’(rt%)

VESh

Como (AM) )

= det (AW) = Men(A)j1, -
(Justifique por que a soma no lado direito da primeira linha acima é sobre S,,_1 e ndo mais sobre S,). Provamos,

portanto, que ‘
Cof(A)jx = (=1)F* Men(A) s .

A relagao (9.20) ¢ imediata por (9.18).

Prova de 8. Eq. (9.22) é imediata por (9.24) e pelo item 7. Eq. (9.21) segue facilmente de (9.22) usando o item 2. W

e Menores e cofatores de uma matriz. Propriedades adicionais

E. 9.2 Ezercicio. Seja ¥ € Mat (C, n), ¥ = diag (+ 1, =1, +1, ..., (=1)"*"), a matriz diagonal cujos elementos sio alternada-
mente +1 e —1, ou seja, Bij = (—1)"+'8;;. Mostre que

Cof(A) = SMen(A)x™"
para toda matriz A € Mat (C, n). *
Para uma matriz M € Mat (C, n), a transformacio de similaridade M + MY~ é denominada “chessboard

transformation”, pois com ela os sinais sao trocados em M como alternam-se as cores das casas em um tabuleiro de
xadrez.
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E. 9.3 Ezercicio. Usando a regra de Laplace (9.18), mostre que para toda matriz A € Mat (C, n) valem as relagdes

Men(SAS™!) = SMen(A)S™',  Cof(SAL™!) = DCof(4)x™",
Cof(A) = Men(SAX™) Men(A4) = Cof(SAT™').
*
Se A € Mat (C, n) é inversivel, segue da regra de Laplace (9.18) que det (A~!) = m det (Cof(A)) e, portanto,
det (Cof(A)) = det(A)" ' . (9.26)
Do Exercicio E. 9.3, conclui-se também que
det (Men(4)) = det(A)""". (9.27)
E. 9.4 Ezercicio. Mostre que para toda matriz A € Mat (C, n), n > 2, vale
Cof (Cof(A)) = (det(A))" %A
Do Exercicio E. 9.3, obtém-se também
Men(Men(A)) = (det(A))"?QA .
Assim, para toda matriz A € Mat (C, n) vale
Cof (Cof(A)) = Men(Men(A)) .
Portanto, se det(A) =1 e n > 2, vale Cof (Cof(A)) = Men(Men(A)) = A. *
e Um resultado 1til
Mais abaixo, usaremos o seguinte fato:
Proposigao 9.3 Seja M € Mat (C, n) uma matriz da seguinte forma
A Op,n—k
M = s
B C
onde A € uma matriz k x k (com k <n), B é uma matriz (n — k) x k e C' € uma matriz (n — k) x (n — k). Entdo,
det(M) = det(A)det(C) .
a
Prova. O primeiro ingrediente da prova ¢ a constatagao que
A Ok A Ok | [Tk Okn—k Ly Ok
B C On—k, ke Lok B 1k On—k, k C
E. 9.5 Ezercicio. Verifique! *

Com isso, temos pela regra do determinante de um produto de matrizes que

A Ok L Ok, n—k L Ok -k
det(M) = det det det

On—t, &k Ln—k B 1, On—k, & C
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Agora, pelas regras (9.21)-(9.22) de célculo de determinantes, é fécil constatar (faga-o!) que

A Ok, n—k 1y Ok, n—k 1 Ok, n—k
det = det(A), det = det(C) e det =1. (9.28)

On—k,k Lnk On—k, & (€] B 1,k

Cada uma das igualdades acima pode ser provada usando-se a expansao em linhas (9.21) para o determinante. Essa
1x Ok, n—k

regra nos diz, por exemplo, que o ultimo determinante em (9.1), o da matriz ( B ) é igual ao determinante da

In—k
Tho1 Ok1,nok
By Ln—k
eliminando-se sua primeira columa. Mas essa é uma matriz do mesmo tipo da anterior e podemos continuar eliminando a
primeira linha e a primeira coluna. Apds k repetigoes desse procedimento, resta apenas a matriz 1,,_, cujo determinante
vale 1. Para o segundo determinante em (9.21) procede-se analogamente. Para o primeiro, comega-se eliminando a ltima
linha e a dltima coluna. Isso completa a prova. |

matriz obtida eliminando-se a primeira linha e a primeira coluna: ( , com Bj sendo a matriz obtida de B

9.2 Nocgoes Basicas sobre o Espectro de uma Matriz

e O espectro de uma matriz

Seja A € Mat (C, n) uma matriz n x n com entradas complexas. No estudo das propriedades de A é de grande
importéancia saber para quais niimeros complexos A a matriz A1 — A é inversivel e para quais nao é. Essa questao conduz
as seguintes importantes defini¢oes:

Definigdo. O espectro de A € Mat (C, n), denotado por o(A), ¢ definido como sendo o conjunto de todos os A € C
para os quais a matriz A1 — A nao tem inversa. Assim, um ndmero complexo A é dito ser um elemento do espectro de
A € Mat (C, n) se a matriz A1 — A ndo possuir uma inversa. [ )

Definigao. O conjunto resolvente de A € Mat (C, n), denotado por p(A), é definido como sendo o conjunto de todos

0s A € C para os quais a matriz A1 — A tem inversa. Assim, um nimero complexo A ¢ dito ser um elemento do conjunto

resolvente de A € Mat (C, n) se a matriz AL — A possuir uma inversa. L)
E evidente que o(A) e p(A) sdo conjuntos complementares, ou seja, o(A) N p(A) = § mas o(A) U p(A) = C.

Um fato importante é que A1 — A é nao-inversivel se e somente se det(Al — A) = 0 (vide Teorema 9.1, pgina 360).
Assim, um nimero complexo A é um elemento do espectro de uma matriz A se e somente se for tal que det(A\1 — A) = 0.

Essa observac¢ao conduz-nos ao importante conceito de polinémio caracteristico de uma matriz.

9.2.1 Autovalores e Polinémios Caracteristicos de Matrizes

e O polinémio caracteristico de uma matriz

Seja A € Mat (C, n) uma matriz cujos elementos de matriz sao A;;. Para z € C a expressao

z2=An —A o A
A z—Axn - —Ag

pa(z) = det(z1 — A) = det (9.29)
—Aum —Ap o 2= Ap
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define, um polinémio de grau n na varidvel z, com coeficientes complexos, os quais dependem dos elementos de matriz
A;j de A. Isso se constata facilmente pelos métodos usuais de cdlculo de determinantes (por exemplo, as expansoes em
linha ou coluna de (9.21) e (9.22)),

Esse polinomio é denominado polinémio caracteristico de A e desempenha um papel muito importante no estudo de
propriedades de matrizes. O leitor podera encontrar na Segao 9.11.1, pdgina 448, uma expressao mais explicita para
o polinémio caracteristico em termos dos elementos de matriz A;; de A (vide (9.163), pdgina 448), mas por ora nao
precisaremos de maiores detalhes sobre esse polinémio.

Como todo polinémio complexo de grau n, ps possul n raizes, ndo necessariamente distintas no plano complexo
(Teorema Fundamental da Algebra). As raizes do polindmio caracteristico p4 sdo denominadas autovalores da matriz A.
Assim, o espectro de uma matriz A coincide com o conjunto de seus autovalores. O estudo de autovalores de matrizes é
de grande importancia na Algcbra Linear e em suas aplicagdes a Teoria das Equagoes Diferenciais, a Geometria, & Teoria
dos Sistemas Dinamicos e a Fisica, especialmente a Fisica Quantica.

Seja A € Mat (C, n) uma matriz e sejam ay, ..., ap, 1 < r < n, seus autovalores distintos, cada qual com
multiplicidade aq, ..., a,, respectivamente, ou seja, cada «; é uma raiz de ordem a; € IN do polinémio caracteristico de

A:

”

pa(z) = det(z1—A) = [z —an)® .

i=1
A quantidade a; é um nimero inteiro positivo e é denominado multiplicidade algébrica do autovalor ;.

Note-se que como o nimero de raizes de ps (contando as multiplicidades) é exatamente igual a seu grau, segue
facilmente que a seguinte relagao é vilida:

.
Sa =, (9.30)
=1

ou seja, a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores de uma matriz A € Mat (C, n) é n. Uma consequéncia
elementar disso é a seguinte proposicao ttil:

Proposicao 9.4 Seja A € Mat (C, n) uma matriz e sejam oy, ..., ar, 1 <r < n, seus autovalores distintos, cada qual
com multiplicidade algébrica ay, ..., a,, respectivamente. Entao,
r
det(4) = J](ax)™ . (9.31)
k=1
m]

Prova. Por definigio, o polindmio caracterfstico de A é pa(z) = det(z1—A) = [} _; (z — o). Tomando z = 0 ¢ usando
(9.30), teremos det(—A) = (—1)" [T;_; (ax)®. Porém, det(—A) = (—1)" det(A) e a proposicdo estd demonstrada. |

e Matrizes similares. Transformagoes de similaridade

Duas matrizes A € Mat(C, n) e B € Mat(C, n) sao ditas matrizes similares se existir uma matriz inversivel
P € Mat (C, n) tal que P"'AP = B. Para uma matriz inversivel P € Mat (C, n) fixa, a transformacio que leva cada
matriz A € Mat (C, n) & matriz P~ AP é denominada transformagdo de similaridade.

Sabemos que o determinante é invariante por transformagoes de similaridade, pois para toda matriz A vale det(A4) =
det(P~1AP), mas nio é o tinico objeto associado a uma matriz que ¢ invariante por tais transformagdes. O polinémio
caracteristico e, portanto, o conjunto de seus autovalores (incluindo as multiplicidades algébricas), também o é. Isso é o
contetdo da seguinte afirmagao.

Proposigao 9.5 Sejam A e B € Mat (C, n) duas matrize ilares, ou seja, tais que existe P € Mat (C, n), inversivel,
com B = P~YAP. Entdo, os polinémios caracteristicos de A e de B coincidem: ps = pp.

Consequentemente, se A e B € Mat (C, n) sio similares, seus autovalores sao iguais (e, portanto, seus espectros:
o(A) = (B)), incluindo suas multiplicidades algébricas. o

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio de 23 de outubro de 2017. Capitulo 9 367/2345

Prova. O polinoémio caracteristico de A é pa(z) = det(z1 — A) e o de B é pp(z) = det(z1 — B). Logo,
pa(z) = det(z1 — A) = det(P™'(21 — A)P) = det(z1 — P7*AP) = det(z1 — B) = pg(2), (9.32)
para todo z € C. Acima usamos o fato que para P inversivel e para qualquer matriz M vale det(P~'MP)

det(P~1) det(M) det(P) = det(P~'P) det(M) = det(1) det(M) = det(M). :

e Comentarios sobre matrizes inversiveis e sobre matrizes nao-inversiveis

Proposigao 9.6 Seja A € Mat (C, n) uma matriz arbitrdria ¢ B € Mat (C, n) uma matriz inversivel. Entdo, existem
constantes My e My (dependentes de A e de B) com 0 < My < My tais que a matriz A + pB € inversivel para todo
€ C com0< |u| <M epara todo pp € C com |p| > Mo. [m]

Prova. Como B tem inversa, podemos escrever A + uB = (;L]l + AB’I) B. Assim, A+ puB seré inversivel se e somente
se ul + AB™1 o for.

Seja C' = —AB~! e sejam {\1, ..., A} C C as n raizes (ndo necessariamente distintas) do polinémio caracteristico
pc da matriz C. Se todos as raizes forem nulas, tomemos M; = M, > 0, arbitrdrios. De outra forma, definamos M;
como sendo o menor valor de |\;| dentre as s nao-nulas de pc: My := min{|Ag|, Ay # 0} e definimos M5 como sendo

o maior valor de |\;| para todos os k’s: My := max{|\¢|, ¥ =1, ..., n}. Entdo, o conjunto {x € C| 0 < |u| < My} e 0
conjunto {p € C| || > M2} nao contém raizes do polinomio caracteristico de C' e, portanto, para p nesses conjuntos a
matriz pl — C = pl + AB™! é inversivel. |

Uma consequéncia evidente da Proposi¢ao 9.6 é a seguinte afirmagao:

Corolario 9.3 Seja B € Mat (C, n) uma matriz inversivel e A € Mat (C, n) uma matriz arbitrdria. Entdo, existem
constantes 0 < Ny < Ny (dependentes de A e de B) tais que para toda v € C com |v| < Ny ou com |v| > No a matriz
B+ vA é também inversivel. [m]

Prova. Para v = 0 a afirmagao ¢é evidente. Para v # 0 a afirmagao segue Proposi¢ao 9.6 escrevendo-se B + vA =
v (A+ LB) e tomando-se = 1/v, Ny = 1/My e Ny = 1/M;. u

O interesse pelo Corolério 9.3 ¢ devido ao fato de este afirmar que se B € Mat (C, n) uma matriz inversivel entao
toda matriz préxima o suficiente da mesma é também inversivel. O estudante mais avangado ha de reconhecer que essa
afirmacao ensina-nos que o conjunto da matrizes inversiveis em Mat (C, n) é um conjunto aberto (em uma topologia
métrica adequada). Essa afirmacio serd generalizada (a saber, para dlgebras de Banach com unidade) no Corolério 41.6,
pagina 2099.

A Proposi¢ao 9.6 afirma também que é sempre possivel encontrar uma matriz inversivel “préxima” a uma matriz
nao-inversivel. De fato, se A € Mat (C, n) ndo tem inversa a Proposi¢ao 9.6 garante que a matriz A + pl, por exemplo,
serd inversivel para todo p € C com |u| pequeno o suficiente, mas nao-nulo.

Uma forma geométrica de compreender as afirmagdes acima ¢ lembrar que conjunto Mat (C, n) é um espago vetorial
n?-dimensional complexo e as matrizes inversiveis sio um subconjunto (n? — 1)-dimensional do mesmo, pois sio carac-
terizados pela condigio de terem determinante nulo, uma condigdo polinomial sobre os n? coeficientes das matrizes que
define, portanto, uma unido finita de superficies algébricas (n? — 1)-dimensionais fechadas em Mat (C, n). Desse ponto
de vista geométrico, fica claro que o conjunto das matrizes inversiveis ¢ aberto (por ser o complementar das superficies
fechadas mencionadas acima) e fica claro que é sempre possivel encontrar uma matriz inversivel proxima a uma matriz
nao-inversivel, pois estas ltimas residem em superficies algébricas de dimensao menor que a dimensao de Mat (C, n).

e Uma propriedade dos polinémios caracteristicos

A seguinte proposicao, a qual contém uma afirmagao em nada evidente, é uma consequéncia da Proposi¢ao 9.5, pdgina
366, e da Proposigao 9.6, pdgina 367:

Proposigao 9.7 Sejam A, B € Mat (C, n). Entdo, o polinémio caracteristico de AB € igual ao polinomio caracteristico
de BA, ou seja, pap = pBA-
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Consequentemente, se A, B € Mat (C, n) entdo as matrizes AB e BA tém os mesmos autovalores (e, portanto, os
mesmos espectros: o(AB) = o(BA)), com as mesmas multi lades algébricas. o

O estudante mais avangado poderd interesar-se em encontrar na Proposi¢ao 41.29, pdgina 2100, uma versao dos
resultados da Proposi¢ao 9.7 para o caso de dlgebras de Banach com unidade.
Prova da Proposicdo 9.7. Se A ou B sdo inversiveis (ou ambas), entdo AB e BA sio similares, pois no primeiro caso
teremos AB = A(BA)A~! e no segundo teremos AB = B~'(BA)B. Nesses casos a afirmagio segue da Proposigio 9.5,
pagina 366. O tnico caso que resta considerar é aquele no qual nem A nem B sao inversiveis. Nesse caso, porém, temos
pela Proposicao 9.6, pagina 367, que existe M > 0 tal que a matriz A + p1 ¢é inversivel para todo p € C pertencente
ao aberto 0 < |u| < M. Assim, para tais valores de p valerd, pelo raciocinio acima P(A4u1)B = PB(Atpl)- Agora, os
coeficientes de p(ay,u1)p € de pp(a 1) Sa0 polindmios em y e, portanto, sdo fungdes continuas de y. Logo, a igualdade
P(A+4u1)B = PB(A+u1) Permanece vélida no limite 1 — 0, fornecendo pap = ppa, como desejdvamos demonstrar. |

A Proposigao 9.7 pode ser generalizada para matrizes nao-quadradas, como indicado no exercicio que segue:

E. 9.6 Ezercicio. Sejam A € Mat (C, m, n) e B € Mat (C, n, m), de sorte que AB € Mat (C, m) e BA € Mat (C, n). Mostre
que z"pap(z) = 2™ ppa(z). Sugestio: Considere as matrizes (m + n) x (m + n) definidas por

A Om, m B On, n
A= e B =
On,n On,m Om,m  Om, n
ide (9.7), pagina 357). Mostre que
(Vide (9.7), pagi ). Mostre q
AB  Om, n BA  On,m
A'B" = e que B'A =
On,m  On,n Om,n Om, m

Em seguida, prove que parp/(x) = 2"pap(x) e que ppras(z) = 2" ppa(z). Pela Proposicdo 9.7, tem-se pa/p: (.
segue que 2" pas(z) = 2" ppa(z).

Segue disso que o conjunto de autovalores ndo-nulos de AB coincide com o conjunto de autovalores ndo-nulos de BA: o(AB)\{0} =
o(BA)\ {0} e, portanto, 0(AB) e o(BA) podem nio ter em comum apenas o elemento 0.

= ppras(z), de onde

9.2.2 Autovetores

e Autovetores

Pela defini¢ao, um nimero Ao € € é um autovalor de uma matriz A se e somente se A\l — A nao tem inversa e,
portanto (pelo Coroldrio 9.1, pagina 359) se e somente se existir um menos um vetor nao-nulo v tal que (Aol — A)v =0,
ou seja, tal que Av = Agv. Chegamos a mais uma importante definicao:

Definigao. Um vetor ndo-nulo v é dito ser um autovetor de uma matriz A se houver \g € C tal que
Av = v .

Note-se que se um tal Ao satisfaz a relagdo acima para algum v # 0 entdo A\gl — A ndo tem inversa. Ay é entdo um
elemento do espectro de A, ou seja, um autovalor. )y é dito ser o autovalor associado ao autovetor v. ®

Uma observagao importante é a seguinte. Sejam vy e vy dois autovetores aos quais estd associado o mesmo autovalor,
ou seja, Av; = Agv; e Ava = Agv2. Entdo, para quaisquer nimeros complexos ¢; e ¢z 0 vetor v = ¢1v1 + cov2 também
satisfaz Av = Agv. De fato,

Av = A(civr + cav2) = c1Avy + caAva = c1Aov1 + cadova = Ao(c1v1 + cav2) = Agv .
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A conclusao é que, para cada autovalor a; de uma matriz A, a cole¢ao formada pelo vetor nulo e todos os autovetores
de A com autovalor a; ¢ um subespago vetorial. Vamos denotar esse subespago por €(a;) ou simplesmente &;.

Se a; e a; sao autovalores distintos de A entao os subespagos de autovetores €(a;) e €(a;) tém em comum apenas
o vetor nulo, ou seja, &(a;) N E(a;) = {0}. Isso é facil de provar, pois se w ¢é tal que Aw = a;w e Aw = ojw entao,
subtraindo-se uma relagao da outra terfamos 0 = (a; — a;j)w, que implica w = 0, j& que o; # ;.

Essas consideragoes nos levam a mais um conceito importante: o de multiplicidade geométrica de um autovalor.

e A multiplicidade geométrica de um autovalor

Além do conceito de multiplicidade algébrica de um autovalor, hd também o conceito de multiplicidade geométrica
de um autovalor, do qual trataremos agora.

Como antes seja A € Mat (C, n) uma matriz e sejam a1, ..., o, 1 <r < n, seus autovalores distintos, cada qual
com multiplicidade algébrica ai, ..., a,, respectivamente.

Acima introduzimos os subespagos &; = &(«;), definidos como sendo os subespagos gerados por todos os autovetores
que tém «; como autovalor. A multiplicidade geométrica de um autovalor «; ¢é definida como sendo a dimensao do
subespago &;, ou seja, como sendo o nimero méximo de autovetores linearmente independentes com autovalor ;.

E importante advertir de imediato o leitor do fato que a multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica de
autovalores nem sempre coincidem. Isso é bem ilustrado no seguinte exemplo simples. Seja

0 1
A =
00
Seu polinoémio caracteristico é
A -1 .
pa(A) = det(A\l — A) = det = A2,
0 A

Assim, seu (tnico) autovalor é 0 com multiplicidade algébrica 2. Quais os seus autovetores? Sao aqueles vetores que

a 01 a b
satisfazem Av = 0. Denotando v como um vetor coluna v = , arelagao Av = 0 significa = =0.
b 00 b 0
a .
Logo, b = 0 e todos os autovetores sao da forma v = , a € C. E evidente que o subespago gerado pelos autovetores

0

com autovalor zero tem dimensao 1. Assim, a multiplicidade algébrica do autovalor zero é 2 mas a sua multiplicidade
geométrica é 1.

e A multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica

Apesar de a multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica de um autovalor nem sempre coincidirem, ha uma
relacdo de ordem entre eles. A saber, é possivel mostrar que a multiplicidade geométrica de um autovalor é sempre menor
ou igual & sua multiplicidade algébrica.

Isso segue das seguintes consideragdes. Seja Ao um autovalor de A € Mat (C, n) e £(A\g) o subespago gerado pelos
autovetores com autovalor \g, e cuja dimensao denotaremos por d. Vamos escolher uma base vi, ..., V4, Vit1, -.., Un
onde os primeiros d vetores sao elementos de €(\o). Nessa base a matriz A tem a forma

D 04,n—d

Az Ay
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onde D é uma matriz d x d diagonal D = diag [ Ao, ..., Ao |, A1 ¢ uma matriz (n — d) x (n — d) e As é uma matriz
N

(n —d) x d. Alguns segundos (minutos?) de meditagao, usando a Proposi¢ao 9.3 da pagina 364, nos levam a concluir
que o polinémio caracteristico de A é dado por

det(AL — A) = (A= Ao)¥det(AL — Ay) .
Isso mostra que a multiplicidade algébrica de Ag é pelo menos igual a d, sua multiplicidade geométrica.

E. 9.7 Ezercicio. Realize a meditagdo sugerida acima. *

e Matrizes simples

O que foi exposto acima leva-nos naturalmente ao conceito de matriz simples que, como veremos mais adiante, esta
intimamente ligado ao problema da diagonalizabilidade de matrizes.

Definigdo. Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser uma matriz simples se cada autovalor de A tiver uma multiplicidade
algébrica igual & sua multiplicidade geométrica. ®

Deixamos para o leitor provar o seguinte fato: toda matriz diagonal é simples.

E. 9.8 Ezercicio. Prove isso. *

Adiante faremos uso da seguinte proposicao.

Proposicao 9.8 Se A € Mat (C, n) é uma matriz simples ¢ P € Mat (C, n) € inversivel entdio P~YAP ¢ também
simples. [m}

Prova. J4 vimos na Proposicio 9.5, pagina 366, que A e P~'AP tém o mesmo polindmio caracteristico e, portanto, os
mesmos autovalores, incluindo suas multiplicidades algébricas. Seja Ao um desses autovalores com multiplicidade algébrica

d e sejam vy, ..., vg um conjunto de d autovetores linearmente independentes de A. Os vetores P~lvy, ..., P~ ly,
sdo autovetores de P~TAP com autovalor Ag. De fato, (P~'AP) P~'v; = P='Av; = AgP~1v;. Fora isso os d vetores
P~'vy, ..., P71 vy sio também linearmente independentes. Para ver isso, suponha houvesse constantes cy, ..., ¢4 tais
que

P Yo+t egP g = 0.

Multiplicando-se & esquerda por P terfamos cjvy + -+ + cqvqg = 0. Como vy, ..., vg sdo linearmente independen-
tes as constantes ¢; tém que ser todas nulas, provando que os vetores P~lvy, ..., P~! vy sdo também linearmente
independentes.

Isso prova que a multiplicidade geométrica do autovalor A\ é pelo menos igual a d. Como ela nao pode ser maior que
d (pagina 369), conclui-se que é igual a d provando a proposigio. |
A seguinte proposigao elementar é por vezes 1til para verificar se uma matriz é simples.

Proposigao 9.9 Se todos os n autovalores de wma matriz A € Mat (C, n) forem distintos entdo A € simples. [m]

Prova. Se os autovalores de A sdo aq, ..., ay, todos distintos, entdo cada um tem multiplicidade algébrica igual a 1.
Forgosamente, sua multiplicidade geométrica é também igual a 1, j4 que a multiplicidade geométrica nao pode ser maior
que a algébrica. |

Ressaltemos que a reciproca da proposi¢ao acima nao ¢ verdadeira: uma matriz pode ser simples e possuir autovalores
com multiplicidade algébrica maior que 1.
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9.2.3 O Trago de uma Matriz

e O traco de uma matriz

Seja A € Mat (C, n), cujos elementos de matriz sao Agj, i, j = 1,...n. Sejam Ay, ..., A, seus n autovalores (ndo
necessariamente distintos e repetidos conforme sua multiplicidade).

Definimos o trago de A como sendo a soma de seus n autovalores:
n
Tr(A) == Y Aa-
a=1

Uma conclusao que se tira dessa defini¢ao ¢ que se duas matrizes sao similares, entdo ambas tém o mesmo trago, ou
seja, para qualquer matriz inversivel P e qualquer matriz A vale

Tr (P7'AP) = Tr(A). (9.33)

A razao reside na observagao feita acima que duas matrizes similares tém o mesmo conjunto de autovalores e, portanto,
0 mesmo trago.

Temos a seguinte e importante proposigao:

Proposigao 9.10 O trago de uma matriz A € Mat (C, n) € igual a soma dos elementos de sua diagonal principal, ou
seja,

Tr(A) = > Aa = D Aua - (9.34)
a=1 a=1

[m]

Prova. A demonstracio consistird em se calcular o coeficiente de A"~ no polinémio caracteristico p(\) de A de dois

modos diferentes. O polindémio caracteristico pa(A) de A ¢ dado por (9.29). As técnicas de cédlculo de determinantes
(e.g., (921) e (9.22)) dizem-nos que o coeficiente de A"~1 é — """ | A;;. Por exemplo, para o caso n = 2

A=A —Ae

p(A) = det = A2 - A(A1; + Ag) + A1y Agy — Ajp A, .
7A21 )\ - A22

E. 9.9 Ezercicio. Convenga-se da veracidade da afirmativa acima para o caso de n arbitrdrio. Sugestdo: use a expansio em cofatores
(9.21)—(9.22) ou leia a Secdo 9.11.1, pagina 448. *

Por outro lado, os autovalores de A, Ai, ..., Ay, sdo por defini¢ao as raizes do polinémio caracteristico. Logo,
P(A) = A=A)A=A2) (A= An) .
Expandindo-se essa expressdo, conclui-se que o coeficiente de A"~ é

M+ -+ A = —Tr(A) .
E. 9.10 Ezercicio. Certo? *
Do exposto acima, conclui-se que o coeficiente de A"~ no polinémio caracteristico de A é
n
7214“ = (Mt o+ A) = —Te(4),
i=1
0 que termina a prova. |

Essa proposigao leva a duas outras propriedades igualmente importantes: a linearidade do trago e a chamada propri-
edade ciclica do trago.
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Proposicao 9.11 (A Linearidade do Trago) Sejam A, B € Mat (C, n) e o, 3 € C. Entdo,

Tr(aA + BB) = oTr(A) + Tr(B) .

Prova. A prova é imediata por (9.34). |

E curioso notar que a linearidade do trago vista acima é evidente por (9.34), mas nao é nem um pouco evidente pela
defini¢ao do trago de uma matriz como soma de seus autovalores, pois os autovalores individuais de a A + 3B nao sao
em geral combinagoes lineares dos autovalores de A e de B, especialmente no caso em que A e B ndo comutam.

Proposigao 9.12 (A Propriedade Ciclica do Trago) Sejam A, B € Mat (C, n). Entdo,
Tr(AB) = Tr(BA).

Prova. Pelo que vimos acima, tem-se

n n n

Tr(AB) = > (AB)i = Y AyBji | = zn: <Z Bj1A1]> = zn:(BA)]j = Tr(BA).
1 j=1 j=1

i=1 i=1 \j= i=1
Na segunda e quarta igualdades usamos a regra de produto de matrizes. Na terceira igualdade apenas trocamos a ordem

das somas. |

A propriedade ciclica expressa na Proposicao 9.12 pode ser provada diretamente da defini¢ao do trago de uma matriz
como soma de seus autovalores (incluindo multiplicidades algébricas) se recordarmos a Proposicao 9.7, pagina 367, que
afirma que AB e BA tém os mesmos auto-valores com as mesmas multiplicidades algébricas.

9.2.3.1 Algumas Relagoes entre Determinantes e Tracos de Matrizes

Proposigao 9.13 (Férmula de Jacobi) Seja A(a) € Mat (C, n) wma matriz que depende de forma diferencidvel de
uma varidvel o (que pode ser real ou compleza) em um certo dominio. Entdo, vale

d T d .
@(dot (A(a))) _ (Cof(A(a)) EA(a)) A (9.35)
Se A(a) for invertivel para todos os valores de o no dominio considerado, vale também
1 d 1 d
m%(det (A(cv))) =T (A(a) = (a)) . (9.36)
Tanto a relagio (9.35) quanto a relagdo (9.36) sio por vezes denominadas férmula de Jacobi®. [m]
Prova. Por (9.17), tem-se
i(det (A(a))) = Z sinal () iAl (@) ) Apry (@) + -+ + Z sinal () Ay (1) (@) - - iA (n) (@)
o o nw(n ™ Ja An(n

TES TESH

= idct (Bi(®)) »
k=1

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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onde Bj(a) é a matriz obtida substituindo a k-ésima linha da matrix A(a) pela linha (%Akl(a) ﬁAlm(ﬂ)).

Usando a expansao em linha do determinante, expressao (9.21), temos

det (Bk(a)) = Z (%Aw(ao Cof(A(a))kj .
j=1
Logo,
%(det (A(a))) = Z (%Ak](a)) Cof(A(a))kj =Tr (Cof(A(a))TiA(uO ,
k=1j=1
estabelecendo (9.35). A relagdo (9.36) segue de (9.35) com uso de (9.18). ]

A expressao (9.36) ¢ 1til até mesmo no contexto da Geometria Riemanniana. Para uma aplicagio naquele contexto,
vide expressao (36.113), pdgina 1737. Uma das consequéncias de (9.36) é o seguinte resultado, também muito ttil:

Proposigao 9.14 Seja A € Mat (C, n). Entdo, vale que
det (e*) = ™. (9.37)

(m]

Nota para o estudante. A nogao de exponencial de uma matriz serd apresentada em (10.21), pagina 462. E facil ver de (10.21) que Aed =edA
para qualquer matriz A € Mat (C, n). Da Proposicao 10.6, pagina 464, segue facilmente que e ¢ invertivel e que sua inversa é e~ 4 também
para qualquer A € Mat (C, n).

Prova da Proposicdo 9.14. Tome-se A(a) := e*4. Entdo, Le*4 = Ae4 = ¢4 A (por (10.21)) e, portanto, (e“‘4)7lie“A =

da do

A. Dessa forma, (9.36) fica -= Indet (A(e)) = Tr(A). Integrando-se em o entre 0 e 1 e lembrando que A(1) = e ¢ que
A(0) = 1, teremos Indet (eA) = Tr(A), que é o0 que querfamos provar.

Uma segunda demonstragao da Proposi¢ao 9.14 serd encontrada na Proposigao 10.7, pagina 466.

9.3 Polinémios de Matrizes

e Polinémios de matrizes
Seja p um polinémio de grau m: p(x) = apa™ + -+ + a1z + ap com x € C, a; € C e ap # 0. Para uma matriz
A € Mat (C, n) definimos o polinémio matricial p(A) por
p(A) = amA™ +---+a1A+agl .

Obviamente p(A) é também uma matriz n x n com entradas complexas.
Se as raizes do polinoémio p forem «g, ..., a,, com multiplicidades my, ..., m,, respectivamente, entao

r
p(z) = am [[(@—a)™,
=1
para todo z € C. E fécil provar, entao, que

IS

p(4) = am H(A — o)™

j=1
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E. 9.11 Ezercicio. Justifique isso. *

E. 9.12 Ezercicio. Mostre que se D = diag (d1, ..., dn) e ¢ é um polindmio entdo

q(D) = diag (q(d1), ..., q(dn)) -

E. 9.13 Ezercicio. Suponha que A = P~'DP, onde D = diag (di, ..., dy). Se ¢ é um polindmio mostre que

q(A) = Pilq(D)P = P71<liag (q((il), FN q(d"))P,

e O polinémio minimo

Vamos mostrar que para cada matriz A € Mat (C, n) sempre existe pelo menos um polinémio p com a propriedade
que p(A) = 0. Para tal notemos primeiramente que Mat (C, n) é um espaco vetorial complexo de dimensio n?. De fato
toda a matriz A € Mat (C, n), cujos elementos de matriz sao A;; € C pode ser trivialmente escrita na forma

n n

A= ZZAabé"‘”

a=1b=1

onde &% € Mat (C, n) sdo matrizes cujos elementos de matriz sio (é”“b),] = 0i,a0j,5, OU seja, todos os elementos de
matriz de &% sao nulos, exceto o elemento a, b, que vale 1.

E. 9.14 Exercicio. Certo? *

Assim, vemos que as matrizes {&%, a = 1,...,n, b= 1,...,n} formam uma base em Mat (C, n), mostrando que
Mat (€, n) é um espago vetorial de dimensdo n?. Isto posto, temos que concluir que qualquer conjunto de mais de n?
matrizes nao-nulas em Mat (C, n) é linearmente dependente.

Se uma das matrizes A*, k =1, ..., n?, for nula, digamos A7 = 0, entdo o polinémio p(z) = x? tem a propriedade
que p(A) = 0, que é o que desejamos provar. Se, por outro lado, as matrizes A*, k =1, ..., n?, sdo todas nao-nulas,

~ . P 2 1 . . P .
entdo o conjunto {1, A, A2, ..., A"} é linearmente dependente, pois possui n? + 1 elementos. Portanto, existem
constantes cg, ..., ¢,2, nem todas nulas, tais que

col+ 1A+ A2 o 4 epeA” = 0.

Como o lado esquerdo é um polinémio em A, fica provada nossa afirmacao que toda matriz possui um polinémio que a
anula. Chegamos as seguintes defini¢oes:

Defini¢ao. Polinémio Ménico. Um polinémio p : R — C de grau n é dito ser um polindmio ménico se for da forma

p() = 2" +an12" '+ @z tag,

ou seja, se o coeficiente do monémio de maior grau (no caso, z") for igual a 1. Note-se que polinémios monicos nunca
sao identicamente nulos. 'Y

Definigdo. Polinémio Minimo de uma Matriz. Dada uma matriz A € Mat (C, n), o polinémio minimo de A é o
polinémio moénico de menor grau que é anulado em A, ou seja, é o polinémio nao-nulo de menor grau da forma

M(z) = 2™+ am_1z™ 4+ a1z +ag
para o qual M(A) = 0. L)

As consideragdes acima mostram que um tal polinémio sempre existe e que tem grau no maximo igual a n?. Essa
¢, no entanto, uma estimativa exagerada para o grau do polinémio minimo de uma matriz A € Mat (C, n) pois, como
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veremos abaixo, o polinémio minimo de uma matriz A € Mat (C, n) tem, na verdade, grau menor ou igual a n. Isso ¢
um coroldrio de um teorema conhecido como Teorema de Hamilton-Cayley , que demonstraremos abaixo (Teorema 9.3,
péagina 375).

Finalizamos com um teorema bésico que garante a unicidade do polinémio minimo e estabelece sua relagao com
outros polindmios que anulam A.

Teorema 9.2 O polindmio minimo M de wma matriz A € Mat (C, n) € inico. Fora isso se P ¢é wm polindmio ndo-
identicamente nulo que também se anula em A, ou seja, P(A) = 0, entdo P € divisivel por M, ou seja, existe um
polinémio F tal que P(x) = F(x)M(x) para todo x € C. O

Demonstragdo. Dada uma matriz A € Mat (C, n), o polinémio minimo de A é o polinémio de menor grau da forma
M(z) = 2™+ ap1z™ ' 4+ a1z + ao
para o qual M(A) = 0. Vamos supor que haja outro polinomio N da forma
N(z) = ™ +byp_1z™ L 4+ bz + by
para o qual N(A) = 0. Subtraindo um do outro terfamos o polinémio
(M = N)(@) = (am-1—bm-1)a™ "+ + (a1 — b))z + (ao — bo) ,

que tem grau menor ou igual a m — 1 e para o qual vale (M — N)(A) = M(A) — N(A) = 0— 0 = 0. Como, por hipétese,
nao hé polindémios nao-nulos com grau menor que o de M que anulam A, isso é uma contradigao, a menos que M = N.
Isso prova a unicidade.

Seja P um polinémio nao identicamente nulo para o qual valha P(A) = 0. Se p é o grau de P, deve-se ter p > m,
onde m é o grau do polinémio minimo de A. Logo, pelos bem conhecidos fatos sobre divisao de polinémios, podemos
encontrar dois polinémios F e R, cujos graus sao, respectivamente p —m e r com 0 < r < m, tais que

P(x) = F(x)M(z) + R(x) ,

para todo z € C. Ora, isso diz que
P(A) = F(A)M(A) + R(A) .

Como P(A) =0 e M(A) =0, isso implica R(A) = 0. Como, porém, o grau de R é menor que m, tem-se que R deve ser
identicamente nulo. Isso completa a prova. |

9.3.1 O Teorema de Hamilton-Cayley

Vamos aqui demonstrar um teorema sobre matrizes que serda usado mais adiante de vérias formas, em particular no
Teorema Espectral, o chamado Teorema de Hamilton-Cayley®, o qual afirma que toda matriz de Mat (C, n) anula seu
préprio polinémio caracteristico. Esse teorema fornece também, como veremos, um método eficiente para o cdlculo da
inversa de matrizes. Cayley e Hamilton demonstraram casos particulares do teorema para matrizes 2 x 2, 3 x 3 (Cayley)
e 4 x 4 (Hamilton). A primeira demonstragdo geral ¢ devida a Frobenius®. Cayley, Hamilton e Sylvester estio entre os
fundadores modernos da teoria das matrizes®.

Teorema 9.3 (Teorema de Hamilton-Cayley) Seja A € Mat (C, n) e seja pa(x) = det(zl — A) o polindmio carac-
teristico de A (e que tem grau n). Entdio, pa(A) = 0. o

4Sir William Rowan Hamilton (1805-1865).

5 Arthur Cayley (1821-1895).

SFerdinand Georg Frobenius (1849-1917)

7James Joseph Sylvester (1814-1897).

8Muitos certamente se surpreenderio muitissimo em saber que, apesar de suas diversas e importantes contribuigoes & Matemdtica, Cayley
e Sylvester eram originalmente advogados.
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Comentdrio. No caso particular de matrizes diagonalizdveis o Teorema 9.3 pode ser provado elementarmente usando o Teorema Espectral,
como indicado no Exercicio E. 9.21, pagina 386.

Prova do Teorema 9.3. Desejamos mostrar que para todo vetor y € C" vale pa(A)y = 0. Se y = 0 isso ¢ trivial. Se y # 0
mas com Ay = 0 entdo
pa(A)y = (=)™ Ay,

onde A1, -+, A, sdo os autovalores de A. Mas a prépria relagdo Ay = 0 indica que um dos autovalores é igual a zero.
Logo pa(A)y = 0. Mais genericamente, se y # 0 e {y, Ay} nio for um conjunto de vetores linearmente independentes,
entdao Ay e y sdo proporcionais, ou seja, existe um autovalor, digamos, A, tal que Ay = \,y. Nesse caso também tem-se

n—1
pa(A)y = (H(A - m)) (A=Xd)y =0,
i=1
pois (4 — A1)y = Ay — Ay = 0.
Seja entdo y daqui por diante um vetor fixado, nao-nulo e tal que {y, Ay} é um conjunto de dois vetores nao-nulos e
linearmente independentes.

Como o espago C" tem dimensao n, nem todos os conjuntos de vetores da forma
2 y
{y, Ay, A%y, ..., Ay}
sdo formados por vetores nio-nulos linearmente independentes. Por exemplo, se j > n, o conjunto {y, Ay, A%y, ..., Aly}
nao pode ser formado por vetores nao-nulos linearmente independentes pois seu nimero excede a dimensao do espago.

Seja k o maior nimero tal que {y, Ay, A%y, ... A¥"1y} é um conjunto de vetores nio-nulos e linearmente indepen-
dentes. E claro que 1 < k <n.

E claro também, pela defini¢ao de k, que
Afy = by +hea Ay + o+ ARy (9-38)

para constantes hq,..., hy.

Vamos denominar z; = AF"ly, 2o = A" 2y, ... 2 =y, ou seja, zj = Ab=iy j =1, ..., k, todos nio-nulos por
hipétese. Caso k < n, escolhamos ainda vetores zj11,. .., z, de modo que o conjunto {z1, ..., z,} forme uma base em
o

Coloquemo-nos agora a seguinte questao: qual é a forma da matriz A nessa base? No subespago gerado pelos vetores
{z1, ..., 2} tem-se o seguinte: parai = 2,...,k vale Az; = z;_;. Além disso, por (9.38), Az; = hiz1+hoza+- -+ hyzp.
Isso mostra que o subespago gerado pelos vetores {z1, ..., 2z} ¢ invariante pela agdo de A e o operador linear A, no
mesmo subespago, tem a forma

hy 1 0 ... 0 O
hy 0 1 . 0 0
(9.39)
hg—a 0 O 1 0
he—1 0 0 0 1
hy, 0 0 0 0
E. 9.15 Ezercicio. Justifique isso. *

Se designarmos por P o operador que realiza essa mudanga de base, o operador linear A na base {z1, ..., z,} tem,

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio de 23 de outubro de 2017. Capitulo 9 377/2345

portanto, a forma A’ = P~'AP, onde
o Ar Ok, n—k
Ay As

onde A; é a matriz k x k definida em (9.39), A2 é uma matriz (n — k) x k e Az é uma matriz (n — k) x (n — k). Nao nos
serd necessario especificar os elementos das matrizes A e Ajg.

Outros segundos (minutos?) de meditagao, usando a Proposigao 9.3 da pégina 364, nos levam a concluir que o
polinémio caracteristico ps pode ser escrito como

pa(z) = det(zl — A’) = det(21 — A;) det(zl — A3) .

O estudante deve recordar-se que as matrizes A e A’, por serem similares, tém o mesmo polindémio caracteristico (Pro-
posi¢ao 9.5, pagina 366).

Vamos denominar i (z) = det(z1—A;) e ri(z) = det(zl—Asz). Claramente, pa(z) = qx(x)r(x). Nao serd necessdrio,

no que segue, calcular r, mas precisaremos calcular g;. Como esse pequeno resultado tem interesse independente, vamos
formulé-lo como um lema, para futura referéncia.

Lema 9.1 Para hy, ..., hy € C, tem-se
z—hy -1 0 ... 0 0
—hs z -1 . 0 0
qr(z) = det ’ ' = af — (hia® ' o o+ Ry (9.40)
—hr—2 0 0o . -1 0
—hk—1 0 0 z -1
—hy 0 0 0 x

Prova. A prova é feita por indugdo. Para k = 2 vale

z—h -1 .
q2(z) = det =22 —hz—hy.

—hs x
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Para k > 2, tem-se, pelas bem conhecidas regras de calculo de determinantes,

r—hy -1 0 0 r—hy -1 0 0
—hs z . 0 0 —ho x . 0 0
qe(z) = zdet + 1det
—hk—2 O z -1 —hk—o O xr -1
—hg—1 0 ... 0 x —hy, 0o ... 0 0
(k—1)x (k—1) (k—1)x (k—1)
-1 0 ... 0 0
z -1 . 0 0
= age-1 (@) + (=1 (<) det
0o 0 . -1 0
0 0o ... = -1
(k—2)x (k—2)
= age1(z) + (1) he(=1)F?
= wgp ()~ i (9.41)
E. 9.16 Ezercicio. Complete os detalhes. *

Assim, se pela hipétese indutiva ¢x_; é da forma
qr—1(x) = Pl (h,la:k’z + o hg_ox + 1)
segue de (9.41) que
ae(x) = @ = (a4 o 4 hyesn)) — i
= oF— (" o+ ha® + e+ ) (9.42)
como querfamos provar. ]
Retomando, temos que pa(A)y = qr(A)ri(A)y = ri(A)gp(A)y. Sucede, porém, que qr(A)y = 0. De fato, pelo

computo acima,
a(A)y = AFy — ARy — oy A%y — g Ay — hyy

que ¢ igual a zero por (9.38). Logo pa(A)y = 0. Como y foi escolhido arbitrario, segue que pa(A) = 0, demonstrando o
Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 9.3. |

e O Teorema de Hamilton-Cayley e a inversa de matrizes

O Teorema de Hamilton-Cayley fornece-nos um método de calcular a inversa de matrizes nao-singulares. De fato, se
pa(z) = 2" +an_12" "L+ + a1 + ag é o polindmio caracteristico de uma matriz nao-singular A, entdo o Teorema de
Hamilton-Cayley afirma que

A" fa, A" b a At apl = 0,
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ou seja,
A (A"fl tap 1 AT b ag A+ al) = —apl.
Isso tem por implica¢ao
1 .
ATl = —— (A e, AT+ b apAt anl) (9.43)
ap

Vide (9.164), pagina 448, para uma expressao mais explicita.
Nota. Usando a defini¢do de polinémio caracteristico p4(x) = det(z1 — A), é evidente (tomando-se x = 0) que ag = (—1)" det(A). Assim,

ap # 0 se e somente se A for nao-singular.

Em muitos casos a formula (9.43) é bastante eficiente para calcular A~1, pois a mesma envolve poucas operagdes
algébricas em comparacao com outros métodos, o que é uma vantagem para valores grandes de n. Compare, por
exemplo, com a regra de Laplace, expressio (9.20), pagina 360, para o cdlculo de A, que envolve o computo de n? + 1
determinantes de submatrizes de ordem n — 1 de A.

E. 9.17 Ezercicio. Use esse método para calcular a inversa das suas matrizes n3o-singulares favoritas. *

e De volta ao polinémio minimo

O Teorema 9.2, pagina 375, e o Teorema de Hamilton-Cayley, juntos, permitem-nos precisar algo a respeito da forma
geral do polinémio minimo de uma matriz.

Se A € Mat (C, n) tem r autovalores distintos a1, ..., @, cada qual com multiplicidade algébrica a1, ..., ar,
respectivamente, entao seu polindmio caracteristico pa é da forma

r

palz) = H (x — ag)™ .

k=1

Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, pa(A) = 0 e, portanto, pelo Teorema 9.2, M, o polindmio minimo de A, divide ¢.
Logo, M deve ser da forma

s

M@@) = [J@—ax), (9.44)
=1
onde s < r, {ag,, ..., ag,} C {1, ..., ay} eonde 0 < by < ay, para todo 1 <1 < s. Seja agora, porém, v, # 0 um

autovetor de A com autovalor a,, Segue do fato que M (A4) =0 que
s s
0 = M(A)w, = H(A — a'kl]l)bl Uy = H(um — akl)’” Upn -
=1 =1

Logo, [T, (am — ag, ) = 0 e isso implica que o, € {ay,, ..., ak,}. Como isso vale para todo 1 < m < r, segue que
{ar, ...y ap} C{any, ..., ag,} e, portanto, {aq, ..., a,} = {ak,, ..., ai,}. Nossa conclusdo é resumida no seguinte:

Proposicao 9.15 Seja A € Mat (C, n) com r autovalores distintos au, ..., ap € C, cada qual com multiplicidade
algébrica ay,, ..., ar, sendo 1 <r <n. Entao, M, o polinomio minimo de A, é da forma

.

M(z) = [ (@ = aw), (9.45)

k=1

Vo € C, onde 0 < by < a; para todo 1 <1 < r. Em particular, se A € Mat (C, n) tiver ezatamente n autovalores
distintos, teremos que by = a; =1 para todo 1 <1 <mn, e

—-

M) = pa(z) = |] (z—ax),

k:

vz e C. O

1
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e Usos do Teorema de Hamilton-Cayley para matrizes 2 x 2

E. 9.18 Ezercicio. Usando o Teorema de Hamilton-Cayley, mostre que toda matriz 2 x 2 complexa A € Mat (C, 2) satisfaz
A? — Tr(A)A +det(A)1 = 0. (9.46)
Sugestdo: se A= (¢?5), mostre que seu polindmio caracteristico é pa(z) = 2> — Tr(A)x + det(A).
Se A € Mat (C, 2) for inversivel, mostre com uso de (9.46) que vale a simples relagdo

-1

1
= =@ [Tr(A)1 - A] . (9.47)

Assim, se A = (2Y) tem inversa (ou seja, se ad — be # 0), entdo A"t = adlbc [(“td ai,,) — (e 2)} = ﬁ (,dL. ;b), resultado esse
bem conhecido e que pode ser obtido por diversos outros métodos.

A identidade (9.46) tem emprego importante na Mecinica Quéntica de sistemas desordenados unidimensionais e na Mecanica
Estatistica. *

9.3.1.1 O Teorema da Aplicacao Espectral para Matrizes

Vamos nesta se¢gao demonstrar um importante teorema sobre o espectro de matrizes. Esse teorema e sua demonstragao
deixam-se generalizar com toda literalidade a uma situagdo mais geral, a saber, a de algebras de Banach. Vide Segao
41.3.5.1, pagina 2104.

Como acima, denotamos por o(M) o espectro (conjunto de autovalores) de uma matriz M € Mat (C, m). Seja a
algebras de matrizes Mat (C, m) e seja um polinémio p(z) = ag + a1z + - -+ + a, 2" definido para z € C. Para A €
Mat(C, n) definimos, como antes, p(A) := apl + a1 A+ --- + a, A" € Mat (C, m). O Teorema da Aplicacao Espectral,
que demonstraremos logo abaixo consiste na afirmacao que o(p(A)) = p(J(A)), onde

p(a(4)) == {p(\), Aeo(A)}.
Para demonstré-lo, usaremos o seguinte resultado:

Lema 9.2 Seja A € Mat (C, m). Entao, se A € 0(A), a matriz (A — A1)q(A) ndo tem inversa para nenhum polinémio
q. (m]

Prova. Seja p(z) := (z — A)q(z). Entdo, p(A) = (A — A)g(A). E evidente que g(A) e p(A) comutam com A: g(A)A =
Aq(A) e p(A)A = Ap(A). Desejamos provar que p(A) ndo tem inversa e, para tal, vamos supor o oposto, a saber, vamos
supor que exista W € Mat (C, m) tal que Wp(A) = p(A)A = 1.

Vamos primeiramente provar que A e W comutam. Seja C' := WA — AW. Entao, multiplicando-se & esquerda
por p(A), teremos p(A)C' = A — p(A)AW = A — Ap(A)W = A— A = 0. Assim, p(A)C = 0 e multiplicando-se essa
igualdade a esquerda por W teremos C' = 0, estabelecendo que WA = AW. Naturalmente, isso implica também que
q(A)W = Wq(A).

Agora, por hipétese, A satisfaz p(A)W = Wp(A) = 1, ou seja, (A — A1)g(A)W =1 e W(A — A1)q(A) = 1. Usando
a comutatividade de ¢(A) com A e com W, essa tltima relacio pode ser reescrita como g(A)W (A — A1) = 1. Assim,
estabelecemos que

(A )\]l)(q(A)W) -1 e (q(A)W)(A AL = 1
o que significa que A — A1 tem inversa, sendo (A — A1)~ = ¢(A)W, uma contradi¢do com a hipStese que A € a(A).
Logo, p(A) nao pode ter inversa. |

Passemos agora ao nosso objetivo.
Teorema 9.4 (Teorema da Aplicacao Espectral (para matrizes)) Seja A € Mat (C, m). Entao,
o(p(4)) = p(o(4)) = {pm re a(A)} (9.48)

para todo polinémio p. m}
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Prova. Vamos supor que p(z) = ag + a1z + -+ + anz" seja de grau n > 1, pois no caso de um polinémio constante a
afirmativa ¢é trivial. Naturalmente, a,, # 0.

Tomemos p € o(p(A)), que é nao-vazio, como sabemos, e sejam o, ..., q, as n raizes do polinémio p(z) — p em C.
Entao, p(z)—p = an(z—o1) - - - (2—an), 0 que implica p(A)—pl = an(A—a;l) - - - (A—ay1). Se nenhum dos a; pertencesse
a o(A), entao cada fator (A — ;1) seria inversivel, assim como o produto an (A4 —a;1)--- (A — a,1), contrariando o fato
de 11 € o(p(A)). Logo, algum dos a; pertence a o(A). Como p(a;) = p, isso diz que o (p(A)) C {p()), A € 7(A)}.

Provemos agora a reciproca. J& sabemos que o(A) é nao-vazio. Para A € o(A) tem-se evidentemente que o polinémio
p(z) — p(A\) tem A como raiz. Logo, p(z) — p(A\) = (z — N)g¢(z), onde ¢ é um polinémio de grau n — 1. Portanto,
p(A) — p(A\)1 = (A — A1)g(A) e como (A — A1) nio é inversivel, p(4) — p(\)1 também nao pode sé-lo (pelo Lema 9.2,
pégina 380), o que diz-nos que p(A) € o(p(A)). Isso significa que {p(A), A € o(A)} C o(p(A)), estabelecendo que
a(p(4)) = {p(\), A€ o(A)}. u

9.4 Matrizes Diagonalizaveis e o Teorema Espectral

e Matrizes diagonalizdveis

Vamos agora apresentar uma nogao intimamente ligada & de matriz simples introduzida acima (pdgina 370), mas de
importancia maior.

Definigao. Uma matriz A € Mat (C, n) ¢ dita ser uma matriz diagonalizdvel se existir uma matriz inversivel P €
Mat (C, n) tal que P~'AP é uma matriz diagonal, ou seja,

d -+ 0
P'AP = D = diag(dy, ..., d,) =
0 --- d,

L)

E ficil de se ver que os elementos da diagonal de D séo os autovalores de A. De fato, se A é diagonalizavel por P,
vale para seu polinomio caracteristico

p(\) = det(\L — A) = det(P~}(A\1 — A)P) = det(\1 — P"'AP) = det(\1 — D)

= det : = A=d)-(AN=dy),
0 e A—d,
0 que mostra que os d; sao as raizes do polinomio caracteristico de A e, portanto, seus autovalores.

E. 9.19 Ezercicio. Justifique todas as passagens acima. *

e Diagonalizagao de matrizes

O préximo teorema é fundamental no estudo de matrizes diagonalizaveis.

Teorema 9.5 Uma matriz A € Mat (C, n) é diagonalizdvel se e somente se possuir um conjunto de n autovetores
linearmente independentes, ou seja, se e somente se o subespaco gerado pela colegao de todos os autovetores de A possuir
dimensao n. m]
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Prova. Vamos primeiro provar que se A € Mat (C, n) possui um conjunto de n autovetores linearmente independentes
entdo A ¢é diagonalizavel. Para tal vamos construir a matriz P que diagonaliza A.

Seja {v', ..., v} um conjunto de n autovetores linearmente independentes de A, cujos autovalores sio {d1, ..., d,},
respectivamente. Vamos denotar as componentes de v na base canénica por v}, j = 1,...,n. Seja a matriz P definida
por P = [ih 7] ousein

ol

P =
1 o
vl

Como se vé pela construgao, a a-ésima coluna de P ¢ formada pelas componentes do vetor v*. Por (9.12), segue que
AP = |[A1)1, Av”] = |[dlvl, RN d,m"]] .
Por (9.15) vale, porém, que

ol
vl op di - 0

I[dlvl, A d,,'u”] = — PD.

E. 9.20 Ezercicio. Verifique. *

Portanto, AP = PD. Como, por hipétese, as colunas de P sao formadas por vetores linearmente independentes,
tem-se que det(P) # 0 (por que?). Logo, P é inversivel e, portanto, P~ AP = D, como querfamos demonstrar.

Vamos provar agora a afirmagao reciproca que se A é diagonalizdvel, entdo possui n autovetores linearmente inde-
pendentes. Suponha que exista P tal que

d -+ 0
P'AP = D =
0 dp,
E evidente que os vetores da base canonica
1 0 0
0 1 0
e =1ol, =10l . e =

0
0 0 1

sao autovetores de D com De® = d,e®. Logo, v* = Pe® sao autovetores de A, pois

Av® = APe® = PDe® = P(d.e") = doPe® = dv* .
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Para provar que os vetores v® sao linearmente independentes, suponha que existam nimeros complexos aq, ..., a, tais
que a1v! 4+ -+ 4+ a,v™ = 0. Multiplicando-se & esquerda por P~! terfamos aje! 4 --- 4+ aye™ = 0. Como os e® sio
obviamente linearmente independentes, segue que a1 = --- = ay, = 0. |

e Matrizes diagonalizdveis e matrizes simples

Vamos agora discutir a relagdo entre os conceitos de matriz diagonalizdvel e o de matriz simples, conceito esse
introduzido a pagina 370. Tem-se a saber o seguinte fato:

Proposigao 9.16 Uma matriz A € Mat (C, n) € diagonalizdvel se e somente se for simples, ou seja, se e somente se a
multiplicidade algébrica de cada wm dos seus autovalores coincidir com sua multiplicidade geométrica. m]

Prova. Se A ¢ diagonalizavel existe P tal que P~'AP = D, diagonal. Como toda matriz diagonal, D é simples.
Escrevamos D na forma

D = diag | a1, ..., @1, ooy Qpy oony O,y
a) vezes a, vezes

Um conjunto de n-autovetores de D linearmente independentes é fornecido pelos vetores da base canonica:

—
o
=}

0 1 0
= 1o 2=y et =
0
0 0 1
Os vetores €', ..., e% geram o subespaco de autovetores com autovalor a; de D etc.

Para a matriz A, os vetores Pe',..., Pe® geram o subespaco de autovetores com autovalor a; etc. E claro que a
dimenséao desse subespago é aj, pois Pel,..., Pe® sdo linearmente independentes, j& que os vetores da base canonica
e',...,e" o0 sdo. Como isso também vale para os demais autovalores concluimos que A é simples.

Resta-nos agora mostrar que se A € Mat (C, n) é simples entdo A é diagonalizdvel. Como antes, sejam a1, ..., a,

1 < r < n, seus autovalores distintos, cada qual com multiplicidade algébrica aq, . ar, respectivamente, e seja €(a;)
o subespago gerado pelos autovetores com autovalor a;. Como A ¢é simples, tem-se que a dimensao de &(;) é a;. Ja
observamos (péagina 369) que subespagos €(«;) associados a autovalores distintos tém em comum apenas o vetor nulo.
Assim, se em cada &(a;) escolhermos a; vetores independentes, teremos ao todo um conjunto de Z::] a; = n autovetores
(vide (9.30)) linearmente independentes de A. Pelo Teorema 9.5, A ¢ diagonalizdvel, completando a prova. |

e Projetores

Uma matriz £ € Mat (C, n) ¢ dita ser um projetor se satisfizer
E* = E.
Projetores sao também denominados matrizes idempotentes.

Discutiremos vérias propriedades importantes de projetores adiante, especialmente de uma classe especial de proje-
tores denominados projetores ortogonais. Por ora, vamos mostrar duas propriedades que usaremos logo abaixo quando
discutirmos o teorema espectral.

A primeira propriedade é a afirmacao que se A é um autovalor de um projetor £ entdo ou A é igual a zero ou a um.
De fato se v é um autovetor associado a um autovalor A de E, tem-se que Ev = \v e E?v = A\2v. Como E? = E, segue
que A2v = M. Logo A(A — 1) = 0 e, portanto, A =0 ou A = 1.
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A segunda propriedade ¢ uma consequéncia da primeira: o trago de um projetor E € Mat (C, n) é um nimero inteiro
positivo ou nulo, mas menor ou igual a n. De fato, pela defini¢ao, o trago de um projetor E é a soma de seus autovalores.
Como o0s mesmos valem zero ou um a soma é um inteiro positivo ou nulo. Como hé no maximo n autovalores a soma
nao pode exceder n. Na verdade, o inico projetor cujo trago vale exatamente n é a identidade 1 e o unico projetor cujo
trago vale exatamente 0 é a matriz nula (por que?).

Essas observagoes tém a seguinte consequéncia que usaremos adiante. Se Fy,..., E, sdo r projetores nao-nulos com
a propriedade que
r
1= g E,
a=1

entao r < n. Para ver isso, basta tomar o trago de ambos os lados dessa expressao:
r
Tr(1) = > Tr(E,). (9.49)
a=1

O lado esquerdo vale n enquanto que o lado direito é uma soma de r inteiros positivos. Obviamente isso s6 é possivel se
r<n.

Uma outra observagao ttil é a seguinte: se E e E’ sao dois projetores satisfazendo EE’ = E'E = 0, entao E + E’ é
igualmente um projetor, como facilmente se constata.

e O Teorema Espectral

O chamado Teorema Espectral é um dos mais importantes teoremas de toda a Algcbra Linear e, em verdade, de
toda Anélise Funcional, j4 que o mesmo possui generalizagdes para operadores limitados e nao-limitados (autoadjuntos)
agindo em espagos de Hilbert. Dessas generalizagoes trataremos na Secao 41.8.2, pagina 2187, para o caso dos chamados
operadores compactos e na Se¢ao 41.9, pagina 2193, para o caso geral de operadores limitados autoadjuntos. Nessa versao
mais geral o teorema espectral é de importancia fundamental para a interpretagao probabilistica da Fisica Quantica. Vide
discussao da Segao 43.3, pagina 2281.

Teorema 9.6 (Teorema Espectral para Matrizes) Uma matriz A € Mat (C, n) é diagonalizdvel se e somente se
existirem r € IN, 1 < r < n, escalares distintos a1, ..., o, e projetores nao-nulos distintos Ey, ..., E, € Mat (C, n)
tais que

A=Y k., (9.50)
a=1
1= E, (9.51)
a=1

EB; = 6 ;E; .

Os escalares oy, ..., a vém a ser os autovalores distintos de A. (]

Adiante demonstraremos uma versdo um pouco mais detalhada desse importante teorema (Teorema 9.8, abaixo). Os
projetores E, que surgem em (9.50) sio denominados projetores espectrais de A. A decomposicao (9.50) ¢é frequentemente
denominada decomposi¢io espectral de A. Na Proposicao 9.18, pigina 386 mostraremos como os projetores espectrais
E, de A podem ser expressos em termos de polindmios em A. Na Proposigao 9.19, pagina 387, provaremos a unicidade
da decomposigao espectral de uma matriz diagonalizavel.

Prova do Teorema 9.6. Se A € Mat (C, n) é diagonalizével existe P € Mat (C, n) tal que P"'AP = D = diag (A1, ..., An),

onde Ai, ..., A, sdo os autovalores de A. Como pode haver autovalores repetidos, vamos denotar por {ai, ..., a,},
1 < r < n, o conjunto de autovalores distintos de A.

E bem claro que podemos escrever

D = zr:aaKa,
a=1
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onde as matrizes K, sao todas matrizes diagonais, cujos elementos diagonais sdo ou 0 ou 1 e tais que
»
> K. =1. (9.52)
a=1

As matrizes K, sao simplesmente definidas de modo a terem elementos de matriz iguais a 1 nas posigoes da diagonal
ocupadas pelo autovalor a,, em D e zero nos demais. Formalmente,

1, sei=je(D)y=a,

(Ka)ij = 0, sei=je (D) #
0, sei#j
Por exemplo, se
2 0 00 1000 0000 0000
03 00 00 00 0100 00 00
D = teremos D =2 +3 +4
00 20 0010 00 00 00 00
00 0 4 00 00 00 00 00 01

E facil constatar que as matrizes K, tém a seguinte propriedade:
KKy = da,5 Ka- (9.53)

De fato, ¢ evidente que (K,)? = K, para todo a, pois K, é diagonal com zeros ou uns na diagonal. Analogamente, se
a# b K,K, =0, pois os zeros ou uns aparecem em lugares distintos das diagonais das duas matrizes.

Como A = PDP~}, tem-se que

.
A= a.E,,
a=1

onde E, := PK,P~'. E facil agora provar que 1 = ZE“ e que E;Ej = §; jE;. De fato, por (9.52),

a=1

i:E = i:PKaP’l = P<iK,,) P! = p1p7! = 1.
a=1 a=1 a=1

Analogamente, tem-se por (9.53),
E.Ey = PK,PT'PK,P~' = PKJK,P™" = 6,4 PK,P™" = 6,4 E, .
Vamos agora provar a reciproca. Vamos supor que A possua a representagao (9.50), onde os E,’s satisfazem as
propriedades enunciadas.
Notemos primeiramente que para @ € C", e para k € {1, ..., r}, tem-se por (9.50)
r
AELr = Za]E]Ekm = apErx .
j=1

Logo, ou Exxz = 0 ou Ejz é autovetor de A. Assim, o subespaco 8 gerado pelos conjunto de vetores {Eyz, v € C*, k =
1, ..., r} é um subespaco do espaco A gerado pelos autovetores de A. Agora, por (9.51), temos, para todo = € C",

r = lr = iEkL
k=1
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e este fato revela que C" = 8 C A e, portanto, que A = C™. Assim, pelo Teorema 9.5, pagina 381, A ¢é diagonalizdvel.
Isso completa a demonstragao. |

No Teorema 9.8, pagina 389, apresentaremos uma segunda demonstrac¢ao do Teorema Espectral para Matrizes, a qual
langa luz sobre outras condigoes de diagonalizabilidade de matrizes. Antes, exploremos algumas das consequéncias do

Teorema Espectral.

e O Calculo Funcional para matrizes diagonaliziveis

O Teorema Espectral tem o seguinte coroldrio, muitas vezes conhecido como cdlculo funcional.

Teorema 9.7 (Célculo Funcional) Seja A € Mat (C, n) uma matriz diagonalizdvel e seja

A = zr: a.E,
a=1

sua decomposi¢ao espectral, de acordo com o Teorema Espectral, o Teorema 9.6, onde 0s og, a =1, ..., r, com0<r<n
sao os autovalores distintos de A e os E,’s sio os correspondentes projetores espectrais. Entao, para qualquer polinémio
p vale

p(A) = Y plaa)Ea - (9.54)

’ - -
Prova. Tem-se, pelas propriedades dos E,’s, A2 = Z agapE By = Z qapda. bE, = Z(aa)zEa. Analogamente,

a, b=1 a, b=1 a=1
r

mostra-se que A" = Z(aa)m E,, para qualquer m € IN. O resto da prova ¢ trivial. |

a=1

E. 9.21 Ezercicio. Usando (9.54) demonstre novamente o Teorema de Hamilton-Cayley (Teorema 9.3, pagina 375), agora apenas
para o caso particular de matrizes diagonaliziveis. *

Por simples constatagao verifica-se também facilmente a validade do seguinte resultado, que usaremos diversas vezes:
-
Proposigao 9.17 Seja A € Mat (C, n) uma matriz diagonalizdvel e inversivel e seja A = Z a.E, sua decomposicao

a=1

»
1
espectral, de acordo com o Teorema Espectral, o Teorema 9.6. Entdo, A~' = Z —FE,. [m}
Qq
a=1

e Obtendo os projetores espectrais

O Célculo Funcional para matrizes, Teorema 9.7, tem diversas consequéncias préticas, uma delas sendo a seguinte
proposicao, que permite expressar os projetores espectrais de uma matriz A diretamente em termos de A e seus autova-
lores.

Proposigao 9.18 Seja A € Mat (C, n), ndo-nula e diagonalizdvel, e seja A = a1E1+---+ . E,, com os ay,’s distintos,

sua representagdo espectral, descrita no Teorema 9.6. Sejam os polindmios pj, j =1, ..., r, definidos por
-
T— o
pilx) = — . 9.55
o =TT (=) (955)
1#]
Entao,
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para todo j =1, ..., 7. [m}

Prova. Pela defini¢cao dos polindmios p;, é evidente que p;(au) = d; . Logo, pelo Célculo Funcional para matrizes,

pi(A) = ij(ak)Ek = Ej.
k=1

e O Teorema Espectral para matrizes. Unicidade

Proposicao 9.19 A representagio espectral de uma matriz diagonalizivel A € Mat (C, n) descrita no Teorema 9.6 €
unica. ]

”
Demonstragdo. Seja A € Mat (C, n) diagonalizdvel e seja A = Za;‘-,Ek a representagao espectral de A descrita no
k=1
”
Teorema 9.6, onde ay, k=1, ..., 7, com 1 < r < n sdo os autovalores distintos de A, Seja A = ZOLLEL uma segunda
k=1
representagao espectral para A, onde os a}’s sdo distintos e onde os Ej’s sio nao-nulos e satisfazem EjE] = §; E] e
v
1= Z EJ,. Por essa tltima propriedade segue que para um dado vetor z # 0 valex = }_;_; Ejz, de modo que nem todos
k=1

,

os vetores Ejx sio nulos. Seja By, x um desses vetores nao-nulos. Tem-se que AE, ==Y, o} E By © = o) By x. Isso
mostra que aj, é um dos autovalores de A e, portanto, {aj, ..., aj..} C {a1, ..., a,}. Isso, em particular ensina-nos
que 7' < r. Podemos sem perda de generalidade considerar que os dois conjuntos sejam ordenados de modo que o, = v
para todo 1 < k < r’. Assim,

T '
A=Y B =Y apk. (9.57)
k=1 k=1
Sejam agora os polindmios p;, j =1, ..., r, definidos em (9.55), os quais satisfazem p;(o;) = 1 e p;(ay) = 0 para

todo k # j. Pelo Célculo Funcional descrito acima, segue de (9.57) que, com 1 < j <7/,

T 7‘/
pi(4) = ij(ak)Ek = ZP](QIC)EL ’ B = EI/
k=1 k=1
=B, =E)

(A igualdade p;(A) = EZ,:I pj(ar)E], segue do fato que os Ej’s satisfazem as mesmas relagoes algébricas que os Ej’s
e, portanto, para a representagao espectral de A em termos dos Ej’s vale também o Calculo Funcional). Como 1 =

- - -
Z E, = Z Ej, e como E; = Ej para 1 < j <7/, tem-se z Ej, = 0. Multiplicando isso por E; com r' +1 <[ <,

k=1 k=1 k=r'+1
segue que E; = 0 para todo 7’ +1 <[ < r. Isso s6 é possivel se r = 1/, pois os E'k’s sdo nao-nulos. Isso completa a
demonstragao. |

e Algumas outras identidades decorrentes do Teorema Espectral

Proposigao 9.20 Seja A € Mat (C, n) uma matriz diagonalizivel e invertivel, cujos autovalores distintos sejam
{a1, ..., ap}, para algum 1 <r < n. Entdo, vale a identidade

”

[T | 1 (4-an) =

J=1 1=1
ik £k

”
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para cada k € {1, ..., r}. [m]

Observe-se também que (9.58) implica

IT (o — o) (A-aiz) = I (- ) (4" —ai'a) (9.59)
17k 17
‘
(GO T - )
T g (A - (w]l) = g (A 1_g; 111) . (9.60)

Prova da Proposi¢cdo 9.20. Pelo Teorema Espectral e por (9.56) podemos escrever A em sua representacao espectral:

IS

A= ink HL TT(4-en). (9.61)
k=1

=1 A — Qj =1
i#k 12k

Se A é também invertivel, a Proposi¢ao 9.17, pdgina 386, informa-nos que

-

- r

1 1

At = [T | TT(A-ar).
Gk 1#k

Por outro lado, se A é invertivel, A~! ¢ diagonalizdvel (justifique!), ¢ seus autovalores distintos sao {ay’, ..., a;

(justifique!). Logo, a representagio espectral de A~1 é

r r
-1 -1 1 -1 —1
A = E ay H — — H A7 —a 1),
k=1 =t Y T
ok 17k

onde as matrizes ( ot =y 1) i
1
i

Sk =
Proposigao 9.17, obtemos

(A’l - u[l]l) sd0 0s projetores espectrais de A=, Aplicando novamente a

v v ’
1
A=Y a|[[—=—=]|II(4"-a1). (9.62)
k=1 FETE T e
ik 12k

Comparando (9.61) a (9.62) e evocando a unicidade da representacgao espectral de A, concluimos pela validade de (9.58)
para cada k € {1, ..., r}. |

E. 9.22 Ezercicio. Seja A € Mat (C, n) uma matriz diagonalizdvel e invertivel com apenas dois autovalores distintos, a1 e as.
Usando (9.58) ou (9.60) mostre que

AT = (o +a2)1 - 4). (9.63)
[e5Ne5)
Essa relagdo ndo é geralmente vélida para matrizes n3o-diagonalizdveis e invertiveis com apenas dois autovalores distintos. A matriz
110 . " - Py . e ~ . vy .
(85 0 ) tem autovalores +1 e —1, é invertivel, ndo ¢é diagonalizivel e ndo satizfaz (9.63). Verifique! Prove (9.63) diretamente do

Teorema Espectral. *

e O Teorema Espectral para matrizes. Uma segunda visita

O Teorema Espectral, Teorema 9.6, pode ser formulado de um modo mais detalhado (Teorema 9.8). A principal
utilidade dessa outra formulacdo é a de fornecer mais informagdes sobre os projetores espectrais E, (vide expressao
(9.66), abaixo). Obtém-se também nessa nova formulagio mais condi¢oes necessérias e suficientes a diagonalizabilidade
e que podem ser lteis, como veremos, por exemplo, no Teorema 9.22 provado adiante (pdgina 392). No teorema a seguir
e em sua demonstragao seguimos parcialmente [106].
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Teorema 9.8 (Teorema Espectral para Matrizes. Versao Detalhada) Seja A € Mat (C, n). Sdo equivalentes
as seguintes afirmagoes:

1. A possuin autovetores linearmente independentes, ou seja, o subespago gerado pelos autovetores de A tem dimensdao
n.

2. A ¢ diagonalizdvel, ou seja, existe uma matriz P € Mat (C, n) inversivel tal que P~YAP é uma matriz diagonal
diag (d1, ..., dyn), onde os d;’s siao autovalores de A.

3. Para todo vetor x € C" e todo escalar A € C tais que (A — A\1)%x = 0, vale que (A — M)z = 0.

4. Se & € um vetor nao-nulo tal que (A — Al)z = 0 para algum X\ € C entdo ndo existe nenhum vetor y com a
propriedade que (A — A1)y = z.

5. Todas as raizes do polindmio minimo de A tém multiplicidade 1.

6. Ezistem r € W, escalares distintos aq, ..., a, e projetores distintos Ey, ..., E, € Mat(C, n), denominados
projetores espectrais de A, tais que
-
A = ZauEm
a=1

Além disso, as matrizes E, satisfazem

1=)E, (9.64)
a=1

EE; = 0; jE; . (9.65)
Os projetores espectrais Ey, do item 6, acima, podem ser expressos em termos de polindmios da matriz A:

B = — (), (9.66)
my (o)

para todo k, 1 <k <r, onde os polindomios my, sao definidos por
M(z) = (z — ag)me() ,

M sendo o polinémio minimo de A. m}

Demonstragdo. A prova da equivaléncia serd feita demonstrando-se sucessivamente as seguintes implicagoes: 1 — 2,
2—-53,3—-4,4—-55—6,6—1 Quelimplica 2 ji foi demonstrado no Teorema 9.5, pdgina 381.

2 — 3. Seja D = P~'AP diagonal. D = diag(dy, ..., d,). Seja (A — A1)%z = 0. Segue que
PT'(A-M)?Py =0
onde y = P~z Logo,

(D—-A1)%y =0,

Y1
ou seja, (dj —A)?y; =0, j =1,..., n, onde y; sdo as componentes de y: y = ( : ) Agora, é evidente que se
Yn
(do — N\)*ya = 0 entio (d, — N\)ya = 0. Logo
(D=XA1)y = 0.

Usando-se y = P~ 'z e multiplicando-se & direita por P, concluimos que
0 = P(D-M\)P 'z = (PDP' - A)z = (A- M)z,

que é o que querfamos provar.
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3—4.

4 —5.

A prova ¢ feita por contradigao. Vamos supor que para algum vetor z # 0 exista A € C tal que (A — A1)z = 0.
Suponhamos também que exista vetor y tal que (A — A1)y = z. Terfamos

(A= A1)’y =(A- A1)z =0.
Pelo item 3 isso implica (A — A1)y = 0. Mas isso diz que z = 0, uma contradigao.

Seja M o polinémio minimo de A, ou seja, o polinémio ménico® de menor grau tal que M(A) = 0. Vamos
mostrar que todas as raizes de M tém multiplicidade 1. Vamos, por contradi¢ao, supor que haja uma raiz, Ag, com
multiplicidade maior ou igual a 2. Terfamos, para z € C,

M(z) = pa)(@ o).

Assim, M(A) = p(A)(A — \1)? = 0. Como M é, por defini¢iio, o polinémio de menor grau que zera em A, segue
que
PAYA—do1) £ 0.
Assim, existe pelo menos um vetor z tal que p(A)(A—Xo1)z # 0. Vamos definir um vetor = por @ := p(A)(A—Ao1)z.
Entao,
(A= oDz = (A= AL)p(A) (A~ Nol)z = p(A)(A— 1)’z = M(A)z = 0,

pois M(A) = 0. Agora, pela definicao,
T = (A= Jol)y,

onde y = p(A)z. Pelo item 4, porém, isso é impossivel.

. Pela hipétese que as raizes de M sdo simples segue da expressao (9.45) da Proposigao 9.15, pagina 379, que para

zeC,
-
M) = [[@-ay).
j=1
onde o sao as raizes de M e que coincidem com os r autovalores distintos de A. Para k = 1, ...,r defina-se os

polinémios my, por
M(z) = (z — ag)mu(z) ,

ou seja,
»

mi(z) = H(z — ) .
s
E claro que mi(a;) =0 <= j#k (por que?).
Vamos agora definir mais um polinémio, g, da seguinte forma:

<
g(z) = lszmmk(m).

— Mk
Como os polindémios my, tém grau r — 1, o polindémio g tem grau menor ou igual a r — 1. Porém, observe-se que,
para todos os oy, j =1,...,7, vale

r

>

Assim, g tem pelo menos r raizes distintas! O tnico polindémio de grau menor ou igual a r — 1 que tem r raizes
distintas é o polinomio nulo. Logo, concluimos que

mj(o;) _

~ my(ag)

9lay) = )mk(%‘) =1 =

my (o

r 1 B
g(z) = 17;mmk(1) =0

9A definigio de polinémio ménico estd a pagina 374.
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para todo = € C. Isso significa que todos os coeficientes de g sao nulos. Assim, para qualquer matriz B tem-se
g(B) = 0. Para a matriz A isso diz que

<
1= Zﬂmk(A)'

mel&,
k=1 k

Definindo-se

1
E, = my(A) , 9.67
k my (o) +(4) (9.67)
concluimos que »
1= Ey . (9.68)
k=1

Para todo k vale 0 = M(A) = (A — axl)mi(A), ou seja, Amy(A) = axmy(A). Pela definicio de Ej isso significa
AE = By .

Assim, multiplicando-se ambos os lados de (9.68) por A, segue que
r
A = ZakEk .
k=1

Para completar a demonstragao de 6, resta-nos provar que E;E; = 6; ; ;.
Para i # j tem-se pela definicao dos E}’s que

1

EE; = —— m;(A)m,;(A
7 mi(ag)m; _,')m( Jm;(4)
1 [ T T
= — A— il A—al
mi(ou)mj(a;) H( ) H( o)
i 1
1 [ T

= — H (A — )

k=1
L ki, ki

ﬁ(A - azﬂ)}
=1

r

= ——— | J[ A-a)| M(4)

mg(og)m; (o)

k=1
L ki, ks
= 0,
pois M(A) = 0. Resta-nos provar que E)2 = FEj; para todo j. Multiplicando-se ambos os lados de (9.68) por E;
teremos ”
Ej =Y BB, = E;E;,
k=1

ja que EjE, =0 quando j # k. Isso completa a demonstragao do item 6.

6 — 1. Notemos primeiramente que para todo vetor z, os vetores E,x ou sdo nulos ou sao autovetores de A. De fato, por

6,

»
AEpz = Za]E]Ekw = apEye .
J=1
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Logo, ou Exxz = 0 ou Epx é autovetor de A. O espaco gerado pelos autovetores de A obviamente tem dimensao
menor ou igual a n. Por (9.68), porém, vale para todo vetor z que

r
x = 1z = ZELT
k=1

Assim, todo vetor = pode ser escrito como uma combinagao linear de autovetores de A, o que significa que o espago
gerado pelos autovetores tem dimensdo exatamente igual a n.

Isso completa a demonstracao do Teorema 9.8. ]

Destacamos ao leitor o fato de que a expressao (9.66) permite representar os projetores espectrais diretamente em
termos da matriz diagonalizdvel A.

e Diagonalizabilidade de projetores

A proposigao abaixo é uma aplicagdo simples do Teorema 9.8 a projetores. A mesma serd usada abaixo quando
falarmos de diagonaliza¢ao simultanea de matrizes.

Proposicao 9.21 Seja E € Mat (C, n) um projetor, ou seja, tal que E* = E. Entdo, E ¢ diagonalizdvel. [m}

Prova. Seja E € Mat (C, n) um projetor. Definamos Ey = E e E; = 1 — E. Entao, Es ¢ também um projetor, pois
(B;)? = (1-F)? =1-2FE+E? =1-2E+FE =1-FE = E,.
Tem-se também que E1Fs = 0, pois By By = E(1 — E) = E— E?> = E— E = 0. Fora isso, é 6bvio que 1 = E; + Fs ¢

que E = a1 E1 + asFEs, com a3 =1 e ag = 0. Ora, isso tudo diz que E satisfaz precisamente todas as condigoes do item
6 do Teorema 9.8. Portanto, pelo mesmo teorema, F é diagonalizével. |

e Uma condicao suficiente para diagonalizabilidade

Até agora estudamos condigOes necessdrias e suficientes para que uma matriz seja diagonalizdvel. Vimos que uma
matriz A € Mat (C, n) é diagonalizivel se e somente se for simples ou se e somente se tiver n autovetores linearmente
independentes ou se e somente se puder ser representada na forma espectral, como em (9.50). Nem sempre, porém, é
imediato verificar essas hipéteses, de modo que é 1til saber de condigdes mais facilmente verificiaveis e que sejam pelo
menos suficientes para garantir diagonalizabilidade. Veremos abaixo que é, por exemplo, suficiente que uma matriz seja
autoadjunta ou normal para garantir que ela seja diagonalizével.

Uma outra condigao ttil é aquela contida na seguinte proposigao.

Proposicao 9.22 Se A € Mat (C, n) tem n autovalores distintos, entdo A é diagonalizdvel. [m}

Prova. Isso é imediato pelas Proposigoes 9.9 e 9.16, das paginas 370 e 383, respectivamente. |

Observagdo. A condigio mencionada na tltima proposicio é apenas suficiente, pois hd obviamente matrizes diagonalizéveis que nio tém
autovalores todos distintos. &>

Outra forma de provar a Proposi¢io 9.22 é a seguinte. Seja {Ai, ..., A,} o conjunto dos n autovalores de A,
todos distintos. O polinémio caracteristico de A é g(z) = (x — A1)+ (z — A,). Como as raizes de ¢ tém, nesse caso,
multiplicidade 1, segue pela Proposigao 9.15, pagina 379, que o polindémio minimo de A, M, coincide com o polindémio
caracteristico de A: ¢(z) = M(z), Vo € C. Logo, o polindmio minimo M de A tem também raizes com multiplicidade
1. Assim, pelo item 5 do Teorema 9.8, pagina 389, A ¢ diagonalizavel.

E. 9.23 Ezercicio. Demonstre a seguinte afirmac3o: se os autovalores de uma matriz A sdo todos iguais, entdo A é diagonalizavel
se e somente se for um miiltiplo de 1. Sugestdo: use o Teorema Espectral ou a forma geral do polindmio minimo (9.45). *
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Segue da afirmativa desse exercicio que matrizes triangulares superiores com diagonal principal constante, ou seja,
da forma

a A ... Ajpoy Al

0 a ... Ayuoyy A
A= s

0 0 « A(n—l)n

0o 0 ... 0 «

56 sao diagonalizdveis se todos os elementos acima da diagonal principal forem nulos, ou seja, se A;; = 0, Vj > i.
Naturalmente, a mesma afirmativa é vélida para matrizes da forma AT, triangulares inferiores com diagonal principal
constante.

9.4.1 Diagonalizagao Simultanea de Matrizes

Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser diagonalizada por uma matriz P € Mat (C, n) se P~'AP for uma matriz diagonal.
Uma questao muito importante é saber quando duas matrizes diagonalizdveis podem ser diagonalizadas por uma

mesma matriz P. A resposta é fornecida no préximo teorema.

Teorema 9.9 (Diagonalizagao Simultanea de Matrizes) Duas matrizes diagonaliziveis A e B € Mat (C, n) podem

ser diagonalizadas pela mesma matriz P € Mat (C, n) se e somente se AB = BA, ou seja, se e somente se comutarem

entre si. m]

Prova. A parte facil da demonstracao é provar que se A e B podem ser diagonalizadas pela mesma matriz P entdao A e
B comutam entre si. De fato P~'(AB — BA)P = (P~'AP)(P~'BP) — (P~'BP)(P~'AP) = 0, pois P"'AP e P~'BP
sdo ambas diagonais e matrizes diagonais sempre comutam entre si (por que?). Assim, P~1(AB — BA)P = 0 e, portanto,
AB = BA.

Vamos agora passar a mostrar que se AB = BA entdo ambas sdo diagonalizdveis por uma mesma matriz P. Sejam
ai, ..., ap os r autovalores distintos de A e (1, ..., (s 0s s autovalores distintos de B. Evocando o teorema espectral,
A e B podem ser escritos de acordo com suas decomposigoes espectrais como

A= ia,ElA e B = iﬁjE;?,
i=1 j=1

onde, de acordo com (9.66),

B = S T —aw) [[A-an)|, i=1,...,r (9.69)
-y patey
o p
€ -1
EP = (B; — Br) [HB-8D|, §i=1..s. (9.70)
o ok

Como A e B comutam entre si e como ElA e EJB«, dados em (9.69)-(9.70), sao polindmios em A e B, respectivamente,
segue que Ef' e E]H também comutam entre si para todo ¢ e todo j.

Com isso, vamos definir
_ pApB _ pBpA
Qi,j = EJE] = EJE]
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parai=1,...,rej=1,..., s

Note-se que os @Q;, ;'s sdo projetores pois

2, = BAEP)BAEP) = (EAM(EPP = BAEP = Qi

%)
Fora isso, é ficil ver que,
Qi,jQr,1 = 0, 10,1 Qi - (9.71)

E. 9.24 Ezercicio. Mostre isso. *

Note-se também que
1=>3Qi,, (9.72)
i=1 j=1
pois
r

Yye - LY - (L) (Ser) -
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1j=1

Afirmamos que podemos escrever

A=3"3"940i, (9.73)

i=1j=1

B = ZZW,{?JQM , (9.74)

i=1 j=1

onde “,f] =aq;e '75] = f3;. De fato, com essas definigdes,

SN Qi =Y > wEE] = <ZQEA> NEP| = A1 = 4.
i=1 j=1

i=1j=1 i=1 j=1

Para B a demonstragao é andloga.

Nas relages (9.73) e (9.74) ¢ possivel fazer simplificacdes em funcao do fato de que nem todos os projetores @Q;, ; sao
nao-nulos. Seja Q; ..., Q; a lista dos projetores @Q; ; nao-nulos, ou seja,

{91 ., Q) = {Qi | Qi #0,i=1,...;rej=1,...,s}.

E evidente por (9.71) que os Qs sdo projetores e que

QU = 0k, 1% -
Por (9.72), tem-se
t
1=39 (9.75)
k=1
e por (9.73) e (9.74)
t
A=Yxtw (9.76)
k=1
t
B =>"xf % (9.77)
k=1

onde as constantes X;? e Xf estao relacionadas de modo ébvio com 'yf] e 'yfﬁ respectivamente.
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Em (9.76) e (9.77) vemos que A e B, por serem diagonalizdveis e por comutarem entre si, tém decomposicoes espectrais
com os mesmos projetores espectrais. Note-se também que, pela observagao feita no tépico Projetores, a pdgina 383
(vide equagdo (9.49)), tem-se 1 <t < n.

Vamos agora completar a demonstragao que A e B podem ser diagonalizados por uma mesma matriz inversivel P.

Seja &) o subespago dos autovetores de Q; com autovalor 1. Subespacos €;’s diferentes tém em comum apenas o

vetor nulo. De fato, se k # | e w é um vetor tal que Qpw = w e Qw = w entdo, como Q;Q; = 0 segue que

0 = (Q%QU)w = U(Quw) = Qw = w.

Seja dj a dimensdo do subespaco & e seja uj, ..., ui‘“ um conjunto de dj vetores linearmente independentes em
&k. Notemos que dj coincide com a multiplicidade algébrica do autovalor 1 de Qy, pois, conforme diz a Proposigao
9.21, o projetor Q;, é diagonalizdvel e, portanto, ¢ uma matriz simples (Proposigao 9.16). Como 1 = ch:l Qy., tem-se,
tomando-se o trago, que n = Zi,:l dj.. Pelas definigoes, temos que

Qluiﬁ = 6)‘-11 ui’ ) (9.78)
pois Qruf = uf e, portanto, Quf = Q(Quf) = (2 Q) uf =0 para k # .
Afirmamos que o conjunto de vetores
ul, ..., uf‘, uyy ..., uSQ7 b, (9.79)
¢ formado por n vetores linearmente independentes. De fato, suponha que existam constantes ¢, ; tais que

t

dy
chkd uz =0.

k=i j=1
Aplicando-se a direita Q; teriamos Z'f’:l ¢, u] =0, 0 que s6 é possivel se ¢, ; = 0 para todo j pois u,l R uld’, foram

escolhidos linearmente independentes. Como I é arbitrario, concluimos que ¢;, ; = 0 para todo [ e todo j, o que mostra
que o conjunto de vetores em (9.79) é linearmente independente.

Seja entao a matriz P € Mat (C, n) definida por
P = [[u% ey u‘li‘, u%, ey ugz, Uy u‘,j‘ﬂ .

P ¢ inversivel pois o conjunto (9.79) ¢ linearmente independente (e, portanto, det(P) # 0).
Tem-se,
AP = [Au}, A Au‘f‘, Aud, ..., Augg, ey Aul, Auf'ﬂ .

Escrevendo A = Yi_ x{* Q; (9.76) e usando (9.78), temos

t
Aufp =3 it Qi = xituf

=1
Assim,
AP = [[)d‘u}, Xfu'f‘, Xdul, ..., X;‘uf’, s xPub, X{‘uf'}] = PDy4,
onde
Dy = diag Xf< cey X‘f‘A X2A~, X?, ey )({4, X{‘
dy vezes da Vezes d, vezes

Portanto, P~ AP = D 4. Analogamente,

BP = |[Bu{, . Buh, Bub, ..., Buf, ...Bul, ... Buf’] )
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t
Escrevendo B = Z xP Q; (9.77) temos,
=1

B, 1 B,di B, 1 B, d B, 1 B, d
BP = [{Xl“l: Ce XTUY X2 Uy ey X2 URY "“XL“L#"WXLUL{I] = PDg,
onde
; B B
Dp = diag | X105 -5 X©5 X2s -oo0 Xos ooos Xio o0 Xi
&L Ay
dy vezes dy vezes d, vezes

Portanto, P"*BP = Dg. Isso provou que A e B sdo diagonalizdveis pela mesma matriz inversivel P. A demonstragio
do Teorema 9.9 estd completa. |

9.5 Matrizes Autoadjuntas, Normais e Unitarias

e A adjunta de uma matriz

Seja V' um espaco vetorial dotado de um produto escalar (-, -) e seja A : V — V um operador linear. Um operador
linear A* que para todos u, v € V satisfaga
(u, Av) = (A*u, v)
é dito ser o operador adjunto de A. Em espagos vetoriais gerais nao é ébvio (e nem sempre verdadeiro!) que sempre
exista o adjunto de um operador linear A dado. H4 muitos casos, porém, nos quais isso pode ser garantido'®. Aqui
trataremos do caso dos espagos V = C" com o produto escalar usual.

Sejam u = (u1, ..., u,) e v = (v1, ..., v,) dois vetores de C" para os quais define-se o produto escalar usual

n
(u, v) = vak .
k=1

Um operador linear A é representado (na base canénica) por uma matriz cujos elementos de matriz sao A;;, com
i, jedl, ..., n}

E um exercicio simples (fagal!) verificar que o operador adjunto A* de A é representado (na base canonica) por uma
matriz cujos elementos de matriz sao (A*);; = Aj;, com i, j € {1, ..., n}. Ou seja, a matriz adjunta de A ¢é obtida (na
base candnical) transpondo-se A e tomando-se o complexo conjugado de seus elementos.

Os seguintes fatos sdo importantes:
Proposicao 9.23 Se A e B sao dois operadores lineares agindo em C™ entao
(A + BB)* = @aA* + BB*

para todos a, 8 € C. Fora isso,
(AB)* = B*A*.
Por fim, vale para todo A que (A*)* = A. o

Deixamos a demonstragao como exercicio para o leitor.

A operagao Mat (C, n) > A — A* € Mat (C, n) é denominada opera¢io de adjungao de matrizes. Como vimos na
Proposigao 9.23, a operagao de adjuncao ¢é antilinear e ¢ um anti-homomorfismo algébrico.

e Os espectro e a operagao de adjungao

Seja A € Mat (C, n). Como j& vimos, o espectro de A, o(A), é o conjunto de raizes de seu polinémio caracteristico,
definido por pa(z) = det(z1 — A), z € C. Como para toda B € Mat (C, n) vale det(B*) = det(B) (por qué?), segue que
pa(Z) = det(zZ1 — A) = det(21 — A*) = pa-(2), ou seja, pa~(z) = pa(z). Com isso, provamos a seguinte afirmagao:

10Tal é o caso dos chamados operadores lineares limitados agindo em espagos de Hilbert, para os quais sempre é possivel garantir a existéncia
do adjunto.
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Proposicao 9.24 Seja A € Mat (C, n). Entdo, A € 0(A) se e somente se X € o(A4*), ou seja, A € um autovalor de A
se e somente se A € um um autovalor de A*. |

Em sfmbolos, as afirmagoes acima sio expressas pela igualdade o(A4) = o(A4*).

e Matrizes Hermitianas, normais e unitarias

Vamos agora a algumas definigbes muito importantes.

Definicao. Um operador linear em C" é dito ser simétrico, Hermitiano ou autoadjunto se A = A*, ou seja, se para
todos u, v € V satisfizer

(u, Av) = (Au, v).
)

Adverténcia. Em espagos vetoriais de dimensao finita as nogoes de operador simétrico, Hermitiano ou autoadjunto sao
sinonimas. Em espagcos vetoriais de dimenséao infinita, porém, hd uma distingéo entre essas nogoes relativa a problemas
com o dominio de defini¢ao de operadores.

Definigao. Um operador linear em C" ¢ dito ser normal se AA* = A*A. Ou seja, A é normal se comuta com seu
adjunto. ®

Definigdo. Um operador linear em C" ¢ dito ser unitdrio se A*A = AA* = 1. E claro que todo operador unitério ¢
normal e que um operador ¢ unitdrio em C™ se e somente se A* = A~!. Note que se A ¢ unitario entao, para todos
u, v € V, tem-se

(Au, Av) = (u, v) .

®
Definigao. Se A é um operador linear em C™ define-se a parte real de A por
Re (4) = %(A + AY)
e a parte imagindria de A por .
Im (A) = Z<A — A).
E claro que essas defini¢oes foram inspiradas nas relagoes andlogas para nimeros complexos. Note também que
A = Re (A) +ilm (A) .
L)
E. 9.25 Exercicio. Por qué? *

E importante notar que para qualquer operador linear A em C™ sua parte real e imagindria sdo ambas operadores
Hermitianos: (Re (4))* = Re (4) e (Im (A))* = Im (A).

E. 9.26 Ezercicio. Mostre isso. *
Para operadores normais tem-se a seguinte proposi¢ao, que serd util adiante e serve como caracterizac¢ao alternativa
do conceito de operador normal.

Proposigao 9.25 Um operador linear agindo em C™ € normal se e somente se sua parte real comuta com sua parte
imagindria. m]
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Deixamos a demonstragao (elementar) como exercicio para o leitor.

A importancia das definigdes acima reside no seguinte fato, que demonstraremos adiante: matrizes Hermitianas e
matrizes normais sao diagonalizaveis. Antes de tratarmos disso, vamos discutir algumas propriedades do espectro de
matrizes Hermitianas e de matrizes unitarias.

e Os autovalores de matrizes Hermitianas e de matrizes unitarias

Os seguintes teoremas tém importancia fundamental para o estudo de propriedades de matrizes Hermitianas e de
matrizes unitarias.

Teorema 9.10 Os autovalores de uma matriz Hermitiana sao sempre nimeros reais. [m}

Prova. Seja A Hermitiana, A\ um autovalor de A e v # 0 um autovetor de A com autovalor \. Como A ¢ Hermitiana
tem-se

(v, Av) = (Av, v).
Como v é um autovetor, o lado esquerdo vale \(v, v) e o lado direito vale (v, v). Logo, (A — A){v, v) = 0. Como v # 0

isso implica A = A, ou seja, A é real. |
Note-se que a reciproca desse teorema é falsa. A matriz tem autovalores reais (2 e 3) mas nao é Hermitiana.
0 3

Para matrizes unitdrias temos

Teorema 9.11 Os autovalores de uma matriz unitdria sio sempre nimeros complexos de mddulo 1. [m}

Prova. Seja A unitdria, A um autovalor de A e v # 0 um autovetor de A com autovalor A. Como A ¢é unitdria tem-se
(Av, Av) = (v, v). Como v é um autovetor, o lado esquerdo vale A\(v, v). Assim, (|A|?> — 1)(v, v) = 0. Como v # 0
isso implica |A] = 1. ]

e Operadores simétricos e unitirios. Ortogonalidade de autovetores

Teorema 9.12 Os autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz simétrica sao ortogonais entre si. O

Prova. Seja A simétrica e A1, A2 dois de seus autovalores, que suporemos distintos. Seja v autovetor de A com autovalor
A1 e vy autovetor de A com autovalor Ao. Temos, por A ser simétrico, (v, Ave) = (Av, v2). O lado esquerdo vale
A2(v1, v2) e o lado direito Ai(vi, va) (lembre-se que Ay é real). Assim (Ao — Ay)(v1, v2) = 0. Como Ay # A1, segue que
(v1, v2) = 0, que é o que se queria provar.

Teorema 9.13 Os autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz unitdria sdo ortogonais entre si. [m}

Prova. Seja U unitéria e sejam A;, A2 dois de seus autovalores, sendo que suporemos A; # A2. Seja vy autovetor de U com
autovalor A\ e vy autovetor de U com autovalor Ay. Temos, por U ser unitario, (Uvy, Uva) = (v1, U*Uvs) = (v1, v2).
O lado esquerdo vale Ao (vi, v2) = %(vl, v2) (lembre-se que A\; ¢ um nimero complexo de médulo 1 e, portanto

A =AY, Assim
A
(A_? - 1) (v1, v2) = 0.

Como Ay # A1, segue que (v1, v2) = 0, que ¢ 0 que se queria provar. |
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e Projetores ortogonais
Um operador linear E agindo em C" é dito ser um projetor ortogonal se E> = E e se E* = E.

Projetores ortogonais sdo importantes na decomposigao espectral de matrizes autoadjuntas, como veremos.

10
Note-se que nem todo projetor é ortogonal. Por exemplo E = é um projetor (E2 = F) mas nio é ortogonal

10

(E* # E). O mesmo vale para E =

E. 9.27 Ezercicio. Mostre que uma matriz complexa 2 x 2 é um projetor ortogonal se e somente se ou for a matriz identidade 1 ou

se for da forma %(]l + d«(?), com d@ = (a1, az, as) € R® e HdH = 1. Aqui, @- & := a101 + a202 + azos, com o}, sendo as matrizes de

Pauli, cuja defini¢do e cujas propriedades basicas encontram-se no Exercicio E. 10.26, pagina 493. *

Um exemplo importante de projetor ortogonal é representado por projetores sobre subespagos uni-dimensionais ge-
rados por vetores. Seja v um vetor cuja norma assumiremos ser 1, ou seja, ||v|| = /(v, v) = 1. Definimos o projetor P,
sobre o subespaco gerado por v por

Pou = (v, uyv, (9.80)

para todo vetor u. Provemos que P, é um projetor ortogonal. Por um lado, tem-se
P2y = (v, u) Pv = (v, u) (v, v)v = (v, uyv = Pyu,

o que mostra que P2 = P,. Por outro lado, para quaisquer vetores a e b, usando as propriedades de linearidade,
antilinearidade e conjugacao complexa do produto escalar, tem-se

(a, Pb) = (a, (v, b)v) = (v, b) (a, v) = <<a«, v) v, b> = {(v, a)v, b) = (P,a, b),

provando que Py = P,. Isso mostra que P, é um projetor ortogonal.

Um fato crucial sobre projetores como P, é o seguinte. Se u ¢ v sdo dois vetores ortogonais, ou seja, se (u, v) =0
entao P, P, = P,P, = 0. Para provar isso notemos que para qualquer vetor a vale

Py(Pya) = P,({v, a)v) = (v, a) Pov = (v, a) (u, v)u = 0.
O mesmo se passa para P,(P,a).

e Matrizes autoadjuntas e diagonalizabilidade

Vamos aqui demonstrar a seguinte afirmacao importante: toda matriz autoadjunta é diagonalizavel. Uma outra
demonstracao (eventualmente mais simples) dessa afirmagao pode ser encontrada na Secao 9.8.3, pagina 430. Vide
Teorema 9.28, pagina 432.

Teorema 9.14 (Teorema Espectral para Matrizes autoadjuntas) Se A € Mat(C, n) ¢ autoadjunta, entio A
possui n autovetores mutuamente ortonormais vy, . .., v, com autovalores reais Ay, ..., A, respectivamente, e pode ser
representada na forma espectral

A= MP,+--+\P,, . (9.81)
=P,

Os projetores P, satisfazem P; o ara todo k e valem também Py, Py, = 6jkPy,, sendo que Shey P, = 1.

*
Uk

Portanto, se A é autoadjunta, entdo A € diagonalizdvel, sendo que € possivel encontrar wma matriz unitdria P que
diagonaliza A, ou seja, tal que P~YAP ¢ diagonal e P~' = P*.

Note-se que se aq, ..., ap com 1 <r < n sio os autovalores distintos de A, entdo (9.81) pode ser reescrita como
A= aP + -+ a.P., onde cada Py é o projetor ortogonal dado pela soma dos P,,j s de mesmo autovalor ay. A
Proposicao 9.19, pdgina 387, garante a unicidade dessa representagdo para A. [m}
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Prova do Teorema 9.14. A demonstragao que A é diagonalizdvel ser feita construindo-se a representagao espectral (9.81)
para A. Seja A\; um autovalor de A e v; um autovetor de A com autovalor A\; normalizado de tal forma que =1
Vamos definir um operador A; por

vy

A = A= MNP, .
Como A e P, sao autoadjuntos e A\; é real, segue que A4; ¢ igualmente autoadjunto.
Afirmamos que Ajv; =0 e que [v;]* é um subespaco invariante por A;. De fato,
Ay = Avy — M Pyv1 = Mg —Aup = 0.

Fora isso, se w € [v1]* tem-se
(Aiw, v1) = (w, Ajvy) = 0,

mostrando que Ajw é também elemento de [v]*.

O operador A; restrito a [v1]* é também autoadjunto (por que?). Seja Ay um de seus autovalores com autovetor
va € [v1]*, que escolhemos com norma 1. Seja
Ay = A — )\2Pq»2 = A*)\lpu. - )\2}377; .

Como Ay também é real Ay é igualmente autoadjunto. Fora isso afirmamos que Ay anula os vetores do subespago [v1, 2]
e mantem [v1, v2]* invariante. De fato,

Ao = Avi — M Ppv1 — AaPvr = A\or — \vr — Aa(ve, vi)ve = 0,
pois (vz, v1) = 0. Analogamente,
Agvy = Aqva — Ao Ppva = Aova — Aavp = 0.
Por fim, para quaisquer a, 8 € C e w € [v1, va]* tem-se
<A2'w, (avy +/3Ug)> = <'w, As(avy +ﬂ172)> =0,

que é o que queriamos provar.

Prosseguindo indutivamente, construiremos um conjunto de vetores vy, ..., v,, todos com norma 1 e com v, €
1, .oy 17(,,1]L e um conjunto de nimeros reais A1, ..., A, tais que
A, = A= NPy, — - =\ Py,
anula-se no subespago [v1, ..., v,]. Ora, como estamos em um espago de dimensao n e os vetores vy sdo mutuamente
ortogonais, segue que [v1, ..., v,] deve ser o espago todo, ou seja, A, = 0. Provamos entio que
A= MNPy +--+ Py, . (9.82)

Vamos provar agora que essa ¢ a representacao espectral de A. Como os vy’s sd0 mutuamente ortogonais, é evidente
que P, P, = 0, P,,. Resta-nos provar que P,, +---+ P, = 1. Como vy, ..., v, formam uma base, todo vetor x
pode ser escrito como uma combinagao linear

T = U+ QU . (9.83)

Tomando-se o produto escalar com v,, ¢ usando o fato que os v;’s sdo mutuamente ortogonais, tem-se o, = (vq, ).

E. 9.28 Ezercicio. Verifique. *
Assim, (9.83) pode ser escrita como
@ = (v, ;)vr+ 4 (vn, W)on = Pt Ppo = P+ +Py)w.

Como isso vale para todo vetor z, segue que P, + ---+ P, = 1. Assim, A possui uma representacao espectral como
(9.50). Pelo Teorema Espectral 9.6, A é diagonalizavel.
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Por (9.82), vemos que Av, = A0, (verifique!). Logo os A,’s sdo autovalores de A e os v,’s seus autovetores. Assim,
se A é autoadjunto, podemos encontrar n autovetores de A mutuamente ortogonais, mesmo que sejam autovetores com
o mesmo autovalor. Isso generaliza o Teorema 9.12.

Pelo que j& vimos A ¢ diagonalizada por P~* AP, onde podemos escolher P = [[vl, ey v"] . E facil verificar, porém,

que P é unitdria. De fato, ¢ um exercicio simples (fagal) mostrar que

(vr, v1) -+ (1, vn)

(Uny v1) =+ {Un, V)

Como (vq, vb) = da,b, @ matriz do lado direito é igual a 1, mostrando que P*P = PP* = 1 e que, portanto, P ¢ unitéria.
|
Para concluir essa discussao, temos:

Proposicao 9.26 Uma matriz A € Mat (C, n) ¢ autoadjunta, se e somente se for diagonalizdvel por wma transformagaio
de similaridade unitdria e se seus autovalores forem reais. [m}

Prova. Se A € Mat (C, n) é diagonalizdvel por uma transformagio de similaridade unitéria e seus autovalores sao reais,
ou seja, existe P unitdria e D diagonal real com P*AP = D, entao A = PDP* e A* = PD*P*. Como D é diagonal e
real, vale D* = D e, portanto, A* = PDP* = A, provando que A é autoadjunta. A reciproca ja foi provada acima. W

e Matrizes normais e diagonalizabilidade

O teorema que afirma que toda matriz simétrica é diagonalizdvel tem a seguinte consequéncia:

Teorema 9.15 Se A € Mat (C, n) € normal entao A é diagonalizdvel. [m]
Prova. J& vimos que toda matriz A pode ser escrita na forma A = Re (4)+iIm (A) onde Re (4) e Im (A) sao autoadjuntas.

Vimos também que se A é normal Re (A) e Im (A) comutam entre si (Proposigao 9.25). Pelo Teorema 9.9, Re (A) e Im (A)
podem ser simultaneamente diagonalizados. |

()bservagdo. Como no caso autoadjunto, o operador que faz a diagonalizagdo pode ser escolhido unitario. De fato, vale uma afirmativa
ainda mais forte.

Teorema 9.16 Uma matriz A € Mat (C, n) é normal se e somente se for diagonalizdvel por um operador unitdrio. O
Prova. Resta provar apenas que se A ¢é diagonalizdvel por um operador unitario P entdao A é normal. Seja D = P*AP.
Tem-se D* = P*A*P (por que?). Assim,

A*A - AA* = PD*P*PDP* — PDP*PD*P* = P(D*D — DD*)P* = 0,

j& que D* e D comutam por serem diagonais (duas matrizes diagonais quaisquer sempre comutam. Por qué?). Isso
completa a prova que A é normal.

Uma outra demonstragio (eventualmente mais simples) dessa afirmagao pode ser encontrada na Segio 9.8.3, pagina
430. Vide Teorema 9.29, pagina 432.
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9.5.1 Matrizes Positivas

Uma matriz A € Mat (C, n) ¢ dita ser uma matriz positiva se (w, Aw) > 0 para todo vetor w € C". A seguinte
proposicio é relevante'!:

Proposigao 9.27 Se A € Mat (C, n) € positiva, entio A é Hermitiana e tem autovalores nao-negativos. Reciprocamente,
se A é Hermitiana e tem autovalores nao-negativos, entdo A € positiva. m}

Prova. A expressao w(u, v) := (u, Av), u, v € C", define uma forma sesquilinear que, por hipétese, ¢ positiva, ou seja,
satisfaz w(u, u) > 0 para todo v € C". Pelo Teorema 3.1, pagina 202, w é Hermitiana, ou seja, w(u, v) = w(v, u) ,
para todos os vetores u e v. Mas isso significa que (u, Av) = (v, Au), ou seja, (u, Av) = (Au, v) para todos os
vetores u e v e assim provou-se que A = A*. Uma outra forma de demonstrar isso usa a identidade de polarizagao. Se
A é positiva entdo, para quaisquer vetores u, v € C" vale ((u + i"v), A(u+ i"v)) > 0 para todo n € Z e, portanto,
((u+i"v), A(u+1i"v)) é um ntmero real. Usando a identidade de polarizagao, egs. (3.34)—(3.35), pdgina 211, vale, para
quaisquer vetores u, v € C",

3 3
— .2 1 1
(Av, u) = (u, Aoy 2V I i (i), Alwtit) = 7 (ut i), Alu+im)

n=0 n=0

I

= 1 Z i7" (w4 1"), A(u 4 3"))

n=0

I

Sesquitin 1 7;] T (w4 "), A (u+ i)

i (v 417 "u), A((—1)"v +i"u))

I
ISy,
(-

0

3
Il

I
ISy,
-

(=)™ (v +i""u), A(v+i""u))

3
Il
o

(3.35)

i"((v+i"u), A(v+i""u)) (v, Au) .

I
Y.
(-

n=0

Assim, (Av, u) = (v, Au) para todos u, v € C", o que significa que A é Hermitiana. Portanto, por (9.81), podemos
escrever A = M Py, + -+ A\, P,,, onde v1, ..., v, sdo autovetores mutuamente ortonormais de A com autovalores
Aty ..., An, respectivamente. Disso segue que (vj, Av;) = Aj para todo j =1, ..., n. Como o lado esquerdo ¢ > 0, por
hipétese, segue que \; > 0 para todo j =1, ..., n.
Se, reciprocamente, A for autoadjunta com autovalores nao-negativos, segue de (9.81) e da defini¢ao de P,; em (9.80)
n
que (w, Aw) = Z Aj|(w, vj)\z > 0, para todo w € C", provando que A é positiva. |
j=1
O seguinte corolario é imediato.

Corolario 9.4 Uma matriz A € Mat (C, n) € positiva se somente se existe uma matriz positiva B (univoca!) tal que
A= B?. As matrizes A e B comutam: AB = BA. [m]

11V 4rios dos resultados que seguem podem ser generalizados para operadores lineares positivos agindo em espacos de Hilbert. Vide Teorema
41.30, pagina 2165.
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Demonstragdo. Se A = B? com B positiva, entdo, como B é autoadjunta (pela Proposicio 9.27), segue que para todo
w € C" vale (w, Aw) = (w, B*w) = (Bw, Bw) = ||Bwl||* > 0, provando que A é positiva. Provemos agora a reciproca.

Se A é positiva entao, como comentamos na demonstragao da Proposigao 9.27, A é autoadjunta com representagao
espectral A = M Py, +--- + A\, P,,, onde vy, ..., v, sdo autovetores mutuamente ortonormais de A com autovalores
A1,y ..., Ap, respectivamente, todos nao-negativos. Defina-se a matriz

B = APy 4+ VP, (9-84)
Como, pela ortonormalidade dos v;’s, vale Py, Py, = d; 1 Py;, é facil ver que B?=MP,, +--+ P, = A. A unicidade
de B segue da unicidade da decomposicio espectral, Proposicao 9.19, pagina 387. A igualdade (B?)B = B(B)? significa
AB = BA, provando que A e B comutam. |

Definicdo. Se A ¢ uma matriz positiva, a (tinica!) matriz positiva B satisfazendo B? = A é frequentemente denotada
por VA e denominada raiz quadrada da matriz A. Como vimos, AVA = VAA. '

Lema 9.3 Se A € Mat (C, n) ¢ uma matriz positiva ¢ C € Mat (C, n) satisfaz CA = AC entio CvVA = VAC. o

Prova. Se C' comuta com A, entao C' comuta com qualquer polinémio em A. Vimos na Proposi¢ao 9.18, pagina 386, que
os projetores espectrais de A podem ser escritos como polinomios em A. Assim, C' comuta com os projetores espectrais
de A e, portanto, com VA, devido a (9.84). |

Uma consequéncia interessante das consideragoes acima é a seguinte proposigao:

Proposicao 9.28 Toda matriz Hermitiana pode ser escrita como combinagdo linear de até duas matrizes unitdrias.
Toda matriz pode ser escrita como combinagao linear de até quatro matrizes unitdrias. O

Demonstragdo. Seja A € Mat (C, n). Se A é Hermitiana (vamos supor que A # 0, pois de outra forma néo hé o que se
provar), entdo, para todo w € C", o produto escalar (w A%w) é um nimero real e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
[(w A%w)| < ||A?|| ||lw||&.. Assim, —[| 42| [|w]|Z. < (w, A%w) < [|A?| ||w||Z. Logo, a matriz 1 — A%/|| A2 é positiva, pois
(w, (1 — A%/ A2 )w) = [|w||g. — (w, A%w)/||A? > |w||Z. — [|w|/E. = 0. Consequentemente, /1 — A2/[|A2|| existe e ¢

positiva e Hermitiana. Trivialmente, podemos escrever

2 2 2 2
A= V4% A 41— A2 + 14z A — iy 1 — A—Z . (9.85)
2 22 [42] 2 TA7] 42]

ora, as matrizes ———— 1 — Sao unitarias. ara ver 18so, notemos que
Agora, t A ; +iy /1 — 4 t P , not

VA2 A=

LjLi 1— 42 ) = A —q ]1,A72
VIAZ [lA42]] VIAZ] [1A2]]

A +iﬂ—A2 Ao A ) oy
A2 4211 )\ VTA2] 42

Para provar a tltima igualdade basta expandir o produto e notar que, pelo Lema 9.3, A e

e que

comutam, ja que

2
Ael-— Hﬁ—z” comutam.

Assim, vemos de (9.85) que uma matriz Hermitiana A é combinagao linear de até duas unitérias, provando a primeira
parte da Proposigao 9.28. Para provar a segunda parte, basta notar que se M € Mat (C, n) é uma matriz qualquer,

podemos escrever
<M+M*) ,(M—M*)
M=(———+i|l———) .
2 2
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Ambas as matrizes entre parénteses sao Hermitianas e, portanto, podem cada uma ser escritas como combinagao linear
de até duas unitarias, totalizando até quatro unitdrias para M. |

A Proposigao 9.28 é vélida nao apenas para élgebras de matrizes. Vide Proposicao 41.46, pagina 2116.

9.5.1.1 Matrizes Pseudo-Autoadjuntas e Quase-Autoadjuntas

Uma matriz A € Mat (C, n) ¢ dita ser uma matriz pseudo-autoadjunta, ou pseudo-Hermitiana, se existir uma matriz
inversivel S € Mat (C, n), ndo necessariamente tnica, tal que

A* = ST1AS

ou seja, se for similar & sua adjunta. Se A for pseudo-autoadjunta, A e A* possuem o mesmo espectro por serem similares
(Proposigao 9.5, pagina 366). Como o espectro de A* é sempre o complexo conjugado do espectro de A (Proposigao 9.24,
pégina 397), concluimos que para uma matriz pseudo-autoadjunta o espectro consiste de autovalores reais ou de pares

de nimeros complexo-conjugados.

Uma matriz A € Mat (C, n) é dita ser uma matriz quase-autoadjunta, ou quase-Hermitiana , se for pseudo-autoadjunta
e se a matriz inversivel S € Mat (C, n), acima, puder ser escolhida positiva.

As matrizes quase-autoadjuntas sao importantes pois seus autovalores sdo todos reais. Para ver isso, seja S1/2
raiz quadrada positiva de S. Defina B := S~1/2481/2, Por defini¢io, A, A* e B sdo similares e, portanto, possuem o
mesmo espectro. Agora, pela defini¢io, B* = §1/2A4*§~1/2 = §1/26-1485-1/2 = §-1/2481/2 = B, provando que B é
autoadjunta e, assim, tem espectro real.

E conveniente aqui notar que a condigdo de uma matriz ser quase-autoadjunta é condigao suficiente, mas nao é
condigao necessdria, para garantir a realidade dos seus autovalores.

Se A for quase-autoadjunta, entdo A possui algo similar & decomposigao espectral (vide (9.50), pagina 384). Como B
é autoadjunta, sua decomposi¢ao espectral é B =" | a,P,, com 1 <r < n, com o0s a,’s sendo os autovalores distintos
de B (todos reais) e com P, sendo seus projetores espectrais, satisfazendo: P, Py, = 8apPa, 22:1 P, =1eP; =P,
Como A = S/2BS~1/2 podemos escrever

»
A= aQa,
a=1
com Q,Qp = 0upQy € 22:1 Q. = 1, onde Q, := 51/2p,§-1/2, Verifique! Os operadores (), niao sao necessariamente

projetores ortogonais'?, por ndo serem necessdriamente autoadjuntos (como os operadores P, o sio), mas satisfazem
Q= 571Q.S, ou seja, sio também matrizes quase-autoadjuntas. Como Q2 = Q,, os autovalores de cada Q, sio 0 ou
1.

).

com S~ = ((1) E) Verifique explicitamente que S™'AS = AT e, portanto, que A é pseudo-autoadjunta. Verifique que S é positiva

E. 9.29 Ezercicio. Seja A a matriz real 2 x 2 dada por A = (2 4), com a, b, ¢ e d reais, sendo b # 0 e ¢ # 0. Seja S = (é

sho

caso ¢ > 0 e, portanto, nessa situagdo A é quase-autoadjunta.

Verifique que os autovalores de A sdo Ay = %(a +d=++/(a—d)? +4bc>, o que deixa claro que se ¢/b > 0 (e, portanto, bc > 0)

os dois autovalores s3o reais. A condicio mais geral, no entanto, para que os autovalores sejam reais ¢, naturalmente, 4bc > —(a — d)?.
Ll

Esse exemplo se deixa generalizar nas chamadas matrizes tridiagonais reais, as quais sdo relevantes na Mecanica
Quéntica de sistemas unidimensionais em um espago discretizado (como no modelo de localizagao de Anderson'? unidi-
mensional).

e Matrizes tridiagonais

Uma matriz T' € Mat (C, n) é dita ser uma matriz tridiagonal se seus elementos de matriz satisfizerem Tj; = 0 sempre
que |i — j| > 1. Em palavras, uma matriz ¢ tridiagonal se todos os seus elementos de matriz forem nulos fora da diagonal
principal, da primeira supradiagonal e da primeira infradiagonal.

12Exceto, é claro, no caso trivial em que S = 1, ou seja, quando A é autoadjunta.
13Philip Warren Anderson (1923-).
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Algumas matrizes tridiagonais sdo exemplos relevantes de matrizes pseudo-autoadjuntas e quase-autoadjuntas.

ay by 0
E. 9.30 Ezercicio. Seja A a matriz tridiagonal real 3 x 3 dada por A = (r: a]z bz), com todos os a;'s, b;'s e ci's reais, sendo
= 0 cz a3
10 o0 BT o o
bj # 0 e c, # 0 para todos j, k € {1, 2}. Seja S = o5 0 Lcom st = [0 a 0. Verifique explicitamente que
00 i 0o bz
S7'AS = AT e, portanto, que A é pseudo-autoadjunta. Verifique que S é positiva caso %} >0e % > 0 e, portanto, nessa situagdo A
é quase-autoadjunta. *

O exercicio acima pode ser generalizado.

E. 9.31 Ezercicio. Seja A a matriz tridiagonal real n x n dada por

a b 0 0 0 e 0
a1 ax by O 0 e 0
0 ¢ a3 b3 0 e 0
A =
0
0 0 ... 0 cp2 @n-1 bp
o 0 ... 0 0 Cn—1  Gn
Os elementos da diagonal principal sdo a1, ..., an, os elementos da primeira supradiagonal s3o b1, ..., b,—1 e os elementos da
primeira infradiagonal sdo c¢1, ..., ¢n—1. Assumimos que todos os a;'s, b;'s e ci's sdo reais, sendo b; # 0 e ¢, # 0 para todos

jokefl,, ..., n—1}. Seja

c o cac e b1 bib: iy
= diag |1, =, ==, ., [[Z T =diag (1, 2, 22 L [T 2 -
S = diag ( S b Jl_[ ’, com S diag |1, =, =2 11 ‘.

Verifique que S™'AS = AT e, portanto, que A é pseudo-autoadjunta. Verifique que S é positiva caso %L > 0 para todo j €
2]
{1, ..., n—1} e, portanto, nessa situacio A é quase-autoadjunta. *

sokok ok ok kok kokok

Para um tratamento de operadores quase-autoadjuntos que inclua o caso de operadores nao-limitados, vide [81].

9.5.2 O Teorema de Inércia de Sylvester. Superficies Quadraticas

e Transformagoes de congruéncia em Mat (C, n)

Seja M € Mat (C, n). Se P € Mat (C, n) ¢é inversivel, a transformacao M — P*MP ¢ dita ser uma transformagao
de congruéncia. Uma transformacgao de congruéncia representa a transformagao de uma matriz por uma mudanga de
base (justifique essa afirmagao!).

Se M for autoadjunta, P*M P é também autoadjunta e, portanto, ambas tém auto-valores reais. Em geral, o conjunto
dos auto-valores de M ¢é distinto do conjunto dos auto-valores de P* M P (exceto, por exemplo, se P for unitdria). Porém,
um teorema devido a Sylvester, frequéntemente denominado Lei de Inércia de Sylvester, afirma que uma propriedade do
conjunto dos auto-valores é preservada em uma transformagao de congruéncia, a saber, o niimero de autovalores, positivos,
de autovalores negativos e de autovalores nulos (contando-se as multiplicidades). Enunciaremos e demonstraremos esse
teorema logo adiante.

Dada uma matriz autoadjunta M € Mat (C, n), a tripla de ntmeros (m, m’, mg), onde m é o ntimero de autovalores
positivos de M, m’ é o nimero de autovalores negativos de M, mg é o niimero de autovalores nulos de M, (em todos os
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casos contando-se as multiplicidades) é denominada (por razoes histéricas obscuras) a inércia da matriz M. Naturalmente,
vale m +m’ +mo = n. A Lei de Inércia de Sylvester afirma, portanto, que a inércia de uma matriz é preservada por
transformagoes de congruéncia.

Dizemos que duas matrizes A e B € Mat (C, n) sao congruentes se existir P € Mat (C, n) inversivel tal que
A = P*BP. E muito facil provar que a relagao de congruéncia ¢ uma relagao de equivaléncia.

E. 9.32 Ezercicio. Demonstre essa afirmagio! *

Dessa forma, a Lei de Inércia de Sylvester afirma que a inércia de matrizes é constante nas classes de equivaléncia
(pela relagao de congruéncia). Assim, é legitimo perguntar se as classes de equivaléncia sdo univocamente determinadas
pela inércia de seus elementos. A resposta é negativa (exceto no caso trivial n = 1), como mostra a argumentagao do
paragrafo que segue.

Se A € Mat (C, n), com n > 1, é uma matriz positiva, A é da forma P*P (Coroldrio 9.4, pigina 402). Assim,
det A = | det P|? e concluimos que A ¢ inversivel se e somente se P o for. Conclui-se disso que a classe de equivaléncia
(por relagoes de congruéncia) que contém a matriz identidade contém todas as matrizes positivas e inversiveis. Pela
Proposigao 9.27, pagina 402, esse conjunto coincide com o conjunto de todas as matrizes autoadjuntas com autovalores
positivos, ou seja, que possuem inércia (n, 0, 0). Entretanto, existem também matrizes nao-autoadjuntas com inércia
(n, 0, 0) (por exemplo, matrizes triangulares superiores'* com elementos positivos na diagonal e alguns elementos nio-
nulos acima da diagonal). Como tais matrizes nao podem ser equivalentes & identidade (toda matriz da forma P*1P é
autoadjunta), concluimos que as classes de equivaléncia nao sao determinadas univocamente pela inércia das matrizes
que as compoem.

e A Lei de Inércia de Sylvester

A Lei de Inércia de Sylvester é importante para a classificacao de formas quadréticas e sua relevancia estende-se até
a classificagao de equagoes diferenciais parciais de segunda ordem. Tratemos de seu enunciado e demonstragao.

Teorema 9.17 (Lei de Inércia de Sylvester) Sejam A e B € Mat (C, n) duas matrizes autoadjuntas. Denotemos
por Ay, A_, Ay os subespagos gerados, respectivamente, pelos auto-vetores com autovalores positivos, negativos e nulos
de A (e analogamente para B).

Suponhamos que exista P € Mat (C, n), inversivel, tal que A = P*BP. Entio, dim Ay = dim By, dimA_ = dimB_
e dim Ay = dim By, onde dim € denota a dimensao de um subespago € C C™. Assim, concluimos também que A e B tém
o0 mesmo nimero de autovalores positivos, o mesmo nimero de autovalores negativos e o mesmo nimero de autovalores
nulos (em todos os casos, contando-se as multiplicidades). [m]

Prova. Sejam ai, ..., a, os auto-valores positivos (nao necessariamente distintos) e aqt1, ..., Qqyq 0s auto-valores
negativos (ndo necessariamente distintos) de A. Analogamente, sejam (1, ..., B, os auto-valores positivos (ndo neces-
sariamente distintos) e Bp41, ..., Byrr 0s auto-valores negativos (nao necessariamente distintos) de B. Naturalmente,
valem 0<a+d <ne0<b+b <n.

Se A e B forem nulos nao hé o que demonstrar, de modo que podemos supor que ambos tém pelo menos um auto-valor
nao-nulo. Nesse caso, podemos sempre, sem perder em generalidade, supor que A tem pelo menos um autovalor positivo,
pois se tal nao for verdade para A serd verdadeiro para —A.

O Teorema Espectral, Teorema 9.6, pagina 384, permite-nos escrever

a ata’
A= ade— Y a4
k=1 l=a+1
e
b b4b’
B =Y BBi— Y |8IB, (9.86)
k=1 1=b+1

14Para a definigio, vide pagina 410
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onde A; e Bj sao os projetores espectrais de A e B, respectivamente. Defina-se

a a+a’
Ay = ZAk, A_ = ZA, e Ag = 1—-A, —A_
k=1 I=a+1
e, analogamente,
b b+b’
By =Y B., B_:= Y B e By :==1-B,—B_.
k=1 I=b+1

Ay, A_ e A sdo, respectivamente, o projetor sobre o subespaco de autovetores com auto-valores positivos, negativos e
nulos de A. Analogamente para B. Esses subespagos sao

Ar = ALC", Ag = AC", By = BLC", By = BeC".

Seja z um vetor nao-nulo de Ay. Tem-se que A;z = 0 para todo [ > a e Ayx # 0 para pelo menos um k=1, ..., a.
Logo, como aj, > 0 para todo k =1, ..., a, segue que
(w, Az)g = > anlm, Aa)e = Y an(Arz, Apa)e = Y onlAez]* >0. (9.87)
k=1 k=1 k=1

Porém, para um tal = vale também

b b+b’ 5
9.86 2
(@, Ax)q = (v, P*BPa)e = (Pz, BP2), "= S Bl BePal? - 3 |6k\HBkch|| .
k=1 Il=b+1

Vamos agora supor que By < dim A4 (ou seja, que b < a). Afirmamos que podemos encontrar ao menos um 4 € A,
nao-nulo, tal que By Pz = 0 para todo k = 1, ..., b. Se assim nao fosse, ndo existiria z € A, nao-nulo satisfazendo
By Pz =0, ou seja, valeria By Px # 0 para todo z € A} com x # 0. Logo, (PA4) N (By)* = {0}, o que implica que
PA, C B,. Isso, por sua vez, significa que dimenséo do subespaco PA_ é menor ou igual & dimensao de B e, como P
é inversivel, isso implica, dim A} < dim B, uma contradicao.

Assim, para um tal x4 terfamos

b+b’

(g, Awy)g = = Y |ﬂk|HBk,Pfl7+H2 <0,
1501

contradizendo (9.87). Concluimos disso que dim B4 > dim A. Como B = (P*)"'AP~!, um raciocinio andlogo trocando
A e B e trocando P — P~! implica que dim A; > dim B, Assim, dim B} = dim A

Também de forma totalmente andloga prova-se que dimB_ = dimA_ (isso também pode ser visto imediatamente
trocando A — —A e B +— —B). Isso implica ainda que dim By = dim Ag, completando a demonstracao. |

e Transformagoes de congruéncia em Mat (R, n)

Para matrizes reais agindo no espago R™ valem afirmagoes andlogas as obtidas acima. Seja M € Mat (R, n). Se
P € Mat (R, n) é inversivel, a transformagio M ~— PTMP ¢é dita ser uma transformacio de congruéncia real, ou
simplesmente transformacao de congruéncia. Uma transformagio de congruéncia representa a transformacao de uma
matriz por uma mudanca de base (justifique essa afirmagao!). Para transformagoes de congruéncia reais vale também a Lei
de Inércia de Sylvester: se A € Mat (R, n) é simétrica (ou seja, se A = AT) sua inércia é preservada por transformacoes
de congruéncia A — PTAP com P € Mat (R, n) inversivel. Como essa afirmagiio é um mero caso particular do anterior,
omitimos a demonstragao e convidamos o estudante a completa-la.

o Classificagdo de matrizes simétricas em R"

Matrizes simétricas em R™ podem ser classificadas de acordo com o tipo de inércia que possuem, classificagao essa
invariante por transformagoes de congruéncia. Uma matriz simétrica A € Mat (R, n), n > 1, ¢ dita ser
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1. Parabdlica, se a0 menos um dos seus autovalores for nulo, ou seja, se sua inércia for da forma (a, o/, ag) com
ap > 1;

2. Eliptica, se todos os seus autovalores forem positivos ou se todos forem negativos, ou seja, se sua inércia for da
forma (a, a’, 0) coma>1ea =0oucoma >1ea=0;

3. Hiperbdlica, se um de seus autovalores for positivo e os demais negativos, ou o oposto: se um de seus autovalores
for negativo e os demais positivos, ou seja, se sua inéreia for da forma (1, a’, 0) com @’ > 1 (a, 1, 0) com a > 1;

4. Ultra-hiperbdlica, se ao menos dois de seus autovalores forem positivos e ao menos dois forem negativos, nenhum
sendo nulo, ou seja, se sua inércia for da forma (a, a’, 0) com a > 2 e a’ > 2. Esse caso s6 se dd se n > 4.

Essa nomenclatura que classifica as matrizes em parabdlicas, elipticas, hiperbdlicas e ultra-hiperbdlicas tem uma mo-
tivagao geométrica relacionada a classificagao de superficies quadréticas em R™, assunto que ilustraremos abaixo.

o Superficies quadraticas R"

Sejam z1, ..., , sdo n varidveis reais. A forma mais geral de um polinémio real de segundo grau nessas variaveis é

n on n
p(x) = Z ZAi/Ii-Tj + chzk +d,
k=1

i=1 j=1
onde Ajj € R, ¢, € Red € R. A expressao acima para p pode ser escrita como p(z) = (z, Az)p + (¢, x)p + d, onde,
e @
naturalmente, A é a matriz cujos elementos sdo A;j, ¢ = ( tlex=| | A matriz A pode ser sempre, sem perda
de generalidade, escolhida como simétrica. Para ver isso, n:)ntcmos que, Zlnpodc sempre ser escrita como soma de uma
matriz simétrica e uma antissimétrica: A = 1(A 4+ AT) + (4 — AT). Contudo,

n n

(@, (A=AT)a)g = D% (Ay — Aj)mia; = 0

i=1 j=1
como facilmente se constata. Assim, a parte antissimétrica de A, ou seja, %(A — AT, nio contribui em (z, Az)p, apenas
a parte simétrica %(A + AT). Portanto, A serd doravante considerada simétrica.

Estamos agora interessados em classificar as superficies em R" definidas por p(z) = «, com « constante. H& primei-
ramente dois casos a considerar: 1) A é inversivel e 2) A nao é inversivel.

1. Se A é inversivel, podemos escrever

1 1 1 _

ple) = (o, Az} + (e, D t+d = <(I+EA lc), A(x+§A 1>> e At .
Verifique! Assim, a equacao p(z) = a fica <(z+ %A’lc), A (z+ %A’lc»“{ = (3, onde (3 é a constante o +
%(Q A’lc>R — d. A matriz simétrica A pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal, ou seja, podemos
escrever A = OT DO, com D = diag (A1, ..., A\»), com )\, sendo os autovalores de A e O sendo ortogonal. Podemos
sempre escolher O de sorte que os primeiros m autovalores Ai, ..., A, sdo positivos e os demais Apq1, ..., An
sa0 negativos (ndo hé autovalores nulos, pois A foi suposta inversivel).

Com isso, ((z+3A47'c), A(z+3A47¢)), = (y, Dy)g, onde y = O (z+ 3A7'¢). A equagio p(z) = a fica,

entdo, Y p_, Ak ¥y = B ou seja,
n

m

DShvi— Y Nyt = 8. (9.:88)
k=1 I=m+1

Temos os seguintes subcasos a tratar:

(a) Se todos os autovalores de A sdo positivos e 8 > 0, a equagao (9.88) descreve um elipsdide em R™ (se f < 0
nao hé solugoes e se 5 = 0 a equagao descreve apenas o ponto y = 0 em R™). O mesmo vale, reciprocamente,
se todos os autovalores de A forem negativos e 3 < 0 (se 8 > 0 nao hd solugdes e se § = 0 a equagao descreve
apenas o ponto y = 0 em R™).
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(b) Se um dos autovalores de A é positivo e os demais n— 1 sdo negativos, ou se ocorre o oposto, ou seja, se um dos
autovalores de A é negativo e os demais n — 1 sdo positivos, entio a equacao (9.88) descreve um hiperboldide
(n — 1)-dimensional em R™ no caso 8 # 0.
Se 3 > 0 o hiperboléide tem duas folhas (i.e., possui duas componentes conexas) e no caso 3 < 0 apenas uma.
A Figura 9.1, pagina 410, exibe hiperboléides com uma e duas folhas em R3.

Devido a sua estabilidade, hiperboldides de uma folha sdo frequentemente encontrados em estruturas arqui-
tetonicas. A bem conhecida catedral de Brasilia, de Niemeyer'®, é um exemplo. A estabilidade estrutural
desse formato decorre do fato que por qualquer ponto de um hiperboléide de uma folha passam duas linhas
retas inteiramente contidas dentro do mesmo (prove isso!).
Se # =0 a equagao (9.88) descreve um cone (n — 1)-dimensional em R™.

(c) Este caso ocorre apenas se n > 4. Se ao menos dois autovalores de A é positivo e ao menos dois sao
positivos a equagio (9.88) descreve, no caso 3 # 0, uma superficie (n — 1)-dimensional em R" denominada
ultra-hiperboldide. Se 3 = 0 a equagao (9.88) descreve uma (n — 1)-dimensional em R™ denominada ultracone.

2. Se A nao é inversivel temos que proceder de modo ligeiramente diferente. Como antes, a matriz simétrica A pode
ser diagonalizada por uma matriz ortogonal, ou seja, podemos escrever A = OT DO, com D = diag (A1, ..., An),
com ) sendo os autovalores de A e O sendo ortogonal. Como A ndo tem inversa, alguns de seus autovalores
sao nulos. Podemos sempre escolher O de sorte que os primeiros m autovalores A1, ..., A, sdo positivos, os m’
autovalores seguintes Ap41, ..., Amim/ 580 negativos e os demais Ap4m/41, -.., Ap sdo nulos. Naturalmente,
0 <m+m’ < n. Podemos, entdo, escrever p(z) = (x, Az)y + (¢, 2)g +d = (y, Dy)g + (Oc, y)y +d onde y = Oz.

Assim, se ¢ # 0 a equagdo p(z) = « fica

1 m4m’ m
voe = 7+ STl =Dt (9.89)
l=m+1 k=1

onde v = (a—d)/||c|| e yoc é a projecao de y na diregao do vetor Oc. Se a dimensio do subespago dos autovalores
nulos Ay for maior que 1 a equacao (9.89) descreverd cilindros de diversos tipos, dependendo do ntmero de
autovalores positivos e negativos e de Oc ter uma projecao ou nao em Agy. Nao descreveremos os todos os detalhes
aqui, mas um exemplo de interesse se dd em R3, se Ay tiver dimensao 2 e Oc for um vetor nao-nulo de Ag. Nesse
caso equagao (9.89) descreve um cilindro parabdlico. Vide Figura 9.3, pagina 411.

Para o caso em que Ay tem dimensio 1 e Oc é um elemento nao-nulo desse subespago, a equagio (9.89) descreve
diversos tipos de paraboléides (n — 1)-dimensionais. Temos os seguintes casos:

(a) a equagdo (9.89) descreve um paraboldide eliptico (n — 1)-dimensional caso todos os autovalores nao-nulos de
A forem positivos ou se todos os autovalores nao-nulos de A forem negativos. Vide Figura 9.2, pdgina 9.2.

(b) A equagao (9.89) descreve um paraboldide hiperbdlico (n—1)-dimensional caso um autovalor de A seja negativo
¢ os demais autovalores nao-nulos de A sejam positivos (ou o contrério: caso um autovalor de A seja positivo
e os demais autovalores nao-nulos de A sejam negativos). Vide Figura 9.2, pdgina 9.2.

(c) A equagao (9.89) descreve um paraboldide ultra-hiperbdlico (n — 1)-dimensional caso pelo menos dois dos
autovalores nao-nulos de A sejam positivos e pelo menos dois dos autovalores nao-nulos de A sejam negativos.
Esse caso s6 pode ocorrer se n > 5.

Para ¢ # 0 diversas situagoes acima podem também descrever cilindros, por exemplo, se Oc encontra-se no
subespago dos autovetores com autovalores nao-nulos.

Se ¢ =0 e dim Ap > 1, equagio p(z) = « fica

m+m’

m
vk Y Ny =8, (9.90)
k=1 I=m+1

com 3 =a —d. A equagao (9.90) descreve diversos tipo de cilindros (n — 1)-dimensionais.

(a) Caso ¢ =0 a equacao (9.90) descreve um cilindro eliptico (n — 1)-dimensional caso todos os autovalores nao-
nulos de A forem positivos ou se todos os autovalores nao-nulos de A forem negativos. Vide Figura 9.3, pagina
411.

150scar Niemeyer Soares Filho (1907-).
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(b) Caso ¢ = 0 a equagdao (9.90) descreve um cilindro hiperbélico (n — 1)-dimensional caso um autovalor de A seja
negativo e os demais autovalores niao-nulos de A sejam positivos (ou o contririo: caso um autovalor de A seja
positivo e os demais autovalores nao-nulos de A sejam negativos). Vide Figura 9.3, pagina 411.

(¢) Casoc =0 aequacgao (9.90) descreve um cilindro ultra-hiperbdlico (n—1)-dimensional caso pelo menos dois dos
autovalores nao-nulos de A sejam positivos e pelo menos dois dos autovalores nao-nulos de A sejam negativos.
Esse caso s6 pode ocorrer se n > 5 (lembrar que pelo menos um dos autovalores de A ¢é nulo).

Figura 9.2: Um paraboléide eliptico (esquerda) e um paraboldide hiperbélico (direita) em R?.

9.6 Matrizes Triangulares

Uma matriz S € Mat (C, n) é dita ser uma matriz triangular superior se forem nulos os elementos abaixo da diagonal
principal, ou seja, se S;; = 0 sempre que i > j. Note que esses nao precisam ser necessariamente os tinicos elementos
nulos de S.
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Figura 9.3: Um cilindro eliptico (esquerda), um cilindro hiperbélico (centro) e um cilindro parabélico (direita) em R®.

Uma matriz [ € Mat (C, n) é dita ser uma matriz triangular inferior se forem nulos os elementos acima da diagonal
principal, ou seja, se I;; = 0 sempre que i < j. Note que esses nao precisam ser necessariamente os tinicos elementos
nulos de 1.

Proposicao 9.29 Matrizes triangulares superiores possuem as sequintes propriedades:

1. A matriz identidade 1 é uma matriz triangular superior.
2. O produto de duas matrizes triangulares superiores € novamente uma matriz triangular superior.

3. O determinante de uma matriz triangular superior é o produto dos elementos da sua diagonal. Assim, uma matriz
triangular superior € inversivel se e somente se ndao tiver zeros na diagonal.

4. Se uma matriz triangular superior € inversivel, sua inversa é novamente uma matriz triangular superior.

As afirmagoes acima permanecem verdadeiras trocando “matriz triangular superior” por “matriz triangular inferior”. O

Prova. Os trés primeiros itens sao elementares. Para provar o item 4, usa-se a regra de Laplace, expressao (9.20), pagina
360. Como é fécil de se ver, Cof(S);; = 0 se i > j. Logo, S~! é triangular superior, se existir.

As propriedades acima atestam que o conjunto das matrizes n X n triangulares superiores inversiveis forma um grupo,
denominado por alguns autores Grupo de Borel'S de ordem n e denotado por GB,,(C).

O seguinte resultado sobre matrizes triangulares superiores serd usado diversas vezes adiante.

Lema 9.4 Uma matriz triangular superior S € Mat (C, n) é normal (ou seja, satisfaz SS* = S*S) se e somente se for
diagonal. [m}

Prova. Se S é diagonal, S é obviamente normal pois S* é também diagonal e matrizes diagonais sempre comutam entre
si. Provaremos a reciproca, o que serd feito por indugao. Para n = 1 ndo hd o que provar. Se n = 2, S ¢é da forma
S=(8%), coma, b, ce C. A condigio SS* = S*S significa

la2+ |b?  be |a|? ba

cb e[ ab  [b]2+ |c?

16 Armand Borel (1923-2003).
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o que implica b = 0, provando que S é diagonal. Procedemos agora por indugao, supondo n > 2 e que o lema seja vilido
para matrizes (n — 1) x (n — 1) triangulares superiores normais. Se S € Mat (C, n) é triangular superior, S é da forma

by 0
a b
S= , sendoaeC, b = , 0= ||,

0o C
bn—1 0

ambas b e 0 com n — 1 linhas, sendo C' uma matriz (n — 1) x (n — 1) triangular superior. A condigao SS* = S*S significa

la> + b0 bTC* lal? ab”

Cch cer ab B+C*C

sendo B a matriz cujos elementos sdo B;; = Ii)ib]u Disso extraimos que b7b = 0, ou seja, |[bi|> + -+ |b_1|?> = 0 e,
portanto, b = 0. Com isso, ficamos com CC* = C*C, ou seja, C' é normal. Como C é triangular superior entao, pela
hipétese indutiva, C' é diagonal. Isso, mais o fato provado que b ¢ nulo, implica que S ¢ diagonal, provando o lema. W

9.7 O Teorema de Decomposicao de Jordan e a Forma Candnica
de Matrizes

Nas segoes anteriores demonstramos condigoes que permitem diagonalizar certas matrizes. Nem todas as matrizes, porém,
podem ser diagonalizadas. Podemos nos perguntar, no entanto, quao préximo podemos chegar de uma matriz diagonal.

Mostraremos nesta segao que toda matriz A pode ser levada (por uma transformagao de similaridade) & uma forma
préxima & diagonal, denominada forma canénica de Jordan'?. Resumidamente (a afirmagdo precisa serd apresentada
mais adiante), mostraremos que existe uma matriz P tal que P~'AP tem a seguinte forma:

M m 0 0 - 0 0

0 X 72 0 - 0 0

0 0 X 73 0 0

0 0 0 X - 0 0 |- (9.91)
00 0 0 X1 Va1

00 0 0 - 0 An

1"Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922). A forma canénica de matrizes foi originalmente descoberta por Weierstrass (Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815-1897)) e redescoberta por Jordan em 1870.
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onde Aq, ..., A, s@o os autovalores de A e onde os v; valem 1 ou 0, mas que forma que a matriz diagonal
M 0 0 O 0 0
0 X 0 O 0 0
0 0 X O 0 0
0 0 0 XN 0 0- (9.92)
0 0 0 0 -+ A1 O
0O 0 0 O 0 A

e a matriz supra-diagonal

0y 0 0 0 0
0 0 7 0 0 0

0 0 0 3 0 0

00 0 0 . 0 0 ) (9.93)
00 0 0 -+ 0 71

00 0 0 0 0

comutam entre si.

O resultado central que provaremos, e do qual as afirmativas feitas acima seguirao, diz que toda matriz A pode ser
levada por uma transformacio do tipo P~ AP a uma matriz da forma D + N, onde D ¢ diagonal e N é nilpotente (ou
seja, tal que N7 = 0 para algum ¢) e tais que D e N comutam: DN = ND. Essa é a afirmativa principal do célebre
“Teorema da Decomposicao de Jordan”, que demonstraremos nas paginas que seguem.

Esse Teorema da Decomposi¢ao de Jordan generaliza os teoremas sobre diagonalizabilidade de matrizes: para matrizes
diagonalizdveis tem-se simplesmente N = 0 para um P conveniente.

Antes de nos dedicarmos & demonstracao desses fatos precisaremos de alguma preparagao.

9.7.1 Resultados Preparatorios

e Somas diretas de subespagos

Seja V um espago vetorial e V] e Va dois de seus subespagos. Dizemos que V é a soma direta de Vy e V3 se todo vetor
v de V puder ser escrito de modo tnico da forma v = vy + vy com v1 € V5 e vg € Va.

Se V é a soma direta de V; e V5 escrevemos V =V, & Vs.

e Subespagos invariantes

Um subespago € de C™ é dito ser invariante pela agdo de uma matriz A, se Av € € para todo v € €.

Se V.=V, @V, e tanto V; quanto V5 sdo invariantes pela agao de A, escrevemos A = A; © Ay onde A; é A restrita
a V;. Se escolhermos uma base em V da forma {vi, ..., Um, Um+1, ..., vn}, onde {vy, ..., vy} é uma base em V; e
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{Um+1, ..., vp} é uma base em V5, entdo nessa base A terd a forma
Ay Om,n—m
A= . (9.94)
On—m,m A

onde A; € Mat (C, m) e Ay € Mat (C, n —m).

E. 9.33 Ezercicio. Justifique a forma (9.94). *

A representacio (9.94) é dita ser uma representagao em blocos diagonais de A, os blocos sendo as submatrizes A4; e
As.

Um fato relevante que decorre imediatamente de (9.94) e da Proposicao 9.3, pdgina 364, e que usaremos frequentemente
adiante, é que se A = A; @ Ay entdo
det(A) = det(A;) det(A,) .

e Operadores nilpotentes

Seja V' um espago vetorial e N : V' — V um operador linear agindo em V. O operador N é dito ser um operador
nilpotente se existir um inteiro positivo ¢ tal que N9 = 0. O menor ¢ € IN para o qual N9 = 0 é dito ser o indice de N.

Vamos a alguns exemplos.

010

E. 9.34 Ezercicio. Verifique que (§ é 2) e ((1] X (1)) sdo matrizes nilpotentes de indice 3. *

E. 9.35 Ezercicio. Verifique que (§ § é) com a # 0 e b # 0 é uma matriz nilpotente de indice 3. *
L . 000 010y . . -

E. 9.36 Ezercicio. Verifique que (8 0 (1]) eN = (8 0 8) sdo matrizes nilpotentes de indice 2. *

O seguinte fato sobre os autovalores de operadores nilpotentes serd usado adiante.

Proposigao 9.30 Se N € Mat (C, n) € nilpotente, entao seus autovalores sdo todos nulos. Isso implica que seu po-
linémio caracteristico é qn(z) = 2™, x € C. Se o indice de N € q entio o polinémio minimo de N é my(z) =27, x € C.
[m]

No Coroldrio 9.5, pagina 419, demonstraremos que uma matriz é nilpotente se e somente se seus autovalores forem
todos nulos.

Prova da Proposi¢do 9.30. Se N = 0 o indice é ¢ = 1 e tudo é trivial. Seja N # 0 com indice ¢ > 1. Seja v # 0 um
autovetor de N com autovalor A\: Nv = Mv. Isso diz que 0 = N% = A%v. Logo A? = 0 e, obviamente, A = 0. E claro
entdo que gy (z) = 2. Que o polindémio minimo é my(z) = x4 segue do fato que my(z) deve ser um divisor de g, (z)
(isso segue do Teorema 9.2 junto com o Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 9.3), pagina 375). Logo my(z) é da
forma z* para algum k < n. Mas o menor k tal que my(N) = N* = 0 ¢, por definicdo, igual a ¢. Isso completa a prova.

Mais sobre matrizes nilpotentes serd estudado na Segao 9.7.3 onde, em particular, discutiremos a chamada forma
canonica de matrizes nilpotentes.

e O nicleo e a imagem de um operador linear

Seja V um espago vetorial ¢ A : V' — V um operador linear agindo em V.

O niicleo de A é definido como o conjunto de todos os vetores que sao anulados por A:

N(A) = {x e V| Az =0} .
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A imagem de A é definida por

R(A) := {xeV|Iy eV tal que z = Ay} .

Afirmamos que N(A) e R(A) sao dois subespagos de V. Note-se primeiramente que 0 € N(A) e 0 € R(A) (por que?).
Fora isso, se z e y € N(A) entao, para quaisquer escalares a e 3,

Alax + By) = adz+ Ay = 0,

provando que combinagoes lineares ax + 2’ também pertencem a N(A). Analogamente se z e 2’ € R(A) entao existem
yey €V comzx= Ay, 2’ = Ay'. Logo

ax + ' = Aoy +By')
provando que combinagoes lineares ax + Sy também pertencem a R(A).

Para um operador A fixado, e k € IN, vamos definir
N = N(4F) e Ry = R(AF) .

Esses subespagos N e Ry, sdo invariantes por A. De fato, se © € Ny, entdo A*(Az) = A(A*z) = A0 = 0, mostrando que
Az € Nj,. Analogamente, se = € Ry, entdo x = A¥y para algum vetor y. Logo, Az = A(A*y) = A¥(Ay), mostrando que
Ax € Ry,.

Afirmamos que
N € Nipy1 (9.95)
e que

R D Rpeyr -

As demonstragoes dessas afirmativas sdo quase banais. Se 2 € Ny entdo A*z = 0. Isso obviamente implica A*+12 = 0.
Logo & € Ni11 e, portanto, Ni C Nj11. Analogamente, se = € Ry41 entio existe y tal que x = AF+1y. Logo z = A*(Ay),
o que diz que = € Ry. Portanto Ry C Ry.

Isso diz que os conjuntos Ny formam uma cadeia crescente de conjuntos:
{0} c Ny c Ny C - CNyC---CV, (9.96)
e 0s Ry formam uma cadeia decrescente de conjuntos:

VOR DR D DR D -+ D {0}. (9.97)

Consideremos a cadeia crescente (9.96). Como os conjuntos Ny, sao subespacos de V, é claro que a cadeia nao pode
ser estritamente crescente se V' for um espago de dimensao finita, ou seja, deve haver um inteiro positivo p tal que
Np = Np41. Seja p o menor niimero inteiro para o qual isso acontece. Afirmamos que para todo k > 1 vale N, = Np .

Vamos provar isso. Se x € Npix entdo AP**z = 0, ou seja, AP*1(A*~1z) = 0. Logo, A*1z € N,41. Dado que
Np = Ny, isso diz que A-lg e Np, ou seja, AP(AF=1g) = 0. Isso, por sua vez, afirma que z € Nptr—1. O que fizemos
entao foi partir de & € Np4x e concluir que x € Npx—1. Se repetirmos a argumentagao k vezes concluiremos que & € Np,.
Logo, Np4r C Np. Por (9.95) tem-se, porém, que N, C Ny €, assim, Ny = Np.

Assim, a cadeia (9.96) tem, no caso de V ter dimensdo finita, a forma
{0y C Ny C Ny C - C Ny =Npyg =+ =Npypp = == C V. (9.98)
Como dissemos, p serd daqui por diante o menor inteiro para o qual N = Npi1. O lema e o teorema que seguem
tém grande importancia na demonstracao do Teorema de Decomposigao de Jordan.

Lema 9.5 Com as defini¢oes acima, N, N R, = {0}, ou seja, os subespagos N, e Ry, tém em comum apenas o vetor
nulo. m]
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Demonstracdo. Seja z tal que z € N e x € R,. Isso significa que APz = 0 e que existe y tal que z = APy. Logo,

A%y = APz =0, ou seja, y € No,. Pela definiao de p tem-se que Na,, = N,. Assim, y € N,. Logo APy = 0. Mas, pela

prépria defini¢ao de y valia que APy = x. Logo z = 0. |
Esse lema tem a seguinte consequéncia importante.

Teorema 9.18 Com as definigdes acima vale que V=N, ® R, ou seja, cada x € V pode ser escrito de modo tinico na

forma x = 2, + x,, onde x,, €Ny €z, € Ry, m}
Demonstragdo. Seja m a dimensdo de N, e seja {u1, ..., Uy} uma base em N,. Vamos estender essa base, in-
cluindo vetores {vm41, ..., vn} de modo que {u1, ..., Um, Ums1, ..., Un} seja uma base em V. Afirmamos que
{APvy 41, ..., APv,} é uma base em R,. Seja z € R, e seja y € V tal que 2 = APy. Como todo vetor de V, y pode ser
escrito como combinagao linear de elementos da base {u1, ..., Um, Um+t1, ---, Un}:
m n
y = E a;u; + E ;.
i=1 i=m+1
Logo,
m n n
T = E a;APu; + E a; APv; = E a; APv; . (9.99)
im1 i=m+1 i=m+1
Os vetores {APvp41, ..., APv,} sdo linearmente independentes. Isso se mostra com o seguinte argumento. Se existirem

n n n
escalares Bp41, ..., B tais que Z BiAPv; = 0, entao terfamos AP Z ﬂlvl) =0, ou seja, Z Bivi € Np. Isso

i=m+1 i=m+1 i=m+1
n m
implica que existem constantes 1, ..., Y, tais que Z Bivi = Z%ui, pois os vetores {uy, ..., u;,} sio uma base
i=m+1 i=1
em Np. Ora, como {u1, ..., Um, Umt1, --., Up} s80 linearmente independentes, segue que os f;’s e os 7;’s sao todos
nulos. Isso prova que {APv,11, ..., APv,} sdo linearmente independentes e, portanto, por (9.99), formam uma base

em R,,.
Isso incidentalmente provou que a dimensao de R, é n —m. Temos, portanto, que dim (N,) 4 dim (R,) = dim (V).

Parai=m+1, ..., n defina-se u; = APv;. Afirmamos que o conjunto de vetores
{ut, ooy Uy Uty ooy g} = {ur, ooy Uy APUpy, oo, AP0y}

é também linearmente independente e, portanto, forma uma base em V. Suponhamos que haja constantes escalares

aig, ..., ap tais que
n m n
0= Zaiui = Zaiui-%—Ap( Z aivi> .
i=1 i=1

i=m+1
Isso implica, obviamente,
m n
§ au; = —AP g ;v | .
i=1 i=m+1

O lado esquerdo dessa igualdade é um elemento de N, (pois w1, ..., Uy sdo uma base em N,), enquanto que o lado
esquerdo ¢ obviamente um elemento da imagem de A, ou seja, de R,,. Contudo, ja vimos (Lema 9.5) que o tnico vetor
que N, e R, tém em comum é o vetor nulo. Logo,

(9.100)

(9.101)
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A relagao (9.100) implica o = --- = @ = 0, pois {u1, ..., Un} é uma base em N,. A relagio (9.101) implica
Qi1 = -+ = ap, = 0, pois {APv; ., APv,} é uma base em Rp,. Assim, todos os «;’s sdo nulos, provando que
{ur, ..., Umy Umst, ooy Un} = {ur, ...y Um, APUpy1, ..., APv,} é um conjunto de n vetores linearmente

independentes.

Consequentemente, todo x € V pode ser escrito na forma

n m n
T = E Qi = E a;u; + AP E ;v;
i=1 i=1

i=m+1
zn€Np - E€ERp
Provar a unicidade dessa decomposigao fica como exercicio. Isso completa a demonstragao. |

Uma das coisas que o teorema que acabamos de demonstrar diz ¢ que, dado um operador A, o espago V' pode ser
decomposto em uma soma direta de dois subespagos, invariantes por A: um onde A ¢ nilpotente, N,,, e outro onde A é
inversivel, R,. A ¢é nilpotente em N, pois APz = 0 para todo elemento x de N,. A é inversivel em R, pois se © € R, é
tal que Az = 0 isso implica x € N1 C N,,. Mas x s6 pode pertencer a N, e a R, se for nulo. Logo, em R,, Az = 0 se
e somente se x = 0, provando que A é inversivel'®. Para referéncia futura formulemos essa afirmativa na forma de um
teoremas:

Teorema 9.19 Se A é um operador linear nao-nulo agindo em um espago vetorial V- = C™ entdo é possivel decompor
V' em dois subespagos invariantes por A, V =8 & T, de forma que A restrito a 8 € nilpotente, enquanto que A restrito a
T € inversivel. m]

Esse serd o teorema basico do qual extrairemos a demonstracio do Teorema de Decomposi¢ao de Jordan.

9.7.2 O Teorema da Decomposicao de Jordan

Chegamos agora ao resultado mais importante desta se¢io, o Teorema da Decomposiciao de Jordan!?, um importante
teorema estrutural sobre matrizes de importancia em vérios campos, por exemplo na teoria das equagoes diferenciais
ordindrias. Para tais aplicagoes, vide Capitulo 13, pdgina 535.

O Teorema da Decomposicao de Jordan também tem certa relevancia na Teoria de Grupos, e o usaremos para provar
que toda matriz n x n complexa inversivel (ou seja, todo elemento do grupo GL(C, n)) pode ser escrita como exponencial
de outra matriz (Proposi¢ao 10.11, pdgina 468). No Capitulo 10 usaremos o Teorema da Decomposicao de Jordan para
provar a identidade ttil det(e?) = ¢™), vilida para qualquer matriz n x n real ou complexa (Proposicao 10.7, pagina
466). Vide também Proposi¢ao 9.14, pagina 373.

e Enunciado e demonstragao do Teorema da Decomposi¢ao de Jordan

Teorema 9.20 (Teorema da Decomposi¢ao de Jordan) Seja A wm operador linear agindo no espago V.= C" e
seja {a1, ..., a} o conjunto de seus autovalores distintos. Entdo, existem r subespagos 81, ..., 8, tais que V =
81 ®...D 8, e tais que cada 8; € invariante por A. Ou seja, A= A1 ® ... D A,, onde A; é A restrita a 8;. Fora isso,
cada A;, € da forma A; = a;1; + N;, onde 1; é a matriz identidade em 8; e onde N; € nilpotente. Por fim, a dimensao
s; de cada subespago 8; € igual a multiplicidade algébrica do autovalor a;. O

Demonstragdo. Seja {a1, ..., a;} o conjunto dos autovalores distintos de A e seja n; a multiplicidade algébrica do
autovalor «;. Seja A1 = A — a;1. Pelo Teorema 9.19, pagina 417, V pode ser escrito como V = 8; @ T1, onde 8; e Ty
sao0 invariantes por A, sendo A; nilpotente em 8; e inversivel em T7. Assim, A; é da forma Ay = Ny @ M; com N
nilpotente e M, inversivel. Logo

A= al+ A = (ails, + N1) @ (aaly, + M), (9.102)

18Lembre-se que esse argumento s6 funciona em espacos vetoriais V que tenham dimensio finita, o que estamos supondo aqui.
19Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922). A forma canénica de matrizes (que sera discutida mais adiante) foi originalmente descoberta
por Weierstrass (Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)) e redescoberta por Jordan em 1870.
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onde 1g, é a matriz identidade em 8; etc. Vamos mostrar que a dimensao de 8; ¢ igual & multiplicidade algébrica de ;.
Por (9.102) o polinémio caracteristico de A é

ga(\) = det(AL — A) = det((A — a1)ls, — Ny) det((A — 1)Ly, — My) .
Se gn, denota o polindmio caracteristico de Ny, tem-se
det((A —ai)ls, = Ni) = gvy(A—a1) = A—aq)™,

onde, na ultima igualdade, usamos a Proposigao 9.30, pigina 414, sobre a forma do polinémio caracteristico de uma
matriz nilpotente. Dai, segue que ga(A) = (A — a1)® qar, (A — 1), sendo gaz, o polinémio caracteristico de M. Como
M, ¢ inversivel, My nao tem o zero como autovalor. Logo, qar, (0) # 0. Portanto s; é igual & multiplicidade de a; como
raiz de g4, ou seja, ¢ igual a nq, a multiplicidade algébrica de a;.

A ideia agora ¢ prosseguir decompondo agora o operador ajly, + M; que aparece em (9.102) da mesma maneira
como fizermos acima com A.

Seja A’ = aqly, + My e que age em Ty, que é um espago de dimensdo n — ny. Definimos Ay = A" — aoly, .

Evocando novamente o Teorema 9.19, pdgina 417, T; pode ser escrito como Ty = 83 @ T, onde 83 e Ts sdo invariantes
por As, sendo Aj nilpotente em 85 e inversivel em Ty, Assim, V = 81 &8, & To. Agindo em Ty = 82 & Ta, Ay é da forma
Ay = Ny @ My com Ny nilpotente e My inversivel. Logo

A = asly, + Ay = (aols, + No) @ (aoly, + M) . (9.103)

Vamos, como acima, mostrar que a dimensao de 83 é igual & multiplicidade algébrica de .

Pela definicao,
A= (a1ls, + M) @ A = (a1ls, + N1) @ (azls, + No) ® (a2ly, + Ms) .

Logo,
ga(A) = det (A — a1)Ls, — N1) det (A — a2)ls, — Na) det (A — )Ly, — Mo) .

Portanto, pelos mesmos argumentos usados acima,
ga(A) = A —a)™ (A= a2)” g\ — ag) .

Como M, ¢ inversivel, M, nao tem autovalor zero e, assim, qar, (0) # 0. Logo, s = na. Ta é assim um subespago de
dimensao n — ny — na.

Prosseguindo nas mesmas linhas, apds r passos chegaremos a um subespaco T, de dimensao n —n; — -+ —n, =0
(por (9.30), pagina 366). Ai, teremos V =8, & -+ & 8, onde cada 8; tem dimensdo n; e

A= (a1ls, + N1) @+ & (a,1s, + Ny ,

onde os N;’s sao todos nilpotentes. Isso completa a demonstracao. |

Um coroldrio importante do Teorema de Decomposi¢ao de Jordan é o seguinte:

Teorema 9.21 Para toda matriz A € Mat (C, n) eviste uma matriz inversivel P € Mat (C, n) tal que P"YAP = D+N,
onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A e N é uma matriz nilpotente e de tal forma que D e N
comutam: DN = ND.

Consequentemente, toda matriz A € Mat (C, n) pode ser escrita na forma A = Aq+ A, com AgA, = A, A4, sendo
Ay diagonalizdvel e A,, nilpotente, a saber, Aj = PDP™' ¢ A, = PNP™', com D e N dados acima. m}

Demonstragdo do Teorema 9.21. O Teorema 9.20 estd dizendo que, numa base conveniente, A tem a forma de blocos
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diagonais
arl,, + Ny 0 S 0
A O 0
0 aglg, + Noo - 0
0 Ay -+ 0
A= = R (9.104)
0 0 A,
0 0 <o apls, + N,
ou seja,
A=D+N,
onde
ol 0 0
0 asly, 0
D = = diag |1, ..y Q1y oony Qpy oeny Qo
s1 vezes s, vezes
0 0 s ol
e
N 0 0
0 Ny -~ 0
N = . (9.105)
0 0 N,

Acima s; é a dimensao do subespago §;.

E facil de se ver que N é uma matriz nilpotente, pois se o k; é o indice de N; (ou seja, k; é o menor inteiro positivo

para o qual Nik7 =0), entdo para k := max (k1, ..., k) tem-se
( Nl)’”' 0 - 0
0 (N2)® 0
NF = =0
00 (N
Em verdade, k = max (ki1, ..., k) ¢ o indice de N (por que?).
Por fim, como cada N; comuta com a;1y,, fica claro que D e N comutam. Isso completa a demonstracao. |

Corolario 9.5 Uma matriz M € Mat (C, n) € nilpotente se e somente se todos os seus autovalores forem nulos. m]
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Prova. A Proposigao 9.30, pagina 414, afirma que se M é nilpotente todos os seus autovalores sao nulos. O Teorema
9.21, pagina 418, afirma que se os autovalores de M sdo nulos, entdo existe P tal que P"'MP = N, nilpotente. Isso
implica que M ¢ nilpotente. |

9.7.3 Matrizes Nilpotentes e sua Representacao Candnica

Os teoremas que estudamos acima nesta segao revelam a importancia de matrizes nilpotentes. Um fato relevante é que
elas podem ser representadas de uma forma especial, denominada forma canénica, da qual traremos logo abaixo. Antes,
alguma preparacao se faz necessdria.

Seja N € Mat (C, n) uma matriz nilpotente de indice g, ou seja, N = 0, mas N9~ # 0. Para uso futuro, provemos
o seguinte lema:

Lema 9.6 Seja N uma matriz nilpotente de indice q. Estao existe um vetor v # 0 tal que os q vetores

v, N, N2y, N1ty (9.106)
sdo linearmente independentes. Fora isso, o subespaco g-dimensional J,, 4 = (v, Nv, N*v, ..., N9"lv) de V gerado
por esses q vetores € invariante por N. [m]

Prova. Se ¢ =1, entdo N = 0 e ndo hd nada a provar, pois a afirmagao é trivialmente verdadeira para qualquer v # 0.
Seja entdo ¢ > 1 (em cujo caso N # 0, trivialmente). Sabemos, por hipétese, que a matriz N9~! é ndo-nula. Isso
significa que existe pelo menos um vetor v # 0 tal que N9~!v # 0. Fixemos um tal vetor. E imediato que os vetores
Nuv, N?v, ..., N7y sdo todos nao-nulos pois, se tivéssemos N7v = 0 para algum 1 < j < ¢ — 1, entdo, aplicando-se
N9=17J 3 esquerda, terfamos N9~ 'v = 0, uma contradicéo.

Sejam agora a, ..., escalares tais que
a1v+aNv+azN?v+ -+ a,NT7lv = 0. (9.107)

Aplicando-se N9~ ! nessa igualdade e lembrando que N9 = 0, concluimos que a; N9 v = 0. Como N9 v # 0, segue
que a1 = 0 e, com isso, (9.107) fica

asNv+azN*w+ -+ a,NT7ly = 0. (9.108)
Aplicando agora N9-2 nessa igualdade concluimos que o = 0. Prosseguindo, concluimos depois de ¢ passos que todos
os escalares ov; sao nulos. Isso prova que os ¢ vetores de (9.106) sao linearmente independentes.

Que o subespaco J,, 4 definido acima ¢ invariante por N é evidente pois, para quaisquer escalares 81, ..., 8, tem-se

N (Bro+ BoNv+ -+ BNT'0) = BINv+ BN?v+ -+ + BN lw € Jy 4.

O seguinte teorema é central para o que segue.

Teorema 9.22 Se N ¢ wma matriz nilpotente de indice q agindo em V e v um vetor com a propriedade que N9 v # 0,
entdo existe um subespago K de V tal que J, ¢ N K = {0}, tal que V = J, ¢ ® K e tal que K ¢é também invariante por
N. o

Prova.? A prova é feita por indugio em ¢q. Note-se que se ¢ = 1, entdo N = 0 e a afirmativa é trivial, pois podemos
tomar como v qualquer vetor ndo-nulo, .J,, 4 seria o subespaco gerado por esse v e K o subespaco complementar a v, que
é trivialmente invariante por N, pois N = 0.

Vamos supor entao que a afirmagao seja valida para matrizes nilpotentes de indice ¢— 1 e provar que a mesma é valida
para matrizes nilpotentes de indice g. O que desejamos é construir um subespago K com as propriedades desejadas, ou
seja, tal que V = J, ,® K, sendo K invariante por N.

20Extraida, com modificacées, de [134].
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Seja Vy = R(N) o conjunto imagem de N. Sabemos que Vj ¢ um subespago de V' e que ¢ invariante por N. Fora isso,
N 6 nilpotente de indice ¢ — 1 agindo em Vj (por que?)

Seja vg = Nv € Vj. E claro que N9~ 2y = N7~y # 0. Assim, pelo Lema 9.6, o subespago (¢ — 1)-dimensional
Jug, -1 = (vo, Nvg, ..., N9=2y5) = (Nv, N*v, ..., Nily) = JINv, g1
que é um subespago de Vj, é invariante por N e, da hipétese indutiva, concluimos que existe um subespago Ky de V; que
¢ invariante por N tal que Jyy, g—1 N Ko = {0} e tal que Vo = Jny, g—1 ® Ko.

Seja agora Ky := {z € V| Nx € K(}. Vamos provar a seguinte afirmagao:

I. Todo vetor x de V' pode ser escrito na forma 2 =y +zondey € J, 4 e z € K.

Para provar isso, notemos que para qualquer = € V vale certamente que Nz € Vj. Portanto, como pela hipétese
indutiva Vo = Jny, g—1 ® Ko, podemos escrever No = 3/ +2', com y' € Jno, -1 € 2’ € Ko. Como ' € Jny, g—1, Y €
da forma de uma combinagao linear 3y’ = a; Nv+-- -+ aqu‘l’lv = Ny,onde y := acyv+aaNv+---+ aqu‘l’zv
¢ um elemento de J,, 4. Logo, 2/ = N(z — y). Como 2’ € Ko, segue que z := 2z —y € K. Assim, z =y + z, com
y € Ju, 4 € 2 € Ky. Isso provou I.

Note que a afirmagao feita em I nao significa que V' = J, 4 ® K1, pois os subespagos J,, , ¢ K; podem ter uma
intersecgao nao-trivial. Tem-se, porém, o seguinte:

1. J, ,N Ko = {0}.

Provemos essa afirmacéo. Seja x € J, N Ky. Como = € J, 4, @ ¢ da forma = ayv + agNv + -+ + (y,,Nq’lu
Logo Nz = oy Nv + agN?v + --- + aq,lN‘l’lv € JNwv, g—1- Agora, como x € Ky e, por hipétese, Ky ¢ invariante
por N, segue que Nz € Ky. Logo, Nz € Jyy, g—1 N Ko. Todavia, mencionamos acima que Jyy, g—1 N Ko = {0}.
Logo, Nz = 0, ou seja, 0 = Nox = oy Nv + aaN?v + -+ + aq,lN"’lv. Como os vetores Nv, ..., N7 ly sio
linearmente independentes, conclufmos que a = - -+ ag—1 = 0. Logo, # = a, N?~ . Isso significa que z € Jyn, g—1-
Demonstramos, entao, que se & € J, ¢ N Ko entao © € Jyy, g—1 N Ko mas, como Jyy, g—1 N Ko = {0}, segue que
z = 0. Isso conclui a prova de II.

III. Ky e J,, 4N K1, sao dois subespagos disjuntos de K.

A demonstragao é muito simples. E evidente que J,, 4N K7 é subespaco de K. Como K é invariante pela agao de
N, segue que se x € Ky entao Nz € K. Pela definigao, isso diz que z € K; e concluimos que K ¢ um subespago
e K.

Que Ky e J,, 4 N K sdo subespagos disjuntos, segue do fato que
Ko (Ju N K1) = Kin(Ju NEKo) 2 Kin{0} = {0}.

A afirmagao IIT implica que K, = (Jy,, ¢ N K1) & Ko & K, para algum subespago K|, de K (ndo necessariamente
tnico). Seja agora K := Ky @ K{. Note que K1 = (J,, N K1) @ K e, portanto,
(Jo,q NK1)NK = {0} . (9.109)
Provaremos que esse K possui as propriedades desejadas, ou seja, que V = .J,, @ K, sendo K invariante por N. Isso é
feito em trés passos.
1. J,, 4 ¢ K so subespagcos disjuntos, ou seja, J,, N K = {0}, pois, como K C K7, segue que K = KNK; e, portanto,

JogNK = Jo gN(ENK)) = (JonE)NE O2Y

{0}
2. Jy, ¢ ® K contém os vetores de J,, 4 e de (Jy, ¢ N K1) ® K = K;. Por I, isso implica que J, ,® K =V.

3. K ¢ invariante por N, pois o fato que K C K1, implica, pela definicao de Ky, que NK C NK; C Ky C K.
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A prova do Teorema 9.22 esta completa |

A principal consequéncia do Teorema 9.22 é a seguinte.

Proposigao 9.31 Seja N € Mat (C, n) uma matriz nilpotente de indice q. Entdo, existem

1. um inteiro positivo r, com 1 <r <n,
2. r numeros inteiros positivos n > q1 > qa > - >q- > 1, comq+ -+ ¢ =n,

3. 1 vetores vy, ..., v, satisfazendo N%v; =0 mas N9~ 'v; £0,j=1, ..., r,

tais que
V="Jna® &g -

Prova. Se ¢ = 1 entdo N = 0. Basta tomar r = n e escolher vy, ..., v, uma base qualquer em V. Os ¢;’s sao todos
iguais a 1.
Consideremos entéao ¢ > 1 com N # 0. Tomemos ¢; = ¢. Pelo Teorema 9.22, existem um vetor v; # 0 e um subespago
K, invariante por N tais que
V= Ju, g @K'

Como K! é invariante por N, podemos também dizer que a matriz N é nilpotente quando restrita a K* (ja que é
nilpotente em todo V). Denotemos por g2 o indice de N quando restrita a K. E claro que g2 < ¢ = ¢1.

Assim, podemos aplicar o Teorema 9.22 para a matriz N restrita a K e concluir que existe vy # 0 em K' e um
subespago K2 de K!, invariante por N, tais que K = J,, 4, & K2. Note que N%v;y = 0, pois v € K.

Com isso, temos
V= Jvn,qn erz,q: $K2 .
Novamente K2 é invariante por N e, como K2 é um subespaco de K. O indice de N em K2 serd g3 < g2 < ¢1.
O espago V tem dimensdo finita. Assim, a prova se conclui repetindo o procedimento acima um nimero finito r de

vezes. Note que N%v; =0, pois N%v; =0, e v; € K/~ para todo j =2, ...,r. | |

Pela construcdo acima, é claro que ¢; + --- + ¢, = n, a dimensao de V, e que os n vetores
vy, Nop, ..., N Yoy vy, Nog, ..., N2 Yoy 0 v, Nup, ..., N1y,

sdo linearmente independentes e formam uma base em V. Vamos denotd-los (na ordem em que aparecem acima) por
by, ..oy b

Note agora que, pela construgao, Nb; = b1, para j em cada um dos conjuntos

Lo a1 {1+a, .., ate-1} {I+a+te ..., at+e+a-1},
{I+qa+ - +¢-1, ..., a+-+g -1}, (9.110)
com!=0, ..., r—1, sendo que Nb; =0 para todo j na forma ¢; +---+¢q, =1, ..., r.
E. 9.37 Exercicio importante para compreender o que seque. Justifique as dltimas afirmagdes. *
Isso significa que na base by, ..., b, os elementos de matriz de N sao todos nulos exceto aqueles na forma Nj ;1
com j em algum dos conjuntos listados em (9.110), em cujo caso Nj j41 = 1. Pictoriamente, isso diz-nos que na base
by, ..., b, a matriz N assume uma forma genericamente ilustrada na Figura 9.4. Essa é a denominada forma candnica

da matriz nilpotente N ou representa¢ao canénica da matriz nilpotente N, que descrevemos mais detalhadamente no que
segue.
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(qlf 1) vezes

(qu 1) vezes

)(qr* 1) vezes

Figura 9.4: Forma canonica tipica de uma matriz nilpotente N. Os elementos da primeira supra-diagonal podem valer
0 ou 1. Todos os demais elementos de matriz sao nulos.

Os elementos da diagonal principal sdo todos nulos. Os tinicos elementos nao-nulos da matriz podem estar localizados
apenas na diagonal imediatamente acima da principal, ou seja, aquela diagonal formada por elementos de matriz do

tipo Nj, j41 com j =1, ..., n— 1. Chamaremos essa diagonal de primeira supra-diagonal. Os elementos da primeira
supra-diagonal podem ser 0 ou 1, da forma seguinte: a primeira supra-diagonal possuird r fileiras. As primeiras r — 1
fileiras sdo formadas por g; elementos, j =1, ..., n — 1, sendo os primeiros ¢; — 1 elementos iguais a 1 e o 1ltimo igual

a 0. A ultima fileira terd g, — 1 elementos iguais a 1. Assim, se ¢, = 1, o ultimo elemento da primeira supra-diagonal
serd nulo, proveniente da (r — 1)-ésima fileira (essa é a tinica forma de aparecer um zero no tltimo elemento da primeira
supra-diagonal).

Note que zeros consecutivos podem ocorrer, se tivermos alguns ¢;’s iguais a 1. Note também que os elementos da
primeira supra-diagonal podem ser todos nulos (o que valerd se r = n, em cujo caso ¢ = --- = r, = 1. Isso s6 pode
ocorrer se N = ( e, nesse caso, ¢ = 1) ou todos iguais a 1 (o que valerd se r = 1, em cujo caso q; = n).

9.7.4 A Forma Canoénica de Matrizes

Finalizamos esta se¢ao e nossa discussao sobre o Teorema da Decomposi¢ao de Jordan e suas consequéncias reunindo o
que descobrimos até aqui.

Se A € Mat (C, n) o Teorema 9.20, pagina 417 ensinou-nos que numa base conveniente (ou seja, por uma trans-
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formagao de similaridade P(;]APU)A toda matriz A tem a forma de blocos diagonais:

ail,, + Ny 0 0
A 0 0
0 Qoln, + Ny oo 0
0 Ay -+ 0
PrlAP, — _ i (9.111)
0 0 A,
0 0 - apl,, + Ny
sendo ay, ..., a, os autovalores distintos de A. O j-ésimo bloco é de tamanho n; x nj, sendo que n; é a multiplicidade

algébrica do autovalor «v;. As matrizes N; sao nilpotentes.
Cada matriz N; pode ser levada a sua forma canénica Ny (tal como explicado na Figura 9.4, pdgina 423, e no que se
lhe segue) em uma base conveniente, ou seja, por uma transformacio de similaridade Pj’INJPT Assim, definindo

P 0 0
0 P - 0

P = , (9.112)
0 0 P
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vemos que P’I(PJIAPO)P = (PyP)"'A(PyP), sendo que, por (9.111),

Pt (a1, + N1) Py 0 0
0 Pyl(aoly, + Na) Py -+ 0
PYPytAP)P =
0 0 <o PN (aplla, + Ny) Py
aily,, +NY 0 0
0 aplly, + N5 - 0
= . (9.113)
0 0 s aplly,, + NS
E. 9.38 Ezercicio. Complete os detalhes. *

A matriz final de (9.113) ¢ denominada forma candnica da matriz A, ou forma canénica de Jordan da matriz A. Como
dissemos, toda matriz A assume essa forma numa certa base. Devido ao fato de todos as submatrizes nilpotentes Ny terem
a forma canonica, os nicos elementos nao-nulos da forma canoénica da matriz A podem estar ou na diagonal principal
(sendo estes os autovalores de A, cada um aparecendo em uma fileira de n; elementos), ou na primeira supra-diagonal,
sendo que estes valem apenas 0 ou 1 e seguem as regras descritas acima. Isso é ilustrado na Figura 9.5,

A Figura 9.5, mostra a forma canénica de uma matriz que possui 4 autovalores distintos oy, as, ag e aa. A primeira
supra-diagonal é formada pela sequéncia de nimeros

Ty W0, R 0, 0 (9.114)

sendo que os 7] assumem apenas os valores 0 ou 1, de acordo com as regras explicadas acima quando discutimos a forma
canonica de matrizes nilpotentes. Todos os elementos fora da diagonal principal e da primeira supradiagonal sao nulos.
O primeiro bloco é de dimensao (a + 1) x (a + 1), o segundo bloco é de dimensao (b+ 1) x (b+ 1) etc., sendo a + 1 a
multiplicidade algébrica de vy, b+ 1 a multiplicidade algébrica de a etc.

E interessante notar que na primeira supra-diagonal, sempre ocorrem zeros nos pontos localizados fora dos blocos, ou
seja, nos pontos onde ocorrem transi¢des entre dois autovalores distintos (indicados por setas na Figura 9.5). Esses sio
o0s zeros que ocorrem explicitamente na lista (9.114).

Por fim, comentamos que a forma candnica nao é exatamente tnica, pois é possivel ainda fazer transformagoes de
similaridade que permutem os blocos de Jordan da matriz. Além disso, dentro de cada subespago invariante (onde cada
bloco age) é possivel fazer certas permutagoes dos elementos da base, de modo a preservar a diagonal e permutar os 7;’s
da primeira supradiagonal.
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9.7.5 Mais Alguns Resultados Sobre Matrizes Nipotentes

O Teorema da Decomposigao de Jordan permite-nos demonstrar mais alguns fatos tteis sobre matrizes, particularmente
sobre matrizes nilpotentes.

Recordemos que o indice de uma matriz nilpotente N é o menor ¢ € IN para o qual vale tem-se N7 = 0. Um resultado
1til sobre matrizes nilpotentes ¢é o seguinte lema:

Lema 9.7 Sejam Ny e No € Mat (C, n) duas matrizes nilpotentes com indices q1 e g2, respectivamente. Se N1 e Ny
comutarem, ou seja, se NyNo = NaNy, entdo ay Ny + asNy € também nilpotente para todos oy, as € C. O indice de
a1 Ny + aaNo € menor ou igual a g1 + qo. [m]

Prova. Como N; e Ny comutam, vale o binémio de Newton?! e, para todo m € IN tem-se

(alNl + a2Nz)m = Z <7;) ay' Pal N{"TPNY .

=0

A condicao de N; ter indice ¢; implica que ¢ suficiente considerar os valores de p com m — p < ¢1, ou seja, p > m — qi.
A condicao de N, ter indice ¢» implica que é suficiente considerar os valores de p com p < gz. Assim, sé podem ser
eventualmente nao-nulos os termos da soma com m — ¢; < p < g2. Se tivermos m — q; > ¢ (ou seja, m > q1 + q2)4 essa
condigao é impossivel e todos os termos da soma do lado direito sdo nulos, implicando que a1 N7 4+ a3 N5 é nilpotente de
indice menor ou igual a m. Assim, o indice de a3 N1 + a3 N3 é menor ou igual a g1 + ¢o. | |

Um coroldrio disso é a Proposigao 9.32, pdgina 427, a qual indica-nos uma condigao suficiente e necesséria para que
uma matriz seja nilpotente. Antes precisamos apresentar e demonstrar o seguinte lema, o qual tem interesse por si sé:

Lema 9.8 Seja A € Mat (C, n), sejam a1, ..., a, seus autovalores distintos (naturalmente, com 1 <r < n) e sejam
mi, ..., my suas multiplicidades algébricas respectivas (naturalmente, my + - -- +m, =n). Enldo,
-
Tr(Ak) = Zml of (9.115)
=1
para para todo k € WNy. [m}

Prova. Seja A € Mat (C, n). Para o caso k = 0, lembremo-nos da convengao que A° = 1. Assim, Tr(4°) = Tr(1) = n.
Mas no caso k = 0 o lado direito de (9.115) fica >_;_; my = n. Isso estabeleceu (9.115) para k = 0. Tomemos doravante
k> 0.

Seja P € Mat (C, n) uma matriz inversivel que leva A a sua forma de Jordan, ou scja, tal que PAP~!' =D+ N com
D diagonal, N nilpotente e com DN = ND. Seja ¢ indice de N. E claro que para cada k € IN tem-se

k k
pAkP= = (PAP™Y) = (D+N)* = Z( )D’“’pNP = D"+Z( )D"”’Np, (9.116)
=\p =\
Afirmamos que cada termo da tltima somatéria (ou seja, aqueles termos com 1 < p < k) é uma matriz nilpotente. De
fato, para cada | € IN tem-se
(Dk—pr)' — pl-pli

e se escolhermos I de sorte que pl > g (e isso é sempre possivel para cada p > 1, o fator N?! sera nulo, provando que
DF=PNP é nilpotente.

Assim, (9.116) e o Lema 9.7, pagina 426 informam que PA*P~' = D* 4 M com M nilpotente. Logo, para todo
k € IN tem-se
Tr(AF) = Te(PAFP7Y) = Te(DF) +Tr(M) = Tr(D*) .

218ir Tsaac Newton (1643-1727).
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Na ultima igualdade usamos o fato de que o trago de uma matriz nilpotente é nulo, pois todos os seus autovalores sao
nulos (vide Corolério 9.5, pagina 419 e Proposigao 9.30, pagina 414).

Sejam av, ..., a, os autovalores distintos de A (naturalmente, com 1 < r < n) e sejam my, ..., m, suas multipli-
cidades algébricas respectivas (naturalmente, my + -+ + m, = n). Jd sabemos que D = diag (a1, ..., ), sendo que
cada «; aparece m; vezes na diagonal de D. Logo, D* = diag (a’f, L (y’:). Consequentemente,

”
Tr(Ak) = Tr(Dk) = Zmlof,
=1
completendo a prova. |

Vamos agora ao resultado mais desejado.

Proposicao 9.32 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que uma malriz A € Mat (C, n) seja nilpotente é que valha
Tr(A¥) =0 para todo k=1, ..., n. =]

Prova. Se A ¢ nilpotente, entao todos os seus autovalores, sdo nulos, assim como todos os autovalores de todas as suas
poténcias. Logo, Tr(Ak) = 0 para todo k € IN.

Vamos agora supor que Tr(/lk) = 0 para todo k = 1, ..., n. Sejam «j, ..., «, os autovalores distintos de
A (naturalmente, com 1 < r < n) e sejam my, ..., m, suas multiplicidades algébricas respectivas (naturalmente,
my+ - +m, =n).

Vamos agora, por contradigao, supor que A nao seja nilpotente. Pelo Coroldrio 9.5, pagina 419, isso equivale a dizer
que ao menos um dos autovalores de A é nao nulo. Digamos que este seja o autovalor a,.. Temos, assim que o, # 0 e
que m, > 1.

Note-se que se r = 1, entdo todos os autovalores de A seriam iguais (a «, digamos) e terfamos m, = n. Porém nesse
caso terfamos Tr(A) = na, o que é imcompativel com a hipétese que Tr(A) = 0, pois isso implicaria que « = 0, ou
seja, que todos os autovalores de A sdo nulos, o que implicaria, pelo Pelo Coroldrio 9.5, pagina 419, que A ¢é nilpotente.
Podemos, portanto, supor r > 1.

Seja p(z) = Yp_; Bea* um polinémio de grau menor ou igual a n e cujo termo constante ¢ nulo. Teremos, pela
hipétese que Tr(A""’) =0 paratodo k=1, ..., n, que

0= 3 ATr(an) "BV 3, (tha}) =S m (Zﬁwf) = S mupla) . (9.117)
k=1 =1 =1 k=1 =1

k=1

Vamos agora escolher p(z) = #(z —a1) - - (¥ — ar—1). Teremos, evidentemente, que: 1 o polinémio p ¢ um polinémio de
graur < n cujo termo constante é nulo. 2° p(oy) = Oparacadal =1, ... r—1. 3°p(a,) = ap(ar—ay) -+ (ap—ay_1) # 0,
pois nenhum dos fatores do lado direito é nulo (j& que a, # 0 e ja que os ay’s sdo distintos). Para esse polinomio a
relagao (9.117) fica 0 = m,p(a,). Como p(a,.) # 0, concluimos que m, = 0, uma contradigao com o fato que m, > 1 que
por sua vez decorria da hipdtese de A nao ser nilpotente.

Logo, a hipétese que Tr(A"') =0 para todo k=1, ..., n, implica que A é nilpotente, completando a prova. |

Uma consequéncia evidente da Proposi¢ao 9.32, acima, é que se para A € Mat (C, n) valer que Tr(Ak) = 0 para cada
k=1, ..., n, entao Tr(A"') = 0 para todo k£ > 1. O préximo exercicio apresenta mais um colorario da Proposi¢ao 9.32.
E. 9.39 Ezercicio. Demonstre o seguinte coroldrio da Proposicdo 9.32, pagina 427:

Coroldrio 9.6 Uma condi¢io necessdria e suficiente para que uma matriz A € Mat (C, n) seja nilpotente é que valha TT(EZA) =n
para todo z em algum dominio aberto de C. [m]

A k < e P
Sugestdo: prove que TT(EZ"‘) =n+y,7, ZT,Tr(Ak) é analitica em z e use esse fato. Para a demonstrar a analiticidade, prove (usando

(9.115)) que |’IY(A")‘ < n(max{lmL |0('r|})k e use esse fato. *
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9.8 Algumas Representacoes Especiais de Matrizes

Nas segOes anteriores apresentamos algumas formas especiais de representar matrizes com determinadas caracteristicas,
como aquelas expressas no Teorema Espectral e no Teorema de Jordan. Nesta se¢ao apresentaremos outras representagoes,
relevantes em certos contextos, como a decomposi¢iao polar.

9.8.1 A Decomposig¢ao Polar de Matrizes

E bem conhecido o fato de que todo niimero complexo z pode ser escrito na forma polar z = |z|e?’, onde |z| > 0 e
0 € [~m, 7). Tem-se que |z| = VZz e € = 2|2|"!. H4 uma afirmagao aniloga valida para matrizes A € Mat (C, n),
a qual é muito 1til, e da qual trataremos nesta segdo. Antes de enunciarmos esse resultado de forma mais precisa (o
Teorema da Decomposigao Polar, Teorema 9.23, abaixo), fagamos algumas observagoes preliminares.

Seja A € Mat (C, n) e seja a matriz A*A. Notemos primeiramente que (A*A)* = A*A* = A*A, ou seja, A*A

e autoadjunta. Pelo Teorema 9.14, pdgina 399, é possivel encontrar um conjunto ortonormal {vy, k =1, ..., n} de
autovetores de A* A, com autovalores di, k =1, ..., n, respectivamente, sendo que a matriz
P = |[v1, vn]] (9.118)

(para a notagdo, vide (9.9)) é unitdria e diagonaliza A*A, ou seja, P*(A*A)P = D, sendo D a matriz diagonal D :=
diag (d1, ..., dn), cujos elementos da diagonal sdo os autovalores de A*A. Os autovalores dj. sdo todos maiores ou iguais
a zero. De fato, se v, # 0 é um autovetor de A*A com autovalor dy, teremos di||vg|? = dy (v, k) = (Uk, Bug)e =
(v, A*Avg)e = (Avg, Avg)e = | Avi||2. Logo, dy = || Avk||?/|lvk||> > 0.

Com esses fatos & mao, vamos definir uma matriz diagonal, que denotaremos sugestivamente por D'/2, por D'/2 :=
diag (Vdi, ..., V/d,). Tem-se que (Dl/z)2 = D, uma propriedade 6bvia®?. Note-se também que (DY/2)" = D/2, pois
cada /dj, é real. Os niimeros nao-negativos v/dy, ..., V/d, sdo frequentemente denominados valores singulares de A.

Definamos agora a matriz v A*A, por

VA*A = PDY2p*. (9.119)

M . 2
Essa matriz v/A*A é autoadjunta, pois (\/A*A) = (PDY2P*)" = PD'/2P* = /A*A. Observemos que (\/A*A) =
P(D'/?)2pP* = PDP* = A*A. Disso segue que

(dct (\/ﬂ))2 = dct((mf) = det(A*A) = det(A*)det(A) = dot(A) det(A) = |det(A)[? .

Provamos assim que det (\/ A*A) = | det(A)| e, portanto, vV A*A ¢ inversivel se e somente se A o for.

Alguns autores denotam a matriz vV A*A por |A|, por analogia com o médulo de um nimero complexo. Podemos
agora formular e demonstrar o resultado que procuramos:

Teorema 9.23 (Teorema da Decomposigao Polar) Seja A € Mat (C, n). Entdo, existe uma matriz unitdria U €
Mat (C, n) tal que

A = UVA*A. (9.120)
Se A ¢ inversivel, entio U é univocamente determinada. A representagio (9.120) é denominada representagio polar de
A. [m]
Prova. Sejam, como acima, di, k = 1, ..., n os autovalores de A*A com autovetores respectivos v, k = 1, ..., n.

Sabemos pelo Teorema 9.14, pagina 399 que podemos escolher os vy’s de forma que (vg, V)¢ = 0.

Como vimos acima, os autovalores dj, satisfazem dj > 0. Sem perda de generalidade, vamos sup6-los ordenados de

forma que dy, > 0 para todo k=1, ..., 7 edy =0 paratodo k=741, ..., n. Com essa escolha, tem-se que
Avp = Oparatodok = r+1, ..., n, (9.121)
22Essa nao é a tinica matriz com essa propriedades, pois qualquer matriz do tipo diag (£Vd1, ..., £Vdn), com os sinais £ escolhidos

independentemente uns dos outros, também tem como quadrado a matriz D.
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pois de A*Avy, = 0, segue que 0 = (vy, A*Avg)e = (Avg, Avk)e = || Avk .
Para k=1, ..., r, sejam wy os vetores definidos da seguinte forma:
1

wy = \/—{TkAvk ok =1,...,r. (9.122)

E facil ver que

1 1 dy. dj,

(wg, wi)g = (Avg, Au)e = (A" Avg, vy)g = (vk, v1)¢ = Okt = Okt
e T Vad, ¢ Vi, CTVdd T Y Vi, ’
para todos k, I = 1,...,r. Assim, o conjunto de vetores {wy, k = 1, ..., r} forma um conjunto ortonormal. A
eles podemos acrescentar um novo conjunto {wg, k =r+1, ..., n}, escolhido arbitrariamente, de vetores ortonormais
pertencentes ao complemento ortogonal do subespago gerado por {wg, k =1, ..., r} e construir assim, um conjunto
ortonormal {wy, k=1, ..., n}.
Sejam agora a matriz P, definida em (9.118) e as seguintes matrizes de Mat (C, n):
Q = [wl, wn]] . U= QP

(para a notagdo, vide (9.9)). Como {vy, k=1,...,n} e {w, k=1, ..., n} sdo dois conjuntos ortonormais, segue que

P e @ sdo matrizes unitdrias (por qué?) e, portanto, U também é unitaria.
E facil ver que AP = QD'/2, onde D'/?
defidiag (\/dlA FN \/d,,), De fato,

AP L8 AIIm, P Un,]] ©12) IIAvh Au,}]
(9:121) HAvl,...,AvTO,...,OH
OL Vv, .. Vg, 0, ..., 0]

9.15
(9.15) I[w“ o wnﬂD]/Z _ QDI/Z'

Agora, de AP = QD2 segue que A = QDY2P* = UPD'/2p* o119 UV A*A, que é o que queriamos provar.

Para mostrar que U é univocamente determinado se A for inversivel, suponhamos que exista U’ tal que A = UV A*A =
U’'vA*A. Como comentamos acima, vV A*A é inversivel se e somente se A o for. Logo, se A é inversivel, a igualdade
UVA*A =U'VA*A implica U = U’, estabelecendo a unicidade. Caso A néo seja inversivel a arbitrariedade de U reside
na escolha dos vetores ortogonais {wy, k=r+1, ..., n}. ]

O seguinte coroldrio é elementar:

Teorema 9.24 Seja A € Mat (C, n). Entdo, existe uma matriz unitdria V € Mat (C, n) tal que

A = VAAV . (9.123)

Se A é inversivel, entao V € univocamente determinada. [m}

Prova. Para a matriz A*, (9.120) diz-nos que A* = Upy/(A*)*A* = Upv/AA* para alguma matriz unitéria Up. Como
VAA* é autoadjunta, segue que A =V AA* Ug. Identificando V' = Ug, obtemos o que desejamos. |

O Teorema da Decomposicao Polar pode ser generalizado para abranger operadores limitados agindo em espagos
de Hilbert (vide Teorema 41.31, pdgina 2168) e mesmo para abranger operadores nao-limitados agindo em espagos de
Hilbert (vide [264]).
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9.8.2 A Decomposicao em Valores Singulares

O Teorema da Decomposi¢ao Polar, Teorema 9.23, pagina 428, tem um coroldrio de particular interesse.

Teorema 9.25 (Teorema da Decomposi¢ido em Valores Singulares) Seja A € Mat (C, n). Entao, existem ma-
trizes unitdrias V. .e W € Mat (C, n) tais que

A =VSW*, (9.124)
onde S € Mat (C, n) é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sio os valores singulares de A, ou seja, os
autovalores de V A*A. [m]
Prova. A afirmagio segue imediatamente de (9.120) e de (9.119) tomando V =UP, W = P e S = D'/2. |

O Teorema 9.25 pode ser generalizado para matrizes retangulares. No que segue, m, n € IN e usaremos as defini¢oes
(9.3), (9.7) e a relacao (9.8) (vide pdgina 356) que permitem mapear injetivamente matrizes retangulares em certas
matrizes quadradas.

Teorema 9.26 (Teorema da Decomposi¢ao em Valores Singulares. Geral) Seja A € Mat (C, m, n). Entao,
existern matrizes unitdrias Ve W € Mat (C, m + n) tais que

A = I, minVSW Tinin, n (9.125)

onde S € Mat (C, m+n) ¢ uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao os valores singulares de A’ (definida em
(9.7)), ou seja, os autovalores de \/(A")*A’. u]

Prova. A matriz A’ € Mat (C, m+n) é uma matriz quadrada e, pelo Teorema 9.25, possui uma decomposigao em valores
singulares A’ = VSW* com V e W € Mat (C, m + n), unitérias, e S € Mat (C, m+n) sendo uma matriz diagonal cujos
elementos diagonais sdo os valores singulares de A’. Com isso, (9.125) segue de (9.8).

Na Secao 9.9, pagina 435, estudaremos uma aplicagao do Teorema da Decomposicao em Valores Singulares, a saber,
ao estudo da chamada Pseudoinversa de Moore-Penrose e suas aplicagoes em problemas de optimizacao linear.

A decomposigao em valores singulares apresentada acima admite uma generalizagao para operadores compactos agindo
em espacos de Hilbert. Vide Teorema 41.39, pagina 2192.

9.8.3 O Teorema da Triangularizagao de Schur

O teorema que apresentamos abaixo, devido a Schur®?, é semelhante, mas nao idéntico, ao Teorema de Jordan: toda ma-
triz de Mat (C, n) pode ser levada por uma transformagéo de similaridade induzida por uma matriz unitdria a uma matriz
triangular superior (para a definigao, vide Segao 9.6, pdgina 410). Esse teorema é alternativamente denominado Teorema
da Triangulariza¢ao de Schur ou Teorema da Decomposi¢io de Schur. Como veremos, esse teorema pode ser usado para
fornecer uma outra demonstragao (eventualmente mais simples) da diagonalizabilidade de matrizes autoadjuntas e de
matrizes normais por matrizes unitérias.

Teorema 9.27 (Teorema da Decomposicao de Schur) Seja A € Mat (C, n). Entdo, existe U € Mat (C, n),
unitdria, e S € Mat (C, n), triangular superior, tais que A = U*SU. Os elementos da diagonal de S sao os auto-
valores de A. [m]

Antes de provarmos esse teorema, mencionemos um coroldrio evidente:

Corolario 9.7 Seja A € Mat (C, n). Entdo, existe V € Mat (C, n), unitdria, e I € Mat (C, n), triangular inferior, tais
que A =V*IV. Os elementos da diagonal de I sao os autovalores de A. [u]

231ssai Schur (1875-1941).
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Prova do Coroldrio 9.7. Pelo Teorema 9.27, a matriz A* pode ser escrita da forma A* = V*SV, com V unitaria e S
triangular superior. Logo, A = V*S*V. Porém, S* = I é triangular inferior.

Também pelo Teorema 9.27, os autovalores de A* sdo os elementos diagonais de S, que sdo o complexo conjugado
dos elementos diagonais de S* = I. Mas os autovalores de A sdo o complexo conjugado dos autovalores de A* (pela
Proposigao 9.24, pagina 397) e, portanto, sao os clementos diagonais de I.

Prova do Teorema 9.27. Comecemos observando que se A = U*SU com U unitdrio, entdo A e S tém o mesmo polindémio
caracteristico e, portanto, os mesmos autovalores, incluindo a multiplicidade (vide a discussdo em torno de (9.32), pagina
367). Mas o polindmio caracteristico de S é pg(z) = det(z1 — S) = [[r_,(z — Skx), pois S é triangular superior e,
portanto, os autovalores de S sao os elementos de sua diagonal. Passemos & demonstracao da afirmativa principal, ou
seja, que A = U*SU com U unitario e S triangular superior.

Seja n > 2 e v; um autovetor de A com autovalor \; e |[v1]| = 1. Seja UM uma matriz unitdria da forma UM =
[ugl), A u%”]l com u(ll) = v1, ou seja, cuja primeira coluna é o vetor v;. Entao,
1 1
Moou) e
9.12 0 “ﬁ) ”’gl) 1
Av® C2 LA, A = el au, L add] = 00 R I
(1) (1)
0 An—1)1 " Yn—1)(n—1)
para certos bi,,l) e ai_j), k,l=1,..., n—1, onde
n-1
Au,,(fl) = bi”?l,ﬁl) + Z a,}p“f?l ) k=2 ..,n. (9.126)
=1

Para simplificar a notagao, definimos

1 1 1
bi) 0 ay ag(lfl)
) — , Op1 = AL —
(1) 1) (1)
[ 0 An-11 " Yn—1)(n-1)

(0,1 tendo n — 1 linhas) e escrevemos a identidade (9.126) como

. a7
v AU® = . (9.127)
0n1 AD
Para n = 2 isso demonstra o teorema, pois afirma que
M pH
UW A — L

1
0 (1(11)

sendo o lado direito uma matriz triangular superior. Para n > 2 procedemos por indugao. Supondo a afirmacao valida
para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo existe uma matriz unitdria V € Mat (C, n — 1) tal que V*ADV = SO sendo
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S triangular superior. Assim, definindo a matriz unitaria U € Mat (C, n) por Uv® = (o 17‘ ofv,, ), teremos por
(9.127),
(U(l)U(7))*AU(1)U(2) — U(Q)*U(l)*AU(l)U@)
TR B SV TR 1ol

Opy V¥ 0p—1 AWM Opy  V

a (V)T

Opoy VAWV

a (vTnyT

que é triangular superior, pois (V) 0 6. Como UMU®) é unitaria (pois UM e U?) o sdo), o teorema estd provado. M

Comentdrio. Toda matriz triangular superior S pode ser escrita na forma D + N, sendo D a matriz diagonal formada pela diagonal de S (ou
seja, Dj; = S;; para todo i =1, ..., n) e N é nilpotente (pois ¢ triangular superior, mas com diagonal nula). Assim, o Teorema 9.27 afirma
que toda matriz A pode ser levada & forma D + N por uma transformacao de similaridade unitaria. Porém, o Teorema 9.27 nao garante (nem
é verdade, em geral) que D e N comutem. Assim, o Teorema 9.27 é distinto do Teorema de Jordan, Teorema 9.21, pagina 418.

O Teorema 9.27 tem por coroldrio o seguinte teorema, ja provado anteriormente por outros meios (Teorema 9.14,
pégina 399, e Proposigao 9.26, pdgina 401).

Teorema 9.28 Uma matriz A € Mat (C, n) € autoadjunta, se e somente se for diagonalizdvel por uma transformagao
de similaridade unitdria e se seus autovalores forem reais. [m}

Prova. Pelo Teorema 9.27, existe uma matriz unitaria U tal que U* AU = S, sendo S triangular superior cujos elementos
diagonais sdo os autovalores de A. Assim, se A = A*, segue que S* = (U*AU)* = U*A*U = U*AU = S. Mas para uma
matriz triangular superior S, a igualdade S = S* implica que S é diagonal e os elementos da diagonal sao reais.
Reciprocamente, se A € Mat (C, n) é diagonalizdvel por uma transformagao de similaridade unitdria e seus autovalores
$20 reais, ou seja, existe U unitdria e D diagonal real com U*AU = D, entdao A = UDU* e A* = UD*U*. Como D ¢
diagonal e real, vale D* = D e, portanto, A* = UDU* = A, provando que A é autoadjunta. |

Pelo Teorema 9.27, se A € Mat (C, n) é uma matriz normal e U*AU = S, com U unitéria e S triangular superior,
entdo S ¢ normal (justifique!). Assim, junto com o Lema 9.4, pagina 411, provamos o seguinte:

Teorema 9.29 Uma matriz A € Mat (C, n) é normal se e somente se for diagonalizdvel por uma transformagio de
similaridade unitdria. [m]

Essas afirmagoes foram demonstradas por outros meios no Teorema 9.16, pagina 401.

9.8.4 A Decomposicao QR e a Decomposicao de Iwasawa (“KAN”)

O propésito desta secdo é apresentar a chamada decomposicio de Twasawa®*, ou decomposicio K AN?, de matrizes

inversiveis, Teorema 9.31. Esse teorema tem relagdo com a teoria dos grupos de Lie, como discutiremos brevemente

24Kenkichi Iwasawa (1917-1998).
25Infelizmente nao ha uniformidade na literatura quanto a denominagio dessa decomposigao. Vamos chama-la de “decomposicio de Iwasawa”
pois a mesma é um caso particular (para o grupo GL(C, n) das matrizes complexas n X n inversiveis) de um teorema mais geral da teoria dos

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio de 23 de outubro de 2017. Capitulo 9 433/2345

ao final. Os dois primeiros resultados preparatérios abaixo, Proposi¢ao 9.33 e Teorema 9.30 (Decomposi¢io QR), tém
interesse por si s6.

Proposigao 9.33 Seja R € Mat (C, n) wma matriz triangular superior cujos elementos diagonais sao nao-nulos (i.e.,
R ¢é inversivel). Entdo, podemos escrever R = AN, onde A € Mat (C, n) é a matriz diagonal formada com a diagonal de
R: A =diag (Ri1, ..., Run), e N € Mat (C, n) € wma matriz triangular superior cujos elementos diagonais sio iguais
al. [m}

Prova. E fécil constatar que (abaixo m =n — 1)

Rii Rz -+ - Rin Ri 0 o e 0 1 %ﬁ %1:
0 Ry Rap, 0 Ry - 0 0 1 %
R = =
0 . Rpm R 0 " Rum 0 |]0 R
0 e .. 0 Run 0 e .. 0 Ruw/\0O -« - 0 1
A N

O estudante deve comparar as afirmagoes do teorema a seguir com o Teorema da Decomposicao Polar, Teorema 9.23,
pagina 428, e com o Teorema da Decomposicao de Schur, Teorema 9.27, pagina 430.
Teorema 9.30 (Teorema da Decomposicao QR) Seja M € Mat (C, n) uma matriz inversivel. Entdo, M pode ser
escrita na forma M = QR, onde Q € Mat (C, n) € unitdria e R € Mat (C, n) € triangular superior, sendo que os
elementos diagonais de R sao estritamente positivos.

Prova do Teorema 9.30. Seja M = |[m1, ey mn]]. Como M é inversivel, os vetores my, k = 1, ..., n, sao linearmente
independentes, ou seja, formam uma base em C". Podemos, portanto, usar o procedimento de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt (vide Secao 3.3, pagina 214) e construir uma nova base ortonormal de vetores q;, j = 1, ..., n, a partir dos
vetores my, [ =1, ..., n. Tais vetores sao definidos por

j-1

mj — 2 (q, mj)e @

@ = 4= j=2 n
1= ) j = s =2 ...,n.
[l | ! =t

m; = (q, my)e @

=1

Como ¢ fécil verificar, tem-se (q;, q;)¢ = 0i; para todos 4, j =1, ..., n. As relagdes acima implicam trivialmente
j—1 j—1
m; = qifm|, m; = q;||m; *Z(‘lt, mj)e q +qu (qi, my)¢ , Jj=2...,mn,
=1 =1

grupos de Lie, denominado Teorema da Decomposigao de Iwasawa, que afirma que todo elemento g de um grupo de Lie semi-simples pode
ser escrito como produto de um elemento k de um subgrupo compacto maximal, por um elemento a de um subgrupo Abeliano (real) e por
um elemento n de um subgrupo nilpotente (ou seja, cuja dlgebra de Lie ¢ nilpotente): g = kan. Em Alemaéo, as palavras compacto, Abeliano
e nilpotente sao “Kompakt”, “Abelsch” e “Nilpotent”, dai a denominagao “decomposicaio K AN” para essa decomposigao, denominagao essa
encontrada em alguns textos.
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relagdes estas que podem ser escritas em forma matricial como

Riy (qi, ma)g --- (a1, my) ¢
0 R <Cl2, mn)@
I[ml’”'"m”ﬂ = |[q1,4“,qn]]R7 onde R := , (9.128)
0 o Rpenm-1n  (@n-1, mp)e
0 0 Ron
com
-1
Ry = |myf, Rj; = ‘m]‘ - Z('ilh m;)e q J N
=1
E. 9.40 Ezercicio. Convenca-se da validade da relagdo (9.128). *
Definindo @ := [ql, co 4 ] a relagao (9.128) diz-nos que M = QR, sendo R triangular superior (como se vé) ¢ Q

unitdria (pois os vetores q;, [ =1, ..., n, sdo ortonormais). Isso completa a prova do Teorema 9.30. |

Chegamos assim ao importante Teorema da Decomposicao de Iwasawa para matrizes inversiveis:

Teorema 9.31 (Teorema da Decomposi¢ao de Iwasawa, ou Decomposi¢ao KAN) Seja M € Mat (C, n) uma
matriz inversivel. Entdo, M pode ser escrita de modo inico na forma M = KAN, onde K € Mat (C, n) é uma matriz
unitdria, A € Mat (C, n) é a uma matriz diagonal, tendo elementos diagonais estritamente positivos, e N € Mat (C, n)
€ uma matriz triangular superior cujos elementos diagonais sdo iguais a 1. [m}

Prova. A afirmagao que M pode ser escrita na forma M = KAN, com K, A e N com as propriedades acima segue
imediatamente da Proposi¢ao 9.33 e do Teorema 9.30, dispensando demonstragdo. O tnico ponto a se demonstrar é a
unicidade dessa decomposigao.

Vamos entdo supor que para algum M € Mat (C, n) existam K, K, € Mat (C, n), matrizes unitdrias, 4, Ay €
Mat (€, n), matrizes diagonais, tendo elementos diagonais estritamente positivos, ¢ N, Ny € Mat (C, n) matrizes
triangulares superiores cujos elementos diagonais sdo iguais a 1, tais que M = KAN = KyAoNp.

Segue imediatamente disso que K 'K = AgNoN~"TA~1. O lado esquerdo dessa igualdade é uma matriz unitéria
e, portanto, normal. O lado direito é uma matriz triangular superior (pela Proposi¢ao 9.29, pdgina 411). Pelo Lema
9.4, pagina 411, AgNgN~'A~! deve ser uma matriz diagonal D. Assim, temos que Ky 'K = D e AgNgN~'A~! = D.
A primeira dessas relagdes diz-nos que D é unitaria. A segunda diz-nos que NoN~! = A[TIDA, ou seja, Ng = DN,
onde Dy := AO_IDA ¢é diagonal (por ser o produto de trés matrizes diagonais). Agora, N e Ny sdo matrizes triangulares
superiores cujos elementos diagonais sao iguais a 1. Portanto, a relacdo Ny = DyN com D, diagonal s6 é possivel se
Dy = 1 (de outra forma haveria elementos na diagonal de N ou de N diferentes de 1), estabelecendo que N = Nj.

Provamos, assim, que Ay DA = 1, ou seja, D = AgA~'. Agora, A e Ay sdo diagonais, tendo na diagonal nimeros
reais positivos. Logo, D também é diagonal e tem na diagonal niimeros reais positivos e, portanto, D = D*. Como
D é unitéria (como observado linhas acima), segue que D? = 1. Logo, os elementos Dy, da diagonal de D satisfazem
Dy = =£1, para todo k = 1, ..., n (os sinais podendo ser distintos para k’s distintos). Agora, como Ay = DA e
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como A e Ay tém na diagonal nimeros reais positivos, ndo podemos ter Dy = —1 para algum k e, portanto, D = 1.
Consequentemente, K = K e A = Ay, estabelecendo a unicidade desejada. |

Note o leitor que o conjunto das matrizes unitarias de Mat (C, n) forma um subgrupo de GL(C, n) (o grupo das
matrizes complexas n X n inversiveis). O conjunto das matrizes diagonais de Mat (C, n) tendo elementos diagonais
estritamente positivos ¢ igualmente um subgrupo de GL(C, n). Por fim, o conjunto das matrizes triangulares superiores
de Mat (C, n) cujos elementos diagonais sao iguais a 1 é também um subgrupo de GL(C, n). Assim, o Teorema 9.31
afirma que cada clemento de GL(C, n) pode ser escrito de modo tnico como produto de elementos de cada um desses
trés subgrupos. Esse é um caso particular de um teorema da teoria dos grupos de Lie conhecido como Teorema da
Decomposicao de Iwasawa.

9.9 A Pseudoinversa de Moore-Penrose

Na presente segao introduziremos uma generalizagao especial da nogao de inversa de matrizes, a qual aplica-se mesmo a
matrizes nao-quadradas. O conceito que descreveremos, a chamada pseudoinversa de Moore-Penrose, é particularmente
1til no tratamento de problemas de optimizagao linear, como discutiremos adiante (Se¢io 9.9.2, pagina 443), ou seja, em
problemas onde procura-se solugoes optimalmente aproximadas de sistemas de equagoes lineares como Az = y, onde A é
uma matriz m x n dada, y um vetor-coluna, dado, com m componentes e z, a incognita do problema, é um vetor-coluna
com n componentes. Em tais problemas procura-se vetores z tais que a norma de Az — y seja a menor possivel e que
representem, portanto, nao necessariamente a solugao exata do sistema Az = y (que pode nao existir), mas a melhor
aproximagao em termos de “minimos quadrados” ao que seria a solugao.

e Inversas generalizadas, ou pseudoinversas

Sejam m, n € IN e seja uma matriz (ndo necessariamente quadrada) A € Mat(C, m ,n). Uma matriz B €
Mat (C, n, m) é dita ser uma inversa generalizada, ou pseudoinversa, de A, se satisfizer as seguintes condigoes:

1. ABA=A,

2. BAB = B.
O leitor hd de notar que se A € Mat (C, n) é uma matriz quadrada inversfvel, sua inversa A~! satisfaz trivialmente as
propriedades definidoras da inversa generalizada. Provaremos mais adiante que toda matriz A € Mat (C, m ,n) possui

a0 menos uma inversa generalizada, a saber, a pseudoinversa de Moore-Penrose. Com a generalidade da defini¢ao acima,
porém, néo se pode garantir a unicidade da inversa generalizada de A.

Com a amplitude da defini¢do acima, a no¢ao inversa generalizada nao é muito 1til, mas certos tipos mais especificos de
inversas generalizadas sao de interesse em certos tipos de problemas. No que segue discutiremos a chamada pseudoinversa
de Moore-Penrose e seu emprego em problemas de optimizacao linear.

e Definicao da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz

Sejam m, n € IN e seja uma matriz (ndo necessariamente quadrada) A € Mat(C, m ,n). Uma matriz AT €
Mat (C, n, m) ¢ dita ser uma pseudoinversa de Moore-Penrose de A se satisfizer as seguintes condigoes:

1. AATA= A,

2. ATAAT = AT,

3. AAT € Mat (C, m) e ATA € Mat (C, n) sio autoadjuntas.

O leitor hé de notar que se A € Mat (C, n) é uma matriz quadrada inversivel, sua inversa A~! satisfaz trivialmente
as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose.

A nogao de pseudoinversa descrita acima foi introduzida por E. H. Moore?® em 1920 e redescoberta por R. Penrose?”
em 1955. O conceito de pseudoinversa de Moore-Penrose é til para a resolu¢ao de problemas de optimizagao lineares,

26Eliakim Hastings Moore (1862-1932).
27Sir Roger Penrose (1931-).
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ou seja, & determinacao da melhor aproximagao em termos de “minimos quadrados” & solugdao de sistemas lineares.
Trataremos desses aspectos mais adiante (vide Teorema 9.34, pdgina 443), apés demonstrarmos resultados sobre existéncia
e unicidade. Outros desenvolvimentos da teoria das pseudoinversas de Moore-Penrose e suas aplicagoes, podem ser
encontrados em [36]. Vide também as referéncias originais: E. H. Moore, “On the reciprocal of the general algebraic
matriz”. Bulletin of the American Mathematical Society 26, 394-395 (1920); R. Penrose, “A generalized inverse for
matrices”, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 51, 406-413 (1955) e R. Penrose, “On best approzimate
solution of linear matriz equations”, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 52, 17-19 (1956).

Nas péginas que seguem demonstraremos que toda a matriz A € Mat (C, m, n) possui uma pseudoinversa de Moore-
Penrose, a qual é tnica. Comegamos com a questao da unicidade para em seguida tratarmos de propriedades gerais e,
posteriormente, da questao da existéncia. As aplicagoes em problemas de optimizagao sao discutidas na Segao 9.9.2,
pagina 443.

e A unicidade da pseudoinversa de Moore-Penrose

Demonstremos a unicidade da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz A € Mat (C, m, n), caso exista.

Seja AT € Mat (C, n, m) uma pseudoinversa de Moore-Penrose de A € Mat (C, m, n) e seja B € Mat (C, n, m)
uma outra pseudoinversa de Moore-Penrose de A, ou seja, tal que ABA = A, BAB = B com AB e BA autoadjuntas.
Seja My := AB — AAT = A(B — A*) € Mat (C, m). Pelas hipSteses, M; é autoadjunta (por ser a diferenca de duas
matrizes autoadjuntas) e (M)? = (AB — AAT)A(B — A%) = (ABA— AATA)(B— A*) = (A— A)(B—A") =0. Como
M, é autoadjunta, o fato que (M;)? = 0 implica M; = 0, pois para todo = € C™ tem-se | Mz||?, = (Myz, Myz) =
(z, (M1)*z)¢ = 0, o que significa que M; = 0. Isso provou que AB = AA*. Analogamente, prova-se que BA = AT A
(para tal, considere-se a matriz autoadjunta M, := BA — AT A € Mat (C, n) e proceda-se como acima). Agora, tudo
isso implica que AT = ATAAT = AT (AAT) = ATAB = (AT A)B = BAB = B, provando a unicidade.

Como j& comentamos, se A € Mat (C, n) é uma matriz quadrada inversivel, sua inversa A~! satisfaz trivialmente as
propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose e, portanto, tem-se nesse caso AT = A~!, univocamente.
E também evidente pela defini¢do que para O, a matriz m x n identicamente nula, vale (0,n)" = Oy

e A existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose

Apresentaremos no que seguird duas demonstragoes da existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose de matrizes
arbitrarias de Mat (C, m, n). Ambas as demonstragoes permitem produzir algoritmos para a determinacao explicita
da pseudoinversa de Moore-Penrose. Uma primeira demonstragao serd apresentada na Segao 9.9.1.1, pagina 440, (vide
o Teorema 9.32, pigina 441, e o Teorema 9.33, pagina 442) e decorrerd de diversos resultados que estabeleceremos
a seguir. Destacamos particularmente as expressoes (9.150) e (9.151), as quais permitem calcular a pseudoinversa de
Moore-Penrose A* de uma matriz A € Mat (C, m, n) diretamente em termos de A, A* e dos autovalores de AA* ou de
A*A (ou seja, dos valores singulares de A).

Uma segunda demonstragao serd apresentada na Segao 9.9.3, pagina 444, e para a mesma faremos uso da decomposigao
em valores singulares apresentada no Teorema 9.25, pdgina 430. A essa segunda demonstragao da Se¢ao 9.9.3 o leitor
interessado podera passar sem perdas neste ponto. Os resultados da Se¢ao 9.9.3, porém, nao serao usados no que segue.
Essa segunda demonstragao ¢ a mais frequentemente apresentada na literatura, mas cremos que as expressoes (9.150) e
(9.151) fornecem um método algoritmicamente mais simples para a determinagao da pseudoinversa de Moore-Penrose de
uma matriz geral.

e Calculando a pseudoinversa de Moore-Penrose em casos particulares

Se A € Mat (C, m, n), entdo A* € Mat (C, n, m) é definida como a matriz cujos elementos (A*);; sao dados por 4;;
para todos 0 <7 <ne 0 < j<m. Futuramente obteremos as expressoes (9.150) e (9.151), as quais permitem calcular a
pseudoinversa de Moore-Penrose A* € Mat (C, n, m) de uma matriz A € Mat (C, m, n) diretamente em termos de A,
A* e dos autovalores de AA* ou de A*A. Nos exercicios que seguem indicaremos situagoes especiais mas uteis nas quais
a pseudoinversa de Moore-Penrose pode ser calculada de modo relativamente simples.

ay
E. 9.41 Ezercicio. Constate que se A € Mat(C, m, 1), A = ( : > um vetor-coluna n3o-nulo, entio At = WA* =
—_ . e

am

HAIH%- (a1, . a@m ), onde [|Allc = /a1 [> + - - + |am|?. *
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Observe-se que se z € C, podemos considerar z como uma matriz complexa 1 x 1, ou seja, como elemento de
0, 2z=0
Mat (C, 1, 1) e, com isso, obtemos do exposto acima (z)T = .
%, z#0
O resultado do Exercicio E. 9.41 pode ser generalizado.
E. 9.42 Ezercicio. Seja A € Mat (C, m, n). Mostre que se (AA*)™! existe, entdo AT = A*(AA*)~'. Mostre que se (A*A)~"

existe, entdio AT = (A*A)"'A*. Sugestdo: em ambos os casos, verifique que o lado direito satisfaz as propriedades definidoras da
pseudoinversa de Moore-Penrose e use a unicidade. *

Os resultados do Exercicio E. 9.42 podem ser generalizados para situagoes em que AA* ou A* A nao sao inversiveis
pois, como veremos na Proposicio 9.35, pagina 438 valem sempre as relagdes AT = A* (AA*)Jr ] (A*A)+A*. Também
o Teorema 9.32, pagina 441, apresentara uma generalizagao dos resultados do Exercicio E. 9.42, mostrando uma outra
forma de proceder quando AA* ou A* A nao forem inversiveis.

Os exercicios que seguem contém aplicagoes dos resultados do Exercicio E. 9.42.

P 2.0 .. ~ .
E. 9.43 Ezercicio. Seja A = (291), com A* = ( 0 71»). Mostre que AA* possui inversa, mas que A*A n3o possui. Usando o
—i

4 -2
Exercicio E. 9.42, calcule a pseudoinversa de Moore-Penrose AT de A, obtendo AT = % ( 1 ,4,);) Verifique que essa A™ satisfaz de
9\~

fato as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose. *

E. 9.44 Ezercicio. Seja A = (é Z) com A* = (é o g) Mostre que AA™ n3o possui inversa, mas que A*A possui. Usando o

Exercicio E. 9.42, calcule a pseudoinversa de Moore-Penrose A de A, obtendo A" = L ({7 2 5. Verifique que essa A satisfaz de

fato as propriedades definidoras da pseudoinversa de Moore-Penrose. *

9.9.1 Outras Propriedades da Pseudoinversa de Moore-Penrose

As seguintes propriedades da pseudoinversa de Moore-Penrose seguem das defini¢oes e da unicidade. Suas demonstracoes
sao elementares e sdo deixadas como exercicio: para A € Mat (C, m, n) valem

1. (ANt =4,

2. (Ah" = (AT, AT = (Z)Jr e, consequentemente, (A1)* = (4*)*,

3. (zA)T = z7'A* para todo z € C nao-nulo.

E de se observar, porém, que se A € Mat (C, m, n) e B € Mat (C, n, p), nem sempre (AB)" é dada por Bt A",

ao contrario do que ocorre com a inversa usual (para o caso m = n = p). Uma excegao relevante serd encontrada na
Proposicao 9.35, pagina 438.

A seguinte proposicao lista mais algumas propriedades importantes, algumas das quais usaremos logo adiante:
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Proposicao 9.34 A pseudoinversa de Moore-Penrose satisfaz as sequintes relagoes

AT = AT (AN A, (9.129)

A = AAT (AT, (9.130)

A* = ATAAT (9.131)

At = AT (AT AT (9.132)

A = (ANH)rarA, (9.133)

A* = At AAT (9.134)

wvdlidas para toda A € Mat (C, m, n). m]

Das relagoes acima, a mais relevante talvez seja a relagao (9.131), pois faremos uso importante dela na demonstragao
da Proposigao 9.34, pagina 443, que trata da aplicagdo da pseudoinversa de Moore-Penrose a problemas de optimizagao
linear.

Prova da Proposi¢do 9.34. Por AAT ser autoadjunta, vale AAT = (AAT)* = (A1)* A*. Multiplicando-se & esquerda por
AT obtemos AT = AT (AT)* A%, provando (9.129). Substituindo-se A — AT e usando o fato que A = (AT)*, obtém-se
de (9.129) que A = AA*(AT)*, que é a relacao (9.130). Substituindo-se A — A* e usando o fato que (A*)* = (AT)*,
obtém-se de (9.130) que A* = A*AAT que é a relagao (9.131).

As relagoes (9.132)—(9.134) podem ser obtidas analogamente a partir do fato de AT A ser também autoadjunta, mas
é mais facil obté-las substituindo-se A — A* em (9.129)-(9.131) e tomando-se o adjunto das expressoes resultantes. W

Da Proposicao 9.34 podem ser obtidos varios resultados de interesse, alguns dos quais encontram-se reunidos na
proposicao que segue.
Proposic¢ao 9.35 Para a pseudoinversa de Moore-Penrose vale
(A = ()t ar (9.135)
para todo A € Mat (C, m, n). Disso obtém-se que
At = A (A4 = (4 a)Tar, (9.136)

também para todo A € Mat (C, m, n). [m]

A expressio (9.136) generaliza os resultados do Exercicio E. 9.42, pagina 437 e pode ser empregada para calcular A+
desde que (AA*)Jr ou (A*A)+ sejam previamente conhecidas.

Prova da Proposicio 9.35. Seja B = (A*)+A+. Tem-se
Aar OB garaty a0 OBY gar(aty At A4 = (AA9)B(AAY),
onde usamos também que (/1‘“)4r = (A*)*. Tem-se também que

(9.132)

B = (A ar OB (ary 4t a4t (A*)" AT AA*(A)" AT = B(AA")B.

Observe-se também que
(447)B = (Aar(ar))ar OEY qat
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que é autoadjunto, por definicio. Analogamente,

(9.133)

B(AA*) = (4%)* (A+A A*) (A%)*+A*

que também ¢é autoadjunto, por definigdo. Os fatos expostos nas linhas acima provaram que B é a pseudoinversa de
Moore-Penrose de AA*, provando (9.135). Substituindo-se A — A* em (9.135) obtém-se também

(ATA)T = At(an)*t. (9.137)
Observe-se agora que
A*(AA*)* (0.135) A*(A*)JrA* (9.132) A+
e que
(A A) A OB e gyt e OO 4o
provando (9.136). | ]

e A pseudoinversa de Moore-Penrose, o niicleo e a imagem de uma matriz

Definimos o niicleo e a imagem (“range”) de uma matriz A € Mat (C, m, n) por Ker(4) := {u € C"| Au = 0} e
Ran (4) := {Au, u € C"}, respectivamente. E evidente que Ker (A) é um subespago linear de C" e que Ran (A) é um
subespago linear de C™.

A seguinte proposigao sera usada logo adiante, mas é de interesse por si sé.

Proposigao 9.36 Seja A € Mat (C, m, n) e sejam definidos P, == 1,, — AT A € Mat(C, n) e P, := 1, — AAT €
Mat (C, n). Entao, valem as seguintes afirmagoes:

1. Py e P, sdo projetores ortogonais, ou seja, satisfazem (Py)? = Py, e Pf = Py, k=1, 2.

2. Ker (A) = Ran (P1), Ran (A) = Ker (P,),
Ker (A1) = Ran (P,) ¢ Ran (AT) = Ker (Py).

3. Ran (A) = Ker (A*)1 e Ran (4%) = Ker (4)*.
4. Ker (A) @ Ran (AT) = C" e Ker (A") @ Ran (4) = C™, ambas somas diretas de subespagos ortogonais. o

Prova. Que P; e P sio autoadjuntos segue do fato de AAT e AT A o serem. Tem-se também que (P1)? =1 — 24T A +
ATAAYA=1-2ATA+ AYA=1— At A= P, e analogamente para P,. Isso provou o item 1.

Seja x € Ker(A). Como Ran (P;) é um subespago linear fechado de C", o Teorema do Melhor Aproximante e o
Teorema da Decomposicao Ortogonal (que neste texto sao apresentados com toda generalidade — no contexto de espagos
de Hilbert, como C™ — na forma do Teorema 40.1, pagina 2013, e do Teorema 40.2, pigina 2016, respectivamente)
garantem-nos a existéncia de um tnico zy € Ran (P;) tal que ||z — zo||¢m é minimo. Além disso, # — 2o é ortogonal a
Ran (Py). Assim, existe ao menos um yo € C™ tal que & — Piyo ¢ ortogonal a todo elemento da forma Py, ou seja,
(x — Pryo, Pry)e = 0 para todo y € C™, o que implica (Pi(z — P1yo), y)¢ = 0 para todo y € C™, o que por sua vez
implica Py (z — Pyyo) = 0. Isso, porém, afirma que Pz = Pyyy. Como z € Ker (A) vale Piz = z (pela definigao de P).
Provamos portanto que se x € Ker (A) entdo x € Ran (Py), estabelecendo que Ker (4) C Ran(Py). Por outro lado, o
fato que AP, = A(1 — AtA) = A— A =0 implica que Ran (P;) C Ker (4), provando que Ran (P;) = Ker (A).

Se z € Ker (P1), entdo z = AT Az, provando que z € Ran (AT). Isso provou que Ker (P;) C Ran(AT). Por outro
lado, se u € Ran (A™) entdo existe v € C™ tal que u = Atv. Logo, Piu = (1, — ATA)Atv = (AT — ATAAY)v =0,
provando que u € Ker (Py) e que Ran (A1) C Ker (Py). Isso estabeleceu que Ker (P;) = Ran (AT).

P é obtida de P; com a substituicgio A — AT (lembrando-se que (AT)* = A). Logo, os resultados acima implicam
que Ran (P2) = Ker (A1) e que Ker (P2) = Ran (A). Isso provou o item 2.

Se M € Mat (C, p) (com p € N, arbitrdrio) é autoadjunta, entao (y, Mz), = (My, ), para todos z, y € CP. Essa
relagio torna evidente que Ker (M) = Ran (M)~ (justifique!). Com isso o item 3 segue do item 2 tomando-se M = P; e
M = P,. O item 4 é evidente pelo item 3. |
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E. 9.45 Ezercicio. Calcule Py e P, para o exemplo do Exercicio E. 9.43, pagina 437, e para o exemplo do Exercicio E. 9.44, pigina
437. *

9.9.1.1 A Regularizagao de Tikhonov. Existéncia

No Exercicio E. 9.42, pagina 437, vimos que se (AA*)~! existe, entdo At = A*(AA4*)~! e que se (A*A)~! existe, entdo
AT = (A*A)~LA*. No caso de essas inversas ndo existirem h& um procedimento alternativo que também permite obter
A*. Sabemos da Proposicio 9.6, pagina 367, que mesmo se (AA*)™! ndo existir, a matriz AA* + pl serd invertivel
para todo p € € nao-nulo com |u| pequeno o suficiente. Isso permite conjecturar que as expressdes A*(AA* + p1)~!
e (A*A + p1)~'A*, que estdo bem definidas para p # 0 com |u| pequeno, convergem a A+ quando tomamos o limite
1 — 0. Como veremos no que segue, essa conjectura é correta.

Pelo dito acima, podemos substituir as matrizes AA* ou A* A, caso sejam singulares, pelas matrizes inversiveis AA* +
pul ou A*A+ pl com p # 0 com |p| pequeno. Esse procedimento de regularizagao (que envolve a substitui¢do proviséria
de uma expressdo singular por outra regular) é denominado regularizacdo de Tikhonov*®, em honra ao matematico que
desenvolveu essas ideias no contexto de equagdes integrais?®.

Nosso primeiro resultado consiste em provar que os limites descritos acima de fato existem e sdo iguais, o que serd
feito nos dois lemas que seguem.

Lema 9.9 Seja A € Mat(C, m, n) e seja p € C tal que AA* + pl,, e A*A + pl, sejam inversiveis (i.e., p &
o(AA*) Ua(A*A), um conjunto finito). Entdo, A*(AA* + pl,,)~t = (A*A + pl,)"LA*. o

Prova. Sejam B,, := A*(AA* + ul,,) "' e C, == (A*A+ pl,) "' A*. Temos que
A*AB, = A"[AA*|(AA" +ply) ™t = AT[AA"+ 1y —ply | (AA" + 1) ™Y = A" (Lo —p(AA* +pl,,)Y) = A" —pB,.
Logo, (A*A + ul,)B,, = A*, o que implica B, = (A*A+ ul,) ' A* = C,,. | |

Lema 9.10 Para toda A € Mat (C, m, n) os limites lin}J A*(AA* +puly) e liH}](A*A‘F;Lﬂn)_lA* existem e sao iguais
1 >
(pelo Lema 9.9), definindo um elemento de Mat (C, n, m). [m]

Prova do Lema 9.10. Notemos primeiramente que A ¢ uma matriz identicamente nula se e somente se AA* ou A*A o
forem. De fato, se, por exemplo, A*A = 0, valerd para todo vetor = que 0 = (z, A*Az). = (Az, Azx), = ||Az|?,
provando que A = 0. Como a afirmagao a ser provada ¢ evidente se A for nula, suporemos no que segue que AA* e A*A
nao sao nulas.

A matriz AA* € Mat (C, m) ¢, evidentemente, autoadjunta. Sejam ai, ..., «, seus autovalores distintos. Pelo
Teorema Espectral para operadores autoadjuntos (vide Teorema 9.6, pagina 384 ¢ Teorema 9.14, pdgina 399) podemos
escrever

AL = > auk, (9.138)
a=1
onde E, sio os projetores espectrais de AA* e satisfazem E,Ey = 64,Fq, Ef = Eq ¢ Y.._; Eq = 1,,,. Logo,

.
AA* 4+l = Y (@ +p)Ea
a=1

e, portanto, para o & {a1, ..., o}, vale pela Proposicao 9.17, pagina 386,
—1 u 1 -1 a 1
AA* 1 = E E A*(AA* 1 = E A*E, .
( + k) ol Qatp ‘ ¢ ( + ) o GaTH ‘

28 Andrei Nikolaevich Tikhonov (1906-1993). O sobrenome russo “Tikhonov” é por vezes transliterado como “Tykhonov”, “Tichonov” ou
ainda “Tychonoff”.

29Para uma referéncia geral, vide [332]. Para os trabalhos originais, vide: Tikhonov, A. N., 1943, “On the stability of inverse problems”,
Dokl. Akad. Nauk. USSR, 39, No. 5, 195-198 (1943); Tikhonov, A. N., “Solution of incorrectly formulated problems and the regularization
method”, Soviet Math. Dokl. 4, 1035-1038 (1963), tradugiio para o inglés de Dokl. Akad. Nauk. USSR 151, 501-504 (1963).
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Ha dois casos a se considerar 1. AA* nao tem auto-valor nulo e 2. AA* tem auto-valor nulo.
No caso em que AA* nao tem auto-valor nulo é claro pela tltima expressao que o limite lin%] A*(AA* +pd,,) "t existe
e
e vale

r
1

. * * -1 *

&m}]A (AA™ 4+ plly,) ™t = EEZI —aaA E, . (9.139)

No caso em que AA* tem auto-valor nulo, digamos, a; = 0, o projetor E; projeta sobre o nicleo de AA*: Ker (AA*) :=
{u € C"| AA*u = 0}. Se z € Ker (AA*), entao A*z = 0, pois 0 = (z, AA*z), = (A*z, A*x)e = ||A*z|. Portanto,

A*E =0 (9.140)
e, assim, podemos escrever,
»
1
A*(AA* + 1)t = A*E, ,
( #llm) Z Qa+p '
a=2
donde obtém-se R
lim A%(AA" + )t = S AE, . (9.141)
=i} = aa

Isso provou que lin}) A*(AA* + pl,,) ! sempre existe.
11—

Pelo Lema 9.9, pagina 440, o limite lim (A"A + pl,) "' A* também existe e coincide com lim A*(AA" + pwl,)™t. A
> >

A principal consequéncia ¢ o seguinte resultado:

Teorema 9.32 (Regularizagao de Tikhonov) Para toda A € Mat (C, m, n) valem

+ * * -1
AT = ;%A (AA* + ) (9.142)
¢ 1
AT = lim (A"A+pl,) A" (9.143)
n—0
a

Como a existéncia dos limites acima foi estabelecida para matrizes arbitrarias no Lema 9.10, pagina 440, o Teorema
9.32 contém uma prova geral de existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose.
Prova do Teorema 9.32. As afirmagdes a serem provadas sao evidentes caso A = 0, pois, como ja vimos (0pn) ™ = Op-
Assim, assumiremos no que segue que A é nao nula, o que equivale, pelo exposto no inicio da prova do Lema 9.10, a
supor que AA* e A*A nao sao nulas.

Pelos Lemas 9.9 e 9.10 é suficiente demonstrar (9.142). H4 dois casos a se considerar 1. AA* niao tem auto-valor nulo
e 2. AA* tem auto-valor nulo. No caso 1., vimos em (9.139), na prova do Lema 9.10 (e com a notacao 14 estabelecida),
que

: * * -1 - 1 * .
Jim A (AA" 4+ i) = ;EA E, = B.

Note-se agora que

r r r ror r
1 1 1
AB = —AA*E, = — = —a - — .
- @ Z o (Z abEb> E, e dap B ZEa Lo s (9.144)
a=1 a=1 b=1 a=1b=1 a=1
que é autoadjunta, e que
o

BA = 21 G—AA*EQA . (9.145)
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que ¢ também autoadjunta, pois o, € R para todo a (por serem autovalores de uma matriz autoadjunta) e pelo fato de
(A*E,A)* = A*E,A para todo a, ja que Ef = E,.

De (9.144) segue que ABA = A. De (9.145) segue que

N . 1
BAB = (Z Q_UA E“A> (Z a_bA Eb) Z a,,ab Ea(AADE; -
a=1 b=1

a=1b=1

Agora, pela decomposigao espectral (9.138) de AA*, segue que (AA*)E, = apEy. Logo,
rr " r
BAB = —A*E,E, = —A* =
Sy tenn - (Siee)(Se) -0
a=1b=1 a=1 b=1
N2
e

Isso provou que A = A* no caso em que AA* nao tem autovalor nulo.

Vamos agora supor que AA* nao autovalor nulo, a saber, a;. Vimos em (9.141), na prova do Lema 9.10, que
: * * -1 _ oA .
Jim A" (AA" 4 i) = Y AE, = B

Usando o fato que (AA*)E, = a,E,, 0 qual segue da decomposigao espectral (9.138) de AA*, obtém-se

r

Za ANE, = Y —aus = S B =1, B (9.146)

a=2 a=2 a=2

que ¢ autoadjunta, pois F; o é. Tem-se também

-3 aiA*EaA, (9.147)

que ¢é também autoadjunta, pelos argumentos ja expostos.

De (9.146) segue que ABA = A — E1 A. Note-se agora que (E1A)* = A*Ey = 0, por (9.140). Isso demonstrou que
E1A=0eque ABA = A. De (9.147) segue que

, v
BAB = <§ iA*EﬂA> (§ — A E;,) o AT Ba(AA)E,
7% Qg

a=2 a=

Usando novamente que (AA*)E, = ayEjp, obtemos

BAB:ZZ A*EEb7<Z AE)(iEb> B—iiA*EaElzB,

a=2b=2 2 a=2
1m7ﬁl

pois E,Fy = 0 para a # 1. Isso demonstrou que BAB = B. Assim, estabelecemos que A = A* também no caso em que
AA* tem autovalor nulo, completando a prova de (9.142). ]

9.9.1.2 A Pseudoinversa de Moore-Penrose e o Teorema Espectral

Durante a demonstracdo do Teorema 9.32 estabelecemos também o seguinte resultado de interesse:

Teorema 9.33 Seja A € Mat (C, m, n) nio-nula e seja AA* = 3 _ a.E, a representacio espectral de AA*, onde
{a1, ..., ar} C R € o conjunto dos autovalores distintos de AA* e E, sdo os correspondentes projetores espectrais

autoadjuntos. Entao, vale
-

1.
At =y aA E, . (9.148)
e

aa#0
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seja A*A = 37 BuFy a representacio espectral de A*A, onde {1, ..., Bs} C R € o conjunto dos
intos de A*A e Fy, os correspondentes projetores espectrais autoadjuntos. Entao, vale também

Analogamente
autovalores di.

Z LR, (9.149)
B,
By#0

(Vale mencionar aqui que, pelo Ezercicio E. 9.6, pdgina 368, o conjunto de autovalores nao-nulos de AA* coincide com
o conjunto de autovalores nao-nulos de A*A: {ay, ..., ar} \ {0} ={B1, ..., Bs} \ {0}).

De (9.148) e (9.149) seque que para A nao-nula valem

r

A=y ; A1 (AA*fazllm) ) (9.150)
o o [ J (0w — ) 7

A+ = e [T (a A g, | A (9.151)
g0 Bo H(ﬂb —B) Lz
b

As expressoes (9.150) e (9.151) fornecem mais um algoritmo geral para o computo da pseudoinversa de Moore-Penrose,
o qual pode ser de implementacao simples, pois requer apenas a determinagao dos autovalores de AA* ou de A*A.

Prova do Teorema 9.33. A igualdade (9.148) foi provada durante a demonstracao do Teorema 9.32 (vide (9.139) e (9.141)).
A relagao (9.149) pode ser provada analogamente, mas segue mais facilmente do truque ji mencionado de usar (9.148),
trocando A — A* e tomando-se o adjunto da expressio obtida. As relagoes (9.150) e (9.151) seguem da Proposigao 9.18,
pégina 386, particularmente de (9.56). |

E. 9.46 Ezer .

Usando (9.150) ou (9.151) reobtenha as matrizes A* dos Exercicios E. 9.41, E. 9.43 e E. 9.44. *

9.9.2 A Pseudoinversa de Moore-Penrose e Problemas de Optimizagao
Linear

Tratemos agora de uma das principais aplicagoes da nogao de pseudoinversa de Moore-Penrose, a saber, no tratamento
de problemas de optimizagao linear, que motivaremos e definiremos a seguir.

Sejam A € Mat (C, m, n) e y € C™ dados e considere-se o problema de determinar z € C" que satisfaga a equagao
linear

Az = y. (9.152)

No caso em que m = n e A tem inversa, a solugio (dnica) é, naturalmente, + = A~'y. Nos demais casos uma solugio
pode nao estar presente ou nao ser unica. Podemos considerar o problema alternativo de saber para quais ' € C™
a norma Euclidiana ||A2’ — y||¢m é a menor possivel. Tais vetores 2’ € C" seriam, no sentido da norma Euclidiana
[[|lgm, ou seja, em termos de “minimos quadrados”, os melhores aproximantes ao que seria a solugao de (9.152). Um tal
problema é por vezes dito ser um problema de optimizagao linear. Esse problema pode ser tratado com o uso da nogao
de pseudoinversa de Moore-Penrose, a qual permite caracterizar precisamente o conjunto dos vetores =’ que minimizam
[[Az" — y|lem. A isso dedicaremos as linhas que seguem, sendo o principal resultado condensado no seguinte teorema:

Teorema 9.34 (Optimizacdo Linear) Sejam A € Mat (C, m, n) e y € C™ dados. Entao, a colecio de todos vetores
de C™ para os quais a aplicagio C" 3 x +— ||Az — y|l¢m € [0, 00) assume um minimo absoluto coincide com o conjunto

Aty + Ker (4) = {A+y + (1, —A*A)z, e} (9.153)
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Esse conjunto é dito ser o conjunto minimizante do problema de optimizagao linear em questao. E interessante observar
que pela Proposicio 9.36, pdgina 439, tem-se também Aty + Ker (A) = Aty + Ran (A1)*+. [m]

Como se vé do enunciado acima, a pseudoinversa de Moore-Penrose fornece a melhor aproximagiao em termos de
“minimos quadrados” & solugao de sistemas lineares. Observe-se que para os elementos z do conjunto minimizante
(9.153) vale ||[Az — y||cm = [|(AAT — L)yllem = [[P2yllem, que é nulo se e somente se y € Ker (P,) = Ran(A4) (pela
Proposi¢ao 9.36, pagina 439), um fato um tanto ébvio.

Prova do Teorema 9.34. A imagem de A, Ran(A), é um subespago linear fechado de C™. O Teorema do Melhor
Aproximante e o Teorema da Decomposi¢ao Ortogonal (que neste texto sio apresentados com toda generalidade — no
contexto de espagos de Hilbert, como C™ — na forma do Teorema 40.1, pdgina 2013, e do Teorema 40.2, pagina 2016,
respectivamente) garantem-nos a existéncia de um tnico yo € Ran (A4) tal que [lyo — y||cm é minimo, sendo que esse yo
satisfaz a propriedade de yo — y ser ortogonal a Ran (4).

Assim, existe ao menos um zo € C" tal que ||[Azg — y|l¢m é minimo. Tal xp ndo ¢ necessariamente tnico e, como é
facil ver, ;1 € C" tem as mesmas propriedades se e somente se zg — x1 € Ker (4) (j4 que Az = yo e Az = yo, pela
unicidade de yo). Como observamos, Azg — y é ortogonal a Ran (A), ou seja, ((Azg —y), Au)e = 0 para todo u € C".
Isso significa que ((A* Az — A*y), u)e = 0 para todo u € C" e, portanto, ¢ satisfaz

A* Az = A%y (9.154)

Agora, a relagio (9.131) mostra-nos que zg = ATy satisfaz (9.154), pois A*AATy 13 A*y. Assim, concluimos que
o conjunto de todos z € C" que satisfazem a condigao de ||Az — y|/¢m ser minimo é composto por todos os vetores da
forma ATy + 21 com z; € Ker (A). Pela Proposicio 9.36, pagina 439, z1 ¢ da forma z; = (1, — AT A)z para algum
z € C", completando a prova. |

Os exercicios que seguem ilustram a aplicacao da pseudoinversa de Moore-Penrose no tratamento de problemas de
optimizacao linear.

E. 9.47 Ezer Usando o Exercicio E. 9.43, pagina 437, determine o conjunto dos melhores aproximantes @ € C* 3 solucio da
equagdo linear Az =y com A= (39%) ey = (_%). Para tais vetores minimizantes x, calcule || Az — y||c. *

O exercicio que segue envolve uma situa¢ao menos trivial que a do exercicio anterior, pois trata de um sistema linear
subdeterminado e que nao tem solugao.
E. 9.48 Ezercicio. Usando o Exercicio E. 9.44, pagina 437, determine o conjunto dos melhores aproximantes = € C? a solugdo da
. 12 1 . A
equagdo linear Az = y com A = (g §) ey = (—23), Para tais vetores minimizantes z, calcule ||Az — y||c. Observe que nesse caso
y & Ran (A) e, portanto, o sistema Az = y ndo tem solu¢o. *

9.9.3 Existéncia e Decomposicao em Valores Singulares
Passemos agora a uma segunda demonstragao da existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz A €
Mat (C, m, n) geral, fazendo uso aqui do Teorema da Decomposigiao em Valores Singulares, Teorema 9.25, pagina 430.

Trataremos primeiramente de matrizes quadradas para depois passarmos ao caso de matrizes nao-quadradas.

e Determinando a pseudoinversa de Moore-Penrose para matrizes quadradas

Comegaremos pelas matrizes diagonais. Se D € Mat (C, n) é uma matriz diagonal, a pseudoinversa de Moore-Penrose

de D é dada pela matriz diagonal Dt € Mat (C, n) cujos elementos diagonais sio definidos para todo i = 1, ..., n por
1
, se Dy N
(D), = P PR
ii
0, seD;=0.
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E clementar verificar que DDTD = D, DYDDt = D e que DD e D™D sio autoadjuntas. Em verdade, vale
DD* = DT D que é uma matriz diagonal com elementos diagonais iguais a 0 ou a 1:

1, seD; #0,
(DD*) = (D*D) =

it it

0, seD;=0.

Passemos agora a questdo da existéncia da pseudoinversa de Moore-Penrose de uma matriz quadrada geral. Se
A € Mat (C, n) tem uma decomposicao em valores singulares A = VSW* (vide Teorema 9.25, pagina 430), entao a
pseudoinversa de Moore-Penrose A* de A é dada por

At = wStv*.

De fato, AA* A = (VSW*) (WSHV*) (VSW*) = VSSHSW+ = VSW* = Ae ATAAT = (WSHV*) (VSW*) (WSHV*) =
WSHSSHTV* = WSHV* = A*. Além disso, AAT = (VSW*)(WS+V*) = V(SST)V* ¢ autoadjunta, pois SS* é uma
matriz diagonal com elementos diagonais iguais a 0 ou a 1. Analogamente, ATA = (WS*V*) (VSL ’*) = W(S*S)W*

¢é autoadjunta.

e Determinando a pseudoinversa de Moore-Penrose para matrizes retangulares

Consideraremos agora matrizes gerais (nao necessariamente quadradas) A € Mat (C, m, n).

Seja A’ € Mat (C, m+n) a matriz quadrada (m+n) x (m+mn) definida em (9.7), pagina 357. Como A’ é uma matriz
quadrada, estabelecemos acima que ela possui uma pseudoinversa de Moore-Penrose (A’)", tnica, satisfazendo

LA A =4,
2 () () = ()",
3. A (A’)Jr e (A’)+A’ sdo autoadjuntas.

No que segue, demonstraremos que AT € Mat (C, n, m), a pseudoinversa de Moore-Penrose de A € Mat (C, m, n),
¢é dada, seguindo as defini¢oes (9.3)—(9.4), por
+
AY = Ly min(A) T, m s (9-155)

ou seja,
+
A* = Dngmin(Jmtn m AL mn) T, m - (9.156)

O ponto de partida é a existéncia da pseudoinversa de A’. A relagao A’ (A’)+A’ = A’ significa, usando a definigao
(9.7),

Tmtn, mA[In,mtn(A) Tk, m] Aln, mn = Tt mAln, min

e das relagoes (9.5)(9.6) segue, multiplicando-se & esquerda por Iy, m+n € & direita por Jy,in, » que AATA = A, uma
das relagoes que desejamos provar.

A relagao (A’)+A' (A')+ = (A’)+ significa, usando a definigao (9.7),

(A T, m ALy, mn (AT = (A)F.
Multiplicando & esquerda por I, myn € & direita por Jy, i, m, isso estabelece a validade de AtAAT = At

Como A'(A’)* é autoadjunta, segue da definicdo a defini¢do (9.7), que Jon, mAln, min (A’)Jr é autoadjunta, ou seja,

T, m AL min () = (AL n (A7) I -
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Logo, multiplicando-se & esquerda por Iy, m4q € & direita por Jy,4p, m, segue de (9.5) que

AIn, m+n (A,)+Jm+n. m = Im, m+n (AIH, m+n (A/)+) ’ = (Aln. m+n (AI)+JM,+W,., m)* )

provando que AAT é autoadjunta.

Por fim, como (A’)T A’ é autoadjunta, segue da definigao (9.7) que (A’)+Jm 4n, mAln, myn € autoadjunta, ou seja,

n *
AV Tt mALn, et = T, (A) T, mA)
Logo, multiplicando-se & esquerda por I, m4r € & direita por Jy,qn, n, segue de (9.6) que

Loy mn(A) T, mA = (A T, mA) Tnin,n = Iy (A Tin, mA)”

estabelecendo que AT A é autoadjunta. Com isso estabelecemos que AT dada em (9.155) é a pseudoinversa de Moore-
Penrose de A.

9.10 Produtos Tensoriais de Matrizes

A nogao de produto tensorial de espagos vetoriais foi introduzida e desenvolvida na Segao 2.3.5, pagina 153. Vamos
condiderar os espacos vetoriais complexos de dimensdo finita C™ e C" (o caso de espagos vetoriais reais de dimensiao
finita ¢ totalmente andlogo) e seu produto tensorial C™ ® C", que 4 um espago vetorial complexo de dimensdo mn,
isomorfo, portanto, a C"™". Sejam {el, em} e {fl, e fn} as bases canonicas em C™ e C", respectivamente, com
a qual podemos constituir a base canénica B := {e, ®f;,i=1,...m, j=1, ..., n} em C™ ® C".

Um elemento genérico de C™ @ C™ ¢ uma soma finita Zi\:l g ® ¢q, para algum N € N e com ¥, € C™ e ¢, € C"
paratodoa =1, ..., N. Se A € Mat (C, m) e B € Mat (C, n), definimos seu produto tensorial, denotado por A ® B,
como a matriz que age em um vetor genérico qualquer de 29:1 e ® g de C™ ® C™ de acordo com o seguinte:

N N
A®B (Z”’a ®</>u) = > (A¢) ® (Boa) - (9.157)

a=1 a=1

O produto tensorial A ® B de duas matrizes é também denominado produto de Kronecker®® de A e B.
E elementar constatar que A ® B, assim definido, é um operador linear em C™ @ C". Por convengao, as matrizes A
e B agem nos respectivos vetores de base de acordo com a regra estabelecida em (9.14):

m n
Ae; = ZA‘” e, e Bf; = Z By fy
a=1 b=1

onde Ay e By sdo os elementos de matriz de A e B nas respectivas bases. Assim, vale
m n
A@B(e;@f;) = > ) AwBije,®f. (9.158)
a=1b=1
Consequentemente, podemos afirmar que os elementos de matriz de A ® B na base B de C™ @ C" é

(A2 B) = AuBy

(a,b)(i,5)

pois assim, seguindo a mesma convengao, podemos reescrever (9.158), na forma

A@B(e;®f) = > (A®B), 65 (Ca®h),
(a,b)

39Leopold Kronecker (1823-1891).
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onde Z significa ZZ Nessa representagio os pares ordenados (i, j) € {1, ..., m} x {1, ..., n} fazem o papel de
(a,b) a=1b=1

indices das matrizes.
Se A, Ay, Ay € Mat (C, m) e B, By, By € Mat (C, n) é trivial demonstrar com uso de (9.157) que

Ai@B+A,®B = (A1 +A)®@B, A®B1+A®B; = A® (B1 + Bs) (9.159)

e que (verifique!)
(A1® B1) (A2 ® Bo) = (A142) ® (B1B2) . (9.160)
E. 9.49 Ezercicio. Prove que (A® B)T = AT @ BT e que (A® B)* = A" @ B*. *

Segue também de (9.157) que 1,, ® 1,, é a matriz unidade em C™ ® C™. Portanto, se A e B possuirem inversa, A® B
também possuird e valerd (verifique!)

(AeB)™ = (A Y e (B. (9.161)

Para a reciproca dessa afirmagao precisamos aprendar algo sobre determinantes de produtos tensoriais de matrizes.

e O determinante de um produto tensorial de matrizes

E imediato por (9.160) que A® B = (A ® Iln) (]lm ® B) = (Ilm ® B) (A ® Iln). Segue que o determinante de A ® B
serd dado por det (A® B) = det (A®1,) det (1, ® B). Vamos agora determinar os dois determinantes do lado direito.

Ordenemos os vetores da base B na forma (e1 ®f1, ..., en ®f1, ..., 1 ®@f,, ..., €, ®f,). E claro que C™ @ €™
quebra-se na soma direta de subespagos V4 @...@V,,, onde V} é gerado pelos vetores e; @y, ..., e, @f;. Cada V}, é um
subespago invariante pela agio de A®1,,, que nele age como (Aey) ®f, ..., (Ae,)®f;. Assim, ordenando os elementos

da base B dessa maneira, A®1,, assumird a representagao matricial na forma de n blocos diagonais, como apresentado a es-
querda:

Disso, fica evidente®® que det (A ® 1,,) = (det(A))" (Proposicio 9.3, pigina

364).

Para o caso de det (]1,,, ® B) a ideia é analoga. Ordenamos a base na
forma (ey ® f1, ..., e1®F,, ..., en ®F, ..., e, ®f,) e fica claro que
C™ ® C™ quebra-se na soma direta de subespagos Wi @ ... & W,,, onde Wy
é gerado pelos vetores e, ® fi, ..., e, ® f,. Cada W) é um subespago in-
variante pela agdo de 1, ® B, que nele age como e, @ (Bfi), ..., e, ®

(Bf,). Com a base B assim ordenada, 1,, ® B assumird a representacao
matricial na forma de m blocos diagonais como apresentado a esquerda:
Disso, fica evidente que det (1, ® B) = (det(B))". Juntando as afirmagdes
E| anteriores, estabelecemos que se A € Mat (C, m) e B € Mat (C, n), entao

det (A® B) = (det(A))"(det(B))™ . (9.162)

Observe o leitor que o expoente de det(A) a direita é a ordem de B e vice-versa.

E. 9.50 Ezercicio (fdcil). Sejam A € Mat (C, mi), A2 € Mat(C, m2) e Az €
Mat (C, ms). Mostre que

det (A @ A2 ® Ag) = (det(A1))™*™ (det(A2))™™ (det(Ag))™ ™ .

A relagao (9.162) diz-nos, entre outras coisas, que A ® B é uma matriz inversivel se e somente se A ¢ B o forem. Em
qualquer desses casos, valerd (9.161).

31Lembrar que o reordenamento de uma base nao altera o determinante de uma matrix, pois é realizado por uma transformacio de
similaridade envolvendo uma matrix de permutagao.
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9.11 Propriedades Especiais de Determinantes

9.11.1 Expansao do Polinémio Caracteristico
Seja A € Mat (C, n) e seja pa(A) = det(AL — A) = 37 ¢nA™, A € C, seu polinémio caracteristico. Desejamos
obter uma férmula explicita para os coeficientes ¢,, em termos de determinantes de submatrizes de A (vide abaixo).
Vamos designar por ay a k-ésima coluna de A, de sorte que, pela notagdo introduzida em (9.9), pdgina 357, valha
A= |[a14, e an]4 Recordando a definigao de base candnica fornecida em (9.10) e (9.11), pagina 357, fica claro que
pa(A) = det [)\el —aj, ..., \e, — an]. Usando a propriedade de multilinearidade do determinante (linearidade em
relacdo a cada coluna), segue que

n
pa(\) = Z (=A™ Z det [{al, €y e € a,t]] +(=1)" det(A) ,

m=1 1<j1 < <jm<n
onde, para 1 < ji <+ < jm <m, [a1, ..., €, ..., €, ..., a,] é a matriz obtida a partir da matriz A substituindo
sua ji-ésima coluna por ej, para cada | = , m. Note que no caso m = n, tem-se forgosamente j; = [ para cada
I=1,...,nefa;, ..., e ..., €, ..., a,] = [e1, ..., e,] = 1. Com isso, escrevemos
n—1
pa(N) = A"+ S (A S det ﬂal, e e an] +(=1)" det(A) .
m=1 1<j1 < <jm<n

Como cada vetor-coluna ej, contém 1 na ji-ésima linha, as demais linhas sendo nulas, as bem-conhecidas regras de
calculo de determinantes ensinam-nos que, para todom =1, ..., n—1,

det [{al, €, €, a,b]] = det (Ah___dm) s

Aj,. .. j,. sendo a matriz de Mat (C, n—m) (ou seja (n—m) x (n—m)) obtida a partir de A eliminando-lhe as j;-ésimas
linhas ¢ colunas para todo I =1, ..., m. Assim, obtemos

n—1
pad) = A4 3 (=1 3 det (A],,,_A,Jm) 4 (—1)" det(A) , (9.163)
m=1 1<ji<-<jm<n

onde é possivel reconhecer os coeficientes de pa(X).

Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, Teorema 9.3, pagina 375, pa(A4) = 0 e, portanto,
n—1
A>T YT det (AJI,_,___,,AM) A™ 4 (=1)"det(A)1 = 0.
m=1 1<ji<<jm<n
Como comentamos em (9.43), pagina 379, se A for inversivel, obtém-se disso
n—1

—1 1 n—1 n—m m—1 S
AT = e | | S det (A | A (9.164)

m=1 1< < <jm<n

9.11.2 A Desigualdade de Hadamard

Vamos nesta se¢ao demonstrar uma desigualdade para determinantes de matrizes, a qual é muito 1til, a chamada
desigualdade de Hadamard®?.

32 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963). A referéncia ao trabalho de Hadamard é: J. Hadamard, “Résolution d’une question relativ aux
déterminants”, Bull. Sci. Math. 28, 240-246 (1893).
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Teorema 9.35 (Teorema do Determinante de Hadamard) Seja A € Mat (C, n). Entdo,

n n

[det(A)P < [T 144517, (9.165)

j=li=1

sendo Ay o elemento ij da matriz A. Seque disso que para toda matriz A € Mat (C, n) vale

|det(A)| < n™? (m_ax\/li_?\) . (9.166)
ij

O importante na estimativa (9.166) ¢ o tipo de dependéncia em n que se tem do lado direito. Ela serd usada, por
exemplo, em estimativas de convergéncia da série de determinantes de Fredholm na Segao 19.2, pagina 876.

Prova do Teorema 9.35. A prova de (9.166) ¢ elementar, por (9.165). Passemos & prova de (9.165).

Seja A € Mat (C, n). Se A nao tem inversa, entao det(A) = 0 e a desigualdade (9.165) é trivialmente satisfeita, nao
havendo o que se provar. Vamos entao supor que A tenha inversa.

Seja A o conjunto de todas as matrizes M de Mat (C, n) com a propriedade que
n n
DMl = 3 1Ayl
i=1 i=1

paratodo j =1, ..., n. Claro estd que A € A. E também claro que A é um subconjunto compacto de Mat (C, n) (visto
aqui como C"Q). A fungao |det(M)| é continua como fungao de M e, portanto, assume ao menos um maximo absoluto
(ndo necessariamente tinico) em A, por este ser compacto (teorema de Weierstrass). Seja 7' € A um desses maximos.
Note-se que |det(T)| > |det(A)| > 0 e, portanto, T tem inversa.

Para todo i = 1, ..., n vale por (9.21), pagina 360, que det(T) = ZT,']COf(T),j, onde Cof(T), chamada de
=1

J
matriz dos cofatores de 7', foi definida no enunciado do Teorema 9.1, pdgina 360. Seja fixo esse i. Pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz, vale

[det(T)* < [ DIT5l” | [ Do ICof (@)l | = [ D14 | | D ICot (D)l | - (9.167)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1

A dltima igualdade sendo devida ao fato que T' € A.

n

Como ¢é bem sabido, para o produto escalar (a, b) := kabk, a desigualdade de Cauchy-Schwarz |(a, b)| < ||a|/[|b] é
k=1

uma igualdade se e somente se os vetores a e b forem proporcionais. Assim, tem-se a igualdade em (9.167) se e somente

se existir A; € C tal que Ty; = \;Cof(T);; para todo j, ou seja, se a i-ésima linha de T for proporcional & i-ésima linha

de Cof(T).

O ponto importante agora e notar que se tivermos a desigualdade estrita
n n
[det(T)[> < [ D 14y* | [ Do ICof(M)ul | (9.168)
=1 =1

entdao T nao pode maximizar o médulo de determinante entre as matrizes de A. De fato, considere a matriz 7" que é
igual & matriz T, exceto sua i-ésima linha, que é dada por

S 14yl
T = | 22— | Cof(M)y,
D |Cof (1)
j=1

1/2
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ji=1 ..., n E claro que
n n
’|2 2
ZlTul = Z‘Aw‘ )
Jj=1 j=1
o que mostra que 77 € A (para as demais linhas T coincide com T e ndo hd o que provar, pois T € A). Fora isso,
n

det(T") = ZTiIJCOf(T),J, pois Cof(T");; = Cof(T)j, ja que T' e T s6 diferem na i-ésima linha. Assim,

j=1
n 1/2
> 144 ., ., vz, 1/2
j=1 P
det(1") = | 57— D ICof(T)yl* = | D l4ul® D ICof ()i,
S lCof (@) ) = =t
j=1

e conclufmos por (9.168) que terfamos |det(7T")| < det(7”), contrariando a hipétese que |det(7)| é méximo. Assim,
devemos ter a igualdade em (9.167) e, pelos comentdrios acima, isso implica que existe A; € C tal que Tj; = XiCof (T)45
para todo j, ou seja, a i-ésima linha de T' é proporcional & i-ésima linha de Cof (7). Como i é arbitrario, isso vale para
todo .

Agora, como as linhas de T' sdo proporcionais s de Cof(T), segue que

n & ) 1 & )
del(T) = YTyCof(M)yy = 3D ITl, = 33 4yl
j=1 j=1 j=1

e pela multilinearidade do determinante, que

det(T) = det(T) = A -+ Ay det(Cof(T)) .

Dessas duas relagoes extraimos

1 O det(Cof(T)) 1o —
ae(1)" = - [ 14l = et (ol ) 1T 37 4l

st gt det(T)

Como a relagio (9.26) vale para qualquer matriz inversivel, tem-se det(Cof(T")) = det(T)™~* e, portanto, | det(T)|* =
n n

H Z |A;;|%. Por construcdo, T maximiza | det(T')| em A. Como A € A, segue que
i=1j=1

[det(A)P < JTD 14351 (9.169)

i=1j=1

Isso prova o teorema. |
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9.12 Exercicios Adicionais

E. 9.51 Ezercicio. a) Determine o polindmio caracteristico da matriz

A=10 2-3i -5i

0 0 1—-4i

b) Verifique explicitamente a validade do Teorema de Hamilton-Cayley para a matriz A.

¢) Usando o Teorema de Hamilton-Cayley calcule A~

*
E. 9.52 Exercicio. Repita o exercicio anterior para as matrizes
2 -1 3 -5 0 0
Av= o —a+i i A= -8 8 0
0 0 2-Ti —3i 1-9i 4-5
*
E. 9.53 Ezercicio. Considere em C™ o seguinte produto escalar
n
(w0, = S
a=1
onde p, > 0 para a = 1, ..., n. Seja uma matriz A, com elementos de matriz A;;. Mostre que, com o produto escalar (-, -}p o
elemento de matriz (A*?);; da adjunta A*? da matriz A é dado por
0y, — PIg-
(A™)ij = 2 Ay (9.170)

pi
(Lembre-se que A ¢ definida de sorte que (u, Av), = (A"7u, v), para todos u, v € C").
Para a matriz adjunta definida em (9.170), verifique a validade das regras (A*?)*» = A e (AB)*» = B*PA*», para quaisquer
matrizes A, B € Mat (C, n). Calcule 1*7.
Mostre que para quaisquer u, v € C" vale (u, v), = (u, Pv)g, onde (u, v)¢ = 3_,_, Tava & 0 produto escalar usual em C" e

P = diag (p1, ..., pn). Conclua disso que A*» = P~'A*P, onde A* é a adjunta usual de A em relagio ao produto escalar (-, Dot
(A%)ij = Aji. *

4 —if2
E. 9.54 Ezercicio. Determine os autovalores da matriz A = . Essa matriz ndo é autoadjunta em relagdo ao produto
2i 5

escalar usual em €2, mas possui autovalores reais. Justifique esse fato mostrando, pelos exercicios anteriores, que A é autoadjunta em

4 —i/2
relagdo ao produto escalar (u, v), = 2uv1+uzv2/2. Mostre a adjunta A™» em relagio a esse produto escalar é A™ = =A
2i 5
e constate explicitamente que (u, A'u)p = (Au, v)p para todos u, v € C2. Determine os autovetores de A e constate que os mesmos
s3o ortogonais em relagdo ao produto escalar (-, »)p, *

O exercicio que segue generaliza o Exercicio E. 9.53.
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E. 9.55 Ezercicio. Seja w um produto escalar em C". Pela Proposicdo 3.5, pagina 220, existe uma dnica matriz M., € Mat (C, n)
autoadjunta e de autovalores positivos (e, portanto, inversivel) tal que w(z, y) = (z, Muy). para todos z, y € C".

Seja A € Mat (C, n) e seja A* € Mat (C, n) sua adjunta em relagdo ao produto escalar w: w(z, Ay) = w(A™~z, y) para todos
x, y € C". Mostre que A* = M, 'A* M., onde A* é a adjunta usual de A em relagio ao produto escalar (-, e

Mostre que para quaisquer matrizes A, B € Mat (C, n) valem (A*~)*~ = A e (AB)*~ = B** A*. Calcule 1*~. *

E. 9.56 Euzercicio. [Ntimeros de Fibonacci]. A sequéncia de niimeros conhecida como sequéncia de Fibonacci®® foi introduzida
a pagina 270 e foi I3 estudada usando-se fungdes geratrizes. Neste exercicio vamos estuda-la fazendo uso de matrizes e do Teorema
Espectral.

A sequéncia de Fibonacci a,, n € INo, é a sequéncia definida recursivamente pela relagdo
Qny2 = Ane1+an, ¥Yn>0. (9.171)

Comummente adota-se ap = 1 e a1 = 1, mas vamos deixar essa escolha de “condi¢des iniciais” provisériamente em aberto.

A relagdo (9.171) pode ser expressa de forma elegante com o uso de matrizes e vetores, da seguinte forma. Tem-se, trivialmente que

T Tty 11
T = s onde T =

Yy T 10

Isso mostra que vale a seguinte relagdo para os elementos da sequéncia de Fibonacci:

An+1 n
=T s VnelN,
an an—1
o que permite escrever
Qn41 ai
=T" , VneNo. (9.172)
an aop

Justifique! A matriz T" é, por vezes, denominada matriz de transferéncia.

T é manifestamente autoadjunta e, portanto, diagonalizavel (Teorema 9.14, pagina 399) e, portanto, satisfaz o Teorema Espectral
(Teorema 9.6, pagina 384).

Mostre que os autovalores de T' sdo A4+ = %(l + \/5) Usando (9.56), mostre que a decomposicdo espectral de T é

41 [ A+ 1

T = MEy+A_E_ | onde FEy =
V5

Conclua do Célculo Funcional (Teorema 9.7, pagina 386) que, para n € N,

I G A O A CYS L OO

T" = (A) By + (A)"E- = —
A QN CW W LWL

(use que ApA_ = —1).
Retornando com isso a (9.172), obtenha que
an = 2 (00 = 0wk ()7 - )] (0173

n € INo. Essa é a expressio geral (em termos de n, ao e a1) dos elementos a,, da sequéncia de Fibonacci.

33Leonardo Pisano, cognominado “Fibonacci” (1170-1250).

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio de 23 de outubro de 2017. Capitulo 9 453/2345

Para o caso particular em que ap = 1 e a1 = 1, obtenha disso que

o= % [(1+2¢5>"“ - (172%5)"“} ’ ©.174)

para todo n > 0. Para isso, mostre que (/\i)" + ()\i)ﬂ?l = ()\i)”(l + (/\t)il) = (/\i)"(l — )\+) = (/\i)"H.

A expressdo (9.174) coincide com o resultado apresentado em (6.2), pagina 270, e I3 obtido por outros meios. *

E. 9.57 Euzercicio. [Ntimeros de Fibonacci Generalizados]. Este exercicio generaliza o Exercicio E. 9.56.
Considere a sequéncia de Fibonacci generalizada:
ni2 = QGny1+ fan, ¥Yn>0, (9.175)

onde a e 3 sdo constantes (reais ou complexas). A matriz de transferéncia T" associada a essa sequéncia é

Mostre que os seus autovalores sdo A+ = %(a +/a? + 4ﬂ).

Considere primeiramente o caso em que o + 43 # 0. Nessa situagdo, os autovalores A e A_ sdo distintos e, portanto, T" é
diagonalizavel (pela Proposicdo 9.22, pagina 392) e aplicam-se novamente o Teorema Espectral e o Calculo Funcional.

Repita o procedimento do Exercicio E. 9.56 para obter a expressio geral (em termos de n, ag e a1) dos elementos a, da sequéncia
de Fibonacci generalizada. O resultado é que

[ (e -0
VB om0 (00 - 00

donde obtém-se que
1

\/T—M [5(()%)"71 - ()‘*)"7])”0 + (()\+)" - (A*)n)al} . (9.176)

Esta é a expressdo geral (em termos de n, ao, a1 « e 3) da sequéncia de Fibonacci generalizada para o caso 3 # —a?/4.

an =

No caso em que a® + 43 = 0, mostre que T ndo é diagonalizivel. Para isso, mostre, por exemplo, que seus autovetores sio todos
multiplos do vetor (“{2) e, portanto, compdem um subespago unidimensional.

O que se pode fazer nessa situacdo para determinar 7"? Proceda da seguinte forma: escreva

a —a?/4 a a/2 —a?/4
T = = 5]1 + N, onde N =
10 1 —a/2
Constate que N? = 0 e conclua que a representagio 7" = 51+ N é a forma de Jordan de T'. Pelo binémio de Newton, teremos, para
n>1,
n n N n a\n—» a\n ayn—1
= (3e) =2, G G v =) en(m) v
oLt ; ) \2 ) \2 2) 13
Portanto,
a\n ayn+l
. @ (5)" —n(3)
ayn—1 a\n
n () 1-n(5)
e, portanto,
n n-1
an = (1—n) (%) ag +n (%) ay . (9.177)
Esta ¢ a expressdo geral (em termos de n, ao, a1 e ) da sequéncia de Fibonacci generalizada para o caso 8 = —a2/4.
Note-se que no caso o = 2 (e 3 = —1), obtém-se disso a,, = ao + n(a1 — ao), que exibe um comportamento dominante linear em

relagdo a n, e ndo exponencial, como em todos os casos anteriores. Em particular, se ap = a1, a sequéncia é constante. *
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E. 9.58 Ezercicio. Demonstre a identidade de polarizacdo para matrizes: para A, B € Mat (C, n) tem-se:

M«

. Lk K+ ;
B'A = *(A+i*B)" (A+4*B) .

=
Il

0

Sugestdo: simplesmente expanda o lado direito e constate a igualdade.
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Figura 9.5: Forma canonica de uma matriz com 4 autovalores distintos aq, ag, az e ay. Os 7’s assumem apenas 0s
valores 0 ou 1, de acordo com as regras explicadas acima. Todos os elementos fora da diagonal principal e da primeira
supradiagonal sdo nulos. As setas indicam zeros que ocorrem na primeira supradiagonal nos pontos onde ocorre transi¢ao

entre os blocos, consequéncia do fato de esses elementos estarem fora dos blocos.



