Capitulo 14

Sistemas de Equacgoes Diferenciais Ordinarias
Lineares
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> REMOS neste capitulo estudar sistemas de equagoes diferenciais lineares ordinérias, com particular atenc¢ao a
sistemas de equagoes diferenciais lineares associados a equagoes diferenciais lineares de ordem n. Demonstraremos
alguns teoremas basicos e apresentaremos métodos de solucao, com particular destaque para a série de Dyson.
Alﬂuns exemplos de interesse fisico serdo discutidos com certo detalhe. Inicialmente trataremos sistemas dependentes de
uma variavel real e mais adiante, a partir da Se¢ao 14.6, pagina 785, generalizaremos nossos resultados para sistemas
dependentes de uma varidvel complexa. Tal generalizagio é particularmente importante para o tratamento de sistemas
de equagoes diferenciais provenientes de equagoes diferenciais ordindrias lineares de ordem n, jd que métodos de resolugao
de tais equagoes, como o método de Frobenius, estdo intimamente relacionados a propriedades analiticas dos coeficientes
da equagao. Diversas propriedades de equagoes diferenciais no plano complexo e de suas solugoes sao discutidas, com
particular énfase na estrutura de suas singularidades e propriedades de monodromia, as quais estao intimamente ligadas
ao método de Frobenius, como discutiremos. A Secao 14.8, pdgina 815, discute as chamadas equagdes Fuchsianas e
algumas de suas propriedades. Sua leitura é parcialmente dispensavel para o que se lhe segue, mas podera elucidar
alguns aspectos da teoria das equagoes diferenciais no plano complexo, em particular, das equagoes hipergeométricas.

O presente capitulo sera continuado no Capitulo 15, pagina 841, onde discutiremos a solugio de equagoes diferenciais
ordindrias lineares de ordem 2 utilizando o método de expansoes em série, e utilizando o método de Frobenius. Em
seguida, no Capitulo 16, pdgina 904, estudaremos propriedades de algumas das solu¢oes de maior interesse em Fisica.
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14.1 Introducao

Seja t uma varidvel real, A(t) uma matriz m x m cujos elementos Ag(t), i, j =1, ..., m, sdo fungdes continuas (reais
ou complexas) dadas de t e seja F'(t) um vetor coluna

fi(t)
F(t) =
fm(t)
onde f;(t), i =1, ..., m sdo igualmente fungdes continuas (reais ou complexas) dadas de ¢. Se Y () ¢ um vetor coluna
yi(t)
Y(t) =
Ym(t)
a equagao diferencial )
Y(t) = AQ)Y (¢) + F(t) (14.1)
é dita ser um sistema linear de equagoes diferenciais de primeira ordem, cujas incégnitas sao as m fungoes y1 (t), ..., ym/(t).

Caso F for identicamente nula o sistema ¢ dito ser um sistema homogéneo e, caso contrério, é dito ser um sistema nao-
homogéneo. Estaremos aqui interessados em estudar esses sistemas de equagoes diferenciais quando uma condi¢do inicial
é fornecida, ou seja, quando o valor de Y () em um ponto o é especificado, tipicamente o valor de Y (¢t) em ¢ = 0:
Y (0) = Yo, com

0
Y1
Yo =
20
Ym
Yy, ..., ¥ sendo constantes (reais ou complexas).

14.2 Unicidade e Existéncia de Solugoes

14.2.1 Unicidade

Iremos mais adiante mostrar que, sob as hipéteses acima, o sistema (14.1), submetido a uma condigao inicial Y'(0) = Yp,
sempre possui solu¢ao. Iremos em verdade exibir um método aproximativo para o calculo da solugao.

Para preparar essa discussao devemos primeiramente demonstrar a unicidade da solucao, ou seja, precisamos mostrar
que se houver uma fungio Y (¢) satisfazendo Y (t) = A(t)Y (t) + F(t) e Y(0) = Yo, entdo ndo h4 outra fungio distinta
de Y com essas propriedades. O fato de a solugao ser unica serd de importancia quando discutirmos um método para
calcular a solugao.

Vamos considerar primeiro o caso mais simples onde a equagao ¢ homogénea Y (t) = A(t)Y (t) e a condigio inicial ¢
Y (0) = 0. Partiremos desse caso mais simples para poder tratar melhor depois o caso geral. Integrando-se ambos os
lados da igualdade Y (t) = A(t)Y (t) entre 0 e ¢ e usando que Y'(0) = 0, tem-se

Y(t) :/0 ALY (1) dty . (14.2)
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Essa relagiio ¢ uma identidade a ser satisfeita pela funcdo Y (t) que eventualmente é solucio da equagio Y (t) = A(t)Y ()
com a condigdo inicial Y(0) = 0. Observemos que a fungiao Y aparece no lado esquerdo e também dentro da integral.
Como a identidade acima vale para todo ¢, tem-se também que

Y(t) = /0“ A(t2)Y (tg) dty .

Inserindo-se isso na peniltima identidade, tem-se

Y(t) = A A(tl)A‘ A)Y (b) dtadty . ouseja,  Y(t) = /“ A A1) A(ts) Y (t2) dbadt .

Repetindo-se esse procedimento n vezes chega-se a seguinte identidade:
t1 b1
- / / / A A(Ls) - Alt) Y (bn) dbndbn_y - - - dt: . (14.3)
Jo Jo Jo

Lembrando que Y'(¢) é um vetor cujas componentes sao fungoes y;(t) essa tltima identidade significa para a a-ésima

componente
m t pty tn—1
= Z// / (A)A(t2) -+ A(ta)) | w(t) dtudty-o -+ dt (14.4)
=170 Jo 0 ab

Acima, (A(tl)A(tz) e A(t,n))ub é o elemento ab da matriz A(t;)A(t2) - - - A(tn), formada pelo produto de n matrizes. De
acordo com a regra de produto de matrizes, (A(t1)A(tz) - A(t"))ah é dado por

m  m

(A(tl)A(tz)»»»A( ) Z Z Z Aaky (1) Ay ey (t2) - -+ Apy_6(tn) -

ki1=1kz=1 kn-1=1

A relagao (14.4) fica entao

m m  m

=Y 33 Z / /1 /“ 1 Aaky (1) Ayka (£2) -+ Ak _15(tn) yo(tn) dindtn_y - dty .

b=1k1=1ky=1

Essa relacao implica a seguinte desigualdade

m  m 7

OB / / / A ()] Ay (E2)] -+ Ayt ()| it -ty . (145)

b=1ki=lke=1  kn_1=1

Vamos agora supor (provisoriamente) que ¢ é limitado a um intervalo [0, T'] para algum 7" > 0 finito. Vamos definir

- At 14.6
@ = max o omax 1G] (146)

M = (0],
tg[bé‘)'(’JlEﬂ ym}‘y ol

ou seja « é 0 maximo valor alcangado pelo médulo dos elementos de matriz A;;(¢) quando ¢ varia no intervalo [0, T] e M
¢ 0 méximo valor alcan¢ado pelo médulo de todas as componentes y;(t) de Y quando ¢ varia no intervalo [0, T']. Note-se
que as mencionadas fungoes sao limitadas pois, por hipétese, sdo continuas, e o intervalo [0, T é finito.

Retornando a (14.5), como todos os |Ai;(tx)| sdo menores ou iguais a « e todos os |ys(t,)| sdo menores ou iguais a

M, tem-se que
m m m

lya(t)] < ZZZ Z //t / " M dtpdty_y ---dt; . (14.7)

b=1ki=lhkg=1  hn—
O fator o™ deve-se ao fato que

[Aak, EO Ak ko (B2)] -+ [ Ak, yo(tn)] < @--q = a™.
n Vezes
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Claramente, vale que
m m m m m

>y /U[1<<</tma"Mdzn-udt1 —aM Y Y

b=1 k=1 kn 1= o b=1ki=1  kp_;=1

t 131 tn—1
[ .
0 0 0

pois a e M sao constantes. Fora isso, é bem facil constatar que

it pt ptn—1 m
[ s = &
Jo Jo Jo n:

E. 14.1 Ezercicio importante. A dltima igualdade pode ser facilmente provada por indugdo. Faga-o. &

Assim, a desigualdade (14.7) fica

E evidente, agora, que

b=1ki=1  hkn_1=1
pois hd n somas sucessivas, em cada uma o indice assume m valores e 0 somando é sempre constante (nao depende dos
indices).

Concluimos que
(amt)™

o] < M

(14.8)

Essa desigualdade deve ser satisfeita para ¢ € [0, T] pela a-ésima componente da solugiio Y da equagio Y = A(t)Y ()
com condigao inicial Y (0) = 0. E importante notar, porém, que o lado esquerdo nao depende de n, que ¢ simplesmente
o nimero de vezes que repetimos a identidade (14.2) para obter (14.3). O que ocorre, porém, se tomarmos n — co? E
bem sabido que para qualquer x > 0 fixo tem-se

"

lim — = 0.
n—oco n!

Assim, tomando-se em (14.8) o limite n — oo em ambos os lados, conclui-se que y,(t) = 0 para todo a e todo ¢ € [0, T.
Como T foi escolhido arbitrario, segue que y,(t) = 0 para todo ¢ e todo a.

Em resumo, concluimos que se Y é solugio da equagao Y = A(t)Y (¢) com condigao inicial Y (0) =0 entao Y (t) =0
para todo t. Nao hé, portanto, outra solugdo que nao a fungao nula para a equagao homogénea Y = A(t)Y (t) com
condicao inicial Y (0) = 0.

O que podemos dizer do caso geral da equagio Y = A(t)Y (t) + F(t) com uma condigio IIll(,ldl Y (0) = Yy? Vamos
supor que Y e X sio duas soluges satisfazendo a mesma condigao inicial, ou seja, Y (0) = X(0) = Y;. Definindo
Z(t)=Y(t) — X(t) tem-se Z(0) =Y (0) —X(0) =Yy —Yy=0e

2() = Y(t) = X(1) = AWY (@) + F(t) = (AN X (1) + F(t) = ADY (1) = X(¢) = AWDZ(1) -
Assim, Z ¢ solugio da equagio homogénea Z(t) = A(t)Z(t) com a condigio inicial Z(0) = 0. Pelo que acabamos de
ver, Z ¢é identicamente nula, o que prova que ¥ = X.
Isso provou entiio que a equacio Y = A(t)Y (t) + F(t) com uma condigio inicial Y (0) = Y, tem também solugiio
tnica, se houver. Provaremos adiante que hé uma soluc¢ao e mostraremos como calculé-la.
Finalmente, observamos que todas as conclusoes apresentadas acima permanecem se a condicao inicial for fixada nao
em t = 0 mas num ponto ¢, qualquer.

o Uma propriedade da solugao das equagoes homogéneas

As demonstragoes que apresentamos acima tém mais uma consequéncia para as solugoes das equagoes homogéneas
Y (t) = A(t)Y (), consequéncia essa da qual faremos uso mais adiante:
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Lema 14.1 A solugio Y(t) de uma equa¢io homogénea Y (t) = A(t)Y (t) anula-se em um ponto to, Y (tg) = 0 se e
somente se Y (t) for nula para todo t. o

Prova. Se Y (to) = 0 entao Y (t) = [, A(t1)Y (t1) dt;. Como em (14.3), concluimos que

t
)
t iy tn—1
Y (1) :// / A(t)A(ty) -+ A(ty) Y (1) dbndty_y -+ dty .
to Jto to

Prosseguindo como antes, concluiremos que

(amlt — to|)™

lva®)] < M -]

(14.9)
onde

o = [y,

Ay e M=

max max max max
tel0, T i, je{1, ..., m} telo, T) ie{1, ..., m}

o intervalo [0, T'] sendo escolhido grande o suficiente para conter ¢ e ty. Tomando o limite n — oo em (14.9), concluimos
que yq(t) = 0. Como isso vale para um ¢ arbitrdrio, segue que Y (¢) ¢ identicamente nula. |

14.2.2 Existéncia. A Série de Dyson

Uma vez demonstrada a unicidade da eventual solucdo de uma equacio como ¥ = A(t)Y (t) + F(t) com condigao inicial
Y (0) = Yp precisamos demonstrar que a solugao existe. E a melhor maneira de demonstrar a existéncia de solucao de
uma equagao diferencial é exibindo uma.

Para s e t reais, seja D(t, s) a matriz m x m definida por

Dt 5) = 1+i/t /h---/mA(tl)A(tz)---A@n) dtndtn_y---dt . (14.10)

n=1

Seja também D(t) definida por D(t) = D(t, 0), ou seja,

D(t) = 1+i‘/0t/0“---/0t"” A(t)A(ts) -~ Alty) dtndtny - dt . (14.11)

Algumas paginas adiante (pdgina 771) provaremos que vale entre D(t, s) e D(t) a seguinte relagio: D(t, s) = D(t)D(s)~ .

A série do lado direito de (14.10) e (14.11) é frequentemente denominada série de Dyson'. Uma segunda abordagem
que conduz & série (14.11) serd apresentada na Segao 26.2.4.2, pagina 1520, mas como consequéncia do Teorema de Ponto
Fixo de Banach (Teorema 26.1, pagina 1500) ¢ do Teorema de Picard-Lindelof (Teorema 26.4, pdgina 1517).

Denominamos a série de (14.10) e (14.11) como série de Dyson, pois essa nomenclatura é comummente empregada
na Mecanica Quantica e na Teoria Quantica de Campos. Dyson chegou a essa série estudando problemas de teoria
de perturbagoes na Teoria Quantica de Campos. Sua origem, porém, remonta pelo menos a trabalhos de Volterra de
1890. Para o tratamento de problemas perturbativos usando a série de Dyson, vide Se¢éo 14.4, pdgina 778. Em Teoria
Quantica de Campos a série de Dyson é também denominada “exponencial de tempo ordenado”. Justificaremos essa
tltima denominagao na Sec¢ao 14.5, pdgina 782.

Afirmamos que a equagio Y = A(#)Y () + F(t) com uma condigdo inicial ¥ (0) = Y, tem solugdo, a qual é dada por
ot

Y(t) = D(t)Yy +/ D(t, s)F(s)ds , (14.12)
0

expressdo essa por vezes denominada principio de Duhamel na literatura. A demonstragio sera feita provando-se que o
lado direito satisfaz a equagao diferencial e a condigao inicial. Como a solugio é tnica (pelo provado acima), infere-se que

1Freeman John Dyson (1923-2020).
2Jean Marie Constant Duhamel (1797-1872).
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nao pode haver outra que nao (14.12). Note-se, em particular, que pelo dito acima, a equagio homogénea Y = A(t)Y (t)
com condigao inicial Y'(0) = Y, tem por solugio

Y(t) = D{t)Yp .

O estudante deve ter em mente que a expressio (14.12) generaliza o método de variagao de constantes apresentado na
Secao 13.4, pagina 749. De fato, como veremos adiante, D(¢, s) é idéntica & matriz Wronskiana das solugoes linearmente
independentes da equagao homogénea.

Comecemos por mostrar que as séries que aparecem em (14.10) e (14.11) sdo convergentes, sem o qué ambas as
expressoes nao fariam sentido. Denotando por Dy (¢, s) o elemento ab da matriz D(t, s), temos

0 at by to1
Dap(t, s) = Jl,,p,+Z/ / / (A<t1)A(t2)”‘A(t">)ab dtpdlp_y---dt,
=) Js Js

o m  m m

D IDIDIEEDY /s/ﬁl“‘/ﬁnil Aaky (£1) Ay (t2) -+ Ak () it - - dlty

n=lki=1ky=1  kp_1=1

Limitando provisoriamente ¢ e s a um intervalo finito [0, T'] e usando a defini¢ao de o dada em (14.6), temos

- m oo
Dt < 1433 30 [ [ a0 vk 6] Aot dt-+-
n=1k; =1 kp_1=17% 7% §
- m o
<14y ) // / b, - dty
n=1 k1=1 kp_1=1"% V5 Vs
SN "
< 1 rl
< 1Yl >
n=1 kp—1=1
Su-
< 1+Za”

n=1

1+ L (e“’”'f*“‘ - 1) :
m

Isso mostra que, para cada elemento de matriz ab, a série do lado direito de (14.10) é absolutamente convergente, e isso
para todo s e t.

Para mostrar que (14.12) representa de fato a solu¢ao procurada, vamos mostrar que

%D(t, s) = A(t)D(t, s) . (14.13)
Isso, em particular, diz que
%D(z) = A(t)D(t) . (14.14)
a
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De fato,

) ) s t 121 tn—1
5Pt s) = &{1+;1/5/5 /s A(t)A(tz) - - A(ty) dtpdt,_y - dty }

_ t{“/s A(tl)dtlJr/s'/s]A(zl)A(tz) dtsdts

" /f /' /f A(t1)A(t2) Alts) dtsdtadty + - - }

S

t
s

- 0+A(t)+/ A(t)A(tg)dthr/:/:z A A(ts) Alts) dtadts + - --
- A(t){]le/StA(tz)dter[t/:z A(tQ)A(t3)dt3dt2+~~}

- A(t){u/:A(tl)dtﬁ/:/sh A(tl)A(tg)dtzdt1+---}

= A@®D(, s),

como queriamos provar. Acima, na quinta igualdade, fizemos uma série de mudangas de nomes das variaveis de integracao,
chamando t5 de ty, t3 de ty etc.

De maneira andloga prova-se também que

9 =
5:D(t 5) = =D(t, 5)A(s) - (14.15)

E. 14.2 Ezercicio. Faga isso. *

E também evidente pela definigio (14.10) que para todo t vale D(t, t) = 1. Analogamente, vale D(0) = 1. Retornando
a equagao (14.12), notemos que calculando o lado direito em ¢ = 0 temos

0
Y(0) = D(O)Yg+/ D(0, s)F(s)ds = 1Yy +0 = Yy,
0
mostrando que o lado direito de (14.12) satisfaz a condigao inicial Y(0) = Y;. Derivando o lado direito de (14.12) em
relagao a t, tem-se
v = dpwye+ L /tD(f $)F(s)d
T gty f, T\ o) as
Lo
= A(t)D(t)Yo + D(t, t)F(t) +/ ED@’ s)F(s) ds
o Ot

= AWDB)Ye + F(t) + !A(t)D(t, $)F(s) ds
0

= A(t){D(f,)Yu+ /0 ' D(t, s)F(s) ds} +F().

= AMY(t) + F(t),
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provando que lado direito de (14.12) satisfaz a equagao diferencial. Como a solugio é tinica, ela deve ser aquela dada em
(14.12).

e Observagoes

A série de Dyson em (14.10) e (14.11) fornece a solucdo do sistema de equagdes Y (t) = A(t)Y (¢) + F(t) por meio
de (14.12). Devemos fazer notar, porém, que a série de Dyson nido é o tnico meio de obter solugdes dessas equagoes.
Em alguns casos particulares outros métodos podem ser mais eficazes, especialmente se estivermos interessados em obter
solugoes em termos de fungoes conhecidas ou de expansoes em série. Tal é o caso, por exemplo, se os elementos de matriz
de A(t) e F(t) sao fungoes analiticas de ¢ ou possuem singularidades “fracas”, quando o chamado método de expansio em
série de poténcias ou o método de Frobenius podem ser empregados (vide para tal o Capitulo 15, pgina 841). Em muitos
casos a série de Dyson nao é util quando se pretende obter solugdes explicitas, devido a complexidade de se calcular
explicitamente os produtos de matrizes A(t1)--- A(t,) e suas integrais.

A série de Dyson é, porém, bastante eficiente quando o interesse é obter solugdes por métodos numéricos, ja que
a mesma ¢ rapidamente convergente. A série de Dyson ¢ também muito til quando se tem pela frente problemas de
teoria de perturbagoes. Isso serd discutido com mais detalhe na Segao 14.4. Foi, alids, estudando problemas de teoria
de perturbagoes na Teoria Quantica de Campos que Dyson chegou aquela série, inspirado provavelmente nos métodos
iterativos de solugdo da equagéo integral de Volterra (o leitor interessado pode estudar o tratamento da equacio integral
de Volterra feito na Sec¢ao 26.2.3, pagina 1510, mas isso é dispensével para o que segue).

A série de Dyson possui generalizagoes para espagos de Hilbert ¢ de Banach e mesmo quando A(t) ¢ uma familia de
operadores nao-limitados. O leitor interessado poderd estudé-las em [443].

Um caso particular importante da solugao via série de Dyson ¢ aquele no qual a matriz A(t) é constante, ou seja, nao
depende da varidvel ¢. Trataremos disso na Secao 14.3, pagina 772. Outras representacoes e propriedades da série de
Dyson sao apresentadas na Se¢ao 14.5, pagina 782.

¢ EquagGes matriciais
Até agora estudamos equacdes da forma Y (t) = A(1)Y (t) + F(t), com condigio inicial Y (0) = Yp, onde A(t) é uma
matriz m x m e onde Y e F sao vetores coluna com m componentes:
y1(t) fi(t)
Y(t) = Ll Fi) = :

Ym(t) fm(t)

Consideremos agora a equagio M(t) = A(t)M(t) + §(t), com condigdo inicial M(0) = Mo, onde A(t), §(t) e M(t) sdo
matrizes m X m, a incégnita sendo a matriz M(t). Veremos facilmente que podemos tratar esse problema com os mesmos
métodos do anterior, onde a incégnita era um vetor coluna Y de m componentes e ndo uma matriz quadrada.

De fato, como toda matriz m x m, as matrizes M(¢) e §(t) sao da forma (para notacao, vide pagina 546)
M(t) = [{Aﬁ(t) Mm(t)]] .St = [[Gl(t), Gm(t)] ,

onde M;(t) e G;(t) sao vetores coluna com m componentes, representando a -ésima coluna das matrizes M(t) e §(t),
respectivamente.

Nessa notagiio a equagao diferencial M(t) = A(H)M(t) 4 §(t) fica
I[Ml(t), Mm(t)ﬂ = I[A(t)Ml(t), A(t)Mm(t)]l + |[G1(t), Gm(t)]l ,
ou seja, tem-se um conjunto de m sistemas de equagoes independentes
M;(t) = AWM;i(t) +Gi(t), i=1,....,m (14.16)

do tipo que tratamos acima, onde as incégnitas sao vetores coluna.
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Para cada uma dessas equagdes vale o teorema de unicidade de solugdes que provamos acima. Assim concluimos que
a equagao matricial M(t) = A(t)M(t) + G(t), com condigao inicial M(0) = My tem solugio tnica.
A solugao de cada equagao (14.16) é
t
M;(t) = D(t)M;(0) +/ D(t, s)Gi(s)ds, i=1,...,m.
0
Reunindo as colunas M; novamente na matriz M, temos

M(t) = D(t)Mw/OtD(f,, $)5(s) ds

como solugdo tnica de M(t) = A(t)M(t) + §(t), com condigio inicial M(0) = M.

14.2.3 Propriedades de D(t, s)

Consideremos novamente a equagio homogénea Y (t) = A(t)Y (t) com a condigao inicial Y (0) = Yj. Sabemos que sua
solugio (tnica) é Y (t) = D(t)Yy, onde D(t) é dada em (14.11). Sejam e* os vetores da base canonica:

1 0 0
0 1 0
el = |ofl, €= |o , em =
0
0 0 1

Definimos
YR(t) == D(t)e*

para k =1,...,m. Cada Y*(t) é solucdo da equagio homogénea Y (t) = A(t)Y(t) com a condigio inicial Y (0) = e*.

Um vetor Y| representando uma condigao inicial genérica

Yo =1: (14.17)

0
Ym

pode ser escrita na base canonica como
m
Yo = E ype" .
k=1

Assim, se Y (t) ¢ solugiio da equagdo homogénea Y (t) = A(t)Y (t) com a condigio inicial Y'(0) = Y, temos que

m m

Y(t) = D(t)Yo = > _ypD(t)e = D" y{vh(1). (14.18)
k=1

k=1

Em resumo, todas as solugdes da equaciio homogénea Y (t) = A(#)Y (t) podem ser escritas como combinagdes lineares das
fungdes Y1 (t), ..., Y™(t), os coeficientes sendo as componentes y? do vetor Yy na base canonica.
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Em virtude dessas e de outras propriedades que ainda estudaremos é importante estudar as fungoes Y’C(t)A O conjunto
de fungdes {Y'(t), ..., Y™ (t)} ¢ denominado sistema fundamental ou sistema integral ou ainda base integral de solucdes
da equacio Y(t) = A(t)Y (t). O conceito de sistema fundamental de solugdes foi introduzido por Fuchs® em 1866.

Importante nesse contexto é a matriz cujas colunas sao formadas pelos vetores coluna Y*. Defina-se (para a notagao,
vide pagina 546 e seguintes)

W(t) = [Yl(t), o ym(t)] .
Essa matriz é denominada matriz Wronskiana® ou matriz fundamental.

Tem-se, porém, o seguinte. Pela definicio Y*(t) = D(t)e*. Portanto,
|[y1(z), ym(t)]] = |[D(t)el, D(t)e’”]l = D) [el, eﬂ = D)1 = D(t),

pois [{el, RN e'”ﬂ = 1. O fato que
D(t) = [[Yl(t), Ym(f,)ﬂ (14.19)

mostra que a matriz de Dyson (14.11) ¢ idéntica & matriz Wronskiana e, portanto, podemos determinar D(t) calculando-
se os vetores Y1(t), ..., Y™(t). Esse procedimento para determinar D(t) pode ser circunstancialmente mais facil que
calcular a série de Dyson do lado direito de (14.11).

A identidade (14.19) serd também usada para outros propésitos, um deles serd mostrar que D(t) é uma matriz
inversivel.

Vamos, de fato, mostrar que para todo t o conjunto {Y1(t), ..., Y™(#)} é um conjunto de vetores linearmente
independentes. Suponhamos o oposto, ou seja, que haja constantes a1, ..., a,, nem todas nulas, tais que

oY (to) + -+ amY™(to) = 0
para algum . Sabemos por (14.17)-(14.18) que a fungiao
Y(t) = aaYH(t) + -+ an Y™ (1)

é solugdo de Y (t) = A(t)Y (t) com a condigio inicial

aq
Y(0) = Y =
Qm,
Pela hipétese, Y (tg) = 0. Pelo Lema 14.1, pdgina 765, isso implica que Y (¢) = 0 para todo t. Logo oy = -+ = ay, = 0,
uma contradicdo que prova que os vetores {Y1(t), ..., Y™ (¢)} devem ser linearmente independentes para todo t.
Se os vetores {Y(t), ..., Y™(t)} sdo lincarmente independentes para todo ¢, entio o determinante da matriz
Wronskiana |[Y1(t), ..., Y™(t)| nunca se anula. O determinante

W(t) = det [[ylm, y%)]]

é dito ser o Wronskiano do sistema linear homogéneo Y (t) = A(t)Y (). Como acabamos de ver W(t) # 0 para todo ¢.

Como a matriz Wronskiana é idéntica & matriz de Dyson (14.11), concluimos que o determinante daquela matriz
nunca se anula. Isso significa que a matriz inversa D(t)~! existe para todo t.

Para futura referéncia coletamos algumas das afirmagoes provadas acima a seguinte proposigao relevante:

3Lazarus Immanuel Fuchs (1833-1902).
4Conde Josef Hoéné de Wronski (1778-1853).
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Proposigao 14.1 Seja a equacdo diferencial ordindgria linear homogénea de primeira ordem Y (t) = A(1)Y (), onde Y ¢
um vetor-coluna com n componentes (n > 1) e A(t) wma familia continua matrizes n x n. Entdo, o espago das solugoes

linearmente independentes dessa equagao € n-dimensional, ou seja, existem n vetores Y(t), ..., Y"(t), lincarmente
independentes para cada t, os quais sio solu¢io de Y (t) = A(t)Y (t) e sio tais que toda solug¢do dessa mesma equagio
pode ser escrita como combinagdo linear Y (t) = a1 Y'1(t) + -+ -+, Y™ (t) para todo t, com a, ..., an sendo constantes.

Pelo Ezxercicio E. 12.2, pdgina 727, conclui-se analogamente o sequinte: o espago das solugdes linearmente indepen-
dentes de uma equagdo diferencial ordindria linear homogénea de ordem n (com n > 1)

YO () + an_1 (") + -+ ar (DY () + ao(t)y(t) = 0, (14.20)

onde as fungoes ay(t) sio continuas para todo k =0, ... n— 1, é também um espago n-dimensional, ou seja, existemn
n solugées y1(t), ..., yn(t) linearmente independentes para todo t de (14.20) tais que toda solu¢io da mesma equagio
pode ser escrita como combinagao linear y(t) = aqyi(t) + - - + anyn(t) para todo t, com a1, ..., a, sendo constantes.

a

e A relagao entre D(t, s) e D(t)

Com o fato em maos que existem as inversas D(t)~! para todo ¢, vamos demonstrar agora a seguinte identidade
importante: para todo s e todo ¢ vale

D(t, s) = D(t)D(s)~*. (14.21)
Essa relagao, em particular, implica imediatamente que
D(t, s)™' = D(s, t). (14.22)

A prova de (14.21) é simples. Seja s fixo daqui por diante. Sejam A(t) = D(t, s) e B(t) = D(t)D(s)~'. Queremos
provar que A(t) = B(t) para todo t. Observemos que A(s) = D(s, s) =1 e que B(s) = D(s)D(s)"' = 1. Logo, Ae B
sao iguais no ponto t = s. Fora isso,

Lawy = 2@, ) M9 AwD(, 5) = AWAQ)

%’B(t) - (iDﬁ)) D(s)™t " A DH)D(s)t = AB)B() -

Assim, A ¢ B sdo iguais no ponto ¢ = s ¢ satisfazem a mesma equagao homogénea M (t) = A(t)M(t). Pelos teoremas de
unicidade que estabelecemos, segue que A(t) = B(¢) para todo t, que é o que querfamos provar.

Com isso, podemos escrever a solugio (14.12) de Y (£) = A(t)Y (¢) + F(t), com a condigao inicial Y (0) = Yy, como
t t
Y(t) = D)Yo +/ D()D(s)" F(s)ds = D(t) (Y(] +/ D(s)"'F(s) ds) .
0 0

Outro fato que se pode agora provar é o seguinte. Se Y (t) ¢ solugio da equagio homogeénea Y (t) = A(t)Y (t) com a
condigao inicial Y (0) = Yp, entdo para todo s e todo ¢

Y(t) = D(t, s)Y(s). (14.23)
De fato, Y (s) = D(s)Yp. Portanto, D(t, s)Y (s) = D(t)D(s) "1 D(s)Yy = D(t)Yy = Y (2).

O seguinte coroldrio serd utilizado iniimeras vezes neste texto:

Corolério 14.1 Se A(t), t € R, sdo matrizes reais e antissimétricas (i.e., A(t)T = —A(t) para todo t), entio a cor-

respondente série de Dyson D(t, s) é uma matriz ortogonal. Analogamente, se A(t), t € R, sdo matrizes complezas e
antiautoadjuntas (i.e., A(t)* = —A(t) para todo t), entdo a correspondente série de Dyson D(t, s) é wma matriz unitdria.
Assim, nesses dois casos

D(t, s)7! = 1+i/L/L' /L 1) A(t) - Alb)A(tr) - dbndtn_s---dt1 | (14.24)

n=1"$
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D)t = 1+2/:/[;“ »»»/O.tnil(—l)"'A(tn)---A(tg)A(tl)--- dtadtn_r---dt: . (14.25)

vdlida para A(t) real antissimétrica ou compleza antiautoadjunta. Observe-se os fatores (—1)" e a alteragdo da ordem

do produto de matrizes em (14.24) e (14.25) se comparada a (14.10) e (14.11). [m]

Prova. Seja D(t) dada em (14.11). Como vimos, %D(t) = A(t)D(t). Logo,
%(D(t)TD(t)) = (AW)D@)"D(t) + DW)TA(L)D(2)

= DWTAWTD(t) + DW)TAW)D(t) = —D)TA(t)D(t) + D)TA(t)D(t) = 0.
Assim, D(t)T D(t) é constante, mas D(0) = 1 e, portanto, D(¢)TD(t) = 1 para todo ¢, provando que D(t) é ortogonal.

Por (14.21), isso implca que também D(t, s) é ortogonal. A relacao (14.25) seque de (14.11), tomando-se a transposta
termo a termo. O caso em que A(t) é antiautoadjunto é andlogo. |

e A regra de composigao para D(t, s)

A relagao (14.21) tem a seguinte consequéncia, cuja prova é agora elementar: para todos 7, s e t vale
D(t, s) = D(t, r)D(r, s). (14.26)

Essa expressao ¢ denominada regra de composi¢do para as matrizes de Dyson D(t, s). Note que é muito mais diffcil
provéa-la usando apenas a definigao (14.10)!

E. 14.3 Ezercicio para masoquistas. Prove (14.26) usando apenas (14.10). E

e Solugao para condigao inicial em instante arbitrario

Uma consequéncia das tltimas observagdes é que se para a equacdo Y (£) = A(t)Y (t) + F(t) for dada uma “condi¢io
inicial” ndo em ¢t = 0, mas em ¢ = ty, Y (ty) = Y4,, a solugao é entao dada por

Y(t) = D(t, to)Y;, + ‘D(t, $)F(s) ds . (14.27)

E. 14.4 Exercicio. Verifique! F

Mais propriedades da série de Dyson sao discutidas no Apéndice 14.5, pagina 782.

14.3 Equagoes com Coeficientes Constantes

Vamos aqui estudar sistemas de equagoes lineares de primeira ordem com coeficientes constantes como Y (t) = AY (t) +
F(t), com condigdo inicial Y (0) = Yy, onde A é uma matriz constante, ou seja, seus elementos de matriz nao dependem
da variavel ¢t. Esse é um caso particular do que vimos acima.

A série de Dyson nesse caso fica

oo t pty tn—1 el (t _ s)n
Dt s):]l+ZA"// / dindtn_y-odty = 1+ = A"
= s s !

n=1
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Por analogia com a bem conhecida série de Taylor da fun¢ao exponencial, define-se, para uma matriz A,
— 1
A ]
exp(A) = et = 1+ZEA", (14.28)
n=1

Assim,
D(t, 5) = A9 e D(t) = et

A convergéncia de (14.28) jé foi provada quando tratamos da convergéncia da série de Dyson no caso geral.
Assim, a solugiio de Y (t) = AY (t) + F(t), com a condicdo inicial Y (0) = Yy, ¢ dada, segundo (14.12), por

t
Y(t) = MY+ / A F(s)ds .
Jo

O que se pode dizer sobre a dependéncia em ¢ dos elementos de matriz de eA*? Ha dois casos bdsicos a considerar.
O primeiro é o caso em que A é diagonalizdvel; o segundo caso em que A nao é diagonalizavel.
e Caso diagonalizavel

Se A ¢ diagonalizével entdo existe uma matriz P tal que P"'AP = D onde D é uma matriz diagonal, tendo na
diagonal os autovalores de A. Assim,

< 4n % yn
At _ no_ —1 gn -1
e 71+EEA 7P{]1+EEP AP}P
n=1

n=1

- P{IH—Z%(P‘IAP)"}P‘I = P{1+ZFD"}P‘1 = PePipt.

n=1

Agora, se D = diag (A1, ..., Am), entdo ePt = diag (M, ..., e*t). E claro pela igualdade ¢4 = PePtP~1 que os

elementos de matriz de e serio da forma
m
At _ kit
("), = Zcﬂhe "
k=1

ou seja, serao combinagoes lineares de exponenciais do produto de autovalores de A com t. Os coeficientes c’a"b sao
constantes e dados em funcdo dos elementos de matriz de P e P~1.

e Caso nao-diagonalizavel

Caso A nao seja diagonalizével, o Teorema da Decomposicao de Jordan (na forma do Teorema 10.22, pdgina 615)
nos garante que existe uma matriz P tal que P"'AP = D + N, onde: 1) D é uma matriz diagonal, cujos elementos da
diagonal sao os autovalores de A; 2) N é uma matriz nilpotente com indice, digamos, ¢; 3) D e N comutam.

Portanto, como D e N comutam,
exp(At) = Pexp(P 'APt)P™! = Pexp(Dt + Nt)P~ = Pexp(Dt)exp(Nt)P~!,

onde aqui usamos a Proposigao 11.6, da pagina 677. Agora,

> 40 =10
exp(Dt) = diag (eM?, ..., e?) e exp(Nt) = 1+ Z ﬁN" =1+ Z ;N" .
n=1""" n=1""

Observe-se que a série do lado direito é truncada em n = ¢ pois N = 0, ja que N é nilpotente com indice g. Assim, eN*

é uma matriz cujos elementos sdo polinémios em ¢ de grau menor que q.

Fica claro, fazendo-se o produto eP*e™, que os elementos de matriz de e serio agora da forma

.
("), = ey, (14.29)
k=1
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ou seja, serdo combinagoes lineares de exponenciais do produto de autovalores de A com t. H4, porém, uma diferenga
em relagdo ao caso diagonalizdvel, a saber, os coeficientes c¥,(t) ndo sio mais constantes, mas sio agora polinomios em
t de grau menor que ¢ e sao dados em funcio dos elementos de matriz de P e P~

14.3.1 Alguns Exemplos e Aplicagoes
Vamos aqui tratar um exemplo simples e bem conhecido proveniente da Mecanica Cléssica e que ilustra bem conceitos
que introduzimos nas segoes anteriores. Trata-se do problema do oscilador harménico amortecido forgado.

Como ¢é bem sabido, esse sistema ¢ descrito pela equagao diferencial linear de segunda ordem
mi(t) = —ka(t) —vi(t) + f(t)

que nada mais é que a segunda lei de Newton para uma particula de massa m ligada a uma mola de constante k e se
movendo em um meio (viscoso) que exerce sobre a particula uma forga do tipo —yv(t) (v(t) é a velocidade da particula
no instante t). Fora isso age sobre a particula mais uma for¢a externa que depende apenas do tempo: f(t). Acima
m>0,k>0e~y>0.

Dividindo a equagao acima por m, podemos escrevé-la como

B(t) = —wia(t) — pi(t) + g(t) ,
onde
w= 2 = X = ).

Podemos, por um método comummente usado, transformar essa equacao de segunda ordem em um sistema de duas
equagdes de primeira ordem. Definindo v(t) = @(t), ficamos com

o(t) = —wiz(t) — po(t) +g(t) . (14.30)

Isso pode ser escrito na seguinte forma matricial:

onde

x(t) 0 1 0
Y(t) = , A= s Ft) =

o(t) -wd —p g(t)

A matriz A tem coeficientes constantes. Aprendemos nas se¢oes anteriores que a solugao dessa equagao, com uma
condigao inicial que fixa a posi¢ao e a velocidade da particula em t =0

z(0) g
Y(0) = = ,
v(0) Vo
¢é dada por
¢
Y(t) = ey, +/ A=) p(s) ds . (14.31)
0

Como se vé, precisamos calcular agora e para a matriz A dada acima.
A primeira questao que devemos nos colocar é se a matriz A é diagonalizdvel ou nao. Seus autovalores sdo

N PRV A —p— PP — e
L= W .
2

2
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E. 14.5 Exercicio. Verifique! L

Os autovetores associados podem ser escolhidos na forma
—p = /p? —dwg —p+V/p? — dwg
2w 2w?

v = R vy =

E. 14.6 Ezxercicio. Verifique! L

Como facilmente se vé, caso 2 — 403 0, ou seja, caso 2wy, a matriz A tem dois autovalores distintos e
) 0 ) )

é, portanto, diagonalizdvel. Se, porém, p = 2wy, tem-se v; = vy e a matriz A nao é mais simples e, portanto, nao é

diagonalizdvel.

Vamos tratar esses dois casos separadamente. O leitor é convidado a fazer como exercicio todos os cdlculos que forem
deixados indicados.

e O caso p # 2wy

Nesse caso A ¢é diagonalizavel pela matriz P = [{1/1‘ vz]l, ou seja

MO —ot/roid 0

P7'AP = D = =
oA
0 A 0 e i
onde
—P— VPP —4wg —p+ /PP — g
2w§ 2w3
P = [[771, 1!2]] =
1 1

Calculando-se a inversa, tem-se

wb —p+ /P — 4]

VR AN

Pt =
wh P+ Vp? —4wg
Vp? — 4w 2¢/p? — 4w
Dai, segue que
—doeMt 4 At Mt — et
At Dt p—1 Moo 1 1
et = pe”'P™t = P P = (14.32)
0 et V2 —4dw?
w? (76A” + eAZ') Aret — Npet??t

Alternativamente, usando as expressoes (10.62)-(10.63), obtemos para A a representacao espectral A = \; Ey + A2 E2 com

1 X 1 1 A1

—W A —wg A2
0 0
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de onde, usando et = eM!E; + e*2! Fy, obtém-se novamente a expressio (14.32).

E. 14.7 Exercicio. Verifique as afirmagdes acima. Em particular, verifique que E1 e E» so projetores e satisfazem E1E; = 0 e
Ei+E>;=1. o+

O leitor ¢ convidado agora a escrever as férmulas explicitas para x(t) e v(t) que advém de (14.31) e (14.32). Para
z(t), por exemplo, obtém-se

T + 20 1t
z(t) = e *? (xo cos(wit) + pTOZ—:llO scn(unt)) + m—m/ e P 2 gen(wi(t — 5)) f(s) ds ,
0
onde
o
w; = \[w — T

Essa expressao vale tanto para wg > p/2 quanto parawy < p/2. Nesse segundo caso w; torna-se um niimero imagindrio
puro:

wy = iwsy,
onde
2
P 2
wy = (/= —w
1 0

é real. A solugio para x(t) fica

’ 2/
z(t) = e P/? (IQ cosh(wst) + pZo+ 20
s

/t e Plt=9)/2 scnh(w;(t - 5))/‘(5) ds .

scnh(wzt)) +
mwa Jo
e O caso p=2wy >0
Nesse caso a matriz A fica

0 1
A=

_% —p

A pode ser levada & sua forma de Jordan (vide Secio 10.7.4, pagina 621 e antecedentes) J = P~'AP, onde

4
P p
_r 1 [ 1 0 -
2 2 0?
J = P = pl =
2
P P
0 —= —— 0 1 =
2 4
Note-se que J = D + N, onde
p
- 0 0 1
2
D = . N =
P
0 - 0 0
2

E facil verificar que D e N comutam e que N2 = 0. Assim,

eAf — Pe(D+N)t pl = PeDt eNt P’l .
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sendo que
% 0 1ot
ePt = e Nt = 14+ Nt =
ot
0 e 2 0 1
Portanto,
(1 + %t) e P2 te=rt/2
oAt
Pt 2 pt 2
_T,;m/ (1 — 5) e~ Pt/

O leitor ¢ convidado agora a escrever as férmulas explicitas para z(t) e v(t) que advém de (14.31). Para x(t), por
exemplo, obtém-se

) 1t s
z(t) = eﬁl’t/l((l + gt) o +mo) + E/o (t = 8)e= =2 (5) ds .

e Ocasop=0

Analisemos também o caso p = 0, que corresponde & auséncia do termo de amortecimento —yv(t) na equagio de
movimento da particula. Nesse caso

0 1
A =
—w2 0
A1 = iwg, A2 = —iwy e, por (14.32),
1
cos(wot) — sen(wot)
wo
oAt
—wp sen(wot) cos(wot)

O leitor ¢ convidado agora a escrever as férmulas explicitas para z(t) e v(t) que advém de (14.31). Para z(t), por

exemplo, obtém-se
i

z(t) = (zg cos(wot) + %Z sen(wot)) + %wn sen(wo(t — s))f(s) ds ,
0

e O caso k=0, v =0. Particula submetida a for¢a externa dependente do tempo

Nesse caso, usando a notagao anterior,

ou seja,

com
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A é nilpotente com A% = 0. Logo

O leitor é convidado agora a escrever as férmulas explicitas para z(t) e v(t) que advém de (14.31). Para z(t), por

exemplo, obtém-se
t

z(t) = (wo + vot) + 7% /o (t—s)f(s)ds .

Por exemplo, no caso de f ser constante, segue disso a conhecidissima relagao z(t) = zo + vot + ﬁtz.

14.4 Perturbacoes de Sistemas Lineares

Na Mecanica Cléssica, na Mecanica Quéantica e em outras dreas da Fisica ocorrem problemas que possuem a seguinte
estrutura: procura-se encontrar a solugio de uma equago linear homogénea Y (t) = A(t)Y (), com a condigio inicial
Y (0) = Yp, sendo que A(t) é da forma
A(t) = L(t)+I(t),

onde L(t) e I(t) podem depender do tempo mas I(t) é, em um sentido a ser precisado, “pequena”. Por exemplo, I(t) pode
ser da forma I(t) = AJ(t), onde || é uma constante “pequena”. Nesse contexto interessa particularmente determinar as
corregoes que a presenca do termo I(t) acrescenta a solugao (supostamente conhecida) da equagdo para o caso em que
1(t) ¢ identicamente nula.

Se I fosse nula, a solugao seria Y, (t) = Dy (¢)Yy, denominada solug¢do nao-perturbada, onde Dy (t) é dada pela série
de Dyson para L(t):

oot ety tno1
Di(t) = 1+ / / . / L(t1)L(t2) - - - L(ty) dtpdt,_y ---dt; .
/o Jo 0
Deve-se esperar que, se I for “pequena”, a solugdo de Y (t) = A(t)Y (t) ndo deve estar muito afastada de Yy, (t) = D (t)Yo

(a0 menos para tempos “curtos”) e a presenga de I(t) deve perturbar a solugao Y7 (t) apenas ligeiramente. Como
determinar a perturbagao que I provoca?

Esse tipo de questao é muito frequentemente encontrado em Fisica e, no que segue, vamos empregar a série de Dyson
para tratd-la no contexto acima, de sistemas lineares. O primeiro passo consiste em definir um novo vetor coluna X (t)
por

X(t) == D)"Y (t).

Vamos verificar qual condigdo inicial e qual equagio diferencial X (t) obedece. Tem-se que X (0) = 1Y (0) = Y;. Fora isso
K@) = L(Ou0YO) = 5 (D) YO+ D0V
= —Dy(O)7'LOY )+ D) Y (1)
= —Du®)'LOY () + De() T ABY (1)
= —Dr(t)"' L)Y (t) + D(t) " (L(t) + I(1)) Y (t)

= Dr()H()Y (1)

= (Du®IODLD) X (1) -
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(O fato que £ D (t)~1 = —Dy(t) 1 L(t), usado acima, decorre de 0 = 41 = £ (D (¢)"'DL(t)) e do fato ja provado em
(14.14) que %DL(t) = L(t)D(t)). Assim, definindo-se

I(t) := D)~ I(H)DL (1) , (14.33)

concluimos que X () satisfaz

X@t) = It)X(t) . (14.34)

Pela série de Dyson, a solugdo dessa equagio com a condigdo inicial X (0) =Yy é

X(t) = Y[)+{Z/O /0/07 It)I(t2) - I(tn) dz"dt,l,lwdtl}Yo.

Retornando a Y (t) = D (t) X (¢), temos
00 st et tooy -
Y(t) = Dp(t)Yo + Dr(t) {2/ / / I(t1)I(ta) -~ I(ty) dtndt, »»»dtl}Y( . (14.35)
=170 Jo 0
De modo mais explicito, isso é

Y(t) = Dr(t)Yo

+ {;/O/D /O* Dp(t, t1)I(t1)Dr(t1, t2)I(t2)Dr(ta, t3) -+ Dr(tn_1, tn,)I(t'n,)DL(tn)dtn“‘dtl} Yo .
(14.36)

Vamos supor que I(t) seja da forma I(t) = AJ(t). Substituindo na tltima expressao, obtemos a solugao expressa em
termos de uma série de poténcias em A:

Y(t) = DL(t)Ys

0 t ot tn-1
+ {Z )\"/ / . / Dyp(t, t1)J(t1) Dy (t1, t2)J(ta) Dy (ta, t3) - Dp(tn_1, tn)J(tn)Dp(tn) dty - - dtl} Yo .
=1 o Jo 0
(14.37)
Tanto em (14.36) quanto em (14.37), o primeiro termo da expansao é D,(t)Yy, que coincide com a solugao para o caso
em que / ¢é nula, ou seja, com a solu¢@o nao-perturbada. Os demais termos sao, portanto, as corre¢oes que procuravamos

a solugao nao-perturbada. Esses termos sao denominados corregoes perturbativas. Podemos re-escrever (14.36) e (14.37)
em termos da solugao nao-perturbada Yz, como

Y = i)+ /0 /0 /0 DLt 1) DLt 1) (12) D, £) - Dilbnss ) (E0)Ve(t) dty - diy
. (14.38)

Y(t) = YL(”‘*’Z)‘"/O /“‘/“ v Dp(t, t1)J(t1)Dr(tr, t2)J (t2)Dr(te, t3) - Dr(tn-1, tn)J (tn) YL (tn)dr - - dty .
. (14.39)

De particular interesse em aplicagoes ¢ a situagdo em que L(t) = L, constante, em cujo caso (14.36) fica

% st ooty tno1
Y(t) _ CLtYD + th {Z/ / . / C—LtlI(t1)UL(n—tx)I(tz)cL(trz_g) . (,/L(tnq—zn)l(twcuﬂ dt, - - - dty } Y, ,
0 Jo 0

n=1
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e (14.37) assume a forma

el t t1 tn—1
Z A" / / / e—l‘nJ(tl)ell(t,—tz)J(tz)eL(t,;—tg) . el‘(tn,J—tn)J(tn)eLtn dtp---dty Yy .
Jo Jo 0

Y(t) — eLtYO+€Lt{
n=1
(14.40)

E. 14.8 Ezercicio. Usando os resultados acima obtenha a chamada série de Duhamel:

t oo pt ot 1
]1+/ e A BetAdr + Y / // I1 (7 B ) dton - dta |
0 m=sJo Jo Jo k1

vélida para todos A, B € Mat (C, n). Para uma outra demonstragdo, vide Sec¢3o 11.6, pagina 704 e, em particular, a Proposi¢cio 11.17,
pagina 707. &

t(A+B tA
SHAYE) _

Com as diversas expressoes acima podemos contemplar explicitamente as corregoes perturbativas que o termo I(t)
adiciona & solu¢ao nao-perturbada Yz,. No caso em que L é constante e I é da forma I(t) = \J(t), (14.40) indica que as
corregoes de primeira e segunda ordem em A sao, respectivamente,

t t ot
el (/ e~ g(ty)elt dl,1> Yo e AZelt (/ / e’L“J(I,l)eL("’"Z)J(Lz)e“?dwdh) Yy .
Jo o Jo

Todas as expressoes obtidas acima sao empregadas na Fisica Quantica. As expressoes (14.33) e (14.34) descrevem as
equagdes de evolugao no chamado quadro de interagdo, ou representacio de interagdo, e as expressoes (14.37) e (14.40)
sao denominadas es de Dyson no quadro de interagdo. Na Segao 14.5, pagina 782, mostraremos que a série de Dyson,
e, portanto, os resultados acima, podem ser expressos em termos dos chamados produtos de tempo ordenado. Essa
representagao ¢ de particular interesse na Teoria Quantica da Campos.

e Um problema de teoria de perturbagoes

Consideremos o problema de uma particula de massa m presa a uma mola de constante k(t) = ko + Ak1(t) onde X é
um numero pequeno, e sem nenhuma forga adicional agindo sobre a particula. Ou seja, a constante de mola tem uma
pequena dependéncia temporal e desejamos estudar o efeito dessa pequena perturbagao sobre a solugao obtida quando
A =0, a qual é, sabidamente,

z0 cos(wot) + Lo sen(wot) ,
wo

onde wi = ko/m.
A equacao de movimento ¢ mi(t) = —k(t)z(t), ou seja,

) = - (s + 220 a0,

m

. x(t)
que em forma de um sistema de duas equagdes de primeira ordem fica Y(¢t) = A(¢)Y(t), onde Y (t) = ,e
o(t)
0 1 0
At) = A+ AJ(t), com A = e J(t) = Pelas expressoes obtidas em (14.37) e (14.40), a
—w¢ 0 —Lk(t) 0

solugdo em primeira ordem em A é

t
MYy + et (/ e~ J(ty)et dh) Yo .
0
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De modo mais explicito, isso é igual a

1
cos(wot)mo + — sen(wot)vy
wo

—wp sen(wot)zo + cos(wot)vo

1 .
cos(wot) " sen(wot) — sen(woty) cos(wot1)zo + P sen? (wot1)vo

)\ t
+ = / ki (t1) dty
0

. 1
—wp sen(wot) cos(wot) — cos? (wot1)xo + — sen(woty) cos(woti)vy
m

Para a posigao z(t), a corre¢ao de primeira ordem em A & solugao nao-perturbada cos(wot)zo + ﬁ sen(wot)vg €, portanto,

sen?(wotq )170> dt,

0 muwo

A rt
o [COS(MOt)/ k(1) (* sen(wot1) cos(wot1)zo +
0

1 t 1
+ — sen(w()L)/ ki(t1) <7 cos? (wot1)zo + — sen(wot1) cos(wnll)'z:g> dh] . (14.41)
wo o m

O célculo explicito dessas integrais depende da forma de & (t).

E. 14.9 Ezercicio. Calculando as integrais, obtenha explicitamente a expressdo em (14.41) para o caso em que ki (t) = sen(wit).
H3 que se distinguir as situagdes em que w1 # 2wo € em que w1 = 2wo. No segundo caso surgirdo termos que crescem linearmente com
t e que, portanto, saem fora do regime perturbativo para ¢ grande. Vide comentarios abaixo e procure ler nos bons livros de Mecanica
Cl3ssica (por ex., Arnold [23], Landau-Lifchitz [322]) algo sobre o assunto “ressondncia paramétrica”. *

e Comentario final sobre as séries perturbativas

Se \ for pequeno e t nao for muito grande a aproximagao de primeira ordem em A é uma aproximagao razoavelmente
boa para a solugao. As corregoes de ordem superior em A podem também ser calculadas, embora seu computo fique cada
vez mais complexo, como se vé pela expressoes (14.35) e seguintes.

Para t — 0o os termos individuais da série perturbativa (14.35) podem divergir com ¢, sem que a solucao x(t) seja
ela mesmo divergente. Esse tipo de comportamento nao é tao estranho assim se nos lembrarmos, por exemplo, do que
acontece com a série da Taylor da fungio seno (ou cosseno):

sen(At) = i ﬂ/\hﬂgnﬂ
ST L n 1) g

n=0

Os primeiros termos sao At — %dt3 + %t‘r’ + ---. Cada um deles diverge quanto ¢ — oo (para qualquer A\ # 0 fixo,
nao importa o quio grande ou pequeno) mas a fungao sen(A\t) permanece limitada. A ligdo a se aprender é que certas
expansoes podem nao ser boas quando se deseja estudar o comportamento para t grande das solugoes. Tal é o caso da
série de Taylor acima e da série de Dyson (em muitos casos). Para estudar o comportamento para t grande é preciso
procurar expansoes que sejam uniformemente convergentes em t para toda a reta real.
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14.5 Mais sobre a Série de Dyson. Produtos de Tempo Or-
denado

e A funcgao degrau, ou funcao de Heaviside

Define-se a chamada fungdo degrau ou funcio de Heaviside®, 6(s), s € R (também denotada por H(s)), por

1, ses>0
0(s) = H(s) == . (14.42)
0, ses<0
Defina-se também, param € Ne ty, ..., ¢
Om(tr, ooy tm) 1= O(tm—1 — ty)0(tm—2 — tm—1) - 0(t1 — t2) .

E bastante facil de constatar pela definigao que

1 setm Stm1<--<th

Om(ty, ..oy tm) == . (14.43)
0, de outra forma

Seja Sy, o grupo de permutages de m indices {1, ..., m}. Os elementos m de S, sdo bijegdes de {1 m} em
si mesmo. H& um importante fato sobre a fungao ©,,: se os m numeros reais t1, ..., t,, forem todos distintos entre si,
entao

> Oumltey s tamy) = 1. (14.44)

TESm
Para prové-la, observe-se que, devido ao fato de R ser totalmente ordenado, para uma m-upla ¢, ..., t,, € R composta
de elementos distintos existe um e somente um elemento 7o € Sy, tal que tr(my < ... < txy(1). Assim, por (14.43), segue
que hd no lado esquerdo de (14.44) apenas um termo nao-nulo: aquele que corresponde a g, ¢ esse termo vale 1, também
devido a (14.43). A condigdo de os pontos t1, ..., t,, serem todos distintos entre si é importante nesse raciocinio, mas
o conjunto dos pontos que ndo a satisfazem é um conjunto de medida nula em R™. Dai, podemos afirmar que (14.44)
vale quase em toda a parte em R™ (ou seja, vale em todo R™, exceto em um subconjunto de medida nula).

e Reescrevendo a série de Dyson

Pretendemos apresentar uma outra maneira de representar a série de Dyson (14.11):

D(t) = 1+ i /Ot ./Dh»»»/DtmilA(tl)A(tz)"»A(tm) bty -ty . (14.45)

m=1"

da qual certas consequéncias podem ser mais facilmente extraidas. O leitor hd de notar que nas integrais em (14.45) as
variaveis t1, ..., t,, aparecem ordenadas na forma 0 < t,, < t,,,—1 < --- < t; <t. Dessa forma, no produto de matrizes
A(t1)A(t2) - - - A(t), os fatores aparecem ordenados (da esquerda para a direita) de acordo com a ordem temporal
decrescente dos argumentos.

Devido & propriedade (14.43) de ©,,(t1, ..., ), podemos reescrever (14.45) na forma
0o ¢
D(t) = 1+ Z/ / Op(te, -y ti) A(t)A(ta) - -+ Altm) dtmdty,_y - - diy . (14.46)
/o 0

Note o leitor que uma diferenga entre (14.45) e (14.46) estd nos limites superiores das integragoes, que passam a ser todos
iguais a ¢, o que é permitido pela introdugao dos fatores ©,,(t1, ..., tn,) nos integrandos, fatores esses que se anulam
caso a restri¢ao t, < t,—1 <--- <ty seja violada.

50liver Heaviside (1850-1925).
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Se F(ty, ..., tm) ¢ uma fungio integrdvel de m varidveis, tem-se evidentemente que

t t t t
/ / F(ty, .oy tm) dtpmdty 1 ---dty = / / F(trys s trim)) dtmdtyp—1---dly,
0 0 0 0

para qualquer permutacao m € Sy,.

E. 14.10 Ezercicio.  Justifique! Sugestdo: mudanca de varidveis mais a observacdo que o hipercubo [0, t]™ é invariante por
permutacdes das coordenadas. Ed

Assim, como S, possui m! elementos, segue trivialmente que

t t t t
1
s [ F(ty oo b)) dbgpdlyy—y - dt = — /M/F(t7r s ooy brgm)) bl - dty
/0 /0 m! ,gs:"; 0 Jo = m
pois os termos somados no lado direito sdo todos iguais. Aplicando essa simples identidade a (14.46), tem-se
o 1 t t
D(t) =1+ ). o 3 /D /0 Omlta(1)s -+ s tum)) Altr() Altr(z)) -+ Alt(m)) dtmdtim—1 -+ dty . (14.47)

m=1"" €S,

Vamos definir

T(A(tl)A(tz)mA(tm)) = 3 Oultat)s s tam)Altn(1) Altaz) - Alta(my) - (14.48)
€S,
Para uma m-upla (t1, ..., tm) € [0, ¢|™ composta de elementos distintos, existe um e somente um elemento my € Sy,

tal que tr(m) < ... < txo(1)- Segue disso que o lado direito de (14.48) vale A(tr,(1))A(txy(2)) -+ Altrg(m))- O leitor deve
observar que esse produto aparece ordenado da esquerda para a direita na ordem decrescente dos argumentos. Por essa
razdo a expressao do lado esquerdo de (14.48) ¢ denominada produto de tempo ordenado das matrizes A, denotada por
T (A1) -~ Altm)):

Com essa notagao podemos escrever (14.47) na forma
oo 1 t t
D(t) = 1+ m; W/o /0 T(A(tl)A(tg) - -A(tm)) Atmdtm_r - dty . (14.49)

Essa forma de representar a série de Dyson é frequentemente empregada na Teoria Quantica de Campos, sendo
que 14 as matrizes A(t) sao substituidas por operadores com valores em distribuigdes e os produtos de tempo ordenado
sdo definidos em um sentido distribucional e de forma iterativa, de modo a permitir um tratamento de problemas de
renormalizagdo. Para uma referéncia moderna sobre tais assuntos, vide [467].

Logo adiante, & pdgina 784, faremos um comentério sobre como a relagao (14.49) é comummente expressa em textos
de Fisica, introduzindo a chamada exponencial de tempo ordenado. Vide relagoes (14.54) e (14.55).

e O caso comutativo

Uma situagao particular de interesse ¢ aquela na qual as matrizes A(s) comutam para valores distintos do argumento,
ou seja, A(s)A(s") = A(s')A(s) para todos s, s'. Tal é o caso, por exemplo, se A(s) forem matrizes 1 x 1, ou se forem
diagonais, ou ainda se forem da forma A(s) = f(s)B para alguma matriz constante B e alguma fungao real ou complexa
f. Sob essa hipétese de comutatividade, tem-se que para todo = € Sy,

Atz ) Altr(2)) - Altrm)) = At1)A(t2) -+ Altm)
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pois a ordem dos fatores nao importa, devido & comutatividade. A expressdo (14.47) fica, entdo,

0 1 t t
D) = 1+ E/\, /0 [Z Omltr(iy, - s ta(my) | A1) A(t2) -+ Altm) dtmdtim—1 -+ dty

m=1 TESm

14.44 =1t t
e S [ [ A A dend i

= 1+ i - (/OLA<T)dT)m

m=1

def. (
= exp

Usando que D(t, s) = D(t)D(s)~!, obtém-se

/D't A(T)df> ‘ (14.50)

D(t, s) = exp (/( A(T)df) . (14.51)

No caso nao comutativo essas relagoes nao sao necessariamente validas!

Conclufmos que no caso comutativo, a solugio da equagio ¥ = A(t)Y (t) + F(t) com uma condicdo inicial Y (0) = Yp

dada em (14.12) fica . " +
Y(t) = exp (/AA(T)(ZT) Yo+ ‘/chxp (/ A(T)dT) F(s)ds. (14.52)

No Exercicio E. 14.50, pagina 838, indicamos uma maneira alternativa de provar, no caso comutativo, que D(t) =

exp (f; A(T)dT).

E. 14.11 Egzercicio. Determine explicitamente a solugdo da equacio diferencial Y (t) = A(t)Y (t) com a condico inicial Y (0) = Yo,
_ (t) _ [ —sen(t) e~2t _ (1
onde Y (1) = (13(3)). A = (5 ) e Yo= (). -

e O caso unidimensional
As expressoes acima possuem uma aplicagao simples mas relevante a equagoes diferenciais lineares de primeira ordem
y(t) = a(t)y(t) +b(t) ,
com a e b continuas em R (condi¢do essa que pode ser ainda enfraquecida), com a condigao inicial y(0) = yo. Nesse

caso a matriz A(t) é uma matriz 1 x 1, a saber A(t) = a(t), e ela, evidentemente, comuta consigo mesma em tempos
diferentes. De acordo com (14.52) e (14.51) a solugao é

y(t) = p(t) [yo-l—/ot %ds] , com p(t) := exp (/Ota(r) dr) . (14.53)

Essa solugao pode ser obtida por outros meios. Vide (13.2), pagina 746.

e Comentario sobre a notagao. A exponencial de tempo ordenado

E muito comum em livros de Fisica (de Mecénica Quantica ou de Teoria Quantica de Campos) encontrar a relagao
(14.49) escrita da seguinte formas:

D) =T <n+ > %/l<~/L(A(tl)A(tz)wA(tm)) dtyndty ~~~dt1> , (14.54)

m=1
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na qual o simbolo de ordenamento temporal T é colocado & esquerda de todo o resto da expressao do lado direito. O

R S . t . .
termo entre parénteses pode ser agora reconhecido (indevidamente!) como exp (fo A(T)dT) e com isso, obteriamos

D(t) = Texp ( /0 tA(T)dT) . (14.55)

O lado direito de (14.55) ¢ denominado ezponencial de tempo ordenado e essa expressio deve ser entendida apenas
simbolicamente, pois o que ela realmente significa é o que se encontra em (14.49):

Texp (/OtA(T)dT) = ]1+mi::1%/ﬂt»»»‘/UtT(A(tl)A(tg)»»»A(tm)) iyl -+ dty

H4 um certo abuso de notagao em (14.55), pois ela dd a falsa impressdao que, ao computar o lado direito, devemos
realmente calcular exp (fol A(T)dT) tal como fizemos no caso comutativo. A presenga do simbolo T estd a indicar, porém,
que o ordenamento temporal dos produtos das matrizes A(t) nao pode ser dispensado.

Ainda que abusiva e enganosa, essa notacao é frequentemente empregada em textos de Fisica, talvez por ser um tanto
economica, mas é preciso sempre lidar com ela com o devido cuidado.

14.6 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares no Plano
Complexo

Em (14.1), e em tudo que vimos até aqui, consideramos sistemas lineares de equacoes diferenciais onde a varidvel ¢
é assumida real. Para muitos propdsitos importantes, alguns dos quais discutiremos abaixo, é conveniente alargar um
pouco o dominio de nossas consideragoes e discutir sistemas lineares de equagoes diferenciais definidas no plano complexo.

Por simplicidade trataremos apenas equagoes homogéneas, caso em que se encontra a maioria das aplicagoes. A Segao
14.7.3, pagina 810, discute exemplos. Para referéncias gerais sobre o assunto, recomendamos [510] e [252].

Seja A(z) uma matriz m x m complexa cujos elementos A;(z), i, j =1, ..., m, sdo fungdes de uma varidvel complexa

z em um certo dominio aberto e simplesmente conexo comum D do plano complexo: D C C. Consideremos a equagao
diferencial linear e homogénea

Y'(2) = A(2)Y(2), (14.56)

onde Y'(z) denota um vetor coluna de fungoes complexas

Y (2)

Estaremos aqui interessados em estudar esses sistemas de equagoes diferenciais quando uma condi¢do inicial é forne-
cida, ou seja, quando o valor de Y(z) em um ponto zy € D é especificado:

w
Y(z0) = Yo = .
Yon
com 4, ..., y° sendo constantes complexas. Notemos que ao procurarmos solugdes Y (z) de (14.56) é implicitamente

subentendido que as mesmas fungoes Y (z) sejam analiticas, pois apenas fungdes analiticas sdo diferencidveis.
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14.6.1 O Caso Analitico

Comecemos pelo caso no qual a matriz A(z) ¢ analitica em um dominio aberto simplesmente conexo D, ou seja, todos
os seus elementos de matriz A;;(z) sdo fungdes analiticas de z em D. Uma primeira pergunta importante diz respeito a
unicidade da solucao da equagao diferencial Y'(z) = A(2)Y (z), z € D, com a condi¢do Y (z9) = Yy para algum 2z, € D.
Essa pergunta pode ser respondida usando nosso resultado anterior (do comego deste capitulo) que garante unicidade de
solugao de sistemas lineares de equagoes diferenciais com varidveis reais.

De fato, seja z(t), t € [0, 1], uma curva arbitréria continua e diferencidvel em D e tal que z(0) = zo. Sejam Y}
e Y» duas solugdes analiticas de Y'(z) = A(2)Y(2), z € D, com a mesma condicio Y;(z) = Ya(z0) = Yy. Sejam
Xi(t) :==Y1(2(t)) e Xa(t) := Ya(2(t)). Definamos também B(t) := 2(¢t)A(z(t)). Notemos que B(t) é uma matriz continua
em t, pois A(z) é analitica.
E facil, entdo, constatar que X7 e X5 sdo ambos solugoes da equagao diferencial
X(t) = B{t)X(t), telo, 1],

com a condi¢do X (0) = Y;. Pelas nossas consideragoes anteriores, isso implica X1(t) = X»(t), V¢t € [0, 1], ou seja,
Yi(z(t)) = Ya(2(t)), V¢t € [0, 1]. Como a curva z(t) é arbitrdria e sua imagem pode estar em todo D, isso implica
Y1(z) = Ya(z) para todo z € D. Isso prova a unicidade da solugao de Y'(z) = A(2)Y(z), z € D, com condi¢ao

Yi(z20) = Ya(20) = Yp.

Uma vez garantida a unicidade da solucéo, tentemos exibi-la. O que faremos é seguir a inspiragéo fornecida pela série
de Dyson, estudada anteriormente, e tentar generaliza-la para o plano complexo.

e A série de Dyson no plano complexo

Seja entdo D um dominio aberto simplesmente conexo do plano complexo e A(z) analitica em D e limitada em D.
Seja também zp € D.

Uma vez demonstrada a unicidade da eventual solugdo de uma equagdo como Y’(z) = A(z)Y(z) com condigao
Y (20) = Yy precisamos demonstrar que a solugdo existe. O que faremos ¢ generalizar nossas consideragoes anteriores
sobre a série de Dyson para o plano complexo.

Para z e w € D, seja D(z, w) a matriz m x m definida por

D(z, w) = 1+i/ // A(21)A(z2) - Alzn) dzndin_y - dz1 . (14.57)

n=1

Acima, todas as integragdes complexas sao feitas em uma curva €, simples, orientada de w a z e inteiramente contida em
D. Para cada n os pontos 2, ..., z, sao ordenados em sentido crescente ao longo de €. Mais precisamente, denotamos
por € a curva continua e diferencidavel € : [0, 1] — D parametrizada por ¢ € [0, 1] com w = €(0), z = €(1). Entao, para
cada n, tem-se z = C(ty), L <k <n,com 0 <ty <--- <t <1.

Devido ao fato de A ser analitica no dominio simplesmente conexo D, a matriz D(z, w) nao depende da particular
curva orientada € adotada que conecta w a z (justifique isso!).

Afirmamos que a equacao Y’(z) = A(2)Y (z) com uma condicao Y'(z9) = Yy tem solugdo, a qual é dada por
Y(z) = D(z, 20)¥o (14.58)

A demonstragao serd feita provando-se que o lado direito satisfaz a equagao diferencial e a condigao inicial. Como a
solugdo ¢ inica (pelo provado acima), infere-se que nao pode haver outra.

Comecemos por mostrar que a série que aparece em (14.57) é convergente, sem o qué aquela expressao nao faria
sentido. O leitor facilmente constatard que o que faremos ¢ uma simples imitacdo da prova anterior para a reta real,
dado que somente faremos uso da hipétese de que A(z) é limitada em D.

Sejam z e w dois pontos de um dominio D sob as hipéteses acima (D ¢ aberto e simplesmente conexo) e seja Cy—sz
uma curva continua, diferencidvel, orientada, ligando w a z e inteiramente contida em D. Para 2’ € €., denotemos
por I(2') = le,_..(2") o comprimento medido de w a 2’ ao longo da curva Cy—.. A fungio ! : G, — Ry é bijetora
na sua imagem e, portanto, possui uma inversa, o que nos permite parametrizar os pontos de €,_,. pelo comprimento
medido ao longo de €. a partir de w. Denotaremos por z'(l) essa parametrizagdo, ou seja, z'(l) ¢ o ponto de Cy_;-
cuja distancia a w ao longo de €, é 1 € Ry
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E um fato bem conhecido da teoria das fungoes de varidveis complexas que se f : D — C é ao menos continua®, entao

f(2)dz', a integral de f de w a z ao longo da curva C,_,, pode ser estimada por

/e., ; f(2hds

Denotando por Dgp(z, w) o elemento ab da matriz D(z, w), temos

Dap(z, w) = Lap+ Z/ / / A(21)A(22) -~ A2n)) oy dzndzn—1 -~ dz

n=1

Swosz

1(z)
< [T a (14.59)

ab+z > Z > / / / Aaky (21) Ak (22) -+ Ak, _yb(2n) dzn - dzy

n=1k;=1ko=1 kp_1=1"%

Definindo como antes « := max max |Aap(2)], aplicando (14.59) e escrevendo l1 = I(z;), j =1, ..., n, temos

2€D
(2) 1y ln—1
/ / / Hato (70N 1Ayt ()] -+ [ A0z (0)] -+l

oo m

Das(s w)l < 14303

n=lki=1  kp_1=1

o m m (=)l Lot
< 1+Za"zm Z / / / dl, - --dly
n=1 k=1 ky_1=1"0 0 o
< 1+Z“ EE D I
ki=l  ka_1=1
<

oo
1(z)"
1+ a" =yt
W; ’”!

- 1+t (e“ml(z) - 1) .
m

Acima, usamos o fato, demonstravel por indugao, que

(=)l ln—1 n
/ / / dly---dly, = Z<Z? . (14.60)
Jo 0 Jo n

Como mencionamos, [(z) é a distancia de w a z ao longo da curva de integracio, ou seja, é o comprimento total dessa
curva. Se D for um dominio convexo, podemos tomar a curva de integragdo como sendo a linha reta que une w a z, em
cujo caso teremos [(z) = |z — w|. Néo precisamos, no entanto, supor convexidade de D.

Provamos entao que, para cada elemento de matriz ab, a série do lado direito de (14.57) é absolutamente convergente,
e isso para todo w e z € D. Como, para cada N € IN, as fungoes

m

N m
+ Z Z Z Z / / / Aak, (21) Ak ke (22) -+ - Ak _y0(2n) dzn - - dzy .
P

Thke=1  kn_1=1

fn(z, w)

sao analiticas em D (pois integrais de fungoes analiticas sao também analiticas), concluimos do exposto acima que cada
elemento de matriz Dgy(z, w) é o limite uniforme (por qué?) da sequéncia de fungdes analiticas fy(z, w). Um teorema
importante da andlise complexa (vide e.g. [550]) afirma que sob essas circunstancias Dgy(z, w) é também analitica em

D.

SEssa condigdo pode ser enfraquecida.
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Para mostrar que (14.58) representa de fato a solu¢io procurada, vamos mostrar que

%D(z, w) = A(2)D(z, w) . (14.61)

%D(z’ w) = {1 + Z/ / / A(z1)A(22) -+ A(2n) dzndzy—1 -+ - dzy }
- %{1 + Aj A(z1) dz1 + /wz /:1 A(21) A(22) dzadzy
+ /: /wz1 /: A(z1)A(22) A(z3) dzzdzadzy + - }

- 0+A(z)+/zA(z)A(zz) dzz+/l / A(2)A(22) A(z) dzgdzy + - --

w w Jw

- A(z){]lJr/sz(zz) dzz+/:/WZ2A(22)A(23)(1231122+<u}
- A(z){1+/:A(z1)dzl+/;/: A(Zl)A(Zg)d22d21+“‘}

= A(z)D(z, w),

De fato,

como queriamos provar. Acima, na quinta igualdade, fizemos uma série de mudangas de nomes das varidveis de integracao,
chamando 25 de 21, z3 de z; etc.

De maneira andloga prova-se também que

[é]
%D(z, w) = —D(z, w)A(w) .

E. 14.12 Ezercicio. Fagal L

E também evidente pela definico (14.57) que para todo z vale D(z, z) = 1. Notem()b que, por (14.58), Y(zo) =
D(z0, 20)Yy = Yo, mostrando que o lado direito de (14.58) satisfaz a condigao Y (z) = Yp. Derivando o lado direito de
(14.58) em relagdo a z, tem-se

Y'(z) = %D(z, 20)Yo = A(2)D(z, z0)Yo = A(2)Y(z2),

provando que o lado direito de (14.58) satisfaz a equagdao diferencial. Como a solugao ¢ dnica, ela deve ser aquela dada
em (14.58).

De maneira andloga ao caso real podemos igualmente provar que vale a regra de composi¢iao
D(z1, z3) = D(21, 22)D(22, z3) , (14.62)
para quaisquer 21, 23 € z3 contidos no dominio simplesmente conexo onde A ¢é analitica.
E. 14.13 Ezercicio. Prove (14.62) mostrando que ambos os lados satisfazem as mesmas equacdes diferenciais e as mesmas condicbes

iniciais. *

e A equagao nao-homogénea
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E. 14.14 Egercicio importante. Para A e F analiticas em um dominio aberto e simplesmente conexo D e limitadas em D, mostre
que a solugdo geral da equago ndo-homogénea Y'(z) = A(2)Y () 4+ F(z) com condicio Y (z0) = Yo, z0 € D é

Y(z) = D(z, 20)Yo +/Z D(z, w)F(w)dw , (14.63)

onde D(z, zo) foi definida acima e a integragdo do lado direito é tomada em qualquer curva simples, continua e diferencidvel em D,
pois D e F s3o analiticas em D. *

e Analiticidade da solugao

_ Uma importante conclusdo que tiramos da andlise acima ¢ que, sob a hipdtese que A ¢ analitica em D e limitada em
D, entdo a solugao Y da equagao homogénea Y'(z) = A(2)Y (z) com condicao Y (29) = Yo, 20 € D é igualmente analitica
em D pois, como vimos, D(z, zg) é analitica em z.

e Solucoes nulas

H4 uma consequéncia das consideragoes acima que é bastante elementar, possuindo, porém, implicagoes profundas,
como veremos, por exemplo, quando discutirmos equagdes com pontos singulares. Expressaremos essa consequéncia em
forma de uma proposicao:

Proposicao 14.2 Seja a equag¢io homogénea Y'(z) = A(2)Y (z) onde A(z) € analitica em wm dominio aberto e simples-
mente conexo D. Entdo, se Ys(z) € uma solugio dessa equagao que se anula em um ponto zy € D, ou seja, Ys(z0) = 0,
wvale Yy(z) = 0 para todo z € D. O

Essa proposigao diz que se a solugao de uma equagao linear homogénea Y'(z) = A(2)Y (z) anula-se em algum ponto
de D (com A(z) analitica em um dominio aberto e simplesmente conexo D), entdo ela anula-se em todo D. A prova é a
simples observagao que, pelo que vimos, a solugao é dada por Y (z) = D(z, 20)Y (20).

e Equagoes matriciais complexas

Até agora estudamos equagdes da forma Y'(z) = A(2)Y(z), com condi¢ao Y (z) = Yy, onde A(z) é uma matriz
m x m analitica em um dominio aberto e simplesmente conexo D que contém zy e onde Y é um vetor coluna com m
COIIlpOllBHtGSI

Ym(2)

Consideremos agora a equagao M'(z) = A(z)M(z), com condi¢io M(z) = My, onde A(z) e M(z) sao matrizes
m x m, a incégnita sendo a matriz M(z) e a matriz A(z) sendo analitica em um dominio aberto e simplesmente conexo
D. Veremos facilmente que podemos tratar esse problema com os mesmos métodos do anterior, onde a incégnita era um
vetor coluna Y de m componentes e ndo uma matriz quadrada. De fato, como toda matriz m x m, a matriz M(z) ¢ da
forma (para notagao, vide pagina 546)

M(z) = [Ml(zy ]Lfm(z)ﬂ ,

onde M;(z) sdo vetores coluna com m componentes, representando a i-ésima coluna da matriz M(t).

Nessa notagao a equagao diferencial M'(z) = A(z)M(z) fica

|[M;<z), A{,’n(z)]l = I[A(z)M1 ) A(Z)M,"(z)] .
ou seja, tem-se um conjunto de m sistemas de equagoes independentes
M(z) = A(x)M;(2), i=1,....m (14.64)

do tipo que tratamos acima, onde as incégnitas sao vetores coluna.
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Para cada uma dessas equagoes valem todas as afirmagoes provadas acima. Assim concluimos que a equagao matricial
M'(z) = A(2)M(z), com condigao M(zp) = My, tem solugio tnica, a qual ¢ dada por

M;(z) = D(z, z0)M;i(z0), i=1,...,m.
Reunindo as colunas M; novamente na matriz M, temos
M(z) = D(z, 20)Mp

como solugao tnica de M’'(z) = A(2)M(z), com condigao M(zp) = Mo.

A partir do exposto acima é fécil demonstrar a validade da composi¢ao D(z, z9) = D(z, z1)D(z1, z0) para quaisquer
pontos zp, 21 e z do dominio aberto e simplesmente conexo D. Como D(zg, zp) = 1, isso em particular diz que toda
matriz D(z, z) é inversivel com D(z, z9) ™' = D(zo, 2).

Uma simples mas importante observagao que se pode fazer é que, como a matriz fundamental D(z, zp) é inversivel,
M(z) serd inversivel para todo z € D se e somente se My o for. Ou seja, se a solugio da equagao M'(z) = A(z)M(z),
com A(z) analitica em um dominio aberto simplesmente conexo D é analitica em um ponto de D, entdo o é em todo D.

Vamos aqui discutir propriedades dessas equagoes diferenciais matriciais homogéneas, com A(z) uma matriz m x
m analitica em um dominio aberto e simplesmente conexo D. Se M;(z) é uma solugdo desta equagio, constata-se
trivialmente que, para qualquer matriz m x m constante C, a matriz Mz (z) = M;(2)C ¢ igualmente solugio de M/(z) =
A(z)M(z), bastando para tal multiplicar a equacao & direita por C.

A seguinte afirmagao reciproca é também verdadeira:

Proposigao 14.3 Se M (z) e Ma(z) sdo duas solugoes inversiveis de M'(z) = A(z)M(z), com A(z) analitica em um
dominio aberto e simplesmente conexo D, entio existe uma matriz constante inversivel C' tal que Ma(z) = My(2)C
para todo z € D. ]

Prova. Para ver isso, seja zp um ponto arbitrario de D e defina-se M) = My (29) ¢ MY = Ma(z). Seja entdo C :=
(M9)~1M9. Entao, teremos que M3(z), definida por Mz(z) = Ma(z) — M;(2)C é também solucio da equagio M'(z) =
A(2)M(z), mas que obviamente anula-se em zo. Com isso, pela Proposi¢ao 14.2, M3(z) é identicamente nula em todo
D, ou seja, Ma(z) = My(z)C para todo z € D. ]

Consequéncias dessas observacoes serdo discutidas na Secao 14.6.3.

14.6.2 Resolugao por Séries de Poténcias

A possibilidade, revelada acima, de se apresentar a solugdo da equagao homogénea Y'(z) = A(z)Y(z) com condi¢ao
Y (20) = Yo, 20 € D, em termos da matriz D(z, w) (a qual depende apenas de A) ¢ interessante do ponto de vista tedrico
mas nem sempre do ponto de vista pratico, pois nem sempre é possivel computar a série infinita de integrais de produtos
de matrizes que compde D(z, w) (a série de Dyson). No entanto, uma das conclusoes teéricas da andlise acima, a saber,
o fato de Y ser analitica, aponta para um outro método de resolugao, esse sim mais simples de ser usado em aplicagoes.
Trata-se do Método de Séries de Poténcias que descreveremos agora.

O fato de Y ser analitica nos diz a priori que Y pode ser expressa por uma série de Taylor convergente centrada em

20:
o

Y(:) = Yz —20)"Y (14.65)
n=0
onde Y, sdo vetores-coluna constantes com m componentes, tal qual Y (z). Note-se que, pela expressao acima, Y (z) = Yj.
Para ver isso, tome z = 25 em ambos os lados da expressao.
Como a matriz A é igualmente analitica em torno de zp, A pode ser expressa por uma série de Taylor convergente

centrada em zg:
o

Az) = Z(z —20)"An ,

n=0
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onde A, sao igualmente matrizes m x m constantes. Com isso, a equagao diferencial Y'(z) = A(2)Y (z) fica

i(n +1(z—20)" Vo1 = <i(z - Zo)kAk> (i(z - ZO)lYl>

n=0 k=0 =0

oo
Z(z _ Zo)k+lAle

I
gk

k=01=0
oo n
= D)"Y Ay, (14.66)
n=0 p=0
o que nos leva a concluir que
P
Y41 = — > A, ¥n>0. (14.67)
p=0
E. 14.15 Egercicio importante. Complete os detalhes das deducdes que levam a (14.66) e (14.67). *

A expressao (14.67) nos permite obter os vetores Y, recursivamente a partir de Y. Com isso, a solu¢io Y (z) fica
determinada por sua série de Taylor (14.65). Esse é o método de resolugio por séries de poténcias. Por exemplo, para
n =0, (14.67) nos da

Y1 = AoYo .
Para n =1, (14.67) nos da
1 1
Y, = §(A1YD+ADY1) =3 (A1 + A43) Yo,

e assim por diante. Os primeiros termos da solu¢ao Y (z) sdo, entao,

(z = 20)?

Y(z) = Yo+ (= 20)AoYo +

2
(A1 +A43) Yo+ = {ﬂﬁ-(Z—ZO)AO‘F@(A1+Ag)+"'}YO<

Isso permite-nos identificar a expressao entre colchetes {---} como sendo a expansao em série de Taylor de D(z, z).

E. 14.16 Ezercicio. Determine Y3 e Y, em termos de Yp. *
E. 14.17 Ezercicio importante. Desenvolva o método de expansdo em série de poténcias para a resolucdo da equagdo n3o-
homogénea Y'(z) = A(2)Y (2) + F(z) com condicdo Y (z0) = Yo, 20 € D, onde A e F sio analiticas em um dominio simplesmente
conexo D e limitadas em D. *

14.6.3 Sistemas com Pontos Singulares. Monodromia

Nas pdginas anteriores consideramos equagoes diferenciais como Y’(z) = A(2)Y (z) onde A(z) era suposta ser analitica
em um certo dominio aberto e simplesmente conexo D. H4 intimeros problemas importantes nos quais essa situagao nao
¢é encontrada, de modo que devemos afrouxar um pouco as condigoes sobre a analiticidade de A(z). Consideraremos aqui
a situagdo na qual A ¢ analitica dentro de um anel aberto A, 4, » centrado em zp € C com raio interno a e raio externo
b definido por

Azg,ab = {ZEC| a<|z—zo\<b},

sendo 0 < a < b (os casos em que a = 0 e/ou b = oo podem ser também permitidos). Vide Figura 14.1. Uma tipica
situagdo na qual isso ocorre se dd quando A(zp), ou seja, alguns de seus elementos de matriz, tem uma singularidade
tipo pélo ou essencial” em um ponto zp. Em verdade, interessaremo-nos mais pelo caso de singularidades tipo pélo, caso
que, felizmente, corresponde & maioria das aplicagoes.

"Para o estudante que queira recordar esses conceitos sugerimos, por exemplo, [97] ou [18].
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Notemos que a hipdtese de A(z) ser analitica em um anel A, 4,3 significa que A(z) pode ser expressa em uma série
de Laurent® convergente (vide e.g. [97] ou [18]) em A, o, p:

o

Az) = Y (2= 20)"Am .

m=—o0

Notemos que um anel A, 4 » ¢ uma unido de dominios abertos e simplesmente conexos do tipo 8, a, v(¢1, ¢2), com

Figura 14.1: Um anel do tipo A, q, b

0 < ¢p2 — ¢1 < 27, onde
Sz, ab(¢1, ¢2) = {z€C| z—z9=pe, coma<p<bed <¢<¢2} X
Denominaremos essas regioes setores. Vide Figura 14.2.

o Monodromia

Se tomarmos z; e z dentro do anel A, 4, 5, podemos encontrar um setor 8., a4, 5(¢1, @2) que contém ambos os
pontos (se, por exemplo, na representacio polar, z; = pie’t e z = pe’, podemos tomar ¢; < min{f;, §} mod 27 e
¢2 < max{f;, 0} mod 27). Como A é analitica dentro de um tal setor e o mesmo ¢ simplesmente conexo, podemos
representar a matriz de Dyson D(z, z1) na forma (14.57) com as integrais tomadas em um caminho orientado de 21 a
2z inteiramente contido no interior de 8., 4, (41, ¢2) (e, portanto, de A, 4 5). Isso permite definir D(z, z1) dentro de
cada setor.

Uma questdao muito importante para o que segue ¢é saber o que ocorre com a matriz D(z, z1) se, fixando 2, fizermos
z dar uma volta de 27 em torno do ponto zp. Mais precisamente, consideremos os pontos z(¢) definidos por z(¢) :=
(2 —20)€' +zp. Como é facil constatar, ao variarmos ¢ entre 0 e 27, z(¢) move-se em um circulo de raio |z — z| centrado
em zj e orientado em sentido anti-horério, sendo que z(0) = z(27) = z. Para 0 < ¢ < 27, os pontos z; e z(¢) estao dentro
de algum setor simplesmente conexo de A, 4, 5 € podemos escrever, por (14.62), D(z(¢), z1) = D(z(¢), 2)D(z, z1).

8Pierre Alphonse Laurent (1813-1854).
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Figura 14.2: Em cinza, um setor 8., o, 5(¢1, ¢2) no interior do anel A, 4, 5.

Consideremos a matriz D(z(¢), z). A mesma pode ser expressa na forma (14.57), sendo que podemos tomar como
caminho de integragio o arco de circulo orientado no sentido anti-hordrio C(¢) que vai de z a 2(¢) (lembremo-nos que
|2(¢) — 20| = |z — 20]). Vide Figura 14.3. A para a matriz D(z, z;) podemos tomar o caminho de integracao C; da
Figura 14.3. A medida que ¢ aproxima-se de 27, o caminho de integragio aproxima-se do circulo fechado de raio |z — zo|
(indicado por C' na Figura 14.3), orientado de z a z no sentido anti-horario. Vemos assim que

q}liglw D(2(¢), z1) = MD(z, =) onde M = ¢1£1£1ﬂ D(z(¢), z) .

Pela definigao e pela representagao (14.57),
el w1y Wy —1
M = 1+Z?{/ / Alwy)A(ws) -+ A(wy) dwgdwy_y -+ - dwy (14.68)
=/ B

onde por §, entende-se a integragdo (na varidvel wi) de z a z tomada ao longo do circulo fechado C' de raio |z — z|,
orientado de z a z no sentido anti-hordrio. Como se percebe, esse circulo corresponde ao arco C(2m).

Devido & expressao (14.68), ¢ facil constatar que M, ndo depende da particular curva C tomada unindo z a z, desde
que essa curva dé exatamente uma volta em torno de zg sentido anti-hordrio sem abandonar A, 4, 5. Devido ao fato de o
integrando ser analitico dentro de todos os setores de A, 4, 5, podemos deformar continuamente o caminho de integragao
sem alterar seu valor, desde que nao se abandone A, 4, 5. Podemos, assim, tomar como caminho de integracao em (14.68)
qualquer curva fechada que dé uma volta completa no sentido anti-horario em torno de zy ao longo do anel A, 4, p, sem
sair do mesmo. Em particular, vemos com esse argumento que M também nao depende do ponto z.

A matriz M ¢ denominada matriz de monodromia associada & matriz A(z) em A,y 4 5. Se M # 1, dizemos que
D(z, z1) possui uma monodromia nao-trivial.

Caso M # 1 (veremos exemplos logo adiante), a matriz de Dyson D(z, z1) ndo é uma fungio univoca, ou seja, quando
a varidvel z dd uma volta de 2w em torno de zp, D(2, 21) ndo volta ao mesmo valor. Esse fenémeno é bem conhecido
na teoria das fungoes de varidvel complexa e é associado & presenga de singularidades do tipo ponto de ramifica¢ao. Por
exemplo, para a fun¢io complexa In(z), z # 0, vale JH?, In(z¢*) = In(z) + 27 e para a fungio complexa 27, z # 0, com

V€ Z, vale lim (z¢'%)Y = ™27,
=27
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Figura 14.3: O arco de circulo orientado no sentido anti-horario C'(¢) que vai de z a z(¢).

e Mais propriedades da matriz de monodromia

Um comentario que serd importante é que toda matriz de monodromia é inversivel. Para vermos isso, notemos que
pela definicao, M = limg_,o D(2(¢), z). Assim, considerando o ponto z(m) (escolhido de forma arbitraria, porém conve-
niente), tem-se pela férmula de composicao (14.62) que M = limg_or D(2(¢), 2) = limg 0. D(2(¢), 2(7))D(2(n), z) =
Dy(z, 2(m))Dqa(2(r), z), sendo que D, (2, z) envolve integragdes ao longo de um arco C,, orientado de z a z(w), e
Dy(z, z(m)) envolve integracoes ao longo do arco Cj, orientado de z(m) a z. Ambos os arcos estao contidos em A, 4, p-
A unidao C, U C), é uma curva fechada que dé exatamente uma volta completa no sentido anti-horédrio em torno de zp ao
longo do anel A, 4, 5, sem sair do mesmo. Ambas as matrizes Do(2', 2) e Dy(z, 2') sao inversiveis. Portanto, a matriz
M também o é.

Um segundo comentdrio é que a matriz de monodromia comuta com D(z, z1) e com A(z) para todos z, z1 € Az, q, b-
Para ver isso, considere a curva C, fechada, orientada, inteiramente contida em A, 4, 5, indicada na Figura 14.4. Essa
curva é a fronteira de uma regiao simplesmente conexa, portanto, se f(z) ¢ uma funcao analitica em A, o, b, sua integral
$o f(w) dw ao longo de C' é nula. Por essa razao, tem-se que

n+27{/ / " AQw) Alws) - Aw,) dwpdin_y - dwy = 1, (14.69)
=Jel: 2

pois todas as integrais ao lado direito se anulam (os integrandos sao analiticos). A curva C pode ser continuamente
deformada & curva fechada indicada na Figura 14.5 sem alterar a igualdade (14.69). Tem-se agora, porém, que o
percurso ao longo de C' pode ser caminhado pelo seguinte conjunto de percursos sucessivos: 1) partindo do ponto z; ao
longo da curva C} até o ponto z; 2) partindo de z ao longo da curva fechada Cs, orientada no sentido anti-horario, até
de volta a z; 3) partindo de z até z1, ao longo da curva C3; 4) partindo de z; ao longo da curva fechada Cy, orientada
no sentido hordrio, até de volta a z1. Essas consideragoes e a expressio para M em (14.68) em termos de integragoes ao
longo de um circuito arbitréario fechado que d4 uma volta no sentido anti-horario em torno de zp, levam-nos a concluir
que (14.69) significa que
M™D(z1, 2)MD(z, z) = 1.

Como D(z1, z) = D(z, z1)~", conclufmos que M D(z, z1) = D(z, z1)M, ou seja, M e D(z, 21) comutam para quaisquer
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z, 21 € Az, a,b- Derivando em relagao a z, obtemos MA(2)D(z, z1) = A(2)D(z, z1)M e tomando z; = z, segue que
MA(z) = A(z)M, ou seja, M e A(z) comutam para qualquer z € Ay q, 5.

Figura 14.4: A curva fechada orientada C.

Os dois exercicios que seguem exibem mais propriedades de matrizes de monodromia em certos casos.

E. 14.18 Ezercicio. Monodromia no caso comutativo. Considere o caso em que A(z) é uma matriz analitica no anel A, 4, 5 e tal
que A(z)A(2') = A(2')A(z) para todos z, 2’ € A=, a,». Usando (14.51), pagina 784, e (14.68), mostre que

M = exp ( ?( A(w)dw) i (14.70)

a integral § sendo tomada ao longo de qualquer curva fechada que dé exatamente uma volta completa no sentido anti-horario em torno
de zp ao longo do anel A, 4,1, sem sair do mesmo. *

E. 14.19 Ezercicio. Sejam A(z) matrizes n x n analiticas no anel A.,, o, 5. Suponha que dentro de A.,, o, existam n? pontos
distintos z1, ..., 2,2 com a propriedade que as n* matrizes A(z1), ..., A(z,2) sdo linearmente independentes. Mostre que isso implica
que M = nl para algum n € C, 1 # 0. Sugestdo: explore o fato que MA(z) = A(z)M para todo z € A=y, a, b- £

Antes de examinarmos as consequéncias da existéncia de uma monodromia nao-trivial para a matriz D(z, z1) ,
devemos mostrar exemplos concretos onde se tem M # 1.
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Figura 14.5: A curva fechada orientada C' composta dos segmentos orientados C, Ca, C3 e Cy. Os pontos 2, e z.

e Monodromia nao trivial. Um exemplo

O seguinte exemplo® § ilustrativo. Seja A(z) =z~ 'R, onde R é a matriz constante

A1
R = , (14.71)
0 A

sendo A um numero complexo fixo arbitrario. Claramente A(z) ¢ singular em zyp = 0 e analitica em todo anel Agp =
{z € C| 0 < |z| < b}, com qualquer b > 0. Tomando 21 € Ag, p, fixo, a matriz de Dyson D(z, z1) é dada por'®

D(z, 2) = (f)A (1] ln(f) , (14.72)

pois, como facilmente se constata, essa matriz satisfaz %D(z, z1) = A(z)D(z, z1) e D(z1, z1) = 1.

E. 14.20 Ezercicio. As matrizes A(z) = 27'R, acima, comutam para valores diferentes de z. Por essa razio, D(z, z1) pode ser
calculada com o uso da expressdo (14.51), pagina 784. Obtenha (14.72) dessa forma. *

Fixando-se 21, é ficil verificar que
Z€1¢

) io\NA [ 1 In (24— ) A1 In(Z)+2m
¢lir§1 D(z¢, z1) = ¢lirr21 (Z: ) ( = ) = A (;) (21) = MD(z, z1),
—27 —27
! o1 o 1

9Esse exemplo é extraido com pequenas modificagdes de [510].
10Em tudo o que segue u_tiliza.remos o chamado ramo principal do logaritmo de uma varidvel complexa z. Ou seja, se z € C tem a
decomposigio polar z = |z|e!® com —m < ¢ < m, entdo In(z) = In|z| + i¢.
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com a matriz de monodromia M sendo dada por

1 2mi
M = 2mir ) (14.73)

MA(z) = A(z)M para todo z € Ao, 5. Vide Exercicio E. 14.18. x

E. 14.21 Ezercicio. Obtenha (14.73) fazendo uso da relagdo (14.70), vélida no caso comutativo. Verifique explicitamente que

E. 14.22 Ezercicio. Mostre, fazendo uso da relagdo (14.70), que para qualquer matriz R a matriz de monodromia associada as
fungdes A(z) =2 PR, comp € Z, p# 1, é M = 1, ou seja, a monodromia é trivial. &

A existéncia de monodromias nao-triviais em equagoes singulares do tipo que consideramos aqui é um fato relevante
que, como veremos, tem consequéncias sobre a forma geral das solugoes.

e Um comentario sobre a matriz de monodromia

Como ja observamos, toda matriz de monodromia M é inversivel. Vamos mostrar que para cada M existe uma
matriz T tal que M = ¢*™T'. Por exemplo, para a M dada em (14.73) podemos tomar I' = R, onde R é dada em (14.71)
(verifique!l). Para a prova geral, vamos primeiro escrever M na sua forma de Jordan (vide Teorema 10.22, pagina 615):
seja T inversivel tal que T"'MT = D + N onde D é diagonal, N é nilpotente ¢ DN = N D. Definimos, entao,

1
T':=_——T[mD+In(1+D'N)|T".
i InD+In(1 + )]

Antes de prosseguirmos comentemos que essa expressao estd bem definida. De fato, D é uma matriz diagonal D =
diag (di, ..., dm), tendo na diagonal os autovalores de M. Como M é inversivel, nenhum desses autovalores é nulo,
assim In D estd bem definida como In D = diag (In(dy), ..., In(dy,)). Fora isso, In(1+ D™'N) é dada (j4 que D e N
comutam) por >y (—1)¥ (D’l)k N*, que é uma soma finita, pois N é nilpotente.

Tsto posto, dado que In D e In(1 + D~'N) comutam (por qué?), é facil entdo ver que

e* = Texp (InD +In(1 + DilN)) 7!
= Texp(InD)exp (In(1 +D71N)) 7!
= TDA+D'N)T™' = T(D+N)T~*

= M,

como querfamos provar.

Logo abaixo usaremos a matriz I' e o fato agora provado que M = €™ para extrair algumas conclusdes sobre a
forma geral das solugdes com pontos singulares do tipo aqui tratado. Para isso, faremos uso da matriz e™(==#)T Vamos
discutir sua forma geral. Como toda matriz, I' pode ser conduzida a sua forma de Jordan por uma transformagao de
similaridade: existe matriz @ inversivel tal que QT'Q~' = Dy + Ny onde Dy é diagonal, Ny é nilpotente e Do Ny = NoD.
Com isso,

G200 g TnG=20)(DotNo) g — 1 I(z=20)DoIn(z—20)No)

Se a matriz Dy for a matriz diagonal diag (y1, ..., 7m) entdo a matriz e®(20P0 ¢ a matriz diagonal diag((z —
20)™, ..., (2 — 2)"™). Por outro lado, como Ny ¢ nilpotente de indice menor ou igual a m (ou seja Ni* = 0), os

elementos de matriz de ¢™(*=0)No 530 polinémios em In(z — z) de ordem menor ou igual a m — 1. Consequentemente,
cada elemento de matriz (e(=20)T) ¢ da forma

(memor), = 3 (Z(zfzmc.fé) (In(z - 20))* (14.74)

k=0 =1
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para certas constantes complexas C(’fé (algumas podendo ser nulas).

Note-se que os 7; sdo, em geral, niimeros complexos: os autovalores de I".

E. 14.23 Ezer

o importante. Complete os detalhes que levam a (14.74). &

Observagao importante. Como a expansio de e™(z=20)No
m—1
eln(z=20)No _ g 4 Z(IH(Z*ZO»kNEIIC
k=1
contém o termo 1, a expansio (14.74) sempre contém um termo nio-nulo do tipo (In(z — 20))* com k = 0, ou seja, hd um termo nio-nulo que
nao envolve poténcias de In(z — z9). Essa observagao serd lembrada adiante.

e A forma geral das solucoes

A discussao que seque € baseada na referéncia [510], cuja leitura recomendamos.

Seja a equacao Y'(z) = A(2)Y (z) com A(z) analitica no anel A, o 1 e seja como antes D(z, z1), z, 21 € Az, a, b,
uma matriz fundamental dessa equagdo com uma matriz de monodromia M = €27, Para 2 fixo, seja S(z) a matriz
definida por

S(z) 1= e MEITD (2 2.

Pelas hipéteses sobre D(z, z1) e pelas propriedades da funcao logaritmo, S(z) é analitica em cada setor 8-, o, 5(¢1, ¢2)
com 0 < ¢y — ¢y < 2m.

Consideremos o que ocorre com S(z) quando a varidvel z dd uma volta de 27 em torno de zp, ou seja, comparemos
S(2) com!™ limy 2. S ((2 — 20)€™® + 20). Temos que

¢1LII21WS ((z —2)e + zo) = élirrzlﬂ (exp ( —In((z — zo)ew)F) D((z - zo)ew’ + 20, zl)>

= (e’h‘“z’zl’))r) < lim e’“"r> ( lim D ((z— 20)e™® + 2, zl)>

2 $—2m
— e~ In((z=20)T =27l r D(z, z1)

= e mE=2 T A= M D(2, 21)

B (Il TP

= S(2).

Isso diz-nos que S(z) é continua no anel A, 4, . Como é analitica em cada setor 8., o, s(d2, ¢1) com 0 < ¢ — ¢y < 2,
concluimos que S(z) é analitica em A, 4, 5. Se pudermos tomar o raio interno do anel arbitrariamente pequeno, S(z)
pode ser singular em zy. Essa singularidade, porém, se houver, serd do tipo pdlo ou do tipo singularidade essencial, mas
nao do tipo ponto de ramifica¢do, pois isso contrariaria o fato de S(z) ser analitica em qualquer anel centrado em z.

Resumimos nossos conclusoes em forma de uma proposigéo.
Proposigao 14.4 Seja a equagio Y'(z) = A(2)Y (z) com A(z) matriz m x m analitica no anel A,y o b € seja como
antes D(z, 1), com z, 21 € Az, a, b, uma matriz fundamental dessa equagdo com matriz de monodromia M = e>™i%',
Entao, para z1 fizo, D(z, z1) € da forma

D(z, z1) = G2l §(z), (14.75)
onde S(z) € analitica no anel A,y o v. Se pudermos tomar o raio interno do anel arbitrariamente pequeno, S(z) pode
ser singular em zy, a singularidade, se houver, sendo do tipo pdlo ou do tipo singularidade essenc

1 Note que, para z e 2o fixos, quando ¢ varia de 0 a 27 os pontos (z — zo)em + zo descrevem um circulo orientado no sentido anti-horario
no plano complexo e centrado em zg. Esse circulo tem raio |z — 2o/, inicia-se e termina em z.
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Consequentemente, por (14.74), cada elemento de matriz D(z, z1)ab, para z1 fizo, é da forma

m—1 m
D(z, z1)ap = >z = 20)" (In(z = 20))FFl(2) (14.76)
k=0 I=1
a, b=1, ..., m, onde cada fun¢io Faklf(z) € analitica no anel A o, 5. Novamente, se pudermos tomar o raio interno do

anel arbitrariamente pequeno, cada F¥(z) pode ser singular em zo. Essa singularidade, se howver, é do tipo pélo ou do
tipo singularidade essencial. As constantes complezas y; sdo os autovalores de I'. Os termos com k = 0 sdo nao-nulos.
[m]

E. 14.24 Egercicio importante. Complete os detalhes que conduzem a (14.76). *

E. 14.25 Ezercicio. Qual a relagio entre os expoentes -y, e os autovalores da matriz de monodromia M? Sugest3o: pela construgio
acima, os expoentes 7; s3o os autovalores de I' e M = el o+

e O Método de Frobenius
A forma geral das matrizes fundamentais apresentada acima sugere e justifica um método de solugdo para o caso de
sistemas de equagoes lineares provenientes de uma equagao diferencial ordindria de ordem m (vide Sec¢ao 14.7):
Y™ (2) + am-1(2)y"" TV (2) + - @ (2)y (2) + ao(2)y(z) = 0, (14.77)
onde as fungoes ag(z), ..., am-1(2) sdo analiticas em
Azpp = {z€Cl0< |z — 20| <b}.

O método consiste em procurar solugdes na forma y(z) = (z — 20)?(In(z — 20))* f(2), para algum v € C, algum k =
0, ..., m—1, inteiro e f(z) analitica no anel A,, ;. Como f possui uma singularidade tipo pélo ou essencial em z, ela
pode ser representada em A, j, por uma série de Laurent convergente (vide e.g. [97] ou [18]):

o

f(z) = Z Cn(z - ZO)” .

n=—o00

A tarefa consiste em determinar v € C, k = 0, ..., m — 1, e os coeficientes ¢, de modo que a equagao (14.77) seja
satisfeita.

Esse método ¢ conhecido como método de Frobenius'?>. Em certos casos esse método ¢ muito eficaz, fornecendo
solugdes para uma classe muito grande de equagoes diferenciais de interesse. Mais sobre ele, adiante.

Note-se que, pela observagao importante da pagina 798, sempre hé pelo menos uma solu¢ao que nao envolve poténcias
de In(z — 29).

e Singularidades tipo pdlo de S(z). Pontos singulares regulares

Retornando & (14.75), fagamos alguns comentdrios sobre as singularidades de S(z) em z.

Como dissemos, caso zy seja um ponto singular de A(z), a matriz S(z), sendo analitica em A, ;, ou possui uma
singularidade do tipo pélo em zy ou uma singularidade essencial. No caso de a singularidade ser do tipo pélo (de qualquer
ordem), zy é dito ser um ponto singular regular'® da equagdo Y'(z) = A(2)Y (2).

No caso de zp ser um ponto singular regular uma simplificagdo importante pode ser feita.

12Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917).

13 Comentdrio. A expressio “ponto singular regular” parece conter uma contradigio em termos pois, na teoria das fungdes de varidveis
complexas, os adjetivos “singular” e “regular” sdo comummente empregados como anténimos. A expressdo “ponto singular regular” aparente-
mente provém de uma tradugao imprecisa do Alemao, mas manteve-se, por razdes histéricas, em vérias linguas. Na expressao “ponto singular
regular” o adjetivo “regular” deve ser entendido no sentido de “comum”, “ordindrio”. Com isso pretende-se dizer que a singularidade em zg
nao é do tipo mais grave, como no caso de singularidades essenciais.
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Se S(2) tem um pélo de ordem I em 2, entdo S(z) = (2 — 20) "'So(z), onde Sp(2) é analitica em z5. Com isso, a
forma geral (14.75) pode ser reescrita como

-

D(z, 1) = Sp(z) M=)
onde I =T — 1.

E. 14.26 Ezercicio. Verifique! o+

Como se constata, ¢ a mesma forma de (14.75), envolvendo apenas uma redefini¢io da matriz I, sendo que agora o
fator So(z) ¢ uma matriz analitica. O ponto importante é que a conclusao (14.76) sobre a forma geral dos elementos de
matriz de D(z, 21) é igualmente vélida, sendo que agora, porém, as funcdes F¥!(z) sdo funcdes analiticas de z em z e
nao apenas no anel A .

Nesse caso, entao, o método de Frobenius discutido acima adquire o seguinte aspecto: procura-se solug¢oes na forma

oo
. k
y(2) = (2= 20)"(In(z = 20))* > enlz = 20)"
n=0

e tenta-se determinar 7, k e os coeficientes ¢, de modo que a equagao diferencial seja satisfeita. Esse método é eficaz
e, em muitos casos, prético, fornecendo solugoes para varias equagoes diferenciais de interesse na Fisica. Mais sobre o
método de Frobenius pode ser encontrado nos bons livros sobre equagoes diferenciais e Fisica-Matematica ou no Capitulo
15, com exemplos.

A questao que se coloca entao é: quando ocorre que S(z) possui apenas singularidades do tipo pélo em zo? A resposta
depende do tipo de singularidade que a prépria matriz A(z) possui em zy. Comegaremos a discutir isso na Secio 14.6.4.

14.6.4 Sistemas com Pontos Singulares Simples
Nesta segao seguiremos muito proximamente a discussdo da Segao 2 do capitulo V da referéncia [510], cuja leitura
recomendamos fortemente.

De especial importancia em aplicagdes sdo equagoes diferenciais Y’(z) = A(2)Y (z) nas quais A(z) possui um pélo
simples em zo, ou seja, A(z) é da forma A(2) = (2 — 29) "L Ag(z), onde Ag(z) é analitica em z. Nesse caso, em que 2o é
um polo simples de A(z), dizemos que zp é um ponto singular simples da equagao diferencial.

Essa situacao é também particularmente feliz pois, como veremos, nesse caso zy é um ponto singular regular. Isso é
o conteudo do seguinte teorema:

Teorema 14.1 Se zy é um ponto singular simples da equagio diferencial Y'(z) = A(2)Y(2), ou seja, Ay(z) == (2 —
20)A(z) € analitica em zy, entdo zy € um ponto singular reqular dessa equagao, ou seja, S(z) (definida acima) tem no
mdzimo uma singularidade tipo pélo em zp. O

Prova. (Extraida de [510], com ligeiras modificagées). Comecemos com alguns comentdrios preparatérios.

1. Para uma matriz complexa m x m qualquer K denotamos por || K| sua norma operatorial, definida por

[ Kvlle
K] == sup
veem vz [[vlle
onde, para v = (v1, ..., Up) € C™, definimos a norma vetorial [[v||¢ 1= \/|v1]? + -+ + [vm[?.

2. Para qualquer elemento ab de uma matriz K vale

[ K| <

C

™
DoIKa = |Keblle
=1
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onde ey, ¢é o vetor da base canonica cuja b-ésima componente é 1 e as demais sao nulas. Como ¢ ébvio, |lep||c = 1.

Assim,
Kep|c Kol
K| < I I < sup IIEv] =: |K| . (14.78)
lleslle veem, vzo |[Vle
E. 14.27 Ezercicio. Justifique a segunda desigualdade. "

3. Da defini¢do da norma operatorial de uma matriz K, é evidente que vale |Kv|l¢ < ||K|| ||v||¢c para qualquer vetor
v. Pela definigao, é bem fécil constatar desse fato que norma operatorial de um produto de matrizes satisfaz

KLl < KL, (14.79)
para quaisquer matrizes complexas m x m K e L.

E. 14.28 Ezercicio. Prove isso. E

Agora passemos & demonstragao do teorema. Com z, z; € A, € 21 fixo, vamos denotar D(z, z1) por ®(z).
Obviamente, ®(z) satisfaz
D'(2) = A(2)®(2) = (2 — 20) " Ao(2)D(2) . (14.80)
Vamos escrever, para z € A, b, 2 = 2o + re?. Assim, r > 0 mede a distancia de z a z9. Vamos também definir, para
r >0,
fr, 0) == [|@ ()] = [|® (20 +7€?)| = ||D (20 + 7€, 21)]| -

Temos que (abaixo z = 2 + ¢’ e w = §e’?)

af P ;
o] = |geeorne| -

or

§—0

L2 ot ()| [ o+ )| ‘
d

= lim
50

1@ (0 + =+ 8)e) | = [[@ (20 + 7 | |
1

por (<3-27) . H<I> (20 + (r+ 6)e'®) — @ (20 + re) H @ (20 + (r+6)e”) — @ (20 + re”)
im

- 50 ) Pg}) 0 ‘
[ 5e?) — @ ; [ 5e?) — &
= ¢ lim 7(z+ <) ) = ‘e”" lim —(z+ <) )
50 dei? 550 et
— lim 2+ w) —®(2) ‘ = o' @)
w—0 w

por (14.80 _ 1

E - 20 A0 = A2
por (14.79) 1 1

< lAGEIIeEI = A=) [[® (20 +re®) ||

= 4G 6)

%0,

IN
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onde C':= sup [ Ag(z)|]. Note-se que C' é finito pois, por hipdtese, Ag(z) ¢ analitica em torno de z9. Obviamente, o
|z—20|<a

fato que ‘%f(r, 0)

< %f('r, ) implica

Uir o)+ 10 0) > 0
Obviamente, essa relacao diz que
1 of C
el =z >
a0+ =0

ou seja,
0
Eln (ch(r, 0) > 0.
Integrando essa expressio entre r e rq (com 0 < r < r; < a. Doravante, r1 estard fixo.), temos
e}
n M >0.
r<f(r, 0)
Para x positivo, Inz > 0 implica @ > 1. Assim, 7§ f(r1, 6) > rC f(r, ). Isso implica
d
Jr0) < &,

com d = max rlcf(rl, 0). Com o que vimos, estabelecemos que
0<f<2m

d
] <
I#@I < =

para todo z € A, , com |z — 29| < 1. Sabemos que S(z) = e~ (=20 (). Logo, com |z — 29| < 71,

d

S < 1o H —ln(z—zU)FH <
ISEI < 2@ e S Tar

He*“’“*zwf” . (14.81)

Vamos agora concentrar-nos em ”c
complexo 3

- l“(z’”‘?)FH, Como é fécil de se ver, vale para qualquer matriz B e qualquer nimero

55 B ST S~ B s — s
2] = 1+Z‘k—,3 §1+ZT||B H§1+ZFHBH = ePlBl,
k=1 """ k=1 k=1
E. 14.29 Ezercicio. Complete os detalhes. *
Para qualquer nimero complexo w = |w|e’®, tem-se Inw = In|w| + i¢ (vide nota-de-rodapé 10, & pagina 796) e,

portanto, |Inw|? = (In|w|)? + (¢)* < (|In|w|| + |¢])%. Logo, |Inw| < |In|w|| + |¢| < |In|w|| + 7. Se [w| < 1 isso pode
ser escrito como
[nw| < —In|w|+7.

Assim, escolhendo |z — zg| < 1, teremos
r r e IITl
||@—ln<z—zu>r|| < elnGallnl _ (Bun(z—zun)” " (e == e")H r_o_etm
[ = 2ol
Retornando a (14.81), concluimos que para |z — zg| < 71 e |z — 2| < 1, tem-se
d/
|z — 2P

ISG)I <

’

onde p:=C + ||| > 0 e d = de™I"Il. Logo, por (14.78), vale para cada elemento de matriz S(2)q de S(2)

lim |2 — 20|” [S(2)as| < &',
220
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sendo, portanto, finito. Isso implica que para qualquer inteiro k maior que p tem-se que a matriz (z — 29)*S(z) é analitica
em 2o, implicando que S(z) tem uma singularidade tipo pélo em zg. |

e Um comentdrio

A reciproca do Teorema 14.1 nao ¢é verdadeira: um contraexemplo (de [510]) sendo o caso em que

que claramente tem um pélo de ordem dois em zy = 0. Nao se trata, portanto, de uma singularidade simples. Para esse
caso, porém, tem-se, para todo z, z1 € A p,

227 oy 4+ 22272 22271 — 2712

1

D(z, z1) = 3
2zz7 2 = 27221) 2227t + 27223

Claramente zo = 0 é um ponto singular regular, ji que D(z, z1) tem um pélo de ordem 2 em zy = 0.

E. 14.30 Ezercicio. Para A e D dados acima, verifique que -2 D(z, z1) = A(2)D(z, z1) e que D(z1, z1) = 1. Verifique que a

9z

matriz de monodromia de D(z, z1) é 1. £

e A forma geral das solugoes no caso de singularidades simples

A conclusao mais importante do Teorema 14.1, pagina 800, diz respeito & forma geral das solugoes de equagdes com
pontos singulares simples. Resumimos tudo no seguinte teorema.

Teorema 14.2 Seja a equagio Y'(z) = A(2)Y (z) com A(z) matriz m x m analitica no anel A, (para algum b > 0), zo
sendo um ponto singular simples dessa equagdo diferencial, ou seja, Ao(z) := (z — 20)A(z) € analitica em zy. Seja como
antes D(z, z1), z, 21 € Ao, b, uma matriz fundamental dessa equagdo com matriz de monodromia M = e>™T " Entdo,
para z1 fizo, D(z, z1) € da forma D(z, z) = =2 S(2), onde S(z) € analitica no anel A., , e tem no mdzimo uma
singularidade tipo pdlo em zq. Isso significa que S(z) é da forma S(z) = (z — 20) "' So(2), para algum inteiro I > 0, onde
So € analitica em zy. Com isso, definindo I'" =T — 11, concluimos que D(z, z1) € da forma

D(z, z1) = ™72 Gy(z) (14.82)

Consequentemente, cada elemento de matriz D(z, z1)pq, para z1 fizo, € da forma

m—1 m

D(z, 21)pg = D > (2= 20)" (In(z = 20))" Fpr(2) (14.83)
k=0 I=1
p, g =1, ..., m, onde as fungoes F;j(z) sao analiticas em zo, podendo, portanto, ser expressas por séries de Taylor

centradas nesse ponto. As constantes complexas v sio os autovalores de I'. Os termos com k = 0 sio nao-nulos. 0O

14.7 Sistemas Provenientes de EDOs de Ordem m
Considere-se a equagao diferencial linear homogénea complexa de ordem m

Y () + a1 (2)y V() + - an(2)y (2) F ao(2)y(z) = 0, (14.84)
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onde as m fungoes ag, ..., a,—1 sdo analiticas em um dominio aberto simplesmente conexo comum D. E fécil constatar
(fagal!) que essa equagao equivale ao sistema

onde
y(2)
y'(2)
Y(z) := (14.85)
Yy I(z)
e A(z) ¢ a matriz m x m
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Az) = R (14.86)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
—ap(z) —ai1(z) —ax(z) - —am—2(2) —am-1(z)
a qual é analitica em D, por assim o serem as fungoes ag, ..., am—1, em cujo caso aplicam-se as conclusoes supra-citadas,

ou seja, a solugao y(z) é igualmente analitica em D. Para futura referéncia coletamos essa conclusio no seguinte teorema

Teorema 14.3 Seja a equagao diferencial linear homogénea complexa de ordem m
Y(E) + am 1 (2™ V(@) + a2y () + ao(2)y(z) = 0

e suponhamos que as fungoes ag, ..., Qm—1 Sdo todas analiticas em um dominio aberto e simplesmente conexo D.
Entao, as solu¢oes da equagao sdo igualmente analiticas em D. Em particular, se D contiver um disco aberto Dgu =
{z € C| |z — 20| < a}, centrado em zy e de raio a > 0, entdo as solugoes da equagio podem ser expressas em termos de
uma série de poténcias
oo
) = 3 enlz—z0)",
n=0

a qual converge (absolutamente) pelo menos no disco aberto D, ou seja, pelo menos para todo z € C tal que |z — 20| < a.
m]
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14.7.1 Pontos Singulares Simples em EDO’s de Ordem m

e Introducao e motivagao

Seja o sistema de equagdes Y'(z) = A(z)Y (z) procedente de uma EDO linear complexa homogénea de ordem m como
(14.84), com Y (z) como em (14.85) e A(z) dada em (14.86), definida em um dominio D do plano complexo. Seja também
zo€D.

Vamos supor que z seja um ponto singular de A(z), ou seja, A(z) ndo ¢ analitica em z = z. E bastante claro que se
as fungoes ay(z), k =0, ..., m—1, tiverem no méximo um pélo de ordem 1 em z¢ = 0, ou seja, se as fungoes (z—zo)ax(2),
k=0, ..., m—1, forem todas analiticas em zp, entdo zp serd um ponto singular regular de Y’'(z) = A(2)Y (z), pois,
teremos Y'(2) = (z—20) "1 Ao(2)Y (2), onde Ag(2) := (2 —29) A(z) é analitica em zy. Assim, nesse caso, valeriam todas as
importantes conclusoes a que chegamos na Secao 14.6.4, pagina 800, especialmente aquelas expressas no Teorema 14.2,
pagina 803.

Sucede que ha condigdes ainda menos restritivas sobre as fungoes ay(z), k = 0, ..., m—1, para as quais as importantes
conclusoes sobre a forma geral da solugao, expressas no Teorema 14.2, também se aplicam. A saber, tal é o caso se as
fungdes (2 — 20)™ *ay(z), k =0, ..., m—1, forem todas analiticas em zo, ou seja, se cada fungdo ay(z) tiver no maximo
um pélo de ordem m — k em zj.

No que segue iremos primeiramente justificar as afirmativas do ultimo pardgrafo para depois extrair as conclusoes
pertinentes. Esse caminho nos conduzira a uma nogao mais abrangente do conceito de ponto singular simples de equagées
diferenciais lineares complexas homogéneas de ordem m como (14.84).

e A nogao de ponto singular simples para EDOs de ordem m

Seja entdo Y'(z) = A(z)Y (z) com Y (z) como em (14.85) e com A(z) dada em (14.86), definida em um dominio aberto
e simplesmente conexo D com zy € D. Vamos definir um novo vetor coluna

Y(z) := E(x)Y(2),

onde E(z) é a matriz diagonal m x m

1 0 0 0 0
0 (z2—=z0) 0 0 0
0 0 (z—20)% - 0 0
B(z) = , (14.87)
0 0 0 s (2= zp) 2 0
0 0 0 0 (z—z0)™ "

ou seja, F(z) é a matriz diagonal com E(2)gx = (2 — 20)" 1, 1 < k < m.

O porqué de procedermos essa mudanga de Y para Y por meio dessa matriz F ficard claro logo abaixo. Diferenciando-
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se ¥(2), teremos, para z # z0,
V() = EEY'()+E(Y()
= BRARY () +E()ER) ()
= E()A()E(x)"'V(2) + E'(2)E(z) 'Y (2) ,

ou seja, definindo
A(z) = (2 —20)|E(z)AG)E(z) ' + E'(:)E(z) |, (14.88)

obtemos, - L
Y'(2) = (z—20) YA(2)Y (2) . (14.89)

Para prosseguirmos (¢ para finalmente entendermos por que fizemos a mudanga de Y para f/) é muito importante
calcularmos explicitamente a matriz A(z) definida acima.

E. 14.31 Ewercicio muito importante. Calcule explicitamente a matriz A(z) definida acima. Use (14.88), (14.86) e (14.87). £

O resultado ¢é

0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 2 0 0 0
A(z) =
0 0 0 m—3 1 0
0 0 0 0 m—2 1
bo(2) bi(2) ba(z) o bnes(2) bmoa(2) bmoa(2)
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onde

bo(z) == —(2—2)" ao(2),

bi(z) = —(z—20""tai(z),

ba(2) == —(z—20)" " as(2),

bm—a(z) = —(2—20)° am-2(2),

bin-1(2)

—(z = z0)am-1(2) + (m—1).
Como exemplo, tem-se no caso de particular interesse fisico das equagdes de segunda ordem

¥'(2) +a1(2)y'(2) + ao(2) y(z) = 0

y(2)

(z=20)y'(2)

Y'(2) = (2 —2) 'A(2)Y(2), com A(z) =
—(z = 20)%a0(2) —(z—20)a1(z) +1

De volta ao caso geral, vemos que se as fungdes by(z), 0 < k < m — 1, forem todas analiticas em torno de zp, entao
A(z) serd analitica em torno de zg e, portanto, o sistema (14.89) serd um sistema com um ponto singular simples em z.
Coloquemos, assim, a seguinte defini¢ao:

Defini¢cdo.  Seja a equagao diferencial linear homogénea complexa de ordem m

Y™ () + amo1(2)y () + - (2)y () + ao(2)y(z) = 0. (14.90)
Um ponto zy € C é dito ser um ponto singular simples, ou ponto singular regular dessa equacao se pelo menos uma das
funcdes ay,(z) for singular em zy mas de modo que todas as fungdes (2 — )™ *ay(z), k =0, ..., m— 1, scjam analiticas
em 2. ®

Isso significa que cada fungio ax(z) ou é analitica em 2y ou tem um pélo em zq cuja ordem deve no méximo ser m — k,
sendo que supostamente pelo menos uma das fungdes ay(2) é singular em zp. Assim, um ponto zp ¢ um ponto singular
simples se A(z) nao for analitica em z = zg, mas se A(z) for analitica em z = 2.

Assim, por exemplo, dizemos que zo é um ponto singular simples da equagio de sequnda ordem (ou seja, para m = 2)
dada por y”(z) + a1(2) ¥/ (2) + ao(2) y(z) = 0 se ag(z) tiver um pélo de ordem no maximo 2 em zy ou se a;(z) tiver um
polo de ordem no maximo 1 em zp, ou ambos. Varios exemplos sao apresentados e discutidos na Se¢ao 14.7.3.

No caso de zp ser um ponto singular simples de uma equagao como (14.90), aplicam-se os resultados da Se¢ao 14.6.4,
péagina 800, as solugoes de (14.89). Discutiremos adiante as implicagoes deste fato.

e Solugoes de equagoes com pontos singulares simples

Unindo as observagoes acima com o Teorema 14.2 chegamos a seguinte importante conclusao.
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Teorema 14.4 Seja a equagdo diferencial linear homogénea complexa de ordem m
Y™ (2) + a1 (2)y "I (2) + - an(2)y (2) + ao(2)y(z) = 0

e seja zo wm ponto singular simples dessa equagdo, ou seja pelo menos uma das fungoes ay(z) € singular em zy mas de
modo que todas as funcées (z — 20)™ Far(z), k=0, ..., m — 1, sejam analiticas em zy. Entdo, as solu¢ées da equagio
diferencial sao combinagoes lineares de solugoes da forma

Yroe(z) = (2= 20)7 (I = 20))" f,0(2) ,

para certos v € C, k=0, ..., m—1 e f, x analitica em torno de z.

Por fim, pela observagio importante da pdgina 798, sempre hd pelo menos uma solu¢ao que nao envolve poténcias de
In(z — z0), ou seja, hd sempre pelo menos uma solugao com k = 0. m]

e A equagao de Euler

Um exemplo-protétipo de uma equagado com um ponto singular simples é a equagdo de Euler de ordem m:

2y (2) 4 2 1y ™I (E) 4 zbiy! (2) + boy(2) = 0,

onde by,—1, ..., by s@o constantes. Nesse caso tem-se
bin—1 b2 bo
am-1(2) = - am-2(z) = - ao(z) = o

e, claramente, essa equagao possui um ponto singular simples em zp = 0. No caso m = 2 a equagao de Euler é
22y (2) + 2biy'(2) + boy(z) = 0,

cujas solugdes sio, caso (1 — by)? — 4bg # 0,

y(z) = az" 4+ 27, (14.91)
onde
1—by /(1 —01)%—4by
T+ =
2
ou, caso (1 —by)? —4by = 0,
y(z) = az? + Bln(z) 27° (14.92)
onde
1=l
Yo = D)

Acima, « e 3 sao constantes arbitrarias. Essas solugoes ilustram as afirmagoes do Teorema 14.4.

E. 14.32 Ezercicio importante. Verifique todas as afirmagdes feitas acima. o+

e Um teorema de Fuchs

Ha um importante teorema, devido a Fuchs, que estabelece uma reciproca do Teorema 14.4: se toda solugao da
equagao

Y () + am-1(2)y " V() + - 4 ai(2)y(2) + ao(2)y(z) = 0 (14.93)
for uma combinagio linear de funcdes da forma (z — z9)7(In(z — 29))* f,, k(2), paracertos vy € C, k=0, ..., m—1le fy &
analiticas em torno de 2, entdo zp é um ponto singular simples de (14.93), ou seja, todas as funges (z — 20)™ *ax(2),
k=0, ..., m—1,sdo analiticas em zy. Uma demonstracdo pode ser encontrada em [510].
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14.7.2 Singularidades no Infinito

Seja a equagao diferencial linear homogénea complexa de ordem m

Y (2) + am-1(2)y ") + - ar(2)y (2) +ao(z)y(z) = 0.

809/3042

Em muitas situagoes deseja-se estudar o comportamento dessas equagoes e suas solugoes para |z| tendendo a infinito
e, para tal, presta-se muitas vezes estudar propriedades das solugoes como fungoes de 1/z. Com isso poderfamos, por
exemplo, perguntar-nos se a solugio pode ser expressa em termos de uma série de poténcias em 1/z etc., ¢ usar os
métodos ja discutidos para obter essa expansio, caso ela exista, e, dessa forma, conhecer a solugao para |z| grande.

Por simplicidade limitaremos nossa discussdo a equagdes de segunda ordem'*
v'(2) +a1(2)y'(2) + ao(2) y(z) = 0.

Fagamos a mudanca de varidveis w = 1/z. Definindo u(w) = y(z) = y(1/w), teremos

i+ (2= B0 ) 90y

w w? w?

E. 14.33 Ezercicio. Confira.

Chamaremos essa equacao “versao no infinito” da equagao (14.94). Claramente essa equacio equivale a

U'(w) = C(w)U(w),

com
u 0
U(w) = u(w) C(w) = 1
o' (w) —co(w) —cr(w)
onde
Co(’w) = %’
ca(w) = % _ % )

Analogamente ao que fizemos anteriormente, podemos transformar esse sistema no sistema equivalente

0'w) = )W),
onde - -
U(w) = E(w)U(w), C(w) = w[Ew)C(w)E(w)™" + E'(w)Ew)™'] ,
u(w)
10
com E(w) = , U(w) = e
0 w
wu' (w)
0 1 0 1
Cw) = =

Por analogia com nossas nocoes prévias, facamos as seguintes defini¢oes:

14Para uma discussdo mais geral, vide [510] ou [252].

(14.94)

(14.95)
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1. Diremos que a equagao (14.94) é uma equagdo analitica no infinito se C'(w) for analitica em torno de w = 0.
2. Diremos que a equagao (14.94) tem uma singularidade no infinito se C(w) nao for analitica em torno de w = 0.

. Diremos que a equagio (14.94) tem uma singularidade simples no infinito (ou que 2o = oo é um ponto singular
simples de (14.94)) se C'(w) nao for analitica em torno de w = 0 mas C(w) o for, ou seja, se co(w) tiver um pélo
de ordem no maximo 2 em w = 0 ou se ¢;(w) tiver um pélo de ordem no méximo 1 em w = 0, ou ambos.

w

Virios exemplos sao discutidos na Secao 14.7.3.

14.7.3 Alguns Exemplos de Interesse
Nesta segao analisaremos algumas equagoes diferenciais de importancia na Fisica-Matematica previamente mencionadas
na Secao 12.1.2, pagina 721, a luz do que discutimos neste capitulo.

E. 14.34 Ezercicio importante. Complete os detalhes de todos os calculos apresentados nos exemplos que seguem. &

1. A equagao de segunda ordem com coeficientes constantes
¥'(2) +by'(2) +ey(z) = 0,

onde b e ¢ sdo constantes, corresponde a

Assim, a equagdo é regular em todo z € C.
Ponto no infinito. A versao no infinito da equacao de segunda ordem com coeficientes constantes é
2 b c
” I © - 0.
u’(w) + (w wz) u'(w) + por u(w) 0
Claramente, zp = oo é um ponto singular irregular da equagido de segunda ordem com coeficientes constantes,
exceto no caso em que b = ¢ = 0, onde zp = 0o é um ponto singular regular.
2. A equacao de Euler
2y"(2) +azy'(z) + by(z) = 0,
ou seja,
" a, b _
y'(2)+ -y (2) + 5y(z) =0,
z z

onde a e b sdo constantes, corresponde a

0 1
Alz) =
b
22 z
Para zp = 0 tem-se
0 1
Az) =
=b —a+1
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Assim, zp = 0 é um ponto singular simples da equagio de Euler, exceto se a = b = 0, em cujo caso zp = 0 é um
ponto regular.

Ponto no infinito. A versdo no infinito da equacao de Euler é

u(w) + L uw(w) = 0.

92
e
u(w) + 2

Claramente, zp = oo é um ponto singular simples da equacao de Euler, exceto se a = 2 e b = 0, em cujo caso
2p = 00 é um ponto regular.

3. A equagao de Bessel

2y"(2) + 2y (2) + (2* =) y(z) = 0,
ou seja,

@+ 1+ (1-5) v = o,

onde v € R, corresponde a

0 1
A(z) =

2
s
z z

Para zp = 0 tem-se
0 1
Az) =

V2 — 2?2 0

Assim, zp = 0 é um ponto singular simples da equagao de Bessel.

Ponto no infinito. A versao no infinito da equagao de Bessel é

o (w) + %u'(w) +< LI ”2) u(w) = 0.

wt w?

Claramente, ¢o tem um pélo de ordem 4 em w = 0. Assim, zp = 0o ¢ um ponto singular irregular da equagao de
Bessel.

. A equacao de Legendre
(1=2%)y"(z) = 224/ (x) + MA + Dy(2) = 0,

ou seja,
V') - 12y o+ X )y <o
onde A € C, corresponde a
0 1
A(z) =
CAXA+D) 2z
1-—22 1-22

Claramente percebe-se que a equagao de Legendre é analitica no dominio simplesmente conexo D formado pelo
disco aberto de raio 1: D = {z € C: |z| < 1}. Concluimos que as solugdes da equagao de Legendre sio analiticas
nesse dominio D.
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wt

Os pontos zp = +1 s@o pontos singulares da equagao de Legendre.

Para zp = 1 teremos

0 1
Az) =
AA+1)(z—1) 1—z
1+2 1+2
que é analitica em zp = 1.
Para zp = —1 teremos
0 1
Az) =
AA+1)(z+1) 142z
z—1 1—-2
que é analitica em zp = —1.

Vemos entao que os pontos zp = 1 sao pontos singulares simples da equagao de Legendre.
Ponto no infinito. A versdo no infinito da equacao de Legendre é

W)+ () o+ o (A ) = o

w? \ w? -1

Claramente, zp = co é um ponto singular simples da equagao de Legendre.

. A equagao de Hermite

y"(2) = 22y/(2) + Ay(z) = 0,
onde A € R, corresponde a

-\ 2z

Concluimos que a equagao de Hermite é analitica em todo o plano complexo, assim sendo também as suas solugoes.

Ponto no infinito. A versao no infinito da equacao de Hermite é
2 2 A
" !
u(w)+ | =+ — ) v(w)+—Fu(w) =0.
W+ (24 5) v+ 25 utw)

Claramente, ¢y tem um pélo de ordem 4 em w = 0 ¢ ¢; tem um poélo de ordem 3 em w = 0. Assim, zp = 0o ¢ um
ponto singular irregular da equacao de Hermite.

. A equacgao de Airy

y'(z) = 2y(z) = 0.

corresponde a
Alz) =
z 0

Concluimos que a equagao de Airy é analitica em todo o plano complexo, assim sendo também as suas solugoes.

Ponto no infinito. A versdo no infinito da equacao de Airy é
2 1
7L”1U +—’U,/77 ——u(w) = 0.
() + 2 o/ (w) — = u(w)

Claramente, ¢g tem um pélo de ordem 5 em w = 0. Assim, zy = 0o é um ponto singular irregular da equacao de
Airy.
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7. A equacao de Laguerre

2 (2) + (1= 2)y' () + Ay(2) = 0,
ou seja,
@+ (1-1) e+ 26 = o,

onde A € R, corresponde a

0 1
Az) =
_Z 1-=
z
Para zp = 0 teremos
0 1
A(z) =
—Az z

Assim, zp = 0 é um ponto singular simples da equagao de Laguerre.

Ponto no infinito. A versao no infinito da equagao de Laguerre ¢

v (w) + (l !

w o w?

) o (w) + is u(w) = 0.

wr

Claramente, ¢g tem um pélo de ordem 3 em w = 0 e ¢; tem um pélo de ordem 2 em w = 0. Assim, zgp = 0o é um
ponto singular irregular da equagao de Laguerre.

. A equagao de Tchebychev
(1-2)y"(2) - 29/ (2) + Ny(z) = 0,

ou seja, ,
V')~ oy () g yl) = 0,
onde A € R, corresponde a
0 1
Alz) =
IS
1—22 1—22

Claramente percebe-se que a equacao de Tchebychev é analitica no dominio simplesmente conexo D formado pelo
disco aberto deraio 1: D = {z € C: |z| < 1}. Concluimos que as solugdes da equagao de Tchebychev sao analiticas
nesse dominio D.

Os pontos zp = £1 s@o pontos singulares da equagao de Tchebychev.

Para zp = 1 teremos

0 1
Az) = ;
Az —1) 1
1+2 1+z

que ¢ analitica em zp = 1.
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Para zp = —1 teremos

Az +1) 1
z—1 1-=z

que ¢ analitica em zp = —1.
Vemos entao que os pontos zy = 1 sdo pontos singulares simples da equagiao de Tchebychev.

Ponto no infinito. A versdo no infinito da equagao de Tchebychev é

- (o 1) v+ L~ ) —
u(w)+w 2 [ u(u})er2 21 u(w) = 0.

Claramente, zg = co é um ponto singular simples da equacao de Tchebychev.

. A equagao hipergeométrica

2(1=2)y"(z) +[c— (1 +a+0b)z]y(2) —aby(z) = 0,

ou seja,

y'(z) + (Cfitfr_a;; b)z> V) - o ab juE =0,

com a, b, ¢ constantes, corresponde a

0 1
Alz) =
ab (14+a+b)z—c
z(1—2) z2(1-2)
Seus pontos singulares sao zp = 0 e zp = 1.
Para zp = 0 teremos
0 1
Az) =
abz (a+bz—c+1
1-=z 1-=z
que é analitica em zp = 0.
Para zp = 1 teremos
0 1
Az) = )
_ab(z—1) —(a+bz+c
z z

que ¢ analitica em zp = 1.
Assim, zp = 0 e zp = 1 sdo pontos singulares simples da equagao hipergeométrica.
Ponto no infinito. A versdo no infinito da equacao hipergeométrica é

1 (2-cw+a+b-1Y , ab _
( w—1 ) w(w) w?(w—1) uw) = 0.

Claramente, zp = co é um ponto singular simples da equagao hipergeométrica.

u(w) +

w

814/3042

(14.96)
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10. A equagao hipergeométrica confluente

2y"(2) +le— 2]y (2) —ay(z) = 0,

ou seja,
c
V@ +(-1) v -2y =0,
com a, ¢ constantes, corresponde a
0 1
Alz) =
a e
z z
Para zp = 0 teremos
0 1
Az) = ;
az z—c+1

que 6 analitica em zp = 0. Assim, zp = 0 é um ponto singular simples da equagao de hipergeométrica confluente.

Ponto no infinito. A versao no infinito da equacao hipergeométrica confluente é

)+ (226 L) wiw) — L w(w) =
u(u)+( » +w2 u'(w) wsu(w)f(k

Claramente, ¢y tem um pélo de ordem 3 em w = 0 e ¢; tem um pélo de ordem 2 em w = 0. Assim, zyp = co é um
ponto singular irregular da equacao hipergeométrica confluente.

14.8 Equacgoes Fuchsianas. Simbolos de Riemann

Nesta segdao apresentaremos propriedades das chamadas equagées Fuchsianas (definidas abaixo), mas nos restringiremos
as equagoes de primeira e de segunda ordem por serem de maior interesse (especialmente as de segunda ordem). Para um
tratamento mais abrangente, vide [252]. O estudo das equagdes Fuchsianas despertou grande interesse na Matematica
da segunda metade do Século XIX e do inicio do Século XX, tendo alimentado muitos desenvolvimentos na teoria das
fungdes de varidveis complexas.

Esta segdo é dispensavel para o estudo do material que segue nos capitulos seguintes, mas pode servir, em uma
segunda leitura, para esclarecer a relevancia das equagoes hipergeométricas no contexto das equagoes diferenciais lineares
de segunda ordem no plano complexo.

o Equacoes Fuchsianas

Uma equacio diferencial linear homogénea de ordem n é dita ser uma equag¢do Fuchsiana'® se possuir um niimero
finito de pontos singulares, todos simples (incluindo eventualmente, mas nio necessariamente, um ponto singular simples
no infinito). A equagao Euler, a equacgao de Legendre e a equacao hipergeométrica sao exemplos de equagoes Fuchsianas
(vide Segdo 14.7.3, acima). Equagdes com tal propriedade podem ser resolvidas em torno de seus pontos singulares pelo
método de Frobenius. Além disso, equagoes Fuchsianas possuem algumas propriedades de transformacao que facilitam
sua andlise. Por exemplo, toda equagao Fuchsiana de segunda ordem com exatamente trés pontos singulares pode ser
transformada em uma equagao hipergeométrica (vide discussao da Segao 14.8.3.1, pagina 830). Equagdes Fuchsianas
podem ser classificadas de forma mais ou menos sistematica de acordo com o nimero de singularidades e é nosso
propésito fazer essa classificagao de modo a obter a forma geral de equagoes Fuchsianas de primeira e de segunda ordem
com uma, duas ou trés singularidades (que, no caso de equagdes de segunda ordem, correspondem & maioria das equagoes
encontradas em aplicagoes).

15Lazarus Immanuel Fuchs (1833-1902).
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14.8.1 Equacgoes Fuchsianas de Primeira Ordem

Como pré-aquecimento consideremos as equagoes de primeira ordem homogéneas. Seja a equagao diferencial

y'(2) +ao(2)y(z) = 0 (14.97)

e sua versao no infinito
o (w) + bo(w)u(w) = 0, (14.98)
onde w = 1/z, u(w) = y(z) = y(1/w) e bo(w) := 7%. No que segue vamos procurar a forma geral de uma tal

equagao que possua um certo nimero de singularidades, todas simples, ou seja, de modo que a equagao seja Fuchsiana.
Comecamos nos perguntando se hd equagoes sem quaisquer pontos singulares, nem no infinito.

e EquagGes sem pontos singulares

Se (14.97) nao possui pontos singulares finitos, entao ag(z) é uma funcio inteira de z (ou seja, é analitica em toda
o0

parte) e, portanto, possui uma série de Taylor centrada em 0: ag(z) = Z aé")z", convergente para todo z € C. Com
n=0
isso vemos que

oo
n) 1
bo(w) = 72(1((] )W (14.99)
n=0

que converge para todo w € C, w # 0. Para que (14.97) também nao possua uma singularidade no infinito, é necessario
¢ suficiente que by seja analitica em 0. Isso s6 é possivel se ag") = 0 para todo n, ou seja, se ag for identicamente nula.
Assim, a equagdo y'(z) = 0, cuja versdo no infinito é u'(w) = 0, é a tnica equagdo diferencial de primeira ordem sem
qualquer singularidade. Como veremos na Segao 14.8.2, nao hé equacoes de segunda ordem com essa caracteristica.

e EquagGes com apenas um ponto singular simples no infinito

De (14.99) vemos também que ndo existem equagdes de primeira ordem que sejam regulares em toda parte mas
possuam uma singularidade simples no infinito. De fato, vemos por (14.99) que by tem um pélo de ordem maior ou igual
a dois em w = 0 e nao de primeira ordem, como seria necessario para que a singularidade no infinito fosse simples.

o Equagoes Fuchsianas de primeira ordem. Caso geral

Consideremos agora o caso geral em que (14.97) é Fuchsiana e seus pontos singulares finitos sdo um subconjunto de

{z1, ..., 2z} formado por k > 1 pontos distintos. Isso significa que ag(z) tem no maximo um pélo de ordem 1 nos pontos
21, ... zr com k > 1, sendo portanto da forma
co(z
ao(z) = (=)

(z=z)-(z =)’

onde ¢g é uma fungao inteira de z (para que um certo z, seja de fato singular simples é necessério que ¢y nao tenha um
zero em z,). Obtemos disso que
wh=2ey(1/w)
b(w) = —F—
(I —wz1) -+ (1 —wz)

oo
Como fungao inteira, ¢y possui uma expansao de Taylor centrada em 0: co(z) = Z'y((]">z", a qual converge para todo

n=0
z € C. Assim, obtemos

o
5o e
[

bo(w) = ——2=0 . 14.100

o(w) (1 —wz) (1 —wazy) ( )

Para que o ponto no infinito seja regular ¢ necessario e suficiente que bo(w) seja analitica em w = 0. Pelo fato de

m ser analitica em w = 0, isso requer que 'yO") = 0 para todo n > k — 2. Para k = 1 isso requer que ag
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e by sejam identicamente nulas, nao havendo, entdo, qualquer singularidade. Para k > 2 isso requer que ag(z) e bo(w)
sejam da forma

ez o ez =3 :
n) n (n (k=2-n)
> 0" > 0" DRI
n=0 n—k—2—-n n=0
bo(w) = — =

(I —wz1) - (1 —wz) T (l—wz) - (U —wa)

_ n=0
@) = T oW

Retornando a (14.100), para que o ponto no infinito seja singular simples ¢ necessério que bo(w) tenha um pélo simples
(n) _ (k—1)

em w = 0. Uma condi¢do necessaria e suficiente para tal é que 75"’ = 0 para todo n > k — 1 com 7, # 0. Nesse caso
ap e by sao da forma

k=1 k-1 1 k-1
k—1— —
S S e 3o
ao(z) = n=0 bo(w) = —-—1=0 nok=l-n __ n=0
0 (z—21) (2 —2k) 0 (1 —wz) (1 —wazg) (1—wz1) (1 —wzg)’
ou seja
(k=1) k-1
Jo + Z’y((]kflfmwn’l
w
n=1

bo(w) = —

(I —wz)- (1 —wz)

e Analisando alguns casos explicitos

Analisemos o que ocorre concretamente para k =1 e k = 2.

1. Caso k = 1. Nessa situacao a equagao sera analitica no infinito apenas se fy((,") = 0 para todo n > —1, ou seja, se
¢o for identicamente nula. Assim, ag e by sao também identicamente nulas e as equacoes reduzem-se a y'(z) = 0 e
u'(w) = 0 e nao hd quaisquer singularidades.

Para que (14.97) tenha uma singularidade simples no infinito e outra singularidade simples em z; devemos ter

_ A
ap(z) = m e o(w) =

L
w(l —wz)

Assim, a tnica equagao Fuchsiana de primeira ordem com uma singularidade simples em z; e uma singularidade
simples no infinito é da forma

(0) (0)
y'(2)+ (Z’yi]—m)y(z) = 0, cuja versdo no infinito ¢  u/(w) — mww) =0. (14.101)
2. Caso k = 2. Para que a equagao seja regular no infinito devemos ter 'yé") = 0 para todo n > 0. Assim, nesse caso
ag e by serao da forma
(0) (0)
Yo bo(w) = 0

ag(z) = 0

z—21)(z— 22) T —wa) (I —wz)

Assim, a forma geral de uma equagao de primeira ordem regular no infinito e com exatamente dois pontos singulares
simples em z1 e 2z é

(0) (0)
(z—z?;ﬂy@) = 0, cuja versdo no infinito é u'(w) — m

v+ u(w) = 0.

Para que a equagao tenha um ponto singular simples no infinito devemos ter

(1)
(0) . Y0

(0) (1) Y% +
Yotz e bo(w) = — w

ao(z) = (2 —21)(z — 22) (1—w21)(1 —was)
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Concluimos que a forma geral de uma equagao Fuchsiana com um ponto singular simples no infinito € no méximo
dois pontos singulares simples em z; e zp € C é

(0)

(1) (1) (0)
+ z '
Y+ 0T E ) =0,

Yo twow

- =) cuja versao no infinito é o' (w) — mu(w) =0.
Caso 'yl()l)) = 7'y[<)1)22 essas equagoes ficam
s &
! 0 _yiz) =0 (w) — —20_y(w) = 0,
V) + 2 u(e) e ) - o) = 0.

respectivamente, e agora z; nao ¢ mais uma singularidade da equagao diferencial. Essas equagdes tém a mesma
forma de (14.101), o que ndo é de surpreender, pois aqui temos apenas singularidades simples em z; e no infinito.

*

Para futura referéncia resumamos os resultados obtidos até o momento na forma de uma proposigao.
Proposicao 14.5 Para a equagao diferencial linear de primeira ordem no plano complexo
y'(2) +ao(z)y(z) = 0 (14.102)
valem as sequintes afirmagoes:
1. Para que (14.102) nao tenha qualquer singularidade finita ou no infinito é necessdrio e suficiente que seja da forma
y'(2) = 0, cuja versio no infinito é u'(w) = 0.

II. Nao hd equagoes Fuchsianas de primeira ordem como (14.102) que tenham apenas uma singularidade simples, finita
ou no infinito.

II1. Para que (14.102) seja Fuchsiana tendo uma singularidade simples em z1 e outra no infinito € necessdrio e suficiente
que seja da forma

(0) (0)

y'(2) + Ly(z) =0, cuja versio no infinito é u'(w) — Yo

(z—z1) w(l — wzl)u(w) =0

com '7‘(]‘]) #0.

IV. Para que (14.102) seja Fuchsiana, tendo o infinito como ponto reqular e no mdzimo k singularidades simples nos

pontos z1, ..., z com k > 2, € necessdrio e suficiente que seja da forma
k—2 k—2
k—2—
3 e DR At
)+ —2=2 | y(z) = 0, cuja versao no infinito é u'(w)— n=0 u(w) = 0.

(z=21) (2 — =) (I —wz1) -+ (1 —wz)

V. Para que (14.102) seja Fuchsiana, tendo o infinito como ponto singular simples e no mdzimo k singularidades

simples nos pontos zi, ..., zx com k > 2, é necessdrio e suficiente que seja da forma
k—1
'Yl()mz“
YR+ | | u(z) = 0,

(z—z1) (2 — 2)
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k—1 . N e
com H/é ) # 0, cuja versdo no infinito €

,y(k—l) k=1
ow + Z ,Yék—l—n)wnq
n=1

(1 —wzy) - (1 —wzk)

o' (w) — u(w) = 0.

14.8.2 Equacoes Fuchsianas de Segunda Ordem

Muito mais relevante que as equagoes Fuchsianas de primeira ordem sao as equagoes Fuchsianas de segunda ordem, as
quais estudaremos agora. Consideremos a equagao diferencial linear de segunda ordem

y"(2) + a1(2)y'(2) + ao(2) y(2) = 0 (14.103)
e sua versao no infinito
" (w) + by (w)u' (w) + bo(w (14.104)
(vide (14.94) e (14.95)), onde w = 1/z, u(w) = y(z) = y(1/w) e
bo(w) = % L biw) = (% - L%“’)) . (14.105)

No que segue vamos procurar a forma geral de uma tal equagao que possua um certo nimero de singularidades, todas
simples, ou seja, de modo que a equagao seja Fuchsiana. Comegamos nos perguntando se hd equagoes sem quaisquer
pontos singulares, nem no infinito.

e Equacoes sem pontos singulares

Se (14.103) nao possuir pontos singulares finitos, entdao as fungoes ag e a1 devem ser fungdes inteiras (analiticas em
todo C) e, portanto, possuem séries de Taylor centradas em 0

o0 oo
ap(z) = Za((]")z" s a1(z) = Z a(ln)z"
n=0 n=0
convergentes para todo z € C. Com isso, vemos que
o0 0
m 1 2 !
() = 3o’ gy i) = - al
n=0 n=0

onde as séries convergem para todo w € C, w # 0. Trata-se claramente de séries de Laurent centradas em w = 0 para by
e by. Para que (14.103) também nao possua uma singularidade no infinito, seria necessario que by e by fossem analiticas

em 0. Para by isso sé seria possivel se a[()") = 0 para todo n mas para b; nao hé como alcancar essa condigdo devido ao

- - - n
termo % de sua expansao de Laurent, o qual nao pode ser anulado por qualquer escolha dos coeficientes ag ).

Concluimos disso que nao existem equagoes diferenciais lineares de segunda ordem sem quaisquer pontos singulares
finitos ou no infinito.

e EquagGes com apenas um ponto singular simples no infinito

Se (14.103) nao tiver pontos singulares finitos, vimos que possuird um ponto singular no infinito. Sob quais cir-
cunstancias esse ponto no infinito é singular simples? Para tal é necessério que bg(w) tenha em w = 0 um pdlo de
ordem no maximo 2 e by(w) tenha em w = 0 um pélo de ordem no méximo 1. Assim, concluimos que devemos ter

al()") = asm = 0 para todo n. Em um tal caso as fungdes ag, a1 e by sdo identicamente nulas, enquanto que by (w) = 2/w.
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Concluimos que a tnica equagao diferencial de segunda ordem com apenas um ponto singular simples no infinito é a
equagao
2
y'(z) =0, cuja versao no infinito é u(w) + —u'(w) = 0. (14.106)
w

e EquagGes com apenas um ponto singular simples finito em z =0

Procuremos agora saber a forma geral de uma equagao diferencial com apenas um ponto singular finito em z =0 e
regular no infinito. Em tal caso, agp(z) tem no maximo um pélo duplo em z = 0 e a; tem no maximo um pélo simples
z = 0, esse sendo se tnico ponto singular. Assim, ag(z) e a1(z) tem as representagoes de Laurent

(=2) (=1) oo (=1 d
« Q «
) = BT AT S ) = B P el
n=0 n=0

as quais convergem para todo z € C, z # 0. Com isso, temos

(=2)

ar? ag SN w1 2-af & 1
bo(w) = =5+ =5 +2ag oo bilw) = w PO w2
n=>0 n=0

Para que o ponto no infinito seja regular ¢ necessario que bo(w) e by (w) sejam analiticas em w = 0. Como se constata
das expansoes de Laurent dadas acima dessas fungoes, isso requer que aé") =0 para todo n > —2, agn) para todo n > 0
e ag_l) = 2. Nesse caso as fungdes by e by sdo identicamente nulas, assim como a func¢ao ag, sendo que a;(z) = 2/z.
Concluimos que a tnica equagao diferencial que possui um unico ponto singular simples finito em z = 0 e tem o infinito
como ponto regular é a equagao

2
y'(z)+ 2y (z) = 0, cuja versio no infinito 6 w”(w) = 0. (14.107)
z

Essa equagdo sera generalizada em (14.111) para uma singularidade que nao seja no ponto z = 0.

e Equagées Fuchsianas de segunda ordem. Caso geral

Consideremos agora o caso geral em que (14.103) ¢ Fuchsiana e seus pontos singulares finitos sdo um subconjunto de

{z1, ..., z} formado por k > 1 pontos distintos. Isso significa que ag(z) tem no méaximo um pélo de ordem 2 e a;(z)
no maximo um pélo de ordem 1 nos pontos zi, ... 2 com k > 1. Assim, ambas sdo da forma
co(2) a(z)
ap(z) = ————F——— a(z) = ——————,
@ (z—z1)% (2 — zk)? @) (z—z1) (2 —zk)

onde ¢g e ¢; sao fungoes inteiras de z (para que um certo z, seja de fato singular simples é necessario que ¢ nao tenha
um zero de ordem 2 em z, e ¢ nao tenha um zero de ordem 1 em 2,). Obtemos disso que

-~ w=4eo(1/w) . W) — 2 wh=2¢; (1/w)
bo(w) = (I —wz1)? (1 — wzp)? bi(w) = wo (I—wzy) (1 —wz)

Como fungdes inteiras, ¢y e ¢; possuem expansoes de Taylor centradas em 0
oo 3
c(z) = E 'yf,")z” e a(z) = E 'y}")z"
n=0 n=0

as quais convergem para todo z € C e, portanto,

o1 o)L

2% w2k 9 2 P
bo(w) = —n=0 hw) = 2 - =%
o(w) (I —wz1)?--+ (1 —wzg)? ¢ () w  (1—wz)-- (1 —wz)

Perguntemo-nos agora sob quais circunstancias o infinito é também no méximo um ponto singular simples da equagao.
Para tal, by deve ter no mdximo um pdélo de ordem 2 e b; no maximo um pélo de ordem 1 em w = 0. Como as fungoes
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(177“21)2}_“7“}:»)2 e (FU;ZJ)}(PWU sdo analiticas em w = 0 e nao se anulam nesse ponto, concluimos que a condigiao
rocurada exige que w?*~%¢y(1/w) tenha no méximo um pélo de ordem 2 em w = 0 e w* 2¢;(1/w) tenha no mdximo

P q p

um poélo de ordem 1 em w = 0. Agora,

2k—
w e (1/w) = Z W o ot ral/w) Z%" o
donde concluimos que "/én) =0 paratodon >2k—-2e 'yin) = 0 para todo n > k — 1. Assim,
2k—2 k=1
T e al) = Yo
n=0 n=0

que sao polindmios de grau menor ou igual a 2k — 2 e k — 1, respectivamente. Para a versao no infinito da equagao
diferencial teremos nesse caso

2k—2 2k—2
(2k—2-n)  n—2
Z 70 wn+4 2k . Z "o w
bo(w) = —=n=0 __onwkeen w0 14.108
A TR p g T war P (= wm)? (14109

n)
2(1—wzy) -+ (1 —wazy) ZA” wn+1 —
n=0
w(l —wzy) - (1 —wzp)

1
2(1 —wzq) -+ (1 —wzg) — Z'yﬁkil*n)w"
n—k—1-n n=0
w(l —wzy) - (1 — wzy)

(14.109)

Das expressoes (14.108) e (14.109) podemos identificar as condigdes para que by(w) e b1 (w) sqam regulares em w = 0,
ou seja, para que o infinito seja um ponto regular de (14.115): como = sdo analiticas

O—wz)?(1—wzn)? © O—wa) ( “wzn)
em w = 0 e nao se anulam nesse ponto, para que bo(w) e by (w) sejam regula,rea em w = 0 é necessdrio e suficiente que
2k—2 b1

Z <2k727")w"’2 seja analitica em w = 0e 2(1 —wzy) -+ (1 — wzy) — Z 'yl(kq*")w” seja analitica em w = 0 (o que
sz'n?ple é 0 caso) e tenha um zero de ordem pelo menos 1 nesse ponto (obselvar o fator w no denominador de (14.109)).
(2k—3) _ ’Y(H 2)

(h=1) _ o

Para a primeira condigdo ¢ necessério e suficiente que
(0) _
Yo

=0 (se k =1, é necessario e suficiente que
= 0). Para a segunda condigao, ¢ necessdrio e suﬁ(‘lente que v,

e Analisando alguns casos explicitos

Vamos analisar explicitamente os casos k=1, k=2 e k= 3.

1. Caso k = 1. Nesse caso, para que (14.103) seja Fuchsiana com no mdximo um ponto singular simples no infinito
e em 21, temos que ¢g ¢ ¢; devem ser polindmios e grau zero (ou seja, constantes) e (14.103) ¢ da forma

p N %
y'(2) + y'(2)+ Goar y(z) = 0, (14.110)

z— 2z (z—=
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cuja versao no infinito é

(0) (0)
2—7 — 2wz o7
" ! 0 —
u' (w) + < w(l —wm) ) u'(w) + (w2(1 — u(w) = 0.

O ponto z; é um ponto singular simples (exceto no caso trivial em que 3(0 = 7&0 = 0, quando z; é um ponto

regular). Note que (14.110) é uma equagao de Euler.

Para que o infinito seja regular é necessério e suficiente que 'y< ) —0e 7{0) = 2. Compare com a discussao sobre a
equagao de Euler a pagina 810. Concluimos que a equacao de Euler
" 2 / . - P 2z ,
y'(z)+ y'(z) = 0, cuja versdo no infinito 6 v”(w) — { ——— | u/(w) = 0, (14.111)
z—2z 1—wz

¢é a unica equacao Fuchsiana de segunda ordem com um tnico ponto singular, a saber z;. Essa expressao generaliza
(14.107) ¢ a ela se reduz para z; = 0. Como vimos em (14.106), a equagdo y”(z) = 0 ¢ a tnica equagdo Fuchsiana
de segunda ordem com um tnico ponto singular no infinito.

Note-se que a equagdo y” (z) = 0 e sua versio no infinito v” (w)+Zu'(w) = 0 (vide (14.106)) sdo obtidas formalmente
de (14.111) tomando-se o limite |z1] = co. Tal processo é por vezes denominado confluéncia de singularidades e serd
reencontrado quando tratarmos da relagao entre a equagao hipergeométrica e a equagao hipergeométrica confluente
(vide discussao do comego da Segao 15.2.8, pdgina 887).

A equagao de Euler (14.110) com qéo) # 0 ou 'yfo) # 2 ¢ a tnica equagao Fuchsiana de segunda ordem com dois
pontos singulares simples, um em z; e o segundo no infinito. Logo abaixo veremos a forma geral das equagoes
Fuchsianas com dois pontos singulares simples finitos.

2. Caso k = 2. Nesse caso, para que (14.103) seja Fuchsiana com no maximo pontos singulares simples em 21, 22 e
no infinito, ¢ e ¢; devem ser polindémios de grau menor ou igual a 2 e 1, respectivamente e (14.103) deve ser da

forma (0) 1, (0) (1) (2)
+n Yo+ 2+ 2
")+ | A | Y () + | e — z) = 0. 14.112

V') (zle)(zfzg) V() (z — 21)2(z — 22)? v(z) ( )

Os pontos z; e zz serdo pontos singulares simples desde que os dois polinémios dos numeradores dos coeficientes

nao tenham zeros de ordem 1 ou 2, respectivamente, nesses pontos. Por exemplo, se 7(0) + ')’(1
(0) (1) (2) 2 _
+% #+ 7

z=oa(z—2z)e
= B(z — 22)? a equagiio torna-se

o+ () e+ () v = o,

que tem a mesma forma da equacao de Euler (14.110), a qual, como vimos, é a tinica equagao Fuchsiana com um
tdnico ponto singular finito, a saber z; (e eventualmente um outro no infinito).

Voltando a (14.112), para que o ponto no infinito seja regular é necessario e suficiente que 7((11) = 7(32) =0e '75” =

Assim, a forma geral da equagao Fuchsiana com no méximo dois pontos singulares simples finitos z1 ¢ 22 e regular

no infinito é © ©
" +2z ' %" , _
s ((z—m(z —m) Vet <(Z—Z1)2(Z—Z2)2) ve =0

(0) (0) _

Se escolhermos v, = —223 e 75~ = 0 0 ponto z; deixa de ser singular e essa equagao reduz-se a (14.111).

A equagdo (14.112) com 70 # 0 ou 'y(2> # 0 ou 'yl 7& 2 ¢é a tnica equagao Fuchsiana de segunda ordem com
um ponto singular simples no infinito e com no méximo dois pontos singulares simples finitos, em z; e zo. Mais
adiante (vide Segao 14.8.3.2, pagina 833) mostraremos que uma tal equagao sempre pode ser transformada em uma
equagao hipergeométrica.

3. Caso k = 3. Nesse caso, para que (14.103) seja Fuchsiana com no mdximo pontos singulares simples em z1, 22, 23
e no infinito, ¢y e ¢; devem ser polindmios de grau menor ou igual a 4 e 2, respectivamente e (14.103) deve ser da
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forma

4
3 e

, (0) a4q@22 n=0 =0 14.113
WH(m)W” GoapG-arGoar [ T e

Os pontos z1, z3 e z3 serao singulares simples se os dois polinémios dos numeradores dos coeficientes acima nao
possuirem neles zeros de ordem 1 ou 2, respectivamente.

Para que o ponto no infinito seja regular é necessario e suficiente que ’)’((,3> = 'yé4> =0e que ﬁz) = 2. Nesse caso,
(14.113) assume a forma
(0) (1) 2 (0) (1) (2) 2
I +7 2+ 22 , +7 2+ 2
—_— - z) = 0. 14.114
s <<z S RARA (et s ey L ey

Mais adiante (vide Sec¢io 14.8.3.1, pagina 830) mostraremos que, assim como a equagao (14.112), que também tem
trés pontos singulares simplcs esta equagao também pode ser transformada em uma equagao hipergeométrica.

Se ,y<3) #0, 'y<4) # 0 ou fy 7é 2, o infinito serd um ponto regular simples de (14.113).

A forma geral das equagoes Fuchsianas com trés pontos singulares simples (14.112) e (14.114) foi primeiramente estu-
dada por Papperitz'® e especialmente por Riemann'”, o qual demonstrou diversos fatos relevantes sobre essas equagoes.
Sobre esses desenvolvimentos falaremos mais adiante na Segao 14.8.3, pagina 827.

*

Para futura referéncia capturamos os diversos resultados obtidos até agora na seguinte proposigao:
Proposicao 14.6 Para a equagdo diferencial linear de sequnda ordem no plano complexo
y"(2) + ar(2)y' (2) + ao(2)y(z) = 0 (14.115)

valem as sequintes afirmagoes:

1. A equagao (14.115) sempre possui ao menos um ponto singular (eventualmente no infinito).

II. Para que (14.115) seja Fuchsiana e tenha apenas uma singularidade simples no infinito € necessdrio e suficiente
que seja da forma y(z) =0, cuja versio no infinito € u”(w) + Zu'(w) = 0.

III. Para que (14.115) seja Fuchsiana, tenha apenas uma singularidade simples em z e seja regular no infinito é
necessdrio e suficiente que seja da forma

2 2
y'(z) + y'(2) = 0, cuja versio no infinito é u"(w) — ———u(w) = 0.
Z— 2z w(l —wz)
IV. Para que (14.115) seja Fuchsiana, tenha uma singularidade simples no infinito e tenha no mdzimo singularidades
simples nos pontos zi, ..., zi (com k> 1) é necessdrio e suficiente que ag e a1 sejam da forma
2k—2 k=1
R oA
n=0 n=0
ap(z) = e a(z) = ——m——F——
@ = o oar @ = e

onde ou 'y(Zk » # 0 ou 'y (2=2) # 0 (caso k = 1, basta "/0 96 0) ou que "/1 ;é 2. A wersdo no infinito de
(14.115) é nesse caso
' (w) + by (w)u' (w) + bo(w)u(w) = 0,

16Erwin Johannes Papperitz (1857-1938).
17Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
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com
2%-2
Z Wyézk—z—n)wnfz
bo(w) = —=0 o — 14.116
o) (1 —wz)?--- (1 —wz)? ( )
e
k—
2(1 —wzy) -+ (1 — wzy) Z (k=1=n)n
b = . 14.117
1) u'(l—w21)~--(l—w2k.) ( )
V. Para que (14.115) seja Fuchsiana e tenha no mdzimo singularidades simples nos pontos z1, ..., zk (wm k>1),
(2k—3) _ _(2k-2) _ _ _
sendo regular no infinito, € necessdrio e suficiente que =7 =0 (caso k =1, que '70 =0) e que
'\/Y‘ R 2, ou seja, € necessdrio e suficiente que
2k—4
Z ,Y[()”)Zn Z“f(n) ny g k-1
we) = I e () =
(z=21) (2= z) (z—z1)(z2—21)
em cujo caso temos para a versao no infinito
2k—2 . k—
Z 7[()21»-724()“}",2 2 (1 _ wzl) (1 _ u'zk _ 1] Z (k—lw)wn
bo(w) = —=2 e by(w) = =1

(1 —wz1)? - (1 —wz)? w(l —wzy)-- (17wzk)

Para continuarmos nossa discussao precisamos introduzir a importante no¢ao de indices de uma equagdo diferencial
em um ponto do plano complexo.

o Indices de uma equagio diferencial em um ponto

Seja a equacao diferencial Fuchsiana (14.103) e seja ¢ € C. Sejam definidos os nimeros complexos
pe = lim(z — ¢)%ap(z) e gc = lim(z —()ai(z) . (14.118)
2= z2—(
O polinémio de segundo grau
Pe(A) == X+ (g — DA +p¢

é denominado polinémio indicial da equagao diferencial Fuchsiana (14.103) em ( e seus zeros

a+ oo oot Vil —1)% - dpe
< 2 ’

1—qc —+/(gc —1)* —dp¢
2

AT = (14.119)

sao denominados indices da equagao diferencial Fuchsiana (14.103) em (.

A relevancia dessas nogoes é a seguinte. Se ¢ é um ponto singular simples da equagao diferencial Fuchsiana (14.103),
entdo, para |z — | “pequeno” a mesma pode, pela defini¢do de p¢ e g¢, ser aproximada pela equacao

" qa ¢
y'(z)+ y'(2) + ——54(z) = 0
z=C (=0
que é uma equagao de Euler, cuja solugao geral é da forma a(z — ()Az + 8(z — ()’\; caso )\Zr # A; ou da forma
alz — C})‘z + B(z — C)AZr In(z — ¢) caso A = A¢ - Aqui o e § sdo constantes arbitrdrias.
Por outro lado, se ¢ é um ponto regular da equacido Fuchsiana, entdo, pela defini¢do, pc = g¢ = 0 e teremos >\+ =1,
Ac =0. A equagio, na regiao onde |z — (| é “pequeno” pode ser aproximada pela equagio y”(z) = 0, cuja solugao geral

¢ da forma a(z — ¢) + B, ou seja, da forma oz — ()A? + B(z — )¢, onde novamente a e f sdo constantes arbitrérias.
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Aprendemos, assim, que os indices fixam as solugdes da equagao diferencial Fuchsiana (14.103) em uma vizinhanga
pequena de um ponto ¢, quer esse ponto seja singular simples ou regular.

Para o ponto no infinito podemos, analogamente, definir indices. A versio no infinito de (14.103) ¢, como visto, dada
por (14.104)-(14.105) Definimos, entao po € goo pPOr

Poo = ’iiglnwzbo(w) e (oo = J]iglowbl(w) (14.120)
ou seja (por (14.105)),
Poo = lim w™2ap(1/w) = lim z2ag(z) (14.121)
w0 2] 500
e
goo = 2— lim wlay(1/w) = 2~ lim zay(2). (14.122)
w—0 |z] =00

Com isso definimos o polindmio indicial Po(A) := A2 + (oo — 1)\ + Poo, Cujos zeros sio

1= goo +V(go —1)? —dpes N= = Lot = V(s — 1) —dp
2 ’ oo 2 ’

AL = (14.123)
Estes sao os indices da equagao diferencial Fuchsiana (14.103) no infinito.

e Indices e equagoes Fuchsianas

Vimos pdginas acima (vide, em especial, Proposigao 14.6, pgina 823) que uma equagao diferencial linear de segunda
ordem como (14.103) terd no méximo k singularidades simples'® nos pontos finitos 21, ..., 2k, sendo regular no infinito,
se e somente se ag e a; forem da forma

2k—4 k—2
Z ,yén)zn Z’Yin)zn 4 QZk—l
n=0 n=0
= s 3 = — . 14.124
ao(2) (z—21)2 (2 — )2 € a1(z) (z—21) (2 —20) ( )

Para que a equacao seja singular simples no infinito e tenha no maximo k — 1 singularidades simples nos pontos finitos
21, ..., Zk—1 € necessdrio e suficiente que

2k—4 h—2
IR S0
ap(z) = % e a(z) = —2=2 (14.125)

(z=21)? (2 = 2-1) (z—z1) (2= 2k-1)

onde ou 7521{75) #0 ou W((]ZFA) #0ou que 472 £ 2.

Em ambos os casos hd no méximo k singularidades, incluindo eventualmente uma no infinito. Chama a atencao o
fato de que em ambos os casos ag depende de 2k — 3 constantes livres (as constantes 'yl()"), n=0, ..., 2k —4), enquanto
que a; depende de k—1 constantes livres (as constantes 'yin)
simples a equacao depende de 3k — 4 constantes livres.

,n=0,..., k—2). Assim, para no maximo k singularidades

Uma questao importante, cuja relevancia serd discutida mais adiante, é saber sob quais circunstancias essas 3k — 4
constantes podem ser inteiramente determinadas pelos indices das singularidades simples. Essa questao foi proposta a
estudada originalmente por Riemann e, para respondé-la, precisamos contar quantos sao os indices independentes numa
situagdo de no méaximo k singularidades simples. Como hé dois indices para cada singularidade, haveria em principio
um total de 2k indices independentes mas, em verdade, hé apenas 2k — 1. Isso se deve a fato expresso no seguinte lema.

Lema 14.2 Se a equagio Fuchsiana (14.103) possui no mdzimo k singularidades simples em z1, ..., z (k> 2), sendo
regular no infinito, vale
3
SOL AL = k-2
=1

18 Assumiremos aqui que k > 2.
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Se a equagio Fuchsiana (14.103) tem no mdzimo k — 1 singularidades simples em zy, ..., zp—1 (k> 2), tendo também
uma singularidade simples no infinito, entdo também vale

k—1

(LA +D (O +A) = k-2,

=1

Se (14.108) € regular em z entio, pela definicio (14.118), p., = ¢z, = 0, o que implica que X\j, =1 e A\ =0 ¢,
portanto, que Ajl + AL, = 1. Assim, se (14.103) possui exatamente j singularidades simples (incluindo eventualmente
wma no infinito), entio a soma de todos o indices desses pontos singulares € igual a j — 2 [m}

Prova. H4 dois casos a considerar: 12 os k pontos singulares simples sao finitos z1, ..., 2; 2¢ o infinito é um ponto
singular simples e h& k — 1 pontos singulares simples finitos 21, ..., zgx_1.
k k
12 caso. Por (14.119), \f, + A;, = 1 — g, e, portanto, Z()\Z +AL) =Fk— Zqz,. Pela defini¢do em (14.118), ¢., é o
=1 =1
P . k p P .
residuo da funcao a; em z; e, portanto, ", ¢, ¢ a soma de todos os residuos de a; em seus pontos singulares z1, ..., zx.
k
< . . . 1
Como esses sao todos os pontos singulares de a;, concluimos pelo teorema dos residuos que Z(IZL = om ay(z)dz,
(e
=1
onde C' é uma curva fechada orientada no sentido anti-hordrio que contém todos os pontos z1, ..., 2z na regidao que

delimita. Por simplicidade adotamos C' como sendo um circulo de raio R grande o suficiente. Por (14.124),

k=2
1 m 1 2" 1 Zk1
— dz = oW ey 2— —
2m}[c‘”(z) D R P B PPy R 8 A e Rt ey

n

dz .

Paran =1, ..., k— 2, as integrais fc (2721)2 dz sao aproximadas para R — 0o por jt 2" Fdz = 0. Para

REEEED]
k1

k
])V”(Zi“)(iz é aproximada por fcz’ldz = 2mi. Concluimos que Zqzz = 2 e, portanto,

=1

R — o0 a integral fc =

k
SO+ =k-2
=1

k-1 k=1
2 caso. O tratamento aqui ¢ andlogo. Novamente A}, + A7, = 1 — ¢, e, portanto, Z(z\z +A,) =k-1- Zqz‘ e
=1 =1

k—1
novamente E ¢z, ¢ a soma dos residuos de a; em suas singularidades finitas, que vale % fc ay(z)dz, onde C é uma

=1
curva fechada orientada no sentido anti-horario que contém todos os pontos z1, ..., 2 na regido que delimita. Por
simplicidade adotamos C' como sendo um circulo de raio R grande o suficiente. Por (14.125)

n

k—2
dz = (”>7{ .
fcal@ ’ ;71 e Gow)

Para R — oo as integrais acima sao aproximadas pelas integrais 4’0 2" k142, as quais sdo nulas, exceto quando n = k—1,

quando vale 2mi. Assim, Y07 q., = A,

Agora, por (14.123), AL, + A5, =1 — g € por (14.122) e (14.125), goo = 2 — 'yikil). Assim, AL + A = -1+ Wikil)

e, portanto,

k-1
MLHAD) + (5 +A5) = (b=1-9f ) 4 (m 1490 Y) = k-2,
=1
Isso completa a prova. n
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e O problema de Riemann-Hilbert

Retomando a discussao do paragrafo que antecede ao enunciado do Lema 14.2, pagina 825, vimos que a equagao
Fuchsiana (14.103) possui 3k — 4 parametros livres e 2k — 1 indices independentes. Concluimos que se 3k —4 < 2k — 1,
ou seja, se k < 3, é possivel escrever todos os pardmetros livres em termos dos indices. A situagdo interessante, portanto,
¢é aquela em que se tem no méximo trés pontos singulares simples (incluindo, eventualmente, um no infinito). Nela, a
equacdo Fuchsiana (14.103) ¢ totalmente determinada pelos indices de suas singularidades simples e, portanto, assim
sdo suas solugdes. Essa conclusio foi primeiramente obtida por Riemann por volta de 1857°. Como os indices de uma
singularidade estao relacionados & monodromia em torno da mesma, Riemann colocou a questao de sob quais condigoes
existe uma equagao Fuchsiana com pontos singulares e monodromias pré-determinados. Essa questao despertou o interesse
de Hilbert?’, passando a ser conhecida (por vezes em uma forma generalizada) como problema de Riemann-Hilbert.

Em sua contribuigdo ao Congresso Internacional de Matemadtica realizado em Paris em 1900, Hilbert formulou uma
hoje célebre lista de vinte e trés problemas mateméticos que pautou boa parte dos desenvolvimentos mateméticos das
décadas que se seguiram. O vigésimo primeiro desses problemas intitulava-se Prova da existéncia de equagoes diferenciais
lineares tendo um grupo de monodromia prescrito e era assim descrito por Hilbert: “Na teoria das equagoes diferenciais
com uma varidvel independente z eu gostaria de indicar um problema importante o qual o préprio Riemann pode ter tido
em mente: mostrar que sempre existe uma equagao diferencial linear de tipo Fuchsiano, com pontos singulares e grupo
de monodromia dados. O problema requer a producao de n fungdes da varidvel z, regulares no plano complexo, exceto
nos pontos singulares dados, onde podem tornar-se infinitos de ordem finita, e ainda com a propriedade de que quando
z descreve circuitos em torno desses pontos as fungoes transformam-se segundo transformagoes lineares dadas. Por meio
da contagem de constantes foi visto ser possivel que tais equagoes diferenciais de fato existam, mas uma demonstragao
rigorosa s6 foi obtida até o momento somente no caso particular onde as equagoes fundamentais das transformagoes
lineares mencionadas possuam raizes de médulo igual a 1. Uma prova foi fornecida por L. Schlesinger?' com base na
teoria de Poincaré?? das fungoes zeta Fuchsianas®®. A teoria das equagdes diferenciais lineares teria naturalmente uma
aparéncia mais acabada se o problema aqui delineado pudesse ser tratado por algum método geral”.

Além de Hilbert, contribuiram para o estudo desse problema nomes como Birkhoff?*, Plemelj?> e diversos outros.
O problema de Riemann-Hilbert possui atualmente extensoes para além do estudo de equagoes diferenciais lineares no
plano complexo.

14.8.3 A Equagao de Riemann-Papperitz. Simbolos de Riemann

e Equagoes Fuchsianas com trés singularidades

Como discutimos acima, hd um interesse especial na equagao Fuchsiana (14.103) com trés singularidades pois a mesma
possui cinco parametros livres e também cinco indices independentes associados as trés pontos singulares (lembremos
que, pelo Lema 14.2, a soma dos seis indices deve ser igual a 1). Portanto, deve ser, em principio, possivel expressar
univocamente esses cinco parametros em termos dos indices. Vamos mostrar que isso de fato é verdade. Para k = 3 e
singularidades simples apenas nos pontos finitos z1, 22 € 23, (14.103) assume a forma.

(0) (1) 2 (0) (1) (2) 2
M +m 2+ 2z Yo T Ftv Z )
Y+ | T EEEE ) ) 0T 0 y(z) = 0 14.126
VO ae e ) YO e )1 (4120
e para singularidades simples apenas no pontos finitos z1, z2 € uma no infinito, (14.103) assume a forma
(0) (1) (0) (1) (2) 2
n tnz Y%t 2t F
y'(2) + T E y(2)+ [ — 0 % Jyiz) =0 14.127
V@ (P e (B e (14.127)

19 G. F. B. Riemann, “Beitriige zur Theorie der durch die Gauss’sche Reihe F(a, B, v, x) darstellbaren Functionen”. Abhandlungen der
Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, 7, 3-32 (1857). G. F. B. Riemann, “Beitriige zur Theorie der durch die Gauss’sche
Reihe F(a, B, 7, ) darstellbaren Functionen”. Géttinger Nachrichten, 6-8 (1857). Vide também [448].

20David Hilbert (1862-1943).

21 Ludwig Schlesinger (1864-1933).

22 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

231,. Schlesinger, “Uber eine Klasse von Differentialsystemen beliebiger Ordnung mit festen kritischen Punkten”, Crelle’s Journal (1912).

24George David Birkhoff (1884-1944).

25 Josip Plemelj (1873-1967).
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com 'yil) # 2.

No caso (14.126) podemos escrever, de acordo com (14.118) e (14.124), paral =1, ..., 3,
2 3 1 1 3 1
o = (@) s 00 = (2@ 2607 | Tl =5 (14.128)
n=0 o (= za) yr (21— 2a)
it} et}
Como
M+, =1-g¢, e MAL = pa (14.129)

vemos que as Ultimas equagbes podem ser escritas como

3 2 3 1
Ajl)\;l H(zl —2)? = Z'yon')(zl)" R (1 - )\j} - /\;‘) H(zl —2q) = Z’Y}W')(Zz)" +2(z)2 .

a1 n=0 a1 n=0

il azl

Definindo

o = AL

1

paral =1, 2, 3, as ultimas relag¢oes podem ser escritas em forma matricial

a 1oz (202 [0 b1 1oz (22 [+
w| =1 2 @2 ¢ po| = |1 2 (27|
as 1oz ()] 4 Bs 1oz (=) 2
1z (21)?

Amatriz Z:= |1 (22)? é uma matriz de Vandermonde®®, e seu determinante é
Loz (23)°

det(Z) = H (2 — 2a) = (23— 22)(23 — 21)(22 — 21) ,

1<a<b<3

que é nao-nulo (pois os pontos z1, 22 e z3 sao distintos). Portanto, Z possui uma inversa, o que permite expressar

univocamente os 'yé">’s e ,h(nhs em termos dos a;’s e 3;’s e, portanto, em termos dos )\fl ’s. O caso de (14.127) é andlogo.

e A equagao de Riemann-Papperitz

Com o exposto acima, vemos que é possivel expressar a equac¢ao Fuchsiana com trés singularidades (14.103) em termos
de z1, 29, z3 e seus indices. O que se obtém, apds algum esforgo algébrico um tanto tedioso, sao as seguintes expressoes:

9z

"
y'(z) + Ep—

=0,

N 1 {Pz. (21— 22)(21 — 25) G z3)(22 — 21) n Pzal(23 — 21)(23 — 22) u(2)

(z = z1)(z — 22)(2 — 23) z—2 z— 2 Z— 23

(14.130)

26 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796).
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ou seja, por (14.129),

1-XF =\ 1-2E -2 1-2E =2
o 21 21 z2 22 23 23 | 0
y(z)+{ z—2 + z— 29 z—23 v'()

1 ML (21 — 22) (21 — 23) N ML (22 — 23) (22 — 21) N /\Z}\;(Zg —21)(z3 — 22) y() = 0.
(z=21)(2 — 22)(2 — 23) zZ—2 Z— 22 z— 23

(14.131)

A expressio (14.131) foi encontrada primeiramente por Papperitz?” em 18852 ¢ ¢ denominada equagdo de Papperitz,
equagao de Riemann ou ainda equagdo de Riemann-Papperitz.

E. 14.35 Ezercicio. Obtenha as expressdes (14.130) e (14.131). E

Procedendo analogamente, mas agora tendo (14.127) como ponto de partida, podemos obter a expressao da equagao
Fuchsiana em termos de seus indices para a situagao de duas singularidades regulares finitas z; e 22 e uma terceira
também regular no infinito. Uma forma pragmadtica de chegar a tal equagao é tomar o limite |z3] — oo na equagao
(14.131). Isso conduz & equagao

yu(z)Jr[l—)\Z—)\Z. 1—A;—A;] ,(ZH{A;A;(ZI-ZQ) ML (22 — 1) MEA
(

z—2 z—2 z—a)(z—2n) (z-2a)lz-2) (z-2)(z-2)
a qual pode ser facilmente reescrita na forma

R R S B AP

z,]y,(z)% MAL L MAL L NAL ML -

(z=21)? (22— 2)? (z = 21)(2 = 22)

y"(2) + [

zZ—z Z—Z2

E. 14.36 Ezercicio. Obtenha as expressdes (14.132) e (14.133). *

e Simbolos de Riemann

Como vimos acima, é possivel expressar univocamente a equagdao Fuchsiana com trés singularidades (14.103) em
termos de z1, 22, 23 e seus indices (23 podendo ser infinito). Em seus trabalhos de 1857 (vide nota-de-rodapé 19, pdgina
827) Riemann introduziu uma notagio para representar esquematicamente a dependéncia da equagao (14.103) com os

pontos singulares z1, z2, z3 e seus respectivos indices )\zil, )\ziz e )\fa. Seguindo Riemann, representamos uma equagao

para Fuchsiana para y com trés singularidades com a notagao

Z1 22 z3

Pt At At 2] (14.134)
21 Az Az

n An A
sempre lembrando que, pelo Lema 14.2, pagina 825,
+ - + - + - =
AL HAL AL AL AL AL =1 (14.135)

As trés primeiras colunas contém os pontos singulares e os respectivos indices (os pontos singulares sao dispostas na
primeira linha). A quarta coluna contém apenas a variavel da equacdo. A expressao (14.134) é denominada simbolo

2"Erwin Johannes Papperitz (1857-1938).
28Portanto, apés os trabalhos seminais de Riemann de 1857. Se Riemann a conhecia, néo a escreveu explicitamente. O trabalho original de
Papperitz é: E. Papperitz, “Uber verwandte S-Functionen”, Math. Ann., 25, 212-221 (1885).
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de Riemann ou esquema de Riemann e sua expressao explicita ¢ a equagao (14.131) para o caso de trés singularidades
finitas.

E também permitido que uma das singularidades seja o ponto no infinito, em cujo caso o simbolo de Riemann para
singularidades finitas em z; e 25 fica

z1 Zy

Pt AL AL 2| (14.136)
A An A
sendo que, novamente pelo Lema 14.2,
AL AL AL AL+ A =1 (14.137)

A forma explicita do simbolo (14.136) é (14.132) ou (14.133).

14.8.3.1 Transformacoes de Simetria dos Simbolos de Riemann

Os simbolos de Riemann sao tteis, entre outras razoes, por permitirem expressar de modo simples diversas simetrias,
algumas triviais, outras nao, das equagoes Fuchsianas com trés pontos singulares. Por exemplo, os simbolos de Riemann
sdo invariantes por permutacao das trés primeiras colunas,

Z1 Z2 23 Zr(l)  Ar(2)  Ax(3)
+ + = +
b /\zn )‘:rz /\zs Z P )‘Ztm )\lt(zy /\Zwa) z ’
AL AL AL Aoy M M

(aqui, 7 é uma permutacio qualquer de {1, 2, 3}), expressando o fato ébvio de as equagbes Fuchsianas com trés
singularidades nao mudarem quando trocamos simultaneamente as singularidades e seus indices. Os simbolos de Riemann
sao também invariantes por permutagao independente das duas tltimas linhas em cada uma das trés primeiras colunas,

21 Z2 23 Z1 22 23 21 22 Z3 21 Z2 23

= — = + - = — = et

Ll PSSP S PIaz A5 M, 2 Ll PV Sl PIX: AL AL 2 ete.,
- - - - - - - - - +
AL AL AL ML A YD S Vel AL AL A

expressando o fato ébvio de que as equagoes Fuchsianas com trés singularidades dependem do par de indices associado
a cada singularidade, mas néo da forma como cada um desses pares é ordenado.

Uma importante transformagao de simetria dos simbolos de Riemann (e, portanto, das equagoes do tipo (14.131)) é
estabelecida na seguinte proposigao:

Proposigao 14.7 Para ambas as fungées f(z) = % ef(z)=az+ P coma, B€C ea+#0 vale arelagio

2 w7 f(z1) flz2) f(z3)
1
S SRR ] il IR R A SR OF R (14.138)
AL AL AL ALAL AL
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Isso significa que se implementarmos na equagdo (14.131) as mudangas de varidvel z — f(z) obtemos equagéoes do mesmo
tipo e com os mesmos indices, apenas com os pontos singulares z; transformados em f(z;) para todo i =1, 2, 3. m}

Prova. Consideremos primeiramente o caso da fungao f(z) = 1/z. Definindo-se w = 1/z e v(w) = y(z), tem-se

dy _ _adv Py g

w e w W
dz dw dz? dw? dw

A equagdo (14.131) fica, apés dividirmos por w = (f(z))

1-2E =27 1-ML -0 1-XM-); 2
- 2 IR z2 2 z 2 2 (w)
w

w — zw? w — zow? w — zzw?

v (w) + {

+
1-zw 1— 2w 1— zzw
1 2 3

. 1—1 1 ML (21— 22) (21 — 23) 4 AL (22 = 23) (22 — 21) | AL AL (23 — 21) (23 — 22)
pe] (1 - zpw)

Verifique! Usando (14.135) podemos escrever

2 1—>\;§—/\;+1—/\;;—)\;2+1—/\;—)\;3'

w w w w
Agora,

- - -
[PVt S o S R e S
w — zyw? w w_;T

e assim analogamente com z; substituido por z; e por z3. Com isso, o fator que multiplica v'(w) em (14.139) fica

11— - A +1—)\;—)\;2+1—)\jd—)\;3'

U/*L 1177i ﬂ/*i
z1 22 z3

Jé o fator que multiplica v(w) em (14.139) pode ser facilmente reescrito como

(H 1 MALE -DE D) MARE-DE D) MG -HE )
)

+ +
1 1 w 1

y — L

k=1 (u Zk

Essas observagoes provaram (14.138) para f(z) = 1/z. O caso da fun¢do f(z) = az + 3, com a # 0, ¢ elementar e

deixado como exercicio. |

Para o caso de se ter um ponto no infinito valem também as propriedades de transformacio expressas na seguinte

proposicao.

Proposigao 14.8 Seja a equagio diferencial Fuchsiana para uma fungao y apresentada em (14.138), a qual contém

singularidades regulares nos pontos z1, z2 e no infinito e é descrita pelo simbolo de Riemann

Z1  Zy 00

Pl At At
z1

z2 00

AL AL AL

21 22 0o

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 6 de julho de 2025 Capitulo 14 832/3042

Entio, para qualquer v € C a equagio diferencial para a fungao v1(z) = (2 — z1) "y(z) € descrita pelo simbolo de
Riemann

2 ) 00

P M- M, M+ 2
a7 AL Aty
Analogamente, para a fungdo va(z) = (2 — 22) " Vy(2) a equagdo diferencial € descrita pelo simbolo de Riemann

21 22 e8]

PIXS X -7 Mo+ 2

AL AL Aty

22

Prova. A equagio para v pode ser obtida diretamente, com um pouco de paciéncia algébrica, a partir de (14.133) com
a substitui¢do y(z) = (z — 21)7v1(2). Repassamos esse computo elementar como exercicio ao leitor. Serd necessdrio usar
(14.137) para estabelecer que

(Moa =85 =55 )+ (1-05 = 25) = (AL +9) (A +9) = (O =9) (0, =7) = A5, -

O caso de v é totalmente andlogo. |

e Transformagoes de Md&bius

E. 14.37 Ezercicio. Seja M o conjunto das matrizes 2 x 2 complexas M tais que M21 e M2 n3o sdo simultaneamente nulos. Toda

A A
matriz inversivel é um elemento de 9. Para A € 9 da forma A = defina-se a fungdo T4 por
Az Aaz
A1z + Ago
T. =
4@ Aoz + Aap

As funcdes T4 sio denominadas transformacdes lineares fracionarias ou transformacées de Mbius™ .

a

=

Mostre que se A € M n3o for inversivel (ou seja, se det(A) = A11 A2z — A12A21 = 0), entdo T4 é uma fungdo constante. Mostre
que a reciproca € igualmente verdadeira.

b) Mostre que T4 é uma aplicagdo bijetora da esfera de Riemann sobre si mesma se e somente se det(A) # 0, ou seja, se e somente
se A for inversivel.

9
d

<

Mostre que se A, B e AB s3o elementos de M, entdo T4 0o Tp = Tap.

=

Constate que Th(z) = z, a funcio identidade e conclua que se A € 0t for inversivel vale T;' =T, 1.

E. 14.38 Ezercicio. Tomemos A = (21) € 9 com det(A) # 0 e seja Ta como acima.

29 August Ferdinand Mébius (1790-1868).
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a) Para ¢ # 0 mostre que T'a(z) pode ser escrita como T'a(z) = La o I o Ma(z) onde, para w € C,

1 d—b
I(w) == —, La(w) = 4_ =0, e Ma(w) == cw+d.

w c

Note que I, La e M4 séo transformagbes de Mobius, L e M4 sendo fungdes lineares e I sendo uma inversdo. Para ¢ = 0 tem-se
d # 0 (pois det(A) # 0) e vale, obviamente, Ta(z) = %z + %, uma fungdo linear. Assim, concluimos que se det(A) # 0 a fungdo
T'a pode ser escrita como composicdo de fungdes lineares e inversdes, essas Ultimas ocorrendo somente se ¢ # 0.

b) Mostre que fungdes lineares como L e M4 transformam retas do plano complexo em retas do plano complexo e circulos do plano

complexo em circulos do plano complexo.

N

c

N

Conclua daf que, caso det(A) # 0 e ¢ # 0, entdo T4 transforma retas em retas ou circulos e, igualmente, transforma circulos em
retas ou circulos.

d) Mostre que a afirmativa do item c) é também verdadeira caso ¢ = 0 (isso deve ser trivial agora, lembre-se do item b)).

e Simbolos de Riemann e transformagoes de Mobius

As observagoes do item E. 14.38 do Exercicio E. 14.38, pdgina 832, combinadas & Proposi¢ao 14.7 da pégina 14.7
conduzem imediatamente & seguinte proposigao importante:

Proposicao 14.9 Seja A uma matriz 2 x 2 compleza e inversivel e seja a correspondente transformagio de Mdobius Ta,
definida acima. Entao

2oz oz Ta(z1) Tal(z2) Talzs)
PIX, M, L 2| = P AL A, N, Ta2) | o (14.140)
AL AL A AL AL Ao

A igualdade se dando a menos de um fator multiplicativo. Essa igualdade significa que se implementarmos na equagio
(14.131) a mudanga de varidvel z — Ta(z) (com A inversivel) obtemos equagdes do mesmo tipo e com os mesmos indices,
apenas com os pontos singulares z; transformados em Ta(z;) para todo i =1, 2, 3. [m}

14.8.3.2 Equagoes Fuchsianas com trés pontos singulares e a equagao hipergeométrica
Coletando diversos ingredientes apresentados acima podemos agora provar a afirmacao feita anteriormente que toda
equagao Fuchsiana de linear homogénea de segunda ordem com trés pontos singulares pode ser transformada em uma
equagao hipergeométrica.

Se z1, z2 e z3 sdo trés pontos distintos de C, entao para a matriz A dada por

- | 5B o) (14.141)
(222) = (22)
z1—23 Z1—23

valem T4 (z1) =0, Ta(22) =1 e Ta(zs) = 00. Se z1, 22 sdo dois pontos distintos de C entao para a matriz A dada por

1 —21
A= (14.142)
0 20—21
(que formalmente pode ser obtida como o limite |z3] — oo da matriz anterior) valem T4(z1) = 0, Ta(z2) = 1 e

T'a(00) = o00.
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E. 14.39 Ezercicio. Verifique as afirmagdes acima. Constate também que ambas as matrizes em (14.141) e (14.142) tém determi-
nante nao-nulo. *

Concluimos dessas observagoes e da Proposicao 14.9 que

21z oz 0 1 oo
PIXE M, AL 2| = Pan AL AL Tue) | - (14.143)
AL AL AL AL AL AL

para quaisquer z1, 2 e z3 distintos (z3 podendo ser infinito), A sendo a matriz (14.141) para z3 finito ou (14.142) para

0 1 oo
z3 = 0o. Observe-se agora que o simbolo de Riemann P PSAD S S descrevendo uma equagao para uma fungao
1 2

AL A%

z1 z2

y(z) pode ser transformado, evocando a Proposigao 14.8, pagina 831, na equagao descrita pelo simbolo de Riemann

0 1 00
P 0 M, M AL 2
AL = AL AL ML AL

para funcao v(z) = (z — zl)fA:J y(z). Para a funcao w(z) = (z — 22)7*22 v(z) obtém-se, pela mesma proposicao, a equagao
descrita pelo simbolo de Riemann

P 0 0 ML AL 2] (14.144)

AL =ML AL S AL ML AL AL
Definindo agora
a = M +M, AL b= M+ AL+ AL e c=1-(A; -h)

é facil ver, usando novamente (14.137), que A7, — A}, = ¢ —a — b e com isso o simbolo (14.144) é re-escrito como

l—c c—a—-b b

Escrevendo, por fim, essa equagio nas formas (14.132) ou (14.133), obtém-se

E R o 0 = 00 ousein, #(1-2) )+~ (Lt 0):] o () -aby(e) = 0,

s €
O
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que vemos tratar-se da equagdo hipergeométrica, ou equagio de Gauss, (vide equagao (14.96), pagina 814).

Estabelecemos, portanto, que toda equagio Fuchsiana de segunda ordem com trés pontos singulares z1, 22 e z3 (este
dltimo podendo ser infinito) pode ser transformada em uma equagao hipergeométrica por transformagoes de Mobius na
sz . ~ —AT —A\T ~ . . B
varidvel z combinadas a transformagdes y(z) — (z — z1) %1 (z — z2) 29(2) na fungiio incégnita y.

O estudo de solugoes da equagao hipergeométrica serd iniciado na Sec¢ao 15.2.7, pagina 883.

e Equacgoes Fuchsianas com quatro singularidades

Algumas palavras rapidas sobre equacoes Fuchsianas com quatro singularidades. A Equacdo de Heun®°,

, afiz —
y'(2) + my(z) =

zZ—a

onde «, J, €, q e a sdo constantes, é Fuchsiana e possui quatro singularidades regulares, a saber, nos pontos 0, 1, a e no
infinito.

E. 14.40 Ezercicio.

Verifique essas afirmagdes! *

E possivel demonstrar que toda a equagao Fuchsiana com quatro singularidades pode ser transformada em uma
equagao de Heun, em analogia com o que ocorre com a equagao hipergeométrica no caso de trés singularidades.

30Karl Heun (1859-1929).
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14.9 Exercicios Adicionais

E. 14.41 Ezercicio. Seja A uma matriz n x n diagonalizivel e seja

A = iakEk
k=1

sua representacdo espectral, onde o, ..., a, sdo seus autovalores distintos e E} sdo seus projetores espectrais tais que FoEy = 64, Fa
el =73, _, Ex. Mostre que

exp(4) = Zfz“kE‘k.
k=1

Ll
E. 14.42 Ezercicio. Seja a matriz
2 0
A =
37
a) Determine seu polindmio caracteristico e seus autovalores A; e A2. (Para fixar uma convencdo adote A1 < Az).
b) Determine autovetores correspondentes a esses autovalores.
c) Determine uma matriz P que diagonaliza A1, ou seja, a matriz P tal que D = P'AP= diag (A1, A2).
d) D pode ser obviamente escrita como
D = MKi+ XKz,
onde
10 0 0
K, = , K>
0 0 0 1
Logo,
Al =ME1+ B2, (14.145)

onde E, = PK, P~ a=1, 2.

e) Calcule explicitamente E1 e E> e mostre que (14.145) é a representagdo espectral de A1, ou seja, mostre explicitamente que E,
sdo projetores e satisfazem E,Ey =64, 5Ea e 1 =3, _, Ey.

f) Os projetores 1 e E> podem ser também calculados usando (10.63). Obtenha-os dessa forma e compare os resultados.

g) Usando o Exercicio E. 14.41 calcule exp(tA;). "

E. 14.43 Euzercicio. Repita o mesmo exercicio para as matrizes

-2 b5 3 0 3 0
Ay = s Az = s Ay = s
0 4 3 4 3 4
-2 i 41 3—i
As s As
0 -5 0 2

E. 14.44 Egercicio. Determine explicitamente a solugdo do sistemas de equacdes lineares a coeficientes constantes X (t) = AX (t),
com X (0) = Xo, para
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a) a, f€R.
30 1 a) Sabendo que p1(0) = ny e p2(0) = na2, determine p1(t) e p2(t) para t > 0.
A= ’ Xo = . b) Que relagio « e 3 devem satisfazer para que tenhamos lim pi1(t) = lim pa(t) = 07
3 4 2 t—ro0 t500
c) Determine lim pi(¢) e lim p2(t) no caso 8= a > 0. £
t—o0 t—oo
b)
3.0 1 E. 14.47 Ezercicio. Seja P, o espaco vetorial complexo (n + 1)-dimensional de todos os polinémios complexos de grau menor ou
A= g Xo = . igual a n. Seja D = - o operador de derivaco agindo em P,,.
3i 4 2 .
a) Expresse D como uma matriz (n + 1) x (n 4 1) agindo na base {eo, ..., e,}, onde ey = =¥ /k!.
c) b) Mostre que D, agindo em P, é nilpotente.
5 1 1 c) Expresse exp(tD), t € R, como matriz na base {eo, ..., en}.
A= ’ Xo = d) Seja p(z) = ap + a1z + -+ + anz”™ um elemento de P,,. Mostre que (exp(tD)p)(z) = p(x +t). Sugestdo. Mostre que isso é
1 2 -2 verdade para todos os elementos da base {eo, ..., en}. &
d)
E. 14.48 Ezercicio. As chamadas matrizes de Pauli sdo definidas por
2 -1 1
A= s Xo =
0 2 1 0 1 0 —i 1 0
o1 = R oy = e 03 = . (14.146)
10 i 0 0 -1
e)
0 — 1 a) Mostre que as mesmas satisfazem as seguintes relacBes algébricas: para todos a, b =1, 2, 3 valem
A = s Xo =
. 3
i 0 3 [0a, 0b] == 0a0b —ovoa = 22'25@(0“ (14.147)
=1
f)
0 1 3 {Ga: Ob} = 0uob+0b0a = 20u1, (14.148)
A= s Xo =
10 -1 2
0ath = Sl i) Eabeoe - (14.149)
Descreva qualitativamente o retrato de fase de cada um dos sistemas acima. * o=t
Note que as matrizes de Pauli sdo autoadjuntas: o; = 0;.
E. 14.45 Ezercicio. Determine explicitamente a solugio do sistemas de equagdes lineares a coeficientes constantes X (t) = b) Mostre que as g})atr? n;latrlzez L, o1, 02, 03 formam uma base em Mat (C, 2): toda matriz complexa 2 x 2 pode ser escrita
AX(t) + B(t), com X(0) = X, para como uma combinagdo linear das mesmas.
a) c) Mostre que as matrizes 1, 01, 02, 03 s3o ortonormais em relacio ao seguinte produto escalar definido em Mat (C, 2): (A, B) :=
1Tr(AB).
0 -1 0 1 1 d) Seja 77 := (11, 12, n3) um vetor de comprimento 1 de R?, ou seja, ||7j]| = 1. Seja, 7-G := mo1 + n202 + 1303, onde oy, sdo as
matrizes de Pauli, definidas acima. Mostre que
A=11 0 of- B(t) = sen(t) | » Xo = |3
exp (077 - &) = cos(0) 1 + isen(h) (77 5) .
0 0 3 cos(t) 2
e) Obtenha a representagdo espectral das matrizes de Pauli.
b
) *
2 10 sen(t) 1
A=10 2 of- B(t) = ¢ R Xo = |3] - E. 14.49 Ezercicio. Exiba pelo menos um exemplo de um par de matrizes quadradas A e B tais que exp(A) exp(B) # exp(A+ B).
£
0 0 3 cos(t) 2
Ed E. 14.50 Ezercicio. I. Mostre que se A(t), t € R, sdo matrizes complexas n x n, continuas em ¢ e que comutam para t's diferentes,

ou seja, tais que A(t)A(t') = A(t')A(t) para todos t e t', entdo a série de Dyson

D) = n+i/t/“---/tm A(E)A(t2) -+ Altn) dbndtn_s - dts
pi(t) = —api(t) + Bpa(t) , p2(t) = Bpi(t) — ap2(t) , n=170 70 0

E. 14.46 Ezercicio. Um sistema formado por duas populagdes p1(t) e p2(t) evolui de acordo com as equagdes
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pode ser escrita como

D(t) = exp (/Ut A(T)df) .

Uma demonstragdo desse fato foi apresentada em (14.50), pagina 784, mas aqui sugerimos uma demonstragdo usando equagdes diferen-
ciais.

Sugestdo 1: duas matrizes D(t) e E(t) (ambas continuas e diferencidveis em ¢ € R) sdo iguais para todo ¢ se ambas satisfazem a
mesma equacio diferencial D(t) = A(t)D(t) (vide (14.14), pagina 766) e E(t) = A(t)E(t) e a mesma condi¢do inicial D(0) = E(0).

Atengao: para provar que E(t) := exp (/f A(T) dT) satisfaz E(t) = A(t)E(t) é necessério usar a hipStese que A(t)A(t') =
A(t')A(t) para todos t e t'. Para entender isZo, considere matrizes diferencidveis B(t) com B(t)B(t') = B(t')B(t) para todos t e
t'. Entdo, vale também que B(t)B(t) = B(t)B(t), pois B(t) = lim %(B(tJre) — B(t)), sendo que, por hipétese, B(t+¢)B(t) =
B(t)B(t + ¢€). Disso segue, pela regra de Leibniz, que para m € IN vale

d

5 (B®O™) = BOB®™ '+ BO)B®)BE)™ >+ Bt)’Bt)Bt)" >+ + B@t)" ' B(t) = mB(t)B(t)™ " .

Justifique! Prove com isso que

d ¢ d
Eexp(/0 A(T)dT) =7

1+§1%1 (/;A(ﬂ)m] = A@exp (/OtA(T)dT) .

1 2
II. Seja A(t) =tR com R = . Compute D(t), t € R.
0 1
Sugestdo 2: mostre que se uma matriz R é da forma R = 1 + N com N? =0, entdo R™ = 1 + mN, para todo m € N. *

E. 14.51 Ezercicio. Seja a matriz

onde a, f € R.
a) Determine seus autovalores e seus projetores espectrais £ e E> e escreva a matriz A na forma espectral
A = ME1+ XE .

Mostre explicitamente que E; e E; satisfazem E,Ey = 0., sEq € E1 + E2 = 1.
b) Determine explicitamente a matriz et teR.

c) Determine explicitamente a solu¢cdo da equagio

X(t) = AX(t) +G(t),

onde
z1(t) et 9
X = .G = LX) = Xo =
x2(t) et 9
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E. 14.52 Ezer 3

Seja a matriz

00 0 ~ &

00 0 & 7

onde «, 3, v e § s3o nimeros complexos. Calcule exp(tA), t € R.

E. 14.53 Ezercicio. Sejam
yi(t) s1(t)
Y(t) = : s S =
yn(t) sn(t)
e M uma matriz n X n complexa de coeficientes constantes. Mostre que o sistema linear
Y(t) = MY (t)+ S(t)

com condic3o inicial Y(0) = Y, tem por solugio

t
Y(t) = c“*yu+/ eOMG () du .
0
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