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2 dcdugao das rclagocb dc ortogonahdadc dL CCrt:,Lb tungogs a dcdugw das chamadas formulas de Rodngucs e
de rclagogs de recorréncia para as mesmas e também a determinagao de suas fungoes geratrizes. Essas propriedades, que
serao devidamente definidas e discutidas na Secao 16.1, sao uteis para a resolucao de equagoes diferenciais, especialmente
aquelas provenientes de problemas envolvendo equagdes diferenciais parciais submetidas a certas condigoes iniciais e/ou
de contorno. Exemplos de aplicagdes a problemas fisicos sao discutidos no Capitulo 45, pagina 2608. Ainda que nosso
tratamento seja tdo completo quanto possivel, dentro do escopo relativamente limitado que pretendemos ter, repetimos
aqui a recomendagao das referéncias listadas no Capitulo 15 & pagina 843.

16.1 Discussao Preliminar

Na préxima segao, a Se¢ao 16.2, tencionamos apresentar ao leitor certas propriedades de algumas das fungoes encontra-
das como solugdo de equagoes diferenciais de interesse em Fisica, propriedades essas cuja utilidade maior manifesta-se
especialmente, como mencionado, na resolucao de equagoes diferenciais parciais submetidas a certas condigoes iniciais
e/ou de contorno. Na presente segio prepararemos o terreno discutindo algumas ideias gerais.

As ideias gerais que apresentaremos envolvem 1. as chamadas relagdes de ortogonalidade, que generalizam aquelas
bem-conhecidas da teoria das séries de Fourier; 2. as chamadas férmulas de Rodrigues, teis para a obtengdo de relagoes
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de recorréncia entre fungoes e 8. as chamadas funcdes geratrizes', das quais outras propriedades tteis sao extraidas, como
por exemplo representagoes integrais para certas fungoes.

Os exemplos principais dos quais trataremos a seguir, na Se¢ao 16.2, envolvem os polinémios de Legendre, de Hermite
e de Laguerre e as fungoes de Bessel, todas de importancia na resolugao de problemas do Eletromagnetismo, de Mecanica
Quantica, da Mecanica dos Fluidos e de outras areas.

16.1.1 Relagoes de Ortogonalidade

No Capitulo 15 tratamos nossas equagdes diferenciais como equagdes no plano complexo. Para a discussao das chamadas
relagoes de ortogonalidade devemos considerar apenas equagoes diferenciais de uma Varidvcl real. De qualquer forma,
na absoluta maioria das equagoes diferenciais de interesse em Fisica a fungao incognita y é uma fungao de uma variavel
real, digamos, x, e assim consideraremos aqui.

Seja o problema de determinar as solugdes nao nulas da equagao diferencial y”(z) + Ay(z) = 0, com x restrita ao
intervalo [0, 7], e que satisfacam as condicdes y(0) = y(w) = 0. Tais solugdes somente existem se A for da forma A = m?
comm =1, 2, 3, ... e sdo, para cada tal m, da forma y,,(xz) = sen(mz). Esse problema surge em um problema cldssico
da mecénica de corpos deforméveis, a saber, no problema da corda vibrante homogénea, do qual tratamos na Segao
45.5.1, pagina 2661. De importancia crucial na resolugdo daquele problema sao as chamadas relagoes de ortogonalidade
satisfeitas pelas fungdes sen(maz) no intervalo [0, 7], as quais afirmam que f(;r sen(ma) sen(nx)dx = 5 dm, n, para todos
m, n=1,2,3,.... Como o leitor pode constatar pela leitura da Se¢ao 45.5.1, essas relagdes permitem a obtengao de
solugoes da equagiao de movimento da corda vibrante homogénea que satisfagam condigoes, ditas condigoes iniciais, que
fixem a posicao e a velocidade de cada ponto da corda no instante inicial de seu movimento (“problema de Cauchy”).

Diversos outros problemas fisicos, alguns também tratados no Capitulo 45, pdgina 2608, podem ser igualmente
resolvidos com o uso de relagoes de ortogonalidade andlogas. Na presente se¢ao discutiremos de forma bastante geral
como tais relagoes se originam. Na Segao 16.2, pagina 917, veremos as ideias aqui apresentadas serem empregadas em
exemplos concretos que, por sua vez, encontrarao aplicagoes nos problemas tratados no Capitulo 45.

Mencionamos, por fim, que as relagoes de ortogonalidade aqui discutidas podem ser elegantemente descritas na teoria
dos espagos de Hilbert, que introduzimos no Capitulo 41, pagina 2313. Na teoria dos espagos de Hilbert até mesmo a
denominagao “relagoes de ortogonalidade”, a qual pode parecer obscura a um leitor iniciante, torna-se natural. Boa parte
dos desenvolvimentos que introduziremos na presente segao serao reencontrados na discussao do chamado problema de
Sturm-Liouville, ao qual dedicamos o Capitulo 19, pagina 1068.

e Resultados preparatoérios

Vamos comegar nossa discussao mencionando alguns resultados iteis que serao usados logo adiante.

Lema 16.1 Seja O C R um aberto e seja xg um ponto de O. Vamos supor que tenhamos duas fungoes reais diferencidveis
feg:0— R ouC que satisfacam v f(xo) +y2f (x0) = 0 e v19(z0) +729'(z0) = 0, para constantes (reais ou complezas)
Y €2, ambas nao simultaneamente nulas, ou seja, (v1, ¥2) # (0, 0). Entdo, vale

f(@o)g'(x0) = f'(z0)g(x0) = 0. (16.1)

Se as constantes y1 e 2 acima forem constantes reais, vale também
f(@o)g (o) — f'(z0)g(x0) = 0. (16.2)
a

Prova. As condigoes do enunciado podem ser escritas em forma matricial como

f(@o) f(wo) | [m 0

g(@o)  g'(w0) ) \ 2 0

1A nogio de fungio geratriz foi introduzida na Segio 6.1, pagina 377.
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Logo, como (y1, v2) # (0, 0), a matriz do lado esquerdo deve ser nao inversivel, ou seja, seu determinante deve ser nulo:
f(20)g' (o) — f'(@0)g(x0) = 0. Se 1 e 2 forem constantes reais vale também

fl@wo) f(wo) | [m 0
9(xo) g'(x0) | \ 72 0
e, pelo mesmo argumento acima, segue que f(z0)g'(xzo) — f'(x0)g(x0) = 0. ]

Corolério 16.1 Seja O C R um aberto e seja xg um ponto de O. Seja u : O — C uma funcao diferencidvel. Entao,
uma condi¢do necessdria e suficiente para que existam constantes reais oy e a, ambas nao simultaneamente nulas, ou
seja, (a1, ag) # (0, 0) tais que ayu(zo) + aou’(xo) = 0 para algum zg € O € que valha u(xo)u'(zo) — v (zo)u(zo) = 0. O

Prova. Se existirem constantes reais a; e a, ambas nio simultaneamente nulas, tais que aju(zg) + aou'(zg) = 0 para
algum 2y € O, entdo, adotando f = g = w em (16.2) segue que u(zo)u'(zo) — v/ (xo)u(xo) = 0. Reciprocamente, se

(o) (z0) — u'(z0)u(zp) = 0 entdo a matriz ("EI”; ":EI“;
u(zo) u' (w0

) nao tem inversa e, portanto, pelo Coroldrio 10.1, pagina 551,

it )
existe um vetor nao nulo € C? tal que

72

- 4 (16.3)
u(wo) u'(zo) | \ 2 0

Isso afirma que y1u(zo) + 21/ (z0) = 0 e que y1u(wo) + Y21/ (29) = 0. Tomando o complexo conjugado dessas igualdades,

obtemos

= . (16.4)
u(zo) u'(z0) ) \ 72 0

Somando e subtraindo (16.3) de (16.4) obtemos

u(zg) u'(wo) | [ Re(m) 0 u(xo) u'(wo) | [ Im(71) 0
= e -

u(xo) u'(xo) Re (72) 0 u(zo)  u'(zo) Im (72) 0

Como (y1, 72) # (0, 0) entdo ou (a1, az) = (Re (1), Re(12)) ou (a1, az) = (Im (1), Im (y2)) (ou ambos) sdo vetores
reais nao nulos. Assim, provamos que existem constantes reais a; e as, ambas nio simultaneamente nulas, tais que

u(wg) W(wo) | [ 0

<]

, e, portanto, tais que aqu(zg) + agu’(zg) = 0. |
u(wo) u'(zo) ag 0

e Convengoes sobre intervalos. Alguma notagao

Em muitas das equagoes diferenciais de interesse em Fisica a varidvel = ¢é restrita a uma regiao J C R da reta real,
sendo J um intervalo fechado (tal como [a, b]), aberto (tal como (a, b)) ou semiaberto (tal como (a, b] ou [a, b)).
Podem também ocorrer intervalos infinitos, tais como J = (—oc0, 00), ou semi-infinitos, como J = (0, 00) ou J = [0, 00).
Denotaremos por J° o interior do intervalo J, ou seja, J° é o maior intervalo aberto contido em J. Por exemplo, se
J = [a, b] teremos J° = (a, b), se J = [0, c0) entdo J° = (0, co) e se J é aberto entdo J* = J.
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Daqui para frente vamos escrever o intervalo J°, finito ou nio, na forma J° := (4, B) C R e, portanto, (4, B) pode
representar intervalos finitos, como por exemplo (0, 1), semi-infinitos, como por exemplo (0, oo) ou ainda toda a reta
real (—oo, 00).

B b
Para uma fungao f conveniente, vamos denotar por / f(z)dz o limite lin‘1 / f(z)dz, caso este exista. Os limites
" asay fo
b

lim e lim representam os limites laterais a esquerda e a direita, respectivamente.
=Y =Y,

e A forma canénica de Liouville

Até aqui escrevemos nossas equagoes lineares homogéneas de segunda ordem na forma
y"(2) + a(@)y'(z) + b(x)y(z) = 0

(agora ja adotando como varidvel z € J). Em muitos problemas de interesse essa equagio pode ser escrita de outra
forma, denominada por alguns autores de forma canénica de Liouville, ¢ que serd importante para o que segue:

(P (2)) + a(@)y(@) + pr(@)y) = 0, (16.5)

onde,

1. p(z) é real, continua e diferencidvel em J° e p(z) > 0 para todo z € JO.
2. q é real e continua em J.
(16.6)
3. r(z) é real e continua em J? e r(z) > 0 para todo z € J°.
4. p é uma constante.

As condigdes de positividade de p e 7 em J° sdo as mais importantes. Note-se que nio excluiremos que p e r possam se
anular (ou mesmo divergir) nos extremos do intervalo J2.

Como o leitor pode facilmente constatar, a relagao entre essas fungoes é a seguinte:

p'(z) _ 1
o) @ = 3@

Dadas a(z) e b(z), a primeira relagdo acima fixa p(z) (a menos de uma constante), a saber,

p@) = exp < /U wa(z’)dz’+con5t.> .

a(z) = (q(x) + pr(z)) -

J4 a segunda nem sempre fixa g(z) e r(z) univocamente, tudo dependendo da condi¢ao de positividade sobre 7(z), que
foi mencionada acima, ou de qual pardmetro se deseja tomar por p. Na maioria dos casos, porém, ¢ e r podem ser fixados
univocamente, o que ficard claro nos exemplos que seguem.

Virias das equagoes diferenciais de segunda ordem das quais tratamos no Capitulo 15 podem ser escritas na forma
canénica em algum intervalo .J conveniente®. Vamos a alguns exemplos que nos interessarao:

e A equacgao do oscilador harménico simples: y”(z) + Ay(z) = 0. Aqui p(z) =1, ¢(z) =0, r(z) =lepu= A
Varios tipos de intervalos J aparecem em problemas. No problema da corda vibrante, por exemplo, pode-se adotar
J = [0, L], L sendo o comprimento da corda.

e A equacdo de Legendre (1 — 22)y"(x) — 2zy'(x) + A(A + 1)y(x) = 0 é tipicamente considerada no intervalo
J =[—1, 1] e pode ser escrita na forma candnica de Liouville como

((1 —a?) y’(m)))’+)\()\+1)y(m) = 0. (16.7)

20 caso em que p e r permanecem finitas e positivas nos extremos do intervalo J é particularmente importante no chamado Problema de
Sturm-Liouville regular, tratado no Capitulo 19, pdgina 1068.
3A conveniéncia ¢ ditada pelo problema fisico subjacente.
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Aquip(z) = (1—2?%), q(z) =0, r(z) =1le p=AA+1).

Note que p(z) > 0 em J° = (-1, 1), mas anula-se nos extremos x = 1. J4 a funcdo r(z) é positiva em todo

J=[-1,1].

e A equacdo de Hermite y"(x) — 2zy/(z) + Ay(z) = 0, é tipicamente considerada no intervalo J = (—oco, c0) e
pode ser escrita na forma candnica de Liouville como

(= v@) 2@ = 0. (16.8)

Aqui p(z) = e, q(z) =0, r(z) = e o=\

Note que p(x) > 0 e r(x) > 0 em todo J = (—o0, 00).

A equagao de Tchebychev (1—22)y”(z)—z y'(z)+A?y(z) = 0 é tipicamente considerada no intervalo J = [—1, 1]
e pode ser escrita na forma candnica de Liouville como

(\/ 1—a? y'(.’l:))/ + A2 \/%y(r) =0. (16.9)

Aqui p(z) = V1 —2a?, q(x) =0, r(z) = 1/V1 —a? e p = N2

Note que p(z) > 0 em J® = (-1, 1), mas anula-se nos extremos z = +1. J4 a funcdo r(z) é positiva em todo

J = (-1, 1), mas diverge nos extremos x = +1. No entanto, r é integrdvel no intervalo J, isto ¢, jil r(z)ds é
finita.

A equagao de Laguerre zy”(z) + (1 — z)y'(z) + Ay(x) = 0 é tipicamente considerada no intervalo J = [0, o) e
pode ser escrita na forma candnica de Liouville como

(ze ™ y/(z))/ +Ae Ty(z) = 0. (16.10)
Aquip(x) =ze ™, q(z) =0, r(@) =e¢ T epu=A

Note que p(z) > 0 em J° = (0, o0), mas anula-se no extremo = = 0. J4 a fungdo r(z) é positiva em todo
J =10, o0).

A equacdo de Bessel de ordem v, escrita na forma z%y"(z) + 2y'(z) + (a?z? — v?)y(z) = 0, é tipicamente
considerada no intervalo J = [0, 1] e pode ser escrita no intervalo (0, 1] na forma canonica de Liouville como

(u/(z))/ - % y(x) + Pay(z) = 0 . (16.11)

. 2
Aqui p(z) =z, q(x) = =%, r(z) =z e p =’
Note que p(z) > 0 em J° = (0, 1), mas anula-se no extremo z = 0, o mesmo valendo para r(z).
A equagdo de Bessel esférica também podem ser escrita na forma canonica de Liouville. Porém, a mesma pode
ser facilmente transformada em uma equagao de Bessel e, portanto, seu tratamento é um caso particular do daquelas

equagoes. Vide Segao 16.2.8, pagina 969.

e O operador de Liouville

A forma canénica de Liouville (16.5) sugere a introdugao de uma notagao muito conveniente. Seja uma fungio u
definida em J que seja pelo menos duas vezes diferencidvel. Sob as hipéteses (16.6) definimos o chamado operador de
Liouwille*, denotado por L, como sendo o operador diferencial dado por

(Lu)(z) = (p(a)u') + q(x)u, (16.12)

ou seja,
d d
L= (P(ﬂﬂ) +4q(z) .

4Essa nomenclatura nao é universal, talvez por causar uma certa confusio com um outro operador, também dito de Liouville, que ocorre na
Mecénica Classica 10

=2 %7 55 com H sendo a fungio Hamiltoniana, ¢ ¢ p sendo coordenadas de posigio e momento, respectivamente.
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Definimos também o operador diferencial denotado por M por

A equagio (16.5) fica simplificada na forma

(Lu)(x) + Ar(z =0, ou seja, (Mu)(z) = Au(z) . (16.13)

Se A for um nimero tal que a equagao (16.13) for satisfeita para alguma fungio uy, entdo diz-se que A ¢ um autovalor e
uy ¢ dito ser a autofuncao associada ao autovalor \. Essa nomenclatura surge por analogia com os conceitos de autovalor
e autovetor de matrizes na élgebra linear. Estritamente falando A e uy s@o autovalores, respectivamente, autofungoes,
do operador M.

e O Lema de Green

O seguinte resultado elemetar sobre o operador L, por vezes, denominado Lema de Green®, serd importante no que
segue.

Lema 16.2 Seja J = (A, B) C R um intervalo como descrito acima e sejam u e v fungoes duas vezes diferencidveis
definidas em um intervalo finito [a, b] C J, com A < a <b < B. Sejam p, q e r satisfazendo as condi¢cdes enumeradas
em (16.6). Entao,

b b . - . .
/ v(z) (Lu)(x) d 7/ (Lv)(x) u(z) dz = p(b) ('U(b)u'(b) - v’(b)u(b)) 7p(a)(1/(a)u’(a) - v’(a)u(a)) . (16.14)
a a
Seu e v forem definidas em J°, forem duas vezes diferencidveis e satisfizerem as condi¢oes que os limites laterais

i p(a) (o(@u'(@) - V(@u@) e lim p(b)(v®u'(B) - VBu(b))

a—s Ay

ezistem e satisfazem

lim p(a)(w(_a)t(a)fmu(a)) = lim p(b)(@u'(b)—7/’(}1)71,(!))) , (16.15)

a—Ay

entao teremos, consequentemente,

B B
/ v(z) (Lu)(z) de = / (Lv)(z) u(z) dz (16.16)
A A
o que equivale a dizer que » i
/ v(x) (Mu)(z) r(z)dz = / (Mv)(x) u(z) r(z)d . (16.17)
A A
a

Prova. Usando-se integragao por partes, temos

b b b
/ v(z) (Lu)(z) de = / m(p(w)u’)lder/ v(z)q(z)u(z) do

a

_ 7/ab T (p()) da +Epu/|: + /ab v(z)q(x)u(z) do

b N/ b b b
= /a u(pv’) dz+5pu"a—v’pu‘a+/u v(z)q(z)u(z) do

b

b
(16.18)
a

b
— /a (Lv)(z) u(z) dx*@)u’) .

a

5George Green (1793-1841).
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ou seja,

/a ' o(@) (Lu)(z) do— / ' T0)@) u(z) dv = (fpuu?pu)‘: = p(b)(v(b)u’(b)—v’(b)u(b)

Nota para o estudante mais avangado. Se V for um espago vetorial de funcoes duas vezes diferencidveis satisfazendo (16.15), entdao (16.16)

informa-nos que o operador L é um operador simétrico em V com relagio ao produto escalar (f, g) = f/f f(z)g(x)dx e (16.17) informa-nos

que o operador M é um operador simétrico em V com relagio ao produto escalar (f, g), = [£ f(@)g(z) r(z)dz. &

16.1.1.1 Condigoes de Contorno e a Origem das Relacoes de Ortogonalidade

Vamos nos interessar por equagoes diferenciais como Lu + pru = 0 definidas em um intervalo J = (A, B), nao necessa-
riamente finito, como descrevemos acima, com as solugoes u satisfazendo as condigoes que os limites laterais

Jim p(a) (u(@u () = wajua)) e lim p() (ulB)u'(e) - wBuv)

existam e satisfagam

Jm p(a) (ul)u' (@) = Wlaju(a)) = tim p(b) (u®)u’'(}) — L Bu(®)) - (16.19)

H4 vérias condigoes sob as quais (16.19) ¢é satisfeita. Listemos alguns dos casos que ocorrem em equagoes de interesse:

I J = (A, B) é um intervalo finito ou nao, lirE p(A) = bli)}} p(B) = 0 mas o produto u(z)u'(z) ndo diverge nos
Ay —B_
limites # — A4 e * — B_. Essas condigoes implicam (16.19), ambos os lados da igualdade sendo nulos.

II J = [A, B] é um intervalo finito, p(A4) e p(B) sdao ambos finitos mas u satisfaz condi¢oes de contorno em A e em
B do forma

aru(A) +azu'(A) = 0, (16.20)
Bru(B) + feu/(B) = 0, (16.21)

onde ay, ag, Bi, B2 sdo constantes reais fixadas, sendo (a1, az) # (0, 0) e (81, B2) # (0, 0).

Pelo Coroldrio 16.1, pagina 907, essas condi¢oes implicam que u(A)u'(A)—u'(A)u(A) = 0 e u(B)u'(B)—u'(B)u(B) =
0, o que implica (16.19), ambos os lados da igualdade sendo nulos.

III J = (A, B) é um intervalo finito e vale uma combinacio dos casos anteriores. Por exemplo, 1i[£1 p(A) =0 com o
asAy

produto u(z)u'(z) nao divergindo no limite © — Ay e, além disso, existem constantes reais (81, B2) # (0, 0) tais
que B1u(B) + Bou'(B) = 0.

As condigoes (16.19) sdo, portanto, mais gerais que condigoes como I ou II, acima. A Proposi¢ao 16.1, adiante,
aponta algumas de suas consequéncias.

e Realidade dos autovalores, simplicidade e realidade das autofungoes

Proposigao 16.1 Seja um intervalo (ndo necessariamente finito) J = (A, B), como descrito acima, e sejam p, q e 1
fungoes definidas em J, satisfazendo as condi¢oes enumeradas em (16.6).

Considere-se o problema de determinar wma constante p e uma solugao u da equagao diferencial Lu(z)+pr(z)u(z) = 0
definida em J, com u satisfazendo as condigoes que os limites

Jim p(a) (wl)' (@) ~ w@u(@) e lim p(e) ()’ b) ~ WBu(b))

b—B_
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existam e satisfagam

Jim p(a) (Mn'(a)fmu(a)) = lim p(b) (Wu’(b)fmu(b)) . (16.22)

b—B_
Entao, valem os sequintes fatos:
a. peR,
b. A solug¢ao u é inica a menos de uma constante multiplicativa,
c. A solugao u é miltipla de uma solugdo real.
Consequentemente, toda solugao da equagio Lu(zx) + pr(z)u(z) =0 com p € R sob as condi¢oes (16.22) é mailtipla de

uma dnica solugao real da equagio Lu(x)+ pr(x)u(z) = 0. Note-se que fungdes reais satisfazem trivialmente as condigdes
(16.22). [m]

Prova. Parte a. Consideremos (a, b) um intervalo finito contido em .J e seja a expressio (7 — 1) f: [u(x)? r(z) dz.
Podemos escrevé-la como

b
= @) [ W@ ) do

b b
= / (pu()r(z))u(z) dxf/ u(w) (pr(z)u(z)) do

b b
= 7/ (Lu)(x)u(z) dz‘+/ u(z)(Lu)(z) da

(16.14)

p0) (w®)' () = W B)u(b) ) - pla) (u@'(a) - Wa)u(a)) -

Por (16.22), o lado direito converge a zero nos limites b — B_ e a — A. Como f: |u(2)|? r(x) dz > 0 para todos a e b
com A < a <b< B, concluimos que fi = 1, provando que p € R.

Parte b. Sejam u;, us tais que Luy + prus = 0 e Lug + prug = 0 para um dado p, ambas satisfazendo as condicoes
mencionadas no enunciado. Como vimos na parte a, u é real. Considere-se a fun¢ao

Wiz(z) = det @) o) = u(z)uy(z) — vl (x)uz(z) .

us(z)  uhH(z)

Vamos em primeiro lugar mostrar que p(z)Wia(z) é constante, ou seja, que (pWi2)' = 0. De fato,
— - g - !
(PWr2)' = p"Wia +pW), = p' (uuh — ufug) + p (Wruy — ujus)
= 9 (@l — uius) + p (uhuly + Trul — ufus — whub)
= P (@ruh — Wuz) + p (@l — uus)

= w(p'uy + puy) — ua(p'uy + puy)

— o) - )
= —ui(qua + prus) + us(quy + pruy)

= 0. (16.23)
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Agora, p(z)Wiz(z) = p(a) (u1(z)ub(x) — uz(z)u] (x)) e, portanto, pelas hipéteses (16.22), seus limites b — B_ e a — A4
existem e anulam-se, provando que p(z)Wi2(x) = 0 para todo x. Pelas hipéteses em (16.6), p é positivo em JO e,
portanto, Wy2(z) = 0 para todo .

Isso diz que as duas linhas que formam a matriz cujo determinante ¢ W12 (z) sio, para cada x € [a, b], proporcionais
uma a outra, ou seja, existe y(z) tal que, por exemplo,

w@) = (2ux(z) e W) = (2)u(e)

para todo z. Derivando a primeira e comparando & segunda, conclui-se que y(x) ¢ constante, ou seja, nao depende de z.

Assim, verificamos que as fungoes Uy e uz sdo miltiplas entre si. Com isso, mostramos que se tivermos duas autofungoes
5 )

com o mesmo autovalor as autofun¢bes sao multiplas uma da outra e o subespago que ambas geram tem dimensao 1.

Parte c. Como p, ¢, r sdo reais e também p (pela parte a), entdo se u é solugao de Lu+ pru = 0 seu complexo conjugado
7 também o é. Fora isso, se u satisfaz as condigdes (16.22), seu complexo conjugado u também as satisfaz. Logo, pela
parte b, existe uma constante v € C tal que @ = ~yu.

A equagao u = yu implica u = Ju e, portanto |y| = 1, ou seja, vy = ¢, para f € R. Decompondo u em suas partes

real e imagindria, u = v + 4w, concluimos que v — iw = (cos # + i send) (v +iw), ou seja, valem (1 —cosf)v = —sen(f)w e
(14 cos@)w = —sen(f)v. Agora, se cosf = 1, entao a segunda igualdade implica w = 0 e, portanto, u = v. Se cosf # 1,
entdo a primeira igualdade implica v = 7%111 e, portanto, u = (7 1;*;22?9 + i) w. |

Os resultados da Proposicao 16.1 podem ser parafraseados da seguinte forma. Considere-se o problema de determinar
os autovalores e autofungdes u da equagio Lu+ pru = 0 sob condigoes que impliquem a condiges (16.22), tais como as
condigoes I ou IT da pagina 911. Entdo, os autovalores sao reais, simples (ou seja, nao degenerados: para cada autovalor
o0 espago das correspondentes autofungoes ¢ unidimencional) e as autofungoes podem ser tomadas reais.

e Problemas de autovalores e relagoes de ortogonalidade

No teorema a seguir consideraremos fungoes reais ui e uy definidas em um intervalo (ndo necessariamente finito)
J = (A, B), que satisfagam as condigoes de os limites

Jim p(@) (wr(@)u(0) ~vi(@)us(a)) el p() (u (Bu) — ey (Dua(b))

existirem e satisfazerem

tim p(a) (wr(a)us (@) — i (aus(a)) = lim p(v) (wr(B)us(b) — s (Bus(h) ) - (16.24)

a—Ay
H4 vérias condigoes sob as quais (16.24) ¢é satisfeita. Listemos alguns dos casos que ocorrem em equagoes de interesse:
I’ J = (A, B) é um intervalo finito ou néo, lirg p(A) = blilg p(B) = 0 mas o produto uy(z)ub(x) — uj(x)us(z)
a—Ay -

nao diverge nos limites  — A4 e x — B_. Essas condigbes implicam (16.24), ambos os lados da igualdade sendo
nulos.

II’ J = [A, B]éum intervalo finito, p(A) e p(B) sao ambos finitos mas tanto a fungao u; quanto a funcao uy satisfazem
condigoes de contorno em A e em B do forma

aju(A) + apu’'(A) = 0, (16.25)
Biu(B) + Bou/(B) = 0, (16.26)

onde ay, ag, Bi, B2 sdo constantes reais fixadas, sendo (a1, asz) # (0, 0) e (81, B2) # (0, 0).

Pelo Lema 16.1, pdgina 906, particularmente por (16.1), essas condigoes implicam que uy (A)ub(A)—uf (A)ua(A) =0
e uy(B)ub(B) — u}(B)uz(B) = 0, o que implica (16.24), ambos os lados da igualdade sendo nulos.

III’ J = (A, B) é um intervalo finito e vale uma combinagio dos casos anteriores. Por exemplo, liIX p(A) =0
a—At

com o produto uy (z)ub(x) — u}(z)uz(x) nao divergindo no limite x — Ay e, além disso, existem constantes reais
(B1, B2) # (0, 0) tais que tanto a fun¢do u; quanto a fungao us satisfazem Biu(B) + fou’(B) = 0.
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Consequentemente, as condigoes (16.24) sdo mais gerais que condigdes como I’ ou IT’, acima. O seguinte resultado
aponta uma das consequéncias das hipéteses de (16.24) e expressa uma da mais importantes propriedades das solugoes
das equagoes diferenciais discutidas acima: as chamadas relagoes de ortogonalidade.

Teorema 16.1 Considere-se a equagio diferencial Lu(x) + pr(z)u(z) = 0 definida no intervalo (ndao necessariamente

finito) J = (A, B), com p, q e r satisfazendo as condi¢oes enumeradas em (16.6). Sejam A\ e XAy € R com A\ # Xa €

suponhamos que uy e up sejam fungoes reais nao nulas que satisfazem

Luy () + Mr(z)ur (z) = 0 e Lus(z) + Aor(z)us(z) = 0, (16.27)

em J = (A, B) e suponhamos ainda que os limites

lim p(a) (wi(a)uy(@) ~ wi@ua(a) e Tim p(b) (ua(Bui(b) — i (Buah))

iy

existam e satisfagam

Jim p(a) (@) (a) — u(@)us(a)) =l p(b) (sa (D) (8) — v (D)uo(8)) - (16.28)
Entao,
B
/ up(z) uz(x) r(z) de = 0. (16.29)
A
[m}

Prova. Seja (a, b), com A < a < b < B, qualquer intervalo finito contido em J°. Consideremos a expressio

b
(M — )\2)/ wy(z) uz(z) r(z) do .

Como A1 e )2 sdo reais, isso pode ser escrito por (16.27) como

b b
/ (ur(@)u (z)) ua(z) dr—/ w (z) (Aor(z)uz(z)) de

b

b
— [ @) Qo) do~ [ (L)) ualo) da

a

= p(0) (w (B (b) — i Bua()) — pla) (ws(a)u(a) = v (@)us(a))

sendo que na ultima igualdade usamos (16.14), lembrando que, no caso presente, todas as fungoes e constantes sao reais.
Consequentemente, tem-se pelas hipéteses,

B
(1~ %) / w(2) uz(2) r(z) do

A
= Jim p(0) (w (Bub(b) — wiB)ua(b)) — lim pla) (wr(@)ula) — h(@)uz(a) = 0.

b—B_ a—AL

B
Como A1 # A, isso implica / uy(z) us(z) r(xz) de = 0, como querfamos provar. ]
Ja

A relagao (16.29) diz-nos que u; e uy sdo ortogonais em relagiao ao produto escalar real

B
o) = [ ) ) ds. (16.30)
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definido no conjunto de todas as fungdes f : J — R tais que ff f(x)?r(z) de < co. Essas relagdes de ortogonalidade sdo
de suma importancia em aplicagoes, especialmente na resolugao de equagoes diferenciais sob certas condigdes de contorno.
O leitor interessado em exemplos pode passar diretamente a Secao 16.2, pdgina 917. Aplicagoes a solugao de equagoes
diferenciais parciais de interesse em Fisica serao vistas no Capitulo 45, pagina 2608.

16.1.2 Férmulas de Rodrigues

As ideias desta pequena se¢ao serao melhor ilustradas nos exemplos da Se¢ao 16.2.

Consideremos a equagao diferencial (p(z)y’(x)), + q(z)y(x) + pr(z)y(xz) = 0, ou seja, Ly + pry = 0, com p, g ¢ r
satisfazendo as condigoes enumeradas em (16.6) e suponhamos também que r seja uma fungio infinitamente diferencidvel
de z. Consideremos que o intervalo J onde a equagdo ¢ considerada seja J = [—1, 1]. Paran =0, 1, 2, ..., sejam
definidas as fungoes

@) = =0 (@) - a2 (16.31)
Pal®) = r(z) da™ e v : i
E facil ver que se m < n, entao
1
/ 2™ py(z) r(z) de = 0, (16.32)
—1

ou seja, cada p, é ortogonal, segundo o produto escalar (-, -), definido em (16.30), a todos os polinémios de grau menor
que n. Para provar (16.32), basta escrever

1 1 m
1] ™ py(z) r(z) de = [1 ™ di" (r(z)(l 712)"> dx

. ~ ~ k 4
e fazer n vezes integragéo por partes, lembrando que a expressao #(7'((@)(1 - m2)"), com k < n, sempre contém um

fator (1 — 2?) que se anula em +1.

E. 16.1 Ezercicio importante. Faga isso! &

Se as fungoes p,, forem elas mesmas polinémios de grau n, o que ocorre em véarios casos, concluimos que

[1 Pm(z) pu(z) r(z) do = 0,

sempre que m # n. Isso significa que os polinémios p, (z) sdo ortogonais dois-a-dois segundo o produto escalar (-, -), no
intervalo J = [-1, 1].

Virias equagoes diferenciais do tipo mencionado acima, definidas em um intervalo finito [—1, 1], tém solugoes polino-
miais, como por exemplo, a equagdo de Legendre e de Tchebychev. Como as mesmas, pelo Teorema 16.1, sao ortogonais
em relagio ao produto escalar (-, -), no intervalo J = [—1, 1]%, as consideragdes acima sugerem que as solugdes polinomi-
als possam ser escritas, a menos de uma constante multiplicativa, na forma (16.31). Isso é, de fato, verdade para vérias
equagdes importantes (como as de Legendre ¢ Tchebychev) e da expressao (16.31) serd possivel obter vérias propriedades
daqueles polinomios. Isso serd melhor discutido nos exemplos que trataremos na Segao 16.2.

A expressio (16.31) é denominada férmula de Rodrigues”.
E. 16.2 Ezercicio. Generalize a férmula de Rodrigues (16.31) para um intervalo J = [a, b] finito arbitrario. Sugest3o: procure uma

transformac3o linear que mapeie bijetivamente [—1, 1] em [a, b]. *

As férmulas de Rodrigues podem ser generalizadas para equagoes diferenciais definidas em intervalos néao finitos, como
J = (0, 00) ou J = (—00, 00). Tratemos disso.

SVeremos isso explicitamente nos exemplos da Segdo 16.2

7Benjamin Olinde Rodrigues (1794-1851). Rodrigues foi banqueiro e matemético amador, nascido na Franca, mas de origem judaico-
portuguesa. Encontrou a férmula que leva seu nome apenas para o caso dos polinémios de Legendre. A generalizagao aqui apresentada é
posterior. Rodrigues também deu contribuigdes para a teoria dos quatérnions e para o grupo SO(3) (vide Proposicao 21.7, pagina 1180).
Apesar de banqueiro, Rodrigues foi lider do partido socialista francés.
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Para o caso J = (0, o) devemos supor novamente que r(z) seja infinitamente diferencidvel, mas devemos ainda supor
que 7(z) seja limitada em 2 = 0 e que r(z) e todas as suas derivadas (™) () caiam no infinito mais répido que qualquer
poténcia, ou seja limg,_, o zkr(’”)(z) = 0 para todo k > 0 e m > 0. Definimos, nesse caso,

1 a §
pu(x) = ———(r(@)a") . 16.3:
P () (e) do (f(r)r ) (16.33)
E fécil ver que se m < n, entao
/ " pu(x) r(z) dz = 0, (16.34)
0

Para ver iSSO, escrevemos novamente

) oo an
/ ™ pp(z) r(z) de = / ™ r(z)a" | do
Jo Jo

dx™

e fazemos integracdo por partes, usando que lim, zkr("‘)(z) = 0 para todos k£ > 0 e m > 0 e que a expressao

k 7
f7 (r(z)m"), com k < n, sempre contém um fator = que se anula em 0.

E. 16.3 Ezercicio importante. Complete os detalhes. *

Em certos exemplos, como na equacao de Laguerre, as fungoes p,, sao polinomios na varidavel z. Nesses casos, temos
entao que

/:O P (2) pu(@) 7(z) dz = 0,

sempre que m # n. Isso significa que os polinémios p, (z) sdo ortogonais dois-a-dois segundo o produto escalar (-, -), no
intervalo J = (0, co). Como antes, isso sugere que as solugdes polinomiais de certas equagoes diferenciais definidas no
intervalo J = (0, co) possam ser escritas, a menos de uma constante multiplicativa, na forma sugerida pela férmula de
Rodrigues (16.33). Veremos que tal é o caso para os polinomios de Laguerre e isso nos permitird obter algumas relagoes
tteis sobre aqueles polinomios.

Para o caso J = (—o00, 00) devemos supor novamente que r(z) seja infinitamente diferencidvel, mas devemos
ainda supor que r(z) e todas as suas derivadas r(m) (z) caiam no infinito mais rapido que qualquer poténcia, ou seja
im0 |z|¥|r(™) ()] = 0 para todo k > 0 e m > 0. Definimos, nesse caso,

Pp— 1 dn o =4
@) = (7(1)) . (16.35)
E fAcil ver que se m < n, entdo
oo
/ 2™ pp(z) r(z) de = 0, (16.36)
—o0

Para ver iSSO, escrevemos novamente

[ m@ i = [ e () ds

—oo —oo

e fazemos integragiio por partes, usando que lim, o |2[*|r(™ ()| = 0 para todos k >0 e m > 0.

E. 16.4 Ezercicio importante. Complete os detalhes. &

Em certos exemplos, como na equagiao de Hermite, as fungdes p,, sdo polinémios na varidvel x. Nesses casos, temos
entao que

[ o) ) ey e = 0,

sempre que m # n. Isso significa que os polinémios p, (z) sao ortogonais dois-a-dois segundo o produto escalar (-, -), no
intervalo J = (—o0, 00). Como antes, isso sugere que as solugdes polinomiais de certas equagoes diferenciais definidas no
intervalo J = (—o00, 0o0) possam ser escritas, a menos de uma constante multiplicativa, na forma sugerida pela férmula de
Rodrigues (16.35). Veremos que tal é o caso para os polinomios de Hermite e isso nos permitird obter algumas relagoes

tteis sobre os mesmos.
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16.2 Propriedades de Algumas Fungoes Especiais

Vamos agora entao reunir o conhecimento acumulado acima para obter vérias propriedades uteis de algumas das fungoes
especiais que encontramos como solugoes de equagoes diferenciais de interesse. As vérias identidades que provaremos po-
dem ser obtidas de diferentes modos, de sorte que o leitor certamente encontrard na literatura demonstracoes alternativas
aquelas aqui apresentadas.

16.2.1 Propriedades dos Polin6mios de Legendre

e Relagoes de ortogonalidade para os polinémios de Legendre

A equagdo de Legendre ((1— z?) y'(z))/ + AA + 1)y(z) = 0, é tipicamente considerada no intervalo J = [-1, 1].
Aqui, p(z) = (1 —2?), q(z) = 0, r(z) = 1 e p = A(A+1). A fun¢io p(z) anula-se nos extremos £1 do intervalo
J=1[-1, 1.

Os polinomios de Legendre P, (z) foram definidos em (15.14), pagina 847, por
Lm/2]
(=1)* (2m — 2a)! _a
P (z) = — ", 16.37
@) ; 2™ (m — a)! (m — 2a)! a! v ( )

onde |m/2] é o maior inteiro menor ou igual a m/2, e sdo solugdes da equagio de Legendre com p = m(m + 1), sendo
(as tnicas) solugdes da equagao de Legendre que permanecem limitadas nos pontos +1.

Como p(z) anula-se nos extremos +1 e os P, (z) sio limitados nesses pontos, vale para os polinémios de Legendre a
relagdo (16.28) e concluimos pelo Teorema 16.1, pdgina 914, que

1
/ P,(z)Pp(x)dz = 0 (16.38)
—1
para todo n # m, com m, n =20, 1, 2, 3, .... Notemos que isso implica
1
/ ¥ Py (z) dz = 0 (16.39)
-1

para todo k < m, pois os monémios z* podem ser escritos como combinagdes lineares dos polinémios P,’s com n < m.
Para calcular as integrais de (16.38) no caso n = m, podemos elegantemente usar as relagoes

(@) = 2n+ DPu(2) + Pyy(2),  n>0, (16.40)

P,(1) =1, P(-1) = (-1)", nx0, (16.41)

as quais serao demonstradas mais abaixo (relagoes (16.46) e (16.50), respectivamente) como consequéncia da férmula de
Rodrigues para os polinomios de Legendre. De fato, por integragio por partes, tem-se

1 1 1
Klp,l(z)P;+l(z> dr = Py(a)Pai(@)|_ 7/7117,’,(1)1)“1(1) du.

1

Por (16.41), P, (z) P41 (1)‘ =1+ (=1)*" = 2. Por (16.39), fil P! (x)Pps1(x)dz = 0, pois P! (x) é seguramente um
-1

polinémio de grau n — 1. Assim,

1

2 = L Pu(@) Py, (z) do "2 L Po(x) [2n+ 1)Po(x) + P)_y(2)] do = (211-%—1)/71 P, (x)? da

1

pois, novamente por (16.39), jil P, (z)P,_(z) dz = 0, ja que P!_,(x) é um polindémio de grau n — 2. Isso provou que

1
2
Po(2)P(@) do = s 6pm 16.42
/71 (@)P(2) dz = o (16.42)
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para todos m, n > 0. Estas sao as relagoes de ortogonalidade para os polinomios de Legendre. Para uma outra
demonstracao, vide Exercicio E. 16.30, pagina 973.
Em muitas situagdes praticas é conveniente expressar (16.42) através da mudanga de varidvel 2 = cos @, com 0 < 0 < 7.

Ficamos com 5

s On,m s 16.43
2n+1 7 ( )

/ P, (cos0) Py, (cost) sen(f) df =
0

para todos m, n > 0.

No Capitulo 17, pagina 976, é demonstrada a importante propriedade de completeza dos polinémios de Legendre no
espaco de Hilbert L?([—1, 1], dx).

e Férmula de Rodrigues para os polinomios de Legendre

Pelas nossas consideragoes gerais sobre as féormulas de Rodrigues da Segao 16.1.2, pagina 915, podemos presumir que
os polinémios P,,, por serem ortogonais entre si (vide (16.38)), possam ser expressos na forma (16.31) com r(z) = 1, ou
seja,

ar 2\m
Pr(z) = K m((l —a%) ) )
onde K, sdo constantes que dependem da normalizagdo adotada. De fato, essa pressuposi¢ao é correta pois, escrevendo
(L=a?)m=3" 0 (™) (-1)"*2?™=2¢ (binémio de Newton) e notando que
@m—2a)! . _,,
Al A ,
(m — 2a)!
am g .
(mh"*?“) = (16.44)

dxm

para 0 < a < [m/2]

0, para [m/2|+1<a<m

(justifique!), concluimos facilmente que

m

am am m
(amar) = L3 ()
dz ( ) da —\a

am T2 (m

dzm

_qym-ag2m—2a
")
a=0

Lm/2]
SR () 20
= a) (m—2a) "~

Lm/2)
(=1)*(2m — 2a)! _2
— (_1ym9m m—2a
(-1 m ; 2m(m — a)l(m — 2a)la! v

= (=1)™2"m! Py(x) .

Assim, K,,, = (—=1)"/(2™m!) e

1 4 i
Pon(@) = 2mm! dzm ((LZ 71)7”) ’ (16.45)

como pressuposto. Essa expressao ¢ conhecida como férmula de Rodrigues para os polinémios de Legendre e é valida
para todo m > 0, inteiro.

De (16.45) outras relagoes tteis podem ser extraidas, nosso préximo assunto.
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o Relagoes de recorréncia para os polindmios de Legendre

Vamos aqui demonstrar as seguintes relac¢oes vélidas para os polinomios de Legendre:

Pra(z) = @n+1)Py() + P,_y(z), (16.46)
Prii(z) = aP(z)+ (n+1)Pu(z), (16.47)
nPy(z) = aP(2) = P, 4(x), (16.48)
(n+1)Puyi(z) = (2n+1)aP,(z) —nPy-1(z), (16.49)
P(1) = 1,  Pu(-1) = (-1)". (16.50)

Todas as relagdes acima tém aplicagoes (vimos isso quando provamos as relagoes de ortogonalidade para os P,’s). A
relagao (16.49) é particularmente interessante por permitir determinar os P,’s recursivamente a partir dos dois primeiros:
Py(z) =1le Pi(x) =

Comecemos por provar (16.46). Como dd (22 = 1)"*1 = 2(n+ 1)z (2? — 1)", segue da férmula de Rodrigues para P41
que

, 1 dn+l
Pia(x) = P 1) W[Q(”+1> (2 —1)" }
1 oanr . B
= Zonl g [(zz —1)" + 2na? (2 — 1) 1]
1 da _
= oo [(2n+ D(@® = 1)" +2n(a — 1)" 1}

= (2n+1)P,(2)+ P,_ (),

provando (16.46). Por outro lado, comegando pela primeira linha obtida acima, e usando-se a regra de Leibniz, tem-se

1 dn+l
/ 2 n
Praa) = g g 26 =]
1By (@ drti-r
_ ) o
2! ;( P )(dz”l) (dz”“ 5@ =1 )

1o, g ot D) &

T oo gt 2nnl  dzn

(@ —1)"
= aPl(x)+ (n+1)P,(z),

provando (16.47). A relacao (16.48) é obtida subtraindo-se (16.47) de (16.46). Por fim, para obter (16.49), multiplicamos
(16.46) por z e escrevemos

@n+1DaPo(x) = 2Py (2) - 2P (2)
= (anH(T) n(T)) (T) - ‘/I;P;z—l(m)
=7 (n+1)Puga(2) + (Pr(2) — 2P,y (2))

= (n+1)Ppyi(z) +nPy1(x) .

Disso (16.49) segue imediatamente.
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Por fim, vamos provar (16.50) por indugao. Como Py(z) = 1 e Pi(x) = z, as relagdes acima valem para n = 0 e
n = 1. Supondo-as vélidas para n—1 e n, teremos por (16.49) que (n+1)P,41(1) = (2n+1) —n = (n+1), o que implica
Poyi(1)=1e(n+1)Pii(=1) = —2n+1)(=1)" +n(-1)" = (n+1)(=1)"*, 0 que implica Pp41(—1) = (—=1)"*. Isso
encerra a demonstracao de (16.46)-(16.50).

e A funcao geratriz dos polinémios de Legendre

A funcio geratriz® dos polinémios de Legendre é
= 1
= P(2)t" = ——, 16.51
) ; @) V1—2tx +12 ( )

valida para [t| < 1 e |z| < 1. Essa relacdo tem diversas demonstracoes, a mais elegante sendo a seguinte (de [258]).
Calculando-se %L(as, t) e usando-se (16.49), tem-se

o
L(z, t) = ZnP — Z(nJrl)PnH(x) t"
n=1 n=0
(16.49)
= Z [(Qn + 1)aP,(z) — nPn,l(x)] "
n—0
o0
= 2TZTIP,, z) " +:(:ZP" m=> nP(2)t
n=0 n=0
)
= 22 Z nPy(z)t" +x Z Py (x)t" — Z(n + 1) P, (2) t" !
n=0
= 7%
= QTff Z P, (a (x—1))  Palw)t" - 12 Z P,(x
n=0
)
= (2zt—t )&L(z, t)+ (xz —t)L(z, t) .
E. 16.5 Ezercicio. Verifique! &

Assim, L(z, t) satisfaz a equagao diferencial
1 c—1
L 1) = 220
L(z, t) (% 1—2at +¢2
19 )
O lado direito é 5% In (1 — 2zt + ¢*). Logo,
exp(l(x))
VI—2tz+¢2

onde I(z) ¢, em principio, uma fungio arbitrdria. Lembrando, porém, que L(z, 0) = Py(xz) = 1 para todo x, obtém-se
de imediato que I(z) = 0 para todo z. Isso estabelece (16.51), como querfamos.

L(z, t) =

o Representagoes integrais para os polinémios de Legendre

A bem-conhecida Férmula Integral de Cauchy, afirma que, para uma funcdo f analitica em um dominio aberto

simplesmente conexo D, vale
| )
Wy = M W g, 16.52
F7) Qﬂi/c(u'—z)”“ v (16.52)

8A nogfio de fungiio geratriz foi introduzida na Segiio 6.1, pagina 377.
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para todo z € D, onde a curva C' é uma curva diferencidvel fechada inteiramente contida em D e d4 precisamente uma

volta no sentido anti-horario em torno de z. Combinando a férmula de Rodrigues e a Férmula Integral de Cauchy,
obtém-se imediatamente ) .
1 (w?—1)

P(z) = oo | ——37 dw, 16.53

© 277 Jo (w — 2)IHL ) ( )

onde C' é uma curva fechada e diferencidvel no plano complexo dando uma volta em torno de z no sentido anti-horério.

Essa expressao é conhecida como representagdo integral de Schlifli® dos polindémios de Legendre.
Uma consequéncia dessa representacao é a seguinte expressao:

B(z) = ’ (z+i(1 — )2 cos(d)))ldqﬁ, (16.54)

2r ),
vélida para |z| < 1. A demonstracio dessa expressao serd apresentada mais adiante como caso particular de uma
identidade mais geral (expressao (16.64), abaixo), vilida para os polinomios de Legendre associados. Como a equagao de
Legendre é invariante pela mudanga I — — (I + 1) (verifique que I(I 4 1) é levado em si mesmo por essa transformagao!),
vale também a identidade!®

1o 1
P(z) = — T a9 (1659
' 2 ~/4 (z+i(1 —:42)1/%05(@)H

Para z real no intervalo [—1, 1], podemos escrever, como é comum em aplicagoes, z = cos(f) com 0 < 6 < 7 e com isso
as duas identidades acima ficam
1 [" ! 1 [" 1
Py(cos(9)) = o (cos(@) + isen(f) cos(d))) dp = 2—/ 1 do -
TJom TS (005(0) +isen(f) cos(d)))

Usando o binémio de Newton podemos usar a primeira identidade para escrever Pj(cos()) como um polinémio em

cosf e senf:
Py(cos(9)) % (;) P (cos(G))lip(scn(Q))p/

™

( cos(gb))p do

p=0 -
- (L)) o) (o)

W2l (qyap 2

1-2q
= ; 1 =29 (@) (cos(é*)) (scn(ﬁ))
16.2.2 Propriedades dos Polinémios de Legendre Associados
Na Secao 15.3.1, pagina 890, introduzimos a equagao de Legendre associada (15.159) e mostramos que para A = [ € INg

e p=m € Ny a mesma possui solugoes da forma

m

() = (-2

B (16.56)

para z € C com |z| < 1, onde P, é o polinémio de Legendre de grau [. E claro que P (z) é nulo se m > 1 (pois P, é
um polinémio de grau ). A relacao (16.56), como dissemos na Se¢ao 15.3.1, define os chamados polinémios de Legendre
associados'!, ainda que eles nio sejam exatamente polindmios na variavel z.

9Ludwig Schlafli (1814-1895).

10Esse argumento envolvendo a transformagio | — —(l + 1) é ainda incompleto, mas pode-se provar que o lado direito de (16.55) é de fato
igual ao esquerdo, pois é regular e satisfaz a equacao de Legendre. Deixamos os detalhes como exercicio.

110 leitor deve ser advertido que, lastimavelmente, nio hé uniformidade na literatura quanto & definicio dos polinémios de Legendre
associados. Alguns autores (e.g., [332]) introduzem um fator (—1)™ no lado direito de (16.56). Assim, algumas das exp: s que obtemos
aqui podem diferir das correspondentes encontradas em alguns textos e o leitor deve comparé-las cuidadosamente. A definicdo que seguimos
é a recomendada pela American Mathematical Society.
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Vimos também que, devido & férmula de Rodrigues para os polinémios de Legendre, podemos escrever P/ (z) como

(1— z2)m/? - ((ZZ _ l)l) , (16.57)

P(2) = 2+ m

1
2t
para z € C com |z| <1 e 0 <m <I. Li notamos também que essa expressio faz sentido mesmo para m inteiro negativo,
mas tal que — < m < [. Assim, definimos

1

Prm(z) = i

(1 22~/ ﬂ((f - 1)’) . (16.58)

dzl-m

também com 0 < m <1 e para z € C com |z| < 1. Afirmamos que

(1 —m)!

PO = ()"

PM(z). (16.59)
Essa relagao é importante por mostrar que P, ™ (z) é também uma solucao da equacao de Legendre associada, por ser
proporcional a P/"(z). Fora isso a expressao acima é relevante para as chamadas fungoes harménicas esféricas, das quais
trataremos mais abaixo.

Apresentaremos duas demonstragoes de (16.59), ambas instrutivas. Uma “a for¢a bruta”, usando diretamente as
definigoes, é desenvolvida no Apéndice 16.A, pagina 974. Uma segunda, mais gentil, serd vista logo abaixo e usa uma
representacao integral dos polinomios de Legendre associados.

o Representagoes integrais para os polindmios de Legendre associados

Nossa intengao agora é obter algumas representagoes integrais 1teis para os polinomios de Legendre associados mas,
en passant, encontraremos uma outra demonstra¢ao mais gentil da identidade (16.59).

- . . . . - .
As expressdes (16.57) e (16.58) envolvem derivadas do tipo - (22 — 1)! para k =1+ m ¢ k = [ — m, respectivamente.
x
Procuremos primeiramente expressar genericamente j—z,; (z2 — 1)’ em termos de certas integrais. Tomemos provisoriamente
2 real no intervalo aberto —1 < z < 1. Pela Férmula Integral de Cauchy (16.52), podemos escrever'?
dF

L 2=
pEa G

k! (w? = 1)!

— s 16.6
371 Jo w dw , (16.60)

onde C é uma curva fechada e diferencidvel no plano complexo, dando uma volta em torno de z no sentido anti-horario.
Escolhemos a curva C' dada por C := {w € C| |w — z| = (1 — 2%)"/?}, de modo que podemos escrever todo ponto w de
C na forma

w = z+i(l -z}

com —7 < ¢ < 7. Com isso, a integral em w sobre C' pode ser escrita como uma integral em ¢ e para isso, usa-se

dw = —(1-2%)Y2¢9dg,
w—z = i(l—2%)Y2e?,
w—1 = —(1—22) (% +1) 4 2iz(1 — 2?)Y/2 i

2 ‘ié ‘—hp
= Z(i(l - 22)1/2) e (7P Jr; ) +2iz(1 — 222 e

= 201 )2 (2 4 i(1 - )2 cos(9)) -

12 A5 ideias que se seguem provavelmente originam-se dos trabalhos de Schlifli. Nossas fontes sio [258] e [583], que seguimos com adaptagoes.
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Assim,
&, ! k! (w? —1)!
L2y = 2 oy
dzk ( ) 2mi /C (w — z)k+1 v
!
) Vo (201 = 22) 22 4 i(1 - 22)1/2 cos(9) )
_ 7(1722)1/2]“_4_/ ( ( - )) i dgp
2mi ), (1(1 _ Z2)1/2 e”’)
o2 2R ERL [T L,
= (1-22)h/2 772# / (z +i(l - 2212 cos(¢)) =02 qg
Jr
¢ assim,
d* o 24REL T L
ﬁ(ZQ —1) = (122 12777/ (z +i(1— 2212 cos((b)) cos (I — k)¢) dop , (16.61)

g i
pois / (z +i(1—2%)1/? cos(¢)) sen ((I — k)¢) d¢ = 0, pelo fato de o integrando ser uma fung¢ao fmpar.

Aplicando (16.61) as expressées (16.57) e (16.58) de P™ e P,”™ (adotando k =1+ m e k = [ — m, respectivamente),
chegamos a

ji—m 1T 1
P(z) = T dmt (z +i(1 — 22)1/? cos(¢)) cos (—ma) do
2ml! .
- _ ﬁm(l*m)! " . 2\1/2 N\ ,
P7™(z) = T(/ﬂr (z+t(1—z ) cos(w)) cos (+me) do
e comparando-as, extraimos que
(+m) __
M=) = (—1)" s pr(z) 16.62
) = ()" G R) (16.62)

Com isso, encontramos uma segunda demonstragio de (16.59). As identidades acima foram provadas para z real em
—1 < z < 1, mas valem para todo z complexo com |z| < 1 (e mesmo em z = £1), pois 14 P™(z) e P, ™ (z) tém uma
extensdo analitica unica.

Coletemos o que provamos acima. Aplicando (16.60) & definicao (16.57) de P/™(z), agora para todo m € Z com
—1 <'m <, chegamos & expressao

(I+m)! 2\m/2 (u'z_l)l
PM(z) = PEaw (1- 22 Cmdw, (16.63)

onde C' é uma curva fechada e diferencidvel no plano complexo dando uma volta em torno de z no sentido anti-horario.
Essa expressiao generaliza a representacao de Schlifli (16.53) para os polinémios de Legendre. Como consequéncia,
estabelecemos também logo acima a representagao integral

P (z) = %/j (Z +i(1— 22 cos(¢))l cos (me) do , (16.64)

valida para |z| < 1 e para todo [ € Ny e todo m € Z com — < m <.

Assim como a equagao de Legendre, a equagio de Legendre associada ¢ invariante pela transformacao I — —(1 + 1).
Assim, vale também'®

P = i " ! S do , 16.65
() = S ./4 (Z il COS(®>)1+1 cos (mo) d¢ (16.65)

13Esse argumento envolvendo a transformagdo | — —(l + 1) ¢é ainda incompleto, mas pode-se provar que o lado direito de (16.65) é de fato
igual ao esquerdo, pois é regular e satisfaz a equagao de Legendre associada. Deixamos os detalhes como exercicio.
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onde acima usamos o fato que (Hl?”)! I+ m)(l+m—1)--- (1 +1) é levado pela transformacdo I — —(I + 1) em

(“1= L m)(=2 =14 m) (=) = (=)D +1) (= m+1) = sy,

Em aplicagoes ¢ comum tomar-se z real no intervalo [—1, 1] e escrever z = cos() com 0 < § < 7. Com isso, as duas
identidades acima ficam

P (cos(9)) = W /:r (cos((‘)) + iscn(9)cos(¢))l cos (ma) do (16.66)
! & 1
P"(cos(9)) = T cos (mg) do . (16.67)
! 27 (L —m)! /—7' (005(0) + isen(f) COS((&))Pr

Através do binémio de Newton, a primeira identidade pode ser usada para expressar P/ (cos(f)) como um polinomio em
cosf e senf:

i~ m)! =4 »
P"(cos(d)) = %;zp (}l)) (cos(9))l (sen(@)) /

o

(cos(d)))p cos (m¢) do ,

—m

gt

st (L) A 2%+ |m Caim e
+] ‘(2|m\l!) 3 <QTq) (2q+‘m‘> ( a+| I) (cos(®))' "™ (sen(8)) >+

= i
q=0 1

t—|m|

it m) (L m)! Z

= i
2lm|

=02 f(\:i\))q! i (o) (sen(@) M 16.68)

Note que =™ = 1 se m > 0 e i-™+™ = (=1)™ se m < 0, de modo que P/™(cos(d)) é real se 0 < § < 7. Note

. A 2 2
também que podemos colocar (sen(6)) ™l em evidéncia em (16.68) e escrever (sen())™" = (1 — (cos(9))”)”, obtendo na
somatéria um polindémio em cos(f).

A expressao (16.68) é por vezes utilizada na prética para expressar as fun¢oes harmonicas esféricas (que definiremos
abaixo) como polindémios em cos 6 e senf. Logo adiante faremos uso da mesma no estudo das relagoes de ortogonalidade
das funcoes ™.

e A funcao geratriz dos polinémios de Legendre associados
Usando (16.56), (16.51) e a identidade, vélida para m > 0,

an a1 (2m)!
—dmm(172tz+t) 2 = 7 ml

" (1 — 2w 4 £2)7 %

(prove-al) é facil mostrar que

> 2m)! 1—2?2)%
S @)t = @m} __ (A-ah)r (16.69)
= 2mml (1 - 2ta 4 ¢2)m+2

vélida para todo m > 0.
E. 16.6 Exercicio. Mostre isso. £
A expressao (16.69) é também denominada fungdo geratriz dos polinémios de Legendre associados. A expressao (16.69)

tem poucas aplicagoes diretas, mas pode ser usada para demonstrar outras relagoes sobre os polindomios de Legendre
associados.
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e Relagoes de recorréncia para os polinémios de Legendre associados

Os polinémios de Legendre associados satisfazem uma série de relagoes de recorréncia. Listemos as mais relevantes:

2mx

P @) = PP () = |l +1) = m(m = 1) | F" () ,

Pifl(e) = @+ 1)V1-22P"(2) + F{'(2)

@+1)V1-a2P@) = (+m)l+m—1)P" (z)—(—m+1)(I—m+2)P (),
@+ DzP™(x) = (+m)P"(x)+(—m+1)P7T(x),

V1= “LZ%PZM(»L) = P (z) - (I+m)(I—m+1)P"(z) .

As demonstragoes podem ser obtidas da seguinte forma: 1. a partir das relagoes de recorréncia dos polindmios de Legendre
(16.46)-(16.50) com uso da defini¢ao (16.56); 2. a partir de (16.57) ou, em alguns casos, 3. com o uso da fungao geratriz
(16.69). Deixamos as demonstragdes como exercicio.

E. 16.7 Ezercicio. Prove todas as relagdes acima. Sugestdo: tente por conta prépria seguir as sugestdes do (ltimo pardgrafo.
Sendo, consulte a literatura supracitada, mas com as seguintes precau¢des: a. diferentes textos apresentam definicdes diferentes dos
P/™, o que conduz a relagdes de recorréncia distintas daquelas acima; b. nem todos os livros-texto'* provam todas as relagdes e c.
alguns contém erros. *

e Relagoes de ortogonalidade para os polinémios de Legendre associados

Obteremos agora relagoes de ortogonalidade para os polindmios de Legendre associados, relagoes essas de grande
importéancia na Analise Harmonica e que inspiram a definigao das chamadas fun¢oes harmonicas esféricas.

A equagio de Legendre associada (15.159) ¢ considerada na maioria das aplicagoes no intervalo [—1, 1], como ja
mencionamos. A mesma, em analogia com a equagao de Legendre, pode ser escrita como

’”l2

’
(1=a2y@) +Ut+Dye) - T2 yl@) = 0, (16.70)
onde aqui ja nos restringimos ao caso [ € No, m € Z com —! < m < [. Como se vé, temos aqui p(r) = (1 — x?), mas

podemos fazer as seguintes escolhas

1) qlx) = f%, r(z) = 1, wo=11+1),
1 2
2) q(z) = 1(1+1), r(z) = T2 k= —m

Analisaremos essas duas opgoes em separado. O caso 1 é o mais interessante, especialmente devido a sua aplicagao para
as funcoes harmonicas esféricas. O caso 2 nao é de grande interesse e o leitor pode dispensar sua leitura, se o desejar'®.
Caso 1) A primeira questao que aqui se coloca é se a condigao (16.28) é satisfeita para fungdes P/"(zx) e P)*(z) com

1 <, ou seja, se
1

pl@) (A (@) (P (@) = P @) (B @) )| = 0. (16.71)
com [ <[’. A maneira mais ficil de discutir isso é escrever z = cos(f) e, como
dpmeyy — 1 4 pm
dz™ " (@) = sen(6) dGP’, (cos6),

148egundo o Houaiss, “livros-textos” ou “livros-texto” sio dois plurais gramaticalmente corretos para “livro-texto”, assim como “espagos-
tempos” e “espacos-tempo” sao plurais aceitdveis para “espago-tempo”.
150 caso 2 é um tanto patolégico (pois a fungio r(z) diverge em £1 e ndo é integravel) e é evitado por quase todos os livros-texto.
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e p(z) = sen(0)?, (16.71) fica
sen(@)(P""(cos 6)1P7"((‘os 0) — P/ (cos G)iPm (cos 9)) |B:7r (16.72)
! gt ! gttt o=0 ’

Agora, por (16.68), P/"(cos @) ¢ um polinoémio trigonométrico, e assim o é também %P,’”(cos ). Logo, ambos sao finitos
em 6 =0 e § = 7. Como, porém, senf anula-se nesses extremos, concluimos que (16.72) é nula, confirmando a validade
de (16.28) no caso em questao. Concluimos assim, pelo Teorema 16.1, pagina 914, que deve valer

1
/ P a) P (z) do = 0 (16.73)
1

sempre que | # .
Interessamo-nos agora pelo caso I = I. Caso l = I' = 0 vale PJ(z) = 1 ¢ fil(Plg’)z dx = 2. Para calcular
f_ll (PZ'"(.T))2 dx com [ > 0 podemos proceder de diferentes maneiras, a mais direta sendo a seguinte. Usando (16.59) e

as expressoes (16.57) e (16.58) para P™ e P,”™, respectivamente, escrevemos

1 1
[ e de - o [ AR e ds

it por pares —m veses (=1)1 ([ +m)! 1 [ d*
! 20002 (1= m)! [1 (m(xz - 1)l) (a® 1) da

@) (@+m) [t
= 921 (“)2 m [1(1 - 9«,2)1 dx

B @) (1+m) ( 2 (201 )

22L(IN2 (1 —m)! \ (21+ 1)
B 2 (I+m)
N 20+1 (I1—m)! "
Na terceira linha aplicamos integragao por partes | —m vezes. Isso é justificado pois, como facilmente se vé por indugao,

. » - o - . . .
derivadas como ddT(.LQ —1)!, com 0 < p < [ sdo proporcionais a (z2 —1)!~? e, por isso, os termos de fronteira se anulam.

Na tltima passagem usamos o fato que % = % e o fato que (20)!! = 2'1!. Na pentltima passagem usamos a
identidade L
20)!!
- de = 2 DM 16.74
/,1( e = 2 (16.74)

a qual pode ser provada da seguinte forma. Seja A; := fil (1 — 2?)! dz. Entdo, para [ > 0,

A = /jl<17w2)ldm _ '/711 (%) (1 -2 da

r partes 1
B z(1— zz)l’ +21/ 22(1—a?)!Vde = —21A + 204, .
1 .
—_—
=0

Assim, A; = %Al,l e como Ay = 2, segue (16.74).
Demonstramos, assim, as relagdes de ortogonalidade

! 2 (I+m)!
P(z) P (x)de = —— —= 00, 16.
/1 " (x) B (x) do A+1 ([—m)! LU (16.75)
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vélidas para todo I, I’ € Ng e m, m' € Z com — <m <le —l' <m’ <. E por vezes 1til expressar essas relagoes com
a mudanga de varidveis & = cos 6:
& 2 (I+m)!
P™(cosf) P)*(cosf) senf d) = —— —— 0y, 1 - 16.76

/0 7" ) B ) 20+ 1 (I—m)! b ( )
Essa forma das relagoes de ortogonalidade dos polindémios de Legendre associados sera particularmente relevante para as
fungoes harmonicas esféricas, como veremos adiante.
Caso 2) A primeira questao que aqui se coloca ¢é se a condigao (16.28) ¢é satisfeita para fungoes P (z) e Pl"”/(x), com
[m| # |m’| (lembre-se o leitor que 1 = —m? e, portanto p # pi’ equivale a [m| # |m/|), ou seja, se

, ’ , 1
p@) (P @) (P @) = P @) (@) )| = 0. (16.77)
sempre que |m| # |m/|. A mesma andlise feita para o caso 1 mostra que isso ¢ verdadeiro, confirmando a validade de
(16.28) no caso em questao. Concluimos assim, pelo Teorema 16.1, pagina 914, que deve valer

1 7r
, 1 , 1

P (z)P"™ (z) ——=dx = 0 ou seja, P/"(cosB) P (cosf) ———dfl = 0 16.78

[ @R @ s = 0 ouscin [ eost) B cost) e dd = 0. (167%)

sempre que |[m| # [m/|. A expressio (16.68) ensina-nos que P, (cos @) é proporcional a (send)™!. Logo, como |m| # |m/|,

sempre havera no produto P/"(cos H)Pl'”,(cos 0) pelo menos um fator senf para compensar o ﬁ 0 que mostra que o

integrando em (16.78) ¢ limitado. O caso [m/| = |m| é um tanto patoldgico (a integral diverge se m = m’ = 0), dificil de
demonstrar e sem consequéncias praticas relevantes, de modo que nos limitamos a apresentar o resultado final'®:

0, se |m/| # |ml,

1 , 1 00, sem’' =m =0,

m m _
[ @ mgme = , (16.79)
s se —m' ' =m >0,
m

1 !
_(Z+m)’ sem' =m > 0.
m (I —m)!

Note o leitor que a condigao m > 0 sé pode ocorrer se [ > 0.

Como j& dissemos, as relagoes (16.79) sao menos importantes na pratica que as de (16.75). Essas inspiram uma
definicao importante: a das fungoes harmonicas esféricas.

16.2.2.1 As Fungoes Harmonicas Esféricas

No espago R™, n > 2, o conjunto de pontos que distam de uma unidade da origem formam a assim chamada esfera
unitdria'”, denotada por $"1:

gl {(mh oy @) ERM (@1)% 4o+ (w0)? = 1} )
O conjunto $* € R? é o circulo unitario e seus pontos podem ser descritos por um tinico angulo ¢ com —7 < ¢ < 7
$t o= {(cosgo, senp) € R?, —m < < 7r} .

Como se vé, os pontos correspondentes a ¢ = £ sio identificados. O conjunto $2 C R? ¢ a esfera unitaria e seus pontos
podem ser descritos por dois angulos: ¢ ¢ §, com — 1 <p<me0<0 <

§% = {(scn(é‘) cos(p), sen(f)sen(y), cos()) €R?, —m<p<m 0<0< 7r} .

16Para uma referéncia mais detalhada, vide [364], pag. 74.
17H4 aqui um abuso de linguagem, pois $"~! §é, estritamente falando, a superficie da esfera.
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Novamente, os pontos correspondentes a ¢ = +7 sdo identificados e para os pontos correspondentes a @ =0e 0 =7 o
angulo ¢ é indeterminado.

As chamadas Fung¢oes Harmonicas Esféricas, ou simplesmente Harmdnicas Esféricas (ou ainda Harmonicos Esféricos),

sao as funcoes definidas por
20+1 )! )
m . (_1ym . (os Jime ]
YN0, ) = (1) [T ey B eos(0) € (16.80)

onde 0 <9 <7, —m<p<mlelNgeméeZcom —l <m <. Note-se que

20+ 1
4

YO0, ¢) = Py(cos(9)) , (16.81)

onde P, sao os polinémios de Legendre. As fungoes harménicas esféricas foram introduzidas por Mehler!®.

Mais uma vez o leitor deve ser advertido da existéncia de outras convengoes sobre a defini¢ao das fungées harmonicas
esféricas. Essas fungoes sdo empregadas em diversas dreas de pesquisa, como na Fisica Atdémica, no Eletromagnetismo,
na Geoffsica, na Geodesia, na Sismologia, no estudo do magnetismo terrestre e planetdrio e, mais modernamente, na
Cosmologia, no estudo da radiagao césmica de fundo. Assim, diferentes comunidades empregam por vezes convengoes
diferentes quanto & normalizagao das fungoes harmonicas esféricas. A que adotamos é a mais frequentemente empregada
na Fisica Quéntica, mas mesmo 14 hd excegdes: alguns autores substituem o fator (—1)™ por " na defini¢ao (16.80).
Outros nao incluem o fator (—1)™ na definigdo das fungdes harmonicas esféricas, mas sim na defini¢ao dos polindémios
de Legendre associados o que, afinal, resulta no mesmo. O fator de fase (—1)™, que adotamos em (16.80) ¢ denominado
fase de Condon-Shortley'® em referéncia aos autores de um texto cléssico sobre espectros atomicos (ref. [107]).

As fungoes harmonicas esféricas sao solugao da equagao diferencial parcial

1 9 oy 19y
- ((60“9)%(91 w)) + 7(Sen9)2672(9, ) I+ DY (0, ¢) =0, (16.82)

que é encontrada quando da resolugdo da equagao de Helmholtz ou de Laplace em trés dimensdes em coordenadas
esféricas, assim como no problema do dtomo de hidrogénio na Mecanica Quéantica ou qualquer outro problema quantico
em trés dimensdes no qual o potencial seja esfericamente simétrico. Vide equagdo (45.46) e seguintes.

E um exercicio relevante verificar que, devido & relagao (16.59), tem-se, com a defini¢ao acima,

V0 9) = ()"0 ) (16.83)

As primeiras fungoes harmonicas esféricas sao

(16.84)
—1 3 —ip 0 i =
Y0, ¢) = 8—71_50119@ s Y (6, senfe'? | (16.85)
v, 2 = \/T(m.o)?e’h", vl = \/J—Theno cos0eTI? v§ = T[:exnﬂ)2:21w
2m = 32n .
e Relagdo com séries de Fourier
No circulo unitério $! valem as bem-conhecidas relages de ortogonalidade
[owend = [ eutiiento) de = b (16.87)
st —
onde, para m € 7Z,
1
enl(p) i= —— ™, —r<p<n,

9

18Gustav Ferdinand Mehler (1835-1895).
19Edward Uhler Condon (1902-1974). George H. Shortley (?-?).
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dl = dy sendo a medida de comprimento do circulo unitdrio $!. Usando as relagdes de ortogonalidade (16.87) e as
relagoes de ortogonalidade (16.76), ¢ ficil constatar que

T
[yrvraa = [ 7577070 w0, o) sen@ v do = G (16.59)
52 —=Jo
para todos I, I’ € Ny e todos m, m' € Z com =’ <m' <1' e =l < m <, onde dQ = sen(0) df dp ¢ a medida de drea
na esfera unitaria $2 em coordenada polares. Essas sdo as relacdes de ortogonalidade das fungées harménicas esféricas,
as quais desempenham um relevante papel na resolugao de problemas envolvendo certas equagoes diferenciais parciais
em trés dimensoes que tenham simetria esférica. As fungoes harmonicas esféricas surgem na importante solugdo de um
problema fundamental da Mecanica Quantica, o problema do dtomo de hidrogénio. As formas dos orbitais eletronicos,
de importancia fundamental no estudo de atomos e moléculas e suas liga¢oes quimicas, estao intimamente relacionadas
as funcoes Y, (0, ¢) e aos polindmios de Laguerre associados.

Como se percebe da comparacao de (16.87) com (16.88), as fungdes harmonicas esféricas desempenham na esfera
unitdria $2 o mesmo papel que as fungoes e,, desempenham no circulo $': formam um conjunto ortonormal em relagio
a medida de drea dQ2 = sen()df dp. Assim como as fungdes e,, formam um conjunto ortonormal completo para as
fungdes definidas em $', o que nos permite expressar fungoes f(¢), periédicas de perfodo 27, continuas por partes ou
apenas de quadrado integravel, em termos de uma série de Fourier:

10 = Y cnenle) com = [ enle o) o,

m=—o0 -

as fungdes harménicas esféricas também formam um conjunto ortonormal completo para as fungdes definidas em $2.
Assim, em um sentido a ser precisado, todas as fungdes f(6, ) definidas em $2, e que sejam continuas por partes ou
apenas de quadrado integrdvel, podem ser escritas em termos de uma série envolvendo fungoes harménicas esféricas.
Essa série é dada por

w1 -

F0,0) =D > am V"0, ¢), com ¢ m o= / / Y0, @) f(0, ¢) sen(d)dfdy ,

1=0 m=—1 J=mJ0
e é uma espécie de generalizacdo para a esfera $2 da série de Fourier. Essas considerages justificam a denominacio de
“fungdes harmonicas esféricas” para as funges Y.

As fungoes harménicas esféricas também desempenham um papel na teoria de representagoes do grupo SO(3). Ha

também generalizagoes das fungoes harmonicas esféricas para as esferas $” com n > 3. Essas generalizagoes sao estudadas,
por exemplo, em [258].

e A paridade das fung¢bes harmonicas esféricas

A transformacio que leva cada vetor ¥ € R? no vetor —# € R® é frequentemente denominada operacio de paridade
ou inversdo de paridade ou troca de paridade. Trata-se, evidentemente, de uma reflexao em torno da origem. No contexto
da Mecanica Quéntica é importante estudar como funcoes de onda transformam-se por tal reflexdo. Para coordenadas
esféricas (r, 0, ¢) a inversao de paridade é a transformacao (r, 8, ¢) — (r, # — 6, ¢ + 7). Verifique!

Vamos determinar a forma como as fun¢oes harmonicas esféricas transformam-se pela inversao de paridade. Com a
transformagao 6 — m — 6, temos cos() — — cos(#) e sen(f) — sen(d). Com isso, vemos imediatamente de (16.68) que

P (cos(r —0)) = (=1)'71" P (cos(6)) -
Ao mesmo tempo, é claro que e”(¥+7) = (—1)mei™?  Segue desses dois fatos e da definicio (16.80) das funcoes
harménicas esféricas que
Y (=6, p+m) = (1), 9), (16.89)
pois —|m| + m é sempre um nimero par (igual a 0 ou a 2m, caso m seja positivo ou negativo, respectivamente). A
expressao (16.89) indica a forma como as fungdes harmonicas esféricas transformam-se por troca de paridade.

16.2.2.2 Férmula de Adigao de Fungoes Harmonicas Esféricas

Oa polinémios de Legendre e as fun¢ées harmonicas esféricas possuem uma propriedade especial utilizada na Eletrostatica
(na chamada expansido de multipolos, vide pigina 932) e na Mecanica Quantica, o chamado teorema de adigio de
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fungées harmonicas esféricas, ou formula de adi¢ao de fungoes harmonicas esféricas. No que segue apresentaremos a
demonstragao dessa propriedade. Comegamos com uma observagao sobre o operador Laplaciano.

e Invariancia por rotacgoes do Laplaciano

Consideremos um sistema de coordenadas Cartesianas em R? onde cada ponto do espaco é descrito por uma tripla

1 ] ~ . . ~ ~ ~ ~ .
(;z) definidas em relagdo a um sistema de coordenadas ortonormais &, y e Z. Por uma rotacao desse sistema de
3

' @
coordenadas, as coordenadas de cada ponto do espago sdo transformadas segundo (z;) =R (f;) onde R é uma
o 3
? 3
matriz ortogonal, ou seja, satisfazendo RTR = RRT = 1. Assim, para cada i = 1, 2, 3 vale 2} = Z Ri;jx;j. Note que
j=1
para todos a e b vale %k = Rup, que sao constantes. Com isso, é ficil ver que o operador Laplaciano em coordenadas
b
Cartesianas é invariante por rotagoes. De fato,
3 3 3 3
oz} dal, 0 0 o 0
DOF el D D) DD DR LT b
Oz, Ox) Ox) Ox Ox) Ox

k=1""k k=11=1m=1 m k=1 1=1 m=1 LT m

3 3

3 3 3 9 9
= > <;leRkTm> 9z o,

como querfamos provar. O operador Laplaciano pode ser escrito em coordenadas esféricas como

10 /(,0 1., s 1L o ( 0 19
A = = (r E) + T_ZL s onde L* = ~end 50 (sen&)% + WB_W . (16.90)
Como a coordenada radial ¢ invariante por rotagoes, concluimos que
2 _ (2 LI P 19 10D 1 &
=, ou e, senf 00 ((acnﬁ)aa) + (senf)29p2 ~ send’ ¢’ (send )69’ + (send’)? 0y

Acima 6 e 6 sdo os angulos polares em relagao aos eixos definidos por 2 e 2/, respectivamente, e ¢ e ¢’ sdo os correspon-
dentes angulos azimutais.

O estudante familiarizado com a Mecanica Quéntica h4 de perceber que o uso da notacao L? para denotar a parte
angular do operador Laplaciano provém da forma do operador momento angular orbital (a0 quadrado) em coordenadas
esféricas de um sistema composto por uma particula.

Para o que segue o estudante deve recordar também que, segundo (16.82) (vide também a equagao (45.46) e seguintes,
pagina 2622), as fungdes harménicas esféricas satisfazem L2 Y™ (0, o) = (1 + 1)Y;™(6, ¢).

e Férmula de adigao de fungoes harmonicas esféricas

Sejam 7 e 7’ dois versores em R3. Suas coordenadas Cartesianas em relagio a algum sistema de referéncia ortogonal
definido por trés versores &, ¥ e Z podem ser escritas em termos dos angulos polar e azimutal de um sistema de coordenadas
esféricas obtidas da maneira usual a partir do eixo definido por Z como

n = (sen(f)cos(p), sen(f)sen(y), cos(h)) e A = (sen(f')cos(y’), sen(¢’)sen(¢’), cos(6)) .

Seja 0" o angulo entre as diregoes que estes vetores definem, de sorte que 7 - 7' = cosf”. Naturalmente, escrevendo
explicitamente o produto escalar 7 -7/ em termos das componentes de 7 e 7/, obtemos

cos0” = cosf cos® + send send’ cos (¢’ — @) ,
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expressao essa que relaciona 6" aos angulos 0, ¢, 0’ e ¢'.

Se realizarmos uma rotagao do sistema de coordenadas de modo a fazer o versor 7 coincidir com o novo eixo 2", as
coordenadas que descreverdo o vetor 7 serao (0, 0, 1) e, como o angulo entre 7 e 7/ ¢ preservado, as coordenadas que
descreverdo o vetor 7’ serdo (sen(6") cos(¢”), sen(6") sen( "), cos(0")).

Denotamos por (L2), o operador diferencial definido em (16 90) referente as coordenadas 6’ e ¢’ e por (LZ)” corres-
pondente o operador diferencial referente as coordenada@ 0" e ,o Como mencionamos acima, a invariancia do Laplaciano
por rotagoes de sistemas de coordenadas implica (L2) (L2)

Sendo uma fungo continua de 6’ e ¢', a fungdo Pj(cos8”) = P,(cosf cos®’ + send senf’ cos (¢’ — ¢)) pode ser
desenvolvida em série de fungdes harmonicas esféricas

Pi(cos”) Z Z Cam (0, @) YO, ) (16.91)

n=0m=—n
mas s6 comparecem acima termos com n = [, a saber, tem-se

1
Pyeost”) = Y a0, 9) V(0 &) . (16.92)

m=—1
Para provar (16.92) notamos que P(cos ") satisfaz (LQ)”H(COS 0") = 1(l 4+ 1)Pi(cos ") pois, devido a (16.81), tem-se
Py(cos ") =/ ZfLY“(G” ""). Dessa forma,

W+DDI Y o) Y0, @) = 1+ 1)Pi(cost”) = (L*)"Pi(cost”) = (L)' Pi(cost”)

n=0m=-n

=33 cm0, @) (L)YO, @) = DD cuml® @) n(n+ )Y, &)
n=0m=—n n=0m=—n

Assim, estabelecemos que

Y 3 104 ) =+ )] e, 9) YO ) = 0,
n=0m=-n
o que implica que para todos 6 e ¢ tem-se cpm (6, ) = 0 sempre que n(n + 1) # I(L + 1), ou seja, sempre que n # [ (a
outra solugio para n da equagao n(n+ 1) —I(l+1) =0 é n = —] — 1, que é negativa e, portanto, deve ser descartada).
Isso estabeleceu (16.92).
De maneira totalmente andloga é possivel estabelecer que
!

YO, ) = D a0, o) K07, o). (16.93)

=1

Por (16.91) e usando as relagoes de ortogonalidade das fungdes harménicas esféricas, temos
i —_ (16.93) ! —_
am(9, @) = / Picos0”) Y707, @) dQ =" > a0, ¢) / Pi(cos8") Y, (0", ") dQ" .
. —

Lembrando por (16.81) que P;(cos0") = 2,111 Y2(6”, ¢") e usando as relagoes de ortogonalidade das fungdes harménicas

1 —
anl®, ¢) = \ 5 WO, ) - (16.94)

No caso em que 7 = 7/ tem-se, naturalmente, § = 6’ e ¢ = ¢/, mas também tem-se §” = 0. A expressao (16.93)
afirma, entao, que

esféricas, obtemos,

1
Y. 9) = Y ap@ @) V0. @) -

q=—1
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Agora, pela defini¢io (16.80), vale

0. = oy [T

20+1
Como P/(1) = 0 para ¢ # 0 e PY(1) = 1, obtemos Y;"™(0, ¢) = % aj5 (0, @) e, portanto, ajj(f, ») =
i
1/2‘11% Y™(0, ¢). Levando isso a (16.94), obtemos
AT
1 (0, = ——Y™(0, ¢),
anl0, ¢) = 5 70, ).
Portanto, obtemos por (16.91)
Py(cos") = Y0, ) Y™ (0
) (cos 0) 2z+1nz Y0, o) (0, &) -
Como Pj(cosf”) é real, podemos escrever isso também na forma
4 N
Peost”) = =—= > V"0, ) V"6, ¢) - (16.95)

20+1

Esta é a chamada férmula de adi¢io das fungées harmonicas esféricas ou teorema de adi¢ao das fungoes harmonicas
esféricas. Note que (16.95) afirma também que

!
Py(cos ") Z P™(cos ) P (cos ) ei™(#'=9) | (16.96)

m——1
ou seja,

Pi(cos@”) = Py(cosf) Py(cost') +2 Z l;m;Pl '(cos ) P/ (cos ') cosm(y¢’ — o) . (16.97)

m=1
Para o caso em que 6 =6’ e p = ¢’ tem-se 0” = 0 e a relagao (16.95) informa que
2l 1
Z [0, o) + (16.98)
m=—1

relagao esta valida para todos 6 e ¢. Essa relagdo é por vezes denominada regra de soma de quadrados de fungées
harménicas esféricas.

e Aplicagao a Eletrostatica. Expansao de multipolos

Apresentaremos aqui uma aplicagdo da férmula de adigdo de harmonicos esféricos a Eletrostética.
Sejam Z e & dois vetores em R? cujas componentes Cartesianas escritas em termos de um sistema de coordenadas
esféricas sejam

Z = (rsen(f) cos(y), rsen() sen(yp), rcos(d)) e ¥ = (r'sen(f') cos(y’), 1’ sen(8’) sen(y’), ' cos(d")) .
Naturalmente, para 7 # & vale
! ser’ <r,
1 1 7 \/172 (%) cos0” + (2)* '
[F=71 = VP + 7P 257 r <,

\/1 —2 (&) cos 0 + (%)2 7
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onde 0" é o angulo entre & e & (de sorte que T - &’ = r1’ cos0"”).

Usando a expressao (16.51), pagina 920, a férmula da fungdo geratriz dos polindnios de Legendre, escrevemos

o

> i Dilcos®”),ser’ <y
=0

1
F7
x
> = Pilcost”), ser <1’
-
=

Podemos agora fazer uso da férmula de adigao (16.95) e obter
Y;™(0, ©)
n se
47\'150 ,Eil2l+1( Yo', ))( pE , oser’ <7,

(16.99)

‘L*‘L/H

7R
47'2 Z 2l+1 ( /1{1\'9)) (7'l Y, (6, 99)) s ser <71 .
1=0 m=—1

Fid

O interesse na expressao acima reside no fato de que as contribui¢oes de Z e @ ocorrem de forma fatorizada em cada

termo das somas em [ e m (os fatores entre parénteses).

Vams agora aplicar as expressoes acima a Eletrostdtica (como referéncias gerais citamos [278], [213] ou [469]). Seja
dada uma distribuigao de cargas p(Z’) e vamos supor que ao potencial elétrico ¢(Z) nao é imposta nenhuma condigao
de contorno, exceto anular-se no infinito. Sabemos que em tal caso a equacio de Poisson?’ A¢ = 7;% tem por solugao

. o)

Se p tiver suporte compacto, de forma que para algum R > 0 tenha-se p(#') = 0 para todo & com ||7’| > R, entdo
para todo Z satisfazendo ||Z|| > R podemos usar (16.99) (para o caso r’ < r) e escrever

00 1
@) = =3 3 (Yﬁ Lt >> (16.100)

€
0 1=0 m=—1

d®F se p decair a zero suficientemente rapido no infinito.

dmey J || — @

onde
} oo pm p2T
Qi = / @) (YO d = / / / (s 0, @) ()2 Y@, ) send! dig d dr’ . (16.101)
0 0 Jo

A expansao (16.100) é denominada ezpansio de multipolos para o potencial ¢. Os coeficientes @y, dados em (16.101)
sdo denominados momentos de multipolo.

Usando que Yy = , vemos que primeiro termo da expansao de multipolos (correspondente ao termo com [ = 0)

L
e
é EOQ‘;‘;?% sendo que, por (16.101), Qoo = rfp ) &7 = Q\‘/‘"J‘ sendo Qotar & carga total da distribuicao p.

Percebemos que o primeiro termo da expansao de multipolos corresponde & bem-conhecida Lei de Coulomb?!' e podemos
assim compreender os demais como sendo corregdes a essa lei para distribuigdes de carga gerais p.

Mais detalhes sobre usos da expansao de multipolos na Eletrostatica podem ser encontrados em bons livros de
Eletromagnetismo (e.g. [278], [213] ou [469]).

16.2.3 Propriedades dos Polindmios de Hermite

e Relagoes de ortogonalidade para os polinémios de Hermite

’
A equagao de Hermite (e’w2 y'(.’lc)) + )\6”23/(20) = 0 é tipicamente considerada no intervalo J = (—oo, o). Aqui

20Siméon Denis Poisson (1781-1840).
21 Charles Augustin de Coulomb (1736-1806).
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p(z) = P q(z) =0, r(z) = e’ e = A. Note que p(xz) > 0 e r(z) >0 em todo J = (=00, 00). Os polindémios de
Hermite H,,(z) foram definidos® em (15.20) por

[m/2] k
Z U e 2k - (2a)m 2k (16.102)

onde |m/2] é o maior inteiro menor ou igual a m/2, e sao solugoes da equacao de Hermite com p = 2m.

Como p(z) decai a zero para & — 00 e os H,,(x) sao polindmios, vale para os polinémios de Hermite a relagao
(16.28) e concluimos pelo Teorema 16.1 que

0
/ Ho(2)Hp () e dz = 0 (16.103)
s
para todo n # m, com m, n =0, 1, 2, 3, .... Para calcular as integrais acima no caso n = m, podemos elegantemente
usar as relagoes
Hyia(2) = 22Hy(x) — 2nH, 1 () (16.104)
as quais serao provadas mais abaixo (expressao (16.111)). Seja A, := ffzo(Hn (x))? e=*" dz. Tem-se que
MA,_ = / (2nH, 1(z)) Hy 1 (2) e d
J—oo

L [ oty @0) Hor0) e o= [ Hysao) o) e

=0 por (16.103)

/ Hy(x) (20H,—1(z)) e da

. o0 P
(16.100) / H(2) Hy(z) e do + (2n — / H,(2) Hy_a(c) e du

=0 por (16.103)

= A, .
Logo, A, = (2n)A,,_1, ou seja, A, = (2n)!! A9 = 2"n! Ay. Como Ay = fix;o e dr = /7, concluimos que
oo s
/ Hy(2)Hpy () e do = 2"nT 6p,m , (16.105)
J—oo

para todos m, n > 0. Estas sao as relagoes de ortogonalidade dos polinomios de Hermite.

No Capitulo 17, pagina 976 é demonstrada a importante propriedade de completeza dos polinémios de Hermite no
espago de Hilbert L2(R, e~*"dx).

e A funcao geratriz exponencial dos polinémios de Hermite

Vamos aqui considerar a fungao geratriz exponencial dos polinémios de Hermite e provar que a mesma satisfaz

~
> Hunl@) e owir? (16.106)

22 Adverténcia. Nestas notas usamos a chamada “definigio fisica” dos polinomios de Hermite. H4 uma outra convengao, usada especial-
mente na Teoria das Probabilidades, que difere da defini¢do usada em Fisica por um fator constante e por um reescalonamento do argumento.
O leitor deve, por isso, ter cuidado ao comparar nossas expressoes com outras usadas em textos da Teoria das Probabilidades.
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Usando-se diretamente (16.102) e separando-se na soma n’s pares de n’s impares, segue que

i - >\ Hom() p2m o Z H2m+1<‘L 2ml
=0 m

n' o (2m)! 2m+1)!
B i m (71)k (21.)2m—2k tzm N i i ( 1 2.5)2m+1 2k 2L2m+1
B m=0 k=0 Kt (2m — 2k)! m=0 k=0 H(2m+1—2k)!

B i i (71)k (Qx)Zm—zk t2m N i i (71)k (21>2m+1—2k t2m+1
N k! (2m — 2k)! k! (2m 41— 2k)!

k=0m=k

(71 )k (2,1.)2m t27n+2k - > (71)1\ (2w>2m+1 t2m+l+2k

rm+k o x
o - 2:0 kL (2m)! Y B! (2m + 1)!

k=0m=0

©° (71)1”,2/@' sl (216&)2'" i (71)kt2k e (th)Zerl
= (Z i )(Z (2m)! >+<Z ! ><2::0 (2m+1)!>

m=0 k=0

como queriamos provar.

e Férmula de Rodrigues para os polinomios de Hermite

Pelas nossas consideragoes gerais sobre as férmulas de Rodrigues, podemos presumir que os polinémios H,,, por serem
ortogonais entre si (vide (16.103)), possam ser expressos na forma (16.35) com 7(z) = e —* ou seja,
2 d" 2
H,(z) = K, " We *
onde K, sdo congtantcs que dependem da normalizagao adotada. De fato, essa pressuposigao é correta pois, multiplicando
(16.106) por e~*", obtém-se

oo _a?
(et _ Hy(x)e™ .,
e = —t". 16.107
Encarando o lado direito como a expansao em série de Taylor em ¢, em torno de ¢ = 0, da funcao do lado esquerdo,
concluimos que

e A
Hy(x)e™ = 2ot

t=0
para todo n > 0. Com a mudanca de varidvel u = x — ¢, 4 5= 7ﬁﬁ ficamos com
dm 2 dm 2
Ho (e = (—1)" ot — (—1)" o
2 (@) R R B i

Assim,

(16.108)
para todo n > 0. Essa é a formula de Rodrigues dos polinomios de Hermite.

E. 16.8 Ezercicio. Prove as relagdes de ortogonalidade (16.105) usando a relagdo (16.108), a relagdo (16.102) e integragdo por
partes. £
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e Relagoes de recorréncia para os polinémios de Hermite

Tomando-se a derivada em z de (16.108), é elementar constatar que

H)(z) = 2zH,(z) — Hyp1(x) . (16.109)
Ao mesmo tempo,
oA
Hua(@) = (et e

_ et ot 4 (4 g2
- =D ¢ @ (da:e

s dn .
= 2(=1)" eﬁ;? (ze”))

Leibniz o “ /n [ —
- Z P dx” * dxn—p ¢

p=0

_ n eo? (50 (et Ay
e (e () o ()
= 2xHp(x) — 2nHy—1(z) .

Assim, Hyy1(x) = 2zH, (z) — 2nH,_1(z). Note que, como Ho(z) = 1 e Hy(z) = 2z, essa identidade vale também para

n = 0. Reunindo isso com (16.109), somos conduzidos a H,,(z) = 2nH,_1(x), n > 0. Resumindo, obtemos as seguintes
relagoes:

H)(z) = 2aH,(x)— Hnya(x), (16.110)

Hyp(x) = 20Hy(z) —2nH,1(x), (16.111)

Hy(z) = 2nH,-1(2), (16.112)

vélidas para todo n > 0. Estas expressoes sao bastante tteis. A relagao (16.111), por exemplo, permite obter recursiva-
mente todos os H,’s a partir de Ho(z) =1 e Hy(z) = 2z.

Segue facilmente de (16.112) que para a p-ésima devivada de H,, tem-se

n!

HP (z) = zpwﬂn,p(z) (16.113)
para todo p € {0, ..., n}. Verifique! Essa relagio tem a seguinte consequéncia: usando-se a expansao em série de
Taylor, segue que

> ® - ® (16.113) n!
Hy(z+y) = HP) (z)y? = HP (x)y? 2P ———— Hpp(2)y”
W+ y) ,;,p' @)y Z,), (@)y 2?’ @)

e, portanto,

Hy(z+y) = Z() (@) (29)" (16.114)

p=0
vélida para todos z e y € C e n € Ny.
16.2.3.1 As Funcoes de Hermite
As chamadas fung¢oes de Hermite sao definidas por
hn(z) = c,,Hn(:c)e’xQ/2 , (16.115)
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com z € IN, n € INj e onde

Como podemos aprender na Sec¢ao 45.8, pagina 2674, essas fungoes sao as autofungoes normalizadas do operador Hamil-
toniano para o oscilador harmonico unidimensional. De acordo com (16.105), essas fungoes satisfazem

/ o (2)h () dz = n,m (16.116)

para todos n, m € INg, como facilmente se verifica. Na Secao 17.2, pagina 979, aprendemos também que essas fungoes
formam uma base ortonormal completa no espago de Hilbert L?(R, dz).

E. 16.9 Ezercicio. Usando as relagdes (16.110)—(16.112) e a definicdo (16.115), obtenha as relagdes

ho(x) = xha(z) — 20+ 1) hoga(z), (16.117)
Vi Thopi(z) = V2azha(x) = Viha-i(z), (16.118)
Wy(z) = V2nhai(z)—zha(z), (16.119)

para todo n > 0. De (16.117) e (16.119) obtenha também

h(z) = \/ghnq(zr) — 1/"; ! hng1(z) . (16.120)

Ll

Usando a férmula de Rodrigues (16.108) para os polinomios de Hermite H,,, podemos escrever

L d

hn(z) = (-1)" ene/ e (16.121)

dx™

Essa férmula pode ser reescrita de uma forma que é mais conveniente para certos propésitos. E muito facil perceber que
se f é uma funcdo infinitamente diferencidvel, vale

e = (g o) ().

Verifique! Assim, tem-se a seguinte relagao operatorial:
T N
dx dx

. 2/ gt n .2 . . . .
que nos permite escrever e” /2;57 = (i — T) e” /2. Com isso obtemos a férmula de Rodrigues para as funcées de
Hermite:

N
hn(z) = cn (m— %) e/ (16.122)

vélida para todo n € INg. A relagdo (16.122) pode ser também demonstrada por inducao a partir de (16.117). Faca-o!
Na Segao 39.2.2, pagina 2197, provamos que as fung¢oes de Hermite sao autofungoes da transformada de Fourier, a
saber, que vale

Flha] = (=i)" by .

para todo n € INy.
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Em livros de Mecéanica Quéntica o estudante podera aprender que algumas das propriedades dos polinémios de
Hermite e das fungdes de Hermite que obtivemos acima podem ser provadas com o uso dos chamados operadores de
criagao e aniquilagao.

e Outras propriedades das funcoes de Hermite. A férmula de Mehler

Vamos demonstrar mais algumas identidades titeis a respeito de funcdes de Hermite e polonémios de Hermite?®. Nosso
ponto de partida é a relagao

R /Oc e ST g (16.123)
VT oo
Essa identidade pode ser facilmente demonstrada por integragao complexa. Neste texto sdo apresentadas outras demons-
tragoes da mesma, por exemplo, na Proposigao 39.9, pagina 2189, e no Exercicio E. 39.63, pagina 2269.
Usando (16.123) em (16.121), obtemos

.
Caiyre,e? [
ha(a) = 2T [ s g (16.124)
VT oo

E. 16.10 Ezercicio. Justifique por que é permitido diferenciar (16.123) sob o simbolo da integral. Algum conhecimento da teoria
das Trasformadas de Fourier pode ajudar. Vide Se¢do 39.2, pdgina 2178. *

A expressao (16.124) é uma representagao integral das fungéoes de Hermite. Para os polindmios de Hermite ela significa
72,' n 11‘2 00 .
H,(z) = (E20)ne” she=s s gg (16.125)
v

que é uma representacao integral dos polinomios de Hermite.

Por motivos que revelaremos adiante, vamos agora considerar a expressao
oo
Uz, x, z) = Zhn(m) ha(y) 2" (16.126)
n=0

comz, y € Reze Ccom |z| <1. Antes de prosseguirmos, fagamos um breve comentério sobre a convergéncia dessa
série. Temos por (16.124) que
e S O T
e s"e s = ————Fe

N3 o w3/4(nl)t/2 ’

onde I' é a fungao gama de Euler (Capitulo 7, pagina 426). Usando na férmula acima as aproximagoes de Stirling (7.81)

[n(2)] < 2

e (7.89) para n! e I' (L), respectivamente, obtemos a estimativa assintética |hy, (z)| < (21/47r’1/2)n’1/4e“"2/2 (vélida
para todo n grande o suficiente). No que concerne & dependéncia em z esta é uma estimativa muito grosseira para |hy ()|
(¢é possivel provar que para todo z € R e todo n € Ny vale |h,(z)| < K, onde K ~ 1,086), mas ela ¢ suficiente para
estabelecer que a série no lado direito de (16.126) é absolutamente convergente para z, y € Re z € C com |z| < 1.

Retornando a (16.126), usando (16.124) e a defini¢ao de ¢, temos
@2

2211(71)r1.<2)21lci </ ghe— s H2isz ds) (/ re—toH2ity dt)
™ —o0 -0

n=0

22 y? o oo oo n
_ el +y )/2 =5t~ 25+ ty) Z (—2zst) dsdt
w3/2 Y n!

n=0

Uz, x, z)

(@ +y?)/2 oo poo ‘
_ ET / / oSt 2i(satty)~2zst g (16.127)
U J—o00 J—occ

23Seguiremos as indicagdes de [53].
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E. 16.11 Ezercicio. Prove isso e justifique a troca de ordem das integrais com a somatéria em n efetuada acima. *

Desejamos agora calcular a integral dupla do lado direito de (16.127). Isso é obtido por completamento de quadrados
e ha mais de uma forma de fazé-lo. Sugerimos escrever-se

2 o\ 2 2 a1y — 2
—52 — 1% + 2i(sx + ty) — 228t = 7(s+(zt7’iw)) 7(17,52) (tfiy Lz) +< vl At 2wyz oy )

1-22 1-22

E. 16.12 Ezercicio. Prove isso. Isso pode ser feito partindo-se do lado esquerdo e chegando-se ao direito por completamento de
quadrados ou expandindo-se o lado direito e constatando-se que ¢ igual ao esquerdo. Ed

Com isso, temos

/2

- e (U ey [ [ <7(1 )| 74;;)2) (/" ef<s+<z~x>>*ds>] a.

Agora,
00 RS o0 _
/ o (stGt=in)” yo NZ I / exp (,(1 — 22 (f, Y
o 1-

—oo

224y?)/2 poo  poo
Uls, o, 2) (16.127) el )/ / / o8t~ 2i(satty) 225t g
' —o0 J —o0

Vide Coroldrio 39.1, pagina 2190, em particular, vide (39.75) . Note-se que Re (1—22) > 0, pois estamos supondo |z| < 1.

Assim, obtemos
1 (1+22)(2? + y?) — dayz
exp [ — - ,
VN it 2(1 - 22)

Uz, x, z) =

ou seja,

(1+2%) (2% + %) *‘Wﬂ) (16.128)

- 1

> ha(@) haly) 2" = exp (f 3

0 2=
paraz, y € Re z € C com |z| < 1. Essa relagdo é por vezes denominada férmula de Mehler**. Usando-se (16.115),

obtemos disso também )
i H,(z) Ha(y) 2" 1 —22(2% + %) + 2ayz
= ex| .
P -2 P T- 2
Verifique! O lado esquerdo da expressao (16.128) é relevante na Mecanica Quantica (daf nosso interesse pela mesma) por
estar relacionada ao chamado propagador do oscilador harménico unidimensional. Vide pagina 2675.

(16.129)
n=0

E fAcil constatar que (16.128) pode ser reescrita como

3 @) ha () 2" = 1

n=0

11—z o 142z 2)]
—————exp | | —(x+y)" + T—y . 16.130
m(1+2)(1-2) [ 4(1+Z( ) 1*2( ) ( )
Verifique! No limite formal z — 1 a expressao do lado direito aproxima-se de uma sequéncia delta de Dirac (compare-se
com (39.172), pagina 2217, com o parametro n que ocorre naquela expressao substituido por 1/4/2(1 — z)) e obtemos

> ha(@) haly) = 6z —1), (16.131)

n=0

(0 sendo a distribuigao delta de Dirac). Essa relagao deve ser entendida no sentido de distribuigdes temperadas (Segao
39.3, pagina 2214) e é uma manifestacio da completeza das funcoes de Hermite em L?(R, dx), demonstrada na Secio
17.2, pagina 979.

24Gustav Ferdinand Mehler (1835-1895).
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16.2.4 Propriedades dos Polinémios de Tchebychev

Os polinémios de Tchebychev foram introduzidos na Segdo 15.1.5, pdgina 852 (vide particularmente a pdgina 853). Os
polinoémios de Tchebychev desempenham um papel importante na teoria das aproximagoes de fungdes continuas por
polinémios, mas no tratamento resumido que aqui prentedemos vamos mencionar apenas as relagoes de ortogonalidade
que eles satisfazem.

e Relagoes de ortogonalidade dos polinémios de Tchebychev

Os polinoémios de Tchebychev podem ser expressos no intervalo [—1, 1] por
Tm(x) = cos (marccos(z))
para m € INy. Os polinémios de Tchebychev sao solucao da equagao de Tchebychev
(1=2%y"(2) = 29/ (2) + m®y(z) = 0

para m € INg. Como jé observamos (vide pagina 909), a forma canonica de Liouville da equagao de Tchebychev é

( I—ZQy'(z))l-%—mz (z) = 0.

1
V1-—a? v
Assim, identificamos p(z) = V1 — 22, q(z) = 0, r(z) = 1/v/1 — 22 e = m?. Por nossas consideracdes anteriores, devem

1

valer relagoes de ortogonalidade do tipo / T ()T () dx = K,,0m,» para certas constantes K,. De fato, a
1

1
V1-—2a?

mudanga de varidveis y = arccos(z) permite-nos escrever

x) /1 cos (marccos(x)) cos (n arccos(z))
2\ D)2\ ) g =

/1 T () T e
1 V1—22 1 V1—z2

dg VL) / cos(my) cos(ny) dy
0

1/ ) Td0,m, n=0,meNg.
- 5/ cos(my) cos(ny) dy “= "
T 50nm, n, meWN,
Logo,
! 1
T (2)T0(2) ——= dz = K0 s 16.132
[ a0 == (16.132)

com Koy = 7/2 ¢ K, = 7 para n > 0. Essas sdo as relagoes de ortogonalidade dos polindémios de Tchebychev. Devido
as mesmas, os polinémios de Tchebychev normalizados Qy, () := Ty (2)/v/ Ky, n € Ny, compée um conjunto ortonormal

completo no espaco de Hilbert L? ((717 1), dz) Disso trataremos na Secao 17.1, pagina 976.

1
16.2.5 Propriedades dos Polinémios de Laguerre

e Relacoes de ortogonalidade para os polinémios de Laguerre

A equagio de Laguerre (ze~®y/(x)) 4+ Ae~"y(x) = 0 ¢ tipicamente considerada no intervalo J = [0, oc). Para ela
tem-se p(z) = ze™%, g(z) = 0, 7(z) = e~ e p = \. Note que p(z) > 0 em J° = (0, 00), e anula-se em z = 0 e no infinito.
Além disso, 7(z) > 0 em todo J = [0, 00). Os polinémios de Laguerre foram definidos em (15.143) por

= aml(m\ o
Lin(z) = Y (-1) o (n) @ (16.133)
n=0 ’

25Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).
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e representam solugoes da equagao de Laguerre em J = [0, 0o) para p = m. E bastante claro que para os polindémios de
Laguerre vale a condigdo (16.28) e, portanto, pelo Teorema 16.1, segue que

/ Ly(z)Ly(z) e dz = 0 (16.134)
0
para todo n # m, com m, n =0, 1, 2, 3, .... Notemos também aqui que (16.134) implica
/ 2 Lp(z) e de = 0 (16.135)
0

para todo k < m, pois os mondmios z¥ podem ser escritos como combinagdes lineares dos polinémios L,’s com n < m.
Para calcular as integrais de (16.134) no caso m = n podemos fazer uso da identidade

Lia() = (0t DI (@) — (n+ DEa(e) | (16.136)
que serd demonstrada mais abaixo (expressiao (16.140)). Com ela, vé-se que
00 00
(n+ 1)/ La(2)? e da = / Ln(z)((n + 1)Ln(z)) e da
0 0
(62504 ) /0 L(z)L (z) e™* dx — /0 Lu(z) Ly, (@) e da

=0 por (16.135)

e porpastes_p (@) Lns(2)e™"

~ o
+ / L) (2)Lypsa(z) e dx
o Jo

=0 por (16.135)

[ L@ L) e do
0

=0 por (16.134)

(16.133)

= L,(0)Ly,11(0) (n+1)(nh)?.

Concluimos assim que

/ Lo(2)Lyn(x) e de = (n!)26n,m (16.137)
0
para todos n, m > 0. Estas sao as relagées de ortogonalidade para os polinémios de Laguerre.

e Férmula de Rodrigues para os polinomios de Laguerre

Pela ortogonalidade dos polindmios de Laguerre (16.134), podemos presumir, sob a luz das consideragoes da Sec¢ao
16.1.2, pagina 915, que os polinémios de Laguerre satisfazem, por (16.33), uma relagao como

1 dm Cgm »
Ly (z) == Kn, mdﬂ" (r(z) zm) = Kp e m(zme “”) s (16.138)

onde K, é uma constante dependente da normaliza¢io adotada. De fato, pela regra de Leibniz,

T dm m o, —T T < m d"’"? m dp —x
¢ dl""(‘lr ¢ ) = Z(p) (dl""*PL ) (ﬁL )

p=0

- i(,m(m) mar U1 p ().

ol
= p/) Pl
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Assim, K,,, = 1 e concluimos que
T d"” m —x
Ly(z) = € P (z e ) R (16.139)

para todo m > 0. Esta é a formula de Rodrigues para os polinémios de Laguerre.

e Relagoes de recorréncia para os polinémios de Laguerre

Por (16.139), é elementar constatar que
gm+1

! +1 d77n+1 7d +1
o _ x LmAl —x T gt e
Lnn(@) = ¢ ooy (‘ € ) T e (‘ ¢ )

e A e e A e
= Lpyi(z) + (m+1)e (1 e )7@ —(z e )

Azt dpml
(16.159) o A ) PRy o—
= (m+1)e e (z e ) = (m+1)e T Do (z e )

= (m+1)e” % (ﬁiTLm@))

= —(m+1)Ln(@)+ (m+ 1)L}, ().
Estabelecemos assim que
Lipir(@) = (m+ D)) = (m+1)Ln(a) (16.140)

m > 0. Essa é uma das férmulas de recorréncia para os polinémios de Laguerre, a qual empregamos acima para provar
as relagoes de ortogonalidade (16.137) no caso m = n. H& uma segunda, da qual trataremos agora. Pela férmula de
Rodrigues vale

. L dm . L A" .
Ly () (16139 o dx_m(zm e’ﬁ) = € e [z (amte )]
oo onem (MY (AP anr .
e 2 (0) (G g o)
o
m m—1
= e’z dicm (™ e ") + me® d{,,lrmfl (@™ te ™)

d
= e’z = (67 Lm—1(x)) +mLym_1(x)

= —2Lpy-1(z) + 2L, 1 (2) + mLy_1(z) .
Estabelecemos que
Ly(z) = —xLp—1(z) + 2L, 1 (z) + mLy_1(z) (16.141)

o que também implica (fazendo m — m + 1)
Ly1(z) = —xLy(z) + 2L, (z) + (m+ 1)Ly () . (16.142)
Multiplicando ambos os lados de (16.141) por —m e somando o resultado a (16.142), teremos:

Lin1(z) = mLp(z) = —xLy(z) +zLl, (z) + (m + 1) Ly () + mx Ly (z) —maL!, (z) = m>Ly_1(z) . (16.143)
/ ’ ’ ’ (16.140)
Por (16.140), os termos xL,, (x) — maL],_,(x) valem (L], (x) —mL,,_,(z)) =

volta a (16.143), inferimos que

—maLy,—1(z). Introduzindo isso de

Lyg1(z) = (2m =z + 1) Ly(2) — m*Ly_1(z) .
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Resumindo nossas conclusoes, estabelecemos as seguintes relagoes:

Ly(z) = (m+1)L,(x)— (m+1)Lp(z), (16.144)

Lpsi(z) = 2m—2+1)Lyn(z) —m?Ly_1(x) . (16.145)

Essas relagoes sao denominadas férmulas de recorréncia para os polinomios de Laguerre. A relagao (16.145), em parti-
cular, permite obter recursivamente todos os L,,(z)’s a partir de Lo(z) =1 e Li(z) =1 —z.

e A funcao geratriz exponencial dos polinémios de Laguerre

Partindo de (16.133) obtemos para a fungio geratriz exponencial dos polinémios de Laguerre

L, t) = i L) ym

m!

m=0
o seguinte desenvolvimento?%:

VS i(fl)"% (’:) FY i(q)"% (’:) " g (16.146)

m=0n=0

= " > (m
= Y0 (Z (n) f"‘) (16.147)
n=0 m=n
Agora,
o (M i momtn " o~ (mAn)!
S () e
m=n m=0
t’n e d'n, t’n. dTl o0
_ t 4 yman L4 e m
n! Z dn n! dtm ( Z )
m=0 m=0
B oo (g
B nl dtn \1—t¢
cibniz 1" ar anr
e G 50) @) (o)
e AV ]
o (n)( n! tn,p)( (n—p)! )
! Y] —yn—pt1
ot = \p) \(n—p)! L=ty
"~ t \"7? " t\" t"
T 1- = =i Utti) T g
—t =\ - - - (1-1)
Retornando com isso a (16.147), temos
1 (=1 [ at \"
£ t) = —
@ ?) 14;“ nl (171)
e assim concluimos que
xt
e (%)
Lz t) = ———7 (16.148)

Essa é a fungao geratriz exponencial dos polinémios de Laguerre.

26 Assumimos || e |z| pequenos o suficiente para justificar as diversas manipulagdes que faremos.
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16.2.6 Propriedades dos Polinémios de Laguerre Associados
A equagao de Laguerre associada

2y +(m+1—a)y +(n—m)y = 0, (16.149)
com m e n inteiros com 0 < m < n, ¢é tipicamente considerada no intervalo J = [0, c0). A mesma pode ser ser levada &
forma canonica (16.5), transformando-se em

(z™ e "y (2)) + (n —m)z™e "y(z) = 0.

)

=a™e " e p = n —m. Uma alternativa talvez melhor é tomar-se
e i = n. Note-se que p(x) e r(x) sdo os mesmos em ambas as

Tem-se, portanto, p(z) = 2™ le™®, g(z) = 0, r(z
p(x) = am™tle ™ g(z) = —ma™e™", r(z) = 2™
escolhas.

Os polinémios de Laguerre associados foram definidos em (15.168) e expressoes seguintes por?”

(m) dan [ P ry— '\~ ! n k 5
Ly (z) = dT—an(I) = o \& (@"e™™) ) = (-1) Z(*l) Tmar)® (16.150)
v v k=0 .

com 0 < m < n. O polinémio L$,"’) ¢ a tnica solugdo de (16.149) que ¢ regular em z = 0. E de se notar que, por essa
definicao, tem-se

LO(x) = Lu(x) (16.151)
para todo n > 0 e, portanto, os polinémios de Laguerre sdo polinémios de Laguerre associados.
E. 16.13 Ezercicio. Mostre que

_ =DMl dTT

(m) (. n—T
L (z) = m@ e € ).

Ll

)

E bastante elementar constatar que, com m fixo, as fungoes LS,” com n > m satisfazem (16.28) para o intervalo

J = [0, 00). Assim, vale que
o
/ LU (x) LU (2) a™e™* de = 0 (16.152)
0

sempre que n # n'. Para calcular a integral acima no caso n’ = n fazemos uso da relagao (16.159), que serd demonstrada
logo adiante. Tomando (16.159), substituindo n — n — 1 e multiplicando-a por n-tLm (z), obtemos

n—m 2 -
B2 (@) = 0 —m -z = DAL @) ~ (0= DL L)
(m)

Tomando (16.159) e multiplicando-a por (n + 1)~'L,™ (z), obtemos

1- m
(nt1-—m) m

ny1 L = @n—m—z+ DL (@)L (

()L™

n—

—n? (LS:Z)l(T)) : .

Subtraindo uma expressao da outra, obtemos

(n=m)( (my, \2 (m+1-—m) @ (m)
E (@) - e L @)L @)

2
= 2L (@)L (2) — (n — 1)2 L0, (2) L0 (2) + n? (Lﬁ,"l)lu)) .

27TMais uma vez advertimos o leitor do fato de haver vdarias convencoes distintas quanto & definigio dos polinémios de Laguerre associados
na literatura. Para comparagao, polinémios de Laguerre associados definidos em [332], que denotamos aqui por ;L7 (x), diferem dos nossos

L™ (z) da seguinte forma: 1 L7 (z) = D L0 ().

= nFm)t Pntm
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Multiplicando agora esta expressao por 2™e~, integrando entre 0 ¢ oo e usando (16.152), ficamos com

> m 2 m —T ”’3 > 2 m _—T
/0 (L,L )( )) zMe P dr = —(nfm)/o (Li:z)l(x)) e " dw .

A indugao pode ser feita diminuindo n até atingir o valor m, de onde extraimos que

AOO (LS")(I))2 ame " dr = 7@1‘)3(7(1:37 ol AOO (Lg;w(z))z 2™e " dw .

Pela tltima igualdade em (16.150), tem-se Ls;")(m) = (=1)™ml. Ao mesmo tempo, [;° a™e % dz = m!. Assim,

= m) (.. 2,,m,*1 . (!)3
/1) (L(,L )(‘L)) a"e " de = —(nim)!'

Essa expressao pressupoe, naturalmente, 0 < m < n.

Concluimos assim que com nossas definigoes

- 13
/ L () LM (z) a™e™ do = G Oyt - (16.153)

o " " (n—m)! ™

Essas sdo as relagoes de ortogonalidade dos polinémios de Laguerre associados.

Comentdrio para o leitor mais avangado. Chamamos & atengao do leitor o fato que as relagoes de ortogonalidade (16.153)
nao sao as rela(;ées de ortogonalidade da parte radial das autofungoes de energia do dtomo de hidrogénio. Para cada

1> 0 as funcées ple 21’L(2l;r1) (1) com p > [ + 1, satisfazem as relacoes de ortogonalidade,

R (2l+1 p I~ £ (2041) 2 _ 2" ((p + DY?
/0 [pc 2 (17)] {p(’ L (p)} pidp = 61“)/WY (16.154)

as quais discutiremos na Segao 45.9, pagina 2676. Lamentavelmente, alguns livros-texto discutem incorretamente esse
ponto quando tratam do dtomo de hidrogénio. Uma excecdo, um tanto surpreendentemente, é [22].

e Uma consequéncia de (16.153) empregada no estudo do d&tomo de hidrogénio

As relagoes (16.153) implicam um resultado que é usado no contexto do dtomo de hidrogénio. Trata-se do seguinte:
no caso n =n' (16.153) diz-nos que

/OO(LEZ")(I))Z e " dr = e .

(n —m)!

No problema do d4tomo de hidrogénio surge a necessidade de se determinar a integral

00 2
/ (L(n'”)(z)) ™l gy (16.155)
0

m m+1

que difere da anterior pois o fator 2" é substituido por z Essa tltima integral pode ser calculada empregando-se a
relagéo
(n+1-m) ¢

2L (2) = — 1
n

que serd provada logo abaixo (expressao (16.159)). Inserindo-a em (16.155) e usando as relagoes de ortogonalidade
(16.153), obtém-se facilmente

L;L(JL) +@2n—m+ D)L (z) —n2L (2)

o) i g _(@)? -
/0 (L( >(z)) " le ™ dy = m(?n—7n+l). (16.156)

Essa expressao serda usada quando da normalizagio das autofungées de energia do dtomo de hidrogénio.
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e Relagoes de recorréncia para os polindmios de Laguerre associados

Se explorarmos a primeira igualdade em (16.150), que define os polinémios Lff”'), algumas férmulas de recorréncia
para os polinomios de Laguerre associados podem ser obtidas diretamente daquelas dos polinomios de Laguerre listadas

m (16.144)-(16.145) simplesmente diferenciando-as m vezes em relagao a . Como facilmente se constata, obtém-se

L@ = (+ 1)L (@) — (n+ DL (@), (16.157)
L) = @n—z+ DL (@) —mL{ Y (x) — n2L (2) (16.158)
onde, em (16.157), usamos o fato evidente que L;m) (z) = LE'"H)(I).
Tomando (16.157) e trocando m — m — 1, obtém-se L" ™V (x) = 7ﬁLgﬂ () + LY (z). Inserindo isso em
(16.158), obtém-se
(n+1-m) LI () = (n+1)2n—m—z+ 1)L (x) — n®(n + 1)L (x) . (16.159)

Essas relagoes sao denominadas formulas de recorréncia para os polinomios de Laguerre associados.

e A funcao geratriz exponencial dos polinémios de Laguerre associados

A partir da defini¢ao (16.150) e de (16.148) é elementar constatar que a fungio geratriz exponencial dos polinémios
de Laguerre associados é dada por

oo 1 (m)
. L™ (@) (=nmem xt
Las. (2, t) = } -t = mexp - (16.160)

l=m

4" Li(z) = 0 caso m > L.

A soma acima comega com [ = m pois 7

e A equagao de Laguerre generalizada

A assim denominada equagdo de Laguerre generalizada é a equagao diferencial
2 a
2y (2) + (a+1=2)y () + ny(2) .
comn € Ny e aw > —1, real. Trata-se de uma variante da equagao de Laguerre associada, pois o aqui nao é necessariamente

um inteiro.

E. 16.14 Ezercicio. Mostre que essa equacdo tem uma solu¢io da forma de um polindmio
o T(n+a+ l)
Ly = -1 —_—
@ ; )" < ) T(h+ta+1)

onde I" é a fungdo Gama de Euler, apresentada no Capitulo 7, pagina 426. &

E. 16.15 Ezercicio. Mostre que
o d" _
L%z) = €° a_(:/nﬂ; , x) ;
o(x) ] G
x> 0. *

E. 16.16 Ezercicio. Mostre que
0
/ Lo(z)Lm(z) 2% “dz = 0
o

se m # n. Calcule a integral no caso m = n. *

E. 16.17 Ezercicio. Para a = m, inteiro, mostre que

- (- 1)m(n77n) L(m)(z)
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16.2.7 Algumas Propriedades das Funcoes de Bessel

Na presente se¢ao apresentaremos algumas das propriedades mais importantes e mais empregadas das fungoes de Bessel,
especialmente as de ordem inteira. Devido & sua importancia em um sem-nimero de problemas aplicados, as fungoes de
Bessel e de Neumann tém sido intensamente estudadas nos tltimos duzentos anos e foi coletado um enorme conjunto de
informagdes sobre as mesmas, gerando uma vasta literatura. Por isso, nossas pretensoes aqui sao relativamente modestas.
Um texto cldssico sobre o assunto é [570]. Outros excelentes sao [583], [258] e [332], mas todas as referéncias listadas &
pagina 843 tratam do assunto com maior ou menor grau de profundidade.

No estudo das propriedades das funges de Bessel J,(x) procederemos de um modo ligeiramente diferente do que
fizemos acima. Isso se da por varias razoes. Uma delas é que as fungoes de Bessel nao sao polinomios, ao contrario dos
casos acima. Outra ¢ a natureza das relagoes de ortogonalidade dessas fungoes.

e Origens

As fungoes de Bessel surgem em vérios problemas da Fisica-Matemadtica, especialmente envolvendo a resolucao de
certas equagoes diferenciais em coordenadas cilindricas. O mais célebre desses problemas é aquele que estuda as vibragoes
de uma membrana circular (um tambor), problema encontrado em vérios livros-texto e que estudamos na Secao 45.7,
pégina 2672. Esse problema foi tratado pela primeira vez por Euler?® em 1764, antecedendo a Bessel. Em verdade, certas
funcoes de Bessel surgiram antes ainda, em 1703, na resolucio da chamada equagao de Riccati?® por Jacob Bernoulli®?
(vide nota histérica & pdgina 748) e em 1732, em trabalhos de Daniel Bernoulli®** sobre o problema da corda vibrante e
suas variantes (vide problema da corda pendurada na Secao 45.5.2, pagina 2664). O trabalho do astronomo Bessel no
qual as fungdes que levam seu nome foram (re)encontradas é bem posterior e data de 1817, tendo sido publicado em
182432,

O problema que conduziu Bessel nao foi o de resolver uma equagao diferencial, mas o de determinar coeficientes de
Fourier que descrevem a trajetéria de um planeta em movimento periédico em uma érbita eliptica em torno do Sol e
obedecendo a sequnda lei de Kepler®®, segundo a qual o raio-vetor que conecta o Sol ao planeta em questao varre dreas
iguais em tempos iguais®. Bessel obteve para esses coeficientes uma expressao que vem a ser a representacao integral
das fungoes de Bessel que apresentamos em (16.191), mais abaixo. Posteriormente, identificou-se que esses coeficientes
representavam as fungdes previamente tratadas por Daniel Bernoulli e Euler, mas as mesmas acabaram sendo nomeadas
em honra a Bessel (segundo [253], o nome de Bessel foi atribuido a equagdo diferencial por Schlémilch®® em 1857 (vide
[476]) e Lipschitz*® em 1859). Em seu trabalho, na verdade, Bessel estendeu resultados anteriores de Lagrange®’, de
1769, o qual também dedicou-se a questao de determinar os coeficientes de Fourier que expressam como func¢ao do tempo
a distancia ao Sol de um planeta em 6rbita eliptica, calculando os trés primeiros.

A determinagao desses coeficientes de Fourier nao é um mero exercicio académico, pois é importante para célculos, via
teoria de perturbacoes, da influéncia gravitacional que os planetas exercem entre si e da consequente previsao de desvios
das suas 6rbitas elipticas. O estudo matemadtico de perturbagoes periddicas ou quase-periddicas em sistemas mecanicos
(ou em equagoes diferenciais, em geral) ¢ um vasto assunto de pesquisa que tem desafiado intimeros pesquisadores até a
atualidade.

Outras informagcoes histéricas sobre o desenvolvimento das fun¢oes de Bessel podem ser encontradas em [570]. Para
o tratamento do problema de Kepler com uso de fungdes de Bessel, vide [77] (Cap. VII) ou [245].

Bessel ¢ também autor de dois outros importantes feitos cientificos, a proposicao da existéncia de estrelas bindrias e a
medicao da distancia ao Sol de uma outra estrela. Bessel foi um dos primeiros a propor a existéncia de estrelas binarias,
prevendo em 1834 a existéncia de uma companheira da estrela Sirius. Tal previsao foi possivel em fun¢ao de medidas de
alta precisao, que Bessel produziu durante anos, da posi¢ao de vérias estrelas. Tais medidas indicavam um movimento
eliptico periddico de Sirius cuja origem nao poderia ser explicada em termos de movimentos da Terra ou do sistema solar.

28Leonhard Euler (1707-1783).

29 Jacopo Francesco Riccati (1676-1754).

30 Jacob Bernoulli (1654-1705).

31Daniel Bernoulli (1700-1782).

32F. W. Bessel, “Untersuchungen des Theils der planetarischen Stérungen, welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht”. Berliner
Abhandlungen, 1-52 (1824).

33 Johannes Kepler (1571-1630).

34Como todo estudante de Fisica bem sabe, isso é consequéncia da conservagio do momento angular sob uma forca central.

35Qscar Xavier Schlémilch (1823-1901).

36Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903).

37 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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Bessel propds que esse movimento fosse devido & presenga de uma outra estrela menos brilhante nas proximidades de
Sirius e que ambas orbitavam em torno do centro de massa comum, explicando assim as observagoes. Em 1840, Bessel
anunciou a observacao de tais movimentos periédicos em outra estrela, a estrela Procyon.

A existéncia da companheira de Sirius foi confirmada por observagdes feitas em 1862 por A. G. Clark®® e a de Procyon
em 1896, por J. M. Schaeberle®?, ambas apés a morte de Bessel. As estatisticas atuais indicam que cerca de metade
das estrelas da nossa galdxia ¢ composta por estrelas bindrias. Hé também sistemas triplos de estrelas (com a-Centauri
sendo o exemplo mais popularmente conhecido), quidruplos (como e-Lyrae, como Capella, na constelacio de Auriga, e
como Mizar ((-Ursae Majoris) etc.

Um problema matematico, levantado pela primeira vez por Laplace®® em 1785 e ainda hoje em aberto, ao qual
nomes como o de Poincaré*! deram importantes contribuicdes, é o de saber se sistemas miiltiplos como esses, ou como o
nosso préprio sistema solar, sdo estdveis. Esse problema deu origem a uma importante drea de pesquisa atual, a teoria
dos sistemas dindmicos*2. Métodos como os que Bessel e outros empregaram para a deteccio de sistemas bindrios sdo
empregados hoje em dia na detecg@o de planetas orbitando estrelas, outro tema atual de pesquisa.

Bessel foi também o primeiro, em 1838, a determinar a distancia ao Sol de uma outra estrela, usando para tal o
método de paralaxe. A estrela em questao foi 61 Cygni e Bessel calculou sua distancia ao Sol como sendo cerca de 10
anos-luz. O valor atualmente aceito é de cerca de 10,7 anos-luz, ou 3,3 parsecs®®. Com esse trabalho, Bessel** contribuiu
para o estudo das escalas de distancia cosmoldgicas, tarefa em implementagao até os nossos dias.

e Relagoes de recorréncia para as fungoes de Bessel

Seja a fungdo de Bessel J, (z), definida em (15.109), pagina 871, por

. ad (=1)k 2\ 2k+y
Jo(z) = ;m (5) , (16.161)

onde I' é a funcao gama de Euler, estudada no Capitulo 7, pagina 426. Consideremos provisoriamente v diferente de 0 ou
de um inteiro negativo (pois I'(y) diverge se y for um inteiro nao positivo. Vide Capitulo 7, pgina 426). Multiplicando
Jy(x) por z¥ e diferenciando em relagao a x, obtém-se

_ 4 i (=1)* 1) (@)
da = E'T(k+14v) \2 .

1k v 2k+v—1 S
B e

= KIT(E+1+v) \2
oo )
(,1)k a0\ 2k+r—1
— v — —
- ;k!l“(k+u) (2)
= 2"J,1(x).

38 Alvan Graham Clark (1832-1897).

39John Martin Schaeberle (1853-1924).

40Pijerre-Simon Laplace (1749-1827).

41 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

42Em verdade, boa parte da topologia moderna foi criada por Poincaré no seu tratamento do problema de estabilidade.

43Um ano-luz ¢ a distancia que a luz percorre em um ano e corresponde a aproximadamente 9,46 10'2 km, ou 9,5 trilhdes de quilémetros.
Um parsec ¢ definido como a distancia de um objeto cuja paralaxe em relacao a Terra seja de um segundo de arco, uma medida de distancia
usada tradicionalmente na Astronomia. Um parsec corresponde a aproximadamente 3,262 anos-luz, ou 3,09 10'3 km.

4 Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).
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Multiplicando J,, por ™ e diferenciando em relagio a z, obtém-se analogamente

d - - 3 i ) (71)1" 1 2k+v ek
o @@) = dxgkll‘(k+1+u) (2) @)

- I~ (71)k 1 2k+u—1/ -
- g(k—l)!r(k+1+u) (5) @™

k=1
0o X
_ . (,1)k T 2k+v—1
- ° ;(k—l)!l‘(k+l+u) (2)
koskt1 717"5: (1) (§)2k+u+l
’ o RIT(k+2+v) \2
= 27" Jyq1(x) .

Provamos assim que, para v # 0, —1, —2, —3...,

L I@) = 2 dyal@) e

. (x7" T (2)) = =27 Ty () . (16.162)

a4
dx

Adotando-se a j& mencionada defini¢io J_,,(z) = (=1)"J,,,(z), para m inteiro positivo ou zero, vemos que a expressao
acima também vale para v =0, —1, =2, —3....

E. 16.18 Ezercicio. Mostre isso! E
Para v = 0, a segunda relagao em (16.162) diz-nos que
Jo(z) = —Ji(z), (16.163)

e para v = 1, a primeira relagdo em (16.162) diz-nos que

zJo(z) = %(z]l(x)). (16.164)

Expandindo as derivadas em (16.162), teremos que

oI () Fra V() = a¥J,a(x) e
eI @) — v (@) = e ale),
ou seja,
zJ(z) = xdy—1(x) — v, (z) e ) (z) = vy (z) —xJ,41(2) . (16.165)
Somando e subtraindo essas duas expressoes obtemos as seguintes relagoes importantes:
/ L )
L@ = 3 (JH(@ - JuH(m)) . (16.166)
1
Jopi(z) = ;(QVJ,,(I) - x.},,,l(z)) . (16.167)

Essas relagoes, validas para todo v € C, sdo denominadas relagoes de recorréncia das fungoes de Bessel. A segunda delas
permite, por exemplo, obter todas as fungdes .J,, com m inteiro positivo a partir de Jy e J;. Na verdade, por (16.163),
basta conhecer Jy e sua derivada. Vide adiante.

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 19 de julho de 2025 Capitulo 16 950/3043

Resumindo, obtivemos as seguintes relagoes

%(I"Jv(z)) = (), (16.168)
{%(w"’Jv(w)) = eV hae), (16.169)
wdy(x) = ady_i(z) —vi(z), (16.170)
wli@) = vl(@) = al(@), (16.171)
@) = %(J,,,l(x)fJ,,H(m)), (16.172)
Joa(z) = %(2VJ,(I)—IJ,,1(I>), (16.173)

vélidas para todo v € C e todo x € C, z # 0.

Expressoes andlogas aquelas acima sao também validas para as fungoes N, (z).

e A relagao entre J, e Jy, n € N

A segunda expressao em (16.162) diz-nos que

;%(17” ]u(z)) = _Ii(yﬂ)-]uﬂ( ) -
Disso segue imediatamente que
L) e a) = (0 @), (16.174)
z dz o

vélida para todo v, © € C e n € INy. No caso particular em que v = 0, obtém-se,

Jn(@) = (<1)"a" (11>" (Jo(z)) . (16.175)

zdr

vélida para todo z € C e n € INg. A expressao (16.175) generaliza (16.163) e guarda certa semelhanga com as férmulas
de Rodrigues (vide Se¢ao 16.1.2, pagina 915, e, em particular, (16.45), pagina 918).

E. 16.19 Ezercicio. Obtenha (16.174) e (16.175) diretamente da definicdo (16.161). £

e As relagoes integrais de Sonin

Para p e v € C tais que Re (v) > Re (1) > —1 vale a seguinte relagao entre J, e Jy:

o) = — 2 (5)"7“ /1 L ) T () dt (16.176)

gy = . s X
Dy —p) \2 0 "

para todo = € C. Essa expressio é denominada relacdo integral de Sonin®® entre fungdes de Bessel, ou também primeira

integral de Sonin ou primeira identidade de Sonin.

No caso em que v — p € IN, (16.176) pode ser demonstrada a partir da primeira igualdade em (16.162) por integragao

45Nikolay Yakovlevich Sonin (1849-1915). Seu sobrenome é por vezes grafado como “Sonine”.
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e por indugao. Apresentamos uma prova direta de (16.176) para o caso geral. Pela defini¢ao de J,, tem-se

1 1 oo k 2t pt
WLy 2\ (o (16.161) / utlgy  g2yr—nel (-1) @t
/ (1= 12)7 7 (at) db ) <k§::0 s (3 dt

Jo Jo

oo 1
_ (-1 @\ 2k+n 2h42ut1(q _ 42\v—k—1
= gk!r(muu)(i) /Ot (A=) de

(7.39) i (-1 (g)%w 1T(k+p+ D0y — p)
= E'T(k+1+p) \2 2 T(k+v+1)

V— 1) 3\ PV _1)k Skt

- w (;),H/ (),

como queriamos mostrar.

E. 16.20 Ezercicio. Justifique a troca de integral pela somatdria realizada na segunda igualdade acima e entenda por que fazemos
a restricdo Re (v) > Re(u) > —1. £

De (16.176), para = 0 e Re (v) > 0, tem-se o seguinte caso particular relevante de (16.176):
Ta) = —— (3) 1 (1= 2" Ty (at) dt (16.177)
T(v) \2 o ’

vélido para Re (1) > 0 e para todo 2 € C. Usando a primeira relagao em (15.124), obtemos também, tomando-se p1 = 1/2
em (16.176),

1 2 z\v-1 ! v_3/2
Jy(2) = —=——= (5 t(1-¢ sen(xt) dt 16.1
Ju(x) \/7?1"(1/71/2)<2) /0 ( ) sen(zt) dt , (16.178)
para Re (v) > 1/2 e z € C. Usando a segunda relacao em (15.124), obtemos também, tomando-se p = —1/2 em (16.176),
1 2 z\v [ o\v—1/2
(z) = ——=—— (£ 1- os(at) dt , 16.1
@) = T (%) /0 (1— )" cos(at) dt (16.179)
para Re (v) > —1/2 ez € C.
E. 16.21 Ezercicio. Verifique! *

Mais adiante (vide egs. (16.207) e (16.209)) usaremos (16.178) e (16.179) para obter certas transformadas de Fourier
relacionadas as fungoes de Bessel.

e A funcao geratriz das fungoes de Bessel

A determinacao da funcao geratriz das funcoes de Bessel é importante, entre outras razoes, por nos permitir ob-
ter certas representagoes integrais para essas fungdes, representagdes essas que possuem grande relevancia em vérias
aplicagoes.

Tomemos as fungoes de Bessel de ordem inteira definidas por

> _1)k 2\ 2k+m
Jon(2) = ;W (5) i (16.180)
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para m > 0, convencionando-se que J_,,(z) = (=1)™J,,(x) (vide (15.127) e a discussdao que lhe acompanha). Vamos
aqui considerar a fungao geratriz das fungoes de Bessel de ordem inteira, definida por

Iz, t) = Z ™ T ()

para t # 0 e vamos provar que
s
e/ 1
> " (z) = exp (g (t— ;)) . (16.181)

Dessa importante relagao serao extraidos vérios fatos uteis sobre as fung¢oes de Bessel de ordem inteira. Antes de
provarmos isso, mostremos que J(z, t) estd bem definida. Por (16.180), vale

= 1 x| 2ktm 1|z 1 a2k Tz |22
Il < Y e 5l < sl X lsl = salal e
de modo que
=, 1™ 2o 1 |wt|™ ia 1 jam
3z, 1) < |J0(CC)\+T;\f/|mum($)\+]; 7| Mm@l < [Jo(x)| + €l*/?! ;W 5 + el*/?! T;W‘Q—t )

sendo que as dltimas somas sao convergentes para todo z € C e todo t € C com t # 0, o que prova que J(z, t) é analitica
para todo z € C e todo t € C com t # 0.

Podemos com isso demonstrar (16.181) de modo bem simples, tomando a derivada parcial em relacao a z de J(z, t),
derivando termo a termo na soma (o que ¢ permitido, devido & analiticidade) e usando (16.166):

o

7]
%3(@ 0 _ Z ™ (2) (16.182)
(16.166) 1 I
=S Y @) =5 X M) (16.183)
m=—o0 m=—co
U S [——
- > k() - -5 > ta) (16.184)
k=—oc l=—00
1 1
= 3 (t— Z) I(z, 1) . (16.185)

Assim, J(z, t) satisfaz a equagao diferencial %S(z, t) = % (t — %) J(z, t), cuja solugao geral é

o0 = swew (5 (1-1))

para alguma funcao f(t). Agora, como J,,,(0) = 0 para m # 0 e Jo(0) = 1, segue que J(0, t) = 1, o que implica f(t) =1,
provando (16.181).

Estudando a demonstragao acima o leitor podera reconhecer a importancia de definir-se J_,,(z) = (—=1)™J,,(z), para
m inteiro positivo.

e Férmula de adigao das fungoes de Bessel

Uma das relagdes mais titeis que advém de (16.181) é a seguinte:

In(@+y) = D Ja@)monl) (16.186)

n=-oo
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vélida para todo m € Z e todos z, y € C. Essa expressao ¢ denominada por alguns autores formula de adi¢ao das
fungoes de Bessel (a “adi¢io”, aqui, refere-se & adi¢ao dos argumentos da func¢ao no lado esquerdo). As fungoes de Bessel
satisfazem vdrias outras relagoes de adi¢ao do tipo acima e remetemos o leitor a literatura supracitada (por exemplo, a
referéncia [258]) para generalizagoes.

A demonstragao de (16.186) é obtida de (16.181) calculando-se o produto J(z, t)J(y, t) de duas formas: por um lado,

I DIy, 1) = exp (g (t,— %)) exp (% (t . %)) - oxp (’;”’ (t . %)) = i Iz +y) . (16.187)

m=—oc

Por outro lado,

Iz, )y, t) = ( f: Aka(”")) (i ﬂJl(l‘/)) = i i Lk“‘]k(m)‘]l(y) = i [’m( f: th(”")']rrhn(?/))

k=—00 I=—o00 k=—oc0 l=—o00 m=—o0 n=—oc
(16.188)
Comparando-se (16.187) a (16.188) obtém-se (16.186).
Se em (16.186) tomarmos y = —z e m = 0, e usarmos que J, () = J_n(—z) e que Jy(0) = 1, obteremos
> 2 2 > 2
1= 3 (.In(z)) - (Jo(z)) +23 (Jnm) . (16.189)
n=—oo n=1

Como J,(z) é real para z € R, isso ensina-nos que |Jo(z)] < 1 e |Ju(z)| < %, para todo x € R e n > 0, n inteiro.
E. 16.22 Ezercicio. Justifique! £
E possivel estabelecer limites superiores mais precisos para |.J, ()|, mas nao trataremos disso aqui.

e Representagoes integrais das fungoes de Bessel

J4 obtivemos em (16.176), (16.177), (16.178) e (16.179) algumas relagdes integrais envolvendo fungoes de Bessel.
Trataremos de obter mais algumas outras agora.

A relagdo (16.181) tem vdrios usos, um deles é o de fornecer uma representagio integral para as fungoes de Bessel,
com a qual outras propriedades podem ser obtidas. A relagao (16.181) foi provada para todo z € C e t € C com t # 0.
Tomemos ¢ € C com |t| = 1, ou seja, tomemos ¢ da forma t = e'?, com —r < ¢ < 7. Obtemos de (16.181)

emsen(®) = N (@)e™ (16.190)

O ponto interessante é que podemos interpretar o lado direito como sendo a série de Fourier (para a teoria das séries
de Fourier, vide Segdo 38.4, pdgina 2120) na varidvel ¢ da fungao periédica de perfodo 27 do lado esquerdo, de onde
tiramos que
1T I
Tm(z) = — eivsen(@)=ime g, — iwsen(v)—ime. g,
) 2m J_ . 2r J_, ’

para todo m € Z. Usando €' = cos(a) + i sen(a), tem-se
Lo/ i
Im(x) = o ./4 cos (J/ sen(p) — m'p) do + o .[7{ sen(w sen(p) — m'p) dy .

A segunda integral do lado direito é nula, pois o integrando é uma fun¢do fmpar em ¢. Como o integrando da primeira
integral do lado direito é uma fungio par em ¢, segue que

rT

Im(x) = cos (T sen(p) — map) dp = % /0 cos <T sen(p) — mgo) dy , (16.191)

or )

vélida para todo m € Z. Essa expressao é a importante representacao integral da fungio de Bessel Jy,(x), m € Z.
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Tomando-se ¢ = ie’? em (16.181), obtém-se

el = N (2)e ™ (16.192)
m=—oo
de onde se extrai
(GO ()~
Jm(x) = / eircos@)=ime jo (16.193)
2,
e disso se obtém -
I (z) = %/ €17 c%() cos(me) dyp . (16.194)
0 -
E fécil obter de (16.193) que
ey
Jom () = el cos (z cos(p) — 2m¢) dy ,
o = EV T (e
Jomt1(z) = el sen (JL cos(p) — (2m + 1)4,0) do .
para todo m =0, 1, 2, .... De (16.193) segue, em particular, a relagao
1 (™ i cos(o
Jo(z) = —/ el eos(9) d | (16.195)
2r ) .

Aplicagoes dessa identidade encontram-se nos Exercicios E. 16.23 ¢ E. 16.24.
E. 16.23 Ezercicio. Seja f:R? — C integrével e seja
L L o —iPE 2
I = 5 [, ST

sua transformada de Fourier, onde & = (z1, 2), p = (p1, p2) € P+ & = p121 + pax2. Suponha que f dependa apenas da coordenada

radial: f(Z) = f(r), com r = ||Z|| = \/2% + 23. Mostre que
7@ = [ 10D

onde p = |p]. Sugestdo: use (16.195). £
fo, 0<r<
E. 16.24 Egercicio. Seja f : R* — C definida por f(Z) = f(r) , sendo fo e R constantes com R > 0.
0. r>R
Mostre que
. R
7111 = LEnm).
Sugestdo: De (16.162) segue que zJo(z) = (zJi(z))". E

e Propriedades adicionais

De (16.190) podemos extrair mais algumas relacoes de interesse. Mostremos algumas aqui. Separando a parte real e
a parte imagindria de ambos os lados de (16.190), teremos

Z Jm () cos(myp) ,

m=—o0

cos (J: sen(ap))

sen(z sen(cp)) = i Jm(x) sen(mep) .

m=—o00
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Usando que J_,(z) = (—=1)"J,, (), obtemos alguns cancelamentos que conduzem a

cos (z sen(<p)) = Jo(z)+ 22 Jog(x) cos(2ky) , (16.196)
k=1
sen(z sen(<p)) = 22 Jo—1(z) sen((2k — 1)) . (16.197)
k=1

Em particular, para ¢ = /2, isso diz-nos que

cos(z) = Jo(x) +2> (~1)FJak(x) (16.198)
k=1
sen(z) = 23 (—D)My (). (16.199)
k=1

Tomando ¢ = 0 em (16.196), segue também a identidade
o
1= Jo()+2) Jan(w) .
k=1

De (16.196)-(16.197), obtém-se também, usando as bem-conhecidas relacoes de ortogonalidade das fungoes seno e
€osseno,

1 [7 Jm(x), m par
7/ cos (1 scmp) cos(mp)dy =

T

0 0, m impar

17 0, m par
—/ sen(zsenyp) sen(myp)dp =

s

0 Jm (), m impar

E. 16.25 Ezercicio. Usando (15.41), mostre a partir de (16.196) que vale a identidade

cos (av/T=u?) = Jo(@) +2 Y Jor(@)Tan(w) , (16.200)
k=1
onde T, é o m-ésimo polinémio de Tchebychev (introduzido a pagina 853 e seguintes. Vide (15.39) ou (15.41)). £

e A transformada de Fourier de .J,,

Seguindo a convengao que adotamos no Capitulo 39, pagina 2163, definimos a transformada de Fourier F[f] de uma
funcio de uma varidvel f e a transformada de Fourier inversa $~![f] por

) = = [Cemi@a e 5 - = [ erias.

A relagao (16.194) pode ser escrita na forma

x
Im(z) = - /0 ¢ <o3(#) cos(me) di . (16.201)
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Adotando m € Ny, com a mudanga de varidveis ¢ = arccosu, isso fica

(=" 1 (asan) (=

1 S\ 1
i i) vuTm(u)
S oo ATCCOS d e du , 16.202
/ . e cos (m dr(,(,ob(u)) T2 U /71 e T u ( )

onde T}, é 0 m-ésimo polinémio de Tchebychev (vide pagina 853). Definamos uma fungao Jom pOX

Im(w) =

— i 2 Ty (u)
T = (—iymi 2 ol 16.203
() = (i (), (16.203)
onde x[_1, 1] ¢ a fungdo caracteristica do intervalo [-1, 1]:
1,uel-1,1],
X(-1, 1)(u) = (16.204)
0, uég[-1,1].
Entdo, (16.202) traduz-se na afirmagao que
(@) = 7 [T @) (16.205)
e, portanto,
T~ m |2 Tn(u)

FlIm)(w) = Jn(u) = (=) (16.206)

———= X[ u) .
= m X[-1, 1]( )
Essa expressao determina a transformada de Fourier das fungoes de Bessel de ordem m € INy. A fungao 7,\" ¢é integravel,
ou seja, um elemento de L' (R, dz) (justifique!) e, portanto, (16.205) estd bem definida. As fungdes J,,, nao sao integraveis
em R, nem de quadrado integrdvel, mas a expressao (16.206) ¢ valida no sentido de distribui¢oes temperadas. Vide Se¢ao
39.3.6, pagina 2240.

e Mais algumas transformadas de Fourier relacionadas a func¢oes de Bessel

E fécil constatar que a expressao (16.178), pagina 951, pode ser escrita na forma

V2 z\v-1 1 e 2\ V=3/2 izt
Tw-1/2) (5) NoT: [x X1 (O (L= 8 e e

para Re (v) > 1/2, com x|_1, 1) definida em (16.204). Disso concluimos que para Re (v) > 1/2 vale

Ju(x) =

ARG ) 1, (®) v
I{%] ) = ‘Z%t(l—ﬁ) ", (16.207)

no sentido de distribuigoes. Usando (16.179), pagina 951, escrevemos

J(z) = F(Tﬂum (%)V \/%/7: Non () (1= 12) 2 eint gy (16.208)

para Re (v) > —1/2 e obtemos, novamemte no sentido de distribuigées,
J,(x) Xi-1, 11(t) o\v—1/2
Fl—=|(t) = — "= (1t 16.209
[ v ( ) 2u—1/2p<y+ 1/2) ( ) ’ ( )
para Re (v) > —1/2. Observe-se que (16.207) é obtida de (16.209) por derivagao e multiplicagdo por ¢, como esperado.
E. 16.26 Ezercicio. Verifique e justifique as afirmativas de acima. *
koksk kok ok kok kkok

Outras identidades podem ser obtidas a partir das vdrias apresentadas acima, ou com os mesmos métodos, mas
encerramos aqui nossa apresentagao das mesmas, convidando o leitor a um passeio a literatura pertinente as fungoes de
Bessel. Nossa intencao agora é a de discutir as relagoes de ortogonalidade para as fungoes de Bessel.
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16.2.7.1 Propriedades de Zeros das Funcoes de Bessel

Para entrarmos na discussao sobre as relagoes de ortogonalidade das fungoes de Bessel em J = [0, 1] precisamos fazer
alguns comentdrios sobre os zeros das fungdes de Bessel J,(y) e de fungdes associadas as de Bessel, como as fungoes
AJ,(y) + ByJ,(y), onde A e B sao constantes. Por razoes que ficardo claras adiante, o maior interesse estd no caso em
que v > —1, que corresponde também & grande maioria das aplicagdes.

Os resultados mais relevantes nesse sentido serao demonstrados na Se¢ao 17.4, pdgina 983, fazendo uso da teoria dos
operadores compactos e da teoria do problema de Sturm-Liouville, tratados nos Capitulos 42 e 19, pdginas 2360 ¢ 1068,
respectivamente.

Enunciados similares aos apresentados abaixo sobre zeros de fungdes de Bessel e sua primeira derivada podem ser
encontrados em [332], [258], [115] e [245] e suas demonstracoes podem ser encontradas em [570] ou (parcialmente) em
[115] e [258]. As provas que ndo apresentarmos aqui podem ser encontradas nessas referéncias. O leitor ndo deve ser
desestimulado a estudd-las também, pois elas sao elementares e utilizam-se essencialmente apenas do material que ja
apresentamos aqui.

Os seguintes teoremas sao validos:

Teorema 16.2 Seja v real com v > —1. Entdo, a fun¢do J,(z), na regiao z € C com |argz| < m, z # 0, possui apenas
zeros reais, todos simples e positivos, sendo a cole¢io desses zeros uma coleg¢do infinita enumerdvel de zeros. Para v > 0
a fungdo J,(z) possui um zero de ordem v em z = 0.

Cada fungao J,(z2), z € C, com n € Z, possui apenas zeros reais, sendo a cole¢cio desses zeros reais uma cole¢do
infinita e enumerdvel. Todos esses zeros sao simples, exceto z =0, que € um zero de ordem |m| de Jn,(z) para m € Z,
m # 0. Os zeros de J,(z), com n € Z, nio possuem pontos de acumula¢io em R. Como J,(x) = (—=1)"J,(—x), vemos
que os zeros de Jn(z) sio simétricos em relagio ao ponto x = 0. Fora isso, como J_,(x) = (—1)"*1J,(z), os zeros de
Jn(z) coincidem com os de J_,,(x). Por fim, os zeros positivos das func¢oes de Bessel de ordem inteira positiva possuem
a sequinte propriedade de alterndncia: entre dois zeros positivos sucessivos de J,, existe um zero de Jp,—1 e um de Jyq1,
para todos n > 0.

Seja

2, = {L >0 J() = 0} (16.210)
a cole¢io dos zeros reais e positivos da fungao J,, v > —1. Como se trata de um conjunto enumerdvel, escrevemos
Zy = {w.x >0, ke N},

que consideraremos como wm conjunto ordenado em ordem crescente, ou seja, Y,k < Yo,1 para k < 1. Entdo, o conjunto
formado pelas inversas desses zeros, ou seja, {1/, k, k € IN}, possui um dnico ponto de acumulagio em R, a saber, o
zero. ]

O teorema acima é essencialmente um caso particular do Teorema 16.5, abaixo.

Teorema 16.3 Seja v € C. Entao, todos os zeros das fungoes de Bessel J,(z) na regido z € C\ {0} sdo simples. [m]

Prova. Devido & convergéncia da expansdo (16.161) sabemos que a fun¢io z7".J,(z) ¢ uma fungao inteira (ou seja,
analitica em todo em todo C). Consequentemente, os zeros de J, (z) sio isolados.

A equagdo de Bessel 2%y"(z) + zy/(z) + (22 — v?)y(z) = 0, com z € C\ {0}, equivale ao sistema
vz = u2(2),

VZ

,éyz(z) - (1 - ;) ni(z) .

O lado direito desse sistema ¢ analitico na varidvel z em toda a regidgo C \ {0} e continuo e diferencidvel (linear,
evidentemente) em y; e y». Consequentemente, esse sistema (e, portanto, a equagao de Bessel) obedece o Teorema de

<

S

&
Il

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 19 de julho de 2025 Capitulo 16 958/3043

Picard-Lindel6f!® para condicdes iniciais gerais fixadas em qualquer ponto de €\ {0}, garantindo nesses casos existéncia
e unicidade de solucoes em uma certa vizinhanca da condigao inicial.

Se zp # 0 fosse um zero de ordem maior que 1 de J,(z) na regido z € C\ {0}, terfamos J,(20) = 0 e J}(z0) = 0.
Pela existéncia e unicidade de solugoes da equagao de Bessel, terfamos J, (z) identicamente nula em alguma vizinhanga
de zp, 0 que sabemos nao ser o caso. Isso mostra que, exceto eventualmente em zy = 0, todos os zeros de J,(z) no plano
complexo sao simples. |

O resultado a seguir pode ser facilmente provado com uso de (16.166) e das afirmagoes acima.

Teorema 16.4 Para v > 0 os zeros da fungio J),(x) na regido x € [0, o) sio simples, exceto em x = 0, e entre dois
zeros sucessivos de J),(x) hd exatamente um zero de J,(z). O

Na resolugao de problemas envolvendo condigoes de contorno de tipo de Dirichlet, de Neumann ou mistas ¢é frequen-
temente 1til termos informagoes sobre os zeros da fungao de varidvel complexa

JHB(2) == AJ,(z) + B2J.(2) ,

Nesse contexto, o teorema seguinte ¢ particularmente 1til.

Teorema 16.5 Para A e B reais, com (A, B) # (0, 0), e v real, com v > —1, seja a fungdo de varidvel compleza
JAB(2) == AJ,(2) + BzJ.(2) ,

definida na regiio |arg z| < .

Essa fung¢ao possui uma uma cole¢Go nao vazia enumerdvel de zeros reais positivos para todos A e B reais com
(4, B) # (0, 0).

No caso em que A =0 ev >0 a funcio JO P(2) ndo possui raizes complezas. No caso em que B=0ev > —1a
fungdo J20(2) ndo possui raizes complezas.

No caso em que B # 0 mas v+ A/B > 0, a funcio J2 B(2) ndo possui raizes complexas fora as reais. Caso
v+ A/B <0, a fungio Ji* B(2) possui adicionalmente duas raizes imagindrias puras.

O conjunto enumerdvel dos zeros reais positivos de J& B(z), com v > —1, serd denotado por 5B :
208 = {2 >0, AJy(z) + BaJ(z) = 0}.
Como se trata de um conjunto enumerdvel, vamos escrevé-lo também na forma

0 = 6> 0 ke

e consideraremos esse conjunto como sendo ordenado em ordem crescente: (v B) < (v B); para k < I. Entdo, o
conjunto formado pelas inversas desses zeros, ou seja, {1/(v ), k € N}, possui um tinico ponto de acumulagio em R,
a saber, o zero. [}

Evidentemente, 2 © = Z,, para qualquer A real ndo nulo e (77> ) = 4,1 para todo k € IN, também para qualquer
A real nao nulo. O conjunto 2% 5, com B real e nio nulo, coincide com o dos zeros da funcio J/, () na regido x € (0, co).

Prova parcial do Teorema 16.5. Apresentaremos a prova de quase todas as afirmagdes acima. A afirmagao sobre a
existéncia de duas raizes imagindrias puras no caso v + A/B < 0 pode ser encontrada na literatura supracitada.

A existéncia de uma cole¢ao nao vazia enumerével de zeros reais positivos para v > —1 e quaisquer A e B ¢ enunciada
no Teorema 17.1, pagina 989, o qual é demonstrado ao longo da Segao 17.4, pagina 983, fazendo uso de resultados
da teoria dos operadores compactos. Sabemos do tratamento da mesma Segao 17.4 que, para v > —1, os zeros das
fungdes J7 B(z) sdo ou reais ou imaginarios puros e o conjunto {1/(v/" )i, k € IN} dos zeros reais e positivos é tal que
{1/( B), k € N}, possui um tinico ponto de acumulagio em R, a saber, o zero.

46Vide Teorema 12.2 pagina 734 ou, com mais generalidade, Teorema 26.4, pagina 1518.
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Tratemos agora das afirmagoes sobre zeros imagindrios. E fdcil constatar, usando a expansao (16.161), que

v A B ad (71)*’(A+(2k+1/)B) z\ 2k
(/2700 B = ; BTk +1+0v) (5)

e, portanto, tomando-se z imagindrio puro, na forma z = ia, com « € R, teremos

. VA B\ A+ (2k+v)B a2k
(i0/2) "7 T Blia) = > AT 1) (5) . (16.211)

Observe-se que I'(k + 1 +v) > 0 para todo k € INg, caso v > —1, como supomos. Logo, se A + (2k + v)B tiver sempre o
mesmo sinal (ou anular-se) quando k varia em INg, o lado direito de (16.211) ndo poderd se anular para nenhum « € R,
a # 0, pois é uma soma infinita de termos de mesmo sinal.

No caso em que B = 0, a condi¢ao de A+ (2k + v)B ter sempre o mesmo sinal é sempre satisfeita. No caso A =0 a
condicao de A 4 (2k + v)B ter sempre o mesmo sinal é satisfeita se v > 0.

Por fim, no caso em que B # 0, para que A+ (2k +v)B nao troque de sinal é necessario e suficiente que A/B+v +2k
nao troque de sinal. Como essa expressao é positiva para todo k suficientemente grande, precismos garantir que que
tenhamos A/B + v + 2k > 0 para todo k € INy. Por fim, é evidente que essa condicio serd vilida se A/B + v > 0. |

Sobre o ntimero de zeros imaginarios puros temos também o seguinte resultado, que nao demonstraremos.

Teorema 16.6 Seja v real. Entao, na regido z € C com |argz| < 7 a fungdo J,(z) possui uma cole¢ao infinita
enumerdvel de zeros reais e positivos e wm nimero finito 2N (v) de zeros conjugados complezos, sendo que

1. Nwv)=0sev>—-1ou—-veN,

2. Nw)y=m se —=m —1<v < —m comm € N. [m]

Por fim, comentamos a existéncia de um resultado, devido a Siegel?”, que o provou em 1929, que afirma que se

m, n € Ny com m # n, entao Jp,(x) e Jp,(z) ndo possuem zeros comuns, exceto eventualmente z = 0.

16.2.7.2 Relagdes de Ortogonalidade das Fungdes de Bessel no Intervalo [0, 1]

Em muitos problemas, por exemplo, naquele em que estudamos os modos de vibragdo de uma membrana circular
(vide Segao 45.7, pagina 2672), estamos interessados nas solugdes da equagao de Bessel em um intervalo finito fechado.
Consideraremos, para fixar ideias, o caso em que o intervalo é J = [0, 1]. Em uma tal situa¢io encontraremos relagoes
de ortogonalidade, as quais sdo muito importantes na resolu¢ao de certos problemas envolvendo equagdes diferenciais
parciais submetidas a condigoes iniciais e de contorno.

Devido aos comentérios que fizemos acima sobre os zeros das fungoes de Bessel consideraremos no que segue apenas
0 caso em que v ¢ real.

Seja para um dado « € R a fungao fo(x) := J,(ax). E ficil verificar que fo(z) ¢ solugao da equagao

V2
(xg/(:zc))l - y(z) + lay(z) = 0 . (16.212)

E. 16.27 Ezercicio importante. Verifique isso. *

Como a aparece elevada ao quadrado na expressao acima podemos sem perda de generalidade considerar o > 0 (o
caso a = 0 ¢ trivial, pois corresponde a uma fungao constante).

Nosso principal resultado serd o seguinte teorema, o qual estabelece uma classe bastante geral de relagoes de orto-

gonalidade para as fungdes de Bessel. Essas relagoes de ortogonalidade sdo de suma importancia nas aplicagoes dessas
fungoes a solugao de certas equagoes diferenciais submetidas a certas condigdes iniciais e de contorno.

47Carl Ludwig Siegel (1896-1981).
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Teorema 16.7 Seja v > —1 e sejam fizados nimeros reais A, B com (A, B) # (0, 0). Seja 255 o conjunto de todos
0s nimeros reais positivos o > 0 tais que
AJ,(a) + BaJ,(a) = 0, (16.213)
ou seja,
248 = {a>o\ AJ,(a) + BaJl(a) = o}. (16.214)

Pelo Teorema 16.5, pdgina 958, esse conjunto € ndo vazio e enumerdvel. Entdo, a condi¢io (16.28) do Teorema 16.1,
pdgina 914, com J = [0, 1], € satisfeita para todas as fungées fo(x) = J,(azx) com a € ZMPE e, portanto, para
a, B€ 2B com a# B valem as relagdes de ortogonalidade (com r(z) = x)

/Olfa(l‘)fﬁ(m)wdm =0,

ou seja,

1
/ Jy(az)d,(Bz)xde = 0 (16.215)
0

para todos o, B € 2B com a # B. Para todos a, § € 225, tem-se

1/2

./: J(a@)d, (Be) o d - % [(J,’,(a))2 + (1 - §> (J,,(a))2]

(16.170), (16.173)  Oq, 2 .

s =2 [(J,(a)) - J,,,l(a)J,,H(a)] . (16.216)
Essa expressao é denominada relag¢ao de ortogonalidade das fungoes de Bessel. Note que hd uma relagao de ortogonalidade
para cada tripla (v, A, B) comv > —1 e (A, B) # (0, 0), pois o conjunto 255 € fizado pela tripla (v, A, B).

A relagao (16.213) corresponde a condigoes de contorno frequentemente encontradas na resolugao de equagoes di-
ferenciais parciais da Fisica, como por exemplo no problema de propagagao de ondas em wma membrana circular (um
tambor). No caso A =1 e B =0, o conjunto 2.0 coincide evidentemente com o conjunto 2, dos zeros da funcio de
Bessel J,(x). No caso A=0 ¢ B =1, o conjunto 2% coincide com o dos zeros da fungio J.,(z).

Em particular, se v > —1 e v, € 0 k-ésimo zero da fungdo J,(x) no intervalo (0, o), entio J,(v,x) =0 e a
primeira igualdade em (16.216) fica

1 J )2 J 2
/ J,,(ﬁ/,,y kz) J,,(ﬁ/,,ylz) xdr = O,y % = Okt M . (16.217)
0

para todos k, | € IN. Analogamente, se v > —1 e B, 1 = (’YB’]);C € 0 k-ésimo zero da funcio J)(x) no intervalo (0, oo)
entdo J,(By,1) =0 e a primeira igualdade em (16.216) torna-se

/1 T (Bu, k) I (B 1) xda = Sy (17( v >2> CAC)N (16.218)
JO

Buk 2 ’

para todos k, | € IN. [m}

Comentdrios. Incidentalmente, a evidente positividade do lado esquerdo de (16.216) quando o = 8 implica que

(Jn(@)? > Juo1(@)dysi(a) (16.219)
para todo a € Z{" . No caso em que B = 0 vale 2% = 2, ¢ tem-se .J, (@) = 0 para o € Z,,, conduzindo a conclusiio que em tais pontos
Ju—1() e Jy41(a) sdo ndo nulos e tém sinais opostos.

Da relagao (16.218) percebemos casualmente que 8, > v para todo k, pois o lado esquerdo é certamente positivo quando k = I. Aqui,
Bu, k € 0 k-ésimo zero da fungdo J},(z) no intervalo (0, o).
Prova do Teorema 16.7. Podemos encarar a equagdo (16.212) como sendo da forma candnica (16.5) para o intervalo
2 -
J = (0, 1] com p(x) =z, q(x) = —%, r(x) = x e p = a. Perguntemo-nos agora se para duas fungdes fo () := Jy(ax)
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e fa(z) := J,(Bz) a condigdo (16.28) do Teorema 16.1, pagina 914 ¢é satisfeita nos extremos do intervalo J = (0, 1], ou
seja, se
PO (Ja)f50) = LD f5(1) = lim pla) (fa(@) f5@) ~ i@ fs@) = 0,
isto é, se
(.I,,(a)ﬂJL(ﬂ) —a.l,’,(a).l,,(ﬂ)) ~ lim I(J,,(ax)ﬁ,],’,(ﬂz) —aJ,C(az)J,,(Bz)) =0.
Usando (16.171), é facil ver que
2(J(a@)8I,(82) - all (o), (82)) = w(ad1(a2)],(B2) = BT, (ax) 41 (Br) ) - (16.220)

Verifique! O termo de menor grau da expansao (16.161) de J, (z), correspondente a k = 0, é Coz”, onde Cy = m
Consequentemente, o termo de menor grau em z de ambos os termos do lado direito de (16.220) é proporcional a
zxv e = 22YT2. Concluimos que sempre que v > —1 valerd

lim w(],,(aw)BJ,',(ﬂx) - aJL(ax)J,,(ﬁac)) =0.
T
Para v < —1 o limite  — 0 da expressao acima ¢ singular. Concluimos que para v > —1 vale

() (£ F50) = FoDf5(1)) = lim p(@) (fal@)f5(@) = Fo@)fs(2)) = T(@BILB) = all(@)Tu(B) -

Procuramos agora identificar condigdes sob as quais o lado direito se anula, o que nos garantird a aplicabilidade do
teorema de ortogonalidade, Teorema 16.1. Um caso 6bvio é aquele no qual v e § sao zeros da funcao de Bessel J,. Outro
caso 6bvio é aquele no qual « e /3 sao zeros de J},, a derivada da funcao de Bessel J,. Um caso mais geral estd na seguinte
proposicao.

Proposigao 16.2 Suponhamos que para certos nimeros A e B com (A, B) # (0, 0) existam constantes reais v e 3 tais
que

AJ,(a) + BaJ,(a) = 0 e (16.221)
AL,(B) +BBI,(B) = 0. (16.222)

Entao,
()BT, (8) — T () Ju(B) = 0.

Prova. As relacoes (16.221)-(16.222) podem ser expressas em forma matricial como

Ju (@) aJl(a) A 0

J.(8)  BIPB) ) \B 0

Como por hipétese (4, B) # (0, 0), a relagao acima s6 é possivel se a matriz 2 x 2 do lado esquerdo for nao inversivel,
ou seja, se tiver determinante nulo. Assim, devemos ter

Ju () aJl(a)

0 = det = L), (8) — o], (a) 1 (B) ,

J,(B)  BJL(B)
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que é o que querfamos estabelecer. | |

Com essa proposigao, fica estabelecido que a condi¢ao (16.28) do Teorema 16.1, pagina 914, com J = [0, 1], ¢ satisfeita
para todas as funcdes fo(z) = J,(ax) com a € 225 e, portanto, para a, 3 € 25 com « # B valem as relagdes de
ortogonalidade (com r(z) = z)

/l fa(@)fa(x)zde = 0 ou seja, /l Jy(az)d,(Bz)zdz = 0,
0 0

para todos a, 8 € 2B com a # .

Passemos & questdao de provar (16.216) para o caso em que a = 3. Isso pode ser feito de diversas maneiras, a mais
direta sendo a seguinte. Escrevamos a equacao (16.212) na forma

2%y (2) + 2y (2) + (a®2® —v*) y(x) = 0 . (16.223)
Multiplicando-a por 2y’(z), obtemos

0 = 2% (x)y(z)+ 21(3/(1'))2 +2 ((1212 - 1/2) y(2)y'(z)

‘1'2%(:[/,(‘1/))2 + 2w(y’(a:))2 + (a®a? - v?) %(y(mﬁ))2

% (m2 (yl<'6>)2> + (a®2? — uz) %(y(r))z

e, portanto,

d

d 2
dx '

0= <12 (y'(z))z) + % [(azzz -%) (y(@)) 2} - 20’z (y(x)) (16.224)

Vamos considerar primeiramente o caso v > 0 para depois tratar do caso —1 < v < 0. Integrando-se ambos os lados
da igualdade (16.224) entre 0 e 1, obtém-se

o (1 2111 1 .
0= (;1:2(,1/(36))2) |0 + [(1127,2 — 1/2) (y(r))z} ‘0 — 202/0 x (y(r))Z dz . (16.225)
Como fo(x) = J,(az) é solugao de (16.223), podemos adotar y(z) = J, (ax), acima. Assim,

(w2 (y'(:z:))Z) ‘0 o? (12(J,’,(a¢))2)‘; = o? (J,’,(u))2 .

(a2 =7 ()] |,

pois 12 (.],,(0))2 = 0 para todo v > 0 (por qué?). Portanto, (16.225) fica

(a2 - 1/2) (J,,((y))2 + 12 (J,,(()))2 = (a2 - uz) (J,,(a))2 ,

2

2a* /1 T (J,,(aw))z dr = o? (J,’,(a))2 + (az - 1/2) (Ju(e)) (16.226)
o

o que conduz & primeira linha de (16.216) no caso a = . A identidade

(T () + <1 - "—2) (Jo(@)? = (Ju(@)® = Joo1(@) i1 (@)

a?

segue diretamente de (16.170)-(16.172). Com isso, o Teorema 16.7 estd demonstrado no caso v > 0.

No caso —1 < v < 0 procedemos de forma ligeiramente diferente. Integrando-se ambos os lados da igualdade (16.224)
entre € > 0 e 1, obtém-se

0= (rQ(y'(ﬂc))Z) |: n [(azm2 - u2) (y(T))z} E — 202 /ﬁlw (y(T))z dx . (16.227)
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Como fo(z) = J,(ax) é solugao de (16.223), podemos adotar y(z) = J, (ax), acima. Assim,

(=*@)?)

o? (zz () (ax)) 2) ‘z = (J,C(oz))2 - (a5)2 (.]L(ae))z

3

[(azzz - 1/2) (y(x))Q] ‘1 = (a2 - 1/2) (Jy((v))z - ((ae)2 - 1/2) (Jy(ae))z .

0

Portanto, (16.227) fica

202 /'1 w (Tulaw) dr = o?(JL(@) + (® 1) (Ju(@)” + B(o) . (16.228)
onde :
B() = ~(aes}(a0))’ = ((ae)" = v*) (Ju(ae)’
Desejamos provar que lim, o B(c) = 0. Usando (16.171), é facil ver que
B(e) = —(ae)’(Jor1(a€)® + 2v(ae) J,(ae)y i1 (ac) — (ac)® (J,(ac))® (16.229)

Observemos em (16.161) que o termo de menor grau em x na expansao de J,(z) é o termo correspondente a k = 0,
que é Coz”, com Cy = ﬁ Assim, vemos que os trés termos do lado direito de (16.229) comportam-se quando
€ — 0 como, respectivamente, €24 €2*2 ¢ €2+2. Verifique! Portanto, lim._,o B(e) = 0 sempre que v > —1. Assim,
tomando-se o limite € — 0 em (16.228), concluimos novamente pela validade de (16.226). As demais conclusdes sao
idénticas as do caso v > 0. Com isso, o Teorema 16.7 estd demonstrado. | |

o Generalizagoes das relagoes de ortogonalidade das fungoes de Bessel e Neumann

Algumas vezes lidamos com problemas envolvendo a equagoes de Bessel em intervalos como [Ry, Rs| com 0 < Ry <
Ry < 00 e procuramos solugoes que anulam-se nos extremos desse intervalo. Exemplos de tais situagoes encontram-se no
problema descrito no Exercicio E. 45.61, pagina 2726 e no problema descrito no Exercicio E. 45.62, pagina 2726. Como
o ponto 0 ndo é um ponto da fronteira do intervalo considerado, as relagoes de ortogonalidade acima encontradas nao se
aplicam diretamente. O teorema a seguir fornece as relagoes de ortogonalidade desejadas nessa situagao.

Teorema 16.8 Sejam 0 < Ry < Ry < 00 € Syn(x) definida no intervalo [Ry, Rs] por

R R
I, (—“"EZ ‘) g (—“j&”) —J, (—“ - ’) Ty (”R"Qp) . purvdZ,

mn Il mn R L
N, (%) I (%) —Jm (#nTng]) Np, (%) , parav = m€Z,

onde, para v & Z, jiyn € 0 n-ésimo zero em (0, oo) da fungio

I (%m) T (@)~ T, (%m) T (@)

e para v =m € Z, jimn € 0 n-ésimo zero em (0, o0) da fungio

Non (%«») o (2) — T <%'c) N (@) .

Pelas defini¢oes, Syn(R1) = Syn(R2) =0 para todo v € R e todo n € N. Além disso, Syn(z) € solugao da equagio de
Bessel

Sun(x) =

2%y (z) + 2y (z) + (o2 —v*) y(z) = 0 (16.230)

no intervalo [Ry, Rs|, com o = ‘%, também para todo v € R e todo n € N.
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Entio, as fungoes Syn(x) satisfazem as relagoes de ortogonalidade

R»
/ Sun(2)Syn () xdz = 0 (16.231)
Ry
paran #n' e todov € R, com
Ro 2
/ (S,,n(z)) zde = Kpn (16.232)
Ry

para todo v € R e todo n € N, onde

1 ; R R 2
K = 5{(&)2 {LV <#R—l> I, () = o (#R—;) J., (uun)]

Ry Ry Ry Ry 2
_ 2 ey ! 2 N ey ! U
(Ry) [Lu (ﬂw Rz> J;, (/Lm R;) Ty (/Lm R2> J., (/tm R;)} }

parav € 7 e

1 Ry Ry 2
K, = - 2\ N ( pamn = ) Ty () = T ( timn 7 | N (pamn
mn 2{(R2) [ (u R2>Jm(u )=, (u R2> o (1 )]

R R R Ri\1?
~(Ry)? {N (uR—;) T, (umR—;) — (uR—;> . (nR—;)] }

para v =m € 7. [m}

Prova. As relagoes (16.231) seguem diretamente do Teorema 16.1, pdgina 914 pelo fato que Sy, (R1) = Sun(R2) = 0 para
todo v € R e todo n € IN.

Para demonstrar (16.232) consideraremos apenas o caso v ¢ Z, pois o caso v = m € Z é tratado identicamente.
Nosso ponto de partida ¢ a equagao (16.224), pagina 962:

0= % (m2 (;1/(20))2) + % [(azmz -%) (1/(?))2} —2a%x (y(m))2 , (16.233)

valida para qualquer solugao de (16.230) (vide pdgina 962). Integrando-se ambos os lados da igualdade entre Ry e Ra,
obtém-se

_ 20,1 2\ |f2 2.2 2 2] |72 9.2 2 2
0= (r (v () ) " + [(a 5 — v ) (y(x)) HR] 2a /R, z (y(z))” do. (16.234)
Como IS R
wlr) — ) Hmntin Hmn Homntin Hmn
Y(@) = Son@) i= T (—RZ )Jym (—Rz ) Ton <Tz )Lum (—Rz ) :

I

¢ solugao de (16.230) com «a = 72+ temos, para essa y,

()] = (@) [ = (R (SLR) — (R (LR
[(uzwzfuz) (y(z))Q] ]: = [(a’zmzfuz) (Sun(m))z} : =0,

pois Sy, () anula-se em Ry e em R,. Portanto, (16.234) fica

Ra2 .
20 [ (Sl do = [(Re) (S0 (R0)° — (R0 (Sl (R0 |

Ry
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o que conduz &

e N de — (B2 Biar 12 m2 it (mnE
/R o (Sn(@)® do = 5 [(Re) (Sya(Ra)” = () (SLu(R)’]

1 R R :
- 5{(1%2)2 Y E AR e (S E ]

R R R Ri\1?
— (R [Lum (;R—Z) 7 (uR—z) i, (umnR—;) I (umnﬁ;)} } ,

como queriamos provar. |

16.2.7.3 Comentério sobre a equacao de Bessel no intervalo J = [0, co)

Seja a equacio de Bessel 22y" (z)+zy'(z)+ (22 —v?)y(x) = 0 e consideremo-la agora no intervalo semi-infinito J = [0, o).

A mesma pode ser escrita como
2

(lel(,’lt))/ — VT y(z) +zy(z) = 0, (16.235)

e aqui temos p(z) = x e poderfamos adotar ¢(z) = z, r(z) = % e u = —v2. HA4, porém, uma diferenca marcante em
relagao aos casos anteriormente tratados. Para as fungoes J, (x), mesmo com v inteiro, ndo vale a relagio (16.28), pois

lim, o0 p()Jy (2)J,s () néo se anula e, portanto, o Teorema 16.1 nao se aplica nesse caso. De fato, J,(z) comporta-se

para & — 0O COmo
[2cos(z—4 — %
J,(x) ~ _M'
™ VT

Infelizmente, nao apresentaremos a demonstracao dessa expressao assintética nestas Notas. O leitor poderd encontra-la
em vérios textos, por exemplo, em [570], [583], [258] e mesmo em [324]. Em [258], por exemplo, encontra-se demonstrada
a expressao assintética mais detalhada

L JPeos(e—F - f) SNEDT(va2rdg) (1)
ey = \/; N Z(zmr(wmg) (Z)

r=0
[Eambg =)
Rl

vélida para z — oo. Com isso, percebemos que nao devem valer para as fungoes de Bessel com v’s diferentes relagoes de
ortogonalidade envolvendo integrais em J = [0, 00).

2

()T (v+2r +§) i)”“
0(21‘+1)!I‘(l/—2r—%) 2z ’

&

16.2.7.4 A Expansao de Schlémilch
Uma série de fungoes do tipo

Z anJo(nz) ,
n=0

onde Jy é a fungao de Bessel de primeiro tipo e ordem zero, com constantes a, € C para todo n € Ny, e = real ou
complexo, restrito a alguma regido adequada, é denominada série de Schlomilch®®. A questdo da convergéncia de uma
tal série é, naturalmente, uma questao importante.

480skar Xavier Schlomilch (1823-1901).
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Fazemos notar que uma série de Schlomilch néo é uma série em termos de fungdes ortogonais, em algum sentido, ao
contrério do que ocorre com as séries de Fourier-Bessel (vide pagina 990).

Nesta se¢io, obteremos de uma expansao especial para representar uma fungao continua e continuamente diferencidvel
definida em um intervalo compacto, como [0, 7], em termos de uma série de Schlomilch*®. Ela encontra-se em (16.240)
(16.242). Como comentaremos mais adiante, essa expansao nao ¢ univocamente definida.

Faremos uso de resultados da Segao 20.3, pagina 1122, e da teoria das séries de Fourier, especialmente dos resultados
da Secao 38.4.4.1, pagina 2136.

Sejam f e F duas fungdes continuas e diferencidveis definidas no intervalo [0, 7] e relacionadas pela equagao integral

x/2
flx) = z/ F(xsenf) df (16.236)
0

™

que é a equagao integral de Schlémilch (20.22), pdgina 1122. A relagdo reversa é expressa na equagao (20.23), pigina
1122:

x/2
F(z) = f(0)+ z/ f'(zsena) do . (16.237)
0
Pela Proposicao 38.12, pagina 2136, podemos expandir F' em uma série de Fourier de cossenos (vide (38.95) e (38.97),
pégina 2137):
1" (2 [T

Fu) = | = F(y)dy ) + Z - cos (ky) F(y)dy | cos (ku) . (16.238)

0 T Jo

ki
k=1

Substituindo u por z senf em (16.238) e inserindo em (16.236), temos

flz) = 2 /,r/z (1 /OW F(y) dg/) do + %/Omg‘; (% /: cos (ky) F(y) dy) cos (ka send) df

T Jo s

= %/Oﬂ F(y)dy + %i (/“7r cos (ky) F(y) dy) {% Aﬂz cos (kx senf) dQ} .

k=1

R NT)

A inversao de integral e somatério da segunda igualdade, acima, ¢ justificada pelo Teorema 38.13, pdgina 2135. Acima,
usamos também a representagao integral da funcao de Bessel Jp, fornecida em (16.191), pagina 953. Obtivemos, assim,

oo

fz) = 1 /07r F(y)dy + %E (/U7r cos (ky) F(y) dy) Jo(kx) . (16.239)

™
k=1

Em (16.239) temos agora de inserir a relagao (16.237), que expressa a solugiao F de (16.236) em termos de f. O resultado
é a expansao

F@) = Ao+ Apdo(ka) (16.240)
k=1
onde,
1/ /2
Ay = f(0)+ —/ y / f'(ysena) dov | dy , (16.241)
T Jo 0
9 4 /2
Ay = —/ ycos(ky) / I (ysena) dov | dy k>1. (16.242)
T Jo Jo

Verifique! Acima, usamos 2 [ £(0)dy = f(0) e [ cos(ky)dy = 0 para k € IN.

™

490 trabalho original de Schlémilch é [476].
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A expansao (16.240) com os coeficientes (16.241)-(16.242) é denominada expansdo de Schlomilch, ou série de Schlomilch
para a fungdo f. Como comentaremos adiante, ela néo é tinica. Observe-se também que néo se trata de uma expansao
em fungoes ortogonais, em algum sentido.

E. 16.28 Ezercicio. Mostre que para x € [0, 7] temos as seguintes expansdes em série de Schlomilch:

2 Jo((2k — 1)z) o
¢ = - 22 A - (16.243)
22 = +8Z N ]"("I) (16.244)

Essa (ltima pode ser estendida ao intervalo [—m, 7|, por envolver fun¢des pares.

Verifique que, tomando-se & = 0, essas relagdes implicam as bem conhecidas identidades

1 2 L (—1)n? 2 o >
m =3 ZT =1 Mostre que ambas implicam ZF =

e

T .
= (16.245)
k=1 n=1

Essas identidades podem também ser obtidas com uso de séries de Fourier. Vide, e.g., (38.122), pagina 2151, (38.130), pagina 2153 e
(38.123), pagina 2151. Vide também Sec3o 6.2.3, pagina 392, em particular a expressio (6.54), pagina 394. &

e A expansao da fun¢ao nula. Nao unicidade da expansao de Schlémilch de uma fungao

Consideremos na expansao (16.240)-(16.242) o caso da fungao identicamente nula: f(z) = 0 para todo = € [0, 71]. E
trivial constatar que, nesse caso, todos os coeficientes A,, n > 0, anulam-se e, portanto, a expansao (16.240) reduz-se,
sem surpresa, a f(z) = 0.

Digno de nota, porém, ¢ o fato de ser possivel expressar a fungdo identicamente nula no intervalo (0, 7) em uma
outra série de Schlomilch nao trivial.

Proposicao 16.3 Vale a identidade

=
0=3>+> (-)"Jnz), =z€(0, ), (16.246)
2
n=1
o limite da série sendo pontual em x no intervalo aberto (0, ). [m]

M=

1
Prova. Aqui, seguimos proximamente [570]. Para N € IN, consideramos a soma finita Hy (z) := 3 +) ()" Jy(nz) e
n=1

a escrevemos, usando a representacao integral (16.191), na forma
2 /2 1 N
Hy(z) = ;/o 3 + ;(71)" cos (nzsend) | df . (16.247)

Agora, escrevendo u = x senf, temos

N

+ Z(—l)”cos (nu) =

n=1

DO =
N =

N N )
1+Z Jrein Z(_l)ne—mu)

n=1 n=1

N =
+

1 +ein 14 e-iu

1

N =
+

e—iu/2 | giu/2 —iu/2 4 g—iu

(1 (—1)NeiN+Du N 7cfzu(71)N€7i(N+l)u)

—ein/2 4 + (- 1)1\/ i(N+1/2)u _c—iu/Z+(_1)N€—1(1\"+1/2)u)
+

(=)™ cos (N + 1/2)u)
2 cos(u/2)
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N
Acima, na segunda igualdade, usamos a bem conhecida expressao Z a" = . Retornando a (16.247), ficamos
com =t
(=N ™% cos ((N + 1/2)x senf) (1N [ cos((N+1/2)u)
Hy(z) = 7 di = )
T o cos (2308 ™ o0 cos (%) /(z —u)(z +u)

sendo que usamos a mudanga de varidvel 8 — u = wsenf, com du = va? —u?df. Agora, para cada z no intervalo
(0, m) o integrando é uma fungéo integravel, j4 que a singularidade de (z —u)~'/? em u = z é integravel. Portanto,
podemos evocar o Lema de Riemann-Lebesgue, Teorema 38.10, pdgina 2132, para afirmar que para tais valores de x
temos ngnx Hpy(x) = 0. Isso demonstrou (16.246).

Para z = 7 ocorre adi(‘ionalmente no integrando a singularidade de 1/ cos (3) em u = m, que nao ¢ integravel. Para

2
x =0 temos Hy(0) = 5 14 Zn_ , que nao tem limite quando N — oo, apenas no sentido de Cesaro® (vide Segio
38.4.6, pagina 2139) e esse limite vale 04

O lado direito de (16.246) é também uma série de Schlémilch que, por aquela igualdade, representa a fun¢ao nula no
intervalo (0, ). Concluimos, portanto, que essa fungao possui ao menos duas representacoes em série de Schlémilch,
uma sendo a série identicamente nula e a segunda sendo expressa como em (16.246). Essa afirmagao pode ser estendida
a qualquer funcdo que admita uma expansao de Schlémilch como em (16.240)—(16.242) no intervalo (0, ), pois aos coe-
ficientes Ag e 4, n > 1, de (16.241) e (16.242), respectivamente, podemos sempre acrescentar multiplos dos coeficientes
de (16.246), a saber, o/2 e a(—1)", respectivamente, para qualquer constante c.

Essa caracteristica é consequéncia do fato ji comentado de a série de Schlémilch ndo envolver uma expansao em
fungdes ortogonais, como ocorre com as séries de Fourier, onde a duplicidade da expansao nao pode ocorrer. Vide, para
tal, Coroldrio 38.4, pagina 2129.

e Generalizagoes, comentdarios e exemplos de aplicagoes

A expansao estabelecida em (16.240)-(16.242) possui vérias generalizagdes, que podem ser encontradas em [570], [583]
ou em textos mais recentes, como [39] e [281]. Por exemplo, uma fungao dotada de propriedades adequadas admite uma

representac¢ao em série em termos de fungoes de Bessel de ordem v, na forma Z B, J, ((p, + n)z) com p e v constantes,

n=1
o

denominada série de Schiémilch generalizada. Ha também expansdes em séries de Kapteyn®! Z Cn.7y+n((,u+n)z), com
n=1
1 e v constantes, e diversas outras envolvendo fungoes de Bessel de primeiro e de segundo tipo. Vide, e.g., [570] e [39].

Uma generalizagio simples de (16.240)—(16.242) (também mencionada em [476]) pode ser obtida da seguinte forma.
Diferenciando (16.240) em relagio a x e usando (16.163), pagina 949, temos f'(z) = — > o | nAyJi(nz), com A,, n > 1,
dados em (16.242). Definindo g = f’, obtemos assim

oo 92 [T o /2
= ZBT,Jl(nm) , com B, = —n= / ycos(ny) / g(ysena) da | dy , n>1, (16.248)
- Jo Jo

que permite expressar fungoes g continuas e continuamente diferencidveis no intervalo [0, 7].

Generalizagoes maiores podem ser obtidas, por exemplo, com uso da relagao (16.175), pagina 950, ou com a relagao
de Sonin (16.177), pagina 951. Vide, e.g., [570] ou [39].

A série de Schlomilch (16.240) foi obtida por esse autor com motivagoes puramente matemadticas, sem a inspiracao de
eventuais aplicacdes. Aplicacdes fisicas da série de Schlémilch (16.240) foram inicialmente apontadas por Lord Rayleigh®?
em [442], no estudo de movimentos periédicos em membranas.

Para ilustrar a sugestao de Lord Rayleigh, considere-se as solugoes axialmente simétricas (i.e., simétricas por rotagoes
em torno do eixo z) da equagao de ondas em duas dimensoes espaciais. Consideremos coordenadas polares (p, 6). Se

50Frnesto Cesaro (1859-1906).
51Willem Kapteyn (1849-1927).
52John William Strutt, terceiro Bardo de Rayleigh (1842-1919).
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procurarmos solugoes independentes de 6, a equagao de ondas fica
0? 02 10
FU_ (T 20
ot? op2  pop
Seguindo o método de separagao de varidveis, procuramos solugoes particulares da forma u(p, t) = T'(t)R(p) e obtemos

para essas fungoes as equagoes

T(t)+a®T(t) = 0, (16.249)

PR (p) + R'(p) + o®pR(p)

com « constante (“constante de separagao”). A solugdo regular em p = 0 para R é Jy(ap) e as solugoes para T’ sio da
forma T'(t) = aq cos(act) + by sen(act).

0, (16.250)

As solugoes gerais sdo combinagoes lineares dessas solucoes particulares. Vamos ignorar condigoes de contorno para a
dependéncia com a varidvel p, supondo o sistema considerado (por exemplo, uma membrana) ilimitado na dire¢ao radial.
Nesse caso, podemos ter solugdes periédicas no tempo, com periodo 7 > 0, devendo para tal ter « = nw/c, comn € Z e
w = 2m/7. Assim, as solugdes completas serdo da forma

e )
Z (An cos(nwt) + By sen(nwt))Jo (n%p) .

n=0

Como se observa, trata-se de uma série de Schlémilch na varidvel <2.

E. 16.29 E 0. Mostre que a série de Schldmilch Y>°>° | ane™"*Jo(np), sendo a, constantes limitadas, é uma solugdo particular
axialmente simétrica da equagdo de Laplace V>u = 0 em trés dimensGes na regido z > 0. (Este exemplo é citado em [570]). O Laplaciano

SHiodr g2 — 07 19u 19 9%
em coordenadas cilindricas é V= = 27 T 59, T 250z t Bz '

16.2.8 Propriedades das Funcoes de Bessel Esféricas

As fungoes de Bessel e Neumann esféricas de ordem v foram definidas em (15.132) e (15.133) por
. . m . ™
@) = 5 T @)y mle) =y Ny () (16.251)
Por serem fortemente relacionadas as fungoes de Bessel, suas propriedades podem ser facilmente deduzidas das proprie-
dades estudadas acima daquelas fungoes.
Por (15.109), tem-se

) - N o (71)k 2\ 2k+v
anlz) = 7;m G

Pela férmula de duplicagio (15.27), podemos escrever isso como
) = (DD +1+v) o
— o v
3(2) ; RTRE 1 +0) -
Em particular, para v = [ € N, vale
(=) (k +1)!

-
. _ L 2k+1
@) =2 kgl)k! @kra+l 0

e Relagdes de recorréncia para as fungoes de Bessel esféricas

Férmulas de recorréncia para as fungoes de Bessel esféricas também podem ser obtidas daquelas para as fungoes de
Bessel listadas em (16.168)-(16.173). Analisando-as, é imediato ver que de (16.168) e (16.169) segue facilmente que

d d

T (" (2) = 2”1 () T (

TV

5 75u(@) = =27V (@) - (16.252)
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De (16.170) e (16.171) segue facilmente que

zj,(2) = wjur(@) =+ Dju(@) e ajy(z) = vi(2) = wj(2) - (16.253)
Dessas duas relagoes segue facilmente que
. 1/, Ju(® .
B = 3 ( 1 (x) — j—ff) —]y+1(z)> , (16.254)
. 1 . .
deni@) = (@ +Di) —zjm @) (16.255)

para todo v. Usando (16.255), é facil ver que (16.254) pode ser reescrita como
20+ 1)) = Vjrr (@) = (v + Diosa(a) (16.256)
para todo v.

Resumindo nossas conclusoes, obtivemos que

%(l‘”“ju(m)) = o (), (16.257)
%(-’f”ju(ﬂv)) = —o (@), (16.258)
zj,(2) = zj-a(z) = (v +1)ju(2), (16.259)
wjy(x) = vju(z) = 2jisi(e) (16.260)
@+ D5y = vj-r(@) = v+ Djusa (@) (16.261)
Jrir(e) = %((21% Djv(z) 7I.ju—l(x)) . (16.262)

Expressoes andlogas sao validas para as fungoes n, ().

Com o uso das relagoes de recorréncia acima é possivel obter para as fungoes de Bessel esféricas o andlogo da expressao
(16.175).

e A relacao entre j, e jo, n € N

A expressao (16.258) diz-nos que
1d

s @A) = = @)
Disso segue imediatamente que
1d\" —v n,—(v+n)
(;@) (@hu(@)) = (=12 (o) (16.263)

valida para todo v, € C e n € INg. No caso particular em que v = 0, obtém-se,

Jn(@) = (~1)"z" (1 d )njo(z) = (=1)"a" (1 d )"(scnw) , (16.264)

zdr x dx x
vélida para todo z € C e n € INy. Para as fun¢des de Neumann esféricas tem-se uma expressao analoga:

(@) = (1)t an <li>n(w”) . (16.265)

v dx T

As expressoes (16.264) e (16.265) guardam certa semelhanca com as férmulas de Rodrigues e sdo denominadas férmulas
de Rayleigh®® para as funcoes de Bessel e Neumann esféricas.

53 John William Strutt, terceiro Bardo de Rayleigh (1842-1919).
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As primeiras fungoes de Bessel esféricas sao

. senr . senr cosT . senr cosT .
do@) = S @) = TE - ) = 3ot 5t -3 (16.266)

e as primeiras fun¢oes de Neumann esféricas sao

cosx cosx  senx cos senz
no(z) = — i ni(z) = — = . na(z) = —(3—2?) po -3

> (16.267)

16.2.8.1 Relagoes de Ortogonalidade Para as Funcgoes de Bessel Esféricas no Intervalo
[07 1]

As relagoes de ortogonalidade para as fungoes de Bessel esféricas podem ser provadas diretamente daquelas expressas no

Teorema 16.7.

Observemos em primeiro lugar que o conjunto Z:‘Jr]f/z que, pela defini¢ao (16.214), é

kP, = {a>o\ Adys1j2(a) + BaT,,, ppla) = o}

pode ser caracterizado em termos de j,, como

B

A B . . .

2 = {a > O‘ (A+ 5) Ju(@) + Baj),(a) = 0} .
Assim, ao lidarmos com problemas que possuem condigoes de contorno do tipo

Ajy(a) + Bagy(a) = 0

o conjunto de a’s que satisfazem isso é Zf;fjf' 5

Isso mostra que podemos aplicar diretamente as conclusées do Teorema 16.7, tomando o cuidado de substituir: 1. v
por v+1/2, 2. J,(a) por 1/ 22j,(a), 3. (na integral) J, (azx) por y/22Lj, (ax) e 3. e J), () por \/g (% + \/ajl’,(a)).
Apés algumas contas elementares, obtém-se o seguinte:
Teorema 16.9 Sejo v > —3/2 e sejam firados certos mimeros reais A, B com (A, B) # (0, 0) (vide Teoremas
16.2-16.5) e seja definido

WA B = {(y>0\ Aj(a) + Baj(a) = o} = 2h P

A

v

1 . 2 vyl 2 5
/O Ju(aw)jy (Be) o® de = 625 [é (% +\/5j,',(0')> + (1 Slets Zgz) ) (Jv(a)) }

Pelo Teorema 16.5, esse conjunto é ndo vazio e enumerdvel. Para todos o, B € WA B tem-se

(16.260—(16.262)  Oa, 3 [, . 2 . on

= 5 [(;,(a)) *Jufn(a)ml(a)] . (16.268)
Essa expressao é denominada relagao de ortogonalidade das fungoes de Bessel esféricas. Note que hd uma rela¢ao de
ortogonalidade para cada tripla (v, A, B) com v > —=3/2 e (A, B) # (0, 0), pois cada tripla (v, A, B) fiza o conjunto
2A B

v

No caso A =1, B = 0 o conjunto WL coincide com o dos zeros da funcio de Bessel esférica j,(x). No caso
A=0, B=1 o conjunto WO coincide com o dos zeros da fungdo j.,(z).

Em particular, se v >0 €7,k € 0 k-ésimo zero da fungdo j,(x) no intervalo (0, o), entdo

(a1 (, k))2

2
(72””‘")) = by (16.269)

' 2 (i
/ Go (W, k) Gu (W) a®da = 6p 1 =
0
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Analogamente, se v >0 e By, € 0 k-ésimo zero da fungao j),(x) no intervalo (0, 00), entio

1 . 2
. ) v(v+1 Jv (B, k)
/ G (Bo k) Ju (Boi7) 22 de = 8y, (1 - (—2)> GelBur))” (16.270)
0 (Bo,x) 2
Dessa relagdao percebemos incidentalmente que By, > \/v(v + 1) para todo k, pois o lado esquerdo é certamente positivo
quando k = 1. O
E instrutivo considerar a relacio (16.269) no caso v = 0, quando jo(z) = %(l) e, portanto, yo,x = km, com k > 0
inteiro. Como jj(z) = %(T) - %ﬁr) (16.269) esta dizendo que
/1 sen(kmx) sen(lrz) d 0,1 cos(km) 2 1 5
I T dry = e - — 611,
b Fim? 2 ko 2(km)2 Mt

ou seja,
1
1
/ sen(krz)sen(lnz) dv = 56;“ .
0

Essa é uma relagdo bem conhecida que, evidentemente, pode também ser provada por meios mais elementares.
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16.3 Exercicios Adicionais

E. 16.30 Ezercicio-dirigido. A ideia deste exercicio é provar as relagdes de ortogonalidade dos polindmios de Legendre usando
diretamente a férmula de Rodrigues, expresso (16.45), pagina 918.

a. Usando a férmula de Rodrigues para os polindmios de Legendre, mostre que
1
/ 2" Pp(z)dz = 0 (16.271)
J-1

para todo 0 < 'm < n, m inteiro. Sugestdo: integragdo por partes.

b. Mostre que
22n+1(n!>2

/'1 (2> = 1)"de = (=)™
J—-1

(2n+1)!
para todo n € INo.
c. Mostre que
o 2 (nl)? o
'/71 2" Pp(z)de = KT (16.272)

Sugestdo: use a férmula de Rodrigues, integracdo por partes e a expressdo do item b.

d. Usando (16.271) e (16.272) mostre a validade das relagdes de ortogonalidade

1
2
Pp(z)Pp(z)de = ———0n,m -
/,1 (@) P () d n+1 "
Sugestio: use a férmula de Rodrigues ou a expressio (16.37) para obter o coeficiente de maior grau dos polinémios de Legendre.
E
E. 16.31 Ezercicio. Prove que no intervalo (—1, 1) vale
Py(z) | 5P2(z)  ~= (=1)™*! (4m + 1) (2m — 3)!
x| = /=2 == Pom(z) . 16.273
Iz st st P m iz (@ ( )

m=2
1
Sugestdo: para calcular integrais como [ 2 Pay, (2)da pode-se usar (16.46) e/ou (16.49), integracio por partes e os fatos que P, (1) = 1,

0
_(=)mEm-1n!

Vn € No, e P2 (0) = S ,Vm € Ny, m > 1, o qual segue de (16.37). *
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Apéndices

16.A Provando (16.59) a Forca Bruta

A ideia é tomar (16.57), escrever (22—1)! = (z—1)!(2+1)! e aplicar a regra de Leibniz. Tudo estd resumido nas seguintes
linhas autoexplicativas, acompanhadas de uns poucos comentarios ao final:

T P s ey (R )

PV dzl+m

(1 _ 22)7n/2 JlH+m . .
- 200 dzltm (<Z7])<Z+]>)

l+m _
Leibniz (1- ZQ)m/? 1+m\ dr . di+m-p .
2t e 2 ()i () S (e )

p=0

2B S () ()

- %:’ () (e 0) (e s )
e 3 G e e

2 _1)m _L2ym/2 ! m 12
P QA () O e

P )!(pfm)!(

p=m

e e N (R AN (), B,
- S (Va0 ey

poprm (217 (1= 22"/ ’i (z + m) : () —

207! s \ptm l—p—m)lp!
G o it~ (L m)l(in? DP(5 4 1)p+m
= 201 2 o rmia-p—mpc -V E+D

=™ (I—m)! 201!

(I+m) (1 —22)~m/2 2

(I —m) (1?2

= U=p)!+m){—p—m)p!

(2= 1)z + )Pt
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1—

P
LHm) (1= 222 T [ ap [ dmr ,
= —1 — —(z — PR
(-1 (I=m) ol = p dzr (z—1) dzl—-m—p (z+1)

Leibmi (71)m(l +m)! (1 =22~/ gi-m ((=— iz + l)l)

(I—m)! 207! dzl=m
_ L 2\-m/2  gl-m
- e ey = o ),

como queriamos provar.

No ponto indicado por (*) acima, usamos o fato que %(271)1 =0sep>le %(271)1 = 0sel+m—p > l. Ambas

as condigdes juntas implicam m < p <, dai a mudanga nos limites da soma. No ponto indicado por (*x) multiplicamos
2 ym

toda a expressio por 1 = (71)'”%%. Na linha seguinte o fator (22 —1)™ é escrito como (z—1)"™(z+1)™ e distribuido

dentro da soma. Fora isso, usamos também que (1 — 22)"/2 = (1 — 22 -m/2
(1=27)



