Capitulo 17

Completeza de Algumas Familias de Funcoes
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propriedade de completeza de certas familias de funges que surgem na solugao de equagoes diferenciais ordinarias
_ sujeitas a certas condigoes de contorno, como no problema de Sturm-Liouville, ¢ uma propriedade de importancia
essencial na resolucao de tais problemas. Ela surge também de maneira relevante na teoria da aproximacgao de
fungoes, como na teoria das séries de Fourier. Neste capitulo o leitor serd apresentado a demonstragoes da propriedade
de completeza (em espagos de Hilbert adequados) de algumas familias de funges de interesse. O principal método de
demonstracao da propriedade de completeza envolve resultados da teoria dos operadores compactos autoadjuntos em
espagos de Hilbert, assunto desenvolvido no Capitulo 40 e, especialmente, nas Segoes 40.8 e 40.10, paginas 2279 e 2318,
respectivamente. No entanto, sempre que possivel, especialmente nas primeiras se¢oes, apresentaremos demonstragoes
de completeza que fazem uso de métodos “elementares”, ou seja, dispensando a teoria dos operadores compactos, mas
fazendo uso de alguns resultados da teoria de aproximagoes de fungoes (Capitulo, 37, pagina 1926) ou eventualmente da
teoria das transformadas de Fourier (Capitulo 38, pdgina 1996).

Devido a natureza do problema, serao utilizados também resultados da teoria de integracao, demonstrados e discutidos
em outros capitulos deste texto. Naturalmente, de particular relevancia sao as nogoes de espago de Hilbert e de conjunto
ortogonal completo em espagos de Hilbert, discutidas no Capitulo 39, pagina 2109, cuja leitura é imprescindivel para a
compreensao do que segue.

E também relevante comentar que a propriedade de completeza aqui discutida é importante para a Mecanica Quantica,
permitindo justificar algumas das operagoes matemaéticas 14 realizadas.

Por tratar de uma propriedade especifica de certas familias de fungoes, este capitulo deve ser naturalmente encarado
como uma continuagao do Capitulo 16, pagina 856, ainda que faga uso de instrumentos matemdticos mais avancados.
Em um certo sentido histérico, a transicao do Capitulo 16 ao presente capitulo reproduz a transigao da Matemética do
final do Século XIX ao inicio do Século XX, quando vérias das questoes aqui tratadas foram colocadas e resolvidas pela
primeira vez.

17.1 Completeza de Polinémios Ortogonais em Intervalos Com-

pactos

Para o tratamento de polindémios ortogonais em intervalos compactos o teorema a seguir, o qual é uma consequéncia do
Teorema de Weierstrass (Teorema 37.3, pagina 1939), é de importancia fundamental:

Proposigao 17.1 Seja [a, b] C R um intervalo fechado, com b > a, e sejar uma fungdo positiva e integrdvel no intervalo
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la, b], ou seja, tal que f x)dx seja finita. Seja f uma fungdo continua definida em [a, b]. Entdo,

[

é vdlida para todo n € Ny, se e somente se f =0 em [a, b]. [m}

z"r(z)de = 0 (17.1)

Prova. Precisamos provar que se [: mx" r(x) dz = 0 para todo n e f é continua, entdo f ¢ identicamente nula. Como
|f| é continua em um intervalo compacto, | f| assume um maximo M nesse intervalo, com M = max,¢q,4) |f(2)| (Teorema
32.16, pagina 1617). Pelo Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pagina 1939, existe para todo € > 0 um polinémio p
tal que |f(z) — p(x)| < € para todo z € [a, b]. Com esse polinémio p, podemos escrever

b b b
[it@P e = [ F@pw e e+ [ T@(fe) - po) i) de

Agora, pela hipétese (17.1) / f(@)p(x) r(z) dz = 0, pois p, como todo polinémio, pode ser escrito como uma combinacio

linear finita dos mondmios z™. Fora isso,

1) - pl@) r(a /\f )1 (@) - p@)| r(@)do < MeR,

onde R := f x)dz. Concluimos que f |f(@)[>r(x) dz < MeR e como € é arbitrario, isso implica f |f(2)]?r(z) dx
Como f ¢ contmua isso implica que f é 1dcntlcamcntc nula, como querfamos provar.

A Proposigao 17.1 afirma que a tnica fungao continua que é OItog,onal a todos os polinémios em [a, b] é a fungdo

nula. Ortogonalidade aqui é entendida em relagao ao produto escalar (f, g), := f f(z (z)dz definido no espago de
Hilbert das fungdes de quadrado integravel em relagio & medida r(z)dz, ou seja, que satlsfazem fa [f(@)]? r(x)dz < occ.
Denotaremos esse espaco de Hilbert por Lz([a, b, r(z )dl) como de praxe. E claro que as fungoes continuas duﬁnidas no
intervalo [a, b] sdo todas de quadrado integrével e, portanto, sdo elementos do espago de Hilbert L?([a, b], r(z)dz). Mas
nem todas as fungdes de quadrado integravel sao continuas. A afirmagao da Proposicao 17.1 pode, porém, ser estendida
a0 espago Lz([aA, b], 7‘(x)dac)A Esse ¢ o contetido da proposicao que segue.

Proposigao 17.2 Seja [a, b] C R um intervalo fechado, com b > a, e seja r uma fungdo positiva e integrdvel no
intervalo [a, b], ou seja, tal que f z)dz seja finita. Seja (k, f"k (z)r(x)dx o produto escalar definido
porr e L2([a b, r(z )dz) 0 correspondente espago de Hilbert de fun(;oes de quadrada integrdvel. Entao, para g €
L?([a, b], r(z)dz) a relagdo

b
/ g(@)z" r(z)de = 0 (17.2)

¢ vdlida para todo n € Ny, se e somente se g =0 quase em toda parte em [a, b]. [m}

Prova. Defina-se G(z) := / 9@)r(y)dy. G & continua e diferencidvel com G/(z) = g(x)r(z) quase em toda parte. E

claro que G(a) = 0 e que G(b f g()r(y)dy = 0 por (17.2) (para o caso particular n = 0). Assim, integracdo por
partes diz-nos que

b
o ‘2 / g(@) " r(z) /G @) de = Gb)b"— (a) 7n/ G(z)a"tda .

Portanto, concluimos que f: G(x) 2™ " da = 0 para todo n > 1. Como G é continua, podemos aplicar a Proposigio 17.1,
agora para o caso r = 1, para concluir que G é identicamente nula. Como G’(z) = g(z)r(z) quase em toda parte, isso
implica que g é nula quase em toda parte. L
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Seja agora uma familia de polindmios p,(z) em [a, b] para todo n € Ny, sendo que cada polinémio p,, tem grau n
e sendo que os polinémios p,(z) sejam ortonormais em relagio ao produto escalar definido por r, ou seja, satisfazem
(Pms Pn), = Om,n Para todos m, n (uma tal familia sempre pode ser obtida a partir de po(z) := R~1/2 pelo procedimento
de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. Vide Secao 3.3, pagina 276). Como cada polinémios p,,(z) tem grau m, cada
monomio z" pode ser escrito como uma combinagao linear finita de polindémios p,,(x) com m < n. E daf evidente que a
Proposigao 17.2 equivale a
Proposigao 17.3 Seja [a, b] C R um intervalo fechado, com b > a, e seja r uma fungdo positiva e integrdvel no
intervalo [a, b], ou seja, tal que j:r(r)dr seja finita. Seja (k, 1), = [: k(@)l(z)r(x)dz o produto escalar definido por
r e L*([a, b], r(x)dzx) o correspondente espago de Hilbert de fungdes de quadrado integrdvel. Seja pn(x), com n € Ny,
uma familia de polinémios, cada p, sendo de grau n, que sejam ortonormais em relagdo ao produto escalar (-, -),., ou
seja, 0s polinomios py satisfazem (pp, pn), = Om, n para todos m, n. Entdo, para g € LQ([a7 b], r(z)dz) a relagdo

b
[ T@p@rrds = o (7.3)
é vdlida para todo n € Ny, se e somente se g =0 quase em toda parte em [a, b]. [m}
De acordo com as defini¢oes do Capitulo 39, pagina 2109, a Proposigao 17.3 diz-nos que Lz([u o], r dz) é um

espago de Hllbelt separdvel e que a familia de pohnommq ortonormais p, forma um conjunto ortonormal completo em
L?([a, b], r(x)dz) (vide pagina 2128). Pelos Teoremas 39.7 e 39.8, paginas 2129 e 2131, respectivamente, vale para todo
g € L*([a, b], r(z)dz)

< o )
9= grn o ol =3 a9, (174)
n=0 n=0
sendo |lgl» := 1/{g, 9), a norma de g em L*([a, b], r(x)dx). A convergéncia da primeira série em (17.4) se dé em relagiio
anorma || - || de L?([a, b], r(z)dz), ou seja, tem-se
N
li - = .
Jim g = (par 9}, 0
n=0 -

e Completeza dos polinémios de Legendre

Aplicando os fatos acima aos polindémios de Legendre P, estudados na Segao 16.2.1, pagina 868, concluimos que os

polinémios normalizados Qn () := /252 P, (2), n > 0, formam um conjunto ortonormal completo em L?([—1, 1], dz)
(para as relagdes de ortogonalidade dos polindmios de Legendre, vide (16.37)). Assim, em particular, concluimos que

toda g € L?([-1, 1], dz) pode ser expandida em uma série de polinémios de Legendre como

2 @ ), @0 = 32 [/,IIP"( atwas] .

n=0

série essa que converge na norma de LZ([fl, 1], dT) Para uma aplicacao nao-trivial dessa expressao, faga o Exercicio
E. 16.31, pagina 924.

e Completeza dos polinomios de Tchebychev

Os chamados polinémios de Tchebychev Ty, (x) := cos (m arccos(z)), z € [-1, 1] e m € Ny, foram introduzidos na
Segao 15.1.5, pdgina 803 (vide, em especial, pagina 804) e satisfazem as relagoes de ortogonalidade dadas em (16.127),
pégina 891. Sabemos que a fungao r(z) = \/1177 & positiva e integravel no intervalo (=1, 1). Sabemos que cada T,
¢ um polinémio de grau m. Devido a (16.127), pagina 891, sabemos que os polinomios de Tchebychev normalizados
Qn(z) = Th(2)/VEKn, n € Ng, com Ky = /2 e K, = m para n > 0, compde um conjunto ortonormal no espago

de Hilbert L? ((—1, 1), ﬁ dw) Assim, aplica-se a Proposi¢ao 17.3, pagina 929, e concluimos que os polindémios

de Tchebychev normalizados compde um conjunto ortonormal completo no espago de Hilbert L2 ((71, 1), \/W dJL)
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Assim, em particular, concluimos que toda g € L? ((71, 1), \/1177 dT) pode ser expandida em uma série de polinémios

B 1
1 To(y) 9(y) dy

1

de Tchebychev como
oo oo

= > (@9, @ = >

n=0 n=0

T,

série essa que converge na norma de L? ((—1, 1), ﬁ dz).

17.2 Completeza dos Polinémios de Hermite

O tratamento que fizemos acima da propriedade de completeza de polindmios ortogonais em intervalos fechados faz
uso crucial do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pagina 1939. Infelizmente esse teorema é vilido apenas em
intervalos compactos, e para o tratamento de relagoes de ortogonalidade de polinémios ortogonais definidos em regioces
nao-compactas, como os polinémios de Hermite, outras ideias tém de ser seguidas. Nesse sentido, o seguinte resultado ¢é
essencial:

Proposigao 17.4 Seja f € LZ(R, e_“”zdw). Entao, as integrais J; " f(x)e -2* dg sdo nulas para todo n inteiro, n > 0,
se e somente se f for nula. [m}

Prova. (De [228], com adaptagdes). Para todo z € C e todo n inteiro, n > 0, tem-se que a fungdo h(z) := a™e"*"

ertence a L2(R, e~ du L pois [0 z2n e2izn—a |y = [ g2nelm(2)z—2® g, < 00, como é facil provar. Dessa forma, se
p . pois [7_ = . p ,
fe LR, c’lzdw), entdo o produto h(z) f(x) pertence a L' (R, c’”idz), ou seja, é integravel em R em relacao & medida
dp(x) = e dz para todo z € C e todo n inteiro, n > 0. Isso pode ser visto pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
que garante que [p [hf|dp < ([ |1[? dp) 2 ([, | fI? du)'/? < oo. Assim, para todo n inteiro, n > 0, a fungdo de varidvel
complexa

o ) .
2"e T f(x)e™ " da

1
Fo.(z) = —
w@) = o= [
estd definida para todo z € C.
De particular interesse é a funcao Fo(z) = \/% I, e~ f(z)e=*" dx, que ¢ a transformada de Fourier de f(z)e~*"

quando z € R. Observe quc essa fungao é de quadrado mtcgmv(‘l pois e -22% < e’zz, Vz € R, o que implica
f |f(z)|%e “2% gy < f (x)|2%e -2 dr < 00, pois f € L? (]R e " dz) Isso significa que a transformada de Fourier

de f(z)e -~ existe e 6 tnical em L2 (]R7 da:), fato que usaremos logo adiante.

—z?

Como o integrando de Fp, ou seja, e “** f(z)e”*", é uma funcao inteira de z e a integral que define £, converge

s e . . —izp—a? r—x2
absolutamente e uniformemente em qualquer regido compacta (mostre isso usando o fato que [e=#%~% | = glm (2)e—a%)
segue que Fy(z) é uma fungdo inteira de z (analogamente mostra-se que todas as fungoes F,(z) sdo inteiras, mas isso
nao serd usado). E agora fdcil ver que para todo n

d"Fy
dzn

(2) = (=)"Fu(z) -
Isso pode ser justificado diferenciando Fy(z) sob o signo de integracao, ou usando a férmula integral de Cauchy, ambas

justificadas pela convergéncia uniforme da integral que define Fy. Agora, como Fj é inteira, F possui uma série de
Taylor centrada em 0 que converge para todo z € C, a qual é dada por

o~ LdFo . g (D) n
Fo(z) = Zﬁdw 0 =3 T (0) 2"

n=0 n=0
Dessa relagao concluimos que se F, (0 ] " f(x)e " dz = 0 para todo n, entdao Fy é identicamente nula. Pela
invertibilidade da transformada de Founcr em L2 (R, dz), isso significa que f é nula. | |

LA transformada de Fourier é inversivel em L? (]R, dz). Vide Secdo 38.2.2, pagina 2030.
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e Completeza dos polinémios de Hermite

As propriedades elementares dos chamados polinémios de Hermite foram estudadas na Secao 16.2.3, pagina 884,
sendo as relagoes de ortogonalidade apresentadas em (16.100), pagina 885. Os polinomios de Hermite sdo ortogonais no
espago de Hilbert L2 (]RA, e’ dm) e mostraremos aqui que, devidamente normalizados, os mesmos formam um conjunto
ortonormal completo nesse espago de Hilbert.

Como cada polinémio de Hermite H,, é de grau n, concluimos que podemos escrever cada monémio z™ como com-
binagao linear finita de polinémios H,, com n < m. Segue diretamente disso que a Proposicao 17.4 é equivalente a

Proposigao 17.5 Sejo f € L*(R, e’ljdz). Entao, as integrais ffic Hn(z)f(z)efw2 dx sao nulas para todo n € Ny, se
e somente se f for nula. [m]

A proposicao (17.5) afirma que L? (IR, (’,"'zdz) é um espago de Hilbert separdvel e que as fungdes normalizadas
\/an( ), para n € Ny (vide (16.100)), formam um conjunto ortonormal completo em L?(R, e’mydm).

onnl

PR . _a? -
Como no caso dos polinémios de Legendre, concluimos que se f € L? (]R, e " dz)A entdo podemos escrever

R ,
f= ;W(Hn» fYHy (17.5)

onde
(Ha, 1) / Ha(y) fy)e ™" dy

é o produto escalar de H,, e f em L?(R, e™® dx) A convergéncia da série em (17.5) se dd no sentido da norma de
LZ(]R, e’“"’zdx).

e Completeza dos polinémios de Laguerre

Uma prova de completeza dos polinémios de Laguerre pode ser encontrada em [102].

17.3 Completeza dos Polinémios Trigonométricos

De acordo com o Teorema 37.9, pagina 1961, toda fungao definida em R que seja continua e periédica de periodo 27 pode
ser uniformemente aproximada por polinémios trigonométricos de periodo 27. De maneira semelhante ao que fizemos no
caso de aproximagoes de fungoes continuas por polindmios, podemos concluir desse fato que certas familias de polinomios
trigonométricos formam um conjunto ortonormal completo em espagos de Hilbert como L? ([a, al, r(z)dz), 7 sendo uma
fungao positiva e integravel em [a, b] C [—m, 7|. A série de resultados que veremos adiante segue muito de perto os
resultados correspondentes da Secdo 17.1.

Proposigao 17.6 Seja r uma funcgdao inteqm’vel no intervalo [a, b] C [—m, 7] (com a < b) e positiva em (a, b), ou seja,
tal que r(x) > 0 para todo x € (a, b) e que f x)dz seja finita. Seja f a restri¢ao ao intervalo [—m, 7] de uma fungao
continua e periddica de periodo 2m. Entado,

b
/ f@) e r(z)de = 0 (17.6)
a
€ vdlida para todo n € Z se e somente se [ =0 em [a, b]. [m]
Prova. Como |f| é continua em um intervalo compacto, | f| assume um maximo M nesse intervalo, com M = I[nax ] [f(x)].
z€[—m,m

Pelo Teorema 37.9, pdgina 1961, existe para todo ¢ > 0 um polinémio trigonométrico p de perfodo 27 tal que |f(z) —
(z)| < € para todo & € [—m, m]. Com esse polindmio trigonométrico p, podemos escrever

b b
JCIRT / (e (@) da + [ F@(£(0) - p(o)) ) da
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Agora, pela hipétese (17.6), f(Jc) (x) r(x) dz = 0, pois p, como todo polindmio trigonométrico, pode ser escrito como
uma combinag¢ao linear finita do:> mondmios e, Fora isso,

5@ s riwrde] < [ V@117 o rie)de < Me,
onde R := f z)dz. Concluimos que f |f(z)]? r(x) dz < MeR e como e é arbitrario, isso implica f; [f(2)]?r(x)dz = 0.

Como f é Lontmud er(z) >0em (a, b), isso 1mplica que f é identicamente nula em [a, b], como querfamos provar. W

A Proposigao 17.6 afirma que uma fungao continua e periédica de periodo 27 que é ortogonal a todos os polindémios
trigonométricos em um intemalo [a b C [ T, 7r] é identicamente nula em [a, b]. A ortogonalidade aqui é entendida em
(x)da definido no espago de Hilbert L?([a, b], r(x)dx) das fungdes de
|2

relagdo ao produto escalar (f, g), = f f
quadrado integravel em [a, b] em reldgao a medldd r( )dz, ou seja, que satisfazem fa |f(z)]? r(z)dz < oco. Denotaremos
esse espago de Hilbert por 3,. A afirma¢ao da Proposigao 17.6 pode ser estendida ao espago H,. Esse é o conteido da
proposic¢ao que segue.

Proposigao 17.7 Seja r uma funcgao int(,thiULZ no intervalo [a, b] C [, ’r] (com a < b) e positivu em (a, b), ou seja,
tal que r(xz) > 0 para todo x € (a, b) e que f z)dz seja finita. Seja (k, 1), := f k(z (z)dz o produto escalar
definido porr e H, = L*([a, b], r(z)dz) o cowespondeme espago de Hilbert de ﬁmwes de quadmdo integrdvel em relagao
a medida r(z)dz. Entdo, para g € H,, a relagdo

b
/ g(z) e r(z)de = 0 (17.7)
a
¢ vdlida para todo n € Z se e somente se g =0 quase em toda parte em [a, b]. [m}
Nota. A integral em (17.7) estd bem definida pois, por Cauchy-Schwarz, f: lg(z)|r(z)de < (f [g(z)|?r(z ) (f 1-r(x J.)l/z < o0
j4 que g e 1 pertencem a . &
Prova da Proposicdo 17.7. Defina-se G(x / 9(y)r(y)dy. G & continua e diferencidvel com G/ (z) = g(z)r(z) quase em
toda parte. E claro que G(a) =0 e que G(b) = f g(y)r(y)dy = 0, por (17.7) (para o caso particular n = 0). Integragao

por partes diz-nos que
arn [P0 b ) ) b
0 = / g(z) e r(z)de = / G'(z)e™ dz = (G(b)e””b - G(a)e”‘“) — m/ G(z)e™ dx .
a a a
Como G(a) = G(b) = 0, concluimos que
b .
/ G(z) e der = 0 para todo n # 0 . (17.8)
Ja
Seja agora a extensao 2m-periédica de G a todo R, definida no intervalo [—m, 7] por

G(z), sexela,b]

Gla) =
0, se x € [—m, n1]\ [a, D]
Como G anula-se em a e em b, G é continua e 27-periédica, mesmo se [a, b] = [, 7. Pela definigio e por (17.8), vale
T :,
/ G(z)e™ds = 0 para todon € Z, n #0. (17.9)
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Denotando Go = 5 [7 G(y) dy, e definindo H(z) := G(z) — Gy, concluimos de (17.9) que

H(z)e™ dx = 0,

—m

agora para todo n € Z (lembrar que para n # 0, fjﬂ Goe"™*dr =Gy ff” e dr = 0).

Como H é continua e 27-periédica, podemos aplicar a Proposicao 17.6 (adotando, naquela Proposigao, o casor = 1 e
la, b] = [—m, @), para concluir que H é identicamente nula. Como 0 = H'(z) = G'(x) = g(x)r(x) quase em toda parte
em [a, b], isso implica que g é nula quase em toda parte em [a, b]. |

Uma familia de polinémios trigonométricos de periodo 27, p,(z), n € Z, ¢ dita ser normal se todo monémio trigo-
nométrico e"™® m € Z, puder ser escrito como uma combinacio linear finita de polinémios p,,. Suponhamos que os
polindmios trigonométricos de um conjunto de polinémios normais p, (z) seja também ortonormais em relagao ao produto
escalar definido por 7, ou seja, satisfazem (p,, pn), = dm,n para todos m, n (uma tal familia sempre pode ser obtida
a partir de po(z) := R™Y/2 (com R := f: r(z)dz) pelo procedimento de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt. Vide Segao
3.3, pagina 276). Como cada mon6mio e™* pode ser escrito como uma combinagao linear finita de polinémios p,, (z), é
evidente que a Proposigao 17.7 equivale a

Proposigao 17.8 Seja r uma fungdo integrdvel no intervalo [a, b C [, 7] (com a < b) e positiva em (a, b), ou seja,
tal que r(z) > 0 para todo x € (a, b) e que f: r(z)dr seja finita. Seja (k, 1), = f:ml(z)r(z)dz o produto escalar
definido porr e H, = LZ([a, b], r(z)dz) o correspondente espago de Hilbert de fungoes de quadrado integrdvel em relagao
a medida r(z)dz. Seja pn(x), com n € Z, uma familia normal de polinémios ortonormais em relag¢ao ao produto escalar
(-, ), ou seja, todo mondmio e™® pode ser escrito como uma combinagdo linear finita de polinémios p, os polinémios
Dn satisfazem (pm, Pn), = Om,n para todos m, n € Z. Entao, para g € I, a relagdo

b
/ 9@ @) r(@)dz = 0 (17.10)

é vdlida para todo n € Z se e somente se g =0 quase em toda parte em [a, b]. [m}

De acordo com as defini¢oes do Capitulo 39, pagina 2109, a Proposi¢ao 17.8 diz-nos que 3, = Lz([a, b], r(x)dr) é
um espaco de Hilbert separavel e que a familia normal de polinémios trigonométricos ortonormais p,, forma um conjunto
ortonormal completo em H, (vide pagina 2128). Pelos Teoremas 39.7 e 39.8, pdginas 2129 e 2131, respectivamente, vale
para todo g € H,

oo
9= (pw 9)pn 17.11)
¢ oo
2
ol = 3= lons 9, (17.12)
n=oo
sendo ||g||- == /{9, 9), a norma de g em H,. A convergéncia da série em (17.11) se da em relagdo a norma || - [, de (.,

ou seja, tem-se

N
(N TR SR
n=-N -
ine
Naturalmente, o caso mais importante se dd com [a, b] = [-m, 7] e r = 1, onde a familia e, (z) = ,n€Z,
T

compde, de acordo com nossos resultados acima, um conjunto ortonormal completo em L? ([771', 7, dJL) Tal resultado é
de fundamental importancia para a teoria das séries de Fourier e o enunciado preciso é apresentado na forma do Teorema
37.14, pagina 1976.
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17.4 Completeza das Fungoes de Bessel e Propriedades de
seus Zeros

Trataremos na presente secio de estabelecer propriedades de completeza no espaco de Hilbert L2 ([07 1], = dT) das fungoes
de Bessel J,,, sob diversas condigdes de contorno, e para v > 0. Varios dos resultados que apresentamos sao também
vélidos para —1 < v < 0, mas os métodos sdo mais elaborados, particularmente no caso —1 < v < —1/2, e nio fazem uso
de resultados do problema de Sturm-Liouville e da teoria dos operadores compactos, nosso principal instrumento aqui.
Vide referéncias em [510] (que trata apenas do caso v > —1/2). Para v < —1 as funcdes J,, sequer sio elementos desse
espago de Hilbert, exceto no caso trivial em que v é um inteiro negativo, pois convenciona-se que J_, (x) = (=1)™Jp, (),
m € Z. Obteremos também, no processo, certas propriedades dos zeros das fungoes 81.J, (x) + oz J), (z) para z € (0, 00),
onde 31 e (2 sdo constantes reais.

Usaremos a notagao e os métodos empregados no capitulo sobre o problema de Sturm-Liouville regular, Capitulo
19, pagina 1019, assim como diversos fatos sobre operadores compactos e de Hilbert-Schmidt, discutidos nas Segoes
40.8 e 40.10, as paginas 2279 e 2318, respectivamente. Propriedades gerais das fungoes de Bessel, como relagoes de
ortogonalidade, recorréncia etc., foram tratadas na Segao 16.2.7, pagina 898.

O Teorema 17.1, pgina 940, reunira os resultados que obteremos.

e Notacao para zeros de fungoes de Bessel

Recordemos a notagao que empregamos a respeito de zeros de fungds de Bessel. Seja
2, = {y >0 J(y) = o} (17.13)

a colegao dos zeros reais e positivos da funcao J,. Como veremos, trata-se de um conjunto enumeravel, de modo que
escreveremos

2, = {w.x >0, keN},
que consideraremos como um conjunto ordenado em ordem crescente, ou seja, v, k < Yy, para k <.

Para constantes reais 81 e (2, nao simultaneamente nulas, definimos a fungao
JEP ) = By (y) + Baydl ()
e denotamos o conjunto dos zeros reais positivos de J51:%2(y) por 251 F2:
2iv P = Ly >0, Bidu(y) + BayJL(y) = 0} .
Como veremos que trata-se de um conjunto enumerdvel e, assim, vamos escrevé-lo também na forma

et = (5 7), > 0, keN}

e consideraremos esse conjunto como sendo ordenado em ordem crescente: (7,,“ 52)1C < ('yf" 932)1 para k <.

B1,0 — B1, 0
v

Evidentemente, Z. = Z, para qualquer (3, real nao-nulo e ( i )k = v,k para todo k € IN, também para qualquer

B real nao-nulo. O conjunto 2% 72, com B nio nulo, coincide com o dos zeros da fungio J/(y) na regido y € (0, o).

— gl B/m

Comentamos também que caso 3 # 0 tem-se evidentemente 25t 72 e se B2 # 0 tem-se evidentemente

2pu Ba — gfi/Pa 1,

17.4.1 A Equacgao de Bessel como Problema de Sturm-Liouville

Vamos agora considerar a equagao de Bessel sob condigoes de contorno que a transformem em um problema de Sturm-
Liouville nao-regular com o qual poderemos tratar do problema da completeza das autofun¢oes usando resultados da
teoria dos opradores de Hilbert-Schmidt. Trataremos aqui dos casos v > 0 e v = 0. Em cada um problema de Sturm-
Liouville considerado ¢ diferente e ha, em cada um deles, subcasos especiais a se estudar separadamente, notadamente
aqueles onde ocorrem autovalores nulos.
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17.4.1.1 O Casov >0

Considere-se a equagao de Bessel
z*u () + 2/ (z) + (o®2® — v?)u(z) = 0, (17.14)

onde tomamos v > 0 (o caso v = 0 serd tratado posteriormente) a € C e = ¢ restrito ao intervalo [0, 1]. No intervalo
(0, 1] essa equagao pode ser escrita na forma de uma equagao de Sturm-Liouville

Lu+Xru = 0, (17.15)

sendo L o operador diferencial

com as identificagoes

Consideremos o problema de determinar a solugao de (17.14) no intervalo [0, 1] sujeita as condigdes de contorno
u(0) = 0 e Bru(l) + Bou’(1) = 0,

com [31 e B2 sendo constantes reais nao simultaneamente nulas. Pelo dito acima, trata-se claramente de um problema de
Sturm-Liouville nao-regular (pois p e r ndo sdo estritamente positivas em [0, 1]). Apesar de ndo-regular esse problema
pode ser tratado de forma muito similar a problemas regulares (discutidos no Capitulo 19, pdgina 1019). Aqui, serd
particularmente relevante obter sua equagao integral de Fredholm correspondente.

Como bem sabemos, para v > 0 a solugao desse problema é dada por
u(z) = J,(az),
sendo a um zero da funcdo JS%2(y) = B1J,(y) + B2yJ.,(y) na regido y € (0, 00), ou seja, a € 2172,

Vamos determinar a fungao de Green associada ao operador L sob as condigoes de contormo acima. Segundo o que
sabemos do Capitulo 19, pagina 1019, essa funcao de Green é determinada pelas solugdes v; e vo dos problemas (definidos
em (0, 1]), respectivamente,

Lvy, =0 com v1(0) = 0
Lvy =0 com Brva(1l) + Bavh(1) = 0.

A equagao Lv = 0 é a equagao de Euler
220" (z) + 20 (z) — v2u(z) = 0. (17.16)

Trataremos primeiramente do caso v > 0, deixando o caso v = 0 para a Segao 17.4.1.3.

No caso v > 0 a solugao da equagao de Euler (17.16) ¢ obtida tomando-se o Ansatz v(x) = 27 ¢ constatando-se que
v = v (verifique!), o que fornece duas solugoes independentes, sendo a solugao geral em (0, 1] dada por

v(z) = Ca¥ + Da™",
com C e D constantes arbitrdrias. Obtemos disso que

vi(z) = Cra”

e
Cy (r" 7790”’) , caso  f1+vPy #0 ¢ fr—vhr # 0,
va(z) = Dox™" | caso [r1+vPy # 0 e B —vPy = 0, ouseja, f1 = vPs # 0,
Coa” | caso  f1+vBe =0 e fr—vpr # 0, ouseja, fi = —vp2 # 0,

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 17 936,/2825

sendo T := (;31 + 7/,82)/(/31 — 1/32) e Cy e Dy sendo constantes arbitrarias.

Nota. O caso em que 31 +vf32 = 0 e 31 — vfB2 = 0 nao foi incluido pela seguinte razdo: para v > 0 essas duas condicoes implicam 81 = 0 e
B2 = 0, situagao trivial que ji excluimos de inicio.

Com isso, 0 Wronskiano W (z) := vy (z)vh(z) — va ()0} (z) é dado por

2C,Covr ™1, caso PBi+vfy # 0 e fi—vpBy #0,
W(z) = —2CDyv ™t caso 1 = vPs # 0,
0, caso 1 = —vfy # 0.

Note-se que, para 31 4+vf2 # 0 e 1 —vf2 # 0, o Wronskiano é nao-nulo e, portanto, as solugdes v1 e v2 sao linearmente
independentes.

Como se vé o caso 51 = —vfla # 0 é problemético e serd tratado em separado na Sec¢ao 17.4.1.2, pagina 937.

Nos demais casos temos 31 + 2 # 0 e podemos expressar a funcao de Green de L sob as condigées de contorno em
questao. Ela serd dada, segundo (19.38), pagina 1027, por (verifique!)

v
1 (zy)ufﬂ'<£> , para O0<z<y<l1l,
x Y

Gla,y) = - (caso fi — vfh #0) (17.17)
2uT M Y\
(be) 77’(;) , para O<y<az<1,
e

(£> , para 0<z<y<1,

Gz, y) = —— X v (caso B1 =vPa #0). (17.18)
2v %
, para O0<y<az<1,
T

Note que (17.18) pode ser obtida formalmente de (17.17) tomando-se o limite |7| — oo. Isso é consistente com o fato
que 7 diverge para $; — vf2 — 0.

e Positividade dos autovalores

Sob a luz da Proposigao 19.5, pagina 1039, e levando em conta que no caso aqui considerado g(z) = —v%/x < 0 no
intervalo (0, 1] e as = 0 (que implica ayay < 0), podemos afirmar que nas situagdes em que 3; = 0, ou B2 = 0, ou
B1—vBa =0 (que implica 3182 = v33 > 0), os autovalores do problema de Sturm-Liouville associado & equacio de Bessel
sao todos positivos. No caso em que 51 — vz # 0 a positividade estara assegurada se 5152 > 0.

e Compacidade do operador de Fredholm

A equagao integral de Fredholm equivalente ao problema de Sturm-Liouville que estamos considerando serd, portanto
(vide Secao 19.3.2, pagina 1041),

1
Ku = Xu,
com K sendo o operador integral
1
(Ku)(z) = / k(z, y)uly) dy  para k(z, y) == =Gz, y)r(y) -
0

Por (19.95), pagina 1042, sabemos que K ¢ simétrico no espago de Hilbert H, := LQ([O, 1], ldl)
Como 0 < i <1lnaregiao 0 <z <y <1 e também 0 < % < 1 naregiao 0 < y < z < 1, concluimos facilmente que

G ¢ limitada e continua no quadrado semiaberto (0, 1] x (0, 1]. E fécil ver que G ¢é igualmente limitada e contfnua no
quadrado fechado [0, 1] x [0, 1]. Segue disso que k ¢ limitada e continua no quadrado fechado [0, 1] x [0, 1]. Logo, k
satisfaz a condicdo de Hilbert-Schmidt

1,1 .
/ / |k(w, y)‘zxydmdy < . (17.19)
Jo Jo



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 17 937/2825

Pelo Teorema 40.48, pagina 2336, isso estabelece que K é um operador de Hilbert-Schmidt no espago de Hilbert 3, :=
LZ([O, 1], 'ﬂdT) e, portanto (pelo Teorema 40.100, pdgina 2335), K é compacto no mesmo espaco de Hilbert. Como K é
simétrico, vemos que é também autoadjunto.

As implicagoes desses fatos foram apresentadas quando de nossa discussiao sobre operadores compactos autoadjuntos:
os autovelores A sio reais, enumerdveis, finitamente degenerados e o conjunto {1/Ag, k € IN} possui apenas 0 como ponto
de acumulagao. Em verdade, por se tratar de um problema de Sturm-Liouville, cada autovalor é simplesmente degenerado
(vide Secao 19.3.1.1, pdgina 1033). Apenas um subconjunto finito de autovalores pode ser negativo. Se uj denota a
autofungdo associada ao autovalor Ag, k € IN, entdo {u, k& € N} é um conjunto ortogonal em ¥, = L*([0, 1], zdx).
Essas autofungdes sao dadas por ui(z) == J, (’y,,_ L-,w), com k € IN, onde v, i, é o k-6simo positivo de 1.1, (y) + B2y J.,(y),
ou seja, Y, k € 2182, Os autovalores Ay, sio dados por \, = (7u,la)2~ O conjunto {uk/Hukamw ke ]N} é um conjunto

ortonormal completo em L2 ([0, 1], 2 dz). Comentaremos sobre os fatores de normalizacao ||ux||s¢, mais adiante.

17.4.1.2 O Caso v >0 com 3y = —vf, #0

No caso v > 0 com 1 = —vf; # 0, o problema de Sturm-Liouville consiste em encontrar solugoes de (17.14) sob as
codigoes de contorno
u(0) = 0 e vu(l)—u'(1) = 0.

Este é um problema degenerado pois, como vimos, o Wronskiano das fungoes vy e vo é nulo. A razao por tras dessa dege-
nerescéncia é o fato de que aqui o problema de Sturm-Liouville admite autovalor nulo, com a correspondente autofuncao
sendo a fungao z¥ (verifique essa afirmagao!).

A solugao com autovalores nao-nulos ¢ u(z) = J,(ax), com a pertencente a Z,l,’fl , 0 conjunto dos zeros positivos de
Jy41. De fato, sabemos que J, (ax) satisfaz (17.14) e, como %(z”’(h(z)) = —27"Jy41(x) (vide (16.164), pagina 901),
temos vJ, (z) — xJ)(x) = xJ,+1(x). Assim, vale também u(0) = J,(0) =0 e

vu(l) —u'(1) = v, (a) — aJ,(a) = atysi(a) = 0

sea € Z‘ljfr Ja sabemos que Z,l,’fl ¢ um conjunto enumeravel, que escrevemos como Z,ll‘fl = {('y,ffl)k =Yi1,ks k€ ]N},
e sabemos que o conjunto das inversas {1/7,41,x, k € IN} possui apenas o zero como ponto de acumulagio. Denotemos
ug(z) = Jo(Y+1,k2), k € N.

Afirmamos que o complemento ortogonal do conjunto {uy, k € N} em H, = Lz([O, 1], TdT) é o subespago unidimen-
sional das fungdes 2. De fato, seja f continua com derivada continua. Usando o fato que y**1J,(y) = d% (y”“J,,H(y))
(vide (16.163), pagina 901)), temos,

1 _ . Yo+, kb
(f )y, = /0 F@) (g1, wm) wda TE ! )2/0 v f W) (07 (w) dy

("Vu+1. k

(16.163) 1 /"Yu+l.lc

3 v F W/ k) (0T o () dy
(’Yu+1,lc) 70

1 Yr+1,k Tv+1k d
= —— [fW/wsrk) Wl () */ Z/V—(l/iuf(l//%ﬂ,k)) Jut1(y) y dy
(Ww+1,x) 0 0 dy
=0
T=Y/ Y1,k 1 tood vl X o1
2 7%/“.]‘./0 Iuﬂ(l Vf(,[)) J,,+1('y,,+1)k1) rdr = %+1,k<h’ 11;€>}(r s

wd

com h(z) := z¥F- (w“’f(w)) com vy () = Jyq1 (w41, k). Logo, a condigdo (f, ug), = 0 para todo k € N ¢ vélida
se e somente se <}L, vk>3{_ = 0 para todo k € IN. Sabemos (pelos resultados anteriores do v > 0 para as condigdes
de contorno u(0) = 0 e u(1) = 0) que {vg/[|vglls,, k € N} é um conjunto ortogonal completo. Logo, a condigio
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<f, uk> . = 0 para todo k € IN implica que h = 0, que por sua vez implica f(z) = k2", onde k ¢ constante. Denotando
ug(x) == ¥, que tem norma ||ugl|sc, = 1/1/2(v + 1) em H,. (verifique!), segue que

{wo/luolloe, } U {u Ml . & € I}

é um conjunto ortonormal completo em LZ([O7 1], zdz). Essas fungoes formam um conjunto ortonormal, pois sao
autofungdes associadas a autovalores distintos problema de Sturm-Liouville.

17.4.1.3 O Casov =0

A relacdo (16.159), pagina 900, diz-nos que zJo(z) = Ji(z) + zJj(z) = J>' (), que nos ensina que Zg = 21"

Para obtermos mais informagoes sobre a fungao de Bessel Jj e suas relagdes de completeza seguirmos uma estratégia
similar & do caso v > 0. Consideremos o problema de Sturm-Liouville que consiste em encontrar solugoes da equagao de
Bessel de ordem 0: 22u”(z) + zu'(z) + o®22u(z) = 0, ou seja,

zu” (z) + v/ (z) + o*zu(z) = 0, (17.20)

onde « € C e @ é restrito ao intervalo [0, 1]. No intervalo (0, 1] essa equagdo pode ser escrita na forma de uma equagio
de Sturm-Liouville

Lu+Xru = 0, (17.21)
sendo L o operador diferencial L = - (p(x)-L) + q(x) com as identificages
pe) =, ql@) =0, r@) =c. A=ao

Aqui, as condigoes de contorno a serem consideradas para as solugdes de (17.20) no intervalo [0, 1] sdo
W'(0) =0 e Bru(l) + Beu/(1) = 0,

com f31 e B2 sendo constantes reais nao simultaneamente nulas.

Como antes, trata-se claramente de um problema de Sturm-Liouville ndo-regular (pois p e 7 ndo séo estritamente
positivas em [0, 1]). H4 trés casos a se considerar: 12 caso 1 # 0 e B2 = 0; 22 caso 1 # 0 e B2 # 0; 32 caso f1 =0 e
B2 #0.

1. Caso 31 # 0 e 82 = 0. Nesse caso o problema envolve encontrar solugoes de (17.20) sob as codigoes de contorno
w(0) =0 e u(l) = 0.
A solugao é dada pelas fungoes Jo(0, 1), k € IN, com 7o, € Zo, ou seja, com 7o, sendo o k-ésimo zero (em ordem
crescente) de Jy em (0, 0o). (Lembrar que J§(0) = 0, pois Jj(z) = —Ji(z)).
Como no caso v > 0, podemos determinar a fungao de Green associada ao operador L sob as condi¢ées de contorno
acima se determinarmos as fungdes vy e vy solugdes de

Lvy =0 com v1(0) = 0 e Lvy = 0 com va(l) = 0.

E um exercicio elementar obter que a solugio geral de Lv = 0 é agora v(z) = Cln(z) + D, onde C e D siao constantes.
Com isso, é elementar obter-se
vi(z) = D1 e va(z) = Caln(z),

com Dy e C5 sendo constantes arbitrarias. O determinante Wronskiano dessas duas fungoes ¢ W(z) = vy (z)vh(z) —
vo(z)v] (z) = Dy /x. Com isso, e novamente com uso de (19.38), pagina 1027, obtemos a seguinte expressao para a fungao
de Green:
In(y), para 0<z<y<l1,
G, y) = (17.22)
In(z), para 0<y<az<1.
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A equagao integral de Fredholm equivalente ao problema de Sturm-Liouville que estamos considerando sera, portanto
(vide Segio 19.3.2, pdgina 1041), Ku = %u, com K sendo o operador integral

(Ku)(z) := -/(; k(z, y)u(y) dy para k(z, y) = —G(z, y)r(y) .

Como a fun¢éo sln(s) continua e limitada no intervalo (0, 1], segue facilmente que k satisfaz a condicao de Hilbert-
Schmidt (17.19). Pelo Teorema 40.48, pagina 2336, isso estabelece que K é um operador de Hilbert-Schmidt no espago
de Hilbert L2([0, 1], zdz), portanto (Teorema 40.100, pagina 2335), é compacto no mesmo espago de Hilbert.

2. Caso 51 # 0 e 3 # 0. Nesse caso o problema envolve encontrar solugdes de (17.20) sob as codiges de contorno
u'(0) =0 e Bru(l) + fou’(1) = 0.
A solugao ¢ dada pelas fungées Jo(yx), com + sendo um zero de 81Jo(x) + Baz ().
Como antes, a fungao de Green associada ao operador L sob as condigdes de contorno acima ¢ determinada pelas
fungoes vy e va, solugdes de
Lvy =0 com vi(0) = 0 e Lvy = 0 com Brua(1) + Bovh(1) = 0,
respectivamente. E elementar constatar que

vi(x) = C1 e va(x) = Cs (1— ﬁln(m)) ,
B2

com O e Cp sendo constantes. O determinante Wronskiano dessas duas fungoes é W (z) = vi(z)vy(x) — va(2)v) () =
601025_;5 Com isso, e novamente com uso de (19.38), pagina 1027, obtemos a seguinte expressao para a funcio e
reen:

e, v) ln(y)fg—j4 para 0 <z <y<1, ( |
z,y) = ; 17.23
ln(z)—;—?, para 0 <y<z<1.

A equagdo integral de Fredholm equivalente ao problema de Sturm-Liouville que estamos considerando serd, portanto

(vide Secao 19.3.2, pagina 1041), Ku = %u, com K sendo o operador integral

(Ku)(z) = /0 k(z, y)u(y) dy para k(z, y) = —G(z, y)r(y) .

Novamente, nossa conclusdo ¢ a mesma: como a fungdo sIn(s) continua e limitada no intervalo (0, 1], segue facilmente
que k satisfaz a condi¢ao de Hilbert-Schmidt (17.19). Portanto, pelos mesmos teoremas evocados anteriormente, segue
que K é um operador de Hilbert-Schmidt no espago de Hilbert LQ([O, 1], .'tdz) e, portanto, é compacto no mesmo espago
de Hilbert.

3. Caso 1 = 0 e 32 # 0. Nesse caso o problema de Sturm-Liouville envolve encontrar solugoes de (17.20) sob as
codigoes de contorno
w'(0) =0 e W(l) = 0.

Este é um caso degenerado, pois ambas as fungoes v e vy sdo constantes e, portanto, seu Wronskiano é nulo. A razao
8! ; P G y P )

por tras dessa degenerescéncia é o fato de que o problema de Sturm-Liouville correspondente admite autovalor nulo, com

a correspondente autofungao sendo uma constante arbitraria (verifique essa afirmagao!).

A solugdo com autovalores nao-nulos é u(z) = Jy(az), com « pertencente a Z1, o conjunto dos zeros positivos
de Ji. De fato, sabemos que Jy satisfaz (17.20) e, como Ji(z) = —Ji(z) (vide (16.158), pagina 900), vale também
W(0) = —aJi1(0) = 0 e v/(1) = —aJi(a) = 0, caso @ € Zy. J4 sabemos que Z; ¢ um conjunto enumeravel, que
escrevemos como Z1 = {71, %, k € IN} e sabemos que o conjunto das inversas {1/v1,x, k € IN} possui apenas o zero como
ponto de acumulagao. Denotemos ui(z) := Jo(y1,xx), k € IN.
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Afirmamos que o complemento ortogonal do conjunto {uy, k € N} em H, = LZ([O, 1], :cd:c) é o subespago unidi-
mensional das fungoes constantes. De fato, seja f continua com derivada continua. Temos,

(fs wr)ye, = /0 J@) Joln e vde T (m.lk)z,/Dmf(?//m-r) (yJo(v)) dy
oL le)Q/owkf(y/w,k) (yh(y) dy = f(y/n.k) (W) OM _(71,1k)3 /071 kf’(y/vl,k) Ji(y)y dy

=0

=7k 1 /1 , 1,
Zal L J, do = ———(f", v,
o f(@) J1 (71, k) @ do ’Yl,k<f 11»)%_

com vy,(x) := Ji(y1,k7). Logo, a condigio (f, “’“>}c,v = 0 para todo k € IN ¢ vélida se e somente se {f’, vk>5{7_ =0
para todo k € IN. Sabemos (da andlise do caso v > 0 para as condigdes de contorno u(0) = 0 e u(1) = 0) que
{’Uk-/H’l)k”}(H k€ ]N} ¢ um conjunto ortogonal completo em H,. Logo, a condigao <f, uk>%_ = 0 para todo k € IN
implica que f’ = 0, ou seja, implica que f é constante. Denotando por ug a fungao constante igual a 1, a qual tem norma
1/sqrt2 em H,, segue que

{uwo/uolloe, U {un/ el e € W}

é um conjunto ortonormal completo em Lz([U7 1], xdz) Essas fungoes formam um conjunto ortonormal, pois sao
autofungdes associadas a autovalores distintos de um problema de Sturm-Liouville.

17.4.2 Conclusoes Sobre a Completeza das Fungoes de Bessel e Proprie-
dades de seus Zeros

Vamos agora reunir todos os resultados desta se¢do em um tnico teorema, incluindo também resultados ja demonstrados
no Teorema 16.7, pdgina 911.

Teorema 17.1 Para (81, B2) € R? com (81, B2) # (0, 0) seja JI52(x) == B1J,(xy) + BoxJ!(x) € seja 25072 o

v

conjunto de seus zeros reais positivos: 25152 = {1/ > 0|81y (y) + B2y, (y) = 0}4
Entdo, para todo v > 0 e todo (51, B2) € R? com (1, B2) # (0, 0) o conjunto 572 é enumerdvel e, portanto, pode
ser escrito na forma 252 = {("/f“EQ)k, k€ N} com os zeros (fyf"‘gz)k, que s@o todos simples, ordenados de forma

crescente: (Y07, < (v£1P2), para todos k < 1.

O conjunto das inversas {1/(7’5‘*ﬁ2)k, ke ]N} possui apenas 0 como ponto de acumulagdo e os nimeros 1/(7’5’*‘32)i,

k € IN, sao autovalores simples de um operador integral de Fredholm, que vem a ser um operador de Hilbert-Schmidt.

Portanto,
oo

1
ZW <0. (17.24)
k=1 (Tv k

Essa relagao € um indicativo de como os zeros (751)!32)1? crescem quando k — oo.

Para cada v > 0 e cada par (81, B2) como acima, defina-se

(82, @)

Bu,Ba )
Ui (@) = N
v,

)
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para k € N, onde,

B1, B —
NV.",C 2 =

N =

[(]ﬁ((’h@"%)k))z + <1 - ﬁ) <JV((~/5**/’2)k))Z] (17.25)

(10.:160)(10.108 \/é (280, = na(65,) 2o (02, (17.26)

De acordo com (16.211), pdgina 911, sao vetores unitdrios no espago de Hilbert H, = LZ([O, 1], zdz): ||U5'k’ ’82”}( =1.

Entao, valem ainda as sequintes afirmagoes sobre a completeza das autofungoes Uf_',ém.

~

. Parav >0 ¢ By +vP2 #0, o conjunto {Uﬁ‘,;’sz, ke ]N}, é um conjunto ortonormal completo em Lz([O, 1], xdx).
2. Parav > 0 e 1 = —vfBs # 0 (em cujo caso podemos adotar, sem perda de generalidade, B2 = 1), o con-
Junto {UJE‘I}U{U;';C’I, k€ ]N}, onde U 5 (x) == /2(v + D)2, é um conjunto ortonormal completo em
L2([0, 1], xda).

)

. Parav =0 e 31 #0, o conjunto {Ugy‘,g P ke ]N}, ¢ um conjunto ortonormal completo em Lz([O, 1], Idz)4

4. Parav =0e B =0 e P2 #0 (em cujo caso podemos adotar, sem perda de generalidade, f2 = 1), o conjunto
{U(l,’_'&} U {U((,]",i, ke ]N}, onde Uy o (x) 1= /2, é um conjunto ortonormal completo em L2([0, 1], xdz).

[m]

Comentdrio. As expansées de fungdes de L2([O, 1], xda:) em termos das bases ortonormais completas {Uf‘,é 62, ke ]N}, descritas acima,

sdo por vezes denominadas séries de Fourier-Bessel. L)



