Capitulo 22

Grupos de Lie e Algebras de Lie. Uma Breve
Introducao
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. STE capitulo pretende ser uma modesta introdugao ao estudo de grupos e dlgebras de Lie. Algumas observacoes
prévias sao necessarias. Para a discussao do conceito geral de grupo de Lie sao indispensaveis algumas nogoes
_ bésicas sobre espagos topolégicos. Para tal, vide Capitulos 25, 28, 31 e 33, paginas 1414, 1534, 1622 e 1704,
respectivamente, assim como outras referéncias la citadas. De relevancia especial é a no¢ao de variedade diferencidvel.
Esse importante conceito, proveniente da Geometria, desempenha um papel em vdrias dreas de Fisica, tais como a
Teoria da Relatividade Geral e as Teorias de Calibre. O conceito de variedade diferencidvel nasceu inspirado na nogao
mais familiar de superficie em espagos R™ e nao se desvincula totalmente daquela. Nao pressuporemos da parte do
leitor conhecimento prévio do conceito de variedade diferencidvel e, por isso, vamos introduzi-lo adiante. Nao iremos,
no entanto, desenvolver esse assunto em detalhe no presente capitulo e, para tal, remetemos o estudante interessado
aos Capitulos 34, 35 e 37, paginas 1809, 1878 e 2020, respectivamente, e aos (inimeros) bons livros sobre Geometria
Diferencial, por exemplo, aqueles listados no Capitulo 34.

Trataremos primordialmente de grupos de Lie matriciais, o que simplifica um pouco o tratamento e reduz um tanto o
escopo destas notas introdutérias. No entanto, a grande maioria dos grupos de Lie de interesse (especialmente em Fisica)
¢é formada por grupos de Lie matriciais. Para o tratamento de grupos de Lie matriciais discutiremos com certo detalhe
aspectos algébricos e topoldgicos de grupos de matrizes.

Mais de 100 anos de pesquisa intensa nos separam dos primérdios do estudo dos grupos e algebras de Lie e nossas
pretensoes aqui sao a de uma modesta introdugao a esse vastissimo assunto. Para tratamentos gerais e abrangentes de
grupos de Lie recomendamos as referéncias [432], [395], [93], [218], [299], [562], [245], [246], [43], [403] ou [491]. Para
algebras de Lie, recomendamos [274] e [462]. Alguns textos cldssicos sdo [564], [565] e [579] .
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Virios grupos de Lie sdo importantes na Fisica e seu tratamento ¢ particularmente importante na Mecanica Quantica
e nas Teorias Quénticas de Campos. Exemplos de grupos de Lie importantes para a Fisica sdo discutidos com certo
detalhe no Capitulo 21, tais como os grupos SO(3), SU(2) e o grupo de Lorentz. Aplicagoes de Grupos de Lie & Fisica das
Particulas Elementares podem ser vistas, por exemplo, em [190] e [437]. Aplicagdes & Teoria das Equacdes Diferenciais

podem ser encontradas em [409] e [555]. Para aplicagoes & Mecéanica Quéantica, destacamos [224].

22.1 Variedades e Grupos de Lie

e Variedades diferenciaveis

Uma wvariedade diferencidvel real de dimensao n é um espago topoldgico Hausdorff segundo-contavel V' dotado de
uma familia de abertos F = {U,, o € A} (A sendo um conjunto em principio arbitrdrio de indices) com as seguintes
propriedades:

1.V =Uqaen Ua-

2. Para cada U, € J existe um conjunto aberto C, de R" e uma bijegao continua com inversa continua ¢, : Uy — Cy.

3. Para todo par Uy, Ug € F com U, NUp # 0 a fungao

da0¢5 s 05(UaNUs) = ¢a(UaNUs)
¢é infinitamente diferencidvel como fun¢éo de (um subconjunto de) R” em R™.
Uma discussao mais extensa da nocao de variedade ¢ feita no Capitulo 34, pagina 1809. La discutimos, por exemplo,

a necessidade de acrescentar a definicao de variedade a condi¢ao de ser um espago topoldgico segundo-contavel ou
paracompacto.

Uma variedade analitica complexa de dimensao n é definida analogamente, substituindo-se R™ por C™ e substituindo-
se a condicao de diferenciabilidade infinita do item 3, acima, por analiticidade.

Observagao 1. Acima, A é apenas um conjunto de indices usados para rotular os elementos de F e nao tem nenhum
papel especial. A pode ser finito ou nao, contdvel ou nao.

Observagao 2. As fungoes ¢o oc‘)/gl acima sao denominadas fung¢ées de transi¢ao. Em uma variedade k-diferencidvel
exige-se apenas que as fungoes de transigdo sejam k-vezes diferenc is. Esses objetos tém, porém, interesse
relativamente limitado.

Observagio 3. Os pares (¢o, Uay) sdo frequentemente denominados cartas locais da variedade ou simplesmente
cartas. A colegdo das cartas é frequentemente denominada atlas.

Observagao 4. Um espago topolégico com a propriedade 2 é dito localmente euclidiano. Vide Capitulo 34, pagina
1809.

Vamos & interpretagio das condi¢oes acima. A condigao 1 diz apenas que a familia {U,, o € A} é um recobrimento
de V, ou seja, todo elemento de V' pertence a pelo menos um aberto U,, podendo naturalmente ocorrer que alguns
pontos de V' pertengam a varios elementos da familia F, ou seja, os elementos de F podem ter intersecgoes nao-vazias.
A condigao 2 ¢ importante e diz que os elementos de cada U, podem ser rotulados (univocamente) por uma n-upla de
nimeros reais (ou complexos). Ou seja, podemos dotar cada U, de um sistema de coordenadas. Note que esses sistemas
podem ser diferentes para U,’s diferentes. Como dissemos, pontos de V podem pertencer a vérios U,’s e, portanto,
podem ter a si atribuidas coordenadas diferentes, uma para cada U, ao qual pertence. Assim, os pontos de U, N Up
tém a si atribuidos pelo menos dois sistemas de coordenadas: as coordenadas C, de U, e as coordenadas Cg de Ug. A
condigao 3 diz-nos como esses sistemas de coordenadas devem relacionar-se, a saber, o que se deseja é que a passagem
das coordenadas Cg para as coordenadas Cy, a qual é definida pela funcao ¢, o ¢§17 seja infinitamente diferencidvel (ou
analitica). ‘

Como mencionamos, a conceito de variedade foi inspirado na nogao de superficie em conjuntos como R” e C". Sem
entrarmos em detalhes técnicos, toda superficie em R™ convenientemente definida (tais como a superficie da esfera e o
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toro, em R3) é uma variedade, ou seja, tem um sistema de coordenadas local. Isso pode ser garantido, por exemplo,
pelo conhecido teorema da fungdo implicita da andlise real. Note-se porém que variedades nao sao apenas conjuntos
de pontos, como as superficies de R™ o sao, podendo ser também conjuntos de outros tipos de objetos, como fungoes,
curvas, vetores, matrizes etc. A ideia intuitiva bésica em torno da nogao de variedade é que a mesma representa uma
colecao continua de objetos que podem ser rotulados por sistemas de coordenadas e de tal forma que possamos, ao menos
localmente, manipular essas coordenadas de modo (infinitamente) diferencidvel, como se faz em R™.

E. 22.1 Ezercicio. Mostre que o conjunto de matrizes {R = ( %, %), a, b € R com det(R) = 1} é uma variedade diferencivel de
dimensao 1. £

e Grupos topolégicos
Vamos agora apresentar a defini¢ao de grupo topoldgico, da qual precisaremos para discutir grupos de Lie.

Seja G um grupo. Para cada g € G podemos definir uma fungao Ay : G — G por Ag(h) := gh. A funcdo A4 é

denominada multiplicagio a esquerda (por g € G) Fora isso tem-se também em G a funcdo inv : G — G definida por
inv(h) :=h~L

Definicdo. Um grupo G é dito ser um grupo topoldgico em rela¢ao a uma topologia 7 definida em G se nessa topologia
a fungdo inv e todas as fungdes A, forem continuas. ®

Comentdrio. Podemos definir também para cada g € G a funcao : G — G por pg(h) = hg, que representa a multiplicagao a direita por
, Pg Pg
€ G. E facil de se ver, porém, que = invo A, 1 oinv. Portanto, se inv for continua, as fungoes € G, serao todas continuas se e
g , P » que pg g 8 s Goes pg, g € G,
somente se todas as fungdes A\g, g € G, forem continuas. Dessa forma, em um grupo topolégico as fungdes pg sdo continuas.

Comentdrio. Um grupo pode ser topolégico em relagao a uma topologia mas nao em relagao a outra. Veremos exemplos. L]
Informalmente, um grupo G ¢é topolégico se as operagoes de produto por elementos do grupo e inversao forem
continuas.
Em termos mais precisos um grupo topoldgico ¢ formado por um grupo G ¢ uma cole¢ao & de subconjuntos de G,

& C P(G), satisfazendo as condigoes definidoras de um Espago Topoldgico (vide Capitulo 28):

1.0eBeGeod,
2. Se AeBeBedentaio ANB e B,

3. Se I ¢ um conjunto arbitrério de indices e Ay € & para todo A € I entao U Ay também ¢é um elemento de &,
Ael

e tais que para todo O € & as imagens inversas invfl((?) e )\;1(0)4 para todo g € G, sdo igualmente elementos de &.

Os elementos de & sao ditos ser os conjuntos abertos de G. Como em geral se faz em espagos topoldgicos, um conjunto
F C G é dito ser fechado se seu complementar G \ F for aberto.

e Grupos de Lie

Um grupo topoldgico que, enquanto espago topoldgico, seja uma variedade real diferencidvel (complexa analitica) é
dito ser um Grupo de Lie' real (complexo) se as operagoes de multiplicagio & esquerda e inversio forem infinitamente
diferencidveis (analiticas).

E. 22.2 Exercicio. Verifique que (R, +) (o grupo aditivo dos reais) e (R+ \ {0}, -) (o grupo multiplicativo dos reais ndo-negativos)

sdo grupos de Lie reais. *

E. 22.3 Ezercicio. Verifique que {R = (%), a, b€ R com det(R) =1} é um grupo de Lie real. E

Na Segao 22.3.2, pagina 1291, mostraremos com detalhe que GL(n, C) é um grupo de Lie. Mais exemplos importantes

I Marius Sophus Lie (1842-1899). Lie introduziu esse conceito em cerca de 1870 em seus estudos de propriedades de invariancia de equagdes
diferenciais parciais.
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sao apontados na Se¢ao 22.3.5.1, pdgina 1303, muitos dos quais sdo discutidos com mais detalhe no Capitulo 21, pagina
1118.

e Diferenciabilidade ou apenas continuidade? Nota para um estudante mais avancado

Na defini¢ao que apresentamos de grupo de Lie ocorre a exigéncia de a multiplicagdo & esquerda e a inversao serem
infinitamente diferencidveis. Essa ¢ também a postura da maioria dos livros-texto e corresponde as hipéteses originais de
Lie (a referéncia [43] exige que essas aplicagoes sejam real-analiticas). Em uma famosa e muito influente palestra proferida
em 1900 no Congresso Internacional de Matemética em Paris, Hilbert? questionou a necessidade dessa imposicio de
diferenciabilidade. Em suas palavras, “Até que ponto o conceito de Lie de grupos continuos de transformagées é acessivel
em nossas investigagoes sem a suposicao da diferenciabilidade das fungoes?”. Essa questao ficou conhecida como Quinto
Problema de Hilbert>.

A resposta a esse problema foi apresentada na década de 1950 por Gleason?, Montgomery® e Zippin®, e pode ser
resumida na seguinte afirmagao (na formulagao de [43]): todo grupo topolégico localmente Euclidiano é isomorfo a um
grupo de Lie real-analitico. Uma demonstragao desse profundo resultado pode ser encontrada em [380]. Assim, supormos
que um grupo é uma variedade diferencidvel (analitica) com as fungoes de multiplicacao & esquerda e inversao continuas

(sem a suposi¢ao de diferenciabilidade) ¢ suficiente para que essas operagoes sejam infinitamente diferencidveis e até
real-analiticas, ou seja, que o grupo seja um grupo de Lie, segundo nossa defini¢ao.

A razdo profunda por tras disso é parcialmente revelada em um contexto mais simples, na prova (originalmente devida
a von Neumann) da Proposigio 22.6, pigina 1293: a suposigao das propriedades de grupo e de continuidade sao fortes o
suficiente para garantir diferenciabilidade.

Por fim, o motivo de a maioria dos textos assumir explicitamente diferenciabilidade ou analiticidade das funges
de multiplica¢ao a esquerda e inversao é que essas hipdteses sao suficientes para a obtengao dos principais resultados
da teoria dos grupos de Lie e reduzi-las a hipiteses mais bésicas obrigaria moralmente os autores a apresentar uma
demonstragao dos resultados profundos e dificeis de Gleason, Montgomery e Zippin, um dispensavel desvio de rota.

A realidade é que o Quinto Problema de Hilbert, por maior que seja o prestigio de seu formulador e por maiores que
tenham sido os esforcos para resolvé-lo, ndo tem consequéncias de monta para a Teoria de Grupos, sendo a ele reservada
uma importancia conceitual.

e Ha grupos de Lie nao matriciais

Em quase a totalidade deste capitulo, especialmente na Segao 22.3, pagina 1290, lidaremos com grupos de Lie que
sdo grupos de matrizes, ou seja, subgrupos de GL(n, C), para algum n € N, que sejam também grupos de Lie. Tais
grupos compoem a grande maioria dos grupos de interesse e certas demonstracoes sao neles facilitadas pelo emprego de
resultados de Algebra Linear (como aqueles descritos no Capitulo 11, pagina 652).

Ao estudante devemos ressalvar, porém, que hd grupos de Lie que ndo sao grupos matriciais, nem sao isomorfos
a grupos de Lie matriciais, ou possuem representacdes fieis” como grupos matriciais. Um exemplo de livro-texto é o
seguinte:

E. 22.4 Ezercicio-ezemplo.  Considere-se a variedade diferencival tridimensional .2 = R x R x $' e adote-se nela a topologia
usual. (Aqui descrevemos o circulo unitdrio $' com o conjunto das fases e'*, com ¢ € (—, ). Seja definido em .Z o seguinte produto:

(a1, bi, ") - (az, bz, €"?) := <u,1 + az, by + b2, e’(c’“”‘“b?)) R

para todos a1, az, b2, b2 € R e c1, c2 € (—m, w|. Mostre que esse produto é associativo, tem por elemento neutro (0,0, 1) € L e a
inversa de cada elemento (a, b, ') € .Z ¢é (7 a, —b, e'("b’”)) € 2. Com essa operagdo, . é, portanto, um grupo. Mostre que se

trata de um grupo de Lie. Esse grupo é comutativo? *

Podemos nos perguntar se £ ¢é isomorfo a um grupo Lie matricial, e a resposta é ndo. Uma demonstragao encontra-se
em [218] (secdo 4.8 daquela referéncia) e faz uso de propriedades elementares do grupo de Heisenberg GH3(R), discutidas
na Secao 21.2.2.1, pdgina 1131, com o qual o grupo £ é aparentado

2David Hilbert (1862-1943).

3Para a palestra original de Hilbert, listando esse e outros problemas, vide, e.g., https://en.wikisource.org/wiki/Mathematical_Problems
4Andrew Mattei Gleason (1921-2008).

5Deane Montgomery (1909-1992).

SLeo Zippin (1905-1995).

7Uma representagio p: H — GL(V) de um grupo H em um espago vetorial V é dita fiel se for injetiva.




JCABarata. Notas de Aula. Versio de 17 de junho de 2025 Capitulo 22 1288/3025

22.2 Breves Consideragoes sobre Grupos Topologicos

Nesta se¢ao nos limitaremos a apresentar alguns poucos resultados sobre grupos topolégicos, dos quais faremos uso
adiante ao tratarmos de grupos de Lie. O estudo de grupos topoldgicos gerais é bastante vasto e para um texto cldssico
recomendamos fortemente [432].

Introduzimos aqui a seguinte notagao. Seja G um grupo topoldgico. Se U é algum subconjunto de G e g € G definimos
gU = {z € G|z = gu para algum u € U} .
Analogamente,

Ug = {z € G|z =ugparaalgumu e U} .

E. 22.5 Ezercicio. Se U é um conjunto aberto de G mostre que para todo g € G os conjuntos gU e Ug sdo também conjuntos
abertos de G. £

e Grupos topol6gicos conexos e desconexos

Um grupo topoldgico H ¢é dito ser desconezo se for a uniao disjunta de dois conjuntos A e B, ambos nao-vazios e
ambos simultaneamente abertos e fechados. Ou seja, H = AUB, ANB =) com A # (), B # (), onde A e B sdo abertos
e fechados. Um grupo topoldgico H ¢é dito ser conezo se nao for desconexo.

e Alguns fatos sobre grupos topoldgicos

Vamos aqui provar alguns fatos bésicos sobre grupos topoldgicos gerais. Faremos uso da Proposi¢ao 22.3 abaixo
quando falarmos da relagao entre édlgebras de Lie matriciais e dlgebras de Lie.

Seja H um grupo topolégico e G C H um subgrupo de H. Dizemos que G é um subgrupo topologicamente aberto de
H (ou simplesmente subgrupo aberto de H) se G for um subconjunto aberto de H. Analogamente, dizemos que G é um
subgrupo topologicamente fechado de H (ou simplesmente subgrupo fechado de H) se G for um subconjunto fechado de
H. A seguinte proposigao é relevante nesse contexto.

Proposigao 22.1 Seja H um grupo topoldgico e G um subgrupo aberto de H. Entio, G ¢ igualmente um subgrupo
fechado de H. [m}

Prova. Seja ¢’ € G, onde G é o fecho de G. Entdo, se Uy ¢ qualquer aberto de H que contém ¢, tem-se Uy NG # 0
(Proposicao 28.9, pagina 1553). Vamos escolher cuidadosamente um tal aberto Uy . Seja U. um aberto de H que
contém a identidade. Como G é aberto, V' = U. N G ¢ igualmente aberto. Escolhemos Uy = ¢'V := {z € H, = =
¢'v para algum v € V}. Entao, como Uy NG # § existe algum elemento g € G que ¢ também elemento de Uy, ou seja,
g = g'v para algum elemento v € V. Isso, todavia, implica que ¢’ = gv~!. Agora, v € V = U, NG C G e, portanto,
g’ € G por ser o produto de dois elementos de G, que é um grupo. |

Proposigao 22.2 Seja H um grupo topoldgico conexo e G um subgrupo aberto de H. Entao, G = H. m]

Prova. Vamos supor que G # H, ou seja, H\ G # (). Como G é um conjunto aberto e fechado (pela proposigio anterior)
H\ G =HNG*éum conjunto aberto e fechado. Assim, H é a unido disjunta de dois conjuntos abertos e fechados, a
saber G e H \ G. Isso é uma contradigao com o fato de H ser conexo. Logo, G = H. |

Proposicao 22.3 Seja H um grupo topolégico conexo e U um aberto de H que contém a identidade e que seja tal que
para todo u € U tem-se u=! € U. Entdo,
oo
H=JU",
n=1

ondeUL::UeU"::{zeH| T =Up---uy parau; €U, i =1, u,.,n},n>14 [m}
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Prova. Todos os conjuntos U™ s&o conjuntos abertos. Isso é fécil de se ver. De fato,

U? = | wU

uz€U

e, assim, U2 é aberto, pois é uma unido de abertos (vide exercicio 4 pagina 1288). Analogamente,

vt = J wUt, n>2. (22.1)
un €U
Por indugéo, segue facilmente que todo U™ é aberto.

Assim U := |J7, U™ é igualmente um conjunto aberto (por ser uma unido de abertos). Se provarmos que U é um
grupo, a proposicao anterior garante a prova desejada.

E evidente que U contém a identidade e (que estd contida em U). Fora isso, se g1 € U™ e go € U2, entdo g1 =

Up, -+ U1 € go = Uy, -~ - Uy para certos u; e uj € U. Logo, gige = Un, - - - U1y, - - - u}, mostrando que g1 g2 € Umtnz c .
1

Finalmente, se g € U™ e g = up, -+ - uy, entao g~ = ufl <wuyt € U™ C U Isso completa a prova que U ¢ um grupo. M

Informalmente, a Proposigao 22.2 diz que se H é um grupo topolégico conexo, entdao qualquer aberto U que contém
a identidade gera o grupo H, ou seja, todo elemento de H pode ser escrito como o produto finito de elementos de U.

Observugda Como a identidade e é um elemento de U, segue facilmente de (22.1) que U™—! c U™ para todo n > 1. L)

Seja H um grupo topoldgico. Dizemos que uma cole¢@o de conjuntos abertos Ay € H, A € A, é um recobrimento de

H se
H=[JAs.
AEA

Um grupo topoldgico é dito ser compacto® se possuir a seguinte propriedade: para todo recobrimento Ay € H, A € A,
de H existir um subconjunto finito Ay, ..., Ay, de conjuntos abertos que também é um recobrimento de H:

H = Ay U---UdA,, .

A seguinte proposigao é imediata:

Proposigao 22.4 Seja H um grupo topoldgico conexo e compacto e seja U um aberto de H que contém a identidade e
que seja tal que para todo u € U tem-se u=' € U. Entdo, eviste um n tal que

H =1U".

Prova. Como H ¢ conexo, pela Proposicao 22.3 tem-se H = |J;; U". O lado direito é, portanto, um recobrimento de H
por abertos. Assim, como H é compacto, H tem um recobrimento finito pelos abertos U™: existem n; < ng < --- < ng

tais que H = U™ U---UU™. Como U™ C --- C U™, tem-se H = U™, como queriamos provar. |

Comentdrio. Na proposiao acima, a igualdade H = U™ afirma que todo elemento de H é obtido por um produto de no méaximo n elementos
de U. O ntmero n é dependente de U e é intuitivo dizer que quanto “menor” for o aberto U que contém a identidade, maior serd n.

e Continuidade uniforme de fungoes em grupos topolégicos

Seja G um grupo topoldgico. Uma fungao f : G — C é dita ser wuniformemente continuase para cada e > 0 existir
uma vizinhanga aberta V. do elemento neutro de G tal que |f((]) - f(h)| < e sempre que g e h pertencerem a V.

A seguinte afirmagao ¢ importante no presente contexto.

8Para a defini¢io da nogio de compacidade e suas propriedades, vide Secio 33.3, pagina 1731.
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Proposicao 22.5 Seja G um grupo topoldgico. Seja f1 : G — C uma fungao uniformemente continua e seja fo : G — G
uma fungdo continua com fa(e) = e. Entdo, a fungiao composta fi1o fo: G — C é wma fun¢do uniformemente continua.
[m]

Prova. Como f; é uniformemente continua, existe para cada € > 0 uma vizinhanca aberta V. do elemento neutro de G
tal que | f1(g) — fi(h)| < € sempre que g e h pertencerem a V.. Defina-se W, := f5 '(V.). Trata-se de um aberto em G,
pois V. é aberto e fo continua. Além disso, e € W, pois e € V e fa(e) = e. Logo, se g e h sao ambos elementos de
We, teremos f2(g) € Ve e fa(h) € V.. Portanto, valerd também ‘f1 o fag) — fro fg(h)} < ¢, completanto a prova que
fio fa: G — C é uma fung¢ao uniformemente continua. |

22.3 Grupos de Lie Matriciais

Nosso objetivo nesta secao e nas que se seguem ¢ introduzir os grupos de Lie matriciais e discuti-los. Trataremos de
alguns exemplos ilustrativos com algum detalhe, comegando com o grupo GL(n, C). Comentemos que essencialmente
todas as nossas afirmagoes adiante sobre GL(n, C) sdo também validas para o grupo real GL(n, R).

22.3.1 Uma Topologia Métrica em GL(n, C)

Como preparacao, fagamos alguns comentérios topolégicos sobre GL(n, C). A topologia métrica de Mat (C, n) discutida
na Se¢do 11.1, pdgina 653, pode ser introduzida naturalmente em GL(n, C), que afinal é um subconjunto de Mat (C, n),
ao definirmos para A, B € GL(n, C) a métrica d(A, B) = ||[A — BJ|, sendo | - || a norma operatorial de Mat (C, n).

Mostremos que GL(n, €) ¢ um conjunto aberto e denso de Mat (C, n).

e GL(n, C) é um conjunto aberto de Mat (C, n)

E relevante notarmos que GL(n, C€) nao é um subconjunto fechado de Mat (C, n). Isso se vé tomando o exemplo
da sequéncia de matrizes diagonais 2 x 2 da forma A, = (1/Dm 1;],” ), m € IN, sequéncia essa formada por elementos de
GL(2, C) mas que converge para a matriz nula, que obviamente nio ¢ elemento de GL(2, C).

Em verdade, GL(n, C) é um conjunto aberto de Mat (C, n). Paramostrar isso temos que provar? que se A € GL(n, C)
e B é uma matriz tal que ||[B — A||¢ ¢ suficientemente pequena, entdo B ¢ inversivel e, portanto, também pertence a
GL(n, C). Observemos que B = A (1 + A~'(B — A)). Se provarmos que 1+ A~!(B — A) é inversivel entdo teremos que
B! existe, sendo dada por (1+ A~(B — A))71 AL

Escolhendo B préximo o suficiente de A de modo que ||B — All¢ < 1/[|A7Y||¢ entdo A~!(B — A) terd norma menor
que 1 e, portanto, 1 + A~1(B — A) tem uma inversa dada pela série de Neumann'® convergente!!

ot i(-mm (ANB-A)" .

m=1

(1+471(B-4)"

Isso prova que B tem inversa e completa a prova que GL(n, €) é um conjunto aberto.

E. 22.6 Ezercicio. Ha uma maneira alternativa “répida” de provar que GL(n, C) é um conjunto aberto. Pela Proposicdo 11.18,
pagina 691, a fun¢do Mat (C, n) 3 A — det(A) € C é continua em qualquer norma matricial. Conclua que GL(n, C) é um conjunto
aberto, observando para tal que se trata do conjunto de todas as matrizes complexas com determinante nio-nulo e notando que C\ {0}
é um conjunto aberto em C. &

9Vide a defini¢io de conjunto aberto em espagos métricos dada & pagina 1439.
10Karl Neumann (1832-1925).
1

1A justificativa dessa expressio foi apresentada na Segdo 11.2. Note que a expansio de Taylor da funcio analitica T3z bara [z] <1em
torno de z = 0 é precisamente 1+ > oo_ (—1)™z™.
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e GL(n, €) é denso em Mat (C, n)

Provemos que todo elemento de Mat (C, n) pode ser aproximado em norma por uma matriz inversivel. Isso equivale
a dizer que GL(n, C) ¢ denso em Mat (C, n). Seja A € Mat(C, n) e seja o(A) = {\1, ..., A} o conjunto de seus
autovalores distintos (r < n). B claro que se a & o(A) entdo det(al — A) # 0 e A — al tem inversa (recorde que os
autovalores de A sao os zeros do polindmio caracteristico de A). Seja agora, a,, n € IN, uma sequéncia de ntmeros
complexos tais que a,, & o(A) para todo n, e tais que a;, — 0 para n — oo. Teremos que as matrizes 4,, := A — a1 sao
todas inversiveis e d(4, A,) = |[A— A,| = |an][|1]| = |an| — 0 para n — co. Isso prova nossa afirmagao.

22.3.2 O Grupo de Lie GL(n, C)

Nesta se¢ao mostraremos que GL(n, C) é um grupo de Lie. Para isso mostraremos primeiro que GL(n, C) é um grupo
topoldgico e depois que é uma variedade analitica, para entdo mostrar que o produto e a inversao sio analiticos. Esses
resultados, além de importantes em si, servem ao propdsito pedagégico de ilustrar os conceitos de grupo topoldgico e de
variedade.

e GL(n, C) é um grupo topolégico

Para provarmos que GL(n, €) é um grupo topoldgico precisamos mostrar que o produto em GL(n, C) e a inversao
de matrizes em GL(n, C) sdo operagdes continuas.

Sejam G, G', H € GL(n, C). Temos que

|G'H - GHllc = |

(¢"=G)H|e < |IG"=ClelH]e,

mostrando que |G'H — GH|l¢ — 0 se |G’ — G|lc = 0. Assim, o produto & esquerda é continuo.

Sejam agora G, H € GL(n, C). Fixemos H e tomemos ||G—H ||¢ < € com € > 0 escolhido pequeno o suficiente de modo
¢ < 1. Eclaroque G = H+(G—H) = H(1+H (G- H)), de maneira que G~ = [L+H G- [{)}71 "

que €||[H Y|
Logo,
1

Glemt = i H G- -

c<elH

Assim, como pela escolha de € temos |[H™1(G — H) ¢ < 1, podemos escrever

oo

G'-H' = {2(71)”’ [HY(G - H)}"’} H™'.
m=1

A justificativa dessa expressio'? foi apresentada na Secio 11.2. Tem-se, entdo,

> AR

1= e[H e

IG™ = H e < [ Iz E \G*HHIS] IH e <
1

m=

Portanto |G™' — H~!||¢ — 0 quando |G — H||¢ — 0, provando a continuidade da operacdo de inversdo de matrizes. Isso
completa a prova que GL(n, C) é um grupo topoldgico.

E. 22.7 Ezercicio. H3a uma maneira alternativa “rapida” de provar que a operagdo de inversio é continua: use a regra de Laplace,
expressdo (10.20), pagina 534, para calcular a inversa de uma matriz e evoque o fato que o determinante é continuo. &

e GL(n, C) é uma variedade analitica

Vamos agora mostrar que GL(n, C) ¢ uma variedade analitica. Seja, para cada € > 0, o subconjunto €. de c
definido por

2 .
C. = {(m“, coly Tin, 21, ooy Lomy ooy Tnl, -oos Tnn) € O com |z4;| < € para todos i, j =1, ..., n} .
12Note que a expansio de Taylor da funcio analitica - — 1 para |z| < 1 em torno de z = 0 ¢ precisamente 3 0o_, (—1)" 2"

T+=
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Para & = (11, ..., Tin, T21, vy Tons --vs Tnpi, ..., Tnn) € Ce, denotemos por X a matriz cujo elemento ij é
Xi; = x;j e denotemos 1+ X por A(x). Obviamente A(x);; = 05 + xij, i, j=1, ..., n.

E bem claro que cada €, é um subconjunto aberto de €. Seja também U, := {A(z) € Mat (C, n)| z € C.}.

E. 22.8 Euzercicio. Mostre que cada U é um subconjunto aberto de Mat (C, n). £

E bem claro que para toda matriz A(z) como acima tem-se det (A(z)) = 1+ p(x), onde p(z) ¢ um polindmio nas
varidveis z;; que se anula quanto todas as x;; sao nulas. Assim, se € €. vé-se que det (A(.IJ)) # 0 caso € seja pequeno
o suficiente, pois isso garante que [p(z)| < 1. Portanto, se escolhermos € pequeno o suficiente, teremos que U é um
subconjunto aberto de GL(n, C), o que suporemos daqui por diante.

Seja agora g uma matriz arbitrdria de GL(n, C) e seja
Uy, = {gA(z), com A(z) € U} .
Pela notagao que apresentamos quando discutimos grupos topoldgicos, Uy = gU., e Uy é um aberto de GL(n, C). Fora
isso, g € Uy, pois 1 = A(0) € U,. Concluimos que
GLm, ©) = U U,
g€GL(n, C)

ou seja, GL(n, C) possui um recobrimento por abertos.

Vamos agora mostrar que cada U, ¢é bijetivamente mapeado em um aberto de €. Tsso é bem simples pois, se para
cada g € GL(n, C) definirmos fungoes ¢1gj : Uy — € por

fi(0A@) = of(g+9X) = (9X)ij, G i=1...,n,

ou seja,

n
o8 (9AW@) = > guwwrj, B j=1,....n,
k=1

vemos facilmente que todo h € U, ¢é da forma hy; = gi; + ¢ (9A(z)). Assim, o conjunto Cy C €™ formado pelas
varidveis T;; = Z;le gikTrs; com z;; € C. é um sistema de coordenadas para U,,.
Por fim, para todo h € Uy, N Uy, teremos h = gA(z) = ¢’A(z'), ou seja, A(z') = (¢') "'gA(z) e

n

= =0+ (97 9]y G+ o) = ()9 =1);+ D [(9) gl o

k=1 k=1

o que mostra que as coordenadas x’ sao expressas em termos de polinémios nas varidveis z. Portanto, a mudanga nas
coordenadas de U, para as de Uy é expressa em termos de fungdes analiticas (em verdade, polinémios). Isso provou que
GL(n, C) ¢ uma variedade analitica.

e GL(n, C) é um grupo de Lie

Para finalmente provarmos que GL(n, C) é um grupo de Lie, resta-nos provar que a multiplicagio & esquerda e a
inversao sao analiticas. A primeira parte é elementar. Tomemos g, h € GL(n, C). Os elementos de Uy, sdo da forma
hA(z) e os de gUy, sao da forma ghA(x) € Ugp. Agora, as funcoes de C. em € dadas por

n

Ced x> Kpf]h(gh,A(m)) = Z(gh)mmk] , ij=1,...,n,
k=1

sao polinémios nas varidveis ;; e, portanto, sao analiticas. Assim, o produto é analitico.

Para provar que a inversao é analitica tomemos g € GL(n, C). Um elemento genérico de U, é da forma gA(z) =
g(1+ X). Agora,

(5’1‘1(1‘))71 = 1+X) gt = gil(ll+gY(1')g71), com Y(z) = Z(fl)me.

m=1
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Cada elemento de matriz de Y (z) é uma funcio analitica dos z;;, pois a série de Neumann'® acima converge absolutamente
(claramente, temos que escolher € pequeno o suficiente). Agora, as fungdes

> a o‘f’]’]((gA(z))fl) = @5’;1 (g”(n-%—gY(z)g*l)) = (g¥(@)g™"),,

3
sao fungoes analiticas dos x;;, provando que a aplicacao de inversao é analitica. Isso estabelece finalmente que GL(n, C)
é um grupo de Lie de dimensdo n?.

E. 22.9 Ezercicio. H4 uma maneira alternativa “rdpida” de provar que a operagdo de inversio é analitica: use a regra de Laplace,
expressdo (10.20), pagina 534, para calcular a inversa de uma matriz e evoque o fato que o determinante ¢ analitico. "

Na Secao 22.3.5.1, pagina 1303, apresentaremos mais alguns exemplos de grupos matriciais, subgrupos de GL(n, C),
que sio grupos de Lie: os grupos SL(n, C) e os grupos de invariancias de formas bilineares e sesquilineares. Esses
exemplos abarcam muitos dos grupos estudados no Capitulo 22.3.5.1, pdgina 1303, e sdo de forte interesse na Geometria
e na Fisica. Esses fatos sdo decorréncia do importante Teorema 22.2, pagina 1300, apresentado e demonstrado na Segao
22.3.5, pagina 1300, que afirma que subgrupos fechados de GL(n, C) sdo também grupos de Lie.

22.3.3 Subgrupos Uniparamétricos e seus Geradores Infinitesimais
Subgrupos uniparamétricos sao muito importantes na teoria dos grupos de Lie. Vamos apresentd-los no caso de matrizes.

Definicdo.  Um subgrupo uniparamétrico de GL(n, C) é um homomorfismo continuo'* do grupo (R, +) em GL(n, C).
Em outras palavras, é uma func¢ao que a cada t real associa continuamente uma matriz inversivel (¢) de modo que

() = vt +1) (22.2)
para todos ¢, ¢ € R. Note que de (22.2) segue automaticamente que v(0) = 1 (por qué?). ®

A importancia dos subgrupos uniparamétricos reside na seguinte proposi¢ao, a qual também comeca a revelar a
relevancia das exponenciais de matrizes na teoria dos grupos de Lie.
Proposigao 22.6 Seja v : R — GL(n, C) wm subgrupo uniparamétrico continuo. Entdo, existe wma matriz M €
Mat (C, n), univocamente definida, tal que (t) = exp(tM) para todo t € R. Esse fato, em particular, mostra que y é
real-analitica (e, portanto, diferencidvel) e que M = ~'(0). A matriz M é dita ser o gerador infinitesimal do subgrupo
uniparamétrico . [m]

Prova.'® Se supuséssemos que v é uma matriz diferencidvel préximo a t = 0, terfamos que para qualquer ¢

1 1
! = lim = (~y(t +s) — = lim —(v(s) — = ~(t)7(0) .
V(1) = lm—(y(t+9) —1(0) = () (sgl[l) S ((s) 7(0))) 7(1)7'(0)
Definindo M := +/(0), concluirfamos que v satisfaz a equagao diferencial 7/(t) = ()M, cuja solugao ¢é tnica (vide

Capitulo 14) e dada por ~(t) = exp(tM), como queriamos provar.

A demonstracao estaria completa, nao fosse o fato de que no enunciado supomos apenas que v é continua, o que em
geral nao implica que ~y seja também diferencidvel em ¢ = 0. E, no entanto, possivel provar que se y é continua, entao
pelo fato de ser um homomorfismo de (R, +) segue que 7 é também diferencidvel préximo a t = 0! A ideia é construir
a partir de v uma func¢do ¥ infinitamente diferencidvel e posteriormente mostrar que v pode ser recuperada de 4 por
operagoes diferencidveis.

Para tal seja 6 uma fungao real, positiva infinitamente diferencidvel, com suporte compacto contendo ¢t = 0 e tal que

l[:O(s)ds =1.

13Karl Neumann (1832-1925).

14Vide nota a pagina 1296.

15Extraida de [245]. A observacio de que no enunciado da Proposicio 22.6 é suficiente supor-se que o subgrupo uniparamétrico y é apenas
continuo (dispensando uma condigio de diferenciabilidade) ¢ devida a von Neumann (John von Neumann (1903-1957)).
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Um exemplo de uma tal fungdo seria (para a < 0 < b)

K exp (*W) , parasé€ (a, b)
0(s) =

0, de outra forma,

que tem suporte [a, b] 3 0. Uma escolha conveniente da constante K garante que ]fzo 0(s)ds = 1.

Assim, seja uma tal funcao 6 desse tipo e com suporte em, digamos, [—a, a] para algum a > 0, e seja

(t) = / Ot — s)y(s)ds .
—oo
E fécil (Exercicio!) ver que 7 assim definida é infinitamente diferencidvel. Fora isso,

30 = [ oe—sns = [ ownte-wie = [~ stunint-ude = 50 [~ ownon = 20y,

com Y := [* 0(u)y(—u)du. Temos que

pois [ 6(u)du = 1, por hipétese. Logo,

- . . -
Y —1e < / 0(u) [y (=) — 1|c du = / () [y (=) = Uledu < ¢ [ O(u)du = {3/ u)du = ¢,
_m -

—a s
onde ¢ := SUP,¢[_q, o [|7(—) —1Lfl¢. Como ~ é continua e 7(0) = 1, podemos fazer c arbitrariamente pequena, escolhendo
a pequeno. Isso, no entanto, diz que Y =1 — (1 —Y) ¢ inversivel, com Y ~! dado pela série convergente Y oo (1—Y)™.
Assim, com a pequeno teremos (t) = 5(t)Y 7!, o que prova que ¥(t) é infinitamente diferencidvel.

Definigao. O que essa proposi¢ao provou é que todo subgrupo uniparamétrico continuo de GL(n, C) é da forma
exp(tM) para alguma matriz M € Mat (C, n). Essa matriz M é dita ser o gerador infinitesimal do subgrupo unipa-
ramétrico em questao. 'Y

Comentemos brevemente que a Proposicao 22.6, que acabamos de provar, tem generalizagdes importantes na teoria
dos espagos de Hilbert e de Banach, onde é conhecida como Teorema de Stone'®. Vide, por exemplo, [440].

e A colegao de todos os geradores infinitesimal de subgrupos uniparamétricos

Seja G um subgrupo de GL(n, C). Seja definido o seguinte conjunto:
L(G) = {M €Mat(C, n)| exp(tM) € G, VteR}.
Analogamente, seja G um subgrupo de GL(n, R). Seja definido o seguinte conjunto:

L(G) = {M € Mat (R, n)| exp(tM) € G, VtER}.

Em palavras, £(G) é a colegio de todos os geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos de G. E
claro, pela defini¢ao, que £(G) contém sempre pelo menos a matriz nula (pois exp(t0) = 1 € G, V¢t € R), mas nao é
nem um pouco evidente que esse nao seja o unico elemento de £(G). Por exemplo, se G for um grupo discreto entao
L(G) = {0}. Mesmo no caso de G ser um grupo continuo nao ¢ nada ébvio que G possua subgrupos uniparamétricos
nao-triviais. Logo abaixo estudaremos essa questdao no caso do grupo GL(n, C) e, um pouco mais adiante, no caso de
subgrupos fechados (nao-discretos) de GL(n, C). Em tais casos veremos que £(G) nao consiste apenas na matriz nula.

16Marshall Harvey Stone (1903-1989).
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Chamamos a atenc¢ao do estudante para o fato que, para um grupo G genérico, nao é necessariamente verdade que
todo elemento de G pode ser escrito na forma exp(tM) para algum M € £(G) e algum ¢t € R. Ou seja, existem grupos
G nos quais encontram-se elementos que nao pertencem a nenhum subgrupo uniparamétrico de G. Na Proposi¢ao 11.11,
pégina 667, vimos que isso ocorre no grupo real GL(n, R), pois esse grupo nao é conexo, mas esse fenomeno pode ocorrer
mesmo em grupos conexos. Um exemplo serd discutido na pdgina 1319, adiante.

A colegao de todos os geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos de um dado grupo G é um
objeto muito importante, especialmente na teoria dos grupos de Lie. Discutiremos esse fato adiante. No caso do grupo
GL(n, C) podemos facilmente identificar o que é £(GL(n, C)). Faremos isso agora.

e Subgrupos uniparamétricos de GL(n, C) e a dlgebra de Lie associada a GL(n, C)

A cole¢ao de todos os geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos do grupo GL(n, C) sera
denotada aqui por E(GL(n, C)) ou por gl(n, C). Vamos identificar esse conjunto.

Na Proposicao 11.12, pdgina 667, demonstramos que todo elemento A € GL(n, C) pode ser escrito na forma A =
exp(B) para algum B € Mat (C, n). Consequentemente, A pertence ao subgrupo uniparamétrico composto pelas matrizes
da forma exp(tB), t € R. Assim, GL(n, C) possui subgrupos uniparamétricos nao-triviais. Reciprocamente, para todo
B € Mat (C, n) o conjunto de matrizes da forma exp(tB), t € R, forma um subgrupo uniparamétrico de GL(n, C).
Concluimos disso que a lgebra de Lie de GL(n, C) é

gl(n, C) = Mat(C, n).

J& discutimos por diversas vezes (vide pagina 148 e seguintes) que o conjunto Mat (C, n) ¢ uma dlgebra de Lie com
relagdo ao produto definido pelo comutador de matrizes. Um pouco mais adiante, veremos que esse fato é geral: o
conjunto de todos os geradores infinitesimais de um subgrupo fechado (nao-discreto) de um grupo de Lie é também uma
dlgebra de Lie. Esse fato é de importancia central na teoria dos grupos de Lie.

E. 22.10 Ezercicio. Paraa, b=1, ..., nea € C, sejam ~2°(t), matrizes definidas da seguinte forma:
1+ atE®, paraa#b,
A2 (t) = comteR.
1+ (e* —1)E*, paraa=b,

Aqui E®° é a matriz cujos elementos ij sio dados por (E“b)” = 0ia0jb, OU Seja, E“* é a matriz cujos elementos de matriz s3o todos
nulos, exceto o elemento ab, que vale 1. Mostre que as matrizes v2° s3o subgrupos uniparamétricos de GL(n, C), ou seja, que 72"(t)
s3o continuas e que Y2 (£)v2 (') = 72 (t + t') para todo a, b e todo a. (Sugestdo: mostre que (E‘”’)2 = 0. B e use esse fato).
Mostre que seus geradores infinitesimais sio as matrizes a E*. Constate também explicitamente que 72°(t) = exp (atE‘”’). "

Note que a cole¢ao formada por todas combinagoes lineares reais dos geradores infinitesimais dos subgrupos unipa-

a

ramétricos v2* de GL(n, C) coincide com Mat (C, n) (por qué?).

e Constantes de estrutura para gl(n, C)

E. 22.11 Ezercicio dirigido importante. Determinagdo das constantes de estrutura da 3lgebra de Lie gl(n, C).

Dado que gl(n, €) = Mat (C, n) podemos adotar o conjunto { E*, a, b€ {1, ..., n}} como uma base em gl(n, C) e determinar
as constantes de estrutura dessa dlgebra de Lie nessa base. Para os elementos de matriz, dos elementos da base temos (E"”)I7 =0iadjb.
Assim, ’

(0i 001601054 — 0icOtadiadys)

1

(B, B4, = 30 (), (B, - (B), (B™),) =

n
=1 =

= Giadedja = icdaadsp = Opo(B™), —daa(EY),,
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ou seja,
[E®, E%] = 6,B* — 8,4E . (22.3)
Isso pode ser reescrito na forma
ab ped] N . (ab)(ed) pmij
[E‘?E}*Z%‘;‘) E
i, j=1
ey Y = 6ye8ia85a — 6aadicO - (22.4)
Essas sdo as constantes de estrutura da dlgebra de Lie gl(n, C) na base considerada.
Complete os detalhes da demonstracdo das diversas relagdes acima.

Usaremos essas expressdes mais adiante (Exercicio E. 22.18, pagina 1313) para determinar a forma de Killing da &lgebra de Lie
gl(n, C). £

e Homomorfismos nao-continuos de (R, +)

Contemplando a definigdo de subgrupo uniparamétrico que apresentamos acima, como sendo um homomorfismo
continuo de (R, +) em um grupo G, o estudante pode legitimamente questionar se existem, afinal, homomorfismos nao-
continuos desse grupo que justifiquem a necessidade de evocar a condigao de continuidade na Proposi¢ao 22.6. Talvez um
tanto surpreendentemente, a resposta é positiva. Hd até mesmo automorfismos nao-continuos de (R, +) em si mesmo, os
quais foram apresentados & pagina 201, onde discutimos a existéncia de fungoes descontinuas de R em R que satisfazem
f@)+ f(') = f(t + ') para todos ¢, t' € R. Assim, com o uso de uma tal fungio f, é relativamente facil construir um
homomorfismo nao-continuo de (R, +) em um grupo G dado, caso conhe¢gamos um homomorfismo continuo de (R, +)
em G. De fato, se y(t), t € R, é um homomorfismo continuo de (R, +) em G entdo v(f(t)), t € R, é um homomorfismo
de (R, +) em G, mas que nio ¢ continuo. Dada a “artificialidade” daquelas fungdes f, tais exemplos sdo um tanto
patolégicos, mas explicam a necessidade de incluir a condigao de continuidade na defini¢do de subgrupo uniparamétrico
e na Proposigao 22.6, pdgina 1293.

22.3.4 Subgrupos Uniparamétricos e Algebras de Lie

e Subgrupos uniparamétricos em subgrupos fechados

Definicdo.  Seja H um subgrupo fechado mas néo discreto de GL(n, C). Definimos,
L(H) := {X € Mat (C, n) tais que e'* € H para todo t € ]R} .
L)

Como se vé, trata-se do conjunto dos geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos de H. E claro,
pela defini¢do acima, que £(H) possui pelo menos um elemento, a saber a matriz nula, pois, obviamente e'* = 1 € H
para todo ¢ € R. Nao é nem um pouco ¢bvio, porém, que haja outros elementos em £(H) que nio o elemento nulo. Nao
é sequer Gbvio que existam subgrupos uniparamétricos nao-triviais'” em H. Na Proposicdo 22.7 adiante, provaremos
que L(H), de fato, é ndo-trivial e que ha, de fato, subgrupos uniparamétricos nao-triviais em H. Para demonstrarmos a
Proposicao 22.7 precisamos de algumas definigoes e de alguns resultados preparatérios. Seguiremos muito proximamente
a exposigao de [395] (vide todo o §2 do Capitulo XI daquela referéncia), mas com ligeiras corregdes e aperfeicoamentos.

Para simplificar a notagao denotaremos aqui o grupo GL(n, C) por G e sua élgebra de Lie Mat (C, n) por g.

Fixemos doravante um ndmero r > 0, arbitrdrio mas conveniente, e seja w, a bola fechada de raio r centrada na
origem em g:

o, = {Xeg\ X gr}‘ (22.5)

Notemos que v, é simétrica, ou seja, se X € w, entio —X € t,. Denotaremos por < a bola aberta de raio r centrada
na origem em g:
w0 = {X cgl IX]< r} . (22.6)

17Um subgrupo uniparamétrico ~(t) ¢é trivial se (t) for igual ao elemento neutro para todo t € R.
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Vamos denotar por W, a imagem de w, pela exponenciacao:
W, = {exp(X), Xe mr} . (22.7)

E claro que W, C G e é claro que W, é simétrico, ou seja, se Y € W, entao Y-leWw,.

Como H é um subconjunto fechado de G, o conjunto H N W, é fechado. Seja f, o subconjunto de w, formado pelos
elementos cuja exponencial estd em H N W,.:

f, = {X € w,| exp(X) € HN W,.} . (22.8)

Comentemos que, pela Proposigao 11.12, pagina 667, todo elemento de H é uma exponencial de algum elemento de
g = Mat (C, n). Portanto, todo h € HNW, é da forma h = exp(f) para algum f € f,. Simbolicamente, podemos
escrever

exp(f,) = HNW, . (22.9)

E bastante claro que fr é também simétrico. Como exp é continua, f, é também fechado (vide Secao 31.5.2, pagina
1636). Fora isso, f, C w,, por defini¢do. Logo, f, é limitado. Por ser fechado e limitado, f, ¢ compacto.

Definamos M(H, W,) = M, por
M, = {X € g tais que, para algum ¢ > 0, tem-se exp(tX) € H NW, sempre que [t| < e} . (22.10)
Alternativamente, é claro que
M, = {X € g tais que, para algum € > 0, tem-se tX € f, sempre que |t| < e} .
Note-se que M, contém sempre ao menos um elemento, a saber, 0. Nao é nada 6bvio, porém, se esse é o tinico

elemento de M,.. No Coroldrio 22.1, adiante, provaremos que tal ndo é o caso, ou seja, M, nao ¢é trivial. Antes disso
precisamos de dois lemas preparatdrios.

Lema 22.1 Com as definigoes acima, valem as sequintes afirmagées. 1. Se X € M, entdo AX € M, para todo X € R.
II. w, N M, C f,. m]

Prova do Lema 22.1. Se X € M, entdo, para algum € > 0 tem-se tX € f, sempre que [t| < e. Mas, entdo, se A # 0, vale
t(AX) € f, sempre que [t| < €/|A|. Isso prova a afirmativa I.

Seja agora X € o, N M,. Queremos provar que X € f,. Como X € M, entdo, para algum ¢ > 0 tem-se exp(tX) €
H N W, sempre que |t| < e. Assim, para n € IN grande o suficiente (n > ¢~!) teremos exp(n~*X) € HN W, o que,
em particular, diz que exp(n™'X) € H. Como H é um grupo, tem-se que (exp(n~'X))" € H. Mas o lado esquerdo é
exp(X) e, portanto, concluimos que exp(X) € H. Agora, por hipétese, X € w,, o que implica, pela defini¢ao de W,., que
exp(X) € W,.. Logo, mostramos que exp(X) € H NW,., o que significa que X € §,. Provamos, assim, que w, "M, C f,.
Isso completa a prova do Lema 22.1. |

Podemos agora demonstrar o seguinte lema, de importancia central no presente contexto e, talvez, o resultado
preparatério tecnicamente mais dificil.

Lema 22.2 Seja X,,, n € IN, uma sequéncia de elementos de f, tais que X,, # 0. Suponhamos que X,, — 0 para n — oo
e que X /|| Xn| = Y para algum Y € Mat (C, n). Entio's, Y € M,. o

Prova do Lema 22.2. Notemos antes de mais nada que se Y, := X,,/[|X,|| = Y € Mat (C, n) entdo Y # 0. Em verdade,
||[Y|| = 1 pois, fazendo uso da desigualdade (3.27), pagina 277, temos | ||Y,| — [|Y]|| < ||Ys — Y]. Como o lado direito
vai a zero quando n — oo, segue que ||Y| = 1, pois ||Y,|| = 1.

18 ApSs a demonstragio do Lema 22.2, discutiremos & pagina 1299 que de fato existem sequéncias satisfazendo essas hipSteses.
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Fixemos também um ntimero m € IN nao-nulo. Podemos escrever to, como a uniao

m
w, = U Sk
k=1

onde

s5p =), = {Xem,.
m

k
<X < —r} :
m

ou seja, podemos escrever 1o, como uma uniao de “fatias”, ou cascas esféricas, de vetores com normas entre ’Cr;nlr e :‘—;Lr.

Note-se que s1 é a bola fechada de raio r/m centrada em 0:

51 = {Xemr

T
X<}
m

Como X, converge a 0, existe um nimero N,, (que pode depender de m) tal que X,, € 51 para todo n > N,,. Seja
agora um ko € IN fixo, escolhido de modo que 1 < ky < m. Vamos mostrar que para cada n > N,,, podemos encontrar
um nimero inteiro j, (eventualmente dependente de n) de modo que j, X, € si,, ou seja, tal que

ko — 1)r . kor
G Dr o jx, < RO
m m
Para isso, é suficiente escolhermos um j, inteiro satisfazendo
ko —1)r . kor
BoUr oy <t
m|| Xl m|| Xl
Haverd inteiros no intervalo entre aﬁ[\w\;{?\\r e %7 Para ver isso, notemos que o comprimento desse intervalo é
k ko — 1)r
or__(ko=Dr _ 7 51
ml|Xal ||| ml| Xn|

pois || X, < &, dado que X, € 51. Entdo, uma tal escolha de j, é sempre possivel para cada n (pois todo intervalo
fechado de comprimento igual ou maior que 1 contém ao menos um inteiro).

Vamos denominar j, X,, por ¥;\¥) (com kg fixo). E evidente que v {ko) ¢ 5k, C W, Isso implica que exp (Yn(k")) e W,.
Fora isso, exp (Yn(k")) = exp(jnXn) = (exp(X,))". Como exp(X,) pertence ao grupo H (pois X,, € f,), segue pela
propriedade de grupo que também tem-se exp (Yn(k")) € H (é por essa razdo que escolhemos j, inteiro). Com isso,
provamos que exp (Yn(’m)) € HNW,, o que significa que'® Y, € §,.

O conjunto f, é fechado e limitado e, portanto, compacto. Isso significa que existe uma subsequéncia Y,g,k“), leN,
que ¢ convergente em f,. Agora, como Y, = X,,/[|X,|| converge a Y, isso significa que Y,flk") converge a um multiplo de
Y, digamos A(*0)Y| pois szl}“’) ¢ um multiplo de Y;,,, a saber, Yn(lk") = 4[| X, | Y, - Portanto, para um tal Ako) temos
Ak0)y € §,. Note que também tem-se —A(*0)Y" € f,, bastando para tal trocar X,, por —X,, na argumentacio acima, o
que ¢é permitido pois f, é simétrico.

Assim, A%) = lim Jn | X, || €, consequentemente,

=00
(ko — )r
m

kor
< 2

< ’ Ako)
- m

O que provamos acima vale para cada kg € IN com 1 < kg < m. Resumindo nossas conclusoes, provamos que para

ko—1

(ko )7.Y
m

todo m € IN, cada intervalo Iy, », = [ %7] com 1 < kg < m contém pelo menos um Ako) ta] que ARy ¢ fr-

19Em [395] o argumento que prova que YTEI"O) € f, ndo estd correto, lamentavelmente.
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m
A uniao I, m ¢ o conjunto [+r, r]. Esses intervalos Iy, ,, podem ser feitos mais finos e em maior nimero,
0, m’ 0, )

ko=2

1
fazendo m — oo, sendo que U [77“, r] = (0, r].
mew L™
Concluimos disso que existe um conjunto contdvel denso de niimeros A no intervalo (0, 7| tais que £AY € f,. Como
fr ¢ fechado, isso implica que AY € f, para todo A € [—r, 7|. Agora, isso significa precisamente que Y € M, que é o que
queriamos provar.

A prova do Lema 22.2 estd completa. |

Podemos nos perguntar agora, sera que existem sequéncias X,, satisfazendo as hipdteses do Lema 22.2, ou seja, tais
que X, /|| X, convirja para algum Y? E fAcil ver que sim. Notemos para isso que para qualquer sequéncia X, € f, com
X,, — 0 a sequéncia Y;, = X,,/[| X, estd contida no conjunto compacto formado pelos vetores de norma 1. Assim, Y,
sempre tem uma subsequéncia convergente a algum Y, que também tem norma 1. A essa subsequéncia aplica-se entao o
Lema 22.2 e tem-se Y € M,.. Isso, em particular, mostra-nos que M, é nao-trivial, ou seja, contém elementos nao-nulos.
Provamos entao:

Corolario 22.1 O conjunto M, definido acima contém elementos diferentes de 0. m]

Esse simples coroldrio ¢ crucial para o que segue’, pois tem a seguinte consequéncia.

Proposigao 22.7 Seja H um subgrupo fechado e nao-discreto de GL(n, C). Entao, valem as sequintes afirmativas. I.
M, = L(H) para qualquer r > 0. IL. L(H) é ndo-trivial, ou seja, nio consiste apenas na matriz nula. Hd, portanto,
subgrupos uniparamétricos nao-triviais em H. m]

Prova. Seja o conjunto M, = M(H, W,) definido em (22.10), com W, definido em (22.5)-(22.7) para algum r > 0.
Provaremos que M(H, W,) = L(H).

Em primeiro lugar, ¢ claro (por definicao!) que se X € L(H) teremos exp(tX) € H, Vt € R. Se X = 0 entao
X € M(H, W,) trivialmente. Se X # 0 entao, se escolhermos [¢| < r/|| X||, teremos que tX € 1v,. Logo, X € M(H, W,).
Isso mostra que L(H) C M(H, W,).

Seja X € M(H, W,.) com X # 0. Pelo Coroldrio 22.1, um tal X existe. Assim, existe um ¢ > 0 tal que exp(t’X) € H
para todo t' € (—e, €). Seja agora t € R qualquer. Se escolhermos n € Z com |n| grande o suficiente, teremos [t/n| < e.
Daf, exp((t/n)X) € H e, como H é um grupo, exp(tX) = (exp((t/n)X))" € H. Como isso vale para qualquer ¢ € R
provamos que X € L(H).

Com isso provamos que M(H, W,) C L(H) e, portanto, M(H, W,) = L(H). Assim, pelo Coroldrio 22.1, L(H)
é nao-trivial. Consequentemente existem em H subgrupos uniparamétricos nao-triviais, a saber aqueles que tém como
geradores infinitesimais os elementos nao-nulos de M(H, W,). |

Chegamos agora ao ponto em que boa parte do que fizemos serd unificado e revelaremos a importancia de subgrupos
uniparamétricos para os grupos de Lie matriciais.

e Subgrupos uniparamétricos e dlgebras de Lie

Seja H um subgrupo fechado e nao-discreto de GL(n, C). O seguinte teorema, o qual ¢ uma consequéncia das
férmulas de Lie-Trotter e do comutador (férmulas (11.41) e (11.42) da Proposigao 11.13, pagina 669. Vide Capitulo 11),
é de importancia fundamental:

20Infelizmente, alguns textos como [491], [562] e mesmo (surpreendentemente) [432], ndo provam que M, é nao-trivial, o que torna suas
demonstragdes do Teorema 22.2 incompletas. Mesmo [395], que prova os Lemas 22.1 e 22.2, ndo menciona o Coroldrio 22.1, embora o mesmo
fique implicito pela sua andlise. A referéncia [245]-[246] , que segue outra e muito interessante linha de raciocinio, é explicita quanto ao
Corolario 22.1.
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Teorema 22.1 Se H é um subgrupo fechado e nao-discreto de GL(n, C) entio L(H), definida acima, é wma dlgebra de
Lie real'. o

Prova. Vamos primeiramente mostrar que £(H) é um espago vetorial real. Para tal, precisamos mostrar que se X e
Y sao geradores infinitesimais de dois subgrupos uniparamétricos de H, entdo aX + Y também o é, para quaisquer
a, B € R. Comecemos observando que (t) := exp (t(aX + BY)) é um subgrupo uniparamétrico continuo de GL(n, C)
cujo gerador infinitesimal é obviamente aX + Y. Tudo o que precisamos fazer ¢ mostrar que v(t) € H para todo ¢ € R.
Pela férmula de Lie-Trotter (férmula (11.41) da Proposigao 11.13, pagina 669),

m
exp (H(aX + BY)) = lim [exp (t—aX> exp <gY)] . (22.11)
m—ro0 m m

Observemos entao o seguinte. Pela hipdtese, as matrizes exp (%"X ) e exp (%Y) pertencem ao grupo H, pois supomos

que X e Y sao geradores infinitesimais de subgrupos uniparamétricos de H. Portanto, os produtos exp (%X) exp (%Y)
sdo também elementos de H, pois H é um grupo. Ora, o lado direito de (22.11) ¢, portanto, o limite de uma sequéncia de
elementos de H. Como supomos que H é fechado, segue que o limite é igualmente um elemento de H, como queriamos
mostrar. Isso provou entao que aX + Y € L(H) para quaisquer a, 8 € R e, portanto, £L(H) é um espago vetorial real.

Vamos mostrar agora que £(H) é uma dlgebra de Lie. Se X, Y € L(H) temos, pela férmula do comutador (férmula
11.42 da Proposicao 11.13, pdgina 669), e usando [tX, Y] = t[X, Y], que

2
t 1 t 1
exp (t[X, Y]) = "}gréc [exp (EX> exp (EY> exp (7EX> exp <7EY)] . (22.12)

Raciocinio idéntico ao que empregamos acima conclui que exp (t[X N Y]) € H para todo t € R, mostrando que [X, Y] é
o gerador infinitesimal de um subgrupo uniparamétrico continuo de H, ou seja, [X, Y] € L(H). Isso provou que L(H)
¢ uma algebra de Lie. |

Comentdrio. Se para todo X € L(H) tivermos também aX € L(H) para todo a € C, conclui-se pela demonstragao acima que £(H) é uma
4lgebra de Lie complexa. L)

22.3.5 Subgrupos Fechados de GL(n, C)

Nesta Segdo provaremos o seguinte teorema fundamental, atribuido a Elie Cartan??:

Teorema 22.2 Se H é um subgrupo topologicamente fechado de GL(n, C) (na topologia métrica induzida de GL(n, C)),
entao H ¢ também um grupo de Lie (na topologia métrica induzida de GL(n, C)). O

Observamos que o enunciado desse teorema é valido mesmo no caso de H ser um subgrupo discreto, pois nesse caso
H é um grupo de Lie enquanto variedade de dimensao zero. No correr da demonstragao, adiante, suporemos H nao
discreto, eliminando esse caso trivial.

O Teorema 22.2 é particularmente importante pois muitos grupos encontrados em aplicagoes sao subgrupos fechados
de GL(n, C) ou de GL(n, R). Tal é o caso, por exemplo, dos grupos U(n), U(p, ¢), SU(n), SU(p, ¢), O(n), SO(n) e dos
grupos simpléticos. Assim, o Teorema 22.2 informa-nos que tais grupos sao grupos de Lie!

A prova desse teorema serd oferecida & pagina 1302. Antes de chegarmos 14 precisaremos apresentar varios teoremas
preparatérios. Chamamos a atengao do leitor para o fato que as demonstragoes de alguns desses resultados preparatérios
sao bastante técnicas e talvez devam ser omitidas em uma primeira leitura.

Seja H um subgrupo fechado nao-discreto de G = GL(n, C). Sabemos pelo Teorema 22.1 que £(H) é um subespago
de £(G) = Mat (C, n). Seja £(H)* seu complemento ortogonal (em relagio a algum produto escalar em Mat (C, n), por

21 Algebras de Lie foram definidas & pagina 148.
22Elie Joseph Cartan (1869-1951).
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exemplo (A, B) = Tr(A*B)). Todo elemento A € Mat (C, n) pode ser escrito de modo tinico na forma A = Al AL,
com Al € L(H) e A+ € L(H)* .

Seja assim a fungao ®p : L(G) — G definida por
Dy (A) = exp (A”) exp (A1) .

Lema 22.3 Para H, subgrupo fechado e conexo de GL(n, C), existe ro > 0 tal que a aplicagio ®p definida acima é um

homeomorfismo do aberto WS em um aberto ®p(wS) O W, para um certo rj > 0. O

Acima, m?u é a bola aberta de raio rg em torno da matriz nula. Vide (22.6).

Prova. Escolhamos 7y pequeno o suficiente para que valha a férmula de Baker-Campbell-Hausdorf??. Considere-se a
aplicacao ¢y : L(G) — L(G) definida por ¢ (A) =In (Py(A)), ou seja,

¢ (A) = In (exp (AH) exp (AL)) = AlsAt = a4 eu(A),

(lembre-se que Al + AL = A) onde

v = gt gy [o ]« o )]+

. en(A . . . . - .
Como facilmente se constata, % — 0 para ||A|| — 0. Assim, ¢y ¢ continua e diferencidvel em uma vizinhanca de 0

e sua derivada em 0 ¢ a identidade. Assim, pelo bem conhecido Teorema da Aplicagao Inversa (vide, Segao 26.3, pdgina
1508, ou por exemplo, [341]), ¢x é um homeomorfismo entre m?u e sua imagem. Como ®y = expo ¢y e a exponencial
¢é também um homeomorfismo local (Proposigao 11.4, pagina 659), a prova do Lema 22.3 estd completa. |

Seja H um subgrupo fechado de GL(n, C). Vimos acima que £(H) C Mat (C, n) ¢ uma dlgebra de Lie real e, como
tal, um subespaco de Mat (C, n). E evidente que se A € £(H) entao exp(A) € H. Vamos denotar por H o subgrupo de
H cujos elementos sdo produtos finitos de exponenciais de elementos de £(H):

H = {h € H, h=exp(A;)---exp(An) para algum m € N, sendo A, € L(H), k=1, ..., m} .
H ¢ de fato um grupo, pois
1.1€H,
2. se h = exp(A;1)---exp(A4,,) € H entdo h=! = exp(—Ap) - -exp(—A;) € He
3. se h =exp(Ay)---exp(Am) e k' =exp(A])---exp(AL,) € H entfio tem-se, evidentemente,

hh' = exp(Ar)---exp(Apm) exp(A}) - - exp(AL,) € H.

O grupo H ¢ denominado subgrupo gerado por L(H). Vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 22.3 Se H ¢ fechado e conexo entdo H=H. m]

Prova. Ja ¢ evidente, pela defini¢ao, que Hc H, de modo que queremos apenas provar que H C H. Seja r > 0, fixo.
O que faremos é provar que f, C £(H) N to,, para algum 7’ > 0. Se isso for verdadeiro, entdo, pela defini¢do de §, em
(22.8) e por (22.9), os elementos de HNW, sao da forma exp(A) com A € L(H)Nw, . Agora, pelo fato de H ser conexo,
sabemos pela Proposigao 22.3, que todo elemento de H pode ser escrito como um produto finito de elementos do interior
de HNW,. Logo, todo clemento de H pode ser escrito como um produto finito exp(A;) - - - exp(A,, ), para algum m € N,
com Ay € L(H) Nro,.. Ora, isso estd precisamente dizendo que H C ITL que é 0 que queriamos provar.

23Vide Capitulo 11, pagina 652. A férmula de Baker-Campbell-Hausdorff é dada em (11.68) a pégina 682.
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Vamos entao mostrar que f, C L(H) N to,s para algum ' > 0. A demonstragio serd feita por absurdo, ou seja,
supondo que nio existam r e 7’ > 0 tais que f, C L(H) N1, e chegando-se daf a uma contradigao.

E muito fAcil ver pela defini¢io dos conjuntos f, em (22.8) que f,, C f, sempre que r; < rp. Além disso, m fr = {0}.
>0
Para um 7’ arbitrdrio, fixo, vamos entdo supor que nao haja nenhum f, com f, C £(H) Nt,. Isso implica que
fr\(L(H) N'w,/) # () para todo r. Fixando r, poderfamos escolher uma sequéncia r,, < r, r,, — 0 com f,, \ (L(H) N1o,) #
(0. Escolhendo para cada n um elemento X,, € f., \ (L(H) Nt,), teremos que X, € f, \ (L(H) Nw,) para todo n e
X,, = 0 quando n — oo.

Como X,, — 0, teremos exp(X,,) € W, para todo n grande o suficiente, onde rg ¢ referido no enunciado do Lema

1
no

22.3. Assim, pelo mesmo lema, existird para cada um de tais n’s um elemento Z, € w,,, Z, = ZTU + Z=, tal que

exp (Xn) = P (Z,) = exp ( 7‘!) exp (Z;F).

Antes de prosseguirmos, facamos algumas observacoes sobre zl e Z-. Como X,, — 0, deve valer também Z,, — 0
j4 que, pelo Lema 22.3, &y e sua inversa sao continuas. Assim, tem-se igualmente Z,HL — 0e Z+ — 0. Pela parte IT
do Lema 22.1 e pela parte I da Proposigao 22.7, segue que 1w, N L(H) C f,. Dai, para n grande o suficiente, ter-se-a
Zu € fr. Note-se também que, como X,, ¢ L(H) para n grande, teremos Z;- # 0, pois, se assim ndo fosse, valeria

Xnll e Z,HLH estao ambos

exp (X,) = exp (Zl!) e, tomando-se o logaritmo (o que é permitido para n grande, ja que
préximos a zero), obterfamos X,, = zl e L(H), o que é impossivel.

Como consequéncia das observagoes acima, teremos que exp (Z"L) = exp (7Z,Hl) exp (X,). Sucede que exp (X,) €
HNW, eexp (—Z,H,) € HNW,. Assim exp (Z,HL) € He, | Z|| < ||Zu|l < ro. Logo, exp (Z;) € HNW,,. Portanto,
Zy €y

Como consequéncia do Lema 22.2, da parte I da Proposigao 22.7 e da compacidade de f,,, a sequéncia de vetores
de norma 1 dada por Z;-/||Z;-|| tem uma subsequéncia que converge a um elemento de M,, = £L(H). Porém, como

Z- € L(H)*, isso é impossivel e tem-se ai uma contradigio. Logo, deve valer f, C L(H) N, para certos r, r’ > 0.
Isso completa a prova do Teorema 22.3. | |

Podemos agora reunir os resultados que provamos acima e passar a
Prova do Teorema 22.2. Seja H um subgrupo fechado de GL(n, C). Como veremos, ¢ suficiente provarmos o teorema
considerando apenas a componente de H que é conexa ao elemento neutro, componente essa que denominaremos H.
Isso pois se provarmos que Hj é uma variedade, a demonstracao facilmente se estenderd para todo H. Esse ponto sera
discutido com mais detalhe ao final da demonstragao, de modo que, por ora, nos limitamos a considerar o caso em que
H ¢é conexo (o0 que, no caso geral, equivale a nos restringirmos a Hy).

Pelo Teorema 22.3, basta provarmos que H éum grupo de Lie. Pelo Teorema 11.4, podemos encontrar uma vizinhanga
aberta de V de 0 em Mat (C, n) e uma vizinhanga aberta W de 1 em GL(n, C) tais que exp : V — W é um difeomorfismo.
Seja Vi a vizinhanga de 0 em L(H) definida por Vg = V N L(H) e seja Wy sua imagem em H pela exponencial. A
aplicagao exp : Vg — Wy ¢ também um difeomorfismo, pois ¢ a restrigio de um difeomorfismo (a saber exp : V. — W)
por uma fungao suave (a projecao V' — Vj). Existe naturalmente um sistema de coordenadas em Vi, pois £(H) é um
espago vetorial e, portanto, isomorfo a C*, k sendo a dimensdo de L£(H). Dessa forma como exp : Vg — Wy é uma
bijecao, e)ip’1 : Wi — Vi estabelece um sistema de coordenadas em Wy . Para estabelecer um sistema de coordenadas
em todo H, por exemplo, em torno de um elemento h € H, podemos transladar o sistema de coordenadas de Wy para
uma vizinhanga de h, a saber, hWWp. As cartas locais assim obtidas serdo compativeis (infinitamente diferencidveis ou
analiticas) devido ao fato de exp : Vi — Wy ser um difeomorfismo e pelo fato de a multiplicagdo por um h constante nao
alterar esse cardter. O argumento de translagao pode ser aplicado mesmo a elementos de H que nao estao na componente
conexa a identidade, de modo que todo H se torna uma variedade de dimenséao k. O produto e a inversa sao continuas e
infinitamente diferencidveis por o serem em GL(n, C) e também devido ao fato de exp : Vg — Wy ser um difeomorfismo.
A demonstracao do Teorema 22.2 estd entdo completa |

Comentdrio. Segundo [395], o Teorema 22.2 é devido a Cartan®*. Demonstragdes desse importante teorema podem ser encontradas em vérios
livros-texto, como por exemplo [395] ou [432]. Devemos, porém, notar ao leitor e advertir o estudante que alguns textos (inclusive alguns

24Elie Joseph Cartan (1869-1951). E. J. Cartan foi um dos mais importantes contribuidores & teoria de grupos de Lie.
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lassicos) aprese s falhas na sua demonstrago, falhas essas que procuramos corrigir e evitar nas demonstragdes acima. Virios textos
apresentam demonstragoes incompletas (por exemplo, [491], [562] e mesmo, parcialmente, [432]), pois deixam por exemplo, de provar que o
conjunto M., definido acima, ndo ¢ apenas formado pelo elemento nulo, um ponto crucial. A demonstragao que apresentamos é essencialmente
(mas nao exatamente) a de [395] (vide todo §2 do Capitulo XI daquela referéncia). Um outro tratamento excelente é o de [246] (vide também

[245)). »

tam cer

e Comentario sobre o Teorema 22.2

Um ponto importante do Teorema 22.2 é que o subgrupo fechado H é um grupo de Lie com a topologia induzida em
H por G. Em verdade, vale para grupos de Lie um teorema mais ainda forte que o Teorema 22.2:

Teorema 22.4 Todo subgrupo H de um grupo de Lie G é também um grupo de Lie, mas ndo necessariamente em rela¢ao
a topologia induzida por G em H. m]

Como se vé, esse teorema generaliza o Teorema 22.2 pois nao é necessério requerer que H seja um subgrupo fechado
de G. Porém, a topologia na qual H é um grupo de Lie pode nao ser a topologia induzida em H por G. Um exemplo
ilustrativo serd discutido na Segao 22.5.2. A demonstragdo do Teorema 22.4 estd além dos limites dessas notas e pode
ser encontrada em textos como [432], [246] ou [245].

O Teorema 22.1, pagina 1300, revela um sentido da relagdo fundamental entre grupos de Lie e dlgebras de Lie. Ele
mostra que é possivel construir uma élgebra de Lie a partir de um grupo de Lie fechado. A teoria geral dos grupos de Lie
revela que muitas propriedades importantes de grupos de Lie podem ser estudadas a partir das dlgebras de Lie associadas a
seus subgrupos uniparamétricos. Essa relag¢ao se mostra particularmente relevante no estudo de representagoes de grupos
de Lie. E possivel provar (e faremos isso no exemplo do grupo SO(3) no Capitulo 23) que existe uma correspondéncia
um-a-um entre as representagoes de um grupo de Lie e as representacoes de sua dlgebra de Lie. Sucede que (devido
& estrutura linear) ¢ muito mais simples estudar as representagoes de uma dlgebra de Lie do que de um grupo de Lie.
Infelizmente ainda estéd fora do modesto alcance destas notas explorar completamente esse vasto terreno e remetemos o
estudante aos bons livros supra-citados sobre grupos e dlgebras de Lie.

Iremos no que segue deste capitulo limitar-nos a discutir algumas questoes as quais sao importantes para um estudo
mais abrangente. Particularmente nos deteremos na questao de identificar algumas situagoes nas quais podemos prosse-
guir no caminho inverso ao que apontamos acima, ou seja, na questao de quando um grupo de Lie pode ser recuperado
a partir da élgebra de Lie dos seus geradores infinitesimais por aplicagao da exponenciagao.

22.3.5.1 Mais Alguns Exemplos Importantes de Grupo de Lie

e SL(n, C) é um grupo de Lie

O grupo especial SL(n, C) é composto pelos elementos de Mat (C, n) cujo determinante é igual a 1. Se considerarmos
a fungdo F : Mat (C, n) — € dada por F(M) = det(M), podemos identificar SL(n, €) = F~'({1}), a pré-imagem do
conjunto fechado {1} de €. Como F ¢ uma fungio continua na topologia da norma matricial (pela Proposi¢io 11.18,
péagina 691), concluimos disso que SL(n, C) é um subconjunto fechado de Mat (C, n) e, assim, é um grupo de Lie.

A colegao de todos os geradores infinitesimais de todos os subgrupos uniparamétricos do grupo SL(n, C) serd denotada
aqui por E(SL(n, C)) ou por sl(n, C). Vamos identificar esse conjunto. Seja R 5 a — A(a) € SL(n, C) uma fungao
continua e diferencidvel. Da Férmula de Jacobi?®, (10.39), pagina 547, segue que

Tr (A(a)’liA(a)> =0

pois det (A(a)) = 1, constante, ja que A(a) € SL(n, C). Se R 5 t + U(t) € SL(n, C) é um subgrupo uniparamétrico,

temos U(0) = 1,, e, portanto,
d
Tr (ﬁU(O)) =0.

25Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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Vemos, com isso, que os geradores infinitesimais dos subgrupos uniparamétricos de SL(n, €) sdo matrizes de trago nulo.
De fato, se R > t + U(t) € SL(n, C) é um subgrupo uniparamétrico de SL(n, C), sabemos que U(t) = ‘4, sendo
A € Mat (C, n) o gerador desse subgrupo. Pela Proposigao 10.14, pagina 548, ou pela Proposigao 11.7, pdgina 662,
temos 1 = det (U(t)) = ¢!™(4) ¢, como isso vale para todo ¢ € R, concluimos novamente que Tr(A) = 0. Resumindo
essas conclusoes,

sl(n, €) = {A € Mat (n, C), Tr(A) = 0} .
Que se trata de uma &lgebra de Lie ja encontra-se comentado no Exercicio E. 2.44, pagina 149.

E. 22.12 Egzercicio. Mostre similarmente que sl(n, R) = {A € Mat (n, R), Tr(4) = 0}. £

e Grupos de invariancia de formas sesquilineares e bilineares em dimensao finita sao grupos de Lie

Na Secao 21.2.3, pagina 1138, introduzimos grupos de invaridncia de formas bilineares e sesquilineares definidas em
espagos vetoriais. No caso de espagos de dimensdo finita apresentamos em (21.46) e (21.47), os grupos Q(R"™, wa) e
Q(C", wa), respectivamente, que mantém invariantes, respectivamente, a forma bilinear real w4 (u, v) := (u, Av)p (com
u, v € R" e A € Mat (R, n)) e a forma sesquilinear wa(u, v) := (u, Av)g (com u, v € C* e A € Mat (C, n)).

Os grupos Q(R", wa) e Q(C", wa) possuem subgrupos (ditos especiais) de matrizes com determinante igual a 1,
denotados por SQ(R", wa) e SQ(C", wa), respectivamente.

Para esses diversos grupos vale o seguinte resultado fundamental, ji anunciado anteriormente sem demonstragao
(Proposigao 21.3, pagina 1141):

Proposigao 22.8 Os grupos Q(C", wa) (ou QR", wa)), com det A # 0, definidos acima, e que mantém invariantes as
formas sesquilineares (ou bilineares) definidas por A € Mat (C, n), sdo subgrupos topologicamente fechados de GL(n, C)
e, portanto (pelo Teorema 22.2, pdgina 1300), sio grupos de Lie. O mesmo se dd para os grupos SQC", wa) (e
SQR", wa)). [m]

Prova. Tomemos o exemplo dos grupos Q(C", w,), definidos em (21.48), pdgina 1140, que mantém invariante a forma
sesquilinear wa(u, v) = (u, Av)g, com A € Mat (C, n), sendo u, v € C". E claro que Q(C", wa) é um subgrupo de
GL(n, C), o grupo das matrizes complexas inversiveis n X n. E sabido que GL(n, C) é um grupo de Lie (vide Sec¢ao
22.3.2, pagina 1291). Sucede que, como logo veremos, Q(C", wy4) é um subgrupo fechado de GL(n, C) (na topologia
métrica induzida pela norma operatorial. Vide Segao 22.3.1, pdgina 1290) e, assim, pelo Teorema 22.2, pagina 1300,
concluimos que Q(C", w4) é também um grupo de Lie.

A mesma argumentacio se aplica ao grupo SQ(C", wa).

Para provar que Q(C", wy) é fechado, consideremos uma sequéncia M,,, € Q(C", wa), m € N, que converge em
norma a uma matriz M € Mat (C, n), ou seja, tal que |M,, — M| — 0 para m — oo. Por defini¢do, temos que
M AM,, = A para todo m € IN. Desejamos provar que M*AM = A. De fato, vale para todo m € IN,

M*AM — A = (M — M,,)*AM + M} A(M — M,,) ,

como facilmente se constata. Logo,

HM*AM - AH < H(M - Mm)*AM” + HM,;A(M - Mm)” < (|0 = M | A M + [ M| [ AJ|[|M = M|

= ||M = My || Al (1M + |Mm]l) < ||M = M| | Al M| + ||M — My]l) , (22.13)

sendo que, na tltima passagem usamos || My, || < || M||+||M — M,,||, o que decorre trivialmente de M,, = M + (M, — M).
Assim, tomando-se m — oo no lado direito de (22.13), concluimos que M*AM — A = 0, estabelecendo o que desejdvamos.

No caso dos grupos SQ(C", w,) resta ainda verificar que se M, € SQ(C", wa), m € N, é uma sequéncia que converge
em norma a M € Mat (C, n), entao det M = 1. Isso, porém, ¢ uma consequéncia da continuidade do determinante na
norma operatorial, demonstrada na Secao 11.7, pagina 691 (Proposicao 11.18, pagina 691). |
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22.4 Resultados Sobre a Estrutura de Algebras de Lie (In-
completo)

22.4.1 Aplicagoes Adjuntas

e Os endomorfismos adjuntos, ou aplicagoes adjuntas

Uma relevante ecomonia notacional pode ser obtida da seguinte forma. Paraa € £ denotamos por ad, = adfa] : L — £
a aplicagao linear definida por
ad,(b) = adla](b) = [a, D], be L.

Na literatura matemadtica, cada ad, é dito ser um endomorfismo adjunto, ou aplicagdo adjunta, de £. No contexto de
matrizes essa nocao foi introduzida na Segao 11.4.2, pagina 677.

Nestas Notas usamos ambas as notacoes ad,(b) ou ad[a]. Por simplicidade, uma composi¢io de aplicacoes adjun-
tas, como ad,, o ad,, o ---oad,,, com ay, ..., a, € L, serd denotada na forma de produto ad,,ad,, - --ad,,, como
habitualmente se faz com aplicagoes lineares.

Expressoes envolvendo comutadores miltiplos, como [al, |:(l2, ey [an,l, lan, b]] . H , podem ser escritas simples-

mente como ady, - - -ad,, (b). Em particular, se a1 = - -- = a, = a, escrevemos {a, [a, .., [a [a, 0] H = (ad,)"(b).

e Algumas identidades relevantes

As aplicagoes adjuntas possuem algumas propriedades simples mas dignas de mengao. A primeira sdo duas con-
sequéncias evidentes da defini¢do e da linearidade do produto em algebra de Lie:

ada,a;+aza; (D) = 0nady, (b) + azad, (b) (22.14)

ad,(B1b1 + B2b2) = Brad,(br) + Baad,(b2) , (22.15)
validas para todos aq, as, 1, B2 € K e todos a, b, a1, az, by, ba € L.
A segunda é uma consequéncia evidente e elementar da defini¢cao e da antissimetria do produto de Lie:
ad,(t) = —ady(a) (22.16)

vélida para todos a, b € £. A terceira ¢ uma consequéncia da identidade de Jacobi (2.37), pagina 148, vélida, por
suposigao, para o produto em dlgebras de Lie: para todos a, b e ¢ € £ vale [a, [b, c]] + [c, [a, b]] + [b, [¢, a]] = 0. Segue
disso que para todos a, b e c € £ vale

ad,ady(c) = [a, [b. c]] =" [[a, b], ¢] + [b, [a. c]] = ad,,y(c) +adsada(c) ,

o que significa que
ad,ad, —adyad, = adj, g (22.17)
para todos a, b € L.

Mais algumas identidades podem ser obtidas procedendo em (22.17) as substitui¢oes a — [a, b] e b — ¢, obtemos

ad(, yad. —adcadj, ;) = ad[[avb]_c} . (22.18)
Nessa expressao, procedendo as substituigoes ciclicas a — b, b — ¢, ¢ — a, obtemos

ady, jad, —adaady, o = adp, ) - (22.19)
e repetindo isso mais uma vez, temos

ady. qad, —adpad;. o = ad[[n’a].b} . (22.20)



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 17 de junho de 2025 Capitulo 22 1306/3025

Somando os lados direitos e esquerdos de (22.18), (22.19) e (22.18), obtemos, usando novamente a identidade de Jacobi,
ad(, yad. +adp, qjad, +adp ady, = ad.adp, ) +ad.adp, o +adead)c, o - (22.21)

O seguinte resultado til pode ser facilmente demonstrado por indugao: para a, b, ¢ € £ e para todo p € N vale

(b ) = 3 () [0, o). (2222
4=0

Essa é uma espécie de bindmio de Newton para a aplica¢do adjunta. Para o caso p = 1 sabemos que
bi
(ada)([b, ) = [a, [b, d] 2" ~[e, [a, b] = [b, e, a]] = [adu(b), ¢] + [b, adu(c)] , (22.23)
que coincide com (22.22) se p = 1. Vamos entao supor (22.22) valida para um dado p € IN e demonstré-la para p + 1.

Temos,

P

(ad, )P (b, o) = ad, ((ada)”([b. c])) = ad, <Z <Z ) [(adu)”’q(b), (adu)"(C)D

q=0

M~

2 5 (1) [ 0. )] + 3 () a0, w0
=0

I
o

q

P P+l
= 3 () waor s @] + 3 (7)) [0 ). @ @]

a=o 1 7=1

/

onde, na segunda soma, fizemos a mudanca de varidvel ¢’ = ¢ + 1. A ultima expressao pode ser escrita como

p+1

> F(p. o) (ada)"H1(0), (ada)(0)]
q=0

onde,
B =1 para q=0,
F(p.q) = =1 parag=p+1,

(&) +(,2) paral<g<p.

Segundo a bem conhecida identidade de Pascal (6.2), pdgina 378, temos F(p, ¢) = (";1) para 0 < ¢ < p+ 1. Assim,
provamos que

i (d) = 5 (751 [0, ()]
q=0

estabelecendo (22.22) para todo p € IN.

22.4.2 Algebras de Lie Nilpotentes, Soliveis, Simples e Semissimples

Nesta se¢ao estudaremos propriedades de natureza mais estrutural de élgebras de Lie. Por simplicicade, vamos nos
limitar a considerar apenas dlgebras de Lie sobre o corpo dos reais ou dos complexes, que designamos genericamente
por K. Na literatura matemética considera-se amiide casos em que os corpos sobre os quais as &dlgebras de Lie sao
consideradas s@o ainda mais gerais, podendo ter caracteristica finita ou nao serem fechados. Nossa opgao leva a uma
perda de generalidade que é compensada por maior clareza pedagogica e amplitude de aplicacoes relevantes.
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e Motivagao

J& comentamos anteriormente que se A e B sao matrizes n X n reais ou complexas tais que AB = BA, entao
exp(A) exp(B) = exp(A + B). O que ocorre caso A e B nao comutem entre si? A resposta a esta questao ¢ dada por
uma expressao conhecida como férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, a qual foi discutida e demonstrada no Capitulo
11, pdgina 652. Essa férmula permite expressar o produto exp(A)exp(B) para duas matrizes A e B € Mat (C, n) (ou
€ Mat (R, n)) novamente como uma exponencial de matrizes:

exp(A)exp(B) = exp(A*B),

onde A x B ¢ uma expressao um tanto complexa envolvendo somas de comutadores multiplos das matrizes A e B, e cujos
primeiros termos sao os seguintes:

1 1 1

AxB = A+ B+ S[A, B+ —[A, [A, B]] + (B, [B, A]] +--- .

2 12 12
A expressao completa encontra-se em (11.68), & pdgina 682. Devemos notar que a série, acima, nao é sempre convergente,
com a convergéncia se dando , porém, se ||Al| e || B]| forem suficientemente “pequenas” (vide a discussao da Segao 11.5,
pégina 682) ou se os comutadores miltiplos de A e B forem nulos a partir de algum ponto, o que se dd no caso de
algebras nilpotentes.

Vamos agora fazer uma pausa e, antes de entrarmos na discussao das consequéncias da férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff e da exponenciagao de dlgebras de Lie e sua relagao com grupos de Lie, vamos nos dedicar a discutir alguns
aspectos algébricos das dlgebras de Lie (com o perdao do pleonasmo).

A férmula de Baker-Campbell-Hausdorff nos chama a atengao para a importancia de comutadores multiplos de
elementos de uma dlgebra de Lie e vamos aproveitar a oportunidade para introduzir algumas nogoes muito empregadas
no estudo dessas dlgebras. Falaremos da sua relevancia adiante.

No que segue trataremos apenas de dlgebras de Lie sobre o corpo dos niimeros reais ou complexos ou, com mais
generalizade, sobre um corpo com caracteristica zero. Esse corpo sera denotado genericamente por K quando nenhuma

especificagao for requerida.
0]

e Séries centrais descendentes e séries derivadas. Algebras de Lie nilpotentes e dlgebras de Lie soltuveis

Seja £ uma algebra de Lie ¢ A, B dois subconjuntos de £. Por [A, B] denotamos o conjunto de todos os elementos
de £ que sao iguais ao comutador de algum elemento de A por algum elemento de B. Em simbolos:

[A, B] = {[a, b], a€ A, be B} . (22.24)

Seja uma algebra de Lie £. Com a notagio acima, denotaremos por £, n. =0, 1, 2, ..., a sequéncia de conjuntos
obtida da seguinte forma: £1% := £ e £ := [L, L["’l]], n=1,2,.... Ou seja,

PO
= [L, L[Ol] =&, £,

2= [L, LN] = [£, & 2],

£ = e, £B] = [g, [£, 18, £))]  ete.

A sequéncia £, n € Ny, é denominada série central descentente da dlgebra de Lie £.

Definigdgo.  Uma algebra de Lie é dita ser dlgebra de Lie nilpotente se L™ = {0} para algum m € IN. ®
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O menor m para o qual £I™ = {0} ¢ dito ser o grau ou /ndice da dlgebra de Lie nilpotente. Note-se que se £I™ = {0}
entao L™ = {0} para todo m' > m.

Um exemplo de dlgebra de Lie nilpotente é a dlgebra de Heisenberg tri-dimensional ghy, com geradores infinitesimais
p, q e h, satisfazendo [p, 1] =0, ¢, h] = 0 e [p, q] = —ih. Para ela vale (gh)[? = {0}. Essa dlgebra foi apresentada e
discutida na Secao 21.2.2 a pagina 1130.

H4 vérias razoes por que as algebras de Lie nilpotentes sao relevantes. Uma delas reside no fato de as algebras de
Lie nilpotentes serem igualmente dlgebras de Lie soliveis (vide o que segue) e a importancia destas serd discutida. O
leitor pode reconhecer uma outra razao da importancia das dlgebras de Lie nilpotentes na seguinte observacao: para uma
algebra de Lie nilpotente a série de Baker-Campbell-Hausdorff em (11.68) e (11.69) é uma série finita! Voltaremos a isso
quando retomarmos adiante a discussao da férmula Baker-Campbell-Hausdorff.

Em paralelo a nogao de dlgebra de Lie nilpotente que apresentamos acima, existe a nocao de dlgebra de Lie solivel.

Para uma algebra de Lie £, denotaremos por £, n =0, 1, ..., a sequéncia de conjuntos obtida da seguinte forma:
LO):=Le M = [C<"’U, L(”’l)}, n=1, 2, .... Ou seja,

£O = g,
oW = [Lw)’ 4@} = &, £,
£® = [L(l), Lm} = [1& L], 16, L] ete

A sequéncia £, n € Ny, é denominada série derivada da dlgebra de Lie £.
Definicdo. Uma algebra de Lie é dita ser uma dlgebra de Lie solivel se £0™) = {0} para algum m € IN. ®

Para qualquer algebra de Lie £ é bastante evidente, pelas defini¢des acima, que £ ¢ £, De fato, £ = £l0
e L) = gl e se £ ¢ £l para algum n, segue que £*+D) = | £, L(")] C |L, L)<”)} c |L, L["]} = gl
provando a afirmativa por indugao. Segue dessa observagao que toda algebra de Lie nilpotente é também soliavel.

A reciproca dessa ultima afirmagao ¢ falsa: nem toda dlgebra de Lie soliivel é nilpotente. Considere-se com exemplo
a dlgebra de Lie bidimensional com geradores infinitesimais Ay e Ao satisfazendo [A;, X2] = A2. Essa édlgebra nio ¢
nilpotente, pois

(ady,)" (h2) = [A [ [ b AzJ---H] = X

n vezes

para todo n € IN. Porém, essa algebra é solivel, pois [[)\1, Ao, [Ai, )\ZH = [A2, A2] = 0. Uma dlgebra similar aparecerd
concretamente em um exemplo discutido & pagina 1319.

Ha vérias razoes por que as algebras de Lie soliveis sao relevantes. Uma delas sera discutida apds apresentarmos o
Teorema de Levi, abaixo.

e Ideais de algebras de Lie. Algebras de Lie simples e semissimples

O estudo e a classifica¢ao de ideais desempenha um papel central no estudo de dlgebras e isso nao é diferente no caso
de dlgebras de Lie. Se £ é uma algebra de Lie, dizemos que um subespaco vetorial J de £ é uma subdlgebra (de Lie) se

0,9 ca.
Se £ é uma 4dlgebra de Lie, dizemos que um subespago vetorial J de £ é um ideal se
£,9 c7J.

Pela definigao, todo ideal de £ é uma subdlgebra de Lie de £. Justifique!

As élgebras de Lie nilpotentes e as soliveis possuem “muitos” ideais. Contrapostas as mesmas estao as chamadas
algebras de Lie simples e semissimples, que possuem “poucos” ideais.
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Definicdo. Uma algebra de Lie £ é dita ser simples se seus unicos ideais forem {0} e a prépria £. ®
Definicdo. Uma algebra de Lie £ é dita ser semissimples se ndo possuir ideais soliveis (que nao {0}). ®

E bem claro que toda dlgebra de Lie simples é semissimples. Vale notar que a reciproca nao é necessariamente
verdadeira. A &lgebra de Lie so(4, C) é semissimples mas nao é simples! Os grupos ortogonais complexos O(n, C) e
SO(n, C) foram definidos & pagina 1142.

Ha4 vérias razoes por que as algebras de Lie semissimples sao relevantes. Uma delas serd discutida apds apresentarmos
o Teorema de Levi, abaixo.

Exemplo 22.1 A 4lgebra de Lie sl(n, C) é a subdlgebra de gl(n, C) composta pelos elementos de trao nulo de Mat (C, n). Para
todo A € gl(n, C) e todo B € sl(n, C) vale trivialmente Tr([A, B]) =0, devido & propriedade ciclica do trago. Portanto, sl(n, C)
é um ideal de gl(n, C) e, assim, gl(n, C) ndo é simples. No Exercicio E. 22.18, pagina 1313 veremos, usando o critério de Cartan,
que gl(n, C) também nao é semissimples. Também veremos no Exercicio E. 22.19, pagina 1314, que sl(n, C) é semissimples (em
verdade, sl(n, C) é simples). (]

e Soma direta e soma semidireta de algebras de Lie

Definicdo.  Uma dlgebra de Lie £ é dita ser a soma direta de duas de suas subalgebras £, e £ se
[£1, Lo] = {0}

e se todo elemento = € £ puder ser escrito de modo tnico da forma x = z1 + x2 com 1 € L1 e x5 € Lo.

Se L for a soma direta de £; e Ly escrevemos £ = L1 & L. Note-se que se L = L1 & Lo, entao £ e Lo sao ideais

de L. [

Definigdo. Uma dlgebra de Lie £ ¢é dita ser a soma semidireta de duas de suas subélgebras £1 e Lo se
[L1, £2] C Lo

¢ se todo elemento x € £ puder ser escrito de modo tnico da forma x = z1 + 22 com 21 € £1 e 23 € Lo.

Se £ for a soma semidireta de £ e Lo escrevemos £ = £ B L5. Note que Lo deve ser um ideal de £. '

Neste contexto, o seguinte teorema, devido ao matematico italiano Eugenio E. Levi2%, é importante. Sua demonstracio
(vide, e.g., [395, 274]) estd além das pretensoes destas Notas, mas é, em espirito, similar & demonstragio do Teorema de
Decomposicao de Jordan, Teorema 10.21, pagina 597.

Teorema 22.5 (Teorema de Levi) Toda dlgebra de Lie £ de dimensdo finita € wma soma semidireta
L =8HR,

onde 8 € semissimples e R solivel. A subdlgebra R acima € denominada radical de L. [m]

Exemplo 22.2 Considere-se o grupo BEuclidiano®” em trés dimensdes Bz (vide Segio 21.5, pagina 1200), cuja algebra de Lie
denotamos por £. Esse grupo possui seis geradores infinitesimais Ji, Jo, Js3 (geradores infinitesimais de rotacdes) e P1, P2, Ps
(geradores infinitesimais de translagdes), satisfazendo as relagdes (vide (21.205), pagina 1202)

3 3
oo T3] = Y ende, i Pl = enPe, [Py P =0,
k=1 k=1

i, j € {1, 2, 3}, onde €;;x é o simbolo antissimétrico de Levi-Civita definido em (21.105), pagina 1160. Se denominarmos por P a
subélgebra gerada por P1, P», Ps e por J a subdlgebra gerada por Ji, J2, Js, veremos que P é solivel (pois é Abeliana) e que
J é simples (e, portanto, semissimples). Do exposto, vemos também que £ nado é simples (possui um ideal nao trivial P) nem
semissimples (esse ideal é solivel).  também imediato que £ = g 8 P. ¢

26Bugenio Elia Levi (1883-1917).
27Euclides, de Alexandria (ci. 325 A.C., ci. 265 A.C.).
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O Teorema de Levi diz-nos que o estudo geral de dlgebras de Lie, e consequentemente, de grupos de Lie, reduz-se ao
estudo das dlgebras de Lie soliveis (dentre as quais estdo as nilpotentes) e das dlgebras de Lie semissimples. Um dos
resultados mais importantes da teoria das dlgebras de Lie ¢ uma célebre classificagao completa de todas as dlgebras de
Lie semissimples, feito devido a Killing?® e a Cartan®. Para o caso das algebras soltiveis uma classificacio completa esté
ainda longe de ser alcancada.

22.4.3 A Forma de Killing

Esta segao ¢ dedicada a introdugao da nogao de Forma de Killing de uma algebra de Lie de dimensao finita. Diversas
propriedades de uma &lgebra de Lie de dimensao finita refletem-se de forma importante na sua forma de Killing, e
vice-versa, daf a relevéncia do tema.

Quando estudamos uma &lgebra de Lie £ de dimensao finita [ € IN é prético e conveniente lidarmos com uma base
especifica de elementos dessa dlgebra, ou seja, com um conjunto de [ vetores linearmente independentes de £. No
entanto, é natural esperar que nenhum resultado geral e relevante sobre £ possa depender da particular base escolhida
e, dessa forma, ¢ natural procurar grandezas invariantes pela escolha de base. Essa procura por grandezas invariantes é
familiar na Geometria, na Geometria Diferencial, na Andlise Funcional, na Relatividade Geral e em vérias outras dreas
da Matematica e da Fisica. A Forma de Killing de uma &dlgebra de Lie, que ora apresentamos, possui exatamente essa
propriedade de invariancia.

e O trago de aplicagoes adjuntas em dlgebras de Lie de dimensao finita

Consideremos agora que £ seja uma dlgebra de Lie de dimensao finita, . Por ad, ser uma aplicagao linear de £ em
si mesmo e por £ ser um espago vetorial, podemos associar a ad, um trago, nocao introduzida no contexto de matrizes
na Secao 10.2.3, pagina 545. Essa no¢ao desempenha um papel na teoria das dlgebras de Lie.

Se {ll, RN Zl} é uma base em £, podemos escrever um elemento genérico b € £ como b = Zi 1 . Similarmente,
para cada j € {1, ..., I}, escrevemos
!
3\ J gk
ad, () = > (ad),’
k=1
e com isso, usando a linearidade de ad,, temos
!
= 20| 2 (ada) b | £
k=1 \j=1
Reconhecemos que os niimeros (ada) k], com k, j € {1, ..., I}, sdo as entradas (elementos de matriz) do operador linear
ad, (uma matriz) na base {£!, ..., £'}. Definimos, com isso,

S

j=1
Cabe aqui recordar, como fizemos na citada Se¢ao 11.4.2, que a grandeza assim definida é independente da particular
base {€', ..., £'} adotada em L.
O trago acima definido pode também ser escrito em termos das constantes de estrutura da élgebra de Lie £, introdu-

zidas & pagina 146: dada uma base {€, ..., Zl} em £ escrevemos

1

= ch” o

28Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
29Elie Joseph Cartan (1869-1951).
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As I3 constantes ¢,

que para a, b € £ com a = Zl 1<y7£’ eb= Zz 1 B, sendo a;, B; € K, temos

sao denominadas constantes de eetmtum da algebra de Lie £ na base em questao. Com isso, vemos

1 1

L
ad,(b) = > [ YD aiBe,’ | £

k=1 \i=1 j=1

Assim,
!
(ada)k] = Zaick” (22.25)
i=1
e, em particular, tem-se
(adg),” = ¢, (22.26)

Concluimos dessa forma que
_ )
Tr/;(a.da) = E E aic;”
i=1 j=1

o que expressa Trg (adu) em termos das componentes de a € £ na base {ll, RN ll} e em termos das correspondentes
constantes de estrutura nessa base.

Uma outra propriedade simples do trago acima definido pode ser obtida da relagao (22.17), pagina 1305. Tomando-se
o traco de ambos os lados e usando a propriedade ciclica do traco, vemos que

Trg (adga, ) = 0

para quaisquer a, b € £.

e A forma de Killing em algebras de Lie de dimensao finita

Para a, b € £, com £ tendo dimensao finita, , a composicao ad,ad;, : £ — £ é também uma aplicagao linear de £
em si mesma e, assim, seu trago estd igualmente bem definido.

No contexto de algebras de Lie de dimensao finita é muito importante considerarmos a forma bilinear e simétrica
K: L x £ — K definida por
K(a, b) = Tre(adgady) , a,be L. (22.27)
Que K ¢ bilinear decorre da linearidade de ad, e ad, em relagio a a e b, respectivamente. Que K é simétrica, K(a, b) =
K(b, a) para todos a, b € £, decorre da propriedade ciclica do trago de operadores lineares, estabelecida na Secao 10.2.3,
pagina 545 (vide Proposigio 10.12, pagina 546). A forma bilinear (22.27) é denominada forma de Killing®, ainda que
a mesma tenha sido, em verdade, introduzida por Cartan®! em 1894, em mais um exemplo da chamada Lei de Stiegler
(vide pagina 35)32. Essa forma desempenha um papel central na classificacio de certas dlgebras de Lie de dimensio
finita.

Segue facilmente da regra de produto de matrizes e de (22.25) que

1 1 1 1
=35 (ad = 3 S ambakm (22.28)

k=1j=1 m=1n=1
I !
novamente com a = E aml™ e b= E Bnl", para am, Bn € K, sendo

m=1 n=1
L ko (22.20)
K™= K™ ) = 30 (aden),” (ader) chk e (22.29)
k=1j=1 k=1j=1
para m, n € {1 ., I}. As constantes K™" sdo por vezes denominadas elementos de matriz da forma de Killing K na

base {£}, ..., £ }

30Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
31Elie Joseph Cartan (1869-1951).
32Em reverso, descobertas de Killing na teoria de grupos honraram outros nomes.
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E. 22.13 Ezer Verifique! Verifique também diretamente da férmula (22.29) que K™ = K"™, Vm, n € {1, ..., [}, indicando
novamente que a forma de Killing é simétrica. H4, assim, em principio, (I + 1)/2 elementos de matriz independentes para a forma de
Killing de uma algebra de Lie de dimensao 1. Ll

Como vemos na Secao 22.4.2, pagina 1306, algebras de Lie podem ser classificadas em nilpotentes, soliveis, simples
e semissimples (e combinaces dessas possibilidades) e, no caso de dimensdo finita, isso manifesta-se em diferentes
propriedades das formas de Killing. Adiantando-nos, estabeleceremos dentre outros os seguintes fatos fundamentais: 12
a forma de Killing de uma 4lgebra de Lie nilpotente de dimensao finita é identicamente nula e 22 uma algebra de Lie de
dimensao finita é semissimples se e somente se sua forma de Killing for ndo degenerada (propriedade denominada critério
de Cartan).

e A forma de trago de algebras de Lie matriciais

Um caso de particular interesse se dé na situagao em que £ é uma élgebra de Lie de matrizes agindo em um espago
vetorial de dimensao finita V e temos, para A, B € £, que ada(B) = [A, B] = AB — BA, o comutador de A e B. Esse
tipo de situagao é relevante quando se lida com representagies de algebras de Lie em espagos vetoriais de dimensao finita.
Em tais casos, além da forma de Killing, definida acima, hd uma outra forma bilinear simétrica que pode ser definida
em £ e ambas nao necessariamente coincidem.

. ~ . ! ij ok ;
Seja {E', ..., E'} C £ uma base em £ com as relagdes de comutacio [E, E/] = 3", ¢, E¥, com os ¢, sendo as
constantes de estrutura na base em questao.

Para A, B € £ a espressao Tr(A, B) := Try(AB) define uma forma bilinear simétrica em £, com Try sendo o trago
matricial usual definido em V. Essa forma é denominada forma de trago.

Se representamos A, B € L por A = 25:1 o; E' e, respectivamente, B = 25:1 B;E7, temos para a forma de trago
Lo
Tr(A, B) = > iy Trv(E'EY) .
i=1 j=1
A forma de traco possui a seguinte propriedade para todos A, B, C' € £ a relagao
Tr(A, (B, C]) = Tr([4, B, C) . (22.30)
De fato,
Tr(A, [B, C]) = Tr([A, B], C) = Trv(A[B, C] - [4, B|C) = Try(ABC — ACB — ABC + BAC) = 0,

devido a propriedade ciclica do trago.

e Formas invariantes

Uma forma bilinear simétrica W : £ x £ — K definida em uma &lgebra de Lie £ que satisfaca
W(a, [b, ) = W([a, b], ¢)

para todos a, b, ¢ € £ ¢ dita ser uma forma invariante. Como vimos em (22.30) a forma de trago em algebras matriciais
¢ uma forma invariante.

Como veremos, se £ é semissimples de dimensao finita, entao sua forma de Killing é invariante e se £ é uma algebra
de Lie simples (e, portanto, semissimples) de dimensao finita, entao toda forma bilinear simétrica e invariante ¢ um
multiplo escalar da forma de Killing.

22.4.3.1 Critérios de Cartan
22.4.3.2 Exemplos de Célculo de Formas de Killing

E. 22.14 Ezercicio-Ezemplo. Considere-se a dlgebra de Lie su(2) do grupo SU(2) (vide Se¢do 21.3.4, pagina 1181 ou Sec¢do 21.8,
pagina 1238). Trata-se de uma dlgebra de Lie real de dimens3o 3 e podemos adotar como base as matrizes ji = —5o%, k =1, 2, 3,
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com oy, sendo as matrizes de Pauli (vide (21.161), pagina 1181):
R 7£01 g _tro—i - ,ilo
Ji==500), 2= (%), s : (5%).
Para elas temos as relacdes de comutacdo [ja, js] = Ef:leabcjc, com a, b € {1, 2, 3} (vide (21.298), pagina 1238). Portanto, as
constantes de estrutura nessa base s3o, pelas nossas convencdes, ¢.*’ = e (ndo nos preocupamos aqui em distinguir indices superiores
e inferiores). Assim, de acordo com (22.28) e (22.29),, pagina 1311, os elementos de matriz da forma de Killing sdo, usando (4.8),

pagina 322,
3 3
K7 = 575 cinmejmn 2 —267 .

m=1n—1
Isso mostra que, nesse caso, a forma de Killing é ndo degenerada. Como comentamos, isso decorre de su(2) ser semissimples.

Para a forma de tragco usamos os fatos que 0,0, = Japl2 + iZizl £abeoe (vide (21.164), pagina 1181), e que Trez(oc) = 0 para
estabelecer que

r P 1
Tree (Jajs) = —30ab -
Isso mostra que a forma de traco e a forma de Killing de su(2) sdo proporcionais, novamente uma decorréncia de su(2) ser semissimples.
Complete os detalhes e verifique todas as relagdes acima.

Comentamos que as conclusdes sdo as mesmas para a algebra de Lie sl(2, C), associada ao grupo SL(2, C) (Se¢do 21.3.5, pagina
1187). Trata-se de uma algebra de Lie complexa de dimensdo 3, mas que tem como possivel base as mesmas matrizes ji, j2 e j3 da
lgebra de Lie real su(2). E

E. 22.15 Ezercicio. Repita os mesmos cdmputos para a algebra de Lie so(3), do grupo SO(3), estudado na Secdo 21.3.2, pagina
1157. x

E. 22.16 Ezercicio. Determine a forma de Killing da dlgebra de Lie real do grupo Euclidiano em 3 dimensdes, discutida no Exemplo
22.2, pagina 1309. Constate que essa forma de Killing é denegerada, em concordancia com o fato de a dlgebra n3o ser semissimples. &

E. 22.17 Egercicio-Ezemplo. Considere-se a lgebra de Lie complexa gh4(C) do grupo de Heisenberg GH3(C), estudado na Secdo
21.2.2.1, pagina 1131. Podemos adorar como base em gh,(C) as matrizes
<0 01 )
000 ),
000

010 000
hlz(ooo)7 hg:(ool), hs
000 000

apresentadas em (21.17), pagina 1132. Para elas temos as relagdes de comutagio

[hl, 1’12] = hs, [hl,hB] =0, [h2=h3] =0.

Portanto, as aplicagdes autoadjuntas correspodem as seguintes matrizes (na base {hi, hz, hs}):
i, = (§1). w = (B0 = (1)
Com isso, temos para os elementos de matriz da forma de Killing o seguinte resultado:
K'''=0, K?=0, K?=0, K2 =0, K* =0, K" =0.
Verifique todas as afirmagdes acima. Como se v&, a forma de Killing é identidamente nula, uma decorréncia, como mencionamos, do
fato de a dlgebra de Lie gh,(C) ser nilpotente.

Para as componentes da forma de trago, temos

Trea(hihi) = 0, Trea(hihs) = 0, Tres(hihs) = 0, Tres(hohs)

0, Tres(hohg) = 0, Tres(hohs) = 0,

o que revela que também a forma de traco é identicamente nula. o+

E. 22.18 Ezercicio dirigido. Consideremos agora a forma de Killing da &lgebra de Lie gl(n, C) = Mat (C, n), n € IN. Constantes
de estrutura para essa algebra foram obtidas no Exercicio E. 22.11, pdgina 1295 para a base {E“b? a,be{l, ..., n}} onde E® sio
as matrizes cujos elementos de matriz sdo (E"”)” = 6ial;p para i, j € {1, ..., n}. Em palavras, os elementos de matriz de E* sso
todos nulos, exceto o elemento de matriz na posicdo ab, que vale 1.
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Uma matriz A € Mat (C, n) = gl(n, C) pode ser expressa na base acima como A = Z AabE“b, com A, sendo seus elementos
a,b=1
de matriz. Assim, para X € gl(n, C)

ad4(X) = Z i: AgXea[ B, B CZY i: i: Aﬂchd((Sb(E“d—éadE"b)

a,b=1c,d=1 a,b=1¢,d=1

n

=Y 3 (AX)uEY - IS (XA EL = (A, X],

a=1d=1 b=1c=1

sendo que temos a direita o comutador usual de matrizes de Mat (C, n). O resultado ad4(X) = [A, X] certamente ndo surge como
surpresal Usando (22.26), pagina 1311 e usando a forma das constantes de estrutura oferecida em (22.4), pagina 1296, temos para os
elementos de matriz da aplica¢do adjunta ada, A € Mat (C, n), na base acima,

1
(i3) ab)(ij
(@da) o, = D Awvegy P = Apidis — Ajides -
a,b=1

(k1)

Verifique!

Usando (22.29), pagina 1311, e usando a forma das constantes de estrutura oferecida em (22.4), pagina 1296, podemos escrever os
elementos de matriz da forma de Killing de gl(n, C) como

1 1 ! !
ab) (e . 22.4 JO.
KEDED = 57 8™ ) e VD EZD S (ammm,—awzw,b)(édko“o,l—acmm)

k,l=1i,j=1 k,1=11i,j=1

= 2(n5bc5ad - 5ba5sd) .
Verifique! Portanto, para A, B € Mat (C, n), temos por (22.28), pagina 1311,
ooy e n o on
KA, B) 2% 37 37 AuBuaK ) = 237 3 AuwBea(ndscbdoa — Gradea)
a,b=1c,d=1 a,b=1c,d=1

e apds alguns cdmputos simples, obtemos finalmente
K(A, B) = Z(nTr(AB) —Tr(A)Tr(B)) . (22.31)

com Tr sendo o traco usual em Mat (C, n).

Vemos dessa expressio que a forma de Killing de gl(n, C) é degenerada pois, por exemplo, para A = B = 1,,, temos K(1,, 1,) =0
para qualquer n € IN. Dessa forma, pelo critério de Cartan para 3lgebras de Lie semisimples, a dlgebra de Lie gl(n, C) ndo pode ser
semissimples (e, portanto, ndo pode ser simples).

Adicionalmente, para A, B, C € gl(n, C) vale
K(A, [B, C]) = 2(n'l‘r(A[B, 1) - T(A) Tx([B, C])) = Qn('h-(ABC)—Tr(ACB)),
i

o que mostra que, exceto para n = 1, K(A, B, C]) ndo ¢ identicamente nula. Assim, pelo critério de Cartan para algebras de Lie
soldveis, gl(n, C) também n3o é uma algebra de Lie soltivel (exceto para o caso trivial onde n = 1). E

E. 22.19 Ezercicio.  J& comentamos que os elementos de sl(n, C), n > 2 (o caso n = 1 ¢ trivial), sdo elementos de traco
nulo de gl(n, C). Conclua dos resultados do Exercicio E. 22.18, pagina 1313, em particular, de (22.31), que a forma de Killing para
A, B €sl(n, C) é dada por

K(A, B) = 2nTr(AB) . (22.32)
Mostre que essa forma ndo é degenerada (usar que (A4, B) := Tr(A*B) é um produto escalar em Mat (C, n)) e, portanto, pelo critério
de Cartan para 3lgebras de Lie semisimples, sl(n, C) é semissimples (em verdade, sl(n, C) é simples). Constate também, sem surpresa,
que K(A, [B, C]) n3o é identicamente nula e, portanto, sl(n, C) nio é soliivel. £
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22.4.4 Alguns Resultados Sobre a Estrutura de Algebras de Lie
22.4.4.1 Alguns Resultados Sobre Algebras de Lie Soluveis
22.4.4.2 Alguns Resultados Sobre Algebras de Lie Semissimples

22.4.4.3 Alguns Resultados Sobre Algebras de Lie Nilpotentes

22.5 A Relacao entre Grupos de Lie Matriciais e suas Algebras
de Lie

Vimos nas secoes anteriores que se H é um subgrupo nao-discreto fechado de GL(n, C) existe associada ao mesmo uma
dlgebra de Lie a qual é (obviamente) uma subdlgebra da dlgebra de Lie de GL(n, C) que é Mat (C, n). Seré a reciproca
verdadeira, ou seja, se A é uma subélgebra de Lie de Mat (C, n) havera um grupo de Lie fechado associado a A? A
reposta, em geral, ¢ ndo. Um contraexemplo (para n = 2) é o seguinte: Seja a um niimero real irracional e seja a dlgebra

it 0
de Lie formada pelas matrizes 2 x 2 dadas por com t € R. Exponenciando os elementos dessa dlgebra de Lie
0 dat
et 0
obtemos as matrizes com t € R. Esse conjunto de matrizes forma certamente um grupo. Sucede, porém,
0 ew.t

que nao se trata de um subgrupo topologicamente fechado de GL(2, C), como veremos com um pouco mais de detalhe
na Secao 22.5.2 (a qual o leitor poderd passar sem perdas). Felizmente ¢ possivel dizer um pouco mais se enfraquecermos
a condigao de H ser um subgrupo fechado. Tem-se, por exemplo, o seguinte:

Proposigao 22.9 Seja G um subgrupo fechado nao-discreto de GL(n, C) cuja dlgebra de Lie é L(G) e seja H um
subgrupo (ndo discreto) de G. Seja L(H) := {M € Mat (C, n)| exp(tM) € H, Vt€ R} e suponha que se saiba que
L(H) é um subespago de L(G). Entio, L(H) é também uma subdlgebra de L(G). o

Prova. Sejam A, B € £(H). Entdo, é claro que para todos ¢ e s € R teremos e*?etPe4 € H pois H é um grupo e

e*A, et € H. Podemos escrever e*AetPe34 = exp (te>ABe™*4) e isso prova que e*ABe™*A € L(H) para todo s € R.
Como por hipétese £(H) é um subespago de £(G), L(H) é fechado (pois estamos em dimensao finita). Logo,

L(H) > liml(e“‘Be”A—B) = — (e**Be™*%) = [4, B],

ds ( s=0

completando a prova. |

Comparando a demonstracao acima com a do Teorema 22.1, vemos que a diferenga é que nao supomos que H seja
fechado. Podemos ir mais um pouco além e estabelecer o seguinte:

Teorema 22.6 Seja G um subgrupo fechado de GL(n, C) cuja dlgebra de Lie é L(G) e seja b uma subdlgebra de Lie
real de £L(G). Entdo, existe wum tinico subgrupo conexo H de G cuja dlgebra de Lie é . H é wm grupo de Lie (em uma
certa topologia). [m]

Nao apresentaremos a demonstragao dessa afirmacao aqui no caso geral, a qual é uma consequéncia da férmula de
Baker-Campbell-Hausdorff. Mais adiante (pdgina 1316) discutiremos como H pode ser construida a partir de h no caso
dessa ltima ser uma algebra de Lie nilpotente, o caso mais facil de tratar.
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22.5.1 Questoes sobre a Exponenciagao de Algebras de Lie
Apesar de sua importancia, a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff apresenta uma restrigdo quanto & norma das matrizes
A e B, necesséria para garantir a convergencia da série que ocorre em (11.68). H&, porém, uma classe de dlgebras de Lie

para a qual essa questao nao é importante, as chamadas dlgebras de Lie nilpotentes, das quais trataremos agora.

e Grupos de Lie nilpotentes

A importancia das dlgebras de Lie nilpotentes no contexto da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (11.68), pagina
682, é a seguinte. Se L C Mat (C, n) é uma algebra de Lie nilpotente de grau m de matrizes, entdao para quaisquer
A, B € £ teremos que A x B definida em (11.68) é uma soma finita, contendo no maximo comutadores miltiplos de
ordem m.

Com isso, vemos que para uma algebra de Lie nilpotente de matrizes £ C Mat (C, n) ndo existe o problema da
convergéncia da série de (11.68), e a mesma vale para todo A, B € £, independente da norma desses elementos. Fora
isso A* B € £, ja que é dado por uma soma finita de elementos de £. Uma consequéncia é a seguinte proposicao.
Proposicao 22.10 Seja G um subgrupo de Lie de GL(n, C) e L& C Mat (C, n) sua dlgebra de Lie. Vamos supor
que L seja nilpotente. Entao, o produto x : Lo X Lo — L definido pela formula de Baker-Campbell-Hausdorff é
associativo. Fora isso, a dlgebra de Lie Lg €, ela mesma, um grupo com o produto *. [m}

Nota. Para evitar mal-entendidos, observamos que o produto  : £ x Lo — Lg é associativo mas nio faz de £¢ uma lgebra associativa,
pois ele ndo é bilinear.

Prova da Proposicdo 22.10. Sejam A', A% ¢ A? trés elementos de L. Se Ly, ..., Ly, formam uma base em £ podemos
escrever A" = Z:": 1 @, L, onde aj, sao niimeros complexos. Como a soma de comutadores que ocorre na formula de
Baker-Campbell-Hausdorff é finita, concluimos que

m

(A' 5 A?) 5 A = Y pe(a)Le e Alx (425 A%) = > qula)L,
k=1 k=1

onde py,(«) e gi(e) sdo polinémios nas varidveis o, i = 1, 2, 3, j = 1, ..., m. Desejamos provar que para cada k tem-se
Pk = qr. Como ambos sdo polindmios, ¢ suficiente provar isso para quando as varidveis o estdo restritas a algum aberto
de C.

Sejam G; = exp(A’), i = 1, 2, 3, elementos de G. Como o produto do grupo é associativo, temos (G1G2)G3 =
G1(G2G3) e, portanto, exp ((A1 * AQ) * A:‘) = exp (Al * (A2 * AS)) Se escolhermos as varidveis o} suficientemente
proximas de zero, teremos p(a) e gr(e) igualmente préximas de zero (convenga-se disso checando a férmula de Baker-
Campbell-Hausdorff) e, portanto, H(Al * A2) * AB”C e HAl * (A2 * A“)HC podem ser ambas feitas menores que In2.
Pela Proposicao 11.5, pagina 659, podemos tomar o logaritmo das exponenciais acima e concluir que (Al * AQ) * A% =
Al % (A2 * As). Assim,

m m

Zpk(a)Lk = ZQk(a)Lk

k=1 k=1
pelo menos para o pequenos o suficiente. Como os elementos Ly da base sdo linearmente independentes, concluimos
que pi(a) = gr(a) para todo k = 1, ..., m, pelo menos quando os o} sdo pequenos o suficiente. Como py, e gy sdo
polindmios, isso vale para todos o € C. Isso provou a associatividade.

Para provar que L é um grupo, devemos mostrar que hd um elemento neutro em L para o produto * e que para
cada elemento de L¢ existe uma inversa. Pela férmula de Baker-Campbell-Hausdorff ¢ facil constatar que

Ax0 =0xA = A

para todo A € Lg. Assim o zero é o elemento neutro procurado. Fora isso, também pela férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff é facil constatar que

Ax(—A) = A+ (—A) + comutadores de A com —A = 0.
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Logo, (£¢, *) é um grupo. | |

Esses fatos tém ainda uma consequéncia importante. Seja £ C Mat (C, n) uma dlgebra de Lie nilpotente de matrizes.
Definamos por exp(£) o conjunto de todas as matrizes que sao exponenciais de elementos de £:

exp(L) = {G € Mat (C, n)| G = exp(A) para algum A € L} .

Afirmamos que exp(£) é um grupo (em relagao ao produto usual de matrizes), em verdade um subgrupo de GL(n, C).
De fato, 1 € exp(£), pois, 0 € L. Se G = exp(A) com A € £, entdo sua inversa é G~! = exp(—A4), que também pertence
a exp(L) pois —A € L. Por fim, se G1 = exp(A1) e G2 = exp(A2) com A; e Ay dois elementos quaisquer de € £, entao,
pela férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, G1 G2 = exp(A; * As) € exp(L), pois Ay x Ay € £.

A conclusao é que a partir de uma dlgebra de Lie nilpotente £ podemos construir um grupo, denominado grupo de Lie
associado a dlgebra L pelo procedimento de exponenciagao. B importante notar que £ é um conjunto conexo. Portanto,
como a exponencial é continua, o grupo exp(£) é igualmente conexo.

Interessantemente vale também a reciproca. Seja G um grupo de Lie conezo fechado (de matrizes) e L sua dlgebra
de Lie e vamos supor que L¢ seja nilpotente. Considere, para algum e > 0 suficientemente pequeno, o subconjunto V;
de L definido por

m
V. = {Z)\kldw com |\;| < e paratodoi=1, ..., m} s
k=1

e o subconjunto U, de G definido por

m
U, = {exp <Z AkLk> , com |\;| < eparatodoi=1, ..., m} R
k=1

onde Ly, ..., L, formam uma base em L¢.

Note-se que V. é um subconjunto aberto de L. Note-se também que 1 € U, e que se g = exp (Z;":l ML) € Ue
entdo g~' = exp (— i AeLr) € Ue. Assim, se provarmos que U, ¢ aberto poderemos usar a Proposi¢ao 22.3, pagina
1288.

Se € for pequeno o suficiente poderemos garantir que || >7"; AxLille < In2 sempre que |A;| < € para todo i =
1, ..., m e, pela Proposicao 11.5, pagina 659, teremos In (exp (X, )\kLk)) = > ALy Logo, Ue ¢ a imagem
inversa pela fungéo In do conjunto aberto V.. Como In ¢ uma fungao continua (Proposigao 11.3, pdgina 658) concluimos
que U, é igualmente aberto.

Logo, pela Proposigao 22.3, cada elemento g de G pode ser escrito como um produto de n elementos de Ue: g =
g1+ gn, onde g; = exp(l;) com l; € V.. Agora, como a &lgebra é nilpotente, vale exp(ly) - --exp(l,) = exp(ly * - - * l,).
Com isso, fica demonstrada a seguinte afirmacao: se G é um subgrupo conexo fechado de GL(n, C) e se sua dlgebra de
Lie L¢ ¢ nilpotente, entdo todo elemento de G pode ser escrito como exponencial de um elemento de L. Um exemplo
dessa situagao é o grupo de Heisenberg GHs, tratado a pagina 1131.

Observagdo 1. O nimero n mencionado no iltimo pardgrafo pode ndo ser 0 mesmo para todo g € G (vide o enunciado da Proposi¢do
2.

3), podendo eventualmente crescer arbitrariamente quando g varia no grupo. Porém, como a dlgebra £ é nilpotente, o produto Iy *- - -l
4 sempre definido para qualquer n. »

es

Observagao 2. Nas circunstancias descritas acima, ¢
(LG, *) em G.

4cil constatar que a fungdo exponencial exp : L — G é um isomorfismo do grupo

Grupos de Lie com dlgebras de Lie nilpotentes ndo sao os tnicos grupos de Lie para os quais vale que todo seu
elemento pode ser escrito como exponencial de um elemento da sua édlgebra de Lie. E possivel mostrar que grupos de Lie
compactos com algebras de Lie semissimples também tém essa propriedade. Para uma demonstragao vide, por exemplo,
[491]. Vimos isso de modo explicito quando tratarmos dos grupos SO(3), SU(2), SU(n) e SO(n) no Capitulo 21, pagina
1118.

Para grupos de Lie nao-conexos tipicamente ocorre que nao se pode escrever todos os seus elementos como exponenciais
de elementos de sua dlgebra de Lie. Tal é, por exemplo, o caso do grupo de Lie GL(2, R), cuja dlgebra de Lie é¢ Mat (R, 2).
A exponencial de matrizes reais 2 x 2 é sempre formada por matrizes com determinante positivo (pela Proposi¢ao 10.14,
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pégina 548, ou pela Proposigao 11.7, pagina 662), enquanto que GL(2, R) possui também matrizes com determinante
negativo. Vide Proposigao 11.11, pagina 667.

Porém, como veremos no exemplo discutido em detalhe & pagina 1319, ndo basta que um grupo de Lie seja conexo
para que todos os seus elementos possam ser escritos como exponenciais de elementos de sua dlgebra de Lie. Em véarios
casos, todavia, os elementos do grupo podem ser escritos como um produto finito de exponenciais. Tal também ocorre
no exemplo da pagina 1319.

Para um grupo de Lie conexo G é possivel, sob hipdteses adequadas que nao discutiremos aqui, construir um grupo de
Lie simplesmente conexo a partir de sua dlgebra de Lie, usando um procedimento semelhante ao que empregamos quando
discutimos acima o caso de dlgebras de Lie nilpotentes. Constréi-se primeiramente uma vizinhanca U da identidade que
seja simétrica (ou seja, se g € U entdo g~' € U) — por exemplo a vizinhanga na qual a férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff converge, no caso de matrizes — e em seguida considera-se o conjunto formado por produtos finitos de elementos
de U, o chamado grupo gerado por U. Esse conjunto é em geral um grupo de Lie simplesmente conexo que é um
recobrimento do grupo original G.

22.5.2 Alguns Exemplos Especiais

e Um subgrupo conexo nao-fechado de GL(2, C)

Exibiremos aqui um exemplo de um subgrupo conexo nao-fechado de GL(2, C) o qual é um grupo de Lie mas nao
¢ um subgrupo de Lie de GL(2, C). Isso significa que a topologia que faz desse subgrupo H, um grupo de Lie néo ¢ a
topologia induzida por GL(2, C) em H,.

Esse exemplo é bastante instrutivo e ilustra o porqué de haver certas dificuldades sutis de natureza topolégica na
teoria dos grupos de Lie (e na geometria diferencial, em geral).

O grupo em questao é o seguinte grupo de matrizes a um parametro real:

H, = , teRy ,
0 eiat

onde a é um numero real irracional fixo arbitrdrio. Para mostrar que esse grupo nao é fechado, vamos exibir uma
sequéncia convergente de matrizes de H, que nao converge a um elemento de H,. Considere t,, = (2n+ 1)7 com n € Ny.

-1 0
As matrizes de H, correspondentes a esses valores de ¢ sao Sucede que, como a ¢é irracional, os

0 ei2ra(2nt1)

niimeros complexos da forma e27%(27+1) com n € Ny, formam um conjunto denso em todo o circulo unitario do plano
complexo®3. Assim, existe uma subsequéncia ny tal que e”27*(27++1) converge a —1 quando k — oco. Isso mostra que a
matriz —1 estd no fecho de H,. Sucede, porém, que —1 ¢ H, pois, para a irracional, ndo existe nenhum ¢ real tal que
valham simultaneamente e’ = —1 ¢ €' = —1 (prove isso). Isso mostra que H, nao é fechado.

et 0
Por outro lado, é claro que hd uma aplicacao bijetora de R em H, dada por R > ¢t — , a qual induz a
0 efat
topologia usual de R em H,, topologia essa na qual H, é um grupo de Lie, como facilmente se vé. Essa topologia nao
coincide com a topologia induzida em H, pela norma de matrizes em H,.
H4 uma maneira geométrica de entender o que estd acontecendo nesse grupo. Considere o seguinte grupo de Lie de
matrizes 2 x 2:

T = , t,seR

330 leitor para o qual esse fato ndo ¢ familiar poderd encontrar demonstragdes em bons livros sobre teoria de niimeros, por exemplo [227].
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Esse grupo de Lie (a dois parametros reais) pode ser visualizado como um toro bidimensional (pois é o produto Cartesiano
de dois circulos: o circulo e com t € R e o circulo €’ com s € R). Cada grupo H, é um subgrupo de T e, nessa imagem,
corresponde a uma curva (pois cada H, é unidimensional) que preenche densamente o toro sem autocruzamentos. Dessa
forma entende-se que o fecho de H, na topologia da norma das matrizes é o grupo 7T'.

Se imaginarmos um aberto no toro, veremos que este intersecta a curva que corresponde a H, em infinitos segmentos.
Assim, H, nao é uma subvariedade de T e, portanto, apesar de ser um subgrupo de 7', H, nao pode ser um subgrupo
de Lie de T na topologia de T'.

e Exponenciagao e dlgebras de Lie matriciais. Um contraexemplo

Vamos agora apresentar um exemplo de um grupo de Lie conexo no qual nao podemos escrever todos os seus elementos
como exponenciais de elementos de sua algebra de Lie, ou seja, a exponencial de sua dlgebra de Lie nao é sobrejetora no
grupo.

Seja @ um ntmero real irracional®® fixo. Vamos considerar o seguinte conjunto de matrizes complexas 2 x 2:

Ho = {h(t, 2), t€R, z€C} ,

onde
etz
h(t, z) == . (22.33)
0 ciat
Afirmamos que H, ¢ um subgrupo de GL(2, C). De fato,
1 = h(0,0) €H,,
h(t, 2)h(t', 2') = h{t+t, zeiot +2et) €y e
ht, )™t = h(—t, —ze” 1O €9, .
E. 22.20 Ezercicio. Verifique! £

H, é um grupo de Lie conexo parametrizado por ¢t € R e z € C. De fato, o grupo H, é homeomorfo & variedade
conexa R x C. O homeomorfismo de R x C em K, é dado pela fun¢ao h definida em (22.33), isto é, h: R x C — H,,

z
(t, z) = h(t, z) =

0 (jiut

Claramente, h é continua. Vamos mostrar que h ¢é bijetora. Suponha que existam (¢, z) e (t/, 2’) € R x C tais que
h(t, z) = h(t', '), ou seja,

Isso implica as trés seguintes condigoes simultaneas:

et = it (22.34)
gt = it (22.35)
z = 2. (22.36)

34Como veremos abaixo, é crucial para a construcio desejada que « néo seja racional.
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As relacoes (22.34) e (22.35) implicam

t =t +2rk e at

at' +2nl

respectivamente, para k, | € Z. Assim, multiplicando-se a primeira igualdade por « e subtraindo-se da segunda, teriamos
ak =1

para k, | € Z. Isso, porém, é impossivel se « for um ndmero irracional, a menos que k = [ = 0. Com isso, concluimos que

t = t/, fato esse que, juntamente com (22.36), prova que h é uma bijegao. Mais ainda, ¢ bem claro que h ¢ infinitamente
diferencidvel e, portanto, é um difeomorfismo.

Vamos determinar os geradores infinitesimais de 3,, que denotaremos por Ay, Ag:

i 0

A= gh(t, 2) =
o t=2=0 0 ia
01

o= L o -
0z t=2=0 00

E. 22.21 Ezercicio. Verifique!

Um elemento genérico da dlgebra de Lie £(H,) associada a H, ¢é, portanto, da forma

iTow
h(r, w) == A +why =
comTeReweC.

E. 22.22 Egercicio. Constate que [A1, X2] = i(1—a)A2. Conclua dai que a dlgebra de Lie £(Ho) associada a H, ndo é nilpotente,
ndo é simples e ndo é semissimples, mas é soldvel. F3

Vamos nos dedicar agora a calcular exp(h(7, w)). B muito fécil provar que
(it)? w(iT)(1+ )
b(r, w)* =

0 (iat)?
e que

(iT)? w(it)?(1+ a +a?)

0 (iat)?
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Por inducao, vé-se também que
n—1
(i)™ w(iT)" ! (Z a"’)
p=0
h(r, w)" =

0 (iar)™
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1-«a

0 (iaT)™

para todo n > 1. Na tltima igualdade usamos a bem conhecida férmula da progressao geométrica.

E. 22.23 Ezercicio importante. Prove as afirmagdes acima.

Dessa forma, obtemos

1
exp(h(r, w)) = ﬂ+zmh(7, w)"

o 1 o 1 1—an
= n ) S in—1 [ 2T .
1+T;n!(z‘r) un;n!(w) (lf(y) i wf(r)
= )
0 1+ Z j(icw)" 0 err
n!
n=1

onde

£ = 3 Liin)

n!
n=1 !

no1(1-a”
1—a /)’

Vamos agora expressar melhor a funcio f(7). Note-se que f(0) =1 e que, para 7 # 0,

oo

n=1

Assim,

l1-«

eiar [ gil—a)T _
iT

1, o fl—a™\ 1 N — 1, .
Zm(zr) (—170> = —17(}(;"7(17) _O‘Zﬁ(iaﬂ

n=1

() ()

para 7 =0,

), para 7 # 0
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e, finalmente,
e wf(r)
exp(h(r, w)) = . (22.37)
0 eiar

A questao que agora se poe é: serd o conjunto de matrizes exp(L(Ha)) := {exp(h(r, w)), 7 € R, w € C} igual a H,?
A resposta é nao! Para provar isso mostraremos que as matrizes h (1{—“0, z) com z # 0 nao sao elementos do conjunto

exp(L(Ha)). Se tal ndo fosse o caso, existiriam 7 € R e w € C tais que

h( 2 ) = exp(b(r, w),

1—a’
ou seja,
i z e'r wf(r)
0 ei?j—g 0 eiaT
Isso 86 é possivel se as seguintes trés condigoes forem satisfeitas simultaneamente:
e = o (22.38)
efZe = lor (22.39)
z = wf(r). (22.40)

As condigoes (22.38) e (22.39) implicam

2 2
T = T + 27k e ar = o
11—« 1-

+ 27l ,

respectivamente, com k, [ € Z. Das duas conclui-se (multiplicando a primeira por «) que 2rka = 27, ou seja, ka = [.
Porém, como « foi suposto ser um niimero irracional, isso s6 é possivel se k =1 = 0. Portanto

2m
1-a

Ocorre agora, porém, que inserindo-se esse valor de 7 no lado direito de (22.40) obtemos

2ra 2
27 R G = | joza (€27 — 1
= - ") = e [—— ) =0
wf<17a> R ( i we ( omi )

e, consequentemente, (22.40) nao pode ser satisfeita para z # 0.

Esse exemplo ilustra bem o fato mencionado de haver situagoes nas quais a imagem pela exponenciagao da algebra
de Lie £(G) associada a um grupo de Lie G néo coincide com o grupo G.

E. 22.24 Ezercicio. Seja um grupo de Lie simplesmente conexo G, cuja algebra de Lie é £. Um teorema devido a Dixmier [245]-
[246] afirma, entre outras coisas, que exp(£) = G se exp for injetora. Mostre que (7, w) +— exp(h(r, w)) definida em (22.37) ndo ¢
injetora. *

No exemplo acima vale, porém, a seguinte afirmagao: todo elemento de H, pode ser escrito como produto de duas
exponenciais de elementos da élgebra de Lie £(H,), a saber, da forma

exp(h(r, 0))exp(h(0, w)) .
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De fato, é bem facil ver que

h(t, z) =
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= exp(h(t, 0)) exp(h(0, e~2)) .
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