Capitulo 23

Uma Breve Introducgao a Teoria das
Representacoes de Grupos
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RUPOS desempenham um papel importante na Fisica devido & sua relagao com transformagoes de simetria. Na
Fisica Quéntica (na Mecanica Quantica ou na Teoria Quantica de Campos), o conjunto de estados puros de um
sistema fisico compoe um espago de Hilbert e, portanto, torna-se relevante estudar a agao de grupos de simetria
em espagos vetoriais. Essa é a motivagao basica do estudo de representagdes de grupos, ao qual dedicamos o presente
capitulo. Inicialmente fazemos uma apresentacao resumida das ideias gerais da teoria de representagoes de grupos. Na
Secao 23.2, pagina 1267, apresentamos a nog¢ao de medida invariante e na Segao 23.4, pagina 1276, apresentamos o
importante Teorema de Peter-Weyl. Na Secao 23.5, pagina 1285, discutimos com algum detalhe um tema de grande
interesse para a Fisica Quéntica: a classificagdo de representagoes irredutiveis dos grupos SU(2). H4 muitas referéncias
que estendem e aprofundam o material aqui apresentado e limitamo-nos a sugerir algumas poucas: as referéncias [357],
[40], [441], [174] e [512]. Para aplicagoes ao contexto de fungdes especiais destaca-se [502]. Para aplicagdes gerais a Fisica
Quantica, vide [524], [511], [133] e [134].

Em algumas das segoes que seguem faremos uso de algumas nogoes de Topologia e de Anélise. A nogao de grupo
topolégico foi introduzida na Secao 22.2, pdgina 1233. As nogoes de espago topoldgico compacto e de espago topoldgico
localmente compacto foram introduzido na Segao 32.3.1, pagina 1599. Vide também Secao 32.3, pagina 1599, e Segao
32.3.6, pdgina 1631. A teoria bésica dos espagos de Hilbert foi desenvolvida no Capitulo 39, pdgina 2109. O tratamento
de operadores compactos ¢ feito na Se¢ao 40.8, pagina 2279. Referéncias a material contido em outros capitulos deste
texto serao feitas se e quando necessério.

23.1 Representagoes de Grupos

A nogao de representagao de grupos foi introduzida na Secdo 2.1.9.2, pagina 151. Recordemo-la: uma representa¢ao
de um grupo G em um espaco vetorial V' ¢ uma aplicacdo que a cada g € G associa um operador linear inversivel
II(g) : V — V de modo que as seguintes condigoes sejam satisfeitas:

1. I(g)II(h) = II(gh), Vg, h € G.
2. II(e) = 1.
3. M(g~!) =T(g)"% Vg € G.

Acima, e é a unidade de G e 1 o operador identidade agindo em V. O item 1 afirma que uma representagao ¢ um
homomorfismo de G no grupo GL(V') dos operadores lineares inversiveis de V em V. Comentamos que as propriedades
dos itens 2 e 3, acima, derivam da propriedade 1 (como é o caso para homomorfismos de grupos. Vide comentérios &
pégina 152), tendo sido colocadas aqui apenas por énfase.
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Podemos também, equivalentemente, dizer que uma representacao de um grupo em um espago vetorial V' é uma agao
a esquerda de G em V por meio de operadores lineares inversiveis.

e A representacgao trivial

A representacio que associa todo g € G ao operador identidade em V', ou seja, tal que 7(g) = 1, Vg € G, é denominada
representacao trivial.
o Intertwiners

Seja G um grupo e V;, Va5 dois espagos vetoriais (sobre o mesmo corpo) onde atuem duas representagoes de G: II; e
II,, respectivamente em V; e V5. Um operador U : Vi — V5 tal que

Ulli(g) = M2(g)U ,

para todo g € G, é dito ser um operador de entrelagamento de II; e II,. Operadores de entrelacamento sdo mais
frequentemente denominados intertwiners.

Voltaremos a falar sobre intertwiners quando tratarmos do importante Lema de Schur, adiante.

e Representagoes equivalentes

Duas representagoes I1; e IIs de um mesmo grupo G, agindo em espagos vetoriais V; e Va, respectivamente, sao ditas
ser representagoes equivalentes se existir um operador linear inversivel U : V3 — V3 tal que

Ulli(g) = Il2(g)U

para todo g € G, ou seja, se II; e Iy possuirem um intertwiner inversivel.

E muito facil mostrar que a equivaléncia de duas representagdes é uma relagao de equivaléncia (no sentido usual) e que,
portanto, a classe de todas as representagoes de um grupo pode ser quebrada em classes de representagoes equivalentes.
Um grupo pode ter vdrias representagoes distintas (e inequivalentes) em um mesmo espago vetorial.

E. 23.1 Ezercicio. Seja G = (R, +) e V = R*. Mostre que

1 =z 10 cosx —senr
Ti(z) = , Ta(x) = e R(z) :=
0 1 z 1 senr  cosT

z € R, sdo trés representacdes de G. Mostre que T} e T5 sdo equivalentes (sugestio: tome U = (9 1)). Mostre que R e T1 (ou Ts)
ndo sdo equivalentes (sugestio: se o fossem, veja o que ocorreria para x = 2m). Ll

e Subespagos invariantes

Seja G um grupo, V um espago vetorial e II uma representagao de G em V. Um subespaco W de V é dito ser um
subespago invariante por II se II(g)w € W para todo w € W e todo g € G, ou seja, se [I(G)W C W.

Qualquer representacao possui sempre pelo menos dois subespagos invariantes: aquele formado apenas pelo vetor
nulo W = {0} e aquele formado pelo espago todo W = V. Esses subespagos invariantes sao ditos triviais.

E. 23.2 Ezercicio. 1. Mostre que a representa¢io 7', definida acima, tem um subespago invariante de dimensdo 1, a saber, o
subespaco formado pelos vetores da forma (&), a € R. Mostre que nenhum outro subespago de dimensio 1 de R? é invariante por
Ti. 2. Mostre que a representacdo 75, definida acima, tem um subespa¢o invariante de dimensdo 1, a saber, o subespago formado

pelos vetores da forma ({;), b € R. Mostre que nenhum outro subespaco de dimensdo 1 de R? é invariante por T>. 3. Mostre que a
representagdo R, definida acima, ndo tem nenhum subespago invariante n3o-trivial. &

E. 23.3 Ex

jo. Verifique que as expressdes abaixo definem representacdes de G' = (R, +) em V = R* e identifique seus
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subespacos invariantes.

1 2 0 0 1 =z 0 0 cosT —senx 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 senr  cosT 0 0
Ih(z) = , Ia(z) = , Ma(z) =

00 1 =z 0 0 cosr —senxw 0 0 cosT —senx

0 0 0 1 0 0 senxr cosz 0 0 senr  cosx

e Representagoes irredutiveis

De grande importancia é o conceito de representagao irredutivel de um grupo G em um espago vetorial V. Uma
representacao II de um grupo G' em um espago vetorial V' é dita ser irredutivel se os seus unicos subespagos invariantes
forem os triviais.

Uma representagao que nao é irredutivel é dita ser redutivel.

E. 23.4 Ezercicio. Mostre que as representacdes T e T, definidas & pagina 1262, sdo redutiveis. Mostre que a representacdo R,
também acima, é irredutivel. o+

Vamos supor que V seja um espago de dimensao finita, digamos n > 2, e que II seja uma representagao de um grupo
G em V que possua um subespago invariante nao-trivial W (ou seja, IT é redutivel). Seja m (com 0 < m < n) a dimensao
de W. Entao, é possivel encontrar uma base em V' tal que II(g) possui a representagao matricial em blocos

(g) =
0 m(g)
para todo g € G, onde 71 (g) é uma matriz m x m, m3(g) é uma matriz (n—m) x (n—m), e ¢(g) é uma matriz m x (n—m).
Mostrar isso é bem simples, basta representar cada v € V em uma base ey, ..., e,, onde €; ..., e, formam uma base
de W. Faga-o!

O seguinte exercicio revela uma propriedade importante dos blocos 7 e 7a:

E. 23.5 Exercicio. Mostre que 71 e 2 definidos acima sdo também representacies de G. Para tal, mostre que, como II(g)II(h) =
1L(gh) para todos g, h € G, entdo valem m;(g)mi (k) = m (gh), ma(g)ma(k) = ma(gh) e m (9)$(R) + $(g)ma(k) = B(gh). "

Uma representacao IT de um grupo G em um espago vetorial de dimensao finita V' é dita ser uma representagao
totalmente redutivel se for redutivel e se V' puder ser escrita como uma soma direta de subespagos invariantes por II:
V=Vi®- - &V Em tal caso, II(g) pode ser escrita em uma base conveniente na forma de blocos

para todo g € G, onde cada m;(g) é uma representacao de G agindo no espago invariante V; de II. Em um tal caso
podemos escrever II na forma II = 71 & --- @ 7, (vide a nocao de representagao soma direta a pagina 200. Vide, em
particular, a defini¢io (2.106)).

Particularmente importante é a situagao em que II é totalmente redutivel e cada 7; é irredutivel. Em tal caso dizemos
que II é uma representa¢ao mazimalmente redutivel, ou ainda uma representacao completamente redutivel.

E. 23.6 Ezercicio. Sejam as representacdes T} e Th definidas 3 pagina 1262. Mostre que 71 e T n3o s3o totalmente redutiveis. *
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E. 23.7 Ezercicio. Sejam as representacdes Iy, II> e II3 definidas & pagina 1262. Mostre que II; e II; sio totalmente mas nio
maximalmente redutiveis. Mostre que IT3 é maximalmente redutivel. Ed

As defini¢oes acima, de representacoes totalmente e maximalmente redutiveis, podem ser estendidas ao caso de
representagoes em espagos de dimensdo nao-finita (notadamente, a espagos de Hilbert separdveis), mas nao faremos
uso dessas nogoes em nosso tratamento inicial, restringindo-nos ao caso de dimensao finita. Nesse contexto, a seguinte
proposic¢ao é importante:

Proposigao 23.1 Seja V um espago vetorial complexo de dimensao finita, dotado de wm produto escalar (-, -), e seja I
uma representagio de um grupo G por operadores unitdrios (em relagio a esse produto escalar). Entao, ou I € irredutivel
ou € mazimalmente redutivel. [m}

Para provar essa proposi¢ao, vamos antes demonstrar o seguinte lema, o qual tem importancia por si s6, como veremos
mais adiante.

Lema 23.1 Seja V' wm espago vetorial complexo, dotado de um produto escalar (-, -), e seja Il wma representagdao de
um grupo G por operadores unitdrios (em relagio a esse produto escalar). Se W é um subespago invariante por 11, entdo
seu complemento ortogonal W= (em relacio ao produto escalar) também o é. [m}

Prova. Como II é unitdria, vale TI(g)* = TI(g)~! = II(g~') para todo g € G. Seja w’ € W+ e w € W. Entdo, para
qualquer g € G
((g)w', w) = (w', T(g)*w) = (w', Mg~ w) = 0,

pois H(g’l)w € W, j& que W é invariante, e w’ é ortogonal a todo elemento de W. Como w é um elemento arbitrério de
W, isso mostrou que II(g)w’ € W+ para todo g € G, e para qualquer w’ € W+, provando assim que W ¢ invariante. B

Prova da Proposi¢do 23.1. Se Il é unitéria e é redutivel, entdo V' possui um subespago invariante nao-trivial V; e, pelo
lema acima, Vo = VlL é também invariante. Logo, II é totalmente redutivel, V =V, @ V5 e Il = m; @ ma. Agora, é facil
ver que cada m; é também uma representagao unitaria (justifique!). Assim, podemos aplicar a mesma conclusao a cada
m; e, se m; for redutivel, podemos tornar a quebrar o subespago V; em subespagos invariantes ainda menores e 7; em uma
soma de representacoes unitdrias menores. Como a dimensao de V' é finita, esse procedimento terd for¢osamente um fim
e cada representagdo menor a que se chegar serd forgosamente irredutivel. |

E. 23.8 Ezercicio. Mostre que as mesmas conclusdes valem para representacdes ortogonais em espagos vetoriais reais. £l

O Lema 23.1 possui um outro coroldrio relevante ao contexto de representages unitérias em espacos de Hilbert!.
Corolario 23.1 Seja V um espago de Hilbert complezo, dotado de um produto escalar (-, -), e seja Il uma representagio
de um grupo G' por operadores unitdrios (em relagdo a esse produto escalar). Se W € um subespaco invariante por II,
entao seu fecho W também o é. [m}

Prova. Pela Proposicio 39.2, pagina 2116, tem-se W = (T/t’i)L4 Pelo Lema 23.1, W é um subespago invariante por IT
e pelo mesmo Lema 23.1, (Wl)i também o é. n

e Representagoes irredutiveis para operadores

Um outro conceito importante é o seguinte. Uma representagao II de um grupo G' em um espago vetorial V' é dita ser
uma representagao irredutivel para operadores se possuir a seguinte propriedade: os tnicos operadores lineares A : V. — V'
tais que vale

All(g) = II(g)A

para todo g € G sao da forma A = A1, ou seja, sao miltiplos da identidade.

1Espagos de Hilbert sio estudados no Capitulo 39, pagina 2109.
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Podemos nos perguntar: qual a relagio entre essa nogao e a de representagao irredutivel? Vamos demonstrar adiante
os seguintes fatos:

1. Em um espaco de Hilbert, toda representagao unitaria que seja irredutivel para operadores é também irredutivel.

2. Toda representagao irredutivel complexa de dimensao finita é irredutivel para operadores.

Virias das consequéncias mais importantes da teoria das representagdes de grupos sao extraidas dessas observagoes.
Como vemos, ambas as afirmagoes juntas dizem-nos que, para representagdes unitdrias e em espagos de Hilbert de
dimensao finita (de particular interesse na Fisica Quéntica), os conceitos de representagio irredutivel e representagao
irredutivel para operadores sao coincidentes. Esse fato é importante por diversas razoes. Uma delas é prética: por
vezes, a maneira mais ficil de se demonstrar que uma dada representagio unitaria e de dimensao finita de um grupo é
irredutivel e provar que a mesma é irredutivel por operadores.

Vamos comegar demonstrando a afirmacao 1, a qual formulamos na seguinte proposicao:

Proposicao 23.2 Seja I1 uma representa¢io unitdria em um espago de Hilbert complezo H. Se Il é irredutivel para
operadores, entao Il € também uma representacao irredutivel. [m}

Prova. Vamos supor que W seja um subespago invariante por II. Pelo Corolario 23.1, pdgina 1264, podemos supor que
W é fechado. Seja P o projetor sobre W. Entéao, pelo Teorema da Decomposi¢ao Ortogonal, Teorema 39.2, pagina 2115,
1 — P é o projetor sobre W=, que é também invariante, pois IT é unitéria. E evidente que, para cada z € 3 vale

(g)Pz = Pll(g)Pz,
pois II(g) Pz € W. Por outro lado, como z = Pz + (1 — P)z, entao
Pll(g)x = PII(g)Px + PI(g)(1 — P)x = PII(g)Pz,

pois PTI(g)(1 — P)x = 0, j4 que W+ é invariante. Comparando-se, concluimos que II(g) Pz = PII(g)z para todo z € H
e todo g € G, ou seja,
Ii(g)P = PIl(g)

para todo g € G. Porém, como II é irredutivel para operadores, isso s6 é possivel se P = AM. Como P? = P, tem-se
A =0ou X =1. No primeiro caso P = 0, no segundo, P = 1, ou seja, no primeiro caso W = {0} e no segundo W = .
Ora, isso diz precisamente que II é irredutivel. |

e O Lema de Schur

Vamos agora passar & demonstragao da afirmagio 2 da pdgina 1265, acima. A mesma é consequéncia (Coroldrio 23.3,
abaixo) de um lema algébrico de grande importancia: o chamado Lema de Schur?.

Lema 23.2 (Lema de Schur) Se II; e Iy sdo duas representagoes irredutiveis de um grupo G em espagos vetoriais
ndo-triviais® Vi e Va, respectivamente, e A: Vi — Vo é um intertwiner de I1y e Ila, ou seja, Ally(g) = Ia(g)A para todo
g € G, entao ou A € bijetor ou A =0. o

Prova. Sejam Ker (A) := {z € Vi| Az = 0} e Ran(A) := {y € Va|y = Az para algum 2 € V;}, o nicleo e a imagem
de A, respectivamente. E facil ver que Ker (A) e Ran (A) sdo subespagos invariantes de IT; e Iy, respectivamente. De
fato, se z € Ker (A4) tem-se Az = 0. Logo, AIl;(g)z = II2(g9)Az = 0, provando que II; (g)z € Ker (A) para todo g € G,
ou seja, Ker(A) ¢ invariante por II;. Analogamente, se y € Ran(A), temos que y = Az para algum z € V. Assim,
I3(9)y = My(g9) Az = All1(g)x € Ran (A), mostrando que Ran (A) ¢ invariante por II,.

Pelas hipdteses do lema, II; e II; sdo irredutiveis e sé possuem subespagos invariantes triviais. Podem, portanto,
valer apenas os seguintes quatro casos:

2Issai Schur (1875-1941). O trabalho original de Schur ¢ Issai Schur “Neue Begrundung der Theorie der Gruppencharaktere”, Sitzungsbe-
richte der Kéniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 406-432 (1905).
3Um espago vetorial é dito nao-trivial se ndo for composto apenas pelo vetor nulo.

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 23 1266/2825

1. Ker (A) = Vi e Ran (4) = Va.
2. Ker (4) = {0} e Ran (4) = V4.
3. Ker (A) = V4 e Ran (4) = {0}.
4. Ker (4) = {0} ¢ Ran (4) = {0}.

Os casos 1 e 4 sdo impossiveis: se Ker (A) = V} ndo se pode ter Ran (A) = V5 (pois se Ker (4) = Vi, entdao Ran (A4) = {0});
se Ker (4) = {0} ndo se pode ter Ran(A4) = {0} (pois se Ran(A) = {0}, entao Ker (A4) = Vj). Assim, podem valer
apenas os casos 2 e 3. No caso 2 tem-se que A é bijetora. No caso 3, tem-se que A = 0. |

O Lema de Schur tem vdrias consequéncias importantes que listamos nos coroldrios que seguem. Ele sera também
usado de forma crucial na demonstra¢ao do importante Teorema de Peter-Weyl, Teorema 23.5, pagina 1277.

Corolario 23.2 Sejam Vi e Va espacos vetoriais ndo-triviais complezos de dimensdo finita, e sejam IlI; e Iy duas
representagoes irredutiveis de um grupo G em Vi e Va, respectivamente. Seja A: Vi — Vo € um intertwiner de I1; e Ilo,
ou seja, Alli(g) =Il2(g)A para todo g € G. Se A for bijetor, entio A e tinico, a menos de multiplica¢io por escalar. O

Prova. Se A ¢é bijetor, entdo a dimensao de V; ¢ igual a de V5 e A pode ser visto como uma matriz quadrada. Seja
B um outro intertwiner de II; e IT,. Entdo, para qualquer A € C tem-se (AA — B)II;(g) = IT2(g)(AA — B). Portanto,
pelo Lema de Schur, Lema 23.2, ou AA — B é nulo ou é inversivel. Afirmamos, porém, que podemos escolher A de
modo que det(AA — B) = 0. De fato, como A possui inversa, temos AA — B = A(/\]l - A’IB) e vale det(AA — B) =
det(A)det (A1 — A™'B). Agora, det(A) # 0, mas det (A1 — A™!B) é um polinémio ndo-nulo em A (o polinémio
caracteristico da matriz A~'B) e polindmios sempre tém raizes complexas. Se escolhermos A como uma dessas raizes,
teremos que a matriz AA — B nao serd inversivel e, portanto, serd nula e valerd B = \A. |

Corolario 23.3 Se Il é uma representagao irredutivel complexa de dimensdo finita de um grupo G, entao 11 € irredutivel
para operadores. [m]

Prova. Seja A tal que All(g) = II(g)A para todo g € G. Sabemos também que 1II(g) = II(g)1, trivialmente. Pela
unicidade afirmada no Coroldrio 23.2, A = \1. |

A afirmagdo do Coroldrio 23.3 possui uma extensao importante para representagoes em espagos de Hilbert.

Corolario 23.4 Seja H um espago de Hilbert complezo e seja I1 uma representacao irredutivel de um grupo G por
operadores limitados agindo em 3. Seja A : H — H wm operador limitado e agindo em H que satisfaca ATl(g) = II(g)A
para todo g € G. Entao A = A1 para algum X € C. o

Prova. Temos trivialmente que 11I(g) = II(g)1 para todo g € G. Logo, para qualquer A € C, vale também (A—A1)II(g) =
II(g)(A — A1) para todo g € G. Pelo Lema de Schur, Lema 23.2, ou A — A1 = 0 ou A — A1 ¢ bijetor. Mas se escolhermos
A no espectro de A (que é ndo-vazio. Vide e.g., Proposigao 40.37, pdgina 2210), isso nao seria possivel. Logo, para um
tal A € 0(A) vale A = A1 | ]

Outro coroldrio 1itil é o seguinte:

Corolario 23.5 As representagoes irredutiveis complexas de dimensao finita de um grupo Abeliano sao unidimensionais.
[m]

Prova. Se G é Abeliano e II uma representacao de G, vale II(h)II(g) = II(g)II(h) para quaisquer g, h € G. Assim, se II
¢ irredutivel complexa e de dimensao finita, segue do coroldrio anterior que II(h) = A(h)1, ou seja, II(h) é uma matriz
diagonal com A(h) na diagonal. Como II ¢ irredutivel, a dimensao do espago s6 pode ser igual a 1. |
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A afirmagao do Corolario 23.5 néo é necessariamente valida no caso de representacdes irredutiveis reais de dimensao
finita de um grupo Abeliano: o grupo SO(2) tem representagoes irredutiveis reais que nao sao unidimensionais. Por

exemplo, aquela que define o préprio grupo SO(2): R(¢) = ( °(#) ~sen(@) € (—m, @.
plo, aquela q préprio grup ¢

sen(¢) cos(¢)

e Exemplos de representagées irredutiveis de grupos Abelianos

E. 23.9 Ezercicio. Mostre que as representacdes irredutiveis complexas de dimens3o finita do grupo Zn, N > 2, sdo

2mik
Ik(a) = exp( i;; a) s

WE€EZn, k=0,,... N—1. *

E. 23.10 Ezercicio. Mostre que as representa¢des irredutiveis, complexas, continuas e de dimens3o finita do grupo SO(2) sdo
Mp(¢) = exp (ipd),
€0, 2m), pe Z. 3

E. 23.11 Ezercicio. Mostre que as representacdes irredutiveis, complexas, continuas e de dimens3o finita do grupo (R, +) sio
II.(z) = exp(zz) ,
zeR, z€C. £

E. 23.12 Ezercicio. Mostre que as representacdes irredutiveis, unitdrias, continuas e de dimens3o finita do grupo (R, +) sdo
I (z) = exp (ikz) ,
zeR, keR. £l

E. 23.13 Ezercicio. Mostre que as representacdes irredutiveis, complexas, continuas e de dimens3o finita do grupo (R, -) sdo
M.(z) = exp(zIn(z)) =: a*,
reRy, z€C. o+

E. 23.14 Ezercicio. Mostre que as representacdes irredutiveis, unitdrias, continuas e de dimens3o finita do grupo (R4, -) sdo
Mi(z) = exp (ikIn(z)) = ™
reRs, kER. *

23.2 Meédias Invariantes. A Medida de Haar

Seja G um grupo finito e seja f : G — € uma fungio que a cada elemento g do grupo associa um nimero complexo f(g).
Podemos definir a média de f em G por
u(f) = #G > fg

9€G
onde #G ¢é o numero de elementos de G.

Essa nogao de média de uma fungao em um grupo finito possui algumas propriedades importantes. Seja h um elemento
fixo mas arbitrério de G e definamos as funcdes f£(g) := f(hg), fi(g) := f(gh) e f(9) = f(g~'). Entdo, vale que para
qualquer h € G

u(fi) = u(fih) = wlfY = p(f),
ou seja, a média é invariante por multiplicagao a direita ou a esquerda por elementos de G ou pela inversao do argumento
de f.
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E. 23.15 Ezercicio. Mostre isso! L

Note-se também que a média acima foi normalizada de modo que se f(g) = 1 para todo g € G, entao u(f) = 1. Por
fim, note-se também que a média acima ¢ positiva: se f > 0, entdao u(f) > 0. Fora isso, se f > 0 e u(f) = 0, entdo
f(g) =0 para todo g € G.

Grupos finitos nao sao os dnicos a possuir médias invariantes positivas. Vamos a alguns exemplos. Para o grupo
SO(2) podemos definir
1

uh) = o [ g0

caso a integral seja finita. E fdcil ver que as propriedades de invariancia observadas no caso de grupos finitos sao validas
aqui também, inclusive a normalizagao e a positividade. Para o grupo (R, +) podemos definir

_ /,Z f(x)da

caso a integral seja finita. Como se vé essa média é positiva, invariante por translagoes f(z) — f(z 4+ y) e pela troca do
argumento da f por seu inverso: f(z) — f(—z), em analogia ao caso de grupos finitos. Note-se, porém, que essa média
nao pode ser normalizada, pois o grupo nao é compacto. No caso do grupo (Z, +) a média invariante é dada por

> fm)
meZ

caso o somatorio infinito seja convergente.

Outro exemplo é o grupo (R4, -). Aqui a média invariante é

caso a integral seja finita.
E. 23.16 Ezercicio. Mostre que essa média € invariante pelas transformacgdes f(z) — f(zy), y € Ry, e por f(z) — f(1/z). *

Novamente, note-se que essa média nao é normalizada, pois Ry nao é compacto.

Podemos nos perguntar: quais grupos possuem médias invariantes positivas como nos exemplos acima? Uma resposta
parcial foi dada por Haar*. O teorema de Haar afirma que se G é um grupo compacto, entio existe uma medida de
integragao du(g) em G, denominada medida de Haar, tal que se a média

= /Gf(g)du(g)
/ 1(9)dulg / f(hg)duy / Fgh)dug / g™ V)dulg

para todo h € G. Fora isso, a média é normalizada: fG du(g) =1 e positiva: se f > 0, entao fG fdp > 0 sendo que se
f>0e [;fdu=0,entdo f(g) =0 para quase todo g € G.

¢ finita, entao tem-se

O Teorema de Haar pode ser parcialmente estendido a grupos localmente compactos (como (R, +) e (R4, -)): Se G
é localmente compacto existem medidas positivas de integragio du®(g) e du(g) em G tais que

/f Y (g /thdu /f (67)du“(9)
/f (g /fghd# /f (5 )du(g) ,

4Alfréd Haar (1885-1933).
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para quaisquer h € G. Ou seja, existem uma medida invariante & esquerda e uma outra invariante a direita. Em
alguns casos essas medidas u¢ e u¢ coincidem (por exemplo, para grupos Abelianos), mas tal nem sempre é o caso para
grupos nao-Abelianos. Um fato importante, que nao demonstraremos aqui, ¢ que no caso de grupos compactos a medida
invariante & esquerda e a medida invariante & direita também coincidem.

No caso de grupos apenas localmente compactos as duas medidas podem ser distintas e nem sempre podem ser
normalizadas. O seguinte exercicio ilustra esses fatos.

E. 23.17 Ezercicio. Mostre que o conjunto de todas matrizes reais da forma m(a, b) := (3%), coma > 0 e b € R, forma um
grupo com relagdo ao produto usual de matrizes. Esse grupo, que denotaremos por GG, é ndo-Abeliano, ndo-compacto mas localmente
compacto. Verifique que m(a, b)m(z, y) = m(ax, ay + b) e que m(x, y)m(a, b) = m(ax, zb + y).

Seja f : G — R uma fungio continua e de suporte compacto que denotaremos por f(m(w, y)) sendo (z, y) € (0, o0) x R. Defina

peh) = [ [T rme) e = [ st )

z
Mostre que pc(f) é invariante 3 esquerda pela acdo de G e que pq(f) é invariante a direita, ou seja, mostre que

Rl dx dy R dx dy
[ i(mta ) = ey eque [ [T (e mmea ) EE = i)
o0 Jo T —o0Jo T
para toda m(a, b) € G. Sugestdo: constate e use o fato que o determinante Jacobiano da transformacdo (z, y) — (az, ay + b) vale
a?, enquanto que o determinante Jacobiano da transformagio (z, y) — (ax, zb+ y) vale a.
Do exposto acima vé-se que para o grupo em questdo a medida invariante a esquerda, que na parametrizagdo usada é dada por
di—fﬂ, difere da medida invariante a direita, que na mesma parametrizacdo é dada por %& *

Na presente versao destas Notas nao nos estenderemos no estudo da medida de Haar. O estudante é convidado
a procurar os cldssicos do assunto (p. ex. [356]: “The Haar Integral”, de Leopoldo Nachbin®. Vide também [217]-
[218]). Como veremos, a medida de Haar de grupos compactos desempenha um papel muito importante no estudo das
representagoes dessa classe de grupos. A construcio da medida de Haar especificamente em grupos de Lie é mais simples,
vide e.g., [509].

23.3 Representagoes de Grupos Compactos

Nessa se¢ao trataremos de alguns aspectos mais profundos de representagdes de grupos compactos e, para tal, alguma
familiaridade com nogoes de Topologia, com a teoria dos Espagos de Hilbert e com a teoria dos operadores compactos é
requerida.

e Representagoes de grupos topolégicos em espacos de Hilbert separaveis

Seja G um grupo topoldgico e seja IT : G — GL(H) uma representagiao de G em um espago de Hilbert separdvel .
Aqui, GL(H) denota o grupo dos operadores lineares inversiveis agindo em H. O produto escalar em H serd denotado
por (-, -)4¢, ou simplesmente por (-, -), e a norma por || - ||s¢, ou simplesmente por || - ||. Vamos no que segue considerar
apenas representagoes por operadores limitados em .

Dizemos que II ¢ uma representagao fortemente continua se para cada g € G e todo u € H valer ||[TI(g)u—1II(¢")ul — 0
sempre que ¢’ — g. Mais tecnicamente, isso significa que para cada g € G e todo u € H vale que para cada € > ( existe
uma vizinhanca Ny . 3 g tal que [|II(g)u — II(¢')ul| < € para todo g’ € Ny ..

No que segue trataremos quase exclusivamente de representacoes que sejam fortemente continuas e, como usual,
denotaremos por [|II(h)| a norma operatorial® de II(h) com h € G.

e Representagoes limitadas

Uma representacao IT : G — GL(3) é dita ser uma representagdo limitada se sup e |[I(g)]| < oo. Um fato que
nos serd relevante é que se G for compacto e II fortemente continua, entao II é uma representacao limitada. Isso sera

5Leopoldo Nachbin (1922-1993). Vide http://www.dmm.im.ufrj.br/doc/nachbin.htm
6A nogao de norma operatorial de um operador agindo em um espago de Banach ou de Hilbert é introduzida na Secdo 40.1, pagina 2157.
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estabelecido no Coroldrio, 23.6, logo abaixo. Faremos uso do seguinte lema sobre grupos localmente compactos, o qual
possui interesse por si sé:

Lema 23.3 Seja G um grupo topoldgico localmente compacto e seja 11 : G — GL(H) wmna representagio de G por
operadores limitados inversiveis em um espaco de Hilbert separdvel H. Assumamos também que I1 seja fortemente
continua.

Seja g € G e seja Cy uma vizinhanga compacta de g. Entdo, eriste uma constante finita Ko, > 0 tal que
W < Ke,

para todo h € Cy. o

Prova. Seja g € G e seja Cy uma vizinhanga compacta de g. Parau € 3, defina-se O = Oy, ¢, := {II(h)u, h € Cy}. Como
Cy ¢é compacto e IT é fortemente continua, segue (do Teorema 32.5, pagina 1603) que O é um subconconjunto compacto
de H e é, portanto, limitado (vide Teorema 32.11, pdgina 1611). Logo, o conjunto de operadores 8 := {II(h), h € C,}
tem a propriedade que para cada u € H existe uma constante finita M, > 0 tal que ||H(h)u,H < M, para todo II(h) € 8.
Pelo Teorema de Banach-Steinhaus, Teorema 40.6, pagina 2175, existe M finito tal que HH(h)H < M para todo II(h) € 8.
Essa constante M ¢é a constante K¢, do enunciado, ela depende apenas da vizinhanga compacta Cj escolhida. |

23.3.1 Representagoes de Grupos Compactos em Espacgos de Hilbert Se-
paraveis
Para representagoes de grupos compactos em espagos de Hilbert separdveis, tema no qual focaremos agora, vale o seguinte:

Coroldrio 23.6 Seja G um grupo topoldgico compacto e seja Il : G — GL(H) uma representagao de G por operadores
limitados inversiveis em um espago de Hilbert separdvel H. Assumamos também que Il seja fortemente continua. Entao,
1T é uma representacao limitada, ou seja, existe uma constante finita K > 0 tal que ||1'[(g)H < K para todo g € G. (]

Prova. Use-se o Lema 23.3 tomando-se Cy = G. ]

e Equivaléncia com representagdes unitarias

Seja G um grupo compacto e seja p sua medida invariante. Vamos supor que II seja uma representa¢ao de G por
operadores limitados em um espago de Hilbert complexo H no qual esteja definido um produto escalar (-, -). Vamos
supor também que I seja fortemente continua.

Com o uso de IT e dy podemos definir em H um outro produto escalar (-, -) u» que denotaremos simplificadamante
por (-, -)¢, por meio da expressao

(@, v = / <H(9)x-, H(y)y> dulg)
G
z, y € H. (Recorde-se que para um grupo compacto vale [ du(g) = 1).

E. 23.18 Ezercicio. Prove que essa expressao de fato define um produto escalar em . A (nica dificuldade estd em provar que
(z, ), = 0 se somente se = 0. £

Denotemos por || - [|¢ a norma em H definida pelo produto escalar (-, -)5:

[l

2 = /p HH(g)rH2du(g),

e demonstremos a seguinte afirmacao:
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Lema 23.4 A norma || - ||¢ e a norma original do espaco de Hilbert, | - ||, sdo equivalentes. Logo, H ¢ também um
espago de Hilbert em relag¢do ao produto escalar (-, »)G, (]

Prova. Das hipéteses e do Coroldrio 23.6, pagina 1270, que existe constante &K > 0 tal que HH((}) H < K paratodo g € G.
Logo, para z € K,

lelly = [ [ auto) < &2 ol [ duta) = 12 1a?. (2.1
Por outro lado, temos que |z|| = H]’[(g’l)l'l(g)wH < H]’[(g’l)” H]’[(g)zH < K”H(g)mH. Logo, pela positividade da
medida i, \
[ (et = 52ape] ) autar < o.
Assim,

loll? = /G lel? dulg) < K* /G Ioye]|” duto) = £t (23.2)

Em (23.1) e (23.2) estabelecemos que para todo x € H vale K|z < |lz[|¢ < K ||z||, provando que as normas || - || e
|| || sdo equivalentes. |

O fato mais importante sobre esse produto escalar é o seguinte: para todo h € G e todos z, y € H valem

<1'I(h)wﬁ H(h)y>c = (z, ¥)g e <w, H(h,)y>c = <H(h’l)w, y>

o
E. 23.19 Ezercicio. Prove a primeira relagdo usando a invaridncia da medida p. Prove a segunda usando a primeira. "

Essas igualdades afirmam que, no espago de Hilbert complexo H com o produto escalar (-, -), cada II(h), h € G, &
um operador unitdrio. Como consequéncia, vale a seguinte afirmagao:

Proposigao 23.3 Seja G um grupo topoldgico compacto e seja Il : G — GL(H) uma representagio de G por operado-
res limitados inversiveis em um espago de Hilbert complezo separdvel H. Assumamos também que I seja fortemente
continua. Entao, I1 € equivalente a wma representagao unitdria. [m}

Essa ideia de se modificar o produto escalar em H da forma acima explicitada de modo a transformar IT em uma
representacao unitdria é conhecida como truque de Weyl.

e O operador de Peter-Weyl

Vamos agora definir e estudar propriedades de um objeto que nos serd til no estudo de representagoes de grupos
compactos que imediatamente faremos. Trata-se do operador de Peter-Weyl (também denominado operador de Weyl).
Esse operador foi introduzido e analisado na referéncia citada na nota-de-rodapé 11, pagina 1276.

Teorema 23.1 Seja G um grupo topoldgico compacto e seja II : G — GL(H) wma representagio de G por operadores
lineares limitados em um espago de Hilbert complexo separavel H. Assumamos também que 11 seja fortemente continua.

Para cada y € H, defina-se o operador linear W,, : H — H, denominado operador de Peter-Weyl, por

Wy = [ (o, o) Moy dute) . = € (233)

(Que esse operador estd definido para todo x € H decorre facilmente da hipdtese de II ser uma representagdo limitada e
G compacto). Entao, valem as sequintes afirmagoes:

1. W, € limitado.

2. Wy € autoadjunto: W, = Wy.
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3. Wy € um operador de Hilbert-Schmidt” .

4. Para todo h € G e todo y € H vale IL(h)W, = Wyll(h’l)*, Se 11 for uma representagdo unitdria, isso diz que
k)W, = W,,H(h).

5. Para y # 0 tem-se W, # 0. [m]

Demonstrag¢do. Prova do item 1. J& vimos (Coroldrio 23.6, pagina 1270) que, sob as hipéteses, existe K > 0 tal que
HH(q)” < K para todo g € G. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

Wyal| < / [(1g)y. «)| 19| dutg) < K|y /G [mo)s]| el duto) < &2[lo]*la

Dai, vale [W, | < K[|y|*.

Prova do item 2. Para z, 2’ € H, tem-se

@ W) = [ (o). ) (o' Wah) auta) = [ (o' ey, ) duto)

= </ <U(y)y7 1'>H(g)y du(g), Jo> = (W' ,z) .

Como isso vale para z, ' € I} arbitrdrios, mostramos que W, = Wy.

Prova do item 3. Para z € H, vale

Wyl = Wy, Wya) = [ [ (100, ) (0, =) (10009, 10}y ) o)

= [ [ (@ =) (o 1) (0. W) ) dt)

Seja {z,, n € N} uma base ortonormal completa em H. Temos, para M € IN,

M
D IWya?
n=1

M . .

n; /G ‘/G <H(g)y7 r><l H(h)z/> <H(h)z/, H(g)y> dp(h) dp(g)

- [ (AZ:I (Mg 2, ) (. H<h>y>> (11(hy, 1(g)y) dia(h) du(g)
/C/C (i <H(y)y7 zn><Jan H(h)y>> <H(h)yv H(g)y> dp(h) dp(g)

n=1
oM
/G /(J ; <H(9)y~, $r,;,><;cm H(h)y>

Para a definigio da nogio de operador de Hilbert-Schmidt e suas propriedades, vide Secio 40.10.2, pagina 2327.

IN

(). To)y)| du(h) du(o) - (23.4)
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Agora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para somas finitas,

M

>~ (Wow. @ )(zn, Thy)

n=1

M N2 M 2\ 2
(3= o w)f) (S5 )f) < o]

sendo que na tltima passagem empregamos a desigualdade de Bessel, expressao (39.40), pdgina 2127. Portanto, re-
tornando com isso a (23.4), usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e usando que HH(h)‘ < K para todo h € G,

temos
Syt < [ o] o] (o

Isso mostra que limp; ;o0 Zﬁil [l Wy, ||? existe e estabelece que W, é um operador de Hilbert-Schmidst.

Llg)y)| du(h) dulg) < K* y]*-

Prova do item 4. Usando a invariancia da medida p temos, para todo = € H,
oW,z = [ (M. =) 1 duto) = [ (Wohy. =) (ko duto)

ook /G<1T(h’1g)yv 1‘>H(g)y du(g) = /G<U(y);l/-, H(h”)*:l=>ﬂ(y)y du(g) = WyII(h™") .

Provando que II(h)W, = WyH(h’l)*. Se II for uma representagio unitaria, isso diz que II(h)W, = W,II(h).
Prova do item 5. Pela definigao (23.3) tem-se

(y, Wyy) = /J{H(y)y, y>|2 du(g) - (23.5)

Agora,

(T(e)y, y>| =(y, y) > 0, se y # 0. Como II é fortemente continua, existe uma vizinhanga da unidade e

onde ‘<H(g)y, y)‘ ¢ estritamente positiva. Isso implica que o lado direito de (23.5) é estritamente positivo e, portanto,

(y, Wyy> > 0, mostrando que W, nao é o operador nulo. |

Ainda sobre o operador de Peter-Weyl, no caso de representacoes unitarias temos o seguinte resultado relevante:

Proposigao 23.4 Seja G wm grupo topoldgico compacto e seja II : G — GL(H) wma representagio de G por operadores
unitdrios em um espago de Hilbert complexo separdvel H. Assumamos também que II seja fortemente continua.

Seja Wy: H — H o operador de Peter-Weyl definido em (23.3) com y # 0. Pelo Teorema 23.1, pdgina 1271, W,
é autoadjunto e é de Hilbert-Schmidt e, portanto, é também wm operador compacto (Proposicio 40.100, pdgina 2335).
Consequentemente, seu espectro pontual op,(W,) € um conjunto contdvel de R e cada autovalor nao-nulo é finitamente
degenerado.

Como W, # 0 (pois y # 0), a,(W,) \ {0} € nédo-vazio, pois { — [|[Wy|l, Wy} N op(W,) # 0. Denotemos por
{Mn, k€ ]N} = 0,(Wy) \ {0} o conjunto dos autovalores nao-nulos de W, e convencionemos que Ao = 0 se este for
também autovalor de W,.

oo

O espago de Hilbert H decompée-se em uma soma direta de subespagos ortogonais H = Hy & @%k>, onde
k=1

Ho = Ker (W,) € o subespago dos autovetores de W, com autovalor 0 e H;. = Ker (A\y1 — W,) € o subespago dos

autovetores de W,, com autovalor \,. Cada Hy com k > 1 tem dimensdo finita e Ho pode ter dimensao infinita. O
oo

subespago @?{k € nao-trivial, pois o,(Wy) \ {0} € ndo-vazio.
k=1
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Por fim, cada subespago Hy, k € WNo, € invariante pela a¢io da representagdo II. (]

Prova. As primeiras afirmagoes sao consequéncia de resultados gerais sobre operadores compactos: Teorema 40.36, pagina
2295, e Teorema 40.38, pdgina 2299.

Vamos agora provar que cada subespaco Hy, k € INg, ¢ invariante pela agao da representacao II. Seja ¢ € Hy.
Naturalmente, Wyt) = Artp. Como II é unitdria, sabemos pelo item 4 do Teorema 23.1, pagina 1271, que W, II(h)
II(h)W, para todo h € G. Logo, II(h)W,1) = W,II(h)y e, portanto, W,II(h)y = A\eII(h)i), estabelecendo que II(h)1)
Hj, para todo h € G, ou seja, estabelecendo que cada Hy, k € Ny, é invariante pela agao de II.

| NoWl

e Representagoes irredutiveis de um grupo compacto

Chegamos agora a um resultado importante sobre representagoes irredutiveis de grupos compactos em um espaco de
Hilbert: elas sdo de dimensao finita!

Teorema 23.2 Seja G wm grupo topoldgico compacto e seja Il : G — GL(H) uma representacio de G por operado-
res limitados inversiveis em um espago de Hilbert complezo separdvel H. Assumamos também que 11 seja fortemente
continua. Entdo, sell for irredutivel, 11 € de dimensao finita. [m]

Comentdrio.A hipétese de compacidade, acima, é importante. O grupo de Heisenberg, por exemplo, nao admite representacoes unitarias de
dimensao finita em espagos de Hilbert, pois a dlgebra de Heisenberg ndo pode ser representada por operadores lineares autoadjuntos limitados
em espacos de Hilbert. Vide Nota & pagina 1097. L)

Prova do Teorema 23.2. Aqui, seguimos proximanente [40]. Como vimos, podemos sem perda de generalidade considerar
que II é unitéria. Nesse caso, o item 4 do Teorema 23.1, pagina 1271, informa-nos que II(h)W, = WyH(h) para todo
h € G, onde W, (para y € H) ¢ o operador de Peter-Weyl, definido em (23.3). Pelo Coroldrio 23.4, pigina 1266, isso
implica que W, = A(y)1. Nossa primeira tarefa é obter informacdes sobre A(y) das quais extrairemos a conclusao sobre
a finitude da dimensao de K.

E claro que para todo = € H tem-se

Ao, 3) = (@ Wye) = [ (W) o) (o Mo aute) = [ (1. =) duto)

Em resumo,

el = [ [, =) duta) (23.)

E claro por essa expressdo que Ay) > 0. Agora, temos também

W) lll* = /GKH(y)y‘ 1=>(2du(g) = /G|<Jo H(g)y>‘2d#(y) =y /GKL H(y’l)y>|2du(y)

unitariedade (23.6)
= [ o ntora) duta) = [ |(t@)e, o) aute) =z Il

Do fato que A(y) ||z]|? = A(z) ||y||? para todos z, y € I concluimos imediatamente que para todo z € H vale A(z) = |z||?
para alguma constante & > 0. Com Az) = kl|z||?, (23.6) fica

el = [ (@), =) duta) (23.)

Tomando-se z = y e [|z|| = 1 em (23.7), temos

K = /GKH(g)z, z>’2du(g)4 (23.8)
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2
. L P Lo P 2
Disso segue que x > 0, pois o integrando KH(g)z, 1>| é ndo-negativo, é continuo e assume em g = e o valor |(z, z)|” = 1.

Se {x,, n=1, ..., M} é um conjunto ortonormal em I, teremos por (23.7)

- /GKH(Q)M, zk>‘2d,u(g), (23.9)

para todo k € {1, ..., M}. Logo,

Mk = i/GKlI(g)zl, zk du{(] /Z‘ II 9)1, zk d;L / HII 11‘ du(g) = |ja1]?> = 1.
n—1

(23.10)
A desigualdade indicada com “{”, acima, segue da desigualdade de Bessel, expressio (39.40), pagina 2127. Concluimos
disso que M < 1/k, demonstrando que nao pode haver no espaco de Hilbert H onde II é irredutivel um conjunto
ortonormal com mais que k= < oo elementos, estabelecendo que J tem dimenséo finita. |

-1
Nota. Se a dimensdo de H{ for exatamente M, entdo toda (23.10) é uma igualdade e temos M = k~! = (IG |<H(g)x, 1>‘2 d;L(g)) para
qualquer = € H com ||z = 1. &

O seguinte corolario é crucial para o que segue:

Coroldrio 23.7 Seja G um grupo topoldgico compacto e seja Il : G — GL(H) uma representagao de G por operadores
unitdrios em um espago de Hilbert complezo separdvel 3. Assumamos também que I1 seja fortemente continua. Entao,
existe um subespago de dimensao finita, nao-trivial, X de H onde II age unitdria e irredutivelmente. O complemento
ortogonal X+ é um subespaco invariante por 11 ¢ em K+ também age unitariamente. [m}

Prova. Sabemos da Proposicao 23.4, pagina 1273, que ao menos um dos subespagos de dimensao finita H; com k > 1 é
nao-trivial. Seja 3; um tal subespaco e seja P; o projetor ortogonal sobre 3;. Sabemos da mesma Proposicao que H;
¢ invariante por II. Segue facilmente disso que II(g)P; = P;II(g) = P;II(g)P;. Defina-se IL;(g) := II(g) P;. E fécil checar
que II; ¢ uma representagao de G em H;, pois II;(g)IL;(h) = P;II(g)II(h) P; = P;II(gh)P; = I1;(gh) e I1(e) = P;.

Em verdade, TI; é uma representagao unitaria de G em 3(;, pois se 1, ¢ € H; temos para todo g € G' que
(I(9), Wi(9)e) = (Wg)Pw, W(g)Pig) = (9w, L(g)) = (¥, 9),
pois II é unitaria.
Como H; tem dimensao finita, temos pela Proposigao 23.1, pagina 1264, que II; ou é irredutivel ou maximalmente

redutivel. Em qualquer caso, IT; é uma soma direta finita de representagdes unitarias irredutiveis de G e, portanto, existe
um subespaco de dimenséo finita X de H; (e, portanto, de H) onde II; (e, portanto, IT) age unitdria e irredutivelmente.

Como X ¢ invariante por II, seu complemento ortogonal X+ também o é e em X+ também age unitariamente (pelo
Corolério 23.1, pagina 1264).

Reunindo os resultados acima, temos a seguinte consequéncia importante, a qual diz-nos que, no caso de grupos
compactos, as representagoes irredutiveis unitdrias de dimensao finita sdo os tijolos com os quais se constroem todas as
representagoes:

Teorema 23.3 Toda representagdo unitdria fortemente continua Il de um grupo compacto G em um espago de Hilbert
separdvel H é uma soma direta contdvel de representagoes unitdrias irredutiveis de dimensdo finita. [m}

Comentdrio. Grupos nao-compactos podem nao admitir nenhuma representagao unitaria de dimensao finita. Tal é o caso do grupo de Lorentz
préprio ortécrono JI (que é apenas localmente compacto, mas nao é compacto), tal como discutimos na Secdo 23.6, pagina 1290. Vide
Proposicao 23.7, pagina 1292.

Prova do Teorema 23.4. Sabemos do Corolério 23.7 que existe um subespago de dimensao finita nao-trivial X em 3 onde
11 age irredutivelmente e unitariamente. Seu complemento ortogonal X é igualmente invariante e nele IT também age
unitariamente.
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Seja M a soma direta contavel de todos os subespagos de dimensao finita de H onde II age unitaria e irredutivelmente.
Pelas consideragoes acima, sabemos que M # {0}. E claro que II age unitariamente em M e como M ¢é invariante por
TI, seu complemento ortogonal M+ também o é (pelo Coroldrio 23.1, pagina 1264). Mas ML é fechado e, portanto, é
também um espago de Hilbert separavel, é invariante por II e nele II age unitariamente. Logo, se M+ # {0} temos
pelo Coroldrio 23.7 que existe um subespago de dimensédo finita nao-trivial £ em M* onde II age irredutivelmente e
unitariamente. Isso contraria a hipétese que M é a soma direta de todos os subespagos de dimensao finita de H onde II
age unitdria e irredutivelmente. Logo, devemos ter M+ = {0}, o que implica que M = H. |

Juntando o Teorema 23.3 & Proposigao 23.3, pagina 1271, temos também:

Teorema 23.4 Toda representacio fortemente continua de um grupo compacto G por operadores limitados inversiveis
em um espago de Hilbert complexo separdvel é equivalente a uma soma direta contdvel de representacoes unitdrias
irredutiveis de dimensao finita. [m}

Notar que o teorema acima, pelo Coroldrio 23.5, padgina 1266, afirma que toda representagao fortemente continua
de um grupo compacto Abeliano G por operadores limitados inversiveis ¢ equivalente a uma soma direta contdvel de
representagoes unitarias de dimensao 1.

23.4 O Teorema de Peter-Weyl

Um dos resultados mais profundos da teoria de representagdes de grupos compactos é um teorema sobre a ortogonalidade
de suas representagoes irredutiveis unitarias de dimensao finita, o qual, em vdrios aspectos, generaliza o célebre Teorema
de Fourier® da Andlise Harmoénica (vide Teorema 37.12, pégina 1967). Como veremos, esse teorema, devido a Peter? e
Weyl!?, é também em parte um coroldrio do Lema de Schur.

O estudante iniciante deve ser informado que evocaremos em algumas das demonstragoes que seguem resultados sobre
espacos de Hilbert e sobre a teoria dos operadores compactos, os quais podem ser encontrados no Capitulo 39, pagina
2109, e na Segao 40.8, pagina 2279. Demonstracoes semelhantes do Teorema de Peter-Weyl podem ser encontradas
em diversos textos, como [40], [357] ou [441]. A maioria das demonstragoes segue mais ou menos proximamente a
demonstracao original'' de Peter ¢ Weyl.

e A representagao regular a direita

Em diversos resultados anteriores constatamos a qualidade especial de representagoes unitarias e fortemente continuas
de um grupo compacto G. H4 uma representacio especifica que possui essas duas propriedades e que assume um papel
importante no estudo de representagoes de grupos compactos, a chamada representacao regular a direita.

A chamada representacio regular a direita de G em L?(G, du) é definida por
(R(g) w)(h) = w(hg) s (23.11)
para g € G e ¢ € L%(G, dp). E elementar constatar que R é uma representacio: para cada g1, g2 € G e ¥ € L3(@, dp),
(Rl (R(g2)¥)) () = (R(92)6)(hgr) = ¥ (hgrg2) = (Rignge) ¥)(h) ,
)-

ou seja, R(g1)R(g2) = R(g192). Além disso, é ficil verificar que R é uma representagio unitaria. De fato,

(= [ o) d =" [ GG o) dungs 2 [ SR 0(0) din

G

e /G(R(y’l)w)(h) o(h) dun = <R(y’1)w, ¢>m<c, = <R(g)’1w, o>L2(G= »

8 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

9Fritz Peter (1899-1949).

10Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).

1A referéncia original é F. Peter and H. Weyl, “Die Vollstindigkeit der primitiven Darstellungen einer geschlossenen kontinuierlichen
Gruppe”, Math. Ann. 97, 737-755, (1927). doi:10.1007/BF01447892
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para todos 1, ¢ € L*(G, dpu), estabelecendo que R(g)~ = R(g)* para todo g € G e, portanto, que R é unitéria.

R é também fortemente continua. Para provar essa afirmacio temos que estabelecer que para todo 1 € L%(G, du)
e para cada € > 0 existe para cada ¢’ € G uma vizinhanca aberta Ny, . o de ¢’ tal que ||R(g)1L' - R(g’)@e“)“LQ(G 4y <€
sempre que g € Ny, . . Como R é unitéria, isso equivale a estabelecer que para todo ¢ € L?(G, dp) e para cada e > 0
existe uma vizinhanga aberta Ny, ¢ . = Ny, . da unidade e € G tal que ||1ZJ - R(g)w”m(c_ 4y < € sempre que g € Ny, e.

Em verdade, como os operadores R(g) sao limitados (por serem todos unitérios) é suficiente provar isso para elementos
¥ € L*(G, du) que sejam fungdes continuas, pois C(G, C) (o conjunto das fungdes complexas continuas em G) é um
conjunto denso em L?(G, du). Seja, portanto, 1 € C(G, C). Temos que

[ — R(g)v|

LG = /C (k) — (hg)[? duh) -

Como 7 ¢ continua e G é compacto, 1) é também uniformemente continua (vide, e.g., [40] ou [357]). Dessa forma, para
cada € > 0 podemos encontrar uma vizinhanca aberta V. do elemento neutro em G tal que se restringirmos g a V,, teremos
‘v‘)(h) — dr(hg)‘ < € para todo h € G. Como p uma medida positiva e finita, com fG dp =1, concluimos que para g € V.
vale H’L/} — R(g)w”L?(G ) < e. Isso provou que R é fortemente continua. Faremos no que segue uso importante dessas
propriedades do opera}ior R quando provarmos o Teorema de Peter-Weyl, especialmente a parte do mesmo referente a
propriedade de completeza.

e O Teorema de Peter-Weyl

Dentro da colecdo de todas as representagdes unitdrias de dimensdo finita de um grupo compacto (ou finito) G
podemos estabelecer uma relagao de equivaléncia, como ja observamos, dizendo que duas representagoes sao equivalentes
se possuirem um intertwiner inversivel. Podemos tomar em cada classe um representante I1* e formar assim uma cole¢ao
{II*, « € A}, de todas as representagoes unitdrias de dimensao finita nao-equivalentes entre si do grupo compacto (ou
finito) G. Acima, A designa o conjunto de indices que rotulam as representagoes.

Cada II* age em um espago vetorial complexo V,,. No que segue designaremos por d, a dimensao de V.

O importante teorema de Peter e Weyl afirma que A é um conjunto contdvel e, mais importante, afirma que os
elementos de matriz I1*(g);;, i, j = 1, ..., da, sdo ortogonais entre si em rela¢ao ao produto escalar definido pela medida
de Haar do grupo compacto (ou finito) G. Mais que isso, elas formam uma base ortogonal completa no espago de Hilbert
separdvel L2(G, du) das fungdes complexas definidas em G e de quadrado integrével em relacdo & medida p.

Teorema 23.5 (Teorema de Peter-Weyl) Seja G = {II*, a € A} a cole¢io de todas as representagies unitdrias
irredutiveis de dimensao finita ndo-equivalentes entre si de um grupo compacto (ou finito) G. Seja du a medida de
Haar de G. Entao, A é um conjunto contdvel. Além disso, sejam 11%(g)i;, i, j = 1, ..., do 0s elementos de matriz da
representacao 11*. Entao, valem as relagoes de ortogonalidade

— 1
/ (g)i; T (g)m du(g) = 7~ 0ag dik S - (23.12)
G a

Por fim, as fungées II*(g)ij, o € A, i, 5 = 1,..., do, formam uma base ortogonal completa no espago de Hilbert
L2(G, du). Com isso, todo elemento f € L*(G, du) pode ser escrito na forma

do,
flo) = > 3 fam(g, (23.13)
a€el i, j=1
onde

o= da/GH"(g)i] f(g) dulg) -

A convergéncia do lado direito de (23.13) se dd no sentido da norma de L*(G, du). Finalmente, vale a identidade de

Parseval'?: .
, 1o
/\f(g)l2 du(e) = >_ = > 151, (23.14)
G [

i, j=1

12Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836). Parseval deduziu esta identidade no contexto das séries de Fourier (que correspondem
aqui ao caso do grupo SO(2) ~ U(1)) e transformadas de Fourier em 1805.
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para toda f € L*(G, du). u}
As relagoes acima afirmam que as fungoes I1%(g)qj, i, j = 1, ..., do s@o ortogonais em relacdo ao produto escalar

definido pela medida de Haar. No caso de G ser um grupo finito devemos substituir fG dp — #—lc >
por exemplo, as relagoes de ortogonalidade ficam

geq» de modo que,

1 - 1

re] S T (g); WP (9 = i 0ap dik Ot - (23.15)
geG

No que segue apresentaremos a demonstragao para o caso de grupos compactos, sendo o caso de grupos finitos um mero

caso particular.

Prova do Teorema 23.5. Parte I: ortogonalidade. Apresentaremos primeiramente uma demonstragao das relagoes de
ortogonalidade (23.12), demonstragio essa que como veremos faz uso elegante do Lema de Schur.

Seja Elh3] a matriz dy x dg tal que seu elemento de matriz ab seja (E["j])ab = 0ia0jp. Aquii € {1,...,da} e
je{l, ..., dg}. Considere-se a matriz
AR [ e BRI (g) duty)
el

= / % (g)" EM1 1P (g) dpalg) -
a
Usando as propriedades de invariancia da medida dpu, ¢é facil provar que
o (h) A3 = Al 118 ()
para todo h € G. (Ezercicio!). Pelo Lema de Schur, ou A7l = 0 ou Al 7] ¢ inversivel. No caso de termos o # 3,

sabemos, por construcao, que II* e TI# sdo inequivalentes. Portanto, nesse caso temos forcosamente Al* 7] = 0. Isso
obviamente implica que todos os elementos de matriz de Al 7 sio nulos, ou seja,

o= (40), = B[ (50), Wt

Z/ 11%(g)4, Sirdu 1% (g)w dpa(g)
k117G

= [ 1@ @) duto)
G

[ T @ s duto)
G

Note que essa relagdo vale para o # 8 mas 4, j, a, b arbitrdrios. Isso provou (23.12) para a # 3.

Vamos agora tratar o caso em que a = . Nesse caso, como vimos, I1*(h) Al gl = Alb 3] T1%(h) para todo h € G.
Aqui Al* 7] sdo matrizes d, X dy. Pelo Coroldrio 23.3, Aldl = Al©711. Vamos determinar as constantes Al 7. Por um
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lado, tomando-se o trago de Al" ] tem-se Tr(A[” 1y = d, A>3l Por outro lado, pela definicio de Al 7] tem-se

)
t(ae) = [ (0o BV 0) dudo)

(
= /Tr(n“(g)n‘*(g*l)E”'“) dulg)
(

= Jy /G dy(g)

pois Tr (E[”]]) = d;j. Logo,

>
=
I

1

0

Assim,
gt = AR = [ () BT g) duty).
b G

Considerando-se o elemento de matriz ab de ambos os lados da ultima expressao, tem-se

1
——0ij0ab = e (g)t, (E®) 1 d
a, iddab LZ;/C (9)an ( )kl (9)w du(g)

> /G 0 (g)2 83050 TI* (9)us ()

- L 1% (g)5, T ()0 diu(g)

= [ T 1 @) duto)
JaGa

Isso prova (23.12) para o = 3, completando a prova das relagoes de ortogonalidade. Passamos agora & demonstracao da
completeza!® e, para tal, necessitamos de uma defini¢io e de um lema.

Paraa € A, seja H* o subespago de dimensdo d? de L*(G, du) gerado pelas fungdes v/do 11(g)ij, 4, 5 =1, ..., dq. As
relages de ortogonalidade (23.12), anteriormente provadas, dizem-nos que H* pode ser escrito na forma da decomposi¢ao
ortogonal de subespagos H* = H* 1 @ ... @ H* 9= onde H* ¥ ¢ o subespaco de dimensdo d, de L?(G, du) gerado pelas

funcoes v/do I1*(g)rj, j =1, ..., do. O seguinte fato é relevante para o que segue:
Lema 23.5 Cada subespago H"* ¢é invariante pela agdo da representagio regular a direita R. [m}
Prova do Lema 23.5. Sem perda de generalidade, fixemos um k € {1, ..., da}. Sejam os elementos de H* ¥ definidos por

£(9) = €M) = VaaT%(g)y,  j=1, ..., da.

Pelas relagoes de ortogonalidade (23.12), anteriormente provadas, temos que <§77 5;”)“(0_ aw = 0j1 para todos j, | €
{1, ..., du}. Podemos representar cada elemento f € H** na base de H** definida pelos vetores &,5=1, ..., da,
por

do
Fh)y = >, £y ).
j=1

13No restante da demonstragio do Teorema de Peter-Weyl seguimos proximamente [40], com corregdes e adaptagdes.
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Logo, a agdo de R(g) em H*" é dada por,

do da do
(RN = D& N(R@E) 0 = (& N hg) = D€ VAT (ho)s
=1 =

Jj=1
do do do do
=Y (& NHVda (Z - (iL)k,,nﬂ(gm) =2 | oM@ (&5 £) | &2 (23.16)
j=1 a=1 a=1 \j=1
Isso claramente mostra que cada H* ¥ é invariante pela acdo da representacdo regular a direita R. |

A demonstracao do Lema 23.5 tem o seguinte corolério:

Corolario 23.8 Seja G = {II*, a € A} a cole¢ao de todas as representagées unitdrias irredutiveis de dimensdo fi-
nita nao-equivalentes entre si de wm grupo compacto (ou finito) G. Entdo, cada elemento de G é equivalente a uma
subrepresentacao de R, ou seja, R contém todos os elementos de G como subrepresentagoes.

Como R € unitdria, fortemente continua e age em um espago de Hilbert separdvel, concluimos do Teorema 235.3,
pdgina 1275, que A é contdvel. m}

Prova do Corolédrio 23.8. Sem perda de generalidade, fixemos um k € {1, ..., do}. A relagio (23.16) mostra que
cada subespago H*'* é invariante pela acdo da representagio regular & direita R. Logo, R(g) restrita a H** ¢ uma
(sub)representacio de G. Por fim, vemos também de (23.16) que a acio de R(g) restrita a H** é equivalente & acdo da
matriz 11%(g) nas componentes de cada vetor de H* ¥ na base {f}’ (9) := Vo 11%(g)1; }, pela transformagio <§7, ) —

e 11 (g)ag (£5, 1)- m

Podemos agora completar a prova do Teorema de Peter-Weyl, Teorema 23.5.
Prova do Teorema 23.5. Parte II: completeza. Tratemos agora da questao da completeza e suas consequéncias.
Como vimos, o conjunto P = {\/daI1*(g)ij, i, € {1, ..., da}, & € A} é um conjunto ortonormal em L(G, dp).

Seja g := span (P), o fecho em L?(G, du) da varredura linear de P, ou seja, o fecho do conjunto de todas as combinagdes
lineares finitas de elementos de P.

Pelo Lema 23.5, acima, Hy ¢ invariante pela acao da representagao regular a direita R definida em (23.11). Como R
é uma representacdo unitdria, isso implica que Hg é igualmente invariante pela acio da representacio regular a direita
R.

De acordo com a defini¢do de conjunto ortonormal completo (vide Capitulo 39, pagina 2109), desejamos demonstrar
que Hg = {0}. Tentaremos uma demonstragao por absurdo, supondo Hg # {0}. Seja ¢ € Hg, com ¢ # 0. Defina-se

Wg) = /F 3 (Rig)6) (1) dun

Trata-se claramente de uma funcao continua em G e podemos facilmente verificar que ¢ € I}Cﬁ. De fato, temos

vy = [ TG vy = [ TG, ( [ 7 (r@)o) ) duh) iy

- LW (/FW (R(9)9)(h) dug> dn |

onde, na ultima passagem, usamos o Teorema de Fubini para trocar a ordem das integrais. Agora, usando a invariancia
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da medida p, temos

/G T (g) (R(9))(h) duy = / T(g)y o(hg) dpg 2= / (b 1g),, 0l9) din-1, = / (b g),, 6lg) duy

do

zna / T1%(g)a; ¢(9) dpty = ZH“ / T (g)aj () dug = Y11 (M)ai (13, 6) =
G a=1
pois <H;¥ﬁ d>> =0, j& que ¢ € Hg. Isso mostra que <H;‘], Lei'> = 0 para todos & € A e todos i, j € {1, ..., da}, provando
que também temos v € Hg.
Isto posto, definimos agora a funcao
elg) = (g +v(g7") (23.17)

e o operador linear
ENG = [ elah™) ) dmn.  f LG aw).

Como ¢ é continua, = é um operador compacto. Vamos estabelecer alguns fatos adicionais sobre o operador compacto

1. = é autoadjunto, pois, para todos f1, fo € L?(G, du),

1, Ef2) /f1 =f2)(9) dpg /Gm(/cgo(gh’l)fg(h) d/m) dpsg
= [ (L F@eton an) o am = [ ([ ot sta) oy ) 10 i

- /G I () dun = G, fo) -

Acima, na quarta igualdade, usamos o fato que ¢(g) = Lp(g’l) para todo g € G, como se vé da definigao (23.17.)
A mudanga de ordem de integragao na terceira igualdade usa novamente o Teorema de Fubini.

II. Para todos a, i, j, vale
EIf = 0. (23.18)
De fato,

h L’l —
(zm5)(0) = / (gh™") T (h)y dyun "% 7 /GWL) e (h"g),; dun
G

do do

1 (/G p(h) I (h71),, dun) (), = > (/Gmw(h) duh) 1 (g),, -

a= a=1

Agora, para todos a e b vale

/ T () () dun = / T () (k) dyo + / Mo (), o (h=1) dyu,
G G JG

O primeiro termo ¢ nulo, pois é igual a (I1%, 1), mas ¢ € Hg, como j& vimos. O segundo termo também é nulo,
pois

/ 10 (k) o (h ") dpn "2 / e (h™1) (k) dun = / T (B)patp(h) dp = (TI5,, ¥) = 0,
G JG G

também pois 1) € Hg . Isso demonstrou (23.18).
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III. = e a representagio regular a direita R comutam. De fato, para g € G e f € L*(G, dpu),

(R(g)Ef)(h) = (Ef)(hg) = /pw(hgil)f(s‘) dpg =7 /w(hs*l)f(sg) dps

= [t (@) die = (2R
estabelecendo que R(g)= = ZR(g) para cada g € G.

Pela defini¢io de 1, tem-se 1)(e) = ||¢||> > 0, por hiptese. Logo, ¥ é ndo-nula (por ser continua) e, portanto,
Z é um operador nao-nulo. Por ser compacto e autoadjunto e nao-nulo, = possui a0 menos um autovalor real, nao
nulo e finitamente degenerado (Teorema 40.36, pdgina 2295). Seja A um tal autovalor nao-nulo e ¥y o correspondente
subespaco de dimensao finita gerado pelos autovetores de autovalor A. Se w € Hy, temos Zw = Aw e, naturalmente,
valerd <Hfj, w> = %{Hfj, Ew) = §<E 117, w> =0, o que estabelece que Hy C Hg.

Como Z e R(g) comutam, H, ¢é invariante pela a¢io da representacio unitdria R. A restri¢do de R a H ¢ unitdria
e de dimensdo finita e, portanto, é ou irredutivel ou maximalmente redutivel (vide Proposicao 23.1, pagina 1264). Seja
}Cf C Ky um subespago invariante nao-nulo onde R age irredutivelmente. A restri¢ao de R as fungdes de f}ff define,
portanto, uma representacao unitdria irredutivel e de dimensao finita de G. Essa representacio, que denotaremos por
D deve ser equivalente a um dos elementos de G, pois G é a colecao de todas as representagoes com tais caracteristicas.
Assim, existe um operador inversivel V tal que D = VII?V~! para todo g € G, com 3 € A.

Seja {fa, a=1, ..., k}, com 0 < k < 0o, uma base ortonormal em ?Cf. Temos que

k
(R(9)fa)(h) = Y Dualg)fo(h)
b=1

Como( (9)fa)(R) = fa(hg), temos que fo(hg) = S5_, Doa(g) fo(h). Tomando-se h = e, temos fa(g) = Sb—, fo(€) Dial(g),
que é uma combinagio linear finita das fungdes Dy, (g), Como D = VIIPV~1, vemos que f4(g ) é também uma com-
binagdo linear finita das fungdes T1%(g )ij- Assim, estabelecemos que 17'(/\ é um subespago de Hy. Isso contradiz o fato
que i}fs C Hy C Hg. Logo, a hipétese de partida, a existéncia de um elemento nao-nulo em g é falsa e estabelecemos
que (H'(Jf ={0}.

Isso demonstrou que P é uma base ortonormal completa em L*(G, dyu). As demais afirmagdes em (23.13) e (23.14)
sao consequéncia imediada de propriedades de bases ortonormais completas, tal como estabelecido no Teorema 39.7,
pagina 2129. Isso completa a demonstragao do Teorema de Peter-Weyl, Teorema 23.5. |

e Carateres e fungoes centrais

Dada uma representagao Il de dimensao finita de um grupo G, define-se o cardter de II como sendo a fungao
K(9) = T(Ng),  geG.
Um fato relevante sobre carateres é a seguinte identidade:
1 -1\ _ -1\ _ -1\ _ -1 _
X (hgh ) = Tr(H(hgh, )) = Tr(H(h)H(g)H(h, )) = Tr(H(h )n(h)n(g)) = n( (g ))

X9
para quaisquer g, h € G. Isso sugere a seguinte defini¢do: uma fungao f: G — C ¢é dita ser central se f(g (

)

vgh™1)
para todos g, h € G. Equivalentemente, podemos definir fungoes centrais como sendo as fungoes tais que f(gh) f(hg)
para todos g, h € G.
E. 23.20 Ezercicio. Mostre a equivaléncia dessas defini¢des. *

Cardteres sdo, portanto, fungoes centrais. Das relagoes (23.12), tomando-se i = j, k = [ e somando-se nesses {ndices,
obtém-se facilmente que os cardteres x® das representagoes irredutiveis unitérias de dimensao finita 11* satisfazem as
seguintes relagoes de ortogonalidade:

/Cx”(y)xa(g) du(g) = dap - (23.19)
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E. 23.21 Ezercicio. Verifique! L

Como consequéncia do Teorema de Peter-Weyl podemos igualmente provar que os cardteres das representagoes irre-
dutiveis unitarias de dimensao finita formam uma base ortogonal no espago de Hilbert das fungdes centrais de quadrado
integravel de um grupo finito ou compacto. Nao apresentaremos a demonstragao aqui. Notemos apenas que no caso do
grupo SO(2) os cardteres das representagoes irredutiveis unitarias de dimensao finita sdo x?(6) = e’ p € Z. Assim,
a afirmacao acima, que os cardteres formam uma base no espacgo das fungdes centrais de quadrado integravel, é nesse
contexto um bem conhecido resultado da teoria das séries de Fourier.

e Classe de conjugagao

Seja G um grupo. Podemos estabelecer uma relagao de equivaléncia em G da seguinte forma. Se z, y € G, dizemos
que x ~ y se existir algum elemento k € G tal que o = hyh~'.

E. 23.22 Ezercicio. Verifique que isso, de fato, define uma relagdo de equivaléncia. o+
As classes de equivaléncia de G por essa relagao sdo denominadas classe de conjugagdao, ou classes de elementos

congugados.

E. 23.23 Ezercicio. Verifique que, em um grupo, a identidade é o dnico elemento de sua classe de conjugagdo. *
O fato importante sobre fungoes centrais e classes conjugadas é a seguinte afirmagao: toda funcao central de um

grupo G ¢ constante nas classes conjugadas de G. A prova é elementar: se x, y pertencem a mesma classe, entao existe

h tal que x = hyh~'. Logo, f(z) = f (hyh’l) = f(y).

Assim, para determinar uma fungao central, como um carédter de uma representagio, por exemplo, basta determinar
seus valores nas classes de conjugacdo. Essa observagao desempenhard um papel abaixo.

e Carateres de grupos finitos

Caréteres desempenham um papel especial no caso de grupos finitos. Se G é finito, as relagoes de ortogonalidade
(como (23.19)) ficam

1 —
el S X DX (9) = das - (23.20)
geG
E. 23.24 Ezercicio. Prove isso a partir das relagdes de ortogonalidade (23.15). £

No caso de grupos finitos, os cardteres possuem uma propriedade de ortogonalidade adicional que é muito til no
estudo de propriedades desses grupos. Vamos apresentd-la.

Se f é uma funcao central de um grupo finito, entao f é automaticamente de quadrado integrével (pois o grupo é
finito) e, pelo teorema de Peter-Weyl, podemos escrevé-la como

FB) = 3 cax®(h) .

agh
onde 1
Ca = Pre Z x“(9)f(g) -
geG
Como tanto x* quanto f sdo constantes nas classes de equivaléncia Cy, k = 1,..., K, de G, podemos escrever essa tltima

expressao como
K
co = #icg#ck)xa(ck)f(ck),

onde #Cj; é o nimero de elementos do grupo que pertencem a classe Cy, e f(C}) é o valor de f em C.
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Assim,

K
) = 3 S #COE TR (Cox (h)

K
= > F(Cw)

k=1

#Ck —
el X“(C‘)Xa(h)}
#G 5N

Tomando h € Cj, teremos

K
£(C5) =D F(Cr)

#Ck ey
e D IPENI( ﬂ

Como [ é arbitraria, segue que

(%) Sv@i©) = o (2821

acA

Essa relagao de ortogonalidade especial tem vérias consequéncias relevantes para o estudo de representagoes irre-
dutiveis unitdrias de grupos finitos. Uma delas é a seguinte:

Proposigao 23.5 Se G € um grupo finito, o nimero de representagoes irredutiveis unitdrias inequivalentes de G € igual
ao numero de classes de conjugacao de G. m}

Prova. Seja G um grupo finito e C, k = 1, ..., K suas classes de conjugagao. Sabemos que as fungdes centrais sao
constantes nas classes de conjugagio e, portanto, vale para toda fungio central f a seguinte identidade

K
flo) = > frdele),
k=1

onde fj é o valor que f assume em C} e

1, segeCy,
dc,(9) =
0, seg¢&C .
Isso significa que o espago vetorial C(G) das fungdes centrais de G tem uma base formada pelas fungoes dc,, k=1, ..., K,

e, portanto, tem dimensao K.

Por (23.20) as fungoes x, a € A, formam uma base ortogonal no espago C(G). Portanto, o ntmero #A de
representacoes irredutiveis de G é menor ou igual & dimensao de C(G), que é K, como acabamos de ver: #A < K.

Por outro lado, (23.21) diz-nos que o espago vetorial de todas as fungoes A — €, o qual tem dimensdo #A (por que?),
possui um conjunto de K fungdes ortogonais, a saber, as fungoes hy(a) = x*(Ck), o € A. Logo, K < #A. Isso completa
a prova que K = #A |

Sob a luz da Proposi¢ao 23.5 podemos reescrever (23.21) como

#Cx
Ye]

K

)Zx“(ck)x“(C]) = Gk, (23.22)

=1

jok=1,..., K.

Outra consequéncia de (23.22) é a seguinte. Tomando-se C; = C} = C1, onde C; é a classe de conjugacao da
identidade, a qual sé possui um elemento, concluimos que

K
> = #G, (23.23)
a=1
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pois x*(C1) = Tr(1%(e)) = da.

Essa curiosa expressao nos mostra uma relagao insuspeita entre as dimensdes das representacoes irredutiveis de G
e a ordem de G. Em muitos casos é possivel extrair informagoes sobre as representacoes irredutiveis do grupo a partir
da mesma. Isso pois (23.23) ndo pode ser satisfeita por quaisquer nimeros inteiros K, d, e #G. Por exemplo, um
grupo que possua 6 elementos e 3 classes de conjugacgao s6 pode ter duas representagoes irredutiveis unidimensionais e
uma bidimensional, pois 6 = 12 + 12 + 22 e ndo h4 outra forma de escrever o niimero 6 como soma de trés quadrados.
Esse, alids, é precisamente o caso do grupo de permutagoes de 3 elementos, S3, o qual possui 6 elementos e 3 classes de
conjugagao (identifique-as!).

E. 23.25 Ezercicio. A (nica outra possibilidade de se escrever 6 como soma de quadrados é 6 = 1% + 1% + 12 + 12 + 12 + 1%, H3
algum grupo que corresponde a essa situagdo? Ele deveria ter 6 elementos e 6 classes de conjugagdo. Mostre que esse tltimo fato implica
que deve ser um grupo Abeliano e, com isso, identifique qual é esse grupo. Constate que o fato de esse grupo possuir 6 representacdes
irredutiveis unidimensionais estd de acordo com o Exercicio E. 23.9, pagina 1267. *

23.5 Representacoes Irredutiveis de Dimensao Finita de SU(2)

Um capitulo importante das aplicagoes da teoria de grupos a Fisica envolve a classificagao das representagoes irredutiveis
de dimensao finita do grupo SU(2). Como esse grupo é compacto (vide Proposicao 21.19, pdgina 1155), é suficiente, pela
Proposigao 23.3, pagina 1271, considerarmos suas representagdes unitdrias irredutiveis de dimensao finita.

Como j& vimos (vide Segao 21.4.4, pagina 1144) que o grupo SU(2) é formado por matrizes da forma U(f, 7j) =
exp (i67 - f), onde 0 € [-27, 27), if € R® ¢ um vetor unitdrio e I, = 0%, onde o) sdo as matrizes de Pauli. As
matrizes Iy, satisfazem [l,, Iy] = i€apcle (adotamos doravante a convencio de Einstein de soma sobre indices repetidos) e
sao autoadjuntas: [} = l,.

E facil concluir que se II é uma representacao de dimensao finita de SU(2), II é da forma
(v, ) = exp (i07-10)) .

onde TI(ly), II(l2), H(I3) satisfazem [II(l,), II(ly)] = deapcll(le). As matrizes II(l,) sdo, por defini¢do, os geradores

’01“)4 Para simplificar um pouco a nota¢io L, = II(l,) e escrevamos,

infinitesimais dos subgrupos uniparamétricos H(e
portanto,

H(U(a ﬁ)) = exp (11677~ I ) , (23.24)
com [Lq, Lp) = i€qpeLe. E importante notar que se TI(g) ¢ unitdria para todo g € SO(3), entdo cada L, ¢ autoadjunta:
L= L,.

E. 23.26 Ezercicio. Justifique! £

e Operador de Casimir
Um fato muito importante, vélido para qualquer representagiao de SU(2) como acima, é que a matriz, denotada por
L?, e definida por
12 = (L) + (L) + (L)’
comuta com todos os trés geradores infinitesimais Lg: [L27 L,] =0, para todo a = 1, 2, 3.

E. 23.27 Egercicio muito importante. Verifique essa afirmagdo. Sugestdo: prove (e use) a identidade [A?, B] = A[A, B]+[A, B]A,
valida para quaisquer matrizes n x n A e B. "

Um operador com essa propriedade, a de comutar com todos os elementos de uma &lgebra de Lie, é dito ser um
operador de Casimir'*. Por um teorema devido a Racah!®, L? é o tinico operador de Casimir para a dlgebra su(2) (os
demais sdo combinagdes lineares de poténcias de L2).

14 Hendrik Brugt Gerhard Casimir (1909-2000).
15Giulio Racah (1909-1965).
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A importancia dos operadores de Casimir é a seguinte. Como L? comuta com cada L,, segue facilmente de (23.24)
que L?TI(g) = TI(g)L? para todo g € SU(2). Assim, pelo Coroldrio 23.3, pagina 1266 (um dos coroldrios do Lema de
Schur), se IT é uma representacio irredutivel, entdo L? deve ser um miltiplo da identidade. Isso abre o caminho para
classificar as representagdes irredutiveis de SU(2): estudando os possiveis autovalores de L?. Em cada subespago formado
por autovetores com um dado autovalor fixo, teremos uma representagio irredutivel.

Essa estratégia ¢ comum a classificac@o e estudo de representagoes irredutiveis de vérios grupos e o leitor verd no que
segue a instancia mais elementar de sua aplica¢ao.

e Autovalores de L? e de L3

Sejam L, a = 1, 2, 3, matrizes complexas autoadjuntas agindo em um espaco vetorial de dimensao finita, satisfazendo
[La, Ly| = i€qpeLe € L? definida como acima. Vamos estudar os possiveis autovalores de L?. E evidente que L? é
autoadjunta e, portanto, que seus autovalores sao reais.

Comecemos mostrando que os autovalores de L? sio niimeros reais nio-negativos. Seja ¥ um autovetor de L? com
autovalor \: L?¥ = \U. Entao,

MU, ) = (U, L) = (U, L3V) + (U, LI0) + (¥, L3V) = (L1 ¥, L1 0) + (LW, LoW) + (Lyl, Ly0) .

Na tltima igualdade usamos o fato que L} = L,. Como (L, ¥, L,¥) > 0, concluimos que A > 0, como querfamos.

Todo nimero A > 0 pode ser escrito na forma A = [(I41) com [ > 0. Por futura conveniéncia, escreveremos doravante
os autovalores de L? na forma I(I 4+ 1) com I > 0.

Recordemos agora o fato'® que, como [L27 Lj] = 0, podemos escolher uma base ortogonal formada por vetores que
sdo simultaneamente autovetores de L? e L3. Denotaremos esses vetores por Wi m, tendo-se LQ\IIL,,, =11+ 1)V, e
L3V, = mVY; ,,. Iremos em breve fazer uso dessa base.

E conveniente definir Ly = Ly + iLy. Tem-se que L4 = L. Como Ly = (Ly + L_)/2 e Ly = (Ly — L_)/(2i),
podemos reescrever as relagoes algébricas [Lq, Lp] = i€qpeLe em termos de Ly e Lz. Obtemos

[Ls, Ly] = *£Li, (23.25)
Ly, L] = 2Ls. (23.26)
Fora isso, valem também
L* = LyL_+L3(Ls—1), (23.27)
L> = L_Ly+Ls(Lz+1). (23.28)
E. 23.28 Ezercicio muito importante. Prove as relagdes (23.25)—(23.28). ES

Vamos usar as relagdes (23.25)—(23.28) para provar varios fatos sobre os autovalores de L2 e Lz. De (23.28) tem-se

LoLithim = [l0+1) = m(m+ V]t = = m)(l+m+ Db - (23.20)
De (23.27) tem-se
Lol tpym = [[0+1) —m(m—1)]tym = (+m)I—m+1)dm - (23.30)
Assim,
(Ytmy LoLythm) = (L—m)(+m+1)[¢r,ml (23.31)
e

¥

(Btms LiLtrm) = (L+m)(l—m+1)|[¢m (23.32)

Porém, como L% = Lz, segue que
(tmy L-Lithim) = (Lithim, Litbim) > 0 e ($um, LoL_thim) = (L-tim, L-tm) > 0.

16Vide Segdo 10.4.1, pagina 540.
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Logo, concluimos de (23.31) e de (23.32) que

l—m)(l+m+1)

v
o

(23.33)

(I +m)(I —m+1) (23.34)

v
o

De (23.33), segue que vale uma das seguintes alternativas

a)l-m>0el+m+1>0,ou

b)yl-m<0el+m+1<0.

No caso b), se somarmos ambas as desigualdades teremos 20 4+ 1 < 0. Isso é impossivel, pois I > 0. Assim, vale a) que,
em particular, diz que m < I. Por (23.34), isso implica [ +m > 0, ou seja, m > —I. Concluimos, portanto, que

-1 <m <. (23.35)
Assim, para cada [, os valores de m nao podem ser maiores que [ nem menores que —I.
Vamos agora provar a seguinte proposicao, que utilizaremos logo abaixo.

Proposigao 23.6 Seja 9im um autovetor de L? e de L3 com autovalores I(l + 1) e m, respectivamente. Entdo, se
Lytym =0 seque que m = l. Analogamente, se L_1; , =0 seque que m = —I. m]

Prova. Se Lyt = 0 segue, evidentemente, que L_Li 1y, = 0. Por (23.29) isso implica (I — m)(l +m + 1) = 0.

Assim, ou m =1 oum = —(I + 1). Esse tltimo caso ¢ proibido por (23.35) e, portanto, m = I. Se L_t;,, = 0 segue,
evidentemente, que Ly L_;,, = 0. Por (23.30) isso implica (I + m)(l —m + 1) = 0. Assim, oum = —loum =1+ 1.
Esse tltimo caso ¢ proibido por (23.35) e, portanto, m = —I. |

Vamos agora prosseguir tentando estabelecer mais alguns fatos sobre os possiveis valores de [ e m. Usando as relagoes
de comutagao entre L3 e Ly, é facil ver que

LsLithim = [Ls, Liltim + LyLathym = (m—+1)Lythym -
Analogamente, usando as relagoes de comutagao entre Lz e L_, tem-se
LsL_tp1m = [L3, L_|thym + L_Lgtym = (m—1)L_tpym, .
Essas duas relagoes dizem-nos que L+, é um autovetor de Lz com autovalor m & 1. Note-se que, como L? comuta

com Ly, tem-se também L2Ly 4y = (I + 1)Laty,,. Assim, aplicar o operador Ly a 1y, aumenta (diminui) de uma
unidade o autovalor de Lz sem alterar o de L?.

Percebemos disso que caso m = [ teremos LsLit; = (I + 1)Lyt o que, em fungdo de (23.35), s6 ¢ possivel se
Lyt = 0. Analogamente, caso m = —I teremos LsL_1); _; = —(l + 1)L_%;, _; o que, em funcao de (23.35), s6 ¢
possivel se L_1);, _; = 0. Junto com a Proposi¢ao 23.6 isso conduz ao

Corolario 23.9 Seja 1y, um autovetor nao-nulo de L? e de L3 com autovalores I(I+1) e m, respectivamente. Entao,
tem-se L1y m = 0 se e somente se m = 1. Analogamente, L_1; ., =0 se e somente se m = —l. m}

Precisamos mostrar que existem autovetores nao-nulos de L com autovalores +I. Certamente existe um autovetor
nao-nulo vy ,, para algum m satisfazendo (23.35). Pelo que vimos acima, L&/’Lm é um autovetor de Lz com autovalor
m + p. Suponhamos que m < [ e seja pgp > 0 o malior inteiro nao-negativo tal que m + pp < I. Entao, m +po +1 > [,
o que implica que 0 = (L+)p°+11,/)lym =L (L+)p°¢‘l<m4 Pelo Corolario 23.9, isso implica que ou (L+)p°z[)l,m é nulo ou
¢é autovetor de Lz com autovalor I. Se py = 0, entdo v, # 0, por hipétese. Se pg > 0, entdo, caso (L+)p°’¢u,m =0,
concluirfamos, também pelo Corolario 23.9, que (L+)p0_12;“)l<m é autovetor nao-nulo de Lz com autovalor [. A repetigao
desse argumento conduz & conclusdo que hd um autovetor nao-nulo de L3 com autovalor [. Analogamente, conclui-se
que existe autovetor nao-nulo de L3 com autovalor —I.
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Estamos agora preparados para chegar a uma importante conclusao sobre os possiveis valores de [, a saber, que ! s6
pode assumir valores inteiros ou semi-inteiros.

Ao aplicarmos repetidamente o operador L, ao vetor nao-nulo v, _; obtemos sucessivos vetores (L+)T’1/;1_4 com
autovalores —l + p de L3. Chegard um momento em que a desigualdade — < m < [ sera violada, ou seja, existe p
+1 . . . . - .
tal que (L+)p 1y, seria o primeiro autovetor de L3 com autovalor maior que [. Como isso é impossivel, segue que

+1, o
(L+)p Y1 =0e (L+)p1/)ly,l deve ser autovetor de Lz com autovalor méximo [. Mas o autovalor de L3 em (L+)pwly,l
é —l+p. Logo —l +p =1, ou seja, 21 = p. Como p é um nimero inteiro, segue que ! é ou um inteiro (caso p seja par)
ou um semi-inteiro (caso p seja fmpar).
Como os autovalores m sao da forma —I + p, para p inteiro, segue que m serd inteiro se [ o for ou semi-inteiro, caso [ o
seja. A conclusdo importante é que os autovalores de L? sio ntimeros da forma I(I + 1) com [ > 0 inteiro ou semi-inteiro.

e Nao-degenerescéncia dos autovalores de L3

Um ponto importante sobre o qual nao discutimos ainda diz respeito a degenerescéncia dos autovalores de L3. Facamo-
lo agora. Como deduzimos acima, se 1., ¢ um autovetor de L? e de L3 com autovalores 1(1+ 1) e m, respectivamente,
entao os 20 + 1 vetores

L) s oor (L) s (L)t oes (L)' " tm (23.36)

sdo igualmente autovetores nao-nulos de L?, com autovalor [(I + 1), e sdo autovetores de L3 com autovalores —I, ..., I,
sucessivamente. Naturalmente, os 2/ + 1 vetores acma sao mutuamente ortogonais, pois L3 é autoadjunto.

Vamos agora supor que ¢ ,, seja um outro autovetor nao-nulo de L? e de L3 com autovalores [(I + 1) e m, respecti-
vamente. Podemos, sem perda de generalidade, supor que ¢y ,, é ortogonal a 1 ,,,. Pelos mesmos argumentos, os 21 + 1
vetores . .

m —m
(L) " btms ooy (L=)btms Otms (La)btms - (Ly) " im (23.37)
sdo igualmente autovetores nao-nulos de L2, com autovalor [(I + 1), e sdo autovetores de L3 com autovalores —I, ..., I,
sucessivamente.

Sejam U e V os subespagos (20 + 1)-dimensionais gerados pelos vetores (23.36) e (23.37), respectivamente. Afirmamos
que U e V sao subespagos mutuamente ortogonais. Como autovetores de autovalores distintos de Lz sao ortogonais (pois
L3 é autoadjunto), é suficiente provar que

() s (L) Oum) =

|
S

paratodo a=0, ..., l+m, (23.38)

e que
<(L+)b1/;l,m, (L+)b¢l,m> =0 paratodo b=0, ..., l—m. (23.39)

Vamos tratar apenas do caso das relagoes (23.38), pois o caso de (23.39) é andlogo. Para a = 0 a afirmagao é ¢bvia, pois
<7,Zu_m, ¢t,m> = 0, por hipé6tese. Procedendo por indugao, suponhamos que tenhamos estabelecido que

(L) s (22) m) = 0.
Teremos, usando que (L_)* = L, que
(L) brams (L) 0tm) = (L), LoD (L) )
227 <(L7)a71’¢)t,my (L? - Ly(Ls — 1)) (L—)a4¢t,m>

= [ll+1)—(m—a+1)(m— a)]<(L,)”711/;1_m, (L,)ailol,m> =0.

Na tltima passagem usamos o fato ja discutido que (L,)ailn‘)[qm é autovetor de L? com autovalor I(I + 1) e autovetor
de L3 com autovalor m —a + 1.
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Isso provou (23.38) e a prova de (23.39) é totalmente andloga, estabelecendo que U e V sdo subespagos ortogonais.
Observe-se, porém, que U e V sdo ambos subespacos invariantes pela dlgebra gerada por Ly, Lo e Ls (ou por Ly e
L3). Logo, essa élgebra nao ¢é irredutivel, contrariando as hipdteses. Portanto, os autovalores de L3 sao simplesmente
degenerados em cada representacao irredutivel e (23.36) apresenta todos os seus autovetores respectivos.

e Indexando as representagoes irredutiveis

Como vimos, cada representagao irredutivel de SU(2) é caracterizada por um autovalor de L? e podemos, portanto,
classificar as representagoes irredutiveis de SU(2) pelo indice I: II;, com | € Ny /2. Esse fato é de grande importancia na
Fisica Quantica, pois os nimeros [(I + 1) e m sao associados aos autovalores dos operadores de momento angular total
L? e azimutal Ls.

e Elementos de matriz dos geradores infinitesimais L;, Ly e L3

E possivel fixar a forma dos geradores infinitesimais L, em cada representacao irredutivel II;. Para isso, escolhemos
como base os 2] + 1 vetores ¢, com —I < m < [. Nessa base L3 é diagonal tendo elemento de matriz m na m-ésima
posigao da diagonal. Para obter os elementos de matriz de L; e L, obtemos primeiramente os elementos de matriz de
L. Os mesmos podem ser fixados a partir de (23.31)—(23.32), que dizem-nos que,

|Zstim|® = (=m)I+m+1) = [I(1+1) —m(m +1)] (23.40)
¢ 2

lLtim|” = (+m)I-=m+1) = [II+1)—m(m—1)] (23.41)
para ||[¢ym| = 1. Sabemos que L1y, deve ser miltiplo de ¢,,+1. Com as relacoes acima, podemos convencionar

(fixando os fatores de fase como sendo iguais a 1),

Litm = VI+1) —m(m+1),mi1, (23.42)

Lty = VII+1)—m(m—1) Uy m-1 . (23.43)

Isso fornece a acdo das matrizes L+ na base ;. Escrevendo Ly = Ly &Ly, obtemos também facilmente a acao das
matrizes L; e Ly naquela base. O resultado, incluindo a a¢ao da matriz Lg, é

Litim = %(\/za T w0 1) s + VAT D) =1 b ) (23.44)
Lot = %(\/ LI+ 1) =m(m+1) ,me1 — VI +1) = m(m —1) ’l[)l’mf]) , (23.45)

Lsyym = miim - (23.46)

Com as expressoes acima podemos obter explicitamente os elementos de matriz de Ly, Lo, L3 ¢ L1 na base ¢y ,:

(Wt s Inthrm) = %(W(l +1) —m(m +1) §r a1 + VI + 1) —m(m — 1) 5m/_,m,1) , (23.47)
(bt > Lathim) = 2%(«/1(1 T =t 1) bpeomis = VITF D == 1) dpr,m1) , (23.48)

(tme s Lathim) = MmO, m - (23.49)

E clementar constatar por (23.47)~(23.49) que (Y1.m , La®m') = (Yim » Latim) para cada a = 1, 2, 3 e, portanto,
vale L, = L} para cada a = 1, 2, 3, confirmando que os geradores infinitesimais L, sdo autoadjuntos.

E. 23.29 Ezercicio. Escreva explicitamente as matrizes L1, L2 e L3 nos casos [ = 1/2, | =1 e I = 3/2. Constate que no primeiro
caso obtém-se, a menos de um fator 1/2, as matrizes de Pauli. Compare as matrizes do caso | = 1 com os geradores infinitesimais do
grupo SO(3) dadas em (21.92)-(21.94), pagina 1123. E
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Com as expressoes acima, é até mesmo possivel escrever de modo explicito a forma das representacoes II; (U(G, f]’)) =

exp (7791? E) , para | € INg/2, arbitrdrio, mas nao faremos isso aqui.

23.6 Representagoes Irredutiveis de Dimensao Finita de .,%I

As representagoes unitdrias irredutiveis de dimensao finita do grupo SU(2) obtidas na Se¢ao 23.5, pdgina 1285, permitem
também determinar as representagoes irredutiveis de dimenséo finita do grupo de Lorentz préprio ortéerono fi Tal se
deve ao fato especial — e um tanto inesperado — de a édlgebra de Lie de “Z’J_ decompor-se, na forma como iremos especificar
no que segue, em duas coépias da algebra de Lie de SU(2) e que comutam entre si.

Seja IT uma representacio de dimensao finita do grupo de Lorentz préprio ortécrono ZI em espago vetorial real ou
complexo. Sejam

Ja = 11(da) e m, = I(M,),
a=1, 2, 3, com J, e M, dados em (21.218) e (21.217), respectivamente, e que satisfazem as rela¢des de comutagao

(21.219)—(21.221), pgina 1187, que definem a dlgebra de Lie real é]r(]R,).

As matrizes j, e m,, a = 1, 2, 3, sdo os geradores infinitesimais de rotagoes e boosts, respectivamente, na representagao
H(ﬁl) e compde uma representagao H(lfr (]R)) da algebra de Lie real ZL(]R,), na qual valem as relagoes de comutagao

o Jo] = eabede s (23.50)
[mg, my] = —capcic, (23.51)
o mp] = eqpeme, (23.52)

em concordancia com (21.219)-(21.221), pagina 1187. Acima e adiante adotamos a convencao de somar (de 1 a 3) sobre
indices repetidos. Os elementos da édlgebra de Lie real H([]r (]R)) sao combinacoes lineares da forma arji + Srmy, onde

(a1, g, az, B1, P2, PB3) € R,

Definamos

k, = %(muJﬁ_]a) e n, =

a =1, 2,3, com o que podemos, naturalmente, escrever

(—mg +ija)

N | =

1
Ja = g(ka+na) e m, = (kafna).

E também claro que elementos genéricos da algebra de Lie real H(KL(IR)) podem ser escritos em termos dos geradores
infinitesimais {jo, mq, @ =1, 2, 3}, ou em termos dos geradores infinitesimais {kq, nq, a =1, 2, 3}, pois tem-se

oja + Bamy = (Ba —icvg)ka — (Bp — icp)ny , (23.53)
com (a1, a2, as, fi, B2, B3) € RE.

H4, porém, uma vantagem em se usar os geradores infinitesimais {k,, n,, a =1, 2, 3}. Para encontra-la, considere-
mos a algebra de Lie compleza H(/ﬁl(@)) cujos elementos sdo da forma wyiky, + zxny, com (wy, we, w3, 21, 22, 23) € C5.
A algebra de Lip real H(ZZ(]R)) é a subélgebra real de H(ZK(C)) composta por elementos da forma wiky — wrny, com
(21, 22, z3) € C? (vide (23.53)).

E um exercicio elementar, mas importante (e que recomendamos fortemente ao estudante), verificar a partir de
(23.50)—(23.52) que os geradores infinitesimais {kq, ng, a =1, 2, 3} satisfazem as seguintes relagdes de comutagao:

ko, mp] = 0, (23.54)
ko, k] = icapcke, (23.55)

[, ;] = icgpenc, (23.56)
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validas para todos a, b € {1, 2, 3}. O que constatamos disso é que os geradores infinitesimais {k,, a = 1, 2, 3} ¢ os
geradores infinitesimais {n,, a = 1, 2, 3} geram separadamente duas subdlgebras de Lie complexas de H([Z(C)) , as
quais comutam entre si (por (23.54)) e cada uma delas ¢é isomorfa & complexificagao su(2, C) ~ sl(2, C) da dlgebra de
Lie real su(2) (por (23.55) e por (23.56)).

Os elementos da representagao H(DS,”D sao, portanto, da forma exp (waku) exp ( - anb) com (w1, ws, wz) € C3.

o Representagoes irredutiveis de dimensao finita de !fl

As representacoes irredutiveis de dimensao finita de su(2, €) ~ sl(2, C) sdo as mesmas de sua versdo real su(2) ~ so(3)
¢ que foram estudadas na Se¢ao 23.5, pagina 1285. Elas sao classificadas por um ndmero inteiro ou semi-inteiro nao-
negativo [ € WNo/2 := {0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, ...}. Assim, as representagdes irredutiveis de dimensdo finita de
[Z(C) e as do grupo de Lorentz préprio ortécrono fl silo indexadas por um par (I1, ls) € (No/2) x (No/2). Elas sdo
comummente denotadas por 21 2), com (11, Iz) € (No/2) x (INo/2) e sdo da forma

2 12) (wy | wy, ws) = exp (wakff‘)) exp ( — Wn,(,m) = exp ( - mném) exp (wakf,")) s (23.57)

! P U .
com (wy, wa, w3) € €3, onde denotamos por k&‘) e os geradores infinitesimais das representacoes irredutiveis de

su(2, C) indexados por l; € INg/2 e ly € INy/2, respectivamente.

ném

Adaptando o que aprendemos na Se¢ao 23.5, pagina 1285, podemos explicitar a forma das matrizes k((

As matrizes k,(lt’) agem em um espago vetorial 2/, +1 dimensional C21+1 dotado de uma base ortonormal {1, mys =i <
my < 1y}, sendo que my assume 2; + 1 valores semi-inteiros (caso l; seja semi-inteiro) ou inteiros (caso Iy seja inteiro)
entre —I; e l3. De acordo com (23.47)—(23.49), temos

(\/11(11 +1) =mi(mi +1) Sy my 1+ V0 (1) —ma(m = 1) 5m;,m,71) . (23.58)

lz\) o nl()h)'

1 1
<L/)z].m;, kgl)wz,,m.> =3

, 1
<'¢)l1,m; ; kle])wz..m.> = E(\/Zl(ll +1) =mi(m1 +1) Oy g1 — V(o +1) —mi(my — 1) 5m;,m,71) ,(23.59)

<¢z,_m; , kff”wz,m,> = M1 Oy s (23.60)

sendo que para o operador de Casimir vale

3
(Z (kﬁf‘))2> Yiymy = bl + DY m, -

a=1

Analogamente, as matrizes nEJZ) agem no espago vetorial 2y + 1 dimensional C?2*! dotado de uma base ortonormal

{b12, ms, —l2 < mgo <o}, sendo que my assume 2y + 1 valores semi-inteiros (caso ly seja semi-inteiro) ou inteiros (caso
I5 seja inteiro) entre —ly e lo. Tem-se aqui

’ 1
(Gtamy s 0 00ma ) = 5 (Vi + 1) = malmz + 1) Sy s + v/l + 1) = ma(mz = 1) Ggma1) + (23.61)
(1) , 1 .
<d)12,m’ , Dy @l;.m;> = Z(\/ lo(lz + 1) = ma(ma + 1) Oy myy1 — Vie(lz + 1) — ma(ma — 1) 5,”/2_,"2,1) ,(23.62)

¢ A 5 6
(Gtamy» 02 Bt ) = M2 By s - (23.63)

sendo que para o operador de Casimir vale

3
(Z (ng’”)z) Pamz = la(lo +1)tzm, -

a=1
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Das expressoes (23.58)(23.60) e (23.61)-(23.63) obtém-se imediatamente os elementos de matriz dos geradores infi-
nitesimais de rotagoes de boosts

jnt) = }_(ky\>+nyy>) e minh) = (ky\),nyg), (23.64)
2

mas nao temos necessidade de explicita-los aqui.

e As representagdes irredutiveis de dimensao finita de JAI

A representacio 21 2) | com (ly, ly) € (INo/2) x (INo/2), age no espago €2 +! @ €2+ ~ C@LHD D) que possui
como base ortonormal os vetores 1, m, ® G1y,m,, —l1 <My <y e =l <mag <o,

A representacao 2(0 9 ¢ trivial e associa todo elemento de .jfi a 1. Os primeiros casos de interesse sao as repre-
sentagoes 2(1/2 0 ¢ 9 1/2) que agem em C?. Temos por (23.57) que

220 (wy, wy, ws) = exp (waky/z)) e OV (wy, wy, wz) = exp ( —anil/z)) .
Nesse caso podemos identificar k{2 = nl’? = 4, (o que segue das expressoes (23.58)—(23.60) e (23.61)—(23.63)) e
temos

9(1/2'”)(7111, w2, w3) = exp (wu(ru) e 20 l/2)(11/11, wa, w3) = exp(fﬂab) . (23.65)

Além das representagdes 201 12) com (11, l2) € (No/2) x (INo/2), temos também representagdes obtidas tomando

seu complexo conjugado. Tais representacoes sio denotadas por 21 12),

Mais propriedades das representacoes 2(1/2: 0 9(0.1/2)  5(1/2,0) ¢ (0, 1/2) serdo estudadas na Se¢io 77, pagina 77.

e A questao da unitariedade das representagoes de dimensao finita de ﬂZ’I

Todas as matrizes ki) e n{?, cujos elementos de matriz foram explicitados em (23.58)(23.60) e (23.61)(23.63)
sao autoadjuntas (como comentamos na Segao 23.5, pagina 1285). Portanto, por (23.64), os geradores infinitesimais de

I1,l)  ~ . PP ~u(lyle) o~ . . Sl 2)\
boosts m** ') sio autoadjuntos, mas os geradores infinitesimais de rotacoes jq ' 2) s antiautoadjuntos: (_]l(z‘ 2)) =

—jﬁf“’”. Segue desses dois fatos que as representagdes irredutiveis 21 2) (wy, wy, ws) fornecidas em (23.57) nao sao
representacoes unitarias (exceto no caso da representagao trivial na qual [; = ly = 0). Pela Proposigao 23.1, pagina 1264,
somos levados & seguinte conclusao:

Proposicao 23.7 O grupo de Lorentz préprio ortécrono fi nao possui representagoes unitdrias de dimensao finita
nao-triviais. [m}
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23.7 Exercicios Adicionais

E. 23.30 Ezercicio. A Proposi¢io 22.7, pagina 1240, estabelceu que toda representacdo continua do grupo aditivo dos reais (R, +)
em C" (ou, respectivamente, em R™) é da forma ma(t) := exp (tM), t € R, para algum M € Mat (C, n) (ou, respectivamente, para
algum M € Mat (R, n)).

Mostre que toda representacdo continua do grupo multiplicativo dos reais positivos (R4, -) em C™ (ou, respectivamente, em R™)
¢ da forma mar(A) = exp (In(A)M), A € Ry, para algum M € Mat (C, n) (ou, respectivamente, para algum M € Mat (R, n)).
Sugestdo: use o fato que a fungdo logaritmo In é um isomorfismo de (R, -) em (R, +). £
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