Capitulo 24
Espacos Métricos
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0DOs estamos familiarizados com a noc¢ao usual e intuitiva de distancia entre pontos da reta real R, do plano
bidimensional R? ou do espago tridimensional R®. O estudante ha de reconhecer que boa parte do material
tratado em cursos de calculo de fungdes de uma ou varias varidveis, reais ou complexas, como as nogoes de
derivagao e integracao, assenta-se sobre nogoes como as de convergéncia e limite, as quais, por sua vez, assentam-se sobre
a no¢ao intuitiva de distancia entre pontos. Assim, por exemplo, dizemos que uma sequéncia z,, de pontos na reta real
converge a um ponto z se a distancia |z, — 2| entre x,, e  torna-se menor ¢ menor & medida que n cresce. Mais adiante
faremos essas ideias mais precisas e gerais.

Ao longo do seu desenvolvimento, especialmente apés o século XIX, a Matematica reconheceu a importancia de
abstrair e generalizar a nogao intuitiva de distancia de modo a aplicé-la a outros tipos de conjuntos que nao os familiares
espacos de dimensdo finita R, R? ou R?. Esse desenvolvimento conduziu as nocoes de métrica, de espacos métricos
e de espagos métricos completos, as quais definiremos mais adiante, e permitiu aplicar muitas das nogdes geométricas
e instrumentos analiticos, originalmente desenvolvidos em espagos mais familiares, para conjuntos menos acessiveis a
intuigao, como por exemplo espacos vetoriais de dimensao infinita, tais como espagos de fungdes ou de sequéncias. Uma
importante aplicagao dessas ideias & teoria das equagoes diferenciais e integrais serd vista no Capitulo 25, pagina 1360,
quando trataremos do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Lembramos ao estudante que o estudo de espagos de dimensao infinita ndo é uma mera abstrac¢ao desprovida de uso
ou interesse prético. Ao se decompor uma funcao f, continua, diferencidvel e periédica de periodo 27, em sua série de
Fourier!,

eint

ft) = n;& W

tal como ocorre, por exemplo, no problema da corda vibrante, o que estamos fazendo é precisamente expressar uma
tal fungdo em termos de componentes em uma base de um espago de dimensao infinita, no caso a base formada pelas

S gt
infinitas funcoes T3 comn € 7.

Para o estudo de espagos de dimensao infinita, como o desse exemplo, seria muito importante se pudéssemos reter
algumas das nogoes geométricas familiares em espagos de dimensao finita. O emprego de ideias geométricas andlogas

1Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). A teoria das

de Fourier é desenvolvida no Capitulo 37, pigina 1926.
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aquelas encontradas nos espacos R, R? ou R? ¢ de grande importancia na tarefa de explorar espacos de dimensao infinita,
como o espago das fungoes continuas periédicas de periodo 27, justamente por trazerem tais espagos para mais perto da
nossa intui¢ao. Por razoes evolutivas, o cérebro humano s6 é capaz de produzir e desenvolver imagens em uma, duas
ou trés dimensoes e, portanto, para o estudo de espagos com mais dimensoes faz-se necessario dispor de instrumentos
abstratos que permitam desenvolver raciocinios o mais préximo possivel daqueles empregados em espagos de dimensao
1,2 ou 3.

Devido as bem conhecidas “relagdes de ortogonalidade”

1 g2
4 eiln=mt gy — 5
2 Jo ’

sabemos que, as constantes a,, da decomposi¢ao de Fourier acima sao dadas por
2 —
o e int

A ﬁf‘(t) dt,

e podem ser interpretadas geometricamente como as projegoes, ou componentes, da fungao f na “diregdo” das fungoes
o—int

el (A nogio de projecio, ou componente, de um vetor é familiar em R? ou em R?). Como é bem sabido (para a

an =

teoria das séries de Fourier, vide [148]), vale também a relacdo, conhecida como Identidade de Parseval?,

27 oo
WU lFOfd = | > fau?-

n=-—o00

Sendo o lado direito a raiz quadrada da soma do quadrado das componentes ortogonais de f, podemos interpretar o lado
esquerdo como o “mddulo” ou “comprimento” da fungdo f (entendida como vetor no espago de dimensao infinita das
funcdes periédicas de perfodo 27), tal como no Teorema de Pitdgoras® em R? ou R3.

Se levada adiante, essa analogia geométrica nos permite definir uma possivel no¢ao de distancia entre duas fungoes
continuas periédicas f e g, que denotaremos por da(f, g), como o médulo (ou “comprimento”) da diferenca entre duas
fungoes, tal como se faz em espagos de dimensao finita:

do(f, g) =

Com esse instrumento em maos podemos agora empregar conceitos como o de convergéncia e limite de sequéncias no
espaco de dimensao infinita das funges continuas periédicas e, eventualmente, prosseguir desenvolvendo em tais espagos
outros ingredientes do Calculo e da Analise.

Para implementar tais desenvolvimentos, vamos no presente capitulo introduzir algumas importantes nogoes gerais,
como as de métrica, de espago métrico, de sequéncias de Cauchy em espagos métricos, de completamento de espagos
métricos e de topologia de espagos métricos, nogoes essas que provaram ser de grande importancia na tarefa de levar os
instrumentos familiares de abordagem matematica de espagos de dimensao finita a espagos de dimensao infinita e outros.

24.1 Meétricas e Espacos Métricos

As nocgoes de Métrica e de Espaco Métrico foram introduzidas por Fréchet® em sua tese de doutorado “Sur quelques
points du calcul fonctionnel”, apresentada, sob supervisao de Hadamard®, a Ecole Normale Supérieure de Paris em 1906.
A expressdo “espaco métrico”, no entanto, ndo foi sua invencio, tendo sido cunhada por Hausdorff” em 1914. Vamos a
essas importantes definigoes.

2Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836).

3Pitdgoras de Samos (ci. 569 A.C. — ci. 475 A.C.).

4A razdo de empregarmos o subindice na defini¢ao de da(f, g) serd esclarecida mais adiante.
5Maurice René Fréchet (1878-1973). Fréchet também introduziu a nogdo de compacidade.

6 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).
"Felix Hausdorff (1868-1942).
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e Métricas

Uma questao importante que se coloca ¢ a de identificar quais propriedades bdsicas a nocao intuitiva de distancia
possui para permitir seu emprego em vdrias instancias. O desenvolvimento da Matemadtica conduziu a uma identificagao
desses ingredientes em um conjunto de quatro propriedades, as quais resumem tudo o que é essencialmente necessario na
demonstracao de resultados nos quais a nogao de distancia é empregada. Surgiu da identificagdo dessas propriedades a
nocao matemdtica de métrica, a qual abstrai e generaliza a nocao intuitiva de distancia. Vamos a essa definigao.

Seja X um conjunto (entendido doravante como nao vazio). Uma fun¢ao d: X x X — R é dita ser uma métrica em
X se possuir as seguintes propriedades:

1. Positividade: d(a, b) > 0 para todos a, b € X.

2. Condigao de distancia nula: d(a, b) = 0 se e somente se a = b.

3. Simetria: para todos a e b € X vale d(a, b) = d(b, a).

4. Desigualdade triangular: para todos a, b e ¢ € X vale d(a, b) < d(a, ¢) + d(b, c).

A quarta propriedade acima é particularmente importante e é denominada desigualdade triangular devido a seu
significado geométrico nos espacos R? e R? com a métrica usual. (Justifique!) As quatro propriedades listadas acima
sdo aquelas identificadas como essenciais & nogao intuitiva de distancia e qualquer fungdo d que as satisfaga, ou seja,
qualquer métrica, pode potencialmente ser empregada como equivalente aquela no¢ao. Um ponto importante da defini¢ao
de métrica ¢ a condi¢do que afirma que d(z, y) = 0 se e somente se x e y forem iguais. Compare com a defini¢ao de
pseudométrica & pagina 1316.

Comentdrios. Mencionamos en passant que as condigdes de simetria e de positividade, acima, sdo, em verdade, consequéncia da desigualdade
triangular e da suposicio que d(a, b) = 0 se e somente se a = b.
Se supomos que d(a, b) < d(a, ¢)+d(b, ¢) para todos a, b e ¢ € X, entdo, tomando ¢ = a isso diz-nos que d(a, b) < d(b, a). Trocando-se

as letras a <+ b, isso diz-nos que d(b, a) < d(a, b) e, portanto, vale d(b, a) = d(a, b) para todos a e b € X, estabelecendo a condigao de
simetria.
Agora, usando-se a condi¢ao de simetria e a desigualdade triangular, podemos também estabelecer a condi¢ao de positividade. De fato,
usando essas duas condigtes, pode-se provar o seguinte fato mais forte: para todos , y, z € X vale
d(z, y) > |da, 2)—d(z v)| . (24.1)

o que, em particular, garante que d(z, y) > 0. Para provar isso, note-se que pela desigualdade triangular e pela condigdo de simetria, temos
d(z, z) < d(z, y) + d(y, z). Logo,

d(w, y) > d(@, 2) —dly, 2) . (24.2)
Trocando-se @ por y e usando-se a condigiio de simetria, obtemos também
d(z, y) = d(y, z) > d(y, 2) —d(, 2). (24.3)

Ambas as relagdes (24.2) e (24.3) dizem que d(z, y) > |d(z, z) — d(y, z)|, como querfamos mostrar.
Dessa forma, a defini¢io de métrica pode ser reduzida as seguintes condicoes:

1. Condi¢do de distancia nula: d(a, b) = 0 se e somente se a = b.

2. Desigualdade triangular: para todos a, b e c € X vale d(a, b) < d(a, c)+d(b, c).

A inclusado das condigbes de positividade e simetria é supérflua e a fazemos apenas para enfatizar essas importantes propriedades. &

O exemplo mais bésico de uma métrica ¢ oferecido, no caso X = R, pela funcao d(z, y) = |y — z, y € R. Outro
exemplo essencialmente idéntico em X = C, é oferecido pela fungao d(z, w) = |z —w|, z, w € C. Essas sio as chamadas
métricas usuais em R e C, respectivamente. Deixamos ao leitor a tarefa simples de verificar que essas fungoes satisfazem
as condigoes da defini¢ao de métrica.

e Espacos métricos e outros exemplos basicos

Se X é um conjunto nio vazio e d é uma métrica em X, dizemos que o par (X, d) é um espago métrico. Ou seja, um
espago métrico vem a ser um conjunto munido de uma métrica.

Como mencionamos, as propriedades requeridas na definigdo de métrica, acima, foram enunciadas sob inspiragao do
exemplo familiar do préximo exercicio.

E. 24.1 Ezercicio. Verifique que a fungdo da(z, y) = /(y' —21)2+ -+ (y™ —2™)2 onde z = (z',...,2™) ey =
(y',...,y™), é uma métrica em R™ (chamada de métrica Euclidiana). "
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E importante que o estudante familiarize-se desde cedo com o fato que um conjunto X pode ter vdrias métricas. O
exemplo anterior e os dois abaixo ilustram isso.

L™

E. 24.2 Ezercicio. Verifique que a fungdo doo(, y) := max{|y' —z'|,...,|y™ —a™|}, onde = = (z
é uma métrica em R™. Essa métrica é por vezes denominada métrica de TchebycheV®. E

E. 24.3 Ezercicio. Verifique que a fungdo di(z, y) == |y' —a!|+--- +|y™ —a™|, onde x = (z',....,a™) ey = (y',...,y™), é
uma métrica em R™. £

Mais adiante mostraremos que todas as fungoes

s

dp(z, y) = [‘y1711|p+m+‘ymfmm‘p]l/p

com p > 1 sdo métricas em R™. A desigualdade triangular segue facilmente da desigualdade de Minkowski (5.61), pagina
343, provada na Segao 5.3.3.1, pagina 343.

Uma caracteristica importante da nocao abstrata de métrica é que a mesma aplica-se também a espagos outros que
nao os familiares espagos R™. Os exercicios abaixo ilustram isso no caso do conjunto X = C([0, 1]), que vem a ser o
conjunto das fungdes continuas reais definidas no intervalo [0, 1].

O leitor deve se recordar que, como o intervalo [0, 1] é compacto, toda fun¢do f continua nele definida é limitada,
pois | f| é continua e possui um maximo ¢ um minimo (essa bem conhecida afirmagao encontra-se provada no Teorema
32.16, pagina 1617, vide também os bons livros de Célculo e Analise).

E. 24.4 Euzercicio. Seja X = C([0, 1]) o conjunto de todas as funcdes reais continuas definidas em [0, 1]. Considere a seguinte
fungdo de : X x X — R:
deo(f, 9) = sup |f(z)—g(2)].
z€[0,1]

Mostre que do uma métrica em X. o+

E. 24.5 Euzercicio. Seja X = C([0, 1]) o conjunto de todas as funcdes reais continuas definidas em [0, 1]. Considere a seguinte
fungdodi: X x X —» R:

a(f, 9) :/U (@) - g(@)| da

Mostre que di uma métrica em X. F3

E. 24.6 Ezercicio. Seja X = C([0, 1]) o conjunto de todas as func&es reais continuas definidas em [0, 1]. Considere a seguinte
fungdodz: X x X — R:

g(z)‘2 dzx .

d(f, 9) = /0 |f

Mostre que d2 uma métrica em X. *

Mais adiante mostraremos que em C([0, 1]) todas as fungoes

1 1/p
P
aia) = | [ @ - st as]
0
com p > 1 sdo igualmente métricas.
O exemplo a seguir mostra que uma métrica pode ser definida em qualquer conjunto nao vazio.

E. 24.7 Ezercicio. Seja X um conjunto n3o vazio e considere a seguinte funcdo d; : X x X — R:

0, sex =y,
di(z, y) = (24.4)

1, sex # y.

SPafnuty Lvovich Tchebychev (1821-1894).
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Mostre que d; uma métrica em X, denominada métrica trivial. P

E. 24.8 Ezer Seja M = [1,00)U{oo} = [1, o0, composto pelos reais maiores ou iguais a 1 em unido com oo (para o conjunto

estendido dos reais, vide Se¢do 2.1.3.1, pagina 120). Defina

1 1
d(z, = |===, ,yEL, s
@) = |11 pne e
1
d(z, 00) = d(oo, ) = —, paraz € [l,00),

T

d(oo, 00) = 0.

Mostre que d é uma métrica em M. &

Exemplo 24.1 Seja D: :={z € C, |z| < 1} o disco aberto de raio 1 centrado na origem de C. As expressdes,

z1— 22

d(z1, 22) == T 52

e o(z1, z2) = argtanh(d(zh zz)) N

com z1, z2 € D1, definem métricas em D, conhecidas como métrica pseudo-hiperbélica e métrica de Poincaré, respectivamente.
Que tais expressoes definam métricas sdo afirmagdes nao triviais que sao demonstradas na Secao 9.5.3.1, pagina 484. Como
discutido naquela segdo, essas métricas possuem a virtude de serem invariantes por automorfismos de D;. ¢

e Métricas ndo-Arquimedianas e espagos ultramétricos

Seja (M, d) um espago métrico. A métrica d é dita ser uma métrica nio-Arquimediana® se valer
d(z, y) < max{d(z, 2), d(z, y)} (24.5)

para todos x, y, z € M. E elementar constatar (faga-o!) que (24.5) implica a desigualdade triangular. Na literatura,
uma métrica ndo-Arquimediana ¢ também dita ser uma ultramétrica (ou ainda uma supermétrica) e um espago métrico
dotado de uma ultramétrica ¢ dito ser um espago ultramétrico (ou um espago supermétrico).

A métrica trivial (24.4) 6 um exemplo elementar de métrica nao-Arquimediana (verifique!). Um exemplo mais relevante
de métrica nao-Arquimediana serd encontrado na discussao sobre nimeros p-ddicos da Segao 24.A, pagina 1348.

Para exemplos de aplicagoes de métricas nao-Arquimedianas em Fisica, notadamente na Mecanica Estatistica, vide
[392]. Um exemplo de espago ultramétrico relevante na Teoria das Probabilidades, na Teoria dos Processos Estocdsticos
e mesmo na Mecanica Estatistica, é o espaco de sequéncias apresentado na Segao 24.1.2, pagina 1315.

e Métricas e normas em espagos vetoriais

Se & é um espago vetorial dotado de uma norma || - |¢ (a nogao de norma em espagos vetoriais foi introduzida na
Secao 3.2, pagina 267), podemos definir uma métrica em & por meio da seguinte expressao: para u, v € &,

de(u, v) = [u—ve .
Essa métrica ¢ dita ser a métrica induzida pela norma || - ||¢.

E. 24.9 Ezercicio. Prove que essa expressdo de fato satisfaz as propriedades definidoras de métrica. Sugestdo: para demonstrar a

desigualdade triangular, use a propriedade de norma ||a+b|| < ||a||+||b|| para provar que [lu—v|[e = |lu—w+w—v|le < [[u—wle+|w—v]e
para todos u, v, w € €. Ed
E. 24.10 Ezercicio. Diversas métricas apresentadas acima so induzidas por normas. ldentifique-as! &

Como vimos, se € é um espago vetorial normado, entdao é também um espago métrico com a métrica induzida pela
norma, definida acima. O préximo exercicio trata da questao de saber que condi¢ées sdo necessdrias e suficientes para

9 Arquimedes de Siracusa (ci. 287 A.C. — ci. 212 A.C.).
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que uma métrica definida em um espago vetorial seja induzida por uma norma, ou seja, da questao de saber quando é
possivel definir uma norma a partir de uma métrica.

E. 24.11 Ezercicio. Seja €& um espaco vetorial complexo dotado de uma métrica d. Mostre que para que a métrica d seja uma
métrica induzida por uma norma é necessério e suficiente supor que d satisfaz as seguintes condi¢des:

1. Invaridncia translacional: d(u+t, v+ t) = d(u, v) para todos u, vet € &.

2. Transformacio de escala: d(au, av) = |a|d(u, v) para todos u, v € & e todo a € C.

Sugestdo. Prove que sob as hipSteses 1 e 2, a expressio [[u| := d(u, 0) com u € &, define uma norma em & e mostre que essa é a
norma que induz a métrica d. *

e A métrica de Minkowski

Seja € um espaco vetorial real dotado de uma métrica d. Essa métrica é dita ser uma métrica de Minkowski'®! se
satisfazer:

1. Invariancia translacional: d(u + ¢, v + t) = d(u, v) para todos u, v et € €.

2. Linearidade em segmentos: d(u, (1 — A)u+ Av) = Ad(u, v) para todos u, v € € e todo A € [0, 1].

Se d é uma métrica de Minkowski, definimos ||ul| := d(u, 0). Observe-se que ||u — v|| := d(u — v, 0) = d(u, v) sendo
que, na ultima igualdade, usou-se a invariéncia translacional. Isso mostra que se || - || for uma norma, ela induz a métrica

d.

Provemos que || - || é, de fato, uma norma em €. Tem-se, usando-se a invariancia translacional e a simetria, || — ul| =
d(—u, 0) = d(0, u) = d(u, 0) = |lu|| para todo u € €. Provemos a propriedade |lou| = |a|||u| para todo « € R e u € €.
Para a = 0 ndo ha o que se provar e, pela propriedade anteriormente provada, basta considerar a > 0. Ha dois casos a
considerar (usaremos repetidas vezes a invariancia translacional e a linearidade em segmentos):

1. Caso 0 < a < 1, temos, [Jau|| = d(au, 0) = d(0, —au) = d(u, (1 — @)u) = ad(u, 0) = ou.

T<1

2. Caso a > 1, temos, ™! ||au|| = ||~ aul| = [|ul|, usando o resultado do item anterior, pois 0 < o~

Como o leitor ja deve ter intuido, uma métrica de Minkowski também satisfaz a condicao de transformacao de escala
listada no Exercicio E. 24.11, pdgina 1301, a saber d(au, av) = |a|d(u, v) para todo @ € R e todos u, v € €. Isso
pode ser provado diretamente das propriedades de invariancia translacional e a linearidade em segmentos. Novamente, é
suficiente tomarmos o > 0 e usaremos repetidas vezes essas propriedades:

1. Caso 0 < a < 1, temos d(ou, av) = d(u, (1 — a)u+ av) = ad(u, v).

2. Caso a > 1, temos a~'d(au, av) = d(a"tau, alav) = d(u, v), sendo que na primeira igualdade usamos o
resultado do item anterior, pois 0 < a~! < 1.
*
A métrica de Minkowski pode ser definida restrita a subconjuntos convexos 2 de um espago vetorial real €. Nesse

caso, porém, nao faz sentido, em geral, associar essa métrica a uma norma, pois  pode nao conter o vetor nulo nem
multiplos arbitrarios de um vetor de 2 estdo necessariamente em 2.

e Métricas e fungoes subaditivas

A composigdo de uma fungao subaditiva com propriedades adequadas e uma métrica definida em um conjunto M
fornece novamente uma métrica em M. Esse é o resultado da seguinte proposigao util:
Proposigao 24.1 Seja (d, M) wm espago métrico e seja h : [0, oo) — [0, oo) uma fungdo satisfazendo as sequintes
condigoes:

10Hermann Minkowski (1864-1909).
1IN#o confundir com a nogio homénima usada na Teoria da Relatividade. A nogao aqui apresentada de métrica de Minkowski provém de
[405].
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1. h(0) =0 e h(z) > 0 para todo x > 0;
2. h € crescente: h(xz) < h(y) sempre que 0 <z < y;

3. h € subaditiva: h(z + y) < h(z) + h(y) para todos z, y € [0, 00).

Entio, D : M — [0, o) dada por D :=hod é também wma métrica em M.

Pelo Lema 5.4, pdgina 323, toda fungdo h : [0, c0) — [0, 00) que seja concava'? e satisfaca h(0) = 0 é subaditiva
e, portanto, a condi¢io de concavidade pode substituir suficientemente a condi¢ao subaditividade, acima, para a validade
da afirmagao. [m}

Prova. Sejam a, b € M. E claro que D(a, b) = h(d(a, b)) > 0 em todo M. Como h anula-se apenas em 0, ¢ claro
também que D(a, b) = 0 se e somente se d(a, b) = 0 e, portanto, se e somente se a = b.

A simetria de D decorre trivialmente da de d: D(a, b) = h(d(a, b)) = h(d(b, a)) = D(b, a) para todos a, b € M.
Finalmente, para a, b, c € M,

h & crescente subaditividade

D(a, b) = h(d(a, b)) < h(d(a, c)+d(c, b)) h(d(a, c)) + h(d(c, b)) = D(a, ¢) + D(c, b) ,

que ¢é a desigualdade triangular para D. |

Exemplo 24.2 Se d(a, b) é uma métrica em um conjunto M, entdo d(a, b)'/q é também uma métrica em M para qualquer
¢ > 1 pois a fungio [0, o) 3 &+ z'/7 € [0, 00) ¢é positiva, concava, crescente e anula-se em @ = 0. ¢

e Bolas em Espagos Métricos

A nogao de bola em espagos vetoriais normados foi introduzida a pagina 274. Vamos agora estender essa nogao a
espagos métricos gerais.

Seja X um espago métrico com uma métrica d e seja x € X. Define-se a bola aberta de raio r > 0 centrada em x
como sendo o conjunto
Bz, r) = {ye X, tal qued(x, y) < r}.

Em palavras, B(z, r) ¢ o conjunto de todos os pontos de X que, segundo a métrica d, distam de = menos do que r.
Bolas abertas desempenham um papel importante no estudo de espagos métricos. O conjunto

Bz, r) = {ye X, tal que d(z, y) < 7'}
define a bola fechada de raio r > 0 centrada em z.

E. 24.12 Egercicio. Prove que toda bola aberta (fechada) em um espago métrico é um conjunto aberto (fechado) na topologia
métrica desse espaco (as nogdes de conjuntos abertos ou fechados em um espaco métrico serdo introduzidas na Secdo 24.3, pégina
1318). *

Ao contrario do que o nome sugere, bolas abertas em espagos métricos nao tém necessariamente um formato “redondo”.
Na Figura 3.1, pagina 1303, exibimos o aspecto das bolas fechadas de raio 1, centradas em 0, relacionadas as métricas
dy e dog em R2.

E. 24.13 Ezercicio. Confirme o formato das diversas bolas descritas na Figura 24.1, pagina 1303. &

e Sequéncias
Antes de prosseguirmos, recordemos uma definigao bdsica.

Se X é um conjunto nao vazio, uma func¢ao a : N — X é dita ser uma sequéncia em X. Como é familiar ao estudante,
o valor de a em n € IN é frequentemente denotado por a,, ao invés de a(n). Analogamente, uma sequéncia a : IN — X é

120u seja, tal que h(Az + (1 — A)y) > Ah(z) + (1 — Mh(y) para todo A € [0, 1] e todos z, y > 0.
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Figura 24.1: As bolas fechadas B(0, 1) de raio 1 centradas em 0, relacionadas as métricas d,, e de em R2. As linhas
sélidas indicam os bordos 9B(0, 1). O indice 1 indica a bola B(0, 1) para a métrica d;. Trata-se de um quadrado obliquo
com arestas de comprimento v/2 centrado na origem O. O indice p; indica as bolas B(0, 1) para as métricas dp,, quando
1 < p1 <2. O indice 2 indica a bola B(0, 1) para a métrica dy. Essa é a tinica bola que coincide com o disco fechado de
raio 1 centrado na origem O. O indice p; indica as bolas B(0, 1) para as métricas dp, quando py > 2. O indice oo indica

a bola B(0, 1) para a métrica ds. Trata-se de um quadrado com arestas de comprimento 2 centrado na origem O.

frequentemente denotada por {an, }new, por {a,, n € N}, ou ainda, com um certo abuso de linguagem, simplesmente por
an,. Essa dltima notacao ¢, talvez, a mais frequente, mas pode, em certas ocasides, causar alguma confusao pois, como
mencionamos, a, designa, estritamente falando, o valor de a em n, nao a sequéncia toda.

Vamos agora introduzir varias nogoes fundamentais, as quais provém de definigdes bem conhecidas no contexto da
reta real.

e Subsequéncias

Seja X um conjunto e seja a : IN — X uma sequéncia em X. Seja também s : IN — IN uma fungéo estritamente
crescente (ou seja, k(m) < k(n) se m < n). Entdo, aor: N — X é dita ser uma subsequéncia de a.

e Convergéncia em espagos métricos

Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que uma sequéncia a em X converge para um elemento z € X em relagao
& métrica d se para todo € > 0 existir um nimero natural N(e) (eventualmente dependente de €) tal que d(z, a,) < €
para todo n > N(e).
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Uma outra maneira de frasear a nog¢ao de convergéncia de uma sequéncia em um espago métrico é a seguinte: dizemos
que uma sequéncia a em X converge para um elemento x € X em rela¢ao & métrica d se para todo € > 0 existir um
nimero natural N(e) (eventualmente dependente de ¢) tal que para todo n > N(€) tem-se a,, € B(z, €) (a bola aberta
de raio € centrada em ).

A seguinte proposicao ¢ fundamental, pois nos diz que, em um espago métrico, uma sequéncia, se for convergente, sé
pode convergir a um ponto:

Proposicao 24.2 Seja (X, d) wm espa¢o métrico e seja b uma sequéncia em X . Suponha que b converge a um elemento
€ X eaum elementoy € X. Entao, x =y. [m}

Prova. Pela desigualdade triangular, temos que d(z, y) < d(z, b,) + d(bn, y) para qualquer n. Agora, como b converge
a x sabemos que, para qualquer € > 0 teremos d(z, b,) < € para todo n grande o suficiente, ou seja, para todo n maior
que um certo inteiro Ny (e). Analogamente, como b, converge a y sabemos que, para qualquer € > 0 teremos d(y, b,) < €
para todo n grande o suficiente, ou seja, para todo n maior que um certo inteiro N,(e). Assim, para todo n maior que
max{N,(e), Ny(e)} teremos d(z, y) < 2e. Ora, como € é um nimero positivo arbitrario, uma tal desigualdade s6 pode
ser valida se d(z, y) = 0. Como d é uma métrica, isso implica = = y. ]

O estudante pode constatar que a demonstragao acima faz uso de todas as propriedades definidoras da nogao de
métrica, o que ilustra a importancia de nogoes abstratas como aquela.

Um pouco de notacao. Se uma sequéncia a em X converge a x € X em relacao a métrica d entao x é dito ser o d-limite
de a, ou 51mplesmente o limite de a, se a métrica d estiver subentendida. Denotamos esse fato escrevendo x = d hm Qn,
ou sunpleqmente z = lim a, (se a métrica d estiver subentendida). Outra notacio frequentemente empregada para

n—o00

. . P . d . . .
dizer que z é o d-limite de a é a,, —— x, que é autoexplicativa.
n—o0

e Sequéncias de Cauchy

Seja um espago métrico X com uma métrica d. Uma sequéncia a de elementos de X ¢ dita ser uma sequéncia de
Cauchy'® em relagio & métrica d se para todo € > 0 existir um nimero natural N(e) (eventualmente dependente de €)
tal que d(a;, a;) < € para todo i e j tais que i > N(e) e j > N(e).

A seguinte proposicao é fundamental:

Proposicao 24.3 Seja um espago métrico X com uma métrica d e seja b uma sequéncia convergente em rela¢io d
métrica d a um elemento x € X. Entdo, b é uma sequéncia de Cauchy em relagao a métrica d. |

Prova. Sejam m e n arbitrdrios. Pela desigualdade triangular, vale d(by, by,) < d(b,, z) + d(z, by). Agora, como b
converge a z sabemos que para todo € > 0 teremos d(b,, x) < €/2 e d(by,, ) < €/2 desde que ambos m e n sejam
majores que algum N (e/2). Nesse caso, entao, d(b,, bn) < €/2+ ¢/2 = e. Isso completa a prova. |

Uma questao de fundamental importancia que agora se coloca é a seguinte: serd vélida a reciproca da proposigao
acima, ou seja, serd que toda sequéncia de Cauchy em um espago métrico é convergente? A importancia dessa questao
é a seguinte. Dada uma sequéncia concreta x, em um espago métrico X, nao sabemos a priori se z,, convergird ou
nao a menoq que encontremos um elemento 2 em X com a propriedade desejada (para todo € > 0, existe N(¢) tal que
d(z,, z) < € sempre que n > N(¢)). Nem sempre pode ser ficil ou possivel encontrar explicitamente tal z, e gostarfamos
de possuir um critério baseado apenas em propriedades verificaveis da sequéncia z, que nos permita dizer se ela converge
ou nao. A propriedade de uma sequéncia ser de Cauchy é uma propriedade cuja validade ou nao depende apenas da
sequéncia e, portanto, em face a Proposigao 24.3, é um 6timo candidato a ser um tal critério de convergéncia.

Sucede, porém, que, em geral, a resposta a pergunta acima é negativa: existem espacos métricos nos quais hé
sequéncias de Cauchy que nao convergem. Isso é ilustrado pelos seguintes exemplos. Considere-se o conjunto X = Q
dos niimeros racionais e adotemos em Q a métrica usual: d(r, s) = |r — s|, com r, s € Q. H4, sabidamente, exemplos de
sequéncias de Q que sdao de Cauchy em relagao & métrica d que convergem em Q. Um exemplo é encontrado no exercicio
seguinte.

13 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
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E. 24.14 Ezercicio.

n
. . . P . Lo 1 .
Seja 7 um niimero racional com r > 1. Prove que a sequencia de nidmeros racionais Sp = E vt} ne ]N, € uma
a=0 r
I Sugest3o: prove primeiramente que s, = (r—r~")/(r—1) e

P ., . T
sequéncia de Cauchy e que a mesma converge ao ndmero racional
—

use esse fato. £

O ponto, porém, é que hd também exemplos de sequéncias de Q que sdo de Cauchy em relacio a métrica d mas que
nao convergem em Q. Um exemplo famoso, e que pode ser tratado com detalhe, é o da sequéncia
1 1

sno= Lt qptg ot

que é uma sequéncia de Cauchy de racionais, mas que nfo converge a um niimero racional'*. Tratamos esse exemplo com
detalhe no préximo tépico. A leitura do mesmo pode ser dispensada pelo estudante ja familiarizado com esses fatos, mas
pode ser instrutiva para os demais. Por um teorema de Lambert'® (vide [201]), sabe-se que se r é um ntimero racional
nao nulo entdao e” nao é racional. Assim, as sequéncias de racionais s, = 1+ {7 + %T +- 4 %T convergem a irracionais.
Analogamente, esse teorema de Lambert implica que In(r) ndo pode ser racional se r o for, Assim, para —1 <r <1, a

y
série Y0 o = 1”“ converge ao irracional In(1 + 7).

(=1* . P

Outro exemplo é a sequéncia p,, = 4 Zk,() Sry1 due converge ao irracional . Uma prova que 7 é irracional pode ser
encontrada em [455] ou em [201]. Vide pdgina 89 para mais comentdrios. Para uma breve discussao sobre aproximagoes
para 7 recheada de digressoes histéricas, vide Segao 24.B, pagina 1354.

Esses exemplos, que estao longe de ser tnicos, ilustram um fato muito importante: existem espagos métricos nos
quais nao vale a reciproca da Proposicao 24.3, ou seja, existem espagos métricos nos quais sequéncias de Cauchy nao sao
necessariamente convergentes.

De grande importancia sdo os espagos métricos onde vale a reciproca da Proposigao 24.3. Tais espagos métricos sao
denominados completos e deles falaremos na Secao 24.1.1, pagina 1307, logo adiante.

e O niimero ¢ é um ndmero irracional

Seja a sequéncia de niimeros racionais

SRS SV
R TR TR
Vamos provar que essa sequéncia é de Cauchy em relacao & métrica usual em Q, mas que a mesma nao converge a um
numero racional.
Primeiro provemos que esta sequéncia é de Cauchy. Vamos supor j > i. Como a sequéncia s,, é crescente, segue que
d(s;, s;) =|si — sj| = s; — s;. Temos, entao,

1 1
d = g = e —
(si, 5]) S5 — 8 (i+ 1)! + + 7t
B 1 <1+ 1 N 1 R (i+1)!>
RS i+2  (i+2)(i+3) 5!
< ! 1+ ! + ! +ot !
= @+ (i4+2) " (i+2)2 (i +2)i—i-1

1 - 1

1 i+2 2
= — —_— i>0. 24.6
GrOl i+l S ey PAer> (24.6)

140 estudante bem sabe que essa sequéncia converge no conjunto dos reais ao niimero e. Abaixo provaremos que esse niimero nao é racional.
15 Johann Heinrich Lambert (1728-1777).
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Como o nimero m pode ser feito arbitrariamente pequeno tomando-se ¢ grande, fica provado que a sequéncia s,, é
i !
de Cauchy.

E. 24.15 Ezercicio. Justifique cada passagem acima. &

Vamos agora provar que essa sequéncia nao converge a um numero racional. Para isso vamos supor o contrario e
constatar que isso leva a um absurdo. Vamos entdo supor que a sequéncia converge a um racional e. Como e é suposto
ser racional, e seria da forma e = p/q onde p e ¢ sdo niimeros inteiros primos entre si. Da desigualdade triangular segue
que

2
dle, si) < d(si, ;) +d(e, s5) < e +e,
para qualquer € > 0, desde que j seja escolhido grande o suficiente (pois s; converge a e). Assim, como a desigualdade
vale para qualquer ¢ > 0, conclui-se que
2

d(e, s;) < R

Como s; é uma sequéncia crescente e s; # s; para i # j, segue que d(e, s;) = e — s;. Logo,

-7 2
0<e—s ==—s < m
e, portanto,
p 2
5 <GS sty (24.7)

para todo i € IN. Para i = 2 a relacio (24.7) fica (verifique!)

5 17

5 < Ié <5 (24.8)

Como 17/6 < 3, concluimos que 5/2 < p/q < 3. Esse fato mostra que p/¢ nio ¢ inteiro. Disso, segue que ¢ > 2, fato que
usaremos logo abaixo®0.

Como (24.7) vale para todo i, tomemos em particular i = ¢. A relagdo (24.7) diz, entao, que

et oy by 1,2
1! q! q = 1! ¢ (g+1)7

Multiplicando-se ambos os lados por ¢! concluimos que

2
A< plg—1)! <A+ —— < A+1, poisqg>2,
qg+1

onde | . , .

1 q q q!

= ¢! — P — = q! ! z z - z

A-fq.<1+1!+ +q!)7q.+q.+2!+3!+ o
é um ndmero inteiro positivo, pois é, claramente, uma soma de inteiros positivos. Assim, o que provamos é que A <
p(g —1)! < A+ 1. Agora, como A é um inteiro, essas tdltimas desigualdades dizem que o nimero inteiro p(g — 1)!
estd contido no intervalo aberto entre dois inteiros sucessivos (A e A + 1) e, portanto, nao pode ser um inteiro: uma

contradigao. Isso prova, entao, que e nio pode ser da forma p/q e, portanto, nao pode ser racional.

O niimero irracional e é denominado!” nimero de Euler'®, ou niimero de Napier'®.

Diversas demonstragdes elegantes da irracionalidade de certos nimeros podem ser encontradas no capitulo 6 de (8].

1615 possivel extrair um pouco mais de (24.8). A primeira desigualdade em (24.8) diz-nos que p > 5¢/2. Como ¢q > 2, segue que p > 5. A
segunda desigualdade em (24.8) diz-nos que g > 6p/17. Como p > 6, segue que q > 36/17 > 2. Assim, conclui-se que q > 3.
17Seu valor aproximado, com 100 digitos, é

2, 7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277240766303535475945713821785251664274 . .. .

18Leonhard Euler (1707-1783).
19 John Napier of Merchiston (1550-1617).
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E. 24.16 Ezercicio. A chamada constante de Euler-Mascheroni?® é o nimero definido?' por
1 1
v = lim (1 + 3 4+ o ln(n)) ~ 0,57721566490153286060651209008240243104215933593992 ... ,
n—oc )
com 50 digitos. A constante ~ surge em vdrias situacdes, por exemplo na definicio das funcdes de Bessel de segundo tipo (vide Secdo
15.2.3, pagina 820) e em propriedades da funcdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 378). A prova que o limite acima existe pode

ser encontrada em qualquer bom livro de Célculo, por exemplo em [455]. Até hoje ndo é conhecido se v é um nimero racional ou
irracional. Resolva essa quest3o. "

e Sequéncias de Cauchy sao limitadas

Sequéncias de Cauchy em espagos métricos e, em particular, em espagos vetoriais normados, sao limitadas. O
significado preciso dessa afirmacio é o conteido da proposigao que segue e do coroldrio que lhe segue.

Proposigao 24.4 Seja M wm conjunto nao vazio dotado de wma métrica d e seja {xz,, n € N} uma sequéncia de

Cauchy em M em relagdo a métrica d. Entao, existe C > 0 tal que sup d(zq, zp) < C. [m}
a, beN

Prova. Seja € > 0, fixo. Por hipétese existe N(e) € N tal que d(zy, @) < € para todos n, m > N(e). A colecao

de nimeros naturais menores que N(e) é, evidentemente, finita. Seja, Cp := lbnax( )d(ma, 2p). Tomemos também

a, b<N(e

nog > N(e), fixo, e seja Cy = m[e\}ii)d(l'a, Zn,). Temos que para todo b < N(e) e todo n > N(e) vale d(zp, xn) <
a< €

d(zp, Tny) +d(2n,, T,) < Ci + €. Assim, resumindo, para k, I € IN arbitrérios, temos

€, sek, 1> N(e),

Ak, 1) < 4 Cy+e, sek<N(e)el>N(),

o, se k, | < N(e),
mostrando que d(zy, z;) < max{e, C1 + ¢, Co} = C, para todos k, [ € N. ]
Corolario 24.1 Seja V um espago vetorial dotado de uma norma | - | e seja d(u, v) == |lu —v| a mé associada a
essa norma. Seja {un, n € N} uma sequéncia de Cauchy em V em relagio ¢ métrica d. Entao, existe K > 0 tal que
[[un|l < K para todo n € N. o

Prova. Sejang € IN, fixo. Entao, para todo n € N vale |lu,| = ||(un—unn)+u"0H < |ty =t || 4 [t || < C'+||tun, ]|, onde
C' ¢ a constante, descrita na Proposicao 24.4, que majora |[u, — wn,|| para todos n, ng € N. Adotando-se K = C'+ |[un,||
a demonstragao estd completa.

24.1.1 Completeza e o Completamento Candnico

e Completeza

Dizemos que o espag¢o métrico X é completo em relagao a métrica d se toda sequéncia de Cauchy em X convergir a
um elemento de X.

Assim, em um espago métrico completo, para garantirmos que uma sequéncia converge basta verificarmos que a
mesma é de Cauchy. Como comentamos a pagina 1304, a propriedade de uma sequéncia ser de Cauchy pode ser

20Lorenzo Mascheroni (1750-1800).
21Essa constante foi introduzida por Euler em 1735, o qual calculou seus primeiros 16 digitos decimais. Em 1790, Mascheroni calculou seus
primeiros 32 digitos decimais, dos quais apenas os primeiros 19 estavam corretos.
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verificada analisando apenas propriedades da mesma, dai sua vantagem. Dessa forma, dada uma sequéncia concreta
{z,} em um espago métrico completo X, para sabermos se {z,} converge nao é necessario adivinhar o elemento ao
qual converge, mas basta constatar a propriedade de Cauchy, o que pode ser feito apenas estudando a distancia entre
elementos de {z,}.

Nota. O estudante mais adiantado deve ser advertido que a nogao de completeza de um espago métrico ndo é uma nogao topolégica. Vide
di o0 & pagina 1321.

Pelo que vimos nas tltimas pédginas, o espago métrico formado pelos nimeros racionais com a métrica usual nao é
um espago métrico completo. Vale, porém a seguinte afirmagao:

Proposigao 24.5 O conjunto dos nimeros reais R € um espago métrico completo em relagio a métrica usual: d(z, y) =
|z —yl, z, y € R. o

A demonstragao dessa proposigao pode ser encontrada em todos os bons livros de Célculo ou Anélise Real. Discuti-
remos com detalhe esse fato ao apresentarmos uma “construcio” dos nimeros reais, devida a Cantor?? (seguindo ideias
de Weierstrass??), na Secao 24.A, da qual a proposicao acima é um coroldrio imediato.

O mesmo vale para o conjunto dos niimeros complexos:

Proposigao 24.6 O conjunto dos niimeros complezos C € um espago métrico completo em relagio a métrica d(z, w) =
|z —wl|, z, we C. [m]

Vale também a seguinte afirmagao, cuja demonstragao serd apresentada como caso particular de uma outra afirmagao
mais geral na Secao 24.5.1, pagina 1327:

Proposigao 24.7 Para todo m > 1, o conjunto R™ é um espag¢o métrico completo em relagdo as métricas ds, di, da e
d, com p > 1, definidas a pagina 1298. [m}

Vamos a outros exemplos.

E. 24.17 Ezercicio. Vamos mostrar que C ([0, 1]), o conjunto das funcdes continuas (reais ou complexas) definidas no intervalo
[0, 1], ndo é completo em relagdo a métrica di:

"1
it 9) = [ 1) - g d.
0
Considere a seguinte sequéncia de fungdes continuas em [0, 1]:

0, sex € [0‘

fa(@) = ¢ n(z-L1+1), sexe (L (24.9)

1, ser € [%
onde n € IN, n > 2. Vide Figura 24.2.

a) Convenga-se que essas fun¢Bes sio todas continuas e, portanto, elementos de C([O, 1])

b) Calcule di(fn, fm) e mostre que a sequéncia f, é uma sequéncia de Cauchy em relagdo a métrica d;.

¢) As fungdes f. valem 1 no intervalo [1/2, 1]. Fora isso, para cada = € [0, 1/2) vale f.(z) = 0 para todo n suficientemente
grande. Convenca-se que esses fatos implicam que se existir uma fun¢do f tal que 71Lm /1 ‘f" (z) — f(x)l dx = 0 entdo f deve
ser da forma T

0, 0, 1],
fz) = e 0] (24.10)
1, sexe (3, 1],

22Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).
23Karl Theodor Wilhelm Weierstra (1815-1897).
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0 12-1n 172 1
Figura 24.2: Gréfico das funcoes f,.

(a menos, eventualmente, de conjuntos de medida nula, como o ponto & = 1/2, onde pode estar indefinida) pois de outro modo
nl r1

ter-se-ia lim / [ fn(z) — f(ac)‘dac # 0. Calcule / |fn(z) — f(x)| dz e mostre explicitamente que o limite dessa integral é zero
n—oo o o

quando n — co. Como f ndo é continua, isso mostra que a sequéncia de Cauchy {f, }nen ndo converge a uma funcio continua
e, portanto, C([O, 1]) ndo é um espago métrico completo em relagdo a métrica d;.

Vamos agora demonstrar o seguinte fato importante:

Proposigao 24.8 Seja [a, b] com —oo < a < b < 0o um intervalo compacto e seja C([a, b]) o conjunto das fungées

continuas (reais ou complezas) definidas em [a, b]. Entio, C([a, b]) é completo em relagdo a métrica dos(f, g) :=
w [£(2) = g(@)], f. 9 € O([a, b]).
z€la,

Um outro modo de formular a afirmagao acima € dizer que o limite uniforme de uma sequéncia de fungéoes continuas
em um intervalo compacto [a, b] € também wma fung¢do continua. m}

A Secao 24.4, pagina 1322, é dedicada a teoremas de completeza para certos conjuntos de fungoes assumindo valores
em espagos métricos completos. Uma importante generalizacao da Proposigao 24.8 é apresentada no Corolario 24.2,
péagina 1325.

Prova da Proposi¢do 24.8. O leitor deve se recordar que, como o intervalo [a, b] é compacto, toda fungao f continua
nele definida é limitada, pois |f| é continua e possui um mdximo e um minimo (Teorema 32.16, pagina 1617). Assim,

doo(f, g) = sup |f(x) — g(x)| estd definida para todas f, g € C([a, b]).
z€la, b]

Seja f, uma sequéncia de Cauchy em C([a, b]). Entdo, para todo € > 0 existe um inteiro positivo N (e) tal que
SUPy¢[a, 1] |fn () = fm (L)‘ < e, sempre que m e n sejam maiores que N (). Isso significa que para cada z € [a, b] tem-se
‘fn(x) — fm(:c)| < € sempre que m e n sejam maiores que N(e). Assim, para cada x € [a, b] fixo, a sequéncia numérica
fn(z) é uma sequéncia de Cauchy. Como R (ou C, conforme o caso) é completo, segue que cada sequéncia fy(x) é
convergente. Vamos denominar por f(z) seu limite.

Claramente [a, b] > 2 +— f(z) ¢ uma fun¢ao (certo?). Essa fungao f é um forte candidato a ser o limite da sequéncia
{fn}nen na métrica dw. Colocamo-nos, entdo, as seguintes questoes: 1. Serd a fungdo f também um elemento de
C([a, b]), ou seja, continua? 2. Se a resposta a pergunta anterior for positiva, serd que a sequéncia f,, converge a fungao
f na métrica d-? Se a resposta a essas perguntas for positiva, estard provado que C([a, b]) é completo na métrica doo.
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Precisamos agora mostrar que a sequéncia { f,, }men aproxima essa fungao f na métrica ds.

Seja € > 0 arbitrario. Vamos definir uma sequéncia crescente de nimeros inteiros e positivos Ni(e), k =1, 2, 3, ...
com Npy1(€) > Ni(e), da seguinte forma: Ny (e) é tal que deo(fm, fn) < €/2* para todos m, n > Ny(¢). Note que uma
tal sequéncia N (e) sempre pode ser encontrada pois, por hipétese, f,, é uma sequéncia de Cauchy em d. Vamos agora
escolher uma sequéncia crescente de indices ny < no < -+ < ng—1 < ng < --- tais que ni > Ni(€). A essa sequéncia
estd associada a subsequéncia { f,, }rew. Note que, pela defini¢ao, tem-se

€
doo(frprs ) < o
pois n; e ny41 sdo maiores que Ni(e).
Com essas defini¢oes, teremos que, para todo k > 1,
k=1
S, (T) - fn](m) = Z |:f"l+l(‘7“) - frq(l‘)] .
=1
(Justifique!). Logo,
k-1
[Fae(@) = fun @] <D [ fria @) = frr(@)]
=1
k-1 k=1
<y sup, [fropr @) = Fri@)] = D doo(frryrs fui)
=1 TEl% =1

k—1 1 1
< Y- 6<17F) A
1=1
Daqui, concluimos que para cada = € [a, b],

[f@) = @] = [£@) = fur(@) + S @) = i @)

IA

|£(@) = for @)] + [ far (%) = fus ()]

A

170) ~ f) e (1= )
ou seja, .
110) = F @] < 170) = Fu@] e (1 g5 )

O lado esquerdo desta expressao independe de k. Tomando-se o limite & — oo e lembrando que a sequéncia numérica
fni () converge a f(zx), concluimos que |f(z) — fn,(x)| < € e, para todo n > Ni(e) valerd |f(z) — fu(z)] < |f(z) —
Sr (@) + [ oy () — fu(z)] < €+€/2=(3/2)e. Como isso vale para todo x, segue que

doo(fs fn) = sup [£@) = fal@)] < (3/2)e (24.11)

z€la, b]

para todo n > Nj(e). Isso demonstra que a sequéncia f,, converge a f em relagio & métrica doc.

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 24 1311/2825

Vamos agora provar que a fungao f é continua. Para tal, notemos que para quaisquer z, y € [a, b],

£ () = f(y)

= 1@ = @)+ @) = fo @)+ ) = S )
< ‘f(x)*fm(m)‘+‘fm(m)7fm<y>‘+|fm(y)*f<?/>‘

< swp [f(@) = fur @)+ [Fan (@) = fau )]+ sup | Fa(9) = F()]
z€la, b] y€la, b]

= 2o(fs fu) + | (@) = Fui (¥)]

< et | fun (@) = fua ()] -
Notemos agora que f,, € C([a, b]) e é, portanto, uma fungao continua. Logo, pela defini¢io de continuidade de fungdes,
para z fixo, existe um nimero positivo ¢ tal que | f,, (x) — fu, (y)| < € para todo y tal que |y — 2| < 4.

Assim, concluimos que para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo y tal que |y — x| < d tem-se |f(x) — f(y)| < 4e.
Isso nos diz precisamente que f é continua, como querfamos provar.

E. 24.18 Ezercicio. Mostre que a sequéncia de funcdes f, definida em (24.9) ndo é uma sequéncia de Cauchy em relacdo a
métrica do. Observe que isso é coerente com a Proposicdo 24.8, pois a fun¢do f dada em (24.10), obtida pelo limite pontual
f(x) = limy o0 fa(z) para cada x € [a, b], ndo é continua. E

e Conjuntos densos em espagos métricos

Se M é um conjunto dotado de uma métrica d, dizemos que um conjunto S, subconjunto de M, é d-denso em M (ou
simplesmente denso em M) se todo z € M puder ser aproximado por elementos de S no sentido da métrica d, ou seja, se
para todo z € M e todo € > 0 existirem elementos s € S (eventualmente dependentes de z e de €) tais que d(z, s) <e.

Por exemplo, o conjunto dos racionais Q é denso em R para a métrica usual d(z, y) = |y — z|. Para cada p, Q é
também denso na métrica p-adica dp no conjunto Q, de nimeros p-ddicos (para as defini¢oes, vide Secao 24.A, pagina
1348). Muito importante também ¢é o Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pdgina 1939, que afirma que em cada
intervalo fechado e limitado [a, b] os polindmios sdao densos no conjunto C([a, b]) das fungdes continuas definidas em

la, b].
o Isometrias
Sejam (M, dy) e (My, d3) dois espagos métricos. Uma funcdo h : My — My é dita ser uma isometria se preservar

distancias, ou seja, se para todos x, y € M; valer

da(h(2), h(y)) = (e, y).
E. 24.19 Ezercicio. Mostre que se h : M1 — M, for uma isometria ela é necessariamente injetora. &

E. 24.20 Ezercicio. Mostre que se h : M1 — M, for uma isometria ela é necessariamente continua. &

Se uma isometria h : M; — M, for sobrejetora, ela é automaticamente bijetora e, portanto, existe uma inversa
h~Y: My — M. E trivial verificar (faga-o!) que essa inversa ¢ também uma isometria.

Se existir uma isometria bijetora h : My — M, entre dois espacos métricos (M1, di) e (Ma, ds), dizemos que esses
espagos sao espacos métricos isométricos pela isometria h.

Na literatura matemdtica isometrias bijetoras sao também denominadas em certos contextos isometrias globais, iso-
morfismos isométricos ou ainda aplicagoes congruentes.

E. 24.21 Ezercicio. Mostre que se dois espacos métricos (My, di) e (M2, da) s3o isométricos por uma isometria bijetora
h: My — M e (M, di) for um espago métrico completo, entdo (M, dz) é também um espago métrico completo. Sugestdo: mostre
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que se {b,, n € IN} for uma sequéncia de Cauchy em M; em relagdo a dz, entdo {h’l(b”), n e ]N} é uma sequéncia de Cauchy em
M em relagdo a d;. Esse fato, entio, implica que a sequéncia {h ™' (bn), n € IN} converge a algum elemento a € M (pois (M1, d1)
é completo). Mostre que h(a) € M2 é o limite na métrica dz da sequéncia original {b,, n € IN}. Isso estabeleceu que toda sequéncia
de Cauchy em (M>, d2) converge e, portanto, que (Mo, dz) é completo. *

E. 24.22 Ezercicio. Sejam (Mi, di), (Ma, d2) e (Ms, ds) trés espagos métricos e sejam hiz : My — M e hoz : My — Ms
duas isometrias entre os espagos métricos (M1, di) e (M2, d2) e, respectivamente, (M2, dz2) e (M3, d3). Mostre que a composicio
has o hia : My — M3 é uma isometria entre os espagos métricos (M, di) e (Ms, ds). *

E. 24.23 Ezercicio. Seja (M, d) um espaco métrico e seja Iso(M, d) o conjunto de todas as isometrias bijetoras de M em si
mesmo, ou seja, o conjunto de todas as aplicagdes bijetores h : M — M tais que d(h(z), h(y)) = d(z, y) para todos z, y € M.
Mostre que Iso(M, d) é um grupo pela operagdo de composicio de fungdes. *

e Espacos Métricos. O Completamento Canénico

Dado um conjunto X dotado de uma métrica d e que nao seja completo em relag¢ao a esta métrica, é muito importante,
por vezes, identificar um conjunto X’, dotado de uma métrica d’ que possua as seguintes propriedades:

a. X’ contém X como subconjunto.
b. X é denso em X’ em relagao & métrica d’.
c. d’ quando restrita a X ¢ idéntica a d.

d. X' é completo em relagao a d’.

Em um tal caso, dizemos que o espago métrico (X', d’) é um completamento do espago métrico (X, d).

Como exemplo, mencionamos que o conjunto dos nimeros reais R é um completamento do conjunto dos niimeros
racionais, caso adotemos neste a métrica d(r, s) = |r —s|, , s € Q. A métrica d’ em R seria também d'(z, y) = |z —y|,
z, y € R.

Dado um espago métrico (X, d), que eventualmente nao é completo em relagao a uma métrica d dada, podemos
completi-lo usando um procedimento padrao devido a Cantor?*, conhecido como completamento canénico de espacos
métricos. Isso é o contetdo do seguinte teorema:

Teorema 24.1 (Completamento Canodnico) Dado um conjunto X, dotado de wma métrica d, existe um outro con-
jJunto X, dotado de uma métrica d, e uma aplicagio injetora E : X — X tais que:

1. d(E(z), E(y)) = d(z, y) para todo z, y € X.
2. O conjunto E(X), a imagem de X por E, é um conjunto d-denso em X.

3. X ¢ completo em relagdo a métrica d. [m}

Nota. Comentemos que E é uma bije¢ao entre X e E(X) (por ser injetora). Nesse sentido, podemos também dizer, com um pequeno abuso
de linguagem, que X é um completamento de X. Comentamos também que o fato de ter-se d(E(z), E(y)) = d(x, y) para todo =, y € X por
si j4 implica que E ¢ injetora.

Na Segdo 24.A ilustramos uma aplicagido importante do Teorema 24.1 (mais precisamente, da demonstragao do
Teorema 24.1) ao delinearmos como podemos “construir” os nimeros reais a partir dos racionais. Em seguida, adotando
métricas especiais no conjunto ), mostraremos como construir um conjunto especial de niimeros, os chamados ntimeros
p-adicos.

Prova do Teorema 24.1. Consideremos o conjunto C4(X) formado por todas as sequéncias em X que sejam de Cauchy
em relacao a métrica d. Vamos introduzir em €4(X) a seguinte relagao de equivaléncia: para duas sequéncias de Cauchy
a = {an}tnen € b= {bp}nen dizemos que a é equivalente a b, a ~ b, se e somente se nlgl; d(an, by,) =0.

24Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).
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E. 24.24 Ezercicio. Prove que esta é, de fato, uma relagdo de equivaléncia. Sugestdo: use a desigualdade triangular. &

O conjunto C4(X) é, entdo, a unido disjunta de suas classes de equivaléncia pela relagdo acima?®. Vamos denotar por
Xo conjunto de todas essas classes de equivaléncia. Como usualmente se faz, denotaremos por [z] a classe de equivaléncia
de um elemento z € C4(X), ou seja, [z] é o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em X que sdo equivalentes a
sequéncia de Cauchy x.

Podemos fazer de X um espaco métrico definindo uma métrica d: XxX > Rda seguinte forma:
d(la], ) = lim_d(wn, yn) . (24.12)

para duas sequéncias de Cauchy = = {x; }iew € y = {yi}ien € X.

A respeito da definigao (24.12) ha alguns pontos a comentar, o que faremos com os trés exercicios que seguem. O
primeiro exercicio mostra que o limite no lado direito de (24.12) de fato existe e esclarece por que ¢ importante o uso
de sequéncias de Cauchy na construgao, e nao sequéncias quaisquer. O segundo exercicio esclarece que d é de fato uma
fungao de classes de equivaléncia (independente dos representantes e y tomados em [z] e [y], respectivamente). O
terceiro exercicio estabelece que d é, de fato, uma métrica.

E. 24.25 Egercicio. Mostre que o limite em (24.12) existe. Para tal, note que, pela desigualdade triangular,
d(wi, yi) < d(wi, x5) + d(x;, y;) +d(ys, vi)

e, portanto,

|d(zﬂ yi) — d(zj, y])} < d(wi, x) +d(y;, yi) -
Como z e y sdo sequéncias de Cauchy o lado direito pode ser feito < ¢ para qualquer ¢ > 0, desde que i e j sejam feitos grandes o
suficiente. Complete os detalhes faltantes. £

E. 24.26 Ezercicio. Mostre que se 7’ € C4(X) e 2’ € [z] (ou seja &’ é uma sequéncia de Cauchy equivalente a z € €4(X)) entdo
lim d(z,, yn) = lim d(zn, yn) (24.13)
noo0 n—ro0
para toda y € C4(X). Sugestdo: Usando a desigualdade triangular, tem-se que
d(@n, yn) < d(@n, 23) +d(@n, ya) -

Prove dai que |d(zn, yn) — d(a},, yn)| < d(xn, x7,) e conclua (24.13) disso. F3

Esse exercicio estabelece que a defini¢ao (24.12) independe do particular elemento x de [z] adotado. Analogamente,
(24.12) independe do particular elemento y de [y] adotado e, portanto, d é legitimamente uma fungao de classes de
equivaléncia. No préoximo exercicio é provado que d é, de fato, uma métrica.

E. 24.27 EBrercicio. Mostre que d é uma métrica em X. Sugestdo: positividade e simetria sdo evidentes. E também facil ver que
d([z], [y]) = 0 se e somente se z ~ y, o que implica [z] = [y]. Por fim, a desigualdade triangular para d segue facilmente da desigualdade
triangular para d. Complete os detalhes faltantes. *

Vamos agora mostrar que Xé completo em relagao a d. Seja {[z], a € N}, uma sequéncia de Cauchy em X. Cada
elemento 2z ¢, ele mesmo, uma sequéncia de Cauchy em X: {z{, z3, 2%,...}. Como [z%], a € N, é uma sequéncia de
Cauchy em X vale que, para todo € > 0, existe A(e) € IN suficientemente grande tal que E([z“], [2°]) < € desde que a e
b > A(e). Dai segue que, pela defini¢ao de limite, existe I(e) € IN tal que

dat. o) < .

desde que a e b > A(e) e que i > I(e). Fora isso, como {z?};en ¢ uma sequéncia de Cauchy para cada a, existe para
todo € > 0 um J,(€) tal que
d(zf, zf) < e,

desde que i, j > J,(¢)

25Para as nogoes de relagao de equivaléncia e classes de equivaléncia, vide Segio 1.1.2.8, pagina 65.
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Defina-se entao para n € IN

a(n) = max{A(1/p), 1<p<n} e

B(n) = max{mux{[(l/q), 1<q<n}, max{Jym(1/r), 1<7< n}} .

E evidente por essas defini¢oes que para n > m teremos

aln) > a(m) > A(1/m) (24.14)

e
B(n) > B(m) > max {I(1/m), Jagm)(1/m)} . (24.15)
Defina-se agora a sequéncia z em X dada por z, = T(;fz)), n € IN. Desejamos provar que essa ¢ uma sequéncia de

Cauchy em X e, para tal, observemos que
ey ) = 4 (o5 o5) < d (a0, a500) +a (505 w50) -

Agora, para m < n valerd

() am) 1
a (a5, asin)) < —. (24.16)

pois B(n) > I(1/m) (por (24.15)) e a(n) > a(m) > A(1/m) (por (24.14)). Paralelamente, temos também

a(m) _a(m) 1
a (2505 250m) < o

pois B(n) > B(m) > Jom)(1/m) (por (24.15)). Estabelecemos que para todos n > m tem-se d(z,,, z,,) < % e isso

diz-nos claramente que z é uma sequéncia de Cauchy.

A classe de equivaléncia de z, ou seja, [z], ¢ um candidato a ser o limite em X (na métrica d) da sequéncia [z%].
> s
Provemos que isso é de fato verdade.
Consideremos a subsequéncia [z*(™)], m € IN. Temos que

E([z“(”")]., [l]) — rLan;Qd(zf;(m), I;{E:g) .

Porém,
o a(n) a(m) a(m) _a(n)
a5, ag)) < (et wg) +a (o5 250) -
Agora, para todo n > Jy(m)(1/m) vale, d (zﬁ(m>, ziﬁ:’;)) < % pois, por (24.15), tem-se também B(n) > Jo(m)(1/m).

a(m) a(n)

Paralelamente, temos por (24.16) d (zﬁ(n) s zﬁ(”)) < % Assim, provamos que para todo n > Ju(m)(1/m) vale

2 a(n) 2 . (1 . 2
d(lf{m)a %(n)) < o que estabelece que d([z™)], [z]) < -
para todo m € IN. Isso provou que subsequéncia [z°(™)], m € N, converge a [z] na métrica d. Como [2%] é uma sequéncia
de Cauchy, isso provou que a prépria sequéncia [¢%] converge a [z] na métrica d e, portanto, estabelecemos que X é
completo.
Para cada x € X, podemos associar uma sequéncia de Cauchy constante z; = x, Vi € IN. Seja F: X — X definida
por _
Xoazw E@) = [7] €X.
E facil provar que E ¢ injetora. De fato, se z, y € X sdo tais que E(z) = E(y), entdo [Z] = [§] e isso implica & ~ 7. Isso,
por sua vez, significa que d(Z;, y;) = 0, Porém, T; = x e §; = y e, portanto, provou-se que d(z, y) = 0, o que implica
T =y, como queriamos.

H4 entao uma bijecao E de X sobre o subconjunto E(X) := {E(z) € X, ze X} c X. Temos também que

d(E(), BE(y)) = (@), @) = lim @, §u) = lim d(z, y) = d(z, y).
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Assim, aprendemos que a bijecio E preserva distancias (¢, portanto, o que se chama de uma isometria de X em E(X)).

Resta-nos mostrar que o conjunto E(X) é denso em X , ou seja, qualquer elemento de X pode ser aproximado (no
sentido da distancia J) por elementos de E(X). Seja entdo [z] um elemento de X. Como z é uma sequéncia de Cauchy,
vale que para cada € > 0 tem-se

d(zi, zj) < € (24.17)
desde que i e j sejam maiores que um certo N(e). Seja a sequéncia de Cauchy constante igual ao elemento y(¢)4.1, ou
seja, acmy Teremos

(), [inion]) = d(le), Bloneen) = Jim d (o, (Gxr),) = Jm d@, 2y )

Agora, por (24.17),
lim d(z,, Ty@)41) < €.
n—oo

Logo, J([T], E(2zn(e+1)) < € para todo € > 0, 0 que precisamente afirma que qualquer [z] € X pode ser arbitrariamente
aproximado no sentido da métrica d por elementos de E(X). Isso completa a demonstragao do Teorema 24.1. |

24.1.2 Conjuntos de Sequéncias

Vamos agora apresentar um exemplo de espago ultramétrico completo relevante na Teoria das Probabilidades, na Teoria
dos Processos Estocdsticos e na Mecanica Estatistica,

Seja  um conjunto com mais de um elemento (para que o exemplo nio seja trivial) e seja QN a colecio de todas as
sequéncias em Q. Para w, w’ € QN definimos

00, sew=w,
N(w, w') =
min{jG]N|wJ'7éw]’}, sew #w .

Em palavras, N(w, w’) é o menor indice para o qual as sequéncias w e w’ diferem. Note-se que vale a propriedade de
simetria: N (w, ') = N(o', w).
Afirmamos que para w, w’ ¢ w” € QN vale

N(w, w’) > min {N(w, w”), N(u./, w”)} . (24.18)
Para provar isso, vamos primeiramente assumir que w, w’ e w” sejam distintos. Suponhamos sem perda de generalidade
que J = N(w, ) = min {N(w, «”), N(&/, «”)}. O fato que N(«', &) > J significa que wj = wf para todo
je{l, ..., J—1}. Porém, pela prépria definicao de N, tem-se w; = w;’ para todo j € {1, ..., J —1}. Assim, pela
transitividade da igualdade, vale também w; = w/ paratodo j € {1, ..., J—1}. Isso, porém, significa que N(w, w') >J,
ou seja, que vale (24.18), como desejdvamos provar.

Caso w = w’, (24.18) é valido trivialmente, pois N(w, w’) = 00. Casow = w", entdo (24.18) é igualmente vélido, pois
N(w, ") = 0o e a afirmagdo de (24.18) seria que N (w, w’) > N(w’, w"), 0 que é trivialmente verdade dado que w = w”
e dado que N é simétrica. Por fim, se w’ = w”, temos N (w’, w”) = oo e (24.18) afirma que N (w, w’) > N(w, "), 0
que, novamente, é trivialmente verdade, pois w’ = w”.

Uma vez estabelecida a relagao (24.18), definamos

0, sew=w,
d(w, ') = (24.19)

27N('“”“,) , sew#w .

Afirmamos que d é uma ultramétrica em QN. De fato, d(w, w’) >0e d(w, w') =0 se e somente se w = w’. Fora isso, d
é simétrica, pois N o é. Por fim, a propriedade de ultrametricidade decorre do fato que, por (24.18),

—N(w, ') < —min{N(w, «"), N, w")} = max{—N(w, "), =N(o', ")},
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o que implica que

9N (v o) < gmax (o), =N (o, )} e {271\,(% w,,)" 2—N(w/, o) } 7
pois a fungao exponencial é crescente. Isso estabeleceu que d(w, w’) < max {d(w, Ld”), d(w’, w”) }, como desejavamos,
que é a propriedade de ultrametricidade.

O espago métrico composto por QN com a métrica d é um espago métrico completo, como passaremos a demonstrar.

Seja w?, a € IN, uma sequéncia de Cauchy de elementos de Q™. Isso significa que para todo n € N existe N(n) € N tal
que d(w“, wl’) < 27" sempre que a e b forem > N(n). E importante aqui notar que sempre podemos escolher N(n) > n,

o que faremos doravante. Pela defini¢do de d, isso significa que (w“)] = (wb)j para todo j € {1, ..., n— 1} sempre que
a e b forem > N(n).

Seja @ € QN a sequéncia definida por @, := (wN1),, para cada | € N. Afirmamos que a sequencia w?, a € N,
converge a @ na métrica d. De fato, para todo n € IN tem-se (w”)] = (wN(j))j para todo j € {1, ..., n— 1} sempre
que a > N(n). Assim, temos (w”)j = w; para todo j € {1, ..., n— 1} para a > N(n). Isso implica que para todo

n € IN tem-se d(w“, w) < 27" sempre que a > N(n), ou seja, que a sequéncia w®, a € N, converge em QN a sequéncia
@, demonstrando a completeza de QN.

24.2 Pseudométricas
Seja M um conjunto nao vazio. Uma funcdo d : M x M — R que satisfaz

1. Positividade: para todos z, y € M vale d(z, y) > 0.

2. Simetria: para todos z, y € M vale d(z, y) = d(y, z).

3. Desigualdade triangular: para todos z, y, z € M vale d(z, y) < d(z, z)+d(y, z).
4. Para todo x € M vale d(z, z) = 0.

¢ dita ser uma pseudométrica em M. O par (M, d) é dito ser um espago pseudométrico.

Como ja provamos no Comentério da pagina 1298, as condigdes de positividade e simetria seguem da desigualdade
triangular e da condigao que d(z, z) = 0 para todo x € M. Assim, para definir-se a nogao de pseudométrica basta listar

1. Desigualdade triangular: para todos z, y, z € M vale d(z, y) < d(z, z) +d(y, z).
2. Para todo @ € M vale d(z, z) = 0.

Os outros itens sao listados apenas por énfase.

O seguinte fato é evidente: toda métrica ¢ uma pseudométrica e uma pseudométrica d é uma métrica somente se
d(z, y) = 0 implicar = y. Assim, em uma pseudométrica pode haver pontos distintos x ¢ y tais que d(z, y) = 0.
Passemos agora a discutir uma outra propriedade de pseudométricas de particular importancia na teoria dos chamados
espagos localmente convexos. Seja d : M x M — R uma pseudométrica. Entao, f: M x M — R definida por
. d(a, b)
fla, b) = ———~
1+ d(a, b)
é também uma pseudométrica.

Em primeiro lugar, é claro que f(a, a) = 0 para todo a € M. Como a simetria de f ¢ também G¢bvia, precisamos
apenas mostrar que f satisfaz a desigualdade triangular. Para demonstrar isso, notemos em primeiro lugar que a fungao

I(z) =

x
1+
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é crescente para x > 0. De fato, se y > z > 0, entao

y—=

ly) —l(z) = ) >0

Assim, como pela desigualdade triangular para d vale que d(a, b) < d(a, ¢) + d(c, b), teremos

B d(a, b)
ot = e
- d(a, ¢) +d(c, b)
~ 1+d(a, ¢)+d(c, b)

d(a, c) 4 d(c, b)
1+d(a, ¢c) +d(c, b)  1+d(a, ¢)+d(c, b)

d(a, ¢) N d(c, b)
~ 1+d(a, ¢) 1+4d(c, b)

= fla, o)+ f(c b), (24.20)

provando a desigualdade triangular para f. Acima, na passagem da terceira para a quarta linha usamos os fatos ébvios
que
1+ d(a, ¢)+d(c, b) > 1+d(a, c) e 1+d(a, ¢)+d(c, b) > 1+d(c, b),

pois d é positiva.

Uma consequéncia disso é que se d é uma métrica entao f também o é.

E. 24.28 Ezercicio. Por qué? L

e Familias de Pseudométricas

Em muitas situacoes sdo definidas em um conjunto M néo uma mas toda uma familia de pseudométricas: © =
{d, a € A}, A sendo um conjunto arbitrério nao vazio de indices, onde todas as d, sdo pseudométricas.

Diz-se que uma familia de pseudométricas: ® = {d,, o € A} separa pontos se para quaisquer dois pontos distintos
x, y € M existir um ag € A tal que dqo, (x, y) # 0.

Tem-se a seguinte proposigao, que mostra que a toda familia contdvel de pseudométricas que separa pontos vem
naturalmente associada uma métrica:

Proposigao 24.9 Seja M um conjunto e seja ® = {d,, n € N} uma familia contdvel de pseudométricas em M que
separa pontos. Entao, D : M x M — R definida por

B <1 dn(z, y)
D(z, y) = Zﬁm

n=1

€ uma métrica em M. [m]

Prova. Em primeiro lugar notemos que a soma infinita do lado direito é bem definida pois

dn(z, y)
0< &Y
T ltdu(r, y) T

e o fator 27" garante a convergéncia. Que D é uma pseudométrica é evidente pelo fato que cada termo d,(z, y)/(1 +
dy(z, y)) 0 é, como vimos acima. Resta mostrar que D(z, y) = 0 implica z = y. Como a soma contém apenas termos
positivos, D(z, y) = 0 86 é possivel se d,,(z, y) = 0 para todo n € IN. Como D separa pontos, se tivéssemos = # y
haveria pelo menos um m para o qual d,,(z, y) # 0. Como tal nio ¢ o caso, tem-se for¢cosamente z = y. |
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e Bolas em espagos pseudométricos

Em espagos pseudométricos podemos introduzir as nogoes de bola aberta e fechada de forma inteiramente analoga ao
caso de espagos métricos. Seja X um espago métrico com uma pseusométrica d e seja © € X. Define-se a bola aberta de
raio 7 > 0 centrada em x como sendo o conjunto

Bz, r) = {y€ X, talqued(z, y) < r}.

O conjunto
Bz, r) = {y € X, talqued(z, y) < r}

define a bola fechada de raio r > 0 centrada em z.

24.3 A Nogao de Topologia de Espacos Métricos ou Pseu-
dométricos

Vamos agora discutir alguns fatos relevantes sobre topologias de espagos métricos ou pseudométricos. Essa discussao é
estendida e complementada na Se¢ao 27.3.1, pagina 1431, onde mais instrumentos estardo a nossa disposigao.

As definigoes e resultados que apresentamos aqui valem em espagos métricos ou pseudométricos, ou seja, dotados
de uma métrica ou de uma pseudométrica. Como uma métrica ¢ também uma pseudométrica, podemos tratar do caso
pseudométricas e obter maxima generalidade.

e Conjuntos Abertos em Espagos (Pseudo)Métricos

Um espago pseudométrico possui, naturalmente, muitos subconjuntos. Hé, porém, uma classe de subconjuntos que
tém uma importancia destacada, os chamados conjuntos abertos. Seja X um conjunto dotado de uma pseudométrica d.
Um subconjunto nao vazio A de X ¢é dito ser um conjunto d-aberto, ou simplesmente um conjunto aberto em relagao a
pseudométrica d, se possuir a seguinte propriedade: para cada x € A existe um ntimero real §(z) > 0 (eventualmente
dependente de z) tal que todo 2’ € X satisfazendo d(z, z’) < 6(z) ¢ também um elemento de A.

Uma outra forma equivalente de refrazear essa definigao é dizer que um subconjunto A de X é dito ser um conjunto
d-aberto, ou simplesmente um conjunto aberto em relagao a pseudométrica d, se para cada = € A existe um nimero real
5(x) > 0 (eventualmente dependente de ) tal que B(z, d(z)) C A. Aqui, Bz, d(z)) é a bola aberta de raio §(x)
centrada em x.

Por essa defini¢ao o conjunto X é, ele mesmo, um conjunto aberto em relagao a métrica d. O conjunto vazio ) é
honorificamente declarado um conjunto aberto em relagao a métrica d.

A colecao de todos os conjuntos abertos em X em relagio & pseudométrica d é dito ser uma topologia (pseudo)métrica
em X, ou simplesmente uma, topologia®® em X. Esse é o contetido da proposicio que segue.

Proposi¢ao 24.10 Seja X um conjunto ndo vazio e d uma pseudométrica em X .

I. Se A e B sao abertos em X em relag¢io a pseudométrica d entao AN B também o é.

II. Seja I um conjunto arbitrdrio de indices e {Ax C X, X\ € I} uma cole¢io de subconjuntos de X abertos em relagio

a pseudométrica d. Entio U Ay € também um conjunto aberto em relagdo pseudométrica d. [m}
Ael

Comentdrio. As afirmativas contidas nessa proposi¢do sdo importantes pois inspiram a defini¢do do conceito de espaco topoldgico. Espacos
topoldgicos serdao estudados com mais detalhe e generalidade no Capitulo 27, pagina 1410.

Prova da Proposicdo 24.10. Prova de I. Se AN B = () a afirmacdo est4 provada, pois ) ¢ declarado aberto em relagio a
d. Seja entdo ANB # () e sejax € AN B. Como z € A, existe §4(z) > 0 tal que B(I, 644(1)) C A. Analogamente,
como x € B, existe dp(z) > 0 tal que B(z, dp(x)) C B. Assim, se §(z) := min{6a(z), dp(z)} valerd B(z, d(z)) C
B(z, 6a(z)) C Ae B(z, §(z)) C B(x, dp(x)) C B e, portanto, B(z, §(x)) C AN B. Isso mostra que AN B é aberto
em relagao & pseudométrica d.

26 A definigao de topologia foi introduzida na Secio 1.2.7, pagina 101 e serd mais elaborada no Capitulo 27, pagina 1410.
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Prova de II. Seja {Ax C X, A € I} uma cole¢ao de subconjuntos de X, todos abertos em relagio & pseudométrica d.
Se todos forem vazios, ndo ha o que se demonstrar. Vamos, entdo supor que ao menos um seja nao vazio e considere-se
T € U Ax. Pela defini¢ao de unido de conjuntos, existe ao menos um indice Ag € I tal que z € Ay,. Como A, é aberto
Ael
em relagao a pseudométrica d, existe §(z) > 0 tal que B(z, 5(1)) C Ay, Isso, porém, garante que B(z, 5(1)) C U Ay,
Ael
provando que | J,c; Ax é aberto em relagdo & pseudométrica d. c

e Alguns exercicios simples

E. 24.29 Egercicio.  Prove que toda bola aberta (fechada) em um espaco pseudométrico é um conjunto aberto (fechado) na
topologia métrica desse espaco. *

E. 24.30 Ezerc Mostre explicitamente que, para a, b € R com a < b, o conjunto (a, b) = {z € R| a < x < b} é um conjunto
aberto em relagdo a métrica d(z, y) = |z —y|. o+

E. 24.31 Ezercicio. Mostre explicitamente que, para a, b € R com a < b, o conjunto [a, b) = {x € R| a < = < b} ndo é um
conjunto aberto em relagdo & métrica d(z, y) = |z — y|. *

E. 24.32 Ezercicio. Mostre explicitamente que, para r > 0 a bola de raio 7 em R® centrada na origem em relacio 3 métrica
Euclidiana, B, := {z € R®| dg(z,0) < r}, é um conjunto aberto na topologia definida por essa métrica. o+

E. 24.33 Ezercicio. Seja X é um conjunto n3o vazio. Mostre que todo subconjunto n3o vazio de X é aberto em relagio & métrica
trivial, definida em (24.4), pagina 1299. £

E. 24.34 Eze 0. Se dy e dy s3o (pseudo)métricas em um conjunto X, mostre que para quaisquer a, b > 0, ambos nio
simultaneamente nulos, a expressdo adi(z, y) + bdz(z, y), com x, y € X, também define uma (pseudo)métrica em X. E

e Métricas equivalentes. Métricas que geram a mesma topologia

Seja M um conjunto e sejam d; e do duas métricas em M. As métricas d; e do sao ditas equivalentes, em simbolos
dy ~ da, se existirem dois nimeros ¢; e ¢z com 0 < ¢; < ¢ tais que para todos z, y € M valha

adi(z, y) < da(x, y) < cadi(z, y) .

E. 24.35 Ezercicio. Mostre que a relagdo di ~ d> define uma relagio de equivaléncia no conjunto de todas as métricas em M. »*

E. 24.36 Ezercicio. Sejam di e d» duas métricas equivalentes em M. Mostre, que todo conjunto di-aberto de M é do-aberto e
vice-versa. Isso significa que se di e da sdo equivalentes, ambas geram a mesma topologia. *

Os exercicios que seguem e a Proposicao 24.11, adiante, mostram que a reciproca nao é geralmente verdadeira:
métricas que geram a mesma topologia nao sao necessariamente equivalentes (no sentido da defini¢ao acima).

E. 24.37 Ezercicio. Seja M um espa¢o métrico com uma métrica d(z, y), para z, y € M. Prove que

d(z, y)
do(z, = 24.21
o(z, y) T+ d@, ) (24.21)
também define uma métrica em M. Sugestdo: para demonstrar a desigualdade triangular serd til provar antes que a funcdo
t
Ity = —
® 1+t
é crescente na regido t > 0. Outra sugestdo: dé uma olhada na pégina 1316. E]
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Para a métrica trivial d(z, y) = 0se = y e d(z, y) = 1 se & # y, a correspondente métrica dy ¢ dada por
do(z, y)=0sex=yedy(x, y)=1/2sex #y.

E. 24.38 Egercicio. Mostre que as métricas d e dy do Exercicio E. 24.37 s6 sdo equivalentes (no sentido da definicdo acima) se d
for limitada, ou seja, se existir D > 0 tal que d(z, y) < D para todos =, y € M. Sugestdo: tem-se que [(z) < x para todo z > 0, mas
mostre que n3o existe nenhuma constante ¢ > 0 tal que cz < [(z) para todo > 0. Todavia, uma tal constante pode ser achada se nos
limitarmos a z € [0, D]. Ed

Mesmo nao sendo equivalentes, as métricas d e dy do Exercicio E. 24.37 definem a mesma topologia. Para futura
referéncia, coloquemos essa afirmagao na forma de uma proposigao:

Proposigao 24.11 Seja M um conjunto nao vazio e d wma métrica em M. Seja do(z, y) := d(z, y)/(l +d(z, y)) com
z, y € M. Como vimos no Ezercicio E. 24.37, dy também define uma métrica em M. Entao, d e dy definem a mesma

topologia, ou seja, um conjunto € d-aberto se e somente se for dy-aberto. [m}
Prova. Considere [ : [0, oc) — [0, 1) definida por I(t) := {47. Essa fungio ¢ continua e estritamente crescente, pois
I'(t) = ﬁg > 0, e sua inversa [=1 : [0, 1) — [0, c0) ¢ dada por I7!(s) = %, igualmente continua e estritamente

crescente, com (l’l)/(s) = ﬁ > 0.

Seja B4(z, r) a bola de raio r > 0 centrada em x € M em relagdo 4 métrica d. Seja também B%(z, r) a bola de
raio 0 < r < 1 centrada em z € M em relagdo & métrica dy (como dy assume valores somente no intervalo [0, 1) s6 faz
sentido aqui tomarmos 0 < r < 1).

Como dy(z, y) = l(d(z, 7./)) ed(z, y) = l’l(d(](m y)). segue que, para 0 <r <1,

Bd"(z'., r) = {y € M|dy(z, y) < r} = {y S ]\/[|l(d(w7 y)) < 7'} = {y € M|d(z, y) < 171(7')} = Bd(w, lil('r))
(2422)
e, analogamente, para r > 0,

Bz, r) = {yeM|d(x, y)<r} = {ye€ M1 (do(z, y)) <7} = {y€M|do(z, y) <I(r)} = B (x, I(r)) .
(24.23)

Assim, se A C M é dg-aberto, existe para cada z € A um ntimero 0 < 7, < 1 tal que B%(z, r,) C A, o que implica,
por (24.22), que B? (z, l’l('rz)) C A, estabelecendo que A é também d-aberto. Reciprocamente, se A C M ¢é d-aberto,
existe para cada z € A um nimero r, > 0 tal que B%(z, 7,) C A, o que implica, por (24.23), que B% (z l(rm)) C A,
estabelecendo que A é também dy-aberto.

Com isso, provamos que A C M é d-aberto se e somente se for dg-aberto, o que estabelece a identidade duas topologias
associadas a d e a dp.

e Conjuntos fechados em espagos métricos

Paralelamente & nogao de conjunto aberto em um espago métrico existe a nogao de conjunto fechado em um espago
métrico: se M ¢é dotado de uma métrica d, um conjunto F' C M ¢ dito ser fechado em relagao a métrica d se seu conjunto
complementar F¢ = M \ F for aberto em relagdo & métrica d.

A nogao de conjunto fechado é tao relevante quanto a de conjunto aberto e muitas propriedades de espagos métricos
podem ser expressas em termos de propriedades de conjuntos fechados. A proposi¢ao que segue apresenta uma caracte-
rizagao importante da nogao de conjuntos fechados em espagos métricos.

Proposigao 24.12 Seja M um conjunto nao vazio dotado de uma métrica d. Entao, F C M € fechado se e somente se
toda sequéncia de elementos de F' que for convergente em M convergir a um elemento de F'. [m}

A demonstracao dessa proposigao serd apresentada na Se¢ao 27.3.1, pagina 1431 (na forma do Coroldrio 27.2, pégina
1432). Para o caso de espagos métricos completos vale o seguinte afirmagao importante:

Proposicao 24.13 Se M ¢é um espago métrico completo em relagio a uma métrica d, entao F' C M ¢é fechado na
topologia induzida por essa métrica se e somente se F' for igualmente completo em relagao a métrica d. [m}
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Essa proposi¢ao serd demonstrada & pdgina 1432 (vide Proposicao 27.12, pagina 1432) e serd usada, por exemplo, na
discussao do Capitulo 25, pagina 1360.

Topologias, e ndo apenas topologias relacionadas a espagos métricos, serao estudadas com mais profundidade no
Capitulo 27, pagina 1410.

e A nogao de conjunto limitado em um espago métrico (e uma adverténcia)

Seja (M, d) um espago métrico. Um conjunto A C M ¢é dito ser um conjunto limitado em relagao a métrica d, ou um
conjunto d-limitado, se diamg(A) := sup{d(z, y), z, y € A} < co. Por razdes ébvias, diamy(A) é dito ser o didmetro de
A em relagao & metrica d.

Essa nogao serd ainda desenvolvida em diversas diregoes (vide, por exemplo, a Proposi¢io 32.21, pagina 1609), mas
por ora cabe a seguinte

Adverténcia. Em um espago métrico, a no¢ao de limitagdo de um conjunto nao ¢ uma nogao topoldgica, pois pode
acontecer de um conjunto ser limitado em relacdo a uma métrica, mas nao em relagdo a outra, mesmo quando ambas
geram a mesma topologia métrica!

Um exemplo claro é o seguinte: dada uma métrica d em M: todo o conjunto A é limitado na métrica dy definida
em (24.21), pois sempre vale do(z, y) < 1 para todo z, y € M, mesmo que A nao seja d-limitado. Tomemos, a titulo
de ilustragdo, M = R e nele a métrica usual d(z, y) = |y — z|. O conjunto [0, co0) nao é d-limitado, mas ¢ dy-limitado,
tendo nessa métrica um diametro diamg, ([0, 00)) = 1.

e Completeza de espagos métricos e sua topologia. Uma adverténcia

Vamos neste ponto retornar a nossa discussao sobre a topologia de espagos métricos e discutir sua rela¢ao com a nogao
de completeza. A verdade é que os dois conceitos nao sao totalmente relacionados. O fato de um espago métrico ser
completo nao é diretamente relacionado a topologia adotada mas sim a métrica usada. Em outras palavras, completeza
nao ¢ uma propriedade topoldgica!

Para ver isso trataremos de exibir um exemplo de um espago M dotado de duas métricas que geram as mesmas
topologias, sendo M completo em relagdo a primeira métrica mas nao em relagdo a segunda métrica. No exemplo
(extraido de [92]) em questao M = {z € R, # > 1}. Em M adotaremos duas métricas: di(x, y) = |y — x| e

1 1
do(z, y) = |- — —|.
2 (2, y) ’y =
E. 24.39 Ezercicio. Mostre que d» é de fato uma métrica em M. o+

O fato é que d; e d2 geram a mesma topologia em M. Para ver isso notemos que da(xz, y) = di(z, y)/(zy) < di(z, y)
e, portanto, para todo & € M e todo r > 0 vale Bq, (z, r) C Bg,(z, r). Se A ¢ aberto em 74, (a topologia associada
& métrica dy), entao para todo z € A hd uma bola By, (z, r(z, A}) inteiramente contida em A e, pelo que acabamos
de ver, ha também uma bola By, (x, r(z, /l)) inteiramente contida em A. Daqui se conclui que todo aberto de 74, é
também aberto de 74,. Logo 74, C 74,. Igualmente é claro que para todo y da bola aberta By, (z, r) de 74, podemos
achar um 1’ suficientemente pequeno tal que Bq, (y, ') C By, (z, r) (como?). Como as bolas abertas By, geram 74, isso
implica 74, C 74,, provando a igualdade das duas topologias.

O fato que queremos ressaltar é que M é completo em relagao a d; mas nao em relacdo a da. Que M é completo
em relagao a dy pode ser provado diretamente ou pelo seguinte argumento topolégico: M é completo em relacao a dy
pois M é um subconjunto fechado de R na topologia usual 7, induzida por di, e R é completo em relacdo a dy (vide
Proposigao 24.13, pagina 1320, e a discussao a pagina 1432, em particular a Proposicao 27.12).

Para ver que M nao ¢é completo em relacao a dy observe que a sequéncia a,, = n, n € IN, é de Cauchy em relacao a
ds mas nao ha nenhum elemento em M ao qual ela converge. Assim, M é completo em relac¢ao a d;, mas nao em relagao
a do, embora ambas as métricas gerem a mesma topologial

As consideragoes acima dizem-nos que completeza nao é uma nogao de natureza topolégica. Uma vez posta
essa adverténcia, cabe notar, porém, que espagos métricos compactos sdo sempre completos em quaisquer que sejam as
métricas que geram a topologia. Vide Teorema 32.11, item I, pagina 1611.

Nota. Nao se pode argumentar, como fizemos com a métrica di, que M é completo em da por ser um subconjunto fechado de R na topologia
induzida em R por da, pois tal topologia nao existe! dz é uma métrica em M, mas nao em R, ao contrario do que ocorre com d;. Poder-se-ia,
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entdo, argumentar que da é uma métrica em X = (0,00) (de fato 6, verifiquel) e que M é um subconjunto fechado de X = (0, 00) nessa
topologia (de fato ¢, verifique!). Sucede, porém, que X = (0, 00) nao é completo em relagio a dz, pelo mesmo exemplo acima, e isso viola uma
das condigdes da Proposigio 24.13 da pagina 1320 (ou equivalentemente, da Proposigio 27.12, pagina 1432). *

E. 24.40 Ezercicio. Um outro exemplo (de [474]) de métricas que geram uma mesma topologia, mas que diferem no que concerne
a completeza é o seguinte. Considere M = R. Mostre que ds(z, y) := %‘z‘ — ﬁ"m é uma métrica em R. Mostre que essa métrica
gera a mesma topologia que a métrica usual de R. Mostre que a,, = n é uma sequéncia de Cauchy na métrica d, mas que nio converge
em R nessa métrica. *

E. 24.41 Ezercicio. O conjunto R é fechado na topologia induzida pela métrica ds, acima. Por que ent3o os fatos descritos no
Exercicio E. 24.40 n&o estdo em contradi¢do com a Proposi¢do 24.13, pagina 13207 &

24.4 Espagos de Funcgoes Limitadas e Completeza
Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados importantes sobre a completeza de certos espagos de fungées. O Coroldrio
24.2, adiante, generaliza a Proposicao 24.8, da pagina 1309. Os resultados apresentados abaixo serdo utilizados quando

discutirmos certos exemplos espagos de Banach e em outros lugares deste texto.

e Fungoes limitadas sobre um espago métrico

Seja X um conjunto nao vazio e M um conjunto, também nao vazio, dotado de uma métrica d. Dizemos que uma
fungao f: X — M é uma funcdo d-limitada (ou simplesmente uma fung¢do limitada quando a métrica d estiver implicita)
se existir um ponto de referéncia y € M e uma constante K > 0 tais que d(f(z), y) < K para todo z € X.

Note que se f é d-limitada segundo essa definigao, entao para qualquer z € M valerd, pela desigualdade triangular,
d(f(’d?)7 z) <d(f(z), y) +d(y, z) < K +d(y, z). Assim, a defini¢io de fungao limitada dada acima independe do ponto
de referéncia y € M tomado, podendo este ser substituido por qualquer outro, mudando-se eventualmente a constante
K adotada.

Podemos, portanto, alternativamente definir a nocao de funcao d-limitada da seguinte forma: dizemos que uma
fungao f: X — M é uma fungdo limitada, ou uma fungdo d-limitada, se para cada y € M existir uma constante K, > 0
(eventualmente dependente de y) tal que d(f(z), y) < K, para todo = € X.

Vale, equivalentemente, dizer que f : X — M ¢ d-limitada se para algum y € M valer sup {d(f(x) y) x € X} < o0.

A seguinte proposicao oferece uma propriedade que pode ser tomada como uma defini¢io alternativa da nogao de
fungao limitada:

Proposicao 24.14 Seja X um conjunto ndo vazio e M um conjunto, também nao vazio, dotado de uma métrica d.
Uma fungao f: X — M é uma fungdo d-limitada no sentido da defini¢ao acima se e somente se existir uma constante
L >0 tal que d(f(x), f(z'))ngam todos x ez’ € X. m]

Prova. Suponhamos que f seja d-limitada segundo a defini¢do de acima. Sejam z e ' € X, arbitrdrios. Teremos, pela
desigualdade triangular d(f(z), f(2')) <d(f(x), y) +d(y, f(2')) < 2K, e podemos tomar L = 2K,.

Suponhamos agora que exista uma constante L > 0 tal que d(f(z) f(r’)) < L para todos z e 2’ € X. Fixemos
2’ e tomemos y = f(2) como ponto de referéncia. Teremos que d(f(z), 1/) < L para todo = € X, provando que f é
d-limitada segundo a defini¢do acima.

O conjunto de todas as fungdes limitadas de X em M é denotado por B(X, M) (ou por B(X, M, d) quando for
necessdrio especificar a métrica em M em relagao & qual a nogio de limitagao é considerada). O conjunto B(X, M, d)
é ele mesmo um espago métrico em relagdo 4 métrica d, definida por

doo(f, g) = sup {d(f(w), g(x)), v € X} (24.24)
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para todas f, g € B(X, M, d). Que tal realmente define uma métrica pode ser facilmente demonstrado. Em primeiro
lugar, ¢ claro que doo(f, g) > 0 e que d(f, g) = d(g, f) para todos f, g € B(X, M, d). Em segundo lugar, se
doo(f, g) = 0 para algum par f, g € B(X, M, d) entdo, segundo a definigao, d(f(z), g(z)) = 0 para todo z € X, o
que implica f(z) = g(z) para todo z € X, ou seja, f = g. Em terceiro lugar, para f, g, h € B(X, M, d) vale (pela
desigualdade triangular para d) d(f(z), g(z)) < d(f(z), h(z)) + d(h(z), g(z)) para todo z € X. Logo,

sup {d(f(@), g()) } < sup {a(f(@), h@)) } + sup {a(h(x), g(@)} .

zeX zeX reX

provando a desigualdade triangular do (f, g) < doo(f, h) + dso(h, g) para todos f, g, h € B(X, M, d).

A métrica do é frequentemente denominada métrica uniforme.

e Completeza das fungoes limitadas sobre um espago métrico completo

O seguinte teorema sobre o conjunto de fungoes limitadas B(X, M, d), vdlido quando M é completo, é fundamental.
Teorema 24.2 Sejam X e M conjuntos nao vazio, sendo M dotado de wma métrica d e completo nessa métrica.
Entao, B(X, M, d) é completo na métrica uniforme ds definida por dso(f, g) := sup {d(f(z), q(r)) T € X} para
todas f, g € B(X, M, d). [m]

Prova. Seja f, uma sequéncia de Cauchy em B(X, M, d) em relagao & métrica d. Entdo, para todo € > 0 existe um in-

teiro positivo N (e€) tal que doo(frn, fm) < € sempre que m e n sejam maiores que N (€), ou seja, sup {d(fn (), fm(2)), z €

X} < €, sempre que m e n sejam maiores que N (e). Isso significa que para cada z € X tem-se d(fn(2), fm(z)) < €
sempre que m e n sejam maiores que N (e). Assim, para cada @ € X fixo, a sequéncia f,(z) de elementos de M é uma
sequéncia de Cauchy na métrica d. Como M é completo, segue que cada sequéncia f,,(x) é convergente em M. Vamos
denominar por f(z) seu limite.

Seja f a fungiao X 3 x> f(z). Essa fungdo f é um forte candidato a ser o limite da sequéncia {f, }nen na métrica
ds. Colocamo-nos, entdo, as seguintes questoes: 1. Serd a fun¢do f também um elemento de B(X, M, d), ou seja, uma
fungao d-limitada? 2. Se a resposta a pergunta anterior for positiva, serd que a sequéncia f,, converge a fun¢ao f na
métrica do? Se a resposta a essas perguntas for positiva (e veremos que ¢), estard provado que B(X, M, d) é completo
na métrica d, cOMo queremos provar.

Precisamos agora mostrar que a sequéncia { f,, }men aproxima essa fungdo f na métrica do.

Seja € > 0 arbitrario. Vamos definir uma sequéncia crescente de niimeros inteiros e positivos Ni(e), k=1, 2, 3, ...
com Njt1(€) > Ni(e), da seguinte forma: Ny (€) é tal que deo(fim, fn) < €/2F para todos m, n > Ny(e). Note que uma
tal sequéncia Ny (e) sempre pode ser encontrada pois, por hipétese, f,, ¢ uma sequéncia de Cauchy em do,. Vamos agora
escolher uma sequéncia crescente de indices ny < no < -+ < ng—1 < ng < --- tais que ni > Ni(€). A essa sequéncia
estd associada a subsequéncia { f,, }rew. Note que, pela defini¢ao, tem-se

€
doo(frras fu) < 57 (24.25)

pois n; e nyy1 sao maiores que N;(e). Com essas defini¢oes, teremos que para todo k > 1 vale, por uso repetido da
desigualdade triangular

k—1 k—1
.25 € 1
o). @) < Sl Sue) T = e (1o 55 (24.26)
=1 =1
para cada z € X (justifique!).
De (24.26), concluimos que para cada z € X,

A(f@), (@) < d(f(@), for (@) +d(Fni (@), fou (@)

A

< (g, o) +e (1)
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ou seja,
A1@. 1@ < @), fu@) +e(1- 575 )

O lado esquerdo desta expressao independe de k. Tomando-se o limite k& — oo e lembrando que a sequéncia f,, (z)
converge a f(z) em M, concluimos que

d(f(z), fa,(2)) < €, (24.27)
para todo x € M.
Se y € M, vale
(24.27)
Ad(f(@), y) < d(f(@)s fur(@) +d(far (@), y) < e+ d(fui(2), y) -

Como f,, ¢ d-limitado, existe KX > 0 tal que d(f,“ (z), y) < K para todo z € X. Logo, d(f(z), y) < K + ¢ para todo
z € X, provando que f € B(X, M, d).

Além disso, como (24.27) vale para todo z, segue que
doo(fs fuy) = sup{d(f(2), fui(2)), v€ X} < €. (24.28)

Isso demonstra que a sequéncia f,, converge a f em relagdo & métrica d, completando a demonstragao. |

e Fungoes continuas e limitadas sobre espagos métricos

A partir deste ponto utilizaremos nogoes sobre continuidade de fungdes em espagos topoldgicos gerais (vide Sec¢ao
30.5, pagina 1504) e sobre conjuntos compactos (vide Se¢ao 32.3, pdgina 1599).

Se X e M sao dois conjuntos nao vazio dotados topologias 7x e Tas, respectivamente, denotamos por C(X, M)
o conjunto de todas as fungdes continuas de X em M em relacdo aquelas topologias (vide Se¢do 30.5, pagina 1504).
Estamos interessados no caso em que M, é dotado de uma métrica d e 737 ¢é igual a 74, a topologia gerada em M pela
métrica d.

Denotamos C(X, M) N B(X, M, d), o conjunto de todas as fungdes continuas e d-limitadas de X em M, por
Cy(X, M). Como vimos acima, B(X, M, d) é um espago métrico com a métrica uniforme d €, como tal, ¢ um espago
topoldgico. Denotamos por 74 a topologia métrica induzida por de em B(X, M, d).

Teorema 24.3 Sejam X e M conjuntos nao vazio com X dotado de uma topologia Tx e M dotado de uma métrica d.
Suponhamos que M seja completo na métrica d. Entao, Cy(X, M), o conjunto de todas as fun¢ées continuas e limitadas
de X em M, é um subconjunto 7q__ -fechado de B(X, M, d) e completo na métrica d. [m}

Prova. Sob as hipdteses, sabemos que B(X, M, d) é completo (Teorema 24.2, pigina 1323). Pelo Coroldrio 27.2, pagina
1432, é suficiente provarmos que sequéncias de elementos de Cy(X, M) convergentes em B(X, M, d) na métrica do
convergem a uma fun¢ao de Cy,(X, M). Portanto, uma sequéncia convergente de Cy,(X, M) convergird a uma funcio de
B(X, M, d), restando apenas provar que o limite ¢ uma fungéo continua.

Supomos entao que f, seja uma sequéncia de Cyp(X, M) convergente em B(X, M, d) na métrica ds e que f €
B(X, M, d) seja seu limite. Desejamos provar que f é também continua.

Seja B C M um conjunto d-aberto e seja A = f~(B) C X sua pré-imagem em X. Desejamos provar que A é um
conjunto Tx-aberto (vide Segao 30.5, pagina 1504). A estratégia da demonstragio é provarmos que para cada x € A
existe um conjunto Tx-aberto A, inteiramente contido em A e que contém z. Isso implica que A = UzexA,. Como o
lado direito é uma uniao de Tx-abertos, provou-se que A é um Tx-aberto.

Os conjuntos A, serao da forma A, = f;II(Bm), onde n, é algum inteiro (eventualmente dependente de z) e B, C M,
satisfazendo:

i. By é um d-aberto em M (o que garante que A, = /;:(BJ,.) ¢é um Tx-aberto, pois as fungdes f,, sdo continuas),
ii. fn,(z) € By (0 que garante que x € f,;}(B,) = A,) e

iii. f'(Bz) C A (0 que garante A, = f,1(B,) C A).
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Toda a demonstragao resume-se agora em encontrar um conjunto B, com as propriedades acima para cada x € A =
f7HB). Seja entdo x um elemento genérico de A. Como B é aberto, existe uma bola aberta centrada em f(z) de um
certo raio r, > 0 que estd inteiramente contida em B (vide defini¢ao de conjuntos abertos em espacos métricos & pagina
1318), B(f(z), rz) C B.

Afirmamos que B, := B(f(a:), 71/2) tem as propriedades desejadas. Naturalmente B, C B(f(a;), rx) C B, sendo
que B, é d-aberto e contém f(x). Agora, se escolhermos n, grande o suficiente teremos

doo(f, fr.) < % (24.29)

pois f, converge a f na métrica d, por hipdtese, e, portanto,

Tz

A(f(@), fu (@) < doolf, fu) < (24.30)

do que conclufmos que f,, (x) € B(f(x), r+/4) C B(f(x), r+/2) = Bs. Resta provar que f, }(Bs) C A, o que serd feito
por contradigao. Suponha que exista z € f,!(B,) tal que z ¢ A. Entio, f(z) ¢ B. Porém,

fre()eBe 1 -

A(f@), 1)) < A(F@), S, () + dfa. (). F(2)) S d(f (), 1) < F o+ dee(fns f)

(24.29) p,  p, 3y

- 2 4 4

provando que f(z) € B(f(z), 3r./4) C B(f(x), =) C B, uma contradigao.

Com as consideracoes precedentes isso prova que f é continua, estabelecendo que Cy(X, M) é um subconjunto 74 -
fechado de B(X, M, d). Pela Proposigao 27.12, pagina 1432, isso implica que Cy(X, M) ¢ completo na métrica deo,
completando a demonstracao. ]

O Teorema 24.3 tem o seguinte coroldrio imediato:

Corolario 24.2 Sejam X e M conjuntos ndo vazio com X dotado de uma topologia Tx e M dotado de uma métrica d.
Suponhamos que X seja Tx-compacto e que M seja completo na métrica d. Entao, C(X, M), o conjunto de todas as
fungoes continuas X em M, é um subconjunto 74 -fechado de B(X, M, d) e completo na métrica ds. Note-se que isso,
em particular, afirma que, sob as hipdteses, todo elemento de C'(X, M) é uma funcao d-limitada. m}

Prova. Seja f € C(X, M). Paray € M, fixo, a aplicagao F : X — Ry definida por F(z) := d(f(z), y) é continua, por
ser a composigao de duas fungoes continuas, f e d(~, y) Logo, pelo Teorema 32.16, pagina 1617, F' tem um maximo,
o que significa dizer que f é d-limitada. Assim, provamos que devido & compacidade de X toda fungdo de C'(X, M) é
d-limitada, ou seja, C(X, M) = Cy(X, M). Portanto, as afirmativas do enunciado seguem do Teorema 24.3. |

E bastante claro que o Coroldrio 24.2 generaliza a Proposicao 24.8, da pagina 1309.

24.5 Espacgos de Banach e de Hilbert

Nesta segao suporemos que o leitor esteja familiarizado com os conceitos de produto escalar e norma em espagos vetoriais,
conceitos esses introduzidos na Segao 3.1.3, pdgina 263, e, respectivamente, na Se¢ao 3.2, pagina 267 (vide, em particular,
pégina 263). Por simplicidade, trataremos também apenas de espagos vetoriais sob o corpo dos complexos.

e Espacos de Banach

Se € é um espago vetorial dotado de uma norma || - [|¢, podemos, como j& comentamos, definir uma métrica em &, a
chamada métrica induzida pela norma || - ||¢, por meio da expressao dg(u, v) = |lu — v||e definida para todos u, v € €.
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Assim, se € é um espago vetorial normado, entao ¢ também um espago métrico com a métrica induzida pela norma. Com
isso em mente, introduzimos entdo a seguinte importante defini¢ao:

Definicdo. Espagos de Banach Um espaco vetorial B é dito ser um espaco de Banach®” em relagdo a uma norma
nele definida se for um espago métrico completo em relagao & métrica induzida por essa norma. ®

e Espacgos de Hilbert

Seja € um espago vetorial dotado de um produto escalar (-, ). Como discutimos a pagina 269 e seguintes, podemos
com o uso desse produto escalar definir uma norma em & por [|ul¢ := /{(u, u),. Essa norma ¢ dita ser a norma induzida
pelo produto escalar (-, -).. Caimos, assim, no caso acima, pois, sendo & um espaco vetorial normado, podemos definir
uma métrica em € por meio da seguinte expressao: para u, v € &,

de(u v) = Ju=vlle = \/{

Essa métrica ¢ dita ser a métrica induzida pelo produto escalar (-, ).

Assim, se & é um espago vetorial dotado de um produto escalar, entdo é também um espago métrico com a métrica
induzida pelo produto escalar definida acima. Com isso em mente, introduzimos entao a seguinte importante definigao:
Definicdo. Espacgos de Hilbert Um espaco vetorial I é dito ser um espaco de Hilbert?® em relacio a um produto
escalar nele definido se for um espago métrico completo em relagao & métrica induzida por esse produto escalar. ®

Nota histérica. A nogao abstrata de Espago de Hilbert foi introduzida por Schmidt??, por volta de 1905, inspirado em ideias de Hilbert sobre
equagbes integrais, notadamente sobre a equagio de Fredholm®’, discutida na Segdo 19.3.2, pagina 1041 e no Capitulo 19, pigina 1019. A
nogao abstrata de Espago de Banach é posterior, tendo sido introduzida por Banach em 1920. O termo “espaco de Banach” foi cunhado por
Fréchet?!, enquanto que o termo “espago de Hilbert” foi cunhado por von Neumann32,

O estudante deve notar que todo espago de Hilbert é naturalmente um espago de Banach. A reciproca nao é
necessariamente verdadeira, pois um espago de Banach nio é necessariamente dotado de um produto escalar associada a
sua norma. Para que tal ocorra é necessério (e suficiente) que a norma satisfaca a identidade do paralelogramo, relagao
(3.31), pagina 270. Esse é o contetido do Teorema de Fréchet, von Neumann e Jordan, Teorema 3.3, pagina 272.

Também ressaltamos ao estudante que nao apenas a existéncia de um produto escalar é importante na defini¢ao de
um espago de Hilbert, mas também a propriedade de completeza, a qual é fundamental para a demonstragao de vérias
propriedades importantes daqueles espagos. Vide Capitulo 39, pagina 2109.

Exemplos 24.3 Os espagos vetoriais de dimensdo finita C™ sdo espagos de Banach em relagio & norma |z, = [jz'[* +

e \wm\l’}'/” para todo p > 1. O caso p = 2 é importante: C™ é um espago de Hilbert em relacio ao produto escalar

(z, Y)¢ = xly" + -+ +2™y™. O mesmo vale para os espagos vetoriais reais R™. Esses fatos serdo provados logo adiante quando

considerarmos os espagos de sequéncias tipo £, p > 1, 0s quais, como veremos, sao exemplos de espacos de Banach (de dimensao

infinita). O espago £2 é um espaco de Hilbert. Outro exemplo importante de espaco de Banach é o espaco vetorial C([0, 1]).

Provamos na Proposicao 24.8, pagina 1309, que C([0, 1]) é completo na norma || f|| := sup |f(z)|. Portanto, C([0, 1]) é um
z€[0,1]

espago de Banach em relagdo a essa norma. *

Espagos de Hilbert tém uma importancia fundamental na Mecanica Quantica e na Teoria Quantica de Campos. Na
Matematica, espacos de Banach e de Hilbert sao também fundamentais em dreas como a teorias das equagoes diferenciais
parciais (e outras). O estudo de espacos de Hilbert e de Banach, e de operadores lineares agindo nos mesmos, compoe
uma drea da Matemadatica denominada Andlise Funcional.

Nestas Notas, estudaremos com mais detalhe as propriedades gerais de espagos de Hilbert no Capitulo 39, pagina 2109.
No restante desta se¢@o apresentaremos exemplos de espacos de Hilbert e de Banach estudando espagos de sequéncias.

27Stefan Banach (1892-1945).

28David Hilbert (1862-1943).

29Erhard Schmidt (1876-1959). Schmidt é conhecido por virias contribuigdes, como o Teorema de Hilbert-Schmidt sobre operadores
compactos e, mais popularmente, pelo método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, descrito na Secao 3.3, pagina 276.

30Erik Ivar Fredholm (1866-1927).

31 Maurice René Fréchet (1878-1973).

32 John von Neumann (1903-1957).
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e Espacos de Banach em Espagos de Fungoes

Os resultados da Secao 24.4, pagina 1322, permitem encontrar exemplos importantes de espacos de Banach entre
certos espagos de fungoes:

Exemplo 24.4 Seja X um conjunto nao vazio qualquer e seja B um espago de Banach (em relagdao ao corpo dos reais ou dos
complexos) com norma || - ||g. Seja B(X, B) o conjunto de todas as fungdes limitadas de X em B:

B(X, B) = {f:XﬁB, f:ng(z)HB<oo}.

B elementar constatar que B(X, B) é um espago vetorial (em relagdo ao corpo dos reais ou dos complexos) e que B(X, B) 3> f +—
[[fll :=sup,cx [If ()]s é uma norma em B(X, B), a chamada norma uniforme. Pelo Teorema 24.2, pdgina 1323, B(X, B) é um
espaco de Banach em rela¢do & norma uniforme. ¢

Exemplo 24.5 Seja X um espago topoldgico e seja B um espago de Banach (em relagdo ao corpo dos reais ou dos complexos)
com norma || - [|5. Seja Cy(X, B) o conjunto de todas as fungées continuas e limitadas de X em B:

Cy(X, B) = {f ‘X B, feB(X,B)efé Contl’nua}.

E claro que Cy(X, B) C B(X, B), que Cy(X, B) é um subespago vetorial e que a norma uniforme || - || estd definida em Cy(X, B).
Pelo Teorema 24.3, pagina 1324, Cy(X, B) é um espago de Banach em relagao & norma uniforme. ¢

Exemplo 24.6 Seja X um espago topolégico compacto e B um espago de Banach (em relagio ao corpo dos reais ou dos
complexos) com norma || - ||. Seja C(X, B) o conjunto de todas as as fungdes continuas X em B. Pelo Coroldrio 24.2, pagina
1325, C(X, B) é um espago de Banach em relagao & norma uniforme. ¢

Alguns exemplos ilustrativos dos casos acima s@o encontrados entre espagos de sequéncias, aos quais dedicaremos a
Secao 24.5.1, pagina 1327.

24.5.1 Espacgos de Banach em Espacos de Sequéncias

Vamos denotar por &(C) (por &(R)) a colegao de todas as sequéncias de nimeros complexos (reais). Um fato simples,
mas importante de se comentar, é que &(C) é um espago vetorial complexo (e, respectivamente, G(R) ¢ um espago
vetorial real). De fato, se a e b sdo duas sequéncias de nimeros complexos podemos, para quaisquer «, § € C definir
aa + b como sendo a sequéncia (aa + fb), := aa, + Bb,, n € N. (Para G(R), o caso é andlogo).

Por simplicidade, iremos daqui para frente discutir apenas o espago &(C), das sequéncias complexas, mas tudo o que
falaremos tem seu andlogo para o espago G(R).

O espago vetorial &(C) possui varios subespacos, alguns de interesse especial, como os espacos £,, com p > 1, e o
espago Lo, 0s quais serao definidos mais adiante. O seguinte exercicio exibe um dos subespagos de &(C).

E. 24.42 Ezercicio. Denotemos por ¢(C), ou simplesmente ¢, a colecio de todas as sequéncias de Cauchy de niimeros complexos
com relagdo & métrica usual d(z, w) = |w—z|, Vz, w € C. Mostre que ¢(C) é um subespaco de G(C), ou seja, mostre que se {an fnen
e {bn}nen sdo duas sequéncias de Cauchy de niimeros complexos, entdo para quaisquer v, 3 € C a sequéncia {aan + Bbn}tnen é
também uma sequéncia de Cauchy de nimeros complexos. Ed
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Outros exemplos de conjuntos de sequéncias sdo os seguintes>:

lo = {{an}nemee(m sup lan| < oo} , (24.31)
nelN

n—00

{an}nen € 6(C) lim a,, existe na métrica usual } . (24.32)

0]

}
{an}nen € 6(C) lgn a, = O} . (24.33)

n=1

{an}new € &(C) lim nFla,| = 0 para todo k > 0} . (24.35)

ty = {{an}neweem Sl < oo} : (24.34)

{an}nen € 6(C) lim exp(rn)|a,| = 0 para todo r > 0} . (24.36)
n=>00

0 = {{an}ngm €6(C)| an =0, exceto para um conjunto finito de n’s} . (24.37)

Acima, ¢ coincide com a colegao de todas as sequéncias de Cauchy de complexos com relagao & métrica usual d(z, w) =
w — z|, Vz, w € C pois C é completo nessa métrica. Note que ¢y C ¢ (justifique!). Em um exercicio & pdgina 1329,
discutiremos as relagdes de continéncia entre os conjuntos de sequéncias acima e provaremos que 0 C j C s C £, C ¢g C
€ C .

E. 24.43 Ezercicio. Prove que os conjuntos d, j, 5, ¢o, ¢ e £ s30 espagos vetoriais. *

Mais adiante (Proposigao 24.15, pagina 1329) provaremos que os conjuntos £, com p > 0 também sio espagos vetoriais.
As provas para 0 < p <1 e p > 1 sao diferentes.
E. 24.44 Egercicio. Mostre que as sequéncias a, = exp(—n) e a, = exp(—n?), n € N, pertencem a 5. Mostre que nenhuma

A 1
sequéncia an = —, n=1, 2,..., com r > 0, pertence a s. x
n

e Sequéncias (, e {,

Na expressao (24.31) definimos o conjunto o, subconjunto de &(C), formado por todas as sequéncias limitadas, ou
seja, uma sequéncia {a, fnew ¢ do tipo s se existir algum M > 0 tal que, para todo n, tem-se |a,| < M. Note que as
sequéncias limitadas nao sao de Cauchy, mas toda a sequéncia de Cauchy é limitada (por qué?). Assim, ¢(C) C lo.

Exemplo 24.7 As sequéncias an = @, an = a/n?, an = B+ a/n an = B+ ae™", an = a(=1)", an = asen(nf), Vn € IN, sio,
para todo «, B € C, elementos de . As sequéncias an, = a(—1)" e an, = asen(nB) nao sao de Cauchy. (3

E. 24.45 Euzercicio importante. Mostre que se {an }new € {bn}nen sdo duas sequéncias do tipo /o, entdo, para quaisquer a, 3 € C
a sequéncia {aan + Bbn }nen é também do tipo loc. *

Esse exercicio diz-nos que {o nio é apenas um subconjunto, mas também um subespago vetorial de &(C). Mais
adiante, mostraremos que {, é um espaco de Banach em relagdo a uma norma conveniente, a saber, a norma definida

33A ordenagio dessa lista de exemplos ¢ inspirada em [395].
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no préximo exercicio.
E. 24.46 Egercicio importante. Seja a = {an}nen € loo. Mostre que
[lallos = sup |an|
nelN

define uma norma em /. o+

Outra familia importante de subconjuntos de &(C) é formada pelas chamadas sequéncias £,,, com p € R, p > 0:

b, = {{(l"}"g]l\[ I 6(@)‘ Z lan|P < oo}

n=1

E. 24.47 Egzercicio. Seja p > 0. Mostre que para § > 0 a sequéncia a, = T = 1, 2, 3, ..., édo tipo £,. O que acontece
nr
1 . s : At
se § = 0?7 Mostre que a, = o= 1, 2, 3, ..., é do tipo ¢, para todo p > 1 mas ndo é do tipo 1. Mostre que a sequéncia
an =exp(—n), n =1, 2, 3, ..., pertence a todos os espagos £, com p > 0. *

Pela defini¢io, se {a, }nen é uma sequéncia de tipo £, entao a série Y o |a,|? é convergente. Isso s6 é possivel se
lim,, o0 |an| = 0. Isso, por sua vez, significa que para todo n grande o suficiente, digamos, maior que um certo Ny € N,
?
tem-se |a,| < 1. Se p’ > p segue entdo que |a, [P < |an|P para todo n > No.

E. 24.48 Ezercicio. Use esses fatos para concluir que

by C Ly (24.38)

para todos p, p’ com 0 < p <p’. L
E. 24.49 Ezercicio. Conclua também que

0CjCsCly Cly Cceo CcC Lo, (24.39)

para todos p, p' com 0 < p < p'. &

E. 24.50 Ezercicio. D& exemplos de elementos de /o que n3o pertencem a nenhum dos demais conjuntos acima. *

E. 24.51 Ezercicio. D& exemplos de elementos de ¢ que nio pertencem a nenhum ¢, com p > 0. Sugest3o: considere a sequéncia
o

1
—— comn = 2, 3, 4, .... Mostre que E W = oo para todo p > 0. Para isso, use o fato (e prove-o!) que
n(n
n=2

)P
/-oo il oo pu
7dac=/ —du =00 paratodob>1lepeR. *
y  (In(z))? Jin(p) P

Vamos agora estabelecer um fato importante sobre os conjuntos de sequéncias: combinagoes lineares de sequéncias
£, sdo também sequéncias £,,.

e A estrutura linear dos conjuntos ¢,

Proposigao 24.15 Os conjuntos £, com p >0, sdo espagos vetoriais complezos. [m}

A prova faz uso da Proposicao 5.19, pagina 341, da Secao 5.3.3, pagina 340.
Prova. Ha dois casos a considerar em separado: 0 <p<lep>1.

Caso 0 < p < 1. Sejam a, b € C. Como |a + b| < |a| + [b], a segunda desigualdade em (5.52), pagina 341, implica

la+0" < (la| + o))" < |af” +[bf" .
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Assim, se a, e b, sao duas sequéncias do tipo £, com 0 < p < 1, teremos

Z laan + BbnlP < |aff Z lanl? + |87 Z [bp|P < o0 (24.40)
n=1 n=1 n=1

para quaisquer a, 3 € C. Isso provou que a sequéncia aa, + (b, também é uma sequéncia do tipo £, com 0 < p < 1.
Assim, £, com 0 < p < 1 é um espago vetorial complexo.

Caso p > 1. Sejam a, b € C. Como |a+ b < |a|+ b

, a segunda desigualdade em (5.53), pdgina 342, implica
la+b" < (la| +[bl)" < 2°71 (Jaf” + [b]?) .

Assim, se a,, e b, sdo duas sequéncias do tipo £, com p > 1, teremos

D laan + Bba? < 227 HalP Y Janl? + 27 HBP Y bl < oo

n=1 n=1 n=1

para quaisquer «, 3 € C. Isso provou que a sequéncia aa, + b, também ¢é uma sequéncia do tipo £, com p > 1. Isso é
0 que queriamos provar. |

Mais adiante demonstraremos o seguinte fato muito importante: para todo p > 1 os conjuntos £, nao sao meramente
espagos vetoriais, mas também espacos vetoriais normados, com a norma

llall, == [Z \an\“] . (24.41)
n=1

para a = {an}nen € €y, p > 1. Que essa expressio de fato define uma norma em £,, p > 1, nio é nada 6bvio e serd
provado mais adiante. Mais que isso, cada espaco £, p > 1, é um espago de Banach em relacdo a norma acima.

Veremos também que £5 é um espago de Hilbert com produto escalar

(a, b) = imbn.,

n=1

onde a = {an tnen, b= {bn}nen € lo.

Para 0 < p < 1 a situagao é diferente. Nesse caso, os conjuntos £, ainda sao espagos vetoriais, mas para 0 < p < 1
a expressao (24.41) nao representa uma norma. Esse fato reduz um tanto o interesse nesses espagos. Vale, porém a
seguinte afirmacao:

Proposigao 24.16 Para cada 0 < p < 1 os espagos £, sao espagos métricos com a métrica

oo
Dyla, b) = > Jan —bal”, (24.42)

n=1
a, bel,. [m}
Prova. A desigualdade triangular para D, segue facilmente de (24.40). |

Note-se que (24.42) define uma métrica, nao uma norma. E possivel provar também, por uma modificagao do Teorema
de Riesz-Fischer, que veremos adiante, que para cada 0 < p < 1 os espagos £, sdo completos na métrica D, definida
acima.

e As desigualdades de Holder e Minkowski para sequéncias

Vamos aqui enunciar e demonstrar em um caso particular duas desigualdades importantes que tornaremos a encontrar
quando tratarmos da teoria da integracao e de espacos de Banach, as quais sdo conhecidas como desigualdades de Holder®*

310tto Ludwig Holder (1859-1937).
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e de Minkowski®®. Uma demonstragio alternativa da desigualdade de Minkowski para sequéncias (finitas ou nio) usando
convexidade pode ser encontrada na Segao 5.3.3.1, pagina 343. Uma generalizacao para espacos de fungoes p-integraveis
em espagos de medida encontra-se na Segao 31.4.1, pagina 1551.

Teorema 24.4 Desigualdades de Holder e de Minkowski para sequéncias
I. Desigualdade de Holder.

1
Sejam & = {x;}iew €Ly €y = {yi}ien € lg comp >0 eq>0 e sejar >0 definido por — = = + —. Entdo, vale
r

SR

1

»
o0 1/r 3 p /oo 1/a

(Z \zi\"\yi\") < (Z \ml”) (Z \W) : (24.43)
i=1 i=1 i=1

Para todo p > 0 e para todos © = {x;}ien € lp € y = {yi}tiew € lso vale

1/p

oo 1/p oo
{Z \zmm\ﬂ] < (Z w) (supt) - (20.44)
i=1 im1 €N

II. Desigualdade de Minkowski.

Sejam & = {x;}ien € y = {yi}tiew, ambas do tipo €, com p > 1. Entdo, vale

o 1/p o 1/p o 1/p
<Z|xi +ylv)> < <lelp> + (Z |y,-\") . (24.45)
i=1

i=1 i=1

As desigualdades de Holder e Minkowski serao demonstradas nas paginas seguintes. Vamos antes a alguns comentarios.
Para duas sequéncias x e y denotamos por -y a sequéncia produto (z-y); := z;y;, i € IN. A desigualdade de Holder
1 1
(24.43) afirma, portanto, que se z € £, com p > 0, y € £, com ¢ > 0, entdao z -y € , com — = — + —. Analogamente,
r p q

concluimos da desigualdade (24.44) que se z € £, com p >0 e y € lo, entdo x -y € £,.
1 1
O caso particular mais relevante da desigualdade de Holder acima se dd parap > 1 e ¢ > 1 com — + — = 1. Nesse
P q
caso, a desigualdade de Holder (24.43) afirma que
o I~ 1/p /o 1/q
S lwillyil < (Z \m\") (Z ‘yi‘q> . (24.46)
i=1 i=1 i=1

A desigualdade de Minkowski também pode ser usada para mostrar que os conjuntos ¢, com p > 1 sdo espacos
vetoriais (faga-o!), fato que jd estabelecemos com mais generalidade na Proposi¢ao 24.15, pagina 1329. O fato mais
importante, porém, é que a desigualdade de Minkowski afirma que

o 1/p
lell, == (Z |\>
i=1

é uma norma nos espacos £, p > 1, pois afirma que
lz+yllp < llzlp+llyll,, V2, g€,

as demais condigdes que definem norma sendo elementares de se provar. Mostraremos logo adiante (pagina 1336) que os
espagos {p, p > 1, sdo exemplos de espacos de Banach em relagdo as normas acima e que o espago {2 é, em particular,
um espaco de Hilbert.

35Hermann Minkowski (1864-1909). O nome de Minkowski surge também na Teoria da Relatividade.
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Com essa defini¢do de norma, podemos reescrever a desigualdade de Holder (24.43) nos casos em que p > 1, ¢ > 1e
r>1 com % + % = 1 na forma

lz-ylle < ll2llp gl » (24.47)
onde z -y é a sequéncia produto (z - y); := x;y;, i € N. Para p > 1, a desigualdade (24.44) fica
llz-yllp < Nl 1yl

para todos © € ) e y € oo

e A desigualdade de Holder. Demonstragao

Vamos agora entao provar a desigualdade de Holder (24.43). Para comegar, notemos que a desigualdade de Holder
(24.43) para r > 0 é consequéncia do caso particular r = 1. De fato, sejam {z;}iew € € € {yi}ien € {4 com

1 1 1
4= 2,
p q T
sendo 0 < p < 0o e 0 < ¢ < 0o. Definindo novas sequéncias {a; }iew e {b;}ien tais que |a;| = |z;|" e |b;| = |yi|" e definindo

p' =p/req =q/r, teremos

o % o %
Shal = Sl <o e ST = 3lult < oo
i=1 i=1 i=1 i=1

o que prova que {a;}ien € £y € {bi}iew € £y Como

101
roq

/
entdo, supondo valida a desigualdade de Holder (24.43) no caso r = 1, teremos

oo [ oo 1/r
(Z il - ) \aszz\}
=1 Li=1

(24.43) r=1 [ Uy s vd
43) com T= , /
< ( |ui\p> (Z \bi\q)
i—1

r v/p /g "
- () (Sw)
i=1 i=1

0o /P / 0o 1/q
(z w) (z w) ,
i=1 i=1

que ¢ a desigualdade de Holder (24.43) no caso geral r > 0. Por causa disso, basta demonstrarmos (24.43) para o caso
r =1, que é o que faremos.

1/r

[

Nossa estratégia sera provar primeiro a desigualdade de Holder (24.43), com r = 1, para sequéncias finitas e depois
generalizar para sequéncias infinitas. Sejam zi, ..., ®, € y1, ..., Yy, duas sequéncias finitas arbitrarias de nimeros
complexos (n € N). A desigualdade de Holder afirma que

n n 1/p s/ p 1/q
zmuyi\s(z\zm) (Zw) ,
i=1 i=1 i=1

1 1
para quaisquer p, g com 1 < p < oo el < g < oo e tais que — + — = 1. Vamos a isso. Em primeiro lugar, note que a

desigualdade é trivialmente verdadeira caso todos os z; ou todos os y; sejam nulos, pois nesse caso tanto o lado direito
quanto o lado esquerdo da desigualdade sao iguais a zero.
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Vamos entao considerar o caso em que os z; € 0s y; nao sao todos identicamente nulos. Sejam, para um j fixo
| [P ly;14
= - b=
D lail DIyl
i=1 i=1
Da desigualdade de Young (5.51), tratada na Secao 5.3.3, pagina 340, segue que

2511ys1 1

n p s n 1/q
(z\mv) (zw>
i=1 i=1

Somando ambos os lados dessa desigualdade para todo j entre 1 e n, teremos

n n

"
> Jasllys] ) Mgl Syl
j=1

i— 1 5= 1.1
S S il = 4> =1, (24.48)

n

" N\ 7S & P g
(SSte) (Smr) St Yl
i=1 i=1 =1

i=1

que é o que querfamos provar.

Vamos agora generalizar a desigualdade de Holder para sequéncias infinitas. Seja {z;}ien uma sequéncia do tipo £,
e seja {y; }iew uma sequéncia do tipo £, com 1 < p <o0,1 < g<ooel/p+1/q=1. Como vimos, temos para qualquer

n € IN a desigualdade
n n P s n 1/q
Siau < (St (L)
i=1 i=1 i=1

Assim, segue que

n oo /P /0 1/q
Siatul < (L) (Swr) <o
o1 i=1 i=1

n
Essa desigualdade vale para todo n e diz, em particular, que a sequéncia s,, = g |2il|lyil, n € N, ¢ mondtona crescente
i=1
e limitada. Assim, existe lim s, e vale
n—oo

=) o 1/r / 1/q
S eullnl < (zw> (zw) ‘.
i=1

i=1 i=1
Essa tltima relagdo é a de Holder (24.43), com r = 1. Isso provou (24.43) para todo r > 0.

A desigualdade de Holder (24.46) envolve sequéncias dos tipos £, e 4 com 1/p+1/q =1, sendo que 1 < p < oo e
1 < q < 00. E de se notar que os casos p = 1 ou ¢ = 1 foram exclufdos. Ha também uma desigualdade como a de Holder

envolvendo a sequéncias do tipo £, e £o, incluindo o caso p = 1. Sejam {z;}iew uma sequéncia do tipo £, com p > 0 e
{yi }ien uma sequéncia do tipo lo. Entao, ¢ bem fécil de se verificar que

- 1/p . 1/p
[Z m\pw} < <Z w) (supton)
i=1 i=1 iEN
Essa é a desigualdade de Holder (24.44).
A desigualdade de Hélder pode ser generalizada ainda mais, como veremos quando tratarmos da teoria da integragao.

Vamos agora provar uma das consequéncias da desigualdade de Holder, conhecida como desigualdade de Minkowski.

e A desigualdade de Minkowski. Demonstragao

Novamente, nossa estratégia serd considerar primeiro sequéncias finitas e depois estender o obtido para sequéncias
infinitas.
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Sejam 21, ..., Ty € Y1, ..., Yn duas sequéncias finitas arbitrdrias de nimeros complexos (n € IN). A desigualdade
de Minkowski afirma que
n 1/p n 1/p n 1/p
(Zm +yi\l’> < (Z |zi\p> + <Z \ylv’)
i=1 i=1 i=1
para qualquer p > 1. Vamos demonstra-la. O caso p =1 é trivial (por qué?). Consideremos entao p > 1. Teremos que
n n n n
Slwit il =Yl willes +wlr T <Y lwlles +ulP D wlles +wlP (24.49)
i=1 i=1 i=1 i=1

Usando a desigualdade de Hélder (caso r = 1) podemos dizer que

n n Ur s n 1/a
3 lwilla +wilrt < (Z\xa\”) (Z|w1+y1\q<”4)) )

i=1 i=1 i=1

onde 1/p+1/q =1, ou seja, p=q(p — 1). A tltima desigualdade diz entdo que

n n Up s n 1/q
Shactul < (L) (Siesur )
i=1 i=1 i=1
e, analogamente,
n n Up s n 1/a
Stulltur < (Sl (Sieer)
i=1 i=1 i=1
Substituindo estas duas ltimas relagoes em (24.49), teremos
n n 1/p n 1/p n /g
S ol < (z w) + <2w> (zm +yl|v) ,
i=1 i=1 i=1 i=1

donde tiramos que

n i/p n 1p n 1/p
<Z | + yl\”> < (Z \wllp) + (Z \y,vlp> , (24.50)
i=1 i=1 i=1
que é o que queriamos provar.

Assim como a desigualdade de Holder, a desigualdade de Minkowski pode ser generalizada para sequéncias infinitas.
Sejam {x; }ien e {yi}ien sequéncias infinitas de nimeros complexos, ambas do tipo £,. Temos que, para qualquer n € IN,

n 1/p n 1/p n 1/p oo 1/p oo 1/p
(z\z,mw) < (zwp) +<zw) s(Zm\”) +(z|yiw> < oo
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n 1/p
Como a desigualdade vale para qualquer n, segue que a sequéncia s, = < g s + y,,|"> ,n € IN, é mondtona crescente
i=1
e limitada e, portanto, converge. Fora isso, vale

o 1/p s 1/p 0 1/p
(Z o +y7,|P> < (Z w) + (Z w) < oo
i=1 =1 =1

Essa ¢ a desigualdade de Minkowski para sequéncias infinitas de nimeros complexos {z;}ien e {yi}ien, ambas do
tipo £, com p > 1. Isso completa a prova do Teorema 24.4.

Em [409] e leitor poderd encontrar uma interessante demonstracao da desigualdade de Minkowski que nao faz uso da
de Holder.
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e Dualidade em espagos /),

Na Proposicao 40.7, pagina 2168, demonstraremos com o uso da desigualdade de Holder que ¢, pode ser identificado
como o dual topolégico de £, (e vice-versa) para todos 1 < p < 00 e 1 < ¢ < oo relacionados por % + % =1, ou seja, todo

funcional linear continuo em £, ¢ da forma ly(a) = 37— bray, para todo a € £,, onde a sequéncia by, k € IN, pertence a
12
0

e A desigualdade de Cauchy para sequéncias. Um produto escalar para (s

A desigualdade de Holder tem um caso particular bastante especial. Sejam {z;}iew € {yi}iew duas sequéncias de
numeros complexos complexos do tipo f3. Entao, a desigualdade de Hélder nos diz que

oo oo 1/2 /o 1/2
> lallyl < (Z \%‘\2) (Z |;l/7'\2> . (24.51)
=1

i=1 i=1

Essa desigualdade é conhecida como desigualdade de Cauchy (para sequéncias) e é, sem exagero, uma das desigualdades
mais importantes. Muitos resultados importantes sao extraidos dela, alguns dos quais iremos tratar adiante.

A expressao (24.51) mostra-nos que para quaisquer {z; }ien, {yi}iew € l2 a série complexa Y- Z; y; ¢ absolutamente
convergente e, portanto, convergente. Com isso, ela define um produto escalar em 5, que denotamos por (z, y) P

~
@ Wy =Y Tvi: (24.52)
i=1

E. 24.52 Ezer 3
£

Prove essas (ltimas afirmagdes, ou seja, prove que (z, '-‘/)zz definida em (24.52) é um produto escalar em (5.

Como veremos adiante, ¢> é completo na norma relacionada a esse produto escalar, que ¢ a norma || - ||2. Isso prova
que {5 é um espaco de Hilbert.

Veremos agora uma aplicacao da desigualdade de Minkowski.

e As Métricas d, em C™

Seja X = C™ (ou R™) para algum m € IN e seja a seguinte fungao em X x X:
1
dy(a,y) = (Ja" =y P+l =y )

ondepeR,p>1,z=(at, ..., 2m)eCey=(y', ..., y™) € C™.

Mostrar que, para p > 1, d,, define uma métrica em X ¢ bem simples. A tnica dificuldade estd em demonstrar a
desigualdade triangular, o que pode ser feito facilmente com o uso da desigualdade de Minkowski mostrada acima. Para
outra demonstragao da desigualdade de Minkowski, vide Secao 5.3.3.1, pagina 343.

E. 24.53 Ezercicio. Usando a desigualdade de Minkowski, mostre que d,, satisfaz a desigualdade triangular, ou seja, que dp(z, y) <

m

dp(, z) +dp(z, y) para p > 1 e quaisquer z = (z', ..., ™), y=(y', ..., y") ez = (2", ..., 2™) € C™ E

Para o caso particular p = 2 a métrica ds é idéntica & métrica Euclidiana dg introduzida anteriormente. Nesse sentido
as métricas d, sao um tipo de generalizagao da métrica Euclidiana usual.

e Seminormas em (,, p > 1

Para cada n € IN podemos definir em £, p > 1, a seminorma (o conceito de seminorma encontra-se & pagina 267)
1/p

.
lallpn = |9 (24.53)
i=1

Note que [|z||p, »n ¢ de fato uma seminorma em £, p > 1, pois satisfaz

[Az|lp, n = [A| |zl p, » para todo A € C e
lz+yllp.n < lllp.n + lyllp.n (24.54)
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para todos z, y € £,, p > 1, devido & desigualdade de Minkowski para sequéncias finitas (24.50).

Note também que

[#llp,n < llzllp < oo (24.55)

para todo x € £, p > 1 e todo n € IN. Por fim, para qualquer z € £, vale

lzll, = r}LH;c lzllp,n -

e Generalizando a identidade do paralelogramo

Sabemos do Coroldrio 5.6, pdgina 343, que para z, w € C, valem as desigualdades |z 4+ w[? + |z —w|P < 2(\2\“ + \w\“)
para 0 < p < 2e |z+wlP + [z —wP < 2071 (|2[P + |w|P), para p > 2. E imediato dessas desigualdades que para todos
u, v € £, valem

a2+ fu=oll2 < 2(full+[o]2) w01 <p <2, (24.56)
lut ol + llu =l < 227 (Jul2 + [lo]2) . casop > 2. (24.57)

Note-se que no caso p = 2 (e somente nesse caso), (24.57) nao é apenas uma desigualdade, mas sim uma igualdade, a
identidade do paralelogramo.

E. 24.54 Ezercicio. Mostre isso! £

As desigualdades (24.56) e (24.57) substituem em certos casos a identidade do paralelogramo. Veremos sua utilidade
quando discutirmos a propriedade de convexidade uniforme na Segao 24.6, pagina 1340.

e O Teorema de Riesz-Fischer para sequéncias. Completeza dos espagos (,, e {;,, p > 1

Vamos agora mostrar que os espagos £, p > 1, e £ sdo completos em relagao as suas respectivas normas. Essa
afirmacao, especialmente na sua forma mais geral, em espagos de fungées mensurdveis (tratada na Secao 31.4.2, pagina
1554), é conhecida como Teorema de Riesz*®-Fischer® e data de 1907.

Seja p > 1, fixo, e seja {a™},,en, uma sequéncia de elementos de £,. Como cada a™ é uma sequéncia de nimeros
complexos, indicaremos seus elementos por a}", i € IN. Assim, convencionamos que o indice superior indexa a sequéncia
e o inferior ¢ o indice de cada elemento da sequéncia.

Suponhamos que {a™},,en seja uma sequéncia de Cauchy em £, na métrica induzida pela norma || - ||,,. Isso significa
€ y P P
que para todo € > 0 existe um inteiro N(e) > 0 tal que [la™ —a™||, < € sempre que m, n > N(e). Assim, se m, n > N(e),
é facil ver que, para os elementos a}* e aj isso significa que
1/p

oo
laf* —a?| < |3 laf —a}lP| = fla" —a™]p < <.
i=1

Isso diz-nos que, para cada i fixo, a sequéncia de nimeros {al'},enx é uma sequéncia de Cauchy em C e, portanto,
que, p: ) q i Jn€ q Y ; P! )
converge (pois C é completo). Seja a; € C o limite dessa sequéncia.

A sequéncia a = {a;}ien ¢ um forte candidato a ser o limite da sequéncia {a"},cn na métrica definida pela norma
[[]lp. Colocamo-nos, entdo, as seguintes questoes: 1. Serd a sequéncia v também um elemento de £,? 2. Se a resposta &
pergunta anterior for positiva, serd que a sequéncia a™ converge  sequéncia a = {a; };ew na norma de £,? Se a resposta
a essas perguntas for positiva, estard provado que £, é completo.

Seja € > 0 arbitrdrio. Vamos definir uma sequéncia crescente de nimeros inteiros e positivos Ny(e), k=1, 2, 3, ...
com Njt1(€) > Ni(e), da seguinte forma: Ny(e) é tal que [la™ — a®||, < €/2* para todos m, n > Nj(e). Note que
uma tal sequéncia Nj(€) sempre pode ser encontrada pois, por hipétese, {a™}en é uma sequéncia de Cauchy em || - || ..
Vamos agora escolher uma sequéncia crescente de indices ny < ng < -+ < mng_1 < ng < --- tais que nj > Ni(e). A essa

36Frigyes Riesz (1880-1956).
37Ernst Sigismund Fischer (1875-1954).
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sequéncia estd associada a subsequéncia {a™ }ren. Para simplificar a notagao, denotaremos b* = a, k =1, 2, 3, ....
Tem-se
[l — bal < ; , (24.58)
pois 1y e ny41 sdo maiores que N;(e). Note que para cada 4, bf converge a «; quando k — occ.
Com essas defini¢oes, teremos para todo k > 1 que (verifique!)

k—1

bk*bl — Z[bl+1*bt] i

=1
Utilizando as seminormas || - ||, , definidas em (24.53), e usando (24.54) e (24.55) e (24.58), teremos

k—1

pl Z [b’“ _ bl}
=1

10 =

pn

(24.54) k-1
S N A/
=1

. k-1
(24§5) ||b1H,, + Z ||bl+1 _ bal
=1

(24.58)
<

k-1 =
€ €
6%+ 5 < Mo+ D o = 18'ln+e.
2! 2!
=1 =1

Assim,
165 1. < 1BMlp +€ - (24.59)

1 . . :
Note que o lado esquerdo é [ 7 [b¥|7] /7 ¢ envolve uma soma finita de [bE|’s. Assim, como cada b¥ converge a «;
quando k — oo temos, tomando o limite £ — oo,

1/p

n 1/p n
p [wtr| = (S| < e
1= i=

Como o lado direito de (24.59) ndo depende de k, concluimos que ||al|p,» < [|b!||, + € para todo n € IN. Agora, isso diz

que
n

P 1 P
> leal” < (1645 +¢)
i=1
para todo n € IN. O lado direito nio depende de n. Como o lado esquerdo é uma sequéncia crescente e limitada (pelo
lado direito), segue que o lado esquerdo converge quando n — co. Isso prova entdo que Y iy |ag|P < 00, ou seja, o € £,

Resta-nos agora responder a segunda pergunta colocada a pagina 1336 e mostrar que a sequéncia a™ converge a «
em rela¢do a norma || - ||,.

Repetindo o mesmo raciocinio que conduziu a (24.59), apenas mantendo b' do lado esquerdo, concluimos que ||bF —
bY{|p, n < €. Novamente, usando o mesmo argumento de acima, podemos tomar o limite k — oo e obter [la — bt[|, », < e.
Como o lado direito independe de n, segue novamente pelo mesmo raciocinio acima que [|a—b'||, < e. Isso significa®® que
para todo € > 0 existe b' € ¢, tal que [[a—b"||, < e. Como b' é escolhido na sequéncia a™, isso prova que a = lim,,_, a™
na topologia definida por || - [|,.

Com isso, provamos que todo £, com p > 1 é completo na norma definida por | - ||, e é, portanto, um espago de
Banach nessa norma. Como comentamos, isso também implica que ¢> é um espago de Hilbert com rela¢ao ao produto
escalar definido em (24.52).

380 estudante aqui talvez tenha que recordar a maneira como b! = a™ foi definido no pardgrafo que antecede (24.58).
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A demonstragao que o ¢ um espago de Banach em relagio & norma || - | ¢ idéntica, adotando-se nesse caso as
seminormas [|z|eo,n = sup |z;|.
1<i<n

E. 24.55 Ezercicio. Complete os detalhes da prova que fo é um espaco de Banach em relagdo a norma || - ||oo- *

24.5.1.1 Decrescimento das Normas dos Espacos (,(IN)

1/p
Em toda esta segao denotaremos [Z \IK\Z’] pelo simbolo de norma ||z||, para todo p > 0, ainda que saibamos que,
estritamente falando, essa fun¢ao sé representa uma norma se p > 1.
Vimos em (24.38) e (24.39), pagina 1329, que ¢, C ¢, para todos p, p’ com 0 < p < p’. Podemos com isso nos
questionar como se relacionam as fungoes ||z, para diferentes valores de p. Temos o seguinte resultado, que é usado em
diversas situagoes nestas Notas, por exemplo, na Sec¢ao 6.3.1.2, pagina 367:

m 1/p
Teorema 24.5 Seja m € N e, para & = (x1, ..., Tm) € C™, seja ||z p,m = [Z |xk|”} . Entdo, para cada x € C™

k=1
vale

lzllpr,m < lzllp,m (24.60)
sempre que 0 < p < p', ou seja, (0, 00) 3 p > ||z]lp,m € para cada x € C™ wma fungio decrescente de p.

Como coroldrio, temos também que se x € £,(IN) com p > 0, entdo

el < ll=llp (24.61)
sempre que 0 < p <p'.
Por fim, valem,
Jim el = flallocm = max{las], ..., |oml} (24.62)
e, para x € {,(IN) com p >0,
Jim lzlly = [zl , (24.63)
com ||z|o 1= sup {|zx|, k € N}. [m]

Comentdrio. Para medidas de probabilidade a desigualdade entre normas expressa em (24.61) reverte-se! Vide (31.52), pdgina 1554, que é
uma simples consequéncia da desigualdade de Hélder naquele caso. Vide também Exercicio E. 24.60, pigina 1347, em particular, (24.73) e
(24.74). L]

Prova do Teorema 24.5. Sejap >0, m € Nez = (21, ..., &) € C™ um vetor ndo nulo (para x = 0 a afirmacao ¢
trivialmente correta). Desejamos provar que %HIHP m < 0. Temos, usando que d—';y” =yPlny paray > 0,

1 4 d d /1 o
piid = —In([[zllp, = —|-In xi|P
el apllem = gy (lzlam) = 57 (p [Ej\ il D

k=1

m

. Z |2g|P In |2
1 1 k=1, o1
= ——=m Zm‘p +,%
p st P
- >l

k=1

m
ST JaklPIn fax ]
k=1, 25 #0

1
= |-t (lally, m) + = —
|7 () + S5
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Observe-se que, como x € C™ é nao nulo, a0 menos uma de suas componentes é nao nula. Assim, estabelecemos que

m

ST |wklP In
d |zllp, m | k=1, 2,0
—llzllp,m = - —In([lzllp, m . (24.64)
dp p (lllp, m)" ( )

Vamos agora demonstrar que o fator entre [ . } do lado direito de (24.64) é nao positivo. Sabemos que para cada k

m 1/p
vale Z 21k > |zg|. Assim, caso zy # 0, temos
j=1
1/p 1/p
m m
In Z ;P > In |z e, também vale, |2|P In Z ;P > |zgPIn |z .
j=1 j=1

Somando para todo z # 0, temos

m m 1/17 m
ST falr | |3 > > el infm (24.65)
k=1, zx#0 Jj=1 k=1, 70
Agora,
m m .
> bl = kel = (lallpm)
k=1, xx#0 k=1

e (24.65) fica

m

(I2llpn) W (lollnm) = 30 faul? nfa] -

k=1, 2, #0
e, portanto,
m
Z |2k ]P In |2
et () < 0.

(Iallpm)"

Isso demonstra, retornando a (24.64), que diszHp, m < 0. Isso provou que ||z]p, m < ||Z||p, m sempre que 0 < p < p'.
Seja x € £,(IN) C £y (IN), com 0 < p < p'. Vale ||z[|, = lim ||z||,, » para todo p >0, o que implica ||z, < [|z|p.
m—oo

Para demonstrar (24.62), supomos z # 0, pois se = 0 a igualdade é trivial. Notemos que

1/p
m
lzlk\"
el = el [+ > ()]
— |2l oc,m
ek 1< lzloo, m
onde d é o ntimero de componentes z; de z com |z;] = ||z oo, m- E claro que 1 < d < m. E claro também que, para
P
|k] < [|2][oo,m vale (Hl“Ht‘k ) — 0 se p — 00. Segue facilmente disso que
1/p
S (el Y ! B e Y
lim |d+ (—) lim exp |[—In | d+ (—) =1
P00 ; ll%llss, m P00 P ; [lzllo0, m '
okl <llelloo,m oI <l2lloo,m

devido & continuidade da exponencial, devido ao fato de o argumento do logaritmo ser limitado inferiormente por d > 1
assim como superiormente, por ser decrescente em p, e devido ao fator 1/p em frente ao logaritmo. Isso prova (24.62).
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Resta-nos ainda demonstrar que para @ € £,(N) vale |[#]le = lim ||z||,. Novamente, consideremos = # 0. E
p—o0

evidente pela defini¢ao que |zg| < [|#]|co. Afirmamos que nao pode existir uma subsequéncia infinita {|zx;[, j € N} de
o

{|zx|, k& € N} cujo limite seja ||z||o, pois isso faria com que a soma Z |z, |P fosse divergente. Logo, existe apenas
j=1

um conjunto finito {xk“ cey wkd} de d > 1 elementos tais que |y, | =

r e [0, 1) tal que ‘TLL < r paratodos o k & {k1, ..., kq} = K. Assim,

[

oo, 5 =1, ..., d. Além disso, deve existir

1/p

z|
= \llzllo

k

o~ (=l \T
ey = lalloe [d+ >
ZK

o P
Z|k . ~ . ,
A soma E ( o] > é convergente para cada p e seus termos sio decrescentes em p e, assim, a soma também decrescente
= \lzllo
kgK
em p e, portanto, limitada superiormente. Portanto,

1/p
oo oo
) lle \" ' 1 |zl \"
lim |d+ ( = limexp|-In|d+ =1
proo ; llzfl P00 P ; llzll '
kgK kgK

devido & continuidade da exponencial, devido ao fato de o argumento do logaritmo ser limitado inferiormente por d > 1

assim como superiormente, por ser decrescente em p, e devido ao fator 1/p em frente ao logaritmo. Isso completa a prova

de ||7]lec = lim ||z, un
p—roo

24.6 Teorema do Melhor Aproximante em Espacgos Norma-
dos Uniformemente Convexos

Seja V' um espaco vetorial normado, seja C' C V' um subconjunto nao vazio de V' e seja x € V. Defina-se D = D, ¢ :=
inf { ly =z, y € C}, quantidade essa que pode ser interpretada como a menor distancia possivel entre = ¢ o conjunto

Ha diversos problemas que reduzem-se a seguinte questao: dados z € V e C C V, como acima, deseja-se saber se
existe y € C tal que ||y — z|| = Dy, ¢ e se um tal y, se existir, é inico. Em um tal problema deseja-se, portanto, saber se
existe um elemento y em C' que assuma a menor distancia possivel a um dado x € V' dentre todos os elementos de C' e
se um tal elemento y é o tinico com tal propriedade.

Um problema dessa natureza é por vezes dito ser um problema de minimalizagao, ou um problema de minimizagao.
Se C for um subespaco de dimensdo finita de V, um tal problema é por vezes denominado um problema de Tchebychev®.

Condigoes que garantam existéncia e unicidade de solugoes de problemas de minimalizagdo, como o que expusemos
acima, sao muito importantes tanto em aplicagdes como por razdes tedricas. A motivagdo de Tchebychev, por exemplo,
um dos pioneiros da area, envolvia um problema mecanico prético de transformagao de movimentos lineares em circulares
(e vice-versa) em méquinas dotadas de pistdes (vide [277]). J& na teoria dos espagos de Hilbert, por exemplo, hd um
teorema dessa natureza, denominado Teorema do Melhor Aproximante (Teorema 39.1, pdgina 2113), que desempenha
um papel fundamental naquele contexto.

Na presente se¢ao tencionamos apresentar um teorema que dispoe de condigoes suficientes bastante gerais para que um
problema de minimaliza¢ao possua solugao tnica. Nosso ponto de partida é a defini¢ao da nogao de espago uniformemente
convexo. O resultado principal desta se¢ao é o Teorema 24.6, da pagina 1342. Apds o mesmo faremos alguns comentérios
gerais sobre problemas de minimalizagdo como o que expusemos acima. O leitor interessado podera encontrar na Segao
10.9, pagina 599, uma discussao detalhada sobre um outro problema de minimalizagao correlato, cuja solugao envolve a
chamada pseudoinversa de Moore-Penrose.

39Pafnuty Lvovich Tchebychev (1821-1894).
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e Espacos uniformemente convexos

Seja W um espago vetorial (sobre os reais ou complexos). Recordemos que um conjunto nao vazio C' C W é dito ser
convezo se valer Az 4+ (1 — \)y € C para todos z, y € C e A € [0, 1].

Seja W um espaco vetorial normado e seja By := {z eW, |z|| < 1} a bola fechada de raio 1 centrada em 0 (a nogao
de bola em um espago normado foi introduzida & pagina 274). Sabemos (vide pagina 274) que B; é um subconjunto
convexo de W.

Um espago vetorial normado W é dito ser um espago uniformemente convezo se for véilida a seguinte propriedade: se

Tn +Yn
2

Tn, Yn € B1, n € N, sdo sequéncias em B; tais que valha lim ‘ =1, entao tem-se lim ||z, — yn|| = 0.
n—ro0 n-ro00

O significado geométrico da definicao é o seguinte. Se os pontos das sequéncias z,, € y, encontram-se em B, entio
o0s pontos (x, + yn)/2 encontra-se também em B. Cada ponto (z, + y»)/2 é 0 ponto intermedidrio entre z,, e y,. Se

Tn +Yn

tivermos lim = 1, entdo esses pontos intermedidrios estao se aproximando da superficie externa de B, o
n—ro0

bordo de B;. A condicao de W ser uniformemente convexo diz que se isso ocorre, entao os pontos x,, € y, aproximam-se
quando n — oo.

Em um sentido simples a condigio de um espago ser uniformemente convexo garante que a bola By é “suficientemente
redonda” para que se possa garantir que se o ponto intermediério entre dois pontos se aproxima de sua superficie, entao
esses dois pontos aproximam-se um do outro. O estudante deve nesse ponto notar que tal propriedade nao é vélida, por
exemplo, para um cilindro infinito no espago tridimensional R®. Se o ponto intermedidrio entre dois pontos se aproxima
da superficie do cilindro, ndo se tem necessariamente que esses pontos se aproximam um do outro, pois eles podem tender
a alinhar-se paralelamente ao eixo do cilindro, mantendo uma distancia nao nulo entre si.

Exemplo 24.8 Para ilustragio, considere-se em R? (com a norma Euclidiana usual) o cilindro € := {(1, y, 2) € R®, 224y? = l}
e considere-se as sequéncias em € dadas por z, = (1 —1/n, 0, 0) e yo = (1 — 1/n, 0, 2), n € IN. Claro estd que (zn + yn)/2 =
(1=1/n, 0, 1) e que esse ponto intermediério (zn + yn)/2 aproxima-se da superficie do cilindro € (assim como os pontos zn € yn)
quando n — 00, mas ||z, — yn|| = 2 para todo n. [

Dois outros casos andlogos serao vistos no Exemplo 24.10, logo abaixo. Contemplando a Figura 3.1, pdgina 275, a
qual ilustra como sio as bolas By para as normas || - || p com 1 < p < o0, o leitor poderd convencer-se visualmente que o
espago R? nio é uniformemente convexo para das normas || - ||1 e || - || mas o é nos outros casos. Essas afirmacdes vao
ser tornadas rigorosas no que segue.

o Exemplos de espagos normados uniformemente convexos

Vamos agora a exemplos de espagos normados uniformemente convexos.

Vamos supor que a norma em V satisfaca a identidade do paralelogramo (3.31), pagina 270. Como sabemos do
Teorema de Fréchet, von Neumann e Jordan, Teorema 3.3, pagina 272, isso ocorre se e somente se a norma provier de
um produto escalar em V. Em todo caso, se valer a identidade do paralelogramo, é elementar constatar que teremos

2 2

Ty + Yn Tn —Yn 1 2 2

I 2 (el + )
para quaisquer sequéncias x, e y, € V. Se ||z,]| < 1 e [Jyn| < 1, segue disso que

2 2
e % [ 7
- 2

Assim, a condi¢ao lim,, | I“;y" =1 implica lim,, oo |2y — yn|| = 0, estabelecendo que V' ¢ uniformemente convexo.

Constatamos, assim, que todo espago de Hilbert é uniformemente convexo, por ser sua norma derivada de um produto
escalar, satisfazendo, portanto, a identidade do paralelogramo.

Os espagos £, com p > 2 sdo também uniformemente convexos. Para ver isso, fazemos isso da desigualdade (24.57).
Adotando na mesma u = x,/2 e v =y, /2, n € N, temos

P

Ty — Yn
n Y

2

Tn +Yn
2

‘< l(H' 12+ llwnl7)
2 Znll, Ynlly ) -
P P
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Verifique! Assim, para HJ‘n“p <le HynHP <1, temos

P P

Tn — Yn
2

Tn + Yn

<1-
- 2

P 14

Logo, se H Lntie

» 1 para n — oo, teremos lim,,_,~, Hxn — y"“p = 0, estabelecendo que os espagos £, com p > 2 sao
uniformemente convexos nas respectivas normas || - [|.
Os espagos £, com 1 < p < 2 também sao uniformemente convexos nas respectivas normas || - ||,, mas a demonstragao

nao serd apresentada aqui (vide, e.g., [303]). Como veremos logo abaixo, os espagos de sequéncias {1 e (o nd0 sa0
uniformemente convexos para as respectivas normas || - |[1 e || - [[oc-

As mesmas afirmagdes acima se aplicam (com as mesmas demonstragoes, essencialmente) aos espagos de integragao
Ly(p). Para um tratamento que também inclui o caso 1 < p < 2, vide também [303].

e Exemplos de espagos normados que nao sao uniformemente convexos

Nem todo espago normado é uniformemente convexo. Vejamos alguns exemplos relevantes.

Exemplo 24.9 Seja V = C([0, 1]) o espago vetorial das fungdes continuas no intervalo [0, 1] dotado da norma do supremo:
Ifllee == sup{|f()], = € [0, 1]}, f € C([0, 1]). Sejam as sequéncias de fungdes fn(x) = 1, gn(x) = 4a(1 — x) (no caso, fn €
gn si0 sequéncias constantes: independem de n). E facil ver que ||fulloc = [|gnllec = 1 para todo n e é elementar constatar que
[[(fn + gn)/2|lc =1 para todo n € IN. Porém, é igualmente elementar verificar que ||f, — gnllcc = 1, também para todo n € IN.
Assim, constatamos que C([O, 1]) com a norma do supremo nao é uniformemente convexo. ¢

Exemplo 24.10 Considere-se em R? as normas | - [|1 e || - ||« definidas para @ = (21, 2) € R? por ||z][1 := |z1| + |z2| e
[|]|sc := max {\wl\, \z:g\}, respectivamente. As bolas By relativas a essas métricas estdo ilustradas na Figura 3.1, pagina 275.
Ambas sdo quadrados e, portanto, tém bordos nao “arredondados”. E de se esperar que R? ndo seja uniformemente convexo em
relagdo a essas duas normas e, de fato, assim o é.

No caso da norma || - ||, tome-se em R? as sequéncias z, = (1 —1/n, 1/2) e yn = (1—1/n, —1/2), n € N, n > 2. Temos que
|lZalloo = lynlle = 1 —1/n < 1 e, portanto, T, € yn sdo sequéncias na bola de raio 1 centrada em 0 para a norma | - ||ec. E claro
que (zn +y2)/2 = (1= 1/n, 0) e que ||(zn er")/ZHDo =1-1/n — 1 para n — co. Porém, z, —yn = (0, 1) e ||z, — yZHDo =1
para todo n € N. Logo, R? néo é uniformemente convexo para a norma || - |-

No caso da norma || - ||1, tome-se em R* as sequéncias z, = (5/8 — 1/n, 3/8 = 1/n) e yn = (3/8 = 1/n, 5/8 = 1/n), n € N,
n > 3. Temos que ||zn|1 = [lyalh = 1 —2/n < 1 e, portanto, &, e y, sdo sequéncias na bola de raio 1 centrada em 0 para
a norma | - [|1. Teremos (zn + yn)/2 = (1/2 = 1/n, 1/2 = 1/n) e |[(zn + yn)/2||, = 2(1/2 = 1/n) — 1 para n — oco. Porém,
T —yn = (1/4, 71/4) e, portanto, ||z, — yn|[1 = 1/2 para todo n € IN. Logo, R* ndo é uniformemente convexo para a norma

I ¢

Como vimos acima, porém, R? é uniformemente convexo para as normas || - ||, com 1 < p < co.

De forma andloga a do Exemplo 24.10, é facil ver que os espagos de sequéncias ¢ e { nao sao uniformemente
convexos para as respectivas normas || - [|l1 e || - [loc-

e Um Teorema do Melhor Aproximante em espagos uniformemente convexos

O resultado principal da corrente segao ¢ o seguinte teorema:

Teorema 24.6 (Teorema do Melhor Aproximante em Espagos Uniformemente Convexos) Seja V um espagco
normado e uniformemente convezo. Seja C' um subconjunto ndio vazio de V e que seja convezo e completo (em relagio
G norma de V). Entio, para cada x € V existe um e somente um elemento y € C tal que ||z — y| = Dy c =
inf {|ly — ||, y € C}. u]

Prova da Existéncia. Denotemos D, ¢ simplesmente por D. Para cada n € N seja y, € C' um vetor com a propriedade
que

1
o
Notemos que tais vetores sempre existem. Se tal ndo fosse o caso, ou seja, se para algum n, digamos ng, nao existisse

lz —yall® < D*+

(24.66)
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wfy’HZ < D?+ -, isso significaria que para todo ¢’ € C valeria que way/”Z >D?+ L

vetor nenhum 3’ em C' tal que g

Mas isso contraria a defini¢do de D como o infimo de IIT - y’H, y eC.

Caso tenhamos D = 0, entdo a sequéncia y,, converge a = (sendo, portanto, uma sequéncia de Cauchy em C') e como
C é completo, concluimos que = € C. Podemos, portanto, tomar y = z e a afirmagao de existéncia de um y € C' tal que
||z = y|| = Dg, ¢ estd completa, nesse caso. Mais adiante trataremos da unicidade.

Vamos agora considerar o caso D > 0 e vamos provar que toda sequéncia y, satisfazendo (24.66) também ¢ uma
sequéncia de Cauchy em C. Defina-se z, := & —y, e s, := ||zn|| = D = ||z —yn|| — D = /D% + % — D. E evidente que
sp > 0 e que limy, 00 S5, = 0.

Como C é convexo, tem-se que (Y, + yn)/2 € C para todos m, n € IN. Logo, tem-se pela defini¢io de D que

 Ym+n
2

Zm + Zn
2

1 1 1
D < H¢ < Szl + glenll = 3(smt 804D

2

Como lim;, o0 8, = 0, conclui-se dessas desigualdades que para todo € > 0 existe N(e) € IN tais que

@ - D’ <e (24.67)
para todos m, n > N(e).
Como lim,, o |[2,]| = D, podemos assumir ||z,[| # 0 para todo n suficientemente grande. Defina-se para tais n’s
Wy = ||zn]| 7 25 E claro que ||w,|| = 1 e temos que
D( +wn) D . D 1( N )+1[<D 1) +(D 1> }
—(wm +wy) = Zm Zn = z(&Zm T 2n = T Zm T Zn
2 2[|zml 2|zl 2 2 [\zmll llznll
Logo,
Wop, + Wy, 1 1 1 Sm + Sn
D[ < 3t 20 + 5 (sl = D)+ (sl = D] = [ om0+ 22

Com isso, temos que
W + Wy

2 2

(=) 5 (s

Por (24.67) e do fato j4 estabelecido que limy,— o S, = 0, concluimos que para todo € > 0 existe N'(e) € IN tal que

,D>+MA

Wy, + W
—— 1| L €.
[ ] =
Defina-se a,, = wy, ¢ by, = wy4k. Pelo que acabamos de ver, temos que |an|| = ||bn]] = 1 e que ||“3rb — 1 para

n — 0o. Assim, pela hipétese de que V' é uniformemente convexo temos que ||a,, — by || — 0 para n — oo, ou seja, temos
que para todo k € IN vale ||wy, — wy4|| = 0 para n — oo. Isso significa que para todo € > 0 existe N/ (¢) € N tal que
[[wn — wntk|| < € para todo n > N"(e). Como k é arbitrario, isso estd dizendo que

lwy, — wm|| < € para todos m, n > N"(e) . (24.68)

Note-se agora que

llyn = ymll = llzn — 2mll = HHZTLHU’T: - HZmH(LmH = ||(D+ sn)wn — (D + 'Sm)wm”

< Dl wy — wp || + $nllwn

| + 5l

Wanll = Dl = wiall + 80+ 8 .

pois ||wy || = 1 para todo n. Como limy, . sn, = 0, concluimos disso e que (24.68) que para todo e > 0 existe N"(e) € IN
tal que ||y — ym|| < € sempre que m, n > N"'(¢). Logo {y,, n € N} é uma sequéncia de Cauchy em C' e como este ¢
completo, concluimos que existe y € C' ao qual essa sequéncia converge.
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Vamos agora estabelecer que ||y — x| = D. Temos que |ly — z|| = |[(y = yn) = Wn — 2)|| < 1y — wnll + ll2all =
[ly = ynll + 0+ D. Mas ||y —yn|| = 0 e s, — 0 quando n — oo. Logo, ||y —z|| < D. Por outro lado, tem-se pela definigao
de D que D < |ly — ||, ja que y € C. Logo, concluimos que ||y — z|| = D, como desejdvamos provar.

Prova da Unicidade. Resta-nos demonstrar que esse y é o unico elemento de C' com essa propriedade. Para tal, vamos
supor que haja outro y’ € C com Hz - y’H = D e definamos em C' uma sequéncia 7, da seguinte forma: g, = y caso n
seja par e §, =y’ caso n seja fmpar. E claro que ||z — §,| = D para todo n € N e portanto, tem-se trivialmente
~ 2 5 1
T — < D+ —.
o= !
para todo n € IN, tal como em (24.66). Ora, vimos acima que toda sequéncia com essa propriedade é uma sequéncia de

Cauchy. Mas nesse caso, isso s6 é possivel se y = ¢/, completando a demonstragao do Teorema 24.6. |

e Exemplos e comentdrios gerais sobre problemas de minimalizacao

A Figura 24.3, pagina 1345, ilustra quatro situacoes de problemas de minimaliza¢do. No caso, o espago vetorial é
o plano R? e hé quatro conjuntos C indicados. Para x = (21, x2) € R? consideremos as normas ||z :== /22 + 12 e
||]loo := max {|z1], |z2|}. Como comentamos acima, R* é uniformemente convexo em relagio & norma | - ||2, mas nao
anorma | - ||oc. Temos o seguinte:

e No caso 1, C' é um conjunto fechado (e, portanto, completo) mas nao é convexo. Para o ponto z indicado ha
dois pontos em C' que minimizam a distancia a = definida pela norma || - ||2, a saber, os pontos a e b. Solugdo do
problema de minimalizagao portanto, existe, mas nao ¢ tnica.

No caso 2, C' é um disco aberto (e, portanto, nao é completo) e é convexo. Para o ponto z indicado nao hd nenhum
elemento em C' que minimize a distancia a @ definida pela norma || - [|2. Solugdo do problema de minimalizagio
portanto, nao existe.

No caso 3, C é um disco fechado (e, portanto, completo) e é convexo. Para o ponto z indicado hd um tnico
elemento em C' que minimize a distancia a = definida pela norma || - ||2, a saber, o ponto a indicado. Uma solugio
do problema de minimaliza¢ao portanto, existe e é tnica.

No caso 4, C' é um retangulo fechado (e, portanto, completo) e é convexo. Para o ponto z indicado hd um tnico
ponto em C' que minimiza a distdncia a = definida pela norma || - ||2, a saber, o ponto a indicado. Se, no entanto,
considerarmos a norma || - ||, todos os pontos do segmento A-B sao solugao do problema de minimalizagao. Isso
ilustra como a unicidade da solugao de um problema de minimaliza¢ao pode depender da norma adotada.

Sob a luz do Teorema 24.6, esses exemplos ilustram a ideia de que a completeza do conjunto C' garante a existéncia de
solugao do problema de minimalizagao, enquanto que a convexidade de C' garante a unicidade da solugao, ao menos no
caso de espagos normados que sejam uniformemente convexos.
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1

2)

Figura 24.3: Quatro problemas de minimalizacio ilustrativos em R2.

24.7 Exercicios Adicionais

E. 24.56 Ezercicio. Os itens abaixo ilustram situacdes Gteis de se ter em mente concernentes a propriedade de completeza.

1. Mostre que M; := (0, 1) ndo é completo na métrica definida por d(z, y) := |z — y|. Para tal, mostre que a, := 1/n, n € IN,
n > 2, é uma sequéncia de Cauchy em M; = (0, 1) em relagdo a essa métrica, mas mostre que essa sequéncia nio converge
nesse conjunto, ou seja, mostre que n3o existe € M tal que limy o d(z, an) = 0.

2. Mostre que M := [0, 1] é completo na mesma métrica d(z, y) := |z — y|.

3. Mostre que d;(z, y) == ‘% - ﬂ define uma métrica em M3 := [1, co).

4. Mostre que M3 = [1, co) é completo na métrica d(z, y) := |z — y| mas ndo na métrica dr(z, y). Para esse dltimo caso, mostre

que a, :=n, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy em M3 em relagdo a métrica d;, mas que essa sequéncia ndo converge nesse
conjunto, ou seja, mostre que ndo existe x € Ms tal que lim, 00 dr(z, an) = 0.

O Exercicio E. 24.58 explora algumas das ideias de acima para mostrar que R pode ndo ser um espago métrico completo para certas
métricas nele definidas. &

E. 24.57 Ezercicio. No Exercicio E. 24.56 vimos que [1, co) ndo é completo na métrica d;. Podemos nos perguntar: como seria
um possivel completamento de [1, c0) nessa métrica d;?

Para responder & questdo acima e construir um completamento de [1, co) na métrica d; podemos nos guiar pela seguinte intuicdo.
Como vimos no Exercicio E. 24.58, a sequéncia a, = n, n € IN, é uma sequéncia de Cauchy em [1, c0) na métrica d;. Para que ela
fosse convergente, deveriamos ter em [1, co) um elemento que fizesse o papel de “infinito”, j& que a, é ilimitadamente crescente. Isso
pode ser feito acrescentando-se ao conjunto [1, oo) um objeto que, em algum sentido, faca o papel de infinito. Como veremos, esse
objeto pode ser escolhido arbitrariamente (mas fora do conjunto [1, c0)) desde que de forma a desempenhar o papel desejado. Vejamos
de modo mais preciso como isso pode ser feito.

Para construirmos um completamento de [1, co) na métrica d;, consideremos os dois seguintes espagos métricos: ([1, 00), d1) e
(o, 13, d). Constate que o segundo espago métrico também n3o é completo. Constate que a fun¢do bijetora h : [1, co) — (0, 1]
definida por h(z) := 1/ é uma isometria bijetora entre esses espacos, ou seja, que é bijetora e satisfaz d(h(z), h(y)) =ds(z, y) para
todos z, y € [1, c0). Constate que o intervalo fechado [0, 1] é um completamento de (0, 1] na métrica d. Seja Q um objeto qualquer,
mas com Q ¢ [1, co) (por exemplo, tome © como sendo uma letra do alfabeto grego ©), e defina My := [1, co) U {Q2}. Faca de My
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um espago métrico definindo nele uma métrica d; da seguinte forma:

di(z, y) = di(z, y), sew ey sioelementosde [1, o0),
di(z, Q) = di(Q, z) = 1/x, sex € [1, o0),
di(Q, Q) = 0.

Mostre que d; define, de fato, uma métrica em M;.

A esta altura o estudante pode ter intuido (corretamente) que 2 faz o papel de um niimero “infinito” que é adicionado ao conjunto
[1, 00) e que agora uma sequéncia como a, =nneN (que é também uma sequéncia de Cauchy em M, em relagdo & métrica dr)

converge a 2. Mostre que, de fato, limn_o0 dr (an,, Q) = 0. Mostre que a aplicagdo h : My — [0, 1] dada por
~ hz)=1/z, se zell, c0),
h(z) =
0, se =0,
& bijetora e que é uma isometria entre os espagos métricos (My, di) e ([0, 1], d), ou seja, que d(fm(;t), iz(y)) = di(x, y) para todos
x, y € My. Note também que h é uma extens3o de h ao conjunto Mjy.
Prove que (My, ci;) é um espaco métrico completo. Sugestdo: use o fato que ([07 1], d) & completo e que h é uma isometria.

Conclua que (My, (L) é um completamento do espago métrico ([1, 00), dr). E

E. 24.58 Ezercicio. Seja f: R — (1, oo) uma func3o bijetora (um exemplo concreto é f(z) = e + 1). Mostre que

1 1
oo = |7 7.
’ 1@ 7w
com z, y € R, define uma métrica em R. Mostre que a, := f '(n), n € N, n > 2, é uma sequéncia de Cauchy em R com
relagdo a métrica dy. Mostre que essa sequéncia ndo converge em R na métrica dy, ou seja, mostre que ndo existe = € R tal que
limp o0 df(x, an) = 0. Conclua que R ndo é completo na métrica ds. Seguindo os passos delineados no Exercicio E. 24.57, construa
um possivel completamento de IR para as métricas dy (vocé precisard de um elemento para o papel de +o00 e outro para o papel de
—00). ES

E. 24.59 Ezercicio-dirigido. Este exercicio trata de um exemplo de um espaco vetorial de fungdes dotado de duas normas no qual
podemos exibir uma sequéncia de fungdes com a propriedade de convergir a uma fungdo em relagdo a uma das normas e a uma outra
func¢do distinta em relagdo a outra norma.

Seja V o espaco das fungdes assumindo valores complexos, continuas e 2m-periédicas em R. Vamos definir nesse espago duas normas,
que denotaremos por || - [[a e || - ||

ika

1. Definicio da norma ||-||o. Paraw € V, denotemos por uy seu k-ésimo coeficiente de Fourier: uy := [ = u(x)dz comk € Z
(a teoria das séries de Fourier é desenvolvida na Sec3o 37.4, pagina 1953).
Para u € V, defina-se
— 1
llufla Zx H—kz\uk\ . (24.69)
Afirmamos que || - |a é uma norma em V. Notemos em primeiro lugar que |lula estd bem definida em V, pois se |[ullo =

SUP,e(—r, - [u(2)], entdo é evidente que |ux| < V27 [|ullo para todo k e, portanto, a série do lado direito de (24.69) converge.
E também evidente que [[ufla > 0 e que [|[Aulla = |Al|[u]l. para todos A € C e u € V. A prova da desigualdade triangular
[l +vlla < [Julla + ||v[la, para u, v € V é elementar e deixada ao leitor. Por fim, observe-se que |ul[. = 0 se e somente se
ur = 0 para todo k € Z o que, pelo Coroldrio 37.4, pagina 1962, ocorre se e somente se u for identicamente nula. Isso estabelece
que (24.69) define uma norma em V.

2. Definicdo da norma || - ||s. Seja Q := QN [—1/2, 1/2) a colegdo de todos os racionais do intervalo [—1/2, 1/2). O conjunto
Q é contével, e podemos representd-lo na forma Q = {r;, j € IN}. Seja {b;}en uma sequéncia positiva e somavel, ou seja,
satisfazendo b; > 0 para todo j e Z?‘;] bj < 0.

Para u € V, defina-se

llullo = > b; [u(2mr))] . (24.70)
j=1
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Afirmamos que | - ||» define uma norma em V. Notemos em primeiro lugar que ||ul, estd bem definida em V, pois é claro que
|u(2775)| < |lul|loo para todo j e, portanto, a série em (24.70) converge. E também evidente que [|ully > 0 e que [[Xulls = [Al|[ulls
para todos A € C e u € V. A prova da desigualdade triangular ||u + v||s < ||ulls + ||v|js, para u, v € V é elementar e deixada
ao leitor. Observe-se agora que ||ull, = 0 se e somente se u(277;) = 0 para todo j. Porém, o conjunto {277;, r; € Q} é denso
no intervalo [—m, ). Logo, ||ully = 0 se e somente u anular-se em um conjunto denso em [—m, m). Como u é continua e
2m-periddica, isso implica que u é identicamente nula. Isso estabelece que (24.70) define uma norma em V.

Seja agora u™(z) := cos(n!z), n € N, uma sequéncia de elementos de V. E elementar constatar (faga-o!) que os coeficientes de

Fourier de u™ s3o dados por
u"y = 1/%(6k~,—n!+6k‘,'n!) s keZ.

Logo, segue de (24.69) que

e = 22

u = —

° 1+ (n!)2’

mostrando que a sequéncia u™ converge na norma || - || & fun¢do identicamente nula quando n — cc.

Vamos agora considerar o que ocorre em relagdo a norma ||-||» quando esse limite é tomado nessa sequéncia. Observe-se primeiramente
que para r; € Q tem-se u"(27r;) = cos(2wn!r;). Agora, como niimero racional, r; é da forma r; = %p;/q;, com p; > 0 e g; > 0,
ambos inteiros e primos entre si. Assim, para todo n > ¢; teremos que n!7; é um inteiro e, portanto, cos(2wn!r;) = 1. Com isso,
vemos que

o
[|u" = IHb = zb‘, | cos(2mnlr;) — 1|
J=1
converge a 0 quando n — oo pois, a medida que n cresce, mais e mais termos na somatéria sdo nulos. Prove essa afirmagdo rigorosamente

notando que, como 3777, b; < oo, entdo para cada € > 0 existe N(e) € N tal que -,y b <e
Com isso, vemos que u" converge na norma || - |[» & fungdo identicamente igual a 1 quando n — oo. Assim, estabelecemos que
u"(z) M 0, mas u" (z) L
n—oo n—oo
Comentemos en passant que V ndo é completo nem na norma | - [[a nem na norma || - ||. Comentemos também que a sequéncia
ap = ﬁ que ocorre na definicdo (24.69) pode ser substituida por qualquer sequéncia somavel de nimeros positivos, sem alterar a
argumentacdo de acima. "

E. 24.60 Ezercicio. Seja uma sequéncia {zn }nen de niimeros complexos. Usando a desigualdade de Holder (24.46), pagina 1331,
prove que para todo p > 1 e todo m € IN, vale

m

- Z
z
m 7
J=1

Usando isso, mostre que se {zn}nen € £,(IN) para algum p > 1 (para tal € suficiente supor que {zn}nen € £1(IN). Vide Exercicio E.
24.48, pagina 1329), entdo

1 [ 1/p
< = < |= r . .
,mZmme;mq (@4.11)

=1

m—o0 M

ol
lim —>"a; =0, (24.72)
=1
ou seja, a média aritmética dos m primeiros termos de uma sequéncia numérica pertencente a £,(IN), p > 1, converge a zero quando
m — 00,

A relagdo (24.71) pode ser estendida ainda mais com uso da versdo (24.43) da desigualdade de Hélder. Usando-a prove que para
O0<r<pemel,

1 1r 1 1/p

— el < |= ;|7 . Ve

23| < [A5ir] (247
j=1 j=1

Sugestao: adote y; = 1 para todo j. Se definirmos em C™, m € N,

TR 1/p

# .

szhgm@
i=

a relagdo (24.73) fica

el < il (24.74)
para 0 < r < p. Observe-se que % Z}'”:] é uma integral associada a uma medida de probabilidade em C™: a medida de contagem
normalizada pelo fator 1/m. Compare com (31.52), pagina 1554. *
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Apéndices

24.A Numeros Reais e p-adicos

Neste apéndice ilustraremos a construgao do completamento canénico de espagos métricos, desenvolvida a partir da
pagina 1312, apresentando brevemente uma constru¢ao do conjunto dos nimeros reais a partir dos racionais que é
também devida a Cantor. O mérito dessa construc¢ao nao é apenas ilustrativo, pois o mesmo conjunto de ideias permite a
construgao de outros conjuntos “exdticos” de niimeros, os chamados niimeros p-adicos (p, aqui, sendo um nimero primo),
introduzidos por Hensel?® entre 1897 e 1899*!.

A estudo desta segao nao é essencial ao que segue e pode ser dispensado em uma primeira leitura. A demonstragao
de completeza de R, em particular, é um tanto elaborada e delicada.

24.A.1 A Construgao de Cantor dos Niameros Reais

e Uma Métrica no Conjunto dos Racionais

Considere o conjunto @ dos niimeros racionais. e considere a fungio d : Q x Q — Q4 dada por d(r, s) =
Esta fungao tem as seguintes propriedades

1. d(r, s) € Q4 para todo r, s € Q.

2. d(r, s) =0 se e somente se r = s.

3. Para todo a e b € Q vale d(a, b) = d(b, a).

4. Para todo a, b e ¢ € Q vale d(a, b) < d(a, c¢)+d(c, b).
A funcgao d define o que se chama de uma métrica em Q. A desigualdade d(a, b) < d(a, ¢) + d(¢, b) é chamada
desigualdade triangular.
Nota. Como a principio desejamos “construir” o conjunto dos nimeros reais R, devemos tomar o cuidado de definir a métrica d assumindo
valores em Q. o conjunto dos racionais > 0, nio em R, como fizemos até agora. Por essa razdo, algumas adaptagdes ao que fizemos até
agora serao necessarias.

Uma sequéncia de nimeros racionais é uma fungao IN — Q. Para uma sequéncia a denota-se frequentemente seu

valor a(i) por a; para i € IN.

e Sequéncias de Cauchy de Niumeros Racionais

Uma sequéncia a de niimeros racionais é dita ser uma sequéncia de Cauchy*? em relacio & métrica d se para todo
€ € Q. existir um nimero natural N(e) (eventualmente dependente de €) tal que d(a;, a;) = |a; — a;| < € para todo i e
J tais que i > N(e) e j > N(e).

Uma sequéncia de nimeros racionais a converge para um nuimero racional r no sentido da métrica d se para todo
€ € Q4 existir um nimero natural N(e) (eventualmente dependente de €) tal que d(r, a;) < € para todo i > N (e).

E. 24.61 Ezercicio. Prove que se uma sequéncia a converge a um ndmero racional r ent3o a é uma sequéncia de Cauchy. Sugestdo:
use a desigualdade triangular. *

e Numeros Reais. A Construcao de Cantor. Completamento

Como jé discutimos em péginas anteriores, ha sequéncias de Cauchy de nimeros racionais que niao convergem a
nimeros racionais. Esse fato é a motiva¢ao de uma construgao muito importante: a dos nimeros reais.

40Kurt Wilhelm Sebastian Hensel (1861-1941).

41K. Hen:
(1899).

42 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

1, “Uber cine neue Begrundung der Theorie der algebraischen Zahlen”, Jahresber. Deutsch. Math.-Verein, 6 : 1, pp. 83-88,
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Para mostrar como essa construgio é feita (o que faremos aqui com o objetivo de ilustrar outras construgdes andlogas
futuras) vamos primeiramente considerar o conjunto € = €(Q) de todas as sequéncias de Cauchy de niimeros racionais
e construir em C uma rela¢ao de equivaléncia da seguinte forma. Dizemos que duas sequéncias de Cauchy a e b sao
equivalentes se a sequéncia ¢; = a; — b;, @ € IN converge a zero. Ou seja, a ~ b se para todo racional € > 0 existir inteiro
N > 0 tal que d(a;, b;) = |a; — b;| < € para todo i > N.

E. 24.62 Ezerc Mostre que se a e b sdo sequéncias de Cauchy ent3o a sequéncia ¢; = a; — b;, i € IN também o é. Sugestio:
use a desigualdade triangular. *

E. 24.63 Ezercicio. Prove que a relagdo acima é de fato uma relagio de equivaléncia. *

Isto posto, sabemos que o conjunto € pode ser escrito como uma uniao disjunta de suas classes de equivaléncia pela
relagao acima. O conjunto dos niimeros reais R é entao definido como sendo o conjunto formado por essas classes de
equivaléncia ou, se quiserem, como o conjunto formado escolhendo-se um elemento de cada classe de equivaléncia, ou
seja, por uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais em relacdo & métrica d.

Assim, uma sequéncia de Cauchy como a sequéncia a; = 14+1/1!41/2!4- .- +1/i! acima define um nimero real (no
caso 0 nimero e).

Se & é uma sequéncia de Cauchy de racionais em relagao a métrica d denotaremos sua classe de equivaléncia por
Pela defini¢ao, [] é um nimero real.

e Relagao de ordem e operagoes aritméticas nos reais

E possivel definir em R uma relagio de ordem total da seguinte forma: dizemos que [2] < [y] se existirem sequéncias
de racionais 2° € [z] e 3° € [y] e um inteiro I tais que 2 < ¢ para todo i, j > I e se [° — y°] # [0], onde [0] ¢ a classe

? < y? mas que se

que contém a sequéncia identicamente nula. (Essa dltima condi¢ao é para evitar sequéncias com !
aproximem no limite ¢ — o0).

E. 24.64 Ezerc Mostre que isso define uma relagio de ordem total em R. O ponto trivial, dados [z] # [y], é mostrar a
existéncia de sequéncias de racionais 2° € [z] e y° € [y] e um inteiro I tais que =) < 3} ou que 2 < 3! para todo i, j > I. "

As operagoes elementares de soma, subtragio e multiplicagdo podem ser definidas em R da seguinte forma: definimos
[@]+[y] := [z+y], [2]-[y] —y] e [z][y] := [zy], onde z+y e zy sdo sequéncias definidas por (z+y), = z,+y,, n € Ne
(xY)n = TnYn, n € IN, respectivamente. Analogamente a operacao de divisao é definida para [y] # [0] por [z]/[y] := [x/y],
onde z/y é a sequéncia definida por (z/y)n := ®/yn, n € N, pressupondo-se, naturalmente, que nenhum elemento da
sequéncia y seja nulo.

E. 24.65 Ezercicio. Mostre que as definicdes acima sdo bem-postas, no sentido de independerem dos representantes tomados nas
classes. Prove que a operac3o de adic3o é associativa, comutativa e tem a sequéncia nula [0] como elemento neutro. Prove que a operacio
de subtragdo € a inversa da de adi¢cdo. Prove que operacdo de multiplicagdo € associativa, comutativa e tem a sequéncia [1] como elemento
neutro. Prove que a operacdo de divisdo € a inversa da de multiplicagdo. Prove que a operagdo de multiplicagdo é distributiva em relagdo
a de adi¢do. Acima, [0] e [1] representam as classes das sequéncias constantes 0 = (0, 0, 0, ...) e 1 =(1, 1, 1, ...), respectivamente
£

O Exercicio E. 24.65, acima, afirma que o conjunto R, dotado dessas operagoes de soma e multiplicacdo, é um corpo
para a defini¢ao de corpo, vide Secao 2.1.4 pagina 2.1.4).
g

e Uma métrica para os reais

Poderiamos tentar fazer de R um espago métrico, definindo, por analogia com o que fizemos anteriormente na
construgao do completamento canénico, uma métrica em R por

d([#), b)) = Jim_ den, yn)

Isso nao pode ser feito dessa forma, porém, sem incidirmos em uma tautologia, pois a sequéncia de racionais d(z,, yn) =
|2n, — yn| pode nao ter limite nos racionais, mas sim nos reais (que estamos ainda tentando definir). B f; provar,
porém, que a sequéncia de racionais d(z,, y,), n € N, é uma sequéncia de Cauchy na métrica d. Para tal, note que,

n
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pela desigualdade triangular,
d(xi, yi) < d(zi, ) +d(@g, y;) +dy;, yi)
e, portanto,
(i, yi) — d(zj, y;)| < dlxi, ) + dly;, vi) -

Como o z e y sao sequéncias de Cauchy o lado direito pode ser feito < € € Q4 para qualquer € > 0, desde que 7 e j sejam
feitos grandes o suficiente.

Com isso, sabemos que a sequéncia d(z,, yn), n € IN, pertence a alguma classe de equivaléncia que denotaremos por
[d(z, y)]. Com isso, podemos agora definir uma métrica em R por

d(z], [y]) = [d(z, y)] -

E. 24.66 Ezercicio. Mostre que essa definicio ndo depende dos particulares representantes z e y que tomarmos nas classes [z] e
(). *

E. 24.67 Ezercicio. Mostre que d define uma métrica em R. A desigualdade triangular usa a relagdo de ordem em R definida
acima, o mesmo valendo para operagdo de soma etc. &

e Convergéncia de sequéncias e completeza nos reais

Com os ingredientes acima (a definigdo de R, de ordem em R e da métrica d em R), podemos definir as nogoes de
convergéncia em R e de sequéncia de Cauchy em R de modo andlogo ao que fizemos anteriormente: Uma sequéncia de
reais [z]" = [2"], n € IN, converge ao real [z] se para todo [€] > 0 existir um inteiro N tal que d([z]", [z]) < [¢] sempre
que n > N. Uma sequéncia de reais [z]" é dita ser uma sequéncia de Cauchy em relagao & métrica d se para todo [¢] > 0

existir um inteiro N tal que d([z]™,

2]") < [¢] sempre que m > N en > N.

Coloca-se entao a grande questao, serd R completo? Ou seja, serd toda a sequéncia de Cauchy de reais convergente
a um numero real?

Provemos que sim. Seja [z]™ = [2"], n € N, uma sequéncia de Cauchy em relacio & métrica d. Entao, para qualquer
le] € R existird inteiro N (e)
d([z]™, [2]") = [ja™ —2"]] < [ (24.A.1)

sempre que m > N(e) e n > N(e). Vamos tomar [e] um racional ou seja, suporemos que exista em [e] uma sequéncia
constante €; = ¢ € Q.

A condigao (24.A.1) significa que existem sequéncias de racionais ‘x:" — J:,"| e um inteiro I(e) tais que |w1” —
para todos m > N(e) e n > N(e) e i > I(e).

f|<f

m

Como cada 2™ é uma sequéncia de Cauchy de racionais, existe para todo € € Q4 um inteiro J,, (€) tal que ‘ m
sempre que 4, j > Jp,(€).

’|<6

Vamos entao tomar ¢ = 1/k, k € IN, e definir, em analogia ao que foi feito na demonstragio do Teorema 24.1, pagina
1312,

a(k) == max{N(1/l), 1 <1<k} +1, e b(k) == max{max{[(l/l), Ty (1/D)}, 1§l§k}+1

_ a(k) S
€Ly = Ty Teremos,

a(k) _a(k')

a(k a(k
lzy — 2| = ‘Ib(k) ~ Lok & &

a(k a(k’
agls) = |+ st - it | < 2max{i/, 1K}

Isso prova que {z;}ren ¢ uma sequéncia de Cauchy de racionais. Portanto a ela estd associado o nimero real [z].

Resta-nos provar que [z™

De fato (I([g], [z™]) = [d(z, z™)] e

| converge a [z] em d quando m — co.

d(gk, zz’) = ‘g,cf.rk"‘ = |xz((]1:))frz“ < {z:ff))fxz(k)|+|xz(k)fz’,:" < 2/l
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para qualquer I € IV, desde que m > a(l) e k > b(l). Isso prova que para m > a(l) tem-se [{d(z, ™)}men] = [0],

m

demonstrando que [z™] converge a [z] em d. Tsso demonstrou que R ¢ completo.

*

Como vemos podemos operar com esse novo conjunto de nimeros da mesma forma como operamos com os racionais,
ou seja, podemos definir sua soma, seu produto etc. Fora isso o conjunto dos reais assim definido é provido de uma
relagdo de ordem total < y. Gostarfamos recordar como a construgao dos reais foi feita: partimos do conjunto dos
racionais, definimos uma métrica sobre os mesmos e definimos os conceitos de sequéncias e de sequéncias de Cauchy
(em relagao & métrica dada). Definimos também o conceito de convergéncia e constatamos que sequéncias de Cauchy de
racionais ndo convergem sempre a racionais. Definimos entdo no espago de todas as sequéncias de Cauchy (em relagao
a métrica dada) uma relagao de equivaléncia e assim o conjunto de classes de equivaléncia define uma nova classe de
objetos com os quais, como afirmamos, podemos operar como nimeros. Esses sao os nimeros reais.

O procedimento de completar os racionais por meio da criagao das classes de equivaléncia de suas sequéncias de Cauchy
é chamado de completamento candnico dos racionais e foi inventado por Cantor®? (seguindo ideias de Weierstrass??). A
construgio de niimeros reais acima é devida a Cantor (hd uma outra construgio “equivalente” devida a Dedekind®®, a
dos chamados “cortes de Dedekind”). O completamento de Cantor é importante, pois seu método pode ser estendido a
qualquer espago métrico nao completo para a obtengao de uma classe de objetos ainda maior.

24.A.2 Outros Completamentos dos Racionais. Nimeros p-adicos

A construgao acima indicou um procedimento de completamento dos racionais a partir de suas sequéncias de Cauchy.
E importante frisar, porém, que o conceito de sequéncia de Cauchy depende de uma fungdo métrica especifica dada
previamente. Assim, toda a constru¢ao do completamento depende da métrica usada. O que acontece se trocarmos a
métrica usada nos racionais? Podemos, ao proceder o completamento de Cantor, obter uma classe de objetos diferente
da dos reais? A resposta é positiva.

Vamos mostrar que ha outros completamentos possiveis dos nimeros racionais se mudarmos a métrica usada, mais
especificamente trataremos de definir uma nova classe de completamentos dos racionais, os chamados nimeros p-adicos
(p, aqui, sendo um ntmero primo). Seguiremos parcialmente [157], onde uma outra construgao podera ser encontrada.

Para uma referéncia introdutéria aos numeros p-ddicos, mas que segue uma abordagem diferente da que aqui
esbogamos, recomendamos a referéncia [182], de autoria do matemético brasileiro Fernando Quadros Gouvéa. Vide
também as outras referéncias 14 citadas.

Sabemos do Teorema Fundamental da Aritmética, Teorema 8.1, pagina 4206 que todo ntimero natural nio nulo pode
ser escrito de forma tdnica como um produto de nimeros primos. Para todo nimero racional r # 0 temos consequente-
mente a decomposi¢ao tnica em fatores primos

= @0
L

onde os p; sa0 nimeros primos e wy(r) € Z é o expoente do primo p na decomposicao do racional r. O produto acima
envolve todos os primos, porém, apenas para um nimero finito deles tem-se wy, (r) # 0 (por qué?).

Para um nimero racional r # 0 e para um primo p (que fixamos daqui por diante), seja a funcao w,(r) que da o
expoente de p na decomposicao (iinica) de r em fatores primos dada acima. Vamos com o uso de w, definir a seguinte
fungao ¢, : Q — Q4:

p) ses#0, s€qQ,
p(s) =

0, ses=0.

A funcao ¢, tem as seguintes propriedades:

43Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).

44Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897).

45 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916).

46Para uma demonstragio vide e.g. [201] ou o Apéndice 8.A, pagina 446.
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1. ¢p(s) > 0 para todo s € Q.
2. ¢p(s) = 0 se e somente se s = 0.
3. ¢p(rs) = dp(r)¢p(s) para dois racionais quaisquer r e s.
4. Para dois racionais quaisquer r e s tem-se ¢,(r + s) < max{@,(r), ¢p(s)} e, portanto,

bp(r+s) < &p(r) + dp(s) - (24.A2)
Demonstraremos apenas o item 4, deixando os demais como exercicio (facil). O item 4 é uma consequéncia imediata

da seguinte propriedade, que provaremos abaixo: para qualquer primo p e quaisquer racionais 7 e s vale
wy(r + s) > min{w,(r), wy(s)}.

Para provar essa desigualdade escrevemos r e s em sua decomposi¢ao em fatores primos:

r= @ETe s = @ e
i

i

Assim,

r+s = (il)Hp:”"‘m+(i1)szv”’(s)

i i

(24.A.3)

i

Multiplicando e dividindo por H min{uwp, (1) wp: ()} g amos com

i

ris = H p;nm{m,,,(r). wp, ()} (£1) H p’i‘ypl (r)—min{wp, (r), wy, (s)} F(£1) H pliu,,l(s)—mln{w‘,l(r). wy, (s)}

i i
Como obviamente (por qué?) wy, (r) —min{wy, (r), wp, (s)} > 0 e wy, (s) —min{w,, (r), wy,(s)} > 0, segue que o niimero
entre colchetes é um inteiro, tendo uma decomposi¢ao em fatores primos da forma (=) H p}” , onde os 7; sao positivos
J
ou nulos (pois o nimero é inteiro). Assim,
r+s = iH p;“i"{wnl (1), wp, ()} +7i i
i

provando que
wy, (r+s) = min{wy, (r), wp,(s)} + v > min{wy, (r), wp,(s)},
para todo primo p;, 0 que completa a prova que querfamos.
Em fungao das propriedades demonstradas no ultimo exercicio, podemos, com o uso dessa fungao ¢,, construir uma
métrica em Q, que denotaremos por d,, dada por
dy(a, b) = gpla—b)
para racionais a e b.

E. 24.68 Ezercicio. Demonstre, usando as propriedades 1-4 de ¢, mencionadas acima, que esta fungdo é de fato uma métrica, ou
seja, que satisfaz

. dp(r, s) € Q4 paratodor, s € Q.

. dp(r, s) =0 se e somente se r = s.

. Para todo a e b € Q vale d,(a, b) = d,(b, a).

. Para todo a, b e c € Q vale dp(a, b) < dy(a, ¢)+dp(c, b).

N N
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Para provar o dltimo item, use (24.A.2) para estabelecer que
dp(a, b) < max {dp(a, c), dp(c, b)} (24.A4)

de onde a desigualdade triangular segue trivialmente. Uma métrica que satisfaga (24.A.4) é dita ser uma métrica no-Arquimediana®.
Os nimeros p-adicos sdo, portanto, exemplos de espacos ultramétricos. Ed

Também aqui podemos definir a nogao de sequéncia de Cauchy em relacao a métrica d,. Uma sequéncia a de elementos
de Q ¢ dita ser uma sequéncia de Cauchy (em relagao & métrica dp) se para todo € € Q, € > 0, existir um nimero
natural N (e) (eventualmente dependente de €) tal que d,(a;, a;j) < € para todo i e j tais que i > N(e) e j > N(e).

Uma sequéncia a em Q converge para um elemento b € Q no sentido da métrica d,, se para todo € € Q4 existir um
nimero natural N () (eventualmente dependente de €) tal que dp(b, a;) < € para todo i > N (e).

Também neste caso podem ser exibidas sequéncias de Cauchy de racionais que nao convergem no sentido da métrica
d, a um outro racional. O conjunto Q, assim, ndo ¢ completo em relagao a métrica d,. Podemos entdo completé-lo
usando o procedimento de completamento de Cantor: tomamos o conjunto €, de todas as sequéncias de Cauchy de
niimeros racionais em relagao a d, e construimos em €, uma relagao de equivaléncia da seguinte forma. Dizemos que
duas sequeéncias de Cauchy a e b sdo equivalentes se a sequéncia dp(a;, b;), converge a zero quando i — 0.

Sabemos que o conjunto €, pode entdo ser escrito como uma unido disjunta de suas classes de equivaléncia [-], pela
relagdo acima. Define-se entdo uma nova classe de nimeros, denominados nimeros p-ddicos, como sendo o conjunto
dessas classes de equivaléncia ou, se quiserem, como sendo o conjunto formado escolhendo-se um elemento de cada classe
de equivaléncia, ou seja, por uma sequéncia de Cauchy de ntimeros racionais em relacdo a métrica dp,.

E possivel provar que podemos operar com esse novo conjunto de nimeros da mesma forma como operamos com
os racionais, ou seja, podemos definir sua soma, seu produto, sua raziao etc. (os mesmos formam um corpo). Para a
defini¢ao de corpo vide Segao 2.1.4, pagina 126.

Para cada primo p, o conjunto dos niimeros p-adicos, denominado Q,,, ¢ distinto do conjunto dos reais. Possui, porém,
em comum com os reais o fato de ambos terem os racionais como subconjunto denso.

Note, por exemplo, que a sequéncia de niimeros racionais a,, = p", n € IN, diverge na reta real mas, no conjunto Q,
a mesma sequéncia converge a zero (no sentido de d,), sendo que precisamente o oposto ocorre em relagio & sequéncia
b,=p ", nelN.

E. 24.69 Ezercicio. Constate a veracidade das afirmativas do dltimo paragrafo. &

n

E. 24.70 Ezercicio. Verifique que, em relagdo a ds, a sequéncia de niimeros positivos s, = 22 - 3" converge ao ntimero —1 (!).

a=0
Sugestdo: mostre que s, = 3" — 1. Apés isso mostre que ds(sn, —1) = ¢3(sn + 1) = 37" e conclua que s, — —1. o+

E. 24.71 Ezercicio. E possivel dotar cada conjunto Q,, acima definido, de operacdes de soma e multiplicagdo que fazem do mesmo
um corpo (para a definicdo de corpo, vide Segdo 2.1.4 pagina 2.1.4). Sejam z = (z', 2%, 2%, ...) ey = (y', ¥* v° ...) duas
sequéncias de Cauchy de racionais em relagio 3 métrica d. Defina-se a sequéncia = +y := (z' +y', 2® +y?, 2*+ys, ...) e a sequéncia

z-y:= (z'y, 2%y?, 2%y%, ...). Definimos, entdo as operagdes de soma e multiplicagdo em R por

[alp + Wl = [2+ylp, [alp - [l = [w-ylp -
Mostre que essas operagdes estdo bem definidas nas classes de equivaléncia, ou seja, que ambas independem dos representantes tomados
nas classes na definicdo das operacdes. Mostre que a sequéncia identicamente nula, ou seja, 0 = (0, 0, 0, ...), e a sequéncia constante

igual a 1, ou seja, 1 = (1, 1, 1, ...), s3o os elementos neutros das operagdes de soma e de produto, respectivamente. Mostre que Q,
é um corpo com relagdo as operagdes de soma e produto definidas acima. Use o fato que Q é um corpo. *

Mencionamos ainda que todo elemento = de Q, pode ser escrito na forma

o
r ==+ Z dpp™ (24.A.5)
n=N

> Siracusa (ci. 287 A.C. - ci. 212 A.C.).
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onde N € Z e d,, € {0, 1, p— 1}, sendo que N e os d,,’s dependem de z. Essa é a chamada decomposicio p-ddica
de z. Sabidamente, existe algo semelhante no caso dos reais. Se b € IN, b > 2, todo real pode ser escrito em uma
decomposigao na base b:

N
1
=+ Y d o (24.A.6)
n=—oc
onde N € Zed, €{0, 1, ..., b—1}. Tanto (24.A.5) quando (24.A.6) sio séries convergentes nas respectivas métricas

dped.

Observe as semelhangas e diferencas entre (24.A.5) e (24.A.6). No caso de R a escolha de b > 2 ¢é arbitrdria, mas no
caso de Q, s6 podemos usar poténcias de p em (24.A.5). No caso dos reais, o sistema mais popular em nossa cultura
atual é o da base decimal, com b = 10, havendo também largo uso da base bindria, b = 2, na Ciéncia da Computacao.
A escolha b sofreu variagoes culturais, histéricas e geograficas. Para uma interessantissima discussao sobre esse e outros
temas correlatos da Histéria da Matemética, vide [39].

Os conjuntos Q, possuem propriedades extremamente curiosas, tanto do ponto de vista algébrico quando do ponto
de vista topolégico, algumas das quais vimos nos exercicios acima. Numeros p-ddicos sao empregados com grande
relevancia na Teoria dos Niimeros e outras dreas da Matematicas. O fato de formarem, para cada primo p, um corpo e
que o mesmo seja um completamento dos racionais, permite edificar a Andlise também sobre os p-ddicos, em analogia
a Anélise real. Assim, é possivel, por exemplo, construir as nogoes de derivagao e integragao de fungoes definidas sobre
os p-adicos seguindo passos semelhantes aos dados no caso familiar de fungées definidas em R. Muitas outras estruturas
matematicas (espacos de Hilbert, grupos de Lie) foram também edificadas nesse contexto.

Aplicagoes significativas dos nimeros p-adicos em Fisica sdo, no momento, desconhecidas. Sugestoes especulativas de
seu uso ja foram apresentadas no contexto das Teorias Quanticas de Campos, sem consequéncias relevantes, contudo.

Para uma referéncia introdutéria a Anédlise p-ddica recomendamos a referéncia [182], de autoria do matemético
brasileiro Fernando Quadros Gouvéa. Vide também as outras referéncias 14 citadas ou a referéncia [157].

24.B Aproximacgoes para w

Métodos para calcular aproximagoes para o valor de 7 sdo procurados desde a Antiguidade. Comentam os historiadores
da Matemdtica que a mais antiga referéncia ao assunto talvez seja encontrada em um papiro egipcio, denominado papiro
de Rhind, de cerca de 1650 A.C., o qual fornecia a aproximacio 4(8/9)? ~ 3.1605 para . Arquimedes*® foi provavelmente
o primeiro a propor um procedimento sistematico de aproximagao, que consistia em aproximar um circulo de diametro 1,
e perimetro , por poligonos regulares inscritos e circunscritos. O perfmetro de um poligono regular pode ser computado
com o uso de consideragdes geométricas simples?. Os perimetros dos poligonos regulares inscritos fornecem limites
inferiores para m, enquanto que os perimetros dos poligonos regulares circunscritos fornecem limites superiores. Usando
hexagonos (vide Figura 24.B.4), por exemplo, chega-se facilmente a 3 < 7 < 2v/3, o que fornece as aproximacdes
3 < m < 3,46, as quais sao ainda um tanto grosseiras.

Usando poligonos regulares de 96 lados, Arquimedes concluiu que 3% <m < 5% o que fornece as aproximagoes
3,0140845 < 7 < 3,1428571 em base decimal. Como se observa, o limite superior fornece m com o valor correto das duas
primeiras casas decimais apds a virgula. Fragmentos incompletos de sua obra indicam que Arquimedes teria chegado a
determinar a aproximagao 3, 1416 para o valor de 7, usando poligonos regulares ainda maiores.

O método de Arquimedes foi empregado na Europa até meados do século XVII para aproximar o valor de 7. Ludolph
van Ceulen® empreendeu boa parte da sua vida aperfeicoando o método de Arquimedes, chegando, pouco antes de sua
morte, a estimar o valor de 7 com o uso de poligonos regulares de 262 lados, o que fornece 7 com 32 casas decimais de
precisao.

Virias outras aproximagoes foram empregadas para aproximar 7. Listemos algumas.

48 Arquimedes de Siracusa (ci. 287 A.C. — ci. 212 A.C.).
49Vide [104], onde uma descrigio, mais detalhada do método de Arquimedes pode ser encontrada.
50Ludolph van Ceulen (1539-1610).
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Figura 24.B.4: Circulo, hexdgono inscrito e circunscrito.

1. Aproximacdo de Wallis®, ou Férmula de Produto de Wallis, para 7, de 1665:

. 24ntl(pl)4 2x24x46x6 8x8 10x 10
= 11n12H = lim ———————— = 2x
4k2 n—oo (2n 4+ 1) [(2n)!] Ix33x55x77x9 9x11

n—o0

Uma demonstragao dessa expressao encontra-se na Segao 6.2.1, pagina 360. Vide também o Exercicio E. 7.4, pagina
393.

2. Aproximacio de Gregory®?-Leibniz® para 7, de 1671:

. "L (—1)k 11 1 1
B T)) Y Ly TR e I
B N PV 35 71 ’

Essa série provem do fato que 7 = 4 arctan(1). O arco-tangente pode ser calculado pela série de Taylor®*

el (71)nzzk+1

arctan(z) = —_—
2k +1
k=0 +
fornecendo, assim, a aproximacao dada acima para .
Um comentario histérico é que a identidade m = 4 (1 - § + == + g ) é por vezes atribuida a Leibniz, que a

divulgou em 1674, trés anos apds a descoberta por Gregory dd, série de Taylor da fungao arco-tangente. Historiadores
comentam que Gregory provavelmente ja a conhecia. Todavia, essa identidade ja seria conhecida por mateméticos
hindus séculos antes.

3. Aproximacio de Newton®. Usando uma identidade como por exemplo 7 = 6 arcsen(1/2), Newton empregou a
série de Taylor da funcao arco-seno

(2n— 1N
arcsen(r) = T+Z[ 2" =il M 22t
n

n=1
para determinar aproximagoes para . Disso resulta a identidade (prove-al)

(2n —1)!
3+224" In( 2n+1) [(n—1)1?

(24.B.7)

Newton calculou as primeiras 15 casas decimais de 7 (em data incerta), para o que ¢ necessrio somar cerca de 40
termos da série (24.B.7). Newton o fez, segundo confessou, “por nao ter muito o que fazer & época”.

Como, para n grande, (2n — 1)! ~ 22"n2" e [(n — 1)!]? &~ n?", os termos da série (24.B.7) decaem como 272"
Machin encontrou uma outra identidade que permite uma convergéncia mais répida.

51John Wallis (1616-1703). Wallis foi um dos pioneiros do Célculo Diferencial e Integral e, uma curiosidade, foi o inventor do simbolo co.
52 James Gregory (1638-1675).

53Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).

54Brook Taylor (1685-1731). A série de Taylor da fungao arco-tangente foi, em verdade, descoberta por Gregory em 1671.

558ir Isaac Newton (1643-1727).
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4. Aproximagao de Machin®® para 7, de 1706:

.
o (=" [ 16 4
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Essa série provem do fato, demonstrado por Machin, que

m = l6arctan(1/5) — 4 arctan(1/239) .

Usando-se a série de Taylor da fungao arco-tangente dada acima, obtém-se a série de Machin para 7.

5. Aproximacio de Euler®” para 7 por fragdes continuas. Euler demonstrou que
4
™ = 12
1+ 3
2+ =
2+ 7z
2+ )

24+ —

+ 112

2+ —

Mencionamos en passant que Euler também obteve a seguinte expressdao para e em termos de fragoes continuas:

e =2+

R
24—
34—

que é também uma aproximacao para e por racionais.

Usando a expansio de Euler para a funcio cotangente dada em (6.88), pagina 376, é facil obter também (tome

z=1/4)
> 8
— 4N 2
g ;16712—1’

série esta que converge lentamente. Note que as aproximagoes de Wallis, Gregory, Newton, Machin e Euler acima
sa0 aproximagoes a 7 por numeros racionais.

oo
1
6. BEuler também obteve (no ano de 1735) uma série de identidades envolvendo séries infinitas do tipo Z Tam com
k=1
m =1, 2, 3 etc., as quais podem ser usadas para calcular 7. As primeiras identidades sao
w7i1 7787001 70 7i1
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ete. Tais relagdes sdo bem conhecidas da teoria das séries de Fourier (vide [148]). Como o lado esquerdo das
igualdades acima envolve poténcias de 7, essas séries ndo fornecem aproximacgoes a 7 por racionais. As ultimas
séries a direita convergem de modo relativamente rdapido. Apenas com os cinco primeiros termos da ultima série a
direita obtém-se a aproximacao 3, 141592647 para 7, cujos primeiros sete digitos apés a virgula estao corretos. Para

56 John Machin (1680-1751).
57Leonhard Euler (1707-1783).
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obter-se uma precisao analoga com a primeira série a esquerda, é preciso somar cerca de cem milhdes de termos,
como é facil de verificar usando um programa de computador (fagal).

A férmula geral para as somas acima®® é a seguinte (para a demonstragdo, vide Secdo 6.1.3, pagina 353):
oo
1 (—1ymHlg2m-1p,
ZH—M:TW . om=1,23, ..., (24.B.8)

Essa definigdo ¢ também de Euler (a defini¢io original de Bernoulli, publicada postumamente em 1713, era outra
(vide [455])). Os nimeros de Bernoulli satisfazem B, = 0 para n fmpar, exceto para n = 1, sendo By = 1 ¢

B; = —1/2. Os nimeros de Bernoulli podem ser calculados recursivamente pela identidade
n=l o
Z(,)B]:U, n > 1.
J=0 J

Os primeiros sdo By = 1, By = —1/2, B, = 1/6, By = —1/30, Bg = 1/42, Bg = —1/30. O leitor interessado
poderd encontrar mais detalhes sobre os fatos acima envolvendo nimeros de Bernoulli na Se¢ao 6.1.3, pagina 353,
ou em vdrios textos, por exemplo em [455] e [148]. Nesse tltimo texto, a relagio (24.B.8) ¢ provada usando séries
de Fourier.

Como os termos da série do lado esquerdo de (24.B.8) decaem muito rapidamente quando n — oo, exceto o termo
com k = 1, inferimos que

7 = lim
n—oo

(_1)n+l<2n)! 2‘7
92n—1 Bs, .

7. Aproximacao de Ramanujan® para m, de 19146':

A 9.801
T (1103 1 263908
7 UL ‘
g (kN)* 396"

Devido & presenca do fator v/3, esta ndo é uma aproximacio a 7 por racionais.

1
8. Aproximacio de Borwein e Borwein®? para 7, de 1987: 7 = lim —, onde
n—00 Py,

n (—1)F(OR)! [212.175.710.912V6T + 1.657.145.277.365 + & (13.773.980.892.672V/61 + 107.578.229.802.750 ) |
po = 12 =y :
fr (k1)® (3k)! [5.230 (236,574 + 30,303\/61)] 3

Aqui aplica-se 0 mesmo comentdrio acima: devido & presenga do nimero v/61 e da poténcia 3/2 no denominador,
a aproximagao acima nao é uma aproximagao a m por racionais.

A aproximagao de Borwein e Borwein converge a m de modo impressionantemente rapido. Ja a primeira aproximacao,
1/po, fornece corretamente os primeiros 24 digitos de 7 na base decimal! Cada termo seguinte da sequéncia acrescenta
aproximadamente 25 digitos corretos ao valor de m na base decimal. No caso da aproximagao de Ramanujan a convergéncia

58 Até a presente data, ndo sdo conhecidas expressdes fechadas para somas como 372, 75 para o caso em que n é fmpar, n > 3.

59 Jacob Bernoulli (1654-1705).

60Srinivasa Aiyangar Ramanujan (1887-1920).

61 A aproximagdo de Ramanujan surgiu em “Modular Equations and Approximations to 7”. S. Ramanujan. The Quarterly Journal of Pure
and Applied Mathematics. 45, 350-372 (1914).

62 Jonathan M. Borwein e Peter B. Borwein sdo irmaos. Para mais detalhes sobre seu trabalho sobre a aproximagio de , vide “Pi and
the AGM. A Study in Analytic Number Theory and Computational Complexity”. Jonathan M. Borwein e Peter B. Borwein. Editora John
Willey and Sons. inc. 1986.
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é um pouco mais lenta: cada termo da sequéncia acrescenta aproximadamente 8 digitos corretos ao valor de 7 na base
decimal. As aproximagoes de Wallis e Gregory sao extremamente lentas. Usando-as, um supercomputador do inicio dos
anos 1990 levaria cerca de 100 anos para computar apenas os primeiros 100 digitos corretos de m na base decimal. A
aproximagao de Borwein e Borwein baseia-se em trabalhos de Ramanujan sobre as chamadas equagdes modulares.

A férmula de Machin (e ligeiras variantes da mesma) converge mais rapidamente que as de Wallis e Gregory (justifi-
que!) e foi usada desde o século XVIII até a década de 1970 para célculos de 7 (manuais ou com computadores).

Em 1844, Dase5? calculou corretamente, usando a férmula de Machin, as primeiras 205 casas decimais de 7. O célculo
foi feito & mio (!) e durou alguns meses. O feito de Dase foi superado em 1873 por Shanks®*, que calculou 707 casas
decimais de 7. O cdlculo também foi feito & mao e custou-lhe 20 anos de trabalho (!). Infelizmente, porém, Shanks
cometeu erros que resultaram em que seus ultimos 80 digitos estavam incorretos. Isso sé foi percebido 73 anos depois
(1), em 1946, por D. F. Ferguson, que computou corretamente os primeiros 620 digitos decimais de 7, também & mao,
entre maio de 1944 e julho de 1946, usando a identidade (que ele mesmo provara)

1 1 1
7 = 12arctan (Z) + 4arctan (%) +4arctan (1985) '

Esse foi o tltimo “record” obtido com cdlculos manuais. Ferguson prosseguiu ainda, agora com o uso de uma calculadora
de mesa, até atingir a marca de 808 digitos, todos corretos.

Com o advento dos computadores eletronicos tais célculos deixaram de ser feitos por meios romanticos. O primeiro
célculo computacional de 7 foi feito em 1949 por von Neumann®® e colaboradores usando a férmula de Machin no lendario
computador ENIAC (considerado por muitos o primeiro computador eletronico. Vide [324]), com suas 18 mil vélvulas
clétricas. Esse cdlculo forneceu 2.037 digitos decimais de 7 e consumiu 70 horas.

Em 1987, usando a aproximagao de Borwein e Borwein,  foi calculado por um supercomputador com uma precisao
de cem milhdes de casas decimais. Essa precisio foi aumentada desde entdo. Em 1999, 7 era conhecido com 3 x 236 =
206.158.430.208 (cerca de duzentos bilhdes) de digitos decimais. O feito é de Y. Kanada e D. Takahashi e foi alcancado
com dois algoritmos distintos (para comparagao), o dos irmaos Borwein e outro denominado Gauss-Legendre. O primeiro
consumiu 46 horas de computagao em um supercomputador e o segundo 37 horas. O récorde atual, obtido em 2003, é
dos mesmos autores: 1,2411 trilhao de digitos decimais, consumindo 600 horas de um supercomputador.

Em 1996 Bailey, Borwein e Plouffe publicaram um algoritmo que permite determinar o n-ésimo digito hexadecimal
de 7 sem o conhecimento dos digitos precedentes. Em 1997 Plouffe descobriu um algoritmo para determinar o n-ésimo
digito de 7 em qualquer base, também sem o conhecimento dos digitos precedentes.

Outras informagoes histéricas, especialmente sobre esses desenvolvimentos mais recentes, podem ser encontradas em
“The quest for Pi”, de D. H. Bailey, J. M. Borwein, P. B. Borwein e S. Plouffle. The Mathematical Intelligencer 19,
50-57 (1997). Uma apresentagao histérica mais detalhada e informagoes mais atuais podem ser encontradas em “History
of the formulas and algorithms for w”, de Jesus Guillera Goyanes (arXiv:0807.0872 [math.HO], julho de 2008) .

Ainda que no passado a determinacao de valores aproximados de 7 tivesse importancia em dreas como a Fisica, a
Astronomia e a Engenharia, dificilmente calculos ultraprecisos de m podem ter relevancia em aplicagoes: com apenas 37
digitos decimais ¢ possivel computar o perimetro de um circulo com o “raio” do universo conhecido (cerca de 1,3 x 1026
m) com uma precisio equivalente ao “didmetro” de um &tomo de hidrogénio (cerca de 1,0 x 107* m). H4, porém,
um certo interesse matemadtico em tais célculos, envolvendo conjecturas sobre a distribuigao dos digitos decimais de
7. Valores precisos de 7w sdo também tteis em simulagbes numéricas. Ainda assim, hoje em dia, a prética de calculos
ultraprecisos de 7 tem motivagao predominantemente esportiva.

63Zacharias Dase (1824-1861).
64William Shanks (1812-1882).
65 John von Neumann (1903-1957).
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