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presente capitulo visa apresentar ao estudante a nogao de medida de conjuntos, algumas de suas proprie-
dades bésicas e exemplos elementares e, por fim, discutir uma construgao importante de medidas devida a
S Carathéodory'. O caso importante da chamada medida de Lebesgue? ¢ discutido com essa base no Capitulo
29, pagina 1463. Comegaremos com uma discussao parcialmente informal sobre os problemas bésicos por tris da nogao
intuitiva de medida de conjuntos.

28.1 O Problema da Teoria da Medida

Em uma primeira instancia, o objetivo da drea da Anélise conhecida como Teoria da Medida ¢ dar fundamento as ideias
intuitivas de comprimento, drea, volume etc. de subconjuntos de R™. Grandezas como comprimento, drea, volume etc.
de subconjuntos de R™ séo referidas genericamente como medidas de tais conjuntos e & Teoria da Medida cabe nao sé
apresentar definigdes precisas de tais conceitos mas também cabe determinar que classes de conjuntos sao mensurdveis,
ou seja, a quais conjuntos tais conceitos sao aplicdveis.

Talvez surpreenda ouvir pela primeira vez que conceitos como comprimento, drea e volume nao possam ser aplicados
a qualquer conjunto e que a manipulagao dos mesmos, se feita sem o devido cuidado, possa levar a situagoes paradoxais.
Entretanto, como mostra o exemplo do conjunto de Vitali, tratado logo adiante, existem, ja no simples caso da reta real,
conjuntos para os quais o conceito de comprimento nao pode ser definido. A dificuldade que temos de sequer imaginar
como devem ser tais conjuntos reside, talvez, no fato que os mesmos serem de construgao incomum (a construgio, como
veremos, faz uso explicito do Axioma da Escolha. Vide pagina 63 da Segao 1.1.2.6).

A Teoria da Medida nao se restringe, porém, a tratar de conceitos geométricos como comprimento, drea etc., sendo
que o conceito formal de medida de um conjunto extrapola em muito esse campo de aplicagdes, como veremos. Fora isso,
a Teoria da Medida nao se limita apenas ao estudo do conceito de medida e de conjuntos mensuraveis, mas tem como seu
mais importante objetivo formalizagao da teoria da integragao. Que os conceitos de medida e de integral sdo conectados
diz-nos ja a velha nocado de integral definida como sendo o “drea sob o grifico” de uma funcdo. De fato, a teoria da
medida fornece material poderoso para um tratamento mais profundo do conceito de integral e de suas extensoes. Nestas
notas, o tratamento da Teoria da Integracao serd iniciado no Capitulo 31, pagina 1512.

Todos esses conceitos serao tratados de modo cuidadoso adiante, mas achamos por bem comecar mostrando ao
estudante a origem de toda a problemética: a existéncia de conjuntos ndo mensurédveis.

e O exemplo de Vitali

Considere-se o conjunto R dos nimeros reais e seus subconjuntos. Temos uma nocao intuitiva clara do que seja o

1 Constantin Carathéodory (1873-1950).
2Henri Léon Lebesgue (1875-1941).
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comprimento de intervalos da reta real como (a, b) ou [a, b] ou [a, b) ou (a, b. Em todos esses casos o comprimento ¢
o nimero positivo (ou nulo) b — a. Para um intervalo I como aqueles acima, denotemos por m(I) o seu comprimento.
Assim, por exemplo, m([a, b]) = b — a, para todo a e b com b > a.

Se um conjunto A C R for formado pela unido disjunta de dois intervalos I e J como os acima, é também intuitivo que
o comprimento de A seja dado por m(A) = m(I) + m(J), ou seja, pela soma dos comprimentos dos intervalos disjuntos
que formam A. Se A for formado por uma unido disjunta contavel de intervalos I,, a € IN, entdo, igualmente, é natural

dizer que o comprimento total de A é dado por

Note-se que nao excluimos a possibilidade de A ser um conjunto com comprimento infinito, como é o caso da semirreta
[0, 00), que, alids pode ser escrita como a uniao contével disjunta de intervalos de comprimento 1 do tipo [n, n+ 1) com
n € Ny. Conjuntos com comprimento zero, como conjuntos com um sé elemento {z} também existem.

Dessas nogoes extraimos o seguinte principio: se um conjunto A puder ser escrito como uma uniao disjunta contdvel
de outros conjuntos B,, a € IN, que possuem um comprimento bem definido (finito ou nao), entdao o comprimento de A
deve ser dado pela soma dos comprimentos de cada B, seja essa soma finita ou nao:

m UB“ = Zm(Ba).

a€N a€N

Outra propriedade razodvel que devemos supor do conceito de comprimento de um conjunto é que se A e B sao
conjuntos e A C B entdao m(A) < m(B). Note que podemos ter a igualdade mesmo que A seja um subconjunto préprio
de B. Esse é, por exemplo, o caso dos conjuntos A = (1, 3) e B = [1, 3] onde tanto A quanto B tém o mesmo
comprimento, a saber 2.

Por fim, uma ultima condi¢ao razodvel que o a nogao usual de comprimento de subconjuntos da reta deve satisfazer
é o de invariancia por translagoes. Seja E C R. Denotemos por E,, ou por E + z, o conjunto F transladado por um
numero z € R, ou seja:

= {y € R, comy=a+ x para algum a € E} .

Entao, é razodvel supor que m(E,) = m(E) para qualquer z € R.

O que vamos agora fazer é mostrar que existem subconjuntos da reta real para os quais ndo hé a menor possibilidade
de definir um comprimento m que satisfaga os requerimentos razoaveis delineados acima.

O exemplo que construiremos é conhecido como exemplo de Vitali®. Vamos supor que a todo subconjunto F da
reta real possamos associar um comprimento m(E) com as condigdes mencionadas acima. Seja o intervalo I = [0, 1].
Definamos em [ uma relagdo de equivaléncia da seguinte forma. Dois pontos x e y, ambos elementos de I, sdo ditos
equivalentes, x ~ y, se e somente se  — y for um nimero racional.

E. 28.1 Ezercicio. Prove que isso define de fato uma relagdo de equivaléncia. &

O fato de termos assim criado uma relagao de equivaléncia em I significa que I pode ser escrito como uma uniao
disjunta das classes de equivaléncia por essa relagio. Usando o Axioma da Escolha (vide pdgina 63 da Segdo 1.1.2.6)
podemos construir um conjunto, que chamaremos de V, tomando um e somente um elemento arbitrério de cada classe
de equivaléncia de /. Obviamente, temos V' C I.

Seja agora V;. o conjunto obtido transladando-se o conjunto V' por um ntimero r € Q. Vamos mostrar que V, NV = 0
ser # scomr, s €Q, ouseja, que V, e V, sao disjuntos se r e s forem elementos distintos de Q. Para ver isso,
suponhamos o contrdrio, ou seja, que exista um elemento v € V. N V,. Como u € V, entdo u = v + r, para algum
elemento v € V. Por outro lado, como u € V; entdao u = v’ + s, para algum elemento v € V. Portanto, v +r = v+ s
ev—1v =s—r. Como s—r éum racional, entdo v ~ v’. Mas isso s6 é possivel se v = v’ pois, ao construirmos V,
tomamos um e somente um elemento de cada classe de equivaléncia de I, o que significa dizer que elementos distintos
de V nao podem ser equivalentes. Por outro lado, se v = v’ a relagdo v — v’ = s — r diz que s = r, 0 que contraria as
hipéteses. Logo V, NVy =0 ser, s € Q com r # s.

3Giuseppe Vitali (1875-1932).
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Vamos denotar por Q1 o conjunto de todos os nimeros racionais contidos no intervalo [—1, 1]: Q = QN [-1, 1].
Afirmamos que as seguintes relacoes de inclusao sao validas:

L.1c UV cl-1,2. (28.1)
reQ
Vamos provar isso. A inclusao U V., C [-1, 2] é ébvia pois V' é um subconjunto do intervalo [0, 1] e, ao

reQy
transladarmos V' por um nimero r do conjunto Q; podemos no maximo cair dentro de [-1, 2].

A inclusdo [0, 1] C U V. pode ser vista da seguinte forma. Se x € [0, 1], entdo = pertence a uma classe de

reQ
equivaléncia V. Seja v o elen?ento de V que foi escolhido para comparecer em V' como o representante de V. Como z e v
sao membros da mesma classe de equivaléncia, entdo x — v ¢ um racional s. Como z e v sdo elementos de [0, 1], entdao
sua diferenga deve ser um elemento de [—1, 1]. Assim, vemos que s € Q;. Logo, z € V; com s € Q;. Como isso vale
para todo z € [0, 1], segue que [0, 1] C U V,. como querfamos mostrar.
TEQ1
Que consequéncias isso tudo tem? Pela hipétese que se A C B entao m(A) < m(B), segue de (28.1) que

m([0, 1]) < m U V| < m(-1,2]),

rEQ:

ou seja,

1 <m U Vil £3,
TEQ1
Pelo que vimos acima a uniao U V, é uma uniao disjunta e contdvel (pois os racionais sao contdveis). Logo, pelas

r€EQ1
nossas hipéteses sobre m, temos que

m U V.| = Z m(Vy) .

reQ1 TEQ1
A desigualdade acima fica entao
1< Z m(V;) < 3.
rEQ1

Por fim, pela hipétese que m ¢é invariante por translagoes, segue que m(V,) = m(V) e, portanto,

1< >y mV) <3,

rEQ1

Agora, essa relagao é absurda pois nao pode ser nunca satisfeita para m(V) > 0. Se m(V) = 0 a primeira desigualdade
¢é violada e se m(V) > 0 (ou infinito) a segunda o ¢ pois a soma ¢ infinita.

O que estd errado? O erro estd em supor que se possa atribuir ao conjunto V' um comprimento m(V). O conjunto
V, que é chamado conjunto de Vitali, ¢ um exemplo de um conjunto nao-mensurdvel. A ele ndo é possivel atribuir um
comprimento, nem nulo, nem finito, nem infinito.

Para finalizar essa discussao fazemos notar que fizemos uso de modo crucial do Axioma da Escolha na construcao do
conjunto V' acima. Em outros esquemas axiométicos sobre a teoria dos conjuntos subjacente & Matemética o Axioma
da Escolha pode ser substituido por um outro axioma que impega a construgao de conjuntos como V. Tais esquemas
conduzem, entretanto, a Matemdticas em um certo sentido empobrecidas, nas quais vérios resultados de interesse nao
podem mais ser estabelecidos.

* ook %

Para a leitura do que segue neste Capitulo é conveniente que o estudante esteja familiarizado com a nogao de o-dlgebra
e suas propriedades bésicas. Vide Capitulo 27, pagina 1410.
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28.2 Medidas de Conjuntos. Definicao, Exemplos e Proprie-
dades Basicas

e A definicao de medida

Uma vez visto que problemas com a mensurabilidade de conjuntos podem existir, vemo-nos for¢ados a tratar o
problema de conceitualizar a nogao intuitiva de medida reunindo instrumentos mais sélidos para sua abordagem.

Seja X um conjunto nio-vazio e M uma o-dlgebra em X (para a defini¢do, vide Capitulo 27, pagina 1410). Vamos
apresentar o conceito formal de medida. Uma medida em M é uma fungao p que associa a cada elemento da o-dlgebra M
um mimero real > 0 ou infinito, ou seja, 11 : M — Ry U {oco} e de tal forma que as seguintes condigoes sejam satisfeitas:

1. (@) =0.

2. Se A;, i € N, é uma colegao contdvel e disjunta de elementos de M entao

(Ya) - 5w, (s2)
neN neN
A propriedade 2 é por vezes denominada aditividade contdvel, ou ainda o-aditividade.

Uma palavra tem de ser dita aqui sobre o significado dessa defini¢io. Conforme vimos, hd conjuntos em R aos
quais nao podemos atribuir uma nogao razodvel de comprimento. O problema consiste entao em identificar classes de
conjuntos para os quais esta defini¢ao pode fazer sentido sem que venhamos a cair em paradoxos como os envolvendo o
conjunto de Vitali. A experiéncia mostrou que o-algebras sao justamente o ambiente ideal para desenvolver a nogao de
medida de conjuntos, sem que se recaia em dificuldades 16gicas. Dai restringirmos a defini¢do de medida a o-dlgebras.
A propriedade (28.2) é de importancia crucial para o desenvolvimento da teoria de medida (e como tal, um achado
histérico) e é chamada de propriedade de o-aditividade.

o Exemplos

Vamos a alguns exemplos bdsicos de medidas.

1. A medida de contagem. Seja X um conjunto nao-vazio e M = P(X). Para E € M definimos

o numero de elementos de £, caso E seja um conjunto finito,
pe(E) =
0, caso F nao seja um conjunto finito.

Entao, p. define uma medida em M (verifique!), a qual “conta” o nimero de elementos de cada conjunto £, dai
sua designacao.

2. A medida de Dirac*. em zy. Seja X um conjunto nio-vazio, seja M = P(X) e seja rp um elemento de X. Para
E € M definimos

1, casoxg € E,
029 (E) = (28.3)
0, casoxg € E .
Entdo, d,, ¢ uma medida (verifique!) que diz se o ponto z¢ fixado é um elemento de E ou nao. Observe que
020 (E) = pe(E N {x0}) para todo E € M.

3. A medida de Dirac sobre um conjunto contdvel C. Seja X um conjunto nido-vazio, seja M = P(X) e seja C' um
subconjunto contavel de X. Para E € M definimos

. o numero de elementos de ENC, caso E N C seja um conjunto finito,
OC(E) =
0, caso F'N C nao seja um conjunto finito.

4Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
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Entdo, dc ¢ uma medida (verifique!) que generaliza a medida d,, acima. Observe que ¢ (E) = p.(E N C) para
todo E € M.

4. Sejam a, >0 e seja X um conjunto nao-vazio que possua um subconjunto préprio nao-vazio A (para isso basta
que X tenha mais de um elemento). Considere a o-dlgebra M = {0, A, A°, X}. Se definirmos p(0) = 0, u(A) = «,
1(A°) = B e p(X) = a+ B, entdo p serd uma medida em M. Mostre isso!

Por estes exemplos vemos que a nog¢ao de medida extrapola a nogdo geométrica de comprimento, drea, volume etc. de
um conjunto, conceitos esses que, ademais, s6 se aplicam a certos subconjuntos de R™. Outros exemplos mais elaborados
de medidas serdo vistos adiante, em especial aqueles referentes justamente as nogoes geométricas de comprimento, rea
etc. de subconjuntos de R™. Tais medidas sao conhecidas como medidas de Lebesgue e serao discutidas adiante.

E. 28.2 Ezercicio. Sejam «, 3 e 7 trés objetos distintos (por exemplo, trés letras distintas do alfabeto grego). Mostre que
2 = {0 1) (o B, o 50}

é uma o-dlgebra em X = {a, 8, 7v}. Mostre que ;o : M — R, definida por
w(@ =0, p({y) =1 n({a, 8) =0, p({a, B,7}) =1

é uma medida em M. £

E. 28.3 Ezercicio. Sejam «, 3 e 7 trés objetos distintos (por exemplo, trés letras distintas do alfabeto grego). Mostre que

2 = {0 1) (o B, fo 5}
é uma o-3lgebra em X = {a, 8, v}. Mostre que p: M — R, definida por
u® =0, p({v}) =2 p({a, BY) =1, u({a, B.7}) =3

é uma medida em M. £

E. 28.4 Ezercicio. Sejam o, 3 e «y trés objetos distintos (por exemplo, trés letras distintas do alfabeto grego). Mostre que
2 = {8 1}, 48). 1), {on B o 2} (5. ). fo B0}
é uma o-3lgebra em X = {a, 8, v}. Mostre que y: M — Ry definida por
p(@0) =0, p({a})=0, w({BY) =0, n({y})=1,
u({a, 8Y) =0, p({e,}) =1, w({8 ) =1, u({a, 8, 7}) =1

é uma medida em M. Constate que se trata da medida de Dirac centrada no elemento ~. £

e Propriedades basicas de medidas

Vamos agora extrair algumas consequéncias bdsicas da defini¢do de medida [410]. Abaixo, seja X um conjunto
nao-vazio, M uma o-algebra em X e p uma medida em M.
1. Se Ay,..., A, ¢ uma colegao finita de elementos disjuntos de M entdo p(Ay U---UA,) = p(Ay) + - + p(Ay).

Prova. Defina-se A,, = () para m > n. Entdo, Ay U---UA, = U Aj e, portanto,
JEN

AU UA) = | (4| = D0 mA)) = plA) + -+ p(An)

JEN JEN

pois u(0) = 0.
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2. Se A e B sao elementos de M e A C B entao u(A) < u(B).
Prova. Como A C B, segue que B = AU (A°N B), uma uniao disjunta de elementos de M (por qué?). Logo, pelo
item anterior segue que p(B) = pu(A) + p(A°N B). Como p(A°N B) > 0, segue que pu(B) > p(A).
3. Se A, j € N, sdo elementos de M com A; C Aj;; para todo j € IN, entdo lim p(A,) = pu(A), onde A = U Ap.
n—oc
nen
Prova. Defina-se By = Ay e B, = A, \ Aq—1 para a > 2. Entao, pelas hipdteses,
A, = BiU---UB, e A= Ba,
a€N
onde, em ambos os casos, as unides sao disjuntas. Assim,
WAy = p(B)+-+u(By) e pA) =Y p(Ba).
aeN

Portanto, u(A) = lim p(A,), como queriamos provar.
n=oo

4. Se Aj, j € N, sao elementos de M com A;,1 C A; paratodo j € IN, e se u(A;) for finito, entdo lim p(Ay) = u(A),
n—oo
onde A = m A,

neN
Prova. Seja C, = A; \ A,. Entao, pelas hipéteses, C; C Cj41. Como vimos no item anterior, isso diz que

Jim pw(Cn) = w(C) s

onde C = U Cy = A; \ A. Temos agora que A1 = A, UC, e 4; = AU C, duas unides disjuntas. Portanto
aeN
1(An) + 1(Cy)

1(A) + p(C). Assim, hAI'll‘/l(ATJ + lgn‘,u(Cn) = p(A) + pu(C) e, entao,
Jim p(An) + 4(C) = p(A) +4u(C) -

Como ju(Ay) é finito, entdao p(C) e u(A) também sao finitos (pois sdo subconjuntos de A;). Logo, podemos cancelar
1(C) da ultima igualdade e obtemos o desejado.

Os dois primeiros itens acima sao resultados desejados pela nogao intuitiva de medida. O peniltimo diz que a medida
de um conjunto mensuravel A pode ser aproximada “por dentro” pelas medidas de conjuntos mensurdveis que convergem
a A e o ultimo item diz que se um conjunto mensurdavel A tem medida finita e se hd conjuntos A4,, também com medida
finita que contém A e convergem a A entdo também podemos aproximar a medida de A pela dos aproximantes externos

A,

e Férmula de Inclusao-Exclusao

O seguinte exercicio apresenta mais algumas propriedades gerais elementares de medidas. As expressoes (28.4) e
(28.5), denominadas por vezes férmulas de inclusio-exclusao, ou principio de inclusao-exclusio, sao usadas amiide, por
exemplo, na Teoria de Probabilidades ¢ em Anédlise Combinatéria.

E. 28.5 Ezercicio. Sejam X um conjunto ndo-vazio, M uma o-dlgebra em X e p uma medida em M. Entdo, se A e B sdo
elementos de M tais que u(A) < oo e u(B) < 0o, mostre que

w(AUB) = p(A)+pu(B) — u(ANB). (28.4)
Mais genericamente, prove que vale para todo n € IN vale a seguinte afirmagdo: se A1, ..., A, sdo elementos de M com pu(Ax) < oo
para todo k=1, ..., n, entdo
n n
P (U AJ> =Y (=t S uAnnnAy| . (28.5)
j=1 k=1 1<iy < <ig<n
Uma demonstracio de (28.4) e (28.5) pode ser encontrada no Apéndice 28.A, pagina 1461. £

No caso de a medida p ser a medida de contagem, (28.4) e (28.5) fornecem expressoes para o nimero de elementos de
unides de conjuntos finitos. Nesse contexto, (28.4) e (28.5) sdo por vezes denominadas férmulas do crivo de de Moivre®,

5Abraham de Moivre (1667-1754).
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ou férmulas do crivo de Poincaré-Sylvester”.
E. 28.6 Ezercicio. Mostre que (28.5) pode ser escrita como
7 (U AJ> = S =y (Anﬁ---ﬁAlm) . (28.6)
J=1 ‘C“i . n}
1={in i}

Usando a Férmula de Inversdo de Mébius, Proposicdo 6.2, pagina 362, mostre, por (28.6), que

u (ﬂ Az> = Y cMu(anueuay,) (28.7)
i=1 Jo{1, n}
PR

e, portanto, que
+(0)a) - Sev { S ulaaueuay)] (259
i=1 =1 1<jy < <ji<n

Essa dltima relagdo também pode ser provada diretamente, de modo andlogo a demonstragio de (28.5) apresentada no Apéndice 28.A,
pagina 1461. *

e Quase em toda parte

Se X ¢ um conjunto no qual estd definida uma medida y, uma afirmacao a respeito dos elementos de X que for falsa
apenas em um conjunto de medida p nula é dita valer quase em toda a parte em relagao a u, ou pu-quase em toda parte.
Abreviadamente, escreve-se também ¢.t.p., ou p-g.t.p.

28.3 Construindo Medidas. A Medida Exterior e o Teorema
de Carathéodory

Ha muitos processos que permitem construir medidas com certas propriedades desejadas. Vamos aqui delinear um
tal processo, devido a Carathéodory®, que serd particularmente importante para a construcao da chamada medida de

Lebesgue da reta real, a qual corresponde a nogao intuitiva de comprimento de conjuntos em R. A construcao a que nos
referimos exige que introduzamos mais um conceito, o de medida exterior.

o Medidas Exteriores

Uma medida exterior i em um conjunto nao-vazio X é uma func¢ao que associa a cada subconjunto de X um nimero
real maior ou igual a zero ou infinito e de tal forma que:

1. w(®) =o.
2. Se A C B entao fi(A) < fi(B).

3. Para qualquer colecdo contdvel A;, j € IN, de subconjuntos de X tem-se que

U4 < dnmy).

JEN JEN

Antes de prosseguirmos, fagamos alguns comentérios.

6 Jules Henri Poincaré (1854-1912).

7James Joseph Sylvester (1814-1897).

8Em lingua inglesa usa-se a abreviagio a.e.: “almost everywhe:
9Constantin Carathéodory (1873-1950).
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Um exemplo elementar de medida exterior, e que ilustrard o Teorema de Carathéodory, abaixo, é encontrado no
Exercicio E. 28.8 da pagina 1448.

Enfatizamos que medidas exteriores séo definidas sobre a totalidade dos subconjuntos de X ao contrario de medidas,
que sio definidas apenas sobre o-dlgebras em X (e que podem ser menores que P(X)).

Uma outra distingao relevante entre medidas exteriores e medidas é a seguinte. Seja A um conjunto e sejam
Ay e As dois subconjuntos disjuntos préprios do conjunto A tais que A = A; U As. Entao, ha casos em que
7i(A) # 1i(A1) + (Az2). Esse fato é contrdrio & intuicdo por trés da nocao de medida de um conjunto. Para uma
medida p isso nunca pode ocorrer se A, Ay e Ay forem elementos da o-dlgebra dos conjuntos mensuraveis por p,
pela prépria definicdo de medida dada acima.

Se Ay e A; sao dois subconjuntos de X sempre temos que fi(A; U Az) < (A1) + i(Az). Isso é facil de se ver pela
defini¢ao de medida exterior pois, tomando-se A; = ) para j > 2 temos que A; U Ay = U Aj.
JEN

Para um esquema de construgao de medidas exteriores, vide Segao 28.4, pagina 1453.
e A nocao de medida exterior foi introduzida por Carathéodory, que desenvolveu boa parte da sua teoria.
A seguinte proposigao serd relevante quando construirmos a medida de Hausdorff no Capitulo 29, pagina 1463.

Proposigao 28.1 Se iy, A € A, for uma familia de medidas exteriores em X, entdo [i := sup fiy € também uma medida
AeA
exterior em X. [m}

Prova. Como 71, () = 0 para todo A € A, segue que fi(0) := supyep {72 (9)} = 0. Sejam A, B C X com A C B. Como
7ix(A) < i, (B) para todo A € A, segue que fi(A) := supyca {7y (4)} < supycp{fx(B)} =: 7(B). Por fim, sejam A, € X
para todo n € IN. Como 7y (U,ew An) < D pen Fir(An) para todo X € A, segue que

Tt(U An> = ig{m <U An)} < izR{ZEA(An>} < D sup{m(An)} = Y A(AL) -

neN nelN neN nelN AEA neN

e O Teorema de Carathéodory

Vamos agora demonstrar o seguinte resultado fundamental e que é a verdadeira razao de ser do conceito de medida
exterior.

Teorema 28.1 (Teorema de Carathéodory) '° Seja X um conjunto ndo-vazio e seja i uma medida exterior em X .
Considere Mz C P(X) a colegao de todos os subconjuntos A de X que tenham a seguinte propriedade: Para todo E C X
vale que

A(E) = a(ENA) +mu(EnA°), (28.9)

onde A° = X \ A. Entdo, My € uma o-dlgebra. Fora isso, fi ¢ uma medida em M. [m}

Antes de provarmos esse teorema, fagamos algumas observagoes sobre o mesmo.

No enunciado do Teorema 28.1 a condigao (28.9) pode ser substituida pela desigualdade
w(E) > m(ENA)+p(EnA%), (28.10)

pois, como 7 ¢ uma medida exterior, vale sempre que fi(E) < i(E N A) +fi(E N A°), pois E = (EN A) U (E N A°).
Assim, (28.10) implica (28.9).

10Em sua forma original esse teorema é devido ao matematico Constantin Carathéodory (1873-1950) e por isso vamos nomed-lo assim,
ainda que tal denominagiio néo seja universal.
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Apesar de o teorema acima nao ser, admitidamente, muito intuitivo, o0 mesmo fornece um método importante de
construcao de medidas. A razao é que, como veremos no caso da construcao da medida de Lebesgue, é em muitos casos
mais facil (um esquema de construgdo de medidas exteriores é apresentado na Segao 28.4, pigina 1453) construir-se
primeiro uma medida exterior sobre um conjunto X que uma medida, o que exigiria a identificacdo prévia de uma o-
algebra conveniente. O teorema acima ji permite exibir uma tal o-algebra, no caso My, para a qual 7z ¢ uma medida.
Historicamente o teorema acima representou também uma simplificagdo importante, especialmente na construgao da
medida de Lebesgue, dado que a mesma era originalmente alcangada por vias mais trabalhosas (identificando-se a
medida exterior com o que se chama de medida interior, da qual nao trataremos aqui).

Um exemplo elementar que ilustra o Teorema de Carathéodory é encontrado no Exercicio E. 28.8 da pagina 1448. O
estudante poderd estudé-lo antes de mergulhar na demonstracao do teorema.

A prova do Teorema de Carathéodory é um pouco longa e precisamos de um resultado preparatoério.

Lema 28.1 Sejam A e B dois elementos de My. Entdo, AU B é também um elemento de M. [m}

Prova. Tudo o que queremos provar é que
A(E) = B(EN(AUB)) +H(EN(AUB)Y)
para um subconjunto F C X genérico.
Seja £’ o conjunto E' = (AU B) N E. Entao, como A € Mg, segue que
WE) = a(E'NA)+u(E' N A,

ou seja,

A((AUB)NE) = A((AUB)NENA) +a((AUB)NENA°) .

E f4cil de se ver agora (facal) que
(AUB)NENA = ANE

e que
(AUB)NENA® = A°NENB.

Assim,
E((AUB)NE) = 5(ANE) +u(A°NENB) .

Vamos fazer uso dessa tltima igualdade logo abaixo.

Notemos agora que, como A e B sdo elementos de My, temos que
AE) = A(ANE)+m(A°NE)
= H(ANE)+7a(A°NENB) +u(A°NENB°).

Acabamos de ver que a soma dos dois primeiros termos da tltima igualdade vale ﬁ((A UB)N E) e para o ultimo
termo vale i(A° N B° N E) = ((AU B)° N E), pois A° N B¢ = (AU B)". Assim, provamos que
A(E) = G(EN(AUB)) +a(EN(AUB)) ,

que ¢ o que queriamos demonstrar. |

Note que o resultado acima também diz que se Ay, ..., A, sdo elementos de My entdo o conjunto Ay U---U A,
também ¢é elemento de My para qualquer n finito.

Passemos agora a prova do Teorema de Carathéodory.

e Prova do teorema de Carathéodory

Parte I. Vamos nesta parte I provar que o conjunto Mz é, de fato, uma o-algebra.
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Em primeiro lugar, note-se que se A € M entdo A° também é um elemento de My pois (A°)° = A e portanto, para
todo E C X,
AEN(A%) +A(EN(A9)°) = G(EN(A%)) +E(ENA) = WE),

por hipdtese. Assim, podemos também ver que tanto () quanto X sao elementos de My pois, claramente, para qualquer
EcCcX

w(E) = p(EN) +u(En (9)°)
dado que 0° = X, que ENX = E, que ENQ =0 e que 11(#) = 0.

Vimos no Lema 28.1 que se A e B sao elementos de My entdo AU B também o é. Como AN B = (AC U BC)C entao
concluimos que AN B também é elemento de My, o mesmo valendo para A\ B pois A\ B = AN B°.

Resta-nos provar que se {A4;, j € N} é uma colecao contével de elementos de M entdo A = U Aj também o é.
JEN

Seja E um subconjunto genérico de X. Claramente temos que E = (E N A) U (E N A°), o que, pelo que observamos
acima, significa que fi(E) < Ji(E N A) + fi(E N A°). Tudo o que precisamos fazer, entdo, é provar que fi(E) >
/7(E N A) + ﬁ(E N A") o que significaria entdo que A € My, como queremos provar.

Para provar esta desigualdade, observemos primeiro que, para qualquer conjunto E’ e qualquer elemento A de Mz
vale, por definicio, i(E') = fi(E' N A) 4+ i(E’ N A°). Dai, tomando-se E’ da forma E' = (AUB)NE, com EC X e
A, B e My com AN B =0, temos

Z((AUB)NE) = G(ANE)+u(BNE),
pois, como AN B =0, tem-se que (AUB)NENA=ANFEe(AUB)NENA°=BNE.
E. 28.7 Ezercicio. Verifique estas ltimas afirmativas. o+

Isso significa, em particular, que se By, ..., B, sao elementos disjuntos de My, entao

ﬁ(Eﬁ(BlumuBn)) = wENB) +--+a(ENBy,) .

Vamos definir By = Ay, B, = A4, \ (A1 U---u An,l) para n > 2. Entdo, pelo que ja observamos, cada B; é elemento
de Mz e BiNB; =0 se i # j. Fora isso,
Us=Ua.

€N i€lN

n
Como cada B; é elemento de My, entdo jd vimos que para cada n finito U B; € Mg, ou seja,

i=1

A(E) - n(m (!B» +ﬁ<Eﬁ (L:JIB>>
(oo () -3
(oo () oo ()

(U Bz) 4 C (O Bi> 4 (justifique!) .

i€IN

para todo E C X. Agora

M=

A(BiNE)
1

pois os B;’s sao disjuntos.

Por outro lado

dado que
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Logo, vimos que

nE) > iﬁ(BmEHﬁ(Eﬁ (U Bi) > .

iEN
Como essa desigualdade vale para qualquer n, segue que
Z (BiNE) +u<Eﬂ(UB> > .
i=1 i€N

Por fim, pela prépria defini¢do de medida exterior, temos que

i (BiNE) > 1 <Eﬂ (U B)) (justifique!)

i€EN

ey o)
(o) e ye))

Isso é exatamente o que querfamos provar. Assim, mostramos que My é de fato uma o-algebra e a prova da parte I
do teorema estd completa.

e, portanto,

A(E)

Y

Parte II. Vamos nesta parte II provar que a medida exterior é de fato uma medida quando restrita aos elementos da
o-algebra M.

Tudo o que queremos provar ¢é a propriedade seguinte: se B;, i € IN, sdo elementos disjuntos de Mz, entdo
w(Us) - Twe
iEN i€N

Pelo que ja vimos na parte I, temos que

wE) > iﬁ(B,ﬂE)Jrﬁ(Eﬁ(UBl))

=1

(o)) (o)

= nE),

Y

onde a tdltima igualdade é precisamente a afirmativa que foi provada na parte I. Assim, como fi(E) aparece no comego
«_n

e no fim da cadeia de desigualdades, todos os simbolos de “>” podem ser substituidos por simbolos de igualdade “=
(justifique!). Ou seja, temos que

2 (B;NE) +;L<Eﬁ <g3)> .

Como isso vale para todo E C X, tomemos, em particular, £ = U B;. A tltima férmula fica

E(U Bz-) = iﬁ(&),

€N
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que é exatamente o que queriamos provar. Isso completa a prova do Teorema de Carathéodory. |
*

No Capitulo 29 vamos ilustrar o uso do Teorema de Carathéodory, Teorema 28.1, pagina 1444, na construgao de uma
medida muito importante: a medida de Lebesgue da reta real. O Teorema de Carathéodory pode ser utilizado em varias
outras construgoes de medidas, as mais notéveis talvez sejam medidas em conjuntos fractais, conjuntos que nao possuem
dimenséo (de Hausdorff) inteira, tais como o conjunto de Cantor!!, a Estrela de Koch'? (Fig. 28.1) e outras. A Estrela
de Koch tem dimensao (de Hausdorff, vide Secao 29.2, pdgina 1468) igual a In(4)/In(3)

Figura 28.1: A Estrela de Koch.

O Teorema de Carathéodory, Teorema 28.1, pagina 1444, permite a construcao de uma medida em uma determinada
o-dlgebra e seria util conhecer critérios que permitam obter mais informagoes sobre os elementos dessa o-algebra. No caso
de espagos métricos uma informagao importante pode ser obtida para o caso das chamadas medidas exteriores métricas,
a saber, que todos os conjuntos Borelianos'® sio mensurdveis no sentido de Carathéodory, ou seja, satisfazem a condigao
(28.9), pdgina 1444. Disso trataremos na Segao 28.3.1, pagina 1450.

e Uma ilustragao elementar do Teorema de Carathéodory

O seguinte exercicio-exemplo ilustra o Teorema de Carathéodory.

E. 28.8 Ezercicio-ezemplo.  Sejam «, 8 e ~ trés objetos distintos (por exemplo, trés letras distintas do alfabeto grego). Seja
X ={a, B, 7} e seja

P00 = {0 {a), (8). ), (o B, o 2 (5, ). fo B}
Mostre que 7 : P(X) — R, definida por

@) =0, m({a}) =1, m({BY) =1, AN =2,
Ao, BY) =1, A({a, 7)) =3, "({8 ) =3, #{a, B, 7}) =

é uma medida exterior em P(X). Podemos, entdo, nos perguntar: quais conjuntos A C X tém a propriedade de Carathéodory
A(E) = m(ENA)+a(EnA°) (28.11)

para todo E € P(X)? Mostre explicitamente (ou seja, analisando caso-a-caso) que os elementos de
= {0 0 10 81 (o0

possuem a propriedade (28.11). Mostre agora que

'1Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).
12Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924).
13 A nogdo de conjunto Boreliano ¢ introduzida & pagina 1419.
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1. Para A = {a} a propriedade (28.11) falha com E = {«, 3, 7} e com E = {a, S3}.
2. Para A = {3} a propriedade (28.11) falha com E = {«, 3, 7} e com E = {«, 8}
3. Para A = {a, 7} a propriedade (28.11) falha com E = {a, 3, 7} e com E = {a, }.
4. Para A= {8, v} a propriedade (28.11) falha com E = {«, 3, 7} e com E = {a, B}.

Assim, apenas os elementos de M, acima, possuem a propriedade de Carathéodory.

Os fatos, garantidos pelo Teorema de Carathéodory, que M é uma o-dlgebra e que 7 restrita a M, ou seja

a0 =0, m({1) =2, #({e, 8}) =1, A({e, 8, 7}) =3

é uma medida em M, podem agora ser facilmente verificados diretamente e, de fato, ja o fizemos no Exercicio E. 28.3, pagina 1441.

e Medidas completas

Uma medida p em uma o-dlgebra M é dita ser uma medida completa se para todo A € M com a propriedade que
1(A) = 0 valer que todo B C A ¢ também elemento de M. Em palavras mais simples, p é completa se qualquer
subconjunto de um conjunto de medida nula for também mensuravel.

Um exemplo de uma medida nao-completa é aquele encontrado no Exercicio E. 28.2 da pdgina 1441. Aquela medida
nao é completa pois {a, 8} é um conjunto de medida nula, mas possui subconjuntos, {a} e {3}, que nio sio elementos
de M.

Esse exemplo, ainda que um tanto elementar, ilustra que para uma medida ser completa deve estar definida em uma
o-algebra rica o suficiente para poder conter todos os subconjuntos dos conjuntos de medida nula. O Exercicio seguinte
ilustra isso.

E. 28.9 Ezercicio. Mostre que a medida definida no Exercicio E. 28.4, pagina 1441, é completa. Compare com a medida do
Exercicio E. 28.2, pagina 1441, em particular, compare as o-algebras desses dois exercicios. &

A medida do Exercicio E. 28.3, pagina 1441, é completa pois 14 () ¢ 0 tinico conjunto de medida nula. A razio profunda
daquela medida ser completa, porém, estd relacionada ao fato, estudado no Exercicio E. 28.8, pagina 1448, que aquela
medida provem de uma medida exterior. Esse é o nosso préximo assunto.

e Medidas completas e o Teorema de Carathéodory

Mostraremos que qualquer medida construida pelo procedimento de Carathéodory, ou seja, a partir de uma medida
exterior, é completa. Isso é o contetiido do seguinte teorema:

Teorema 28.2 Seja [i uma medida exterior em um conjunto ndo-vazio X e sejam Mg e p a o-dlgebra e a medida
associadas a T pela construcao de Carathéodory. Entao, u é completa, ou seja, se A é um conjunto p-mensurdvel e
1(A) =0 segue que todo B C A é também p-mensurdvel (wm fato ndo trivial!) e p(B) = 0. [m]

Prova. Para provar a afirmativa note que, se E C X e B C A com A sendo p-mensuravel, entao

AMENB) < WENA) < H(A) = pA) =0, (28.12)
A(ENB°NA) < 7(A) = p(Ad) =0, (28.13)
AMENA) < @A) = pAd) =0, (28.14)

pois ENB°NA e ENA sio ambos subconjuntos de A e, para medidas exteriores, vale que se M C N entao (M) < (N).
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Logo,
aENB) +uENB) 2P gEnp)
A ¢ prmensurével /_L(E nB°N A") + /_I(E nB°N A)
= A(EN(BUA))+R(ENB°NA)
BeA A(ENA°) +@(ENB°NA)
(%19 a(ENA°)
G g(EnA) + (BN A)
A
Assim, estabeleceu-se que para todo £ C X vale i(E) = fi(EN B) +fi(EN B°) e, portanto, B é y-mensurdvel. O fato
que p(B) = 0 ¢ agora trivial pois B C A e, portanto, u(B) < p(A4) = 0. ]

Nota. Nao poderiamos logo de partida ter concluido que p(B) = 0 do fato que B C A e, portanto, u(B) < p(A) = 0, pois nio estava ainda
estabelecido que B era g-mensuravel e que p(B) estivesse definido. &

A medida de Lebesgue, que construiremos no Capitulo 29, é completa, pois é também construida por uma medida
exterior, seguindo Carathéodory. Ja a medida de Borel-Lebesgue, também tratada naquele capitulo, nao é completa.

28.3.1 Medidas Exteriores Métricas e Conjuntos Borelianos

De grande importancia em aplicagoes sao medidas exteriores definidas em conjuntos dotados de uma métrica e que
tenham uma relagao cordial com a topologia induzida por essa métrica. Nesta se¢ao discutiremos uma classe de medidas
exteriores com essa caracteristica, as chamadas medidas exteriores métricas. A grande importancia de medidas exteriores
métricas reside no fato, demonstrado no Teorema 28.3, pagina 1452, que todo conjunto Boreliano (em relagao a topologia
induzida pela métrica) ¢ mensurdvel no sentido de Carathéodory, ou seja, satisfaz a condigao (28.9), pagina 1444. A
nogao de conjunto Boreliano ¢ introduzida & pégina 1419. Assim, a o-dlgebra dos conjuntos mensuraveis por uma medida
exterior métrica contém a o-algebra de Borel.

e Medidas exteriores métricas
Seja M um conjunto nao-vazio dotado de uma métrica d e seja 74 a topologia induzida em M pela métrica d. Dados
dois conjuntos A, B C M definimos a distancia'* de A a B, denotada por d(A, B), por

d(A, B) = inf{d(a, b, acA be B} .

Se A e B forem tais que d(A, B) > 0, ou seja, se forem tais que inf{d(a, b), a € A, b € B} > 0, entdo os fechos de A e
de B nio tém pontos em comum: AN B = (. De fato, se inf{d(a, b), a € A, b € B} > 0 e existir ¢ € AN B, existirdo
uma sequéncia a,, € A que converge a ¢ ¢ uma sequéncia b,, € B que convergem a c. Logo, pela desigualdade triangular
d(an, by) < d(an, ¢)+d(c, by), e nlgtéc d(an, by,) =0, contrariando inf{d(a, b), a € A, b€ B} > 0.

Uma medida exterior 7 em M é dita ser uma medida exterior métrica (em relagdo & métrica d) se para todos os
conjuntos A, B C M que satisfizerem d(A, B) > 0 valer

A(AUB) = Ti(A) +7(B) . (28.15)

14 Atengao: apesar do nome, nio se trata de uma métrica (no sentido usado em Topologia) na colegao de todos os subconjuntos de M.
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Uma sequéncia de conjuntos A, € M ¢ dita ser uma sequéncia crescente se A,, C A,+1 para todo n. Para uma
sequéncia crescente de conjuntos vale lim A, = U Ap,. Vide Proposigao 1.15, pagina 91.
n—oo melN
O lema técnico a seguir tem consequéncias importantes a respeito da mensurabilidade de conjuntos Borelianos, das
quais trataremos logo abaixo.

Lema 28.2 Sejam M wm conjunto nao-vazio dotado de uma métrica d, 74 a topologia em M induzida por d e [i uma
medida exterior métrica em M. Seja {A,,, n € N} uma sequéncia crescente de subconjuntos de M com a propriedade

d(Ap, A\ Apy1) > 0 (28.16)

para todon € IN, onde A= lim A, = U A,,. Entao,
noee meN

p(nm An) = lim 7(4,) . (28.17)

n—00

Prova. Defina-se uma nova sequéncia {B,,, n € IN} de subconjuntos de M por By = Ay, By = Ay \ Ap—1, k > 2. Pela
defini¢ao vale, evidentemente, que
By, C Ay (28.18)

para todo k, e que, para l —k > 2
B C A\ Apa (28.19)

pois By = A;\ Ai-1 C A\ A1 C A\ Ak a tltima relacao sendo devida a 4;—; D Agqq. Segue disso que
d(By, B;) > 0 para todos kel com [ —k > 2, (28.20)

pois para | — k > 2 vale

d(By, B)) = inf{d(z, y), =€ By, y € Bi}

(28.16)

(28.18)—(28.19)
> inf {d(z, y), ©€ Ay, y€ A\ Agpr} =t d(Ag, A\ Agrr) >

Por (28.15), segue de (28.20) que fi(By U Bs) = [i(B1) + i(B3) e (B2 U By) = [i(Bz) + [i(By) e, por indugao, segue
também facilmente que

ﬁ(U BZa—1> = Zﬁ(Bza—1) e I_L<U BZa) = Zﬁ(BZa) (28.21)
a=1 a=1 a=1 a=1

para todo m > 1.

H4 dois casos a considerar: 1. quando pelo menos uma das somas em (28.21) diverge para m — oo e 2. quando ambas
as somas em (28.21) convergem para m — oo.

No caso 1., observe-se que para todo k,

k
A = JBa. (28.22)
a=1

Logo, para todo m tem-se Agm—1 D ie; Ba—1 € Az D U, Baa. Portanto,

28.21 28.21
fi(Aom—1) > ﬁ(U BM) G2 S i(Boart) e Fi(Azm) = ﬁ(U B«za> C2 S i(Baa) -
a=1 a=1

a=1 a=1
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Consequentemente, se qualquer das somas em (28.21) divergir quando m — oo teremos lim 7i(A,) = 0o, 0 que implica
n—oo

7i(A) = oo pois, como A D A, para todo n, vale fi(A) > 7i(A,), também para todo n. Nesse caso terfamos, entéo,
7i(A) = lim 7(A,) = oo, provando (28.17) para o caso 1.
n-roo

No caso 2 procedemos da seguinte forma. Segue de (28.22) que

£ o0
A=|JA =40 | Ba
a=1 a=j+1
para qualquer j. Logo,
ES ES oo

AA) = alA4u |J Ba| <A +E( U Ba] < AA)+ Y BB, (28.23)

a=j+1 a=j+1 a=j+1

oo
sendo a soma ao lado direito convergente, por hipétese. Pela mesma razao, vale lim Z 7 (Bs) = 0 e, portanto,

j—oo
a=j+1

segue de (28.23) que 7(A) < lim 7(A;). Do fato que A D A, para todo n, segue que fi(A) > 7i(A,), implicando que
j—oo
7i(A) > lim 7i(A,). Essas duas tltimas desigualdades implicam (28.17) para o caso 2. |
n-r00

e Mensurabilidade de conjuntos Bolerianos para medidas exteriores métricas

Teorema 28.3 Sejam M um conjunto nao-vazio dotado de uma métrica d, 74 a topologia em M induzida por d e seja
7t wma medida exterior métrica em M. Entio M[rq] C My, ou seja, os conjuntos Borelianos de M (sequndo a topologia
T4) sao mensurdveis para a medida exterior métrica fi. [m}

Prova. E suficiente demonstrarmos que todo aberto A € 74 satisfaz a condicao de mensurabilidade de Carathéodory
(28.9), pagina 1444, para todo E C M, pois isso garante que 7¢ C Mz, o que implica que M[ry] C My. Para tal, é
suficiente provarmos que fi(E) > (E N A) + @(E N A°) para todo A € 74 e todo E C M, pois a desigualdade oposta
(E) <W(ENA)+ a(En A€) é sempre satisfeita para uma medida exterior 7z.

Para cada m € N, seja £, C £EN A o conjunto
En, = {a: cEnN A| d(z, y) > 1/m para todo y € A“} .

Claramente, para todo z € E,, e para todo y € EN A C A° vale d(z, y) > 1/m e, portanto, d(Em, En A“) >1/m.
Logo, por i ser uma medida exterior métrica, vale

(Em U(ENA%)) = H(En) +R(ENAS) . (28.24)

Porém, como E,, C EN A, segue que E,, U(ENA¢) C (ENA)U(ENA°) = E e, portanto, fi( Em U (E N A°)) < A(E).
Assim, estabelecemos por (28.24) que para todo m € IN,

(E) > H(Em) +R(ENA°). (28.25)

Como se vé, se provarmos que lim Ti(Ep) = I(E N A), teremos por (28.25) que [i(E) > I(E N A) + i(E N A°) e a
m—so0
demonstracao do Teorema 28.3 estard completa. No que segue estabeleceremos isso em trés passos sucessivos.
O primeiro passo é notar que vale
EnA = |J BEn. (28.26)
meN

Para provar isso, lembremos que para todo m tem-se E,, C EN A e, assim, trivialmente, |J,,cn Em C E N A. Por
outro lado, se x € EN A entdo existe r(z) > 0 tal que todo z € M com d(z, x) < r(z) também pertence a A, pois A é
T4-aberto, por hipétese!®. Logo, para todo y € A° forcosamente vale d(y, =) > r(z). Assim, se x € E'N A existe algum

150 estudante deve atentar para o fato que somente nessa passagem é evocado que A é T4-aberto.
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m grande o suficiente tal que d(y, x) > 1/m para todo y € A°. Isso equivale a dizer que se x € EN A, entao z € E,
para algum m. Logo, ENA C U,,cn Em, provando (28.26).

O segundo passo é observar que,

lim E,, = ENA, (28.27)
m—0oo

pois, como a sequéncia de conjuntos E,, é crescente, ou seja, E,, C E, para todos m < m/, segue que U E, =

meN
lim E,, e, de (28.26), segue imediatamente (28.27).
m—+c0
No terceiro passo provamos que para todo m € IN vale
d(Em, (ENA)\ Epny1) > 0. (28.28)

De fato, notemos que se z € (EN A) \ Ey,+1 entao, pela definicao de E,,41, existe pelo menos um ponto y € A¢ tal que
d(z, y) < 1/(m+1). Logo, para qualquer = € E,, teremos pela definicao de E,, que d(z, y) > 1/m. Da desigualdade
triangular segue que d(z, y) < d(z, z) + d(z, y) e, portanto, que

1 1
P > dz. v) — 9 — — .
(e, 2) > da, )= d(z, y) > - ——

Assim,

. 1

A(Bp, (EOA)\ Bpyr) = mf{d(w, 2), x€ By, z€ (EﬁA)\EmH} > > 0,
provando (28.28).
Por (28.27), (28.28) e pelo Lema 28.2, pagina 1451, vale
HENA) = Jin 7).
Logo, de (28.25) segue que
A(E) > lim Ti(En) +G(ENAY) = A(ENA)+7E(ENA)

completando a demonstragao. |

28.4 Um Esquema de Construcao de Medidas Exteriores

Vamos nesta se¢ao descrever um procedimento de construcao de medidas exteriores que é aplicdvel em diversos contextos,
em particular, na construcao das medidas de Lebesgue e de Hausdorff, das quais trataremos no Capitulo 29, pagina 1463.
Comecamos com uma proposicao util. Lembramos que a construcao de medidas exteriores ¢é relevante por permitir a
construcao de medidas, como descrito no Teorema de Carathéodory, Teorema 28.1, pagina 1444.
Proposigao 28.2 Seja X um conjunto ndo-vazio e seja uma cole¢do nio-vazia R C P(X) de subconjuntos de X, com () €
R. Denotemos por Sy a colegao de todos os subconjuntos contdveis de R. Seja uma fungio h : R — Ry U{oo} = [0, oo,
com h(0) = 0. Defina-se uma fungio H : S — Ry U{oc} da seguinte forma: para cada R = {R,, € R, n € N} € Gy
tem-se

H@®R) = > h(Rn). (28.29)

R,ER

Entao, valem

1. H{0}) = 0.
2. Se R® € Gy para todo b € N, entdo

H (U sz> < Y H(R). (28.30)

beN beN
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Prova. Que H({0}) = 0 segue de h(@) = 0. Se R’ € Gg, entido é da forma R® = {R’ € M, n € N}. Logo,
Upen®® = {R) € ®, n € N, b € N}. Portanto, H (Upyen R?) = 3" A(RY), a soma Y" sendo feita entre elementos
distintos de {R% € !, n € N}. Agora, claramente Y h(R%) < Sen onen HRS) = e H(RY), provando (28.30). B

Seja X um conjunto nao-vazio. Se A C X, A # (), dizemos que uma colegao contével de conjuntos B = {B, C X, n €
IN} é um recobrimento contdvel de A se sua uniado contém A: {B, C X, n € N} é um recobrimento contavel de A se
Unen Brn O A. Por convengio, diremos que {(} ¢ um recobrimento (contdvel, pois s6 possui um elemento) de (.

O teorema a seguir descreve um esquema para a construgio de medidas exteriores.
Teorema 28.4 Seja X um conjunto ndao-vazio. Vamos supor que exista uma a cole¢ao nao-vazia R C P(X) de subcon-
juntos de X, com as sequintes propriedades:

1. ) eR.

2. Se Sy denota a colegio de todos os subconjuntos contdveis de R (ou seja, cada R € Sy € uma colegio contdvel
{B, € R, n € N} de elementos de R), entdo existe uma fungao H : Sy — Ry U{oo} com as sequintes propriedades:

(a) H({0})=0.
(b) Se R® € Gy para todo b € N, entdo

H (U sz> < Y H®R). (28.31)

beN beN

(Lembrar que se R® € Gy para todo b € N entdo Usen R € G, pois unides contdveis de conjuntos contdveis sio
também contdveis. Assim, H (UbE,N 92”), acima, estd bem definida).

8. Todo A C X possui ao menos um recobrimento contdvel por elementos de R. Para cada A C X denotemos por
Cx(A) € Gx a cole¢ao (ndo-vazia) de todos os recobrimentos contdveis de A por elementos de R.

Com isso, defina-se para cada A C X,

H(A) = Tig(A) = inf {H(Jz), Re Gm(A)} . (28.32)
Entio, a aplicagio T : P(X) — Ry U {oo}, definida em (28.32), é wma medida exterior em X. o

Antes de apresentarmos a demonstragao do Teorema 28.4 facamos alguns comentarios.

1. Cada R € €x(A) ¢ uma colegao contével {B, € R, n € IN} de elementos de R tais que URmeoe R,, D A. Note
também que, como €x(A) € G, entdo Cx(A) pertence ao dominio de definicao de H.

2. Note que se {R?, b € N} for uma colegdo contével de elementos de €x(A), entdo (e R é também elemento de
Cn(A):
se R' € Cn(A), VbeN, — U R e en(a). (28.33)

beIN

3. No Teorema 28.4, a funcdo H desempenha um papel especial, pois fi é definida como o infimo entre certos valores
de H. Em algumas situagdes concretas, e tal é o caso das medidas de Lebesgue e Hausdorff que discutiremos
no Capitulo 29, pdgina 1463, a funcao H é definida a partir de uma funcao h, dotada de significado geométrico,
definida nos elementos de R, tal como descrito na Proposicao 28.2, em especial, em (28.29). E importante observar
que os fatos provados na Proposigao 28.2 sobre a funciao H definida por (28.29) sdo precisamente aqueles requeridos
da fun¢ao H no Teorema 28.4. Assim, as hipdteses sobre H usadas no Teorema 28.4 podem ser substituidos pelas
hipéteses sobre h usadas na Proposigao 28.2, com H agora sendo definida por (28.29). As construgoes das medidas
de Lebesgue e Hausdorff do Capitulo 29, pagina 1463, seguirdo essas ideias.
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4. Afirmamos acima que a func¢ao h tem, por vezes, um significado geométrico. Ilustramos isso com o que ocorre no
caso da medida de Lebesgue em R" (vide Capitulo 29). A colecdo R é uma cole¢ao de cubos n-dimensionais e,
para um tal n-cubo R, a fungao h(R) fornece o volume de R. Assim, H(R) fornece a soma de uma colegao contdvel
R de n-cubos e fi(A) é o menor valor possivel (o infimo) de H(R) dentre todas as cole¢des contdveis de n-cubos
que recobrem A.

Prova do Teorema 28.4. Em primeiro lugar, como {}} ¢ um recobrimento contével de ), vale H({0}) = 0. Assim, pela
definigao de 7z, segue que () = 0.
Em segundo lugar, se A C B, entdo €x(B) C €x(A) pois se uma cole¢ao R € R recobre B, entdo também recobre
A. Logo,
inf {H®)} < inf {H®R)},

RECH (A) RECn(B)

provando que 7i(A) < 7(B).

Falta-nos apenas provar que 71 <U A7,> < Z 7i(A;) onde A; sdo subconjuntos de X. Observemos primeiramente que
i€N ieN
se A é um subconjunto qualquer de X, entao pela defini¢ao de infimo de um conjunto de niimeros, podemos encontrar

para qualquer nimero real positivo 7 dado pelo menos um R € €x(A) tal que H(R) < (A) +r.
Isto posto, fixando € > 0 existe para cada b € IN um R® € €y (Ap) tal que
_ €

HR) < F(As) + 5 - (28.34)

Pela hipétese (28.33), a colegio J = U R® ¢ também uma colegiio contével de conjuntos que cobrem o conjunto U A;
beN ieN
e, portanto, pertencem a Coy (U A,v). Fora isso,
ieN
(28.31)

H@ < S HE®) p(Ah)+%) = ST +e. (28.35)

=1 b=1 beN

(28.34) X2
< X

-

Como J € Cn <U AL>, segue que

ieN
(28.35)
alUAi| =imf{H®R), Reen [ |JA)p < H@ < Y w(A)+e.
i€IN €N beN
Como isso vale para qualquer € > 0, segue que
7 (U A,> < D E) .
i€N bEN

Isso completa a prova que fi é uma medida exterior. |

A Proposicao 28.2 e o Teorema 28.4 ensinam-nos quais ingredientes devem ser reunidos para a construgéo de uma
medida exterior em X: 1. uma cole¢ao R de conjuntos de X; 2. uma fungao positiva h definida em R, ingredientes estes

que devem satisfazer as condigoes da Proposi¢ao 28.2 e do Teorema 28.4. No Capitulo 29, pdgina 1463, esse esquema
serd ilustrado em exemplos importantes.

28.5 Medidas sobre Anéis e suas Extensoes

Nesta secao faremos uso da nocao de anel conjuntos e de outros sistemas de conjuntos introduzidos na Secao 1.2, pagina
92. Apresentaremos aqui mais uma consequéncia util da construgdo de Caratheodory enunciada no Teorema 28.1,

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 28 1456/2825

pagina 1444, a saber, apresentaremos um procedimento de construgao de medidas sobre o-dlgebras a partir de medidas
construidas sobre anéis que a gerem e apresentaremos condigoes sob as quais essa construgao é unica. Esse tipo de
construcao ¢ empregado, por exemplo, na construcao das chamadas medidas produto.

Nosso resultado principal é o Teorema 28.5, pagina 1457. Antes, introduzamos algumas nogoes necessarias.

e Medidas sobre anéis

Seja X um conjunto nao-vazio e R um anel sobre X que contenha o conjunto vazio. Uma funcio p: R — Ry U{+o0}
é dito ser uma medida sobre o anel R se satisfizer:

1. u(®) =0,
2. Se Ay, n € N, é uma colegio de elementos de R disjuntos dois-a-dois (i.e., A, NA, = 0 se a # b) e se UHE]N A, €R,
entao
I < U An> = Z 1(Ay) .
neN neN

A segunda propriedade é denominada o-aditividade.

Como discutiremos, sob hipdteses adequadas medidas sobre anéis podem ser estendidas a o-dlgebras.

e Conjuntos monotonamente alcangiveis por um anel.

Seja X nao-vazio e R um anel em X. Disemos que Y € P(X) ¢ monotonamente alcangdvel por R se existir uma
colecao contével A,, n € IN, de elementos de R que seja crescente (i.e., A4, C A, sempre que n < m) e tal que
Y C Upen An- Analogamente, dizemos que o préprio X ¢ monotonamente alcangdvel por R se existir uma colegao
contavel A,, n € N, de elementos de R que seja crescente (i.e., A, C Ay, sempre que n < m) e tal que X =, o An-
Se X é monotonamente alcancdvel por R entao, evidentemente, todo Y C X é monotonamente alcancdvel por .

Comentamos que se X é monotonamente alcangdvel por um anel R em X, entao R nao ¢é necessariamente uma
dlgebra, pois nao é necessariamente valido que X € R. No entanto, se X é monotonamente alcancdvel por R, entao o
g-anel R7[R] gerado por R coincide com a o-dlgebra A7 [R] gerada por R. De fato, nesse caso é evidente que X € R7[R]
o que faz de R7[R] uma o-dlgebra que contém R. Logo, R7[R] D A7[R]. Como, naturalmente, toda o-dlgebra é um
o-anel, 27[R] é um o-anel que contém R e, portanto, temos também A7 [R] D R [R]. Isso estabelece R [R] = A7 [R].

e Medidas o-finitas sobre anéis

Seja X um conjunto nao-vazio e seja 2 uma o-dlgebra ou um anel contendo o conjunto vazio e seja p uma medida
sobre 2. Um elemento A € 2 é dito ser p-o-finito se existir uma sequéncia de conjuntos {B,, € A, n € IN} tal que
A C U,en Bn e tal que p(By) < oo para todo n € IN.

Uma medida p em 2 ¢ dita ser o-finita se para cada A € 2 existir uma colegao contdvel de conjuntos {B,, € A, n € IN}
tal que A C J,,en Bn e tal que pu(B,) < oo para todo n € IN, ou seja, se todo elemento de 2 for y-o-finito.

Em palavras mais simples, p ¢ dita ser o-finita se todo elemento de 2 puder ser recoberto por uma uniao contavel de
elementos de 2 que possuam medida g finita.

No caso de 2 ser uma o-dlgebra, para que uma medida p sobre 2 seja o-finita é suficiente que X seja um conjunto
p-o-finito, ou seja, ¢ suficiente que exista uma colegao contdvel de conjuntos {B,, € 2, n € IN} tal que X = J B, e
tal que p(B,) < oo para todo n € IN.

neN

Como veremos, a medida de Lebesgue em R™ é o-finita. Como exemplo de uma medida que nao é o-finita, considere-
se X =R e a o-dlgebra A = P(R) com a medida de contagem p.. Um elemento A € A é p.-o-finito se e somente se for
finito ou contdvel. Como R (e outros dos seus subconjuntos) nao é enumeravel, a medida de contagem p. em R nao é
o-finita.

A noc¢ao de medida o-finita captura uma propriedade de medidas que conduz a importantes consequéncias comuns.
Por exemplo, a existéncia de medidas produto, o Teorema de Fubini e o Teorema de Radon-Nikodym tém por requisito
que as medidas envolvidas sejam o-finitas.

O seguinte resultado serd usado logo adiante:
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Proposigao 28.3 Seja X nao-vazio e R um anel em X de tal sorte que X seja monotonamente alcangdvel por R.
Suponhamos também que O € R e que p seja wma medida o-finita sobre R. Entdo, existe uma cole¢ao contdvel {Cy, €
R, k € N} de elementos de R que é crescente (i.e., Cy, C C) se k < 1), sendo u(Cy) < oo para todo k € N e tal que
X = Upen Ck- o

Prova. Se X ¢ monotonamente alcangdvel por R, entdo existe uma colegao contavel {4, € R, n € N} de elementos de
R que ¢ crescente (i.e., Ay C Ay sen <m) e tal que X = J,cpr An. Se p é o-finita, entao existe para cada n € IN uma
colegio contavel {By, m € R, m € N} de elementos de R tal que A, C U, Bn,m € (Bn,m) < oo

Seja IN 5 a — (n(a), m(a,)) € IN? uma bijegao entre IN e IN?. Seja também, para cada k € IN, Cj, 1= Ule Br(a), m(a)-
E evidente que para todo k tem-se Cj, € R e pu(C) < oo (por Cj ser uma unido finita de conjuntos de medida finita).
Além disso, é também evidente que C, C C; se k < [. Por fim, observe-se que

Ua= U Bum=U UBum> 4 =x,

keN (n, m)eN? neNmeN neN

provando que (o Cr = X "

o Extensoes de medidas sobre anéis

Uma vez munidos das nogoes acima, passemos a parte mais importante da discussao corrente.
Teorema 28.5 (Teorema de extensao de medidas sobre anéis) Seja X ndo-vazio e R um anel sobre X que con-
tenha o conjunto vazio e tal que X seja monotonamente alcangdvel por R. Seja p uma medida sobre R.

Parte I. Entdo, existe uma medida 1° sobre A7 [R] = R [R] (a sigma-dlgebra gerada por R) que estende p, ou seja,
que € identica a pi sobre os elementos de R C A7 [R].

Parte II. Se u for o-finita, a extensdao p°, cuja existéncia foi garantida na parte I, é inica e também é o-finita. O

A demonstragao que apresentamos segue [208] e [42], com modificacdes.

Prova da Parte |. Apoiados na construcao de Caratheodory enunciada no Teorema 28.1, pagina 1444, comecemos cons-
truindo uma medida exterior em X definindo, para todo ¥ C X

(YY) := inf { Z (A, Y C U A,, com A, € R paratodon € ]N} .

neN nelN

Em palavras, fi(Y') é o infimo das quantidades )_, oy #4(Ay) tomado sobre todos os possiveis conjuntos contéveis { An, n €
IN} compostos por elementos de R cuja unido recobra Y. J4 comentamos que da hipétese de X ser monotonamente
alcancavel segue que todo Y C X pode ser recoberto pela uniao de uma sequéncia crescente de elementos de 9. Na
definigao de i nao requeremos que as colegoes {A,, n € IN} sejam crescentes.

E evidente da definigio que se Y € R, entao f(Y) = u(Y) (justifique!).

Afirmamos que T é uma medida exterior em X. E evidente que @) =0equen(Y) <m(Y’)se Y CY'. Resta-nos

provar que se Y, C X, n € N, entao
I ( U Yn> < S UH(YL) (28.36)

neN nen
Se existir a0 menos um Y;, tal que m(Y,,) = oo, entdo (28.36) vale trivialmente. Suponhamos, portanto, que 7z(Y;,) < oo
para todo n € IN.
Pela defini¢io de 7z é possivel encontrar, para cada ¢ > 0 e para cada n, um conjunto contdvel {Z,,,, m € N}
tal que cada Zp,, ¢ um elemento de R, com Y, C U,,ew Znm € com Y i(Znm) < fi(Yn) + 57. E claro disso que
Unen Ya € Un, men Znm e, portanto,

ﬁ(U Y> < D w(Zam) < Z(ﬁ(YnH;) = Y n(Ya) +e.

neN n, melN neN nelN
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Como essa desigualdade é vilida para todo € > 0, provamos que F(Unéll\' Yn) < Zne]]\l 7(Y,), como desejavamos,
estabelecendo que & ¢ uma medida exterior.

Agora passamos a demonstrar que a o-dlgebra My dos conjuntos fi-mensurdveis (vide o Teorema de Caratheodory,
Teorema 28.1, pagina 1444) contém A°[R]. Para tal, desejamos provar que cada A € R satisfaz

E(E) = B(ANE)+u(A°NE) (28.37)

para todo E C X. Segundo o comentério feito em torno de (28.10), isso implica que todo elemento de R é f-mensurdvel,
ou seja, que R C My, implicando que A7 [R] € M. Como i é uma medida quando restrito & o-algebra My (novamente
pelo Teorema de Caratheodory, Teorema 28.1, pdgina 1444), concluimos disso que 7 é também uma medida quando
restrito & o-dlgebra A7[R]. Essa restri¢do é a medida pu” prometida no enunciado do Teorema 28.5.

E suficiente tomarmos E C X tal que Ti(E) < oo, pois caso fi(E) = oo, entdo (28.37) ¢ satisfeita automaticamente.
Nesse caso, tomemos um € > 0, arbitrario, e tomemos um conjunto contével {E,,, n € N} de elementos de R cuja uniao
recobra E' e tal que

S B < TE) +e.

neN
Para A € R teremos, jd que p é uma medida em R, /L(E,L) = /1,(En al A) + /1,(E,l n AC) para todo n, pois F, =
(E" n A) U(E,N A“'), uma unido disjunta de elementos de R (para ver que E,, N A° e E, N A sao elementos de R, notar
que E, NA° = E,, \ A e recordar a Proposi¢io 1.16, pagina 93). Assim,

WE)+e > Z (/L(E,l n A) + /L(E" n AC)) .
neN
Observe-se, agora, que {E,, N A, n € N} ¢ {E,, N A°, n € N} sdo colegoes contdveis de elementos de R cujas respectivas
unides contém EN A e EN A°, respectivamente. Logo, E(E n A) >3 hen ,u(E" n A) e E(E n A‘) > Y hen ;L(En n AC).
Com isso, estabelecemos que 7i(E) + € > E(E n /l) +a(EN /l“). Como € > 0 é arbitrério, (28.37) estd demonstrada.
Como comentamos, isso estabelece a existéncia de uma extensao 17 da medida p sobre a o-dlgebra 27 [R], completando
a demonstragao da parta I. Vamos agora provar que se p é o-finita, entdo a extensao pu? é tnica e é também o-finita.

Prova da Parte Il. Se y for o-finita, entao, pela Proposigao 28.3, pagina 1456, existe uma colegao contdvel {C), € R, k € N}
de elementos de R que é crescente (i.e., Cx C G se k < 1), sendo pu(Cy) < oo para todo k € IN e tal que X = Uy Cr-
Para cada k € IN, defina-se
R = {CvNA, AeR}.

E claro que para cada k € IN vale Ry, C R, que ) € Ry, (pois ) € R) e é facil ver que cada Ry, é igualmente um anel. De
fato, se A, A’ € R, entdo (C,NA)N(CkNA) =Crn(ANA) €Rpe (CkNA)U(CkNA) =Crn (AUA) € Ry,
pois AN A" e AU A’ sao também elementos de R.

Como de costume, denotemos por A7[Rj] a o-dlgebra gerada por Ry. Todos os elementos de Ry, sdo subconjuntos
de Cj; e, portanto, o mesmo vale para 27 [R;]. Em verdade, Cj, € Ry e, portanto, Cj, € A7[R] e podemos dizer que
A7[R] ¢ uma o-dlgebra sobre Cj,.

Denotemos também por R7[R] o o-anel gerado por Ry. Analogamente, vale que Ry é um o-anel sobre Cj e que
contém o mesmo. Logo, R7[R;] ¢ uma o-dlgebra e vale A7 [R;] C R7[Ry], pois A7 [Ry] é, por defini¢cao, a menor o-
algebra a conter Ri. Como, por definigao, A7 [Ry] é também um o-anel, vale R7[Ri] C A7 [Ry], j4 que, por defini¢ao
R7[R] ¢ 0o menor o-anel a conter Ry.. Estabelecemos, assim, que

A7 [R] = RI[Ry] . (28.38)
Sejam /11 e po duas extensdes sobre 27 [R;;] da medida p em R (a existéncia de ao menos uma ¢é garantida pela parte
I). Como u(Cy) < 00, segue que py e o sao finitas, ou seja, 11(Y) < 0o e pa(Y) < oo valem para todo Y € A7[Ry].
Definamos,
o = {Bew | mB) = mB)}. (28.39)

Note-se que, evidentemente, Ry C &y, pois p1 e po estendem g, sendo, portanto, idénticas em Ry. Afirmamos que
®), é um sistema mondtono'®. Se {B, € &, n € N} é uma colegao contdvel e crescente de elementos de & (e,

16Para a definigio da nogio de sistema monétono de conjuntos, vide Seciio 1.2.6, pégina 98).
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portanto, da o-dlgebra 27 [Ry] onde p1 e po estdo definidas), vale pela propriedade descrita no item 3, pagina 1442,
limye oo i (Bn) = i (U"E,N B,), para i = 1 ¢ 2. Como pz(B,) = p2(B,) para cada n e sdo finitas e limitadas
por p(Cy), segue que g (Upen Bn) = p2 (Upew Bn), mostrando que U, ¢y Bn € 6. Para uma colegdo contdvel e
decrescente {B,, € &, n € N} elementos de ) argumenta-se da de forma andloga, usando-se, porém, a propriedade
descrita no item 4, pagina 1442.

Como &, é um sistema mondtono e que contém Ry, concluimos que

(28.38)

A7 [Ry] R [Re] 0L M[Ry] C &,

a tltima inclusdo decorrendo do fato que, por defini¢io, M[R.] é 0 menor sistema mondtono que contém Ry (para a
defini¢ao de sistema mondétono gerado por uma cole¢ao de conjuntos, vide Segao 1.2.6, pagina 98).
E de se observar, porém, que pela prépria definigao (28.39), &, ¢ composta por elementos de A7 [Ry], isto é, &), C

A7[R]. Logo, provamos que
A [Ry] = RI[My] = M[Ry] = &, .

Pela definigio de &y, isso estabeleceu que p1 e pa coincidem em toda a o-dlgebra A7 [R;]. No entanto, como essa
igualdade ¢ verdadeira para todo k € IN, é também verdadeira em todo A7[R]. De fato, vamos supor que 1 e p12 também
estendam g sobre todo A7[R]. Se A € A7[R] vale A = limy 00 ANCy, pois X = U, Ck- Logo, Como ANCy € A7 [Ry],
teremos

m(A) = m (lim AﬁC’k) = lim ul(AﬁCk) = lim ug(AﬁC'k) = p2 < lim AﬂCk) = u2(4),
k—o0 k—o0 k=00 k—00

A segunda e a quarta igualdades acima decorrem da propriedade descrita no item 3, pagina 1442, e do fato de {ANCy, k €
IN} ser uma sequéncia crescente de conjuntos, ji que {Cj, k € IN} o é. Assim, provamos que p; = po em toda A7[R] e,
portanto, a medida g tem uma extensao tinica de R em 27 [R] caso seja o-finita em R.

Resta-nos ainda provar que essa extensao, p”, ¢ também o-finita, mas isso é evidente: se p é o-finita em R existe
uma colegao {A,, € R, n € N} que recobre X sendo que cada A,, tem medida finita. Ora, cada A,, é também elemento
de A7[R] e u7(A,) = p(A,) < oo. Isso mostra que p” tem também a propriedade de ser o-finita. |

28.6 Espacgos de Medida como Espagos Pseudométricos

Seja X um conjunto nao vazio e seja M uma o-dlgebra em X. Seja também p uma medida definida em M e que seja
finita, ou seja, pu(A) < oo para todo A € M (por exemplo, uma medida de probabilidade).

Para A, B € M defina-se
D,(A, B) = N(AAB) R (28.40)

onde AAB é a chamada diferenca simétrica entre A ¢ B, definida em (1.30), pdgina 58, por AAB := (AUB)\ (ANB) =
(AUB) N (A°U B°), sendo A° = X \ A e B° = X \ B. Observe-se que AAB é também um elemento de M, pois as
operagoes de uniao finita, interseccao finita e complemento de elementos de M permanece em M.

Afirmamos que D), dada em (28.40) define uma pseudométrica em M. Tem-se D, (A, B) > 0 para todos A, B € M,
assumindo sempre valores finitos (pela condi¢ao de p ser finita). Fora isso D,(A, B) = D,(B, A) devido & evidente
simetrida da diferenga simétrica: AAB = BAA. Verifiquemos, por fim, a desigualdade triangular. Pela relagio (1.43),
péagina 59, tem-se, para quaisquer A, B, C € M,

DA, €) == p(AnB) " u((AAB)ABAC))

Agora, pela definicao, (AAB)A(BAC) = ((AAB) U (BAC)) \ K, onde K = (AAB) N (BAC). Logo,

Du(A, C) = u((AAB)A(BAC)) = ﬂ(((AAB)u(BAC)) \K)

< p((AAB)U(BAC)) < p(AAB) + p(BAC) = Du(A, B)+ Du(B, C), (2841)
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que ¢ a desigualdade triangular para D, estabelecendo que esta é uma pseudométrica.

D,, nao é necessariamente uma métrica, pois pode ocorrer de u(AAB) = 0 mesmo se A # B. A forma de remediar
isso é estabelecer uma relagao de equivaléncia em M: para A, B € M, dizemos A ~ B se u(AAB) = 0.

Provemos que se trata de uma relacao de equivaléncia. 12 Para todo A € M vale AAA = () e, portanto, A ~ A. 22
Se A ~ B, entao 0 = u(AAB) = u(BAA), provando que A ~ B se e somente se B~ A. 32 Se A~ B e B~ C, entao
WALB) = 0 = W(BAC). Assim, w(AAC) "2V L((AAB)A(BAC)) < u(AAB) + p(BAC) = 0, provando 4 ~ C,

sendo que na passagem indicada por “x” usamos o mesmo argumento desenvolvido em (28.41).

Denotemos por M/ ~ a colecao das classes caracteristicas de M pela relagio de equivaléncia acima. Em M/ ~
podemos definir uma métrica por

D, ([A], [B]) = Du(A, B) = w(AAB). (28.42)
Aqui, como costume, denotamos por [A] a classe de equivaléncia de A € M.

E ficil provar que a definigdo (28.42) independe dos particulares representantes tomados nas classes [A] e [B]. A
partir disso, é ficil provar que D, satisfaz todos os requisitos de uma métrica em M/ ~.

E. 28.10 Ezercicio. Prove essas afirmacdes! *

Por exemplo, para demonstrar a independéncia com o representante tomado nas clases, seja A’ € [A]. Entao, por
argumentos ja empregados acima,

WA'AB) = p((AAA)ANAAB)) < w(A'AA)+ u(AAB) = u(AAB) .

Assim, u(A’AB) < p(AAB), mas como os papeis de A e A’ sdo intercambidveis (se A’ € [A] entdao A € [A']), segue
reciprocamente que p(AAB) < u(A’AB), implicando pu(A’AB) = u(AAB).

e Um comentdrio sobre a relacdo de equivaléncia

Facamos, por fim, um breve comentdrio sobre a relacao de equivaléncia ~ e a medida g dos conjuntos. Se A, B € M
temos que A C AUB 129 (AAB)U(ANB). Logo, u(A) < p(AAB)+p(ANB) < p(AAB)+pu(B). Assim, estabelecemos

que pu(A) — u(B) < p(AAB). Trocando A «» B, temos pu(B) — u(A) < p(AAB), do que segue que
|u(4) — w(B)| < w(ALB). (28.43)

Vemos disso que se A ~ B, entao u(A) = u(B).

A reciproca, porém, nem sempre é verdadeira, como mostra o exemplo em que g é a medida de Lebesgue em
X =(-10, 10), A= (0, 1) e B= (2, 3).
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Apéndices

28. A Prova das Formulas de Inclusao-Exclusao

Para provar (28.4), observe-se que A U B pode ser escrito como a unido disjunta AU B = AU (B N A°), sendo que
BN A € M. Logo, u(AU B) = u(A) + u(B N A°. Ao mesmo tempo, B também pode ser escrito como a uniao
disjunta B = (BN A) U (BN A°), sendo que, novamente, tanto B N A quanto B N A® sdo elementos de M. Logo,
w(B) = (BN A)+ pu(BnNA°). Eliminando p(B N A°) de ambas as relagdes obtemos (28.4).

A prova de (28.5) pode ser feita por indugao. O caso n = 1 ¢ trivial, o caso n = 2 corresponde a (28.4). Suporemos
a igualdade vélida para n — 1 e provarémo-la para n. Tomando A = U;l;ll Aje B=A,, tem-se U]":l Aj=AUDB e por
(28.4) obtém-se

n n—1 n—1
plUA | = UA | +ud)-u| JAn4)
j=1 j=1 j=1

Agora, assumindo (28.5) verdadeira para n — 1, segue que

n—1 n—1
I U Aj | = Z<71)k+1 (A, NN Ay)
j=1 k=1 1<iy < <ip<n—1
e
n—1 n—1
m (404 = > (=i (A, N NA,NA) | (28.A.1)
j=1 =1 1<ip << <n—1

pois (A;, N Ap) N---N (A; NA,) = A;, N---N A; N Ay, Note que o lado direito de (28.A.1) pode ser escrito como

n—1

St S u(An N4 N AL,
=1 1<iy < <ippy <n
ip1=n
Logo,
n n—1
plUA4) = 20 > w(Ay NN Ay)
j=1 k=1 1<iy < <ip<n—1
n—1
+u(dn) = (=) Do (AN N4 NAL)

=1 1<iy<icipg g <n

itp1=n

Fazendo-se a mudanga de varidveis | — k — 1 na segunda somatdria, obtemos

n n—1
(U4 7E Y Yo n(AannAy)
j=1 k=1 1<iy <o <ip<n—1

(A + Y (-1 S (A n-n4y)

k=2 10 < <ig<n
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O termo y(A,) pode ser absorvido na dltima somatéria se a iniciarmos por k = 1 em lugar de k = 2. Portanto,

n n—1 n
plU4| = o > p(As N0 Ay) |+ (-DF! > u(Aun-nay)
Jj=1 k=1 1<iy < <ip<n—1 k=1 lgqf “<ipsn
n
S SE Y wdneenay)
k=1 1<iy < <ip<n

que é o que se desejava provar.



