Capitulo 33

.
Variedades
Sumaério
33.1 Variedades TopolSgicas . . . . . . . o i v v i i ittt et e e e e e e 1668
33.1.1 Construindo Variedades Topoldgicas . . . . . . . . .. .. .. ... ... 1673
33.2 Variedades Diferencidveis . . . . . . ... ... L o e 1675
33.2.1 Particoes da Unidade Diferencidveis . . . . . .. .. ... ... . L L L L 1680
33.2.2 A Nocdo de Espago Tangente . . . . . .. .. .. ... ... ... 1682
33.2.2.1 O Espago Cotangente . . . . . .. .. .. ... ... ... ... ... 1688
33.2.3 Tensores em Variedades . . . . .
33.2.3.1 Tracos de Tensores. Contracao de Indices . . . ... . 1692
33.2.3.2 Transposi¢do de Tensores . . . . . . ... .. .. ... ... 1694
33.2.4 Aplicagdes Entre Variedades Diferencidveis . . . . . . . .. ... ... L 0 L0 1695
33.2.4.1 A Diferencial de Uma Aplicagao Entre Variedades. “Pullback” e “Pushforward” . . . . 1695
33.2.4.2 Imersoes, Mergulhos e Subvariedades . . . . .. ... ... .. ... . .0 L. 1699
33.2.4.3 Imersoes e Mergulhos. Exemplos e Contraexemplos Simples . . . . . ... ... ... .. 1701
33.3 Campos Vetoriais e Tensoriais . . . . . . . v v v vttt ittt ittt e e e 1706
33.3.1 ADerivadade Lie. . . . . ... ... 1709
33.4 Exemplos de Variedades Topolégicas e Diferencidveis . . . . . ... ... ... .. ..... 1714
33.4.1 Uma Variedade Topoldgica Paracompacta nao Segundo-Contével . . .. .. ... ... ... .. 1714
33.4.2 O Gréfico de uma Fungdo Real em R™ . . . . . ... ... ... ... ... .. .. ... 1715
33.4.2.1 Cones. EUm Estudode Caso . . . ... .. ... ... .. ................ 1717

33.4.3 Superficies Regulares em R™ . . . . .. .. ... L L
33.4.4 As Esferas 8™ . . ..
33.4.5 Toros (e Algumas Generalizagoes)
33.4.6 Espacos Projetivos Reais . . . . . . . ... .. L e
3347 GruposdeLie . . . . . .. . e

33.4.8 Fibrados, Fibrados Vetoriais e Principais . . . . . . . . .. .. .. o 0. 1730
APENDICES . . ...t v iiit e 1732

33.A Derivadas de Lie. Prova das Relagdes (33.74) ¢ (83.85) . . . ... ... .. ......... 1732
33.B Derivadas de Lie. Provada Relagdo (33.94) . . . .. ... ... .. ..., 1733

noc¢ao moderna de variedade diferencidvel, provavelmente formalizada pela primeira vez por Hassler Whitney®,
em 1936, assumiu grande relevancia na Fisica Tedrica (particularmente na Mecanica Cldssica, na Teoria de
Campos e na Teoria da Relatividade Geral), sendo o objeto central de certas dreas da Matemédtica, como a
Topologia Diferencial, a Geometria Diferencial e desempenhando um papel importante em outras, como na Teoria dos
Grupos de Lie. Suas origens remontam & Geometria Analitica criada por Descartes?, mas foi com os trabalhos de Gauss®,
Riemann?, Poincaré® e muitos outros que ideias de natureza geométrica entraram o século XX acasaladas a ideias de
natureza topoldgica. De maneira simplificada, podemos dizer que uma variedade é um espago topolégico no qual cada
ponto possui uma vizinhanga aberta na qual cada elemento pode ser identificado por um sistema de coordenadas nao
singulares continuo (e, eventualmente, diferencidvel). Essa construgao é inspirada na nogao de superficie em espagos R".
Na realidade, para que uma variedade tenha propriedades nao patoldgicas e permita certas construgbes matematicas
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3Johann Carl Friedrich GauB (1777-1855).
4Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
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gentis (como, por exemplo, ser metrizdvel e ter partigoes da unidade) é necessdrio requerer certas condigoes adicionais
a0 espago topoldgico, como a de ser Hausdorff, segundo-contavel ou paracompacto.

O presente capitulo pretende introduzir as nogoes de variedade topoldgica e de variedade diferencidvel. Também
introduziremos aqui algumas nogoes correlatas, como as de espago tangente, variedade tangente, espago cotangente,
variedade cotangente, campo vetorial e tensorial. Nogoes de natureza geométrica, como as de métrica Riemanniana e
semirriemanniana, conexao, geodésica, curvatura etc., serdo abordadas no Capitulo 34, pagina 1736. O Capitulo 35,
pagina 1839, é dedicado a teoria das formas diferenciais.

Sem a pretensao de fornecer uma lista minimamente digna da extensa e variada literatura devotada aos temas aqui
tratados, fornecemos algumas poucas indicagoes bibliogréficas ao leitor que valham tanto para o presente capitulo quanto
para os Capitulos 34 e 35. Para a teoria geral de variedades topoldgicas e diferencidveis e para o estudo geral de Topologia
Diferencial ¢ Geometria Diferencial, vide® [309], (298], [299], [227], [72], [278], [336], [294], (236], [274], [32], [179], [328],
[456] ou [457]. Para o estudo de Geometria Riemanniana, vide [327], [86] ou [300]. Para o estudo de Geometria
semirriemanniana, vide [371]. Para aplicacoes & teoria dos grupos de Lie, vide [509]. Para o estudo de Geometria
Diferencial de curvas e superficies, vide [326]. Para um extenso tratamento matematico da Teoria da Relatividade Geral,
vide [87]. Para temas matemdticos mais especificos da Teoria da Relatividade Geral, vide [505], [203], [465], [94] ou [354].
Para aplicagoes gerais da Geometria Diferencial a Fisica, em estilo semimatemético, vide [359]. Para um texto dedicado
& Histéria da Geometria Diferencial até o inicio do séc. XX, recomendamos [473].

* ok kol ok

Quanto a organizagao deste capitulo, optamos por apresentar primeiramente os conceitos, definigoes e os desenvolvi-
mentos tedricos basicos, deixando a apresentagao e discussao de exemplos de variedades topolégicas e diferenciaveis para
a se¢ao final, a Secao 33.4, pdgina 1714. Isso tem a vantagem de nao interromper os desenvolvimentos gerais e permite
tratar os exemplos com mais globalidade, sem discussoes limitadas a aspectos previamente apresentados. No entanto,
o estudante ¢ estimulado a procurar enfronhar-se gradualmente na Se¢ao 33.4 desde o inicio de sua leitura, de modo a
colher alguns exemplos relevantes sobre o material apresentado.

33.1 Variedades Topolégicas

Nesta breve se¢ao introduziremos a nogao de variedade topolégica, discutiremos as motivagoes que a ela conduzem e
algumas variantes de sua defini¢ao, preparando o caminho para a defini¢ao de variedade diferencidvel.

e Bolas abertas em R"

No que segue, denotaremos por D, (r, z) C R™ a bola aberta de raio r > 0 centrada em z € R" em relagao a métrica
Euclidiana usual: D, (r, ) := {y ER ly—z| < r}, com ||y — || = /(yF —a")Z+ -+ (y" —am)2.

Duas bolas abertas D, (r, z) e D,(r', 2’) no mesmo R™ sdao sempre }}omeomorfas7, com o homeomorfismo f :
Dy(r, ) = Dn(r', 2') dado por f(y) = A(y — x) + 2/, sendo A = +//r. E também ficil ver que a bola Dy (1, 0) é
homeomorfa a todo R", com o homeomorfismo g : R™ — D, (1, 0) dado (por exemplo) por

0, ..., 0), se (y'y ..., ™) =(0, ..., 0),

tanh (/D2 T+ (5™)2) (W
Vo W

Assim, todas as bolas D,,(r, ) sio homeomorfas entre si ¢ homeomorfas a R". O mesmo R"™ ¢ também homeomorfo ao

cubo aberto de lado 2 centrado em 0: C' := {(yl, Ly ERY, 1<y <1, Vk=1,..., n}, com o homeomorfismo
h:R"™ — C dado por

gyt oyt =
N y") , de outra forma.

hy', ..yt = (tanh(yl), ..., tanh(y")) .

6A ordem dos textos é aleatéria e nao segue nenhuma organizagio ou preferéncia.
TPara a definigio de homeomorfismo, vide Segio 30.5.1.1, pagina 1507.
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E. 33.1 Ezercicio. Verifique as afirmagdes acima, assim como verifique que todos paralelepipedos em R™ sdo homeomorfos entre
si. *

e Abertos Euclidianos

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um 7-aberto é dito ser um 7-aberto Euclidiano de dimensao n € Ny se for
homeomorfo a uma bola aberta D, (r, 0) C R™.

Dado um espago topoldgico (X, 7), denotaremos por &(X, 7, n) C 7 a cole¢ao de todos os T-abertos Euclidianos de
dimenséao n. Notar que nao excluimos a possibilidade de &(X, 7, n) ser vazio.

O lema técnico elementar a seguir serd usado posteriormente, mas nao tem nenhuma relevancia para o que segue de
imediato.

Lema 33.1 Seja E wm aberto Euclidiano de dimensao n em um espago topoldgico (X, 7) e seja h : E — R™ um
homeomorfismo. Entdo, E pode ser escrito como unido contdvel da imagem por h=' de bolas abertas em R™.

Se A €1 com ANE # ), entdo também AN E pode ser escrito como unido contdvel da imagem por h=' de bolas
abertas em R™. [m]

Prova. Seja D a colecdo de todos as bolas abertas Dy (r, ¢) C R" com r € Q4 e ¢ € Q". A cole¢do D compreende,
portanto, todas as bolas de raio racional positivo centradas em algum ponto de R"™ com coordenadas racionais. E claro
que D é uma cole¢ao contivel. Seja G C R™ um aberto e seja D o subconjunto de D composto por bolas inteiramente
contidas em G. E claro que D¢ é também uma colegao contavel e que G pode ser escrito como a unido contével dos
elementos de Dg.

Seja E um aberto Euclidiano e h : E — h(E) C R™ um homeomorfismo. Segue facilmente que E pode ser escrito
como a uniao da colegao de T-abertos Bp := {h’l (D"(r, q)), com Dy (r, q) € @,L(E)}, que é uma colegao contével.

Seja agora A € T e suponhamos AN E # (). Afirmamos que também A N E pode ser escrito como unido de uma
subcolecao de Bg. De fato, como h é um homeomorfismo, h(ANE) é um aberto em R™ contido em h(E). Logo, h(ANE)
pode ser escrito como uma uniao contdvel de bolas em D h(ANE)- A imagem dessas bolas por ™! é um subconjunto de
B g, completando a prova. n

e Cartas locais

Seja (X, 7) um espago topoldgico e (X, 7, n) C 7 a colecdo de todos os T-abertos Euclidianos de dimensao n. Um
par (V, h) com V € &(X, 7, n) e com h sendo um homeomorfismo h : V. — D, (ry, 0) para algum ry > 0, ¢ dito ser
uma carta local de coordenadas (do aberto V). Se (V, h) é uma carta local de coordenadas, o T-aberto Euclidiano V é
dito ser uma carta local e o homeomorfismo h é dito ser uma carta de coordenadas de V.

e Espacos localmente Euclidianos

Um espago topoldgico (X, 7) é dito ser um espago localmente Euclidiano de dimensao n se possuir ao menos um
recobrimento V por elementos de &(X, 7, n).

Assim, um espaco topoldgico (X, 7) é localmente Euclidiano de dimensao n se para todo « € X existe um 7-aberto
V, com z € V, sendo V homeomorfo a D,,(ry, 0) para algum ry > 0.

O sentido intuitivo dessa definicao afirma que cada € X possui uma vizinhanca aberta V' cujos pontos podem

ser parametrizados por um sistema de coordenadas reais, associando bijetivamente a cada y € V um conjunto de n
coordenadas reais (y', ..., y") € Dy, (rv, 0).

E. 33.2 Ezercicio. Mostre que se (X, 7) é um espaco localmente Euclidiano de dimenso n, entdo (X, 7) ndo pode ser simulta-
neamente um espac¢o localmente Euclidiano de dimensdo m com m # n. &
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e Atlas

Seja (X, 7) um espago localmente Euclidiano de dimensao n. Uma colegao de cartas locais de coordenadas
A = {(VA. hy), Va€E&(X, 7, n), hyiVi— Du(ryy, 0), A€ A}

é dita ser um n-atlas, ou simplesmente um atlas, do espago topolégico (X, 7) se a cole¢io {Vi, A € A} for um
recobrimento de X e se cada hy, A € A, for um homeomorfismo de Vi € (X, 7, n) em alguma bola aberta D, (rv,, 0).
Acima A é um conjunto em principio arbitrario de indices usados para rotular os elementos do atlas.

Por defini¢ao, todo espago localmente Euclidiano de dimensao n possui ao menos um n-atlas (e vice-versa).

Se A = {(VA, hy), A€ A} for um n-atlas, cada par (Va, hy) € A é dito ser uma carta local de coordenadas do atlas
A. Se (Vi, hy) € A é uma carta local de coordenadas do atlas A, o T-aberto Vj ¢ dito ser uma carta local do atlas A,
ou simplesmente uma carta de A, e 0 homeomorfismo hy é dito ser uma carta de coordenadas de A.

e Fungoes de transigao

Dado um atlas A em um espago localmente Euclidiano (X, 7), certas cartas locais U e V de A (com homeomorfismos
hy : U — Dy(ry, 0) e hy : V. — Dy(ry, 0), respectivamente) podem ter uma intersec¢ao nao vazia. Em tais casos
podemos definir um homeomorfismo Hy,y do aberto hy (U NV) C D, (ry, 0) no aberto hy (UNV) C Dy(ry, 0) por

Hyyi=hyvo(hy)™: hy(UNV) = hyp(UNV).

Os homeomorfismos Hy,y sdo denominados fun¢ées de transi¢do. A fungdo de transi¢io Hy,y representa uma mudanca
de coordenadas em U NV, a saber, a mudanga das coordenadas definidas por hy nas coordenadas definidas por hy .

Como veremos. funcoes de transicdo desempenham um papel central na introducao de outras estruturas em variedades
topoldgicas, por exemplo, estruturas diferenciaveis.

e Espacos localmente Euclidianos e compacidade local

Por serem localmente homeomorfos a espagos Euclidianos, os espagos localmente Euclidianos herdam daqueles algumas
propriedades locais, como a compacidade local, atestada adiante. A propriedade de ser Hausdorff, no entanto, é uma
propriedade global de um espago topolégico e nao é claro, portanto, que ela deva ser herdada de espagos localmente
Euclidianos. Como veremos no Exemplo 33.1, isso de fato nem sempre é verdade.

Para futura referéncia, enunciemos a seguinte proposicao:

Proposicao 33.1 Todo espago topoldgico localmente Euclidiano € localmente compacto. [m}

Prova. Seja (X, 7) um espago topoldgico localmente Euclidiano. Sejam = € X e V uma vizinhanga aberta localmente
Euclidiana de # homeomorfa a uma bola D, (r, 0) por um homeomorfismo h : V' — D,(r, 0). Como h(z) € D,(r, 0)
tem-se [|h(z)|| < r (aqui || - || é a norma Euclidiana usual de R™). Assim, tomando 0 < ' < r — [|h(z)]| teremos que

h(x) € Dp(r', h(z)) C Dy(r, 0). O conjunto D, (1, h(z)) é compacto e, portanto, h~* (Dn(r’, h(x))) é compacto (pois
h~1 é continua e pelo Teorema 32.5, pigina 1603) e contém a vizinhanga aberta de = definida por h’l(Dn('r", }L(L)))
Assim, todo z € X possui uma vizinhanca compacta, a saber, h ™! (Dn(r’, h(l))) para algum 7’ > 0 pequeno o suficiente,

provando que todo espago localmente Euclidiano é localmente compacto. |

Como consequéncia da Proposigao 33.1, acima, e da Proposi¢ao 32.29, pagina 1618, podemos afirmar que

Corolario 33.1 A reta de Sorgenfrey (R, 7[8]) (vide Se¢ao 27.2.1.1, pdgina 1417) ndo é um espago topoldgico localmente
Euclidiano. [m]

Nota referente ao Coroldrio 33.1. Poder-se-ia pensar que a reta de Sorgenfrey (R, 7[8]) ¢ localmente Euclidiana pois todo ponto de R ¢é
elemento de algum intervalo aberto (a, b), e tais intervalos sdo abertos tanto na topologia 7[S] de quanto na topologia usual 7g. Sucede,
porém, que sequer a aplica¢io identidade R 3 2 + = € R é um homeomorfismo entre (R, 7[8]) e (R, 7r), como observado em Nota & pagina
1418.
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e Metrizabilidade local de espacos localmente Euclidianos

Todo espago localmente Euclidiano é localmente metrizédvel, ou seja, cada ponto possui uma vizinhanga homeomorfa
a um espago métrico (pois cada D, (r, 0) é um espago métrico com a métrica Euclidiana usual). Para a nogao de
metrizabilidade e alguns resultados basicos, vide Segao 32.7, pagina 1650.

e Espacos localmente Euclidianos e espagos Hausdorff

Para a continuacao da discussao é interessante observar que nem todo espaco localmente Euclidiano é Hausdorff.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 33.1 Seja a chamada reta real com dupla origem (X, 7) (com X = RU{p}) apresentada no Exercicio E. 32.12, pagina
1586. O espago (X, 7) é localmente Euclidiano de dimensao 1. De fato, se € R, sua vizinhanga aberta V,, , = (z — 7,  + 1)
composta de um intervalo aberto de largura 2r > 0 é evidentemente homeomorfa a Dy (r, 0) = (—r, r), com o homeomorfismo
h: Vo — Dy(r, 0) sendo h(y) = y — z. Para o ponto p € X tomamos a vizinhanga abertas V,, » = (=7, 0) U {p} U (0, ), com

Y, sey#p,
r > 0, e 0 homeomorfismo h : Vj, = Dy (r, 0) serd dado por h(y) = Deixamos ao leitor a tarefa (elementar) de
0, sey=np.
provar que as funcoes h de acima e suas inversas sao continuas.

Também deixamos leitor a tarefa (elementar) de provar que a cole¢do {Vz, », © € R, 7 > 0}U{V,, », r > 0} é um recobrimento
por T-abertos de X = R U {p}. Isso mostrou que a reta real com dupla origem (X, 7) é um espaco localmente Euclidiano de
dimensao 1.

Apesar de localmente Euclidiano, o espago topolégico (X, 7) nao é Hausdorff, pois todo aberto que contém p intersecta todo
aberto que contém 0.

No Exercicio E. 27.63, pagina 1435, mostramos que a reta real com dupla origem é segundo-contavel.

A reta real com dupla origem é, em resumo, de um espaco localmente Euclidiano, segundo-contdvel, mas nao-Hausdorff. 4

e Variedades topolégicas. Defini¢oes e discussao

Chegamos agora a algumas das definigdes que centralizardo nosso interesse no presente capitulo.

Definicdo. Pré-Variedade Topolégica Um espago topolégico Hausdorff e localmente Euclidiano de dimensao n é dito
ser uma pré-variedade topoldgica de dimensao n. ®

A nocgao de pré-variedade topoldgica, acima, ¢ um tanto minimalista, pois pré-variedades topoldgicas podem ser
espagos nao metrizaveis e sem partigoes da unidade. Para evitar tais patologias é necessério agregar a definigao al-
guma condigao adicional, de modo a garantir a validade de propriedades topoldgicas gentis. Uma condigao adicional
costumeiramente agregada é a paracompacidade.

Definicdo. Variedade Topolégica Paracompacta Um espago topolégico Hausdorff, paracompacto e localmente
Euclidiano de dimensao n ¢é dito ser uma variedade topoldgica paracompacta de dimensao n. ®

Uma variedade topolégica paracompacta possui partigoes da unidade subordinadas a recobrimentos por abertos
(Teorema 32.25, pagina 1636) e é metrizdvel. Essa dltima afirmacao decorre do Teorema 32.29, pagina 1651. Desse
teorema e do fato de todo espago localmente Euclidiano ser localmente metrizavel segue que uma variedade topolégica
é metrizével se e somente se for paracompacta. Assim, é na importancia da propriedade de metrizabilidade que reside a
relevancia de garantir-se a propriedade de paracompacidade em uma variedade.

H4 outras razdes para desejar-se a propriedade de paracompacidade. Como veremos, existéncia de partigoes da
unidade é importante por garantir a existéncia de métricas Riemannianas em variedades diferencidveis e por permitir
uma definigdo de integragao de n-formas.

Uma outra definigdo de interesse ainda maior e que, como veremos, ¢ um caso particular da defini¢ao anterior, é a
seguinte:

Definicdo. Variedade Topolégica Segundo-Contavel Um espago topoldgico Hausdorff, segundo-contével e local-
mente Euclidiano de dimensao n é dito ser uma variedade topoldgica segundo-contdvel de dimensao n. )
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Nota.A condigio de ser Hausdorff niio pode ser dispensada: os Exerc E. 32.12, E. 27.63 e 33.1 (paginas 1586, 1435 e 1671, respectivamente)
mostram que o espago topolégico denominado reta real com dupla origem é localmente Euclidiano, segundo-contdvel, mas nao-Hausdorff. &

Uma variedade topoldgica segundo-contavel é dotada, dentre outras, das seguintes propriedades gentis:

1. Compacidade local (por ser localmente Euclidiana, conforme a Proposiciao 33.1, pagina 1670).
. Separabilidade (por ser segundo-contdvel, de acordo com a Proposigao 27.14, pagina 1433).

. Regularidade (por ser Hausdorff e localmente compacta, conforme a Proposicao 32.32, pigina 1632).

=W

. Normalidade (por ser Hausdorff, segundo-contével e localmente compacta, de acordo com o Corolério 32.10, pigina
1633).

5. Paracompacidade (por ser Hausdorff, segundo-contével e localmente compacta, conforme o Teorema 32.26, pagina
1637).

6. Existéncia, para cada recobrimento por abertos, de um refinamento contével e localmente finito por conjuntos
abertos relativamente compactos (também pelo Teorema 32.26, pagina 1637).

-

. Existéncia de partigoes da unidade subordinadas a recobrimentos por abertos (por ser Hausdorff, paracompacta e
pelo Teorema 32.25, pagina 1636).

o]

. Metrizabilidade (por ser, Hausdorff, regular e segundo-contdvel, de acordo com o Teorema 32.31, pdgina 1652).

©

. Existéncia de imerses e mergulhos em certos espagos R™. Um importante teorema estabelecido em 1936 por
‘Whitney afirma que toda variedade topolégica segundo-contavel de dimensao n pode ser mergulhada em um espago
R2". Para a formulacio precisa, vide Teoremas 33.3 e 33.4, pagina 1701 e seguintes.

Depreende-se da lista acima que toda variedade topolégica segundo-contavel é uma variedade topolégica paracom-
pacta. Um teorema geral, porém, garante que uma variedade topolégica paracompacta é segundo-contdvel se e somente
se possul um numero contavel de componentes conexas. Nao demonstraremos esse teorema aqui, mas o Exemplo 33.11,
pagina 1714, exibe uma instancia pedagégica que ilustra sua validade. Nas variedades topoldgicas paracompactas nao
segundo-contédveis o supracitado teorema de Whitney pode nao ser satisfeito.

Resumindo, pré-variedades topoldgicas nao sao, geralmente, metrizaveis e nao tém, geralmente, parti¢oes da unidade
subordinadas a recobrimentos por abertos e variedades topolégicas paracompactas que nao sao segundo-contdveis possuem
uma colegdo nao enumerdvel de componentes conexas. Em verdade, hd muito poucos resultados interessantes que podem
ser obtidos em espagos localmente Euclidianos que nao sejam paracompactos ou Hausdorff.

Como discutimos na Segao 32.3.5.1, pagina 1628, toda variedade topoldgica compacta é paracompacta e segundo-
contédvel, pois todo espago topolégico Hausdorff, localmente Euclidiano e compacto é segundo-contavel e paracompacto
(vide, particularmente, a Proposigao 32.30, pagina 1630).

Presentemente, a maioria dos autores prefere agregar a propriedade de ser segundo-contdvel & defini¢ao de variedade
topoldgica, pois essa propriedade garante a exclusao de espagos “patolégicos” sem, no entanto, impedir a validade da
metrizabilidade e da existéncia de parti¢oes da unidade subordinadas a recobrimentos (paracompacidade), dois instru-
mentos sem os quais o trabalho matematico seria deveras dificultado. Além disso, a validade do teorema de Whitney
sob a condicao de segundo-contabilidade indica que a nogao de variedade topolégica segundo-contével é a que mais se
aproxima da nogao intuitiva de superficie, a qual subjaz & nogao de variedade e motiva sua definigao.

Na Se¢ao 33.4.1, pagina 1714, apresentamos um exemplo ilustrativo de uma variedade topoldégica paracompacta mas
nao segundo-contdvel. Sua leitura permitird uma melhor apreciagao da distingao entre ambas as definigoes.

Daqui para a frente, salvo mengao em contréario, sempre que usarmos a expressao “variedade topoldgica” sem mais
qualificativos teremos em mente “variedade topolégica segundo-contdvel” (e, naturalmente, Hausdorff).

* kkk ok
Para encerrar essa discussao, facamos um comentério sobre a imagem dos homomorfismos h que definem as cartas

locais de coordenadas (V, h), com h: V — D, (ry, 0). Até o momento, convencionamos padronizar sua imagem como
sendo bolas abertas Dy,(ry, 0) C R"™ de raio ry > 0 centradas na origem. Em verdade, qualquer outro aberto de R™
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homeomorfo a tais bolas (por exemplo, os n-cubos abertos (—1, 1) ou o préprio R™) pode ser empregado na definigao.
Daqui por diante deixaremos essas possibilidade em aberto e s6 especificaremos a imagem de uma carta de coordenadas
h se tal for 1til a algum propésito especial.

e Atlas em variedades topolégicas segundo-contiveis

A seguinte proposicao assegura que toda variedade topoldgica segundo-contével possui ao menos um atlas contével
e localmente finito composto por conjuntos 7-abertos relativamente compactos. A existéncia de tais atlas é um fato
frequentemente empregado em demonstragoes de diversos tipos de assertivas em Geometria Diferencial e, em particular,
no estudo de Geometrias Lorentzianas (Relatividade Geral).

Proposicao 33.2 Toda variedade topoldgica sequndo-contdvel (W, T) possui um atlas contdvel {(Vp, hm), m € N} tal
que {Vy, m € N} € um recobrimento localmente finito de W composto por conjuntos T-abertos relativamente compactos.
[m]

Prova. Por ser um espago topoldgico localmente Euclidiano, (W, 7) possui ao menos um atlas U = {(Ux, hy), A € A}.
Por (W, 7) ser um espaco topoldgico Hausdorff localmente compacto e segundo-contdvel vale, pelo Teorema 32.26,
pégina 1637, que {Ux, A € A} possui um refinamento contével e localmente finito V = {V;,,, m € IN} por conjuntos
T-abertos relativamente compactos. Como V ¢ um refinamento de {Ux, A € A}, existe para cada V,,, € V um elemento
Uy,, € {Ux, X € A} tal que Vi, C Uy, (pelo Teorema 32.26, vale até mesmo que Vi, C Vi, € Ux,.). Se hyy = hy,, é a
carta de coordenadas associada a Uy, , entao (Vi,, hy,) compée uma carta local de coordenadas e {(Vin, hm), m € N}
compde um atlas contével de (W, 7) com {V,,,, m € IN} sendo um recobrimento localmente finito de W composto por
conjuntos T-abertos relativamente compactos.

Um corolério imediato da Proposi¢ao 33.2 e da Proposigao 32.36, pagina 1636, ¢ o seguinte:

Coroldrio 33.2 Toda variedade topoldgica seqgundo-contdvel (W, T) possui wma particio da unidade contdvel composta
por fungées de suporte compacto. [m}

Prova. Pela Proposi¢ao 33.2, W possui um recobrimento localmente finito {V,, m € IN} composto por conjuntos 7-
abertos relativamente compactos. Pela Proposigao 32.36, pigina 1636, existe uma parti¢ao da unidade {p,,, m € N}
subordinada a {V,,, m € N}, com suppp,, C V,, para todo m € IN. Logo, suppp,, ¢ um subconjunto 7-fechado do
T-compacto V;, e, pela Proposicio 32.18, pagina 1604, supp p,, é T-compacto. |

33.1.1 Construindo Variedades Topolégicas

Vamos agora brevemente descrever como novas variedades topoldgicas podem ser obtidas de outras por meio de certas
operagoes, como tomada de produtos, restrigao a subconjuntos ou tomada de quocientes.

e Produtos de variedades topolégicas

Se (X1, 1) e (X2, 72) s@o duas variedades topolégicas de dimensdes ny e no, respectivamente, definimos a variedade
topoldgica produto de ambas, denotada por (X7 x Xa, 71 X 72), como sendo a variedade topolégica (nq + ng)-dimensional
constituida pelo produto Cartesiano X; x X5 com a topologia produto 71 x 2. Sabemos pelas Proposigoes 27.17, pagina
1436, e 32.14, pagina 1598, que as propriedades de ser segundo-contavel e de ser Hausdorff sao herdadas por topologias
produto. Assim, a tinica questao revelante é saber se (X1 X Xa, 71 X 72) é localmente Euclidiana.

Sejam (Vi, hi) e (Vi, hi) cartas locais de coordenadas em (X;, 71) e (X2, 72), respectivamente. Defina-se o
homeomorfismo hy x ha : Vi x Vo — R™*+"2 de forma que sua imagem para cada (z1, 2) € Vi x Vi seja o produto
Cartesiano hy(x1) x ha(22) contido no produto de abertos hy (V1) x ha(Va) C R™MH72,

Se A1 e Ay sao atlas em (X1, 71) e (X2, 72), respectivamente, definimos A; X Az, como o conjunto formado por
todas as cartas locais de coordenadas da forma (V4 x Va, hy X hs), com (Vi, hi) sendo cartas locais de coordenadas de
A, k=1, 2. E fécil ver que A; X Az é um (ng + ng)-atlas em (X7 x Xo, 71 X 72).
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A variedade topolégica (X1 X Xa, 71 X 72) assim constituida é denominada variedade topoldgica produto das variedades
topolégicas (X1, 71) e (X2, 7). E claro que a construgio acima pode ser estendida para quaisquer produtos finitos® de
variedades topoldgicas.

e Subvariedades topoldgicas

Seja (N, 7n) uma variedade topolégica de dimensdo n e M C N com M # (. Podemos introduzir em M a topologia
77 induzida por 7y, onde os abertos sao os conjuntos da forma AN M, com A € 7y. Segundo as Proposi¢oes 27.16,
pagina 1435, e 32.13, pagina 1598, o espago topoldgico (M, 77) serd Hausdorff e segundo-contével.

Dizemos que (M, 77) é uma subvariedade topoldgica de dimensao m de (N, 7n) se for também um espago localmente
Euclidiano. E evidente que toda subvariedade topolégica de uma variedade topolégica é por si sé uma variedade topolégica
(por ser localmente Euclidiana, Hausdorff e segundo-contével). Vamos agora reformular essas ideias em termos de
propriedades da chamada fungao inclusao.

Sejam X e Y dois conjuntos nio vazios com Y C X. A func¢do i = iy,x : Y — X definida por i(y) := y para todo
y €Y, é denominada inclusio de Y em X, ou fungao inclusao de Y em X. A Proposicao 30.8, pagina 1508, ensina-nos
que podemos refrasear a defini¢ao de subvariedade topoldgica da forma sugerida na seguinte

Proposigao 33.3 Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) dois espagos topoldgicos, sendo que Y C X (assumimos X eY ndo vazios).
Suponhamos que (X, Tx) seja uma variedade topoldgica. Entdo (Y, Ty) serd uma subvariedade topoldgica de (X, Tx)
se a fungao inclusio iy, x 1Y — X for um mergulho topoldgico de (Y, 1v) em (X, 7x) e se (Y, 1v) for localmente
Euclidiano. [m]

Prova. Pela hipétese de iy, x : ¥ — X ser um mergulho topoldgico de (Y, 7y) em (X, 7x) segue pela Proposigio (30.8),
pagina 1508, que 7y = 77, a topologia induzida por 7x em Y. Segundo as Proposicoes 27.16, pagina 1435, e 32.13, pagina
1598, o espago topolégico (Y, 77) = (Y, 7y) serd Hausdorff e segundo-contdvel e, se também for localmente Euclidiano,
serd uma subvariedade de (X, 7x), segundo a defini¢ao prévia. |

Ainda relevante é a seguinte reformulagao das afirmagoes acima, que dispensa demonstragao:

Proposigao 33.4 Sejam (X, 7x) e (Y, 7v) duas variedades topoldgicas sendo que Y C X (assumimos X e Y nao
vazios). Entao, (Y, Ty) serd uma subvariedade topoldgica de (X, 7x) se a fung¢io inclusio iy, x : Y — X for um
mergulho topolégico de (Y, 1y) em (X, 7x). o

Essa proposigao serd usada mais adiante como inspiragao para a definigao de subvariedade diferenciavel.

e Variedades topolégicas quociente

Seja (X, 7) uma variedade topoldgica e seja “~” uma relagao de equivaléncia em X. Como discutimos brevemente

na Secao 32.4.3, pagina 1642, Podemos definir um espago topolégico (X/ ~, 7/ ~) sobre a colegio X/ ~ de classes de
equivaléncia por “~” com a topologia quociente 7/ ~, definida como sendo a maior topologia em X/~ para a qual a
aplicagdo quociente 7 : X — X/ ~, com w(z) := [z], ¢ continua. Trata-se, portanto, da topologia final (ou forte, ou
indutiva) definida por 7. Assim, um conjunto A C X/~ é declarado aberto na topologia 7/~ se e somente se 7~ (A) € 7.
O espago topolégico (X/~, 7/~) é denominado espago topoldgico quociente.

Um problema importante na construgao de variedades topolégicas é que as propriedades de Hausdorff e segundo-
contabilidade nao sao sempre herdadas por uma topologia quociente. Assim, ao examinarmos um espago quociente de
uma variedade topoldgica, somos geralmente obrigados a verificar a validade das trés propriedades topoldgicas definidoras
de uma variedade topoldgica: a propriedade de Hausdorff, a segundo-contabilidade e a propriedade de ser localmente
Euclidiana. O resultado a seguir (adaptado de [298]) auxilia nessa tarefa.

Lema 33.2 Seja (X, 7) wm espago topoldgico sequndo-contdvel, seja “~” uma relagio de equivaléncia em X e seja

o0 espago topoldgico quociente (X/~, 7/ ~), tal como definido acima. Se (X/~, 7/ ~) for localmente Euclidiano de
dimensao n, entao também serd sequndo-contdvel. [m}

8Para produtos nio finitos a propriedade de ser segundo-contével é geralmente perdida.
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Prova. Como (X/ ~, 7/ ~) é localmente Euclidiano, X/ ~ pode ser recoberto por um conjunto de (7/ ~)-abertos
Euclidianos {E) € €(X/~, 7/~, n), A € A}, para algum conjunto de indices A.

E evidente que a colecio {n~!(Ey) € , A € A} é um recobrimento de X por T-abertos.

Sabemos do Coroldrio 32.2, pdgina 1602, que se (X, 7) for segundo-contdvel, entdao é Lindeldf, ou seja, todo re-
cobrimento de X por 7-abertos possui um subrrecobrimento contavel. Logo, existe um subrrecobrimento contavel
{W’I(EM) er,, ke ]1\'} de X. Mas isso implica que {EM S E(X/ ~, T ~, n), k € ]N} é um recobrimento
contdvel de X/~ por (7/~)-abertos Euclidianos.

Como os conjuntos Ey, sdo abertos Euclidianos, existem homeomorfismos hy, : Ey, — R" para cada k € IN.

Seja A € 7/ ~. Entao, podemos escrever A como a uniao contdvel de (7/~)-abertos da forma AN Ey,. Pelo Lema
33.1, pagina 1669, esses conjuntos AN Ey,, por sua vez, podem ser escritos como unido contavel de imagens por h,;l de
uma colecao contédvel de bolas em R™. Segue imediatamente disso que a colegao de toda essas tais imagens para todos os
k € IN é uma colegao contdvel que recobre todo aberto A € 7/~, provando que (X/~, 7/~) possui uma base contdvel
e, portanto, é segundo-contavel. |

O seguinte corolario é imediato e dispensa demonstragoes.

Coroldrio 33.3 Seja (X, 7) uma variedade topoldgica e suponha que o espago topoldgico (X/~, 7/~) seja localmente
Euclidiano e Hausdorff. Entao, (X/~, 7/~) € uma variedade topoldgica. o

Ele afirma que para sabermos se um espago quociente de uma variedade topolégica é também uma variedade topolégica
basta verificar no espago quociente a propriedade de Hausdorff e a de ser localmente Euclidiano.

33.2 Variedades Diferenciaveis

e Difeomorfismos em R"™

Sejam A e B dois conjuntos abertos de R™ (na topologia métrica usual), A e B sendo supostamente homeomorfos. Um
homeomorfismo f : A — B é dito ser um difeomorfismo se f e f~! forem diferencidveis?. Um difeomorfismo f : A — B
é dito ser de classe C", r € IN, se f e f~! forem r-vezes diferencidveis. Um difeomorfismo f : A — B ¢ dito ser de classe
C, ou infinitamente diferencidvel, se for de classe C” para todo r € IN, ou seja, se f ¢ f~! forem r-vezes diferencidveis
para todo r € IN.

e Cartas compativeis

Seja (X, 7) uma variedade topolégica segundo-contével de dimensio n. Dizemos que duas cartas locais de coordenadas
(Vi, h1) e (Va, ho) sio cartas compativeis se ViNVa = () ou, caso ViNVa # B, se a fungdo de transigio Hy, v, 1= hoo(hi) !
for um difeomorfismo infinitamente diferencidvel de hy (V4 N V2) C R™ em ho(Vy NVa) C R™ E evidente que toda carta
(Vi, hi) é compativel consigo mesma e que se (Vi, hi) é compativel com (Va, hs), entdo (Va, hs) é compativel com
(V4, hq). Trata-se, portanto, de uma relagao de compatibilidade no sentido da defini¢do da Segao 1.1.2.7, pagina 65.

Chamamos a atengdo, porém, para o fato de que as relagoes acima definidas sdo de compatibilidade, mas nao de
equivaléncia. Para ver isso, consideremos trés cartas locais de coordenadas (Vi, hi), (Vz, h2) e (Va, h3) e suponhamos
que Vi NVy =0, que Vo NV =0, mas V; N V3 # 0. Entao, (Vi, h1) e (Va, h2) sdo compativeis e (Va, ha) e (Va, h3)
também sdo compativeis, mas isso nao implica necessariamente que (Vi, h1) e (V3, hs) sejam compativeis ou niao, pois
isso depende de a funcao de transicao Hy, v, := hz o (}n)’l ser um difeomorfismo infinitamente diferencidavel ou nao,
fato que nao decorre nem da compatibilidade entre (V, hi) e (Va, ho) nem da compatibilidade entre (Va, hg) e (V3, hg).

Como veremos logo adiante, porém, essa relagao de compatibilidade entre cartas locais de coordenadas induz uma
relagao de equivaléncia entre certos tipos de atlas.

90 leitor deve ser advertido do fato que, lamentavelmente, nio hd uniformidade dessa definicdo na literatura. Alguns autores definem
difeomorfismos como sendo aplicagdes que, junto com suas inversas, sao infinitamente diferencidveis.
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e Atlas infinitamente diferencidveis. Relagao de equivaléncia entre atlas diferencidveis

Seja (X, 7) uma variedade topoldgica segundo-contdvel de dimensdao n. Um atlas A = {(VA, hy), A € A} em
(X, 7) é dito ser um atlas infinitamente diferencidvel se todas as suas cartas locais de coordenadas forem compativeis,
ou seja, se todas as fungoes de transicao Hy,, v,, com Vi NV # @ forem difeomorfismos infinitamente diferenciveis de
ha(VaNVy) CR™ em hy (VA NVy) CR™

Dois atlas infinitamente diferencidveis A; e Ay em (X, 7) sdo ditos ser atlas equivalentes se Ay U A for um atlas
infinitamente diferencidvel, ou seja, se todas as cartas locais de coordenadas de A; forem compativeis com todas as
cartas locais de coordenadas de A;. Denotamos a equivaléncia de dois atlas A; e As por Ay ~ As, como usual. Essa é,
de fato, uma relagao de equivaléncia entre atlas infinitamente diferencidveis. Para ver isso, note-se que é evidente pela
defini¢ao que todo atlas infinitamente diferencidvel é equivalente a si mesmo e que se um atlas infinitamente diferencidvel
A; for equivalente a um atlas infinitamente diferencidvel As, entdo A é equivalente a Aj. O tnico ponto sutil é a
transitividade. Sejam trés atlas Ap = {(Va,, hx,), Ax € Ag}, B =1,2,3, com A; ~ Ay e Ay ~ Aj3. Desejamos provar
que duas cartas (Vx,, hy,) € A1 e (Va,, ha,) € As quaisquer sao compativeis no sentido da defini¢do da acima. Caso
Vi, NVa, = 0 as cartas sdo compativeis. Suponhamos, entio, Vy, NVy, # 0. Como Ay é um atlas, a familia de cartas locais
{Vxs» A2 € Az} recobre X e, portanto, Vi, N Vi, possui um recobrimento {Vy,, A2 € Mz} com M, C Az. A fungao de
transicao Hv, vy, = hag o (hy, )71 by, (Va, NV, ) = ko (Va, NVa,) quando restrita a cada aberto hy, (Vy, NV, NVa,),
com Ay € My, pode ser escrita como Hy, v, = (h)\3 o (h/\z)’l) o (h,/\2 o (hh)") = Hv,,, v, © Hv,,, v, que é um
difeomorfismo infinitamente diferencidvel, por ser a composi¢ao de dois difeomorfismos infinitamente diferencidveis. Com
isso0 provamos que HVM, Vag ¢ um difeomorfismo infinitamente diferencidvel em todo aberto hy,(Vy, N Vy, NV),), com
A2 € My, e como os V), com Ay € M recobrem Vy, NV, e hy, é bijetora, concluimos que HVA], Vag é um difeomorfismo
infinitamente diferencidvel em todo aberto hy, (Vx, NVy,). Isso, por fim, estabeleceu que as cartas (Vy,, ha,) e (Vay, hy,)
sdo compativeis, provando que A; ~ Ag.

e Estruturas infinitamente diferenciaveis

Uma classe de equivaléncias de atlas infinitamente diferencidveis segundo a definicao acima é denominada uma es-
trutura infinitamente diferencidvel em (X, 7). Denotaremos uma estrutura infinitamente diferenciavel em (X, 7) por
I=9(X, 7).

A uni&o de todos os atlas de uma dada estrutura infinitamente diferencidvel J é dita ser o atlas mazimal de J. Se A é
um atlas em (X, 7), sua classe de equivaléncia ¢é dita ser a estrutura infinitamente diferencidvel gerada por A. A uniao
de todos os atlas pertencentes a estrutura infinitamente diferencidvel gerada por A é dito ser o atlas mazimal gerado por

A.

e Variedade infinitamente diferenciavel

Uma variedade topoldgica segundo-contavel que admite ao menos um atlas infinitamente diferencidvel é dita ser uma
variedade infinitamente diferencidvel, ou uma variedade de classe C°°. Mais precisamente, uma variedade infinitamente
diferencidvel é uma tripla (X, 7, J), onde (X, 7) é uma variedade topoldgica segundo-contavel e J é uma estrutura
infinitamente diferencidvel em (X, 7).

Com um certo abuso de linguagem, iremos nos referir frequentemente a uma variedade infinitamente diferencidvel
(X, 7, J) simplesmente por (X, J) (omitindo a topologia), ou mesmo por X (omitindo também a estrutura infinitamente
diferencidvel). Tais simplificagoes ocorrem tipicamente quando se fazem afirmagoes onde a topologia e a estrutura
infinitamente diferencidvel especificamente consideradas estao implicitas. Um outro abuso de linguagem frequentemente
adotado é o de denominar “variedade infinitamente diferencidvel” simplesmente por “variedade diferencidvel”.

e Aplicagoes diferencidveis entre variedades diferenciaveis

A nocgao de diferenciabilidade de fungoes de R™ em R™ é bem conhecida e podemos generalizi-la para fungoes
entre variedades diferenciaveis usando, para tal, o fato de que por meio da introdugao de coordenadas locais, podemos
considerar fungdes entre variedades como fungoes de abertos de algum R em algum R™. Sejam M; e My duas variedades
diferencidveis de dimensdo m; e ma, respectivamente. Sejam Ay, = {(AL, hl), a € A1} e Ay, = {(qu, h§)7 B € Ao}
atlas infinitamente diferencidveis em M; e Mo, respectivamente. Uma fungao continua ¢ : My — My de M, em M> é dita
ser diferencidvel se para todas as cartas locais (AL, hl) € A, e (A3, h3) € Ay, para as quais valha o(AL) N A3 # 0
as aplicagdes hj o @ o (h})~" dos abertos hl(AL) C R™ nos abertos h3(A%) C R™ forem diferencidveis.

E facil constatar que se ¢ é diferencidvel em relacdo aos atlas infinitamente diferenciaveis Any, e Ang, ela o serd em
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relagdo a quaisquer outros atlas das mesmas respectivas estruturas infinitamente diferencidveis.

e Difeomorfismos entre variedades

Uma nogao de grande relevancia é a de difeomorfismo entre variedades infinitamente diferencidveis. Sejam M; e
My duas variedades diferencidveis dotadas de estruturas infinitamente diferencidveis Jps, € Jpz,, respectivamente. Uma
fungao f : My — Mo ¢ dita ser um difeomorfismo entre (My, Jar,) e (Ma, Jag,) se for um homeomorfismo e se f e
sua inversa f~! forem diferencidveis (no sentido da defini¢do acima). Note-se que para que f seja um homeomorfismo é
necessario que My e Ms tenham a mesma dimensao.

Um difeomorfismo f : My — Mo é dito ser um difeomorfismo suave, ou um difeomorfismo infinitamente diferencidvel,
se f e sua inversa f~! forem infinitamente diferencidveis (no sentido da defini¢io acima).

Duas variedades diferencidveis (M, Ja) e (N, In) sdo ditas ser variedades difeomorfas se existir um difeomorfismo
f:M — N. Dada uma colegao de variedades diferencidveis M = {(M,, Jar,), v € '}, arelagdo de difeomorfia estabelece
uma relagao de equivaléncia em M, como é ficil constatar. As classes de equivaléncia de M por essa relacdo sao ditas
classes de difeomorfia. Muitas propriedades de variedades diferencidveis podem ser estabelecidas dentro de classes de
difeomorfia e permitem, assim, uma classificagao de variedades diferencidveis de acordo com as mesmas, daf a relevancia
dessa nogao.

Nogoes andlogas existem para difeomorfismos suaves: duas variedades diferenciaveis (M, Jpr) e (N, Jy) sdo ditas
ser variedades suavemente difeomorfas se existir um difeomorfismo suave f : M — N. As correspondentes classes sao
denominadas classes de difeomorfia suave.

e Homeotipos e difeotipos

Ha uma nomenclatura variada a respeito dessas nogoes com a qual o estudante deve se familiarizar, a despeito do
fato de, por vezes, meramente dizer a mesma coisa com palavras distintas.

Diz-se que duas variedades topolégicas My e My sao idénticas médulo homeomorfismos, ou que possuem 0 mesmo
homeotipo, se existir um homeomorfismo f : My — M,, ou seja, se forem homeomorfas.

Diz-se que duas variedades diferencidveis My e Mj sao idénticas médulo difeomorfismos (suaves), ou que possuem o
mesmo difeotipo (suave), se existir um difeomorfismo (suave) f : My — My, ou seja, se forem (suavemente ) difeomorfas.

Sejam J; e J duas estruturas diferencidveis em uma mesmo conjunto M e suponha que (M, J;) e (M, J3) sejam
(suavemente) difeomorfas. E comum nesse caso, dizer, com um certo abuso de linguagem, que as estruturas diferencidveis
Jy e Jy sdo (suavemente) difeomorfas ou que sdo idénticas mddulo difeomorfismos (suaves).

Claro esta que duas variedades diferencidveis com o mesmo difeotipo tém também o mesmo homeotipo.

o Difeomorfismos locais

Sejam M; e M, duas variedades diferencidveis. Uma funcao f : My — M é dita ser um difeomorfismo local em um
ponto p € M se existirem vizinhangas V4 de p e Vo de f(p) tais que f : V3 — V2 é um difeomorfismo. Aqui, V5 e V5
devem ser entendidas como subvariedades de M; e Ma, respectivamente.

o Exemplos na reta real R

Vamos discutir um exemplo simples e importante e que deve esclarecer certas ideias. Considere-se a reta real R com
a topologia usual TR.

Considere-se o atlas A; composto de uma tnica carta local de coordenadas (R, hy), onde hy : R — R é a carta de
coordenadas dada por hy(xz) = 2 (a aplicagdo identidade em R). Seja J; a estrutura diferencidvel a qual A; pertence.
Entao, My = (R, mr, J1) compde uma variedade diferenciavel, denominada reta real padrao.

Considere-se agora uma segunda construgao. Tome-se a reta real R com a topologia usual 7r, mas considere-se o
atlas A, composto de uma tnica carta local de coordenadas (R, hz), onde he : R — R é a carta de coordenadas dada
por ha(z) = 23. Seja J» a estrutura diferencidvel & qual A, pertence. Entdao, M» = (R, 7r, J2) compde novamente uma
variedade diferencidvel.

As variedades diferencidveis My e Ms, acima, sdo distintas, pois possuem estruturas diferencidveis distintas. De fato,
a carta local de coordenadas (R, hy) é incompativel com a carta local de coordenadas (R, hs), pois a fungao de transi¢ao
hiohy' ¢ dada na carta local comum R por hy o hy ' (z) = 2'/3, a qual ndo ¢ uma fungio diferencidvel de R em R (sua
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derivada diverge em z = 0).

Vemos disso que mesmo a reta real pode admitir mais de uma estrutura diferencidvel distinta. E de se notar, porém,
que as duas variedades diferencidveis acima sao suavemente difeomorfas, ou seja, possuem o mesmo difeotipo.

De fato, seja f : My — My dada por f(z) = z'/3. E facil ver que f é um homeomorfismo (verifique!) e temos que
haofohy' iR — R e suainversa iy o f~1ohy' : R — R sio dadas por (heo fohy!)(z) =z e (hio f T ohy')(z) =
x, respectivamente (verifique!). Ambas as fungdes sdo infinitamente diferencidveis e, portanto, f : My — My é um
difeomorfismo suave.

E. 33.3 Ezercicio. Seja a reta real R com a topologia usual &, mas considere-se o atlas A, 4, (com k € IN e 29 € R) composto
de uma dnica carta local de coordenadas (IR, hi, 4, ), onde hx, ., : R — R é a carta de coordenadas dada por hi, 4 () = (z — x0)** 1.
Novamente, seja Jx 2, a estrutura diferencidvel a qual Ay, ., pertence e seja My ., = (R, 7w, Jr,z,) a correspondente variedade
diferencidvel. Quando duas cartas locais de coordenadas (R, hk,«,) € (R, hk/_%) sdo compativeis entre si? Mostre que as diferentes
variedades Mj. ., sdo suavemente difeomorfas. o+

Aprendemos do exemplo das variedades My e Ms, acima, que um mesmo espaco topoldgico como (R, 7gr) pode
admitir mais de uma estrutura diferencidvel, mas que pode ocorrer que as respectivas variedades diferencidveis sejam
suavemente difeomorfas e, portanto, ainda assim equivalentes para os propésitos da Anélise de Variedades Diferencidveis.

A questao relevante que se coloca, portanto, é saber se pode haver variedades diferencidveis que possuam o mesmo
homeotipo, mas nao o mesmo difeotipo. Fagamos uma breve discussao sobre essa profunda questao.

e Multiplicidade de estruturas diferencidaveis mdédulo difeomorfismos suaves

Nem toda variedade topolégica segundo-contével admite um atlas infinitamente diferenciavel e, portanto, nem toda
variedade topoldgica segundo-contével possui uma estrutura infinitamente diferenciavel. E, porém, verdade (mas nada
6bvio) que pode haver vdrias estruturas infinitamente diferencidveis nao suavemente difeomorfas em uma variedade
topolégica segundo-contavel.

Segundo teoremas demonstrados por Radon'® e outros (vide [342]), a multiplicidade de estruturas infinitamente
diferencidveis ndo suavemente difeomorfas sé pode ocorrer em variedades diferencidveis de dimensio 4 ou mais. Histo-
ricamente, o primeiro exemplo encontrado de uma variedade que admite mais de uma estrutura diferenciavel mddulo
difeomorfismos suaves foi a esfera $7, descoberta feita por Milnor!' em 1956. A esfera $7 admite 15 estruturas infinita-
mente diferencidveis nao difeomorfas (ou 28 se levarmos em conta homeomorfismos que alteram a orientacdo de $7). Os
espagos R™ com n # 4, em particular, admitem uma tnica estrutura diferencidvel mddulo difeomorfismos suaves, mas
o0 espaco R* admite uma colecdo nao contavel de estruturas diferenciaveis mddulo difeomorfismos suaves, um célebre
resultado obtido por Freedman'? e Donaldson'® entre 1982 e 1983. Mais que isso, ocorrem em 4 dimensdes infinitas
variedades ditas exéticas, as quais sio (globalmente) homeomorfas a R* mas nio difeomorfas ao mesmo. E até o presente
(2017) uma questdao em aberto saber quantas estruturas infinitamente diferencidveis nao difeomorfas existem na esfera
$%. Para uma discussdo mais detalhada sobre estruturas infinitamente diferencidveis, vide [227].

Em Fisica, particularmente no contexto da Teoria da Relatividade Geral, é uma questao em aberto saber se a existéncia
de estruturas infinitamente diferencidveis nao difeomorfas em uma dada variedade topolégica, possui relevancia, mas é
de se acreditar que sim, pois leis fisicas sao usualmente expressas em termos de equagoes diferencidveis e, portanto, como
tais, devem ser formuladas em estruturas infinitamente diferenciais especificas. H4, a respeito desse tema, uma pequena
mas crescente literatura. Vide, e.g., [31] e veja também E. Witten, “Global Gravitational Anomalies”, Commun. Math.
Phys. 100, 197-229 (1985) ou Torsten ABielmeyer and Carl H. Brans, “Cosmological Anomalies and Ezotic Smoothness
Structures”, Gen. Rel. Grav. 34, 1767 (2002). Sabe-se hoje, por exemplo, que a existéncia de métricas de Einstein
(solugbes das equagoes de Einstein no vdcuo) em quatro dimensdes depende do difeotipo (ndo do homeotipo) da variedade
considerada e, portanto, da classe de equivaléncia das estruturas diferencidveis médulo difeomorfismos (para o caso
Riemanniano, vide [51]).

10Johann Karl August Radon (1887-1956).

11 John Willard Milnor (1931-). O trabalho original é John Milnor, “On Manifolds Homeomorphic to the 7-Sphere”. The Annals of
Mathematics, 64, No. 2, 399-405 (1956).

12Michael Hartley Freedman (1951-). A referéncia original é: M. H. Freedman, “The topology of four-dimensional manifolds”, Journal of
Differential Geometry 17 (3): 357-453 (1982).

138ir Simon Kirwan Donaldson (1957-). A referéncia original é: S. K. Donaldson, “Self-dual conne
4-manifolds”. Bull. Amer. Math. Soc. 8 , 81-84 (1983).
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o Variedades de classe C*

Na defini¢ao de variedade diferencidvel que apresentamos acima as fungoes de transigido sao supostas serem infinita-
mente diferencidveis, dai denominarmos tais variedades como variedades de classe C°°. De maneira analoga podemos
definir variedades de classe C*, com k € IN, como sendo aquelas que admitem fungdes de transicio apenas k-vezes
diferencidveis. B importante, porém, chamarmos a atencao do leitor para o seguinte resultado:

Teorema 33.1 Seja k € IN. Toda variedade de classe C* ¢ difeomorfa'* a uma variedade de classe C*°. Sejal € NU{oo}
com 1 <k <1< oco. Se duas variedades de classe C' forem C*-difeomorfas, entio elas sio também C'-difeomorfas. O

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [227]. Grosseiramente, o mesmo afirma que para a maioria
dos propésitos estruturais o estudo de variedades de classe C> engloba o de variedades de classe C*. No presente texto
consideraremos apenas variedades de classe C™.

e Produtos de variedades diferenciiveis

Se (X1, 71, J1) e (X2, T2, J2) sdo duas variedades diferencidveis de dimensdes ny e na, respectivamente, definimos a
variedade produto de ambas, denotada por (X7 X Xz, 71 X 72, J1 x J3), como sendo a variedade (ny + nz)-dimensional
constituida pelo produto Cartesiano X; x X5 com a topologia produto 71 X 72 € com a estrutura infinitamente diferenciavel
denotada por J; x Jo gerada pelo atlas Ay x Az, onde Ay, pertence a estrutura infinitamente diferencidvel J, k = 1, 2.
O produto A; x As, por sua vez, é o atlas formado por todas as cartas da forma (V4 x Va, hy X hs), com (V, hy) sendo
cartas locais de coordenadas de A, k =1, 2. O homeomorfismo hy X hy é definido em V; x V4 e sua imagem para cada
(21, ) € Vi x Va é o produto Cartesiano hy(z1) X ha(x2) contido no produto de abertos hy(V;) x ha(Vz) C R™M+n2,
E um exercicio simples mostrar, fazendo uso da regra de Leibniz, que as fungdes de transi¢ao associadas ao produto de
cartas locais de coordenadas sao diferenciaveis.

e Fungoes diferencidveis em variedades diferencidveis

Seja (X, 7, J) uma variedade diferencidvel e seja A = {(V)\, hy), A€ A} um atlas de J. Uma fungao f: X — R é dita
ser diferenciavel segundo a estrutura diferenciavel J se para toda carta de coordenadas hy de A a funcao f ohgl :R" - R
for diferencisvel. B facil constatar (faga-o!) que essa defini¢do independe do particular atlas A tomado em J, mas essa
nocao de diferenciabilidade de fungées depende da estrutura diferencidvel J adotada.

Analogamente, se (X, 7, J) uma variedade infinitamente diferencidvel (ou de classe C*), dizemos que f: X — R é
infinitamente diferencidvel (k-vezes diferencidvel) segundo a estrutura diferenciavel J se todas as fungoes fohy ' : R" — R
forem infinitamente diferencidveis (k-vezes diferencidveis).

e Alguns comentarios gerais

E muito comum, ¢ adotaremos cssa prética aqui também, que uma variedade diferencidvel seja especificada, nao pela
apresentacao de uma estrutura diferencidvel completa, mas apenas por um atlas, de sorte que fica subentendido que a
estrutura diferencidvel adotada é aquela que contém o atlas utilizado. Alguns autores optam também por assumir que
o atlas utilizado para especificar uma variedade diferencidvel seja um atlas maximal. Essa precaugao pode ser 1til ao
simplificar certas coisas, mas é frequentemente dispensavel.

e Orientabilidade

Seja uma variedade diferencidavel X de dimensao m e seja A um atlas em X. Sejam (V1, hy) € A e (Va, hs) € A duas
cartas locais de coordenadas com Vi N Vs # 0 e seja Hy, v, = hy, o (h,vl)’1 a correspondente func¢ao de transicao, que
mapeia bijetivamente um aberto de R"™ em outro aberto de R", sendo diferencidvel e com inversa diferencidvel.

Dizemos que a fungio de transicao preserva a orientacao se seu determinante Jacobiano for positivo.
Um atlas é dito ser um atlas orientado se todas as suas fungoes de transigdo preservarem a orientagao.
Uma variedade diferencidvel é dita ser uma variedade orientada se admitir ao menos um atlas orientado.

O exemplo mais simples de uma variedade nao orientada é a tira de Mébius, apresentada a péagina 1724. Outros
exemplos sao a garrafa de Klein, apresentada & péagina 1725, e o espago projetivo bidimensional, Se¢ao 33.4.6, pagina

14 A nogio de difeomorfismo entre variedades encontra-se definida a pagina 1677.
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1726.

33.2.1 Partigoes da Unidade Diferenciaveis

Conforme observamos & pagina 1672, item 7, toda variedade topolégica segundo-contdvel possui parti¢oes da unidade
subordinadas a recobrimentos por abertos. No caso particular de variedades diferencidveis, é possivel estabelecer a
existéncia de parti¢oes da unidade subordinadas a recobrimentos por abertos que tenham adicionalmente a propriedade
de serem compostas por fungoes infinitamente diferencidveis . Esse fato é de especial relevancia em diversas consideragoes
de natureza estrutural sobre variedades diferencidveis (como na demonstragao de existéncia de métricas Riemannianas e
na teoria de integragao de n-formas) e dele trataremos na presente se¢ao. Discussoes semelhantes podem ser encontradas,
e.g., em [509] e [72], as quais seguimos parcialmente. A afirmativa que desejamos fazer é:

Teorema 33.2 Seja M uma variedade diferencidvel e seja U = {Ux, A € Ao} um recobrimento de M por abertos.
Entao, eziste uma parti¢io da unidade contdvel {P, : M — [0, 1], a € N} subordinada a esse recobrimento (para todo
a € N existe Ao € Ao com supp P, C Uy, ) tal que todas as fungées Py, a € N, sdo infinitamente diferencidveis e possuem
suporte compacto. O

Prova. Vamos considerar um refinamento B’ = {B}, A € A1} de U obtido tomando interseccoes dos abertos Uy de U com
os abertos A, de um atlas infinitamente diferencidvel A = {(Aq, hq), @ € Az} de M. Como M é paracompacto, B’
possui um refinamento localmente finito B = {Bx, X € Az}. Note-se que, por construcao, cada By € B estd no dominio
de alguma carta local hy de A.

Como observado & pagina 1672, item 6 (vide também o Teorema 32.26, pagina 1637), B possui um refinamento
€ = {Cp, m € IN}, contdvel e localmente finito, por abertos relativamente compactos, de sorte que para cada m € IN
existe A\, € A tal que Cy, C Cm C By,,.

Por construgao, cada Bj estd no dominio de uma carta de coordenadas hy, A € A3 e, sem perda de generalidade,
suporemos que para cada A a imagem de By por hy contenha no seu interior, para algum 7y > 0, o hipercubo fechado
K,(2ry, 0) de R™ (n sendo a dimensdo de M). Aqui para todo £ > 0 denotamos por K, (2¢, 0) C R"™ o hipercubo
fechado de arestas 2¢ centrado na origem: K,(2(, 0) := {(y', ..., y") € ]R,"| [yl <€, VE € {1, ..., n}}.

Para cada 7 > 0 a funcao f, : R — [0, oo) dada por

exp(fﬁfﬁ), se |z| <7,

fr(z) =

0, se x| >,

¢é continua, infinitamente diferencidvel e possui suporte compacto (a saber, o intervalo fechado [—r, r]), como facilmente
se constata. O mesmo vale para a funcdo g, : R" — [0, oo) definida por g.(z!, ..., 2") := f.(z!)--- f.(z"). E de se
observar que o suporte de g, é K,(2r,0), que é compacto.

Para cada C), € € consideremos um conjunto By, € B como acima contido no dominio de uma carta hy,,, como
acima, com C,, C Cp, C By, e seja ¢ € Oy, C By,,. Denotemos hy,, (¢) (as coordenadas de ¢ pela carta de coordenadas

ha,,) por hy, (¢) = (zl, ..., ) = z.. Escolhendo ' = 1'(c, m) > 0 pequeno o suficiente, a fungio g, .(z) :=
g (x —x) = fr(at — L)+ fr (2™ — 27) terd suporte inteiramente contido em hy,, (By,,). Podemos agora considerar a
fungdo definida em cada ponto (z!, ..., z") da imagem de hy,, (Ba,,) por g c(z', ..., a"). Isso permite-nos definir

uma fungao Gy ¢,m : M — [0, 00) por

(’Mm (7))) , parapé€ By, ,

0, parap ¢ By, ,

com

goree (T ®)) = gor.e(m1 (i, ®)s o 7, @) = S (2 (i, (0) =) - oo (7 (i, @) = 22) |
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onde 7, : R™ — R é definida por my(2', ..., 2™) = 2* para cada k € {1, ..., n} (m é a projecio sobre a k-ésima
coordenada), ou seja, expressando diretamente em termos das coordenadas (:cl, ..., 2"), Gy e € definida por
gr,e(x) = fo(at —al)-- fu(a™ —a?), com hy, (p) = (z', ..., 2"), parap€ B, ,
G eom(p) =
0, para p & By,, .

Observe-se que Gy, ¢, m(c) = f7(0)" > 0.

E evidente pela construcio que G,/ ¢ ., ¢ infinitamente diferenciavel (pois as fungdes g,, mr e hy 0 s@o) e que o
suporte de Gy ¢, m ¢ compacto (lembrar do Teorema 32.5, pagina 1603, e do fato que h;’i é continua) e esta contido
em B,,. E também claro que o conjunto E, := {p € M|Gp c.m(p) > 0} é aberto (por ser a préimagem de (0, co)
pela fungdo continua G, ¢ m). Como ¢ € E. para cada ¢ € Com (pois Gy, ¢, m(c) > 0 como observado acima), a cole¢ao
{E,, ¢ € Cy,} é um recobrimento por abertos do compacto C,,. Assim, C,, possui um recobrimento por abertos finito
{E¢,, ..., E.} e, portanto, a fungao Gy, : M — R definida por Gy, (p) := G ;. m(p) + - + G ;. m(p), p € M, é

também infinitamente diferencidvel, tem suporte compacto e satisfaz C, C supp (Gp) C By,

Concluimos, entao, que para cada m € IN, é possivel encontrar uma funcao infinitamente diferencidvel de suporte
compacto Gy, : M — [0, o0) com Cy, C supp (Gy,) C By,,. Note-se também que, como os conjuntos Cy,, recobrem M,
existe para cada p € M algum G,, com G, (p) > 0.

Como B e € sao localmente finitos, cada p € M possui uma vizinhanga V), que intersecta apenas uma colecao finita
de elementos de B e de € e, portanto, de elementos de { supp G,,, m € IN}. Conforme argumentado na demonstragao do
Teorema 32.25, pagina 1636, a funcao em M dada pela soma Y, Gy, estd bem definida e é infinitamente diferenciavel,
pois para cada p € M comparece na soma apenas um nimero finito de somandos nao nulos. E também claro do exposto

acima que ) . G (p) > 0 para todo p € M.

As fungées P, : M — [0, 1], a € IN, definidas por P, := Ga/ Y., ,cry Gm sdo infinitamente diferencidveis, tém suporte
compacto, satisfazem supp P, = suppG, C By, e, portanto, {supp P,, a € IN} é um recobrimento localmente finito
de M. Além disso, Y, Pa(p) = 1 para todo p € M e, portanto, {P,, a € N} compde uma particdo da unidade
infinitamente diferenciavel subordinada a B e, portanto, a U. |

O seguinte coroldrio imediato é obtido por uma mera juncéo de resultados anteriores e o mencionamos aqui para
referéncia futura.

Corolario 33.4 Se é M uma variedade diferencidvel, entao M possui um atlas infinitamente diferencidvel contdvel
{(Vins hi), m € N} tal que {V;,,, m € N} € um recobrimento localmente finito de M composto por conjuntos abertos
relativamente compactos e existe uma particio da unidade contdvel {P, : M — [0, 1], a € IN} subordinada a esse
recobrimento tal que todas as fungoes P,, a € IN, sao infinitamente diferencidveis e possuem suporte compacto. [m}

Prova. A existéncia do atlas {(V,, hy), m € IN} com as propriedades mencionadas foi estabelecida na Proposicao 33.2,
pégina 1673. A existéncia da parti¢do da unidade {P, : M — [0, 1], a € IN} subordinada ao recobrimento {V,,,, m € N}
e com as demais propriedades mencionadas decorre do Teorema 33.2. |

e Estendendo globalmente fungoes infinitamente diferenciaveis

A existéncia de parti¢oes da unidade diferencidveis expressa no Teorema 33.2, pdgina 1680, é um fato de grande
importancia estrutural na teoria das variedades diferencidaveis. Uma das razoes para tal importancia encontra-se expressa
na proposicao que segue e reside no fato de que a existéncia de parti¢oes da unidade diferencidveis permite estender a
toda uma variedade diferencidvel M fungoes diferenciaveis definidas apenas em cartas locais de um atlas de M.

Proposicao 33.5 Seja M uma variedade diferencidvel dotada de um atlas infinitamente diferencidvel {(AA, hy), A€ A}
e seja para cada A € A uma fungio fr : Ax — R infinitamente diferencidvel. Seja {Pa M = [0, 1], a € ]N} uma
particao da unidade subordinada ao recobrimento {AA7 A€ A} de M composta por fungées infinitamente diferencidveis
e de suporte compacto, cuja eristéncia foi garantida no Teorema 33.2, de modo que a cada a € IN existe um A\, € A
com supp Py C Ay,. Entao, f: M — R dada por f(p) := 3 ,cn Pa(p)fr.(p), p € M, estd bem definida e é uma fungio
infinitamente diferencidvel em toda M. [u]

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 33 1682/2825

Prova. Cada funcao P,f, ¢ infinitamente diferencidvel e tem suporte contido em supp P,, anulando-se fora desse
conjunto. Cada ponto p € M possui uma vizinhanga onde apenas uma colegao finita de P,’s ¢ nao nula (pois {P,, a € N}
compoe uma parti¢ao da unidade). Logo, >, cn Pa(p)fa, () é uma soma finita nessa vizinhanga sendo, portanto, uma
funcao infinitamente diferencidvel na mesma. |

33.2.2 A Nogao de Espago Tangente

Uma das caracteristicas mais importantes das variedades diferencidveis é a possibilidade de dotar cada um de seus pontos
de um espago vetorial especial, de mesma dimensao que a variedade, denominado espaco tangente. Grosso modo, o espago
tangente a um ponto é o espago das velocidades de todas as curvas diferencidveis que passam por esse ponto. Sobre o
espago tangente diversas outras estruturas importantes podem ser construidas, como formas diferenciais, campos vetoriais
e tensoriais, tensores métricos, conexoes, tensores de curvatura etc. Trata-se, portanto, de um objeto de importancia
central na Geometria Diferencial e em suas aplicagoes em Fisica.

e Espacgo tangente. Uma primeira caracterizagao

Seja V uma variedade diferencidvel de dimensao n dotada de um atlas infinitamente diferencidvel A = {(Ax, hy), A €
A}. Uma curva continua em V' é uma fungao continua ¢ : I — V, onde I C R é um intervalo aberto de R. Se escolhermos
I pequeno o suficiente podemos sempre supor que a curva ¢ nao se autointercepta, ou seja, que ¢ : I — V' é injetora.
Seja p € V e seja 6, a colegao de todas as curvas continuas injetoras ¢ : I — V' que passam por p, com I sendo algum
intervalo aberto de R. Sem perda de generalidade suporemos que 0 € I e ¢(0) = p para toda curva de 6.

Recordemos que no caso familiar de V' ser o espago R" (com a topologia usual), uma curva ¢ : I — R" que passa por
p=(p1. ..., pn) € R™ é dada por c(t) = (c1(t), ..., cn(t)) com ¢ : I — R sendo continuas e satisfazendo c(0) = pk
para todo k =1, ..., n. O vetor tangente a ¢ em p é o vetor de R"™ definido por ¢(0) = (c'l(()), JUN c'n,(()))‘ Para que
essa expressao faga sentido devemos, obviamente, supor que cada fungao ¢ (e, portanto, ¢) seja diferencidvel em ¢ = 0.

Nossa intengao no que segue é considerar curvas em variedades diferencidveis gerais e definir a nogao de vetor tangente
a uma curva ¢ em um ponto p pela qual passa. Como no caso das familiares curvas em R", a introdugao dessa nogao
requer que a curva seja diferencidvel em p, e precisamos definir o que isso significa. No caso de curvas em R", vetores
tangentes sao vetores em R™, o espago ambiente no qual a curva passa. Seguindo a filosofia geral da geometria diferencial,
procuraremos definir a nogao de vetor tangente de forma intrinseca, sem referéncia a um espago ambiente R™ onde a
curva esteja mergulhada. H4 diversas maneiras de fazer isso, todas bastante engenhosas, e no que segue descreveremos
duas delas.

O primeiro passo é definirmos a nogao de curva diferencidvel em uma variedade. Como a nogao de diferenciabilidade
estd primariamente definida em espacos R"™, a ideia é utilizarmos as cartas locais de coordenadas para transportarmos
essa nocao para dentro das variedades diferencidveis. Se ¢ € €, estiver contida em uma carta local Ay 3 p (o que sempre
pode ser obtido, tomando-se I pequeno o suficiente), dizemos que ¢ ¢ diferencidvel em p se a curva em R™ definida por
hyoc: I — hy(Ay) C R™ for diferencidvel em ¢t = 0. E de se notar que se houver duas cartas locais Ay e Ay que também
contém p, a compatibilidade das cartas (A, hy) e (Ax, hy) implica que hy o ¢ é diferencidvel se e somente se hy o ¢
o for. Nesse sentido, a no¢ao de uma curva ser diferencidvel é respeitada por todos os atlas de uma mesma estrutura
infinitamente diferencidvel.

Sejam (A, hy) e (Ax, hy) duas cartas locais de coordenadas compativeis. Para fixar alguma notagao, denotaremos
por pontos de hx(Ax) C R™ por (!, ..., 2™) e os pontos de hx(Ax) C R™ por (y', ..., y"). Em A\ Ay essas
coordenadas séo relacionadas pela fungéo de transicao: Ha,, a,,(z', ..., m") =", ..., ¥"). Aderivada de Ha,, a,,
serd denotada por DHy, 4,,. O estudante deve recordar-se que a derivada de uma fungao de R™ em R™ é uma matriz
n x n composta pelas derivadas parciais de suas componentes por suas coordenadas®. No caso,

Byl eee ayl
ozt oz
DHa,, a,, = H T , (33.1)
A"
dzm

15Vide qualquer bom livro de Calculo de fungdes de vérias varidveis, e.g. [307] ou [101].
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que é também conhecida como a matriz Jacobiana da fungao Ha, a,,.

Se ¢ for uma curva diferencidvel em p no sentido acima e p pertence a uma carta local Ay denotaremos os pontos da
curva (hy o ¢)(t), t € I, de R por (hyoc)(t) = (z!(t), ..., 2"(t)), o vetor tangente de hy o ¢ em hx(p) seré

= : ER". (33.2)

(Por conveniéncia, denotamos aqui os vetores de R como vetores-coluna). Se p também pertence a uma outra carta
local Ay denotaremos os pontos da curva (hx oc)(t), t € I, de R™ por (hy oc)(t) = (y'(t), ..., y"(t)), o vetor tangente
de hy ocem hy(p) serd

7'(0)
. d .
') = ghvoo®)] =| eR". (33.3)
=0
§(0)
Dado que em Ay N Ay tem-se hy = Ha, a,, © hy podemos empregar a regra da cadeia para relacionar os vetores
G (hx o 0) )],y e g (hx 0 ) ()] ,_y:
e (p) = (DHAA, Ay (hx(p)))ei(p) (33.4)
¢ A v -1y
eXp) = (DHay a, () )eX () = (DHay a, (a®)) €' () - (33.5)

Usando as representagoes matriciais (33.1) e (33.2)-(33.3) podemos expressar as relagoes acima em termos das coordenadas
Tey:

"oyt ; N
i o 9d .j o L
0 =D 55 #0) e @0) = FRARE (33.6)
j=1 i=1
para todo ¢ = 1, ..., n, sendo que as derivadas parciais % acima, sao calculadas em hy(p) = (II(O), z”(O)),
enquanto que as derivadas parciais % acima, sao calculadas em hy (p) = (yl(O), RN y"(O)). A partir deste ponto é con-

veniente introduzir-se a chamada convengdo de Einstein'® na qual a ocorréncia de indices repetidos indica implicitamente
que os mesmos sao somados. Com tal convencao, (33.6) fica simplesmente

_ j(0) (33.7)

e #(0) o Y

paratodoi=1, ..., n.

e O espago tangente a uma variedade em um ponto

Uma vez estabelecida a nocao de diferenciabilidade de curvas em uma variedade diferencidvel, passamos agora a
defini¢ao intrinseca de vetores tangentes. Seja ‘f“f C %, a colegao das curvas de %), que sao diferencidveis em alguma
vizinhanca aberta de p. Podemos estabelecer uma relagao de equivaléncia em ‘5,;’ dizendo que duas curvas ¢; e ¢
diferencidveis em p sdo equivalentes, ¢; ~;, ¢z, se seus vetores tangentes em uma carta local forem iguais (e, portanto, se
forem iguais em todas as cartas locais que contém p). Assim,

crpe = el (p) = e (33.8)

para algum A com Ay 3 p.

16 Albert Einstein (1879-1955).
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Denotemos por T},V colegao de todas as classes de equivaléncia de ‘ﬁz‘f pela relagao de equivaléncia acima e, para
ce ‘6’;, denotemos por [c], a classe de equivaléncia de ¢. O conjunto T;,V é denominado espago tangente a V' em p, ou
simplesmente espaco tangente em p.

O fato crucial é que podemos dotar T]I)V de uma estrutura de espago vetorial real definindo operagoes de soma vetorial
e multiplicagdo por escalares (reais) de modo a satisfazerem os postulados gerais de espagos vetoriais apresentados na
Secao 2.1.5, pagina 129.

e Estrutura de espago vetorial no espago tangente em p

Para introduzirmos uma estrutura de espago vetorial em Tll,V precisamos de alguma notagao.

Seja I = (a, b) um intervalo aberto de R que contém 0. Para o € R, denotemos por I, o intervalo (a/|al, b/|al)
caso a # 0, sendo Ip =R caso a = 0. Paraa € Rec € ‘Kr‘,’l, c: 1 —V, denotemos por ¢, a curva ¢, € ‘Kpd, Co: Iy =V
definida por ¢, (t) = c¢(at) para todo ¢ € I,. Note-se que para o = 0 teremos ¢o(t) = ¢(0) = p para todo t € R, ou seja,
co é uma curva constante, fixa no ponto p. E elementar constatar-se que para todo a € R vale

el () = aeX(p) . (33.9)

Para uma carta local de coordenadas (Ay, hy) comp € Ay e dadas duas curvas ¢, d € ‘K,;i, denotamos poro. g: I —V
a curva definida por

o2 alt) = B3 () + (X) + €d®) ) -

com ¢ € I, sendo que I tem de ser escolhido pequeno o suficiente para que o, 4(t) esteja sempre contido na carta local

Ay. Observe-se que Uéd(()) = p e, portanto, 07 , € ‘Klﬁl pois é diferencidvel. Seja (Ay/, hy) uma segunda carta local de

coordenadas com p € Ay que produzird uma segunda curva em V' definida por
7at) = 152 () + (& )+ )1

A

’ .« e
As curvas o) ; e (fj 4 € ?f[‘f passam por p em ¢ = 0, mas podem ser, eventualmente, distintas em outros valores de t.

7 ~ B ~ B ~ . . ’/ . B 2 B
Porém, sao equivalentes pela relagao de equivaléncia acima: {(r? d] = {o‘? d] . Isso é facilmente demonstravel, pois
P P

hy ((rérd(t)) = hy(p) + (eﬁy(p) +e) (p)) t, implicando que

L (ea®)]_, = X o) +ed o). (3.10)

Paralelamente, porém, tem-se que hy (62 4(t)) = Ha, a,, (h; (p) + (e2(p) + €}(p)) t), implicando que

S (@2a0)] _, = (DHaw 4 (1)) (€20) +20)) “Z” e (0) + e 9)

(8310) %}W (@2 a®)] _, -
provando que o ; ~, 0, como querfamos.

Estamos agora prontos para definir as operagoes de soma vetorial e produto por escalares que fazem de T;,V um
espago vetorial. Para o € R e ¢ € %, definimos alc], := [calp. Para ¢, d € %¢, definimos [d], + [d], = [03 dL} para
qualquer carta local de coordenadas (Ay, hy) com p € Aj. E elementar demonstrar que T})V, equipado com essas
operagoes, ¢ um espago vetorial real, de acordo os postulados da Segao 2.1.5, pagina 129.

E. 33.4 Exzercicio importante. Justifique essa dltima afirmacdo. *

E. 33.5 Ezercicio importante. Sejam ¢, d € ‘J,‘," e o, 3 € R. Usando (33.9), mostre que
oley +Bldly = o2 0s] - (33.11)

onde
s = b3 (@) + (aed(®) +Bed(p)) 1) - (33.12)

A expressio (33.11) pode ser vista como uma definicdo alternativa de afc], + S3[d],. "
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e Um isomorfismo entre T})V e R"

Seja o espago tangente T;V e seja uma carta local de coordenadas (Ay, hy) com p € Ay. Se ¢ for uma curva dife-
rencidvel em p, denotaremos novamente os pontos da curva I 3 t — (hyoc)(t) € R™ por (hyoc)(t) = (z'(t), ..., a™(t)).
O vetor tangente de hy o ¢ em p é dado em (33.2). E claro por (33.8) que a aplicacio 1y : T;,V — R" dada por

@1 (0)

(33.2) n

T;)V 3 [dp — eXp) = < : > € R
#70)

¢ bijetiva. Como afc], = [calp, segue de (33.9) que ¥x([c]p) = ava([c]p). Como [c], + [d], = [aad} , segue de (33.10)
P

qt;; Ya(ldp + [dlp) = ¥a(ldp) + a([d]p). Esses fatos mostram que ¢y é um isomorfismo entre os espagos vetoriais T,V
e R”

e Espaco tangente. Uma segunda caracterizagao

Seja V uma variedade diferenciavel de dimensao n dotada de um atlas infinitamente diferencidavel A = {(Ax, hy), A €
A}. Denotemos por Z, a colegao de todas as fungoes f : V — R diferencidveis em p € V (na estrutura infinitamente
diferencidvel definida de A). Dada uma carta local de coordenadas (Ax, hy) com p € Ay e uma curva diferencidvel
ce ‘Kp‘l, c: 1 — V, que passa por p em t = 0, a fungdo foc: I — R é uma func¢ao diferencidvel de uma varidvel real
(definida em I) assumindo valores em R.

Para cada ¢ € ‘é’lﬁl como acima, vamos denotar por D,(c) = c; a aplicacdo que a cada f € 7, associa a derivada de
foccalculada em t = 0:

d
DyOf = ¢f = (oo

Como 2, ¢ um espago vetorial real, é claro que Dp(c) é um operador linear, pois para f, g € Z,(c) e o, 8 € R teremos
(af + 93g) oc=a(foc)+p(goc) e, portanto,

. 33.13
— (33.13)

d d
0 = ad*t(foc)| +6—

Dy(e)(af +59) = (0 +Bg) o) B

(g00)]_, = aDu(Of +6D,()g

t= t=0

Nosso préximo passo ¢ a constatagdo que os operadores D, (c) sao constantes nas classes de equivaléncias de curvas
de ?fpd que apresentamos acima. De fato, seja uma carta local de coordenadas (Ay, hy) com p € A,. Naturalmente,
podemos escrever foc= (fo h;l) o (h 20 c) sendo f o h;l definida em R™ (mais precisamente, em hy(Ay)) com valores
em R e hy o ¢ definida em I C R com valores em R™ (mais precisamente, em hy(Ay)). Portanto, pela regra da cadeia,

d

Dy()f) = e

Liroo| . = [p(rons)mw)]

Z » (aoo)|_, = [PUer) ()] @) (33.14)

onde D(f o h;l) é a derivada de f o h;l. A validade da expressao acima para toda f € &, torna evidente a afirmacao
que se ¢1, ¢ € € entdo ¢; ~p ¢y se e somente se Dy(c1) = Dp(cz). Passamos, por isso, a denotar Dy(c) por Dy ([c],).

Fixado p € V, vamos denotar por TzV a colegao de todos os operadores Dp([c]p) com [¢],, variando no espago tangente
T,I)V anteriormente definido. Como veremos, Tf,V também possui uma estrutura de espaco vetorial real e é isomorfo ao
espago tangente T},V Fazemos notar que, pelo visto acima, a aplicagao ¢ : T;V 3 [dp — Dp([c]p) S Tf)V é bijetora.

Como os elementos de Tf,V sao operadores lineares, TiV é naturalmente imbuido de uma estrutura de espago vetorial
real: para a, § € Rec¢, d € Gy, definimos, como usual, aDy([c],) + 8Dy ([d],) como o operador que a cada f € P,
associa

(QDP([C]F) +BDP([d]I7))f = aDy([clp) f + BDp([d]p) f -
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Dadas duas curvas ¢, d € %pd, arbitrérias, e dois niimeros reais « e 3, arbitrdrios, teremos, para toda f € 2,

(0Du(1cly) + BD,(1d)) ) S = aDy(Iy)f + AD, ([ f

= Llalroa +8(fod)]

t=0

t
= [D(7or) ()] (aed) + Gedin)

[P0 o) (s 0)] 5 (10 2c0)|

t=0

= DplloZa ash) f

(33.11) Dy (aldy + Bldlp) f -

Isso estabeleceu que a aplicagao ¢ : T;,V S [dp — D,,([c]p) S T%V é um isomorfismo de espagos vetoriais entre T;,V e
T2V.
P

e A base de coordenadas no espago tangente

Vamos designar hy(p) na forma de uma n-upla de coordenadas reais hy(p) = (x;, ..., ) no sistema de coordenadas
(z', ..., 2") definido pela carta local (A, hy) e, como acima, vamos designar a curva hy o ¢ em hy(4,) C R™ pela
n-upla de fungdes (z'(t), ..., a™(t)).

De acordo com (33.13), (33.14) e (33.2), podemos escrever D, ([c],) f na forma

D) = Speo| | = [pUrers) )] ) - ) AL

(a2, ..., 2. (33.15)
=0
j=1

pr P

A expressdo acima serd interpretada como uma expansao de Dp([c]p) em uma certa base de vetores de T;ZJV. Para

entendermos isso, considere-se para algum j € {1, ..., n}, a curva que passa por hy(p) = (T’l) ..., xp) definida por
1i(t) = (z;,, ey Tt z;) Naturalmente, 1;(0) = ha(p) e a i-ésima coordenada de Z'J(O) é (lJ(O))L = 0ij. A

expressao hy ' ol; = ¢; define uma curva diferencidvel em ue passa por p em t = () e para essa curva teremos, de
hy'ol; = ¢; defi life 1 em V t=0 t . d
acordo com (33.15),

A(fohit
DP([C]]P)/ = %(T,l,, s T

Fica entdo claro que (33.15) pode ser reescrita como Dy ([c],) f = Zi'J(U)Dp([cj]p) f, ou seja,
=1

Dp([c]p) = Z@J(O) Dp([UJ']P) .

Como as curvas ¢; sdo inequivalentes para j’s diferentes (justifique!), essa expressio diz-nos que a cole¢ao de vetores
{Dy([c1lp), ---» Dp(lenlp)} forma uma base de vetores em T2V, denominada base de coordenadas (ou base candnica de
coordenadas) associada & carta local de coordenadas (Ax, hy).

Inspirada em (33.15), hd uma outra notagao muito mais direta e universalmente empregada para os vetores de base
Dy ([¢j]p), a saber, a notagio

Dp([cj]p) = % .

oy b
Com ela, escrevemos Dy ([c],) = ]; 7(0) 7

14
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Estabelecemos pouco acima que os espagos vetoriais T;,V e T%V sao isomorfos (e isomorfos ao espago vetorial R™).
Em termos informais, isso significa que os vetores [c], € T}V e Dy([p) € T2V, ainda que representando objetos de
natureza distinta (um é uma classe de equivaléncia de curvas, o outro um operador entre espagos vetoriais) podem ser
operacionalmente identificados'”. No que segue, iremos frequentemente ignorar a distingdo entre TLV e T2V e sempre

denotaremos o espago tangente a V' em p por T,V. Iremos tratar { % b % » } como uma base em T,V a base

de coordenadas induzida pela carta (A, hy). Vale notar também que {[c1]p, ..., [cn]p} compde uma base em T,V

e Mudangas de bases coordenadas no espago tangente

Se considerarmos uma segunda carta local de coordenadas (A, hy) com p € Ay, cujas coordenadas sejam descritas

por n-tplas (y', ..., y™). A base {

a a B : 5 a a
R ‘p } pode ser linearmente relacionada & base { 7o ‘p s Tl }

por meio da matriz de transigao (33.1). Tem-se, a saber,

0 " Oz 0
7% = Z Fw > (33.16)
oy* P =1 ay* b (p) ! P
para todo k € {1, ..., n}, e
1% N 1%
1 = 2 e 5F| (33.17)
Tl k=1 9T I Y
para todo [ € {1, ..., n}.
E. 33.6 Ezercicio. Prove isso. Sugestdo: (33.15) e a regra da cadeia. £
Temos, assim, as seguintes representagoes para D,,([c]p):
no 9 no 9
_ 7 — 9 (0) —
Dy(dh) = 280 55 = 2P0 55
j=1 P i=1 P
onde, como antes, (hxoc)(t) = (z'(t), ..., a™(t)) e (hx 0 )(t) = (y'(t), ..., y"(t)). Como D,([c],) é um objeto

intrinseco, i.e. independente do sistema de coordenadas adotado em torno de p, a segunda igualdade atesta que as

expressoes Z;’:l #7(0) 0% € 27:1 77 (0) % independem das cartas locais nas quais foram definidas.

P

0

n
E. 33.7 Ezercicio. Usando (33.16)-(33.17) e (33.6), prove novamente que Za‘vj (0) 57
=1 .

:Z@J(U)%‘ . E
P j=1 e

e O fibrado tangente
Como vimos acima, o espaco tangente T,V pode ser definido em cada ponto p de uma variedade diferencidvel V' de
dimensao n. O conjunto
we=nv=Uetn=U U e
peV pEV peV veT,V

constitufdo pela unido disjunta'® de todos os espacos tangentes de V' é denominado fibrado tangente de V. O fibrado
tangente TV de uma variedade diferencidvel V ¢, ele mesmo, uma variedade diferencidvel de dimensao 2n. De fato, scja
A ={(Uq, ha), @ € A} um atlas infinitamente diferencidvel para V e defina-se TU, C TV por

Te= [TV =Uem=U U®ov.

PEUA pEUL pEUL veET,V

17Na literatura matematica podem ser encontradas ainda ao menos duas outras definigoes equivalentes da nogao de espaco tangente, ambas
envolvendo certos ideais de élgebras de funces definidas sobre a variedade. Essas definigdes alternativas sdo de interesse no contexto das
chamadas Geometrias Nao Comutativas, mas nao trataremos de tais assuntos neste texto.

18Para a definigio de unido disjunta de uma familia indexada de conjuntos, vide pagina 61.
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Entéo, TA := {(TUa, Ha), o € A} com H, : TU, — R?*" dado por

n p
19} , 2
Hy (Pﬁ ka pws ) = (ha(p), ' ..., 0") = (aps oy @y, vh 0" € R,
k=1 Clp
define um atlas infinitamente diferencidvel em TV. Acima, (zzl,, ey z;}) = hq(p) sao as coordenadas de p por hq. Os
vetores { ﬁ pr %L}} definem uma base em T,V induzida pelo sistema de coordenadas local {z!, ..., 2"} de

U, definido por h,,.

E. 33.8 Ezercicio. Verifique as afirmagdes acima. Determine as fun¢des de transicio de TA. &

O fibrado tangente ¢ um exemplo de um fibrado vetorial, no¢ao da qual trataremos adiante. Na Fisica, mais especi-
ficamente, na Mecanica, uma nocao similar, a de fibrado cotangente, essencialmente coincide com a nogao de espago de
fase, por poder ser entendida como a colegao de todas as posigoes ¢ momentos de um sistema mecanico com um niimero
finito de graus de liberdade.

33.2.2.1 O Espago Cotangente

Como ja mencionamos, dada uma variedade diferencidvel M de dimensao m podemos associar a cada ponto p € M um
espago vetorial real T,M, também de dimensao m, denominado espaco tangente a M em p. Com isso, diversas outras
construgoes associadas & nogao de espago vetorial podem ser igualmente introduzidas, tais como a de espago dual, a de
produtos tensoriais etc., construgoes essas que abordamos com certa generalidade nas discussoes dos Capitulos 2 e 3,
paginas 105 e 254, respectivamente. A agregacao de tais estruturas a variedades diferencidveis confere as mesmas maior
riqueza, naturalmente, permitindo a introdugao de diversas novas nogoes de interesse geométrico e fisico, algumas das
quais iremos abordar no que segue.

Se T, M é o espaco tangente a M em p € M, denotamos por T;M ou por T, M™ o seu espago dual, que na geometria
diferencial recebe o nome especial de espago cotangente a M em p. O espago cotangente T,M ¢é, portanto, a colecao de
todos os funcionais lineares de T, M. Os elementos de T;M sdo denominados vetores cotangentes.

e Bases duais

Se { %—‘p Sy %‘p} ¢ uma base em T,M associada a uma carta local de coordenadas (Aa, ho) com p € Aq, a
correspondente base dual canonica (para a defini¢ao, vide pagina 193) em T;M é denotada por {dxll,, cey dz;,”} Com

isso, tem-se, por definicao,
) 9 )
<d1';, oI p> = 5LJ

A notagao dz! para designar o dual de vetores como /i} é certamente inspirada no emprego do simbolo “
» 227 |p

para todos i, j € {1, ..., m}.

d.
designar um “elemento de integragio” (ou medida) na reta real e na ideia da operagao de integragao como “inversa” a
de diferenciagao. A felicidade dessa notagao ficard mais evidente quando discutirmos a teoria de integracao de formas
diferenciais em variedades diferencidveis.

? para

Para p € M, seja uma base de coordenadas {% FN afm } definida no espaco tangente T, M e seja {dz', ..., dz™}
a correspondente base dual no espago cotangente Ty M, com (dz®, %) =0%.
Vamos considerar uma nova base {e1, ..., €,} em T,M com
e, = i o 9 (33.18)
= Ozl :

com certos coeficientes Ej'. Para que a nova base seja composta por vetores linearmente independentes a matriz de
mudanga de base S, cujos elementos sio dados por S;; = E;/, deve ser inversivel. Vamos denotar os elementos (S~1);;
da matriz inversa S~! por E'; = (S71);;. Naturalmente, S71S = 1 ¢ SS~! = 1, ou scja, Y pey (S™1)ikSk; = ;5 ¢
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Sy Sik(S71)k; = 6ij. Com a notagdo acima, essas duas relagdes ficam

m

SNBSS = 587, (33.19)
m
Z EfE, = 7. (33.20)
Definamos agora uma nova base {e1 , ..., €™} no espago cotangente T;JW por
m
=Y BNt (33.21)
Teremos,
g (33.20)
a
ZE < ’ dx d> ZE By [
c=1d=1
mostrando que as bases {e!, ..., €™} e {eq, ..., e,} sio duais. E de se lembrar (vide comentério & pégina 193) que a
base dual de {eq, ..., e} ¢ tnica.
Exemplo 33.2 Dadas duas bases de coordenadas {ﬁ— PN (,I," } { B (,7/,” } definidas no espaco tangente T, M com
0 _ o~ 9z D
a Err
Ay = dy* Ox
teremos E," = g:: Com as convengdes acima E%, = %, pois, de fato, valem

o O
= dx' Oyk ozt v

correspondendo a (33.19), e

Z _ _ oy — 7
Ayt dz Ayt P

correspondendo a (33.20). Assim, por (33.21), a basc dual de {WA, m/m } serd {dy', ..., dy™} com
dy* Z ai (33.22)

como facilmente se verifica. De forma totalmente andloga, obtemos

det = gi dy* (33.23)

¢

e O fibrado cotangente

A nogao de fibrado cotangente pode ser introduzida como a de fibrado tangente, como fizemos acima. Como vimos
acima, o espago cotangente T;V pode ser definido em cada ponto p de uma variedade diferencidvel V' de dimensao m.

O conjunto
Unv=Uetn=U U®d

pEV PpeEV PEV IET;V

constituido pela uniao disjunta de todos os espagos cotangentes de V' é denominado fibrado cotangente de V. O fibrado
cotangente T*V de uma variedade diferencidvel V' é, ele mesmo, uma variedade diferencidvel de dimensao 2m. De fato,
seja A = {(Uqa, ha), a € A} um atlas infinitamente diferencidvel para V' e defina-se T*U, C T*V por

Unv=Uetn=U U@

PEU pEU PEUL LTV
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Entdo, T*A = {(T"Um I.), a € A} com I : T*Us — R?™ dado por

m
o (p, Zlkdx§> = (hap), by ooy ln) = (2hy ooy @y by oy L) € RP™,
k=1

define um atlas infinitamente diferencidvel em T*V. Acima, (fl?;, A .z;)") = ha(p) sdo as coordenadas de p por hq. Os
covetores {dw}” -+, dzp'} definem uma base em T3V induzida pelo sistema de coordenadas local {z', ..., 2™} de U,

definido por hg.

E. 33.9 Ezercicio. Verifique as afirmagdes acima. Determine as fungdes de transicdo de T*A. *

33.2.3 Tensores em Variedades

Para o que segue, alguma familiaridade com a nogao de produto tensorial de espagos vetoriais é requerida. Essa nogao foi
introduzida na Sec¢ao 2.3.5, pdgina 202, fazendo uso de resultados prévios (notadamente da Segdo 2.2.4.3, pagina 179).
Vide também Secao 2.3.6, pagina 213.

A cada ponto p de uma variedade diferenciavel V' podemos, como vimos, associar o espago tangente T,V e o espago
cotangente TV, ambos espagos vetoriais reais de dimensdo igual n, a dimensdo a da variedade V. Muito importante é
que podemos também considerar produtos tensoriais desses espagos.

Seja m € IN e sejam Wy, ... W, espagos vetoriais sendo que cada W}, ou é o espago tangente T,V ou o espago
cotangente T;V. O produto tensorial W ®p - - - @r Wy, ¢ dito ser de ordem m e de tipo (a, b) se o fator T,V comparecer
a-vezes no produto tensorial e o fator T,V comparecer b-vezes no produto tensorial, sendo que, naturalmente a +b = m.

Um exemplo protétipo de um produto tensorial de tipo (a, b) é

TV e er T,V @r T,V o or T,V = (@k T,V)ex (eh T;V).

a vezes bvezes

Todos os outros produtos tensoriais de tipo (a, b) sao isomorfos a esse por permutacao de fatores. Por exemplo, os trés
espagos de ordem 3 e de tipo (2, 1) sao T,V @r T,V @r TV, T,Ver T,V er T,V e T,V R T,V ar T,V.

Um elemento de um produto tensorial de ordem m de tipo (a, b) é dito ser um tensor de ordem m tipo (a, b), ou um
tensor de posto (a, b).

Em uma carta (U, h) que contenha p, o espago (@"R T,JV) ®R (®%’R T;V) contém uma base de coordenadas locais

da forma'®

7] ; ; .
B(U, h, p) = {Br_“ @R - QR ‘ @R dryt Qg -+ @r dryt, i € {1, ..., n} para todo k} .
ol P

2
Oxla

Assim, um tensor 7" de ( ®k TpV) ( ®h T;V) se escreve na forma

T = e ®R - On

% ; .

inpreiasn () o G| BT O @R dag (33.24)
P P

onde adotamos novamente a convengio de Einstein. Os n™ coeficientes 7"

Gattiats (p) sao denominados componentes
do tensor T na base B(U, h, p).

Em textos de Fisica é muito comum tomar um tensor por suas componentes em alguma carta, em frases como “seja
o tensor T%, ...”. Isso é por vezes denominado “notagio de indices abstratos”.

O estudante iniciante deve atentar para a disposigao dos indices superiores e inferiores nas expressoes acima. Para
outros tensores de tipo (a, b) adota-se uma notagio semelhante, sempre dotando as componentes de indices superiores
quando elas provém de um fator T,V e de indices inferiores quando elas provém de um fator T}V, e sempre preservando

19 A discussido sobre bases em produtos tensoriais de vetores gerais é feita & pagina 207. Vide também Segio 2.3.6, pagina 213.
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nos indices a ordem de aparecimento desses fatores. Assim, por exemplo, se considerarmos trés tensores A, B e C, de
ordem 3 e de tipo (2, 1), em T,V ®r T,V ®r TV, T,Ver T, Ver T,V e T,V @R T,V ®R T,V, respectivamente, suas
representacoes nas respectivas bases de coordenadas locais serao

; ) 9 =

A = A7 (p) o0, ®R 97 p®1& dwz’j , (33.25)
9 v )

— i k ) e a9 op

B = BP) 34 p®dec,, OR 57 .’ (33.26)
. . ) 9

k
C = C7(p) dz, On 5 il (33.27)

Mais uma vez o estudante iniciante deve atentar para a localizagao e ordenamento dos indices.
Em uma outra carta (U, h) que também contenha o ponto p, teremos em Q{ T,V ®?2 T,V uma nova base local de
coordenadas
0
B(U, h, p) = { E
O mesmo tensor T' de (33.24) poderd ser escrito na forma

9
]a+1"‘]a+b(p) W

R -

®r dyp'tt ®r - Ordyy, jr € {1, ..., n} para todo k} .
»

Or =
® oyl |,

T = e

® ® 9
R B Sy

Qrdyl't! @gr - Ordyltt (33.28)
P P

com novas componentes Z‘“"']“jaﬂ_,_h“ (p). Por (33.17) e (33.23), e pela multilinearidade do produto tensorial, podemos
retornar de (33.28) & base B(U, h, p), obtendo

T = T“ laznw-wa“, (p) 5o ®R ‘- OR e ®R dz;a+l ®R ‘- OR dw;rr#b
P P
. ayh ﬁy"' Oglatr Ogta+b K 9 .
— e oy (2 (2 A - - - = Ja Ja
= 7T et iats (p (Bw“ i Dyian Dyies ) aygn , RR - QR ayie p®]R dyp QR AR dyp +o

. b 2t . . .
com as derivadas ‘3% e g;k calculadas em h(p) e h(p), respectivamente. Comparando a (33.28), obtemos a importante
regra de transformagao de componentes de tensores por mudangas de cartas:

-~ 02/]1 0y]a Oxtat Oxtats
Jeprdaen(P) = Ozt Owie Oylatr  Qyats

i1eig

tapaeriars (P) - (33.29)

e

A expressao (33.29) é empregada com muita frequéncia na Teoria da Relatividade Geral e na Geometria Diferencial. Um
tanto incorretamente, ela é tomada por alguns autores como definigdo da nogao de tensor.

Para outros tensores de tipo (a, b) hd expressdes andlogas. Por exemplo, para as componentes dos tensores A, B e
C' de (33.25)—(33.27), teremos as transformagoes:
Ay’ Oy’ Oxt
Oz Ox® Oyk

A7) = A"(p)

. Ay’ O Oy*
ik _ ot
B (p) = Bar By Ba B (p),

Oa”

()

Mais uma vez chamamos a atengao do estudante iniciante para o ordenamento e disposi¢ao dos indices.

O espago dual de um produto tensorial como ®E T,V @% T,V pode ser identificado com o espago @i T,V ®% T,V,
conforme discutimos nas supracitadas Segoes 2.3.5 e 2.3.6. No Capitulo 34, pagina 1736, indicaremos como o uso de um
tensor métrico conduz a uma aplicagido natural entre ambos os espagos e de que forma isso se reflete nas componentes
de tensores.
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33.2.3.1 Tragos de Tensores. Contragao de Indices
A nocao de trago, familiar na Algcbra Linear (vide Segao 10.2.3, pégina 515), pode ser introduzida também para

operadores lineares agindo no espaco tangente ou no espacgo cotangente a um ponto de uma variedade diferencidvel.
Descrevemos aqui como isso é feito em ambos os casos introduzindo também a notagao apropriada.

e O trago de uma aplicagao entre espagos tangentes

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e seja V' : T,M — T,M uma aplicacdo linear de T,M em si
mesmo, de sorte que, em uma base de coordenadas {% e (,%}, tenhamos V% =Y, Ve a‘% Naturalmente, V'
define um elemento de T, M ®T; M, um tensor de tipo (1, 1), a saber, podemos identificar V' = 7" 3", v %@dz“.

Se Vi : T,M — T,M e Vo : T,M — T,M sdo duas tais aplicacdes lincares com componentes (V1)?, e (Va)’,,
respectivamente, em uma base local de coordenadas, ¢ fcil ver que, com as convengoes acima, temos

(V) = 2 (V)% (V) (33.30)
b=1
para as componentes de V3V, na mesma base local de coordenadas. Verifique!
Se {e1, ..., ey} é uma base em T,M e {e!, ..., e™} é a correspondente base dual no espaco cotangente T,M
definimos o trago de V' por
Tr(V) =) (e*, Vey). (33.31)
k=1
A expressiao do lado direito independe da particular base {e1, ..., en} escolhida. De fato, expressando os elementos
de {ey, ..., ey} na base de coordenadas {% e Yam} como em (33.18) e expressando os elementos da base dual
{e!, ..., €™} na base {dz!, ..., dz™} como em (33.21), teremos
(V) = i (e, Vey) = Y zm:EkCEkd dz®, v 2
Oz
k=1 k=1c=1d=1
m m [ m
. 0
= < E}"CE;C"> <d1‘“, Vﬁ>
c=1d=1 \k=1 v
[
(3319) 5
= i dx®, V 4 s (33.32)
Tz
=1
que é a expressao de Tr(V) na base de coordenadas {% BJ'L"‘} Assim, Tr(V') nio depende da particular base

escolhida, nem do particular sistema de coordenadas escolhido, possuindo, portanto, uma natureza escalar. Note-se que

n m m Lo
(V) = Z<dz , Vamc> =3y v <dz . W>
= N————

c=1 c=1d=1

=8

e, portanto,
™v) = > ve, (33.33)
=1

permitindo expressar Tr(V) em termos dos coeficientes de V' em qualquer base de coordenadas. E claro, por essas
consideracoes sobre a invariancia com relacao a escolha de base, que Tr(V') é uma grandeza escalar, ou seja, um tensor
de posto 0.

Como se vé em (33.33), em uma carta local de coordenadas, o processo de tomada do trago de V' consiste em tomar-se
as componentes V9 com indices iguais e somar sobre os mesmos. Esse processo ¢ denominado contrag¢io de indices.
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Se Vi e V5 sao aplicacoes lineares em T, M, entdo, usando (33.30), temos

Tr(ViVe) = Y- (MVe)", = DD (M) (1), = Z(Z(Vz)a (Vi) ) S (BW)', = (1w,
a=1 a=1b=1 b=1 \a=1 b=1

o que estabelece a chamada propriedade ciclica do trago:

TH(ViVa) = Tr(VaWh) . (33.34)

e O traco de uma aplicacao entre espagos cotangentes

Seja agora W : Ty M — T; M uma aplicagio linear de T, M em si mesmo, de sorte que, em uma base de coordenadas
{dzl, ey dz”"} tenhamos Wdz® = Y";", W, adz’. Naturalmente, W define um elemento de T,M ® T,M, um tensor
de tipo (1, 1), a saber, podemos identificar W = 30" | 3" | W, %da’ @ %u

Se Wi : T;M — T;‘)]\I e Wy : T;]LI — T;]\I sao duas tais aplicagoes lineares com componentes (Wl)ba e (Wl)b“,
respectivamente, em uma base dual local de coordenadas, é ficil ver que, com as convengdes acima, temos

(W) " = 3 2(W1)." (Wa)," (33.35)
b=1
para as componentes de W; W, na mesma base dual local de coordenadas. Verifique!

Como acima, se {ey, ..., e,} é uma baseem T,M e {e', ..., e™} é a correspondente base dual no espago cotangente
T, M definimos o traco de W por

m
T (W) = ) (WeF, ex) . (33.36)
k=1
De forma totalmente andloga ao que fizemos acima, podemos provar que Tr(W) nao depende da particular base escolhida
e que, para a base de coordenadas original tem-se

m
=y w,". (33.37)
a=1
Novamente, Tr(W) ¢ uma grandeza escalar, ou seja, um tensor de posto 0. Mais uma vez vemos em (33.37) o processo
de contragao de indices.
E. 33.10 Ezercicio. Usando (33.35), estabeleca a propriedade ciclica do traco:
Te(WiWs) = Tr(WaWh), (33.38)

vélida para quaisquer aplicagdes lineares W1 : T,M — T, M e Wa : T,M — T, M. Ed

e Tragos de tensores gerais

As definigoes de trago acima podem ser estendidas a tensores gerais. Tomemos como exemplo um tensor de tipo
(a, b) da forma

1% 1%
_ mpiria .. fat1 fatb a b T* )\
T =T R o ® 8 T Or dx ® ® dx € RrT,M g T M,
(doravante abandonamos o subindice R nos produtos tensoriais). Obtemos um tensor de tipo (a — 1, b — 1) efetuando
o processo de contragao de indices, contraindo um indice superior com um inferior. Ha diversas formas de fazé-lo, uma
delas, a titulo de ilustracao, é obtida contraindo-se o indice superior i, com o indice inferior 7,4y, resultando em

m ; ;
iyia—rk g 0 i ) aee Py P
E T fariaso 1k Gpin ® - QOm@]RdI Qe @dxtettt € ®% T,M ®p TPJU.
k=1
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Se escolheremos contrair outro par de indices, obterfamos um outro tensor, em principio distinto, também de tipo
(a—1, b—1). Claro estd também que esse processo de contraciao de pares de indices pode ser repetido, conduzindo a
tensores de tipos ainda menores.

Esses tensores obtidos por contragoes de indices de T' sao denominados tragos parciais do tensor T. Na literatura
fisica, notadamente na Teoria da Relatividade Geral, mas também na Teoria de Grupos e na Teoria de Spinores, essas
operagoes de contracao de indices sdo empregadas muito frequentemente.

33.2.3.2 Transposicao de Tensores
Seja M uma variedade diferenciavel e seja V T,M — T,M uma aphcaqao linear de T, M em si mesmo, de sorte que,

em uma base de coordenadas {0)] N Zb Ve a],, Naturalmente V define um elemento
de T,M ® T, M, um tensor de tipo (1, 1), a mber podemos 1dent1ﬁcar V=" S vl axb ® dx?.

Definimos V7 : T,M — T, M como a aplicacdo linear definida por
<VTw, a>p = (w, Va>p (33.39)

para todos @ € T,M e todos w € T,M. A aplicagio linear VT ¢ dita ser a transporta da aplicagdo linear V. Em uma
base local temos (VT)dz“ = (VT) ba da’ e é elementar constatar da definicdo (33.39) que

(VT)ba =Vi.

Seja agora W : TyM — TyM uma aplicagdo linear de T;M em si mesmo, de sorte que, em uma base dual de
coordenadas {da, ..., dz™}, tenhamos Wdz® = >_;" | W, “dz". Naturalmente, W define um elemento de T,MeT,M,

um tensor de tipo (1, 1), a saber, podemos identificar W = > S| W, %da’ @ 5.
Definimos W' : T,M — T, M como a aplicacdo linear definida por
T _ ;
(w, W (y>p = (Ww, a)p (33.40)

para todos a € T, M e todos w € T;M. A aplicacdo linear W7 é dita ser a transporta da aplicacio linear W. Em uma

base dual local temos (W7) 52 = (W"')ba 725 e ¢ elementar constatar da defini¢o (33.39) que
b
Wiy, = e
Com as defini¢oes acima é trivial provar os seguintes fatos:
v =v, wH =w, T =TV) e T(WT) = Te(W) (33.41)
para quaisquer aplicagoes lineares V' : T,M — T,M e W : T M — T M.

E. 33.11 Ezercicio. Verifique! o+

E. 33.12 Ezercicio. Mostre, usando as definicdes (33.39) e (33.40) que valem
W) = VT e (wmwe)” = wiwT (33.42)
para quaisquer aplicagdes lineares Vi : T,M — T,M, k=1, 2, e Wy : T,M - T,M, k=1, 2, Ed

Note-se que as operagdes de transposi¢io definidas acima mapeiam elementos de T,M ® T;M em elementos de
T,M @ T, M e vice-versa, a saber, da seguinte forma (aqui usamos novamente a convengao de Einstein):

d r d a\" a
b a) oy g b a b
<I/a P b®dr> =V dx ®Bwb e ( p“dx (%a) =W, Amd@dm .
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E. 33.13 Ezercicio. Verifique! £

Em particular, valem

9 brri b O 0o O T? 9 a
(8m“®dz) = dx ®8x“ e (dz ®W> 7w®dz4

Nesse sentido, a operacao de transposi¢ao pode ser generalizada de forma ébvia para tensores de ordem superior. Nao
entraremos nos detalhes aqui, por serem de interesse superficial no caso geral.

Na Se¢ao 34.1.1m péagina 1747, apresentaremos uma outra nogao de transposicao, a saber, com respeito a um tensor
métrico.

33.2.4 Aplicagoes Entre Variedades Diferenciaveis

A nogao de aplicacao diferencidvel entre variedades diferenciaveis foi introduzida a pégina 1676. Nesta secdo vamos
estender um tanto a analise desse conceito.

33.2.4.1 A Diferencial de Uma Aplicagao Entre Variedades. “Pullback” e “Pushforward”

Sejam M; e My duas variedades diferencidveis de dimensoes my e mo, respectivamente. Sejam Ay, = {(AZY, hl), a €
A} e Ay = {(A%., h%), B € Ay} atlas infinitamente diferencidveis em My e Ma, respectivamente. Toda aplicagdo
diferencidvel ¢ : M; — M, induz naturalmente uma aplicagao entre os espacos tangentes de M; e My, denominada
aplicagdo diferencial induzida por ¢, ou simplesmente a diferencial de ¢, da qual trataremos no que segue.

Seja p € M, e seja, para algum e > 0 conveniente, ¢; : (—€, €) — M; uma curva continua e diferenciavel definida em
M, com ¢(0) = p. Por simplicidade suporemos que € é pequeno o suficiente de modo que toda a imagem de ¢ esteja contida
dentro de uma carta local Al que contém p. Seja co 1= @ ocy : (—€, €) — My a curva em M, obtida pela imagem de ¢;
por ¢. Se e for pequeno o suficiente, ¢z ndo terd autointersecgdes (ou seja, serd injetora na sua imagem). Naturalmente,
tem-se c2(0) = ¢(p). A chamada aplicagdo diferencial induzida por ¢, denotada por dip : T, My — T,y Mo, é a aplicagao
que, para cada curva ¢; como acima, associa o vetor tangente ¢1(0) & curva ¢; em p ao vetor tangente ¢2(0) & curva ¢y
em (p):

dipp(¢1(0)) = ¢2(0) . (33.43)
Como veremos no que segue, essa aplicagao estd bem definida e ¢ linear, enquanto aplicagdo entre os espagos vetoriais
TpMi e Ty, Ma. Na Proposicao 33.6, adiante, apresentaremos circunstancias sob as quais a aplicagao diferencial é um
isomorfismo.

Seja a carta local de coordenadas (AL, hl) com p € AL, cujas coordenadas denotaremos por (z!', ..., 2™).
Consideremos também em M, a carta local de coordenadas (A?g, h%) com ¢(p) € A%, cujas coordenadas denotaremos

por (y!, ..., y™2). Com essas coordenadas, o conjunto de vetores { 0‘% by HILmllp} define uma base em T,M;,

_9_
Sy Pyme

enquanto que o conjunto de vetores { # , .
#(p)

w(p)} define uma base em T,y M.

Como ¢ é suposta ser diferencidvel, a fungdio h3 o @ o (hL)~* do aberto h}(AL) C R™ no aberto h3(A3) C R™ ¢
diferencidvel. Coerentemente com a notagao acima, vamos denoté-la por

(}L%opo(lzé)ﬂ)(zl, L™y = (yl(z'l, S y"”(avl, RN xm‘)) .

Considere-se as curvas hl, o ¢ e b3 o ¢ definidas nos abertos hj(A%) C R™ e h3(A3) C R™, respectivamente.
Coerentemente com a notagio acima, parametrizaremos essas curvas por

(Rl oci)(t) = (xl(t), o, a™ (t)) e (}L%OCQ)({:) = (yl(t), y"”(t)) s

respectivamente, com t € (—e, €). Como h}ocy =h3opoc; = (hopo (hl)™1) o (bl oci), podemos escrever

(oe)) = W' v y™ M) = (@O oo 2™ O): oo v (@O, s ™))
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Pela regra da cadeia, vale

d _ d
(ihg o (:2> = D(h% opo(hl) 1) (ahi o cl) , (33.44)
onde (comparar com (33.1)),
o o
Ot Oz
D(hgwo(h;)*l) = = :
8ym2 o aym2
Ozt Oz
Ou seja, temos para cada j =1, ..., ma,
R ok [ Oyl N .
B0 = 3 (G560 e 0)) ) (33.45)

Os vetores tangentes
my

17 i 7%
Z 1(0) Dk € Z (0) W
k=1 P k=1
associados as curvas ¢; e ¢z nos pontos p e ¢(p), respectivamente, tém suas componentes relacionadas por (33.45) (em
=0).

Essas observagdes acima permitem-nos definir a aplicagdo linear dy), : T,M; — T, )Mz, denominada aplicagdo
diferencial induzida por ¢ em p, ou simplesmente a diferencial de ¢ em p, por

#(p)

dp, = D(hg apo (h}])-l) (33.46)

(em cartas locais), ou seja,

St o] ) = LS % o) o o (3347
dpp v = -7 (hale®) v'| 33.47
a=1 gat P k=1 Li=1 Oz %y #(p)
Em termos das componentes (’ul., L) dew = Z;":‘l v % , na base { %L‘ M%L:} de T, M, podemos
escrever, em notacao matricial,

oo\ [

oxt Oxm

(dop)o = . I (33.48)

oy T

Ozt Oz
o vetor coluna resultante fornecendo as coordenadas da imagem na base { % o' GU%Q %(p)} de T (p) M. Como

. . Loyt
acima, as derivadas parciais 0—‘1/] sdo calculadas em b (o(p)).
-
Como discutiremos abaixo, a aplicagao diferencial dyy, : Tp M1 — T,(,) Mz é também dita ser o pushforward associado
a@: My — M.
E. 33.14 Euzercicio importante. Mostre que dyp : T, M1 — T ) M2, definida acima, ndo depende das particulares cartas locais de

coordenadas (AL, hl) e (Afg, h%) adotadas, que satisfagam p € AL e ¢(p) € A%. Sugestio: em (33.44) use as fungdes de transicdo e
a regra da cadeia. "

Como se compreende de (33.43) e da discussao acima, se w € T, My, podemos determinar dy,(w) da seguinte forma:
toma-se uma curva c(t) em M; com ¢(0) =p e ¢(0) = w e calcula-se o vetor tangente & curva ¢ (c(t)) no ponto t = 0:

doy(w) = %(p((’(f)) o (33.49)
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e A aplicacao diferencial e difeomorfismos

A 1til proposigao a seguir estabelece uma relagao entre difeomorfismos e aplicagoes diferenciais que sejam isomorfismos.

Proposigao 33.6 Sejam M, e M, duas variedades diferencidveis de mesma dimensao m. Seja f : My — My di-
ferencidvel e seja dfy, : TpMy — Ty Mz a aplicagdo diferencial induzida por f em p € M. Valem as sequintes
afirmagoes:

1. Se f for um difeomorfismo, entio a aplicagio diferencial df, € um isomorfismo para todo p € M.

2. Se para algum p € My a aplicagio diferencial df, for wm isomorfismo, entdo f € um difeomorfismo local em p. O

Note-se que a afirmagao do item 2, acima, é uma reciproca parcial & afirmagao do item 1.

Prova da Proposicdo 33.6. Sejam M; e M, duas variedades diferencidveis e seja f : My — M, diferencidvel. Sejap € M; e

seja a carta local de coordenadas (AL, hl) com p € AL, cujas coordenadas denotaremos por (21, ..., ™). Consideremos
também em M, a carta local de coordenadas (A}Zi, hé) com f(p) € A%. cujas coordenadas denotaremos por (y!, ..., y™).
Se [ for um difeomorfismo, a funcdo Ao fo(h}y)~" do aberto hl,(4}) C R™ no aberto h%(A%) C R™ ¢ diferencidvel e
tem inversa diferencidvel. Consequentemente®”, o determinante Jacobiano det é nao nulo, o que implica
oy™ oy™
s St

que df, é um isomorfismo para todo ¢ € AL (por ser descrita por uma matriz m x m invertivel) e, portanto, em toda
M, j& que M é recoberto pelas cartas {AL, a € A}. Isso provou o item 1.

Por outro lado, se para algum p € M; a aplicagao diferencial df,, for um isomorfismo, entao a matriz D(}LJOfo(h )~ )
tem determinante nao nulo em p. O Teorema da Fungao Inversa, Teorema 25.9, pdgina 1389 (para um tratamento em
R™, vide [306]-[307] ou [101]), garante que existe uma vizinhanga de h}(p) onde h% o f o (hL)™! ¢ inversivel, sendo essa
inversa diferencidvel. Isso garante que existe uma vizinhanca de p onde f tem inversa e essa inversa é diferencidvel, ou
seja, garante que f é um difeomorfismo local em p.

e Pontos criticos de aplicagoes diferenciaveis

Como acima, sejam M, e M, duas variedades diferencidveis de mesma dimensao m. Seja f : My — M, diferencidvel
e seja dfy : T,My — Ty My a aplicagdo diferencial induzida por f em p € M;. Tendo em mente a Proposigao 33.6,
pégina 1697, a seguinte defini¢ao ¢ relevante: um ponto po € M, ¢é dito ser um ponto critico da aplicagao f se dfy,, nao
for um isomorfismo entre Tp, M1 e T () Ma. Se po ¢ um ponto critico de f, entdo f nao pode ser um difeomorfismo
local em pg.

e Pullback e pushforward

Como antes, seja f : My — My diferencidvel, mas vamos supor adicionalmente que ela seja injetora em sua imagem
f(My) C Ms.

Para cada p € M, seja dfy, : T,My — T () Ma a aplicagio diferencial induzida por f em p € M.

A aplicagao df induz, para cada ¢ € f(M;) C M, uma aplicagao dual entre os espagos duais TM; e “i(q >]lIl,
denotada por df* T ]\12 — T “i(g )Ml, a qual é definida da seguinte forma: para cada U € T*Mz dcﬁmmos d U como
sendo o (‘lcmcnto de T* Aﬁ tal que

(AU, V)i = (U df -V, s (33.50)

para todo V € T u(q)Ml.

A aplicagdo dfy : T;M> — T},J(q)Ml assim definida ¢é dita ser o pullback de f. A nomenclatura segue a seguinte
ideia: f : My — My leva pontos de My em Ms. A aplicacao diferencial df, leva vetores de T,M; em T () M2 enquanto
que dfy “puxa de volta” (“pulls back”) vetores de T My para T; ,(q)IML

chumdo a mesma ideia, a aplicagao diferencial df,, ¢ também dita ser o pushforward de f.

20Vide, e.g., (101, 307].
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O leitor deve ser informado que hé uma notagao alternativa muito difundida para pullbacks e pushforwards: df é
denotada por f, enquanto que df* é denotada por f*. Ocasionalmente empregaremos também essa notagao.

o Representagao de pullbacks em cartas locais

O exercicio que segue mostra como se pode expressar um pullbacks concretamente, em cartas locais.

E. 33.15 Ezercicio. Obtenha, usando a defini¢do (33.50), o andlogo das expressdes em coordenadas locais (33.47) e (33.48) para
o pullback dp*. A saber, mostre que para dgy : Ty Mz — T;,](q)M1v teremos

2

b

X > = <‘1yqv dpy-1(q) oz | >
PTHD [ p-1(g) e M)/,

(33.47) < Z

k=

. 9
<dwqdz/3 ' Bom

(ke @) 5o

> = gZi (hi(v"(tz)))

do que segue que

ma my my
doy <sz, dyb\q) wy (hrx e (q))) dz'b,](q) . (33.51)
b=1 b=1 I=1
Mostre que, em termos das componentes (w1, ..., wm,) de w = > "% wy dy®|, na base {du | PR, dymz\q} de T;M>, podemos
escrever, em nota¢do matricial,
98 oy
dxt dxm
dogw = (m wmg) ) (33.52)
g™
dxt dxm
o vetor linha resultante fornecendo as coordenadas da imagem na base {dwi,,(q), AN d”li‘w} de T;,, (q)Ml_ As derivadas parciais
0
W 56 calculadas em he (7' (a). -

dz7

e Pullbacks e pushforwards de fungoes

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e seja g : M — R uma funcio diferencidvel. Como M e R
sao variedades diferencidveis, as nogoes de pushforward e pullback aplicam-se a g. Seguindo as definigoes, vemos que o
pushforward dg, : T,M — T,R é expresso em uma carta local (U, h) de M como

dg,(v) = dgpv = Zax’“ Pl (33.53)
com v = (vi, ..., vm) € T,M. Ji o pullback dg, : T;R — T;M é expresso em uma carta local como
dgru = u Z 7.1 (hp)) da, (33.54)

com u € R = T,R. Verifique!

Como ¢é fécil ver, a aplicacdo dg, definida em (33.53) é um elemento do espago cotangente T, M.

e Composicao de pullbacks e pushforwards

O exercicio que segue mostra como compor pullbacks e pushforwards.

E. 33.16 Ezercicio. Sejam M, M, e Ms trés variedades diferencidveis. Seja f : M1 — Ma, bijetora e diferencidvel e seja
g : Ma — Ms, injetora e diferencidvel. Considere a composicdo g o f : My — Ms, injetora e diferencidvel. Mostre que d(g o f)p :
TpMy = Tgopy(p)Ms, com p € My, ed(go f)g : ToMs — Tz‘gof),](q)l\ll, com g € (go f)(M1) C Ms, satisfazem:

dlgo flp = dgsw) dfe e dlgo )y = dfz-1(qdgq » (33.55)
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para todo p € M1 e todo g € (go f)(M1) C Ms.
Na outra notagdo, essas relagdes ficam
(gof)s = gufe e (gof)" = f"g". (33.56)
sendo que aqui omitimos os pontos onde as aplicagdes devem ser calculadas para a preservacdo da elegincia.

Um caso interessante é aquele em que Mz = M; e g = f’l. Aqui, g o f = id a,, a aplicagdo identidade de M;. Assim,
d(f'oe f)p =d(id M\)p = id,,, a aplicagio identidade em T,M; (a dltima igualdade & evidente, mas pode ser vista em (33.47)
ou em (33.48)). Disso segue igualmente que d(f" o f);) =id 3, Agora, de (33.55) obtemos com isso que

- —1 1y * -1 -
(dF™) 4y = (@) e (@dU™), = (@iw) s (33.57)

para todo p € M;. x

e Pullbacks e pushforwards agindo sobre tensores

Generalizar a agao de pullbacks e pushforwards sobre tensores ¢ imediato. Tratemos de um caso relevante.

Seja f : M7 — M, um difeomorfismo. Seja, por exemplo, 7' um tensor de tipo (0, k) em M, que se expressa em
coordenadas locais em um ponto ¢ € My como Ty = T;,..;, (q)dyg’ ® - ®dygk, com ¢ € Ma. Definimos (com uso da
convengao de Einstein e simplificando um tanto a notagao)

d e . 34
B i) Ay @@ da) . (33.58)

(F'T), 1= Ty, () () @ 0 (F1dy) = (T (F) 2. ay)

sendo p = f~!(q) € My, para ¢ € M,. Compare-se com (33.51).
Por simplicidade, usamos em (33.58) a mesma notagao f*, empregada para pullbacks usuais. Mais correto seria
denoté-lo por (f*)®r, o que teria a vantagem de marcar a dependéncia com r, mas evitamos fazé-lo.

E um exercicio elementar, remetido ao estudante, constatar que a definicdo de (33.58) independe das particulares
cartas locais de coordenadas usadas em M; e Ms. A expressao (33.58) serd usada oportunamente no contexto de formas
diferenciais (vide, em particular, Se¢ao 35.1.2, pdgina 1845).

33.2.4.2 Imersoes, Mergulhos e Subvariedades

Temos agora elementos para apresentar mais algumas definigoes tteis ao estudo de variedades e suas aplicagoes. Aplicagoes
diferencidveis entre variedades diferenciaveis podem ser classificadas em determinados tipos, como imersées, submersoes
e mergulhos suaves, os quais conduzem a outras nogoes, como a de subvariedade diferencidvel etc. Nesta breve segao
introduziremos essas definigdes. Alguns exemplos sao apresentados a pagina 1701 e outros sdo discutidos com algum
detalhe na Secao 33.4, pagina 1714.

e Imersoes

Sejam M e N duas variedades diferencidveis. Uma aplicacio ¢ : M — N é dita ser uma imersdo®* de M em N se
for diferencidvel e se dyp, : Tp,M — T, N for injetora para todo p € M, ou seja, se o posto?? de dyp, for sempre igual a
dimensao de M (naturalmente, isso requer que dim M < dim N). A diferenga dim N — dim M ¢ denominada codimensdo
da imersao ¢.

Note-se que uma imersao ¢ : M — N nao é necessariamente injetora.

e Submersées

Sejam M e N duas variedades diferencidveis. Uma aplicacio diferencidvel p : M — N é dita ser uma submersio®

de M em N se dpp : TpM — T, N for sobrejetora para todo p € M, ou seja, se o posto de dip,, for sempre igual a
dimensao de N (naturalmente, isso requer que dim M > dim N).

21 ¢Immersion”, em Inglés.

22Recordar que o posto de uma aplicagio linear entre dois espagos vetoriais de dimensio finita é, por defini¢io, a dimensio da imagem dessa
aplicacao.

23 “Submersion”, em Inglés.
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e Mergulhos topolégicos

A nocio de mergulho?* no contexto de Topologia Geral ja foi definida na Se¢io 30.5.1.1, pagina 1507: se (X, Tx)
e (Y, 7y) sdo espagos topoldgicos, uma fungao ¢ : X — Y é dita ser um mergulho topoldgico, ou simplesmente um
mergulho, de (X, 7x) em (Y, 7y) se ¢ for um homeomorfismo entre X e sua imagem ¢(X) (adotando neste tltimo
conjunto a topologia relativa induzida por 7y em ¢(X)).

Essa nogao topoldgica de mergulho aplica-se também ao caso particular em que (X, 7x) e (Y, 7y) sdo variedades
topoldgicas.

Um mergulho topolégico ¢ : X — Y ¢é sempre uma aplicagdo injetora, continua e com inversa ¢! : p(X) — X
continua (naturalmente, a aplicacio inversa ¢! 86 pode ser definida ma imagem p(X) de ).
e Mergulhos suaves

Um mergulho topoldgico entre duas variedades diferencidveis é dito ser um mergulho suave se for também uma
imersao.

Advertimos o leitor para o fato que, no contexto de variedades diferencidveis, mergulhos suaves sao por vezes deno-
minados simplesmente mergulhos.

Os Exemplos 33.3 e 33.4, pdgina 1701, apresentam exemplos didéticos de aplicagoes diferencidveis que nao sao imersoes
ou nao sao mergulhos.

e Subvariedades topolégicas

Essa nogao ja foi introduzida e discutida na Secao 33.1.1, pagina 1673, e colocamos aqui a seguinte defini¢ao, inspirada
na Proposicao 33.4, pagina 1674:

Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) duas variedades topoldgicas sendo que ¥ C X (assumimos X e Y nao vazios). Entao,
(Y, 7v) é uma subvariedade topoldgica de (X, 7x) se a fungao inclusdo iy, x : ¥ — X for um mergulho topolégico de
(Y, 7v) em (X, 7x). Como ja comentamos, uma subvariedade topolégica é por si s6 uma variedade topolégica.

e Subvariedades diferenciaveis

Seja N uma variedade diferencidvel e seja M C N com M # (), sendo M uma subvariedade topolégica de N e
possuindo uma estrutura diferenciavel que faz de si também uma variedade diferencidvel.

Dizemos que M é uma subvariedade diferencidvel de N se a incluséo iy, v for um mergulho suave de M em N.

Assim, a variedade diferencidvel M serd uma subvariedade diferencidvel da variedade diferencidvel N se M C N, se
M for uma subvariedade topoldgica de N e se a inclusdo iy, y for uma imersao da variedade diferencidvel M na variedade
diferencidvel N.

Notas. Na Segao 33.4.2, pagina 1715, mostramos um exemplo de uma subvariedade diferencidvel de R"t1: o grafico de uma fungio F : R® — R
diferencidvel.

B importante frisar que o fato de uma variedade diferencidvel M ser topologicamente mergulhada em outra variedade diferencidvel N nao
faz com que M seja uma subvariedade diferencidvel de N. Na Segdo 33.4.2.1, pagina 1717, mostramos que o cone n-dimensional pode ser
tomado como uma variedade diferencidvel (com uma escolha conveniente de estrutura diferencidvel, apesar de néo ser diferencidvel, enquanto
superficie, em seu vértice). Mostraremos, porém, que o cone n-dimensional nfo é ipso facto uma subvariedade diferenciavel de R"*+!, onde
é topologicamente mergulhado.

e Superficies regulares em R"

Um conjunto 8§ C R™ é dito ser uma superficie reqular de dimensio m (com m < n) se for uma subvariedade de
dimensao m de R™ (com R™ sendo aqui a variedade diferencidvel R" padrao).

Mais sobre o tema serd apresentado na Segao 33.4.3, pagina 1719.

e Variedades suavemente mergulhdveis

Uma variedade diferenciavel M é dita ser uma variedade suavemente mergulhdvel em uma variedade diferencidvel N
se existir um mergulho suave ¢ : M — N tal que (M) seja uma subvariedade diferencidvel de N.

24“Embedding”, ou ainda “imbedding”, em Inglés. “Plongement”, em Francés. “Einbettung” em Alemio.
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Com isso, podemos dizer que uma uma subvariedade diferencidvel M de uma variedade diferencidvel N é uma
variedade suavemente mergulhada em N pela inclusao iy, N

e Dois teoremas de Whitney sobre imersoes e mergulhos suaves

Mencionamos aqui dois importantes teoremas, ambos devidos a Hassler Whitney?®. Suas demonstracdes estdo fora
do escopo destas Notas (vide referéncias logo abaixo).

Teorema 33.3 (Teorema de Imersao de Whitney) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. Entao, se
m > 1, existe uma imersao de M em R>™~1, [m}

Teorema 33.4 (Teorema de Mergulho de Whitney) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensio m. Entao,
sem > 0, existe um mergulho suave de M em R>™. [m}

Esses teoremas foram apresentados por Whitney entre 1936 ¢ 1944 (para os trabalhos originais, vide [127]). Em
1936 Whitney demonstrou uma versao ligeiramente mais fraca dos teoremas acima: toda variedade diferencidvel de
dimensdo m pode ser imersa em R?™ e toda variedade diferenciavel de dimensdo m pode ser mergulhada em R2™+1.
Uma demonstragao dessa versao mais fraca pode ser encontrada em [299], em [309] ou em [32]. A versdo apresentada nos
Teoremas 33.3 e 33.4 data de 1944 e faz uso de métodos muito mais sofisticados que os da versdo de 1936. Vide [127].

Para uma demonstragao de um teorema de mergulho para o caso de variedades topoldgicas compactas (porém, muito
mais fraco, no que concerne as dimensoes do espago ambiente onde a variedade é mergulhada), vide Teorema 32.23,
pagina 1629 e seguintes. Vide também o Comentario & pagina 1629.

O Teorema 33.4 evidencia um aspecto da nogao de variedade diferencidvel que merece alguma discussao. Ele nos
informa que toda variedade diferencidvel de dimensdo m ¢ difeomorfa a alguma superficie regular?® de dimensio m em
um espago Euclidiano R?™. Com algum abuso de linguagem, isso significa que toda variedade diferencidvel de dimensao
finita ¢ uma superficie regular em algum espago R" (denominado espa¢o ambiente).

Assim, variedades diferencidveis podem ser abordadas de forma extrinseca, como superficies regulares em algum
espago ambiente R™, ou de forma intrinseca, como espagos topolégicos per se, sem referéncia a um espago ambiente onde
as mesmas possam ser mergulhadas.

Duas questoes, aparentadas entre si, que aqui se colocam sdo: I. Por que nio estudar variedades diferencidveis
apenas extrinsecamente, ou seja, apenas como superficies regulares em algum espago ambiente? 2. Nao seria a prépria
defini¢ao de variedade diferencidvel uma defini¢ao supérflua ou espiiria, ja que os objetos abrangidos por ela reduzem-se
a superficies regulares?

A resposta a ambas as perguntas depende um tanto da inclinacao filoséfica de quem a formula e do que se deseja
realizar com a resposta. O fato é que a abordagem extrinseca raramente conduz a resultados e nogoes fundamentais e
tteis no estudo de propriedades gerais ou particulares de variedades. Na Teoria da Relatividade Geral, por exemplo,
onde assume-se que o espago-tempo seja uma variedade diferencidvel, a abordagem extrinseca é esptria, pois nao ha
(acredita-se) realidade fisica no espago ambiente onde o espago-tempo pode ser mergulhado.

33.2.4.3 Imersoes e Mergulhos. Exemplos e Contraexemplos Simples

Os exemplos a seguir exibem aplicagdes diferencidveis de R em R? que nio sdo imersées (Exemplo 33.3) ou sdo imersdes,
mas nao mergulhos (Exemplos 33.4, 33.5, 33.9 e 33.10). Diversas figuras os ilustram. Mais exemplos sao tratados na
Secao 33.4, pagina 1714.

Todos sao bons exemplos para se ter em mente, pois ilustram as dificuldades que podem ocorrer com as nogoes de
imersdo e mergulho. Os Exemplos 33.3 e 33.4 e sdo encontrados, por exemplo, em [327].

Exemplo 33.3 A curva ¢ : R — R? expressa por ¢(t) = (Ls, L2) (vide Figura 33.1, esquerda, pigina 1702) é uma aplicagao
diferenciével, pois ¢ é diferencidvel. A aplicacdo diferencial d¢(t) : T:R — T4(,)R* é dada por d(t) = ¢'(t) = (5t4, 2t), Assim,
para v € TR (ou seja, v € R), temos d(t)v = (5t*v, 2tv). Vemos que se ¢ # 0, v € Ker (d¢(t)) se e somente se v = 0. Assim,

25Hassler Whitney (1907-1989).
26 A nogio de superficie regular é discutida na Secio 33.4.3, pagina 1719.
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d¢(t) é injetiva para t # 0. Sucede, porém, que para t = 0 tem-se d¢(0) = 0 e, portanto, nesse ponto d¢ nao é injetora. Resumindo,
conclufmos que ¢ ndo é uma imersao de R em R?, pois a aplicacéo diferencial d¢ anula-se em ¢t = 0, ndo sendo injetiva, portanto,

nesse ponto. *
2
. 1
08 T v T
-4 2 a
0.6
4
0.2
i 0.5 i 0.5 1

Figura 33.1: Esquerda: a curva ¢ : R — R? dada por ¢(t) = (t5, tz) com t € R (exibimos apenas o trecho com
t € (-1, 1)). Trata-se de uma aplicacdo diferenciavel de R em R2, mas nio uma imersio, pois do(t) = (5t4, 2t) anula-se
emt=0.

Direita: a curva ¢ : R — R? dada por ¢(t) = (¢(t* —4), t* —4) com t € R (exibimos apenas o trecho com ¢ €
(=5/2, 5/2)). Trata-se de uma imersio, pois d¢(t) = (3t> — 4, 2t) ndo se anula. N&o se trata, porém, de um mergulho,
pois a curva possui uma autointerceptagao. De fato, ¢(2) = (0, 0) = ¢(—2), e, portanto, ¢ nao ¢ injetiva.

Exemplo 33.4 A curva ¢ : R — R? expressa por ¢(t) = (L(L2 —4), 1? — 4) é uma aplicagao diferencidvel. Tem-se também
do(t) = ¢'(t) = (3t2 — 4, 2t)7 que nao se anula para nenhum ¢. Assim, d¢ ¢ injetora e, portanto, ¢ ¢ uma imersao. Nao se trata,
porém, de um mergulho, pois ¢ néo é injetiva, ou seja, possui autointerceptagdes, como exibido no gréfico a direita da Figura 33.1,
pégina 1702. De fato, é facil constatar que ¢(2) = (0, 0) = ¢(—2). ¢+

Exemplo 33.5 Este exemplo talvez seja bastante elementar, mas vale a pena comenté-lo. Considere-se a curva R 3 ¢t — ¢(t) €
R? dada por ¢(t) = (cos(t), sen(t)). Trata-se de uma imersdo de R em R? com dé(t) = ( — sen(t), cos(t)), que nunca se anula.
Naio se trata, porém, de um mergulho de R em R?, por ¢ ndo ser injetora: a curva ¢ percorre infinitas vezes o circulo de raio 1
centrado na origem em R?.

A situagio é um tanto diferente se considerarmos o toro unidimensional T' definido como um espago quociente formado pelo
intervalo fechado I := [0, 2n] introduzindo-se uma relagao de equivaléncia que permite identificar os pontos extremos 0 e 27. Vide
pégina 1724. A aplicagio ¢ : T' — R* dada por ¢(0) = (cos(0), sen(0)), para a qual vale d¢ = (— sen(6), cos(6)), é agora um
mergulho de T' em R?.

Exemplo 33.6 A aplicagio ¢ : T' — R? dada por ¢(0) = (cos(ZG), sen(ZG)) é apenas uma imersio de T' em R?, por nio ser
injetora. *

Exemplo 33.7 A aplicagio ¢ : T' — R? dada por

1—cos(26), sen(20)) , 6€|0, 7], 2(sen(26), cos(20)) , 0elo, n],

(0) = ( ) com de(0) = ( )
(cos(20) — 1, sen(20)) , 0 € [, 27, 2( — sen(26), cos(26)) , 0 € [m, 27],

(33.59)

é uma imersio de T' em R? (pois d¢(0) nio se anula), mas ¢ nio é um mergulho, por nio ser injetora. De fato, ¢(0) = ¢(r) =

¢(2m) = (0, 0), como facilmente se constata. Vide Figura 33.3, pdgina 1703. No Exemplo 33.8 discutimos uma variagao da curva

(33.59) que é, porém, injetiva, mas, por razoes de natureza topologica, também nao é um mergulho. ¢
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Figura 33.2: Exemplo de uma imersdo ¢ do intervalo (=3, 0) C R em R? que é injetiva, mas ndo é um mergulho
topoldgico (e, portanto, ndo ¢ um mergulho suave). A trecho em azul da figura é o grafico da fun¢io —sen(1/z) para
x € (0, 1/7). Na figura, A é um disco aberto em R? centrado na origem. Ele intercepta o trecho em azul em infinitos
segmentos. Isso ocorre com qualquer aberto de R? que contenha pontos do segmento em vermelho, pois o gréfico de
—sen(1/x) aproxima-se como uma sanfona desse segmento.

Figura 33.3: Grafico da fungdo ¢ : T' — R? dada em (33.59), pagina 1702. Trata-se de uma imersdo de T' em R?, mas
nao de um mergulho, por nio ser injetiva. O circulo & direita é percorrido no sentido horario no intervalo 0 <0 <7 e o
circulo & esquerda é percorrido no sentido anti-horério no intervalo 7 < 6 < 27, sendo que ¢(0) = ¢(7) = ¢(27) = (0, 0).
Em 6 = 7 a curva passa continua e diferenciavelmente do circulo & direita ao circulo a esquerda. As setas indicam o
sentido do percurso quando 6 varia de 0 a 27.

Exemplo 33.8 O Exemplo 33.7 possui uma variagio interessante. Considere-se a curva ¢ : (0, 2r) — R? dada por

(1 —cos(20), sen(20)), 6 € (0, 7],
#(0) == (33.60)
(cos(20) — 1, sen(20)), 0 € [, 27),
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Observe-se que é a mesma expressio de (33.59) com uma importante diferenga: os pontos 6 = 0 e @ = 27 foram excluidos. Mesmo
assim, a imagem de ¢ e a mesma que a da curva ¢ dada em (33.59) e ilustrada na Figura 33.3, pagina 1703. Note-se, porém,
que agora ¢ é injetival Assim, a curva ¢ dada em (33.60) é uma imersdo injetora. Porém, ela também nao é um mergulho, pois

¢ nao é um homeomorfismo de (0, 27) em sua imagem ¢((07 277)) C R? se considerarmos nesse tiltimo conjunto a topologia
induzida pela de R?. Para ver isso, considere-se um aberto (7 — a, ™+ a) com 0 < a < 7, que adotamos “pequeno” para facilitar
a argumentagdao. A imagem desse conjunto por ¢ é o trecho de curva indicado em vermelho na Figura 33.4, pdgina 1704. Esse
trecho, no entanto, nao ¢ um aberto em c‘)((O, 277)) na topologia induzida pela de R?, pois um aberto em ¢((0, 27r)) que contenha
o trecho em vermelho necessariamente deve conter também trechos da curva como ¢((0, ﬁ)) e ¢((27r -, 271')) para 3, v > 0
suficientemente pequenos, trechos esses indicados em dois tons de verde na Figura 33.4.

Figura 33.4: Gréfico da funcio ¢ : (0, 2m) — R? dada em (33.60), pagina 1703. Trata-se de uma imersio injetora de
(0, 27) em R?, cuja imagem coincide com a curva ¢ : T' — R? dada em (33.59), pagina 1702. Nao se trata, ainda
assim, de um mergulho, por ndo ser um homeomorfismo de (0, 27) na imagem ¢((0, 277)) se adotarmos nesse tltimo
conjunto a topologia induzida pela de R?. Um disco aberto A C R?, como indicado na figura, que é centrado na origem,
sempre intercepta ¢5((0, 27r)) em trés trechos: um, indicado em vermelho, da forma d)((Tr —o, T+ a)) para algum a
positivo e dois da forma ¢((0, a)) e ¢((27r - a, 271')), ambos indicados em dois tons de verde. Vé-se com isso que
qﬁ((w —a, T+ a)), o trecho em vermelho, niio é aberto na topologia induzida pela de R? na imagem de ¢ e, portanto, ¢
nao ¢ um homeomorfismo.

Exemplo 33.9 Este exemplo trata de uma imersdo que ¢ injetiva, mas ainda assim, nao é um mergulho topolégico (e, portanto,
nao é um mergulho suave). Ele é melhor esclarecido com auxilio da Figura 33.2, pagina 1703.

Os pontos a, b e ¢ (Figura 33.2) sio pontos de R? com coordenadas a = (0, 1), b= (0, —1) e ¢ = (1/m, 0). A curva em
vermelho é um segmento de reta orientado que conecta a a b. A curva em azul é o grafico da fungdo —sen(1/z) para z no intervalo
(0, 1/m), tendo inicio no ponto c¢. A curva em verde conecta o ponto b ao ponto ¢, sendo infinitamente diferencidvel. A curva
¢ : (=3, 0) = R? é definida da seguinte forma: no intervalo X = (=3, —1) ela segue o segmento de reta em vermelho, partindo
em a e terminando em b, como ¢(t) = (O, —(t+ 2)) € R%. Em seguida, ¢ segue ao longo da curva regular em verde de b a ¢, com
o parametro t variando no intervalo (—1, —1/). Por fim, a curva segue ao longo do grafico da fungao —sen(1/x), curva em azul,
como ¢(t) = (—t, —sen(1/t)) € R* parat € [~1/m, 0). Com isso, ¢(X) C R* é a unido do segmento vermelho com a curva verde
¢ a curva azul.

A curva verde é escolhida continua e infinitamente diferencidvel também em b e ¢, o que faz de ¢ : (—3, 0) — R? uma imersio
da variedade (-3, 0) em R?. Essa imersdo é também injetiva, mas nio é, porém, um mergulho topolégico (e, portanto, nio é um
mergulho suave). A razao estd relacionada a caracterfsticas topoldgicas da curva ¢, como passamos a esclarecer.

Segundo a defini¢io, ¢ : (—3, 0) — R? seria um mergulho topolégico se fosse um homeomorfismo®” de X = (=3, 0) na
sua imagem ¢(X) = d)((73, 0)), adotando-se em d)(X) a topologia relativa de R?. Observe-se, porém, que considerarmos em
X = (-3, 0) um intervalo aberto (o, 8) C (=3, —1), teremos ¢((, 8)) inteiramente contido no segmento vermelho, que conecta
a e b. O intervalo (o, 8) é um aberto em X, mas a imagem (;5((01, ﬂ)) nao é um conjunto aberto na topologia induzida por R?
em ¢(X). De fato, qualquer aberto aberto nessa topologia que contenha pontos de gb((a., 3)) conters também infinitos segmentos
pertencentes ao grafico da fun¢ao —sen(1/x). Tal é o caso, por exemplo, do disco pontilhado aberto centrado na origem A C R?,

27Ver definigao da Segao 30.5.1.1, pagina 1507.
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exibido na Figura 33.2.

Se a imagem por ¢ do aberto (a, 8) em X ndo é um aberto em ¢(X) na topologia induzida, segue que ¢~ nio é continua.
Isso mostra que ¢ nao pode ser um homeomorfismo e, portanto, ndo é um mergulho topoldgico. ¢

<

/

Figura 33.5: Em amarelo, o toro T? composto pelo quadrado de arestas 27, centrado na origem, com os lados paralelos
identificados conforme a orientagao das setas abertas, em preto. Em azul, um trecho da curva ¢ dada em (33.61). Para ela
tem-se d¢ = (a, b), constante e nao nula. Cada segmento da curva tem inclinagiao b/a, sendo todos, portanto, paralelos.
Se b/a é racional, a curva ¢ fechada e, portanto, ¢ nao ¢ injetora. Tal é o caso da figura acima. Se b/a ¢ irracional, a
curva ¢ é densa em T? (vide Figura 33.6, pagina 1705) e, portanto, ¢ ndo é um homeomorfismo de R em ¢(R) C T?
se considerarmos em ¢(R) a topologia induzida por T2. Em ambos os casos (b/a racional ou nio) ¢ : R — T? é uma
imersdo, mas nao um mergulho suave.

74

Figura 33.6: A curva ¢ dada em (33.61) para o caso a = 1 e b = /2 (portanto, com b/a irracional) no intervalo
t € [T, T). Trés valores de T' sdo apresentados. A curva adensa-se em T2 & medida que 7" cresce.

T=30 T=95 T=150

Exemplo 33.10 Considere-se o toro T? definido & pigina 1724 como um espago quociente em I = [—, 7] x [-7, 7] C R?,
munido da topologia relativa induzida pela topologia usual de R2. Considere-se em T? a curva R > ¢ — o(t) € T? dada por

o(t) = (((at +m) mod 2r) —m, ((bt+m) mod2m) — Tl') s (33.61)

com a, b € R constantes nao nulas, sendo os termos em (33.61) definidos de sorte que ¢(0) = (0, 0). Vide Figura 33.5, pagina
1705. A curva ¢ é uma imersio de R em T?, com d¢ = (a, b), constante nao nula.

Caso b/a seja um nimero irracional, ¢ seria injetiva, pois se ¢(t1) = ¢(t2) para t1 # t2, entdo

(a(tz — t1) mod 2w, b(tz —t1) mod2m) = (0, 0),
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o que implica que a(tz — t1) = 2mm e b(ta — t1) = 27n, para m, n € Z. Segue disso, dividindo-se uma expressao pela outra, que
b/a = n/m, contrariando a hipétese de b/a ser irracional. Neste mesmo caso, a curva ¢ nao é, porém, um mergulho de R em T
pois, como b/a é irracional, a curva R 3 t — ¢(t) € T? preenche densamente T2, como sugerido na Figura 33.6, pdgina 1705, e
encontramo-nos, do ponto de vista topolégico, em uma situagao similar a descrita no Exemplo 33.9, pagina 1704: a curva ¢ nao
é um homeomorfismo de R em ¢(R) C T? se adotarmos em ¢(RR) a topologia relativa induzida pela de T?. Assim, ¢ nio é um
mergulho topoldgico ou suave, ainda que seja uma imersao injetora.

No caso em que b/a é racional, com b/a = n/m, sendo m, n € Z, a curva é fechada (como exemplificado na Figura 33.5, pagina
1705), pois o argumento acima indica que ¢(t1) = ¢(t2) para to — t1 = 2rm/a = 2wn/b # 0. Assim, ¢ nao é injetiva. Concluimos
novamente que ¢ é uma imersio que nio é um mergulho de R em T2, por ndo ser injetiva. L]

33.3 Campos Vetoriais e Tensoriais

e Campos tensoriais

Se M é uma variedade diferencidvel de dimensao m, define-se um campo tensorial (de tipo (a, b)) em M como uma
aplicacao que a cada p € M associa um elemento de um produto tensorial tal como ( ®k TPV) R ( ®% T;V) (outras
permutagdes dos fatores podem, naturalmente, ser também consideradas). Assim, um campo tensorial 7' é descrito por
uma aplicagao que a cada p € M associa um tensor T}, em ( R TPV) R ( ®?R T;‘,V)7 expresso em coordenadas locais
como

i 0 7] ia ia
T, = T ., (ha(D)) e ®r - OR R dzy ) ®r - OrdTyC (33.62)
ha(p) ha(p)
Acima, para cada p € M, (U,, ha) compde uma carta local de coordenadas com p € U, e ho(p) = (2!, ..., 2™) € R™.
As fungoes T“""““H,_,iﬁb (ha(P)) = T“'”l“l”]...iwb (', ..., ™), k=1, ..., m, assumem valores em R e sio ditas

ser as componentes de T na carta local de coordenadas (Uy, hq). A equagao (33.62) é dita ser a expressao local de T na
carta (Uy, ha)-

O campo tensorial 7' ¢é dito ser um campo tensorial diferencidvel em M se para todo p e para todas as cartas locais
de coordenadas todas as fungoes T“""““Hmzﬁh : ho(Uy) € R™ — R forem diferencidveis como funcao de m varidveis
reais. Muito frequentemente assumiremos que as componentes de um campo tensorial sao infinitamente diferencidveis e

denotaremos por 7 (%) (M) a colegio de todos os campos tensoriais infinitamente diferencidveis de M.

Um caso de particular interesse é o de campos vetoriais:

e T,M.
(p)

M > p— 4, = d"(ha(p)) 5aF
ha

Denotaremos por 2 (M) = .7 19 (M) a colegio de todos os campos vetoriais infinitamente diferencidveis de M.
Outro caso de interesse é o de campos covetoriais, também denominados 1-formas:
M3 pr—wy = wi(ha(p) da*ln.) € THM .

Denotaremos por 2*(M) = F©D(M) a colegio de todos os campos covetoriais, ou 1-formas, infinitamente dife-
rencidveis de M.

e Campos vetoriais e sua dlgebra de Lie
Se Ae Z(M)e f: M — R é infinitamente diferencidvel, denotamos por A(f) a funciao de M em R definida por

M3pes A)y = Y a (halp) o

k=1

, (33.63)
P

sendo que, 2£| denota a derivada parcial na variavel 2* da fungio f o hi' i ha(Us) € R™ — R calculada em hq (p):
P

o
oh~—1
of = (a(fazita )> (ha(p)) -

Azt




JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 33 1707/2825

O estudante deve notar que A(f), é apenas uma notacao distinta para df,(A), com df, definido em (33.53).
Se g : M — R é uma funcao infinitamente diferencidvel e A € 2°(M), podemos definir o produto g4 € 2 (M) da
forma 6bvia: multiplicando cada componente de A em uma carta local por g:

o) = 32 ({0013 @) (ha0) o

k=1

ha(p)

Como A(f) : M — R, acima definida, é também uma fungao infinitamente diferencidvel, podemos proceder a
seguinte construgao. Seja B € 27 (M) um segundo campo vetorial infinitamente diferencidvel, cuja expressao local na
m

carta (Uy, ha) seja B, = Z bl(ha(P))

=1

. Podemos determinar B(A(f)) pela mesma expressao acima, obtendo,

17}
Ol
Iy ()

pela regra de Leibniz,

B(A(f))rl - Zzbl(ha(l))) [(%) (ha([))) %

=1 k=1

P

2
+a¥ (ha (p)) % (ha@)):| .

Disso, obtemos facilmente que

AB), = BAW), = X [g (¢ (2%) -+ (3%)) (hu(p))} o

=1

P

Com essa expressao em mente, podemos definir para todos A, B € 2 (M) um campo vetorial denotado por [A, B] cuja

expressao local é
m [ m o P 9
A By o= 2 {Z (o (7) - (5)) (’1'“‘1’))] ot

=1 Lk=1 P
Naturalmente, valerdo [A, B] € 2/ (M) e [A, B](f) = A(B(f)) — B(A(f)) para toda f infinitamente diferencidvel. O
simbolo [+, -] denota, portanto, uma funcéo bindria em 2" (M), ou seja, uma funcao de 2" (M) x 2 (M) em 2 (M).

(33.64)

A seguinte proposigao ¢é relevante no presente contexto:

Proposigao 33.7 Para quaisquer campos vetoriais A, B, C € Z' (M) e g: M — R, infinitamente diferencidvel, valem

1. Bilinearidade: Para quaisquer o, 8, v € R, constantes, valem @A+ BB, C] = a[A, C]+8[B, C] e[A, BB+~C] =
BlA, B]+~[A, C].

2. Antissimetria: [A, B] = —[B, A].

3. Identidade de Jacobi:
[4, B, Cl]+[C, [A Bl]+ B, [C, 4] =0. (33.65)

Concluimos das propriedades 1, 2 ¢ 3 que 2 (M) € uma dlgebra de Lie real com o produto |-, -].
4. Regra de Leibniz: A(9B) = A(g)B + gAB e, portanto,
[A, gB] = A(g9)B+glA, B]. (33.66)

o

A demonstracao é imediata pela definicao (33.64) e deixada como exercicio.

e Curva integral de um campo vetorial

Seja A um campo vetorial diferencidvel definido em M e seja py € M. Consideremos a questao de determinar uma
curva diferenciavel ¢ em M satisfazendo o problema de valor inicial

el = Ay,
E © (33.67)
c(0) = po,
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para algum intervalo I C R contendo 0. Uma tal curva é dita ser uma curva integral do campo A no ponto py.

Em uma carta local (Ua, ha) com py € Uy, com a qual tenhamos hy(c(t)) = (z1(t), ..., 2™(t)), paratodot € I, C I,
ha(po) = (2§, ..., af") e Ay =Y, a*(ha(q)) %‘q para todo g € Us, (33.67) equivale em Uy, a
da® k(1
—(t = a"(z'(t), ..., 2™(@), k=1,....,m,
dt ( ) (33.68)

(240, ..., 2™(0)) (xbs -y @),

que consiste em um sistema de m equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem sujeitas a condigao inicial disposta
na tltima linha. A suposicdo de A ser um campo diferencidvel implica que as funcdes a* sio diferencidveis e, portanto,
o sistema acima satisfaz as condi¢oes do Teorema de Picard-Lindel6f (Teorema 12.2, pégina 685. Vide também sua
generalizagdo para espagos de Banach, Teorema 25.4, pagina 1378), que fornece condigdes suficientes para garantir
existéncia e unicidade de solugoes para t restrito a um intervalo pequeno o suficiente, intervalo esse que pode depender
de pg e da carta U, adotada. Temos portanto:

Proposicao 33.8 Em uma variedade diferencidvel M todo campo vetorial diferencidvel define, para cada py € M, uma
curva integral ¢ : I — M dnica para algum I C R aberto com 0 € I e ¢(0) = po. o

e Curva integral completa e fluxo induzido por um campo vetorial

Uma curva integral ¢ : I — M: de um campo vetorial diferencidvel A é dita ser uma curva integral completa se
puder ser definida para todo t € R, ou seja, se I = R. O conjunto de todas as curvas integrais completas de um campo
diferencidvel A ¢ dito ser uma congruéncia de A.

Sejam M uma variedade diferencidvel, A um campo vetorial diferencidvel em M. Suponhamos que M e A tém a
propriedade de que toda curva integral de A é completa. Designemos por R 3 ¢ — ca(p, t) € M a curva integral de A
que passa por p € M em t =0, i.e., ca(p, 0) = p. Para todos t1, t2 € R ¢ todo p € M vale

calcap, t2), t1) = calp, t1+12) . (33.69)

Para estabelecer isso, seja to fixo. Note-se que ca(ca(p, t2), 0) = ca(p, t2) e, portanto, ambos os lados de (33.69)
coincidem ao menos em t; = 0. Suponhamos agora que haja um valor 7; € R tal que ca ((:A (p, t2), E) =ca(p, t1 +1t2)
mas cy (cA(p7 l2), H+s) # ca(p, ti+s+t2) paratodo s € (0, €) para algum e > 0. Defina-se d,(s) = ca ((:A(p, t2), E‘FS)
e dy(s) = calp, T1 + s+ t2), s € [0, €). Teremos, d%da(s) = Ay, s) © %db(s) = Ag,(s) © também valerd d,(0) =
ca (CA(p, t2), H) = ca(p, T1 + t2) = dp(0). Assim, d, e d, satisfazem a mesma equacdo diferencial e a mesma condi¢io
inicial em s = 0. Se escolhermos € pequeno o suficiente, podemos evocar a unicidade da solucao, a qual nos garantird
que dq(s) = dy(s) para todo s € (0, €), uma contradi¢io com a hipétese que ca(ca(p, t2), f1 +s) # ca(p, T + s + t2),
estabelecendo, portanto, que (33.69) ¢ vélida para todos t1, t2 € R e todo p € M.

A aplicagio ¢i* = ¢; : M — M dada para cada t € R por ¢;(p) := ca(p, t) é dita ser o fluzo induzido por A em M.
E de se notar que @g, +4, = Ptatts, que ¢p ¢ a identidade e que ¢y, 0 ¢, = ¢4, 41, Para quaisquer ¢, to € R. Essa tltima
identidade decorre de (33.69). Essa tltima expressao implica que ¢;0¢_; = id para todo ¢ € R. Portanto, estabelecemos
que ¢ é inversivel para todo t € R com (¢¢)~! = ¢_;. Os fatos acima dizem-nos também que o fluxo induzido por 4 é
uma ag¢ao do grupo aditivo dos reais (R, +) em M (para a defini¢do da nogao de ag¢do de um grupo, vide Segao 2.1.9.1,
péagina 146). Alguns autores denotam o fluxo ¢; induzido por A na forma

ot (1) = dulp) = exptA))
sendo essa notagdo exponencial naturalmente sugerida pelas propriedades ¢7! 0 ¢t = o7t ,, = ,, ¢ ¢t =id.

Em virtude dessa notagio, o fluxo ¢; induzido por A é também denominado mapa exponencial induzido pelo campo
vetorial A.

Observamos, por fim, que o fluxo ¢; : M — M pode ser definido mesmo que nem toda curva integral de A seja
completa. Nesse caso, ¢;(p) serd definido apenas para ¢ em um intervalo I, 3 0, eventualmente dependente de p. As
propriedades ¢y, © ¢y, (p) = Gt,44,(P) € ¢o(p) = p continuarido validas, as primeiras apenas para t; e o pequenos o
suficiente. Neste caso, o fluxo induzido por A é dito ser uma agao local do grupo aditivo dos reais (R, +) (ou seja, uma
agilo apenas em uma vizinhanga da identidade).
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33.3.1 A Derivada de Lie

Esta secdo é dedicada & nocao de derivada de Lie*® em relacio a um campo vetorial diferenciavel, uma nogao que encontra
diversos usos na Geometria Riemanniana, na Teoria da Relatividade Geral e na Mecanica Classica, particularmente no
estudo de transformagoes de simetria (especialmente aquelas associadas a difeomorfismos gerados por campos vetoriais).

A derivada de Lie desempenha também um papel na discussao sobre isometrias em variedades dotadas de tensores
métricos e conexdes de Levi-Civita. Isso é o objeto da nossa discussao sobre campos de Killing na Secao 34.5, pagina
1814.

Como vimos acima, se A ¢ um campo vetorial diferencidvel, entdo para cada ¢, o mapa exponencial ¢;' = exp(tA)
define uma aplicacao diferencidvel de M em M. Seja (d¢i'), : T,M — T4ppM seu pushforward (aplicacao diferencial)

e seja (dqﬁ{‘);{\(p) : T;;\(p)ﬂl — T, M seu pullback.

Se A é um campo vetorial diferencidvel, a derivada de Lie em relacao a A de um campo escalar, vetorial, ou tensorial,
consiste grosso modo na taxa de variagao desse campo ao longo do fluxo exp(tA)(p), calculada no ponto inicial p desse
fluxo. Em grau crescente de dificuldade, vamos mostrar como essa ideia é implementada, comegando com campos
escalares e chegando ao caso geral de campos tensoriais.

e A derivada de Lie para campos escalares

Seja p € M, seja I um intervalo de valores de ¢t em R onde ¢*(p) esteja definido e seja f : M — R uma fungio
diferencidvel. Para cada p € M a funcdo I 5 ¢t +— f (d){‘(p)) € R descreve a evolugao de f ao longo da curva integral
gerada por A e que passa por p em t = 0. Definimos a derivada de Lie de f em p como sendo a taxa de variagao de
f(qﬁ{‘(p)) em t =0, ou seja,

d
(Laf)p) == (o)
e t=0
Essa derivada pode ser determinada com auxilio de uma carta local (U, h) com p € U (restringindo, se necessdrio, o
intervalo I, de modo que ¢7'(p) € U para todo ¢ € I). Escrevamos h(p) = (z', ..., ™) e seja
9
Ap = d(at .. 2™
927 |1y
a expressao local de A na carta U. Seja também h(d)f‘ (p)) =(y}, .-, y"). Teremos, pela definigao do fluxo ¢,
d!/Z i1 my . . 1 m\ _ (.1 m
77a(yt-,»»»-,yr,)y]e{la--u,m}v com (W05 s w57) = (2!, ..oy a™)
(vide (33.68)). Assim, f(¢7'(p)) = foh™ (y}, ..., yI*) e, portanto, pela regra da cadeia, temos para ¢ fixo
d —1(,1 3(f°h71) 1 N
GFon i) = S ) T
O o) my (33.63)
= u) =g s u) T Al -
Portanto, concluimos que
(Laf)p) = ANy (33.70)
para todo p € M. E imediado por essa relagao que, para campos duas vezes diferencidveis A e B, tem-se
Lalpf—Lplaf = L, pf, (33.71)

relagdo essa que veremos ter validade muito mais geral. Facamos, por fim, a simples porém 1til observagao que se f e g
sa0 fungoes diferencidveis de M em R, entao vale

La(fg) = f(Lag)+ (Laf)g, (33.72)

28Marius Sophus Lie (1842-1899).
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como se vé facilmente com uso da regra de Leibniz.

e A derivada de Lie para campos vetoriais

Seja p € M, seja I um intervalo de valores de t em R onde ¢{}(p) esteja definido e seja B um campo vetorial
diferencidvel. O mapa I > ¢ +— (dqﬁﬁ‘t) "y )B(@‘{‘@)) € T, M define uma aplicagao de I sobre o espago tangente T, M.
t (P,

Para B, um campo vetorial diferencidvel, a expressao

(€me = (), Blotw)]

define a chamada derivada de Lie de B em relagao ao campo A.

(33.73)

t=0

As ideias por tris dessa definigio sdo as seguintes. Para ¢ variando, a expressdo ¢;!(p) representa a evolugio do
ponto p ao longo de uma curva integral definida pelo campo vetorial A. Assim, para t variando, B (q){‘(p)) representa
a evolugao do campo B ao longo dessa curva integral. Gostariamos de calcular a taxa de variagdo no tempo dessa
evolugao de B ao longo da curva integral do campo A, mais precisamente, sobre o ponto p (que corresponde a t = 0).
Ingenuamente, poderfamos para isso tomar o limite lim;_, }(B(qﬁf (p)) — B(p)) Essa expressao, porém, nao faz sentido,
pois B(qzﬁf(p)) e B(p) vivem e espagos vetoriais diferentes: o primeiro em Téf(mJ\I e o segundo em T,M e, portanto,

a diferenca B(¢7'(p)) — B(p) sequer definida estd. Para corrigir isso, usamos o pushforward (d(bi‘t) , 0 qual leva

o (p)
vetores de Ty, M em vetores de T¢f¢(¢£‘ o (p)B(GftA (p)) - B(p)) passa
a fazer sentido, pois é a diferenga de dois vetores de T, M. No limite ¢ — 0 isso fornece a taxa de variagio procurada e
coincide com a derivada do lado direito de (33.73). Essas sao as ideias expressas na defini¢ao (33.73).

) = T,M. Com isso, a expressao % ((dd)f‘t)

Antes de generalizarmos a definigdo da derivada de Lie sobre campos tensoriais gerais apresentemos os seguintes
resultados relevantes:

Proposicao 33.9 Para campos vetoriais diferencidveis A e B, vale
LaB = [A, B]. (33.74)
Como consequéncia disso, valem também os sequintes resultados:

1. Para campos vetoriais diferencidveis A e B, tem-se

LaB = —LpA. (33.75)
2. LaB é linear em A e B:
Layaytaza, B = a1la, B+ azla,B (33.76)
e
La(BrB1+ f2Bs) = P1LaB1 + 2LaBs, (33.77)

com oy, ag, B1, Ba constantes e A, Ay, As, B, By, By campos diferencidveis.

3. Para A e B campos diferencidveis e para uma fungdo g : M — R diferencidvel, tem-se

La(gB) = A(g)B+glA, B] = A(g)B+gLaB = (Lag)B+ gLaB (33.78)

e
LB = —B(9)A+glA, Bl = —B(g)A+gLaB = —(Lpg)A+gLaB. (33.79)

4. Valem

Lia, g = Lalkp—LpLla (33.80)

e
La[B, C] = [£aB, C| + [B, £aC], (33.81)
para A, B e C duas vezes diferencidveis. [m}
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Prova. A prova da igualdade (33.74) é um pouco técnica e apresentamo-lo em separado no Apéndice 33.A, pagina 1732. A
relagao (33.75) é evidente por (33.74). As relagdes (33.76) e (33.77) seguem trivialmente de (33.74). As relagoes (33.78) e
(33.79) seguem imediatamente de (33.74) e de (33.66), usando também (33.70). A eq. (33.79) também pode ser obtida de
(33.78) usando (33.75). Por (33.74), valem L4, 5)C = [[A, B], C], £4(£5C) = [A, [B, C]] e£p(£aC) = [B, [A, C]].
Da identidade de Jacobi (33.65) e da antissimetria do comutador, segue L4, p|C = LA(LBC) —Lp (EAC) (verifique!),
que é a relagao (33.80). A relagio (33.81) é também imediata por (33.74) e pela identidade de Jacobi (33.65). A eq.
(33.81) também segue de (33.80) com uso de (33.75). ]

As relagoes (33.74) e (33.64) fornecem a expressao local de £ 4 B:

o' da! 9
— k _ gk Pe
LB, = <(L <31"°) b (Tm")) (h(p)) 2l . . (33.82)
Vemos, em particular, que
0 (8a-’ ) 7%
A5 = —|77) () 55 (33.83)
02" ) or7 ) ") 5 o)

expressao essa que usaremos mais adiante.

e A derivada de Lie para campos covetoriais

Nosso primeiro passo é estender a definicao de derivada de Lie a campos de covetores. Como antes A é um campo
vetorial em A e ¢7* o fluxo que o mesmo gera.

Seja p € M, seja I um intervalo de valores de ¢ em R onde ¢;'(p) esteja definido e seja w um campo covetorial
diferencidvel. O mapa I >t — (d(b{‘);?(mwd,f (» € TpM define uma aplicagao de I sobre o espago cotangente T,M.
A expressao

*

(33.84)

d
(ca)o) = G [(a62)], woron]

define a chamada derivada de Lie de w em relagdo ao campo A. A expressdo local de £ w em uma carta local de

coordenadas h(p) = (z!, ..., 2™) é

(a), = (o9 35 (00) + (1 552 ) o] sty (3.85)

A demonstracao encontra-se no Apéndice 33.A, pagina 1732.

t=0

Vemos, em particular, que
da’

Ladz'], = (ay‘) (h(p)) dz’|, , (33.86)

expressao essa que usaremos mais adiante.

E evidente por (33.85) que £aw é linear em A e em w. Também segue facilmente de (33.85) (verifique!) que para
uma funcio diferencidvel g : M — R, tem-se

La(gw) = A(g)w + gL aw e Lgaw = glaw+ (w, A)dg*, (33.87)
sendo dgy : T;R — Ty M o pullback de g : M — R, expresso em uma carta local como dg* = gf, da'. Vide (33.54).
E. 33.17 Ezercicio. Um exercicio simples, porém (til ao estudante, é mostrar que vale
Lalpw—Lplaw = Lia pw (33.88)

para campos duas vezes diferencidveis A, B e w. A sugestdo é calcular LoLpw e LpLpw empregando a expressdo local (33.85) e,
em seguida, calcular L4, pjw, usando também (33.85) e a expressio local (33.64) para o comutador de dois campos. Apés alguns
cancelamentos obtém-se (33.88). £

O exercicio que segue mostra uma relagao entre a derivada de Lie de campos vetoriais e a derivada de Lie de campos
covetoriais.
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E. 33.18 Ezercicio. Mostre que

(@, £aB) = —(Law, B)+A((w, B)). (33.89)
para campos vetoriais diferencidveis A e B e para um campo covetorial diferencidvel w. Sugestdo: use as expressdes locais para LaoB e
Law.

Como A({w, B)) = La{w, B) (vide (33.70)), a identidade (33.89) esta dizendo-nos que
Lalw, By = (Law, B) + (w, LaB), (33.90)
uma espécie de regra Leibniz para a derivada de Lie.

Observacdo: A expressio (33.90) (e, portanto, também a expressdo (33.89)) pode ser alternativamente obtida diretamente da definicdo
de £A<w, B> como derivada de relagdo a ¢ de <w B>o,\, em ¢ = 0, usando-se ainda a expressdo local de (m, B> e a regra de Leibniz
i

usual. £

e A derivada de Lie para campos tensoriais. Um caso particular

Para estendermos a derivagao de Lie para tensores, vamos tratar de um caso particular. Seja 7" um campo tensorial
de tipo (0, 2), de sorte que para campos vetoriais B, C' € X(M) esteja definida a forma bilinear 7'(B, C') como uma
funcao infinitamente diferencidvel na variedade.

Podemos definir a derivada de Lie de 7" em relagao a um campo A, que denotaremos por £ 47 impondo-se a regra de
Leibniz da seguinte forma:

LA(T(B, C)) = (LaT)(B, C)+T(LaB, C) +T(B, £aC) . (33.91)

Como T(B, C) é uma grandeza escalar, isso significa que £ 4 (T'(B, C)) = A(T(B, C)) Com isso L 4T ¢ definida como
sendo o campo tensorial de mesmo tipo (0, 2) dado por

(£aT)(B, C) :== A(T(B, C)) =T (£LaB, C) =T (B, £aC) = A(T(B, C))-T([A, B], C)-T(B, [A, C]) . (33.92)

Esté claro que essa expressao define £ 47 em termos de objetos ja previamente definidos e que a ideia pode ser levada
adiante, definindo-se £ 4 sobre um campo tensorial 7" de tipo (a, b) como uma outro campo tensorial de mesmo tipo
(a, b) de sorte a respeitar a linearidade e a satisfazer a regra de Leibniz.

Vamos agora indicar uma maneira de fazer isso de forma sistemética.

e A derivada de Lie para campos tensoriais. Caso geral

Seja T um campo tensorial de tipo (a, b), mais especificamente, com T}, € (©f TpM) ® (@} TyM). Seguindo as
ideias que discutimos acima para definir-se a derivada de Lie em campos vetoriais e covetoriais, definimos a derivada de
Lie £L4T por

d . . .
(LaT)p = o | (d62) 0y R - B (d62) ) @ (d07) S ) © - @ (d67) Sa ) T . (33.93)

a vezes b vezes =0
E claro por essa definigiio que (£4T), é novamente um elemento de (®% ToM) ® (®} T;M). Para outros tensores de
tipo (a, b) a generalizacao da definigao é 6bvia: basta permutar adequadamente os fatores (ddfi‘t)@A » © (dé;“);,l )
Em uma carta (U, h), com p € U, obtemos de (33.93), pela regra de Leibniz aplicada & diferenciagao em ¢,

_ iy eia g 9 ta+t1 platb
(LAT>‘) = La (T ' fat1iatn )h(p) Oxi A) Gr - @R Oxla h(p) R d'Th(P) ®r - QR d'E’E(P)

17}
®R - Or <£A oy
h(p) v

®R d:r;;‘é; ®R - OR d.z‘;(;;

O OR <
R"""WYWR 5.
h(p) Gt Iy

(p)

~ 9
+T Gat1 - latb (h(p)) |:Z Oxi

k=1

atb g
O

l=a+1

+ ®r - O

h(p)

9 o ' i i i
Dz o Rr dmh’(;; ®R - OR (LAdmh‘(p)) ®R - OR (],.T:h’(;})':| . (33.94)
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A demonstragao de (33.94) a partir da defini¢do (33.93) encontra-se no Apéndice 33.B, pdgina 1733.

Com uso das férmulas (33.83) e (33.86), a relacao (33.94) fornece uma expressao explicita para o célculo da derivada
de Lie de um tensor como 7T'. Vide (33.98), adiante.

E também claro pela prépria expressio (33.94) que o termo entre colchetes [ . } ( as somatorias em k e | na segunda

e terceira linhas) representam

7] J i
Lal =2 QR - - - Y @ dziett dziet?
A <8mu ) R OR Dia ‘h(p) R ATy ) CR - OR ATy ()
Assim, (33.94) diz-nos que
) B ) )
11 "la . lat1 L atatb
La <T B tab1 et (h(l’)) e o ®R - OR Daie o ®R dzh(p) QR - Or lth(p)>
= Ly (T ) 2| r O 2| Orde Og - op ol
= ~a iar1-ias VAP)) ) 5050 h) R R Gria b R AT (p) OR *** OR 0T, )
Tivia h c 9 ¢ d fat1 dpiet I
+ i (B0)Ea | 5o o E R | R n e on i) ) (33.95)

e Alguns exercicios

Com os ingredientes acima os exercicios a seguir devem ser relativamente faceis ao leitor.

E. 33.19 Egercicio. Justifique a regra de Leibniz (33.91) com base na definicdo (33.93) ou na sua forma final, (33.95). "

E. 33.20 Ezercicio. Sejam Ty e T> dois campos tensoriais diferencidveis, ndo necessariamente de mesmo tipo. Mostre que

LaA(Ti@rTe) = (LaTh) @ To+Ti @r (£aTh) . (33.96)

Sugestdo: Use (33.94) e/ou (33.95), assim como (33.72). *

E. 33.21 Ezercicio. Mostre, generalizando resultados anteriores, que para um campo tensorial duas vezes diferencidvel 7' tem-se
La(L8T) = Lp(£aT) = Lia, T, (33.97)

com A e B sendo campos vetoriais duas vezes diferencidveis. Sugesto: Use (33.94) e (33.95) para determinar a diferenca LaLpT —
LpLaT. Apés diversos cancelamentos, mostre que o que resta é a expressio (33.94), porém com £ substituida por LaLp — LpLa,

g

agindo nos fatores 71",
a+1"""tatb

e dz,’:(p). Use entdo o fato j& provado anteriormente que Lalp — Lpla = L4 p

9
02 | 1)
quando esses operadores agem em campos escalares, vetoriais ou covetoriais (relagdes (33.71), (33.80) e (33.88)). £

E. 33.22 Ezercicio. Usando as férmulas (33.94), (33.83) e (33.86), mostre que as componentes de £47" na base

0 ] iat1 iasy
oy R - R 5 ®r da, Y Or - Or da,
{dx“ e Ozia (o) (p) (P)
sdo
- o i +b o
P i 0 - . da'* da’
t1ta — o7 iyevia o i1 Jgta i -eeig Q¢
(£aT) iatriass O Ol (T tat1 "1a+b) ZT a1 lath Gk + T fat1 Gl ekt P (33.98)
k=1 I=a+1
iy ia N PIT o PRI igeei
onde T" [, significa que o indice i;, € substituido pelo indice ji e analogamente para T' ap1eeedy bat *
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33.4 Exemplos de Variedades Topolégicas e Diferenciaveis

A presente secao é dedicada a discussao de exemplos de variedades topolégicas e diferencidveis e suas construgoes. O
estudante ¢ estimulado a procura-la sempre que possivel ou necessario.

Os exemplos mais bésicos de variedades diferencidveis de dimensdao n € IN sao os espagos R™ dotados da topologia
usual e das cartas locais de coordenadas definidas pela fun¢ao identidade. Com essa estrutura temos a chamada variedade
R™ padrdo. Nao nos deteremos com mais elaboragdes sobre esses exemplos, mas recordamos o leitor dos seguintes fatos
j4 mencionados: R* possui uma colecdo nao contavel de estruturas diferenciaveis distintas da estrutura diferencidvel do
R* padrdo. Em todos os demais espagos R™ com n # 4 a estrutura diferencidvel padrao ¢ a tnica existente.

33.4.1 Uma Variedade Topolégica Paracompacta nao Segundo-Contavel
Nesta segao apresentamos um exemplo ilustrativo de uma variedade topoldgica paracompacta que nao é segundo-contavel.

Exemplo 33.11 Seja W um subconjunto nao contdvel de R (por exemplo, W = R ou W = R\ Q, o conjunto dos nimeros
irracionais). Seja X = R x W C R?. Considere-se em X a topologia 7 gerada por todos os conjuntos da forma A x {y} =
{(z y), com x € A}, comy € W e A € g, um aberto na topologia usual de R. Note-se que 7 nao coincide com a topologia
induzida em X C R? pela topologia 752, a topologia usual de R?.

B fécil constatar que (X, 7) possui uma colegao nao contével de componentes conexas, pois X = U (]R X {y}) uma uniao
yeW

disjunta, sendo que cada conjunto R x {y}, com y € W, é um 7-aberto conexo. Vamos demonstrar as quatro afirmagoes seguintes:

a) o espago topoldgico (X, T) é localmente Euclidiano de dimensdo 1; b) o espago topolégico (X, 7) é Hausdorff; ¢) o espago

topolégico (X, 7) nao é segundo-contavel e d) o espago topolégico (X, 7) é paracompacto. Isso estabelecerd que o espago topolégico

(X, 7) é uma variedade topoldgica paracompacta mas nao segundo-contdvel. Vamos as demonstragoes dessas quatro afirmativas.

a. Seja (z, y) € X, comz € Rey € W, arbitrdrios. E claro que para qualquer r > 0 tem-se (z, y) € (z—r, x+7)x {y}=Vver.
E claro que V é uma vizinhanga 7-aberta de (z, y) € X e fécil constatar (faga-o!) que a aplicagdo hy : V — R dada por
hv((ﬂ, y)) =a,com z—r < a < z+7,éum homeomorfismo de V em (z —r, x+r), que é um aberto em R. Isso estabelece
que cada (z, y) € X possui a0 menos uma vizinhanga aberta localmente Euclidiana de dimenséo 1 e, portanto, que (X, 7)
é um espago topolégico localmente Euclidiano de dimenséo 1.

b. Sejam p1 = (z1, y1) e p2 = (w2, y2) dois pontos distintos arbitrdrios de X. Tome-se r > 0 e sejam A; e Ay os conjuntos
T-abertos dados por A1 = (z1 — 7, x1+7) X {y1} e As = (z2 — 7, w2+ 1) X {y2}. Sempre tem-se p1 € A; e p2 € Az. Além
disso, se y1 # y2 tem-se que A1 N Az = (. Se, porém, tivermos y1 = y2 valerd também A; N A2 = () desde que escolhamos
r < |z1 — x2|/2. Esses fatos reunidos estabelecem que o espago topoldgico (X, 7) tem a propriedade de Hausdorff.

c. Seja B uma base em 7. Entao, por definigao, todo elemento de 7 pode ser escrito como unido de elementos de B. Assim, para
cada y € W existe uma colecéo nao vazia B, de elementos de B cuja unido é o T-aberto (0, 1) x {y}. E evidente que todos
os elementos de B, sdo da forma B x {y} com B € Tz (doutra forma sua unido conteria algum ponto (x, y') com y' # y).
Isso implica que as colegdes B, sao disjuntas para y’s diferentes. Assim, B contém a unido disjunta nio contével Uyew By
e, portanto, como nenhum B, é vazio, a base B nao pode ser contdvel. Isso estabelece que espago topolégico (X, 7) ndo é
segundo-contével.

d. A topologia 7 é a topologia gerada por todos os conjuntos A x {y}, com A € 7r e y € W. Pela Proposi¢ao 27.3, pagina
1420, é facil ver que todo T-aberto é a unido de conjuntos da forma A x {y}, com A€ R ey € W.
Seja A = {B,u n e Q} um recobrimento de X por 7-abertos. Como os elementos B, de A sdo T-abertos, temos pelo
comentério acima que cada B, é da forma,

B, = U (Ax x {m}) »
AeAL

com Ay € Tr e yx € W, sendo A, um conjunto de indices (que pode depender de p € ). Assim,
A=< U (x{m}), neo
AEAL

Segue facilmente disso que a colegao de T-abertos dada por

B = {Axx{yA}, Ae UA#}

neQ
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é um refinamento de A (justifique!). Como A e B recobrem X, para cada y € W deve haver ao menos um X € U#eﬂ Ay tal
que yx € y. Assim, podemos escrever B como a unido disjunta

B = U By, onde By, = {AN‘ x{y}, v € 1“,_,} s

YyEW

sendo I'y := {)\ € U,en A yx = y}

Claro estd que cada B, deve recobrir o conjunto R x {y} (doutra forma B nao poderia recobrir X). Logo, para cada y € W
a colegao {A,, v € I'y} é um recobrimento de R por Tr-abertos. Como (R, Tr) ¢ paracompacto (pelo Coroldrio 32.11,
pégina 1639), cada {A,, v € I'y} possui um refinamento localmente finito €,. Defina-se

e:= J{ex{} cee}.

Agora, € ¢ um refinamento localmente finito de B e de A, pois dado (z, y) € X, existe, pela paracompacidade de (R, 7r),
uma vizinhanga aberta V x {y} de (z, y), com & € V € g, que intercepta apenas uma cole¢ao finita de elementos de
€, x {y} C €. Isso conclui a prova que (X, 7) é um espaco topoldgico paracompacto, mas nao segundo-contavel.

Esse exemplo ilustra bem o comentério acima de que toda variedade topoldgica que é paracompacta mas nao é segundo-contavel
possui uma colegao nao contdvel de componentes conexas. ¢

E. 33.23 Ezercicio. Mostre que se tomarmos W como um conjunto enumerdvel no Exemplo 33.11, entdo (X, 7) serd um espaco
topoldgico segundo-contavel e, portanto, sera uma variedade topoldgica segundo-contavel.

Pelo supracitado Teorema de Whitney, X pode neste caso ser mergulhado em R?. Indiquemos como isso pode ser feito. Seja
W = {yn, n € N} uma contagem de W. Defina-se f: X — R? por

L e )

para cada 2 € R e n € N. O conjunto imagem f(X) de X por f é U, ((n—1, n) x {0}) C R?. Mostre que f é um homeomorfismo
em sua imagem e, portanto, que é um mergulho de X em R?. &

33.4.2 O Grafico de uma Funcao Real em R"

No que segue, denotaremos por | - || a norma Euclidiana usual em R™.

Seja O C R™ um aberto conexo (na topologia usual de R™) e seja F' : O — R uma fungao continua. O conjunto de
pontos § := {(ml, coyoat, Bt L ;16"))‘ com (z', ..., a") € O} C R™*!, que compdem o gréfico de F, define
uma superficie em R"*!. A topologia usual de R"*! induz uma topologia 7 em 8 (a nogio de topologia induzida foi
introduzida na Segdo 27.2.4, pagina 1422). Essa topologia é a topologia induzida pela métrica de R**! em 8:

a((@ F@), @ FO)) = @ F@) = @ P, = Vel + (F@) - Fw)?

Aqui, z = (21, ..., 2") ey = (y!, ..., y") sdo elementos de O.

A topologia 7 em § ¢, portanto, uma topologia métrica. Assim, o espago topoldgico (8, 7) é Hausdorff. E fécil provar,
usando a continuidade de F' que o conjunto contavel {(z, F(z)), z € ONQ"} é 7-denso em 8.

E. 33.24 Ezercicio. Demonstre essa afirmagio! *

Assim, (8, 7) é um espago topolégico separével e, pela Proposicao 27.15, pagina 1433, é também segundo-contével.

Exemplos de abertos Euclidianos nessa topologia sido os conjuntos F(zg, r) := {(T, F(T)), com z € O tal que ||z —
Zolln < r}, sendo que zg € O e r é pequeno o suficiente para a bola aberta de raio r centrada em z( esteja contida em O.
E. 33.25 Ezercicio. Use a continuidade de F' para mostrar que formalmente que F(xo, ) é um aberto na topologia induzida pela

topologia usual de R"*! em 8. Mostre, para tal que para cada € > 0 existe r > 0 tal que || (=, F(z)) — (y, F(y))Hn+l < e+ 7 sempre
que ||z —ylln < 7. ES
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As cartas locais de coordenadas para tais abertos Euclidianos sao pares (?(xn, r), hru,r), onde as cartas de coor-
denadas sao as fungdes hy,,, : F(xo, ) = O dadas por h,O,T(z, F(z)) := 2. B um exercicio simples demonstrar que a
colecao de tais pares (U'(IO, ), hzn,T) compde um n-atlas em 8. Note-se também que hlo’r(ﬂ'(zo. r)) = B(zo, 1), a
bola aberta em R™ de raio r centrada em xg.

Se U = F(zo, 7) e V = F(zf, 1') sao duas cartas locais com U NV # (), é facil ver que as correspondentes fung¢oes de
transigao sao dadas por Hy, v (x) = x, com x no seu correspondente dominio aberto.

O espago topolégico (8, 7) é, portanto, localmente Euclidiano (e portanto, pela Proposicao 33.1, pagina 1670) é
localmente compacto.

Por ser Hausdorff, segundo-contavel e localmente compacto, o espago topoldgico (8, 7) é também paracompacto (pelo
Teorema 32.26, pagina 1637). Esse fato ja poderia ter sido anunciado quando afirmamos que (8, 7) é um espago métrico,
devido ao Teorema de A. H. Stone, Teorema 32.27, da pagina 1639.

Concluimos dessa discussao que (8, 7) é uma variedade topolégica.

Nesse exemplo, podemos, em verdade, considerar um atlas de apenas uma carta, a saber, a carta (S, h), onde
h:8 — O é dada por h(z, F(z)) = .

E. 33.26 Ez 0. Mostre que esse atlas é compativel com o anterior. *

Como vimos acima, as fungoes de transi¢ao sao Hy, v (xz) = x. Como essas fungoes sdo infinitamente diferencidveis,
segue que (8, 7) é também uma variedade infinitamente diferencidvel. Note-se que isso independe do fato de F ser
diferencidvel ou nao, pois apenas assumimos acima que F' é continua.

H4 nisso alguns pontos sutis que queremos apontar ao leitor. A variedade (8, 7), acima descrita, é uma subvariedade
topoldgica de R"*! e ¢ até mesmo uma variedade diferencidvel (mesmo que F nio seja diferencidvel!). No entanto, se F
néo for diferencidvel, (8, ) ndo serd uma subvariedade diferencidvel de R"+1! Na Segio 33.4.2.1, pagina 1717 discutimos
um tal exemplo, o dos chamados cones n-dimensionais.

Assim, o cone bidimensional com vértice na origem,
K= {(oh 2 VEP @), @ e e R

por exemplo, é uma variedade diferencidvel no sentido exposto acima, para @ = R? e F(2!, 22) = \/(21)% + (22)2, mas
nio é uma subvariedade diferencigvel de R?, pois F' nao é diferencidvel em (0, 0).

H4 nisso uma ideia geral. Se uma variedade topoldgica M for homeomorfa a algum R", podemos fazer dela uma
variedade diferenciavel usando o homeomorfismo para induzir em M a estrutura diferencidvel de R™. Isso ndo garante,
porém, que M seja difeomorfa a alguma subvariedade de algum R™, com m > n. Foi o que fizemos acima quando
tratamos da superficie 8: usamos o homeomorfismo h : § — O dado por h(z4 F(z)) = x para induzir a estrutura
diferencidvel de R™ sobre 8 e isso pode ser feito mesmo quando F' nao for diferencidvel, mas nesse caso nao resulta uma
subvariedade diferencigvel de R"*1.

e O caso em que F é diferenciavel

No caso em que F' é diferencidvel, podemos estabelecer que seu grafico é uma subvariedade diferencidvel da variedade
R™*1. Na Secdo 33.4.2.1, pagina 1717, mostramos em um exemplo o que pode ocorrer se F' nao for diferencidvel em um
ponto.

Proposicao 33.10 Seja O um aberto de R™ e seja F : O — R diferencidvel. Entao, o grifico de F definido acima,
8:={(z, F), x € O} € uma subvariedade diferencidvel da variedade R"*' padrdio. o

Prova. Tudo o que resta a fazer é provar que a inclusdo i = ig gn+1 ¢ uma imersdo.

Por simplicidade, consideremos em 8 um atlas de apenas uma carta, a saber, (8, h), onde h : 8§ — O é dada por
h(z, F(z)) =2. Aquiz = (2!, ..., a") € 0.

Para R"*! consideremos também um atlas de uma tnica carta local de coordenadas, a saber, (R"*', h?), onde
h%: R — R+ 6 a carta de coordenadas trivial em R"*+!, definida de sorte que A2 (y!, ..., y" ™) = (y*, ..., y"*).

Seja p = (z, F(z)) €8, com o que temos h(p) =z = (z!, ..., 2") € O e h*(p) = (2!, ..., 2", F(z', ..., 2")). O
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espago tangente T,8 serd dado por

7% 0
TPS:{UI—I + 0" — s 1)k€]R,Vk7€{1,4u,n}},
0t Iy ) 92" )
que claramente é isomorfo ao espaco vetorial R™. J4 para um ponto g = (y', ... y"*1) € R"*! o espaco tangente serd
TR = dut 0 +---+w"’“L w eR, Vie{l n+1}
N oy, oy, ’ T ’
A inclusdo i = ig ge+1 é dada por i((z, F = (z, F(z) ), com z = (z!, ..., ") € O. Por definicio, i serd
diferencigvel se i o h=! : O — R"™*! o for. Mas (io h 1) al, L, ah) = (;c1, .2, F(z', ..., 2")). Como F ¢

diferencidvel, concluimos que a inclusao i também o é

Temos que h2oioh™!: O — R"! é dada por

(hzoiolfl)(zl, x") = (zl, Lo xt Fet L z")) =: (y1(117 con ),y E L z")) .

_0_
® Z)yrﬁ»l

€ T,8 é um elemento do niicleo de (di), (o conjunto dos

Portanto, (di), : T8 = T, R"+! é dada por

u a (33.47) [ i)
3ok Sl
P v — = -
(k:l Ozt hz(ﬁ)) (1:1 ay!

Verifique! E evidente por essa expressio que > ,_; ok

z”: o OF
) N

k=1

h2(p)

o]

22F |n(p)
vetores levados por (di), no vetor nulo) se e somente se todos os v*’s forem nulos. Logo, (di), é injetora e, portanto
i =ig pn+1 ¢ uma imersao, concluindo que 8 é uma subvariedade diferenciavel de R™*1. |

33.4.2.1 Cones. E Um Estudo de Caso

Para n € IN o chamado n-cone, ou cone n-dimensional, denotado pelo simbolo K™, é definido como o grafico da fungao
2 2 .
R" 5 (2!, ..., 2") — y/(a1)" + -+ (a7)” € R, ou seja,

K"® = {(m% ot (11)2+~~~+ (.T,”)2>} c R

Como K™ é o grafico de uma fungao continua, K™ é uma variedade topoldgica e, no sentido explicitado acima, é uma

. . . . - 2 2. i ., .
variedade diferencidvel, e isso apesar de a fungdo F(z!, ..., a") :=/(2!)” +--- + (2”)” ndo ser diferencidvel na origem!
Porém, K" nao é uma subvariedade diferencidvel de R™. Para tornar isso claro, estudemos o caso mais simples do cone
unidimensional K!.

e Um estudo de caso. O cone unidimensional

Para uma melhor compreensao de certas nogoes, é por vezes interessante estudarmos alguns casos especiais que sirvam
de exemplo para certas instancias e de contraexemplo para outras.

Considere-se N = R? enquanto variedade diferencidvel (com a topologia e estrutura diferencidvel usuais) e seja
M C N definido por M = K! := {(z, \ID, T € ]R}. Claramente, trata-se do cone unidimensional, o grafico da fungao
F(z) = |z|. Podemos adotar em M a topologia induzida pela topologia usual de R? e, como discutimos, M serd uma
variedade topoldgica, em verdade uma subvariedade topolégica de R? com um atlas A{(M, h)} composto de uma tinica
carta local de coordenadas com a carta local M e com a carta de coordenadas h : M — R definida por h((a;, \T\)) =x.
Tem-se que h é um homeomorfismo e que h=' : R — M ¢ dada por h™'(z) = (z, |z]), z € R.

Como vimos, a fun¢ao de transicao dessa carta nela mesma ¢é a identidade e concluimos que M ¢é, com essas estru-
turas, uma variedade diferencidvel. A questdao que agora queremos colocar é: serd essa variedade diferencidvel M uma
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subvariedade diferencidvel de N? Como veremos isso nao é o caso e, nisso, o fato de a fun¢do |x| nao ser diferencidvel
em z = 0 tem um papel decisivo. Precisamos ainda de alguma preparacao.

Uma fungao f : M — R sera diferencidvel, segundo nossas definigdes prévias, se foh~! : R — R for diferencidvel, ou
seja, se a fungdo foh~1(z) = f((T7 \T|)) for diferencidvel.

Seja I um intervalo aberto de R e seja I 3 t — ¢(t) = (x(t), |=(t)|) uma curva em M. Aqui I 5t — a(t) é
alguma fun¢do de R em R. Segundo nossas definigoes prévias, ¢ serd uma curva diferenciavel se I — h o ¢ for uma
fungao diferencidvel em R. Agora, ho ¢(t) = z(t). Assim, ¢ é uma curva diferencidvel se a fun¢ao z(t) for uma fungao
diferencidvel de I em R.

Assim, para p € M e ¢ uma curva diferencidvel de passa por p em t = 0, temos

d(hoc), . .
T(t) = i(0) .

Ainda segundo nossas definigoes temos, para uma funcao diferencidvel f : M — R e para p = (I(O), \z(())\) e M,

= %((fohfl(m))O(hoc)> (O)M

DP([C]p)pf = —(fo0)

=0 z(0)

=0
Assim, concluimos que para p = (x, \r|) temos

T,M = vi ,veR :{Ug‘,veﬂi},
ox h(p) Oz |,

que, muito claramente, é um espaco vetorial isomorfo ao espaco vetorial unidimensional R. J& o espaco tangente T N
com ¢ € N na forma g = (y', y?) € R?, temos
, ol v e ]R} s
(v y?)

0
TN = {1:1 a—yl

que, muito claramente, é um espaco vetorial isomorfo ao espaco vetorial bidimensional R?.

0
+0? Wl
1 y2) Ay

E importante chamar a atengiio do leitor para o fato que T, M existe mesmo no ponto p = (0,]0]) = (0, 0) € M, onde
o cone M tem seu vértice. O leitor poderd achar isso cstlanho, pois M forma um “bico” nesse ponto e |z| ndo é uma
funcao diferencidvel no mesmo. Porém, com as estruturas que empregamos M é uma variedade diferencidvel e, portanto,
possui um espago tangente em cada um de seus pontos. O que estd ocultamente ocorrendo é que estamos identificando o
conjunto unidimensional M com R, que é uma variedade diferencidvel e, com essa identificagao, estamos transplantando
toda a estrutura que faz de R uma variedade diferencidvel para M.

Podemos agora abordar a questao de se M, com a estrutura diferencidvel acima, é uma subvariedade diferencidvel de
N = R2. Para responder a essa questdo precisamos saber se a inclusao iy, y de M em N é uma imersao e, para isso,
precisamos saber 1% se a incluso iy, v ¢ diferencidvel e 2° se a aplicagao diferencial (diyr, n)p : TpM — TW NN é
injetora. Se as respostas a ambas as questoes fossem afirmativas, entdo M seria uma subvariedade dlferenc1avel de N

Para responder & 12 questdo, lembremos que iy, x é diferencidvel se iy x 0 b~ : R — R? o for. Agora, a inclusdao
iy, N € dada por iM_N((x, |z\)) = (J‘ \z\) Logo, (z';\,,[YN o h’l)(x) = Porém, essa nao é ¢ uma fungao
diferencidvel de R em R? no ponto = = 0 (pois, como é bem sabido, a funcio |z| nio é diferencidvel nesse ponto).

=

Assim, M nao é uma subvariedade diferencidvel de N.

Note-se que (ding, N)p 2 TpM = Ty, (N estd definida para p # (0, 0) e tem-se, para v € R,

o )
P V5T —V 5o , sex <0
(dini, N) e, 1) (v 210 W@ ey P w12 ’
’ o ox
v y 2r +v 2 , sex>0.
W gzl e, fapy
com (y!, y?) sendo as coordenadas Cartesianas usuais em R2.
E. 33.27 Ezercicio. Verifique! Constate também que (diar, N)(x, |2)) € injetora para z # 0. "



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 33 1719/2825

33.4.3 Superficies Regulares em R"

Uma classe importante de variedades diferencidveis é composta pelas chamadas superficies regulares em um espago
R"™. Trata-se do exemplo-gerador, historicamente falando, da nogao de variedade e muitas variedades diferencidveis
encontradas em aplicagbes sao desse tipo.

A péagina 1700, apresentamos a seguinte definigdo: um conjunto 8 C R™ é dito ser uma superficie reqular de dimensao
m (com m < n) se for uma subvariedade de dimensao m de R™ (com R" sendo aqui a variedade diferencidvel R™ padrao).

Muitas vezes uma superficie 8§ é dada concretamente, por exemplo, como superficie de nivel de uma fungao F : R* — R
(i.e., como o conjunto dos pontos satisfazendo F(z', ..., ") = ¢ para algum c constante) e, por isso, é 1itil termos
condigdes concretas para determinar se 8§ é uma superficie regular no sentido acima. Para isso, presta-se a defini¢ao
alternativa de superficie regular que introduzimos logo adiante.

o Superficies regulares de dimensao m em R". Definigao

No que segue seguiremos proximamente as defini¢des e as estratégias de demonstracio delineadas em [326] e [327],
adicionando alguns esclarecimentos.

Definicdo. Sejam m, n € N com m < n. Seja 8,, C R™ e consideremos em §,, a topologia 77 induzida pela topologia
usual de R™. Recorde-se que, com essa topologia, 8,, serd Hausdorff e segundo-contével, pois R"™ o é com a topologia
usual. 8,, é dito ser uma superficie regular de dimensao m em R™ se possuir um recobrimento por 77-abertos V tal que,
para cada V' € V podemos associar:

1. Um conjunto U C R™, aberto na topologia usual de R™;
2. Uma aplicacdo ¢y = ¢ : U — V que satisfaca:

(a) ¢ :U — V é um homeomorfismo;

(b) ¢ é diferencidvel, i.e., para x = (2!, ..., 2™) € U as funcdes (991(11, R L O L C z”")) =
p(z) € V sdo diferencidveis;
Gel () o P (a)
(¢) A derivada dy : R™ — R", dada por dp, = : , ¢ injetora em todos os pontos de U.
%21 (a) - FEm (@)
L)
A fungdo ¢ : U — V é dita ser uma parametrizacio de V pelos pontos z = (x!, ..., 2™) de U.

No que segue vamos demonstrar que toda superficie regular segundo essa definigdo é uma subvariedade diferencidvel
de dimensao m de R™.

Antes de prosseguirmos, fagamos algumas observagoes relevantes. Seja A : R"™ — R™ uma matriz n x m, com m <n
(como d¢) que seja injetiva (como de). Entao, afirmamos que A possui exatamente m linhas linearmente independentes.
O argumento é o seguinte: cada linha de A pode ser vista como um vetor de R™. A matriz A ndo pode possuir mais
que m linhas linearmente independentes, pois em R™ um conjunto de vetores linearmente independentes nao pode ter
mais que m elementos. Se em A hd p linhas linearmente independentes, elas geram um subespago linear p-dimensional
em R™ e, portanto, se p < m, poderiamos encontrar em R™ ao menos um vetor nao nulo b ortogonal a essas p linhas.
Mas pela regra de produto de matrizes, valeria entdo Ab = 0, contrariando o fato de A ser injetora. Portanto devemos
ter p = m, completando o argumento.

Concluimos das hipdteses acima que em cada ponto x € U a matriz de, possui exatamente m linhas linearmente
independentes. Vamos supor, por simplicidade, que em um dado ponto y € U as m primeiras linhas sejam linearmente

2ory) - Hom(y)
independentes (o caso geral serd discutido mais adiante). Teremos, portanto, det - : # 0. Como o
2T (2) - G (y)

lado esquerdo ¢ uma fungao continua de y, concluimos que deve haver uma vizinhanga aberta U’ C U de y onde esse
determinante também nao se anula e, portanto, onde as m primeiras linhas de de sao linearmente independentes. Em
verdade esse aberto U’ deve coincidir com U, como mostra o seguinte argumento. Se U’ for um subconjunto préprio de
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U, entao o determinante acima deve anular-se na parte da fronteira de U’, contida em U: (BU ’) N U. Como o nimero
de linhas linearmente independentes de dg é sempre igual a m, deve haver, para um ponto xy de (BU’) N U, um outro
conjunto de m linhas de de que sejam linearmente independentes e, portanto, cujo determinante seja nao nulo. Mas ai,
haveria um aberto em torno desse ponto xy onde esse segundo determinante também é nao nulo. Esse aberto tem uma
intersec¢ao nao vazia com U’ e nessa intersecgao haveria dois conjuntos distintos de m linhas linearmente independentes,
o que é um absurdo. Assim, podemos assumir que U’ = U.

Vamos provisoriamente nos restringir ao caso em que as m primeiras linhas de de sao linearmente independen-
tes e vamos definir uma extensdo de ¢ : U — V C R", ao conjunto U x R"™™, extensdo essa que denotamos
por & : (U x R"™™) — R", da seguinte forma. Para z = (2!, ..., 2™) € U, escrevamos, como acima, ¢p(z) =
(gal(zl, ™), et z’”)) € V. Definimos, entao,

e a2, L, (2t T"))

L™y, et L e e L e :c"’)+a:”’) . (33.99)

Como se vé, as coordenadas z™*1, ..., 2" sdo sucessivamente adicionadas as fungdes ™

Claro estd que ® é uma extensdo de ¢, pois ® coincide com ¢ quando z™*! = ... E 6bvio também que

P ¢ diferencidvel e é fécil constatar que sua derivada d® : R™ — R"™ é

el 2L L
93! 29! ot gam
ozt T Gam
9™ %" g L
. . DT g
a@ =1 . | = . (33.100)
ppmt Homt
o
s i 0
[ SY 5
9T 7
Don Don
T

A descricao ¢ clara: as primeiras m colunas compoem a matriz dep. No canto superior a direita temos a matriz m x n
composta por zeros e no canto inferior a direita temos a matriz identidade (n —m) x (n —m).

Afirmamos que d® ¢ uma matriz inversivel em todo o conjunto U x R"~™, o dominio de definicdo de ®. De fato,
por (33.100) e pela Proposigao 10.3, pagina 509, temos

9! At

2
DT Er
det (d®) = det [ © - 1 [ #0
™ ™
DT B
sempre que (x]A, ..., ¢™) € U e para quaisquer o e

Antes de extrairmos as importantes consequéncias dessa fato, perguntamos como procederiamos se as linhas line-
armente independentes de de que escolhemos nao fossem as m primeiras. O que fazemos nesse caso é andlogo: as
coordenadas z™F!, ..., z™ sdo sucessivamente adicionadas As fungdes ¢’ correspondentes a linhas linearmente depen-
dentes de de. O resultado é uma matriz d® que difere da de (33.100) pelo fato que os “1”’s aparecem apenas nas linhas
correspondente a linhas linearmente dependentes de de. Apds uma permutacao de linhas a matriz d® pode ser levada
a forma (33.100), sendo que no bloco m x m superior & esquerda aparecerdo as m linhas linearmente independentes de
de. Como uma permutacao de linhas néo altera o determinante de uma matriz concluimos que, também nesse caso, d®
serd nao singulares em todo U x R™~".
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Seja x € U e seja p = p(u) € 8,. Como dP ¢ nio singulares em todo U x R"™™ existe, pelo Teorema da Fungio
Inversa, Teorema 25.9, pagina 1389, uma vizinhanga aberta W, C R" de p onde ® possui inversa e essa inversa é
igualmente diferencidvel. Denotamos essa inversa por ® 1 : W, — U xR"™™. Note-se que a restri¢ao de dla WpN8&p,
coincide com a aplicagao inversa de ¢, também quando restrita a Wj, N 8.

Como se vé, a colecago W := {W, N8, p € 8} compde um recobrimento de 8,,. Esse recobrimento ¢ um
subrrecobrimento de V, dado que, por construgao, cada conjunto W, N8, estd contido em algum V' € V. Se W € W e
W C V €V, denotemos por ¢y a restrigio de ¢y, a W.

Claro esta que A := {(H/7 Lpa}), W e W} é um atlas para §,,. Desejamos agora mostrar que, com esse atlas, 8,, é
uma variedade diferencidvel.

Seja g € 8,,, e sejam W, e Wy dois elementos de W com intersecgao W := Wi N Wy ndo vazia e que contenham q.
Sejam ¢, : Uy — Wi e p, : Us — W as respectivas parametrizacdes. Seja U] := U Ny {(W) e Us := Us Ny (W),
dois subconjuntos abertos de R™. Sejam ®; : U] x R"™™ ¢ ®, : Uj x R"™™, tal como definidas acima.

Considere-se a fungiio de transicio H := ¢y ' 0 ¢, : Uy — Uj e sua inversa H~' 1= @, o, : U] — Uj. Vamos
demonstrar que ambas sao diferencidveis (e, portanto, que sdo difeomorfismos).

Para H, notamos que H := ¢ op, = H := &7 ogp,, pois p,(Us) C W e, em W, ot e 7! coincidem. Como &7 ¢
diferencidvel em W e ¢, é diferencidvel em U}, concluimos que H : U} — U] ¢ diferencidvel, por ser a composigao de duas
aplicagdes diferencidveis (regra da cadeia). De forma totalmente analoga prova-se que H~': U] — U} é diferencidvel.

Todos esses fatos dizem-nos que 8,,, ¢ uma variedade diferenciavel com um atlas {(W LP;VI), We W} Se supormos
as aplicagoes ¢ como infinitamente diferencidveis, entao a variedade serd infinitamente diferenciavel.
Vamos agora mostrar que essa variedade diferencidvel 8,, é uma subvariedade diferencidvel de R". Queremos,

portanto, provar que a inclusao is,,, g» ¢ um mergulho suave da variedade diferenciavel 8,, na variedade diferencidvel
R", ou seja, que is,,, g ¢ um mergulho topoldgico e uma imersao.

1. is,, R =i : 8, — R™ é um mergulho topoldgico. Isso é evidente, pois a imagem de i é §,,, C R" e a topologia
definida em §,, é justamente a topologia induzida pela topologia de R™ sobre §,,.

: 8, — R™ é uma imersao. Seja p € 8,, e suponhamos que p pertenga a carta local W € W. Seja
= ¢}, a correspondente carta local de coordenadas. Seja U = ¢~ !(W) € R™. Naturalmente, temos que
iop=@weidgrnoi=1.

A aplicacao i é diferencidvel, pois id gn 0o : U — R™ éidéntica a ¢ : U — R", que é diferencidvel, por hipétese.
Ipso facto, di, = D(idg» 00 @), = dp, : R™ — R", que ¢ injetora, por hipétese. Como isso vale para cada
peESne,Sn=R"e T,(,,) R"™ = R", isso estabeleceu que i é uma imersao.

Assim, estabelecemos que uma superficie regular de dimensao m de R", segundo a definigdo da pagina 1719, ¢ uma
subvariedade diferencidvel de dimensao m de R™. Nao ¢ dificil constatar que a reciproca é igualmente verdadeira: toda
subvariedade diferencidvel de dimensdao m de R™ é uma superficie regular de dimensao m de R™.

Alguns dos exemplos de variedades diferencidveis que discutiremos adiante, como o das esferas $" (Secao 33.4.4,
pagina 1721) e o dos toros T™ (Segao 33.4.5, pagina 1724), sdo exemplos de superficies regulares.

E. 33.28 Ezercicio. Mostre que o grafico de uma fungdo F : O — R, onde O é um aberto em R", exemplo de variedade diferencigvel

discutido na Segdo 33.4.2, pagina 33.4.2, corresponde a uma superficie regular de dimensdo n em R"*! se e somente se a fungdo F for
diferencidvel. -
* ok %

Em parte por motivos histéricos, o estudo de superficies regulares é uma area prépria da Topologia Diferencial e da
Geometria Diferencial. Para excelentes textos sobre o tema, vide [326] ou [18].

33.4.4 As Esferas 5"

A esfera unitéria $”, n € Ny, é o lugar geométrico de todos os pontos de R"*! situados a uma distancia Euclidiana igual

a 1 da origem:
g {(yl, Ly e ]Rwrl) [+ + ()2 = 1} .
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Note-se que $° = {—1, 1} C R. Consideraremos em $" a topologia relativa induzida pela métrica Euclidiana de R™+1.
Com isso, j& sabemos pelas Proposigoes 27.16, pagina 1435, e 32.13, pagina 1598, que $" é Hausdorfl e segundo-contavel
(vide também a discussao sobre subvariedades topolégicas & pagina 1674). Vamos agora mostrar que $" é localmente
Euclidiana.

Notemos também que pelo Teorema 32.14, pagina 1616, $™ é um espago topoldgico compacto na topologia relativa
induzida pela topologia métrica usual de R"*!, por ser fechado (S é o bordo da bola aberta em R"*! de raio 1 centrada
na origem) e limitado.

A esfera $" possui um recobrimento formado pela cole¢ao de hemisférios abertos

Hi s = {(yl, Loyt est, wyk > 0}
n+1 n+1
= L@y ER™, com Y () <1 oe yF =4 |1-) ()2 . (33.101)
o 7
comk=1, ..., n+1. A unido desses 2(n + 1) conjuntos abertos ¢ igual a $”. Cada Hy, 4 ¢ homeomorfo a D, (1, 0), o

disco aberto de raio 1 centrado na origem em R™, com o homeomorfismo hy + : Hy, + — D, (1, 0) dado por

b, 2yt oy = (W R,y € Da(1, 0), (33.102)

n+1>

onde y* significa que a k-ésima coordenada y* é omitida de (y?, ..., y . Claro é que

@t s et) = 2t e Lat| e st (33.103)

Os conjuntos Hy, + sio, portanto, localmente Euclidianos e recobrem $". Juntado os fatos supracitados, concluimos
que com a topologia relativa induzida pela topologia usual de R"*', a esfera $” ¢ uma variedade topolégica de dimensio
n e uma subvariedade topolégica de dimensdo n de R™*!. Vide a discussdo sobre subvariedades topolégicas a pagina
1674.

Se l < ke + e % sio sinais independentes, as fungdes de transicao ¢, 1., 4 associadas as cartas locais Hy, + e H; 1

sao dadas por ¢y, 4.y & =h, +0 i 'y, ou seja,

Pr, +: 1, i(ml

n

comyF = [1- Z(zl)z, sendo suas inversas dadas por
j=1
ip;yli: l‘i(xlﬁ oy a) = (azlﬁ conatTh e e ko w”) .

Para k < | as expressoes sao andlogas. E elementar constatar (faga-o!) que as fungdes @) 1., 1 e w;li; L sao continuas
e infinitamente diferencidveis em seus dominios. Isso provou que A, = {(Hy, +, hi, +), k=1, ..., n} é um atlas
infinitamente diferencidvel (composto de 2n cartas locais de coordenadas). Com essa estrutura diferencidvel $” é uma
variedade diferencidvel, denominada n—esfera padrao. Como jé dissemos a pagina 1678 e comentaremos logo abaixo, para
n > 4 pode haver outras estruturas diferencidveis distintas em $".

E. 33.29 Ezercicio. Usando (33.103), mostre que 3" é uma superficie regular no sentido da definicdo da pagina 1719. o+

e Projecoes estereogréficas da esfera $"

Descreveremos agora um outro atlas infinitamente diferencidvel das esferas $", n > 1, obtido com uso da chamada
projegdo estereogrdfica (também denominada projecao planisférica). Sejam N e S € $" os pontos com coordenadas
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N =0, ...,0 1)eS = (0, ..., 0, —1), que denominaremos polo norte e polo sul, respectivamente. Sejam os
abertos A1 = §" \ {N} e Ay = $™\ {S}. Esses abertos podem ser mapeados bijetivamente em R" da seguinte forma.
Para Aj;, considera-se p € Ay e a linha reta que passa pelos pontos N e p. Essa reta intercepta o plano “horizontal”

H={@w" ...,y 0), y* €RVk=1, ..., n} em um ponto com coordenadas (X', ..., X™). Defina-se hy : A; — R"
como sendo a aplicacdo que associa p € $" a (X', ..., X"). Sep € (2!, ..., 2"*1) € $", é facil constatar que
1
hi(zt, ..., 2™ty = W(zl, L) = (X5 LX)

A aplicagao inversa hfl :R™ — A; é dada por

1

-1 1 ny _— P —————
hTH(XY, LX) = ((X1)2+---+(X”)2+1

) (2)(‘, L 2X [(X‘)2+<~+(X")2—1D .

Para A, temos uma construcao semelhante: considera-se p € A, e a linha reta que passa pelos pontos S e p. Essa reta

intercepta o plano “horizontal” H em um ponto com coordenadas (X', ..., X™). Defina-se hy : A2 — R™ como sendo
a aplicagdo que associa p € $" a (X!, ..., X"). Sep € (2!, ..., ") € $", é ficil constatar que
1 n+1 1 1 ny — 1 n
ha(zt, ..., 2" = (', ..., 2™) = (XY, ..., X7

1+ gntt

A aplicagao inversa hz_1 :R™ — A, é dada por

hy (X1, ..., X7) = ( ! ) (2x7, . 2X, [ e (X - 1)

(X124 (X" +1
E. 33.30 Ezercicio. Prove todas as afirmagdes feitas acima. *

E. 33.31 Ezercicio. Prove que as proje¢des estereograficas, definidas acima, sio transformagdes conformes, i.e., preservam angulos
entre curvas que se cruzam. Ll

E um exercicio simples constatar que hy e hy sio homeomorfismos. E também elementar verificar que a fungao de
transicao ho o hy' é definida em R™ \ {(0, ..., 0)} com valores em R"™ \ {(0, ..., 0)} e é dada por

1
—1 1 ny _ 1 n
(hao AT (XY, ..., X™) = (m) (X4 ..., XM,
sendo que sua inversa, dada por hy ohgl, coincide com h20h144 Como facilmente se constata, hzohf1 e sua inversa sao infi-
nitamente diferencidveis em seus dominios e, portanto, sao difeomorfismos classe C*°. Assim, A, = {(Al, ht), (A, hg)}
é um atlas infinitamente diferencidvel em $" (composto de 2 cartas locais de coordenadas). Isso provou novamente que

$", n > 1, sdao variedades diferenciaveis.

E. 33.32 Ezercicio. Prove todas as afirmagdes feitas acima. Interprete geometricamente o que h2 o h,fl representa. &

E. 33.33 Eze 10. Mostre que os atlas Aj, e A. definidos acima s3o equivalentes, ou seja, que todas as cartas de um sdo compativeis
com todas as cartas do outro. £

A variedade diferencidavel composta por $" com a estrutura infinitamente diferencidvel de Aj, ou de A, (ambas sao
equivalentes, pelo exercicio acima) é por vezes denominada n—esfera padrao. As variedades compostas por $" com outras
estruturas infinitamente diferencidveis que nao a padrao (se as houver), sao denominadas esferas exdticas. E sabido que
as esferas $', $2, $3, $°, $% possuem apenas uma estrutura infinitamente diferencidvel. A esfera $7 tem 28 estruturas
infinitamente diferencidveis, $® tem 2, $° tem 8, $1° tem 6, $ tem 992, $!2 tem 1, $'3 tem 3 etc. E um problema ainda
aberto determinar quantas estruturas infinitamente diferencidveis hé em $*.
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33.4.5 Toros (e Algumas Generalizagées)

Para n € N, o chamado n-toro, ou toro n-dimensional, denotado por T, ¢ definido por T" := §' x .- x §! = (Sl)".

n vezes

A topologia usualmente adotada em T" é a topologia produto (n vezes) da topologia usual de $'. Como $! ¢ uma
variedade diferencidvel unidimensional, T" é uma variedade topolégica n—dimensional. Vide discussao sobre o produto
de variedades diferencidveis a pagina 1679.

Ha uma outra construgao dos toros T" que faz uso da construgao de espagos quocientes. Vamos ilustrar essa construgao
no caso dos toros T' = $! e T? e mostrar que a ideia pode ser generalizada para a construciao de outras variedades
especiais, como a tira de Mdbius, a garrafa de Klein e o espago projetivo bidimensional P(R?) (para as defini¢des, vide
Segao 33.4.6, pdgina 1726).

e O toro T' = $' como espaco quociente

O variedade $!, que coincide com o 1-toro, pode ser alternativamente construida com o seguinte procedimento.
Considere-se o espago topoldgico (I, 7) formado pelo intervalo fechado I := [0, 27] de R com a topologia relativa
induzida pela topologia usual de R em I, que denotamos por 7. Introduzamos uma relacao de equivaléncia em I da
seguinte forma: dizemos que z ~y se z =y ouse x =0 e y = 27 (ou vice-versa). Como sempre, denotemos por I/~ o
conjunto das classes de equivaléncia de I por essa relagao. Claro deve estar que o que se passa nessa construcao de I/~
é que os pontos 0 e 27 de I sdo identificados um com o outro (por pertencerem a mesma classe) e esses sao os tnicos
pontos distintos de I a serem identificados, ja que os demais compoem classes de equivaléncia de um tnico elemento.
Adotemos em I/~ a topologia quociente 7/~.

O conjunto das classes de equivaléncia ¢ I/~ = {[¢], ¢ € [0, 2m)} e ¢ elementar constatar que a aplicagdo de I/~
sobre $! dada por I/~ 3 [g] — (cos(p), sen(p)) € $' & bijetora e que, em verdade, ¢ um homeomorfismo. Isso
permite-nos identificar I/~ e o 1-toro 71 = $.

e O toro T? como espaco quociente

Para T? tem-se uma construcdo semelhante. Seja I? = [, 7] x [-m, 7] C R? munido da topologia relativa induzida
pela topologia usual de R?. Introduzamos uma relagao de equivaléncia em I? da seguinte forma:

1. Todo (z, y) € I? é declarado equivalente a si mesmo.

2. Para todo z € I tem-se (z, —7) ~ (z, ) e (z, m) ~ (z, —).

3. Para todo y € I tem-se (—m, y) ~ (7, y) e (7, y) ~ (=7, y).
E elementar constatar (faga-o!) que se trata realmente de uma relagao de equivaléncia. Com ela, sio identificados pares
de pontos localizados no bordo de I?, de acordo com um esquema representado na Figura 33.7, pagina 1726.

Considere-se o conjunto quociente I?/~ com a topologia quociente. E facil ver que I?/~ = {[(Lpl, Lp‘g)], ©1, P2 €
(=, 7r]} e que a aplicagio de I? /~ sobre T2 dada por 12/~ 3 [(¢1, p2)] — (cos(1), sen(y1))x (cos(pa), sen(p2)) €
T? é bijetora e que, em verdade, é um homeomorfismo. Isso permite-nos identificar 12/~ e o 2-toro T2. A generalizacio
para o caso do n-toro é imediata e dispensa maiores comentérios.

A Figura 33.7, pagina 1726, ilustra o esquema de identificagoes nas arestas do quadrado de lado 27 implicado pela
relagdo de equivaléncia acima. Também ilustrados estdo os esquemas de identificagoes para a tira de Mobius, para a
garrafa de Klein e para o espago projetivo bidimensional P(IR?), generalizagdes das quais trataremos no que segue.

e Generalizagoes: a tira de Mdobius

A chamada tira de Mébius*® é uma variedade bidimensional construida por um procedimento semelhante ao usado
para construir T? como um espaco quociente. A diferenga, basicamente, é a forma como definimos as relacoes de
equivaléncia.

29 August Ferdinand Mobius (1790-1868). A “tira de Mébius” foi descoberta (ou inventada) simultaneamente em 1858 por Mébius e por
Johann Benedict Listing (1808-1882). Foi Listing que cunhou a palavra “Topologia”.
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Seja M o subconjunto de R? definido por
M = ((77& ™) X (—m, 7r)) U {(77r, y), —T<y< 7r} U {(7r7 y), —m<y< 7r} .

Consideremos M munido da topologia relativa induzida pela topologia usual de R2.

Definamos em M uma relagao de equivaléncia da seguinte forma:

1. Todo (z, y) € M é declarado equivalente a si mesmo.

2. Para todo y € (—m, m) valem (-7, y) ~ (7, —y) e (7, —y) ~ (=7, y).

E clementar constatar que se trata realmente de uma relagao de equivaléncia. Para um melhor entendimento das
identificagoes implicadas por essa relagao de equivaléncia, vide Figura 33.7, pagina 1726.

A chamada tira de Mobius ¢ definida como o conjunto das classes M/~ munida da topologia quociente.

e Generalizagoes: a garrafa de Klein

A garrafa de Klein®® é uma variedade bidimensional construida da seguinte forma. Seja I? = [—7, @] X [—m, 7] no
qual, como antes, adotamos a topologia relativa induzida pela topologia usual de R?. Seja definida em I? a seguinte
relagao de equivaléncia:

1. Todo (z, y) € I? é declarado equivalente a si mesmo.
2. Para todo y € [—m, 7] valem (—m, y) ~ (7, y) e (7, y) ~ (-7, y).
3. Para todo z € [—m, ] valem (z, —7) ~ (—z, 7) e (—z, m) ~ (z, —7).

E elementar constatar que se trata realmente de uma relagao de equivaléncia. Para um melhor entendimento das
identificagoes implicadas por essa relagao de equivaléncia, vide Figura 33.7, pagina 1726.

A chamada garrafa de Klein é definida como o conjunto das classes I? /~ munida da topologia quociente.

o Generalizagdes: o espaco projetivo P(R?)

O espaco projetivo bidimensional P(R?), o qual serd introduzido na Segdo 33.4.6, pagina 1726, pode ser construido
de forma semelhante & que empregamos acima.

Seja I? = [—m, 7] x [—, 7] no qual, como antes, adotamos a topologia relativa induzida pela topologia usual de R?.
Seja definida em I? a seguinte relacio de equivaléncia:

1. Todo (z, y) € I? é declarado equivalente a si mesmo.

2. Para todo z € [—m, | valem (z, —7) ~ (—z, 7) e (—z, ®) ~ (z, —7).

3. Para todo y € [—m, n1] valem (—m, y) ~ (7, —y) e (7, —y) ~ (=7, y).

E elementar constatar que se trata realmente de uma relagao de equivaléncia. Para um melhor entendimento das
identificagoes implicadas por essa relacao de equivaléncia, vide Figura 33.7, pagina 1726.

Deixamos ao leitor a tarefa de constatar que I?/~, munido da topologia quociente, é um espago topolégico home-
omorfo ao espaco projetivo bidimensional P(IR?) a ser introduzido na Segao 33.4.6. Como ajuda, fagamos os seguintes
comentérios. Na Se¢do 33.4.6 mencionamos que P(R?®) pode ser entendido como a esfera bidimensional unitdria $2 na
qual identificamos os pontos antipodas. Assim, podemos conceber P(R?) como o conjunto composto pelo hemisfério
superior de $2 unido ao equador, sendo que neste iltimo os pontos antipodas sio identificados. Com essas informagoes,
a Figura 33.7, pagina 1726, pode, entdo, ser 1til no sentido de auxiliar na identificagio de I/~ com P(R?).

Como auxilio visual & compreensao é interessante mencionar que as superficies bidimensionais supra-construidas
possuem mergulhos ou ao menos imersdes em R?. Vide Figuras 33.8 e 33.9, paginas 1726 e 1727, respectivamente. O

30Felix Christian Klein (1849-1925). Klein descreveu essa superficie em 1882. Uma curiosidade: o nome “garrafa de Klein”, hoje universal-
mente adotado, parece provir de uma confusdo na tradugéo das palavras alemas “Fliche” (superficie) e “Flasche” (garrafa).
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Toro Moebius Klein Espaco projetivo

Figura 33.7: Os esquemas de identificacoes das arestas dos quadrados de lado 27 que conduzem ao toro T2, & tira de
Mébius, & garrafa de Klein e ao espago projetivo bidimensional P(IR?), respectivamente. As arestas verticais sio coladas
umas nas outras respeitando a orientagao indicada pelas flechas. Idem para as arestas horizontais. No caso da tira de
Mobius apenas as arestas verticais sao coladas. As Figuras 33.8 ¢ 33.8, pdginas 1726 e 1727, respectivamente, mostram
o resultado na forma de superficies mergulhadas ou imersas em R3.

Toro T? e a tira de Mdbius podem ser mergulhadas em R®. J4 a garrafa de Klein e o espaco projetivo bidimensional
P(R?) podem apenas ser imersas em R?. A imersio de P(R?) exibida na Figura 33.9 ¢ denominada superficie de Boy'.
Boy encontrou-a em 1902 apés seu orientador, D. Hilbert32, ter-lhe sugerido provar que P(R?) nio possuia imersdes em
R3. Boy, porém, constatou que uma tal imersdo era, sim, possivel, encontrando o exemplo de superficie que leva seu
nome.

Figura 33.8: Mergulhos em R? do 2-toro (esq.) e da tira de Mobius (dir.).

33.4.6 Espacgos Projetivos Reais

O espago projetivo real n-dimensional (n € IN), denotado por P(R"*!), é a colegdo de todos os subespagos unidimensionais
de R"*!. Uma forma alternativa de caracterizar P(R"*1) é a seguinte. Introduzimos em R"*!\ {0} uma relacio de
equivaléncia dizendo que  ~ y (para z, y € R"*1\ {0}) se e somente se existir &« € R ndo nulo tal que = ay. Com
isso, P(R"*!) ¢ definido como a colegio das classes de equivaléncia por essa relagio. A prova da identidade das duas
definigoes é deixada como exercicio ao leitor.

Se V é um espaco vetorial real, o espago projetivo P(V) é definido de maneira completamente andloga.

3Werner Boy (1879-1914). A referéncia ao trabalho original é: W. Boy, “Uber die Curvatura integra und die Topologie geschlossener
Fldchen”, Math. Ann. 57, 151-184 (1903).
32David Hilbert (1862-1943).
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Figura 33.9: Tmersdes em R? da garrafa de Klein (esq.) e do plano projetivo bidimensional P(IR?), a chamada superficie
de Boy (dir.). E claro que se trata de imersoes, nao de mergulhos, pois ambas as superficies exibem autointersecgdes.

Na literatura matemdtica, P(R"*1) é também denotado pelos simbolos P(R™), P,,(R), P"(R) ou ainda por RP".
As duas ultimas notagoes sao inadequadas, pois o simbolo P ou P™ sugere incorretamente tratar-se de um produto
Cartesiano.

Vamos denotar por [z] a classe de equivaléncia de € R"*1\ {0}. Seja também 7 : R**1\ {0} — P(R"*!) a aplicagio
quociente, dada por 7(z) = [z].

Uma notagdo frequentemente empregada é a seguinte: se # € R"+!\ {0} tem coordenadas (!, 22, ..., 2"*!) em
alguma base, entdo denota-se a classe [z] € P(R"*!) por [2!: 22 : ...: a"*!], sfmbolo que representa as chamadas
o

coordenadas projetivas do ponto [z] € P(R"!). Os sfmbolos “:”substituem as virgulas para distinguir coordenadas
projetivas das coordenadas usuais.

Assim,
[Il st z"“] = [(zl, 22, .. z"“)] .
Observe-se também que
[#' 2 2™ = et At L A (33.104)
pois ambos os lados denotam o mesmo elemento de P(R"*!) para qualquer A € R\ {0}. De forma redundante, lembramos
ainda que, enquanto subconjunto de R™*!, [zl cox?o z”“] representa {(Azl, A2, Az"“), S ]R}, o
subespaco unidimensional que passa por (zl, 22, .., z"“) e R\ {0}.

Naturalmente, P(R"+!) = {[z], « € R"*!\{0}}. O conjunto P(R"*!) ¢ feito um espago topolégico de forma natural
adotando-se em R™*1 \ {0} a topologia usual e em P(R"*1) a topologia quociente definida pela relagio de equivaléncia
acima (para a definigao de topologia quociente definida por uma relagao de equivaléncia, vide Se¢ao 32.4.3, pdgina 1642).
Trata-se da maior topologia em P(IR"*1) para a qual a aplicagio quociente 7 é continua.

Cada elemento z de R"*! \ {0} é da forma z = Ay com y € $" e A € R\ {0}. Logo, n($") = P(R"*!). Como
7 é continua e $" é compacto, concluimos que P(R"*!) é compacto com a topologia quociente. A restricio de 7 a
$" ¢ sobrejetora em P(R"*1), mas ¢ facil ver que se #, y € 8", entdo m(x) = 7(y) se e somente se x = +y. Dessa
forma, podemos tomar P(R"*1) como o conjunto obtido identificando-se os pontos antipodas de $™. Isso pode ser obtido
formalmente introduzindo-se em $™ uma relagao de equivaléncia: x ~ y se e somente se x = +y.

Com a topologia quociente mencionada acima, P(R™+!) é um espagco topolégico Hausdorff. Uma demonstragao desse
fato ¢ indicada no exercicio que segue.

E. 33.34 Ewercicio-dirigido. Para x € R™"" \ {0}, seja m(z) = [z] o correspondente elemento de P(R""') e seja {z, —z} =
at ([w])ﬂS" o conjunto composto pelos dois pontos da esfera unitdria obtidos pela intersecgdo da linha reta que passa por = € R™*'\{0}.
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E claro que [z] = {2z, Ae R\ {0}}.
Para [z] € P(R™") e a € (0, 7/2), defina-se A([z], o) C $" por

A([z], @) = {EE S™ tais que |(z, 2>R‘ > cosa} .

Constate que A([z], Q) é o conjunto de todos os pontos de $" que formam um dngulo menor que & com x ou com —g. Em particular,
{z, —z} C A([z], ). Defina-se também B([z], a) C R"*'\ {0} por

B(a], ) = {Ay, comye (i), a) ereR\{0}} .

Constate que B([z], a) é o cone duplo de angulo de abertura 2a com vértice na origem. Observe que se y € B([z], a), entdo
—y € B([z], a), mas que 0 ¢ B([z], a). Mais importante, mostre que B([z], a) é um subconjunto aberto de R"*" \ {0}.

Defina-se, por fim, C([z], a) C P(R™") por C([z], ) := w’l(B([.z], a)) Trata-se de um aberto em P(R"""), pois B([z], o)
é um subconjunto aberto de R™*" \ {0}. Claro ests também que C'([z], a) é uma vizinhanga aberta de [z].

Vamos agora considerar [21] e [z2], dois elementos distintos de P(R"*'). Afirmamos que para a pequeno o suficiente os abertos
C([z1], @) e C([x2], @) sdo disjuntos. Para ver isso, suponha que exista [z] € C([z1], a) N C([z2], ). Entdo, ‘@J’ z)R‘ > cosae
|<£2, £>R‘ > cosa, onde i% sdo os dois elementos de [xx]) em $", k = 1, 2. Como supomos que [z1] # [x2], temos que H{} i{;” #0
para ambos os sinais.

Trocando eventualmente o sinal de z1 e/ou de z2, podemos garantir que ambos os produtos escalares <av17 g)R e <1:2, 5>R sejam
ndo negativos. Com essa escolha, teremos, portanto,

(21, 2)g > cos(@) e (22, z)g > cos(a) . (33.105)
Agora, como Ty, TP ez sdo vetores de norma 1, tem-se que

oy =2l = (o 2= e = 2~ Kap D < 2(1costa) = 4(sen(a/2)’ (33.106)

para ambos k£ =1, 2. Logo, H% —5H < 2sen(a/2) para ambos k = 1, 2 e, portanto,

|+ ”5—@” < 4sen(a/2) .

lley =22l < llay -zl
Porém, como Ha’r} — aLZH > 0, essa desigualdade é impossivel se « € (0, 7/2) for escolhido pequeno o suficiente. Isso prova que para
tais valores de o devemos, em verdade, ter C'([z1], @) N C([z2], ) = 0, estabelecendo que o espago projetivo real P(R"*') tem a
propriedade de Hausdorff. *

Segundo o Coroldrio 33.3, pagina 1675, para demonstrar que o P(R"*!) é uma variedade topolégica com a topologia
quociente basta agora provar que ele é localmente Euclidiano. E o que faremos no que segue.

Para cadai =1, ..., n+ 1, defina-se A* C R"**\ {0} como sendo o conjunto de todos os elementos de R"**\ {0}
cuja i-ésima coordenada é ndo nula: A7 := {(a!, ..., 2"*1) € R"1\ {0}, 2’ # 0}. E evidente que A’ é um aberto
em R"*1\ {0}. Seja A%, o correspondente aberto em P(R"*!), ou seja, A%, = 7w(A?). E evidente que {4, ..., Art}
compde um recobrimento de P(R"*!) por abertos pois, se [z] € P(R"*1), entdo ao menos uma das coordenadas de z é
nio nula, ou seja x € A7 para algum j, implicando que [z] € A7,.

Para cadai=1, ..., n+ 1, defina-se ¢; : A°, - R" por
1 i—1 1 1
[(a" a1 = T z' att at
(@1, ..., a"*1) € A", Note-se que a aplicagio ¢; estd bem definida, pois se x ~ y com x € A’ entdo y € A’ e vale
i i " ! i—1 yit! gl . . . ~ .
(i—: RN 17_1‘ “‘; . ’J‘) = nyw e yy—,, f/y—,, RN ‘yLl) (justifique!). A aplicagao ¢; é um homeomorfismo,
com 95:1 :R™ — Al dada por
9971(51, s") = [sl, R Uk T e 5"} .
E. 33.35 Ezercicio. Verifique que ¢; e sua inversa sdo de fato continuas. &
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Com isso, estabelecemos que P(]R"“), com a topologia quociente, é uma variedade topoldgica segundo-contavel.
Mostremos que se trata também de uma variedade diferencidvel. Os pares (A%, ¢;) compoem cartas locais de coordenadas
em P(R"*!) e sua unido compde um atlas. As funcdes de transicio de ¢;(A*N A7) em ¢;(A* N A’) (aqui tomamos i > 7,
por conveniéncia) sao dadas por ¢; o L,ofl, sendo que

1 -1 i+l i1 i .
11 n s B $ s 1 s s
i 0 51, ..., 8) = = sy =5
o (s, ..., 8" (S], T T T o =)
com (31, ..., s") € @i(A" N A7). Por essa expressio ¢é facil constatar que ;o 99;1 sao difeomorfismos infinitamente
diferencidveis de ¢; (A’ N A7) em ¢; (A" N A7).
E. 33.36 Ezercicio instrutivo. Prove todas as afirmagdes feitas acima. &

Reunindo os resultados, vemos que P(R"*1) ¢ uma variedade infinitamente diferencidvel de dimensio n.

e P(R"!) e a bola fechada em R" com a identificagdo dos antipodas de sua superficie

Apresentemos agora uma caracterizagio alternativa 1til da variedade n dimensional P(R"*1).
Como antes, seja D, (1, 0) a bola aberta de R™ de raio 1 e centrada na origem e seja Dy (1, 0) a bola fechada de R™
de raio 1 e centrada na origem:

n n

Dn(1,0) = S (@', ...,y R, Y () < 1 e D1, 0) =@, ...,y ER, Y () <1
j=1 j=1

E claro que D, (1, 0) = D,(1, 0) U$""!, uma unido disjunta, sendo que D, (1, 0) é o interior da bola fechada
D,(1, 0) enquanto que $"~! é a superficie (ou bordo) de D, (1, 0). Podemos definir uma relagao de equivaléncia “~”
em D, (1, 0) da seguinte forma:

1. Todo y € Dy(1, 0) é declarado equivalente a si mesmo.

2. Dois pontos y; € yo em $" 7! sdo equivalentes se e somente se y; = +yo.
Seja I := D, (1, 0)/~, a colegio das classes de equivaléncia de D,,(1, 0) por essa relagao. Deve ser claro que o que

fazemos ao passar de D, (1, 0) para F™ ¢é manter os pontos do interior D, (1, 0) e identificar os pontos antipodas da
superficie $7 1.

Em D, (1, 0) adotamos a topologia relativa induzida pela topologia de R™ e em F™ a correspondente topologia
quociente. O que pretendemos fazer em seguida é mostrar que, para cada n € IN, o espago ", em verdade, pode ser
identificado com o espaco projetivo real n-dimensional, P(R"*1). Mais precisamente, afirmamos que F" e P(R"*1) sdo
variedades diferencidveis difeomorfas.

Antes de prosseguirmos, comentemos que encontramos esse objeto em nossa discussao sobre o grupo SO(3) na Segao
21.4.2, pagina 1121. L4 discute-se que esse grupo pode ser entendido com o conjunto obtido tomando-se a bola fechada de
raio 7 em R? e identificando-se os pontos antipodas da superficie. Assim, como mostraremos, SO(3) pode ser entendido
como o espago projetivo real tridimensional P(R?).

Passemos agora a discussao de como F" pode ser identificado com P(]R,"+1)4 Sejam Hy = H,q1,+ C 8" dois
hemisférios abertos de $™ definidos em (33.101). Temos,

1—

J

n
(29)2 ] € R"™1, com (2, ..., 2™) € Dy(1, 0)

=1

E facil ver disso que Hy e D,(1, 0) sdo espagos topolégicos homeomorfos (e, portanto, podem ser identificados), sendo

o homeomorfismo dado por D,(1, 0) 3 (2!, ..., a") —> (wl, Ly at + 1—2]’.‘:1(951')2) € Hy. Vide (33.102)-

(33.103).

Vamos agora introduzir em $" uma relacao de equivaléncia “~” da seguinte forma: z <~y se e somente se z = +y.
Definamos M™ := $"/~. Como fizemos anteriormente, podemos afirmar que IM™ é obtida de $" identificando-se os

“«

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 33 1730/2825

pontos antipodas. O conjunto $™ pode ser escrito como a unido de Hy, H_ e do seu equador, que podemos identificar
com $"~!. Os pontos de H_ sdo exatamente os antipodas dos pontos de H. E claro dessa discussio que M™ pode
ser identificado com o conjunto H; em uniao com o equador de $" sendo que nesse equador identificamos os pontos
antipodas. O equador de $” é $"~! e, portanto, o que dissemos é que podemos identificar M" com H, UM"~!. Mas
isso significa, pelo que vimos mais acima, que IM™ pode ser identificado com D, (1, 0) UM" 1. E claro que esse tltimo
conjunto consiste na bola unitdria fechada em R™ com os antipodas da superficie identificados, ou seja, trata-se do
conjunto que denominamos " anteriormente.

Por outro lado, j& observamos (i pdgina 1727) que o espago projetivo real P(R™*!) pode ser identificado com
M". Conclufmos disso que F" ¢ P(R"*!) podem ser identificados, ou seja, o espaco projetivo real n-dimensional
pode ser entendido também como o conjunto obtido tomando-se a bola fechada de raio 1 e centrada na origem em R™
e identificando-se os pontos antipodas de sua superficie. O que podemos dizer sobre a relagio entre F" e P(R"+1)
enquanto variedades? Isso fica para o leitor:

E. 33.37 Ezercicio. Mostre, usando as definicdes e constru¢des acima, que F™ e P(]R”*') s3o duas variedades diferencidveis
difeomorfas. *

E. 33.38 Erercicio. Mostre que IM' ¢ difeomorfo ao circulo $' e, portanto, que P(IR?) e $' sdo duas variedades diferencidveis
difeomorfas. "

e Variedades de Grassmann

J4 dissemos no inicio desta secdo que o conjunto P(R"*1) pode ser identificado com a colecio de todos os subespagos
vetoriais unidimensionais de R™*!. Nesse sentido, o espaco projetivo real pode ser generalizado na nocio de variedade
de Gra 33 ou Grass Paran € N e k € N com k < n, a variedade de Grassmann G, ; ¢ definida como
a colecao de todos os subespagos vetoriais k—dimensionais de R™. Trata-se de uma variedade diferencidvel de dimensao
(n — k)k. Claro esté que P(R"!) coincide com Gyp41,1. Para mais detalhes sobre Grassmannianas, vide e.g., [299].

33.4.7 Grupos de Lie

Uma classe importante de variedades diferencidveis é composta pelos chamados Grupos de Lie. A eles dedicamos o
Capitulo 22, pagina 1231. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel que seja também um grupo para o qual a
operagao de multiplicagao e de inversao sejam continuas. Vide Capitulo 22 e outras referéncias la citadas.

33.4.8 Fibrados, Fibrados Vetoriais e Principais

Um tipo de variedade diferencidvel de particular importancia é composto pelos chamados espagos fibrados, ou simples-
mente fibrados. Grosseiramente, podemos dizer que um fibrado é uma variedade diferencidvel que localmente (mas nao
necessariamente globalmente) é o produto de duas variedades diferencidveis, sendo que as fungoes de transigao respeitam
a a¢ao de um grupo (de Lie) sobre uma das variedades.

O estudo de espacos fibrados é bastante vasto e nesta breve segao limitamo-nos a apresentar definigbes bésicas para
futura referéncia. Para um texto cldssico, vide [475]. Vide também [238].

e Fibrados coordenados. Fibrados

Comecemos definindo a nogao de fibrado coordenado. Um fibrado coordenado F é uma variedade diferencidvel formada
pelos seguintes ingredientes:

1. Uma variedade diferencidvel B, denominada espago base.
2. Uma variedade diferencidvel F, denominada fibra.

3. Uma fungdo sobrejetora 7 : ¥ — B denominada projecdo, sendo que a préimagem 7~ !(b) de qualquer b € B é
homeomorfa a F'.

33Hermann Giinther Grassmann (1809-1877).
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4. Um grupo de Lie G, denominado grupo de estrutura, dotado de uma acgio & esquerda®! continua o : G x F — F
sobre F. Denotaremos a a¢ao de g € G por « sobre f € F por ay(f) ou por a(g, f).

5. Um recobrimento {Bx, A € A} de B por abertos (em sua topologia), sendo que para cada A € A existe um
difeomorfismo ¢y : By x F' — 7~ 1(B)).

Cada ¢y ¢ dito ser uma trivializagao local, pois v;l mapeia 7~ 1(B)) sobrejetoramente no produto Cartesiano
By x F.

Fora isso, os seguintes requerimentos estruturais sao necessarios:
1. Para cada A € A o difeomorfismo ¢y satisfaz 7 (o (b, f)) = b para todo (b, f) € By x F.

2. Paracada A € A e cada b € By, a aplicagio F' 3 f + o, (b, f) € m1(b) é um difeomorfismo, que denotaremos por
P, b-

3. Seja By,NBy, # 0 e seja a chamada fungdo de transicio Ty, x,,» : F' — F, definida por T\, x,,5 := (a1, ) "0@xs, b-
Entdo existe uma fungdo continua ty, x, : Bx, N By, — G tal que Ty, x,,0(f) = a(ta,x,(b), f) para todo
b e By, N By, e todo f € F. Com isso, podemos escrever

ox (b, f) = AOA;(ZA a(ta, a (D), f))
para todos (b, f) € (Bx, N By,) x F.

O dltimo ponto descrito acima significa que duas trivializagoes diferem em uma regidao comum apenas pela agao
(continua) de elementos de G sobre cada fibra. Note-se que os elementos de G podem mudar de um ponto a outro. A
semelhanca com as transformacoes de calibre, bem conhecidas no Eletromagnetismo e na Fisica Quantica, nao ¢é casual.

Na defini¢ao acima, um fibrado coordenado F depende do particular recobrimento {Bx, A € A} da variedade base
B e da particular colegao de difeomorfismos {px, A € A} adotados. Seja um segundo fibrado coordenado ¥, o qual
difere de F por ter um recobrimento {Bj, A € A’} e uma colecao de difeomorfismos {¢}, A € A’}. Dizemos que F e
J’ sdo equivalentes se o fibrado coordenado obtido com o recobrimento {Bx, A € A} U{B}, A € A’} e com a cole¢do
de difeomorfismos {px, A € A} U {¢}, A € A’} for também um fibrado coordenado. (Que se trata de uma relagio
de equivaléncia demonstra-se usando os mesmos argumentos usados na rela¢ao de equivaléncia entre atlas infinitamente
diferencidveis).

Definigdo. Um fibrado é uma classe de equivaléncia de fibrados coordenados pela relacao de equivaléncia acima. &

No caso de variedades topoldgicas nao diferencidveis hd uma nogao correspondente de fibrado onde, ao invés de
difeomorfismos, adotamos homeomorfismos e onde o grupo G pode ser um grupo topolégico geral, nao necessariamente
um grupo de Lie.

e Fibrados vetoriais

Um fibrado vetorial é um fibrado no qual fibra F é um espago vetorial topolégico V' e a ac¢ao de G se dd por uma
representagio (continua) de G em V.
e Fibrados principais

Um fibrado principal é um fibrado no qual fibra F é o préprio grupo de estrutura G e a agdo de G se dd por
multiplicacao (do grupo) & esquerda.

34Para a defini¢io da nogio de ag¢do de um grupo, vide Secio 2.1.9.1, pagina 146.
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Apéndices
33.A Derivadas de Lie. Prova das Relagoes (33.74) e (33.85)

e Prova de (33.74)

A prova da igualdade (33.74) é mais facilmente realizada em coordenadas locais. Seja (U, h) uma carta contendo p
e escolhamos um intervalo de valores de ¢t pequeno o suficiente para que </){4 (p) esteja sempre em U. Adotamos também
como antes a convengio que ¢j (q) = ¢ para todo g € U.

Definamos h(q) = (z!, ..., a™), ¢ € U. Seja
hi(q) = h(of(q)) = (ytl(,rl, B T ] x"‘)) .

Por definigio temos y§ (2!, ..., 2™) =2Fe %y,{j(z:l, ooy ™) = aF(hy(q)) = a® (y}(z:l, o™,y x’”)).
Podemos usar h¢(g) como uma carta local de coordenadas, com coordenadas yf = yF(z
como ho(q) = h($§(q)) = h(q), tem-se y§ = a*.

Sejam

1 ..., ™), lembrando que,

7%

Ap = ak(h(P)) Dk

7]
e By = (kD) =
o7 (p) tP)) 5%
h(p) e O )
as expressoes locais de A e B, nas cartas de coordenadas h e h; respectivamente. Note-se que, em ¢ = 0 a expressao local

de B, acima, fica

17 7]
B, = bF h(P) Ak = h(P) ey .
> () 5.5 . (n(p) 57 o
Por (33.47), temos
0 Ozt 7]
do? = = - i .
( L)“"KA(") Y ) Oyt |y 97" oy
Assim,
ot a

V(67 (P)) g

(dwi\:)of@)B((l’f‘@)) = oF

Desejamos calcular % (d(b‘i‘t) "y )B(éf (p)) , a qual é, pela dltima expressao, dada por
) ¢ (p.

ht(p) h(p)

d 0z! 9 Ox! d 2
— ol VW) 5|+ o] D)) 5o
dt Oy} |, ) ' Ot |y Oyf I, dt ' 0! [p)
O célculo de % % ) pode ser feito da seguinte forma. Se A é uma matriz inversivel que depende de ¢, entao vale
Y T (p
LAt = —A"1(£A)A™L, o que facilmente se demonstra do fato que A™1A = 1. Assim, temos
dot|_ad| dok| o) _ o 0d,l o
dt Oy |, p) Ot 1y 8 02 |15y OV L1,y 02 o) 02 A i,y 9 |nuy
! da’ dx®
= - - ((p) 5% .
At 1, s (7)) 0t L)
Para Lb% (h(¢ (p))) temos:
d .y A _ ot A d A _ ot A b
TV (@) = o7 (11 ) 790 (M7 @) = o7 (14 () a"(hu(p)) -
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Assim,
(090 Bt0) = <Gl SR Gl eeen ga|
w5l Sreerentme 1|

Pela defini¢ao (33.73), £LaB é a ultima expressao calculada em t = 0. Lembrando que y§ = 2, ficamos com

e = gt Bew)

t=0

z' Ob ozt dab ox
- (gw oz b(’ () o (h(p)) - ;zb(;xc(h(p)))—b"( (m))

h(r)
1
= (00D J00) 00 S (00 ) (1)

(33.64) (4, B]
= » Dlp

demonstrando (33.74).

e Prova de (33.85)

Passamos agora & demonstragao de (33.85), a qual segue passos semelhantes. Usaremos a mesma notagao e definigoes
da prova de (33.74), acima. Vamos escrever

e weagy = we(h(®)(dwr),, )

como expressoes locais de A e w, nas cartas de coordenadas h e h; respectivamente. Por (33.51), temos (verifique!)

b
(a62). et = (6 0) 5k (h)

Podemos agora calcular a derivada em ¢ usando a regra de Leibniz. Temos, usando a regra da cadeia

Owy d Oy} Oa®

G0 = SE0)OBe) o GE00) = FE00)-

.y, = 6% para t = 0), temos

Assim, tomando ¢ = 0 e recordando que yo =z (o que faz com que 7

(LAw)p = <(Li(’L([)))%( W(p )) +wb(h(p) (h( ))) d:z:t\p s

provando (33.85).

33.B Derivadas de Lie. Prova da Relacao (33.94)

Em uma carta (U, h), com p € U, podemos escrever (vide (33.62))

To;,‘(P) = Tl‘u'7ain+l"'l<t+b (1) Oz
Y

R a1 e platb
RRr dmyt QR R d-tw 5
¢

OR R 5
t Y,
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onde usamos a abreviagao y; = h,((mA (p)) sendo que, naturalmente yo = h(p)

Observemos agora que
7] j 17}
(d6%) 00y s = K () o
)¢t (p) Pyt ” Ol R(p)

para alguma matriz Kf(t), dado que (d(l)i‘t) SA () % ¢ um elemento de T, M. Analogamente, escrevemos,
0

Yt
(@67) o (ydry, = L'5(0)da), -

Note-se que, por razdes Gbvias, K,7(0) = 6 e Li(0) = 6

Pela defini¢ao de derivada de Lie para campos vetoriais e covetoriais, temos

9 )
La o = M — e Loadzy = Nidal ..
02" [ p) b0 ) " s
onde )
; dK . L
M7 = L e N = pr ).

As matrizes M;” ¢ N;” foram obtidas explicitamente em (33.83) e (33.86), respectivamente:

M- ,(‘;‘;]> (h@) e N = (g;) (h(p)) -

Com isso, podemos escrever

(d97) 45 O~ O (92) 0 ) O (A67) 1) O - Om (d67) 4y T

_ T“'""‘““ i (%)I(L‘, Ji (t) - K“J'J (f/)Ll(x+]J”+‘ (t) e L1a+b‘]u+b (t)

« [
Dt

O ponto de termos procurado escrever tudo dessa forma, é que agora toda a dependéncia em ¢ aparece no produto de
a+b+1 fatores da segunda linha, acima. Assim, ao calcularmos a derivada em relagéo a ¢ da expressao acima em ¢t = 0,
obteremos, pela regra de Leibniz, uma soma de a + b+ 1 termos, cada um correspondente & derivada daqueles a + b+ 1
da segunda linha. O termo primeiro serd envolvera a derivada de T“"""u“_,_iﬁh (yt), e serd

d iy L
(G s 0)

Os a termos seguintes envolvem as derivadas de cada um dos fatores K; **(t) e serdo da forma

R @

a Ja
®r dI,](;; ®R " Or dlh(;;) .
h(p) (»)

i
R Qe |,

5.8 ]'wéfmﬂ L glate

i1 ia Ja+1 Jatb ©
t=0

T i ((2))8, My s S e

Ja+1 Ja+b 7

com o fator ]Lllk"k substituindo um fator 6%”‘ na k-ésima posi¢ao, com k =1, ..., a. Os b termos seguintes envolvem
as derivadas de cada um dos fatores L"} (t) e serdo da forma

TL‘...1n'lu+]"'7ra+b (h(p))§11j' . 'Juj] Jia+l LN L glate

Ja+1 Ju Ja+b 7

com o fator Ni,]l substituindo um fator 5““ na [-ésima posicao, com ! =a+1, ..., a+b.
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Agora, temos que

(G

() = A )y

t=0
que
e 2 =L, 9 eque N del = Ladzi!
. — L h(p) *
L P, 0t |}y gt h(p) (»)
Concluimos que
(EaT)y = La (T i) 2| epon ae|  Onduitt on--ords
v ettt Jnp) 0z [, 9zt ) " "o

0 i i
R OR =—— R dz,"T R - Qr dz, Tt
h(p)) Ozia h(r) h(p) h(p)

@Rzt Or - Or (LAdl'Z(p)) ®r - ®OR dwj{'(;;] )
D,

ST iy, (D) [Z e ®R -+ Or <£A p

k=1

a+b 9

+ _
't
l=a+1 0

® ® 9
R R 5.

h(p) h(p)

que ¢ a relagao (33.94), como desejdvamos provar.



