Capitulo 33

Elementos da Teoria da Integracao
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PRESENTAREMOS neste capitulo ingredientes basicos da chamada teoria da integragio, centrada na nogao de
integral de fungdes definidas em espagos mensuraveis, a integral de Lebesgue sendo uma de suas instancias de
particular importancia. Iniciaremos com uma breve digressao sobre o desenvolvimento histérico e recordaremos a

nocao de integrabilidade no sentido de Riemann, passando a seguir & nogao mais geral de integracao em espagos de medida.

Advertimos o leitor que os assuntos tratados neste capitulo envolvem por vezes nogoes e problemas matematicamente

muito sutis, sendo dificil apresentd-los de modo resumido ou simplificado. Por essa razdo, optamos por apresentar certas

demonstragoes mais técnicas nao no texto principal, mas nos apéndices que se iniciam & pagina 1536. Nossa intengao é,

antes de tudo, guiar o leitor, apontando-lhe os ingredientes de maior importancia e de modo a eventualmente motivar

seu interesse em um estudo mais aprofundado.

Como referéncias gerais para a teoria da medida e da integracao, recomendamos [271] (fortemente), e também [240],
[189], [270], [107] ou ainda [216, 217]. Um texto cldssico é [131]. Para estas Notas também coletamos material de
[142, 143], [141] e de [29].

33.1 Comentéarios Preliminares

E parte essencial da formacao de todo fisico ou matemético aprender as nogoes bésicas do Célculo, como os conceitos de
limite, de derivada e de integral de fungoes. Nos passos iniciais dessa formagao é importante dar énfase a métodos de
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cdlculo de derivadas e integrais de fungoes e, consequentemente, é natural que assim seja, pouco se discute sobre certas
sutilezas ocultas por trés de tais conceitos.

A nogao de integral de uma funcio é uma das ideias fundamentais de toda a Matematica e originou-se no século
XVII com os trabalhos de Newton! e Leibniz?, ainda que tenha raizes muito mais antigas, remontando pelo menos a
Arquimedes®. Intuitivamente, a integral de uma funcio real em um intervalo compacto [a, b] é entendida como a drea
descrita sob o grafico dessa fungao nesse intervalo. Essa nogao simples é suficiente para motivar e sustentar os primeiros
passos de qualquer aluno iniciante ¢, mesmo em um plano histdrico, satisfez as mentes matematicas até cerca de meados
do século XIX, pois as aplicagoes almejadas pela Fisica e pela Matematica de entao pouco requeriam além dessa nogao
intuitiva.

Mesmo hoje, pode ser dificil a um estudante, acostumado com o cédlculo de integrais de fungoes “elementares”,
entender que a nogao de integral envolve questoes sutis, principalmente pois essas sutilezas envolvem primordialmente
a questao de caracterizar para quais fungoes o conceito de integral se aplica. Considere-se, por exemplo, as seguintes
fungoes:

1, sex for irracional, sen(z), se x for transcendente,
flz) = ou flz) = (33.1)
0, se z for racional, 22, se x for algébrico.
Terdo essas fungdes uma integral em um dado intervalo compacto [a, b]? Como essas fungdes sao descontinuas em todos
os pontos, ¢ facil reconhecer que a nogao de integral como “drea sob o grafico” de uma fungao é aqui muito problematica
(o leitor nao convencido deve tentar desenhar os graficos dessas fungoes e se perguntar qual a “drea” sob os mesmos).
Na grande maioria das aplica¢oes com as quais nos acostumamos, fungoes como essas nao ocorrem, mas sim fungoes
continuas e suficientemente diferencidveis, para as quais a nocao intuitiva de integral dificilmente é problemdtica. No
entanto, uma série de desenvolvimentos teéricos na Matematica conduziram & necessidade de estender a nogao de integral
a classes mais abrangentes de fungoes, como as do exemplo acima. Seria precipitado enumerar neste ponto quais foram
precisamente esses desenvolvimentos que pressionaram por um aprofundamento da nogao de integral, pois para tal uma
série de comentdrios e definigoes teria que ser antecipada. Discutiremos isso no devido momento. Mencionamos, porém,
que esse avango foi possibilitado pelo desenvolvimento concomitante da Teoria da Medida, que, como ji discutimos
alhures, fundamentou e estendeu nog¢des como comprimento, area, volume etc., de conjuntos. A area da Matematica que
surgiu desse desenvolvimento é usualmente conhecida como Teoria da Integracao.

Um outro avanco importante obtido através da Teoria da Integracdo foi o seguinte. As nogdes de integracdo que
aprendemos nos cursos de Calculo aplicam-se a integrais de fungoes definidas em conjuntos como R, R™, C etc. Uma
das consequéncias mais importantes do desenvolvimento da teoria da integragao foi a possibilidade de definir a nogao de
integral mesmo para fungdes definidas em conjuntos mais “exéticos” que os supra-citados, tais como conjuntos fractais,
conjuntos de curvas, de fungoes, de distribuigoes e outros.

Esse desenvolvimento relevou-se de grande importancia para a Fisica também. Na Mecéanica Quantica, por exemplo,
ocorrem as chamadas integrais funcionais, que sao integrais de fungdes definidas em conjuntos de curvas continuas.
Dados dois pontos « e y no espaco, um método importante desenvolvido por Feynman* permite expressar certas funcoes
de Green G(z, y) de sistemas quanticos em termos de integrais sobre o conjunto €., , de todas as curvas continuas no
espaco que conectam x a y. Na Teoria Quantica de Campos, o andlogo das integrais de Feynman é ainda mais abstrato
e envolve integrais sobre conjuntos de distribuigdes®. Como se percebe, tais aplicacdes requerem muito mais que definir
a nocao de integral como “drea” ou “volume sob um gréafico”.

Tentativas informais de caracterizar a nocao de integral sdo tao antigas quanto o Célculo. Leibniz tentou definir
integrais e derivadas a partir da nocéo de infinitésimos. A nocao de infinitésimos carece de respaldo matematico mas,
como outras ideias filos6fico-especulativas infelizes do passado, estende sua perversa influéncia até o presente, causando
em alguns, especialmente em cursos de fisica e engenharia, uma compreensao falsa da nogao de integral que impede o
entendimento de outros desenvolvimentos. A nogao de limite, que acabou por expurgar os infinitésimos da linguagem

18ir Isaac Newton (1643-1727).

2Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).

3Arquimedes de Siracusa (ci. 287 A.C. — ci. 212 A.C.).

4Richard Phillips Feynman (1918-1988). A formulagao da Mecanica Quantica em termos das integrais funcionais de Feynman surgiu em
cerca de 1942.

5Para uma exposigao introdutéria sobre a integragio funcional de Feynman na Mecanica Quantica, vide, por exemplo, [249], ou bons livros de
Mecanica Quantica. Para a integragao funcional de Feynman-Kac, definida no espago-tempo Euclidiano, vide e.g. [118] ou [260, 261, 262, 263].
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matematica, era praticamente desconhecida dos fundadores do Calculo, tendo sido usada pela primeira vez em 1754 por
d’AlembertS para definir a nocao moderna de derivada.

Um dos primeiros passos importantes no sentido de dotar a nocéo de integral definida de fundamentos mais sélidos
foi dado por Riemann” em 1854, em sua famosa tese de livre-docéncia®. A motivacio de Riemann foi o estudo das séries
de Fourier. Ao estudar condigoes que garantam um rapido decaimento dos coeficientes de Fourier de fun¢oes periddicas,
Riemann deparou-se com a necessidade de caracterizar mais precisamente a nogéo de integrabilidade de funcées ou,
melhor dizendo, de caracterizar quais fungoes g)odcm ser dotadas de uma integral. Um dos problemas com que Riemann

se debateu foi demonstrar que o limite )\lim f(x)e™7 dz: vale zero se f for continua por partes. Esse fato é importante
—00 a

para a teoria das séries de Fourier e sua demonstragio original, que pode ser acompanhada, por exemplo, em [102], requer
compreender a integral como limite de somas de Riemann (a serem definidas abaixo). Nestas Notas apresentamos no
Teorema 38.10, pdgina 1868, uma versao ainda mais geral, conhecida como Lema de Riemann-Lebesgue, vélida no caso
menos restritivo em que f é apenas integravel no sentido de Lebesgue.

A nogéao de integrabilidade de Riemann, que serd recordada abaixo, é a primeira a ser ensinada em (bons) cursos
de Célculo mas, como discutiremos mais adiante, também néo é plenamente satisfatéria. Para a grande maioria dos
propdsitos modernos, a no¢ao mais satisfatéria de integrabilidade é a de Lebesgue, que também apresentaremos adiante.
E dessa nogao de integral que emergem os desenvolvimentos mais importantes, na teoria das séries de Fourier, dos espagos
de Banach e de Hilbert etc. Adiantamos que no caso de fungoes limitadas reais definidas em conjuntos compactos da reta
real, as integrais de Riemann e de Lebesgue coincidem. Nesse sentido, a integracao de Lebesgue estende a de Riemann.
Trataremos disso de modo mais preciso nos Teoremas 33.2 e 33.3, da Secao 33.3.3, pagina 1523.

Nesse momento é conveniente que encerremos esse palavreado preliminar e elevemos a discussdo a um nivel mais
sélido.

33.2 A Integracgao no Sentido de Riemann

Na presente se¢ao recapitularemos um pouco, mas em um nivel talvez mais avangado, da teoria da integra¢ao de Riemann
no intuito de preparar a discussao, que lhe seguird, concernente & nogao de integral de Lebesgue. Apresentaremos
apenas as definigoes e os resultados estruturais mais relevantes. Tendo em vista outras aplicages (vide, por exemplo, o
tratamento do Teorema da Fungao Implicita em espagos de Banach da Secao 28.3, pagina 1394), nosso intuito ¢ também
o de apresentar a nocao de integral de Riemann de modo a permitir sua extensao para func¢ées de uma varidvel real
assumindo valores em um espaco de Banach. Essa preocupacao, ainda que sem maior importancia para a abordagem da
teoria de integragao de Lebesgue, subjaz boa parte dos tratamento da integracao de Riemann que se segue.

Por simplicidade, restringiremos nossa discussao aqui a fun¢des de uma varidvel real. A definigdo de integral de
Riemann ¢ feita inicialmente em intervalos fechados [a, b] finitos, ou seja, com —oco < a < b < co. Integrais de Riemann
em intervalos nao-finitos sao definidas posteriormente (Se¢ao 33.2.1, pagina 1505), tomando-se limites de integrais em
intervalos finitos, caso esses limites existam. Seguiremos parcialmente a exposi¢ao de [142], mas com uma organizagao
distinta de ideias e com a adigao de alguns detalhes nas demonstragoes. Aquela referéncia também apresenta diversas
extensoes da teoria aqui apresentada as quais omitiremos, por pertencerem mais propriamente a um texto sobre Célculo
Diferencial e fora, portanto, das pretensoes gerais do presente capitulo.

o Particoes

Importante para a defini¢io da integral de Riemann é a nogéo de parti¢do de um intervalo compacto [a, b], com a < b.
Trata-se de um conjunto finito de pontos {z1, ..., x,} satisfazendo a = 2y < xy < -+ < 2,1 < z, = b, 0 nimero n
podendo ser arbitrério, com n > 2.

O conjunto de todas as partigoes possiveis (com nimero de pontos arbitrério) de um intervalo compacto [a, b] serd
denotado por B([a, b]), ou simplesmente B, se [a, b] estiver subentendido. Uma parti¢io particular serd denotada por

P e B([a, b]).

A cada particao P = {z1, ..., zn} € B([a, b]), com n pontos, estao associados n—1 intervalos fechados I, ..., I,—1,

6Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783).
7Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
8«Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe”. Publidada em 1867.
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sendo Iy, = [y, @x+1]. Denotaremos por |Ix| o comprimento do k-ésimo intervalo: |Ii| := @11 — @

Outra nogao 1til é a de fineza de uma particio P, denotada por |P|. Se P = {z1, ..., x,} € P([a, b]) definimos
|P| :=max{|I1|, ..., [Ih—1|}. Assim, |P| é o maximo comprimento dos intervalos definidos por P em [a, b].

Podemos fazer de B([a, b]) um conjunto dirigido®, definindo a seguinte relacio de pré-ordenamento: P < P’ se

[P > |7].
Note-se que se particularmente P C P’, entao |P| > [P'] e, portanto, P < P'.

E. 33.1 Eze Mostre que isso define uma relagio de pré-ordenamento em ([a, b]) e que isso faz de P([a, b]) um conjunto
dirigido. *

Se P e P’ sao duas partigoes de [a, b] dizemos que P’ é um refinamento de P (ou que P’ é mais fina que P) se P < P’.
Assim, P’ é mais fina que P se o maior intervalo de P’ tiver comprimento menor que o maior intervalo de P.

Se P; e Py sdo duas partigdes de [a, b], entao é evidente que Py U Py é um refinamento de Py e de Ps.

o Particoes indexadas

Dada uma parti¢do P = {z1, ..., z,} € P([a, b]) com n pontos, podemos associar & mesma um conjunto x de n— 1
pontos x = {x1, ..., Xn—1}, com a < x1 < -+ < xp_1 < b, escolhendo xj, € I, k=1, ..., n— 1, ou seja, escolhendo
cada xx no k-ésimo intervalo fechado da parti¢ao P. Se x é associado a P da forma descrita acima, denotamos esse fato
em simbolos por y o< P. Um par (P, x) com x x P ¢ dito ser uma parti¢do indezrada de [a, b], os “indices” sendo os
pontos xj associados a cada intervalo Ir. Denotaremos por X([a, b]) colegao formada por todas as particoes indexadas
de [a, b]:

X([a, b]) == {(P, x) com P € P([a, b]) e x x P} .

Tal como B([a, b]), o conjunto X([a, b]) é também um conjunto dirigido se definirmos a relacao de pré-ordenamento
(P, x) < (P, x') se P < P, ou seja, se |P| > |P’| (independentemente de x e x'!).

E. 33.2 Euzercicio. Mostre que isso define uma relagio de pré-ordenamento em X([a, b]) e que isso faz de X([a, b]) um conjunto
dirigido. -I-

e Somas de Riemann. Integrabilidade de Riemann

Dada uma funcdo real limitada f, definida em [a, b], e dado um par (P, x) € X([a, b]), com P = {z1, ..., z,} ¢
X={x1, ---s Xn—1}, Xx € It, k=1, ..., n—1, definimos a soma de Riemann de [ associada ao par (P, x), denotada
por S[(TP, X), f], como

n—1
S[®, %), f] =Y FOw)ll -
k=1

Vide Figura 33.1.

Para f fixa, a aplicacio X([a, b]) > (P, x) — S[((P, X), f} € R é uma rede'® segundo o pré-ordenamento <.
Podemos, assim, perguntar-nos se essa rede possui pontos de acumulagao e pontos limite.

Notemos que, como a topologia usualmente adotada em R (a topologia métrica usual) é do tipo Hausdorff, se essa
rede possuir um ponto limite, 0 mesmo é uinico (pela Proposicao 32.5, pdgina 1482).

Essa questao nos conduz a seguinte definigao:

Definigao. Integrabilidade de Riemann Ia. Uma fungdo limitada f : [a, b] — R é dita ser uma funcdo integrdvel

por Riemann no intervalo compacto [a, b] se a rede X([a, b]) > (P, x) — S[(‘PA X), f} € R possuir um ponto limite

S(f) € R. ’'y

Se f:[a, b — R for integrdvel por Riemann no intervalo compacto [a, b] o limite S(f) é denominado integral de
Riemann de f em [a, b]. Como é bem conhecido, a integral de Riemann de f em [a, b] é mais frequentemente denotada'!

9Para a definiio, vide pagina 49.
10A defini¢do de rede encontra-se & pégina 1480. Note que X([a, b]) é um conjunto dirigido, pelo comentado acima.
110 simbolo f foi introduzido por Leibniz, sendo uma estilizagio da letra S, de “soma”.
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f(x)
f(X) //

f(X,)

f(Xy)

a=x1T Xy TX;; T Xy Xg Xg b:x7
X, X, X, X, X, X
Figura 33.1: Representacio da soma de Riemann de uma fungdo f no intervalo [a, b] com a particio P = {a =

x1, Ta, Ty, Ta, Ts, Tg, T7 = b}, com os pontos intermedidrios x = {x1, X2, X3 X4, X5: X6}. O k-ésimo retangulo tem
altura f(xx) e largura [I;| = 2541 — 21 A soma das dreas desses retangulos fornece S[(P, x), f].

por f: f(z)dz, ou seja,

b
s) = [ 1w, (33.2)

Nota. Uma possibilidade alternativa seria prover B([a, b]) (e, portanto, X([a, b])) de um outro pré-ordenamento, definido pela incluséo,
definindo P <, P’ se P C P’. Essa defini¢io pode ser também utilizada e conduz a uma outra defini¢gio equivalente a Ia acima (que
denominamos definigao IIT), da qual tratamos & pagina 1503 e seguintes. Vide também Apéndice 33.A.1, pagina 1537.

e Integrabilidade de Riemann. Formulagoes e critérios alternativos

Para tornar a defini¢ao Ia um pouco mais palpavel, vamos reformuld-la um pouco lembrando a definigdo de ponto
limite de uma rede da Segao 32.3, pagina 1480. Dizemos que S(f) € R é um ponto limite da rede X([a, b]) 3 (P, x) —
S[((P, X), ﬂ € R, se para todo € > 0 existir um par (Pe, x.) € X([a, b]) tal que S[(?, X)s f] pertence ao intervalo
aberto (S(f) —e€, S(f) + ¢) para todo par (P, x) € X([a, b]) tal que (P, x) = (Pe, xe). Chegamos & seguinte defini¢ao
equivalente alternativa para a nogao de integrabilidade de Riemann:

Definigao. Integrabilidade de Riemann Ib. Uma fungio limitada f : [a, b] — R ¢ dita ser integrdvel por Riemann se
existir S(f) € R com a seguinte propriedade: para todo € > 0 existe (Pc, x.) € X([a, ]) tal que ‘S[(?, X), f} 7S(f)‘ <e€
para todo (P, x) com (P, x) = (Pe, Xe)- .

Em palavras, uma fungio f ¢ integrével no sentido de Riemann se o processo de “refinamento” de parti¢oes, fazendo-
as incluir mais e mais pontos com espagamentos cada vez menores, conduzir a um limite unico das somas de Riemann.
A integral de Riemann de f é entao esse limite das somas das dreas dos retangulos descritos na Figura 33.1, para quando
as partigoes sdo feitas cada vez mais finas.

A definigao Ib acima pode ainda ser refraseada de uma forma ligeiramente mais concreta:

Definigao. Integrabilidade de Riemann Ic. Uma funcio limitada f : [a, b] — R é dita ter uma integrdvel por
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Riemann se existir S(f) € R com a seguinte propriedade: para todo € > 0 existe d. > 0 tal que ‘S[(T, X)s f} — S(f)| <e
Pl < 6. 'y

para toda particao P tal que

Pela Proposicio 32.6, pagina 1483, a rede X([a, b]) o (P, x) — S[(ﬂ’, X), f} € R possui um ponto limite se e somente
se for uma rede de Cauchy!'?. Assim, o critério de Integrabilidade de Riemann Ia pode ser equivalentemente reformulado
da seguinte forma:

Definigao. Integrabilidade de Riemann Id. Uma fungdo limitada f : [a, b] — R ¢é dita ser uma funcdo integrdvel
por Riemann no intervalo compacto [a, b] se a rede X([a, b]) 3 (P, x) — S[(P, x), f] € R for uma rede de Cauchy,
ou seja, se para todo € > 0 existir (P, x.) tal que |S[(fPA, x), f]=5S[(?, X). f]‘ < ¢ para todos P, P’ com P = P, e
P = Pe. ®

Como as condigoes P = P, e P’ = P, equivalem a |[P| < |P| e |P'| < |Pc|, podemos ainda apresentar a seguinte
reformulagao equivalente:

Definigao. Integrabilidade de Riemann Ie. Uma funcio limitada f : [a, b] — R é dita ser fun¢do integrdvel por

Riemann no intervalo compacto [a, b] se a rede X([a, b]) 3 (P, x) — S[(?’, X)s f] € R for uma rede de Cauchy, ou seja,
se para todo € > 0 existir d. > 0 tal que ‘S[(?«, x), f]=S[(P. X), IH < € para todos P, P’ com |P| < b e [P'] < 0. M

Enfatizamos que todas as defini¢oes acima, de Ia a le, sdo equivalentes, sendo apenas refraseamentos umas das outras
com respeito & nog¢ao de convergéncia de redes.

e Fungoes continuas sao integraveis por Riemann

Até 0o momento nao apresentamos exemplos de fungoes integraveis por Riemann. Vamos agora fechar parcialmente
essa lacuna, exibindo uma classe importante de fungoes que satisfazem o critério de integrabilidade de Riemann Id. Uma
visao completa de quais fungoes sao integraveis por Riemann ¢ fornecida pelo critério de Lebesgue, discutido brevemente
a pagina 1504.

Proposigao 33.1 Toda funcdo real continua definida em um intervalo compacto [a, b] € integrdvel por Riemann. [m}

Para a demonstracio'?, necessitamos do seguinte lema:
Lema 33.1 Seja f real continua definida em um intervalo compacto [a, b]. Seja P = {x1, ..., z,} € P([a, b]) uma
parti¢ao de [a, b] com n pontos & qual estao associados n— 1 intervalos fechados I, ..., I,_1, com I, = [z, @k41]. Se
P € PB(la, b)) é uma segunda parti¢ao tal que P C P', entdo
|S[®. 0. £ = S[®, X), £]| < W ) b—al (83.3)
para quaisquer x e X', onde
Wi 9) = s { s 160 S0l } - (33.4)
=1, .;n=1 4. yel,
[m]
Prova. A particio P = ), ..., o} € PB(la, b]), com m pontos, estdo associados m — 1 intervalos fechados
I, ..., Ij,_4, sendo I} = [z}, },,]. Como P C ¥, o intervalo I; é a unido de, digamos, ! intervalos de P":
1

L=T{U--UIj. Assim, || =Y _|I}]

a=1

1

1
FOOIR] =D FOI = > (f0a) = FOL) T

a=1 a=1

12[ss0 é sempre verdade se f assume valores em um espaco métrico completo.
13Seguiremos basicamente [142].
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o que evidentemente implica

1

1 1
Foelil = Y FIEl| < 301700 = sl < (s 176 - 71 ) S
a=1 a=1 x, yely

a=1

- ( s 17(0) = 1)) 15| < WS, 9)1.

z, yel

Na segunda desigualdade usamos simplesmente o fato que cada x, pertence a [;. Como o mesmo raciocinio aplica-se aos
demais subintervalos de P, segue imediatamente a validade de (33.3). |

Prova da Proposi¢do 33.1. Por um resultado bem conhecido (Teorema 34.12, pagina 1594), toda fungao continua f definida
em um intervalo compacto [a, b] ¢ uniformemente continua, ou seja, para todo € > 0 existe § > 0 tal que | f(y) — f(z)| <€
sempre que = e y encontrem-se ambos em algum subintervalo de [a, b] que tenha largura menor que 4.

Fixado um € > 0, sejam Py e P, duas partigdes tais que |P1| < d e |P2| < 4. Seja P’ = Py UP,. Evidentemente valem
P C P e Py C P. Pelo Lema 33.1 teremos

IN

|S[@x. x0). 1= S[®. 0. J]| < W P —al < clo—al.

|S[P2: x2). £] = S[P, 0. 1| < W P2 Ib—al < ep-al.

Acima, usamos os fatos que W(f, P1) < e e W(f, P2) < ¢, pois cada intervalo de Py e de Py tem largura menor que 4.
Logo,

[S1@2, xa), 1= 8[@20 x2), 1] < [S[@1, ) £ =S 0. S]] +]S[@2, xa), 1] =S 0, f]| < 2elb—=al.
Com isso vemos que o critério Id de integrabilidade de Riemann é satisfeito, que é o que queriamos demonstrar. |

O seguinte coroldrio ¢ imediato e sua prova é deixada como exercicio.

Corolério 33.1 Toda fungdo real continua por partes** e limitada definida em wm intervalo compacto [a, b] € integrdvel
por Riemann. m]

Esse fato é importante, pois a grande parte, se nao a totalidade, das fungbes encontradas na pratica das ciéncias
naturais e da engenharia é formada por fungdes continuas ou continuas por partes. No Exercicio E. 33.6, pagina 1504,
adiante, exibimos um exemplo de uma fungao que nao é continua por partes mas é integravel por Riemann.

o Funcoes com valores em espacos de Banach. Integrabilidade de Riemann

Até o momento tratamos apenas de caracterizar a nogao de integral de Riemann para fungdes definidas em conjuntos
compactos [a, b] assumindo valores reais. O estudante é convidado a constatar, no entanto, que as construgdes acima
(incluindo a Proposi¢ao 33.1) permanecem inalteradas se as fungdes consideradas assumirem valores em espagos de
Banach.

Se B é um espago de Banach e f : [a, b] = B é uma fungdo assumindo valores em B, a soma de Riemann de f
associada ao par (P, x) é analogamente definida por

n—1

S[@, x), £ = > foaw)ll| €. (33.5)

k=1

Temos, assim:

14Para a definigao geral de continuidade por partes, vide pagina 1489.
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Definigao. Integrabilidade de Riemann para espagos de Banach. Seja B um espago de Banach com norma ||-||as.
Uma funcao limitada f : [a, b] — B é dita ser uma fungdo integrdvel por Riemann no intervalo compacto [a, b] se a
rede X([a, b]) > (P, x) — S[('P, X), f] € B for uma rede de Cauchy, ou seja, se para todo € > 0 existir P, tal que

HS[(?, X), f} - S[(?(, xX'), f] H‘B < € para todo P com P, < P. L)

Tem-se, analogamente, a importante

Proposicao 33.2 Toda fungdo continua definida em um intervalo compacto [a, b] e assumindo valores em wm espago
de Banach € integrdvel por Riemann. [m]

A demonstragao repete os mesmos passos da demonstragao da Proposi¢ao 33.1 se substituirmos os mdédulos das
fungoes e das somas de Riemann por normas em espagos de Banach.

Alguns desenvolvimentos sobre a integracao e diferenciagao de fungoes assumindo valores em espagos de Banach serao
apresentados na Segao 33.2.2, pagina 1507.

e Somas de Darboux

Os critérios de integrabilidade que apresentamos acima sio essencialmente aqueles apresentados por Riemann em
1854. Da maneira como os formulamos, podemos aplicd-los para definir a nogao de integral (de Riemann) mesmo para
fungoes definidas em intervalos compactos [a, b] C R mas que assumam valores em espagos de Banach. Uma desvantagem
dos critérios de integrabilidade acima é a de fazerem o uso da nogao de rede e pontos limite de redes, que talvez nao sejam
intuitivas para todos. Felizmente, no caso de fungdes reais, hd uma outra caracterizacao da nocao de integrabilidade de
Riemann, devida a Darboux'®, que é mais transparente e prescinde dessas nogoes. Trataremos disso agora.

Dada uma fungao real limitada f, definida em [a, b] e dada uma particio P € PB([a, b)), com P = {z1, ..., 2.},
definimos as somas de Darbouz (inferior e superior) de f no intervalo [a, b], associadas & P por

n-1 n—1
Do 1= X () e Ddr gl = 3 (swp i) 10l (33.6)
ft velk = \vely
respectivamente. Vide Figura 33.2.
(x) f(x)
sup f(y)
Yelg
inf f(y)
yelg
sup f(y)
inf f(y) yely ~
YEI
1
;X X3 X4 s Xg  bx X X *3 4 X5 Xg  b=x

7 7

Figura 33.2: Representacao das somas de Darboux da mesma fungao e da mesma partigdo da Fig. 33.1. A soma das
dreas dos retangulos & esquerda fornece D;[P, f] e a soma das dreas dos retangulos a direita fornece D[P, f].

E evidente pela definicio que D; [P, f] < D[P, f] para qualquer partigdo P. Fora isso, tem-se também os fatos
compreendidos nos seguintes exercicios:

E. 33.3 Ezercicio. Mostre que para particdes P e P’ € P([a, b]) com P C P tem-se D;[P, f] < D;[P', f] e Ds[P, f] > D[P, f].
Sugere-se provar isso por indu¢do no niimero de pontos da parti¢do. *

15 Jean Gaston Darboux (1842-1917). O trabalho de Darboux sobre a integral de Riemann data de 1875.



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio des de agosto de 2017, Capitulo 33 1503/2330

E. 33.4 Ezercicio. Mostre que para quaisquer particdes P e P’ € P([a, b]) tem-se D;[P, f] < D[P, f]. Sugestdo: use as
afirmagdes do Exercicio E. 33.3 e os fatos que P C PUP e P C PUP'. *

E. 33.5 Erercicio. Mostre que para particdes P e P’ € B([a, b]) com P C P’ tem-se D[P, f] — D[P, f] < Ds[P, f]— Di[®, f].
Sugestdo: isso segue facilmente dos Exercicios E. 33.3 e E. 33.4. *

O exercicio E. 33.3 sugere a seguinte definigdo. Definimos as integrais de Darbouz (inferior e superior) de f no
intervalo [a, b] por

b b
/f(z)dz = sup  D;[P, f] e /f(z)dz = inf ])Ds['P, .

PER([a, b]) PEP([a, 0]

respectivamente. O fato estabelecido no exercicio E. 33.4 acima que D;[P, f] < D[P, f] para quaisquer partigoes P e
P" € B([a, b]) implica (por que?)

b b
Tudo isso sugere a seguinte definigao.

Definigao. Integrabilidade de Riemann II. Uma fun¢éo limitada f é dita ser uma funcdo integrdvel por Riemann

no intervalo compacto [a, b] se fabf(T) dz = f:f(r) dz. Nesse caso a integral de f no intervalo [a, b] é definida por

o b
D(f) = /f(z)dz = /f(z)dz (33.8)

A integral definida em (33.8) é por vezes denominada integral de Darbouz. Como veremos (Proposicio 33.4), essa integral
coincide com a integral S(f) anteriormente definida. Por isso, D(f) serd também denotada por j‘f f(x)da. [
A seguinte proposigao é relevante no contexto dessa defini¢ao:

Proposicao 33.3 Seja f uma fungao real limitada no intervalo compacto [a, b]. Entdo, f € integrdvel no sentido da
defini¢ao II se e somente se para todo € > 0 existir uma particao P € PB([a, b]) tal que D[P, f]— D;[P, f] <e. o

A demonstragao da Proposicao 33.3 é apresentada na Se¢ao 33.A, pagina 1536. Na mesma se¢do demonstramos
também a seguinte proposigao importante, que estabelece a equivaléncia das defini¢oes I e da defini¢ao 11, acima:

Proposicao 33.4 Uma fungao real limitada f, definida em um intervalo compacto [a, b], € integrdvel no sentido das
definigoes I se e somente se o for no sentido da defini¢io II. Em ambos os casos as integrais definidas por (33.2) e por
(33.8) coincidem. [m]

e Rede de Riemann-Darboux

Na definiges Ia-Ie da integrabilidade de Riemann provemos a colegao de partigoes B([a, b]) com um pré-ordenamento,
definindo P < P’ se |P| > |P'|. Uma outra possibilidade ¢ considerar em B([a, b]) o pré-ordenamento definido pela
inclusdo, definindo P <, P se P C P. Com relagao a esse pré-ordenamento <, as colegoes B([a, b]) e X([a, b]) sdo
também conjuntos dirigidos e a aplicagao X([a, b]) > (P, x) — S[(?, X)s f} € R é também uma rede, dita por alguns
autores ser uma rede de Riemann-Darbour. Com a mesma podemos estabelecer mais um critério de integrabilidade.

Definigao. Integrabilidade de Riemann III. Uma fungio limitada f : [a, b] — R ¢é dita ser uma funcio in-
tegrdvel por Riemann no intervalo compacto [a, ] se a rede (em relagdo ao pré-ordemento <,) X([a, b)) > (P, x) —
S[(iP, X), f} € R possuir um ponto limite S(f) € R.

A definigdo acima equivale & definigao II (e, portanto, as defini¢des I) da nogao de integrabilidade de Riemann. Por
ser bastante técnica e sem relevancia especial para o que segue, apresentamos a demonstracao dessa afirmagao nao aqui,
mas no Apéndice 33.A.1, pagina 1537.
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e Critério de Lebesgue para integrabilidade de Riemann

H4 uma caracterizagao da integrabilidade de Riemann, devida a Lebesgue, que permite precisar quais fungoes sao
integraveis no sentido de Riemann:

Critério de Lebesgue para integrabilidade de Riemann. Uma fungao limitada f : [a, b] — R ¢é integrdvel no sentido de
Riemann se e somente se for continua quase em toda parte (em relagao & medida de Lebesgue), ou seja, se a colegio de
pontos onde f é descontinua tiver medida de Lebesgue nula.

Nao apresentaremos a demonstragao desse fato aqui (vide [142]). Uma consequéncia desse critério (que também pode
ser obtida por meios mais diretos, como vimos acima) é que toda funcdo limitada e continua por partes'® é integrével no
sentido de Riemann.

E curioso e relevante observar também que nao sao apenas as fungoes continuas por partes que sao integraveis no
sentido de Riemann. O seguinte exercicio ilustra isso.

E. 33.6 Ezercicio-desafio. Aqui vamos designar nlimeros racionais r na forma r = p/q, supondo p e ¢ primos entre si. Seja a seguinte
fungdo:

1
1+—-, sex= L for racional
flx) = q q

1, se x for irracional

Mostre que f é continua em x se x for irracional mas que f é descontinua em z se x for racional. Sugestdo: lembre que se z é irracional,
entdo para toda sequéncia pn/gn de racionais que aproxima x tem-se que g, — 00 para n — o<.

Como os racionais tém medida de Lebesgue zero, segue pelo critério de Lebesgue que f é integrével de Riemann. Prove diretamente
da definicdo que fabf(z) dr = f:f(z) dr = b — a para todos a < b. Note que o fato que f:f(z) dx = b — a é evidente, a dificuldade

estd em provar que f{ff(z) dr =b—a. *

e Deficiéncias da integral de Riemann

As nogoes de fungao integravel no sentido de Riemann e de integral de Riemann que apresentamos acima sao a base
de todo o Célculo elementar e delas se extrai uma série de consequéncias bem conhecidas e que nao repetiremos aqui,
tais como a linearidade da integral, o teorema fundamental do célculo, métodos de integragio (como a integragio por
partes) etc. Para uma ampla exposicao, vide e.g. [216]-[217]. A integral de Riemann, porém, possui algumas deficiéncias
que ilustraremos abaixo. Essas deficiéncias conduziram a procura de uma nogao mais forte de integrabilidade, da qual
falaremos posteriormente.

Seja [a, b], a < b, um intervalo compacto e considere-se a seguinte fun¢do D : [a, b] — R:

0, se x for racional,
D(z) = (33.9)
1, se x for irracional.

Serd essa fungio integrdvel em [a, b] sentido de Riemann? A resposta ¢ nao, pois como facilmente se constata,

b b
/ D(z)dz = 0 mas /D(T) dr = b—a,
Ja_ a

ja que, para qualquer subintervalo I, = [k, zr41] de qualquer parti¢ao de [a, b] teremos

inf D(y) = 0 mas sup D(y) = 1,
el yelk

pois I sempre conterd nimeros racionais e irracionais. Assim, aprendemos que ha fungdes limitadas que nao sao
integréaveis no sentido de Riemann. Esse exemplo, porém, ilustra um outro problema de consequéncias piores.

Seja o conjunto Q = Q N [a, b] de todos os racionais do intervalo [a, b]. Como esse conjunto é contédvel, podemos
representd-lo como Q = {ry, ro, rs3, r4,...} = {rg, k € N}, onde N 5 k — r;, € Q é6 uma contagem de Q. Seja definida

16 Lembremos: uma fungio é dita ser uma funcdo continua por partes se for descontinua apenas em um nimero finito de pontos.
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agora a seguinte sequéncia de fungoes:

0, sexe{r, ..., m},
Dule) =

1, de outra forma.

E facil ver que para todo z € la, b] tem-se D(z) = lim D,(z), onde D estd definida em (33.9). Cada fungao D,, é
n—oo

integravel no sentido de Riemann, pois é continua por partes, sendo descontinua apenas nos pontos do conjunto finito

b
{ri, ..., rn}. E muito ficil ver que fab Dy (z)de = b — a e assim, lim / D,(z)dx = b — a. Entretanto, trocar a
n—oo
a

b
integral pelo limite / ( lim Dn(m)) dx ndo faz sentido, pois a fungio D(z) = lim D, (z) ndo ¢ integravel no sentido
W \n—oo n—ro0
de Riemann.

A ligao que se aprende disso é que a integracao de Riemann nao pode ser sempre cambiada com o limite pontual de
funcdes!”. Esse é um fato desagradavel, que impede manipulaces onde gostariamos de poder trocar de ordem integrais
e limites. O problema reside no fato de o critério de integracdo de Riemann nao ser suficientemente flexivel de modo a
permitir integrar um conjunto suficientemente grande de fungées ou, melhor dizendo, o conjunto das fungoes integraveis
no sentido de Riemann nao é grande o suficiente. Como vimos no critério de Lebesgue, s6 sdo integraveis no sentido de
Riemann as fungoes que sdo continuas quase em toda parte. Esse conjunto, que exclui fungées como D, acaba sendo
pequeno demais para dar liberdade a certas manipulagoes de interesse.

E. 33.7 Ezercicio. Por que D n3o é continua quase em toda parte? Para responder isso, mostre que D ndo é continua em nenhum
ponto. Sugestdo: recorde que todo z irracional pode ser aproximado por uma sequéncia de racionais e que todo x racional pode ser
aproximado por uma sequéncia de irracionais. Mostre entdo que para qualquer = existem sequéncias z, com lim z, = x, mas com

n-ro0

lim D(zn) = D(z). *

Um outro problema, de outra natureza, diz respeito a propriedade de completeza da colegao das fungoes integraveis
por Riemann. Tais conjuntos nao formam espagos métricos completos em relagio & métricas como dy (f, g) = f: [f(x)—
g(x)|dz. Como a propriedade de completeza ¢ muito importante, faz-se necessario aumentar o conjunto de fungoes
integraveis para obter essa propriedade. De fato, como veremos, o conjunto de fungoes integraveis no sentido de Lebesgue
é completo e esse fato é importante na teoria dos espagos de Hilbert e de Banach.

33.2.1 A Integral de Riemann Imprépria
Vamos aqui tratar de definir a integral de Riemann imprépria / f(z) dz de uma fungao f definida em toda a reta real
—o0

b
R. De maneira intuitiva, essa integral deve ser definida como o limite de integrais / f(x) dz tomando a indo a —oco ¢
a
b indo a oo de diversas formas, sem afetar o resultado.

Uma possibilidade proviséria seria a seguinte definicao. Se f : R — R é uma funcao integravel por Riemann em cada
intervalo [a, b], poderiamos definir a integral de Riemann imprépria de f por

o0 A
/mf(x) do = Algr;o'[Af(w) da (33.10)

caso o limite exista. A definigdo proviséria (33.10) apresenta, porém, um problema que requer alguns comentérios. Em

A A?
certos casos, pode ocorrer que o limite lim f(z) dx exista, mas nao, por exemplo, o limite lim f(z)dz, ou
A—oo [y A—oo [y

A A?
outros. Tal é o caso da fun¢ao f(z) = z. Tem-se aqui que lim zdr =0 mas lim x dz diverge.
A—oo J_ 4 A—oo J_ 4

17A troca de ordem de integrais de Riemann e limites de sequéncias de fungdes é permitida, porém, se o limite for uniforme.
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Por causa disso ¢ insatisfatério tomar (33.10) como defini¢io das integrais de Riemann impréprias. E prudente
elaborar uma defini¢do mais conservadora e que leve em conta o que pode acontecer em todas as integrais em intervalos
la, b] quando a — —o0 e b — oo, independentemente. Isso é feito da seguinte forma.

Denotemos por € a cole¢ao de todos os intervalos finitos [a, b] C R. Notando que os intervalos [a, b] podem ser
ordenados por inclusao, percebemos facilmente que € é um conjunto dirigido (vide definigao a péagina 49).

Seja f : R — R uma fungao fixa, integrdvel por Riemann em cada intervalo [a, b]. A aplicagio € — R dada por

b
Fa,yy = / f(z)dz (33.11)

forma uma rede. O conceito de limite em relagao a uma rede é bem definido (a nogao de rede, limites de redes e suas
propriedades foram estudadas na Segdo 32.3, pdgina 1480). Isso nos permite estabelecer a defini¢do precisa de integral
de Riemann impropria.

Dizemos, que uma funcio f : R — R, integrdvel por Riemann em cada intervalo [a, b], possui uma integral de
Riemann imprdpria se a rede F, y, [a, b] € € possuir um ponto limite (o qual serd tinico, pois R é um espago Hausdorff
na topologia usual. Vide Proposi¢ao 32.5, pagina 1482).

Assim, f possui uma integral de Riemann imprépria se

b
lim Fj = lim z) dv
[, e @Y [a, b€ J, f@)
existir, o limite acima sendo o da rede, com os intervalos ordenados por inclusao. Se f tiver essa propriedade, definimos
a integral de Riemann imprdpria de f por

0 b
Lm f(z)dx = [aqlign Fla, 0 = [ﬂ}i}}]rée/a f(z) dx .

Jee

Para tornar essa definicdo um pouco mais palpavel, vamos reformuld-la um pouco lembrando a definigdo de ponto
limite de uma rede da Segao 32.3, pagina 1480. Dizemos que F' € R é um ponto limite da rede Fi,, 4, [a, b] € €, se para
todo € > 0 existir um intervalo [A, B] tal que Fi, 4 € (F —¢, F +¢) para todo [a, 0] D [A, B].

Assim, f: R — R, integravel por Riemann em cada intervalo finito, é dita ter uma integral de Riemann imprépria
F € R se para todo € > 0 existir um intervalo [A, B] € C tal que

b
fl@)de —F| < €

para todo [a, b] O [4, B], [a, b] € €. O ntimero F é denotado por [~ f(z)dz.
oo a
De maneira andloga definem-se as integrais de Riemann impréprias / f(z)dz e / f(z)dz, para a € R, finito,
. . a —o0
como os limites lim / f(z)dz e lim / [f(z) dz, respectivamente, caso existam.
A—oo [, A—oo |4
Notemos en passant, que na defini¢do da integral de Riemann em intervalos finitos [a, b], que apresentamos na Segao

33.2, pdgina 1497, faz-se necessario supor que a fungao f seja limitada. Para a definicao da integral de Riemann imprépria
]:C f(x) dx isso ndo é necessério, e f pode divergir em f00, desde que o limite da integral exista! Um exemplo ¢é a fungao

z3 ~ P T o ~ s . 3
f(z) = 2%sen (CJ“ ), que nao ¢ limitada para z — +o00. Como facilmente se vé com a mudanca de variaveis u = e,

o 3 1 [ se
/ z%sen (e’g) de = E/ sen(u) du = %
3 Jo U

—oo

A dltima igualdade pode ser obtida pelo método dos residuos. Um outro exemplo do mesmo tipo ¢ a fungao x cos(
que nao ¢ limitada mas f;c x cos(z?)da < oo para qualquer a finito.

*
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No sentido da defini¢ao acima, a fun(;ao f(x) = 2 ndo possui uma integral de Riemann imprépria bem definida pois,

como observamos, limites como hm / x dz divergem. Para fungdes que possuam uma integral de Riemann imprépria

bem definida vale, obviamente, a expressao (33.10) e para elas vale também

o0 A A?
/ f(z)dz = lim / f(z)dz = lim / f(x) dz ete.,
o A—oo J_ 4 Ao [ 4

. . b . . .
ou seja, o limite de fu f(x) dx pode ser tomado com a indo a —oo e b indo a oo de diversas formas, sem afetar o resultado.

Precisamos agora de definigoes adequadas para as nogoes de derivagao e integragao (de Riemann) de fungdes entre
espacos de Banach.

33.2.2 Diferenciagao e Integracao em Espacos de Banach

Vamos na presente secdo (cuja leitura é dispensavel para o desenvolvimento da teoria de integracio de Lebesgue que se
lhe segue) aprofundar um pouco mais a teoria da integragao de fungdes com valores em espagos de Banach no sentido de
reproduzir, nesse contexto geral, alguns dos resultados basicos do Célculo Diferencial e Integral'®.

A nogao de integral de Riemann para fungoes de uma variavel real com valores em um espago de Banach foi apresentada
na Segao 33.2, em especial a pagina 1501. Nosso principal propdsito agora é demonstrar o Teorema do Valor Médio e
obter outros resultados preparalérios para a demonstracao do Teorema da Funcdo Implicita, tratado na Segdo 28.3,
pagina 1394. O primeiro passo é apresentar a noc¢ao geral de diferenciagao de fungoes entre espagos de Banach.

e Aplicacoes diferencidveis em espacos de Banach. A derivada de Fréchet

Sejam M e N dois espagos de Banach. Seja M um aberto em M e g : M — N uma aplicagdo (ndo-necessariamente
linear). Dizemos que g é diferencidvel em um ponto x € M se existir uma aplicagao linear limitada G, : M — N tal que

z+y) —g(x)] — Gayl

i 9@ +9) = 9(@)] = Goy
lyllae

=0.
y=0 l[yllac

=0, ou seja, lim II[
y—0

Se g é diferencidvel em z, ou seja, se um tal G, existir, entao ¢ unicamente definido. De fato, suponhamos que exista
H : M — N linear e limitado tal que

[[9(z +y) — g(=)] — Hyl|,

lim =0.
y=0 HLUHM
Seja v € M com [[v]la =1 e seja y € M tal que lm}) H H = v. Entao,
Yllm
H-G,)
1~ Gl = tim I Gl
y—0 llyllv

H ([g(m +y)—g@)] - Gly) - ([g(m +y) —g(@)] - Hy) HN

= lim
y=0 Iyl
< lm llg(x+y) — g(=)] — Gayll, i llg(z + ) — g(=)] — Hyl|
= us0 llyllv 50 [PE:
= 0.

Logo, H — G, anula-se em todo vetor norma 1 e, portanto, anula-se em todo M.

O estudante pode facilmente convencer-se que a definicdo acima corresponde a nog¢ao bem-conhecida de diferencia-
bilidade de fungoes de R™ — R™. O operador linear limitado G, pode ser interpretado como a “melhor aproximacao
linear” & fungao g na vizinhanca de x.

18Seguiremos proximamente a exposicio de [143].
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Se g é diferencidvel em todo ponto x do aberto M e se a aplicagdo M > z — G, € B(M, N) for continua em norma,
dizemos que g é uma aplicacio de classe C*.

Para manter uma familiaridade notacional, denotaremos os operadores lineares limitados G, definidos acima por
(Dg)(x) ou mesmo por ¢'(x). O operador linear limitado (Dg)(x) representa, assim, a derivada de g no ponto z, também
denominada derivada de Fréchet'® de g em .

E. 33.8 Ezercicio. Mostre que se g é diferencidvel no ponto z de acordo com a definicdo acima entio é também continua em z. *

e Diferenciagao e integragao de fungoes de uma variavel real

De particular interesse é o caso em que M = R e M = (a, b) C R, um intervalo aberto finito da reta real. Aqui,
tem-se o seguinte:

Proposicao 33.5 Seja N um espago de Banach e seja g : [a, b) — N uma fungdo continua. Seja G : [a, b] — N definida
por

Gla) = /”g(z)dz . zela b (33.12)
Entao G € diferencidvel em todo intervalo (a, b) e (DG)(z) = G'(z) = g(x). o

Prova. Pela definigao da integral de Riemann ¢é evidente que

/hg(t)dl,+ /lmg(l,)dt - '/L]tﬁy(t)dl, (33.13)

t1 Jitg

para todos t1, ta, t3 € [a, b]. E também facil ver que

b b
‘ [owa| < [ oy a (33.14)
a N a
n-1
pois para as somas de Riemann (33.5) tem-se ||S[(P, X). ||N Z [lgOxx )|l k] 5 © que implica (33.14), tomando-se
os limites. De (33.14) obtem-se trivialmente a estimativa
b
/ g(t)dt|| < |b—a] max [|g(t)|y (33.15)
a N tela, b]

oty
que usaremos logo abaixo. Seja G definida em (33.12). Tem-se por (33.13) que G(z+y) — G(z) = / g(t)dt para todo
z, y € (a, b) com z +y € (a, b). Logo, ¢
Tty
Gla ) =G =gy = [ (o(0) - g(w)i
Ja

Assim, por (33.15),
[G+y) = G@) —g@ully < Il pnax Hg() 9@l 5

donde segue que

G (e +y) — Gl) — gyl

lim < lim ma A(t) — gz, cmimdsde
y0 vl < by max llg(t) = g(2)ll
Isso provou que G é diferencidvel em todo z € (a, b) com (DG)(z) = G'(z) = g(z). n

Na demonstragao do Teorema do Valor Médio faremos uso do lema a seguir (cujo enunciado e demonstragao foram
extraidos de [143]). O estudante deve cuidadosamente observar que, ao contrario do que uma primeira impressao pode
sugerir, esse lema nao é consequéncia da Proposigao 33.5.

19Maurice René Fréchet (1878-1973).
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Lema 33.2 Seja N wm espago de Banach e f : [a, b] — N continua e diferencidvel em todo (a, b) mas de modo que
f(z) =0 para todo x € (a, b). Entdo, f € constante. [m]

Prova.? Sejam s e t € (a, b), arbitrdrios, com s < t. Desejamos mostrar que f(s) = f(t). Como s e t sdo arbitrarios e
[ ¢é continua, isso implica que f ¢ constante em todo intervalo fechado [a, b]. Vamos definir uma sequéncia de intervalos
(Sns tn) € (s, t), n € N, satisfazendo

(8n, tn) C (Sn—1, tn—1) e [t — sn| = 27"|t — s

dados da seguinte forma: (sg, to) = (s, t) e paran > 1,

(o 228852) o[- (2322 (2=) -]

($ns tn) =

(i ). o ) <t =1 (23]

Em palavras, quebramos a cada passo o intervalo (s,—1, t,—1) a0 meio e escolhemos (s, t,) como sendo a metade na
qual a varia¢ao de f em norma foi maior. E claro por essa escolha que

- (5 ()

1£(sn-1) = £(ta-)l ;

IA

IN

2 Hf(sn) - f(tn)H

e, portanto, tem-se para todo n € IN,

() = f@I < 27 1f(sn) = £ - (33.16)

Pela construgao, s, é uma sequéncia nao-decrescente e limitada superiormente por ¢, enquanto que t¢,, é uma sequéncia
nao-crescente e limitada inferiormente por s. Assim, ambas convergem a pontos no intervalo [s, ¢]. Como, porém,
[tn — sn| = 27|t — s|, segue que ambas as sequéncias s, e t, convergem e a um mesmo ponto & € [s, t]. Fora isso, é
também claro que § € [s,, t,] para todo n.

Pela hipétese, vale f/(¢) = 0. Pela defini¢ao de f’, isso significa que para todo € > 0 existe § > 0 tal que || f(z) —
F@©Il/]z—&| < e sempre que |z — €| < . Como s, e t, convergem a §, podemos escolher n grande o suficiente de modo
que [sp, — & < de[t, — & < d. Teremos, assim, para tais n’s,

1/ (s0) = ()l < M1F(sn) = SOOI+ FE) = F)| < elsn — &+ 1€~ tul) -
Como £ € sy, t,] para todo n, segue que |s, — &| + [ — tn| = [tn — sn| = 27|t — s|. Logo, obtivemos
[f(sn) = FE) < €27t — 5|

Voltando a (33.16) isso implica || f(s) — f()| < 2™ f(sn) — f(tn)|| < €]t — s|. Como € > 0 é arbitrério, segue disso que
[[f(s) = f(t)|| = 0, completando a prova. |

Com esse lema e com a Proposi¢ao 33.5 a prova do Teorema do Valor Médio torna-se elementar.

e O Teorema do Valor Médio

O teorema seguinte generaliza um resultado bem conhecido de Célculo:

Teorema 33.1 (Teorema do Valor Médio) Sejam M e N espagos de Banach e M C M um conjunto aberto e conezo
de M. Seja g : M — N continua e diferencidvel. Entdo, para todos z, y € M vale

g9(x) —g(y) = (/Ulg’(mﬂl—f)y)df) (z—y),

29De [143].
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assim como a estimativa
llg(z) =gl < Koy llz —yllve »

onde K, , = tg[l[z]lxl] Il (b + (1 = t)y) || ul

Prova. Para x, y € M fixos, seja h : [0, 1] — N definida por h(t) := g(tz + (1 — t)y). Pela regra da cadeia,
I'(t) = g'(tz + (1 — t)y) (z — y). Defina-se também

H(t) = /0 J(rat+ (- —y)dr, teo, 1].

Pela Proposiio 33.5, H é diferencidvel e H'(t) = ¢/ (tx+ (1—t)y) (z—y). Assim, H'(t) = I'(t), o que implica, pelo Lema
33.2, que a diferenca H (t)—h(t) é constante para todo ¢ € [0, 1]. Como H(0) = 0, segue que H(t)—h(t) = —h(0) = —g(y)
para todo t € [0, 1]. Para t = 1 essa igualdade fica H(1) — h(1) = —g(y) e como h(1) = g(z) concluimos que

o@) — gly) = /0 (o + (1= 7)) (e —y)dr .

Usando (33.15), segue disso que
lo(@) = 9@l < max g (tz + (1= t)y) (@ — )|y < (tlgr[l(‘;{f] g (tz + (1 — t);t/)ll) lz—yllac,

o que completa a demonstragao. | |

e Derivadas parciais

Sejam X e Y dois espagos normados com normas |- ||x e |- ||y, respectivamente. Podemos fazer do produto Cartesiano
XxY={(z, y), z€X, y €Y} um espago vetorial normado declarando as operagdes de soma e produto por escalares
por ai(z1, y1) + az(w2, y2) = (121 + a2x2, a1y + a2y2) e definindo a norma ||(z, y)llxxy = [[z/lx + [|lylly. Mais que
isso, se X e Y forem espagos de Banach em relag@o as suas respectivas normas, é facil constatar que X x Y também o é
em relagdo a norma [|(z, y)|xxy-

E. 33.9 Ezercicio. Prove que || - ||xxy é de fato uma norma e que X x Y é um espaco de Banach em relagio 3 mesmase X e Y o
forem em relagdo as suas respectivas normas. *

Para distinguirmos a estrutura de espago vetorial de X x Y definida acima, denotaremos os vetores (z, y) € X x Y
como vetores-coluna: (;)

Definamos as projegoes Iy : X xY - X e Ily : X x Y — Y por

w()er w)

respectivamente, e definamos Ay : X - X xYe Ay :Y — X x Y por

T 0
() e )

respectivamente. E um exercicio elementar (mas importante) mostrar que IIx, Iy, Ayx e Ay sdo lineares e continuas se
dotarmos X, Y e X x Y das topologias das normas || - [|x, || - |ly e || - [lxxy, respectivamente. E igualmente elementar
constatar que
TxAy = 1x, MyAy = 1y e AxIy +Aylly = Lyyy . (33.17)
Seja Z um terceiro espago de Banach com norma ||-||z. Para A C X e B C B dois abertos convexos, seja F' : AxB — Z
uma fungao continua e diferencidvel, sendo F' : A x B — Z sua derivada. Para cada (z, y) € A x B a expressao F'(z, y)
define um operador linear e continuo X x Y — 2.
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Para y fixo em B podemos considerar também a fungiao A 3 x — F(z, y), assim como para x fixo em A podemos
considerar a funcao B 3 y — F(z, y). Se essas fungoes forem diferencidveis denotaremos suas derivadas por D1 F e Dy F,
respectivamente. Note-se que D1 F é uma aplicagao linear X — Z e Do F' é uma aplicagao linear Y — Z.

Vamos mostrar que se F” existe entao essas duas fungoes sao também diferencidveis e vamos estabelecer relagoes entre
D1F, DoF e F'. De fato, da existéncia de F’ sabemos que
a
b

F(x+a, y+b)— F(z, y) = F'(x, y)< ) + R(a, b), com li I5(a, b)llz

im
(@, 0)=0 [|(a, b)[lxxy

para todos (a, b) € X x Y. Em particular, para b = 0 teremos

I R(a, 0)z
F(z+a, y)— F(z, y) = F'(x, <(L>+Ra,0 s com 11111”—:0.
(40, 9) = Fle, o) = F, ) () + Rlo, 0 tin s =
ou seja, escrevendo R(a, 0) = R(a) e lembrando que ||(a, 0)||xxy = [a||x, tem-se
F(x+a,y)—F(z, y) = F'(x, y)(Axa)+R(a), com limm =0,
=0 |lal|x

0 que nos permite concluir que
DiF(x, y) = F'(w, y)Ax.
Analogamente, podemos concluir que
DoF(z, y) = F'(z, y)Ay.
Dessas expressoes extrai-se facilmente a continuidade de Dy F(z, y) e DoF(z, y) como fungdes de (z, y) € A x B. Da
tdltima das relagdes em (33.17) obtemos

F'(z, y) = D1F(z, y) Ux + D2F(z, y) Iy . (33.18)
As tltimas trés expressoes valem para todo (z, y) € A x B.

Dy F e DyF definem as derivadas parciais de F em relagio a seu primeiro e segundo argumentos, respectivamente.

33.3 A Integracgao no Sentido de Lebesgue

A presente segao é dedicada a teoria da integragao de fungdes definidas em espagos mensuraveis. A nogao de integragao
da qual trataremos foi introduzida por Lebesgue entre 1901 e 19022 e redescoberta independentemente por Young??
dois anos mais tarde. A teoria de integracao introduzida por Lebesgue representa uma importante extensao da teoria
de integragdo de Riemann e desde cedo encontrou aplicagoes em diversas dreas da Matemadtica (como, para ficar em um
tnico exemplo, na teoria das séries de Fourier), com reflexos também na Fisica.

A teoria da integragao de Lebesgue faz amplo uso de nogoes da teoria da medida e necessita, em particular, da nogao
de fun¢ao mensuravel, que iremos discutir antes de passarmos a defini¢io geral da integral de Lebesgue propriamente
dita.

33.3.1 Funcgoes Mensuraveis e Fungoes Simples

Comecemos com uma defini¢ao que serd amplamente empregada no que segue, a de fungao caracteristica de um conjunto.

e A funcgao caracteristica de um conjunto

Seja M um conjunto nao-vazio e A C M. A funcao x4 : M — R definida por

1, sexec A
xa(@) =
0, sexgA

210 trabalho de Lebesgue sobre a teoria da integracéo, intitulado “Intégrale, longueur, aire” foi apresentado como dissertagio a Universidade
de Nancy em 1902.
22William Henry Young (1863-1942).
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é denominada fungao caracteristica do conjunto A, ou fungao indicatriz do conjunto A.
E. 33.10 Ezercicio. Seja M um conjunto ndo-vazio e A, B C M. Mostre que

xa(z)xs(z) = xans(z), YeeM. (33.19)

e Fungoes mensuraveis. Definicdo e comentérios

Apresentemos uma importante defini¢ao, a de fun¢do mensurdvel. Sejam (M, M) e (N, N) dois espagos mensuraveis,
sendo M e N dois conjuntos nao-vazios e M C P(M) e N C P(N) o-dlgebras em M e N, respectivamente.

Uma fungdo f: M — N ¢é dita ser uma fung¢io mensurdvel em relagio s o-dlgebras M e N, ou [M, N]-mensuravel,

- . -, . p R
se f71(A) € M para todo A € N, ou seja, se a pré-imagem de todo conjunto mensurével segundo N for um conjunto
mensurdvel segundo M.

O estudante deve comparar essa definigdo com a defini¢do de fun¢do continua DC 1, pagina 1487. Devido ao seu
papel preponderante na teoria da integracao (de Lebesgue), vamos primeiro estudar algumas das propriedades bdsicas
das fungoes mensuraveis, especialmente das fun¢des numéricas, ou seja, aquelas cuja imagem estd em R ou em C.

A primeira propriedade elementar ¢ bastante geral: se (M1, My), (Ma, My) e (M3, Ms) sdo trés espagos mensuraveis
ese f: My — Myeg: My, — M; sdao duas fungdes mensurdveis (f sendo [My, Ms]-mensurdvel e g sendo [Ma, Ms]-
mensurdvel) entdo g o f : My — Ms ¢ mensurdvel em relagiao a My e Mz (ou seja, My, Ms]-mensurdvel). A prova é
imediata pela definigao.

Dado um espago mensuréavel (M, M) estaremos, como dissemos, primordialmente interessados em fungoes f : M — R.
Qual o-algebra adotar em R? As duas possibilidades mais importantes sio a o-algebra de Lebesgue?® M,,, , dos conjuntos
mensurdveis pela medida de Lebesgue jp,, e a o-dlgebra de Borel? M[rr] que, por definicio, é a menor o-dlgebra que
contém a topologia usual da reta 7r. A o-dlgebra de Borel foi estudada no Capitulo 29 (vide especialmente a pdgina
1410). Vimos na Se¢ao 31.1.1, pagina 1455, que M[rr] C M, .

Para a grande maioria dos propdsitos da teoria da integragao é suficiente considerar em R a o-dlgebra de Borel M[7g].
Assim, dado um espaco mensuravel (M, M) estaremos interessados em fungoes f : M — R, dotando R da o-dlgebra de
Borel M[rg].

Os conjuntos que compdem M[7g] sdo denominados conjuntos Borelianos. Que conjuntos sao estes? Recordando
o que aprendemos nos capitulos supra-citados, todos os conjuntos abertos ou fechados de R (na topologia usual g)
sao Borelianos. Sao também Borelianos intervalos semiabertos como [a, b) ou (a, b], assim como unides contéveis dos
mesmos e seus complementos.

Ha em R, além dos intervalos semiabertos, outros conjuntos Borelianos que nao sao nem abertos nem fechados. O
conjunto dos racionais, Q, é Boreliano, pois Q = |J,cq{r}, uma unido contavel de conjuntos Borelianos {r} (que contém
apenas um ponto e sao Borelianos por serem fechados). O conjunto dos irracionais é Boreliano por ser o complemento
de Q, que é Boreliano. Analogamente o conjunto dos nimeros reais algébricos é Boreliano, assim como o conjunto
dos niimeros reais transcendentes. Generalizando o raciocinio, todo conjunto finito ou contével de R é Boreliano e seu
complemento também.

Se f: M — R é mensurdvel em relacio as o-dlgebras M e M[rg], f dita ser uma fun¢io Boreliana. Se f: M — R
é mensurdvel em relagao as o-dlgebras M e M,,,, f dita ser uma fun¢do mensurdvel de Lebesgue. Como M[tr] C My, ,
toda funcio mensurével de Lebesgue ¢ Boreliana. Que funcdes sao Borelianas? B diffcil dar uma descrigio geral, mas no
caso importante de fungdes f : R — R onde adotamos M[7g] como a o-dlgebra tanto do dominio quando da imagem, é
relativamente facil provar que toda fungao continua ¢ Boreliana. A prova é apresentada no Apéndice 33.B, pagina 1538,
quando tratarmos de fungdes mensuraveis entre espagos topolégicos.

Sao também Borelianas as fungoes continuas por partes, ou seja, aquelas que possuem um numero finito de des-
continuidades. H& ainda outras fungoes que sao Borelianas mas que nao sao nem continuas nem continuas por parte.
Exemplos sio as fungoes de (33.1), pagina 1496.

E. 33.11 Ezercicio. Justifique! *

23Henri Léon Lebesgue (1875-1941).
24pélix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956).
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Um exemplo de uma fun¢do nao-mensuravel, mais especificamente, de uma fungao f : R — R que nao é Boreliana,
é a funcao caracteristica de um conjunto nao-mensurdvel (ou nao Boreliano), como a fungao caracteristica xv (z) do
conjunto de Vitali V' que introduzimos no Capitulo 30 (vide especialmente a pigina 1428). Fun¢oes nao-mensurdveis sao
praticamente desconsideradas na teoria da integracao.

No Apéndice 33.B, pagina 1538, estuda-se com mais profundidade a nogao de fun¢ao mensurdvel. Para os nossos
propésitos, o principal resultado que 1d obtemos é o seguinte:
Proposigao 33.6 Se (M, M) é um espago de medida, entao o conjunto de todas as fungoes f : M — R que sejam
M, M[7r]]-mensurdveis forma uma dlgebra real. Mais precisamente, se f : M — R e g: M — R sao ambas M, M[rg]]-
mensurdveis, entdo

1. Para todos o, 8 € R wale que af + Bg é (M, M[rg]]-mensurdvel.

2. O produto f - g é [M, M[rr]]-mensurdvel. [m]

e Fungdes mensuraveis complexas

Uma funcao f : M — C é [M, M[r¢]]-mensuravel se e somente se suas partes real e imagindria forem [M, M[rg]]-
mensurdveis. Isso é demonstrado nas Proposigoes 33.15 e 33.16, das paginas 1542 e seguintes.

Usando a Proposicao 33.6 ¢ facil ver que o conjunto de todas as fungdes complexas mensurdveis é também uma élgebra
complexa. Vide Proposigao 33.17, pagina 1543.

e Fungoes definidas por sup’s e inf’s

Se {fn} é uma sequéncia de fungdes definidas em M assumindo valores em R, entao as fungdes sup fy,, inf f,,, limsup f,
n n n
e liminf f,, sdo definidas para cada = € M por
n

()
)

(35

sup (fa(@))

() =
(z) = inf (@),
(z) -

(lim sup f, ,,)

(lim"inf fn) (z) = limninf (fal)) -

limsup (fa(z)) ,

Se (M, M) for um espaco de medida e as fungdes f,, forem todas [M, M[rg]]-mensurdveis, entdo todas as funcdes
definidas acima sdo também [M, M[7g]]-mensurdveis.

Por exemplo, para provar que a fungio f := sup f,, é mensuravel, notamos que para qualquer a € R
n

F((a, 00) = | fit((a, o0)) .

(@

n=1

E. 33.12 Ezercicio. Certo? Sugestdo: Secdo 1.1.3, pagina 57. *

Pela Proposigio 33.11, pagina 1540, cada conjunto f;, !((a, o0)) pertence a M, portanto, a uniio acima também, pois
é uma unido contdvel. Logo, f~1((a, o)) € M para todo a € R e, novamente pela Proposicio 33.11, isso implica que f
M, M[7g]]-mensuravel.

[N

Analogamente, prova-se que f := inf f,, é [M, M[rg]]-mensurdvel, pois nesse caso
n
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Para o caso de f = limsup f,, notamos que limsup f,, = inf sup f,. Pelo argumentado acima, cada sup f, é
n n m21 p>m n>m

[M, M[7g]]-mensurdvel e assim o é seu infimo para todo m. Finalmente, o caso da func¢ao liminf f,, é andlogo.
"

e Partes positiva e negativa de uma fungao
Para f: M — R, definimos

) = f(z), se f(z) >0, . ) = —f(x), se f(x)<0,
0, se f(z) <0, 0. sef(@)>0,

fré denominada parte positiva de f e f~ é denominada parte negativa de f. E claro que fH(x)>0eque f~(x) >0
para todo z. E ficil ver que

pray = Oy @G
e, consequentemente,
f=1"=7 e Ifl=rr+/-
E igualmente fécil ver que
fH@) = flaxri(@) e f(2) = —fl@)xr-(2) (33.20)

sendo que
Ft ={ze M| f(z) >0} e F~ ={ze M| f(z) <0}.

Se f é mensurdvel, F* e F~ sdo conjuntos mensurdveis, por serem as pré-imagens por f dos Borelianos [0, c0) e (—oo0, 0],
respectivamente. Assim, as fungoes caracteristicas x p+ sdo mensurdveis. Como o produto de duas fungoes mensurdveis
¢é mensuravel (Proposigao 33.6, pagina 1513), concluimos de (33.20) que f* e f~ sdo fungdes mensurdveis. Dai, como
fl=f"+ [, segue também que |f| é mensurdvel, pois é a soma de duas fun¢des mensuraveis (novamente, Proposi¢ao
33.6, pagina 1513).

e A representagao normal

Se M é um conjunto nao-vazio, dizemos que uma fungao real ou complexa f : M — R, ou f : M — C possui uma

representagao normal se para algum m € IN existirem nimeros «;, ..., @, nao necessariamente distintos, e conjuntos
By, ..., By, tais que B; N B; = 0 para i # j, que M = By U---U By, ¢ que
m
f@) = > arxm(@) (33.21)
k=1

A soma do lado direito de (33.21) é dita ser uma representagio normal de f. Note que nem toda fungao f possui uma
representa¢ao normal. Além disso, se f possui uma representa¢do normal esta ndo é necessariamente tnica: podemos
dividir alguns dos conjuntos By, em subconjuntos disjuntos menores e obter uma nova representagao normal. Ou podemos
tomar a uniao de conjuntos By com valores iguais de «y e obter uma nova representagao normal.

E importante notar que se f admite uma representagio normal, entdo f assume um nimero finito de valores (certo?).
Veremos que essa é uma condigao necessaria e suficiente para que uma fungao f possua uma representagao normal.
e Fungoes simples

Se M é um conjunto nao-vazio, uma funcao s : M — R, ou s : M — C, é dita ser elementar ou simples se assumir

apenas um nimero finito de valores, ou seja, se sua imagem for J(s) = {s1, ..., s}, para algum n € N, com s; # s;
para i # j, sendo que cada s é um elemento de R ou de C, conforme o caso. Se s é simples e J(s) = {s1, ..., sn},

defina-se os conjuntos A, C M por Ay = s~ '(sy), ou seja, Ay é a pré-imagem de sy, por s:

Ay = {z € M| s(x) = s}
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E bastante evidente que A; N Aj =0parai+#j,que M =A U---UA, e que

s(z) = Z Sk Xay(2)

k=1

(33.22)

Vemos com isso que toda fungéo simples possui pelo menos uma representagao normal.

Uma representac¢ao normal como a de (33.22), na qual as constantes sy, sdo todas distintas, é dita ser uma representagao
normal curta da fungao simples s. O leitor poderd facilmente convencer-se que a representagao normal curta de uma
funcao simples é tnica.

Um ponto importante é a seguinte observa¢io: uma fun¢ao simples ¢ mensurdvel (em relacio a uma o-dlgebra M
definida em M) se e somente se cada Ay acima for um conjunto mensurdvel (ou seja A, C M). A prova é evidente e
dispensavel.

e A dlgebra das fungGes simples

As fungoes simples formam uma dlgebra. As funcées simples e mensurdveis também formam uma édlgebra. A prova
dessas afirmagoes é bem simples e deixada ao leitor. O préximo exercicio é mais detalhado quanto as propriedades
algébricas das fungoes simples.

E. 33.13 Ezercicio (fcil). Se s e r sdo fungdes simples definidas em M com representacdes normais

s(x) = Xn: Sk XA (T) e r(z) = i ri xB,(z)
k=1 =1

mostre que
n m

r(z)s(z) = ZZ SkTL XA, () -
k=11=1
Isso segue facilmente da identidade xaxB = xanp. Para qualquer niimero a tem-se, obviamente,

as(r) = Z ask xa,(z) -
k=1

Por fim, mostre que

n om

= 35" sk + ) xans (@) - (33.23)
k=11=1

Para provar isso, vocé deverd usar os fatos que A1 U---UA,, = M e que B1U---UB,, = M, sendo ambas unides de conjuntos disjuntos,

para mostrar que

r(z) + s(

n m

1= ZXA,,.(Z) e 1= sz,(z).

k=1 =1
Disso, segue facilmente, usando a identidade xaxB = xanB, que

Xae(@) = Y xawnm @) e xm(@) = Y xmoa@),
=1 k=1

e disso, segue facilmente (33.23). *

e Fungoes mensuraveis e fungoes simples

Toda funcao real nao-negativa, mensurdvel por Lebesgue ou Boreliana, pode ser aproximada por funcdes simples.
Mais precisamente temos o seguinte lema (de [141]) que, embora um tanto técnico, revela uma relagao subjacente entre
fungoes mensuraveis em geral e fungoes simples mensurdveis.

Lema 33.3 Se M ¢ um espago de medida com uma o-dlgebra M, toda fungdo f: M — R nao-negativa e Boreliana (ou
mensurdvel por Lebesque) € o limite pontual de uma sequéncia mondtona ndao-decrescente de funcoes simples mensurdveis
¢ nao-negativas. Se f for também limitada, a convergéncia é até mesmo uniforme. [m}
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A prova encontra-se no Apéndice 33.C, pagina 1543. O Lema 33.3 tem o seguinte coroldrio:

Corolario 33.2 Se M ¢é um espago de medida com uma o-dlgebra M, toda fungao f : M — R que seja Boreliana € o
limite de uma sequéncia de fun¢ées simples mensurdveis. [m}

Prova. A diferenga com rela¢ao ao Lema 33.3 é que f nao ¢é necessariamente nao-negativa. Pelo que observamos, porém,
f = f* —f~, sendo ambas f* ndo-negativas e Borelianas. A elas, portanto, aplica-se o Lema 33.3, o que encerra a
prova. |

33.3.2 A Integral de Lebesgue. Integracao em Espagos Mensuraveis
Passamos agora a empreitada de definir o conceito de integral de Lebesgue em espagos mensurdveis. O processo segue
varias etapas sucessivas, iniciando com a definicao de integral de fungdes simples mensuraveis, que serao usadas para

definir a integral de fun¢bes positivas mensurdveis e assim por diante.

e Integragao de fungoes simples

Seja agora M um espago mensuravel com uma o-dlgebra M, na qual estd definida uma medida p.

Se s ¢ uma func¢do simples e ndo-negativa (ou seja, se s(x) > 0 para todo z), M-mensurdvel e com representagao
normal curta s(z) = 3" _; skxa, (2), a integral de s em M com respeito @ medida p é definida por

n

/M sdu E/M s(x) dp(z) = Z sk pu(Ag) - (33.24)

Observagoes.

1. Note-se que na soma & direita na expressao (33.24) exclui-se os valores de k para os quais s, = 0. Para tais valores de k pode
eventualmente valer j1(Ay) = co. Se convencionarmos que 0 X oo = 0, podemos reescrever a defini¢do acima de forma mais simplificada

como
n

/ sdu E/M s(x) du(x) = Z sk (Ag) -

k=1

Para simplificar a notagao, essa convengao 0 x oo = 0 é adotada por muitos autores e nos juntaremos a eles nestas Notas. Observemos
também que a soma do lado esquerdo pode valer oo, caso j(Ay) = oo para algum k com sj > 0.

o

Na defini¢do (33.24) usamos a representagao normal curta da fungdo s, mas isso nao ¢ nex
de s pode ser usada com idéntico resultado. De fato, sejam

io pois qualquer representacao normal

P q
s(@) = D Brxm, (@) e s@) = > nxe (@) (33.25)
k=1 =1

duas representagoes normais de s, com B; N Bj = ) para i # j, com M = By U---U By, e igualmente C; N C;j = ) para i # j, com
M =C1U---UCq. Entdo,
P q
S Beu(Br) = 3 mul@). (33.26)
k=1 =1
A prova de (33.26) é apresentada no Apéndice 33.D, pagina 1544. A validade de (33.26) mostra que a defini¢do de integral de uma
fungéo simples dada acima ¢ intrinseca e nao depende da particular representacao normal adotada.

L)

Uma funcdo simples (ndo necessariamente positiva) e M-mensurdvel s, com uma representacido normal s(z) =
skXa,(z), é dita ser uma fungdo p-integravel se p(Ag) < oo para todo k com s # 0. Observe-se que para

vl

os valores de k para os quais s = 0 nao estamos impedidos de ter u(Ar) = co. Para uma tal fungao definimos
igualmente
. n n
/ sdp E/ s(x) dp(z) = Z sk p(Ag) = Z sk u(Ag) .
M M =1 k=1
S0

Na tltima igualdade usamos a convengao 0 x oo = 0. Note que para s integravel, jM s dp < oo.
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A definicdo de integral de fungdes simples que empreendemos acima é o primeiro passo da definicdo mais geral de
integral de fungoes em espagos mensurdaveis. Antes de prosseguirmos, fagamos alguns comentérios de esclarecimento
sobre as definigdes acima.

e Alguns esclarecimentos

O estudante deve reparar nos cuidados tomados nas defini¢oes acima: sé definimos a nocéo de integral para fungoes
simples e mensurdveis que sejam ou nao-negativas ou integraveis. Ao definirmos a integral de fun¢des simples nao-
negativas permitimos ter pu(Ay) = oo para algum k com s > 0. Aqui, a condigao de s ser ndo-negativa é importante
para evitar o aparecimento de somas to tipo co — 0o, que nao estao definidas. Isso seria o caso de uma funcao simples
como

+2, sez € (1, o)
s(z) =

-1, sex e (—o0, 1]

Essa fungao é mensurdvel de Lebesgue. Porém, para a medida de Lebesgue ur, a integral dessa fungao [R sduy =
+241,((1, 00)) + (=1)pur((—o0, 1]) ndo estd definida, pois pr((1, 00)) = 0o e pur((—o0, 1]) = 0o e nao temos como
definir a diferenca +2p((1, 00)) 4+ (—1)pr ((—oo, 1]). J4 para a fungao simples e mensurével

+2, sez € (1, ),
s(x) =

0, sez € (—o0, 1],

teremos [, sdpr = +2ur((1, 00)) + (0)ur((—o0, 1]) = +2uL((1, 00)) = cc. Para as fungdes simples integraveis tais
problemas nao ocorrem ji que os termos siu(Ax) sdo finitos (positivos ou negativos). De fato, para fungdes simples
integréveis s6 se terd pu(Ay) = oo se sy = 0 e nesse caso convenciona-se sii(A;) = 0. O seguinte exemplo ilustra isso:
com relagao & medida de Lebesgue a fungao simples

+2, sexz € (1,4)
s(z) =
0, sex &(1,4)
¢ mensurdvel ¢ integravel e [, sdur = +2up((1, 4)) + (0)ur(R\ (1, 4)) =2x34+0x 00 =2 x 3 =6.

e Integrais indefinidas de fungoes simples

Se s é simples mensurdvel nao-negativa ou s é simples mensurdvel e integravel e se E C M com E € M, definimos

n

sd,::/ SxE du = sk (A NE).
/E o= sxmd > siuANE)

k=1

A dltima igualdade segue de s(z)xg(z Z skpX A, (T XE(;c Z skXAxnE (), de onde extrai-se que / SXE dp =
Jum
n
Z sk (AN E), como desejamos. As integrais / sdp sao por vezes denominadas integrais definidas da fungao simples
k=1 JE
S.
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e Propriedades elementares da integracao de funcées simples

As seguintes propriedades das integrais de fungoes simples sao vélidas e podem ser facilmente verificadas:

/(us)dﬂ = a/ sdu,

E E

/ (o +sp)dp = / Sadp+ / spdp
E E JE

/sldu < /szdu se  s1(z) < so(z), Ve eE.
E E

Acima, s, s, € sp sao fungdes simples, integraveis e complexas quaisquer e a € C, constante. s; e s2 sdo fungdes simples,
integraveis e reais quaisquer.

e Medidas definidas pela integral de fungées simples ndo-negativas

O seguinte resultado (de [271]), que tem interesse por si s6, serd usado mais adiante, por exemplo quando demons-
trarmos o Teorema da Convergéncia Mondtona, Teorema 33.4, pagina 1526.

Lema 33.4 Seja M nao-vazio, M uma o-dlgebra de M na qual definimos wma medida p. Seja s uma fungao simples,
nao-negativa e (M, M[rr]]-mensurdvel e integrdvel. Para E € M defina-se

ws(E) = / sdp :/ sxpdu .
E M

Entao ¢, € uma medida em M. [m]

Prova. Em primeiro lugar, note-se que ¢4(¢) = 0, pois xg ¢ identicamente nula. Como s é nao-negativa, ps(E) > 0 para
todo E € M.

Seja uma representagao normal de s = > spxa, (com Ay, € M para todo k, pois s é mensuréavel). Teremos para
cada E € M, ps(E) =>1_, s pu(Ax N E). Se E = J;._, Ey, é uma unido disjunta e contdvel com E,, € M para todo
m, vale que Ay NE = J;_,(Ax N Ep,), também uma unido disjunta e contével de elementos de M. Logo, como 4 é uma
medida, vale que

o0 oo oo
WALNE) = p (Ak n U Em> = u ( U (Ax N Ey, ) Z w(Ar N Ey,)
m=1

m=1 m=1
Assim,
oo n ES n oo o n
¢<U E> - Y <Am U E) C Y B = 3 S sl )
m=1 k=1 m=1 k=1m=1 m=1 k=1
oo
= Y ¢u(Bwm)
m=1
Isso provou que ¢, ¢é o-aditiva e, portanto, é uma medida. |
E. 33.14 Ezercicio. O que justifica a troca de ordem das somas feita na demonstraco acima? *

e Integragao de fungbes mensuraveis. A integral de Lebesgue

Como acima, seja M nao-vazio, M uma o-algebra de M na qual definimos uma medida p.
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Seja f : M — R4 uma fungao nao-negativa e mensurdvel. Denotaremos por S(f) a colegiao de todas as fungoes
simples, mensuraveis, ndo-negativas e menores ou iguais a f:

S(f) = {s : M — RJ s é simples, mensuravel e 0 < s(z) < f(z) para todo z € JW} .

O Lema 33.3 nos ensinou que S(f) é ndo-vazio e que hd até mesmo sequéncias em S(f) que convergem a f. Definimos
entao para E C M com E € M,
/ fdu = sup / sdu . (33.27)
B ses(f) JE

Essa expressao define a integral de Lebesgue da fungao f sobre o conjunto E em respeito a medida ji.

A definigao acima foi introduzida por Lebesgue como substituto a defini¢ao de integral devida a Riemann. Discutire-
mos suas virtudes mais adiante. Note que a definigdo acima é bastante geral, no sentido de néao ser especificado o que é
o conjunto M nem a medida p. Por ora, a defini¢ao acima limita-se a fungdes nao-negativas f. Logo mostraremos como
essa defini¢ao pode ser estendida para fungdes que podem ser negativas ou complexas.

Se f, é uma sequéncia monétona nao-decrescente de fungoes simples mensurdveis de S(f) que converge a f (que tal
existe, garante-nos o Lema 33.3) é possivel mostrar que

/ fdp = lim / Sndp . (33.28)
E n—oo E

A expressao (33.28) pode ser tomada como defini¢ao alternativa equivalente de || g [ du e, de fato, alguns autores assim
o fazem. A equivaléncia das duas defini¢oes ¢ demonstrada no Apéndice 33.E, pagina 1544. Seu estudo é dispenséavel em

uma primeira leitura.

e A integracao de Lebesgue e conjuntos de medida zero

Dentre as propriedades da integral definida acima, a seguinte observagao terda um papel importante a desempenhar.

Proposigao 33.7 Seja (M, M) um espago de medida e seja f : M — Ry uma fungao [M, M[rg]]-mensurdvel tal que
J fdp =0 para algum E € M. Entdo f =0 p-q.t.p. em E. m]

Prova. Seja E, = {z € M| f(z) > 1/n}NE = {z € E| f(z) > 1/n}. Pela Proposi¢io 33.11 da pagina 1540, tem-se
E,, € M. E claro pela defini¢ao de E,, que f > %XE,, Portanto, a fungao simples %XE" é um elemento de S(f) e, pela
defini¢ao (33.27) da integral de Lebesgue, segue que

i 1 1
0 = / fdu > / —XE, A = —p(En) ,
E EN n

ou seja, yu(E,) = 0 para todo n € IN. Note-se agora que {z € E| f(z) > 0} = U5—, En. Logo, p({z € E| f(z) > 0}) <
> w(Ey) =0, provando que f =0 p-q.t.p em E. [ ]

e Fungoes integraveis
Como acima, seja M nao-vazio, M uma o-algebra de M na qual definimos uma medida p. Seja f : M — R uma
fungao mensurdvel. f é dita ser integrdvel em M se

[\l < o
JM

Como |f| = f* + f~, sendo ambas f* nio-negativas e mensurdveis, segue que fM ffdu< e fM f~dp < co. Com
isso, e como f = ft — f~, sendo ambas f* nao-negativas, é natural definir

/M Fdu = /M 1 du —/M .

As integrais do lado direito sdo finitas e, portanto, sua diferenca estd bem definida.
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e Propriedades elementares da integracao

As seguintes propriedades das integrais de funcées integréveis sao vélidas e podem ser facilmente verificadas:

[@nde = o rau. (33.20)
E E

/ (fo+fo)dp = / fa du+/ fodu, (33.30)

JE JE E

[na < [ han s (@ <he), web. (33.31)
E E

Acima, f, fa, fv, f1 € f2 s@o funcoes integraveis reais quaisquer e a € R, constante.
E. 33.15 Ezercicio (recomendado a quem deseja testar se estd realmente acompanhando a exposi¢do). Demonstre as proprieda-
des elementares acima. *

Uma outra propriedade relevante de demonstracao simples é a seguinte se f : M — R for integravel,

\ [ra] < [inian. (33.32)

- ‘/Eﬁd/k/;f'du < ‘/Ef*du +‘/Ef'du
/Ef*du+/Ef’du = /E(f*+f’)du

i1

Isso segue das seguintes linhas:

oo

e Fungoes complexas integraveis

Caso f seja uma fungao complexa, f : M — C, procede-se de forma semelhante. Como antes, f ¢ dita ser integrdvel

em M se
[ il < .
M
Denotemos por Re(f) e Im(f) as partes real e imagindria de f. Como |f| = v/|Re(f)|? + [Im(f)[? é mensurdvel pela
Proposigao 33.15, pagina 1542, é claro que [Re(f)| < |f], [Im(f)| < |f] e, de (33.31), segue que
/ [Re(f)]dp < / [fldp < oo e / [Im(f)| dp < / |fldp < oc. (33.33)
M M M M

Com isso, tanto Re(f) quanto Im(f) sdo fungdes reais e integraveis e podemos aplicar a definigao acima e escrever

[ ep) dn= [ (Re(r) e,
JM JM

Re(f) dp

JM

= m(f)) " dp— m(f)) dp .
[ omthde = [ () e [ @) a

Com isso, é natural definir a integral de f por

/A = A Re()) dlm/ﬂ () dp

= [ ety an- [ ey a] i [ @iy [

M

(Im(f))idp] . (33.34)
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Todos os quatro termos acima sao finitos e a soma dos mesmos é, portanto, bem definida.

Chegamos dessa forma ao propésito de definir a nogao de integral para fungdes mensuraveis e integraveis, reais ou
complexas. Recapitulando, nossos passos foram 1) definir a integral de fungdes simples nao-negativas e integraveis; 2)
definir a integral de fungoes reais, mensurdveis e nao-negativas a partir da integral de fungoes simples; 3) definir a integral
de fungoes reais e integraveis a partir da integral de fungoes reais, mensurdveis e nao-negativas ; 4) definir a integral de
fungdes complexas e integraveis a partir da integral de suas partes real e imagindria.

e Propriedades elementares da integragao de fungées complexas

As seguintes propriedades das integrais de fungoes integraveis sao vélidas e podem ser facilmente verificadas:

/E (af) dp

/E(fa+fb)du = /Efadu+/Efbdu, (33.36)

a/E fdy, (33.35)

Acima, f, f, e fi sdo fungoes integraveis e complexas quaisquer e a € C, constante.

E. 33.16 Ezercicio (recomendado a quem deseja testar se estd realmente acompanhando a exposicdo). Demonstre as proprieda-
des elementares acima. Sugest3o: use a definicdo (33.28). *

A desigualdade (33.32) se deixa generalizar para fungoes integraveis complexas, mas a prova é mais engenhosa: se

[+ M — C for integrével, entao
[ s < [ unan (33.37)
E E

Para provar isso, notemos que, pela Proposicao 33.15, pagina 1542, | f| = /(Re(f))? + (Im(f))? é M, M[rg]]-mensurdvel
se Re(f) e Im(f) o forem. Fora isso, j& vimos acima que Re(f) e Im(f) sdo integréveis se f o for. A integral [, fdu é
um nuimero complexo e, portanto, pode ser escrito na forma polar

/Efdu = e¥ /E fdu‘A

A funcao g := e "¢ f é mensuravel e integravel, como facilmente se vé. Temos que

/Rc(g)du+i/ Im(g)dp = / gdp = / e " fdu (33.35) cﬂ“’/ fdp = ’/ fdu‘ >0.
E E E E E E

Como | [}, fdu| é um nimero real, segue que [, Im(g) du = 0 e que [, Re(g) du > 0. Logo,

(33.32) (33.33)
\/ fdu‘ - [ Retg)an - /RC(g)du‘ < [ retonan <7 [gtdn = [ 1n1dn,
JE E E E E E

completando a prova de (33.37).

e Os conjuntos £,(M, du)

Antes de passarmos a exemplos, vamos rapidamente introduzir uma notagao importante.
Se (M, M) ¢ um espago mensurdvel e £ ¢ uma medida em M, denotaremos o conjunto das fungoes integraveis em M
em relagio & medida p por £1(M, dp):
Ly(M, dp) = {f M — C’ f 6 [M, M[r¢]]-mensurdvel e / |fldp < oo} .
M

Muito importantes sao também os espagos £, (M, dp), definidos por

Lp(M, dp) = {f M — C‘ f 6 [M, M[r¢]]-mensurdvel e / |fIPdp < oo} R
M
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onde p, em principio, é um nimero real positivo p > 0. Os espagos £,(M, du) com p > 1 serdo discutidos com mais
detalhe adiante.

e Exemplos. Integracao com a medida delta de Dirac

Vamos a alguns exemplos ilustrativos. Considere M = R, M = P(R) e p = d,, para zo € R, a medida delta de Dirac
definida no item 2 da pégina 1431.

n
) uma funcao simples definida em R com forma normal s(z) = Z skXa, (). Vamos supor que g € Ag,. E

Seja s(
k=1
claro que s(zg) = sk,. Teremos também pela defini¢ao (30.3), pagina 1431,
. n
/ $dbay = 3 k0u(Ar) = sk, = s(10) - (33.38)
Jr pt

Se f: R — R é mensurdvel, e f, é uma sequéncia de fungoes simples que converge a f, teremos obviamente que
Sfu(xo) = f(z0) e, por (33.38), fR S ddyy = fn(xo). Assim, por (33.28), segue que

/ fdéz, = f(xo). (33.39)
JR

O estudante deve constatar que essa expressao corresponde precisamente & bem conhecida propriedade
oo
[ s@te - za)ds = san)
—c0

que comummente se associa em textos de Fisica & “fungéo” delta de Dirac.

Nota para os estudantes mais avangados. Além da medida delta de Dirac existe também a distribui¢do delta de Dirac (vide pagina 1951).
Ainda que muito semelhantes, esses objetos sdo distintos matematicamente: o primeiro é uma medida, o segundo é uma distribuicao, ou
seja, um funcional linear continuo em um certo espaco de Fréchet de funcdes infinitamente diferencidveis (e que decaem rapido o suficiente
no infinito). Com a medida delta de Dirac podemos integrar qualquer fungéo, como em (33.39). Com a distribuigo delta de Dirac podemos
integrar fungdes infinitamente diferencidveis (e que decaem rapido o suficiente no infinito). Essa aparente limitagdo é compensada pelo fato

de se poder falar em derivadas da distribuigao delta de Dirac, mas niao da medida delta de Dirac.

e Exemplos. Integragao com a medida de contagem. Relagao com os espagos /),

Seja M = {my, ..., m,} um conjunto finito e seja M = P(M). Toda funcao f: M — R ¢é simples e mensurdvel em
relagao a M e M[mr] (por que?). Seja . a medida de contagem em M, que foi introduzida & pdgina 1431. Tem-se que

'/M fdpe = ;f(m) .

Seja M = IN, M = P(IN) e seja . a medida de contagem em IN. Se f: IN — R é uma fungao simples entiao

[ pane = IR

Uma fungao f : IN — C é p.-integravel se

.
[ Ul = S 1w < o
M et
e sua integral é
.
[ rane =3 0w,
M et

Observe que o fato de ;7 | f(k)| < oo implica que a série > 5, f(k) é convergente (por ser uma série absolutamente
somével. Vide os bons livros de Célculo).
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E. 33.17 Ezercicio. Demonstre todas as afirmagdes feitas acima. *
O estudante pode convencer-se com o apresentado acima que o conjunto £1(IN, dpu.) das fungoes f : IN — C integréaveis
em relagao & medida de contagem p,. coincide com o conjunto de sequéncias ¢; que introduzimos na Segao 27.5.1, pagina

1339. Os conjuntos £,(IN, dpu.) coincidem com os conjuntos de sequéncias £, também 14 introduzidos.

e Exemplos. A integral de Lebesgue em R

Um outro importante exemplo ¢ aquele no qual tomamos M = R, M = M[rg], a o-dlgebra dos conjuntos Borelianos
de R e p = pur, a medida de Lebesgue. O conjunto £1(R , pz) de fungdes integrdveis inclui também fungdes continuas
que decaem rapidamente no infinito, tais como e’“”Z, (14 22)~1 ete. O conjunto £1(R ,pr) inclui fungdes que nao sio
limitadas. Um exemplo a se ter em mente é o da fungéo

0<lz|<1

0, z=O0oulz|>1
Essa fungao, apesar de divergir para  — 0, é um elemento de £1(R , j11,), pois a singularidade 1//|z| ¢ integrével em 0.

E. 33.18 Ezercicio. Mostre isso! *

Um tanto surpreendentemente, £1(R , 117,) também contém fungdes nao-limitadas, mas que sao limitadas em qualquer
regido finita. Um exemplo interessante é o da funcao

1
n, para x em cada intervalo |:n, n+ —s) ,nelN,
fl@) = "

0, de outra forma ,
ou seja,

Z Xfn et 45)(@) -

E claro que f nao é limitada em todo R, mas ¢ limitada em qualquer regiao finita. Tem-se, porém,

[t =3 % < o

n=1
e, portanto, f € L1(R, pur).

E. 33.19 Ezercicio. Mostre isso! *

E. 33.20 Ezercicio. Construa exemplos andlogos de elementos de £,(R , pu1.), p > 1, que ndo sdo funcdes limitadas. *

33.3.3 A Integral de Lebesgue e sua Relacao com a de Riemann

Uma vez desenvolvidos os ingredientes béasicos da teoria de integracao de Lebesgue, voltemo-nos brevemente & questao
de estabelecer sua relagao com a integrac¢ao de Riemann.

e As integrais de Riemann e Lebesgue em intervalos compactos

Tratemos primeiramente de fungoes definidas em conjuntos compactos da reta real. Vale a seguinte afirmacao:

Teorema 33.2 Seja f : [a, b] — R wma fun¢do Boreliana e limitada. Entdo, se f for integrdvel no sentido de Riemann,
f € também integrdvel no sentido de Lebesgue (para a integral de Lebesgue em [a, b]) e as duas integrais sio idénticas.
[m]
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Esse teorema afirma que em intervalos finitos como [a, b] a integral de Lebesgue coincide com a de Riemann,
pelo menos para fungdes integrdveis por Riemann e limitadas. Esse resultado é satisfatério pois diz-nos que a teoria da
integragao de Lebesgue estende a de Riemann, pelo menos nesse sentido. A demonstrac¢ao do Teorema 33.2 é apresentada
no Apéndice 33.1, pagina 1549, e faz uso do Lema de Fatou e do Teorema da Convergéncia Dominada, que introduziremos
na Secao 33.3.4, logo adiante.

O Teorema 33.2 estabeleceu uma relacao entre as integrais de Riemann e de Lebesgue no caso de intervalos finitos
da reta real. O que se pode dizer para intervalos nao-finitos? Como a integral de Riemann foi definida na Sec¢ao 33.2,
pagina 1497, apenas para fungoes limitadas em intervalos finitos, a primeira questao a resolver é defini-la em intervalos
nao-finitos, como R. Isso foi discutido na Segao 33.2.1, pdgina 1505, ao introduzirmos a nogao de integral de Riemann
imprépria.

e A integral de Riemann imprépria e sua relagdo com a de Lebesgue em R

No caso de f ser também positiva (o que nao é necessério para a defini¢do 33.10) também podemos estabelecer uma
relagao entre as integral de Riemann imprépria e de Lebesgue. Isso é expresso no seguinte

Teorema 33.3 Seja f: R — Ry uma fungdo positiva e Boreliana e tal que f € integrdvel no sentido de Riemann em
todo intervalo finito [a, b]. Entao, f € integravel no sentido de Lebesque em R se e somente se a integral de Riemann

imprdpria existir e, nesse caso, f(z)dz coincide com a integral de Lebesgue / fdpr. [m}

A demonstragao desse teorema também encontra-se no Apéndice 33.1, pagina 1549.

As condicoes dos Teoremas 33.2 e 33.3 ndo sao ainda as mais gerais possiveis para garantir a igualdade entre a integral
de Riemann (normal ou imprépria) e a de Lebesgue, mas nao trataremos de generalizagoes aqui e remetemos o leitor
interessado aos bons livros. Nesse contexto, vale fazer o seguinte comentario. O Teorema 33.3 estabeleceu a relagao entre
a integral de Riemann imprépria e a integral de Lebesgue em R, mas somente para fungdes nao-negativas. Valerd uma
relagdo assim para fungbes mais gerais? A resposta, infelizmente, pode ser negativa em alguns casos, como mostra o
exemplo do qual trataremos a seguir.

e Limitagoes da integral de Lebesgue

E importante chamar a atencdo do leitor para uma limitacdo da integracdo de Lebesgue em R, a qual pode ser
ilustrada pelo exemplo a seguir (encontrado em vérios livros-textos).

Seja a funcao f(r) = =L, B claro que f é Boreliana (pois é continua) e limitada. Porém, f nao se enquadra no
Teorema 33.3, acima, por nao ter um sinal definido. Serd f integrdvel em R, ou seja, serd f]R |fldpr, < o00? Como

f satisfaz f(z) = f(—=z) para todo z, é suficiente estudar f para > 0. Em cada intervalo [(n — 1)7, nx], com
n=1,2 3,... vale

| sen. | senz|
lzl = nm
Assim, para todo N € Ne z € Ry,
N
1
@) = o Isenzl X1z, nr) (@)
n=1

J, s = Zm L 15 Xy 0) s = > / senz] die

oo [(n—1)m, nn]

E claro que a fungio |senz| é Boreliana (pois é continua) e limitada. Aplicando o Teorema 33.2, tem-se

e
/ | senz|dur, = / |senz|dx ,
Ji(n=1)=, nx] Jn-1)m

a integral & direita sendo a familiar integral de Riemann. Fazendo a mudanca de varidveis  — « — (n — 1), escrevemos

n ™ ™
/ | senz|dz = / [(=1)" senz| dz = / senzdr = 2,
(n—1)m 0 0
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pois senz ¢ nao-negativa em [0, 7]. Assim, para todo N € IN,

N
2 1

> 2y —

/m Ml 2 23 3

Agora, como é bem sabido, a soma do lado direito diverge quando N — oo. Logo, -flR+ |fldpur = o e, consequentemente,

/}R fldus = ox. (33.40)

Note que nem mesmo f]R ft,dupg ou f]R [~ dpg, sao finitas (justifique!).

A expressao (33.40) significa que f ¢ £1(R, dug) e, portanto, [ fdpur ndo estd definida. Sucede, porém, que a
integral de Riemann imprdpria (vide definigao (33.10)),

) A
senx . senx
dr = lim dx
Joso T A= J_ 4 @

Esse exemplo ensina-nos que ha fungbes que possuem uma integral de Riemann imprépria, mas nao uma integral de
Lebesgue em R.

existe, e vale 7.

LA . . < . - -
Por que o limite [©, 282 dy existe mas [ ‘ | dpr, ndo? A resposta reside na observacao que a funcao

senz senz
senz roc
m - troca
senz

x

. . s . . . A . P P
de sinal infinitas vezes e isso produz cancelamentos nas integrais [* A dx que permitem a convergéncia do limite

A — oco. A fungao ‘

‘, porém, é cega a essas trocas de sinal, devido a presenca do médulo.

Na integragao de Lebesgue, ao concentrarmo-nos na integrabilidade do médulo de uma funcao f, como a de acima,
perdemos informacao sobre oscilagdes e trocas de sinal da mesma que podem ser relevantes para certos propésitos’.
Esse fato pode ser interpretado como uma deficiéncia da integragao de Lebesgue.

e A integral de Riemann generalizada, ou integral de Kurzweil-Henstock

Um outro problema, nao totalmente disjunto do de acima, que a integragao de Lebesgue (e de Riemann) enfrenta
refere-se a dar sentido a integrais de certas fungdes que possuam descontinuidades essenciais na regiio (mesmo compacta)
onde estamos interessadas em integré-la. Um exemplo (histérico) é a fungao f(z) = %sen (%) para z # 0, com f(0) =0
(ou qualquer outra escolha finita). Tal fungdo nao é integrdvel por Riemann nem por Lebesgue no intervalo [0, 1]
(Exercicio: justifique essas afirmagoes!). No entanto, parece razodvel querer integra-la nesse intervalo, pois um resultado
finito pode ser obtido pelo procedimento de tomada do Valor Principal (que descrevemos na Se¢ao 39.3.2.1, pdgina 1954):
realizando primeiramente a integragio no intervalo [d, 1], com 0 < § < 1, e depois tomando-se o limite § — 0 (¢é facil ver

. s 1 573 PR 4 -
por uma simples mudanga de varidvel que [ %scn (%) du = % i %dy cujo limite 6 — 0 é bem definido).

s
Para levar em conta casos como esses, onde tanto a integracdo de Riemann como a de Lebesgue falham, diversos
autores como Perron®%, Denjoy?7, Luzin?®, Henstock 2 ¢ Kurzweil*® conceberam uma nova teoria de integracao, conhecida
como integragao de Henstock-Kurzweil, muito similar & nossa defini¢ao Ic da nogao de integracao de Riemann, e que
estende ainda mais a teoria de integragao de Lebesgue. Nao falaremos sobre essa integral aqui, ainda que sua defini¢ao
seja muito simples. Infelizmente, ainda que a colegao de todas as fungoes integrais segundo Henstock-Kurzweil contenha
a colecao das fungoes integrais segundo Lebesgue e formem um espago vetorial topolégico normado, este niao é completo
e, talvez por isso, de menor interesse para o estudo de espagos de Banach e de Hilbert. Deve-se dizer, porém, que devido
a simplicidade de sua defini¢ao e das demonstra¢oes de muitas de suas propriedades, muitos advogam que a integral de
Henstock-Kurzweil deveria ser a primeira a ser apresentada em cursos introdutérios de Célculo e Analise.

Para mais detalhes sobre a integral de Henstock-Kurzweil, vide, e.g., [26].

25 Aos estudantes mais avangados notamos que esse é um dos problemas que tém impedido a definigio matematicamente precisa da integragio
funcional de Feynman da Mecanica Quéntica e da Teoria Quantica de Campos (quando formuladas no espago-tempo de Minkowski). J& a
chamada integral funcional de Feynman-Kac, definida no espago-tempo Euclidiano, pode ser bem definida, por nao sofrer desses problemas
(vide e.g. [118] ou [260, 261, 262, 263]). Para uma exposicdo introdutéria sobre a integracdo funcional de Feynman na Mecanica Quéntica,
vide, por exemplo, [249], ou bons livros de Mecanica Quantica.

260skar Perron (1880-1975).

27 Arnaud Denjoy (1884-1974).

28Nikolai Nikolaevich Luzin (1883-1950).

29Ralph Henstock (1923-2007).

30 Jaroslav Kurzweil (1926-).
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33.3.4 Teoremas Basicos sobre Integracao e Convergéncia

Nesta se¢ao apresentaremos alguns teoremas importantes sobre a integral de Lebesgue e que descrevem o comportamento
da mesma relativamente a operagoes de tomada de limites. De um ponto de vista técnico esses teoremas tém uma
importancia central e pode-se mesmo dizer que sua validade é uma das principais razoes do interesse na integral de
Lebesgue, em comparagio a outras integrais, como a de Riemann. Historicamente os teoremas de convergéncia abaixo
emergiram de trabalhos de Lebesgue, Levi®! e Fatou®2.

e O Teorema da Convergéncia Mondétona

Teorema 33.4 (Teorema da Convergéncia Monétona) Seja (M, M) um espago mensurdvel onde encontra-se de-
finida uma medida p. Seja {fn,} uma sequéncia ndo-decrescente de fungées nao-negativas f, : M — R, ou seja,
0 < fi(z) < faz) < fa(z) < -+ < o0, sendo todas [M, M[rr]]-mensurdveis. Suponhamos também que f : M — R seja
tal que para cada x € M a sequé fu(z) convirja a f(x).

Entdo, a fungdo f € também [M, M[g]]-mensurdvel e

lim/ fndu :/ fdu. (33.41)
n=oo Jp M
[m]

A demonstracao ¢ apresentada no Apéndice 33.F, pagina 1546.

Para apreciarmos a relevancia do Teorema da Convergéncia Monétona, consideremos o seguinte exemplo. Seja
Q={r1, r2, 73, ra,...} = Upe, {rx}, onde N > k — r, € Q é uma contagem de Q. Defina-se, para z € R,

2, sex €{ry, ..., rn}
fale) = ‘

—2* " de outra forma
E fécil ver que cada fungio f, é M[rr], M[rr]]-mensuravel (faga-o!) e que f, < f,41 para todo n. Essas fungoes f, sdo
integrdveis por Riemann (pois sdo continuas por partes). E também ficil ver que fm fndpr = ff; e dy = IV

Agora, f(z) = lijn fn(z) é dada, para x € R, por

2, ser€Q
flz) =

2

e sex €Q

e ¢ também mensuravel. Tem-se também que flR fodur = /7. Assim,

N N TS
Jim [ A

como se vé, e como garante o Teorema da Convergéncia Moné6tona. Essa igualdade, porém, nao faria sentido para a
integral de Riemann, pois f, ao contrario das fungoes f,,, nao ¢é integravel por Riemann.

Condigoes suficientes para se poder comutar uma integral de Riemann com um limite de uma sequéncia de fungoes
sao geralmente muito mais restringentes que o exigido no Teorema da Convergéncia Moné6tona e requerem, por exemplo,
convergéncia uniforme dessa sequéncia.

e O Lema de Fatou

O seguinte lema, denominado Lema de Fatou, possui varias aplicagoes, sendo também importante na demonstragao
do Teorema da Convergéncia Dominada, do qual trataremos logo adiante, assim como na demonstragao do Teorema 33.2,
da pagina 1523, acima, que tratou da relac¢@o entre as integrais de Riemann e Lebesgue em intervalos finitos da reta real.

31Beppo Levi (1875-1961).
32Pjerre Joseph Louis Fatou (1878-1929).
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O Teorema da Convergéncia Monétona, Teorema 33.4, tratava de sequéncias monétonas nao-decrescentes de fungoes
positivas e mensurdveis da reta real e estabelecia a possibilidade de troca de limites com a integragao expressa em (33.41).
Podemos nos perguntar, e se tivermos uma sequéncia de fungoes positivas e mensuraveis mas que nao seja mondétona
nao-decrescente? Valerd a inversao de limites com a integral em (33.41)7 A resposta, em geral, ¢ ndo, mas ainda assim,
vale o seguinte:

Teorema 33.5 (Lema de Fatou) Seja (M, M) um espago mensurdvel onde encontra-se definida wma medida p. Seja
{fn} uma sequéncia de fungdes nao-negativas e (M, M[rr]]-mensurdveis f, : M — R. Entdo,

/ (liminf f") dp < liminf / Fadp . (33.42)
[, il mit

[m]

A demonstragao encontra-se no Apéndice 33.G, pagina 1547. O Lema de Fatou serd usado logo abaixo para demonstrar
um outro resultado ainda mais relevante, o Teorema da Convergéncia Dominada.

Nem sempre vale a igualdade em (33.42). Isso é mostrado nos dois exercicios seguintes.

E. 33.21 Ezercicio. Seja a seguinte sequéncia de fun¢des Borelianas da reta real

1 sexel-n, n]
falz) =

0, sexzd|[-n,n],

para n € IN. Mostre que liminf f, = 0 e, portanto,
n—so0

/R (linnlig‘ /,l) dup = 0.

Por outro lado, f“ fn = 2 para todo n e, portanto,
liminf/ Sndur = 2.
n—oo Jp

Assim,

/(liminf f") dp < liminf/ frndp .
R\ n—oo n—oo g

Em alguns casos pode-se ter uma igualdade em (33.42).

E. 33.22 Ezercicio. Seja a seguinte sequéncia de fun¢des Borelianas da reta real

"%_-, se z € [-n, n,

fu(z) =

0, sex¢g[-n,n]

para n € IN. Mostre que liminf f, =0 e, portanto,
n—so0

/ (liminf f") dpr, = 0.
R\ n—oo
Porém, fm fn = 2/n para todo n e, portanto,
liminf/ fadpr = 0.
n—oo Jn

Assim,

/ (uminf f,.) dy = liminf / Fudp .
R n—oo n—oo R
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e O Teorema da Convergéncia Dominada

Teorema 33.6 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (M, M) um espago mensurdvel onde encontra-se de-

finida uma medida . Seja {fn} uma sequéncia de fungoes [M, M[r¢]]-mensurdveis f, : M — C, n € N, tais que o

limite f(z) = lim f,(z) existe para todo x € M. Suponha ainda que exista uma fungdo nao-negativa F € Ly(M, du)
n-ro00

tal que | f,(z)| < f(z) para todo n € N e todo x € M. Entdo:

1 f € La(M, du),

2.
lim |f = fuldun =0,
1

n—oo J

lm [ fodp :/ (lim f") du :/ Fdu.
n=eo g M N0 M

A demonstragao encontra-se na Apéndice 33.H, pdgina 1548.
Para estudar uma situagio na qual o do Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 33.6, se aplica, faga o seguinte

exercicio.

E. 33.23 Ezercicio. Seja a seguinte sequéncia de fun¢des Borelianas da reta real

n%, se z € [—n, n,
fa(z) =

0, se z & [—n, n,

onde n € IN. Mostre que hd uma fungdo F € Li(R dur) tal que |fn(z)| < F(x) para todo n € IN e todo = € R. Justifique entdo,

com base nesse fato, se a inversdo da integral pelo limite lim / fndpr = | (lim fn) dur é possivel. Verifique explicitamente que
n—oo Jn R oo

a igualdade é verdadeira. *

Para constatar a relevancia da condicao bésica do Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 33.6, a saber, a
existéncia de uma fungdo nao-negativa F € £1(M, dp) tal que |f,(z)| < F(x) para todo n € N ¢ todo € M, faga o
seguinte exercicio.

E. 33.24 Ezercicio. Seja a seguinte sequéncia de fun¢des Borelianas da reta real

L1 sexe[-n n],

fnl@) =

0, sexd[-n,n],

para n € IN. Mostre que ndo ha nenhuma fun¢do F' € L1(R, dur) tal que |fn(z)] < F(z) para todo n € IN e todo € R. Sugest3o:
construa a menor fungdo F que satisfaz |fn(z)| < F(x) para todo n € IN e todo @ € R e mostre que [, |F| dur, = oo. Verifique

explicitamente que a igualdade le /fn dpp = /( IEn fn) dpr ndo é verdadeira. *
n—oo [ R oo

33.3.5 Alguns Resultados de Interesse

Os teoremas de convergéncia que vimos acima tém vérias consequéncias importantes. Trataremos de algumas aqui. A
primeira, e muito interessante, ¢ uma generalizacao (de [271]) do Lema 33.4, pagina 1518.
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Proposigao 33.8 Seja M nao-vazio, M uma o-dlgebra de M na qual definimos uma medida p. Seja f wma fungdo
nao-negativa e (M, M[rg]]-mensurdvel. Para E € M defina-se

wp(E) = /E Jfdp = /M fxedu .

Entao ¢y é uma medida em M. Além disso, para qualquer fungao nao-negativa e [M, M[rr]]-mensurdvel g tem-se

[ ader = [ atan. (33.43)
M M

[m]

A relacio, (33.43) diz-nos algo como dypy = fdpu. Essa relagio tem apenas sentido simbdlico, pois nao atribuimos
significado aos simbolos dyy e dp. Ainda assim, podemos interpretar dypy = f du como estabelecendo uma relagao entre
as medidas ¢ e p por uma espécie de mudanca de variaveis.

Prova da Proposigdo 33.8. E claro que p¢(0) =0, pois xp ¢ identicamente nula. Seja Ej, k € IN, uma cole¢ao contdvel e
disjunta de elementos de M e seja E := J5-; Ej. Como para todo 2 € M

Xe(@) = lim ;xm (por que?), segue que  (f xg)(z) = lim_ ;fk(m» VoeM,

onde f := fxp,. A fungdes F,, :=>__; fi sdo ndo-negativas, [M, M[rg]]-mensurdveis e F,, < F,41 para todo n € IN.
Aplica-se, entao o Teorema da Convergéncia Monétona, Teorema 33.4, pagina 1526, e tem-se

n

. .
o1 (kL:J1 Ek> - A [ <nlgr;o ;&) dp T JE’;_A I (; fk> dy
1 idade d: 1 -
= ”121;;/1\1 frdu
= nlgr;;/foEkdu

"
= nlggo;w@k) ;

provando que ¢ é uma medida.

Para provar (33.43), procedemos da seguinte forma. Para £/ € M tem-se pela prépria defini¢ao de ¢y.

/ xedey = ¢p(E) :/ xe fdu.
M M

Assim, (33.43) vale pelo menos no caso espacial em que g = xg. Logo, vale também no caso em que g ¢ uma fungio
simples. Seja por fim uma fungao g ndo-negativa e mensuravel geral. Se g, for uma sequéncia nao-decrescente de funcgoes
simples e niao-negativas de S(g) que converge a g (que tal existe, garante-nos o Lema 33.3, pdgina 1515), tem-se pela
definigao (33.28)

[oder = tim [ gudos = tim [ s
JE 71*)00. E "*?OC' E

Agora, g, f é uma sequéncia nao-decrescente (por que?) de fungdes positivas e mensurdveis e que converge a g f (por
que?). Aplicando mais uma vez o Teorema da Convergéncia Mondtona, Teorema 33.4, pagina 1526, ao lado direito da

dltima expressao, segue que
/ gdps = / (hm gnf) du = / (9.f) dw,
JB JB Ao B
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completando a demonstracao. u

Para entendermos melhor o significado de (33.43), tomemos o caso em que M = R, M = M[rg], a g-dlgebra de Borel,
1 = pr, a medida de Lebesgue e f : R — R, uma funcao Boreliana e limitada em todos os intervalos finitos. Para
E = [a, b], um intervalo finito, teremos pelo Teorema 33.2, pagina 1523,

er(la, b)) = /[

Se f for tal que existe uma F : R — R com F'(z) = f(x), o Teorema Fundamental do Cdlculo diz-nos que
@s(la, B]) = F(b) = F(a) .

Note que F’'(z) = f(x) > 0 e, portanto F é crescente. Isso fornece uma nogao do que representa a medida ¢y desses
intervalos.

b
= / fla)de .

33.4 Os Espacos £, e L,

Daqui por diante M serd um conjunto nao-vazio com uma o-algebra M, para a qual encontra-se definida uma medida p.

Definimos & pégina 1521 os conjuntos £,(M, du), p > 0, como sendo o conjunto de todas as fungdes complexas
definidas em M tais que sua p-ésima poténcia é integravel. O estudo das propriedades desses conjuntos é de grande
importancia em vérias dreas da Matemadtica e da Fisica. Na Fisica Quantica um papel muito especial é reservado aos
conjuntos Lo(R, dur) e Lo(R™, dur) (mais precisamente, aos seus parentes préximos, os conjuntos Lo(R, dur) e
Ly(R™, dur), que serdao definidos abaixo), pois os mesmos descrevem os estados puros de sistemas quanticos com um
numero finito de graus de liberdade.

A razao de os conjuntos £, (M, du) serem importantes reside no fato que, para p > 1, todos eles sio — menos de uma
tecnicalidade que discutiremos abaixo — espagos de Banach. Os espagos Lo(M, dp), em particular, sdo — a menos dessa
tecnicalidade — espacos de Hilbert®?. Nosso objetivo na presente secdo é estudar esses fatos de forma precisa e geral.

Por razoes pedagdgicas comegaremos estudando os espacos £1(M, du) e depois passaremos ao caso p > 1.

e L1(M, dp) é um espago vetorial complexo

Se f: M — Ceg: M— C sao dois elementos quaisquer de £1(M, du) e o, B sdo nliimeros complexos quaisquer, é
claro que |af + 89| < |a||f| +18]|g|. Esse simples fato tem a seguinte consequéncia:

d, d, du .
[ s+ aldn < lol [ 1f1du+ 151 [ aldn

Como, por hipétese, [, |fldu < oo e [y, |gldp < oo, segue daf que a fungio obtida pela combinagéo linear a.f + g é
também um elemento de £1(M, dp). Como essa afirmagdo ¢ vilida para todos f, g € £1(M, du) e o, B € C, concluimos
que £1(M, dp) é um espago vetorial complexo.

Por essa razao passaremos a nos referir aos conjuntos £1(M, du), como espagos L1(M, du). O uso da palavra
“espago”, aqui, ¢ uma referéncia ao fato de serem espagos vetoriais. Logo abaixo, veremos que os mesmos sao também,
a menos de uma tecnicalidade, espagos métricos.

Os conjuntos £,(M, du) com p > 0 também sao espagos vetoriais complexos e isso serd mostrado na Proposigao 33.9,
logo adiante.

e Uma pseudométrica em £,(M, du)

Para f: M — C ¢ g: M — C, dois elementos quaisquer de £1(M, dp), consideremos a expressao

h(f, 9) = /M 1 = gl

33Espagos de Banach e de Hilbert foram definidos na Segdo 27.5, pagina 1337.
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Como (f — g) € L1(M, dp), é claro que 0 < dy(f, g) < co. E evidente que dy(f, f) = 0 e que di(f, g) = di(g, f)-
Como também, para qualquer h € £1(M, du), vale que f —g= (f —h) + (h—g), tem-se |f —g| < |f —h|+|h—g| e
portanto,

di(f, 9) < di(f, h) +di(h, g)

a chamada desigualdade triangular. Com isso, estabelecemos que di ¢ uma pseudométrica em L£y(M, du). Para a
defini¢ao geral de pseudométrica, vide Sec¢ao 27.3, pagina 1332.

Por que d; nio é uma métrica? Pois no conjunto £1(M, du), o fato de ter-se [, [f — gl du = 0 ndo implica que
f(z) = g(z) paratodo « € M, mas implica apenas que f = g p-q.t.p. (Proposicio 33.7, pagina 1519). Esse fato em geral®*
impede-nos de fazer de £1(M, dp) um espago métrico, mas hd uma maneira simples de remediar isso: identificando entre
si as fungoes que diferem apenas em um conjunto de medida x nula. Esse é o nosso préximo passo.

e Os espacgos Li(M, dp)

No conjunto das fungdes [M, M[r¢]]-mensurdveis estabelecemos uma relagio de equivaléncia dizendo que fungoes f
e g, sdo equivalentes, f ~ g, se f = g p-q.t.p., ou seja, se p({z € M| f(z) # g(z)}) = 0. Constatemos que, de fato,
isso define uma relagao de equivaléncia. Que f ~ f é evidente, assim como que f ~ g equivale a g ~ f. Para provar a
transitividade, consideremos trés fungoes f, g ¢ h. Notemos que se @ € M é tal que f(z) # h(z), entdo ou f(z) # g(z)
ou g(z) # h(z) ou ambas. Logo,

{x e M| f(z) # h(2)} = {w € M| f(x) #g(2)} U{x € M| g(x) # h(2)},

sendo que a unido acima nao é necessariamente disjunta. Logo,

n({z € M| ) # h@)}) < u({o e M| f@) # 9@)}) +n({o € M| g(x) # h@)})
Assim, se f ~ g e g ~ h, o lado direito vale zero e, portanto, segue que f ~ h, provando a transitividade.

E. 33.25 Egercicio. Mostre que {x € M| f(z) # g(x)} € M. Sugestdo: prove e use o fato que {z € M| f(z) # g(z)} = {= E
M| f(z) > g(z)} U{z € M| f(z) < g(x)} e use a Proposl(;ao 33.12, da pégina 1540.

O conjunto £1(M, du) quebra-se em classes de equivaléncia pela relagao de equivaléncia acima. Duas fungdes de uma
mesma classe diferem apenas em um conjunto de medida p igual a zero. Definimos o conjunto L1 (M, dp) como sendo o
conjunto dessas classes de equivaléncia: em simbolos

Li(M, dp) := Li(M, dp)/ ~

Uma outra forma mais concreta de encarar Li(M, du) é considera-lo como o conjunto obtido tomando um e apenas
um representante arbitrario de cada classe. Essa forma de ver L1 (M, du) tem a vantagem de permitir constatar de modo
imediato que Lq(M, du) também é um espago vetorial complexo. Além disso, nessa maneira de ver, Li(M, du) é um
subconjunto de £1(M, du) e, portanto, dy estd definido em Li(M, du). Agora, porém, vale que se f, g € Li(M, du)
e di(f, g) =0, entao f = g p-q.t.p. Ora, isso s6 é possivel se f = g, pois L1(M, du) foi construido tomando-se
um e apenas um elemento de cada classe de equivaléncia de £1(M, du). Constatamos, assim, que d; é agora uma
métrica em L, (M, dp), ndo apenas uma pseudométrica.

Resumindo L1 (M, dp), é um espago vetorial complexo e também um espago métrico em relagio a métrica d;.

O leitor que deseja permanecer em um nivel mais abstrato e continuar encarando Lq(M, dp) como uma cole¢ao
de classes, poderd proceder da seguinte forma para constatar as afirmagdes do tltimo pardgrafo. Seja [f] a classe a
qual pertence um elemento f € £1(M, du). Defina-se para a e 8 € C e para duas classes [f] e [g] a operagio linear

aff] + Blg] :== [af + Bg]. Com essa operagao de combinagao linear, a colegao de classes L1 (M, du) adquire a estrutura
de um espago vetorial complexo, tendo como vetor nulo a classe [0], que contém a fungio identicamente nula. Para
introduzir uma métrica na colegao de classes L1 (M, dp), defina-se D1([f], [g]) := di(f, 9)-

E. 33.26 Ezercicio. Mostre que a combinag3o linear definida acima, assim como a métrica D1, estdo bem definidas, no sentido
de serem independentes dos representantes f e g tomados em cada classe. Mostre que D; é de fato uma métrica, e n3o apenas uma
pseudométrica, ou seja, satisfaz todos os postulados da definicdo de uma métrica. *

34Exceto nos casos especiais em que M e yu sio tais que () é o tinico conjunto de medida y nula.
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Optaremos tacitamente daqui por diante pela visdo mais concreta de L1 (M, du) como o conjunto obtido tomando um
e apenas um representante arbitrdrio de cada classe de equivaléncia de £1(M, dp). Nao hd grandes diferencas técnicas
entre as duas visoes e raramente é necessario recorrer a definigdo precisa em termos de classes de equivaléncia. Uma
excecao se dard quando discutirmos o problema da completeza dos espagos L1 (M, dp). A visdo concreta tem a vantagem
de permitir prosseguir encarando os elementos de L1 (M, dp) como fungdes integrdveis de M em € e ndo como classes
abstratas de fungoes.

Informalmente, a diferenga entre £1(M, du) e Li(M, dp) é que em Ly(M, dp) identificamos fungoes que diferem
apenas em um conjunto de medida p nula como se fossem a mesma fungao.

e A estrutura linear dos espagos £,(M, dpu)

Proposicao 33.9 Os conjuntos L,(M, dp), com p >0, sio espagos vetoriais complexos. m}

A prova é essencialmente idéntica a da Proposicao 27.12, pagina 1341, sobre os conjuntos de sequéncias ¢, e faz uso
da Proposigao 5.12, pdgina 264, da Secao 5.2.3, pagina 263.
Prova da Proposi¢cdo 33.9. H4 dois casos a considerar em separado: 0 <p <lep>1.
Caso 0 < p < 1. Sejam f, g € £,(M, dp), arbitrarios. Como |f(z z)| < |f(z)]+ |g(z)|, a segunda desigualdade
em (5.36), pagina 264, implica
[f gl < (f1+1g)" < |17 +1gl”
Assim,
[ tar+saldu < ol [ swaus i [ lrdu < oo
Jm JM Jm
para quaisquer «, 3 € C. Isso provou que af + Bg € L,(M, dp) e, portanto, para 0 < p < 1 o conjunto £,(M, du) é
um espago vetorial complexo.
Caso p > 1. Sejam f, g € L,(M, du), arbitrarios. Como |f(z) 4+ g(z)| < |f(z)| + |g(x)], a segunda desigualdade em
(5.37), pdgina 264, implica
If +gl” < (f1+1gh)? < 2271 (f P+ |gl?) -
Assim,
[ tas sl < 2 ap [ v a2 oy [l dn < o0
M JM Jm
para quaisquer «, 3 € C. Isso provou que aof + g € L£,(M, du) e, portanto, para p > 1 o conjunto £,(M, du) é um
espaco vetorial complexo. Isso é o que queriamos provar. |

Mais adiante, mostraremos que em £, (M, du), para p > 1, a expressao

1/p
aia) = [ [ 17-ar i)

define uma pseudométrica. De forma anédloga ao que fizemos acima, e usando a mesma relagao de equivaléncia ~ definida
acima, o conjunto de classes L,(M, du), definido por

Ly(M, dp) = L,(M, dp)/ ~
é um espago vetorial complexo e também um espago métrico com a métrica induzida por d,. Também iremos encarar

L,(M, dyu) como o conjunto obtido tomando um e apenas um representante arbitrario de cada classe de equivaléncia de

£,(M, dp).

33.4.1 As Desigualdades de Holder e de Minkowski

Vamos agora tratar de duas desigualdades de importancia primordial no estudo dos espagos £,,(M, dp), as desigualdades
de Holder®® e de Minkowski®®. J4 as encontramos no caso particular de espacos de sequéncias e, naquele caso, delas
tratamos no Teorema 27.4 da pagina 1343.

350tto Ludwig Holder (1859-1937).
36Hermann Minkowski (1864-1909).
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Teorema 33.7 (As desigualdades de Holder e de Minkowski) Seja M um conjunto nao-vazio, M wma o-dlgebra
em M e seja p uma medida em M.

A desigualdade de Holder é a afirmacao que se p e q sdo tais que p > 1, ¢ > 1 e satisfazem 1/p+1/q =1, entdo para
quaisquer f € L,(M, dp) e g € L4(M, dp) o produto fg pertence a £1(M, du) e vale

1/p 1/q
/M\mg\dﬂsUMW@ [/M\gm} . (33.44)

A desigualdade de Minkowski ¢ a afirmagdo que se p > 1, entdo para quaisquer f, g € L,(M, dp) tem-se

1/p 1/p 1/p
UM \f—gw«zu] < [/le\“dﬂ] *[/1 Wd#] : (33.45)

A demonstragao é apresentada no Apéndice 33.J, pagina 1551. Em [270] uma interessante demonstracao alternativa
da desigualdade de Minkowski, usando a convexidade da fungio z?, é apresentada (vide Secio 5.2.3.1, pdgina 266 destas
Notas). Aquela demonstragao fornece também a versao da desigualdade de Minkowski para o caso 0 < p < 1:

. 1/p . 1/p . 1/p
U \f+g\”du] > [/ If\f’du] + [/ \g\f‘du] . (33.46)
J M JM JM

Essa expressao, no entanto, sé vale para f e g ndo-negativas.

A desigualdade de Holder acima pode ser generalizada.

Corolario 33.3 Sejam f € L,(M, du) e g € Ly(M, du) onde p e q sio tais que p > 0 e ¢ > 0. Defina-se r > 0 por

1 1
— = —+ —. Entao, o produto fg pertence a £L.(M, du) e vale
q

T P
. 1/r . 1/p . 1/q
"g|" d m m . R
U nar ;L] < {/ ] ;} [/ ol /} (33.47)

A prova do Coroldrio 33.3 também encontra-se no Apéndice 33.J, pagina 1551.
As desigualdades de Holder e Minkowski tém uma série de consequéncias, em particular sobre a estrutura dos espagos
L,(M, dp) e Ly(M, dp). Vamos explorar algumas.

e L,(M, du), p> 1, sdo espagos vetoriais complexos e normados

J& observamos acima (Proposicao 33.9) que os conjuntos £,(M, du) sdo espagos vetoriais complexos. No caso p > 1
os mesmos possuem uma pseudonorma definida por

1/p
It = [ [ wrad] (33.48)

A propriedade basica de uma pseudonorma, a saber [|a.f 4 fgll, < || || f|l, 4 18| lgll, para todos f, g € £,(M, du) segue
da desigualdade de Minkowski, pois a mesma nos garante que

1/p 1/p 1/p
[/ \af+ﬂg|pdu] < ol U \f|Pdu} 18] [ / |g\Pdu}
M M M

A propésito, as desigualdades de Holder e Minkowski (33.44) e (33.45) assumem com a notagao de (33.48) a forma

£ gl < 1£1p llgllq
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£ =glo < Ifllp+llgllp »
respectivamente.

Por que || - ||, é uma pseudonorma e niao uma norma em £L,(M, du)? Pois, como discutimos no caso p = 1, a relacao
|[f]l = 0 néo implica f = 0, mas apenas f = 0 p-q.t.p. Se, no entanto, considerarmos o espago L,(M, dpu), definido
acima, |||, serd uma norma! Concluimos disso que para p > 1, os conjuntos L, (M, du) sdo espacos vetoriais complexos
e normados. Por serem normados, sdo também espagos métricos com as métricas induzidas pelas normas || - ||

a(f, 9) = I —gly = U \f—g\?du]w.

Como veremos logo adiante, os espacos Ly, (M, du) com p > 1 sao espagos de Banach, por serem completos em relacao a
métrica d, acima.

e A desigualdade de Cauchy-Schwarz. Um produto escalar em Ly(M, dpu)

A desigualdade de Holder (33.44) tem um caso particular muito importante, a saber, quando p = ¢ = 2: para

f. g € Lo(M, dp) vale
. 2 , 1/2
[ it < [ / \flzdu] [ / wdu} < .
M M M

Como também | [y, Fgdu| < [3, |£]1g] dp, segue que

1/2 1/2
3 2 2
/Mf.qdu‘i [/M\fl du} [/Mlg\ du} < o0.

As duas desigualdades acima sao denominadas desigualdades de Cauchy-Schwarz. A segunda estd nos dizendo que para
fy g € Lo(M, du) a expressao

(f. 9) = / Fgdu
M
¢ um nimero complexo finito e, como facilmente se verifica, define um produto escalar em Lo(M, dp).

E. 33.27 Ezercicio. Demonstre as afirmagdes acima. *

E também elementar constatar que a norma associada a esse produto escalar é a norma || - [|2. Como veremos logo
abaixo, Lo(M, du) é completo em relagio & métrica da que essa norma induz. Consequentemente, Lo(M, dp) é um
espago de Hilbert.

e Relagbes de inclusdo entre os conjuntos £,(M, du) quando p(M) < oo

Se o conjunto M e a medida u sao tais que pu(M) < oo, entdo a fungao g(z) = 1 (identicamente igual a 1 para todo
x € M) pertence a todo £4(M, dp), 0 < g < co. Isso é evidente, pois [,, 17dp = (M) < oo. Disso e da desigualdades
de Holder (33.47), extraem-se algumas consequéncias sobre relagdes de inclusao entre os vérios espagos Lp(M, dpu).

Para p > 0 e ¢ > 0 arbitrdrios, tomando-se f € £,(M, du) e g = 1, obtem-se de (33.47) que

[/M I du} i . [/M lf‘pd#]l/p OOV < o, (33.49)

para 1/r =1/p+1/q. Como q > 0, segue que r < p. Como ¢ ¢é arbitrario, a desigualdade (33.49) diz que se f € L,(M, du)
entao f € L£,(M, du) para todo 0 < r < p, ou seja, Lp,(M, du) C L.(M, dp) sempre que r < p com 7 > 0ep > 0.
Assim, tem-se, por exemplo,

©C La(M, dp) © Ls(M, dp) € Lo(M, dp) € £a(M, dp) © £3(M, dp) © £y (M, dp) - .

Essas relacoes de inclusao nio sao geralmente vélidas caso p(M) = co. Vide préximo exercicio.
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E. 33.28 Ezercicio. Mostre que a fungio
1, =zel-1,1]
f@) =
A owgl-L

B

pertence a L2(R, dur) mas ndo a £i1(R, dur). Mostre que a fungdo

=, O0<[z|<1
fla) = { vV

0, z=0oulz]>1

pertence a £1(RR, dur) mas ndo a L2(R, dur). Mostre que a fungdo
1, zel[-1,1]
f@) =
2 wgl-1 1)

pertence a L2(R, dur) N L1(R, dpr). *

e Revisitando a desigualdade de Holder

Se p e ¢ sao tais que 1 < p < 00, 1 < ¢ < oo e satisfazem 1/p + 1/q = 1, entdo para quaisquer f € L,(M, du) e
g € Ly(M, dp) a desigualdade de Holder (33.44) implica que

1/p 1/q
'/Mfgdu‘ < [/M \f\”du] UM Ig\"d#] <. (33.50)

Como facilmente se verifica, a aplicagao

g = / fgdu
M

é um funcional linear em Ly (M, du). Mais que isso, (33.50) diz-nos que se trata de um funcional linear continuo
topologia de Lq (M, du)).

Concluimos disso que se 1 < p < 00, 1 < ¢ < 0o e satisfazem 1/p+1/¢q = 1, entao L,(M, dp) é um subconjunto do
dual topolégico de Lq(M, dp) e vice-versa.

37 (na

E. 33.29 Ezercicio. Justifique as afirmagdes acima *

33.4.2 O Teorema de Riesz-Fischer. Completeza

Vamos agora formular um importante teorema que é uma das principais justificativas do interesse na integral de Lebesgue
e, em um certo sentido, coroa nossos esforcos neste Capitulo. Trata-se do Teorema de Riesz*®-Fischer’®, o qual data de
1907.

Teorema 33.8 (Teorema de Riesz-Fischer) Para p > 1 os espagos L,(M, dp) sio espagos métricos completos na
métrica d, definida acima. [m]

Do Teorema de Riesz-Fischer e das consideragées acima concluimos que os espagos Ly,(M, du) com p > 1 sdo espacos
de Banach e o espago Lo(M, du) é um espago de Hilbert.

A prova do Teorema de Riesz-Fischer encontra-se no Apéndice 33.K, pdgina 1553.

37 As nogdes de funcional linear e funcional linear continuo foram introduzidas na Secdo 2.3.2, pagina 142.
38Frigyes Riesz (1880-1956).
39Ernst Sigismund Fischer (1875-1954).
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Apéndices

Nos vérios apéndices que seguem apresentamos as demonstragoes mais técnicas de alguns dos teoremas e proposigoes da
nossa exposicao.

33.A Mais sobre a Integral de Darboux

Nesta segao completaremos a discussao sobre a Integral de Darboux e sua rela¢ao com a de Riemann. Comegamos com
a demonstragao da Proposicao 33.3, pagina 1503.
Prova da Proposicdo 33.3. Vamos primeiro supor que F satisfaca a defini¢ao II e denotemos sua integral de Darboux por

. b b
D(f), ou seja, D(f) := [, f(x)dx = Laf(r) dx.
Pela defini¢ao do que sao f:bf(w) dz e fabf(az:) dz, existem para cada e > 0 partigdes Py, P2 € PB([a, b]) tais que
€ . €
S e D fl-D() <
Seja P = P1UP,. Pelas afirmagdes do Exercicio E. 33.3, pdgina 1502, temos D;[P1, f] < D;[P, fle D[P, f]1 > D[P, f].
Logo,

D(f) = Di[®, f] <

— e < DifPr, fle < DiP, flte,

D[P, f] < DifPs. f] < D(f) +5 = (D() - 3 <

2
estabelecendo que D[P, f] — D;[P, f] < €, como desejdvamos.

Vamos agora assumir que para todo e exista P € P([a, b]) tal que D[P, f]— D;[P, f] < € e provar que f é integravel
no sentido da definigao II.

Por definicio, temos [ f(x) > Di[P, fle [7f(x)dr < D[P, f]. Logo, [ f(z)dz— [ f(x) < D[P, /]~ Di[2, f] <e.
Como € > 0 é arbitrério e Ef(z) dx > L:f(x) (por (33.7)), segue que f:bf(z) dx = L:f(z) ]

Passemos agora a prova da equivaléncia das definigdes I e II, expressa na Proposigao 33.4, pdgina 1503:
Prova da Proposi¢do 33.4. Vamos supor que f seja limitada e satisfaca a defini¢do de integrabilidade Ib. Entao, para
todo € > 0 existe (Pe, x.) € X([a, b]) tal que

S(f)—e < S[(P, ), ] < S(f)+e (33.A.1)

para todo (P, x) € X([a, b]) com (P, x) = (Pe, Xe), 0ou seja, tal que |P| < |P|. Agora, em (33.A.1), x é arbitrério e
S(f) £ ¢ independem de x. Logo,

5(f) e < mf S[@ x). f] < sup S[(P, x). f] < S(f)+e.

Porém, D[P, f] = infyar S[(P, X). f] ¢ D[P, f]=sup,op S[(P, X). f]. Assim,
S(f)—e < Di[P, f] < D[P, f] < S(f)+e. (33.A.2)

Logo, Ds[P, f] — D[P, f] < 2¢ e a Proposicao 33.3 garante-nos que f ¢ integrdvel segundo a defini¢ao II. A relagao
(33.A.2) nos mostra também (tomando-se e — 0) que S(f) = D(f).

Vamos agora provar a reciproca e supor f integravel segundo a defini¢do II. Notemos que podemos supor f nao-
constante, pois se f for constante as afirmagcoes a serem demonstradas sao evidentes. Denotemos sua integral de Darboux

D(f). ouseja, D(f) = [, f(x)dz = [} f(x) da.
Seja € > 0. Pela Proposicao 33.3, existe P1 € PB([a, b]) com P = {z1, ..., zpi1}, tal que D[Py, f]— D;i[P1, f]<e
Seja p o nimero de intervalos em que P1 decompoe [a, b], seja Ay 1= (S“I’ye[a,b] f(y)) — (infyefa,b) f(y)) € defina-se

€
pAy
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(notar que Ay > 0 pois f foi suposta nao-constante). Afirmamos que para toda particdo P € P([a, b]) tal que |P| < b,
vale
D[P, f1- Di[?, f] < 3c. (33.A.3)

Como D;[P, f] < S[(P, X), f] < Ds[P, fle Di[P, f] < D(f) < D[P, f], teremos provado que ‘S[(?, X), f] —D(f)‘ <
3¢, ou seja, teremos provado que para todo € > 0 existe dc tal que para todo P € B([a, b]) tal que |P| < d. teremos
‘S[(i}’, x), f] - D(f)‘ < 3e. Isso prova que f satisfaz a defini¢io Ic de integrabilidade e que S(f) = D(f), completando
a prova.

Tudo o que temos ainda a fazer, portanto, é provar (33.A.3). Seja P € B([a, b]) tal que |P| < Je (que uma tal partigao
sempre existe ¢ claro, basta tomar uma cujo maior intervalo tenha largura menor ou igual a é,). Tomemos Py := Py U P
e escrevamos

D[P, fl=DifP. f] = (DuIP., f= Du[Ps, £1) + (DulPo, £1= DilPa, 1) + (Dil. 1= Dil2, £1) .

Pelo Exercicio E. 33.3, pdgina 1502, cada um dos trés termos entre parénteses ao lado direito é positivo (para o segundo
termo entre parénteses isso segue da definigao de D; e D). Afirmamos que cada um dos trés termos entre parénteses ao
lado direito é majorado por e.

Segundo termo entre parénteses: Como Py C Po, temos pelo Exercicio E. 33.5, pdgina 1503, que Ds[P2, f]— D;[Pa, f] <
Dy[P1, f1=Di[P1, fl<e

Primeiro termo entre parénteses: Como Py := P1UP e Py possui p+ 1 elementos, apenas no méaximo ¢ < p— 1 intervalos
de P serao subparticionados para compor a parti¢do P2. Denotemos esses intervalos por I, ..., I, e cada subpartigao
de I em Py serd denotada por Iy, k =1, ..., ji, k =1, ..., q. E claro que |Ix| = |[I1] + -+ + |[Ixj,| sendo que
|Ix] <[P < 4. E também claro que

D9, )= DulPs fl = 3 [(ysg]lif(y)) =3 (s ) um]

k=1 =1

- Z{ [(sup 70) = (00 5))] w} < A’;i"“‘ - Aé;lm

yelk Y€l =1

= Aq|P| < App|P| < Appde = €.

Terceiro termo entre parenteses: analogo ao primeiro termo entre parénteses. |

33.A.1 Equivaléncia das Definigoes II e III da Integrabilidade de Riemann

Demonstraremos aqui equivaléncia das definigoes II e III da nogao de integrabilidade de Riemann. Recordamos que as
nogoes de liminf e limsup de conjuntos dirigidos, as quais usaremos abaixo, sao introduzidas na Secao 32.4, pigina 1484.

Consideremos em PB([a, b]) o pré-ordenamento definido pela inclusao, definindo P <, P se P € P. Com relagao
a esse pré-ordenamento <, as colegoes P([a, b]) e X([a, b]) sdo também conjuntos dirigidos e a aplicacdo X([a, b]) >
(P, x) — S[(?, X), j} € R ¢ também uma rede, dita por alguns autores ser uma rede de Riemann-Darbouz. No que
segue consideraremos essa rede em relagao a esse pré-ordenamento.

Pelo exercicio E. 33.3 da pdgina 1502, a rede PB([a, b]) > P — D;[P, f] € R ¢ crescente, enquanto que a rede
PB(la, b)) P — D[P, f] € R é decrescente. Assim,

b
liminf D;[P, = su D;[P, :/ x) dx
segiinty PP f) e (o b) it 1l Lf()

b
limsup D[P, f] = , inf D[P, f] = /f(L)dL

PeR([a, b)) f PEP([a, b])
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(Vide definigoes (32.1)-(32.2) e (32.3)-(32.4)). Temos obviamente que
D[P, f] < S[(P. %), f] < D[P, f]
para todo P € PB([a, b]) e todo x x P. Porém, vé-se pelas definigoes de D; e Dy que

D[P, f] = Xn;{ps[(?, . f] e DP f] = su};S[(?., X)s f]

e, portanto,

liminf D;[P, = liminf  S|(P, x), e limsup D[P, = lim su SH(P, x), .
PeP([a, b)) il 1) (P, x)€X([a, b]) [( X) ﬂ Tea;([a,};]) (2 7] (T,X)ex([g,b]) [( X) ﬂ
Logo,
b
z)dr = liminf D;[P, = liminf  S|(P, x),
/if() rogty DO A = il [ 20, /]

)
< limsup  S[(P, x), f] = limsup D[P, f] = /f(z)dz,

(P, x)€X([a, b]) PER([a, b]) a
onde a tnica desigualdade que ocorre acima segue da propriedade (32.5), pdgina 1484. Dessa expressio, vé-se que

L:f(r) dx = f:f(r) dx se e somente se

liminf  S|(P, x), = lim su S|P, x),
(P, x)EX([a, b]) [< X) ﬂ (‘.P,x)ex([g,b]) [( x) ﬂ

e, portanto, por (32.6), se e somente se existe S[(Tﬁ X)s f] Isso prova a equivaléncia das defini¢oes II e IIT

lim
(P, x)€X([a, b])
da nogao de integrabilidade de Riemann.

. ~ . ~ , .
33.B Caracterizagoes e Propriedades de Fungoes Mensuraveis
Vamos aqui estudar com mais detalhe e profundidade caracterizagoes e propriedades elementares das fungdes mensuraveis.
Advertimos que a presente se¢ao é, infelizmente, mas inevitavelmente, um pouco técnica. Sugerimos a um estudante
iniciante dispensar a leitura das demonstragoes e concentrar-se apenas nas defini¢oes e enunciados.

e Uma condicao para mensurabilidade de fungoes

O préximo teorema (de [141]) é de importancia fundamental e serd usado em vérios lugares mais abaixo. A nogao de
o-dlgebra gerada por uma colegao de conjuntos foi introduzida no Capitulo 29.

Teorema 33.9 Sejam (M, M) e (N, N) dois espagos mensurdveis e suponhamos que N seja a o-dlgebra gerada por
uma cole¢io A de subconjuntos de N: N = M[A]. Entdao, wma fun¢io f : M — N é [M, N]-mensurdvel, ou seja,
M, M[A]]-mensurdvel, se e somente se

i) e (33.B.4)
para todo A € A. [m}

Prova. Se A € A segue que A € M[A]. Logo, se f é mensurdvel em relagio a M e N = M[A], entdo, pela defini¢io de
funcio mensuravel, f~1(A) € M.
Vamos provar a reciproca, ou seja, vamos supor que (33.B.4) valha para todo A € A e mostrar que f mensurdvel em
relagao a M e N = M[A]. Seja
A= {A CN|fHA)eMm}.
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Por (33.B.4) é claro que A C A’. Mostremos agora que A’ é uma o-dlgebra em N. Que () e N pertencem a A’ é claro,
pois f7H(N) = M (isso segue de f(M) C N). Se A’ € A/, entdo f~1(A)¢) = f~HN\A) = f~YN)\ f1(4) =
M\ f~Y(A) = (f~1(A")e. (Vide Proposicdes 1.2-1.4, pagina 38). Por hipétese, f~1(A’) € M. Logo, como M é uma
o-algebra, (f~1(A"))° € M.

Resta-nos provar que uma uniao contével de elementos de A’ é também elemento de A’. Para isso, sejam conjuntos
Al € A', k € N. Sabemos que (vide Proposicées 1.2-1.4, pagina 38)

"~ (U A;) = U
keN keN

Por hipétese, cada f~! (Aj},) pertence a M. Como M é uma o-dlgebra, uma unido contével de seus elementos também

pertence a M. Logo, f ! (Uren A%) € M. provando que o Af, € A”.

Como, por defini¢ao, M[A] ¢ a menor o-dlgebra contendo A e A’ também ¢ uma o-dlgebra contendo A, segue que
M[A] C A’. Ora, pela defini¢do de A’, isso diz que a pré-imagem por f de qualquer elemento de N = M[A] é um elemento
de M. Isso significa precisamente que f é mensurdvel em relagao a M e N, completando a prova. |

e Fungdes mensuraveis entre espagos topoldgicos

Jé observamos acima a semelhanca entre as defini¢oes de fungdes continuas e fungdes mensuraveis. As duas nocoes
combinam-se elegantemente nos resultados que seguem.

O Teorema 33.9 tem uma aplicacdo imediata para funcoes continuas definidas em espacos topoldgicos. Sejam M e
N dois conjuntos nao-vazios dotados de topologias Tas ¢ 7y, respectivamente, e sejam M[rp] e M[ras] as o-dlgebras
geradas por essas topologias. Afirmamos que se f : M — N é continua com respeito as topologias Ty e Ty, entdo f
é mensurdvel em relagio as o-algebras M[ra] e M[7n], ou seja, ¢ [M[ras], M[rn]]-mensurdvel. De fato, pelo Teorema
33.9 basta provar que f~1(A) € M[ry] para todo A € Ty. Agora, por f ser continua, vale que f~1(A4) € Ty se A € Tn.
Como obviamente 7p; C M[7], a afirmagao estd provada.

Note que se em M adotarmos uma o-dlgebra M que contém a o-algebra M[7a], a mesma afirmacao ¢ verdadeira:
uma fungdo f : M — N continua com respeito as topologias 7as € 7 é mensurdvel em relagio as o-dlgebras M[ras] e
M D M[ra].

Disso segue que toda fungao f: R — R continua em relagao & topologia g é [M[7g], M[7r]]-mensurdvel e também
[M[rr], M, ]-mensuravel.

A proposigao adiante é um mero coroldrio das observacoes acima.

Proposigao 33.10 Sejam X, Y e Z trés conjuntos nao-vazios, sendo o conjunto X dotado de uma o-dlgebra Mx e
os conjuntos Y e Z dotados de topologias Ty e Tz, respectivamente. Sejam f : X — Y e g:Y — Z duas fungoes
tais que f é [Mx, M[ry]]-mensurdvel e g é continua em relag¢io ds topologias Tv e Tz. Entio, go f : X — Z é
Mx, M[rz]]-mensurdvel. o

Prova. Pelo que acabamos de comentar, g é [M[ry], M[rz|]-mensurdvel. Assim, g o f é uma funcao [Mx, M[rz]]-
mensurdvel por ser a composigao de uma fungao [Mx, M[ry]]-mensurdvel com uma funcao [M[ry], M[7z]]-mensurdvel.

e Aplicagao para fungoes numéricas

Notemos que o Teorema 33.9 é aplicavel ao caso de fungées f : M — R, onde M dotada de uma o-algebra M e R da
o-dlgebra de Borel M[7g]. Nesse caso A = 7g. Em verdade, provamos no Capitulo 29, mais especificamente na expressao
(29.16), pagina 1425, que M[rr] = M[R], onde R ¢ a cole¢ao de todos os intervalos abertos (a, b), com a e b racionais.
Podemos, portanto, tomar A = R, nesse caso. Consequentemente, para provar que uma func¢ao f : M — R é mensuravel
em relagio a M e M[7g], é suficiente, pelo Teorema 33.9, provar que f~!((a, b)) € M para todo intervalo aberto (a, b),

com a e b racionais.
1\ ¢
U (oo ot ) ) 4
n

nelN

Observemos agora, que

(a, b) = (—o0, b)ﬂ(
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E. 33.30 Euzercicio. Prove isso! Sugestdo: use (a, b) = (—o0, b) \ (—00, a] e escreva (—o0, a] =,y (*00-, a+ %) *

(@ b)) = F7N(~o0, BN (U (-f’l (*‘X’* “%))) '

neN

Isso significa que

(Vide Proposigoes 1.2-1.4, pagina 38). Logo, pelos raciocinios usuais sobre unides contédveis, intersecgoes finitas e com-
plementos de elementos de uma o-dlgebras, segue que se f~!((—oco, ¢)) € M para todo ¢ € R, entdo f~!((a, b)) € M
para todos com a e b racionais, provando que f é mensurdvel em relagao a M e M[rg].

Um raciocinio idéntico nos leva a concluir que se f~* ((c oo)) € M para todo ¢ € R, entao f é mensuravel em relacao
a M e M[mg].

Resumimos essas consideragdes na seguinte proposigao, que usaremos logo abaixo:

Proposigao 33.11 Consideremos uma fun¢io numérica f : M — R, sendo M dotada de uma o-dlgebra M e R da
o-dlgebra de Borel M[tg]. Uma condi¢io necessdria e suficiente para que f seja [M, M[mg]]-mensurdvel é que para todo
a € R valha

{ze M| f(z) <a}=f"((-00, a)) EM. (33.B.5)
Equivalentemente, podemos substituir o conjunto de (33.B.5) por qualquer um dos sequintes trés conjuntos:
{reM|fx)<a} = f'((-o0,a)) € M, (33.B.6)
{zeM|f(z)>a} = f'((a, ) €M, (33.B.7)
{zeM|fx)>a} = f*(a ) € M. (33.B.8)
[m]

Prova. Que as condigbes sdao necessdrias é evidente, pois os quatro conjuntos (33.B.5)-(33.B.8) sdo a pré-imagem por f
dos conjuntos Borelianos (—oo, a), (—o0, al, (a, o) ¢ [a, o).

Acima, jé provamos a reciproca para os conjuntos (33.B.5) e (33.B.7). Os dois casos restantes sao consequéncia desses
dois se lembrarmos que f~!((—o0, a]) = (f’l((aﬁ oo))) e que f~!([a, 0)) = (f’l((fooA, a))) . | ]

Nosso préximo resultado é o seguinte:

Proposigao 33.12 Se f : M - R e g: M — R sdo ambas [M, M[rg]]-mensurdveis, entdo

{zeM|f(z)<g(x)} € M, (33..9)
{xeM|f(z)<g(z)} € M, (33.B.10)
{zeM|f(z)>g(z)} € M, (33.B.11)
{zeM|f(z)>g(z)} € M. (33.B.12)

[m]

Prova. Para demonstrar a primeira linha, notemos que

{ze M| f@) < g(@)} = |J({z €Ml fl@) <r}niceM|gl)>r}).

reQ

E. 33.31 Ezercicio. Mostre isso! Sugestdo: lembre-se que f(z) < g(z) se e somente se existir pelo menos um racional r tal que
f(z) <7 <g(z), ouseja, f(z) <rer<g(x). *
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Como observamos acima, tanto {x € M| f(z) < r} quanto {x € M| g(x) > r} sdo elementos de M. Pelas propriedades
de o-algebras, sua intersec¢ao também o é. Por fim, a uniao acima também o é, por ser uma uniao contavel de elementos
de M (essa ¢ uma das propriedades definidoras de uma o-dlgebras). A prova que {x € M| f(z) > g(z)} € M ¢é andloga:

{z € M| f(z) > g(z)} = U ({L e M| f(z)>r}n{z e M|g(x) < 7})
reQ

e nao requer mais comentérios. Por fim, notemos que {z € M| f(z) < g(z)} = {& € M| f(z) > g(x)}° e que
{z € M| f(z) > g(z)} = {z € M| f(z) < g(z)}°. Como uma o-dlgebra ¢ fechada pelo complemento, segue do que ja foi
provado que {z € M| f(z) < g(x)} € M e {x € M| f(z) > g(z)} € M. ]

e A ilgebra das fungbes mensuraveis

Vamos aqui provar a seguinte afirmativa, a qual coroa os resultados obtidos até aqui sobre fun¢ées numéricas men-
surdveis: o conjunto das fun¢ées numéricas mensurdveis forma uma algebra. Mais precisamente, tem-se

Proposigao 33.13 Se f: M - R e g: M — R sdo ambas [M, M[rg]]-mensurdveis, entdo
1. Para todos o, B € R wale que af + Bg € (M, M[rg]]-mensurdvel.

2. O produto f - g é [M, M[rg]]-mensurdvel. [m]

Prova. Para simplificar a linguagem, usaremos nesta prova a expressao fung¢do mensurdvel no sentido de [M, M[mg]]-
mensuravel.
Seja a € R. Afirmamos que af ¢ igualmente mensurdvel. Se v = 0 a afirmativa é trivial. Se a # 0, notemos que
para todo a € R
{reM| af(z) <a} = {zeM| f(z) <a/a} € M
por (33.B.5), ja que, por hipétese, f é mensurdvel. Como isso vale para todo a € R, segue pela mesma Proposigao 33.11
que af é igualmente mensurdvel.
O mesmo tipo de argumento tem outra consequéncia semelhante. Se h: M — R é mensuravel, entdao que para todo
be R vale
{zreM| b+h(z) <a} = {x e M| h(z) <a-—0b}.
Como h é mensurével, {x € M| h(z) < a—b} € M. Como isso vale para todo a € R, concluimos da igualdade acima
que b+ h é mensurével.

Observe-se agora que
{z e M| f(z)+g(x) <a} = {zeM| fz) <a-—g(z)}.
Definindo-se h(z) = a — g(z), constatamos pelas consideragdes de acima que se trata de uma fun¢ao mensurdvel. Assim,
pela Proposicao 33.12, segue que {x € M| f(z) + g(z) < a} € M para todo a, o que implica que f + g e mensurdvel.
Concluimos disso tudo que para todos «, 8 € R a fungao af + B¢ é mensurdvel em relagdo a M e M[rr]. Resta-nos
ainda mostrar que o produto f - g é mensurdvel. Provemos primeiro que se f é mensuravel entio f2 também o é. De
fato, para a < 0
{reM| f()?<a} =0 e M
mas para a > 0,
{zeM| fx)?<a} = {zeM| f(x) <Va}U{ze M| fz) < —Va} .
Como f ¢ mensurdvel, segue que {z € M| f(z) < £/a} € M. Logo {z € M| f(z)? < a} € M e como isso vale para
todo a € R, segue que f? é mensurével.
A prova que f - g é mensurdvel segue da relagao
1
f9=70+9"-(-97

e reunindo tudo o que vimos. |

A seguinte proposigao também ¢ relevante:
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Proposicao 33.14 Se [ : M — R é [M, M[g]]-mensurdvel e f(z) > 0 para todo x € M, entio / ¢ também
M, M[7r]]-mensurdvel. o

Prova. Para f: M — R, basta observar que para a < 0 vale {z € M| /f(z) <a} =0 € M e paraa > 0,

{ze M| f(x) <a} = {zeM|f(z)<d®} e M,

pois f é mensurdvel. Isso provou que /f é M, M[rg]]-mensurédvel. |

e Fungodes complexas mensurdveis

O conjunto dos nimeros complexos C é um espago topolégico métrico completo com a métrica d(z, w) = |w — z|,
z, w € C. Denotaremos por 7¢ a topologia que essa métrica induz, a topologia usual de C. A essa topologia vem
associada a o-dlgebra Boreliana M|[7¢].

Vamos demonstrar a seguinte proposigao:

Proposicao 33.15 Seja (M, M) wm espago mensurdvel e f : M — C uma fungao compleza M, M[r¢]]-mensurdvel
definida em M. Entao Re(f), Im(f) e |f| sdo fungdes reais [M, M[rg]]-mensurdveis. [m]

Prova. Comecemos por observar que a fungao Re : C — R dada por Re(z) = (z + Z)/2 é continua, assim como a fungao
Im : € — R dada por Im(z) = (2 — 2)/(27).

E. 33.32 Ezercicio simples. Prove isso! *

Com isso em mente, podemos entender a funcio Re(f) : M — R como a composi¢ao Re o f da fungao [M, M[r¢]]-
mensurdvel f com a fungao Re que é continua em relacao as topologias 7¢ e 7. Assim, pela Proposigao 33.10, pagina
1539, segue que Re(f) : M — R é [M, M[rg]]-mensurdvel. A prova para Im(f) ¢ idéntica.

A fungao médulo |- | : € — R é também uma fungao continua entre C e R. (Isso é totalmente ¢bvio, pois a métrica
em C é definida por essa fungao!). Assim o mesmo argumento se aplica novamente.

Outra maneira de provar que |-|: C = R é [M, M[rg]]-mensurével é lembrar que (Re(f))? 4+ (Im(f))? é [M, M[rr]]-
mensurdvel pela Proposigao 33.13 e, portanto, pela Proposi¢ao 33.14, |f| = v/(Re(f))? + (Im(f))? é M, M[m]]-
mensuravel. |

A Proposi¢ao 33.15 tem parcialmente uma reciproca:

Proposigao 33.16 Seu: M — R ev: M — R sao [M, M[rg]]-mensurdveis entao f : u+iv: M — C é [M, M[r¢]]-
mensurdvel. o

Prova. (De [271]). Seja I; um intervalo aberto do eixo real e I» um intervalo aberto do eixo imaginério. Entao R = I} X I
é um retangulo aberto em C. Agora, é facil ver que f~'(R) = u~'(I;) N v~ (I2). Pelas hipdteses, u='(I;) e v™1(I2)
pertencem & o-dlgebra M. Logo, f~1(R) também. Lembremos que todo aberto A de C pode ser ser escrito como uniio
contdvel de tais retangulos: A = J, ey Rn. Agora, por (1.25), pagina 38,

e ( U Rn> = U/ @Ry
neN neN
Mas como vimos f~! (R,) € M para todo n e, como a unido acima é contdvel, segue que f~'(A) € M. Pela Proposicio

33.9, isso prova que f é [M, M[r¢]]-mensurével.

Para as fungoes complexas mensuraveis vale a mesma afirmacao feita sobre as fungoes reais: elas formam uma algebra.
Mais precisamente, tem-se
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Proposigao 33.17 Se f: M — C e g: M — C sdo ambas [M, M[r¢]|-mensurdveis, entio

1. Para todos o, 8 € C vale que af + Bg é [M, M[r¢]]-mensurdvel.

2. O produto f - g é [M, M[r¢]]-mensurdvel. m]

Prova. A prova é elementar com o que acumulamos até aqui, pois é ficil provar (usando as Proposigoes 33.13 e 33.15)
que as partes reais e imaginarias de af + g e de f- g sao [M, M[rr]]-mensurdveis. Dai, pela Proposi¢ao 33.16, a.f + g
e f-gsio [M, M[r¢]]-mensurdveis. ]

33.C Prova do Lema 33.3

A prova (extraida com modificacoes de [141]) consiste em exibir uma sequéncia f, de fun¢des simples mensurdveis e
nao-negativas e verificar as propriedades. A sequéncia é

n2"

a0 = 3 (A2 wna@ + me. @)

k=1

k-1 k k—1 k
F, = ‘fﬂ({T’ 27)) = {yez\j‘ o Sf(.r)<ﬁ} s

G, = f(n, x]) = {x€M|n<f(x) <o} .
Como por hipétese f ¢ Boreliana, ¢ imediato que F, e G, sdo mensurdveis (ou seja, elementos de M), ji que os

intervalos ["2;”1 ZkT) e [n, oo] sdo Borelianos. Assim, cada f, é uma funcéo simples e mensuravel.

onde

Queremos provar que f, é nao-decrescente e que converge a f. Para isso, é preciso entender melhor como a sequéncia
fn estd deﬁnida Para cada n, divide-se o intervalo semiaberto [0, n) em n2"™ subintervalos semiabertos menores de
tamanho 27, que sao os intervalos [2;,11 2’”7) com k variando entre 1 e n2". Os conjuntos F), ; s@o as p1é imagens por
f desses subintervalos semiabertos. A divisao de [0, n) em n2" subintervalos semiabertos de tamanho 2,, significa que
cada intervalo semiaberto [, [ +1), com ! =0, ..., n— 1, ¢ dividido em 2" intervalos semiabertos de igual tamanho, a
saber, 5.

Se z é tal que f(z) cai em [kz;nl, 2"7) entao f,(z) é definido como sendo kz’,ﬂ Se z é tal que f(z) > n, entao f,(x)

¢ definido como sendo n. Assim, para todo z, f,(z) é sempre menor o igual a f(z).

Se passarmos de n para n + 1, cada intervalo passa a ter tamanho 2"% que é a metade do anterior. Assim cada
intervalo semiaberto [£5L, £ ) passa a ser dividido em dois intervalos semiabertos disjuntos: [5:2, £) = [252, )y
2k—1

SRTT 2n+,) Como as novas subdivisoes estao contidas nas anteuore@ o valor de cada f,41(z) s6 pode aumentar em

relagdo ao de f,,. Mais precisamente, para x € F, ; a funcao f, . Apés a primeira subdivisao (ao passarmos de

nan+ 1) o conjunto F, 1 passa a ser a uniao dos dois conjunto@ dwjuntoq Fot1,26-1 € Fyp1, 2. No primeiro fp41(z)
vale 252 = E2L = f,(2) e no segundo fuii(z) = 2 > 521 = f,.(2), o que prova o que afirmamos.

Para ver que f, converge a f, observe-se que se f(x) ¢ finito, entdo para todo n > f(z) tem-se obviamente que

f(z) € [0, n) e, portanto, vale que f(z) € ["2_"1, 27,) para algum k entre 1 e n2". Teremos entdo, pela defini¢do, que

fau(x) = EL e, portanto, |fu(z) — f(z)| < 2, 0 que prova que f,(z) — f(z) quando n — oco. Se f(z) ndo é finito,

fn(x) = n para todo n, pela dcﬁmgao e, portanto, f,(x) — co quando n — .

Resta apenas provar que se f ¢ finito a convergéncia ¢ uniforme. Se A > 0 ¢é tal que 0 < f(z) < A para todo z € M,
entao é certo que se n > A tcmmos que para cada x haverd um k entre 1 ¢ n2" tal que f(z) € [k{"l, ZL) Nesse caso
fu(z) = an | fu(z) = f(z)] < 2,” Ora, o lado direito dessa desigualdade ndo depende de x, o que mostra que a mesma

é uniforme em todo M, completando a prova do Lema 33.3, pagina 1515. |
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33.D Demonstragao de (33.26)

Provemos a relagao (33.26). Temos que, para todo By vale
By = BxNM = BN (C1U---UC,) = (BxNCi))U---U(BrNCy)

sendo que a unido do lado direito é disjunta, pois (B, N C;) N (B NC;) = (C;NCj) N By = 0 para i # j. Com isso, se p1
é uma medida,

u(B) = u((BeNC U U(BNC,)) = S u(BenC) . (33.D.13)
=1

Analogamente, para todo C vale
C=CNM = CnN(BU---UBy) = (CiNBy)U---U(C;NBy)

também uma uniao disjunta e também tem-se

P
W) = u((c, AB)U---U(CiNB,) ) S G By . (33.D.14)
k=1
Assim,
? (33.0.13) L 1 Z (33.0.14)
> Ben(Be) S BuBNCG) = YN wuBNC) Z%u Cr) .
k=1 k=1 1=1 =1 k=1 =1

o que prova (33.26). Na segunda igualdade, acima, trocamos By, por 7; e a razio de podermos fazer isso ¢ a seguinte. Se
BN Cp = 0 entao u(Br N Cp) = 0, o que autoriza a substituicao. Se By N Cy # 0, entdo B = v, pois se © € By, N Cy,
vale pelas representagoes normais de (33.25) que s(z) = By e que s(z) = .

33.E A Equivaléncia das Definigoes (33.27) e (33.28)

Vamos aqui mostrar a equivaléncia das duas defini¢ées (33.27) e (33.28) da integral de Lebesgue. Nosso tratamento segue
[141], com ligeiras adaptagdes e melhorias. Vamos supor que s € S(f) e que f, ¢ uma sequéncia mondtona crescente de
fungoes simples mensuréveis de S(f) que converge a f (que tal existe, garante-nos o Lema 33.3). Vamos primeiramente

mostrar que
/ sdp < lim / fndp .
M n=ee M

Ha dois casos a tratar, I quando fM sdp = oo e IT quando [\1 sdp < oo.

I. No primeiro caso desejamos provar que fu fndp diverge quando n — co. Fagamos isso. Se s tem representagao
normal curta s(z) = Y__; skxs, (z), entio o fato de [, sdu = oo implica que existe um ko com si, > 0 e (Sk,) = 0.
Fixemos um e tal que 0 < € < sy, e definamos os conjuntos

n = {zeM| fol)+e>s(x)}.

E facil ver que A, C A, para todos m < n, pois f, é uma sequéncia crescente. Fora isso,

U A, = M.

neN
Isso se deve ao seguinte. Se € M entdo, como f,,(x) converge a f(z) < s(z), segue que para algum n grande o suficiente
teremos fp,(z) + € > s(z). Assim, todo € M pertence a algum A,.

Temos, com isso, que

Sty = SN M = Sk, | An = | (4w 0 S,)

nelN nelN
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Como Ay, N Sk, C Ap NSk, para todos m < n, podemos evocar a propriedade geral de medidas 3 da pagina 1433 e
escrever i(Sk,) = limp 00 f(An N Sky), 0 que nos diz que limy, o0 p(An N Sk,) = 00. Agora,

/fnd# >/ fnXaunsi,di > /(S—€)XAmskUd#
M M M

= /(Skn’f)XAmskﬂdﬂ
M

= (Sko *f)/ X A8k, i
JM

(Sko — €)t(An N Sky) -

A segunda desigualdade (primeira linha) se deve ai fato que em A, tem-se f,(z) > s(z) —e. A primeira igualdade
(segunda linha) se deve ao fato que em Sy, a funcgao s vale sy, .

Assim, lim / fndp > (sk, —€) [ lim p(A, N Sko)] = 00, como querfamos mostrar.
n—oo M n—oo

II. Consideremos agora o caso [, sdu < 0o. Seja s(x) = Y_;_; skxs, (z) a representagao normal curta de s. Como
Jar sdi=3"4_1 ski(Sk) < 00, segue que 1(Sy) < oo para todo k com sg > 0.

Seja T := {z € M| s(x) > 0}. B facil ver que

T:USk

iy

Tem-se entao p(T) = Z 1(Sk) < co. Vamos escolher um e fixo tal que 0 < € < ming, >o{sx}. Segue que

/ fodp > / fnXa.nT dp
M M

> / (5 =€) Xa.nr dut
M

k
sp>0

| S XannT dp — F/ Xa,nT dp
M

/ sXA.nTdp = ep(A, NT)

M

<

> /am At dp — ep(T)

N

/ sXaunr X7 dpp — ep(T)

:

/ sxTdp — / s (1= xa,0r) xr dp — ep(T)
M M

= / sdp 7/ s(XT — XAunT) dip — ep(T) .
M M

Acima, usamos em varios lugares que xa,n7 = Xa,nrX7- Na tltima igualdade usamos que fM sxrdp = fM sdp.
Agora, se definirmos s, = sup,¢; s(z) = max{si, ..., s,} > 0, teremos

/M s(xr = Xapnr)dp < s /w (X1 — Xa.n7) dip = S (;L(T) = (A N T)) .
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Pelo mesmo argumento usado na parte I, vale limy, o 1(A,NT) = p(T). Com isso, teremos que $,, (u(T) — p(A, NT)) <
€ para todos os n’s grandes o suficiente. Assim, para todos os n’s grandes o suficiente,

/fnd#>/ sdp—e—ep(T) .
M M

O lado direito nao depende de n. Logo,

lim / fodp > / sdp—e—eu(T) .

n—o00 M M

Como essa desigualdade vale para ¢ arbitrario, segue que lim / fndp > / sdpu, completando a prova para o caso
n—oo fyr Jm

II.

A desigualdade lim / fndp 2/ sdp mostra que lim / fndp > sup / sdu. Agora, como f, € S(f), é
n=ee Jyr M n=eo Sy seS(f) I m

claro que lim / fndp < sup / sdp. Isso mostra que se f, é qualquer sequéncia monétona crescente de fungoes
n=oo S v seS(f)Jm
simples mensurdveis de S(f) que converge a f vale

lim fnd/l = sup / sdu ,
noree s€S(f)

provando a equivaléncia das duas definigoes (33.27) e (33.28).

33.F Prova do Teorema da Convergéncia Mondétona

Apresentamos aqui a demonstra¢io do Teorema 33.4, o Teorema da Convergéncia Mondtona.

Prova do Teorema 33.4.10 Pelas hipéteses f = sup, ¢y fn, assim, pela discussdo da pégina 1513 sobre fungdes definidas
pelo supremo de sequéncias, f é mensurdvel.

Pelas hipéteses, a sequéncia || a fndp ou converge a algum nimero finito nao-negativo ou diverge. Assim, seja
F:=limy 00 [y; fndp com F € Ry U {oco}. Como f,(x) < f(x) para todo z, segue que [y, fndu < [, fdu. Logo,

dp . F.
< /Mf " (33.F.15)

Seja agora s € S(f), ou seja, s ¢ simples, [M, M[rr]]-mensurdvel e 0 < s < f. Tomando-se uma constante ¢ fixa no
intervalo (0, 1), definamos para cada n € IN os conjuntos

= {x € M| fu(z) > cs(z)} .
Pela Proposicio 33.12, pagina 1540, os conjuntos E,, sao todos mensurdveis (ou seja, pertencem a M). Como {f,} ¢

crescente, é também imediato que E, C E,+; para todo n.

Se x € M e f(x) = 0, entdo x € E1, pois nesse caso fi(z) = s(z) = f(z) = 0. Sex € M e f(zx) > 0, entao
es(x) < f(x), pois ¢ foi escolhido menor que 1. Como f,(xz) — f(x), haverd algum n para o qual f,(z) > cs(x) e,
portanto, & € Ey,. Isso provou que |J,cn En = M. Pelo Lema 33.4, pdgina 1518, e pela propriedade geral de medidas
do item 3, pagina 1433, isso implica que

lim sdp = / sdpu .
B, Jnm

n—o0

Como fn > fnXE,, vale que

/ fnduz/ anEﬂdu:/ fndp 2/ csd#zC/ sdu .
M M En E. E,

40A demonstragio abaixo é encontrada de forma quase idéntica em varios textos, por exemplo, em [271]
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para todo n. Tomando o limite 7 — co em ambos os lados, concluimos que F > ¢ [, s du. Como isso vale para todo ¢
entre 0 e 1, segue que F' > fM sdu. Agora, recordando que, pela defini¢ao, fM fdp = sup,eg(y) fM s dp, concluimos que
;i Jas frdp. Por (33.F.15), segue que [, fdu = F =1lim, o [, fndp. Isso completa a demonstragao do Teorem:

33.G Prova do Lema de Fatou

Prova do Lema de Fatou. Sejam as fungdes g, : M — R definidas da seguinte forma: para cada z € M tem-se
gn(z) = inf fr(z). E claro que cada g,, é ndo-negativa e, pelos comentdrios da pagina 1513, [M, M[rg]]-mensurdvel. E
também claro que gn(x) < gnt1(z) para todo n e para todo © € M e que fn(z) > gn(x), também para todo n e para

todo x € M. Agora, para cada x € M

lim g,(xz) = supgn(z) = sup 1nf fk<T> = liminf f,(z) . (33.G.16)
n—oc n>1 n>1k n—oc

(A ltima igualdade é a defini¢ao de liminf). Como f,(z) > gn(z) tem-se

/ Frdp > / In dpt

M M

nlf/ frdu > inf/ grdp .
k2n Jar

Como gn(z) < gnt1(z) para todo n, tem-se que

para todo n, e assim,

inf dp = n dp
;gn "y i A /Mg H

e, portanto,

inf / frdp > / Gn dp .
k>n Jar JM

Consequentemente,
sup inf f;c dp > qup/ Indpt .

n>1k2n n>1

Agora, por defini¢ao

liminf/ fndp = sup mt/ fedu
n M

n>l

e, além disso,
sup/ gndp = lim / gndp
n>1JM n—=oo Sy

pois / gn dp é crescente. Portanto, provamos que
M

liminf/ fndp > lim/ gndp .
n M n—o00 M

Como g, satisfaz os requisitos do Teorema da Convergéncia Mon6tona, Teorema 33.4, pagina 1526, vale que
lim / gndp = / lim g, du
n—o0 M M n—oo

liminf/ fodu > / lim g, dp . (33.G.17)
moJIMm M

[ oo

e, assim,
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Por fim, sabemos por (33.G.16) que lim g, = liminf f,(z) e, assim, (33.G.17) estabeleceu que
n—oo n—00

lim inf / fodp > / liminf f,, dy ,
n [P

que ¢ o que queriamos provar. |

33.H Prova do Teorema da Convergéncia Dominada

Seguiremos aqui [271].
Prova do Teorema da Convergéncia Dominada. E claro que se f(z) = lun f(z) e |fu(z)| < F(z) para todo n € IN e todo

x € M, entdo |f(z)| < F(z) para todo 2 € M. Como f ¢ também [M M['rc]]—monsurévcl (por ser o limite de fungoes
menburavels) entdo [, |fldp < [,, Fdu < oo e, portanto, f € £1(M, dy). Isso provou o item 1 do Teorema 33.6.

Em segundo lugar, notemos que |f — fn| < |f| + |fn]| < 2F. Assim, as fungoes g, = 2F — |f — f,,| sdo ndo-negativas
e podemos aplicar o Lema de Fatou, Lema 33.5, que diz-nos que

/ lminf(2F — [f — fu|)dp < liminf/ 2F —|f = fal)dp .
M n—oe n—oo Jy;
Por um lado, temos que
lminf(2F — |f — fu]) = 2F —limsup|f — f,| = 2F,
n—oo n—o0
pois liminf —|f — f,| = —limsup |f — f,| = 0. (Justifique!) Por outro lado,
n—00 n—oo
liminf [ (2F —|f — ful)dp = / 2Fd;t+liminf/ —|f = fauldp .
n—oo Ju Ju n—oo Jyr
Porém, vale que

liminf/ —|f = faldp = 7limsup/ If = foldu.
n—roo Jar n—oo JM

(Justifique!) Assim, provamos que

2/ Fdu < 2/ quflimsup/ If = foldu .
M M n—oo JM

Como /\1 Fdp < oo (pois F € £1(M, dp)), podemos subtrair o termo 2 [M Fdp de ambos os lados da expressao acima
e concluir que

tiwsup [ 17~ fuldn < 0
M

n—oo

Como [, |f = fuldu > 0, segue que

tin [ 1f = fulde =
n—oo

Isso provou o item 2 do Teorema 33.6. Como |f — f,| < 2F, segue que (f — f,) € £1(M, dp) e podemos aplicar (33.37)
e concluir que

lim / (f = fa)du| = 0,
n=oo | foy
ou seja,
/ fdp = lim / fndp .
M n—=oo
Isso provou o item 3 do Teorema 33.6. |
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33.1 Prova dos Teoremas 33.2 e 33.3

Aqui apresentamos a demonstracao dos Teoremas 33.2 e 33.3, os quais tratam da relagao entre as integrais de Riemann
e Lebesgue. Seguiremos essencialmente [141], que por sua vez segue [29]. Para uma outra demonstragio ligeiramente
diferente do Teorema 33.2 vide, por exemplo, [107].

Prova do Teorema 33.2. A prova que apresentamos requer o Lema de Fatou e o Teorema da Convergéncia Dominada,
tratados na Segao 33.3.4, pagina 1526.

Dada uma fungao real limitada e integrdvel por Riemann f, definida em [a, b], e dada uma parti¢ao P,, = {x1, ..., @}
de [a, b] com a =21 < ... <z, =Db, sejam as somas de Darboux

n—1 n—1
pion = 3 (wf 1)) e Dw sl = 3 (swp ) 10
k=1 \VETE = \vel

onde Iy, =[xk, Tit1) € |[Ii] = Trg1 — 2k = pr(Ik).

Definamos também as fungoes simples

n—1 n—1
o= 3 ( yiglfkf(y)) IV o (sup f(y)) Xt - (331.18)
k=1 k=1

yelp
E bastante claro que o, ¢ £, sdo fun¢des mensurdveis Borelianas, pois os intervalos Iy = [x), Tk4+1) sao Borelianos. E
também evidente que

DifPn, f] = / owduy e D[P, f] = / S duy, .
a, b) [a, b]

Se f é integravel por Riemann entao existe uma sequéncia de partigoes P1, Pa, P3, ..., com P,,+1 mais fina que P,
para todo n e tais que D;[P,, f] = p e Ds[Py, f] = p para algum p € R. Esse p é, por definicdo, a integral de Riemann
b

de f em [a, b], ou seja, p :/ f(z)dz. Assim,

a

lim / opdpr, = lim / Ypdur = p,
[a, b] n—o00 B

n—o0 [, Jia, )

lim / (Bp —on)dpr, = 0.
[a, B]

n—00

A sequéncia ¢, = X,, — 0,, ¢ nao-crescente, pois ,, é ndo-crescente e o, é nao-decrescente (certo?). Assim, a fungao
q=infgq, = lim g, é Boreliana (vide discussao & pagina 1513). Pelo Lema de Fatou (Lema 33.5, pagina 1527),
n n—o0

/ qdur, = / lim g, dur = / liminf g, dpr, < liminf/ qndpr = lim / (B, —on)dur = 0.
[, b] [a, 5] "= [a b n—o° n—o0 fi4 ) n—>00 Jia, 4]

Como ¢, = %,, — 0, > 0 (certo?), segue pela Proposigio 33.7, pagina 1519, que ¢ = 0 pr-q.t.p. em [a, b].
Como o, < f < %, para todo n, segue que f = lim o, pr-q.t.p. em [a, b]. Como f é limitada, existe M > 0 tal
n—ro00
que |f| < M. Mas isso implica também que |o,,| < M pois, por (33.1.18), vale

n—1

lonl <
k=1

A fungao constante igual a M ¢é integrdavel em [a, b] (pois f[a. oy M dur, = M(b— a) < 00). Logo, podemos aplicar

n—1
nf f(y)‘ X <MY xi = M.
L k k=1

o Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 33.6, pdgina 1528, e concluir do fato que f = lim,_o 0, que f é
integravel e que,

b
/M Fdu = T /M oudis, = lin D2, £ = p = [ f)a.
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provando a igualdade da integral de Riemann e a de Lebesgue no caso tratado. Isso encerra a prova do Teorema 33.2. B

Passemos agora a prova do Teorema 33.3.
Prova do Teorema 33.3. (De [141], com aperfeicoamentos). A prova que apresentamos requer o Teorema da Convergéncia
Monétona, tratado na Segao 33.3.4, pagina 1526.

n
Seja a integral de Riemann f(z)dz, a qual existe para todo para n € IN, por hipétese. Pelo Teorema 33.2,
—n

f@ds = [ fdue,
-n [=n, n]

a integral a direita sendo a de Lebesgue. Podemos escrever

/ fdur, = / F X i
[=n, n] R

Agora, as fungdes f, = fX[_n,n] sd0 Borelianas, sdo nao-negativas e formam uma sequéncia nao-decrescente, pois
fn < fag1 para todo n € N, j& que [—n, n] C [~(n+ 1), n+ 1]. Assim, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia
Monoétona, Teorema 33.4, pagina 1526, e obter

n
lim f(z)dz = lim / fndur, = / (lim f,,,) dpg, = /fd;LL. (33.1.19)
n—oo Jp R \n—00 Jr

n—oo [_

Acima, o fato que lim,,—,o fr(2z) = f(z) para cada z € R é consequéncia de que [—n, n] — (—oo0, c0) quanto n — oo.
Assim, concluimos da igualdade em (33.1.19) que se f possuir uma integral de Riemann imprépria fjooo f(z)dx
(definida na Segdo 33.2.1, pagina 1505), entdo o limite lim, o [” f(2)d, existe e 6 igual a [*_ f(z)dz € R e, com
isso concluimos que ]]R fdug é finita e, portanto, f é integrdvel no sentido de Lebesgue (como f é nao-negativa, ¢ 6bvio
que f = |fl).
Por outro lado, se f for integravel no sentido de Lebesgue, entao F := f]R fdur < oo e, pela igualdade em (33.1.19),
o limite lim,, ffn f(z) dz existe e é igual a F. Portanto, para qualquer € > 0 existe ng = ng(e) € IN tal que
‘ rno

(z)dx — F‘ < €. (33.1.20)

no

Para todo intervalo finito [a, b] com [a, b] D [~n0, no] vale fX[—ng,no] < fX[a,5) < f POis f é ndo-negativa. Isso implica
[ gaws [ faus [ fduousein
[=70, no] [a, 8] R

" f(x)dz < /bf(;c)d;c < F. (33.1.21)

—no

Consequentemente, por (33.1.20) e (33.1.21),

< €.

'/abf(m)dm—F

Esse fato diz-nos que a rede [a, 8] — fj f(z) dz esté eventualmente em qualquer intervalo aberto (F —e, F +¢). (Para
a definigao de “estar eventualmente”, vide Segao 32.3, pdgina 1480). Isso diz-nos que F é um ponto limite dessa rede,
o qual, se existe, é tinico, pois R é um espago Hausdorff (vide Proposigao 32.5, pagina 1482). Assim, pela defini¢do da
Segio 33.2.1, pagina 1505, f possui uma integral de Riemann imprépria e essa ¢ igual a F := [ fdpr. |
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33.J Prova das Desigualdades de Holder e Minkowski

Prova do Teorema 33.7. Provaremos primeiro a desigualdade de Holder e dela extrairemos a de Minkowski.

A prova da desigualdade de Holder (33.44) segue os mesmos passos daquela do Teorema 27.4, pigina 27.4. Lembremos,
em primeiro lugar a desigualdade de Young (5.35), pdgina 263, que estabelece que

’ b
allrptie < 242 (33.7.22)
p g
) 11 i )
paraa>0,b>0epeqgambostaisque l <p<ooel<g<oo, eque—+—=1 Em (33.].22), a igualdade se dé se e
r q
apenas se a = b.

Notemos primeiramente que no caso de termos [M | f|P dpw = 0, a desigualdade (33.44) ¢ automaticamente satisfeita,
pois valera | f| = 0 p-q.t.p. e, portanto, |fg| = 0 p-q.t.p., o que implica que o lado esquerdo de (33.44) é nulo. O mesmo
se dé caso [), |g9/?dp = 0. No caso de termos [, |f|” du = oo a desigualdade em (33.44) ¢ também trivial. Com isso,
podemos supor que

0</ [fIPdp < oo e 0</ |g|7dp < oo
Jm Jm

Para = € M, tomemos

Y0 e
P, 94,
[ i [
A relagao (33.J.22) diz-nos que
|f ()] g (@)l 1_[f@P 1 Jg@)

i/p /q = P (P q aq ’
[/M ‘f|Pd#] [/M \g|qd4 . [fI7 du . 9" dp

Tomando a integral [, (---)dp da expressdo acima, tem-se

[ 1flaldn N T
M < 1Jm 1 Ju
1/p 1/q =
[/ \fl”du] [/ Ig\“du]
M M

P ra @[ gl
M M
o que demonstra a desigualdade de Holder (33.44).
Provemos agora a desigualdade de Minkowski (33.45). O caso p = 1, ¢ evidente, pois |f — g| < |f] + |g| implica
Ju |F=gldu < [y, 1fldp+ [y, 19| dp. Podemos entdo tomar p > 1.

Comecemos observando que para p > 1 a funcao zP é continua e convexa para z > 0. Logo
s

r
(M) < 57P+1gl?) .

Il
-

+

SR
Q=

como |f — g| < |f| + |g], segue que
S =a\" = Lo ior 3372
— ) = §(|f\ +1gl”) - (33.3.23)
Disso concluimos que se f e g pertencem a £,(M, dy), entao
F—g € LM, dp). (33.J.24)
Também de (33.J.23), extraimos que se [y, |f — g|? du = oo, entdo [, [f[Pdu+ [, |9[" du = oo e a desigualdade de

Minkowski (33.45) ¢ satisfeita. Também no caso [, |f —g|P du = 0 (33.45) ¢ satisfeita, pois ai o lado esquerdo de (33.45)
é nulo. Podemos entao supor

0 < / [f=glPdp < oo. (33.J.25)
JM
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Escrevamos agora
If =gl = 1f —gllf —glP~" < (f1+1aD1f =gt = 1f1If =gl + gl If — g7t
Isso diz-nos que )
[ =g < [ 100 -aldut [ lallr-oPtda. (35.1.26)
Jm Jum Jm
A desigualdade de Holder (33.44) diz-nos que

1/p 1/q
3 _ o1 P _ 4l(p—=1)g
s =g ran < [/M 15l du] [/M I gl du] :

onde g é tal que 1/qg+1/p =1, ou seja, ¢ = p/(p — 1). Por isso, |f — g/~ = |f — g|? e a expressdo acima faz sentido

por (33.J.24). Assim,
. 1/p . 1/q
[ =st s [ rad] [ r-arad
Jm Jnm JM

. . 1/p . 1/q
/ lgl|f —glP~ dp < U \glpdﬂ} [/ If= g\”dﬂ}
M M

Inserindo essas duas relagoes em (33.J.26), segue que

1/p 1/p 1/q
/Ayfl,f—g\"dui({/A’I\f\pdu} | vl )[/Mv—g\')du] .

Como estamos sob a suposi¢ao (33.J.25), podemos dividir ambos os lados acima por UM |f—gP d,u] 1 e,comol—1/q=
1/p, obtemos a desigualdade de Minkowski (33.45).

e, analogamente

Prova do Coroldrio 33.3. Mostraremos que a desigualdade de Holder generalizada (33.47) é consequéncia do seu caso
particular para r = 1, a desigualdade de Holder (33.44), que suporemos vélida.

Definindo-se p’ = p/r e ¢’ = ¢q/r, tem-se

Definindo-se F' = |f|", G = |g|", valerd

/ FP dp :/ |[fIPdp < oo e / G"/du :/ lg|"dp < oo
M M M M

e, portanto, F' € £,/ (M, du) e G € Ly (M, dp).

Assim,
1/r 1/r
L[ 161l an) {/ FG|
a0 1/p RN a4
F” d,u (/ G du)
M
1/17' AR
- { ran) ([ o) ]
M
/p 1/q
= (L ouran)” ([ )
M
que ¢ a desigualdade de Holder (33.47). |
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33.K Prova do Teorema de Riesz-Fischer

Seja {fn}, n € N uma sequéncia em L,(M, du) e que seja de Cauchy na norma || - ||, ou seja, para todo € > 0 existe
N(e) tal que || f, — fmllp < € para todos m e n maiores que N (e).

Vamos primeiramente mostrar que {f,} possui uma subsequéncia {g,} com a propriedade que

1
5 (33.K.27)
para todos | € IN. Vamos definir uma sequéncia crescente de nimeros inteiros e positivos Ni, k = 1, 2, 3, ... com
Nit1 > Ny, da seguinte forma: Ny é tal que || fm — fnll, < 1/2* para todos m, n > Nj. Note que uma tal sequéncia Ny,
sempre pode ser encontrada pois, por hipétese, f,, é uma sequéncia de Cauchy em | - ||, (basta tomar Ny, := N(1/2%)).
Vamos agora escolher uma sequéncia crescente de indices n; < ng < -+- < ngp—1 < n < --- tais que ny > N para
todo k. A essa sequéncia estd associada a subsequéncia {f,, }rew. Para simplificar a notacao, denotaremos gp = fn,,
k=1, 2,3, .... Disso ¢ imediato que (33.K.27) vale, como queriamos mostrar, pois n; e nj+1 sdo maiores que Nj.

lgi+1 —allp, <

Defina-se
k oo
he =Y lgmi—al e b= lgw—al.
=1 =1

Pela desigualdade de Minkowski e por (33.K.27), vale para cada k que

& K &

1
Mo —all| <D llgn—al, <> o
=1 P =1 =1

k 1 P

=1

Bl =

Logo,

Pelo Lema de Fatou, segue que

& »
1
/M li}:iiong(hk)” dp < llggl;olf /\[ (hi)P dp < hklggon‘ <l§_1 5 ) =1

Agora, como {hi, k € IN} é uma sequéncia nao-decrescente, {(hy)?, k € IN} também o é e converge a h”. Logo,
lim inf (hy)? = AP e concluimos que
k—oo

/ hdp < 1,

M

o que implica que [|h]|, < 1. Disso segue que h(x) < 0o p-q.t.p. Assim, provamos que a série

=
=
+

M=

(9l+1(-7?) - gl(m))

converge absolutamente para p-quase todo x (ou seja, sé nao converge absolutamente em um conjunto de medida
nula). Note-se agora que

Assim, concluimos que lgn gn(z) existe p-q.t.p.
n-roo

Vamos denotar por G o conjunto dos z’s em M onde esse limite existe (como vimos p(M \ G) = 0) e definamos uma
fungao f : M — C da seguinte forma:

lim gn(z), parazeG
f(m) = n—oo
0, parax € M\ G
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Queremos provar que || f — fnll, = 0 para n — oo, ou seja, que a fungao f definida acima é o limite em L, (M, du) da
sequéncia { f,}. Fixando € > 0, sabemos que se m e n forem maiores que N (¢) valerd | f,, — fm||, < €. Logo, o Lema de
Fatou diz-nos que se m > N (e),

/ |f = fmlPdp < / liminf [g; — fm|P dp < liminf/ |9t — fmlPdp = liminf (|gr — fllp)” < €. (33.K.28)
" M oo [y =00
Isso provou que f — fp, € L,(M, dp). Como f = fp, + (f — fm), isso implica que f € £,(M, dp), pois £,(M, dp) é

um espago vetorial. Sem perda de generalidade, podemos tomar f € L,(M, du) também (certo?). Ao mesmo tempo,
(33.K.28) afirma que ||f — f| — 0 para m — oco.

Assim, mostramos que a sequéncia de Cauchy {f,} de L,(M, du) possui um limite na norma || - ||, que é também
elemento de Ly, (M, du). Isso provou que Ly,(M, du) é um espaco métrico completo na norma de Ly, (M, dpu), completando
a demonstragao. ]



