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34.4.4.3 O Prinćıpio de Equivalência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1802

34.4.5 O Lema de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1806

34.4.6 Pontos Conjugados e a Equação de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1810

34.4.6.1 A Equação de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1810

34.4.6.2 Pontos Conjugados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1812

34.5 Campos de Killing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1814

34.6 A Estrutura Causal de Variedades Lorentzianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1818

34.6.1 A Identidade de Raychaudhuri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820
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N
este caṕıtulo daremos continuidade ao Caṕıtulo 33, página 1667, introduzindo agora noções de natureza geométrica
no estudo de variedades diferenciáveis, noções tais como a de tensor métrico, a de tensor métrico Riemanniano, a
de tensor métrico semi-Riemanniano, a de tensor métrico Lorentziano, a de conexão afim, a de tensor de torção,

a de derivação covariante, a de transporte paralelo, a de curva geodésica, a de conexão de Levi-Civita, a de tensor de
curvatura etc. Todos esses temas fazem parte da área da Matemática denominada Geometria Diferencial e encontram
aplicações importantes em F́ısica na Teoria da Relatividade Geral. Uma lista de referências bibliográficas para os assuntos
aqui discutidos encontra-se na introdução ao Caṕıtulo 33, página 1667.

34.1 Tensores Métricos Riemannianos e Semi-Riemannianos

Em tudo o que segue denotaremos por C∞(M) o conjunto das funções infinitamente diferenciáveis com valores em R de-
finidas em uma variedade diferenciávelM e por X (M) o conjunto dos campos vetoriais reais infinitamente diferenciáveis
também definidos em M .

• Tensores Métricos semi-Riemannianos

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão m. Seja g um campo tensorial de tipo (0, 2), ou seja, uma aplicação
g : X (M)× X (M) → R tal que para cada p ∈M a aplicação X (M)× X (M) ∋ (A, B) 7→ g(A, B)p seja bilinear, ou
seja, valha

g(A, B + C)p = g(A, B)p + g(A, C)p ,

g(A+B, C)p = g(A, C)p + g(B, C)p ,

g(aA, B)p = apg(A, B)p ,

g(A, bB)p = bpg(A, B)p ,

para todo p ∈ M , para todos A, B, C ∈ X (M) e todos a, b ∈ C∞(M). Um campo tensorial g de tipo (2, 0) é dito
ser uma tensor métrico semi-Riemanniano1, ou uma pseudométrica Riemanniana se for simétrico e não degenerado, ou
seja, se

g(A, B)p = g(B, A)p

para todo p ∈ M e para todos A, B ∈ X (M) (simetria) e se valer para todo p ∈ M que a condição g(A, B)p = 0 é
válida para todo A ∈ X (M) se e somente se B for identicamente nulo em p (não degenerescência). Suporemos também
que para cada (A, B) ∈ X (M) × X (M) a aplicação p 7→ g(A, B)p seja suficientemente diferenciável, eventualmente,
infinitamente diferenciável.

Na literatura f́ısica, um tensor métrico é muito frequentemente denominado métrica. Essa nomenclatura não é muito
adequada (e evitamos usá-la sempre que posśıvel) por confundir-se indevidamente com a noção topológica de métrica
(assunto do Caṕıtulo 24, página 1296).

• Tensores métricos Riemannianos

Um tensor métrico semi-Riemanniano g é dita ser uma tensor métrico Riemanniano se for não negativo:

g(A, A)p ≥ 0 ,

para todo p ∈ M e para todo A ∈ X (M). Tensores métricos Riemannianos ocorrem naturalmente na Geometria de
Superf́ıcies, dáı sua relevância.

Para nós, tensores métricos Riemannianos são um caso especial de tensores métricos semi-Riemannianos, de modo
que ao fazermos afirmações gerais sobre os segundos, estas valerão também para as primeiros como caso particular.

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866).
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Afirmamos que se g é um tensor métrico Riemanniano, então vale

(
g(A, B)p

)2 ≤ g(A, A)p g(B, B)p (34.1)

para todo p ∈ M e para todos A, B ∈ X (M), propriedade essa conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz. De
fato, se g é um tensor métrico Riemanniano, então para todos A, B ∈ X (M) e todo λ ∈ R vale

0 ≤ g
(
A+ λB, A+ λB

)

p
= λ2g(B, B)p + 2λg(A, B)p + g(A, A)p . (34.2)

Caso g(B, B)p = 0 a expressão (34.2) só pode ser verdadeira para todo λ ∈ R se g(A, B)p = 0, em cujo caso (34.1) é
trivialmente satisfeita (ambos os lados se anulam). Caso g(B, B)p > 0 a expressão (34.2) fica

0 ≤ g(B, B)p

(

λ+
g(A, B)p
g(B, B)p

)2

+

(

g(A, A)p −
(
g(A, B)p

)2

g(B, B)p

)

,

o que só pode ser verdadeiro para todo λ ∈ R se g(A, A)p − (g(A, B)p)
2

g(B, B)p
≥ 0, provando (34.1).

Um corolário evidente de (34.1) é que g é um tensor métrico Riemanniano se e somente se valerem as seguintes
condições para todo p ∈M :

1. g é simétrico: g(A, B)p = g(B, A)p, ∀A, B ∈ X (M),

2. g é não negativo: g(A, A)p ≥ 0, ∀A ∈ X (M),

3. g(A, A)p = 0 se e somente se Ap = 0.

De fato, se g é Riemanniano 1 e 2 são satisfeitos e se g(A, A)p = 0, teremos por (34.1) que g(A, B)p = 0 para todo Bp,
o que implica Ap = 0 pela não degenerescência de g. Por outro lado, se valerem as condições 1, 2 e 3 e g(A, B)p = 0
para todo Bp, tem-se, em particular, que g(A, A)p = 0, o que implica Ap = 0 pela condição 3, acima.

• Tensores métricos semi-Riemannianos e formas bilineares

Se g é um tensor métrico semi-Riemanniano, então para cada p ∈ M temos definida uma forma bilinear simétrica e
não degenerada em TpM por TpM × TpM ∋ (A, B) 7→ g(A, B)p ∈ R. Reciprocamente, uma forma bilinear simétrica e
não degenerada definida em cada TpM (e que seja também diferenciável) define um tensor métrico semi-Riemanniano.

No caso de g ser um tensor métrico Riemanniano a forma bilinear simétrica e não degenerada g(A, B)p é também
positiva e, portanto, define um produto escalar (ou produto interno) em TpM . Um tensor métrico Riemanniano em M ,
portanto, coincide com um produto escalar definido em cada espaço tangente TpM (e que seja também diferenciável).

• Representação em coordenadas locais

Em uma carta local de coordenadas (que denotamos por (x1, . . . , xm)) podemos escrever um vetor A ∈ TpM como
(omitiremos a dependência com o ponto p para não sobrecarregar a notação) Ap = Ai ∂

∂xi . Assim, se g é um tensor
métrico semi-Riemanniana, teremos

g(A, B) = g

(

Ai ∂

∂xi
, Bj ∂

∂xj

)

= g

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)

AiBj = gijA
iBj ,

onde

gij := g

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)

(34.3)

são as componentes (covariantes) do tensor métrico semi-Riemanniano g na base
{

∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xm

}
de TpM definida pelas

coordenadas locais em questão. A condição de simetria implica que gij = gji para todos os ı́ndices i, j ∈ {1, . . . , m}.
Assim, o tensor métrico semi-Riemanniano g possui m(m+ 1)/2 componentes independentes.

Alternativamente, podemos escrever
g = gijdx

i ⊗ dxj ,

JCABarata. Notas de Aula. Versão de 4 de janeiro de 2024. Caṕıtulo 34 1739/2825

com o que teremos também o pareamento2

〈
g, A⊗B

〉
=

〈

gijdx
i ⊗ dxj ,

(

Ak ∂

∂xk

)

⊗
(

Bl ∂

∂xl

)〉

= gijA
kBl

〈

dxi ⊗ dxj ,
∂

∂xk
⊗ ∂

∂xl

〉

= gijA
kBl

〈

dxi,
∂

∂xk

〉

︸ ︷︷ ︸

= δi
k

〈

dxj ,
∂

∂xl

〉

︸ ︷︷ ︸

= δj
l

= gijA
iBj = g(A, B) ,

como esperado.

• Transformação das componentes de um tensor métrico por mudanças de sistemas de coordenadas

Em um sistema de coordenadas (x′1, . . . , x′m), para o qual teremos a base no espaço tangente TpM dada por
{

∂
∂x′1 , . . . ,

∂
∂x′m

}
com ∂

∂x′a = ∂xb

∂x′a
∂

∂xb (vide (33.16)), as componentes de g serão

g′ij := g

(
∂

∂x′i
,

∂

∂x′j

)

= g

(
∂xk

∂x′i
∂

∂xk
,
∂xl

∂x′j
∂

∂xl

)

=
∂xk

∂x′i
∂xl

∂x′j
g

(
∂

∂xk
,
∂

∂xl

)

=
∂xk

∂x′i
∂xl

∂x′j
gkl .

Assim,
g = gijdx

i ⊗ dxj = g′ijdx
′i ⊗ dx′j ,

com

g′ij =
∂xk

∂x′i
∂xl

∂x′j
gkl . (34.4)

A expressão (34.4) mostra como obter as componentes de g no sistema de coordenadas (x′1, . . . , x′m) a partir das
componentes de g no sistema de coordenadas (x1, . . . , xm).

• Tensores métricos Riemannianas. O exemplo de superf́ıcies regulares

Vamos discutir um exemplo importante (também historicamente) de tensores métricos Riemannianos, a saber, aquelas
definidas sobre superf́ıcies regulares de Rn. Por conveniência, absteremo-nos na discussão deste exemplo de usar a
convenção de soma de Einstein.

Seja S uma superf́ıcie regular de dimensão m em Rn (com m ≤ n) e seja p ∈ S. Na vizinhança de p a superf́ıcie
S é descrita por n funções diferenciáveis y1

(
x1, . . . , xm

)
, . . . , yn

(
x1, . . . , xm

)
definidas em algum aberto O de Rm.

Denotaremos por
(
x1p, . . . , x

m
p

)
as coordenadas em O correspondentes ao ponto p. A aplicação diferencial











∂y1

∂x1 · · · ∂y1

∂xm

...
. . .

...

∂yn

∂x1 · · · ∂yn

∂xm











(34.5)

é injetora em todo O. Se f : Rn → R é uma função diferenciável em uma vizinhança suficientemente pequena de p, sua res-

trição a S pode ser expressa como uma função das coordenadas x1, . . . , xm: f
(

y1
(
x1, . . . , xm

)
, . . . , yn

(
x1, . . . , xm

))

.

Se considerarmos uma curva diferenciável x1(t), . . . , xm(t) em O que passe por p em t = 0 teremos para a função f

a expressão F (t) ≡ f
(

y1
(
x1(t), . . . , xm(t)

)
, . . . , yn

(
x1(t), . . . , xm(t)

))

quando restrita à imagem dessa curva em S.

Assim, pela regra da cadeia,

dF

dt
(0) =

n∑

a=1

m∑

b=1

∂f

∂ya
∂ya

∂xb
ẋb(0) ,

2Sobre a nomenclatura. Seja V um espaço vetorial e seja V ′ seu dual. Seja v′ ∈ V ′. A função V ∋ v 7→ v′(v) é muitas vezes denotada por
〈v′, v〉. Para v ∈ V e v′ ∈ V ′ a expressão 〈v′, v〉 é denominada pareamento e v′ e v, em uma tradução do inglês pairing.
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sendo as derivadas parciais calculadas em p. Considerando-se curvas como
(
x1p, . . . , x

j
p + t, . . . , xmp

)
vemos que

∂

∂xj

∣
∣
∣
∣
p

=

n∑

a=1

∂ya

∂xj
∂

∂ya
, j = 1, . . . , m .

Os vetores ∂
∂ya , a = 1, . . . , n compõem uma base de coordenadas Cartesianas do espaço ambiente Rn. Assim, a última

expressão mostra-nos como os vetores ∂
∂xj

∣
∣
p
, j = 1, . . . , m, do espaço tangente são expressos em termos dos vetores da

base Cartesiana de Rm. Lá vemos que as componentes de ∂
∂xj

∣
∣
p
nessa base são dadas por ∂ya

∂xj , a = 1, . . . , n.

No espaço ambiente existe um produto escalar natural definido entre os vetores: o produto escalar Euclidiano usual,
dado por 〈

n∑

a=1

Aa ∂

∂ya
,

n∑

b=1

Bb ∂

∂yb

〉

Rn

=
n∑

a=1

AaBa .

Segundo esse produto escalar, temos

〈

∂

∂xi

∣
∣
∣
∣
p

,
∂

∂xj

∣
∣
∣
∣
p

〉

Rn

=

n∑

a=1

∂ya

∂xi
∂ya

∂xj
,

para todos i, j ∈ {1, . . . ,m}. Trata-se de um produto escalar restrito ao espaço tangente TpS, o plano tangente a S em
p. Portanto, esse produto escalar define um tensor métrico Riemanniano com componentes

gij ≡ g

(

∂

∂xi

∣
∣
∣
∣
p

,
∂

∂xj

∣
∣
∣
∣
p

)

:=

〈

∂

∂xi

∣
∣
∣
∣
p

,
∂

∂xj

∣
∣
∣
∣
p

〉

Rn

,

sendo i, j ∈ {1, . . . ,m}, ou seja,

gij =

n∑

a=1

∂ya

∂xi
∂ya

∂xj
.

Que g define um produto escalar (forma bilinear, simétrica, positiva e não degenerada) em TpS, segue das propriedades
correspondentes do produto escalar do Euclidiano no espaço ambiente e da injetividade de (34.5).

Esse tensor métrico é denominado tensor métrico natural definido na superf́ıcie regular S. Trata-se do tensor métrico
induzido em S pelo produto escalar Euclidiano usual do espaço ambiente Rn onde S está mergulhada.

• Signatura (ou assinatura) de tensores métricos semi-Riemannianos

Retornemos agora à discussão geral.

Considerando as matrizes G e G′, com elementos de matriz (G)ij = gij e (G′)ij = g′ij , respectivamente, (34.4)
indica-nos que, por transformações de coordenadas, G e G′ relacionam-se por

G′ = PTGP , (34.6)

onde P é a matriz com elementos de matriz Pab =
∂xa

∂x′b . Assim, G é levada em G′ por um transformação de congruência
(para a definição, vide página 553).

A condição de simetria sobre um tensor métrico semi-Riemanniano g garante também que a matriz G possui auto-
valores reais e garante a possibilidade de diagonalizá-la em um ponto q ∈ M , ou seja, para q ∈ M existe uma base em
TqM tal que a matriz Gq assume uma forma diagonal3. Como g é não degenerada, G não pode conter 0 como autovalor
(justifique!).

Pela Lei da Inércia de Sylvester, Teorema 10.18, página 554, transformações de congruência, ainda que possam alterar
os autovalores de G, preservam o número de autovalores positivos, o número de autovalores negativos e o número de
autovalores nulos (sempre contando a degenerescência dos autovalores). Assim, como não ocorre o autovalor nulo, o
número de autovalores positivos e o número de autovalores negativos são uma caracteŕıstica de g, ou seja, não são
alterados por mudanças de coordenadas.

3Note-se que pode não ser posśıvel diagonalizar cada Gq simultaneamente para todo q ∈ M de modo cont́ınuo.
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O par (p, n), onde p é o número de autovalores positivos de g e n é o número de autovalores negativos de g (sempre
contando a degenerescência dos autovalores) é denominado signatura4, ou assinatura, do tensor métrico g e é, portanto,
um invariante por mudanças de sistemas de coordenadas.

Da imposição que g é não degenerada em toda a variedade M obtém-se também que a signatura de g é constante em
toda M pois, se assim não fosse, um dos autovalores teria de trocar de sinal, anulando-se, portanto, em algum ponto,
devido à continuidade de g, o que violaria a condição de não degenerescência.

O estudante há de perceber também que se trocarmos uma tensor métrico semi-Riemanniano g por −g a signatura
muda de (p, n) para (n, p).

Muitas vezes a signatura (p, n) de um tensor métrico semi-Riemanniano g é denotada por uma m-upla de p sinais

“+” e n sinais “−”:
(

+, . . . , +
︸ ︷︷ ︸

p vezes

, −, . . . , −
︸ ︷︷ ︸

n vezes

)

.

• Forma diagonal canônica

Seja g um tensor métrico semi-Riemanniano com signatura (p, n). Em um ponto espećıfico q é sempre posśıvel encon-

trar um sistema de coordenadas no qual a matrizGq assume a forma diagonal
(

+, . . . , +
︸ ︷︷ ︸

p vezes

, −, . . . , −
︸ ︷︷ ︸

n vezes

)

. De fato, como co-

mentamos, podemos escolher uma base na qual Gq assume a forma diagonal gp = diag
(
d1, . . . , dp, −dp+1, . . . , −dp+n

)
,

com dk > 0 para todo k. Reescalonando-se as coordenadas xk na forma xk →
√
dkx

k, Gq assume a forma desejada, que
denominamos forma diagonal canônica do tensor métrico semi-Riemanniano no ponto q. Como antes lembramos que em
geral só é posśıvel reduzir um tensor métrico à sua forma canônica em um ponto isolado, nem sempre sendo posśıvel
igualmente fazê-lo em uma vizinhança desse ponto.

• Tensores métricos Lorentzianas

É muito fácil perceber que um tensor métrico é Riemanniano se e somente se possuir signatura (+, . . . , +).

Além de tensores métricos com tal signatura, importantes nas Geometrias Riemannianas, há também um interesse
especial por tensores métricos com signatura (+, −, . . . , −) (ou (−, +, . . . , +), dependendo da convenção), pois são
tais tensores métricos que ocorrem na descrição do espaço-tempo na Teoria da Relatividade Geral. Tensores métricos
com signatura (+, −, . . . , −) (ou (−, +, . . . , +)), são denominadas tensores métricos Lorentzianos5.

Nestas Notas adotaremos a convenção (dita “da maioria”) de considerar tensores métricos Lorentzianos sempre com
signatura (+, −, . . . , −). O leitor seja, porém, advertido de que tal convenção não é universal em textos de F́ısica, onde
por vezes adota-se a convenção (−, +, . . . , +). A convenção (+, −, . . . , −) é mais comum na F́ısica das Part́ıculas
Elementares e na Teoria Quântica de Campos, enquanto que a convenção (−, +, . . . , +) é mais comum na Teoria da
Relatividade Geral.

• Variedades semi-Riemannianas, Riemannianas e Lorentzianas

Uma variedade diferenciávelM dotada de um tensor métrico semi-Riemanniano (Riemanniano, Lorentziana) g é dita
ser uma variedade semi-Riemanniana (Riemanniana, Lorentziana, respectivamente).

Variedades semi-Riemannianas (tais como variedades Riemannianas ou Lorentzianas) serão frequentemente denotadas
por um par (M, g), com M sendo a variedade e g sendo o tensor métrico semi-Riemanniano considerada em M .

Uma questão matematicamente importante é saber se uma variedade diferenciável M dada admite algum tensor
métrico semi-Riemanniano com uma dada signatura. Como veremos logo abaixo, toda variedade diferenciável admite
um tensor métrico Riemanniano, mas para tensores métricos Lorentzianos a situação é mais restritiva: para que uma
variedade diferenciável M admita um tensor métrico Lorentziano é necessária e suficiente ou que M seja não compacta
ou que M seja compacta, mas tenha caracteŕıstica de Euler nula (a esfera S2, por exemplo, não admite nenhum tensor
métrico Lorentziano, por ter caracteŕıstica de Euler igual a 2). Como veremos, toda variedade Lorentziana compacta
possui curvas tipo-tempo fechadas. Como essa é uma caracteŕıstica indesejada de modelos f́ısicos do espaço-tempo (por
ser o prinćıpio de causalidade violado), variedades compactas são frequentemente desconsideradas.

4A palavra signatura vem do Latim, onde significa assinatura. Existe também no Português, com o mesmo sentido, mas caiu em desuso
na linguagem comum.

5Hendrik Antoon Lorentz (1853–1928).
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• Existência de tensores métricos Riemannianos

Proposição 34.1 Toda variedade diferenciável M admite ao menos um tensor métrico Riemanniano. 2

Prova. Seja m a dimensão de M e A = {(Aλ, hλ), λ ∈ Λ} um atlas infinitamente diferenciável em M . Sejam
(x1λ, . . . , xmλ ) as coordenadas com que são descritos os pontos do aberto Aλ ⊂ M , de modo que para cada p ∈
Aλ tenhamos em TpM uma base

{

∂
∂x1

λ

∣
∣
∣
p
, . . . , ∂

∂xm
λ

∣
∣
∣
p

}

. Para A = Ai ∂
∂xi

λ

∣
∣
∣
p
e B = Bi ∂

∂xi
λ

∣
∣
∣
p
definamos nessa base

gλp (A, B) := δijA
iBj , ou seja, (gλp )ij = δij . É bastante claro que gλ é infinitamente diferenciável e define um tensor

métrico Riemanniano em Aλ. Com isso, temos um tensor métrico Riemanniano definida em cada carta local Aλ do atlas
A e, com isso, podemos evocar a Proposição 33.5, página 1681, e definir um tensor métrico g em toda M por

g(A, B)p =
∑

a∈N

Pa(p) g
λa
p (A, B) , (34.7)

onde as funções Pa compõem uma partição da unidade infinitamente diferenciável em M subordinada ao recobrimento
A. É elementar constatar que g é também um tensor métrico Riemanniano, por ser diferenciável e por valer g(A, A) ≥ 0,
sendo g(A, A) = 0 se e somente se A = 0.

• Condições para a existência de tensores métricos Lorentzianos

A Proposição 34.1 não pode ser estendida de modo a incluir tensores métricos semi-Riemannianos ou Lorentzianos.
Ainda que seja sempre posśıvel definir tensores métricos Lorentzianos em cartas locais (adotando-se, por exemplo,
(gλp )ij = ηij , com η sendo o tensor métrico de Minkowski), a extensão (34.7) não fornece necessariamente um tensor
métrico Lorentziano (não é garantido que se obtenha uma forma não degenerada nem que se obtenha a signatura
desejada). A proposição que segue fornece uma condição necessária e suficiente para que uma variedade admita um
tensor métrico Lorentziano.

Proposição 34.2 Seja M uma variedade diferenciável. Uma condição necessária e suficiente para que M admita um
tensor métrico Lorentziano é que exista um campo vetorial V ∈ X (M) com a propriedade de nunca se anular em M , ou
seja, Vp 6= 0 para todo p ∈M .

Assim, uma condição necessária e suficiente para que M admita um tensor métrico Lorentziano é que ou M seja não
compacta ou seja compacta mas possua caracteŕıstica de Euler nula. 2

Prova. Seja g algum tensor métrico Riemanniano em M (que ao menos uma exista é garantido pela Proposição 34.1).
Vamos supor que exista um campo vetorial V ∈ X (M) que nunca se anula em M . Pela hipótese g(V, V )p 6= 0 para
todo p ∈M . Defina-se

h(A, B) :=
2g(A, V ) g(B, V )− g(A, B) g(V, V )

(
g(V, V )

)2 . (34.8)

Vamos provar que h é um tensor métrico Lorentziano em M . Em primeiro lugar, h é evidentemente simétrica. Em
segundo lugar, h é diferenciável, pois g(V, V )p 6= 0 para todo p ∈M e pois todos os demais ingredientes em (34.8) o são.
Em terceiro lugar, h é não degenerada, o que se prova pelo seguinte racioćınio: se A for tal que h(A, B) = 0 para todo
B, teremos para B = V que g(A, V ) = 2g(A, V ), o que implica g(A, V ) = 0. Assim, h(A, B) = −g(A, B)/g(V, V )
para todo B e, portanto, se h(A, B) = 0 para todo B, teremos g(A, B) = 0 para todo B. Como o tensor métrico
Riemanniano g é não degenerado, isso implica que A = 0, provando que h é não degenerado.

É fácil constatar agora que h(V, V ) = 1. Ao mesmo tempo, se W é tal que g(W, V )p = 0 com g(W, W )p > 0,
teremos h(W, V )p = 0 e h(W, W )p = −g(W, W )p/g(V, V )p < 0. Disso conclui-se facilmente (exerćıcio!) que h tem a
signatura de um tensor métrico Lorentziana.

A demonstração da rećıproca é mais complexa e pode ser encontrada em e.g. [371].

Vimos que uma condição necessária e suficiente para que M admita uma tensor métrico Lorentziano é que M admita
um campo vetorial que não se anule em parte alguma em M . Por teoremas bem conhecidos da Topologia Algébrica, isso
ocorrerá se e somente se M for não compacta ou se for compacta, mas possuir caracteŕıstica de Euler nula.
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• Alguns comentários sobre notação e nomenclatura

Façamos alguns comentários e advertências gerais antes de prosseguirmos. Em primeiro lugar, o estudante principiante
não deve confundir a noção de tensor métrico, introduzida acima com a de métrica no sentido usado em Topologia (uma
noção de distância entre elementos de um conjunto, vide Caṕıtulo 24, página 1296). Com um tensor métrico Riemanniano
é posśıvel definir-se uma noção de comprimento de curvas e, com isso, uma métrica no sentido topológico, mas as duas
noções não podem ser confundidas.

Comentamos também que alguns textos usam uma notação do tipo produto escalar
〈
A, B

〉g
para designar g(A, B).

Observe-se o sup-́ındice g em
〈
A, B

〉g
. Não empregaremos essa notação para evitar confusões com o pareamento

〈
V ′, V

〉
,

onde V é um elemento de um espaço vetorial e V ′ de seu dual.

Alertamos o estudante para o seguinte ponto de nomenclatura. Tensores métricos Lorentzianos foram no passado
denominadas métricas pseudo-Riemannianas (especialmente em livros de Relatividade Geral). Hoje em dia, em textos
matemáticos, a expressão “métrica pseudo-Riemanniana” é sinônimo de “métrica semi-Riemanniana” no sentido que
usamos à página 1737. Em verdade, a expressão “métrica pseudo-Riemanniana”, em qualquer sentido, tende lentamente
ao desuso (talvez devido a um efeito psicológico nocivo no prefixo “pseudo”). As expressões “métrica Riemanniana” e
“métrica Lorentziana”, como não é raro de acontecer nas Ciências, não fazem justiça aos seus verdadeiros introdutores:
Gauss6 e Minkowski7, respectivamente.

• Tensores métricos semi-Riemannianos e medida de integração invariante em variedades

Vamos aproveitar o ensejo para introduzir uma medida de integração invariante (por difeomorfismos que preservam
orientação) em variedades. Essa breve exposição é um tanto informal e pode ser apresentada de forma muito mais geral
e elegante quando discutirmos propriedades de formas diferenciais.

Seja g um tensor métrico Riemanniano e sejam G e G′ (com (G)ij = gij e (G′)ij = g′ij) as representações matriciais

de suas componentes dois sistemas local de coordenadas (x1, . . . , xm) e (x′1, . . . , x′m), respectivamente. Como já
comentamos em (34.4) indica-nos que G e G′ relacionam-se por G′ = PTGP , onde P é a matriz com elementos de
matriz Pab =

∂xa

∂x′b . Se denotarmos por g e g′ os determinantes de G e G′, respectivamente, segue disso que

g′ = J2 g , (34.9)

onde J := det(P ) é o Jacobiano da matriz de mudança de coordenadas P .

Assim, se a mudança de coordenadas (x1, . . . , xm) e (x′1, . . . , x′m) possui Jacobiano positivo, segue que
√
∣
∣g′
∣
∣ dx′1 · · · dx′m =

√
∣
∣g
∣
∣ dx1 · · · dxm ,

pois dx1 · · · dxm = Jdx′1 · · · dx′m. Vemos com isso que
√
∣
∣g
∣
∣ dx1 · · · dxm (34.10)

provê uma medida de integração invariante por mudanças locais de coordenadas em uma variedade semi-Riemanniana
orientável.

• A “inversa” do tensor métrico

A condição de não degenerescência do tensor métrico implica que, em uma carta local de coordenadas (x1, . . . , xm),
a matriz G introduzida à página 1740, com elementos gij , possui uma inversa. Os elementos de matriz dessa inversa G−1

são denotados por gij , com ı́ndices superiores. Como veremos, essa distinção notacional de ı́ndices superiores e inferiores,
ainda que não possua nenhum significado profundo em si, é muito conveniente. Observe-se que como G é uma matriz
simétrica, G−1 também o é e vale a relação simetria gij = gji para todos os ı́ndices i, j.

Naturalmente, G−1G = 1 e GG−1 = 1, o que se escreve na forma

gijgjk = δik e gijg
jk = δki . (34.11)

Por uma mudança de sistema de coordenadas G transforma-se segundo (34.6). Logo, G−1 transforma-se como G′−1 =

P−1G−1
(
P−1

)T
. Os elementos de matriz de P são Pab = ∂xa

∂x′b e os elementos de matriz de P−1 são (P−1)ab = ∂x′a

∂xb

6Johann Carl Friedrich Gauß (1777–1855).
7Hermann Minkowski (1864–1909).
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(verifique!). Logo, a transformação dos elementos gij é

g′ij =
∂x′i

∂xk
∂x′j

∂xl
gkl . (34.12)

E. 34.1 Exerćıcio. Verifique isso e constate que essa expressão respeita as relações (34.11), como esperado. 6

Com os elementos gij é posśıvel definir um tensor g♯ : X ∗(M)×X ∗(M) → R, de tipo (0, 2), definido em uma carta
local por

g♯
(
Aidx

i, Bjdx
j
)

= gijAiBj , (34.13)

ou seja,

g♯ = gij
∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
. (34.14)

Observe-se que
g♯
(
dxi, dxj

)
= gij . (34.15)

É importante notar que as expressões (34.13) e (34.14) são invariantes por mudanças de sistemas de coordenadas. É
suficiente provar essa afirmação para (34.14). De fato,

g′
♯
= g′ij

∂

∂x′i
⊗ ∂

∂x′j
(34.12) e (33.16)

=
∂x′i

∂xk
∂x′j

∂xl
gkl
(
∂xa

∂x′i
∂

∂xa

)

⊗
(
∂xb

∂x′j
∂

∂xb

)

=
∂x′i

∂xk
∂xa

∂x′i
︸ ︷︷ ︸

= δa
k

∂x′j

∂xl
∂xb

∂x′j
︸ ︷︷ ︸

= δb
l

gkl
∂

∂xa
⊗ ∂

∂xb
= gkl

∂

∂xk
⊗ ∂

∂xl
= g♯ ,

como queŕıamos mostrar. Isso prova que g♯ tem uma existência intŕınseca, independente do sistema de coordenadas
adotado.

Agora, um pouco da nomenclatura adotada em textos de F́ısica. As componentes de g♯ em uma carta local de
coordenadas são (por definição) gij e são denominadas componentes contravariantes do tensor métrico. As componentes
gij do tensor métrico são também denominadas componentes covariantes do tensor métrico. O tensor g ≡ g♯ é também
denominado tensor métrico covariante e o tensor g♯ é também denominado tensor métrico contravariante.

• Elevando e abaixando ı́ndices

Por uma questão de simetria, vamos aqui denotar o tensor métrico g por g♯. Temos, portanto, em uma carta local,

g♯ = gij dx
i ⊗ dxj e g♯ = gij

∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
.

O tensor g♯ permite definir uma aplicação linear de X (M) em X ∗(M) que denotamos por g♯. Definimos essa
aplicação linear g♯ : X (M) → X ∗(M) como sendo a aplicação linear que a cada A ∈ X (M) associa um elemento
A♯ ≡ g♯(A) ∈ X ∗(M) de forma que

〈
A♯, B

〉
= g♯(A, B) (34.16)

seja válida para todo B ∈ X (M). Em componentes de uma carta local, escrevendo A = Ai ∂
∂xi , B = Bj ∂

∂xj e A♯ =
(A♯)kdx

k, (34.16) fica (A♯)jB
j = gijA

iBj , mostrando que (A♯)j = gijA
i.

Em resumo,

g♯

(

Ai ∂

∂xi

)

= gijA
idxj . (34.17)

É também interessante observar que, seguindo as definições acima,
(

∂

∂xi

)

♯

= g♯

(
∂

∂xi

)

= gijdx
j . (34.18)

JCABarata. Notas de Aula. Versão de 4 de janeiro de 2024. Caṕıtulo 34 1745/2825

Verifique!

Há uma construção análoga envolvendo o tensor g♯. O tensor g♯ permite definir uma aplicação linear g♯ : X ∗(M) →
X (M) como sendo a aplicação linear que a cada B ∈ X ∗(M) associa um elemento B♯ ≡ g

♯(B) ∈ X (M) de forma que

〈
A, B♯

〉
= g♯(A, B) (34.19)

seja válida para todo A ∈ X ∗(M). Em componentes de uma carta local, escrevendo A = Aidx
i, B = Bjdx

j e
B♯ = (B♯)k ∂

∂xk , (34.19) fica Ai(B
♯)i = gijAiBj , mostrando que (B♯)i = gijBj .

Em resumo,

g
♯
(
Bidx

i
)

= gijBi
∂

∂xj
. (34.20)

É também interessante observar que, seguindo as definições acima,

(
dxi
)♯

= g
♯
(
dxi
)

= gij
∂

∂xj
. (34.21)

Verifique!

Como é de se esperar, as aplicações g♯ e g♯ são a inversa uma da outra. Isso é mais facilmente constatado em uma
base de coordenadas. De fato, para todo i tem-se

g♯

(

g
♯
(
dxi
)) (34.21)

= gijg♯

(
∂

∂xj

)
(34.18)
= gijgjk

︸ ︷︷ ︸

= δi
k

dxk = dxi ,

o que, devido à linearidade de g
♯ e g♯, implica g♯ ◦ g

♯ = idX ∗(M). De maneira totalmente análoga demonstra-se que

g
♯ ◦ g♯ = idX (M). Em função disso, (34.16) e (34.19) implicam também

〈
A, B

〉
= g♯

(
A♯, B

)
= g♯

(
A, B♯

)
, (34.22)

para todos A ∈ X ∗(M) e B ∈ X (M).

Como vimos acima, a aplicação que leva um vetor A ao covetor A♯ corresponde, no que concerne às suas componentes
em uma base de coordenadas, a transformar as componentes Ai nas componentes (A♯)j = gijA

i. Analogamente, a
aplicação que leva um covetor B ao vetor B♯ corresponde, no que concerne às suas componentes em uma base de coorde-
nadas, a transformar as componentes Bj nas componentes (B♯)i = gijBj . Uma notação muito mais prática, encontrada
amiúde em livros sobre a Teoria da Relatividade Geral, omite o śımbolo ♯ das componentes dos vetores e dos covetores
e permite escrever as componentes de A♯ e B

♯ como Aj = gijA
i e Bi = gijBj , respectivamente. Assim, de um ponto de

vista notacional, no que concerne às componentes, a passagem de A a A♯ e de B a B♯ consiste em abaixar e, respecti-
vamente, elevar seus ı́ndices, transformações essas definidas pelas contrações Aj = gijA

i e Bi = gijBj , respectivamente,
com as componentes dos tensores g♯ e g

♯, respectivamente. Essas operações são inversas uma da outra, como já comen-
tamos. Componentes de vetores, com ı́ndices em cima, são frequentemente denominadas componentes contravariantes e
componentes de covetores, com ı́ndices em baixo, são frequentemente denominadas componentes covariantes.

Como tensores são elementos de produtos tensoriais dos espaços X (M) e X ∗(M), as aplicações g♯ e g♯ estendem-se
também a tensores de maneira óbvia, permitindo, analogamente, definir as operações de elevar e abaixar ı́ndices tensoriais.

• Bases em TpM e bases duais em T∗
pM

Tomemos {e1, . . . , em}, uma base de vetores em TpM , e {e1, . . . , em}, sua base dual de covetores em T∗
pM , de

sorte que para o pareamento de ei e ej, valha 〈ei, ej〉p = δij . Como em (33.18) e (33.21), escrevemos

ek = E l
k

∂

∂xl

∣
∣
∣
∣
p

e ek = Ek
l dx

l
∣
∣
p
. (34.23)

Sejam também o conjunto de vetores {e1♯, . . . , em♯} em TpM e o conjunto de covetores {e1♯, . . . , em♯} em T∗
pM

definidos por

ek
♯
:= g

♯
(
ek
)

e ek♯ := g♯ (ek) , (34.24)



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 4 de janeiro de 2024. Caṕıtulo 34 1746/2825

k = 1, . . . , m. É fácil constatar, pela invertibilidade de g♯ e g
♯ que {e1♯, . . . , em♯} compõe uma base em TpM e que

{e1♯, . . . , em♯} compõe uma base em T∗
pM . Por definição, teremos

g
(

ei
♯
, ej

)

p
=
〈
ei, ej

〉

p
= δij e g

(

ei, ej♯

)

p
=
〈
ei, ej

〉

p
= δij . (34.25)

Verifique! Teremos também
〈

ej♯, e
i♯
〉

p

(34.16)
= g♯

(

ej , e
i♯
)

p
= g

(

ei
♯
, ej

)

p

(34.25)
=

〈
ei, ej

〉

p
= δij e, portanto,

〈

ej♯, ei
♯
〉

p
= δij . (34.26)

Isso estabeleceu que a base
{
e1♯, . . . , em♯

}
é a base dual da base

{
e1

♯
, . . . , em♯

}
. Para uso futuro, resumindo as

expressões acima em uma linha, tem-se

δij =
〈
ei, ej

〉

p
= g

(

ei
♯
, ej

)

p
= g

(

ei, ej♯

)

p
=
〈

ej♯, ei
♯
〉

p
. (34.27)

Por (34.23) e (34.24) e por (34.18) e (34.21) tem-se,

ek
♯
=
(

Ek
lg

lm
) ∂

∂xm

∣
∣
∣
∣
p

=: Ekl ∂

∂xl

∣
∣
∣
∣
p

e ek♯ =
(

E l
k glm

)

dxm|p =: Ekl dx
l
∣
∣
p
.

Em particular, valem em um ponto p,

dxk
♯
= gkl

∂

∂xl
e

(
∂

∂xk

)

♯

= gkl dx
l . (34.28)

• O tensor métrico Riemanniano usual e Rn

Considere-se a variedade Rn usual, com o atlas
{
(Rn, id )

}
, composto por uma única carta com um sistema de

coordenadas Cartesianas. Dados dois campos vetoriais expressos nessa carta como A = Ai ∂
∂xi e B = Bj ∂

∂xj a expressão

g(A, B) :=

n∑

i=1

AiBi

define um tensor métrico Riemanniano em Rn, como facilmente se verifica. Note-se que g(A, B) é o produto escalar
usual de vetores em Rn, dáı denominar-se esse tensor g como o tensor métrico Riemanniano usual em Rn.

Claro está que para as componentes do tensor métrico Riemanniano usual tem-se gij = δij e para o tensor métrico
contravariante gij = δij ≡ δij .

No caso desse tensor métrico Riemanniano usual em Rn as operações de subir e abaixar ı́ndices são triviais: Ai = Ai.

Se adotarmos uma nova carta de coordenadas em Rn, essas componentes tornam-se, segundo (34.4) e (34.12),

g′ij =

n∑

k=1

∂xk

∂x′i
∂xk

∂x′j
e g′ij =

n∑

k=1

∂x′i

∂xk
∂x′j

∂xk
. (34.29)

Por conveniência, evitamos aqui adotar a convenção de Einstein. As expressões (34.29) são úteis, por exemplo, quando
expressamos certos operadores diferenciais, como o gradiente, o divergente e o Laplaciano, em sistemas de coordenadas
que não as Cartesianas em Rn. Vide Seção 34.2.4, página 1771.

E. 34.2 Exerćıcio. Seja J a matriz n× n dada por

J :=











∂x1

∂x′1 · · · ∂x1

∂x′n

...
. . .

...

∂xn

∂x′1 · · · ∂xn

∂x′n











(34.30)

e seja G a matriz n×n cujos elementos de matriz são Gij = g′ij , dados em (34.29). Constate por (34.29) que G = JTJ . Se denotarmos

por g o determinante de G, teremos, portanto, g =
(
det(J)

)2
. 6
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34.1.1 Transposição em Relação a Tensores Métricos

Seja M uma variedade diferenciável e seja V : TpM → TpM uma aplicação linear de TpM em si mesmo, de sorte que,
em uma base de coordenadas

{
∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xm

}
, tenhamos V ∂

∂xa = V b
a

∂
∂xb . Naturalmente, V define um elemento de

TpM ⊗ T∗
pM , um tensor de tipo (1, 1), a saber, podemos identificar V = V b

a
∂

∂xb ⊗ dxa.

Na Seção 33.2.3.2, página 1694, introduzimos a aplicação linear transposta V T : T∗
pM → T∗

pM como a aplicação
linear definida por (33.39). Vamos aqui tratar de uma noção similar de transposição associada a uma tensor métrico.

Dada uma aplicação linear V : TpM → TpM , como acima, definimos V † : TpM → TpM como sendo a aplicação
linear tal que

g
(
V †A, B

)

p
= g

(
A, V B

)

p
(34.31)

para todos A, B ∈ TpM . A aplicação linear V † : TpM → TpM é dita ser a g-transposta , ou g-dual, de V : TpM → TpM .

E. 34.3 Exerćıcio. De (34.31) e da definição de tensor transposto em (33.39), mostre que
(
V

†
A
)

♯
= V

T
(
A♯

)

para todo A ∈ TpM , ou seja, mostre que vale g♯ ◦ V
† = V T ◦ g♯, o que implica que

V
† = g

♯ ◦ V T ◦ g♯ , (34.32)

sendo que V T foi definido em (33.39). 6

Da definição (34.31) e da simetria de g, segue facilmente que

(
V †
)†

= V . (34.33)

Verifique!

Em coordenadas locais, escrevendo-se A = Aa ∂
∂xa , B = Bb ∂

∂xb e V † ∂
∂xa =

(
V †
)b

a
∂

∂xb , a definição (34.31) implica que

(
V †
)d

a
= gab V

b
c g

cd , ou seja ,
(
V †
)d

a
= V d

a . (34.34)

E. 34.4 Exerćıcio. Verifique! Alternativamente, use (34.32) para reobter (34.34). 6

E. 34.5 Exerćıcio. Mostre que
Tr

(
V

†
)

= Tr
(
V
)
. (34.35)

Use a primeira igualdade em (34.34). 6

E. 34.6 Exerćıcio. Mostre, usando a definição (34.31), que vale

(
V1V2

)†
= V

†
2 V

†
1 (34.36)

para quaisquer aplicações lineares V1 : TpM → TpM e V2 : TpM → TpM . Essa identidade segue também de (34.32) usando-se (33.42).
Verifique! 6

• g-transposição no espaço cotangente

O que foi desenvolvido acima deixa-se facilmente generalizar para o caso de aplicações lineares agindo no espaço
cotangente.

Seja W : T∗
pM → T∗

pM uma aplicação linear de T∗
pM em si mesmo, de sorte que, em uma base dual de coordenadas

{
dx1, . . . , dxm

}
, tenhamosWdxa =W a

b dxb. Naturalmente, W define um elemento de T∗
pM ⊗TpM , um tensor de tipo

(1, 1), a saber, podemos identificar W =W a
b dxb ⊗ ∂

∂xa .

Dada uma aplicação linear W : T∗
pM → T∗

pM , como acima, definimos W † : T∗
pM → T∗

pM por

g♯
(
W †A, B

)

p
= g♯

(
A, WB

)

p
(34.37)
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para todos A, B ∈ T∗
pM . A aplicação linear W † : T∗

pM → T∗
pM é dita ser a g-transposta , ou a aplicação g-dual, de

W : T∗
pM → T∗

pM .

E. 34.7 Exerćıcio. De (34.37) e da definição de tensor transposto em (33.40), mostre que

(
W

†
A
)♯

= W
T
(
A

♯
)

para todo A ∈ T∗
pM , ou seja, mostre que vale g

♯ ◦W † = W T ◦ g♯, o que implica que

W
† = g♯ ◦W

T ◦ g♯
, (34.38)

sendo que W T foi definido em (33.40). 6

Da definição (34.31) e da simetria de g, segue facilmente que

(
W †
)†

= W . (34.39)

Verifique!

Em coordenadas locais, escrevendo-se A = Aadx
a, B = Bbdx

b e W †dxa =
(
W †
) a

b
dxb, a definição (34.37) implica

que
(
W †
) a

d
= gabW c

b gcd , ou seja ,
(
W †
) a

d
= W a

d . (34.40)

E. 34.8 Exerćıcio. Verifique! Alternativamente, use (34.38) para reobter (34.40). 6

E. 34.9 Exerćıcio. Mostre que
Tr

(
W

†
)

= Tr
(
W

)
. (34.41)

Use a primeira igualdade em (34.40). 6

E. 34.10 Exerćıcio. Mostre, usando a definição (34.37), que vale
(
W1W2

)†
= W

†
2W

†
1 (34.42)

para quaisquer aplicações lineares W1 : T∗
pM → T∗

pM e W2 : T∗
pM → T∗

pM . Essa identidade segue também de (34.38) usando-se
(33.42). Verifique! 6

• Operadores g-simétricos

Um operador linear V : TpM → TpM é dito ser g-simétrico se

g
(
V A, B

)

p
= g

(
A, V B

)

p
(34.43)

para todos A, B ∈ TpM . Naturalmente, V é g-simétrico se e somente se V † = V , ou seja, se e somente suas componentes
em coordenadas locais satisfizerem

V b
a = V b

a em cujo caso, valem também, Vab = Vba e V ab = V ba .

Um operador linear W : T∗
pM → T∗

pM é dito ser g-simétrico se

g♯
(
WA, B

)

p
= g♯

(
A, WB

)

p
(34.44)

para todos A, B ∈ T∗
pM . Naturalmente, W é g-simétrico se e somente se W † = W , ou seja, se e somente suas

componentes em coordenadas locais satisfizerem

W a
b = W a

b em cujo caso, valem também, Wab = Wba e W ab = W ba .

• g-transposição e uma propriedade de positividade do traço

Vamos agora estabelecer uma consequência não trivial das definições de acima, a qual é válida no caso de tensores
métricos Riemannianos e possui várias utilidades. Ela será empregada na discussão sobre a identidade de Raychaudhuri
na Seção 34.6.1, página 1820.
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Proposição 34.3 Seja M uma variedade diferenciável de dimensão m e seja g um tensor métrico Riemanniano em M .
Então, vale

Tr
(
V †V

)
≥ 0 (34.45)

para toda aplicação linear V : TpM → TpM , sendo que Tr
(
V †V

)
= 0 se e somente se V = 0. Em termos das componentes

de V em um sistema de coordenadas locais essa desigualdade diz-nos que

V ab Vab = V b
a V a

b ≥ 0 . (34.46)

Enfatizamos que essa desigualdade não é necessariamente válida caso g não seja Riemanniano. 2

Prova. Sabemos por (33.30) que
(
V †V

)b

a
=
(
V †
)b

c
V c

a e, portanto, Tr
(
V †V

)
=
(
V †
)b

c
V c

b . Usando (34.34) isso se
escreve como

Tr
(
V †V

)
= gce V

e
f gfb V c

b . (34.47)

Para prosseguirmos, é conveniente escrever essa expressão fazendo uso da notação usual de matrizes. Para tal, definamos
três matrizes m×m, que denotamos por G, H e A, como sendo as matrizes cujos elementos de matriz são dados por

Gab := gab , Hab := gab e Aab := V a
b .

Como se vê, abdicamos de distinguir ı́ndices em cima e em baixo. Com isso, podemos escrever (34.47) como

Tr
(
V †V

)
= GceAef HfbAcb .

Usando as regras usuais de operação com matrizes, o lado direito se escreve como

GceAef Hfb Acb = Tr
(

GAHAT
)

(34.48)

onde Tr agora descreve o traço usual de matrizes m×m e AT descreve a transposta usual da matriz A (ou seja, AT é a
matriz cujos elementos satisfazem

(
AT
)

ab
= Aba).

Observemos agora que H = G−1 (assim foi definido o tensor métrico contravariante de componentes gab, com ı́ndices
em cima). Fora isso, tanto G quanto H são matrizes simétricas, ou seja, vale que GT = G e HT = H (pois o tensor
métrico é simétrico). Por fim – e este é um ponto crucial – G e H são matrizes positivas (i.e., simétricas com autovalores
positivos), pois g é suposta ser um tensor métrico Riemanniano. Portanto, ambas possuem ráızes quadradas8, ou seja,

existem matrizes positivas e simétricas G1/2 e H1/2 tais que
(
G1/2

)2
= G e

(
H1/2

)2
= H . Com isso, podemos escrever

o lado direito de (34.48) da seguinte forma:

Tr
(

GAHAT
)

= Tr

(

G1/2G1/2AH1/2H1/2AT

)

= Tr

((

H1/2ATG1/2
)

G1/2AH1/2

)

= Tr

((

G1/2AH1/2
)T(

G1/2AH1/2
))

≥ 0 ,

sendo que acima usamos a propriedade ćıclica do traço na segunda igualdade e o fato bem conhecido que Tr
(
MTM

)
≥ 0

para qualquer matriz m×m real M .

Isso estabeleceu que Tr
(
V †V

)
≥ 0. Se Tr

(
V †V

)
= 0, então devemos ter G1/2AH1/2 = 0, o que (já que G1/2 e

H1/2 são inverśıveis) implica A = 0 e, portanto, V = 0. A relação (34.46) segue diretamente de (34.45) escrevendo-se
explicitamente Tr

(
V †V

)
em termos das componentes de V .

A Proposição 34.3 permite-nos introduzir um produto escalar (real) no espaço dos operadores lineares definidos em
TpM , a saber:

〈
U, V

〉
≡
〈
U, V

〉

p
:= Tr

(
U †V

)
.

8Vide Seção 10.5.1, página 549. Para um tratamento ainda mais geral, vide Teorema 40.30, página 2273.
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E. 34.11 Exerćıcio. Mostre que
〈
U, V

〉
, acima, define de fato um produto escalar (real). Para provar diretamente a propriedade de

simetria
〈
U, V

〉
=

〈
V, U

〉
, use (34.35) e as propriedades (34.33) e (34.36). (Lembre-se, porém, que a simetria segue da positividade e

da bilinearidade. Vide Teorema 3.1, página 261). 6

Em coordenadas locais, escreve-se
〈
U, V

〉
= Uab Vab .

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (vide página 261) para esse produto escalar, tem-se que

(

Tr
(
U †V

))2

≤ Tr
(
U †U

)
Tr
(
V †V

)
. (34.49)

Em coordenadas locais, isso fica
(

Uab Vab

)2

≤
(

U cd Ucd

)(

V ef Vef

)

, (34.50)

desigualdade essa válida, como já dissemos, no caso de tensores métricos Riemannianas.

Tomando-se V = 1 (ou seja, V a
b = δab) em (34.49), obtém-se

(
Tr(U)

)2 ≤ mTr
(
U †U

)
, ou seja,

(
Ua

a

)2 ≤ m
(
U c

d U
d

c

)
, (34.51)

e se U for g-simétrico, isso fica

(
Tr(U)

)2 ≤ mTr
(
U2
)
, ou seja,

(
Ua

a

)2 ≤ m
(
U c

d U
d
c

)
. (34.52)

Uma ligeira variante dessa desigualdade será obtida para um tensor U espećıfico na discussão sobre a identidade de
Raychaudhuri na Seção 34.6.1, página 1820.

34.2 Conexões Afins

A noção de conexão afim tem suas origens no estudo da Geometria de Superf́ıcies, mas sua definição geral e sua teoria
básica foram criadas por Gerhard Hessenberg9, em 191710, inspirado nas noções de derivação covariante e de transporte
paralelo, desenvolvidas por Christoffel11 [88], Ricci12 e Levi-Civita13. Na década de 1920, em vários trabalhos, essa
noção foi sistematizada e estendida por Élie Cartan14, que introduziu entre outras a noção de torção15, da qual falaremos
adiante, em 192216.

Um ponto importante a se notar é que muitos desses trabalhos fazem referência aos trabalhos de Einstein sobre a
Teoria da Relatividade Geral, atestando assim a importância dessa teoria no desenvolvimento da Geometria Diferencial
e, consequentemente, da Matemática.

A noção de conexão é fundamental por permitir introduzir uma noção de paralelismo entre vetores de espaços tangentes
distintos e por permitir formalizar a noção de curvatura no contexto de variedades diferenciáveis Riemannianas ou pseudo-
Riemannianas.

Vamos apresentar a definição formal da noção de conexão afim e algumas de suas propriedades para posteriormente
discutir sua motivação à luz da noção de transporte paralelo em superf́ıcies regulares. Preferimos essa ordem de apre-
sentação, pois a mesma enfatiza os aspectos operacionais mais relevantes.

Na Seção 36.2.5, página 1911, do Caṕıtulo 36, apresentamos como a noção de derivação covariante emerge no contexto
mais concreto de superf́ıcies regulares em R3, onde a mesma originalmente surgiu.

9Gerhard Hessenberg (1874–1925).
10A publicação original é: Gerhard Hessenberg, “Vektorielle Begründung der Differentialgeometrie”, Mathematische Annalen, 78 (1):

187–217 (1917), doi:10.1007/bf01457097.
11Elwin Bruno Christoffel (1829–1900).
12Gregorio Ricci-Curbastro (1853–1925).
13Tullio Levi-Civita (1873–1941).
14Élie Joseph Cartan (1869–1951).
15Segundo [374], porém, a noção de torção foi introduzida por Einstein em uma tentativa de unificar sua teoria de Gravitação com o

Eletromagnetismo.
16Algumas referências para trabalhos originais de Cartan: 1o Élie Cartan. “Sur une généralisation de la notion de courbure de Riemann et

les espaces à torsion.” C. R. Acad. Sci. (Paris) 174, 593–595 (1922). 2o Élie Cartan. “Sur les variétés à connexion affine et la théorie de la

relativité généralisée.” Part I: Ann. Éc. Norm. 40, 325–412 (1923) and ibid. 41, 1–25 (1924); 3o Part II: ibid. 42, 17–88 (1925).
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34.2.1 Conexões Afins em Campos Vetoriais

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão m e seja X (M) o conjunto de todos os campos vetoriais infinitamente
diferenciáveis em M .

Para o que segue, recordemos também a seguinte definição. Seja A ∈ X (M) e seja f ∈ C∞(M). Em (33.63), página
1706, definimos A(f) ∈ C∞(M) por

A(f) := Ai ∂f

∂xi
(34.53)

em uma carta local de coordenadas. Essa definição é, porém, válida, em todas as cartas locais de coordenadas, dado
que o lado direito é invariante por mudanças de cartas locais. Aqui Ai são as componentes de A na base definida pelas
coordenadas locais: A = Ai ∂

∂xi .

• Definindo a noção de conexão afim

Uma aplicação ∇ : X (M) × X (M) → X (M), que a cada par (A, B) ∈ X (M) × X (M) de campos vetoriais
infinitamente diferenciáveis definidos em M associa um campo vetorial infinitamente diferenciável denotado por ∇AB ∈
X (M) é dita ser uma conexão afim17 se possuir as seguintes propriedades: para todos A, B, C ∈ X (M) e todas as
funções f, g ∈ C∞(M) valem

∇fA+gBC = f∇AC + g∇BC , (34.54)

∇A(fB) = f∇AB +A(f)B e ∇A(B + C) = ∇AB +∇AC , (34.55)

com A(f) definida em (34.53).

A propriedade (34.54) afirma, em particular, que uma conexão afim (A, B) 7→ ∇AB é linear em sua dependência com
o primeiro campo vetorial (aquele indicado como sub́ındice)18. A propriedade (34.55) refere-se à dependência de ∇ com o
segundo campo vetorial e reúne aditividade (∇A(B+C) = ∇AB+∇AC) e a regra de Leibniz (∇A(fB) = f∇AB+A(f)B).
Assim, a propriedade (34.55) aponta-nos para o fato de que uma conexão afim age de forma semelhante a um operador
diferencial. Mais sobre isso adiante.

Muitas vezes nos referiremos a uma tripla (M, g, ∇) como composta por uma variedade diferenciável M dotada de
um tensor métrico semi-Riemanniano g e de uma conexão afim ∇.

• A diferença de duas conexões afins

Um ponto importante a se notar sobre as propriedades definidoras acima é que se ∇(1) e ∇(2) são duas conexões afins,
então sua diferença D := ∇(1) − ∇(2), definida como a aplicação X (M) × X (M) ∋ (A, B) 7−→ D(A, B) ∈ X (M)
dada por

D(A, B) ≡ (∇(1) −∇(2))AB := ∇(1)
A B −∇(2)

A B , (34.56)

satisfaz,

D(fA+ gB, C) = fD(A, C) + gD(B, C) e D(A, fB + gC) = fD(A, B) + gD(A, C) ,

para quaisquer A, B ∈ X (M) e quaisquer f, g ∈ C∞(M), ou seja,

(
∇(1) −∇(2)

)

fA+gB
C = f

(
∇(1) −∇(2)

)

A
C + g

(
∇(1) −∇(2)

)

B
C ,

(
∇(1) −∇(2)

)

A
(fB + gC) = f

(
∇(1) −∇(2)

)

A
B + g

(
∇(1) −∇(2)

)

A
C .

Verifique! Assim, D é linear na sua dependência nos dois campos vetoriais, definindo, portanto, um tensor de ordem
(1, 2). As componentes desse tensor serão estudadas no Exerćıcio E. 34.12, página 1754.

• Os coeficientes de uma conexão afim

Ainda que a definição de conexão afim, apresentada acima, tenha sido introduzida de forma intŕınseca, é muito
importante que saibamos expressá-la em coordenadas locais. Seja p ∈ M e seja uma carta de coordenadas locais que
permita expressar os pontos de uma vizinhança de p em termos de coordenadas (x1, . . . , xn). Dentro dessa carta local

17A razão dessa adjetivação “afim” é esclarecida na discussão que segue a eq. (34.63), página 1754.
18Em verdade, trata-se de algo além de simples linearidade, pois f e g são funções, não sendo necessariamente constantes, portanto.
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temos definidos os campos vetoriais diferenciáveis ∂
∂xi , i = 1, . . . , n que em cada ponto da carta compõe uma base no

correspondente espaço tangente. Naturalmente, ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj define um campo vetorial diferenciável o qual pode também

ser expresso em cada ponto em termos da base
{

∂
∂xi , i = 1, . . . , n

}
:

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γk

ij

∂

∂xk
. (34.57)

Os coeficientes Γk
ij são denominados coeficientes da conexão afim ∇ , ou como śımbolos da conexão afim ∇ . Alguns

textos também se referem aos coeficientes Γk
ij como śımbolos de Christoffel19, mas preferimos reservar essa nomenclatura

para o caso particular dos coeficientes de conexões de Levi-Civita20 (que introduziremos adiante).

É de se notar que, por definição, os coeficientes Γk
ij são funções infinitamente diferenciáveis em M , ou seja, em

cada ponto p, e em uma carta local, os coeficientes Γk
ij dependem de forma infinitamente diferenciável das coordenadas

(x1, . . . , xn) de p. Além disso, é de se notar que, sem outras hipóteses sobre a conexão afim ∇, esta possui n3 coeficientes
independentes.

Para melhor revelarmos o uso dos coeficientes de uma conexão afim ∇, façamos as seguintes considerações. Sejam
A, B ∈ X (M) expressos em termos dessas coordenadas locais como A = Ai ∂

∂xi e B = Bj ∂
∂xj . Usando as propriedades

definidoras (34.54) e (34.55) da definição de conexão afim, teremos

∇AB = ∇Ai ∂

∂xi
B

(34.54)
= Ai∇ ∂

∂xi
B = Ai∇ ∂

∂xi

(

Bj ∂

∂xj

)
(34.55)
= AiBj∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
+Ai ∂B

j

∂xi
∂

∂xj

= AiBjΓk
ij

∂

∂xk
+Ai ∂B

j

∂xi
∂

∂xj

e, assim,

∇AB =

[

Ai ∂B
k

∂xi
+AiBjΓk

ij

]
∂

∂xk
. (34.58)

A equação (34.58) é muito útil por permitir uma expressão concreta de uma conexão afim em uma carta local de
coordenadas e é empregada amiúde na Teoria da Relatividade Geral.

A expressão (34.58) torna claro que, em cada ponto p e em uma carta local, ∇AB depende das componentes de A e
B nessa carta calculadas em p e das derivadas parciais das componentes de B em relação às coordenadas dessa carta,
também calculadas em p, ou mais precisamente, da derivada direcional das componentes de B na direção de A.

Por fim, comentemos que, pela definição (34.57), podemos escrever em cada ponto p

Γk
ij(p) =

〈

dxk, ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

〉

p

, (34.59)

onde 〈·, ·〉p denota o pareamento entre elementos do espaço cotangente T∗
pM e do espaço tangente TpM . É útil observar

também que

g

(
∂

∂xk
, ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)

p

= Γl
ij(p) g

(
∂

∂xk
,

∂

∂xl

)

p

= gkl(p) Γ
l
ij(p) . (34.60)

• Alguns comentários importantes sobre a notação e a nomenclatura

É importante que o estudante familiarize-se com outras notações frequentemente empregadas na literatura, especial-
mente na literatura de F́ısica, para denotar algumas das expressões e noções que introduzimos acima.

Os elementos ∂
∂xi , i = 1, . . . , n, de uma base local de coordenadas são frequentemente denotados por ∂i, sendo a

referência às coordenadas (x1, . . . , xn) apenas impĺıcita.

A expressão ∂Bk

∂xi , que ocorre, por exemplo, em (34.58), e que representa a derivada parcial da k-ésima componente
de um campo B em relação à i-ésima coordenada de uma carta local, é frequentemente denotada de forma simplificada

19Elwin Bruno Christoffel (1829–1900).
20Tullio Levi-Civita (1873–1941).
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por ∂iBk ou por Bk
,i (estando novamente impĺıcito com qual sistema de coordenadas se está lidando):

∂Bk

∂xi
≡ ∂iB

k ≡ Bk
,i .

Se escrevermos (na carta local em questão) ∇AB =
(
∇AB

)k ∂
∂xk , vemos que

(
∇AB

)k
= Ai ∂B

k

∂xi
+AiBjΓk

ij = AiBk
,i +AiBjΓk

ij ,

que são as componentes de ∇AB na base
{

∂
∂xi , i = 1, . . . , n

}
.

Devido à propriedade (34.54) da definição de conexão afim, a expressão ∇AB podem ser escrita como a combinação
linear Ai∇ ∂

∂xi
B. Muitas vezes o śımbolo ∇ ∂

∂xi
é simplificado para

∇ ∂

∂xi
≡ ∇i .

Dessa forma, escreve-se
∇AB = Ai∇iB .

Assim também, os coeficientes
(
∇iB

)k
de ∇iB são

(
∇iB

)k
= ∂Bk

∂xi +BjΓk
ij . Na literatura, especialmente na literatura

de F́ısica, os coeficientes
(
∇iB

)k
são frequentemente denotados por Bk

;i. Assim,

Bk
;i =

∂Bk

∂xi
+BjΓk

ij = ∂iB
k +BjΓk

ij = Bk
,i +BjΓk

ij . (34.61)

A componente
(
∇iB

)k
é também denotada por ∇iB

k, ou seja, ∇iB
k ≡ Bk

;i.

Resumindo,

∇ ∂

∂xi
B = ∇iB =

(
∇iB

)k ∂

∂xk
=
(
∇iB

k
) ∂

∂xk
= Bk

;i
∂

∂xk
,

ou
∇ ∂

∂xi
B = ∇iB =

(
∇iB

)k
∂k =

(
∇iB

k
)
∂k = Bk

;i∂k ,

com
(
∇iB

)k
= ∇iB

k = Bk
;i =

∂Bk

∂xi
+ BjΓk

ij = ∂iB
k +BjΓk

ij = Bk
,i +BjΓk

ij . (34.62)

O śımbolo ∇i é denominado operador de derivação covariante em relação à i-ésima coordenada. O śımbolo ∇A

é denominado operador de derivação covariante ao longo do campo A. A expressão ∇iB é denominada a derivada
covariante do campo B em relação à i-ésima coordenada. A expressão ∇iB

k ou Bk
;i é denominada a derivada covariante

da k-ésima coordenada do campo B em relação à i-ésima coordenada. Com um certo abuso de linguagem, ∇iB
k e Bk

;i

são também ditas serem a derivada covariante do campo B, o que é natural, já que ∇i

(
Bk ∂

∂xk

)
=
(
∇iB

k
)

∂
∂xk = Bk

;i
∂

∂xk .

• A transformação dos coeficientes de uma conexão afim por mudanças de cartas de coordenadas

Vamos agora discutir como os coeficientes de uma conexão afim transformam-se quando de uma mudança de sistema
de coordenadas. Em dois sistemas de coordenadas (x1, . . . , xn) e (x′1, . . . , x′n) os coeficientes de uma conexão afim ∇
são dados por

Γk
ij(p) =

〈

dxk, ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

〉

p

e Γ′k
ij(p) =

〈

dx′k, ∇ ∂

∂x′i

∂

∂x′j

〉

p

,
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respectivamente. Vide (34.59). Vale, portanto,

Γ′k
ij(p) =

〈

dx′k, ∇ ∂

∂x′i

∂

∂x′j

〉

p

=

〈
∂x′k

∂xa
dxa, ∇ ∂

∂x′i

(
∂xb

∂x′j
∂

∂xb

)〉

p

=
∂x′k

∂xa

〈

dxa, ∇ ∂

∂x′i

(
∂xb

∂x′j
∂

∂xb

)〉

p

(34.55)
=

∂x′k

∂xa

〈

dxa,

(
∂2xb

∂x′i∂x′j
∂

∂xb
+
∂xb

∂x′j
∇ ∂

∂x′i

∂

∂xb

)〉

p

=
∂x′k

∂xa
∂2xb

∂x′i∂x′j

〈

dxa,
∂

∂xb

〉

p
︸ ︷︷ ︸

= δa
b

+
∂x′k

∂xa
∂xb

∂x′j

〈

dxa, ∇ ∂

∂x′i

∂

∂xb

〉

p

=
∂x′k

∂xa
∂2xa

∂x′i∂x′j
+
∂x′k

∂xa
∂xb

∂x′j

〈

dxa, ∇ ∂xc

∂x′i
∂

∂xc

∂

∂xb

〉

p

(34.54)
=

∂x′k

∂xa
∂2xa

∂x′i∂x′j
+
∂x′k

∂xa
∂xb

∂x′j
∂xc

∂x′i

〈

dxa, ∇ ∂
∂xc

∂

∂xb

〉

p

=
∂x′k

∂xa
∂2xa

∂x′i∂x′j
+
∂x′k

∂xa
∂xb

∂x′j
∂xc

∂x′i
Γa

cb(p) .

Assim, reescrevendo um pouco a última expressão, a transformação entre os coeficientes da conexão afim ∇ é dada por

Γ′k
ij =

∂x′k

∂xa
∂xb

∂x′i
∂xc

∂x′j
Γa

bc +
∂x′k

∂xa
∂2xa

∂x′i∂x′j
. (34.63)

O primeiro termo, ∂x′k

∂xa
∂xb

∂x′i
∂xc

∂x′j Γ
a
bc, corresponde à fórmula usual de transformação de tensores do tipo (2, 1), mas há

um segundo termo ∂x′k

∂xa
∂2xa

∂x′i∂x′j , independente dos coeficientes Γ, que mostra que os coeficientes de uma conexão afim não
se transformam como um tensor, mas sofrem uma transformação afim21, dáı ∇ ser chamada de conexão afim.

E. 34.12 Exerćıcio. Sejam ∇(1) e ∇(2) duas conexões afins cujos coeficientes em uma carta local sejam (Γ(1))kij e (Γ(2))kij ,

respectivamente. Seja D = ∇(1) − ∇(2) o tensor definido em (34.56) , dado pela diferença das duas conexões. Escrevamos D(A, B)
em coordenadas locais como D(A, B) = AiBjDk

ij
∂

∂xk , com Dk
ij sendo as componentes de D nessas coordenadas. Mostre que

Dk
ij = (Γ(1))kij − (Γ(2))kij e conclua, usando (34.63), que a expressão para a transformação das componentes do tensor D por

mudança de coordenadas é

D
′k

ij =
∂x′k

∂xa

∂xb

∂x′i

∂xc

∂x′j
D

a
bc .

6

• O caráter local de uma conexão afim

A expressão (34.58), que representa a expressão local da conexão afim ∇ em uma carta local de coordenadas, permite
discutir um aspecto muito relevante da noção de conexão afim, a saber, o seu caráter local. Se h for uma carta de
coordenadas para uma vizinhança aberta de um ponto p ∈ M , podemos escrever (34.58) em p de uma forma um tanto
mais precisa (e talvez pedante) como

∇AB(p) =

[

Ai
(
h(p)

) ∂Bk

∂xi
(
h(p)

)
+Ai

(
h(p)

)
Bj
(
h(p)

)
Γk

ij

(
h(p)

)
]

∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h(p)

.

21Uma transformação afim em R3, por exemplo, é uma transformação que leva um vetor ~x em R~x + ~y, onde R é uma matriz de rotação.
Assim, trata-se de uma transformação envolvendo uma rotação e uma translação. Compare-se com (34.63).
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com h(p) = (x1, . . . , xm), as coordenadas de p na carta local. Da contemplação dos termos dessa expressão, ficam
bastante claras os seguintes fatos concernentes à dependência de ∇AB(p) em A e B: 1o ∇AB(p) depende dos valores
das componentes de A no ponto p (mais precisamente, dos valores de suas componentes em sua representação local em
h(p)); 2o ∇AB(p) depende dos valores das componentes de B no ponto p (dos valores de suas componentes em sua

representação local em h(p)) e dos valores da derivada direcional de B na direção A, tal como expresso no termo Ai ∂Bk

∂xi ,
sempre no ponto h(p).

Essas considerações nos mostram que se v = vi ∂
∂xi

∣
∣
h(p)

é um vetor em TpM (definido, portanto, em apenas um

ponto) a expressão ∇vB(p) está bem definida enquanto

∇vB(p) :=

[

vi
∂Bk

∂xi
(
h(p)

)
+ viBj

(
h(p)

)
Γk

ij

(
h(p)

)
]

∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h(p)

. (34.64)

No sentido expresso em (34.64), uma conexão afim ∇ pode, portanto, ser também considerada para cada p ∈M enquanto
uma aplicação ∇ : TpM × X (M) → TpM .

Como antes, a dependência de ∇vB(p) em B se dá nas componentes de B em h(p) na carta local e na derivada
direcional de B na direção de v, também em h(p) e na carta local.

Para futura referência, observemos que (34.64) implica

(

∇v
∂

∂xa

)

(p) = vi Γk
ia

(
h(p)

) ∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h(p)

. (34.65)

• A noção de derivação covariante ao longo de curvas diferenciáveis

Seja c : I ∋ t 7→ c(t) ∈M uma curva diferenciável em M , onde I é algum intervalo de R. Seja V um campo vetorial
definido ao longo da imagem de c e seja (V ◦ c)(t) = V

(
c(t)
)
∈ Tc(t)M , para todo t ∈ I. Se t 7→ V ◦ c(t) for k-vezes

diferenciável, dizemos que V é um campo vetorial k-vezes diferenciável definido ao longo de c. No que segue vamos
frequentemente identificar V e V ◦ c escrevendo, para evitar tornar a notação desnecessariamente complicada, V (t) em
lugar de V

(
c(t)
)
. Denotemos por Vk(c) a coleção dos campos vetoriais k-vezes diferenciáveis definido ao longo de c.

Uma derivação covariante ao longo da curva diferenciável c é uma aplicação que a cada campo vetorial em V ∈ V1(c)
associa um campo vetorial ao longo de c, denotado por D

dtV , de forma que valha

D

dt

(
fV
)
(t) =

df

dt
(t)V (t) + f(t)

D

dt
V (t) e

D

dt

(
V +W

)
(t) =

D

dt
V (t) +

D

dt
W (t) (34.66)

para qualquer função diferenciável f : I → R e quaisquer V, W ∈ V1(c).

De relevância aqui são campos vetoriais sobre a curva c formados por restrições de campos vetoriais sobre M à curva
c. Seja Y ∈ X (M) um campo vetorial que a cada p ∈M associa Y (p) ∈ TpM . Então, I ∋ t 7→ Y

(
c(t)
)
∈ Tc(t)M define

um elemento de V1(c).

Uma derivação covariante é dita ser uma derivação covariante associada a uma conexão afim ∇ se valer

D

dt
Y
(
c(t)
)

=
(
∇ċ(t)Y

)(
c(t)
)

(34.67)

para todo Y ∈ X (M). Aqui, a conexão afim ∇ é considerada enquanto uma aplicação ∇ : TpM × X (M) → TpM

com p ∈ M , tal como expresso em (34.64). É um exerćıcio elementar, deixado ao estudante, constatar que a expressão
(34.67), para a derivação covariante, satisfaz as condições (34.66).

Uma derivação covariante associada a uma conexão afim ao longo de uma curva diferenciável c depende da curva c e

da conexão ∇, de modo que, um tanto pedantemente, dever-se-ia denotá-la, por exemplo, por D
dt

c,∇
, o que não faremos

para evitar sobrecarregar ainda mais a já pesada notação.

Em Geometria Riemanniana e na Teoria da Relatividade, praticamente só há interesse em derivações covariantes
que sejam associadas a uma conexão afim ∇ e, em acordo com isso, só consideraremos doravante derivações covariantes
desse tipo e que, portanto, satisfaçam (34.66) e (34.67). Afirmamos que, dada uma conexão afim ∇, uma tal derivação
covariante é fixada univocamente pelas condições (34.66) e (34.67). Consideremos uma carta local onde escrevemos as
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coordenadas da curva c como h
(
c(t)
)
=
(
c1(t), . . . , cm(t)

)
e ċ(t) = ċk(t) ∂

∂xk

∣
∣
h
(
c(t)
). Nessa carta escrevemos também

V
(
c(t)
)
= V k(t) ∂

∂xk

∣
∣
h
(
c(t)
). Teremos,

D

dt
V (t) =

D

dt

(

V k(t)
∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h
(
c(t)
)

)

(34.66)
=

dV k

dt
(t)

∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h
(
c(t)
) + V k(t)

D

dt

∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h
(
c(t)
)

(34.67)
=

dV k

dt
(t)

∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h
(
c(t)
) + V k(t)

(

∇ċ(t)
∂

∂xk

)
(
c(t)
)

(34.65)
=

dV k

dt
(t)

∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h
(
c(t)
) + V j(t)ċi(t) Γk

ij

(
h
(
c(t)
)) ∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h
(
c(t)
) .

Assim,
D

dt
V (t) =

[
dV k

dt
(t) + ċi(t)V j(t) Γk

ij

(

h
(
c(t)
))
]

∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
h
(
c(t)
) (34.68)

é a expressão local para a derivação covariante dada em (34.67).

Façamos agora um comentário importante. Até aqui consideramos V (t) como a restrição à curva c de um campo
vetorial definido na variedade. De posse de (34.68), porém, podemos fazer uma extensão do conceito de derivação
covariante considerando V (t) como definido apenas sobre a curva c. A relação (34.68) está perfeitamente definida nesse
caso e também define uma derivada covariante de V , no sentido de satisfazer também as propriedades (34.66). Verifique!
Essa extensão do conceito é relevante, por exemplo, na definição de curva geodésica, como feito na Seção 34.4, página
1791.

• Transportar paralelamente ao longo de uma curva segundo uma conexão afim

Seja ∇ uma conexão afim, seja c : I →M uma curva diferenciável na variedade M e seja V : I ∋ t 7→ V (t) ∈ Tc(t)M

um campo diferenciável sobre a curva c. Seja D
dt a derivação covariante associada a ∇ ao longo de c. Dizemos que V é

transportado paralelamente ao longo de c segundo a conexão afim ∇ se D
dtV (t) = 0 para todo t ∈ I.

Seja p um ponto da curva c e suponhamos que a parametrização dessa curva é tal que p = c(0). Se V é transportado
paralelamente segundo ∇, então se tomarmos uma carta local de coordenadas em torno de p, teremos

dV k

dt
(t) + ċi(t)V j(t) Γk

ij

(

h
(
c(t)
))

= 0 , k = 1, . . . , m ,

para todo t em um intervalo (−a, a), com a > 0. Trata-se de um sistema de m equações diferenciais ordinárias lineares
(m é a dimensão de M). Para uma condição inicial V (0) = V0 ∈ TpM , com V0 = V k

0
∂

∂xk

∣
∣
p
, a teoria das equações

diferenciais ordinárias garante-nos22 a existência e a unicidade de soluções desse sistema dentro de algum intervalo
(−a0, a0), 0 < a0 ≤ a, sendo que a0 pode também depender da condição inicial V0.

A solução V (t) do sistema acima com a condição inicial V0 ∈ TpM é dita ser o transporte paralelo do vetor V0 ∈ TpM
ao longo da curva c. Os teoremas de existência de soluções mencionados acima garantem-nos que sempre é posśıvel
transportar paralelamente qualquer vetor ao longo de um trecho (eventualmente “pequeno”, mas não vazio) de qualquer
curva diferenciável.

34.2.1.1 Conexões Afins em Campos Tensoriais

Até o momento apresentamos a definição de conexão afim enquanto operador agindo em campos vetoriais. Nosso propósito
agora é estender a definição a campos tensoriais gerais. Começamos definindo a noção de conexão agindo em campos
escalares, passando a campos covetoriais para, ao final, estendermos a definição a campos tensoriais gerais. As duas
ideias condutoras das generalizações e extensões são a associação com a noção de derivação covariante ao longo de curvas
e a ideia de que operadores de derivação devem satisfazer a regra de Leibniz.

22Vide Teorema de Picard-Lindelöf, Teorema 12.2, página 685. Vide também a generalização expressa no Teorema 25.4, página 1378.
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Seja f : M → R uma função diferenciável (f ∈ C1(M)) definida em M assumindo valores em R e seja A ∈ X (M).
Definimos ∇Af por

∇Af := A(f) (34.69)

cuja expressão local é

∇Af = Ai ∂f

∂xi
.

É claro que, com essa definição, ∇ é uma aplicação do tipo ∇ : X (M)×C1(M) → C1(M). Apesar da natureza distinta
das conexões afins anteriormente definidas como aplicações ∇ : X (M) × X (M) → X (M) continuaremos a denotá-las
pelo śımbolo ∇. Claro é também que ∇ satisfaz

∇g1A1+g2A1f = g1∇A1f + g2∇A2f , (34.70)

∇A(fg) = f∇Ag + g∇Af e ∇A(f + g) = ∇Af +∇Ag (34.71)

para quaisquer A, A1, A2 ∈ X (M) e f, g, g1, g2 ∈ C1(M).

Vamos agora estender a definição a campos covetoriais. Sejam A, B ∈ X (M) campos vetoriais e ω ∈ X ∗(M) um
campo covetorial. Definimos ∇Aω de sorte que valha a seguinte relação:

∇A

(
〈ω, B〉

)
= 〈∇Aω, B〉+ 〈ω, ∇AB〉 . (34.72)

Observe-se que a imposição dessa regra corresponde à imposição da regra de Leibniz para o emparelhamento 〈ω, B〉.
Além disso, observe-se que 〈ω, B〉 é uma função escalar diferenciável e, portanto, ∇A

(
〈ω, B〉

)
= A

(
〈ω, B〉

)
, de acordo

com a definição de acima. Fora isso, ∇AB já foi definido previamente quando definimos conexões sobre campos vetoriais.
Logo, (34.72) corresponde a definir-se ∇Aω de sorte que

〈∇Aω, B〉 = A
(
〈ω, B〉

)
− 〈ω, ∇AB〉

seja válida para todo B ∈ X (M). Em coordenadas locais o lado direito é

Ai ∂(ωkB
k)

∂xi
− ωkA

i ∂B
k

∂xi
− ωkA

iBjΓk
ij = BkAi ∂ωk

∂xi
− ωkA

iBjΓk
ij .

Logo, a expressão local de ∇Aω é

∇Aω =

[

Ai ∂ωj

∂xi
− ωkA

iΓk
ij

]

dxj , (34.73)

e podemos escrever, em analogia a (34.62), página 1753,

∇iωj =
∂ωj

∂xi
− ωkΓ

k
ij . (34.74)

Segue também que

∇ ∂

∂xi
dxk = −Γk

ij dx
j e, portanto,

〈

∇ ∂

∂xi
dxk,

∂

∂xj

〉

= −Γk
ij .

Comparando a (34.59), vemos que

〈

∇ ∂

∂xi
dxk,

∂

∂xj

〉

= −
〈

dxk, ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

〉

. (34.75)

Com isso, definiu-se ∇ enquanto aplicação do tipo ∇ : X (M)× X ∗(M) → X ∗(M). Suas propriedades básicas são:

∇g1A1+g2A1ω = g1∇A1ω + g2∇A2ω , (34.76)

∇A(fω) = f∇Aω +A(f)ω e ∇A(ω1 + ω2) = ∇Aω1 +∇Aω2 (34.77)

para quaisquer A, A1, A2 ∈ X (M) e f, g1, g2 ∈ C1(M) e ω, ω1, ω2 ∈ X ∗(M).
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Com os ingredientes acima podemos agora apresentar a definição de ∇ agindo sobre campos tensoriais. O guia para
a definição é a regra de Leibniz, que impomos da seguinte forma: se T1 e T2 são campos tensoriais, então assumimos ser
válido que

∇A

(
T1 ⊗ T2

)
:=

(
∇AT1

)
⊗ T2 + T1 ⊗

(
∇AT2

)
.

Isso permite-nos definir recorrentemente ∇A aplicado a qualquer campo tensorial de qualquer ordem. Seja T um campo
tensorial de tipo (a, b), mais especificamente, com Tp ∈

(
⊗a

R
TpM

)(
⊗b

R
T∗
pM
)
. Em uma carta (U, h), com p ∈ U ,

escrevemos

(∇AT )p = ∇A

(

T i1···ia
ia+1···ia+b

)

h(p)

∂

∂xi1

∣
∣
∣
∣
h(p)

⊗R · · · ⊗R

∂

∂xia

∣
∣
∣
∣
h(p)

⊗R dx
ia+1

h(p) ⊗R · · · ⊗R dx
ia+b

h(p)

+ T i1···ia
ia+1···ia+b

(
h(p)

)

[
a∑

k=1

∂

∂xi1

∣
∣
∣
∣
h(p)

⊗R · · · ⊗R

(

∇A
∂

∂xik

∣
∣
∣
∣
h(p)

)

⊗R · · · ⊗R

∂

∂xia

∣
∣
∣
∣
h(p)

⊗R dx
ia+1

h(p) ⊗R · · · ⊗R dx
ia+b

h(p)

+

a+b∑

l=a+1

∂

∂xi1

∣
∣
∣
∣
h(p)

⊗R · · · ⊗R

∂

∂xia

∣
∣
∣
∣
h(p)

⊗R dx
ia+1

h(p) ⊗R · · · ⊗R

(

∇Adx
il
h(p)

)

⊗R · · · ⊗R dx
ia+b

h(p)

]

. (34.78)

Agora,

∇A

(

T i1···ia
ia+1···ia+b

)

h(p)
= Ai

(
h(p)

)
(
∂

∂xi
T i1···ia

ia+1···ia+b

)
(
h(p)

)
,

∇A
∂

∂xik

∣
∣
∣
∣
h(p)

= Ai
(
h(p)

)
Γjk

iik

(
h(p)

) ∂

∂xjk

∣
∣
∣
∣
h(p)

,

∇Adx
il
h(p) = −Ai

(
h(p)

)
Γil

ijl

(
h(p)

)
dxjlh(p)

e, com isso, omitindo-se por simplicidade o ponto h(p) da expressão, temos

(∇AT )p = Ai

{(
∂

∂xi
T i1···ia

ia+1···ia+b

)
∂

∂xi1
⊗R · · · ⊗R

∂

∂xia
⊗R dx

ia+1 ⊗R · · · ⊗R dx
ia+b

+ T i1···ia
ia+1···ia+b

[
a∑

k=1

Γjk
iik

∂

∂xi1
⊗R · · · ⊗R

∂

∂xjk
⊗R · · · ⊗R

∂

∂xia
⊗R dx

ia+1 ⊗R · · · ⊗R dx
ia+b

−
a+b∑

l=a+1

Γil
ijl

∂

∂xi1
⊗R · · · ⊗R

∂

∂xia
⊗R dx

ia+1 ⊗R · · · ⊗R dx
jl ⊗R · · · ⊗R dx

ia+b

]}

. (34.79)

Lê-se disso que as componentes de ∇ ∂

∂xi
T ≡ ∇iT na base

{
∂

∂xi1

∣
∣
h(p)

⊗R · · · ⊗R
∂

∂xia

∣
∣
h(p)

⊗R dx
ia+1

h(p) ⊗R · · · ⊗R dx
ia+b

h(p)

}

são dadas por

(

T i1···ia
ia+1···ia+b

)

;i
=

(
∂

∂xi
T i1···ia

ia+1···ia+b

)

+

a∑

k=1

T i1···jk···ia
ia+1···ia+b

Γik
ijk

−
a+b∑

l=a+1

T i1···ia
ia+1···jl···ia+b

Γjl
iil
, (34.80)

onde T i1···jk···ia
ia+1···ia+b

significa que o ı́ndice ik é substitúıdo pelo ı́ndice jk e analogamente para T i1···ia
ia+1···jl···ia+b

.

E. 34.13 Exerćıcio. Verifique cuidadosamente a validade das expressões acima. 6

Se ℓ é um tensor simétrico de posto (0, 2) com componentes ℓij , segue de (34.80) que

(ℓkl);i =
∂ℓkl
∂xi

− Γj
ikℓjl − Γj

ilℓkj . (34.81)
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E. 34.14 Exerćıcio. Prove isso usando (34.80). 6

• O caso do tensor métrico

De particular relevância é o cálculo de uma conexão afim sobre o tensor métrico. De acordo com (34.80), temos para
as componentes covariantes e contravariantes em uma carta local

(gkl);i =
∂gkl
∂xi

− gjlΓ
j
ik − gkjΓ

j
il , (34.82)

(
gkl
)

;i
=

∂gkl

∂xi
+ gjlΓk

ij + gkjΓl
ij . (34.83)

Se A, B, C ∈ X (M), temos, com uso repetido da regra de Leibniz para as conexões,

∇A

(
g(B, C)

)
= ∇A

〈
g, B ⊗ C

〉
=
〈
∇Ag, B ⊗ C

〉
+
〈
g, (∇AB)⊗ C

〉
+
〈
g, B ⊗ (∇AC)

〉
.

Agora, g(B, C) é uma grandeza escalar e, portanto, ∇A

(
g(B, C)

)
= A

(
g(B, C)

)
, do que segue que

〈
∇Ag, B ⊗ C

〉
= A

(
g(B, C)

)
−
〈
g, (∇AB)⊗ C

〉
−
〈
g, B ⊗ (∇AC)

〉
. (34.84)

Faremos uso dessa relação adiante quando tratarmos das chamadas conexões métricas.

34.2.2 O Tensor de Torção

Como já mencionamos, a noção de torção foi introduzida por Élie Cartan em 1922, inspirado em ideias de Einstein (vide
[374], 17b), que pretendia empregá-la em uma tentativa frustrada de unificar a Gravitação e o Eletromagnetismo. Para
algumas referências aos trabalhos originais de Cartan, vide nota-de-rodapé 16, página 1750. Para comentários adicionais
sobre a relevância dessa noção na Teoria da Relatividade Geral, nas chamadas Teorias de Einstein-Cartan, vide página
1768.

Seguiremos aqui uma abordagem mais moderna e começamos definindo a noção de tensor de torção por meio da
definição de conexão dual.

• A conexão dual a uma conexão

Seja ∇ : X (M)× X (M) → X (M) uma conexão afim em M . Afirmamos que a expressão

∇̃AB := ∇BA+ [A, B]

também define uma conexão afim ∇̃ : X (M)×X (M) → X (M) em M , que denominamos conexão dual à conexão afim
∇. Aqui, [A, B] denota o comutador dos campos vetoriais A e B ∈ X (M), noção definida em (33.64), página 1707. De
fato, para f, g ∈ C∞(M) e A, B, C ∈ X (M), tem-se

∇̃fA+gBC = ∇C(fA+ gB) + [fA+ gB, C]

(34.55)
= f∇CA+ g∇CB + C(f)A+ C(g)B + [fA+ gB, C]

(33.66)
= f∇CA+ g∇CB + C(f)A+ C(g)B − C(f)A− C(g)B + f [A, C] + g[B, C]

= f∇CA+ f [A, C] + g∇CB + g[B, C]

= f∇̃AC + g∇̃BC ,
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provando que a propriedade (34.54) é satisfeita por ∇̃ e

∇̃A(fB + gC) = ∇fB+gCA+ [A, fB + gC]

(34.54)
= f∇BA+ g∇C + [A, fB + gC]

(33.66)
= f∇BA+ g∇CA+A(f)B +A(g)C + f [A, B] + g[A, C]

= f∇̃AB + g∇̃AC +A(f)B +A(g)C ,

provando que a propriedade (34.55) é satisfeita por ∇̃.

E. 34.15 Exerćıcio (fácil). Mostre que ˜̃∇ = ∇, ou seja, a conexão dual à conexão dual a ∇ é a própria conexão ∇. 6

• O tensor de torção

A diferença
T := ∇− ∇̃ : X (M)× X (M) → X (M) (34.85)

é um tensor, de acordo com os comentários da página 1751 sobre a diferença entre duas conexões afins. Esse tensor é
denominado tensor de torção associado à conexão afim ∇. Assim, para A, B ∈ X (M), temos

T (A, B) := ∇AB − ∇̃AB = ∇AB −∇BA− [A, B] . (34.86)

Essa expressão permite uma interpretação ligeira do significado do tensor de torção, ao mostrar que T (A, B) “mede” o
quanto a diferença ∇AB −∇BA difere do comutador [A, B]. Da expressão (34.86) é evidente que T é antissimétrico:

T (A, B) = −T (B, A) .

Dada uma carta de coordenadas locais onde a conexão ∇ tenha coeficientes Γk
ij teremos (vide (34.58)) ∇AB =

[

Ai ∂Bk

∂xi +AiBjΓk
ij

]
∂

∂xk . Para a conexão ∇̃ teremos na mesma carta de coordenadas

∇̃AB :=

[

Ai ∂B
k

∂xi
+AiBjΓk

ji

]
∂

∂xk
,

expressão que difere de (34.58) pela troca Γk
ij → Γk

ji. Assim, conclúımos que os coeficientes da conexão afim ∇̃ são

Γ̃k
ij = Γk

ji.

E. 34.16 Exerćıcio importante. Prove as afirmações acima. 6

Como consequência, valerá em coordenadas locais,

T (A, B) = ∇AB − ∇̃AB = AiBj
(

Γk
ij − Γk

ji

) ∂

∂xk
.

Assim, as componentes de T na carta local considerada serão T k
ij = Γk

ij − Γk
ji (vide Exerćıcio E. 34.12, página 1754)

e teremos T (A, B) = AiBjT k
ij

∂
∂xk . É evidente que T k

ij = −T k
ji , o que expressa a antissimetria do tensor de torção.

Disso segue que o tensor de torção tem n2(n−1)
2 componentes independentes.

Tal como no Exerćıcio E. 34.12, página 1754, usando (34.63) podemos obter a expressão para a transformação das
componentes do tensor de torção por mudança de coordenadas:

T ′k
ij =

∂x′k

∂xa
∂xb

∂x′i
∂xc

∂x′j
T a

bc . (34.87)

34.2.3 Tipos Especiais de Conexões Afins

Vamos agora descrever os tipos de conexões afins de maior interesse, as conexões simétricas (ou livres de torção), as
conexões métricas (ou Riemannianas) e, talvez de maior relevância, as conexões de Levi-Civita (que são simultaneamente
métricas e simétricas) e as conexões de Weyl. Propriedades básicas desses tipos de conexões serão também apresentadas.
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34.2.3.1 Conexões Simétricas (ou Livres de Torção)

É útil observar que, por (34.86), podemos escrever, para uma conexão afim geral,

∇AB −∇BA = [A, B] + T (A, B) . (34.88)

Uma conexão afim ∇ é dita ser uma conexão simétrica, ou livre de torção, se o tensor de torção associado a si for
identicamente nulo, ou seja, se para todos A, B ∈ X (M) valer

∇AB −∇BA = [A, B] . (34.89)

Para uso futuro, observemos en passant que essa relação se escreve também como

∇AB −∇BA = LAB . (34.90)

onde L é a derivada de Lie, introduzida na Seção 33.3.1, página 1709.

Impor que o tensor de torção seja nulo significa evidentemente impor que suas componentes são nulas em um sistema
de coordenadas (e, portanto, em todos). Assim, uma conexão afim ∇ é dita ser simétrica se e somente se seus coeficientes
satisfizerem em todos os pontos da variedade

Γk
ij = Γk

ji

para todos os ı́ndices i, j, k, em um sistema de coordenadas (e, portanto, em todos). Uma conexão simétrica possui
n2(n+1)

2 coeficientes independentes (justifique!).

• O Lema de Simetria

Se M é uma variedade diferenciável de dimensão n, podemos representar uma superf́ıcie bidimensional conexa em
M por meio de uma função bijetora S : O → M , onde O é um aberto conexo de R2. Para cada (u, v) ∈ O o ponto
associado por S é S(u, v) ∈ M . A superf́ıcie mergulhada em M assim definida será também denotada por S. Se p
é um ponto de S e (A, h) é uma carta local de coordenadas em M com p ∈ A, a aplicação h ◦ S : O → Rn definida
por O ∋ (u, v) 7→ h

(
S(u, v)

)
=
(
x1(u, v), . . . , xn(u, v)

)
descreve uma superf́ıcie bidimensional em A ⊂ Rn. Para

cada v fixo, u 7→ S(u, v) descreve uma curva em M cujo vetor tangente denotamos por ∂S
∂u ∈ TpM com p = S(u, v).

Analogamente, para cada u fixo, v 7→ S(u, v) descreve uma curva em M cujo vetor tangente denotamos por ∂S
∂v ∈ TpM .

Esses vetores são dados na representação definida pela carta local (A, h) (com p ∈ A) por

∂S

∂u
=

n∑

a=1

∂xa

∂u

∂

∂xa

∣
∣
∣
∣
p

e
∂S

∂v
=

n∑

b=1

∂xb

∂v

∂

∂xb

∣
∣
∣
∣
p

,

com as funções xa(u, v) definidas acima. Ao longo das curvas de u constante e de v constante podemos também definir
as derivadas covariantes

D

∂u
= ∇ ∂S

∂u
= ∇∑

n
a=1

∂xa

∂u
∂

∂xa
=

n∑

a=1

∂xa

∂u
∇ ∂

∂xa

e
D

∂v
= ∇ ∂S

∂v
= ∇∑

n
b=1

∂xb

∂v
∂

∂xb

=

n∑

b=1

∂xb

∂v
∇ ∂

∂xb
.

O lema técnico a seguir será empregado em diversas manipulações algébricas.

Lema 34.1 (Lema de Simetria) Se ∇ é uma conexão simétrica então, com as definições dadas acima, vale

D

∂u

∂S

∂v
=

D

∂v

∂S

∂u
(34.91)

em todo ponto de S. 2



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 4 de janeiro de 2024. Caṕıtulo 34 1762/2825

Prova. Devido à condição de a conexão ∇ ser simétrica, tem-se para todos a e b ∇ ∂
∂xa

∂
∂xb −∇ ∂

∂xb

∂
∂xa =

[
∂

∂xa ,
∂

∂xb

]
= 0

e, portanto,

∇ ∂
∂xa

∂

∂xb
− ∇ ∂

∂xb

∂

∂xa
= 0 . (34.92)

Assim,

D

∂u

∂S

∂v
=

D

∂u

(
n∑

b=1

∂xb

∂v

∂

∂xb

)

=
n∑

b=1

∂2xb

∂u∂v

∂

∂xb
+

n∑

b=1

∂xb

∂v

D

∂u

∂

∂xb

=

n∑

b=1

∂2xb

∂u∂v

∂

∂xb
+

n∑

b=1

∂xb

∂v

n∑

a=1

∂xa

∂u
∇ ∂

∂xa

∂

∂xb

(34.92)
=

n∑

b=1

∂2xb

∂u∂v

∂

∂xb
+

n∑

b=1

∂xb

∂v

n∑

a=1

∂xa

∂u
∇ ∂

∂xb

∂

∂xa

=

n∑

a=1

∂2xa

∂u∂v

∂

∂xa
+

n∑

a=1

∂xa

∂u

n∑

b=1

∂xb

∂v
∇ ∂

∂xb

∂

∂xa

=

n∑

a=1

∂2xa

∂v∂u

∂

∂xa
+

n∑

a=1

∂xa

∂u

D

∂v

∂

∂xa

=
D

∂v

n∑

a=1

∂xa

∂u

∂

∂xa
=

D

∂v

∂S

∂u
,

como queŕıamos mostrar.

O estudante deve aperceber-se que (34.92) é a versão em coordenadas locais da expressão (34.91).

34.2.3.2 Conexões Métricas (ou Riemannianas)

Ao introduzirmos a noção de conexão afim, acima, não fizemos menção à presença de um tensor métrico Riemanniano
ou Lorentziano na variedade. Vamos agora tratar da situação na qual uma ou outra estão presentes.

• Conexões métricas, ou Riemannianas

Uma conexão afim ∇ (não necessariamente simétrica) é dita ser uma conexão compat́ıvel com um tensor métrico
semi-Riemanniano g se valer

∇A(g) = 0 (34.93)

para todo A ∈ X (M). De acordo com (34.84), isso equivale a

A
(
g(B, C)

)
= g

(
∇AB, C

)
+ g
(
B, ∇AC

)
(34.94)

para todos A, B, C ∈ X (M). Uma conexão que seja compat́ıvel com um tensor métrico é também dita ser uma conexão
métrica, ou uma conexão Riemanniana. A identidade expressa em (34.94) é por vezes denominada identidade de Ricci23.

De acordo com (34.82), a expressão local de (34.93) é

∂gkl
∂xi

= gjlΓ
j
ik + gkjΓ

j
il . (34.95)

23Gregorio Ricci-Curbastro (1853–1925).
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Para entender o significado da propriedade especificada em (34.94), observe-se que se ∇AB = ∇AC = 0, então
g(B, B), g(C, C) e g(B, C) não variam ao longo de A, ou seja, se B e C são paralelamente transportados ao longo de A
segundo ∇, então seu módulos e o “ângulo” que formam entre si não variam ao longo e A, em coerência com a intuição
por trás da noção de transporte paralelo.

Para reforçar as considerações das últimas linhas, apresentaremos na Proposição 34.4 algumas caracterizações equi-
valentes da definição de conexão métrica (novamente seguimos [327], mas com uma organização distinta). Observe-se
que o item 2 da Proposição 34.4 vem precisamente ao encontro do comentário do parágrafo precedente, ao afirmar que
pares de vetores transportados paralelamente ao longo de curvas diferenciáveis preservam seu produto escalar.

Fazemos notar ainda que na Seção 36.2.5.2, página 1918, estabeleceremos de forma expĺıcita que a conexão definida
pelo transporte paralelo usual, definido em superf́ıcies regulares em R3, é uma conexão métrica.

Proposição 34.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana e seja ∇ uma conexão afim em M . De-
notemos por D

dt a derivação covariante associada à conexão ∇ ao longo de uma curva especificada. São equivalentes as
seguintes afirmações:

1. A conexão ∇ é compat́ıvel com o tensor métrico, ou seja, A
(
g(B, C)

)
= g

(
∇AB, C

)
+ g
(
B, ∇AC

)
para todos

A, B, C ∈ X (M).

2. Para toda curva diferenciável c : I →M (I sendo algum intervalo aberto de R.) vale que se V (1) : I ∋ t 7→ V (1)(t) ∈
Tc(t)M e V (2) : I ∋ t 7→ V (2)(t) ∈ Tc(t)M são pares de campos vetoriais definidos sobre c que são transportados

paralelamente ao longo de c (ou seja, tais que D
dtV

(1) = D
dtV

(2) = 0 para todo t ∈ I), então g
(
V (1), V (2)

)
é constante

ao longo de c, ou seja,
d

dt
g
(

V (1)(t), V (2)(t)
)

c(t)
= 0 (34.96)

para todo t ∈ I.

3. Para toda curva diferenciável c : I →M vale que se V : I ∋ t 7→ V (t) ∈ Tc(t)M e W : I ∋ t 7→ W (t) ∈ Tc(t)M são
pares de campos vetoriais definidos sobre c, então

d

dt
g
(

V (t), W (t)
)

c(t)
= g

(
D

dt
V (t), W (t)

)

c(t)

+ g

(

V (t),
D

dt
W (t)

)

c(t)

. (34.97)

2

Prova. 1 → 2. Vamos escolher A, B e C de modo que, em alguma (eventualmente “pequena”) vizinhança sobre c de um
ponto c(t0), o campo A coincida com ċ(t), B com V (1)(t) e C com V (2)(t). Teremos,

d

dt
g
(

V (1)(t), V (2)(t)
)

c(t)

∣
∣
∣
∣
t=t0

= A
(

g
(
B, C

))

c(t0)

1
= g

(
∇AB, C

)

c(t0)
+ g
(
B, ∇AC

)

c(t0)
= g

(
∇ċ(t0)B, C

)

c(t0)
+ g
(
B, ∇ċ(t0)C

)

c(t0)

(34.67)
= g

(
D

dt
V (1)(t0), V

(2)(t0)

)

c(t0)

+ g

(

V (1)(t0),
D

dt
V (2)(t0)

)

c(t0)

= 0 .

2 → 3. Sob a hipótese 2 vale o seguinte:

Lema 34.2 Seja (g, M) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana, com g sendo, portanto, não degenerada. Vamos
supor que valha a hipótese 2, acima. Seja c : I →M uma curva diferenciável e seja p = c(t0) um ponto da curva c. Seja
{b1, . . . , bn} uma base em TpM e seja, para cada k = 1, . . . , n, bk(t) o vetor obtido transportando bk paralelamente
ao longo de c em alguma vizinhança suficientemente pequena de p (que supomos ser a mesma para todos os k’s). Então
{b1(t), . . . , bn(t)} é uma base em Tc(t)M . 2
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Prova do Lema 34.2. Fixemos t e suponhamos que existam escalares αk tais que
∑n

k=1 αkbk(t) = 0. Então, para todo j
vale

0 = g

(

bj(t),
n∑

k=1

αk bk(t)

)

c(t)

=
n∑

k=1

αk g
(
bj(t), bk(t)

)

c(t)
=

n∑

k=1

αk g
(
bj , bk

)

p
= g

(

bj ,
n∑

k=1

αk bk

)

p

.

Como os bj formam uma base em TpM e o tensor métrico é não degenerado, isso implica que
∑n

k=1 αk bk = 0 e, portanto,
que todos os αk’s são nulos. Isso completa a demonstração do Lema 34.2.

Continuemos a demonstração da Proposição 34.4.

Seguindo esse resultado, podemos escrever V (t) =
∑n

i=1 v
i(t)bi(t) e W (t) =

∑n
j=1 w

j(t)bj(t) para todo t em uma
vizinhança de t0. Assim, pela hipótese 2,

g
(
V (t), W (t)

)

c(t)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

vi(t)wj(t) g
(
bi(t), bj(t)

)

c(t)

2
=

n∑

i=1

n∑

j=1

vi(t)wj(t) g
(
bi, bj

)

p
.

Portanto,

d

dt
g
(
V (t), W (t)

)

c(t)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

d

dt

[

vi(t)wi(t)
]

g
(
bi, bj

)

p
. (34.98)

Por outro lado, como D
dtbj(t) = 0 para todo j, vale por (34.66)

D

dt
V (t) =

D

dt

n∑

i=1

vi(t)bi(t) =

n∑

i=1

d

dt

(
vi(t)

)
bi(t)

e, portanto,

g

(
D

dt
V (t), W (t)

)

c(t)

=

n∑

i=1

n∑

j=1

d

dt

(
vi(t)

)
wj(t) g

(
bi(t), bj(t)

)

c(t)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

d

dt

(
vi(t)

)
wj(t) g

(
bi, bj

)

p
.

Analogamente, obtém-se

g

(

V (t),
D

dt
W (t)

)

c(t)

=

n∑

i=1

n∑

j=1

vi(t)
d

dt

(
wj(t)

)
g
(
bi, bj

)

p
.

Logo,

g

(
D

dt
V (t), W (t)

)

c(t)

+ g

(

V (t),
D

dt
W (t)

)

c(t)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

[ d

dt

(
vi(t)

)
wj(t) + vi(t)

d

dt

(
wj(t)

)]

g
(
bi, bj

)

p

=
n∑

i=1

n∑

j=1

d

dt

[

vi(t)wj(t)
]

g
(
bi, bj

)

p

(34.98)
=

d

dt
g
(

V (t), W (t)
)

c(t)
.

3 → 2. Trivial.

3 → 1. Para um dado campo A e p ∈ M , seja c : I → M uma curva diferenciável passando por p em t0 e tal que
ċ(t0) = A(p) ∈ TpM . Teremos A(p)

(
g(, C)p

)
= d

dtg(B, C)c(t)
∣
∣
t=t0

. Pela hipótese 3, o lado direito dessa igualdade pode
ser escrito como

g

(
D

dt
B
(
c(t0)

)
, C
(
c(t0)

)
)

c(t0)

+ g

(

B
(
c(t0)

)
,
D

dt
C
(
c(t0)

)
)

c(t0)

(34.67)
= g

(

∇ċ(t0)B, C
)

c(t0)
+ g
(

B, ∇ċ(t0)C
)

c(t0)
= g

(

∇AB, C
)

p
+ g
(

B, ∇AC
)

p
,
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que é o que se desejava provar. Isso completa a demonstração da Proposição 34.4.

• A fórmula de Koszul. Determinando uma conexão métrica em termos do tensor métrico e da torção

No que segue provaremos que uma conexão métrica é determinada univocamente pelo tensor métrico e pelo tensor
de torção.

Seja g um tensor métrico semi-Riemanniano e ∇ uma conexão afim compat́ıvel com esse tensor métrico. Fazendo
permutações ćıclicas de A, B e C em (34.94), temos

A
(
g(B, C)

)
= g(∇AB, C) + g(B, ∇AC) , (34.99)

B
(
g(C, A)

)
= g(∇BC, A) + g(C, ∇BA) , (34.100)

C
(
g(A, B)

)
= g(∇CA, B) + g(A, ∇CB) . (34.101)

Disso segue que

A
(
g(B, C)

)
+B

(
g(C, A)

)
− C

(
g(A, B)

)
= g(∇AB, C) + g(B, ∇AC) + g(∇BC, A) + g(C, ∇BA)

−g(∇CA, B)− g(A, ∇CB) +
(

g(C, ∇BA)− g(C, ∇BA)
)

= g
((

∇AB −∇BA
)
, C
)

+ g
((

∇AC −∇CA
)
, B
)

+ g
((

∇BC −∇CB
)
, A
)

+2g(C, ∇BA)

(34.88)
= g

(
[A, B], C

)
+ g
(
[A, C], B

)
+ g
(
[B, C], A

)

+g
(
T (A, B), C

)
+ g
(
T (A, C), B

)
+ g
(
T (B, C), A

)

+2g(C, ∇BA) .

Assim,

g(C, ∇BA) =
1

2

[

A
(
g(B, C)

)
+B

(
g(C, A)

)
− C

(
g(A, B)

)]

− 1

2

[

g
(
[A, B], C

)
+ g
(
[A, C], B

)
+ g
(
[B, C], A

)]

−1

2

[

g
(
T (A, B), C

)
+ g
(
T (A, C), B

)
+ g
(
T (B, C), A

)]

. (34.102)

A expressão acima, denominada fórmula de Koszul24 por alguns autores, mostra que uma conexão métrica ∇ é univoca-
mente determinada pelo tensor métrico g e pela torção T . Isso talvez fique mais claro se, para uma carta local, tomarmos
A = ∂

∂xj , B = ∂
∂xi e C = ∂

∂xk . Usando (34.60) e o fato que
[

∂
∂xa ,

∂
∂xb

]
= 0 para quaisquer a, b, obtemos

gklΓ
l
ij =

1

2

[
∂gik
∂xj

+
∂gkj
∂xi

− ∂gij
∂xk

]

− 1

2

[

T l
ji glk + T l

jk gli + T l
ik glj

]

e, consequentemente,

Γk
ij =

1

2
gkl
[
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gij
∂xl

]

− 1

2

[

T k
ji + T k

ij + T k
ji

]

, (34.103)

ou, alternativamente, usando a antissimetria das componentes do tensor de torção,

Γk
ij =

1

2
gkl
[
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gij
∂xl

]

+
1

2

[

T k
ij + T k

i j + T k
j i

]

. (34.104)

24Jean-Louis Koszul (1921–2018).
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E. 34.17 Exerćıcio importante. Reproduza todos os cálculos que conduzem às expressões acima. 6

• O tensor de contorção

A expressão (34.102) aponta a necessidade de introduzir-se a seguinte definição: o tensor K : X (M) × X (M) ×
X (M) → R, portanto de tipo (0, 3), definido por

K(C, B, A) := −1

2

[

g
(
T (A, B), C

)
+ g
(
T (A, C), B

)
+ g
(
T (B, C), A

)]

, (34.105)

com A, B, C ∈ X (M), é denominado (um tanto jocosamente) tensor de contorção. Em componentes de uma carta
local de coordenadas isso se escreve como

KkjiC
kBjAi = −1

2

(
T l

ij gkl + T l
ik glj + T l

jk gli
)
AiBjCk = −1

2

(
Tkij + Tjik + Tijk

)
AiBjCk

=
1

2

(
T l

ji gkl + T l
ki glj + T l

kj gli
)
AiBjCk

=
1

2

(
Tkji + Tjki + Tikj

)
AiBjCk ,

sendo que na segunda linha usamos a antissimetria das componentes do tensor de torção. Portanto, as componentes do
tensor de contorção são dadas por

Kkji = −1

2

(
Tkij + Tjik + Tijk

)
=

1

2

(
Tkji + Tjki + Tikj

)
, (34.106)

Com o tensor de contorção, a fórmula de Koszul (34.102) escreve-se como

g(C, ∇BA) =
1

2

[

A
(
g(B, C)

)
+B

(
g(C, A)

)
− C

(
g(A, B)

)]

− 1

2

[

g
(
[A, B], C

)
+ g
(
[A, C], B

)
+ g
(
[B, C], A

)]

+K(C, B, A) . (34.107)

Usando (34.106), a expressão (34.103) ou (34.104), por sua vez, fica

Γk
ij =

1

2
gkl
[
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gij
∂xl

]

+Kk
ij . (34.108)

Verifique!

E. 34.18 Exerćıcio. Usando (34.105), mostre que

K(C, B, A)−K(C, A, B) = −g
(
T (A, B), C

)
(34.109)

e que
K(C, B, A) = −K(A, B, C) , (34.110)

o que, em termos de componentes, significa que

Kkji −Kkij = −Tkij = Tkji e Kkji = −Kijk , (34.111)

respectivamente. Segue de (34.109), ou da primeira igualdade em (34.111), que se o tensor de contorção for nulo, então o tensor de
torção também o é. Conclúımos dessa observação e da definição (34.105) ou (34.106) que o tensor de contorção é nulo se e somente se
o tensor de torção o for. 6

E. 34.19 Exerćıcio. Mostre que as componentes do tensor de contorção transformam-se por mudanças de coordenadas como

K
′k

ij =
∂x′k

∂xa

∂xb

∂x′i

∂xc

∂x′j
K

a
bc ou K

′
kij =

∂xa

∂x′k

∂xb

∂x′i

∂xc

∂x′j
Kabc . (34.112)

6
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• Śımbolos de Christoffel

Os termos de (34.104) e (34.108) que envolvem as derivadas parciais das componentes do tensor métrico (e não
envolvem a torção) são de particular interesse e para eles alguns autores reservam uma notação e uma denominação
particular: define-se os chamados śımbolos de Christoffel25 por

{
k

i j

}

:=
1

2
gkl
[
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gij
∂xl

]

. (34.113)

É importante observar que os śımbolos de Christoffel são simétricos em relação aos ı́ndices inferiores:

{
k

i j

}

=

{
k

j i

}

(34.114)

para todos i, j, k. Isso se constata diretamente de (34.113). Com uso dessa notação, (34.108) fica

Γk
ij =

{
k

i j

}

+Kk
ij , (34.115)

onde Kk
ij são as componentes do tensor de contorção.

E. 34.20 Exerćıcio. Usando (34.63), conclua que os śımbolos de Christoffel transformam-se por mudanças de coordenadas como

{
k

i j

}′

=
∂x′k

∂xa

∂xb

∂x′i

∂xc

∂x′j

{
a

b c

}

+
∂x′k

∂xa

∂2xa

∂x′i∂x′j
. (34.116)

6

• Os śımbolos de Christoffel e o determinante das componentes do tensor métrico

Vamos agora apresentar algumas identidades envolvendo os śımbolos de Christoffel que serão usadas na Seção 34.2.4,
página 1771 e alhures. Denotemos por g o determinante da matriz dos gij . Como a matriz dos gij é a inversa da matriz
dos gij , segue imediatamente da fórmula de Jacobi (10.36), página 517, que, em uma carta local de coordenadas,

1

g

∂g

∂xl
= gij

∂gij
∂xl

. (34.117)

Pela definição (34.113) dos śımbolos de Christoffel, temos

{
k

i k

}

:=
1

2
gkl
[
∂gil
∂xk

+
∂glk
∂xi

− ∂gik
∂xl

]

=
1

2
gkl

∂glk
∂xi

,

onde, de acordo com a convenção de Einstein,

{
k

i k

}

significa

n∑

k=1

{
k

i k

}

. Assim, provamos que

{
k

i k

}

=
1

2g

∂g

∂xi
=

∂ ln
√

|g|
∂xi

=
1

√

|g|
∂
√

|g|
∂xi

. (34.118)

Tem-se também

gij
{
k

i j

}

=
1

2
gkl
[

gij
∂gil
∂xj

+ gij
∂glj
∂xi

− gij
∂gij
∂xl

]

= gklgij
∂gil
∂xj

− 1

2
gklgij

∂gij
∂xl

(34.117)
= gijgkl

∂gil
∂xj

− gkl
1

2g

∂g

∂xl
= gij

∂

∂xj

(

gklgil
︸ ︷︷ ︸

= δki

)

− gijgil
︸ ︷︷ ︸

= δj
l

∂gkl

∂xj
− gkl

1

2g

∂g

∂xl
= −∂g

kl

∂xl
− gkl

1

2g

∂g

∂xl
.

25Elwin Bruno Christoffel (1829–1900). Os śımbolos de Christoffel foram introduzidos em 1869, em [88].
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Logo, usando (34.118), estabelecemos que

gij
{
k

i j

}

= −∂g
kl

∂xl
− gkl

{
j

l j

}

(34.119)

e também que

gij
{
k

i j

}

= − 1
√

|g|
∂

∂xl

(

gkl
√

|g|
)

. (34.120)

As propriedades (34.118), (34.119) e (34.120) são úteis e serão empregadas no que segue.

34.2.3.3 Conexões de Levi-Civita

Chegamos agora à mais importante classe de conexões afins. Uma conexão afim que seja métrica e simétrica é dita ser
uma conexão de Levi-Civita26.

Recordemos que pelas observações do Exerćıcio E. 34.18, página 1766, o tensor de torção associado a uma conexão
métrica é nulo se e somente se o tensor de contorção o for.

Por ser simétrica, uma conexão de Levi-Civita possui torção nula (e, portanto, contorção nula) e, assim, por (34.102)
ou (34.107), a fórmula de Koszul assume a forma

g(C, ∇BA) =
1

2

[

A
(
g(B, C)

)
+B

(
g(C, A)

)
−C

(
g(A, B)

)]

− 1

2

[

g([A, B], C)+g([A, C], B)+g([B, C], A)
]

. (34.121)

Por (34.104) ou (34.108), valerá para os coeficientes de uma conexão de Levi-Civita

Γk
ij =

1

2
gkl
[
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gij
∂xl

]

=

{
k

i j

}

. (34.122)

Assim, os coeficientes de uma conexão de Levi-Civita coincidem com os śımbolos de Christoffel. Da condição de simetria
vale, naturalmente, Γk

ij = Γk
ji para todos i, j, k. Mais importante é notar que, segundo (34.122), os coeficientes de uma

conexão de Levi-Civita são univocamente determinados pelo tensor métrico apenas. Esse fato é muitas vezes denominado
Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana.

É importante também observar que, como toda variedade diferenciável admite ao menos um tensor métrico Rieman-
niano infinitamente diferenciável (Proposição 34.1, página 1742), segue que toda variedade diferenciável possui também
ao menos uma conexão de Levi-Civita.

• Conexões de Riemann-Cartan e de Einstein-Cartan

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana (Lorentziana), uma conexão ∇ compat́ıvel com g (ou seja, métrica) e dotada
de torção não nula é por vezes dita ser uma conexão de Riemann-Cartan (conexão de Einstein-Cartan). A variedade
(M, g, ∇) assim constitúıda é dita ser uma variedade de Riemann-Cartan (variedade de Einstein-Cartan). O estudo
de variedades de Riemann-Cartan (de Einstein-Cartan) é denominado Geometria de Riemann-Cartan (Geometria de
Einstein-Cartan).

A formulação Einsteniana da Teoria da Relatividade Geral pressupõe uma conexão de Levi-Civita, compat́ıvel com um
tensor métrico Lorentziano e, portanto, com torção nula. Há uma formulação alternativa, denominada Teoria de Einstein-
Cartan, na qual considera-se uma conexão de Einstein-Cartan, i.e., compat́ıvel com um tensor métrico Lorentziano, mas
com torção não nula. A Teoria de Einstein-Cartan introduz efeitos gravitacionais devidos ao spin da matéria. Os efeitos
f́ısicos mensuráveis da presença de torção, porém, são muito pequenos para serem observáveis dentro dos padrões atuais
de experimentação. Para alguns artigos de revisão sobre a torção na Teoria da Relatividade Geral, vide [206] ou [495].

Para algumas referências aos trabalhos originais de Cartan, vide nota-de-rodapé 16, página 1750.

34.2.3.4 Conexões de Weyl e a Origem das Transformações de Calibre

As conexões de Levi-Civita possuem uma generalização de alguma relevância, as chamadas conexões de Weyl. Parte
dessa relevância é histórica, pois o estudo das conexões de Weyl deu origem à descoberta de uma importante classe de
“transformações de simetria”: as transformações de calibre.

26Tullio Levi-Civita (1873–1941).
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Os trabalhos de Weyl, notadamente o livro [513], cuja primeira edição data de 1918, foram também muito influentes
no desenvolvimento geral da teoria das conexões. Esses trabalhos representam também a primeira tentativa de unificação
geométrica da Gravitação com o Eletromagnetismo e uma das primeiras tentativas de estender Teoria da Relatividade
Geral de Einstein.

• Conexões de Weyl

Uma conexão afim ∇ que seja simétrica (ou seja, com torção nula) é dita ser uma conexão de Weyl27 se existir um
campo de covetores φ ∈ X ∗(M) tal que

∇A(g) = 〈φ, A〉g (34.123)

para todo A ∈ X (M), com g sendo o tensor métrico. Em coordenadas locais, escreve-se (34.123) como

gµν ;α = φα gµν . (34.124)

Cada conexão de Weyl é, portanto, caracterizada por um campo φ ∈ X ∗(M). Por vezes, emprega-se a notação ∇(g, φ)

para caracterizar a dependência da conexão com g e com φ. Como se vê, conexões de Levi-Civita correspondem ao caso
particular onde φ é identicamente nulo.

Uma expressão expĺıcita para os coeficientes de uma conexão de Weyl em termos de g e φ será obtida mais adiante.
Vide (34.132)–(34.133).

Conexões de Weyl foram introduzidas por aquele autor em cerca de 191828 em uma proposta de unificação geométrica
do Eletromagnetismo com a Teoria da Relatividade Geral, um sonho teórico perseguido por vários autores (Einstein
inclusive), seguindo diversas ideias distintas. No caso de Weyl, a 1-forma definida por φ deve ser entendida como o
quadripotencial-vetor do Eletromagnetismo e a 2-forma F := dφ, cujas componentes em uma carta local de coordenadas
são Fµν =

∂φµ

∂xν − ∂φν

∂xµ , deve ser identificada com o campo eletromagnético. Logo adiante elaboraremos mais a respeito.

O texto clássico a respeito dos trabalhos de Weyl sobre teorias com conexões de Weyl é [513]. Vide também a
contribuição de Weyl a [131]. Para uma análise f́ısica detalhada da teoria de Weyl, vide [379], o livro de Pauli sobre a
Teoria da Relatividade Geral, tido como o primeiro livro-texto escrito sobre o tema..

Para uma análise de algumas antigas teorias de unificação do Eletromagnetismo com a Gravitação, vide [379] e [374],
esse último texto possui, inclusive, uma cronologia das diversas teorias.

• A origem das transformações de calibre

Para tornar as observações que seguem mais transparentes, vamos denotar uma conexão de Weyl por ∇(g, φ) de modo
a deixar clara a dependência com o tensor métrico g e com φ.

Tomemos λ ∈ C∞(M). Considere-se a transformação g 7→ g′ := eλg (por vezes denominada uma transformação
conforme do tensor métrico, ou reescalonamento de Weyl), acompanhada pela transformação φ 7→ φ′ := φ− dλ (ou seja,
em coordenadas locais, φα 7→ φα − ∂λ

∂xα ). Teremos,

∇(g, φ)
A

(
eλg
)
−
〈
φ− dλ, A

〉(
eλg
)

= eλ∇(g, φ)
A g +✘✘✘✘A

(
eλ
)
g − 〈φ, A〉eλg −✘✘✘✘

A
(
λ
)
eλg = eλ

(

∇(g, φ)
A g − 〈φ, A〉g

)
(34.123)

= 0 .

Como, por definição,

0 = ∇(g′, φ′)
A (g′)− 〈φ′, A〉g′ = ∇(g′, φ′)

A

(
eλg
)
− 〈φ− dλ, A〉

(
eλg
)
,

conclúımos que

∇(g′, φ′)
A (g′) = ∇(g, φ)

A (g′) .

Fazendo agora uso da expressão (34.82), página 1759, essa igualdade implica que

g′jlΓ
′j
ik + g′kjΓ

′j
il = g′jlΓ

j
ik + g′kjΓ

j
il ,

onde Γ′j
ik e Γj

ik denotam os coeficientes da conexão ∇(g′, φ′) e ∇(g, φ), respectivamente. Definindo um tensor Qa
bc por

Qa
bc := Γ′a

bc − Γa
bc (trata-se de um tensor por ser a diferença entre duas conexões), obtemos

g′jlQ
j
ik + g′kjQ

j
il = 0 ou seja, Qlik = −Qkil (34.125)

27Hermann Klaus Hugo Weyl (1885–1955).
28Uma primeira referência seria: H. Weyl, “Gravitation und Elektricität”, Sitzungsberichte der Preussischen Akad. der Wissenschaften,

465, (1918), reproduzido em traduzido para o Inglês em [131]. Para mais referências a trabalhos originais da teoria de Weyl, vide [379].
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(aqui, o rebaixamento de ı́ndices é feito com o tensor métrico g′). Além disso, vale também

Qa
bc = Qa

cb e, portanto, Qabc = Qacb , (34.126)

pois ambas as conexões ∇(g′, φ′)
A e ∇(g, φ)

A são supostas simétricas.

Vamos agora provar que as relações (34.125) e (34.126) implicam Qa
bc = 0. De fato,

Qlik

(34.125)
= −Qkil

(34.126)
= −Qkli

(34.125)
= Qilk

(34.126)
= Qikl

(34.125)
= −Qlki

(34.126)
= −Qlik ,

o que mostra que Qlik = 0 e estabelece que

∇(g′, φ′) = ∇(g, φ) .

Esta identidade mostra que a conexão ∇(g, φ) é invariante pela transformação

(g, φ) 7−→ (g′, φ′) :=
(
eλg, φ− dλ

)
. (34.127)

Pode-se dizer, portanto, que a transformação (34.127) é uma transformação de simetria no espaço das conexões de Weyl.

A transformação (34.127) foi denominada por Weyl transformação de calibre29. O uso da palavra “calibre” provém
da ideia geométrica de que a transformação g 7→ eλg corresponde a uma recalibração das medidas de distância espaço-
temporais, não alterando o tipo (luz, tempo ou espaço) dos quadrivetores e, portanto, não alterando as relações causais.
A transformação g 7→ eλg é também denominada transformação conforme do tensor métrico g.

O fato de (34.127) envolver a transformação φ 7→ φ − dλ reforça a ideia que as conexões de Weyl ∇(g, φ) dependem
não da 1-forma φ, mas da 2-forma F = dφ, que é invariante por essa transformação, pois d(dλ) = 0 (vide Proposição
35.2, página 1843).

Apesar de admirado por Einstein, o trabalho de Weyl e sua proposta de usar conexões de Weyl para a unificação da
Gravitação com o Eletromagnetismo acabou rejeitado por razões f́ısicas. Einstein apontou que teorias com a conexões de
Weyl violam o prinćıpio de equivalência (essencialmente pois as curvas geodésicas dependem de φ). Uma análise f́ısica
da teoria das conexões de Weyl encontra-se em [379].

Ainda assim, transformações similares às de calibre foram redescobertas no contexto da F́ısica Quântica (na forma
das transformações simultâneas ψ 7→ eiλψ, φ 7→ φ − dλ, com ψ sendo a função de onda de um sistema quântico) e
desempenham nessa nova forma um papel central na F́ısica posterior aos anos 60–70 do século XX, especialmente com
o advento do Modelo Padrão da F́ısica das Part́ıculas Elementares. Aparentemente essa nova versão das transformações
de calibre em sistemas quânticos foi criada pelo próprio Weyl, na década de 1920.

• Obtendo explicitamente os coeficientes de uma conexão de Weyl

Para completar essa discussão vamos obter uma expressão expĺıcita para os coeficientes Γi
jk de uma conexão de Weyl.

Escrevendo (34.124) com uso de (34.82), página 1759, temos

∂gkl
∂xi

− gjlΓ
j
ik − gkjΓ

j
il = φi gkl , (34.128)

∂gli
∂xk

− gjiΓ
j
kl − gljΓ

j
ki = φk gli , (34.129)

∂gik
∂xl

− gjkΓ
j
li − gijΓ

j
lk = φl gik , (34.130)

onde as duas linhas inferiores são obtidas da linha de cima por permutações ćıclicas dos ı́ndices. Somando a última à
penúltima e subtraindo a primeira linha, obtemos, usando também a simetria Γa

bc = Γa
cb da conexão,

∂gli
∂xk

− 2gjiΓ
j
kl +

∂gik
∂xl

− ∂gkl
∂xi

= φk gli + φl gik − φi gkl . (34.131)

29No original, “Eichtransformation”, em Inglês “gauge transformation”.
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Portanto,

Γi
kl =

1

2
gij
(
∂glj
∂xk

+
∂gjk
∂xl

− ∂gkl
∂xj

)

+
1

2

(

φi gkl − φk δ
i
l − φl δ

i
k

)

(34.132)

(34.113)
=

{
i

k l

}

+
1

2

(

φi gkl − φk δ
i
l − φl δ

i
k

)

. (34.133)

E. 34.21 Exerćıcio. Complete os detalhes para a obtenção de (34.131), (34.132) e (34.133)! 6

E. 34.22 Exerćıcio. Usando diretamente (34.132), prove novamente o fato já estabelecido que Γi
kl é invariante pelas transformações

de calibre (34.127). 6

34.2.4 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Vamos agora introduzir as noções muito úteis de gradiente, divergente e Laplaciano (ou operador de Laplace-Beltrami)
no contexto de variedades Riemannianas ou Lorentzianas dotadas de uma conexão afim.

Fazemos notar que, para o caso de conexões de Levi-Civita, essas noções podem ser introduzidas com mais elegância e
generalidade na teoria das formas diferenciais fazendo uso do chamado mapa dual de Hodge30. Esse é o assunto da Seção
35.2.3.1, página 1857. Lá indicaremos inclusive como definir o operador rotacional em variedades, o que não faremos
aqui.

Em contraste, no presente contexto de conexões, podemos definir os operadores divergente e Laplaciano mesmo em
variedades com torção, o que não ocorre no contexto de formas diferenciais.

O estudante deve notar que as definições de gradiente, divergente e Laplaciano que apresentaremos adiante são
definições intŕınsecas, isto é, independentes de cartas locais de coordenadas, ainda que nosso principal objetivo seja obter
expressões para esses operadores em cartas locais de coordenadas.

• Gradiente

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana e f : M → R uma função diferenciável em M assumindo
valores nos reais. Recordando, a diferencial de f , denotada por df é o elemento de X ∗(M) definido por31

〈df, A〉 = A(f) ,

para todo A ∈ X (M), onde A(f) foi definido em (34.53), página 1751. Assim, df é um campo de covetores tais que para
todo A ∈ X (M) vale 〈df, A〉 ≡ df(A) = Ai ∂f

∂xi em uma carta local (e, portanto, em todas, devido à invariância do lado

direito), sendo A = Ai ∂
∂xi .

Definimos o gradiente de f , denotado por grad (f) ∈ X (M), por

grad (f) := g
♯
(
df
)
, (34.134)

com dado em (34.20), página 1745, ou seja, grad (f) é definido como o campo vetorial definido em M tal que para todo
p ∈M e todo v ∈ TpM valha

g
(
grad (f), v

)

p
= (df)p(v) . (34.135)

Em um sistema de coordenadas x1, . . . , xn definido por uma carta local em p em que v = vk ∂
∂xk

∣
∣
p
(usando a convenção de

soma de Einstein) e grad (f)p =
(
grad (f)p

)k ∂
∂xk

∣
∣
p
, teremos (df)p(v) =

∂f
∂xk (p)v

k e g(grad (f), v)p =
(
grad (f)p

)i
vjgij(p).

Assim, (34.135) se escreve na forma

g
(
grad (f), v

)

p
=
(
grad (f)p

)i
vjgij(p) =

∂f

∂xj
(p)vj , (34.136)

30William Vallance Douglas Hodge (1903–1975).
31A aplicação df foi também definida em (33.53), página 1698, como o pushforward de funções reais definidas em M , mais precisamente,

como a aplicação diferencial associada a uma função f : M → R de classe C∞.
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implicando que
(
grad (f)p

)i
gij(p) =

∂f
∂xj

∣
∣
∣
p
para todo j e, portanto, que

(
grad (f)p

)i
= gij(p)

∂f

∂xj

∣
∣
∣
∣
p

(34.137)

para todo i. Assim,

grad (f)p =

(

gkj
∂f

∂xj

)

p

∂

∂xk

∣
∣
∣
∣
p

. (34.138)

Observe-se que, para um campo vetorial A ∈ X (M), (34.136) afirma que

g
(
grad (f), A

)
= A(f) . (34.139)

Por razões facilmente compreenśıveis, o gradiente de f é frequentemente denotado por ∇if ou por ∂if .

• Divergente

Seja ∇ uma conexão afim e A ∈ X (M) e considere-se o tensor KA : X (M) → X (M) definido por

K
A(B) := ∇BA , (34.140)

para B ∈ X (M). Definimos o divergente de A (segundo ∇) como sendo o traço da aplicação definida por KA:

div (A) := Tr
(
K

A
)
. (34.141)

(A noção de traço encontra-se definida à página 1692). Pela considerações que fizemos quando da definição da noção de
traço, conclúımos que div (A) é invariante por mudança de coordenadas.

É interessante e útil expressarmos KA e div (A) em coordenadas locais. Escrevendo

K
A

(
∂

∂xi

)

=
(
K

A
)k

i

∂

∂xk

teremos,
(
K

A
)b

i

∂

∂xb
= K

A

(
∂

∂xi

)

= ∇ ∂

∂xi
A =

(
∂Ak

∂xi
+ Γk

ijA
j

)
∂

∂xk

(
K

A
)k

i
=

∂Ak

∂xi
+ Γk

ijA
j

e, por (33.33), teremos div (A) = Tr
(
KA
) (33.33)

=
(
KA
)i

i
= ∂Ai

∂xi +Γi
ijA

j = Ai
;i = (∇iA)

i. Em particular, em coordenadas
locais e para uma conexão afim geral, vemos que

div (A) =
∂Ai

∂xi
+ Γi

ijA
j . (34.142)

O estudante facilmente apercebe-se que no caso da variedade Rn com a conexão plana usual tem-se para coordenadas

Cartesianas div (A) = ∂Ai

∂xi , que é a definição usual de divergente de um campo vetorial.

Por razões facilmente compreenśıveis, o divergente de A é frequentemente denotado por ∇jA
j ou por Aj

;j .

Se ∇ for uma conexão métrica e simétrica (ou seja, uma conexão de Levi-Civita), então podemos usar (34.118) e
escrever

div (A) =
∂Ai

∂xi
+ Γi

ijA
j =

∂Ai

∂xi
+

(
1

2g

∂g

∂xj

)

Aj

e, portanto,

div (A) =
1

√

|g|
∂

∂xj

(

Aj
√

|g|
)

. (34.143)
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• Laplaciano (ou operador de Laplace-Beltrami)

Seja f : M → R uma função duas vezes diferenciável em M assumindo valores nos reais. Definimos o Laplaciano de
f , denotado por ∆(f), por

∆(f) := div
(
grad (f)

)
.

O Laplaciano mapeia funções infinitamente diferenciáveis de M em funções infinitamente diferenciáveis de M e, por isso,
podemos falar de um operador Laplaciano. No contexto de Geometrias Riemannianas ou Lorentzianas e na Geometria
de superf́ıcies, o operador Laplaciano é frequentemente denominado operador de Laplace32-Beltrami33.

Em coordenadas locais e para uma conexão afim geral, teremos por (34.142) e (34.137),

∆(f) =
∂

∂xi

(

gik
∂f

∂xk

)

+ Γi
ij g

jk ∂f

∂xk
. (34.144)

O estudante facilmente apercebe-se que no caso da variedade Rn com o tensor métrico Riemanniano usual e a conexão

plana usual tem-se para coordenadas Cartesianas ∆(f) =
∑n

i=1
∂2f
∂xi2 , que é a definição usual de Laplaciano de uma

função escalar.

Por razões facilmente compreenśıveis, o Laplaciano de f é frequentemente denotado por ∇i∇if .

Se ∇ for uma conexão métrica e simétrica (ou seja, uma conexão de Levi-Civita), então podemos usar (34.143), e
escrever

∆(f) =
1

√

|g|
∂

∂xj

(
√

|g| gjl ∂f
∂xl

)

. (34.145)

Essa relação pode ser usada mesmo no caso plano de Rn para expressar o Laplaciano em coordenadas gerais. Vide Seção
4.3, página 302.

E. 34.23 Exerćıcio. Usando (34.119), mostre que, no caso de uma conexão de Levi-Civita, (34.144) pode ser reescrita como

∆(f) = g
ij

(
∂2f

∂xi∂xj
−

{
k

i j

}
∂f

∂xk

)

. (34.146)

6

E. 34.24 Exerćıcio. Mostre que para uma conexão métrica geral tem-se

div (A) =
1

√
|g|

∂

∂xj

(

A
j
√

|g|
)

+K
i
ijA

j
, (34.147)

K sendo o tensor de contorção, e

∆(f) =
1

√
|g|

∂

∂xj

(
√

|g| gjl
∂f

∂xl

)

+K
i k
i

∂f

∂xk
(34.148)

= g
ij

(
∂2f

∂xi∂xj
−

{
k

i j

}
∂f

∂xk

)

+K
i k
i

∂f

∂xk
. (34.149)

Sugestão: Basta usar (34.115) e os resultados (34.143) e (34.145). 6

* *** *

As relações (34.137), (34.143) e (34.145) são muito úteis, podendo mesmo ser usadas nas variedades planas Rn, com
o tensor métrico Riemanniano usual, para expressar o gradiente, o divergente e o Laplaciano em coordenadas outras que
não as Cartesianas, tal como fizemos em diversos problemas do Caṕıtulo 43, página 2400, e alhures. Para tal, emprega-se
as expressões de (34.29), que apresentam as componentes do tensor métrico Riemanniano (covariante e contravariante)
em sistemas de coordenadas gerais em Rn. Nesse caso, como comentamos no Exerćıcio E. 34.2, página 1746, podemos

usar o fato que g =
(
det(J)

)2
, onde J é a matriz dada em (34.30). Vide também a Seção 4.3, página 302, para a forma

expĺıcita do operador Laplaciano em alguns sistemas de coordenadas de interesse em R2 e R3.

32Pierre-Simon Laplace (1749–1827).
33Eugenio Beltrami (1835–1899).
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Em certos livros-texto de F́ısica-Matemática, como [346] e [20], o estudante pode encontrar tais expressões para os
operadores gradiente, divergente e Laplaciano em diversos sistemas de coordenadas de interesse f́ısico em R2 e em R3.
Essas referências [346] e [20] obtém (34.137), (34.143) e (34.145) por meios mais pedestres e com menos generalidade.
Como já dissemos acima, as diversas expressões que encontramos podem ser obtidas com mais elegância e generalidade
por meio do uso de formas diferenciais. Vide Seção 35.2.3.1, página 1857.

• A conexão de Levi-Civita, o gradiente e um operador simétrico

A proposição a seguir é relevante em diversos contextos. Iremos usá-la na análise da identidade de Raychaudhuri, na
Seção 34.6.1, página 1820.

Proposição 34.5 Seja ∇ uma conexão de Levi-Civita e seja f :M → R é uma função ao menos duas vezes diferenciável.
Seja Lf : X (M) → X (M) o tensor de tipo (1, 1) definido por

L
f (B) := K

grad f (B) = ∇Bgrad (f) ,

com B ∈ X (M). Então, Lf é um tensor g-simétrico (vide definição à página 1748), ou seja,
(
Lf
)†

= Lf e, pois vale

g
(
B, Lf (C)

)
= g

(
L

f (B), C
)

(34.150)

para todos B, C ∈ X (M), ou seja,

g
(

B, ∇Cgrad (f)
)

= g
(

C, ∇Bgrad (f)
)

.

As componentes de Lf em um sistema local de coordenadas, são dadas por

(Lf )li =
∂

∂xi

(

gla
∂f

∂xa

)

+ Γl
ij g

ja ∂f

∂xa
. (34.151)

e (34.150) significa que (Lf )ij = (Lf ) i
j , ou ainda que (Lf )ij = (Lf )ji. 2

Prova. De (34.121) segue facilmente que

g
(

C, ∇BA
)

− g
(

B, ∇CA
)

= B
(

g
(
C, A

))

− C
(

g
(
B, A

))

− g
(
[B, C], A

)

para todos A, B, C ∈ X (M) (verifique!). Tomando A = grad (f), teremos por (34.139)

g
(

C, ∇Bgrad (f)
)

− g
(

B, ∇Cgrad (f)
)

= B
(

g
(
C, grad (f)

))

− C
(

g
(
B, grad (f)

))

− g
(
[B, C], grad (f)

)

(34.139)
= B

(
C(f)

)
− C

(
B(f)

)
− [B, C](f) = 0 .

Isso provou (34.150). Em um sistema local de coordenadas, escrevemos

L
f (B) = (Lf )(B)l

∂

∂xl
= (Lf )liB

i ∂

∂xl
= Bi∇igrad (f) = Bi

(
∂

∂xi
grad (f)l + Γl

ijgrad (f)
j

)
∂

∂xl
,

de modo que

(Lf )li =
∂

∂xi
grad (f)l + Γl

ijgrad (f)
j =

∂

∂xi

(

gla
∂f

∂xa

)

+ Γl
ij g

ja ∂f

∂xa
.

A relação de simetria (34.150) significa gikB
i(Lf )kjC

j = glj(L
f )liB

iCj , ou seja, gik(L
f )kj = glj(L

f )li, que significa

(Lf )ij = (Lf )ji, ou ainda, (Lf )ij = (Lf ) i
j .

Observe-se que Tr(Lf ) = (Lf )i
i
= (Lf )ii

(34.144)
= ∆(f).
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34.3 O Tensor de Curvatura

A noção de curvatura tem uma longa história na Geometria Diferencial, especialmente no estudo da geometria de curvas e
superf́ıcies, existindo em diversas variantes relacionadas entre si de maneiras diversas. Nesta seção iremos nos concentrar
no estudo do chamado tensor de curvatura, de importância central nas Geometrias Riemanniana e Lorentziana, em
particular, na Teoria da Relatividade Geral.

• O tensor de curvatura

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n e dotada de uma conexão afim ∇. Para A, B, C ∈ X (M)
definamos

R(A, B) := ∇A∇B −∇B∇A −∇[A, B] , (34.152)

como sendo a aplicação que a cada C ∈ X (M) associa o elemento de X (M) dado por

R(A, B)C := ∇A

(
∇BC

)
−∇B

(
∇AC

)
−∇[A, B]C . (34.153)

Como veremos na Proposição 34.6, logo adiante, a aplicação X (M)× X (M)× X (M) → X (M) dada por

X (M)× X (M)× X (M) ∋ (A, B, C) 7−→ R(A, B)C ∈ X (M)

é linear nos três argumentos, definindo, portanto, um tensor de tipo (3, 1), denominado tensor de curvatura associado à
conexão afim ∇, ou ainda tensor de curvatura de Riemann ou de Riemann-Christoffel34.

Notas. Antes de justificarmos a definição e explorarmos as propriedades do objeto acima definido (antes, por exemplo, de mostrarmos que
se trata realmente de um tensor), fazemos notar que a definição adotada em (34.152) segue a convenção mais frequentemente encontrada em
textos sobre Variedades Lorentzianas e sobre Relatividade Geral, enquanto que textos sobre Geometria Riemanniana (como [327]) adotam
um sinal “-” global no lado direito, tomando R(A, B) := ∇B∇A − ∇A∇B − ∇[B, A]. Essa diferença de convenções se deve ao fato que, na
Geometria Riemanniana, convenciona-se dizer que a esfera é uma superf́ıcie de curvatura positiva, enquanto que, na Teoria da Relatividade
Geral, convenciona-se dizer que o espaço-tempo de de Sitter é de curvatura positiva. É relevante notar também que, como veremos em (34.179)
(com uso de (34.113)), para conexões de Levi-Civita, o tensor de curvatura é par no tensor métrico (ou seja, é invariante pela troca g → −g)
e, portanto, no caso Lorentziano ele não se altera se passarmos da signatura “+−−−” para “−+++”. ♣

A seguinte proposição lista as propriedades formais básicas de R:

Proposição 34.6 Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n dotada de uma conexão afim ∇ e seja o tensor de
curvatura R associado à conexão ∇, definido em (34.152). De acordo com as definições acima, valem as propriedades

1. Antissimetria:
R(A, B) = −R(B, A) , (34.154)

2. Linearidade:

R
(
f1A1 + f2A2, B

)
= f1R(A1, B) + f2R(A2, B) , (34.155)

R
(
A, g1B1 + g2B2

)
= g1R(A, B1) + g2R(A, B2) , (34.156)

R
(
A, B

)(
h1C1 + h2C2

)
= h1R(A, B)C1 + h2R(A, B)C2 , (34.157)

para todos A, A1, A2, B, B1, B2, C, C1 e C2 ∈ X (M) e todos f1, f2, g1, g2, h1 e h2 ∈ C∞(M). 2

As propriedades (34.155)–(34.157) evidenciam o caráter tensorial de R. A demonstração da Proposição 34.6 é obtida
por uma aplicação quase que mecânica das propriedades (34.54) e (34.55) da conexão afim ∇ e iremos apresentá-la no
Apêndice 34.A.1, página 1830.

34A definição aqui apresentada do tensor de curvatura, em termos de conexões afins (métricas e sem torção), é essencialmente devida a Elwin
Bruno Christoffel (1829–1900), que a sugeriu em 1869 em [88]. Nesse mesmo trabalho foram definidos também os śımbolos de Christoffel. As
ideias de Christoffel foram posteriormente expressas por Gregorio Ricci-Curbastro (1853–1925) e Tullio Levi-Civita (1873–1941) em termos
do chamado Cálculo Tensorial (à época denominado Cálculo Diferencial Absoluto), um precursor da moderna Geometria Diferencial.
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• A interpretação geométrica do tensor de curvatura

Se tivermos uma carta local de coordenadas e considerarmos os campos A = ∂
∂xi e B = ∂

∂xj definidos nessa carta,
teremos, naturalmente, [A, B] = 0 e, portanto,

R

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)

= ∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi
. (34.158)

Essa expressão permite-nos entender R informalmente, como sendo uma “medida” da não comutatividade da derivação
covariante em direções coordenadas diferentes. A Proposição 34.7, que segue, torna essa ideia um tanto mais precisa.
Sua interpretação será feita após sua demonstração. Note-se também que é claro por (34.158) que R anula-se no caso da
variedade Euclidiana Rn (pois lá ∇ ∂

∂xi
= ∂

∂xi ). Assim, R indica informalmente o quanto uma variedade diferenciável de

dimensão n desvia-se em cada ponto da variedade Euclidiana Rn.

Proposição 34.7 Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n e seja ∇ uma conexão afim em M . Seja O ∋
(u, v) 7→ S(u, v) ∈M uma superf́ıcie bidimensional ao menos duas vezes diferenciável mergulhada em M , onde O é um
aberto de R2. Seja V um campo vetorial diferenciável sobre a superf́ıcie S (de sorte que V (u, v) ∈ TS(u, v)M para cada
(u, v) ∈ O). Então, vale

(
D

∂u

D

∂v
− D

∂v

D

∂u

)

V (u, v) = R

(
∂S

∂u
,
∂S

∂u

)

V

∣
∣
∣
∣
S(u, v)

(34.159)

para todo (u, v) ∈ O. 2

Comentário. O lado esquerdo de (34.159) é por vezes denominado holonomia infinitesimal da conexão ∇. A relação (34.159), portanto,
associa o holonomia infinitesimal de ∇ com a curvatura Riemanniana associada a ∇. Esse tipo de associação manifesta-se em outras situações
que as aqui tratadas, como no caso de conexões em fibrados principais, onde o resultado é conhecido como Teorema de Ambrose35-Singer36.
Vide, e.g., [274]. ♣

Prova. (De [327]). Em uma carta local, cada ponto S(u, v) é descrito por coordenadas
(
x1(u, v), . . . , xn(u, v)

)
∈ Rn,

sendo cada função xi(u, v) ao menos duas vezes diferenciável. Para os vetores tangentes ∂S
∂u e ∂S

∂u à superf́ıcie teremos a

representação em coordenadas locais ∂S
∂u = ∂xk

∂u
∂

∂xk

∣
∣
∣
S(u, v)

e ∂S
∂v = ∂xj

∂v
∂

∂xj

∣
∣
∣
S(u, v)

.

Seja Xi(u, v) :=
∂

∂xi

∣
∣
S(u, v)

∈ TS(u, v)M . Calculemos D
∂uXi(u, v),

D
∂vXi(u, v) e as derivações covariantes segundas

D
∂u

D
∂vXi(u, v) e

D
∂v

D
∂uXi(u, v). Por definição, temos

D

∂u
Xi(u, v) = ∇ ∂xj

∂u
Xj(u, v)

Xi(u, v) =
∂xj

∂u

(

∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)∣
∣
∣
∣
S(u, v)

.

Analogamente,
D

∂v
Xi(u, v) =

∂xj

∂v

(

∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)∣
∣
∣
∣
S(u, v)

.

Assim,
D

∂v

D

∂u
Xi(u, v) =

∂2xj

∂v∂u

(

∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)

+
∂xj

∂u

∂xk

∂v

(

∇ ∂

∂xk

(

∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

))∣
∣
∣
∣
S(u, v)

e, analogamente,

D

∂u

D

∂v
Xi(u, v) =

∂2xj

∂u∂v

(

∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)

+
∂xj

∂v

∂xk

∂u

(

∇ ∂

∂xk

(

∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

))∣
∣
∣
∣
S(u, v)

.

Logo,
(
D

∂u

D

∂v
− D

∂v

D

∂u

)

Xi(u, v) =
∂xj

∂v

∂xk

∂u

(

∇ ∂

∂xk

(

∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)

−∇ ∂

∂xj

(

∇ ∂

∂xk

∂

∂xi

))∣
∣
∣
∣
S(u, v)

(34.158)
=

∂xk

∂u

∂xj

∂v
R

(
∂

∂xk
,

∂

∂xj

)
∂

∂xi

∣
∣
∣
∣
S(u, v)

. (34.160)

35Warren Arthur Ambrose (1914–1995).
36Isadore Manuel Singer (1924–2021).
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Calculemos agora D
∂uV (u, v), D

∂vV (u, v) e as derivações covariantes segundas D
∂u

D
∂vV (u, v) e D

∂v
D
∂uV (u, v). Natu-

ralmente, podemos escrever V (u, v) = vi(u, v)Xi(u, v). Teremos,

D

∂u
V (u, v) =

D

∂u

(

vi(u, v)Xi(u, v)
)

=
∂vi

∂u
Xi(u, v) + vi

D

∂u
Xi(u, v)

e
D

∂v

D

∂u
V (u, v) =

∂2vi

∂v∂u
Xi(u, v) +

∂vi

∂u

D

∂v
Xi(u, v) +

∂vi

∂v

D

∂u
Xi(u, v) + vi

D

∂v

D

∂u
Xi(u, v) .

Analogamente,

D

∂u

D

∂v
V (u, v) =

∂2vi

∂u∂v
Xi(u, v) +

∂vi

∂v

D

∂u
Xi(u, v) +

∂vi

∂u

D

∂v
Xi(u, v) + vi

D

∂u

D

∂v
Xi(u, v) .

Logo,

(
D

∂u

D

∂v
− D

∂v

D

∂u

)

V (u, v) = vi
(
D

∂u

D

∂v
− D

∂v

D

∂u

)

Xi(u, v)
(34.160)

= vi
∂xk

∂u

∂xj

∂v
R

(
∂

∂xk
,

∂

∂xj

)
∂

∂xi

∣
∣
∣
∣
S(u, v)

= R

(
∂xk

∂u

∂

∂xk
,
∂xj

∂v

∂

∂xj

)(

vi
∂

∂xi

)∣
∣
∣
∣
S(u, v)

= R

(
∂S

∂u
,
∂S

∂u

)

V

∣
∣
∣
∣
S(u, v)

,

como queŕıamos mostrar, sendo que na penúltima igualdade usamos a linearidade de R.

A Proposição 34.7 diz-nos o seguinte. Escolhamos ǫ1, ǫ2 > 0 pequenos o suficiente e tomemos o vetor V (u, v) em
um ponto S(u, v). Transportemo-lo paralelamente ao ponto S(u, v + ǫ2) ao longo da curva v 7→ S(u, v) e, em seguida,
transportemos o vetor resultante ao ponto S(u + ǫ1, v + ǫ2) ao longo da curva u 7→ S(u, v + ǫ2). Resulta desses dois
transportes um vetor V 1 definido em TS(u+ǫ1, v+ǫ2)M , o qual não é necessariamente igual ao vetor V (u + ǫ1, v + ǫ2),

definido no mesmo ponto. A diferença entre esses dois vetores dividida por ǫ1ǫ2 é V 1−V (u+ǫ1, v+ǫ2)
ǫ1ǫ2

e converge, no limite

ǫ1, ǫ2 → 0, a D
∂u

D
∂vV (u, v).

Façamos agora o oposto: transportemos o vetor V (u, v) paralelamente ao ponto S(u + ǫ1, v) ao longo da curva
u 7→ S(u, v) e, em seguida, transportemos o vetor resultante ao ponto S(u+ǫ1, v+ǫ2) ao longo da curva v 7→ S(u+ǫ1, v).
Resulta um vetor V 2 definido em TS(u+ǫ1, v+ǫ2)M , o qual também não é necessariamente igual ao vetor V (u+ ǫ1, v+ ǫ2),

definido no mesmo ponto. A diferença entre esses dois vetores dividida por ǫ1ǫ2 é V 2−V (u+ǫ1, v+ǫ2)
ǫ1ǫ2

e converge, no limite

ǫ1, ǫ2 → 0 a D
∂v

D
∂uV (u, v).

Conclúımos que para a diferença V 1 − V 2 dos dois vetores de TS(u+ǫ1, v+ǫ2)M obtidos transportando V (u, v) para-
lelamente ao longo dos dois trajetos descritos acima que conectam S(u, v) a S(u+ ǫ1, v + ǫ2) vale

V 1 − V 2

ǫ1ǫ2
=

(
V 1 − V (u+ ǫ1, v + ǫ2)

ǫ1ǫ2

)

−
(
V 2 − V (u+ ǫ1, v + ǫ2)

ǫ1ǫ2

)

ǫ1, ǫ2→0−→
(
D

∂u

D

∂v
V − D

∂v

D

∂u
V

)

(u, v)
(34.159)

= R

(
∂S

∂u
,
∂S

∂u

)

V

∣
∣
∣
∣
S(u, v)

.

Podemos, portanto, afirmar que se A, B, V ∈ TpM são três vetores do espaço tangente TpM , então R (A, B)V
determina a variação do vetor V quando de um transporte paralelo executado em uma curva fechada “infinitesimal”
no retângulo definido pelos vetores tangentes A e B. Nesse sentido, R (A, B) é uma medida da “curvatura” local da
variedade M ao redor do ponto p. Uma noção associada, a de curvatura seccional, será introduzida e discutida mais
adiante.
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34.3.1 As Identidades de Bianchi e Outras Propriedades

Passemos agora a uma classe de propriedades muito importantes do tensor de curvatura, obtidas por Voss37, Ricci38

e Bianchi3940 em 1880, 1889 e 1902, respectivamente (apud [374]), denominadas primeira identidade de Bianchi (ou
identidade de Bianchi algébrica) e segunda identidade de Bianchi (ou identidade de Bianchi diferencial). Vide [374] para
um relato histórico mais detalhado que inclui a entrada dessas identidades na Teoria da Relatividade Geral.

No caso de conexões de Levi-Civita as identidades de Bianchi podem ser obtidas com uso do chamado Teorema de
Noether41 (vide Seção 45.6, página 2611, para uma versão desse teorema para sistemas mecânicos), mas seguiremos aqui
uma abordagem mais direta e geral (para conexões afins gerais).

Na Seção 34.3.2, página 1780, apresentaremos a forma que as identidades de Bianchi assumem em coordenadas locais.

• A primeira identidade de Bianchi

Proposição 34.8 (Primeira Identidade de Bianchi) Seja ∇ uma conexão afim em uma variedade diferenciável M .
Para todos A, B, C ∈ X (M) vale

R(A, B)C +R(C, A)B +R(B, C)A = S(A, B, C) , (34.161)

onde

S(A, B, C) := ∇A

(
T (B, C)

)
+∇B

(
T (C, A)

)
+∇C

(
T (A, B)

)
+ T

(
A, [B, C]

)
+ T

(
B, [C, A]

)
+ T

(
C, [A, B]

)
,

(34.162)
sendo T o tensor de torção, dado em (34.86). Em particular, se ∇ for uma conexão simétrica, vale

R(A, B)C +R(C, A)B +R(B, C)A = 0 . (34.163)

2

As expressões (34.161) e (34.163) são ambas denominadas identidade de Bianchi. A expressão (34.163), válida no
contexto de conexões simétricas, é particularmente relevante.

A prova da Proposição 34.8 encontra-se no Apêndice 34.A.2, página 1831.

E. 34.25 Exerćıcio. A expressão S(A, B, C), dada em (34.162), define um tensor. Que se trata de um tensor não é óbvio por
(34.162), mas por (34.161). Mostre que o tensor S(A, B, C) pode ser reescrito como

S(A, B, C) =
(
∇AT

)
(B, C)+

(
∇BT

)
(C, A)+

(
∇CT

)
(A, B)+T

(
T (A, B), C

)
+T

(
T (B, C), A

)
+T

(
T (C, A), B

)
. (34.164)

Sugestão: em (34.162), use as expressões para a derivação covariante de tensores e a definição do tensor de torção. 6

Observe-se também que S(A, B, C) é invariante por permutações ćıclicas:

S(A, B, C) = S(C, A, B) = S(B, C, A) . (34.165)

• A segunda identidade de Bianchi

A seguinte proposição contém uma asserção importante sobre o tensor de curvatura, a chamada segunda identidade
de Bianchi ou identidade de Bianchi diferencial, e que, em particular, tem consequências sobre o chamado tensor de
Einstein, de relevância para a Teoria da Relatividade Geral. Essa relevância será discutida adiante, na Seção 34.3.5 à
página 1788.

37Aurel Edmund Voss (1845–1931)
38Gregorio Ricci-Curbastro (1853–1925).
39Luigi Bianchi (1856–1928).
40Luigi Bianchi, “Sui simboli a quattro indici e sulla curvatura di Riemann”, Rend. Acc. Naz. Lincei, 11 (5): 3-7 (1902).
41Amalie Emmy Noether (1882–1935).
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Proposição 34.9 (Segunda Identidade de Bianchi) Seja M uma variedade diferenciável dotada de uma conexão
afim ∇. Então, vale

∇A

(

R(B, C)D
)

+∇B

(

R(C, A)D
)

+∇C

(

R(A, B)D
)

= R(A, B)∇CD +R(C, A)∇BD +R(B, C)∇AD +R
(
[A, B], C

)
D +R

(
[C, A], B

)
D +R

(
[B, C], A

)
D . (34.166)

o que implica

∇A

(
R
)
(B, C) +∇B

(
R
)
(C, A) +∇C

(
R
)
(A, B) = −R

(
T (A, B), C

)
−R

(
T (C, A), B

)
−R

(
T (B, C), A

)
. (34.167)

Caso ∇ seja uma conexão simétrica, (34.167) ensina-nos que

∇A

(
R
)
(B, C) +∇B

(
R
)
(C, A) +∇C

(
R
)
(A, B) = 0 . (34.168)

Acima, A, B, C, D são elementos arbitrários de X (M). 2

As expressões (34.166) e (34.167), e mesmo o caso particular (34.168), são denominadas segunda identidade de Bianchi
ou identidade de Bianchi diferencial. A demonstração da Proposição 34.9 encontra-se no Apêndice 34.A.3, página 1832.

• Outras propriedades do tensor de curvatura

Na proposição que segue são listadas mais algumas propriedades úteis do tensor de curvatura, válidas no caso de
conexões de Levi-Civita.

Proposição 34.10 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana e seja ∇ uma conexão afim em M . Sejam
A, B, C, D ∈ X (M).

Para ∇ uma conexão afim arbitrária, vale

g
(
R(A, B)C, D

)
= −g

(
R(B, A)C, D

)
, (34.169)

o que segue diretamente de (34.154).

Se ∇ é compat́ıvel com g, vale
g
(
R(A, B)C, D

)
= −g

(
R(A, B)D, C

)
. (34.170)

Se ∇ é compat́ıvel com g e simétrica (ou seja, se ∇ for uma conexão de Levi-Civita), vale

g
(
R(A, B)C, D

)
= g

(
R(C, D)A, B

)
(34.171)

e, por (34.154) e (34.170), tem-se também

g
(
R(A, B)C, D

)
= g

(
R(D, C)B, A

)
. (34.172)

No caso de ∇ ser compat́ıvel com g, mas não simétrica, em lugar de (34.171) tem-se

g
(
R(A, B)C, D

)
= g

(
R(C, D)A, B

)
+ S(A, B, C, D) , (34.173)

onde

S(A, B, C, D) :=
1

2

[

g
(
S(B, C, A), D

)
+ g
(
S(B, C, D), A

)
+ g
(
S(B, A, D), C

)
+ g
(
S(C, A, D), B

)]

,

o tensor S tendo sido definido em (34.162). 2

A demonstração da Proposição 34.10 encontra-se no Apêndice 34.A.4, página 1834.
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34.3.2 O Tensor de Curvatura em Coordenadas Locais

É importante, especialmente em aplicações como à Teoria da Relatividade Geral, expressar algumas das propriedades do
tensor de curvatura que encontramos acima em termos de suas componentes em uma carta local de coordenadas.

Em uma carta local de coordenadas (x1, . . . , xn), escrevamos

R

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Rl

kij

∂

∂xl
.

Os termos Rl
ijk são denominados componentes do tensor de curvatura ou coeficientes do tensor de curvatura. Natural-

mente,

Rl
kij =

〈

dxl, R

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
∂

∂xk

〉

(34.174)

e, caso a variedade em questão seja dotada de um tensor métrico Riemanniana ou Lorentziana g, teremos também

Rl
kij = glm g

(
∂

∂xm
, R

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
∂

∂xk

)

.

É fácil constatar disso que g
(
R(A, B)C, D

)
pode ser escrito em termos das componentes do tensor de curvatura em

coordenadas locais como
g
(
R(A, B)C, D

)
= RlkijA

iBjCkDl = Rl
kijA

iBjCkDl . (34.175)

E. 34.26 Exerćıcio. Usando (34.174), mostre que as componentes do tensor de curvatura transformam-se por mudanças de
coordenadas como

R
′l
kij =

∂x′l

∂xa

∂xb

∂x′k

∂xc

∂x′i

∂xd

∂x′j
R

a
bcd . (34.176)

6

Usando a expressão geral (34.174) podemos obter uma importante relação que expressa os coeficientes de R em termos
dos coeficientes de uma conexão afim geral. Tem-se

R

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
∂

∂xk
(34.158)

= ∇ ∂

∂xi

(

∇ ∂

∂xj

∂

∂xk

)

−∇ ∂

∂xj

(

∇ ∂

∂xi

∂

∂xk

)

(34.57)
= ∇ ∂

∂xi

(

Γa
jk

∂

∂xa

)

−∇ ∂

∂xj

(

Γa
ik

∂

∂xa

)

=

(
∂

∂xi
Γa

jk

)
∂

∂xa
+ Γa

jk∇ ∂

∂xi

∂

∂xa
−
(

∂

∂xj
Γa

ik

)
∂

∂xa
− Γa

ik∇ ∂

∂xj

∂

∂xa

(34.57)
=

(
∂

∂xi
Γa

jk

)
∂

∂xa
+ Γa

jkΓ
b
ia

∂

∂xb
−
(

∂

∂xj
Γa

ik

)
∂

∂xa
− Γa

ikΓ
b
ja

∂

∂xb

=

(
∂

∂xi
Γa

jk − ∂

∂xj
Γa

ik

)
∂

∂xa
+
(

Γa
jkΓ

b
ia − Γa

ikΓ
b
ja

) ∂

∂xb

e, portanto,

Rl
kij =

∂ Γl
jk

∂xi
− ∂ Γl

ik

∂xj
+ Γa

jkΓ
l
ia − Γa

ikΓ
l
ja (34.177)

=
(
Γl

jk

)

,i
−
(
Γl

ik

)

,j
+ Γa

jkΓ
l
ia − Γa

ikΓ
l
ja . (34.178)

Essa expressão é deveras interessante, por exemplo, por tornar expĺıcito o fato de as componentes do tensor e curvatura
associado a uma conexão afim dependerem exclusivamente dos coeficientes da conexão afim. Usando (34.115) é posśıvel
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expressar Rl
kij em termos dos śımbolos de Christoffel e das componentes do tensor de contorção (e, portanto, das

componentes do tensor de torção).

No caso especial de conexões de Levi-Civita, (34.122) permite expressar Rl
kij em termos dos coeficientes gij e gij do

tensor métrico, de suas derivadas primeiras e segundas. O exerćıcio a seguir explicita isso:

E. 34.27 Exerćıcio. Usando (34.122), mostre que no caso de conexões de Levi-Civita vale

R
l
kij =

1

2
g
la

(
∂2gaj

∂xk∂xi
+

∂2gik

∂xa∂xj
−

∂2gai

∂xk∂xj
−

∂2gkj

∂xa∂xi

)

+ g
la
gnp

({
n

k i

}{
p

a j

}

−

{
n

k j

}{
p

a i

})

, (34.179)

com os śımbolos de Christoffel dados em (34.113). O estudante deve notar de (34.179) e (34.113) que, para conexões de Levi-Civita, o
tensor de curvatura é par no tensor métrico (ou seja, é invariante pela troca g → −g) e, portanto, no caso Lorentziano ele não se altera
se passarmos da signatura “+−−−” para “−+++”. 6

E. 34.28 Exerćıcio. No caso de uma conexão afim geral, expresse Rl
kij em termos dos coeficientes do tensor métrico e das

componentes do tensor de torção. 6

Como mencionamos, podemos expressar algumas das propriedades do tensor de curvatura de Riemann, obtidas acima,
em termos de seus coeficientes. Para futura referência, apresentamos essas relações na forma de uma proposição.

Proposição 34.11 Com as definições acima, valem as seguintes relações para as componentes do tensor de curvatura
de Riemann:

1. Para uma conexão afim geral, a propriedade de antissimetria (34.154), ou (34.169) implica

Rlkij = −Rlkji , ou seja, Rl
kij = −Rl

kji . (34.180)

2. Para conexões simétricas, a primeira identidade de Bianchi (34.163) implica

Rl
kij +Rl

jki +Rl
ijk = 0 . (34.181)

3. Para conexões simétricas, a segunda identidade de Bianchi (34.168) implica

Rl
kij;m +Rl

kmi;j +Rl
kjm;i = 0 . (34.182)

4. Para conexões compat́ıveis com o tensor métrico g, (34.170) implica

Rlkij = −Rklij , (34.183)

o que equivale a
Rl

kij = −R l
k ij . (34.184)

5. Para conexões compat́ıveis com o tensor métrico g e simétricas (ou seja, para conexões de Levi-Civita), (34.172)
implica

Rlkij = Rijlk , (34.185)

o que equivale a
Rl

kij = R l
ij k . (34.186)

Naturalmente, no importante caso de conexões de Levi-Civita todas as relações (34.180)–(34.186) são válidas. 2

E. 34.29 Exerćıcio. Verifique todas as afirmações acima. 6
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34.3.3 A Curvatura Seccional

A noção de curvatura seccional é intimamente ligada à de tensor de curvatura. Essa noção foi introduzida por Gauss
e estendida por Riemann e é muitas vezes denominada curvatura de Gauss, ou curvatura Gaussiana, especialmente no
estudo de superf́ıcies em Rn. No nosso contexto de variedades diferenciáveis vamos introduźı-la a partir do tensor de
curvatura, mas no caso de superf́ıcies seria mais natural fazê-lo de modo mais geométrico, tal como na sequência histórica
na qual nasceu. Para essa última abordagem, vide Seção 36.2, página 1889, ou vide, por exemplo, [326]. Para a conexão
entre as duas abordagens, vide [327], especialmente o Caṕıtulo VI dessa referência.

• Algumas propriedades de certas formas quárticas

Para nossa discussão sobre a curvatura seccional precisamos de algumas propriedade de certas formas quárticas em
espaços vetoriais.

Seja V um espaço vetorial real e seja F : V × V × V × V → R uma aplicação que seja linear em cada um de seus
argumentos (uma forma quártica) e que satisfaça

F (A, B, C, D) = −F (B, A, C, D) , (34.187)

F (A, B, C, D) = −F (A, B, D, C) e (34.188)

F (A, B, C, D) = F (C, D, A, B) , (34.189)

para todos A, B, C, D ∈ V. O leitor há de perceber que as propriedades listadas em (34.187)–(34.189) são inspiradas
em propriedades idênticas (vide (34.154), (34.170) e (34.171)) válidas para a forma quártica g

(
R(A, B)C, D

)
no caso

de variedades semi-Riemannianas dotadas de uma conexão de Levi-Civita, o que será explorado mais adiante.

Defina-se agora HF : V× V → R por

HF (A, B) := F (A, B, A, B) .

As afirmações contidas no lema que segue serão úteis adiante.

Lema 34.3 Seja V um espaço vetorial real e seja F uma função de V4 em R, linear em todos os argumentos, satisfazendo
(34.187)–(34.189) e defina HF (A, B) := F (A, B, A, B), com A, B ∈ V. Então, valem

HF (A, B) = HF (B, A) , (34.190)

HF (A, A) = 0 , (34.191)

HF (A, A+B) = HF (A, B) , (34.192)

HF (αA, βB) = α2β2HF (A, B) , (34.193)

HF

(
α1A+ β1B, α2A+ β2B

)
=

(

α1β2 − β1α2

)2

HF (A, B) , (34.194)

para todos A, B ∈ V e todos α, β, α1, α2, β1, β2 ∈ R. 2

Prova. Exerćıcio!

Na verdade, (34.194) implica as relações anteriores, mas preferimos listá-las todas para ressaltar sua relevância
individual. A seguinte proposição importante é válida:

Proposição 34.12 Seja V um espaço vetorial real e sejam F1 e F2 duas funções de V4 em R, lineares em todos os
argumentos, satisfazendo (34.187)–(34.189), satisfazendo

F1(A, B, C, D) + F1(C, A, B, D) + F1(B, C, A, D) = F2(A, B, C, D) + F2(C, A, B, D) + F2(B, C, A, D)
(34.195)
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para todos A, B, C, D ∈ V e tais que HF1(A, B) = HF2(A, B) para todos A, B ∈ V, ou seja,

F1(A, B, A, B) = F2(A, B, A, B) (34.196)

Então, F1 = F2, ou seja,
F1(A, B, C, D) = F2(A, B, C, D)

para todos A, B, C, D ∈ V. 2

A demonstração (extráıda de [327]) da Proposição 34.12 é apresentada no Apêndice 34.A.5, página 1835. Da Pro-
posição 34.12, acima, pode-se obter a seguinte consequência não trivial:

Proposição 34.13 Seja V um espaço vetorial real e seja F uma função de V4 em R, linear em todos os argumentos,
satisfazendo (34.187)–(34.189) e satisfazendo

F (A, B, C, D) + F (C, A, B, D) + F (B, C, A, D) = 0 (34.197)

para todos A, B, C, D ∈ V. Seja HF (A, B) := F (A, B, A, B). Então,

F (A, B, C, D) :=
1

6

{[

HF (A+ C, B +D)−HF (A+D, B + C)

]

+

[

HF (A, B + C) +HF (B, A+D) +HF (C, A+D) +HF (D, B + C)

−HF (A, B +D)−HF (B, A+ C)−HF (C, B +D)−HF (D, A+ C)

]

+

[

HF (A, D) +HF (B, C)−HF (B, D)−HF (A, C)

]}

. (34.198)

para todos A, B, C, D ∈ V. 2

Prova. A relação (34.198) pode ser demonstrada por verificação de duas maneiras distintas. A primeira, bastante pesada,
consiste em expandir-se o lado direito e constatar que equivale ao esquerdo. A segunda demonstração é um pouco menos
pesada e faz uso da Proposição 34.12. Vamos a ela.

Seja F1(A, B, C, D) ≡ F (A, B, C, D) e seja F2(A, B, C, D) definida pela expressão do lado direito da igualdade
em (34.198). Afirmamos que F2 também satisfaz (34.187)–(34.189) e que vale

F2(A, B, C, D) + F2(C, A, B, D) + F2(B, C, A, D) = 0 (34.199)

para todos A, B, C, D ∈ V, o que, junto com (34.197), mostra que (34.195) é satisfeita. Além disso, vale (34.196). Todas
essas afirmações podem ser verificadas diretamente da definição de F2 no lado direito de (34.198), tarefa que deixamos
ao paciente e diligente leitor (use (34.190)–(34.194)!). A validade de (34.199), por exemplo, pode ser mais facilmente
constatada verificando-se que essa identidade é separadamente satisfeita por cada um dos três termos entre colchetes [· · · ]
no lado direito de (34.198). Com isso, a Proposição 34.12 garante-nos a igualdade F (A, B, C, D) = F2(A, B, C, D)
para todos A, B, C, D ∈ V.

• A curvatura seccional

No que segue, M é uma variedade diferenciável dotada de um tensor métrico g (Riemanniana ou Lorentziana) e de
uma conexão de Levi-Civita ∇ (simétrica e compat́ıvel com g) e p é um ponto arbitrário de M .

A aplicação
R(A, B, C, D) := g

(
R(A, B)C, D

)
,
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definida em X (M) × X (M) × X (M) × X (M) com valores em R é linear em cada um dos argumentos e satisfaz
(34.187)-(34.189) e (34.197) (devido a (34.154), (34.170), (34.171) e (34.163)). As relações (34.187)-(34.189) e (34.197)
são também satisfeitas pela aplicação de X (M)× X (M)× X (M)× X (M) em R definida por

G(A, B, C, D) := g(A, C) g(B, D)− g(A, D) g(B, C) , (34.200)

como é fácil constatar (faça-o!). Assim, para p ∈M , definindo42

Hp,R(A, B) := Rp(A, B, A, B) = g
(
R(A, B)A, B

)

p
, (34.201)

Hp, G(A, B) := Gp(A, B, A, B) = g(A, A)p g(B, B)p −
(
g(A, B)p

)2
(34.202)

= det







g(A, A) g(B, A)

g(A, B) g(B, B)







, (34.203)

teremos, por (34.194),

Hp,R

(
α1A+ β1B, α2A+ β2B

)
=

(

α1β2 − β1α2

)2

Hp,R(A, B) ,

Hp,G

(
α1A+ β1B, α2A+ β2B

)
=

(

α1β2 − β1α2

)2

Hp,G(A, B) ,

para todos α1, α2, β1, β2 ∈ R. Logo, se A e B ∈ TpM são linearmente independentes, a aplicação K : TpM×TpM → R

definida por

Kp(A, B) :=
Hp,R(A, B)

Hp,G(A, B)
=

g
(
R(A, B)A, B

)

p

g(A, A)pg(B, B)p −
(
g(A, B)p

)2

satisfaz
Kp

(
α1A+ β1B, α2A+ β2B

)
= Kp(A, B) ,

para todos α1, α2, β1, β2 ∈ R (naturalmente, tais que α1A + β1B e α2A + β2B sejam linearmente independentes).
Portanto, em Kp(A, B) podemos substituir A e B pois quaisquer outros dois vetores linearmente independentes do
subespaço gerado por Ap e Bp. Isso significa que Kp(A, B) depende apenas do subespaço gerado por Ap e Bp em TpM .
Assim, dado um subespaço bidimensional σ de TpM , definimos

Kp(σ) := Kp(A, B) ,

onde A, B são dois vetores linearmente independentes quaisquer de σ. A expressão Kp(σ) é denominada curvatura
seccional de M em p em relação ao plano σ e coincide com a noção de curvatura Gaussiana da Geometria de Superf́ıcies.
Um fato importante é que o tensor de curvatura é determinado em p por curvaturas seccionais em p. Essa afirmação é
o conteúdo do seguinte corolário da Proposição 34.13:

Corolário 34.1 Seja M uma variedade diferenciável dotada de um tensor métrico g (Riemanniana ou Lorentziana) e
de uma conexão de Levi-Civita ∇ (simétrica e compat́ıvel com g). Então, em cada ponto p ∈M , o tensor de curvatura R

42Observe-se que, no caso Riemanniano, Hp,G(A, B) ≥ 0, devido à desigualdade de Cauchy-Schwarz (3.11), página 261. No caso da
variedade Euclidiana R

3, observe-se também que Hp, G(A, B) é idêntico a ‖A ∧ B‖2, o quadrado no módulo do produto vetorial de A e
B. Para ver isso, lembre-se que no caso Euclidiano |g(A, B)| = ‖A‖ ‖B‖ cos θ, onde θ é o ângulo entre A e B e, portanto, Hp,G(A, B) =
‖A‖2‖B‖2( senθ)2 = ‖A ∧B‖2.
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associado a ∇ é determinado por curvaturas seccionais em p. Mais especificamente, vale a seguinte expressão formidável:

g
(

R(A, B)C, D
)

p
=

1

6

{

Hp, R(A+ C, B +D)−Hp,R(A+D, B + C)

+Hp, R(A, B + C) +Hp,R(B, A+D) +Hp,R(C, A+D) +Hp,R(D, B + C)

−Hp, R(A, B +D)−Hp,R(B, A+ C)−Hp,R(C, B +D)−Hp,R(D, A+ C)

+Hp, R(A, D) +Hp, R(B, C)−Hp, R(B, D)−Hp, R(A, C)

}

, (34.204)

com Hp,R definido em (34.201). Como Hp,R(A, B) = Hp,G(A, B)Kp(A, B), com Hp, G definido em (34.203) e Kp

sendo a curvatura seccional, vemos que g
(
R(A, B)C, D

)

p
pode ser expresso como uma combinação linear de curvaturas

seccionais em p com coeficientes proporcionais às Hp, G’s. 2

Prova. Adotando V = TpM e F (A, B, C, D) = Rp(A, B, C, D) = g
(
R(A, B)C, D

)

p
, as condições da Proposição

34.13 são satisfeitas ((34.197), por exemplo, segue da primeira identidade de Bianchi (34.163)). Assim, (34.198) conduz
a (34.204) e dáı às demais afirmações.

34.3.4 O Tensor de Ricci e a Curvatura Escalar

Seja M uma variedade diferenciável dotada de um tensor métrico g (Riemanniano ou Lorentziano) e de uma conexão
afim ∇ e seja R o correspondente tensor de curvatura. Seja p um ponto arbitrário de M .

Como discutido à página 1745, tomemos {e1, . . . , en}, uma base de vetores em TpM , e {e1, . . . , en}, sua base
dual de covetores em T∗

pM , de sorte que para o pareamento de ei e ej , valha 〈ei, ej〉p = δij . Sejam também as bases

de vetores
{
e1

♯
, . . . , en♯

}
em TpM e de covetores duais

{
e1♯, . . . , en♯

}
, definidos em (34.24), de sorte que tenhamos

(34.27).

Fixados B, C ∈ X (M) a aplicação X (M) ∋ A 7→ R(A, B)C define uma aplicação linear de X (M) em si mesmo, a
qual denotamos por RC, BA. Definimos

Ric (C, B) := Tr
(
RC, B

)
. (34.205)

É claro que Ric define um tensor de tipo (0, 2), denominado tensor de Ricci43. Observe-se que vale a igualdade

Ric (C, B) := Tr
(
RC, B

)
=
〈
el, RC, B el

〉

p
=
〈
el, R

(
el, B

)
C
〉

p
.

• Simetria do tensor de Ricci

No caso de ∇ ser uma conexão de Levi-Civita para o tensor métrico g, o tensor de Ricci possui uma propriedade de
simetria:

Ric (C, B) = Ric (B, C) (34.206)

43Gregorio Ricci-Curbastro (1853–1925).
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para todos B, C ∈ X (M) pois, pela definição de traço (vide (33.31)),

Ric (C, B) := Tr
(
RC, B

)
=
〈
el, RC, B el

〉

p

(34.22)
= g

(

el
♯
, RC, B el

)

p
= g

(

RC, B el, el
♯
)

p

= g
(

R
(
el, B

)
C, el

♯
)

p

(34.172)
= g

(

R
(
el

♯
, C
)
B, el

)

p
= g

(

RB, C el
♯
, el

)

p
= g

(

el, RB, C el
♯
)

p

(34.16)
=

〈

el♯, RB, C el
♯
〉

p
= Tr

(
RB, C

)
= Ric (B, C) .

• O tensor de Ricci em coordenadas locais

O caráter tensorial de Ric talvez fique mais evidente se expressarmo-lo em uma carta local de coordenadas. Escrevendo

RC, BA =
(
RC, BA

)l ∂
∂xl =

(
RC, B

)l

i
Ai ∂

∂xl , teremos

(
RC, B

)l

i
Ai ∂

∂xl
= Rl

kijA
iBjCk ∂

∂xl

e, portanto,
(
RC, B

)l

i
= Rl

kijB
jCk .

Logo, pela definição de traço,

Ric (C, B) =
(
RC, B

)l

l
= Rl

kljB
jCk .

As componentes do tensor de Ricci são comummente denotadas por Rij . Assim, escrevendo

Ric (C, B) = RijC
iBj ,

ou seja, com
Ric = Rij dx

i ⊗ dxj .

teremos RijC
iBj = Rl

iljB
jCi e, portanto

Rij = Rl
ilj , (34.207)

o que expressa as componentes de Ric em termos das componentes do tensor de curvatura. De (34.207) e de (34.176) é
fácil mostrar (faça-o!) que as componentes do tensor de Ricci transformam-se por mudanças de coordenadas de acordo
com a seguinte expressão:

R′
ij =

∂xa

∂x′i
∂xb

∂x′j
Rab . (34.208)

Se ∇ for uma conexão de Levi-Civita para o tensor métrico g, então (34.186) implica que

Rl
klj = R l

lj k = Rl
jlk ,

ou seja, vale para as componentes do tensor de Ricci a propriedade de simetria

Rij = Rji , (34.209)

refletindo (34.206). De (34.177) e (34.179) obtém-se no caso de conexões de Levi-Civita as fórmulas mais expĺıcitas para
as componentes do tensor de Ricci:

Rij =
∂ Γl

ji

∂xl
− ∂ Γl

li

∂xj
+ Γa

jiΓ
l
la − Γa

liΓ
l
ja (34.210)

=
1

2
gla
(
∂2gaj
∂xi∂xl

+
∂2gli
∂xa∂xj

− ∂2gal
∂xi∂xj

− ∂2gij
∂xa∂xl

)

+ glagnp

({
n

i l

}{
p

a j

}

−
{
n

i j

}{
p

a l

})

. (34.211)

É interessante observar que a propriedade de simetria (34.209) não é evidente em (34.210) (o que não seria de se esperar,
pois (34.210) é válida mesmo para o caso de conexões que não sejam de Levi-Civita), mas pode ser observada em (34.211)
se renomearmos convenientemente alguns ı́ndices mudos. Faça-o!
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• A curvatura de Ricci

No caso Riemanniano, se C é um vetor não nula em TpM , a expressão

Ric(C)p :=
1

m− 1

Ric (C, C)p
g(C, C)p

=
1

m− 1

〈
el, R

(
el, C

)
C
〉

p

g (C, C)p

é por vezes denominada curvatura de Ricci na direção C. A escolha do fator m− 1 (m sendo a dimensão de M) deve-se
ao fato que R

(
el, C

)
C será nula caso o vetor el seja escolhido na direção de C (pela antissimetria do tensor de curvatura

R). Assim, na expressão
〈
el, R

(
el, C

)
C
〉

p
são efetivamente somados m− 1 termos. Com isso, Ric(C) representa uma

espécie de curvatura média na direção definida por C.

Devido à simetria do tensor de Ricci, podemos sempre escrever, para todos A, B ∈ X (M),

Ric (A, B) =
1

4

[

Ric
(
A+B, A+B

)
− Ric

(
A−B, A−B

)]

=
m− 1

4

[

Ric(A+B)g
(
A+B, A+B

)
− Ric(A−B)g

(
A−B, A−B

)]

,

o que mostra que o tensor de Ricci pode ser determinado a partir da curvatura de Ricci. Por ser obtido a partir do tensor
de curvatura, o tensor de Ricci é também determinado pela curvatura seccional.

• A curvatura escalar

Com o tensor de Ricci podemos definir um tensor Ric ♯ : X
∗(M) × X (M) por Ric ♯(A, B) := Ric (A♯, B), com

A ∈ X ∗(M) e B ∈ X (M). Se em uma carta local escrevermos A = Aidx
i e B = Bj ∂

∂xj , teremos Ric ♯(A, B) =
Rijg

ikAkB
j = Rk

jAkB
j , como facilmente se constata.

Considere-se aplicação R : X (M) → X (M) que a cada B ∈ X (M) associa R(B) ∈ X (M) de sorte que para
todo A ∈ X ∗(M) valha

〈
A, R(B)

〉
= Ric ♯(A, B). Pelo exposto acima, vale em uma carta local R(B) = R(B)i ∂

∂xi =

Ri
jB

j ∂
∂xi . Verifique! O traço de R, que denotaremos por R, será invariante por mudanças locais de coordenadas e dado

por

R := Tr(R) =
〈
ei, R(ei)

〉
=

〈

dxi, R

(
∂

∂xi

)〉

= Ri
i , (34.212)

sendo que acima usamos (33.32) e (33.33). A grandeza R é denominada curvatura escalar, ou escalar de curvatura,
associada ao tensor de Ricci (e ao tensor de curvatura). Note-se que podemos escrever R diretamente em termos das
componentes do tensor de curvatura pois, por (34.207),

R = Ri
i = Rji

ji . (34.213)

A curvatura escalar desempenha um papel na Teoria da Relatividade Geral.

• Um pouco sobre espaços de curvatura constante

Seja uma variedade M dotada de um tensor métrico g e de uma conexão de Levi-Civita ∇. A tripla (M, g, ∇) é dita
ser um espaço de curvatura constante se sua curvatura seccional Kp(σ) for independente do plano σ em todo p ∈M , ou
seja, se tivermos Kp(σ) = Kp, uma função de p somente.

De acordo com (34.204), temos para espaços de curvatura constante

g
(

R(A, B)C, D
)

p
= Kp

1

6

{

Hp, G(A+ C, B +D)−Hp,G(A+D, B + C)

+Hp, G(A, B + C) +Hp,G(B, A+D) +Hp,G(C, A+D) +Hp, G(D, B + C)

−Hp, G(A, B +D)−Hp,G(B, A+ C)−Hp,G(C, B +D)−Hp, G(D, A+ C)

+Hp, G(A, D) +Hp,G(B, C)−Hp, G(B, D)−Hp,G(A, C)

}

. (34.214)
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Por (34.198), o fator que multiplica Kp acima é igual a G(A, B, C, D) (definido em (34.200), página 1784). Dáı, temos
que em espaços de curvatura constante vale

g
(

R(A, B)C, D
)

p
= KpG(A, B, C, D)p = Kp

(

g(A, C)p g(B, D)p − g(A, D)p g(B, C)p

)

. (34.215)

Isolando-se D do lado direito, temos

g
(

R(A, B)C, D
)

= KpG(A, B, C, D) = Kpg
(

g(A, C)B − g(B, C)pA, D
)

,

e disso conclúımos que
R(A, B)C = g(A, C)B − g(B, C)A . (34.216)

Portanto, R(A, B) é o operador
R(A, B)∗ = g(A, ∗)B − g(B, ∗)A . (34.217)

onde ∗ indica a posição do operando de X (M).

Em coordenadas locais, (34.215) se escreve RlkijA
iBjCkDl = Kp

(
gikgjl − gilgjk

)
AiBjCkDl e disso conclúımos

imediatamente que em cada ponto p ∈M vale

Rlkij = Kp

(
gikgjl − gilgjk

)
. (34.218)

Para as componentes do tensor de Ricci, temos

Rij = Rl
ilj = (m− 1)Kpgij e, portanto, Ric p = (m− 1)Kp gp , (34.219)

sendo m a dimensão de M .

E. 34.30 Exerćıcio. Verifique! 6

Disso segue imediatamente também que o escalar de curvatura é

Rp = m(m− 1)Kp . (34.220)

Para um estudo mais aprofundado de espaços de curvatura constante no caso Riemanniano, vide, e.g., [327].

34.3.5 Comentário Sobre a Segunda Identidade de Bianchi e as Equações
de Einstein

As equações fundamentais da Teoria da Relatividade Geral são as chamadas Equações de Einstein, que escreveremos
logo adiante, e que foram apresentadas pela primeira vez em 25 de novembro de 1915 em seção da Academia Prussiana
de Ciências, em Berlim [130]. Como as mesmas representam uma Lei da Natureza, elas não podem, estritamente falando,
ser “deduzidas”. Podem ser apenas propostas para que se possa testar sua veracidade empiricamente. No entanto, é
posśıvel apresentar alguns argumentos de plausibilidade para as mesmas e é isso o que pretendemos aqui, fazendo uso
da segunda identidade de Bianchi para conexões de Levi-Civita, que expressamos em coordenadas locais em (34.182),
página 1781. O racioćınio que apresentaremos não é o original de Einstein, o qual, segundo [374], não conhecia ainda,
em 1915, as identidades de Bianchi44. Sobre os passos de Einstein falaremos um pouco adiante.

Segundo [374] a relevância da segunda identidade de Bianchi para as equações de Einstein foi esclarecida pela primeira
vez por A. E. Harward45 em 1922, cerca de sete anos após a apresentação final de Einstein das equações que levam seu
nome.

Consideremos o caso de conexões de Levi-Civita e consideremos a segunda identidade de Bianchi escrita em forma
local, ou seja, na forma expressa (34.182), página 1781: Rl

kij;m + Rl
kmi;j + Rl

kjm;i = 0. Contraindo-se os ı́ndices l e i,

essa identidade fica46

0 = Rl
klj;m +Rl

kml;j +Rl
kjm;l = Rl

klj;m −Rl
klm;j +Rl

kjm;l , (34.221)

44A mesma referência [374] especula que nem mesmo Hilbert, com o qual Einstein manteve uma proĺıfica correspondência no peŕıodo da
formulação final da Teoria da Relatividade Geral (na segunda metade de 1915), conhecia as identidades de Bianchi.

45A. E. Harward. Phil. Mag. 44, 380 (1922).
46A contração de ı́ndices sob a derivação covariante é permitida pois a conexão é supostamente métrica (de Levi-Civita).
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onde na segunda igualdade usamos a antissimetria do tensor de curvatura expressa em (34.180), ou seja Rl
kjm;l =

Rl
klm;j −Rl

klj;m . Como Rl
klm = Rkm e Rl

klj = Rkj , isso fica

Rl
kjm;l = Rkm;j −Rkj;m . (34.222)

As identidades (34.221) e (34.222) são por vezes denominadas identidades de Bianchi reduzidas ou identidades de Bianchi
contráıdas.

Contraindo-se agora os ı́ndices k e m em (34.222), obtemos Rlk
jk;l = Rk

k;j − Rk
j;k. Agora, Rk

k = R, o escalar de

curvatura, e Rlk
jk;l

(34.183)
= −Rkl

jk;l

(34.180)
= Rkl

kj;l = Rl
j;l. Com isso, obtemos Rl

j;l = R;j−Rk
j;k, ou seja, 2Rl

j;l−R;j = 0.

Como gab;c = 0 para quaisquer ı́ndices abc (pois a conexão é de Levi-Civita), segue disso a seguinte cadeia de
igualdades:

2Rl
j;l = R;j =⇒ 2gkjRl

j;l = gkjR;j =⇒ 2gkjRl
j;l = gklR;l =⇒ 2

(

gkjRl
j

)

;l
=
(

gklR
)

;l

=⇒
(

Rkl − 1

2
gklR

)

;l
= 0 . (34.223)

Define-se o tensor de Einstein47 por

G := Ric − 1

2
gR , ou seja escrevendo, G = Gijdx

i ⊗ dxj , temos Gij := Rij −
1

2
gijR . (34.224)

Para uma conexão de Levi-Civita vale Rij = Rji e, portanto, o tensor de Einstein é igualmente simétrico: Gij = Gji. A
última igualdade em (34.223) afirma que

Gkl
;l = 0 , ou seja, ∇lG

lk = 0 . (34.225)

Essa igualdade mostra que G satisfaz uma lei de conservação covariante de natureza puramente geométrica.

Essa identidade pode ser tomada como ponto de partida para as equações de Einstein da relatividade geral. Como
o tensor de energia-momento T lk da matéria, por razões f́ısicas, também satisfaz uma lei de conservação covariante
T lk

;l = 0, é sugestivo pensar que ambos deveriam ser proporcionais: Glk = κT lk, onde κ seria uma constante universal48.

Analisando o limite de campos gravitacionais fracos, quando dever-se-ia esperar que as equações Glk = κT lk reduzem-
se à equação de Poisson ∆φ = 4πGρ para o potencial gravitacional φ, onde G = 6, 67408(31)× 10−11m3kg−1s−2 é a
constante de gravitação universal49 e ρ a densidade de massa, pode-se concluir que κ = 8πG/c4. Assim surgem as
equações de Einstein da Teoria da Relatividade Geral, de importância central na f́ısica gravitacional:

Glk =
8πG

c4
T lk , ou seja, Rlk − 1

2
glkR =

8πG

c4
T lk . (34.226)

Se contrairmos os ı́ndices k e l em (34.226), obtemos, em quatro dimensões espaço-temporais, R = − 8πG
c4 T , onde

T := T l
l . Substituindo isso de volta em (34.226), obtemos

Rlk =
8πG

c4

(

T lk − 1

2
glkT

)

. (34.227)

Essa variante das equações de Einstein foi apresentada pelo mesmo em 25 de novembro de 1915 em seção da Academia
Prussiana de Ciências, em Berlim [130]. É muito fácil constatar, por contração de ı́ndices, que (34.227) também implica
que R = − 8πG

c4 T e que (34.226) e (34.227) são equivalentes.

Os passos que levaram Einstein a propor (34.227) foram, porém, outros já que, segundo a detalhada discussão histórica
de [374], as identidades de Bianchi não eram do conhecimento de Einstein (nem de Hilbert!). Vide também [128]. Para
uma coletânea de artigos originais, vide [131].

47Uma interpretação geométrica desse tensor é discutida em [339].
48Hoje denominada constante de Einstein.
49A primeira medição precisa de G – com um desvio de cerca de 1% do valor atualmente aceito – foi realizada por Henry Cavendish (1731–

1810) em um famoso experimento datado de 1798. Vide [433] e [105]. Para uma descrição dos problemas atuais de determinação emṕırica da
constante de gravitação universal, G, vide [404] e referências lá citadas.
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A verdadeira história da obtenção das Equações de Einstein é muito mais longa e complicada. Por exemplo, a
equação que Einstein primeiramente propôs não foi (34.226) ou (34.227), mas foi Rlk = κT lk (e apenas para sistemas
de referência que satisfaçam | det g| = 1). Logo, porém, Einstein percebeu que essa equação, ainda que covariante (por
ser tensorial), não poderia ser correta, pois o tensor de Ricci sozinho não satisfaz uma equação de conservação como
Rlk

;k = 0. Desconhecendo (34.225), e após idas e vindas onde até mesmo a necessidade da lei de conservação covariante
do tensor de energia-momento foi questionada, Einstein segundo [374] propôs impor essa lei de conservação à força:
considerou uma equação da forma geral

Rlk =
8πG

c4

(

T lk − αglkT
)

, (34.228)

com α arbitrário, e procurou determinar para qual valor de α o tensor de energia-momento satisfaz a lei de conservação
covariante T lk

;k = 0. Após alguns cômputos (que passaram por tomar o traço de ambos os lados de (34.228) e escolher um
sistema de referência em que | det g| = 1), Einstein concluiu que α = 1/2, obtendo assim (34.227). Devido à covariância
de (34.228), a restrição do sistema de referência no cômputo não é relevante mas, de qualquer forma, Einstein eliminou-a
algum tempo depois.

Quase simultaneamente, Hilbert50 chegou às mesmas equações (34.226) seguindo outro caminho: obtendo (34.226)
por um prinćıpio variacional do qual (34.226) são as correspondentes equações de Euler-Lagrange. Esse último caminho
é o preferido da maioria dos livros-texto atuais que apresentam a Teoria da Relatividade Geral (vide e.g., [290]).

Posteriormente, em 191751, motivado por considerações cosmológicas, Einstein propôs um acréscimo às equações
(34.226):

Rlk − 1

2
glkR + Λglk =

8πG

c4
T lk , (34.229)

sendo Λ é uma constante, hoje denominada constante cosmológica. O termo Λglk é denominado termo cosmológico e,
por vezes, é escrito com outra convenção de sinais: −Λglk. O termo cosmológico ±Λglk não viola a lei de conservação
do lado esquerdo, pois o tensor métrico satisfaz glk;k , já que a conexão é suposta ser de Levi-Civita.

A existência ou não do termo cosmológico, assim como estimativas observacionais de valores para Λ, são objeto de
intensa pesquisa, desde sua proposta. O valor atualmente estimado com base em modelos de evolução do universo é
Λ = (1, 501± 0, 043)× 10−25kg m−3, um valor muito “pequeno”, cuja relevância só se manifesta em fenômenos de escala
cosmológica. Para citar apenas duas referências sobre o tema em um universo bibliográfico, vide [517] e [518].

O leitor interessado em um relato detalhado do épico esforço de Einstein em propor sua Teoria da Relatividade Geral,
talvez o maior feito individual da história da Ciência, encontrará em [374] uma excelente referência. Vide também [468],
[469] ou [128]. Para uma coletânea de artigos originais, vide [131].

ˇaaˇ

E. 34.31 Exerćıcio. Para conexões de Levi-Civita o tensor de Einstein, definido em (34.224), é identicamente nulo em duas
dimensões (mesmo no caso Riemanniano). Portanto, não há gravitação de Einstein em espaços-tempos bidimensionais.

Para ver isso, constate que, devido às propriedades de simetria e antissimetria por troca de ı́ndices (expressas em (34.180), (34.183)
e (34.185)), as únicas componentes não identicamente nulas do tensor de curvatura de Riemann Rklij em duas dimensões são R1212 =
R2121 = −R2112 = −R1221. Com isso, verifique que para as componentes do tensor de Ricci tem-se

R11 = g
22
R1212 , R12 = R21 = −g

21
R1212 , R11 = g

11
R1212 , (34.230)

ou seja, em forma matricial,

Ric =







R11 R12

R12 R22







= R1212







g22 −g12

−g12 g11







.

Constate que, coincidentemente, a matriz do lado direito é
[
g11g22 − (g12)2

] (
g11 g12

g12 g22

)−1

=
[
g11g22 − (g12)2

]
g, com g = ( g11 g12

g12 g22 ).

Com isso, vemos que Ric =
[
g11g22 − (g12)2

]
R1212 g.

50David Hilbert (1862–1943).
51A. Einstein. “Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitaetstheorie”. Sitzungsberichte der Königlich Preussischen Akademie

der Wissenschaften, Berlin. part 1: 142–152 (1917).
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Verifique por (34.230) que o escalar de curvatura é dado por R = gijRij = 2
[
g11g22−(g12)2

]
R1212. Conclua disso que Ric = 1

2
R g,

ou seja, que Rij = 1
2

R gij , o que afirma a nulidade do tensor de Einstein. Vide também (36.182), página 1911, e toda a discussão que
lhe antecede. 6

34.4 Geodésicas. O Mapa Exponencial Geodésico

A noção de curva geodésica é uma das noções fundamentais da Geometria Diferencial, particularmente, das Geometrias
Riemanniana e semi-Riemanniana, e desempenha um papel importante na Teoria da Relatividade Geral, onde, no caso de
geodésicas tipo-tempo, descreve o movimento em “queda livre” (i.e., sob ausência de forças externas) de um observador
idealmente pontual. No caso da Geometria Riemanniana, uma curva geodésica entre dois pontos é, num sentido que
precisaremos, uma curva que minimiza a distância entre esses pontos. Nesse sentido, curvas geodésicas em superf́ıcies
têm sido estudadas desde o Século XVII, como nos trabalhos de Johann Bernoulli52 sobre a curva braquistócrona (vide
página 2651). No contexto da Geometria de Superf́ıcies a noção de curva geodésica é tratada na Seção 36.2.6, página
1919. A Seção 36.2.6.1, página 1921, contém algumas notas históricas. Para tal, vide também [471], Caṕıtulo 4.

Dada uma curva cont́ınua e diferenciável por partes R ⊃ [a, b] ∋ t 7→ c(t) ∈ M , denominamos c(a) como o ponto
inicial de c e c(b) como o ponto final de c e, seguindo a linguagem comum, dizemos que c parte de c(a) e chega em c(b).
Note-se que se c parte de c(a) e chega em c(b), então a curva R ⊃ [a, b] ∋ t 7→ c

(
a + b − t

)
∈ M parte de c(b) e chega

em c(a).

34.4.1 Geodésicas. Definição

Seja I um intervalo aberto e conexo da reta real e seja γ : I →M uma curva diferenciável em uma variedade diferenciável
m-dimensional onde tenhamos definido uma conexão afim ∇. Seja I ∋ t 7→ γ̇(t) ∈ Tγ(t)M , a aplicação que associa a cada
t ∈ I o vetor tangente γ̇ (“velocidade”) da curva γ no ponto γ(t) ∈M .

A curva γ é dita ser uma geodésica em relação à conexão afim ∇ se

D

dt
γ̇ = 0 (34.231)

em todo I, onde D
dt é a derivação covariante associada a ∇, dada em (34.67), página 1755. Como se vê, uma curva

geodésica e uma curva cujo vetor tangente é transportado paralelamente ao longo da mesma, de acordo com uma dada
conexão afim. Sobre a existência de curvas geodésicas comentaremos mais adiante (Proposição 34.15, página 1796).

Seja (V, h) uma carta local de coordenadas em M e vamos supor que I seja pequeno suficiente de sorte que a curva
γ esteja inteiramente contida em V . Usando a carta de coordenadas h, a curva γ será descrita em Rm por funções
h
(
γ(t)

)
≡
(
x1(t), . . . , xm(t)

)
, t ∈ I. A representação local de (34.231) é, segundo (34.68), página 1756, dada por

ẍk(t) + Γk
ij

(
x1(t), . . . , xm(t)

)
ẋi(t) ẋj(t) = 0 , k = 1, . . . , m , (34.232)

que é um sistema de m equações diferenciais ordinárias de segunda ordem, não lineares, para as funções x1(t), . . . , xm(t).

Usando um truque bem conhecido da teoria das equações diferenciais ordinárias, o sistema de m equações de segunda
ordem acima pode ser transformado no seguinte sistema de 2m equações de primeira ordem

ẋk(t) = yk(t) , k = 1, . . . , m , (34.233)

ẏk(t) = −Γk
ij

(
x1(t), . . . , xm(t)

)
yi(t) yj(t) , k = 1, . . . , m , (34.234)

para as 2m funções
(
x1(t), . . . , xm(t), y1(t), . . . , ym(t)

)
, t ∈ I. Claro está que esse sistema equivale ao anterior e

corresponde a uma expressão local de uma equação para
(
γ(t), γ̇(t)

)
no fibrado tangente.

Façamos um comentário final no intento de evitar um certo mal-entendido. No caso de conexões métricas temos

Γk
ij =

{
k
i j

}

+ Kk
ij , onde

{
k
i j

}

são os śımbolos de Christoffel e Kk
ij são as componentes do tensor de contorção.

52Johann Bernoulli (1667–1748).
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Os śımbolos de Christoffel são simétricos
{

k
i j

}

=
{

k
j i

}

(vide (34.113) e (34.114)), mas as componentes do tensor de

contorção não são, em geral, antissimétricas, Kk
ij 6= −Kk

ji , ao contrário do que ocorre com as componentes do tensor

de torção, que são antissimétricas: T k
ij = −T k

ji . Assim, a contribuição das componentes da conexão a equação (34.232)

é Γk
ij ẋ

iẋj =
{

k
i j

}

ẋiẋj +Kk
ij ẋ

iẋj
(34.106)

=
{

k
i j

}

ẋiẋj + T k
i j ẋ

iẋj . A contribuição do tensores de contorção ou de torção

ao lado direito é, em geral, não nula, mesmo que o produto ẋiẋj seja simétrico na troca de ı́ndices i↔ j pois, em geral,
T k
i j 6= −T k

j i .

Dessa forma, para o caso de conexões de Levi-Civita (conexões métricas e simétricas) a equação das curvas geodésicas
é

ẍk(t) +

{
k

i j

}
(
x1(t), . . . , xm(t)

)
ẋi(t) ẋj(t) = 0 , k = 1, . . . , m . (34.235)

• O parâmetro afim

Considere-se uma curva que satisfaça a equação das curvas geodésicas (34.232). Se efetuarmos uma reparametrização
da curva, substituinto t por τ ≡ θ(t), com θ sendo bijetora, diferenciável e com inversa também diferenciável, a forma
de (34.232) é alterada. Se, porém a transformação θ for uma transformação afim, ou seja, da forma θ(t) = at + b com
a > 0 e b ∈ R, então (34.232) tem sua forma preservada. Verifique! Por essa razão, um parâmetro t para o qual (34.232)
é válida é denominado parâmetro afim.

• Geodésicas em relação a conexões métricas

O resultado que segue, de demonstração elementar, é frequentemente evocado:

Lema 34.4 Seja ∇ uma conexão métrica em relação a um tensor métrico g definido em M e seja γ : I →M uma curva
geodésica em M . Então, g

(
γ̇(t), γ̇(t)

)

γ(t)
é constante para todo I. 2

Prova. Seja ∇ uma conexão métrica, ou seja, satisfazendo (34.94). Temos, por (34.97), página 1763,

d

dt
g
(
γ̇(t), γ̇(t)

)

γ(t)
= 2g

(
D

dt
γ̇(t), γ̇(t)

)

γ(t)

(34.231)
= 0 .

Isso estabeleceu que g
(
γ̇(t), γ̇(t)

)

γ(t)
é constante, como desejávamos provar.

• Curvas tipo espaço, tempo e luz

No caso de tensores métricos Lorentzianos, uma curva c : I →M (I sendo um intervalo aberto de R) é dita ser uma
curva tipo espaço se g

(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
< 0 para todo t ∈ I. Ela é dita ser uma curva tipo tempo se g

(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
> 0

para todo t ∈ I e é dita ser uma curva tipo luz se g
(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
= 0 para todo t ∈ I. O Lema 34.4 ensina-nos que o

tipo de uma curva geodésica não se altera.

• Comprimento de curvas no caso de métricas Riemannianas

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana diferenciável conexa de dimensão m. Com o uso do tensor métrico Rieman-
niano g podemos definir uma noção de comprimento para curvas diferenciáveis em M com a qual podemos definir uma
métrica em M , ou seja, uma noção de distância entre pontos, tal como definido na Seção 24.1, página 1297.

Seja R ⊃ [a, b] ∋ t 7→ c(t) ∈M uma curva diferenciável em M , sendo a e b arbitrários e tais que −∞ < a < b < ∞.
Definimos o comprimento de c segundo g como sendo a quantidade

ℓ(c) ≡ ℓg(c) :=

∫ b

a

√

g
(

ċ(t), ċ(t)
)

c(t)
dt .

A noção de comprimento de curvas pode ser facilmente estendida de modo a incluir curvas cont́ınuas e diferenciáveis por
partes, ou seja, curvas R ⊃ [a, b] ∋ t 7→ c(t) ∈ M cont́ınuas e tais que exista um conjunto finito {t0, . . . tm} ⊂ [a, b]
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com a = t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = b tal que em cada intervalo [tk, tk+1], k = 0, . . . , m− 1 a curva seja diferenciável.
Nesse caso, define-se

ℓ(c) ≡ ℓg(c) :=
m−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

√

g
(

ċ(t), ċ(t)
)

c(t)
dt ,

como é de se esperar. É quase desnecessário observar que ℓ(c) ≥ 0 e que ℓ(c) = 0 se e somente se c for uma curva
constante.

• Comprimento de curvas no caso de tensores métricos Lorentzianos

No caso Lorentziano na noção de comprimento de curvas pode também ser definida para curvas que possuam um

tipo bem definido: para curvas tipo tempo, definimos ℓ(c) ≡ ℓg(c) :=
∫ b

a

√

g
(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
dt e para curvas tipo espaço,

definimos ℓ(c) ≡ ℓg(c) :=
∫ b

a

√

−g
(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
dt. No caso de curvas tipo luz, o comprimento é nulo, naturalmente.

34.4.2 Geodésicas como Curvas Extremizantes do Comprimento (ou do
Tempo Próprio)

No caso de conexões de Levi-Civita em variedades Riemannianas há uma interpretação adicional para a natureza das
curvas geodésicas: elas são localmente curvas minimizantes ou maximizantes de comprimento. No caso de conexões
mais gerais essa interpretação não está necessariamente presente e, caso um tensor métrico esteja definido, é necessário
distinguir entre curvas minimizantes ou maximizantes de comprimento e curvas geodésicas.

No caso Lorentziano, as conclusões são as mesmas quer as curvas consideradas sejam tipo tempo ou tipo espaço. O
caso de curvas tipo luz não será considerado aqui.

• Reparametrizações. O parâmetro de comprimento (ou de tempo-próprio)

Seja uma variedade diferenciável M , de dimensão M , dotada de um tensor métrico g. Seja I ∋ t 7→ c(t) ∈ M
uma curva regular com I sendo algum intervalo aberto de R. Seja J ⊂ R um outro intervalo aberto e θ : J → I um
difeomorfismo, ou seja, uma bijeção infinitamente diferenciável com inversa também infinitamente diferenciável. A curva
J ∋ τ 7→ c

(
θ(τ)

)
∈ M é também uma curva regular e é dita ser uma reparametrização da curva I ∋ t 7→ c(t). Note-se

que ambas possuem a mesma imagem.

Por simplicidade, vamos assumir que a curva c seja localizada inteiramente em uma carta local de coordenadas V ,
de sorte que possamos descrevê-la por m funções coordenadas xk(t), k = 1, . . . , m, t ∈ I. as quais, naturalmente são
funções suaves. Nessas coordenadas podemos escrever

g
(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
= gij

(
x(t)

)
ẋi(t)ẋj(t) ,

sendo x(t) apenas uma notação simplificadora para
(
x1(t), . . . , xm(t)

)
.

Vamos assumir que a curva seja tal que g
(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
não se anula para nenhum t ∈ I e, portanto, gij

(
x(t)

)
ẋi(t)ẋj(t)

é positivo ou negativo para todo t. (Dentre os casos de maior interesse, o positivo ocorre no caso Riemanniano ou para
curvas tipo tempo, no caso Lorentziano. O negativo podendo ocorrer para curvas tipo espaço no caso Lorentziano).

Vamos definir
ω
(
x(t), ẋ(t)

)
:=

∣
∣
∣gij
(
x(t)

)
ẋi(t)ẋj(t)

∣
∣
∣ .

A seguinte afirmação será usada adiante:

Proposição 34.14 Como descrito acima, seja c : I →M uma curva suave tal que g
(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
= gij

(
x(t)

)
ẋi(t)ẋj(t)

não se anule. Então, existe uma parametrização da curva para a qual ω
(
x, ẋ

)
= 1, constante. 2

Nota. Aqui, não necessariamente supomos que a curva seja geodésica. Para curvas geodésicas a afirmação acima meramente repete a afirmação
do Lema 34.4, página 1792. ♣
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Prova da Proposição 34.14. Definamos uma função θ por

τ ≡ θ−1(t) :=

∫ t

t0

ω
(
x(u), ẋ(u)

)1/2
du , (34.236)

sendo t0 ∈ I, de escolha arbitrária. Faz sentido definir essa função por sua inversa, pois ela existe: evidentemente vale

(
θ−1
)′
(t) = ω

(
x(t), ẋ(t)

)1/2
> 0 ,

o que mostra que θ−1 possui inversa, que é a função θ que desejávamos definir.

Como θ−1
(
θ(τ)

)
= τ , segue pela regra da cadeia que

(
θ−1
)′(
θ(τ)

)
θ′(τ) = 1 e, portanto,

θ′(τ) =
1

(
θ−1
)′(
θ(τ)

) =
1

ω
(

x
(
θ(τ)

)
, ẋ
(
θ(τ)

))1/2
. (34.237)

Seja yk(τ) := xk
(
θ(τ)

)
, k = 1, . . . , m, a reparametrização da curva considerada pelo parâmetro τ . Tem-se

(y′)k(τ) ≡ d

dτ
yk(τ) =

d

dτ
xk
(
θ(τ)

)
= ẋk

(
θ(τ)

)
θ′(τ)

(34.237)
=

1

ω
(

x
(
θ(τ)

)
, ẋ
(
θ(τ)

))1/2
ẋk
(
θ(τ)

)
. (34.238)

Disso segue que

ω
(
y(τ), y′(τ)

)
=
∣
∣
∣gij
(
y(τ)

)
(y′)i(τ)(y′)j(τ)

∣
∣
∣

(34.238)
=

∣
∣
∣gij

(

x
(
θ(τ)

))

ẋi
(
θ(τ)

)
ẋj
(
θ(τ)

)
∣
∣
∣

ω
(

x
(
θ(τ)

)
, ẋ
(
θ(τ)

)) = 1 ,

provando o que desejávamos.

O parâmetro τ é denominado parâmetro de comprimento da curva, ou, no caso Lorentziano, para a situação onde o
vetor tangente ċ é de tipo tempo, parâmetro de tempo próprio.

• As equações de Euler-Lagrange e curvas geodésicas

Se a curva diferenciável c (e, em particular, os pontos inicial e final c(a) e c(b)) estiver dentro de uma carta local V ,
podemos escrever seu comprimento em termos de coordenadas locais como

ℓ(c) =

∫ b

a

L
(

x1(t), . . . , xm(t), ẋ1(t), . . . , ẋm(t)
)

dt ,

com L
(

x1(t), . . . , xm(t), ẋ1(t), . . . , ẋm(t)
)

:=
∣
∣
∣gij
(
x1(t), . . . , xm(t)

)
ẋi(t)ẋj(t)

∣
∣
∣

1/2

. (34.239)

E. 34.32 Exerćıcio simples. Mostre que que ℓ(c) é invariante por reparametrizações de c. 6

A expressão ℓ(c) é denominada funcional comprimento da curva c. Uma curva c será uma curva extremal local
(eventualmente, uma curva minimizante local) do funcional comprimento se satisfizer as equações de Euler-Lagrange:
d
dt

∂L
∂ẋk − ∂L

∂xk = 0, k = 1, . . . , m, apresentadas no contexto da Mecânica Clássica na Seção 45.5.1, página 2590. Isso
significa que se c satisfaz essas equações ela é um extremo (máximo ou mı́nimo) entre as curvas locais que se iniciam e
terminam nos mesmos pontos c(a) e c(b).

Teorema 34.1 Seja uma conexão afim e seja uma curva suave I ∋ t 7→ c(t) ∈ M , com t sendo uma parametrização
arbitrária de c. Assumimos adicionalmente que g

(
ċ(t), ċ(t)

)

c(t)
= gij

(
x(t)

)
ẋi(t)ẋj(t) não se anula para nenhum t ∈ I.

Então, as equações de Euler-Lagrange para o funcional ℓ definido em (34.239) são

ẍn +

{
n

i j

}

ẋiẋj − 1

2
ẋnω

(
x, ẋ

)−1 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

))

= 0 , n = 1, . . . , m , (34.240)
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onde
{

n
i j

}

são os śımbolos de Christoffel definidos em (34.113), página 1767.

Se adotarmos o parâmetro de comprimento (ou, no caso Lorentziano para uma curva tipo tempo, o tempo próprio)
introduzido em (34.236), a equação (34.240) reduz-se a

ẍn +

{
n

i j

}

ẋiẋj = 0 , n = 1, . . . , m .

Segue disso que, para conexões de Levi-Civita, vale afirmar que c é uma curva geodésica se ela extremiza (minimiza
ou maximiza) o funcional ℓ, definido em (34.239). 2

Prova. Vamos primeiramente determinar a forma expĺıcita das equações de Euler-Lagrange para o funcional definido

em (34.239). Seja ω ≡ ω
(
x, ẋ

)
:=
∣
∣
∣gij(x)ẋ

iẋj
∣
∣
∣ (por simplicidade omitiremos a dependência em t). Então, escrevemos

L(x, ẋ) =
√

ω
(
x, ẋ

)
. É fácil verificar (faça-o!) que para cada k = 1, . . . , m,

∂L

∂xk
=

1

2
ω
(
x, ẋ

)−1/2 ∂ω

∂xk
=

1

2
ω
(
x, ẋ

)−1/2 ∂gij
∂xk

ẋiẋj e

∂L

∂ẋk
=

1

2
ω
(
x, ẋ

)−1/2 ∂ω

∂ẋk
= ω

(
x, ẋ

)−1/2
gklẋ

l .

Assim,
d

dt

∂L

∂ẋk
= ω

(
x, ẋ

)−1/2
gklẍ

l + ω
(
x, ẋ

)−1/2 ∂gkl
∂xm

ẋmẋl + gklẋ
l d

dt

(

ω
(
x, ẋ

)−1/2
)

.

A equação de Euler-Lagrange d
dt

∂L
∂ẋk − ∂L

∂xk = 0 fica

gklẍ
l +

∂gkl
∂xm

ẋmẋl − 1

2

∂gij
∂xk

ẋiẋj = −gklẋlω
(
x, ẋ

)1/2 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

)−1/2
)

,

ou seja, contraindo-se com gnk,

ẍn + gnk
∂gkl
∂xm

ẋmẋl − 1

2
gnk

∂gij
∂xk

ẋiẋj = −ẋnω
(
x, ẋ

)1/2 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

)−1/2
)

.

Reorganizando o lado esquerdo, temos

ẍn + gnk
(
∂gkj
∂xi

− 1

2

∂gij
∂xk

)

ẋiẋj = −ẋnω
(
x, ẋ

)1/2 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

)−1/2
)

. (34.241)

Recordando (34.113), página 1767, vemos que, para os śımbolos de Christoffel,

{
n

i j

}

ẋiẋj :=
1

2
gnl
[
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gij
∂xl

]

ẋiẋj = gnl
∂gil
∂xj

ẋiẋj − 1

2
gnl

∂gij
∂xl

ẋiẋj .

Com isso, podemos reescrever o lado esquerdo de (34.241) em termos dos śımbolos de Christoffel, obtendo

ẍn +

{
n

i j

}

ẋiẋj = −ẋnω
(
x, ẋ

)1/2 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

)−1/2
)

.

O lado direito pode ser reescrito como

−ẋnω
(
x, ẋ

)1/2 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

)−1/2
)

= ẋnω
(
x, ẋ

)−1/2 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

)1/2
)

=
1

2
ẋnω

(
x, ẋ

)−1 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

))

e, assim, as equações de Euler-Lagrange assumem finalmente a forma

ẍn +

{
n

i j

}

ẋiẋj − 1

2
ẋnω

(
x, ẋ

)−1 d

dt

(

ω
(
x, ẋ

))

= 0 , n = 1, . . . , m . (34.242)
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É importante notar que essa relação é válida qualquer que seja a parametrização adotada para a curva.

Podemos agora completar a demonstração. Se a conexão for de Levi-Civita e a curva for uma geodésica então, segundo

(34.235), página 1792, a curva satisfaz ẍn +
{

n
i j

}

ẋiẋj = 0 para todo n = 1, . . . , m. Porém, o Lema 34.4, página 1792,

garante também que ω
(
x(t), ẋ(t)

)
é constante. Portanto, a equação de Euler-Lagrange (34.242) é satisfeita e conclúımos

que a curva é extremizante do funcional de comprimento.

Reciprocamente, suponhamos que a curva c satisfaça (34.242). Se o parâmetro t for escolhido como o parâmetro de

comprimento (ou tempo próprio) para descrever a curva, a Proposição 34.14, página 1793 garante que d
dt

(

ω
(
x, ẋ

))

= 0

e, portanto, (34.242) reduz-se à equação (34.235), página 1792, que descreve uma curva geodésica em conexões de
Levi-Civita.

34.4.3 O Mapa Exponencial Geodésico

Vamos aqui supor que M seja uma variedade infinitamente diferenciável e que a conexão ∇ seja também infinitamente
diferenciável, ou seja, que suas componentes Γk

ij sejam funções infinitamente diferenciáveis em suas respectivas coorde-
nadas locais.

Pretendemos aqui fazer algumas considerações importantes sobre o sistema de equações diferenciais (34.233)–(34.234).
É natural considerarmos esse sistema sob condições iniciais que especifiquem o valor das funções incógnitas xi(t) e yi(t)
no instante t = 0, ou seja, sob a especificação de

(
x1(0), . . . , xm(0), y1(0), . . . , ym(0)

)
≡
(
x10, . . . , x

m
0 , y

1
0 , . . . , y

m
0

)
.

Esses dados de Cauchy especificam o ponto da variedade atingido pela curva geodésica em t = 0, a saber, aquele com
coordenadas locais

(
x10, . . . , x

m
0

)
e a velocidade da curva geodésica em t = 0, especificada pelo vetor

(
y10 , . . . , y

m
0

)
,

também em coordenadas locais.

Fazendo uso de teoremas gerais da Teoria das Equações Diferenciais Ordinárias (notadamente, do Teorema de Picard-
Lindelöf, Teorema 25.4, página 1378), podemos fazer a seguinte afirmação sobre o sistema de equações diferenciais expresso
em (34.233)–(34.234):

Proposição 34.15 A variedade M pode ser recoberta com abertos U com a seguinte propriedade: para cada p ∈ U
e v ∈ TpM existe δ > 0 (eventualmente dependente de p, v e U) tal que o sistema (34.233)–(34.234) com condições
iniciais p ∈ U e v ∈ TpM possui solução única em U dentro de um intervalo t ∈ (−δ, δ). 2

No que segue, vamos denotar por γ(t, p, v) a curva geodésica definida no intervalo t ∈ (−δ, δ) e que passa por p ∈ U
com velocidade v em t = 0. Assim, γ(0, p, v) = p e γ̇(0, p, v) = v ∈ TpM . Note-se que, pelo Lema 34.4, página 1792,
temos

g
(

γ̇(t, p, v), γ̇(t, p, v)
)

γ(t, p, v)
= g(v, v)p (34.243)

para todo t ∈ (−δ, δ).
Antes de prosseguirmos, façamos uma observação importante sobre curvas geodésicas. É de se esperar que, para uma

dado aberto U , exista alguma relação entre δ e as condições iniciais p e v referidas na Proposição 34.15, pois se nos
permitirmos aumentar53 ‖v‖, o intervalo de validade da solução γ(t, p, v), especificado por δ, pode ter de ser reduzido.
A proposição que segue, a qual reflete uma propriedade de invariância de escala espećıfica de curvas geodésicas, permite
ter essa relação entre ‖v‖ e δ sob um certo controle.

Proposição 34.16 Sejam U, δ referidos na Proposição 34.15. Então, para todo p ∈ U e cada α ∈ R existe r > 0
(eventualmente dependente de p) tal que vale a relação

γ
(
αt, p, v

)
= γ

(
t, p, αv

)
(34.244)

para todo t ∈ (−δ/|α|, δ/|α|) (caso |α| 6= 0), sempre que v ∈ TpM com ‖v‖ < r. 2

53Aqui, ‖v‖ refere-se à norma Euclidiana usual de v ∈ TpM , mas qualquer norma pode ser usada.
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Prova. Seja α > 0 e seja a ≡ 1/α. Tomemos o sistema (34.233)–(34.234) e definamos

x̃k(t) := xk(at) e ỹk(t) := ayk(at) .

Com o que podemos escrever xk(t) = x̃k(t/a) e yk(t) = a−1ỹk(t/a). Substituindo em (34.233)–(34.234), obtemos

˙̃xk(τ) = ỹk(τ) , k = 1, . . . , m , (34.245)

˙̃yk(τ) = −Γk
ij

(
x̃1(τ), . . . , x̃m(τ)

)
ỹi(τ) ỹj(τ) , k = 1, . . . , m , (34.246)

sendo que τ ≡ t/a. As condições iniciais devem fixar
(

x̃1(0), . . . , x̃m(0), ỹ1(0), . . . , ỹm(0)
)

e escolhendo

(

x̃1(0), . . . , x̃m(0), ỹ1(0), . . . , ỹm(0)
)

=
(
x10, . . . , x

m
0 , y

1
0 , . . . , y

m
0

)

temos um problema de valor inicial idêntico ao anterior, cuja solução fornecerá as curvas geodésicas γ(τ, p, v) com
p ∈ U , v ∈ TpM com ‖v‖ < r, em todo intervalo τ ∈ (−δ, δ).

Como yk(0) = a−1ỹk(0) = a−1ym0 , para cada k = 1, . . . , m, vemos pela unicidade de soluções do Problema de
Cauchy considerado que essa curva geodésica deve ser idêntica à curva γ(t, p, v/a). Conclúımos que

γ(t/a, p, v) = γ(t, p, v/a) (34.247)

sempre que p ∈ U e v ∈ TpM com ‖v‖ < r para todo t ∈ (−aδ, aδ).
Note-se ainda que as trocas simultâneas t 7→ −t, yk 7→ −yk, para todos os k’s no conjunto {1, . . . , m}, mantêm

invariantes as equações (34.233)–(34.234), o que permite estender (34.247) para valores negativos de a.

Para v = 0, (34.247) fica γ(t/a, p, 0);= γ(t, p, 0) para todo t e todo a > 0, o que mostra que γ(t, p, 0) é constante.
Como γ(0, p, 0) = p, conclúımos que p = γ(0, p, 0) = γ(t, p, 0), o que permite estender (34.244) para α = 0.

O que aprendemos da Proposição 34.16 é que podemos reescalonar o intervalo de existência de uma geodésica de
(−δ, δ) e um intervalo (−aδ, aδ) com o preço de termos de reescalonar a condição inicial v para v/a.

Esses escalonamentos podem ser fixados se convencionarmos tomar aδ = 2, com o que temos o seguinte:

Corolário 34.2 A variedade M pode ser recoberta com abertos U com a seguinte propriedade: para cada U existe r′ > 0
(r′ = rδ/2, com r e δ mencionados na Proposição 34.15) tal que o sistema (34.233)–(34.234) com condições iniciais
p ∈ U e v ∈ TpM , sendo com ‖v‖ < r′, possui solução única dentro de um mesmo intervalo t ∈ (−2, 2). Essa solução
corresponde a uma curva geodésica γ(t, p, v) satisfazendo as condições iniciais γ(0, p, v) = p e γ̇(0, p, v) = v ∈ TpM
com ‖v‖ < r′, para todo p ∈ U . 2

No que segue denominaremos por Bp(0, r
′) a bola aberta de raio r′ centrada em 0 no espaço tangente TpM .

Assim, com a mencionada restrição a v, γ(t, p, v) está sempre definida para o intervalo padrão t ∈ (−2, 2). Muitas
propriedades topológicas de famı́lias de geodésicas podem ser estudadas analisando-se a aplicação que leva cada par
(p, v) a γ(t, p, v) para um valor de t fixo.

Com isso em mente, introduzimos a seguinte definição: a aplicação que a cada (p, v) ∈M ×Bp(0, r
′) associa o ponto

γ(1, p, v) é denominada mapa exponencial geodésico, ou aplicação exponencial geodésica, e é denotado por exp(p, v), ou
por exp(p, v):

M ×Bp(0, r
′) ∋ (p, v) 7−→ exp(p, v) := γ(1, p, v) ∈ M .

Na maioria das situações fixamos o ponto p e atentamos apenas para a dependência com o vetor velocidade v ∈
Bp(0, r

′). Com essa ênfase em mente é costume denotar-se exp(p, v) por expp(v). Assim, para cada p ∈M , definimos

Bp(0, r
′) ∋ v 7−→ expp(v) := γ(1, p, v) ∈ M .

Essa aplicação também é denominada mapa exponencial geodésico ou aplicação exponencial geodésica e a mesma é o
objeto de diversos resultados importantes, tais como o Lema de Gauss, ao qual dedicamos a Seção 34.4.5, página 1806
(vide Lema 34.5, página 1807).
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É relevante notar que, com as devidas restrições,

expp(tv) = γ
(
1, p, tv

)
= γ

(
t, p, v

)

pois, segundo (34.244), γ
(
1, p, αv

)
= γ

(
α, p, v

)
, o que, para α = t, implica γ

(
1, p, tv

)
= γ

(
t, p, v

)
. Assim, uma curva

geodésica pode ser também escrita na forma do mapa t 7→ expp(tv) com t em um intervalo adequado em torno de t = 0.

• O mapa exponencial geodésico é um difeomorfismo local

A proposição que segue apresenta uma propriedade essencial do mapa exponencial geodésico: se restrito a uma
vizinhança suficientemente pequena da origem em TpM o mapa exponencial geodésico é um difeomorfismo.

Proposição 34.17 Seja M uma variedade diferenciável de dimensão m e seja p ∈M , fixo. Seja Bp(0, r) ⊂ TpM a bola
de raio r > 0 centrada em 0, de sorte que o mapa exponencial expp : Bp(0, r) →M esteja definido, conforme explanado
anteriormente. Então, expp é um difeomorfismo local em torno do vetor nulo, ou seja, existe r′ com 0 < r′ ≤ r tal que

expp : Bp(0, r
′) → expp

(
Bp(0, r

′)
)
é um difeomorfismo. 2

Prova. Considere-se a curva em Bp(0, r) ⊂ TpM dada por c(s) = sw, onde w ∈ TpM e s ∈ (−ǫ, ǫ) para algum ǫ > 0
suficientemente pequeno. Essa curva passa pela origem (o vetor nulo v = 0) para s = 0 e ċ(0) = w ∈ T0Bp(0, r) ⊂
T0

(
TpM

)
≃ TpM . Assim, como podemos identificar w como um elemento de TpM escolhemos w ∈ Bp(0, r).

A imagem de c pelo mapa exponencial é a curva geodésica expp
(
sw
)
= γ(1, p, sw)

(34.244)
= γ(s, p, w). Logo, pela

definição de aplicação diferencial, temos para (d expp)0 (o ı́ndice “0” refere-se ao vetor nulo),

(d expp)0(w) =
d

ds
expp

(
sw
)
∣
∣
∣
∣
s=0

= γ̇(0, p, w) = w . (34.248)

Disso conclúımos que (d expp)0(w) = w e, portanto, que (d expp)0 = id . Assim, (d expp)0 é um isomorfismo e, por
continuidade, conclúımos que (d expp)v é igualmente um isomorfismo em uma vizinhança suficientemente pequena de
0 ∈ TpM . Pela Proposição 33.6, página 1697, conclúımos que expp é um difeomorfismo local em torno de 0 ∈ TpM .

Vale ainda comentar o seguinte. Na Proposição 34.17, acima, p ∈M é fixo, mas o argumento de continuidade usado
na demonstração permite estender a afirmação sobre o isomorfismo da aplicação diferencial também de sorte a incluir
uma vizinhança de p em M . Assim, o mapa exponencial também é um difeomorfismo local no espaço tangente TM .

34.4.4 Coordenadas Normais de Riemann e de Fermi. O Prinćıpio de

Equivalência

Esta seção é dedicada à demonstração dos seguintes resultados:

1. Seja uma variedade Riemanniana (respec., Lorentziana) M , dotada de uma conexão de Levi-Civita, e seja p ∈ M
um ponto arbitrário de M . Então, é posśıvel encontrar um sistema de coordenadas em uma vizinhança de p
– denominadas coordenadas normais de Riemann – no qual as componentes do tensor métrico em p são iguais
às componentes do tensor métrico Euclidiano (respec., de Minkowski). Além disso, as componentes da conexão
anulam-se em p.

2. Seja uma variedade Riemanniana (respec., Lorentziana) M , dotada de uma conexão de Levi-Civita, e seja γ uma
geodésica arbitrária em M (tipo tempo ou tipo espaço, no caso Lorentziano). Então, é posśıvel encontrar um
sistema de coordenadas em uma vizinhança de γ – denominadas coordenadas normais de Fermi54 – no qual as
componentes do tensor métrico são constantes ao longo de γ e iguais às componentes do tensor métrico Euclidiano
(respec., de Minkowski). Além disso, as componentes da conexão anulam-se ao longo de γ.

54Em textos sobre a Teoria da Relatividade Geral ele é, por vezes, denominado sistema local-inercial de coordenadas, ou sistema local-
geodésico de coordenadas.
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Esses resultados têm interesse geométrico por si só, mas no caso Lorentziano, ou seja, no contexto da Teoria da Rela-
tividade Geral, ambas as afirmações acima refletem um importante prinćıpio f́ısico, o chamado Prinćıpio de Equivalência,
à cuja discussão dedicamos a Seção 34.4.4.3, página 1802.

Cabe notar ainda que as coordenadas normais de Riemann ou de Fermi não são necessariamente coordenadas globais,
mas podem limitar-se a uma vizinhança de um ponto (Riemann) ou de uma geodésica (Fermi), podendo compor, portanto,
apenas uma carta local de coordenadas. Isso não reduz ou limita seu significado e sua relevância.

34.4.4.1 Coordenadas Normais de Riemann

Uma consequência imediata da Proposição 34.17 é que podemos usar o mapa exponencial geodésico para constituir um
atlas especial em M , denominado atlas de coordenadas normais de Riemann, como passaremos a descrever. Para cada
p ∈ M , e r′ > 0 suficientemente pequeno, considere-se o aberto expp

(
Bp(0, r

′)
)
∈ M , o qual contém p. O sistema de

coordenadas adotado em expp
(
Bp(0, r

′)
)
é definido pela aplicação inversa do mapa exponencial restrita a esse aberto.

Assim, se q ∈ expp
(
Bp(0, r

′)
)
é da forma q = expp(v) com v ∈ Bp(0, r

′) associamos a q uma coleção de m coordenadas
associadas ao correspondente vetor v (por exemplo, suas m componentes em alguma base). Essas coordenadas são
denominadas coordenadas normais de Riemann, ou simplesmente coordenadas normais centradas em p ∈M .

Se, por exemplo, {b1, . . . , bm} é uma base em TpM e v ∈ Bp(0, r
′) é da forma v = x1b1 + · · · + xmbm, com

(x1, . . . , xm) ∈ Rm, então atribúımos ao ponto q = expp(v) de expp
(
Bp(0, r

′)
)
∈ M as coordenadas normais de

Riemann (x1, . . . , xm). Naturalmente, as coordenadas de p são (0, . . . , 0).

Com isso,
(

expp
(
Bp(0, r

′)
)
, exp−1

p

)

é uma carta local de coordenadas em torno de p. Como tais cartas podem ser

definidas para cada p ∈ M (eventualmente escolhendo-se r′ dependente de p), compomos assim um atlas denominado
atlas de coordenadas normais.

As coordenadas normais têm diversas propriedades relevantes, algumas listadas na Proposição 34.18, adiante. Um
pouco do seu significado será discutido logo em seguida ao enunciado.

Proposição 34.18 Para o caso de conexões de Levi-Civita e sob as definições acima, seja {b1, . . . , bm} uma base
em TpM e considere-se coordenadas normais de Riemann x1, . . . , xm centradas em um ponto p de M . São válidas as
seguintes afirmações, todas válidas para coordenadas normais de Riemann:

I. No ponto p vale gij = g(bi, bj), para todos i, j ∈ {1, . . . , m}.
Há dois casos particulares de interesse. No caso Riemanniano, se escolhermos a base {b1, . . . , bm} como g-
ortonormal, valerá em p a relação gij = δij. No caso Lorentziano, se escolhermos a base {b0, . . . , bm−1} (com b0
sendo tipo-tempo) satisfazendo g(bi, bj) = ηij , para todos i, j ∈ {0, . . . , m− 1}, com η sendo o tensor métrico de
Minkowski, teremos no ponto p a relação gij = ηij.

II. Para todos i, j, k ∈ {1, . . . , m} vale Γk
ij(p) = 0.

III. Também no ponto p vale
∂gkl

∂xi = 0 para todos i, j, k ∈ {1, . . . , m}.

IV. Também no ponto p vale
(
Γk

ij),l +
(
Γk

jl

)

,i
+
(
Γk

li

)

,j
= 0 (34.249)

para todos i, j, k, i ∈ {1, . . . , m}.

V. Valem em p as relações

Rlkij =
1

2

(
∂2glj
∂xk∂xi

+
∂2gik
∂xl∂xj

− ∂2gli
∂xk∂xj

− ∂2gkj
∂xl∂xi

)

, (34.250)

Rl
kij =

(
Γl

jk

)

,i
−
(
Γl

ik

)

,j
, (34.251)

(
Γl

ki

)

,j
= −1

3

(

Rl
kij −Rl

ijk

)

, (34.252)

gkl,im = −1

3

[

Rlikm +Rkilm

]

. (34.253)
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VI. As componentes do tensor métrico admitem a seguinte expansão em série de Taylor nas coordenadas normais de
Riemann x ≡ (x1, . . . , xm), centradas em p (ou seja, centradas em (x1, . . . , xm) = (0, . . . , 0)):

gij(x) = gij(0)−
1

3
Rikjlx

kxl +O(3) , (34.254)

sendo Rikjl as componentes do tensor de curvatura de Riemann em p. 2

A demonstração dessa proposição é um tanto longa e é apresentada no Apêndice 34.B, página 1836.

• Comentários sobre a Proposição 34.18

Os itens I e II possuem uma interpretação de interesse na Teoria da Relatividade Geral. Eles nos dizem que, para um
sistema de referência que adote coordenadas normais de Riemann centradas em um ponto p, o tensor métrico e a conexão
assumem nesse ponto os valores de um sistema plano (Lorentziano), por assim dizer, anulando nesse ponto os efeitos
gravitacionais (a curvatura, porém, não desaparece). Naturalmente, isso não pode ser garantido em todos os pontos ou
em qualquer sistema de coordenadas.

Esse fato vem ao encontro do Prinćıpio de Equivalência (a ser discutido na Seção 34.4.4.3, página 1802) e pode ser
estendido de forma ainda mais satisfatória com a introdução de um outro sistema de coordenadas similar, as coordena-
das normais de Fermi, o que será feito na Seção 34.4.4.2, página 1800: com coordenadas normais de Fermi os efeitos
gravitacionais podem ser feitos desaparecer ao longo de toda uma geodésica tipo-tempo, precisamente de acordo com o
Prinćıpio de Equivalência. Vide Proposição 34.19, página 1801.

Os itens I, III e VI dizem-nos que, em coordenadas normais de Riemann, o tensor métrico varia pouco em torno de
p, com uma dependência de segunda ordem nas coordenadas, mas essa dependência é regida pelo tensor de curvatura de
Riemann. Isso abre espaço para mais algumas interpretações das noções de curvatura (seccional, de Ricci, escalar etc.),
mas não trataremos disso aqui.

34.4.4.2 Coordenadas Normais de Fermi

Ao discutirmos o significado do item II da Proposição 34.18, página 1799, afirmamos que na Teoria da Relatividade Geral,
o fato de os coeficientes de uma conexão se anularem em um ponto em coordenadas normais de Riemann centradas nesse
ponto é uma manifestação do Prinćıpio de Equivalência (a ser discutido na Seção 34.4.4.3, página 1802). Adotando-se
um sistema de coordenadas adequado é posśıvel ir além e estabelecer que os coeficientes de uma conexão se anulam em
toda uma geodésica tipo-tempo. Esse fato é ainda mais fortemente ligado ao Prinćıpio de Equivalência, como teremos
oportunidade de argumentar55. O sistema de coordenadas com essa propriedade é denominado sistema de coordenadas
normais de Fermi56 ou simplesmente sistema de coordenadas de Fermi, e é similar ao sistema de coordenadas normais
de Riemann que apresentamos na Seção 34.4.4.1, página 1799.

Os resultados da presente seção serão apresentados apenas no caso de variedades Lorentzianas, mas é fácil ver que
eles se estendem também a variedades Riemannianas onde, porém, têm relevância menor.

Para definir as coordenadas normais de Fermi {x0, . . . , xm} consideramos uma geodésica tipo-tempo (−ǫ, ǫ) ∋ τ 7→
γ(τ) ∈ M , com ǫ > 0 suficientemente pequeno, com γ(0) = p, sendo p um ponto dado. Seja b0 := γ̇(0), um vetor
tipo-tempo, e sejam também b1, . . . , bm−1 vetores de TpM , todos tipo-espaço e tais que gp(bi, bj)(p) = ηij para todos
i, j ∈ {0, . . . , m − 1}. Aqui, ηij são as componentes to tensor métrico de Minkowski. Para τ ∈ (−ǫ, ǫ) e para cada
i ∈ {0, . . . , m− 1}, defina-se bi(τ) como sendo o transporte paralelo de bi. Assim, cada bi(τ) satisfaz

D
dτ bi(τ) = 0 com

a condição inicial bi(0) = bi. Naturalmente, b0(τ) = γ̇(τ). Temos disso que

d

dτ

(

gγ(τ)
(
bi(τ), bj(τ)

)) (34.97)
= gγ(τ)

(
Dbi
dτ

(τ), bj(τ)

)

+ gγ(τ)

(

bi(τ),
Dbj
dτ

(τ)

)

= 0 ,

o que mostra que
gγ(τ)

(
bi(τ), bj(τ)

)
= ηij (34.255)

55O Prinćıpio de Equivalência é um prinćıpio f́ısico e o fato de ele manifestar-se também no formalismo matemático da Teoria da Relatividade
Geral, como aqui apresentado, é um forte sinal da concordância desse formalismo com a F́ısica que representa.

56Enrico Fermi (1901–1954).
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para todo τ e para cada i, j ∈ {0, . . . , m− 1}.
Em cada ponto γ(τ) consideramos a subvariedade (m− 1)-dimensional composta pelos pontos da forma

expγ(τ)

(

x1b1(τ) + · · ·+ xm−1bm−1(τ)
)

,

onde (x1, . . . , xm−1) pertencem à bola Euclidiana aberta de Rm−1, de raio r(τ) > 0 e centrada na origem: B
(
0, r(τ)

)
.

Cada r(τ) é pequeno o suficiente para garantir que expγ(τ) restrito a B
(
0, r(τ)

)
seja um difeomorfismo. Defina-se ainda

x0 ≡ τ . As coordenadas normais de Fermi são, então, (x0, x1, . . . , xm−1) e estão definidas em uma vizinhança tubular
T em torno de γ:

T :=
⋃

τ∈(−ǫ, ǫ)

⋃

(x1, ..., xm−1)∈B(0, r(τ))

expγ(τ)

(

x1b1(τ) + · · ·+ xm−1bm−1(τ)
)

.

Dizemos que essas coordenadas normais de Fermi são centradas na geodésica γ.

Uma observação um tanto trivial mas relevante a se fazer é que nas coordenadas normais de Fermi as componentes dos

vetores bj(τ) são dadas por
(
bj(τ)

)k
= δ k

j , para todos j, k ∈ {0, . . . , m− 1}. De fato, nessas coordenadas entendemos

que a k-ésima componente do vetor x1b1(τ) + · · ·+ xm−1bm−1(τ) é x
k e isso significa que

(
bj(τ)

)k
= δ k

j .

Vamos agora demonstrar uma generalização do item II da Proposição 34.18, página 1799.

Proposição 34.19 Com as definições de acima, nas coordenadas normais de Fermi as componentes da conexão anulam-
se ao longo da geodésica γ. 2

Prova da Proposição 34.19. A parametrização da geodésica γ nas coordenadas normais de Fermi (x0, . . . , xm−1) é

(
x0(τ), x1(τ), . . . , xm−1(τ)

)
=
(
τ, 0, . . . , 0

)
, τ ∈ (−ǫ, ǫ) .

Assim, ẋ0(τ) = 1 e ẋj(τ) = 0 para todo j ∈ {1, . . . , m− 1}. Similarmente, ẍk(τ) = 0 para todo k ∈ {0, 1, . . . , m− 1}.
Com isso, a equação da geodésica (34.232), página 1791, reduz-se a

Γk
00

(
τ, 0, . . . , 0

)
= 0 , k = {0, 1, . . . , m− 1} . (34.256)

Seja agora τ ∈ (−ǫ, ǫ), fixo, e consideremos a geodésica I ∋ t 7→ γ
(
t, γ(τ), v

)
= expγ(τ)(tv), sendo I algum intervalo

aberto suficientemente “pequeno” de R que contenha a origem e onde v ∈ B
(
0, r(τ)

)
. Trata-se da geodésica que passa

por γ(τ), tendo nesse ponto velocidade v ≡ (v1, . . . , vm−1). Nas coordenadas de Fermi essa geodésica é parametrizada
da seguinte forma no parâmetro t ∈ I:

(
x0(t), x1(t), . . . , xm−1(t)

)
=
(
τ, tv1, . . . , tvm−1

)
.

Com isso, temos ẋ0(t) = 0 e ẋj(t) = vj para todo j ∈ {1, . . . , m − 1}. Além disso, vale ẍk(t) = 0 para todo
k ∈ {0, 1, . . . , m− 1}. Assim, a equação da geodésica (34.232), página 1791, reduz-se a

m−1∑

i=1

m−1∑

j=1

Γk
ij

(
τ, tv1, . . . , tvm−1

)
vivj = 0 , k = {0, 1, . . . , m− 1} , (34.257)

(para evitar confusão, não utilizamos a convenção de Einstein acima). Em particular, para t = 0 (ou seja, no ponto
γ(τ)), obtemos disso

m−1∑

i=1

m−1∑

j=1

Γk
ij

(
τ, 0, . . . , 0

)
vivj = 0 , k = {0, 1, . . . , m− 1} .

Para cada k ∈ {0, 1, . . . , m − 1} a expressão do lado direito é uma forma quadrática e simétrica nas componentes
v1, . . . vm−1. Logo, empregando o mesmo argumento aplicado quando da demonstração do item II da Proposição 34.18,
página 1799, conclúımos que

Γk
ij

(
τ, 0, . . . , 0

)
= 0 para todo k ∈ {0, 1, . . . , m− 1} e para todos i, j ∈ {1, . . . , m− 1} . (34.258)



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 4 de janeiro de 2024. Caṕıtulo 34 1802/2825

Nota. Observe-se que o lado esquerdo de (34.257) não é uma forma quadrática e simétrica nas componentes v1, . . . vm−1, dáı termos de
tomar t = 0. Doutra forma a demonstração seria extenśıvel a toda vizinhança tubular T. ♣

Resta-nos agora demonstrar que os coeficientes da forma Γk
0j se anulam sobre γ para todos k ∈ {0, 1, . . . , m− 1}

e para todos j ∈ {1, . . . , m− 1}. Por definição, cada vetor bj(τ), j ∈ {0, . . . , m− 1}, é o transporte paralelo ao longo
de γ do vetor bj ≡ bj(0). Assim, segundo (34.68), página 1756, vale para cada j

0 =
D

dτ

(
bj(τ)

)k
=

d

dτ

(
bj(τ)

)k
+ γ̇i(τ)

(
bj(τ)

)l
Γk

il

(

γ(τ)
)

, para todo k ∈ {0, . . . , m− 1} , (34.259)

onde
(
bj(τ)

)k
é a k-ésima componente de bj(τ) no sistema de coordenadas normais de Fermi. Sucede, porém, que, nesse

sistema
(
bj(τ)

)k
= δ k

j , constante. Fora isso, γ̇i(τ) = 1 caso i = 0 e γ̇i(τ) = 0, de outra forma. A expressão (34.259)
informa, portanto, que no sistema de coordenadas normais de Fermi vale

0 = δ l
j Γk

0l

(

γ(τ)
)

= Γk
0j

(

γ(τ)
)

. (34.260)

Em conjunto (34.256), (34.258) e (34.260) provam o resultado desejado: em coordenadas normais de Fermi, sobre a
geodésica tipo-tempo γ tem-se Γk

ij = 0 para todos i, j, k ∈ {0, . . . , m− 1}.

• Comentários sobre a Proposição 34.19

A Proposição 34.19, junto ao comentário anterior, em (34.255), de que o tensor métrico coincide com o de Minkowski
ao longo da geodésica tipo-tempo γ, possui uma importante interpretação f́ısica no contexto da Relatividade Geral. Ela
afirma que as coordenadas normais de Fermi são as coordenadas inerciais que um observador em queda livre definiria em
um vizinhança em torno de sua linha-mundo (a geodésica tipo-tempo γ), não apenas em um instante no tempo (como no
caso de coordenadas normais de Riemann). Essas afirmações são a expressão matemática do Prinćıpio de Equivalência,
que é parte da base conceitual da Teoria da Relatividade Geral. Segundo esse prinćıpio, um observador idealmente
pontual em queda livre não experimentaria os efeitos da gravitação, o que significa que veria o espaço-tempo em sua
vizinhança como aproximadamente o de Minkowski, com coeficientes da conexão nulos.

Como as componentes da conexão anulam-se ao longo da geodésica γ, valem aqui também as consequências do item
III da Proposição 34.18: as primeiras derivadas das componentes do tensor métrico anulam-se sobre a geodésica γ. É
fácil determinar disso os primeiros termos da expansão de Taylor das componentes do tensor métrico em torno de γ, em
analogia ao item VI da Proposição 34.18. A fórmula expĺıcita pode ser lida, e.g., em [339].

As afirmações da Proposição 34.19 são também válidas no caso Riemanniano, como fica claro na demonstração. Nesse
caso, porém, seu interesse é menor.

Os trabalhos originais de Fermi, de 1922, estão listados em [144]. Para um artigo de revisão moderno sobre coordenadas
de Fermi, vide [319]. Vide também [314]. Apesar da evidente importância conceitual do resultado, ele é pouco referido
nos textos f́ısicos sobre a Teoria da Relatividade Geral. O texto [290] prova o item II da Proposição 34.18, página
1799, para coordenadas normais de Riemann, mas faz apenas menção aos resultados de Fermi, sem citá-lo ou nomeá-lo,
remetendo o leitor a [393] para uma demonstração. O texto [517] desenvolve parcialmente o tema e [339] limita-se a
apresentar uma aproximação para as componentes do tensor métrico associadas às coordenadas de Fermi.

34.4.4.3 O Prinćıpio de Equivalência

O Prinćıpio de Equivalência fundamenta a discussão f́ısica em torno da Teoria da Relatividade Geral e corrobora sua
descrição matemática. Nesta breve seção apresentaremos os ingredientes necessários a uma melhor compreensão do
significado das coordenadas normais de Fermi, tratadas na Seção 34.4.4.2, página 1800. Uma excelente discussão f́ısica
desse prinćıpio pode ser encontrada em [403].

O Prinćıpio de Equivalência possui diversas versões, com pressupostos por vezes distintos, e tentaremos fazer um
apanhado breve dessas versões. Fazemos notar que a literatura f́ısica a respeito não trata essas diversas versões de
maneira padronizada, sendo posśıvel encontrar algumas divergências entre textos diferentes.

Trata-se de um tema de importância fundamental na F́ısica e faremos alguns poucos comentários sobre testes expe-
rimentais.
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• O Prinćıpio de Equivalência de Galilei

Na Mecânica Clássica, o Prinćıpio de Equivalência nasce da observação de que o movimento de um ponto material
de massa m em um campo gravitacional dado não depende de m ou de quaisquer outras caracteŕısticas do ponto
material, mas apenas de sua posição e velocidade em um dado instante. Essa afirmação nasceu de observações emṕıricas
de Galilei57 e contemporâneos e é, por vezes, denominado Prinćıpio de Equivalência de Galilei. Como comentaremos
adiante, experimentos modernos garantem a validade desse prinćıpio com enorme precisão.

Com a advento da Mecânica Newtoniana e da Teoria da Gravitação Universal de Newton58 um entendimento mais
profundo desse prinćıpio observacional foi alcançado, ao menos no domı́nio da F́ısica Clássica. Aqui, precisamos introduzir
as noções de massa inercial e massa gravitacional, como faremos em seguida.

Nota histórica. Como é bem conhecido, a posição de Galilei sobre o tema da queda dos corpos em campos gravitacionais antagonizou a chamada
F́ısica Aristotélica, que afirmava serem os movimentos de queda dos corpos dependentes de seus pesos, formas, composições, naturezas etc.
Galilei discutiu amplamente a questão da queda livre dos corpos, especialmente em seus livros Diálogo Sobre os Dois Principais Sistemas
do Mundo (1632) e Discurso e Demonstrações Matemáticas em Torno de Duas Novas Ciências (1638) (vide [433]), e é muito provável que
tenha realmente realizado experimentos para embasar seus comentários e conclusões.

No entanto, o historicamente mais famoso desses experimentos, não mencionado naqueles livros, o experimento de queda livre supostamente
feito por Galilei na Torre Inclinada de Pisa, para demonstrar que corpos lançados simultaneamente sem impulsos iniciais (ignorando-se efeitos
de atrito com o ar) atingem o solo também simultaneamente, em verdade, foi feito em 1640 pelo astrônomo jesúıta Riccioli59 e na Torre degli
Asinelli, em Bolonha. A atribuição desse experimento a Galilei é devida a seu disćıpulo Viviani60, em seu livro Racconto istorico della vita
di Galileo Galilei, composto em 1654 e publicado em 1717. Vide [105], cap. 2, e também [273]. Em verdade, Galilei e seus contemporâneos
tiveram vários antecessores. Historiadores afirmam que já no século VI D.C., o filósofo Philoponus61 descreveu experimentos que contradiziam
a crença da F́ısica Aristotélica, a qual afirmava ser o movimento de queda livre de um corpo dependente do seu peso, de sua natureza, de seu
tamanho e de sua forma.

Para uma narrativa mais detalhada sobre alguns dos experimentos que precederam Galilei, que lhe foram contemporâneos ou posteriores,
e da complexa evolução histórica do tema, vide [105], cap. 2, ou [273]. A história em torno desse experimento é intrincada e, como afirma
o autor de [105], a ênfase no suposto experimento de Galilei na Torre Inclinada de Pisa é devida à “... tendência da literatura popular, ou
mesmo da literatura histórica, de tomar um único episódio para resumir e exemplificar uma série complexa de acontecimentos importantes.
No caso da mudança do modelo Aristotélico para o moderno, a Torre Inclinada cumpre essa função admiravelmente, embora tenha o efeito
desastroso de obliterar o contexto e dar a entender que o experimento foi a origem da compreensão de Galileu sobre o movimento, e que as
considerações sobre o movimento foram o principal motivo do choque entre os dois modelos”.

Para a descrição de um experimento moderno similar ao da Torre Inclinada de Pisa, vide [365] e referências lá citadas. Para um artigo
de revisão sobre testes experimentais da Teoria da Relatividade Geral, vide [525] e outras referências mais recentes do mesmo autor, como
[526]. ♣

• Massas inerciais e massas gravitacionais

Na F́ısica Clássica, a massa inercial de um corpo determina sua aceleração sob uma força externa dada. Isso equivale
a dizer que, em um sistema de referência inercial, o momento linear de um ponto material que se move com velocidade
~v é ~p = mI~v, sendo mI sua massa inercial.

Paralelamente, há duas noções demassa gravitacional: amassa gravitacional ativa, que determina a força gravitacional
que um dado corpo exerce, segundo a Teoria da Gravitação Universal de Newton, e a massa gravitacional passiva que
determina a força gravitacional exercida sobre um objeto em um campo gravitacional dado.

Na F́ısica Newtoniana, porém, a distinção entre massa gravitacional ativa e passiva é irrelevante. Para entender isso,
considere-se um conjunto de N pontos materiais de massa gravitacional ativa ma

k e massa gravitacional passiva mp
k,

k = 1, . . . , N . A Lei de Gravitação Universal de Newton afirma que a força exercida pela k-ésima part́ıcula sobre a
l-ésima é, em valores absolutos,

fk→l = G
ma

km
p
l

(rkl)2
,

sendo G a constante de gravitação universal e rkl a distância entre elas. Pela Terceira Lei de Newton fk→l = fl→k e,
portanto,

ma
k

mp
k

=
ma

l

mp
l

para todos os pares distintos k e l. Assim, vemos que a razão ma
k/m

p
k independe de k, sendo, portanto, uma constante

57Galileo di Vincenzo Bonaiuti de’ Galilei (1564–1642).
58Sir Isaac Newton (1643–1727).
59Giovanni Battista Riccioli (1598–1671).
60Vincenzo Viviani (1622–1703).
61Joannes Philoponus (ci. 490 - ci. 570).
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universal que pode ser absorvida na constante G, tornando irrelevante a distinção entre massa gravitacional ativa e
passiva na F́ısica Newtoniana.

Doravante, consideraremos apenas a noção de massa gravitacional, sem relevar seu caráter ativo ou passivo, distin-
guindo apenas entre massas inerciais e gravitacionais.

• Prinćıpio de Equivalência Fraco ou a igualdade entre massas inerciais e gravitacionais

O Prinćıpio de Equivalência de Galilei pode ser afirmado como consequência da identidade entre a massa inercial de
um corpo e sua massa gravitacional. Exemplificando, se um ponto material de massa inercial mi (aquela associada à
sua inércia) se move no campo gravitacional da Terra, e sob nenhuma outra força externa, sua equação de movimento

é mI ~̈x = −
(

GmGMG/
∥
∥~x
∥
∥
3
)

~x, onde ~x é o vetor-posição do ponto material medido a partir do centro da Terra, mG

sua massa gravitacional e e MG é a massa gravitacional da Terra, com G sendo a constante de gravitação universal. A
chamada Versão Fraca do Prinćıpio de Equivalência é a afirmação da identidade mI = mG para todos os posśıveis pontos

materiais ou corpos materiais. Essa igualdade permite reduzir a equação de movimento a ~̈x = −
(

GMG/
∥
∥~x
∥
∥
3
)

~x, com o

cancelamento das massas do ponto material, o que trás por implicação a independência do movimento de um corpo de
sua massa, como preconizado pelo Prinćıpio de Equivalência de Galilei.

Vale chamar a atenção para o fato que a igualdademI = mG pode ser substitúıda por uma regra de proporcionalidade,
mI = λmG, em cujo caso a constante λ pode ser absorvida na constante de gravitação universal G, mas desde que λ seja
uma constante universal, igual para todos os corpos materiais e independente da sua natureza e composição.

Comentamos também que muitos textos f́ısicos consideram o Prinćıpio de Equivalência de Galilei e o Prinćıpio de
Equivalência Fraco como sinônimos.

• Testes experimentais

A identificação mI = mG e sua universalidade têm sido há muito objeto de pesquisas experimentais, a começar com
o próprio Newton, assim como Bessel62 (em 1686 e 1832, respectivamente, ambos usando pêndulos simples), alcançando
uma precisão da ordem de 10−3 e 10−5, respectivamente. Uma das mais famosas63 séries de experimentos nesse sentido
foi realizada por Eötvös64 e colaboradores entre 1885 e 192265, usando uma balança de torção de sua invenção, que
alcançou essa identidade para diversos corpos materiais com uma precisão de 5× 10−9. O ńıvel atual (2023) de precisão
alcança 10−15 e foi obtido com o emprego de um microssatélite dedicado [490]. Uma futura geração desses experimentos,
do mesmo grupo, pretende alcançar a precisão de 10−17.

Para um artigo de revisão sobre experimentos que testam o Prinćıpio de Equivalência, vide [202]. Para um artigo
de revisão sobre testes experimentais da Teoria da Relatividade Geral, vide [525] e outras referências mais recentes do
mesmo autor, como [526].

• Forças inerciais e o Prinćıpio de Equivalência de Einstein

De um ponto de vista teórico não há na F́ısica Clássica explicação para a coincidência entre a massa inercial de um
corpo e sua massa gravitacional e essa coincidência parece fortuita.

O mistério começa a clarear, porém, quando observamos que há um outro tipo de situação no qual vale o Prinćıpio de
Equivalência de Galilei, ou seja, quando a trajetória de part́ıculas independe de suas massas: em sistemas de referência
não inerciais, na presença de forças inerciais, conforme discutido na Seção 45.1, página 2539.

Essa observação, aparentemente inocente, foi feita por Einstein em 1907 [129] e está na base da teoria de gravitação
por ele elaborada e que é conhecida como Teoria da Relatividade Geral de Einstein. Após alguns bem concebidos
Gedankenexperimente (“experimentos de pensamento”), o mais notável sendo o do chamado elevador de Einstein, com
o qual se afirma ser fisicamente imposśıvel distinguir-se a descrição de um sistema mecânico em um campo gravitacional
constante da descrição do mesmo sistema mecânico em um sistema de referência não inercial se movendo com aceleração

62Friedrich Wilhelm Bessel (1784–1846).
63A fama desses experimentos provém do alto grau de precisão alcançado, se comparados a experimentos anteriores, à ampla variedade de

materiais para os quais as massas inerciais e gravitacionais foram comparadas e, não menos importante, ao fato de os mesmos experimentos
terem permitido a Einstein, que os cita, melhor embasar empiricamente sua formulação da Teoria da Relatividade Geral.

64Barão Loránd Ágoston Eötvös de Vásárosnamény, também conhecido fora da Hungria como Roland von Eötvös (1848–1919).
65Roland v. Eötvös, Desiderius Pekár, Eugen Fekete, “Beiträge zum Gesetze der Proportionalität von Trägheit und Gravität”, Annalen der

Physik (Leipzig) 68, 11 (1922), https://doi.org/10.1002/andp.19223730903. Eötvös faleceu em 1919 e seus experimentos foram continuados
por seus colaboradores Pekár and Fekete e anunciados em forma final em 1922.
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constante (em relação a um referencial inercial).

Essa linha de racioćınio conduziu Einstein a uma importante generalização para além da Mecânica: que as leis f́ısicas
constatadas por um observador em queda-livre em sua vizinhança são indistingúıveis das leis f́ısicas constatadas na
ausência de gravidade. Essa foi a primeira formulação do Prinćıpio de Equivalência de Einstein em [129]. Em suas
próprias palavras:

“(...) assumimos a equivalência f́ısica completa de um campo gravitaci-
onal e uma aceleração correspondente do sistema de referência.
Essa suposição estende o Prinćıpio de Relatividade para o caso de mo-
vimentos translacionais uniformemente acelerados de um sistema de re-
ferência. O valor heuŕıstico dessa suposição reside no fato de permitir a
substituição de um campo gravitacional homogêneo por um sistema de re-
ferência em aceleração constante, o qual em último caso é, até um certo
ponto, acesśıvel a um tratamento teórico”. A. Einstein, [129], p. 454.

• O Prinćıpio de Equivalência Forte

Naturalmente, a equivalência acima delineada se aplica à descrição f́ısica em um campo gravitacional constante e
em um referencial com aceleração translacional constante, mas deve ser presumida também em situações onde o campo
gravitacional não é constante espacial e temporalmente, especialmente se nos limitarmos a uma pequena região do espaço
e do tempo, onde o campo gravitacional varia pouco. Dessa forma, o prinćıpio de equivalência proposto por Einstein
pode ser reformulado nos seguintes termos:

I. “Em cada ponto do espaço-tempo, em um campo gravitacional arbitrário, é posśıvel escolher um ‘sistema de coordenadas
localmente inercial’ tal que em uma região suficientemente pequena em torno do ponto em questão as leis da Natureza
tomam a mesma forma que em um sistema de coordenadas Cartesianas não aceleradas na ausência de gravidade”. De
[517], Sec. 3.1.

Na verdade essa formulação de [517] deve ser estendida de forma a afirmar que

II. Em cada trajetória de um ponto material em queda livre (ou seja, se movendo sem a ação de forças não gravitacionais),
em um campo gravitacional arbitrário, é posśıvel escolher um ‘sistema de coordenadas localmente inercial’ tal que em
uma região suficientemente pequena em torno da trajetória em questão as leis da Natureza tomam a mesma forma que
em um sistema de coordenadas Cartesianas não aceleradas na ausência de gravidade.

O prinćıpio assim estabelecido é muitas vezes referido na literatura como a Versão Forte do Prinćıpio de Equivalência,
ou Prinćıpio de Equivalência Forte, mas em verdade, não se distingue daquele proposto por Einstein66. Assim, grosso
modo, o Prinćıpio de Equivalência Fraco corresponde ao Prinćıpio de Equivalência de Galilei, enquanto que o Prinćıpio
de Equivalência Forte corresponde ao Prinćıpio de Equivalência de Einstein.

Como o leitor há de perceber dos nossos resultados das seções 34.4.4.1 e 34.4.4.2, página 1799 e 1800, respectivamente,
a formulação I, no formalismo matemático de Teoria da Relatividade Geral, é corroborada pelo uso das coordenadas
normais de Riemann, enquanto que a formulação II é corroborada pelo uso das coordenadas normais de Fermi.

Note-se também que a existência de coordenadas normais de Fermi ao longo de geodésicas tipo-tempo mostra que
são exatamente as geodésicas tipo-tempo que descrevem a trajetória em queda livre de pontos materiais (massivos, ao
menos).

Um ponto a se enfatizar é a distinção entre o Prinćıpio de Equivalência Fraco e o Forte. O Prinćıpio Fraco é a
afirmação da igualdade entre massa inercial e gravitacional ou, na sua versão Galileana, é a afirmação de que trajetórias
de pontos materiais em queda livre não dependem da natureza desses pontos. O Prinćıpio Forte vai além e afirma a
invariância de todas as leis f́ısicas na presença de campos gravitacionais. Como comentado em [517] o Prinćıpio de
Equivalência Fraco é a mesma afirmação, mas limitado, não a todas as leis f́ısicas, mas às leis que regem o movimento
de pontos materiais em queda livre.

Nesse sentido podemos afirmar que a existência das coordenadas normais de Fermi corrobora o Prinćıpio de Relati-
vidade Fraco.

* ** *** ** *

66Como já dissemos, a literatura f́ısica não é muito uniforme na formulação desses prinćıpios, podendo-se encontrar ligeiras diferenças de
formulação.
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Após o trabalho [129] de 1907 (apenas dois anos após os trabalhos iniciais da Teoria da Relatividade Especial!)
Einstein perseguiu por anos a ideia de que a descrição do movimento de pontos materiais em campos gravitacionais
deveria ser, em algum sentido, análoga à descrição desse movimento em sistemas de referência não inerciais, culminando
com sua formulação final da Teoria da Relatividade Geral, primeiramente apresentada em Sessão da Academia Prussiana
de Ciências em 25 de novembro de 1915 [130]. Não nos cabe aqui historiar os complicados caminhos seguidos por Einstein
(para tal recomendamos fortemente a referência [374]), mas devemos ao menos dizer que esse empreendimento pode ser
qualificado como um dos maiores feitos cient́ıficos. Nesse trajeto, Einstein adquiriu a percepção da utilidade da linguagem
e dos conceitos e instrumentos da Geometria Diferencial (empregando tensores e o então chamado Cálculo Diferencial
Absoluto), disciplina que ele ajudou a estender em diversas direções, dando à mesma grande impulso e motivação, também
como objeto de interesse matemático.

34.4.5 O Lema de Gauss

Aqui seguiremos basicamente a exposição de [327], mas com adaptações e com uma organização um tanto distinta.

Seja M uma variedade Riemanniana ou Lorentziana com um tensor métrico g e uma conexão métrica simétrica ∇.
Tomemos p ∈ M e v ∈ TpM , um vetor do espaço tangente a M em p contido em uma bola aberta Bp(0, r) ≡ B(0, r)
centrada em 0 ∈ TpM de raio r > 0, suficientemente pequeno de modo a garantir a existência das geodésicas γ(t, p, v)
para todo v ∈ B(0, r) e para todo t com 0 ≤ t ≤ 1.

Para p fixo, a aplicação exponencial expp mapeia B(0, r) em M , de sorte que a aplicação diferencial (d expp)v
mapeia67 TvB(0, r) ⊂ Tv(TpM) em Texpp(v)

M .

Para v ∈ B(0, r), considere-se a curva diferenciável em B(0, r) definida por uma função v(s) com v(0) = v, sendo
que consideraremos s em um intervalo (−ǫ, ǫ) com ǫ > 0 suficientemente pequeno, de sorte que v(s) ∈ B(0, r) para
todo s ∈ (−ǫ, ǫ). Vamos também assumir que ǫ é pequeno o suficiente de modo a garantir que {v(s), s ∈ (−ǫ, ǫ)} não
contenha vetores paralelos, ou seja, que não haja s, s′ ∈ (−ǫ, ǫ) com s 6= s′ e v(s) = αv(s′) para algum α 6= 0.

A derivada v′(0) é o vetor tangente à curva no ponto v e, portanto, um elemento de TvB(0, r) ⊂ Tv(TpM). É
importante notar que Tv(TpM) e TpM são espaços vetoriais isomorfos: para w ∈ TpM a curva v(s) = v + sw satisfaz
v(0) = v e v′(0) = w, observação que permite identificar os elementos de Tv(TpM) com os de TpM .

Segundo (33.49), se v(s) é uma curva como a acima e v′(0) ∈ TvB(0, r) ⊂ Tv(TpM) ≃ TpM , podemos calcular
(d expp)v

(
v′(0)

)
com

(d expp)v
(
v′(0)

)
=

d

ds
expp

(
v(s)

)
∣
∣
∣
∣
s=0

=
d

ds
γ
(
1, p, v(s)

)
∣
∣
∣
∣
s=0

, (34.261)

onde o lado direito é entendido como o vetor tangente à curva s 7→ γ
(
1, p, v(s)

)
no ponto definido por s = 0.

Seja O ⊂ R2 o conjunto definido por

O :=
{

(t, s), 0 ≤ t ≤ 1, −ǫ < s < ǫ
}

, (34.262)

com ǫ especificado acima. Para diversos propósitos, necessitamos estudar propriedades da superf́ıcie bidimensional
S : O →M definida por

S(t, s) = expp
(
tv(s)

)
= γ

(
1, p, tv(s)

)
= γ

(
t, p, v(s)

)
, (t, s) ∈ O . (34.263)

Para cada s fixo, a curva t 7→ S(t, s) é uma geodésica que parte de p em t = 0 com velocidade v(s) enquanto que para t
fixo a curva s 7→ S(t, s) intercepta aquelas geodésicas. Os vetores tangentes a essas curvas são ∂S

∂t e ∂S
∂s , respectivamente,

e no que segue iremos calculá-los em certos pontos de interesse. A derivada ∂S
∂t (t, s) representa a velocidade da geodésica

em γ
(
p, t, v(s)

)
, enquanto que a derivada ∂S

∂s (t, s) representa a taxa de variação de γ
(
p, t, v(s)

)
quando de uma

variação do parâmetro s. Por essa razão ∂S
∂s (t, s) é denominada variação geodésica associada à famı́lia de velocidades

{v(s), −ǫ < s < ǫ}.
Para a derivada em t temos

∂S

∂t
(t, s) =

∂

∂t
γ
(
t, p, v(s)

)
≡ γ̇

(
t, p, v(s)

)
, (34.264)

67O leitor deve atentar que a diferencial em (d expp)v refere-se à dependência de expp(v) em v, não em p, que é fixo.
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que é simplesmente o vetor tangente à geodésica que parte de p com velocidade v(s) no ponto γ
(
t, p, v(s)

)
. Observemos

também que para α ∈ R, a curva em TpM definida por τ 7→ v + ταv passa por v em τ = 0 com velocidade αv. Assim,
por (33.49), temos

(d expp)v(αv) =
d

dτ
expp

(
v + ατv

)
∣
∣
∣
∣
τ=0

=
d

dτ
γ
(
1, p, (1 + ατ)v

)
∣
∣
∣
∣
τ=0

=
d

dτ
γ
(
1 + ατ, p, v

)
∣
∣
∣
∣
τ=0

= αγ̇(1, p, v)

(34.265)
e por (34.264) conclúımos que

(d expp)v(αv) = α
∂S

∂t
(1, 0) . (34.266)

Para a derivada em s teremos

∂S

∂s
(t, s) =

∂

∂s
γ
(
1, p, tv(s)

) (34.261)
= (d expp)tv(s)

(
tv′(s)

)
= t(d expp)tv(s)

(
v′(s)

)
. (34.267)

Em particular, isso implica
∂S

∂s
(1, 0) = (d expp)v

(
v′(0)

)
(34.268)

e
∂S

∂s
(0, s) = 0 , (34.269)

para todo s. Para referência futura, notemos também que por (34.267) segue que

∂S

∂s
(t, 0) = (d expp)tv(0)

(
tv′(0)

)
. (34.270)

Lema 34.5 (Lema de Gauss) Seja M uma variedade Riemanniana ou Lorentziana com um tensor métrico g e com
uma conexão de Levi-Civita (i.e., uma conexão métrica e simétrica) ∇. Seja p ∈M . Então, vale

g
(

(d expp)v(v), (d expp)v(w)
)

expp(v)
= g

(
v, w

)

p
(34.271)

para todos v ∈ TpM para os quais expp(v) esteja definida e todo w ∈ Tv(TpM) ≃ TpM . 2

A Figura 34.1, página 1808, ilustra esquematicamente o conteúdo do Lema de Gauss, Lema 34.5.

Prova do Lema 34.5. Para v = 0 ou w = 0 a relação (34.271) é válida trivialmente, de sorte que consideramos v 6= 0 e
w 6= 0. Também assumiremos, para o caso Lorentziano, que v não é tipo-luz. A validade de (34.271) para v tipo-luz
pode ser obtida por continuidade a partir dos demais casos.

Fixado v, vamos decompor w em uma componente paralela a v e uma componente “perpendicular” a v. Para tal,

escrevemos w‖ :=
g(v, w)p
g(v, v)p

v e w⊥ := w − w‖. É trivial que w = w‖ + w⊥ e é fácil ver que g(v, w⊥)p = 0.

Como a aplicação w 7→ (d expp)v(w) é linear, podemos escrever (d expp)v(w) = (d expp)v(w‖) + (d expp)v(w⊥). Para
demonstrar o lema é suficiente provarmos que

g
(

(d expp)v(v), (d expp)v(w‖)
)

expp(v)
= g

(
v, w‖

)

p
(34.272)

e que

g
(

(d expp)v(v), (d expp)v(w⊥)
)

expp(v)
= 0 = g

(
v, w⊥

)

p
, (34.273)

o que será feito no que segue.

Para provarmos (34.272), notamos que se w‖ = av, então podemos escrever, por (34.265), que

(d expp)v(w‖) = (d expp)v(av) = aγ̇(1, p, v) .

Logo,

g
(

(d expp)v(v), (d expp)v(w‖)
)

expp(v)
= a g

(

γ̇(1, p, v), γ̇(1, p, v)
)

expp(v)
.
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●

γ

p

q
●

w’

M

v’

v

w

Figura 34.1: Acima, p é um ponto da variedadeM , v e w são vetores de TpM , o espaço tangente aM em p. O vetor v deve
ser pequeno o suficiente para que o mapa exponencial expp(v) esteja definido. A curva γ é a geodésica γ(t) = expp(tv),
t ∈ [0, 1], e ponto q é q := expp(v). Está claro que γ(0) = p, γ(1) = q e γ̇(0) = v. Temos ainda v′ := (d expp)v(v) e
w′ := (d expp)v(w), ambos elementos de TqM . Por (34.265), temos que v′ = γ̇(1), que é tangente à curva γ em q. A

afirmação do Lema de Gauss é que vale g
(
v′, w′

)

q
= g
(
v, w

)

p
.

Agora, como γ é uma geodésica, γ̇ é transportada paralelamente ao longo de γ e, pelo Lema 34.4, página 1792, tem-se

g
(

γ̇(1, p, v), γ̇(1, p, v)
)

expp(v)
= g
(

γ̇(0, p, v), γ̇(0, p, v)
)

p
= g
(
v, v

)

p
. Logo, provamos que

g
(

(d expp)v(v), (d expp)v(w‖)
)

expp(v)
= a g

(
v, v

)

p
= g

(
v, w‖

)

p
,

que é (34.272). Passemos agora à demonstração de (34.273).

Seja a curva em TpM definida por v(s) := v+ sw⊥ com s ∈ (−ǫ, ǫ), como discutido acima. Naturalmente, v(0) = v e
v′(s) = w⊥ para todo s. Para tal curva s 7→ v(s) consideremos a superf́ıcie Sw⊥

: O →M definida como em (34.263) por

Sw⊥
(t, s) = expp

(
tv(s)

)
= expp

(
t(v+sw⊥)

)
= γ

(
1, p, t(v+sw⊥)

)
= γ

(
t, p, v+sw⊥

)
, (t, s) ∈ O . (34.274)

Por (34.266) (com α = 1), e por (34.268), temos

g
(

(d expp)v(v), (d expp)v(w⊥)
)

expp(v)
= g

(
∂Sw⊥

∂t
(1, 0),

∂Sw⊥

∂s
(1, 0)

)

expp(v)

. (34.275)

Motivados pela expressão do lado direito, vamos estudar o produto escalar g
(

∂Sw
⊥

∂t (t, s),
∂Sw

⊥

∂s (t, s)
)

Sw
⊥
(t, s)

com

(t, s) ∈ O (vide (34.262)). Em particular, desejamos provar que essa expressão independe de t quando s = 0. Tem-se
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que

∂

∂t
g

(
∂Sw⊥

∂t
(t, s),

∂Sw⊥

∂s
(t, s)

)

Sw
⊥
(t, s)

= g

(
D

∂t

∂Sw⊥

∂t
(t, s),

∂Sw⊥

∂s
(t, s)

)

Sw
⊥
(t, s)

+ g

(
∂Sw⊥

∂t
(t, s),

D

∂t

∂Sw⊥

∂s
(t, s)

)

Sw
⊥
(t, s)

.

Observemos que para cada s vale D
∂t

∂Sw
⊥

∂t (t, s) = D
∂t γ̇
(
t, p, v(s)

)
= 0, por definição, pois γ é uma geodésica. Com isso,

o primeiro termo do lado direito da expressão acima é nulo. Para provar que o segundo termo também é nulo devemos
primeiramente invocar o Lema de Simetria, Lema 34.1, página 1761, e escrever

g

(
∂Sw⊥

∂t
(t, s),

D

∂t

∂Sw⊥

∂s
(t, s)

)

Sw
⊥
(t, s)

= g

(
∂Sw⊥

∂t
(t, s),

D

∂s

∂Sw⊥

∂t
(t, s)

)

Sw
⊥
(t, s)

=
1

2

∂

∂s
g

(
∂Sw⊥

∂t
(t, s),

∂Sw⊥

∂t
(t, s)

)

Sw
⊥
(t, s)

=
1

2

∂

∂s
g
(

γ̇
(
t, p, v(s)

)
, γ̇
(
t, p, v(s)

))

Sw
⊥
(t, s)

.

Com γ̇ é transportado paralelamente (segundo ∇) ao longo de γ, o Lema 34.4, página 1792, garante que

g
(

γ̇
(
t, p, v(s)

)
, γ̇
(
t, p, v(s)

))

Sw
⊥
(t, s)

= g
(

γ̇
(
0, p, v(s)

)
, γ̇
(
0, p, v(s)

))

Sw
⊥
(0, s)≡p

= g
(
v(s), v(s)

)

p
= g

(
v + sw⊥, v + sw⊥

)

p
= g

(
v, v

)

p
+ s2 g

(
w⊥, w⊥

)

p
.

Logo, temos que
∂

∂t
g

(
∂Sw⊥

∂t
(t, s),

∂Sw⊥

∂s
(t, s)

)

Sw
⊥
(t, s)

= s g
(
w⊥, w⊥

)

p
.

Como essa expressão anula-se em s = 0, segue que g
(

∂Sw
⊥

∂t (t, 0),
∂Sw

⊥

∂s (t, 0)
)

Sw
⊥
(t, 0)≡expp(tv)

é constante em t. Porém,

por (34.269),
∂Sw

⊥

∂s (t, 0) anula-se em t = 0 e, assim,

g

(
∂Sw⊥

∂t
(t, 0),

∂Sw⊥

∂s
(t, 0)

)

expp(tv)

= 0 para todo t. (34.276)

Logo, por (34.275), estabelecemos que g
(

(d expp)v(v), (d expp)v(w⊥)
)

expp(v)
= 0, provando (34.273).

Expresso em outros termos, (34.276) informa-nos que

g

(

γ̇
(
t, p, v

)
,

d

ds
γ
(
t, p, v + sw⊥

)
∣
∣
∣
∣
s=0

)

γ(t, p, v)

= 0 , (34.277)

para cada t ∈ [0, 1] e para todos v ∈ TpM para os quais expp(v) esteja definida e todo w ∈ Tv(TpM) ≃ TpM .

Essa afirmação possui um conteúdo geométrico, o qual expressamos na seguinte proposição:

Proposição 34.20 Seja r > 0 tal que expp(v) esteja definida para todo v ∈ TpM com g(v, v)p = r. Seja S(r) = {v′ ∈
TpM | g(v′, v′)p = r} a superf́ıcie da “esfera” em TpM de raio r (segundo o tensor métrico g) centrada na origem. Para
t ∈ [0, 1], seja a superf́ıcie em M definida por St(r) :=

{
γ
(
t, p, v′

)
, v′ ∈ S(r)

}
⊂ M , ou seja, a imagem de S(r) pelo

mapa TpM ∋ u 7→ expp(tu) ∈M .

Então, para cada t ∈ [0, 1] e cada v ∈ S(r) o vetor tangente γ̇
(
t, p, v

)
da geodésica τ 7→ γ

(
τ, p, v

)
é ortogonal

(segundo g) à superf́ıcie St(r) no ponto γ
(
t, p, v

)
. 2
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Prova. A demonstração é uma mera reinterpretação dos fatos já expostos. Fixemos o vetor v ∈ S(r). Para os pontos da
curva s 7→ v+ sw⊥ ∈ TpM teremos g

(
v+ sw⊥, v+ sw⊥

)

p
= g
(
v, v

)

p
+ s2g

(
w⊥, w⊥

)

p
e, portanto, a curva s 7→ v+ sw⊥

tangencia em s = 0 a superf́ıcie S(r) em v. Agora, o vetor d
dsγ
(
t, p, v + sw⊥

)∣
∣
s=0

é tangente a superf́ıcie St(r) no ponto

γ
(
t, p, v

)
para qualquer w⊥ ortogonal (segundo g) a v. Assim, (34.277) está afirmando que para cada t ∈ [0, 1] o vetor

tangente γ̇
(
t, p, v

)
à geodésica que parte de p com velocidade v é ortogonal à superf́ıcie St(r) no ponto γ

(
t, p, v

)
.

A afirmação da Proposição 34.20 é a versão do Lema de Gauss, tal como originalmente formulado por seu autor.

34.4.6 Pontos Conjugados e a Equação de Jacobi

Nesta seção discutiremos algumas propriedades especiais de famı́lias de geodésicas, como a de focalização, e discutiremos
a influência da curvatura sobre essas propriedades. Salvo menção em contrário estaremos sempre lidando com conexões
de Levi-Civita.

34.4.6.1 A Equação de Jacobi

Consideremos a superf́ıcie S ≡ Sv, w = expp
(
tv(s)

)
, definida em (34.263), v(s) na forma v(s) = v + sw, com v, w ∈

TpM , para um certo p ∈ M , fixo. Naturalmente, v(0) = v e v′(0) = w. Consideremos nessa superf́ıcie o campo

O ∋ (t, s) 7→ ∂Sv, w

∂s (t, s) ∈ Tγ(t, p, v(s))M , com (t, s) ∈ O. Como discutimos anteriormente (página 1806),
∂Sv, w

∂s (t, s)
é o campo das variações geodésicas sobre a superf́ıcie definida pela função Sv, w. No que segue, vamos estabelecer uma

equação diferencial, denominada equação de Jacobi, satisfeita por
∂Sv, w

∂s (t, 0), a variação geodésica sobre a geodésica
t 7→ γ(t, p, v).

Sabemos que D
∂t

∂Sv, w

∂t (t, s) = 0, pois
∂Sv, w

∂t (t, s) = γ̇
(
t, p, v(s)

)
e t 7→ γ

(
t, p, v(s)

)
é uma geodésica. Logo,

0 =
D

∂s

D

∂t

∂Sv, w

∂t
(t, s) =

D

∂t

D

∂s

∂Sv, w

∂t
(t, s) +

[
D

∂s

D

∂t
− D

∂t

D

∂s

]
∂Sv, w

∂t
(t, s)

(34.91)
=

D

∂t

D

∂t

∂Sv, w

∂s
(t, s) +

[
D

∂s

D

∂t
− D

∂t

D

∂s

]
∂Sv, w

∂t
(t, s)

(34.159)
=

D2

∂t2
∂Sv, w

∂s
(t, s) +

(

R

(
∂Sv, w

∂s
,
∂Sv, w

∂t

)
∂Sv, w

∂t

)

(t, s) , (34.278)

sendo que na passagem da primeira para a segunda linha usamos o Lema de Simetria, Lema 34.1, página 1761, e na
última igualdade usamos a Proposição 34.7, página 1776.

Consideremos agora a geodésica t 7→ γ
(
t, p, v(0)

)
e sobre a mesma os campos definidos por t 7→ ∂Sv, w

∂s (t, 0) e

t 7→ ∂Sv, w

∂t (t, 0) = γ̇
(
t, p, v(0)

)
≡ γ̇(t). O primeiro é o campo de variação geodésica sobre a geodésica t 7→ γ(t, p, v)

induzida por uma variação “infinitesimal” da velocidade inicial na direção w. O segundo é o campo das velocidades sobre
a mesma geodésica.

A igualdade obtida em (34.278) implica (tomando-se s = 0)

D2

dt2

[
∂Sv, w

∂s
(t, 0)

]

+R

([
∂Sv, w

∂s
(t, 0)

]

, γ̇(t)

)

γ̇(t) = 0 , (34.279)

para todo t. Essa expressão inspira as seguintes definições. Dada uma geodésica t 7→ γ(t, p, v), t ∈ (a, b), dizemos
que um campo J(t) ∈ Tγ(t, p, v)M , t ∈ (a, b), definido ao longo de γ, é um campo de Jacobi68 se satisfizer a equação
diferencial

D2

dt2
J(t) +R

(

J(t), γ̇(t)
)

γ̇(t) = 0 , (34.280)

para todo t ∈ (a, b). A equação (34.280) é denominada equação de Jacobi. Trata-se de uma equação diferencial linear
de segunda ordem e estaremos interessados em tratá-la enquanto problema de valor inicial, com dados inicias tais como

68Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851).
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J(0) e d
dtJ(0) ou J(0) e

D
dtJ(0) (assumindo aqui 0 ∈ (a, b)). Note-se que D

dtJ(0) pode ser expressa em termos de J(0) e
d
dtJ(0) e, reciprocamente, que d

dtJ(0) pode ser expressa em termos de J(0) e D
dtJ(0), o que facilmente se vê pela expressão

(34.68), página 1756, da derivação covariante em uma carta local de coordenadas.

• Soluções da equação de Jacobi

Antes de prosseguirmos, vamos discutir algumas soluções mais óbvias da equação de Jacobi. Afirmamos que os
campos

Jv,w
1 (t) :=

∂Sv, w

∂s
(t, 0) , Jv

2 (t) := γ̇(t, p, v) , e Jv
3 (t) := tJ2(t) := tγ̇(t, p, v) (34.281)

são campos de Jacobi definidos sobre a geodésica t 7→ γ(t, p, v) e satisfazem as condições iniciais






Jv,w
1 (0) = 0 ,

D
dtJ

v,w
1 (0) = w ,







Jv
2 (0) = v ,

D
dtJ

v
2 (0) = 0 ,

e







Jv
3 (0) = 0 ,

D
dtJ

v
3 (0) = v .

(34.282)

A argumentação que justifica tais afirmações é a que segue:

1. Como vimos em (34.279), o campo Jv,w
1 (t) =

∂Sv, w

∂s (t, 0) é um campo de Jacobi e satisfaz Jv,w
1 (0) = 0 (vide

(34.269)) D
dtJ

v,w
1 (0) = w, pois

D

dt
Jv,w
1 (0) =

D

∂t

∂Sv, w

∂s
(0, 0)

(34.91)
=

D

∂s

∂Sv, w

∂t
(0, 0) =

D

∂s
γ̇
(
0, p, v(s)

)
∣
∣
∣
∣
s=0

=
D

ds
v(s)

∣
∣
∣
∣
s=0

= v′(0) = w ,

pois, D
dsv(s) = v′(s) para todo s. O estudante não convencido dessa última igualdade deve recordar que, em uma

carta local de coordenadas, na qual possamos escrever as coordenadas de γ
(
t, p, v(s)

)
como xk(t, s), teremos

D

ds
v =

∑

a




dva

ds
+
∑

b, c

Γa
bcv

b ∂x
c

∂s
(0, s)




∂

∂xa
=
dva

ds

∂

∂xa
= v′(s), já que ∂xc

∂s (0, s) = 0, pois γ
(
0, p, v(s)

)
= p para

todo s.

2. O campo Jv
2 (t) = γ̇(t) = γ̇

(
p, t, v(0)

)
= ∂S

∂t (t, 0) é um campo de Jacobi, pois D
dt γ̇(t) = 0 (equação da geodésica)

e pois R
(
γ̇(t), γ̇(t)

)
γ̇(t) = 0, devido à antissimetria do tensor de curvatura R, o que mostra que (34.280) é, nesse

caso, trivialmente satisfeita.

Para esse campo de Jacobi tem-se Jv
2 (0) = γ̇

(
p, 0, v(0)

)
= v(0) ≡ v e D

dtJ
v
2 (0) = 0, pois D

dtJ
v
2 (t) =

D
dt γ̇(t) = 0 para

todo t, novamente pela equação da geodésica.

3. O campo Jv
3 (t) = tγ̇(t) é também um campo de Jacobi, pois R

(
tγ̇(t), γ̇(t)

)
γ̇(t) = tR

(
γ̇(t), γ̇(t)

)
γ̇(t) = 0, devido à

antissimetria do tensor de curvatura e pois D
dtJ

v
3 (t) =

D
dt

(
tγ̇(t)

)
= tDdt γ̇(t) + γ̇(t) = γ̇(t) (pela regra de Leibniz para

a derivação covariante e pela equação da geodésica) e, portanto, D2

dt2J
v
3 (t) =

D
dt γ̇(t) = 0, novamente pela equação

da geodésica.

Para esse campo de Jacobi tem-se Jv
3 (0) = 0 (evidentemente) e D

dtJ
v
3 (0) = γ̇(0) = v(0) ≡ v, pelo exposto no último

parágrafo.

Da linearidade da equação de Jacobi e das considerações acima, conclúımos:

Lema 34.6 Considere-se a geodésica [0, a] ∋ t 7→ γ(t, p, v). Então, fixadas condições iniciais J(0) e D
dtJ(0), a equação

de Jacobi (34.280) possui solução única. Em particular, para as condições iniciais J(0) = 0 e D
dtJ(0) = w a solução

única é Jv,w
1 (t). 2

É fácil inferir disso, que em uma variedade n dimensional existem n campos de Jacobi linearmente independentes.

• Algumas propriedades dos campos de Jacobi

As afirmações da proposição e do corolário que seguem e suas demonstrações provêm de [327].
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Proposição 34.21 Se J é um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica [0, a] ∋ t 7→ γ(t, p, v) então vale para todo
t ∈ [0, a]

g
(

J(t), γ̇(t, p, v)
)

γ(t, p, v)
= g

((

J(0) + t
D

dt
J(0)

)

, v

)

p

= g
(
J(0), v

)

p
+ t g

(
D

dt
J(0), v

)

p

. (34.283)

2

Prova. Denotemos g
(
J(t), γ̇(t, p, v)

)

γ(t, p, v)
simplesmente por g(J, γ̇)(t). Como D

dt γ̇ = 0, segue que

d

dt
g (J, γ̇) (t) = g

(
D

dt
J, γ̇

)

(t) . (34.284)

Também tem-se que

d

dt
g

(
D

dt
J, γ̇

)

(t) = g

(
D2

dt2
J, γ̇

)

(t)
(34.280)

= −g
(

R
(
J(t), γ̇(t)

)
γ̇(t), γ̇(t)

)

(t)

(34.171)
= g

(

R
(
γ̇(t), γ̇(t)

)
γ̇(t), J(t)

)

(t) = 0 ,

devido à antissimetria do tensor de curvatura. Isso mostrou que g
(
D
dtJ, γ̇

)
(t) é constante e, logicamente, igual a

g
(
D
dtJ, γ̇

)
(0). Logo, (34.284) fica d

dtg (J, γ̇) (t) = g
(
D
dtJ, γ̇

)
(0). Integrando-se ambos os lados entre 0 e t, obtemos

g (J, γ̇) (t) = g (J, γ̇) (0) + tg
(
D
dtJ, γ̇

)
(0), como queŕıamos provar.

Corolário 34.3 Seja J um campo de Jacobi sobre uma geodésica [0, a] ∋ t 7→ γ(t, p, v) ≡ γ(t). Se existirem t1 e t2
distintos em [0, a] tais que g(J, γ̇)(t1) = g(J, γ̇)(t2) então g

(
D
dtJ(0), v

)

p
= 0 e g(J, γ̇)(t) é constante em todo [0, a]. 2

Prova. É evidente da linearidade em t do lado direito da expressão (34.283) que se existirem t1 e t2 distintos em [0, a]
tais que g(J, γ̇)(t1) = g(J, γ̇)(t2) então g

(
D
dtJ(0), v

)

p
= 0 e g(J, γ̇)(t) é constante em todo [0, a].

34.4.6.2 Pontos Conjugados

• Pontos conjugados

Seja [−a, a] ∋ t 7→ γ(t) ≡ γ(t, p, v), a > 0, uma geodésica que passa por p ∈ M em t = 0. Um ponto p̃ = γ(t0),
t0 ∈ [−a, 0)∪ (0, a], é dito ser um ponto conjugado de p se existir sobre a curva γ um campo de Jacobi não identicamente
nulo J tal que J(0) = 0 e J(t0) = 0.

Como se percebe, a questão por trás da existência de pontos conjugados é a questão de saber se alguma variação
geodésica

∂Sv, w

∂s (t, 0) da geodésica γ(t, p, v) anula-se em outro ponto que não p. Dessa forma, podemos interpretar
pontos conjugados a p como pontos de focalização de geodésicas “infinitesimalmente” próximas que partem de p.

O corolário a seguir é uma decorrência elementar do Corolário 34.3, página 1812, e dispensa demonstração.

Corolário 34.4 Se uma geodésica [0, a] ∋ t 7→ γ(t, p, v) ≡ γ(t) possuir um ponto conjugado a p, digamos, em
t0 ∈ (0, a], e J for um campo de Jacobi não nulo tal que J(0) = J(t0) = 0, então g

(
D
dtJ(0), v

)

p
= 0 e g(J, γ̇)(t) = 0

para todo t ∈ [0, a], ou seja, o campo J é g-ortogonal ao vetor tangente a γ em toda a geodésica. 2

É interessante observar que decorre de (34.283) e de (34.282) que

g
(

Jv,w
1 (t), γ̇(t, p, v)

)

γ(t, p, v)
= tg(w, v)p ,
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que g(Jv
2 , γ̇)(t) = g(v, v)p e que g(Jv

3 , γ̇)(t) = tg(v, v)p (as duas últimas relações são triviais pelas definições de
Jv
2 e Jv

3 ). Disso segue que se p tem um ponto conjugado em γ, digamos, em t0, e J
v,w
1 anula-se em 0 e em t0, então

g(w, v)p = 0, ou seja, w é g-ortogonal à velocidade inicial v.

• Pontos conjugados e singularidades da aplicação exponencial

A noção de ponto conjugado é relevante em função da interpretação que apresentamos acima como ponto de focalização
aproximada de geodésicas próximas. Há também uma outra razão que agora discutiremos, a saber, pontos conjugados
possuem uma ı́ntima relação com pontos singulares da aplicação exponencial. Como acima, seguimos aqui proximamente
[327].

Proposição 34.22 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana (ou Lorentziana) e p ∈ M . Seja v ∈ TpM no domı́nio
de definição do mapa exponencial expp e seja a geodésica [0, 1] ∋ t 7→ γ(t, p, v) ∈ M . Um ponto p̃ = γ(t0, p, v) =
γ(1, p, t0v) = expp(t0v), com t0 ∈ (0, 1], é um ponto conjugado de p se e somente se t0v for um ponto cŕıtico69 da
aplicação exponencial expp. 2

Prova. Por definição, p̃ = γ(t0, p, v) é um ponto conjugado de p em γ se e somente existir sobre γ um campo de Jacobi
não identicamente nulo J tal que J(0) = 0 e J(t0) = 0. Seja w := D

dtJ(0). Pelo Lema 34.6, página 1811, o campo de

Jacobi J satisfazendo J(0) = 0 e D
dtJ(0) = w é igual a Jv,w

1 , definido em (34.281), ou seja,

J(t) = Jv,w
1 (t) =

∂Sv, w

∂s
(t, 0)

(34.270)
= (d expp)tv

(
tw
)

= t(d expp)tv
(
w
)
.

É claro que (d expp)tv
(
w
)
anula-se caso w = 0, pois (d expp)tv é uma aplicação linear. Da igualdade J(t) =

t(d expp)tv
(
w
)
conclúımos que se J for não nulo para algum valor de t 6= 0, então w 6= 0. Ao mesmo tempo, se

w 6= 0 o campo J não pode ser identicamente nulo, pois se o fosse teŕıamos D
dtJ(t) = 0 para todo t e como w = D

dtJ(0)
teŕıamos uma contradição. Conclúımos disso que o campo J é não identicamente nulo se e somente se w 6= 0.

Agora, por hipótese, p tem um ponto conjugado em p̃ = γ(t0, p, v), t0 ∈ (0, 1], se e somente se valer 0 = J(t0) =
t0(d expp)t0v

(
w
)
, o que é verdadeiro se e somente se (d expp)t0v

(
w
)
= 0. Porém, como w 6= 0, isso é posśıvel se e somente

se t0v for um ponto cŕıtico de expp.

• O tensor de curvatura e a ausência de pontos conjugados. Caso Riemanniano

A seguinte proposição elementar aponta para o fato que certas condições sobre o tensor de curvatura podem implicar
na ausência de pontos conjugados. Chamamos a atenção do leitor para o fato de usarmos a convenção (34.152) para a
definição do tensor de curvatura, cujo sinal é oposto daquele comummente usado em geometria Riemanniana (a esfera
tem curvatura negativa na nossa convenção).

Proposição 34.23 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana dotada de uma conexão de Levi-Civita ∇ e seja γ uma
geodésica em M . Se em cada ponto q ∈ γ e para todos os campos vetoriais diferenciáveis A e B definidos sobre γ valer

g
(

R
(
A, B

)
A, B

)

q
≥ 0 , (34.285)

então não ocorrem pontos conjugados em γ. 2

Observe-se que no caso Riemanniano a condição (34.285) equivale à não negatividade da curvatura seccional relativa
ao plano gerado por A e B em TqM .

Prova da Proposição 34.23. Vamos supor que J seja um campo de Jacobi não nulo sobre a geodésica γ e que J(0) =
J(t0) = 0. Temos que

d

dt
g (J, J) = 2g

(
D

dt
J, J

)

. (34.286)

69A noção de ponto cŕıtico encontra-se definida à página 1697. Recordemo-la. Se f : M1 → M2 é uma aplicação C∞ entre duas variedades
de mesma dimensão m, então um ponto p ∈ M1 é dito ser um ponto cŕıtico para f se a aplicação diferencial dfp não for um isomorfismo entre
TpM1 e Tf(p)M2. Pela Proposição 33.6, página 1697, f não pode ser um difeomorfismo local em torno de um ponto cŕıtico.
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Agora, usando a antissimetria de R,

d

dt
g

(
D

dt
J, J

)

= g

(
D2

dt2
J, J

)

+ g

(
D

dt
J,

D

dt
J

)
(34.280)

= +g
(

R
(
γ̇(t), J

)
γ̇(t), J

)

+ g

(
D

dt
J,

D

dt
J

)

≥ 0 ,

pois g
(
D
dtJ,

D
dtJ
)
≥ 0 e, por hipótese, g

(
R
(
γ̇(t), J

)
γ̇(t), J

)
≥ 0. Com isso, estabelecemos que a função g

(
D
dtJ, J

)
(t) é

não decrescente em t. Como J anula-se em 0 e em t0 conclúımos disso que g
(
D
dtJ, J

)
(t) = 0 para todo t. Logo, segue

de (34.286) que g (J, J) (t) é constante em t e como J(0) = J(t0) = 0, segue que g (J, J) (t) = 0 para todo t, implicando
que J é identicamente nulo, uma contradição que implica na inexistência de um campo de Jacobi com as propriedades
mencionadas e, portanto, na inexistência de pontos conjugados em γ.

34.5 Campos de Killing

Campos de Killing70 são relevantes ao se discutir simetrias (isometrias) na Geometria Diferencial e, em particular, na
Teoria da Relatividade Geral. Vamos aqui primeiramente apresentar o tratamento dos campos de Killing (e obter as
equações de Killing) de forma intŕınseca, independente de sistemas de coordenadas. Mais adiante, para atender o interesse
de leitores mais acostumados à discussão de textos de F́ısica, repetiremos o mesmo tratamento em coordenadas locais.
Por fim, teremos exerćıcios instrutivos.

Seja M uma variedade diferenciável e g um tensor métrico em M e seja ∇ uma conexão de Levi-Civita em M .

Vamos considerar a derivada de Lie Lξg de g em um campo ξ ∈ X (M) agindo em g. A noção de derivada de Lie foi
introduzida na Seção 33.3.1, página 1709.

• As equações de Killing. Tratamento intŕınseco, independente de sistemas de coordenadas

Seja ξ ∈ X (M) e sejam A, B ∈ X (M) dois outros campos vetoriais arbitrários. Sabemos por (33.91), página 1712,
que vale

Lξ

(
g(A, B)

)
=
(
Lξg

)
(A, B) + g

(
LξA, B

)
+ g
(
A, LξB

)
.

Como g(A, B) é uma grandeza escalar, o lado esquerdo é ξ
(
g(A, B)

)
.

Por outro lado, para uma conexão ∇ vale igualmente que

∇ξ

(
g(A, B)

)
=
(
∇ξg

)
(A, B) + g

(
∇ξA, B

)
+ g
(
A, ∇ξB

)
,

sendo que o lado esquerdo também vale ξ
(
g(A, B)

)
. Com isso, obtemos a identidade,

(
Lξg

)
(A, B) + g

(
LξA, B

)
+ g
(
A, LξB

)
=
(
∇ξg

)
(A, B) + g

(
∇ξA, B

)
+ g
(
A, ∇ξB

)
,

ou seja,
(
(Lξ −∇ξ)g

)
(A, B) + g

(
(Lξ −∇ξ)A, B

)
+ g
(
A, (Lξ −∇ξ)B

)
= 0 . (34.287)

Chegamos agora a uma definição importante. Um campo ξ ∈ X (M) é dito ser um campo de Killing71 para o tensor
métrico g se satisfazer

Lξg = 0 . (34.288)

Segundo essa definição, g é invariante ao longo das curvas integrais definidas por ξ e o fluxo correspondente a essas curvas
é, portanto, uma isometria para g.

Se supusermos que ξ é um campo de Killing para g e se adicionalmente supusermos que ∇ é uma conexão métrica, o
primeiro termo de (34.287) será identicamente nulo (pois valem independentemente Lξg = 0 e ∇ξg = 0), e valerá

g
(
(Lξ −∇ξ)A, B

)
+ g
(
A, (Lξ −∇ξ)B

)
= 0 . (34.289)

Essa propriedade afirma que o operador diferencial Lξ −∇ξ é g-antissimétrico.

70Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
71Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
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Notemos também que se supusermos que ∇ é também livre de torção, ou seja, que é uma conexão de Levi-Civita,
então, segundo (34.90), página 1761, valerá

(
Lξ −∇ξ

)
C = −∇Cξ para todo campo C e, portanto, (34.289) fica

g
(
∇Aξ, B

)
+ g
(
A, ∇Bξ

)
= 0 . (34.290)

Essa equação para ξ é denominada equação de Killing.

É posśıvel demonstrar a rećıproca: se ξ satisfaz a equação de Killing (34.290), então Lξg = 0 e, portanto, ξ é um
campo de Killing. De fato, se ∇ é uma conexão métrica, então (34.287) afirma que

(
Lξg

)
(A, B) = −g

(
(Lξ −∇ξ)A, B

)
− g
(
A, (Lξ −∇ξ)B

)
. (34.291)

Novamente, se ∇ é também livre de torção, ou seja, se for uma conexão de Levi-Civita, então, segundo (34.90), página
1761, valerá

(
Lξ −∇ξ

)
C = −∇Cξ para todo campo C e, assim, podemos reescrever o lado direito de (34.291) como

(
Lξg

)
(A, B) = g(∇Aξ, B) + g(A, ∇Bξ) ,

que é nulo pela suposição da validade de (34.290). Como isso vale para todos A, B ∈ X (M), conclúımos que Lξg = 0.

Reunindo os resultados demonstramos, portanto, o seguinte:

Proposição 34.24 Seja g o tensor métrico e seja ∇ a correspondente conexão de Levi-Civita. Então, um campo ξ ∈
X (M) é um campo de Killing para g, ou seja, satisfaz Lξg = 0, se e somente se ξ satisfizer a equação de Killing:

g
(
∇Aξ, B

)
+ g
(
A, ∇Bξ

)
= 0 . (34.292)

para todos A, B ∈ X (M). 2

A equação de Killing deve ser entendida como uma equação diferencial para ξ. Para ver isso melhor, é interessante

expressarmos a equação de Killing (34.292) em coordenadas locais. Ela diz-nos que gijB
jAk

(
∇kξ

)i
+gijA

iBk
(
∇kξ

)j
= 0,

ou seja, BiAk
((

∇kξ
)

i
+
(
∇iξ

)

k

)

= 0. Como A e B são arbitrários, segue que

(
∇kξ

)

i
+
(
∇iξ

)

k
= 0 , ou seja, ξk;i + ξi;k = 0 , (34.293)

o que equivale a
ξk;i + ξ ;k

i = 0 , (34.294)

pois a conexão é suposta simétrica.

A equação (34.293) é a equação de Killing expressa em coordenadas locais e vamos reobtê-la diretamente mais adiante.
Utilizando as componentes da conexão, (34.293) pode ser escrita em coordenadas locais como

∂ξk
∂xi

+
∂ξi
∂xk

− 2ξlΓ
l
ik = 0 , ∴

∂ξk
∂xi

+
∂ξi
∂xk

− 2ξl

{
l

i k

}

= 0 , (34.295)

onde usamos Γl
ik = Γl

ki =
{

l
i k

}

, válidas para conexões de Levi-Civita.

• O comutador de campos de Killing

O seguinte resultado é digno de nota, pois afirma que campos de Killing compõem uma álgebra de Lie:

Lema 34.7 Sejam ξ e ξ̃ dois campos de Killing para um tensor métrico g. Então, seu comutador
[
ξ, ξ̃

]
é igualmente

um campo de Killing para g. 2

Prova. A afirmação é evidente por (33.97), página 1713.

• O divergente de campos de Killing

Segundo nossa discussão de página 1772, se ξ é um campo de Killing, seu divergente é dado por

div (ξ) = ξi;i
(34.294)

= −ξ ;i
i = −gilξi;l = −ξl;l = −div (ξ) ,
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onde novamente usamos, na penúltima igualdade, que a conexão é simétrica e, portanto, gab;c = 0 para todos a, b, c.

Conclui-se do exposto que o divergente de um campo de Killing é sempre nulo.

• Campos de Killing e leis de conservação ao longo de geodésicas

Proposição 34.25 Seja g o tensor métrico e seja ∇ a correspondente conexão de Levi-Civita. Seja ξ ∈ X (M) um
campo de Killing para g, ou seja, tal que Lξg = 0. Seja γ(t), com t em algum intervalo de R, uma curva geodésica para

a conexão ∇. Então, a função de t definida por g
(

ξγ(t), γ̇(t)
)

γ(t)
é constante. 2

Prova. Caso A = B, a equação de Killing (34.292) fica simplesmente

g
(
∇Aξ, A

)
= 0 . (34.296)

Considere-se uma curva geodésica γ(t), com t em algum intervalo de R, e considere-se a função de t definida por

g
(

ξγ(t), γ̇(t)
)

γ(t)
. Teremos,

d

dt
g
(

ξγ(t), γ̇(t)
)

γ(t)

(34.97)
= g

(
D

dt
ξγ(t), γ̇(t)

)

γ(t)

+ g




ξγ(t),

D

dt
γ̇(t)

︸ ︷︷ ︸
=0






γ(t)

(34.67)
= g

((
∇γ̇(t) ξ

)

γ(t)
, γ̇(t)

)

γ(t)

(34.296)
= 0 ,

o que estabelece que a grandeza g
(

ξγ(t), γ̇(t)
)

γ(t)
é constante ao longo da geodésica.

Essa lei de conservação ao longo de curvas geodésicas associada a campos de Killing é relevante, por exemplo, no
estudo de trajetórias de part́ıculas em queda livre na Relatividade Geral.

• Dedução das equações de Killing diretamente em coordenadas locais

Para atender a alguns gostos, vamos agora reobter a equação de Killing (34.293) fazendo uso desde o ińıcio de
coordenadas locais.

Segundo (33.98), página 1713, as componentes de Lξg em uma carta local de coordenadas são

(
Lξg

)

ij
= ξk

∂gij
∂xk

+ gkj
∂ξk

∂xi
+ gik

∂ξk

∂xj
. (34.297)

E. 34.33 Exerćıcio. Verifique! 6

Vamos agora tratar de reescrever (34.297) em uma forma mais adequada. Adotaremos para tal um caminho um tanto
indireto.

Segundo (34.61), página 1753, a derivada covariante do campo ξ se expressa em coordenadas locais como

ξk ;i =
∂ξk

∂xi
+ ξjΓk

ij ,

o que implica72

ξk ;i = gkl
∂ξl

∂xi
+ gklξ

jΓl
ij .

Trocando-se os ı́ndices k e i e somando-se as expressões resultantes, obtemos

ξk ;i + ξi;k = gkl
∂ξl

∂xi
+ gil

∂ξl

∂xk
+ ξj

(

gklΓ
l
ij + gilΓ

l
kj

)

.

72Recordar que tratamos de uma conexão de Levi-Civita, para a qual vale gab ;c = 0 para quaisquer ı́ndices a, b, c.
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Agora, para conexões de Levi-Civita os coeficientes da conexão coincidem com os śımbolos de Christoffel. Portanto,
segundo (34.113), página 1767, temos

gklΓ
l
ij + gilΓ

l
kj = gkl

{
l

i j

}

+ gil

{
l

k j

}

=
1

2

[
∂gik
∂xj

+
�
��∂gkj
∂xi

−❅
❅❅

∂gij
∂xk

+
∂gki
∂xj

+❅
❅❅

∂gij
∂xk

−
�
��∂gkj
∂xi

]

=
∂gik
∂xj

.

Logo, temos

ξk ;i + ξi;k = gkl
∂ξl

∂xi
+ gil

∂ξl

∂xk
+ ξj

∂gik
∂xj

.

Comparando a (34.297) constatamos que
(
Lξg

)

ij
= ξi;j + ξj ;i . (34.298)

Chegamos agora a uma definição importante. Um campo ξ ∈ X (M) é dito ser um campo de Killing73 se satisfazer

Lξg = 0 . (34.299)

Segundo essa definição, g é invariante ao longo das curvas integrais definidas por ξ e o fluxo correspondente a essas curvas
é, portanto, uma isometria.

Como vemos de (34.298), ξ é um campo de Killing se e somente se satisfizer as equações de Killing:

ξi;j + ξj ;i = 0 (34.300)

para todos os ı́ndices i e j.

• Alguns exerćıcios

Campos de Killing desempenham um papel muito relevante no estudo de soluções exatas das equações de Einstein da
Teoria da Relatividade Geral das quais se suponha que obedeçam alguns prinćıpios de simetria (por exemplo, invariância
por rotações ou por translações temporais). De modo geral, campos de Killing são importantes por indicarem fluxos ao
longo dos quais o tensor métrico é constante. Os exerćıcios que seguem ilustram isso.

E. 34.34 Exerćıcio. Reobtenha a lei de conservação de g
(

ξγ(t), γ̇(t)
)

γ(t)
em coordenadas locais. 6

E. 34.35 Exerćıcio. Considere M = R
3 com o tensor métrico Riemanniano plano gij = δil e a correspondente conexão de

Levi-Civita. Adotamos em M uma (única) carta local de coordenadas Cartesiana. Constate que os três campos vetoriais

x̂ =
∂

∂x
, ŷ =

∂

∂y
, ẑ =

∂

∂z

são campos de Killing. Constate que as isometrias associadas a esses campos correspondem à invariância do tensor métrico por translações
ao longo dos eixos Cartesianos.

Constate que os três campos vetoriais

ℓx = y
∂

∂z
− z

∂

∂y
, ℓy = z

∂

∂x
− x

∂

∂z
, ℓz = x

∂

∂y
− y

∂

∂x

são campos de Killing. Constate que as isometrias associadas a esses campos correspondem à invariância do tensor métrico por rotações
em torno dos eixos Cartesianos. 6

E. 34.36 Exerćıcio. Seja M = R
2 onde adote coordenadas Cartesianas (x0, x2) ≡ (t, x) e adote como tensor métrico o tensor

métrico e Minkowski η, com η00 = 1, η11 = −1, η01 = η10 = 0. Adote também a correspondente conexão de Levi-Civita. Mostre que o
campo vetorial

M = x
∂

∂t
+ t

∂

∂x

73Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923).
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é um campo de Killing. Constate que a isometria associada a esse campo corresponde à invariância do tensor métrico por boosts de
Lorentz na direção 1, ou seja, corresponde à invariância do tensor métrico em curvas de aceleração constante.

Sugestão. Não esquecer que M0 = x e M1 = t, mas que M0 = x e M1 = −t. 6

E. 34.37 Exerćıcio. Generalize os exerćıcios anteriores para o espaço-tempo de Minkowski em 3 + 1 dimensões, constatando que
são campos de Killing os seguintes campos:

t̂ =
∂

∂t
, x̂ =

∂

∂x
, ŷ =

∂

∂y
, ẑ =

∂

∂z
,

ℓx = y
∂

∂z
− z

∂

∂y
, ℓy = z

∂

∂x
− x

∂

∂z
, ℓz = x

∂

∂y
− y

∂

∂x
e

M01 = x
∂

∂t
+ t

∂

∂x
, M02 = y

∂

∂t
+ t

∂

∂y
, M03 = z

∂

∂t
+ t

∂

∂x
.

Verifique a afirmação do Lema 34.7, constatando que o comutador de quaisquer dois desses campos de Killing é novamente (a menos
de uma constante multiplicativa) um campo de Killing dessa mesma lista. 6

34.6 A Estrutura Causal de Variedades Lorentzianas

Vamos agora tratar de algumas caracteŕısticas de variedades Lorentzianas, como os espaços-tempos da Teoria da Relati-
vidade Geral. Começamos observando que é costumeiro, no caso de variedades Lorentzianas de dimensãom (comm ≥ 2),
indexar coordenadas, vetores, tensores etc. com ı́ndices que variam de 0 a m−1. A coordenada com ı́ndice 0 corresponde
ao sinal + da signatura do tensor métrico e é referida como coordenada temporal e as demais como coordenadas espaciais.

• Tipos de vetores e curvas

Se (M, g) é uma variedade Lorentziana e p ∈M , dizemos que um vetor u ∈ TpM é

1. tipo tempo se g(u, u)p > 0,

2. tipo espaço se g(u, u)p < 0,

3. tipo luz, ou nulo, se g(u, u)p = 0.

Essas definições, bem conhecidas da Teoria da Relatividade Especial, podem ser usadas para classificar curvas dife-
renciáveis em M . Seja I algum intervalo aberto de R e seja c : I → M uma curva diferenciável em M . Dizemos que c é
uma curva tipo espaço, tempo ou luz, se o vetor tangente ċ(t) for tipo espaço, tempo ou luz para todo t ∈ I. De modo
geral curvas c : I → M podem mudar de tipo, podendo ser de um tipo em algum subintervalo de I e de outro tipo em
algum outro subintervalo.

Uma observação relevante é que geodésicas não mudam de tipo. De fato, se γ : I → M é uma geodésica, então
d
dtg(γ̇, γ̇)γ(t) = g(Ddt γ̇, γ̇)γ(t) = 0, pois D

dt γ̇ = 0, por definição, provando que g(γ̇, γ̇)γ(t) é constante. Assim, podemos
falar de geodésicas tipo espaço, tipo tempo ou nulas. Ipso facto, se t 7→ γ(t, p, v) representa uma geodésica que passa
por p ∈M em t = 0 com velocidade v ∈ TpM , então seu tipo é igual ao tipo de v.

Na Teoria da Relatividade Geral, curvas tipo tempo representam o movimento de part́ıculas materiais e geodésicas
tipo tempo representam o movimento de part́ıculas materiais em queda livre, ou seja, sob a ação apenas de campos
gravitacionais. Curvas nulas representam movimentos a velocidade da luz e geodésicas nulas representam o movimento
de raios luminosos (ou seja, movimento de fótons de comprimento de onda despreźıvel). Curvas tipo espaço não possuem
uma interpretação de interesse f́ısico imediato.

• Orientação temporal de vetores tipo tempo

Lema 34.8 Seja (M, g) é uma variedade Lorentziana de dimensão m+ 1. Sejam p ∈M e sejam u, v ∈ TpM tais que
u é tipo tempo e v 6= 0 não é de tipo espaço (ou seja, é tipo tempo ou tipo luz), então g(u, v)p 6= 0, ou seja, tem-se
g(u, v)p < 0 ou g(u, v)p > 0. 2
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Prova. A demonstração é feita por contradição. Vamos assumir que g(u, v)p = 0. Teŕıamos g(αu + v, αu + v)p =
α2g(u, u)p + g(v, v)p > 0 para todo α ∈ R com α 6= 0, pois g(u, u)p > 0 e g(v, v)p ≥ 0. Escolhamos uma base na
qual gp assume a forma diagonal canônica gp = diag (+, −, . . . , −) (vide página 1741). Teremos que 0 < g(u, u)p =

(u0)2 −∑m−1
k=1 (uk)2, implicando (u0)2 >

∑m−1
k=1 (uk)2 ≥ 0 e, portanto u0 6= 0. Analogamente, teremos que v0 6= 0, pois

se v0 = 0 valeria 0 ≤ g(v, v)p = −∑m−1
k=1 (vk)2, um absurdo, pois assumimos que v 6= 0. Agora, além disso, teremos

também g(αu+ v, αu+ v)p = (αu0 + v0)2 −∑m−1
k=1 (αuk + vk)2. Assim, com a escolha α = −v0/u0 teŕıamos α 6= 0 com

g(αu+ v, αu+ v)p = −
∑m−1

k=1 (αuk + vk)2 ≤ 0, uma contradição que implica g(u, v)p 6= 0.

É natural, portanto, introduzirmos a seguinte definição. Se (M, g) é uma variedade Lorentziana e p ∈ M , dizemos
que dois vetores tipo tempo u, v ∈ TpM têm a mesma orientação temporal se g(u, v)p > 0 e, analogamente, dizemos
que u e v têm orientações opostas se g(u, v)p < 0. Dizemos também que u é positivamente orientado em relação a v se
g(u, v)p > 0 e que u é negativamente orientado em relação a v se g(u, v)p < 0. Nesse contexto, a proposição a seguir é
de especial relevância:

Proposição 34.26 Seja (M, g) uma variedade Lorentziana, seja p ∈M e sejam u, v, w ∈ TpM três vetores tipo tempo.
Então, a orientação de u em relação a v coincide com a orientação de u em relação a w se e somente se g(v, w)p > 0
ou seja, se e somente se v e w têm a mesma orientação temporal. 2

A Proposição 34.26, acima, é uma consequência imediata do seguinte lema, o qual possui interesse próprio:

Lema 34.9 Se (M, g) é uma variedade Lorentziana, p ∈ M e u, v, w ∈ TpM são três vetores tipo tempo arbitrários,
então, g(u, v)p g(v, w)p g(w, u)p > 0. 2

Prova. Vamos supor que g(u, v)p > 0, g(w, v)p > 0 mas g(u, w)p < 0. Como g(u + λv, u + λv)p = λ2g(v, v)p +
2λg(u, v)p+g(u, u)p, segue que u+λv é tipo tempo para todo λ ≥ 0. Seja F (λ) := g(u+λv, w)p = g(u, w)p+λg(v, w)p.
Como u + λv é tipo tempo para todo λ ≥ 0 segue do Lema 34.8 que F (λ) não se anula para nenhum λ ≥ 0. Seja

λ0 ≡ − g(u, w)p
g(v, w)p

. Pela hipótese, λ0 > 0. Agora, como facilmente se verifica, tem-se F (λ0) = 0, uma contradição que

implica que g(u, w)p ≥ 0. Como a igualdade é imposśıvel pelo Lema 34.8, segue que g(u, w)p > 0.

Assim, provamos que se g(u, v)p > 0 e g(w, v)p > 0, então g(u, w)p > 0. Analisemos agora as outras três
possibilidades.

a. Se g(u, v)p < 0 e g(w, v)p < 0 valeria, obviamente, g(u, −v)p > 0, g(w, −v)p > 0, o que, pelo exposto acima,
implica g(u, w)p > 0.

b. Se g(u, v)p < 0 e g(w, v)p > 0 valeria, obviamente, g(−u, v)p > 0, g(w, v)p > 0, o que, pelo exposto acima,
implica g(−u, w)p > 0, ou seja g(u, w)p < 0.

c. Se g(u, v)p > 0, e g(w, v)p < 0 valeria, obviamente, g(u, v)p > 0, g(−w, v)p > 0, o que, pelo exposto acima,
implica g(u, −w)p > 0, ou seja, g(u, w)p < 0.

Os quatro casos acima descritos esgotam as possibilidades e em cada um vale que g(u, v)p g(v, w)p g(w, u)p > 0.

• Relação de equivalência de vetores tipo tempo

Com a Proposição 34.26 é posśıvel estabelecer uma relação de equivalência (vide Seção 1.1.2.8, página 65) entre
vetores tipo tempo: se u, v ∈ TpM são vetores tipo tempo, dizemos que u ∼ v se g(u, v)p > 0, ou seja, u ∼ v se u e v
têm a mesma orientação temporal. A condição de reflexividade u ∼ u é evidente para vetores tipo tempo, a condição de
simetria (u ∼ v implica v ∼ u) é evidente pela simetria do tensor métrico e a transitividade (u ∼ v e u ∼ w implicam
v ∼ w) segue da Proposição 34.26.

E. 34.38 Exerćıcio (fácil). Mostre que se u, v ∈ TpM são vetores tipo tempo equivalentes (no sentido acima), então αu e βv

também o são para quaisquer α, β > 0 e mostre que λu+ (1− λ)v é também equivalente a u e a v para todo λ ∈ [0, 1]. Esses fatos
afirmam que as classes de equivalência pela relação de equivalência acima compõem cones convexos em TpM . 6
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• Orientação temporal de variedades Lorentzianas

As considerações acima sobre orientação de vetores tipo tempo sugerem a introdução de uma importante definição.
Uma variedade Lorentziana é dita ser temporalmente orientada se existir um campo T ∈ X (M) que seja tipo tempo em
todo ponto deM . Se um tal campo existir, então é posśıvel empregá-lo de modo a definir de forma global uma orientação
aos vetores tipo tempo de cada espaço tangente TpM , p ∈ M . Observe-se que, de acordo com as observações acima,
dois campos T, T ′ ∈ X (M) que sejam tipo tempo em todo ponto de M proverão a mesma orientação se e somente se
g(T, T ′)p > 0 para todo p ∈M .

Dada uma variedade Lorentziana (M, g) temporalmente orientada e um campo T que provê uma orientação temporal
a M , dizemos que um vetor tipo tempo v ∈ TpM é orientado ao futuro em relação a T , ou aponta para o futuro em
relação a T , se g(v, T )p > 0. Analogamente, que um vetor tipo tempo v ∈ TpM é orientado ao passado em relação a T ,
ou aponta para o passado em relação a T , se g(v, T )p < 0.

Essa nomenclatura estende-se também a curvas tipo tempo em M . Uma curva tipo tempo c : I → M (com I sendo
um intervalo aberto de R) é dita ser dirigida para o futuro (dirigida para o passado) em relação a T se os vetores tangentes
ċ(t) forem orientados ao futuro (ao passado) para todo t ∈ I, ou seja, se g(ċ(t), T )c(t) > 0 (se g(ċ(t), T )c(t) < 0) para
todo t ∈ I.

Uma questão relevante nesse contexto é a de se saber sob quais condições uma variedade Lorentziana é orientável
temporalmente. A seguinte observação é útil nesse contexto:

Proposição 34.27 Seja M uma variedade diferenciável e suponhamos que exista um campo U ∈ X (M) tal que Up é
não nulo para todo p ∈M . Então M possui um tensor métrico Lorentziano na qual é temporalmente orientada. 2

Prova. Segundo a Proposição 34.2, página 1742, e sua demonstração, M é uma variedade Lorentziana para o tensor

métrico g := 2V♯h ⊗ V♯h − h, onde V ∈ X (M) é definido por Vp = (h(U, U)p)
−1/2

Up, p ∈ M , e h é um tensor métrico
Riemanniano em M . Para esse tensor métrico vale g(V, V )p = 1 (vide demonstração da Proposição 34.2), mostrando
que V é tipo tempo.

Uma conclusão imediata é que uma variedade diferenciável admite um tensor métrico Lorentziano com o qual é
temporalmente orientável se e somente se existir um campo V ∈ X (M) que não se anula em M . Tal condição requer
ou que M seja não compacta ou que tenha caracteŕıstica de Euler igual a zero.

34.6.1 A Identidade de Raychaudhuri

Nesta seção consideraremos sempre o caso de conexões de Levi-Civita em uma variedade diferenciável M de dimensão
m. Nosso maior interesse reside no caso de tensores métricos Lorentzianos, mas alguns dos resultados abaixo têm
validade mais geral. Nosso propósito é derivar uma versão da chamada identidade de Raychaudhuri74, ou de identidade
de Raychaudhuri-Landau75, que nos permita uma dedução simples de um importante teorema de singularidades da Teoria
da Relatividade Geral, o chamado Teorema de Hawking76-Penrose77.

A análise da identidade de Raychaudhuri apresenta um caminho alternativo ao da equação de Jacobi para o estudo
de propriedades de curvas geodésicas e adapta-se bem ao contexto de variedades Lorentzianas. Trata-se de uma equação
que descreve a dinâmica de expansão de famı́lias de curvas geodésicas. Nossos primeiros passos serão no sentido de
apresentar os ingredientes necessários para a definição e análise dessa dinâmica. A identidade de Raychaudhuri será
obtida em seguida e passaremos a discutir condições suficientes para o mencionado teorema de singularidades, que será
enunciado e demonstrado ao final.

No que segue, M é uma variedade diferenciável Lorentziana m-dimensional (com m ≥ 2) e ı́ndices de coordenadas,
vetores, tensores etc. variam de 0 a m− 1, salvo menção em contrário.

74Amal Kumar Raychaudhuri (1923–2005). A referência ao trabalho original é A. K. Raychaudhuri, “Relativistic cosmology I”. Phys. Rev.
98, 1123 (1955), doi:10.1103/PhysRev.98.1123. Vide também: A. K. Raychaudhuri, Z. Astrophysik 43, 161 (1957), para um tratamento mais
próximo da versão moderna dessa identidade.

75Lev Davidovich Landau (1908–1968). A contribuição de Landau ao tema apareceu nas primeiras edições de [290].
76Stephen William Hawking (1942–2018).
77Sir Roger Penrose (1931–).
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• Congruências de curvas

SejaM um variedade diferenciável e sejaX ∈ X (M) um campo vetorial que não se anula emM (como já comentamos,
que um tal campo exista depende da validade de certas propriedades topológicas de M , como ter caracteŕıstica de Euler
nula ou ser não compacta). A famı́lia de curvas integrais de X é denominada uma congruência de curvas.

No caso Lorentziano, congruências são denominadas tipo-tempo, tipo-espaço ou tipo-luz se o campo X for (em todo
ponto) tipo-tempo, tipo-espaço ou tipo-luz, respectivamente.

• Campos geodésicos e congruências geodésicas

Um campo vetorial X ∈ X (M) que não se anula em M é dito ser um campo geodésico se satisfizer ∇XX = 0.

Uma congruência de curvas associada a um campo X ∈ X (M) é dita ser uma congruência geodésica se X for um
campo geodésico.

Por definição, as curvas c da congruência associada a X satisfazem ċ = X
(
c(t)
)
e, portanto, para a derivada covariante

de X ao longo de uma particular curva c teremos

D

dt
X
(
c(t)
) (34.67)

=
(
∇ċ(t)X

)

c(t)
=
(
∇XX

)

c(t)
= 0 .

Assim, D
dt ċ = 0 e conclúımos que uma congruência geodésica é uma famı́lia de curvas geodésicas.

Dessa forma, podemos entender uma congruência geodésica como uma famı́lia de curvas geodésicas cujo campo de
velocidades associado (o campo que a cada p ∈M associa γ̇p, o vetor velocidade associado à geodésica que passa por p)
é diferenciável e não se anula em parte alguma.

• A expansão geodésica e sua interpretação

Fixada uma congruência geodésica associada a um campo geodésico X , consideremos a aplicação linear κ ≡ KX :
X (M) → X (M), definida em (34.140), página 1772, que a cada campo vetorial B ∈ X (M) associa κ(B) := ∇BX . Em
coordenadas locais escrevemos

κ

(

Bi ∂

∂xi

)

= (∇BX)
j ∂

∂xj
=

(

Bl ∂X
j

∂xl
+ Γj

lkB
lXk

)
∂

∂xj
.

Definindo κji por κ
(

∂
∂xi

)
= κji

∂
∂xj teremos

κji =
∂Xj

∂xi
+ Γj

ikX
k

e podemos escrever, para B ∈ X (M),

κ

(

Bi ∂

∂xi

)

= κjiB
i ∂

∂xj
.

Como aux́ılio ao leitor, apontamos que as componentes de κ podem ser denotadas de outras formas, eventualmente
mais familiares:

κji ≡ ∇ ∂

∂xi
Xj ≡ ∇iX

j ≡ Xj
;i . (34.301)

Apontamos também que, de acordo com nossas convenções, podemos interpretar κ como um tensor de tipo (1, 1), a
saber, como

κ = κji
∂

∂xj
⊗ dxi .

Para uso futuro, observemos que
∇X

(
κ(B)

)
= R(X, B)X +∇[X,B]X (34.302)

o que se demonstra do fato que

∇X

(
κ(B)

)
= ∇X∇BX =

(

∇X∇B −∇B∇X

)

X +∇B ∇XX
︸ ︷︷ ︸
=0

= R(X, B)X +∇[X,B]X .

A chamada expansão geodésica associada ao campo geodésico X é a grandeza escalar definida por

θ := Tr
(
κ
) (34.141)

= div (X) . (34.303)
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Como veremos com a expressão (34.329), adiante, θ pode ser interpretado como a taxa de variação de um elemento de
volume “infinitesimal” definido por uma congruência de geodésicas, dáı a denominação expansão geodésica. A identidade
de Raychaudhuri, que obteremos adiante, mostra-nos essencialmente como θ evolui ao longo de uma geodésica e do estudo
dessa evolução podem ser extráıdas conclusões importância sobre a estrutura de certas variedades Lorentzianas, como os
espaços-tempos da Teoria da Relatividade Geral.

• A identidade de Raychaudhuri

Como discutido à página 1745, tomemos {e0, . . . , em−1}, uma base de vetores em TpM , e {e0, . . . , em−1}, sua base
dual de covetores em T∗

pM , de sorte que para o pareamento de ei e ej , valha 〈ei, ej〉p = δij. Sejam também as bases de

vetores
{
e0

♯
, . . . , em−1♯

}
em TpM e de covetores duais

{
e0♯, . . . , em−1♯

}
, definidos em (34.24), de sorte que tenhamos

(34.27).

Teremos, usando a convenção de Einstein para soma sobre ı́ndices repetidos,

θ := Tr
(
κ
)

=
〈
ei, κ (ei)

〉
= g

(

ei
♯
, κ (ei)

)

e, portanto,

X(θ) = X
(

g
(
ei

♯
, κ (ei)

))

= g
(

∇Xei
♯
, κ (ei)

)

+ g
(

ei
♯
, ∇X

(
κ (ei)

))

= g
(

∇Xei
♯
, κ (ei)

)

+ g
(

ei
♯
, R(X, ei)X

)

+ g
(

ei
♯
, ∇[X, ei]X

)

. (34.304)

Para o primeiro termo do lado direito de (34.304) temos o seguinte resultado:

Lema 34.10 Para qualquer tensor L : TpM → TpM vale

g
(

ei
♯
, L (∇Xei)

)

= −g
(

∇Xei
♯
, L (ei)

)

. (34.305)

2

Prova. Em primeiro lugar, observemos que

∇Xei
♯
= g

(

ek, ∇X ei
♯
)

ek
♯

e que ∇Xei = g
(

el
♯
, ∇X ei

)

el , (34.306)

como é fácil de verificar (faça-o!). Como g
(

el
♯
, ei

)

= δlj , constante, vale 0 = X
(

g
(

el
♯
, ei

))

= g
(

∇X el
♯
, ei

)

+

g
(

el
♯
, ∇X ei

)

, implicando

g
(

∇X el
♯
, ei

)

= −g
(

el
♯
, ∇X ei

)

. (34.307)

Assim,

L (∇X ei)
(34.306)

= g
(

el
♯
, ∇X ei

)

L
(
el
) (34.307)

= −g
(

∇X el
♯
, ei

)

L
(
el
)
.

Logo,

g
(

ei
♯
, L (∇X ei)

)

= −g
(

∇X el
♯
, ei

)

g
(

ei
♯
, L
(
el
))

= −g
(

g
(
ei, ∇X el

♯)
ei

♯
, L
(
el
)) (34.306)

= −g
(

∇X el
♯
, L
(
el
))

,

que é o que queŕıamos provar.

Retornando a (34.304) podemos, usando (34.305), escrever o primeiro termo do lado direito como −g
(

ei
♯
, κ (∇X ei)

)

e, com isso, a soma do primeiro e o terceiro termos do lado direito de (34.304) fica

g
(

ei
♯
,
[
−κ (∇Xei) +∇[X, ei]X

])

. (34.308)

JCABarata. Notas de Aula. Versão de 4 de janeiro de 2024. Caṕıtulo 34 1823/2825

Podemos reescrever a expressão entre colchetes, acima, como

− κ (∇Xei) +∇[X, ei]X = −∇∇Xei
X +∇[X, ei]X = ∇−∇Xei+[X, ei]X = ∇−∇ei

XX = −∇∇ei
XX

= −∇κ(ei)X = −κ
(
κ(ei)

)
= −(κ)2(ei)

e com isso (34.308) fica

−g
(

ei
♯
,
(
κ
)2
(ei)

)

= −Tr
(
(κ)2

)
.

Inserindo isso em (34.304), e usando que −g
(

ei
♯
, R(X, ei)X

)

= g
(

ei
♯
, R(ei, X)X

)

(antissimetria do tensor de cur-

vatura), obtemos

X(θ) + Tr
(
(κ)2

)
+ g
(

ei
♯
, R(ei, X)X

)

= 0 ,

ou seja,
X(θ) + Tr

(
(κ)2

)
+Ric (X, X) = 0 . (34.309)

(Para a definição de Ric , o tensor de Ricci, vide (34.205) e (34.207)). Em um sistema local de coordenadas essa identidade
assume a forma

Xa ∂θ

∂xa
+ κabκ

b
a +RabX

aXb = 0 . (34.310)

A equação (34.309) (ou (34.310)) é nossa primeira versão da prometida identidade de Raychaudhuri. No que segue,
obteremos uma ou duas variações da mesma, mais adequadas ao tratamento do chamado Teorema de Hawking-Penrose.

Somando-se e subtraindo-se o termo 1
m−1

(
Trκ

)2
= 1

m−1θ
2 em (34.309), obtém-se,

X(θ) +
1

m− 1
θ2 +

[

Tr
(
(κ)2

)
− 1

m− 1

(
Tr κ

)2
]

+Ric(X, X) = 0 . (34.311)

Afirmamos que, em circunstâncias a serem precisadas, o termo entre colchetes satisfaz

Tr
(
(κ)2

)
− 1

m− 1

(
Trκ

)2 ≥ 0 . (34.312)

A demonstração desse fato será apresentada logo adiante. Com isso e com a imposição da condição Ric(X, X) ≥ 0 (deno-
minada condição forte de energia, na Teoria da Relatividade Geral) demonstraremos a impossibilidade de prolongamento
de geodésicas para tempos infinitos ou a existência de pontos conjugados para determinadas geodésicas tipo-tempo, que
são parte do conteúdo do célebre Teorema de Hawking-Penrose da Teoria da Relatividade Geral.

• Reescrevendo a identidade de Raychaudhuri. Os tensores de cisalhamento e de rotação

Para acompanhar a literatura f́ısica, e com outros propósitos futuros, vamos apresentar uma forma alternativa da
identidade de Raychaudhuri. Vamos introduzir dois novos tensores de tipo (1, 1), denotados por σ e ω e denominados
tensor de cisalhamento (“shear tensor”) σ e tensor de rotação (“rotation tensor”) ω, respectivamente, os quais são
definidos da seguinte forma:

σ :=
1

2

(

κ+ κ†
)

− 1

m− 1

(

1 −X ⊗X♯

)

θ , (34.313)

ω :=
1

2

(

κ− κ†
)

. (34.314)
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Em termos de componentes em cartas locais de coordenadas, isso se escreve

σab =
1

2

(

κab + κba

)

− 1

m− 1

(
gab −XaXb

)
θ (34.315)

=
1

2

(
∇bXa +∇aXb

)
− 1

m− 1

(
gab −XaXb

)
θ , (34.316)

ωab =
1

2

(

κab − κba

)

(34.317)

=
1

2

(
∇bXa −∇aXb

)
, (34.318)

sendo, como antes, θ := Tr
(
κ
)
= κcc. Como se vê, o tensor de rotação ω é uma de versão covariante do rotacional do

campo de velocidades geodésicas.

É evidente das últimas expressões que valem

σab = σba e ωab = −ωba .

Além disso, σ é definido de tal forma que vale

Tr(σ) = Tr
(
κ
)
− 1

m− 1
(m− 1) θ = 0 ,

onde usamos que Tr(1) = m e XaXa = 1. Podemos dizer que σ é a parte g-simétrica e de traço zero de κ e ω é a parte
g-antissimétrica de κ.

De qualquer maneira, temos

κ = σ + ω +
1

m− 1

(

1 −X ⊗X♯

)

θ . (34.319)

ou seja,

κab = σab + ωab +
1

m− 1

(
gab −XaXb

)
θ . (34.320)

O termo Tr
(
(κ)2

)
em (34.309) pode ser escrito em termos das componentes de κ como

Tr
(
(κ)2

)
= κabκ

b
a = κabκba .

É um exerćıcio elementar constatar de (34.319) ou de (34.320) que vale

Tr
(
(κ)2

)
= σabσab − ωabωab +

1

m− 1
θ2 . (34.321)

E. 34.39 Exerćıcio. Verifique! Sugestões: se desejar usar a notação com ı́ndices, use o fato que expressões como σabωab e
(
gab−XaXb

)
ωab anulam-se, pois σab e gab−XaXb são simétricos na troca de ı́ndices, enquanto que ωab é antissimétrico. Use também

que XcXc = 1 e use que XaκabX
b = Xa κ

a
bX

b

︸ ︷︷ ︸
=0

e que σa
a = 0 para provar que σab

(
gab − XaXb

)
= 0. Recorde também que

Tr(1) = δaa = m. 6

Com (34.321), a identidade de Raychaudhuri (34.309) pode ser escrita em coordenadas locais como

Xa ∂θ

∂xa
+

1

m− 1
θ2 + σabσab − ωabωab +RabX

aXb = 0 . (34.322)

Essa versão da identidade de Raychaudhuri é frequentemente encontrada na literatura f́ısica devido à interpretação
atribúıda aos tensores σ e ω.

• Coordenadas Gaussianas normais

Para prosseguirmos em nossa análise da identidade de Raychaudhuri é importante fazermos uso de um sistema de
coordenadas espećıfico, a saber, do chamado sistema de coordenadas Gaussianas normais, que consistem em coordenadas
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comoventes (“co-moving”) para congruências geodésicas. Esse sistema de coordenadas conduz a simplificações úteis e
facilita a interpretação de certas grandezas, como a expansão geodésica θ. Comecemos com algumas definições.

Uma subvariedade (m − 1)-dimensional S de M é dita ser uma hipersuperf́ıcie de tipo espaço se todos os vetores
tangentes a S forem de tipo espaço.

Dizemos que M pode ser folheada por S se existir um difeomorfismo infinitamente diferenciável ψ : M → S × I,
onde I é algum intervalo aberto de R. Para t ∈ I, denotamos St := ψ−1

(
S × {t}

)
. Por convenção supomos que I ∋ 0 e

identificamos S ≡ S0.

Para introduzir as coordenadas Gaussianas normais é necessário adicionar a seguinte hipótese ao nosso tratamento:
a de que o espaço-tempo considerado, a variedade m-dimensional M , admite uma folheação a um parâmetro por hiper-
superf́ıcies (m− 1)-dimensionais tipo espaço St com t ∈ I, com I sendo algum intervalo aberto de R.

Seja S como acima e seja p ∈ S. Vamos constituir um sistema de coordenadas em uma vizinhança de p em M da
seguinte forma. Seja N uma vizinhança de p em S e seja q ∈ N . Consideremos a geodésica γ(τ, q, n) que passa por q em
τ = 0 sendo n ∈ TqM o vetor tipo-tempo g-normal a S (ou seja, tal que g(n, t)q = 0 para todo t ∈ TqM tangente a S),
orientado para o futuro e satisfazendo g(n, n)q = 1. Cada ponto γ(τ, q, n) ao longo dessa geodésica pode ser associado
a uma coordenada “temporal”, a saber τ e a m− 1 coordenadas “espaciais”, por exemplos aquelas que coordenatizam q
na subvariedade S.

Esse procedimento produz um sistema de coordenadas em alguma vizinhança em torno de cada ponto p ∈ M
denominado sistema de coordenadas Gaussianas normais.

Note-se que esse sistema de coordenadas pode não compor um atlas único para toda a variedade. Além disso, a
coordenada τ em cada carta local pode ser limitada a algum intervalo, pois pode ocorrer cruzamento de geodésicas
(“cáusticas”) γ(τ, q, n) para q’s e τ ’s distintos.

Coordenadas Gaussianas normais têm propriedades interessantes para diversos propósitos. Uma delas é a seguinte
afirmação, válida para conexões de Levi-Civita: nessas coordenadas a componente g00 do tensor métrico vale 1 e as com-
ponentes g0k com k 6= 0 são nulas. Seja r ≡ γ(τ, q, n) um ponto na vizinhança de p com coordenadas (τ, x1, . . . , xm−1).
De fato, temos

(g00)r = g

(
∂

∂τ
,
∂

∂τ

)

r

= g
(

γ̇(τ, q, n), γ̇(τ, q, n)
)

r
= g(n, n)q = 1 .

Além disso, para k 6= 0,

(g0k)r − (g0k)q =

∫ τ

0

d

dt

[

(g0k)γ(t, q, n)

]

dt =

∫ τ

0

d

dt

[

g

(

γ̇(t, q, n),
∂

∂xk
γ(t, q, n)

)

γ(t, q, n)

]

dt .

Agora,

d

dt

[

g

(

γ̇(t, q, n),
∂

∂xk
γ(t, q, n)

)

γ(t, q, n)

]

= g

(
D

∂t
γ̇(t, q, n),

∂

∂xk
γ(t, q, n)

)

γ(t, q, n)

+ g

(

γ̇(t, q, n),
D

∂t

∂

∂xk
γ(t, q, n)

)

γ(t, q, n)

(34.231)
= g

(

γ̇(t, q, n),
D

∂t

∂

∂xk
γ(t, q, n)

)

γ(t, q, n)

(34.91)
= g

(

γ̇(t, q, n),
D

∂xk
∂

∂t
γ(t, q, n)

)

γ(t, q, n)

= g

(

γ̇(t, q, n),
D

∂xk
γ̇(t, q, n)

)

γ(t, q, n)

= g
(

γ̇(t, q, n), ∇ ∂

∂xk
γ̇(t, q, n)

)

γ(t, q, n)

(34.94)
=

1

2

∂

∂xk

[

g
(

γ̇(t, q, n), γ̇(t, q, n)
)

γ(t, q, n)

]
(34.243)

=
1

2

∂

∂xk

[

g(n, n)q

]

=
1

2

∂

∂xk
1 = 0 .

Portanto, (g0k)r = (g0k)n = g
(

∂
∂τ ,

∂
∂xk

)

q
= g

(
n, ∂

∂xk

)

q
= 0, pois ∂

∂xk

∣
∣
q
é um vetor tangente a S e n é g-normal a todo

vetor tangente a S.
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Com isso, em coordenadas Gaussianas normais, escrevemos

g = dτ ⊗ dτ + ga b dx
a ⊗ dxb =: dτ ⊗ dτ + g , (34.323)

com g := ga b dx
a ⊗ dxb e com a convenção que ı́ndices sublinhados são ı́ndices espacias, e sua soma é realizada apenas

de 1 a m− 1, não de 0 a m− 1.

Comentamos que −g é um tensor métrico Riemanniano (m − 1)-dimensional. De fato, como já comentamos, uma
mudança de coordenadas corresponde a uma transformação de congruência na matriz gij e uma tal transformação não
altera o número de autovalores com um dado sinal (pelo Lei da Inércia de Sylvester, Teorema 10.18, página 554). Em
(34.323) g tem a forma de blocos diagonais, com g00 = 1 sendo um autovalor positivo e os demais m − 1 autovalores
negativos devendo ser os da matriz ga b.

Devido a essa estrutura em blocos, é evidente que para as componentes do tensor métrico contravariante temos
g00 = 1, g0k = 0 para k 6= 0 e

g♯ =
∂

∂τ
⊗ ∂

∂τ
+ ga b ∂

∂xa
⊗ ∂

∂xb
. (34.324)

Devido à mencionada estrutura em blocos, é fácil verificar que a matriz (m− 1)× (m− 1) com elementos de matriz ga b

é a matriz inversa da matriz com elementos de matriz ga b.

• A aplicação κ em coordenadas Gaussianas normais

Seja A um aberto em que tenhamos definidas coordenadas Gaussianas normais e seja r ≡ γ(τ, q, n), q ∈ S, e n
como acima, um ponto desse aberto com coordenadas Gaussianas normais (τ, x1, . . . , xm−1). Considere-se a função
f : A → R definida por f(r) = τ , que associa a cada r sua coordenada “temporal” τ . Temos, nessas coordenadas,

grad f
(34.138)

= g00
∂f

∂τ

∂

∂τ
=

∂

∂τ
.

Paralelamente, a isso, sabemos que X(r) = γ̇(τ, q, n) = ∂
∂τ e, portanto, em coordenadas Gaussianas normais X tem

por componentes X0 = 1 e Xk = 0, k 6= 0. De qualquer modo, isso estabelece que X = grad f e, portanto, κ = Lf , pela
notação empregada na Proposição 34.5, página 1774. Essa mesma proposição estabelece que κ é g-simétrica e, portanto,
valem para suas componentes em qualquer sistema de coordenadas as relações

κij = κ i
j e κij = κji . (34.325)

Como sabemos pela definição de X , vale κ(X) = ∇XX = 0, ou seja, κijX
j = 0 para todo i. Em coordenadas Gaussianas

normais isso implica que κi0 = 0 para todo i. Pela primeira relação em (34.325), temos também nessas coordenadas que
κ i
0 = 0. Além disso, κkj = gkiκ

i
j . Logo, em coordenadas Gaussianas normais teremos κk0 = gkiκ

i
0 = 0 para todo k.

Pela segunda relação em (34.325), temos também κ0k = 0, também para todo k. Segue facilmente disso e do fato que
g0k = g0k = 0 para todo k 6= 0 que valem também κ0i = κ 0

i = 0 para todo i e κi0 = κ0i = 0, também para todo i.

A conclusão é que quaisquer componentes de κ que possuam ao menos um ı́ndice igual a 0 anulam-se. Com isso, no
sistema de coordenadas Gaussianas normais, temos, de acordo com nossa notação e convenções,

Tr
(
κ
)

= κaa e Tr
(
(κ)2

)
= κabκ

ab ,

que envolvem apenas somas sobre ı́ndices espaciais. Note-se ainda que κab = gacκ
cdgdb envolve apenas as componentes

espaciais de −g, as quais compõem um tensor métrico Riemanniano (m− 1)-dimensional, como já observamos. Estamos,
portanto, sob as mesmas hipóteses que garantem as desigualdades (34.52), que dizem-nos, por fim, que

Tr
(
(κ)2

)
− 1

m− 1

(
Trκ

)2 ≥ 0 , (34.326)

que é a desigualdade (34.312). Observe-se que, apesar dessa desigualdade ter sido obtida no caso espećıfico de coordenadas
Gaussianas normais, ela é válida em qualquer sistema de coordenadas, pois as grandezas nela envolvidas são invariantes
escalares.

Com a desigualdade (34.326) conclúımos de (34.311) que valerá

X(θ) +
1

m− 1
θ2 +Ric(X, X) ≤ 0 . (34.327)
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Essa inequação diferencial será explorada mais adiante. Note-se que ela assume em coordenadas Gaussianas normais a
forma

∂θ

∂τ
+

1

m− 1
θ2 +R00 ≤ 0 . (34.328)

• Interpretação da expansão geodésica θ

Em coordenadas Gaussianas normais temos também, como vimos em (34.303), que

θ := Tr
(
κ
) (34.141)

= div (X)
(34.142)

= Γi
i0 =

{
i

0 i

}
(34.118)

=
1

√∣
∣g
∣
∣

∂
√∣
∣g
∣
∣

∂τ
=

1
√∣
∣g
∣
∣

∂
√∣
∣g
∣
∣

∂τ
, (34.329)

para conexões de Levi-Civita, pois X0 = 1 e Xk = 0 se k 6= 0. Como
√

|g| dτdx1 · · · dxm−1 é a medida de volume
invariante em M (vide (34.10)), expresso em coordenadas Gaussianas normais, vemos de (34.329) que θ mede a taxa de
expansão de um elemento de volume ao longo de uma geodésica.

• Os tensores σ e ω em coordenadas Gaussianas normais

A condição (34.325) implica, evidentemente, que ωab = 0 e que σab = κab − 1
m−1

(
gab − XaXb

)
θ. Já vimos que,

em coordenadas Gaussianas normais, as componentes de κ que tenham ao menos um ı́ndice igual a zero se anulam.
O mesmo ocorre com o tensor de componentes gab − XaXb, como facilmente se constata (faça-o!), e, portanto, com o
tensor σ. Assim, temos que Tr(σ2) = σabσab = σabσab ≥ 0, devido à desigualdade (34.46), por estarmos de volta ao caso
Riemanniano. Assim, a equação (34.322) torna-se no sistema de coordenadas Gaussianas normais

∂θ

∂τ
+

1

m− 1
θ2 + σabσab +R00 = 0 , (34.330)

e a última desigualdade informa-nos que
∂θ

∂τ
+

1

m− 1
θ2 +R00 ≤ 0 (34.331)

e, com isso, reobtemos a inequação diferencial (34.328).

Observemos en passant que (34.330) é uma equação diferencial do tipo de Riccati (vide Seção 13.2, página 698).

Usando (34.329), escrevemos θ = ∂
∂τ ln

√∣
∣g
∣
∣ = (m− 1) ∂

∂τ ln
(∣
∣g
∣
∣

1
2(m−1)

)

e, portanto,

θ = (m− 1)
∣
∣g
∣
∣
− 1

2(m−1)
∂

∂τ

(∣
∣g
∣
∣

1
2(m−1)

)

. (34.332)

Introduzindo isso em (34.330) obtemos a equação diferencial linear de segunda ordem

∂2

∂τ2

(∣
∣g
∣
∣

1
2(m−1)

)

+

(

σabσab +R00

m− 1

)

∣
∣g
∣
∣

1
2(m−1) = 0 . (34.333)

Essa versão da identidade de Raychaudhuri é muito próxima da obtida originalmente por aquele autor.

• A condição forte de energia e consequências da desigualdade (34.312)

Uma variedade Lorentziana é dita satisfazer a condição forte de energia78 se valer

Ric(Y, Y ) ≥ 0 . (34.334)

para todo campo vetorial tipo-tempo Y . Antes de esclarecermos seu significado f́ısico no contexto da Teoria da Relati-
vidade Geral, apontemos para as consequências da mesma. Com ela, obtemos de (34.327) que

X(θ) +
1

m− 1
θ2 ≤ 0 , (34.335)

78A justificativa para essa denominação virá adiante.
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que em coordenadas Gaussianas normais fica

∂θ

∂τ
+

1

m− 1
θ2 ≤ 0 . (34.336)

(Notar que a condição Ric(X, X) significa em coordenadas Gaussianas normais que R00 ≥ 0).

Observamos também que com a positividade de σabσab e com condição forte de energia, (34.333) diz-nos que

∂2

∂τ2

(∣
∣g
∣
∣

1
2(m−1)

)

≤ 0 e, portanto,
∣
∣g
∣
∣

1
2(m−1) (τ) é uma função côncava nos intervalos em que for cont́ınua e diferenciável.

Vamos agora analisar as consequências da desigualdade (34.336). Em (34.336), θ(τ) ≡ θ
(
γ(τ, p, np)

)
, p ∈ S.

Denotemos θ(0) ≡ θ0. Dividindo ambos os lados de (34.336) por θ2:

0 ≥ 1

θ2
∂θ(τ)

∂τ
+ (m− 1)−1 =

∂

∂τ

(

− θ(τ)−1 + τ/(m− 1)
)

.

Logo, para θ0 6= 0 temos −θ(τ)−1 + τ/(m − 1) ≤ −θ−1
0 e θ(τ) ≤

(
τ/(m − 1) + θ−1

0

)−1
. Para θ0 = 0 podemos dizer de

(34.336) que θ(τ) ≤ −1

m− 1

∫ τ

0

θ(τ ′)2dτ ′ ≤ 0.

Em resumo, segue de (34.336) que

θ(τ) ≤ φ(τ) :=







0 , se θ0 = 0 ,

m− 1

τ − τ∗
, se θ0 6= 0 ,

onde τ∗ := −m− 1

θ0
. (34.337)

Para θ0 6= 0 as caracteŕısticas mais relevantes da função φ são as seguintes: φ é cont́ınua e decrescente nos intervalos
(
−∞, τ∗

)
e
(
τ∗, ∞

)
, diverge para −∞ quando τ aproxima-se de τ∗ pela esquerda e para +∞ quando τ aproxima-se de

τ∗ pela direita. Observemos também que, por (34.336), ∂θ
∂τ ≤ −1

m−1 θ
2 < 0 e, portanto, θ é não crescente nos intervalos

em que for cont́ınua e diferenciável, sendo que só podemos eventualmente ter ∂θ
∂τ = 0 nos pontos em que θ = 0.

Vamos analisar o que (34.337) implica para a condição inicial θ0, dando particular atenção à região de valores de τ
que contém o instante τ = 0, no qual a geodésica cruza a superf́ıcie de Cauchy S.

1. Caso θ0 = 0, (34.337) informa-nos apenas que θ(τ) ≤ 0 e é decrescente, indicando que as curvas geodésicas passando
próximas a p não se afastam umas das outras.

2. Caso θ0 < 0, a função φ diverge a −∞ quando τ cresce a partir de 0 e aproxima-se de τ∗ > 0 pela esquerda. Assim,
pela mesma desigualdade (34.337), conclúımos que θ(τ) deve ser decrescente e deve também divergir para −∞ em
algum ponto τ∞ com 0 < τ∞ ≤ τ∗. Assim, a geodésica que passa por p não pode ser prolongada para tempos
superiores a τ∞.

A função φ é negativa em todo o intervalo (−∞, τ∗) e, portanto, θ também o é. Por (34.332), ∂
∂τ

(∣
∣g
∣
∣

1
2(m−1)

)

< 0,

o que indica que as curvas geodésicas passando próximas a p aproximam-se umas das outras.

Por (34.332), o fato de θ divergir a −∞ em τ∞ tem uma das seguintes duas posśıveis consequências:

(a)
∣
∣g
∣
∣
1/2

converge a zero quando τ aproxima-se de τ∞ pela esquerda. Isso significa que as geodésicas que passam
próximas a p colapsam umas sobre as outras na medida em que τ cresce e aproxima-se de τ∞ pela esquerda.

(b) ∂
∂τ

∣
∣g
∣
∣
1/2

diverge a −∞ quando τ aproxima-se de τ∞ pela esquerda, mas
∣
∣g
∣
∣
1/2

permanece finito.

3. Caso θ0 > 0, a função φ diverge a −∞ quando τ cresce a partir de −∞ e aproxima-se de τ∗ < 0 pela esquerda.
Logo, pela mesma desigualdade (34.337), conclúımos que θ(τ) deve também divergir a −∞ quando τ aproxima-se
de τ∗ < 0 pela esquerda.

Mais relevante é o que ocorre quando partimos de τ = 0 e retrocedemos para valores negativos de τ . O que acontece
a θ quando τ aproxima-se de τ∗ pela direita não pode ser decidido pelas considerações acima: θ pode divergir a
+∞ ou permanecer finito (esse último caso é o que ocorre no Universo de Milne. Vide abaixo). θ não pode divergir
para −∞, pois isso contraria o fato de θ ser decrescente no intervalo considerado.
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É certo, porém, devido à desigualdade (34.337), que a geodésica que passa por p não pode ser prolongada para
tempos inferiores a τ∗ < 0.

Por (34.332), no caso de θ divergir a ∞ quando τ aproxima-se de τ∗ pela direita temos uma das seguintes duas
posśıveis consequências:

(a)
∣
∣g
∣
∣
1/2

converge a zero quando τ aproxima-se de τ∗ pela direita. Isso significa que as geodésicas que passam
próximas a p colapsam umas sobre as outras na medida em que τ decresce e aproxima-se de τ∗ pela direita.

(b) ∂
∂τ

∣
∣g
∣
∣
1/2

diverge a ∞ quando τ aproxima-se de τ∗ pela direita, mas
∣
∣g
∣
∣
1/2

permanece finito.

00 τ ττ
* *

τ

θ0

θ0

Figura 34.2: Gráficos comparativos de θ e φ. Ao lado esquerdo temos o caso θ0 < 0 e ao lado direito θ0 > 0. As linhas
pontilhadas representam o gráfico de φ e as cont́ınuas representam posśıveis gráficos de θ em intervalos que contém τ = 0,
onde a condição inicial θ0 é fixada para θ. Na situação à esquerda (θ0 < 0), θ é sempre divergente a −∞ em τ∗ ou em
um instante 0 < τ∞ ≤ τ∗. Na situação à direita (θ0 > 0), θ pode ou não divergir em τ∗, mas a geodésica não pode ser
prolongada para valores de τ inferiores a τ∗.
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Apêndices

34.A Demonstração de Algumas Propriedades do Tensor de

Curvatura

34.A.1 Prova da Proposição 34.6

Prova da Proposição 34.6. A propriedade de antissimetria (34.154) é evidente da definição de R(A, B). Provemos
(34.155):

R
(
f1A1 + f2A2, B

)
C = ∇f1A1+f2A2

(
∇BC

)
−∇B

(
∇f1A1+f2A2C

)
−∇[(f1A1+f2A2), B]C

(33.66)
= ∇f1A1+f2A2

(
∇BC

)
−∇B

(
∇f1A1+f2A2C

)
−∇−B(f1)A1−B(f2)A2+f1[A1, B]+f2[A2, B]C

(34.54)
= f1∇A1

(
∇BC

)
+ f2∇A2

(
∇BC

)
−∇B

(

f1∇A1C + f2∇A2C
)

+B(f1)∇A1C +B(f2)∇A2C − f1∇[A1, B]C − f2∇[A2, B]C

= f1

(

∇A1

(
∇BC

)
−∇[A1, B]C

)

+ f2

(

∇A2

(
∇BC

)
−∇[A2, B]C

)

−∇B

(

f1∇A1C + f2∇A2C
)

+B(f1)∇A1C +B(f2)∇A2C

= f1

(

∇A1

(
∇BC

)
−∇B

(
∇A1C

)
−∇[A1, B]C

)

+f2

(

∇A2

(
∇BC

)
−∇B

(
∇A2C

)
−∇[A2, B]C

)

+ f1∇B

(
∇A1C

)
+B(f1)∇A1C −∇B

(

f1∇A1C
)

︸ ︷︷ ︸

(34.55)
= 0

+ f2∇B

(
∇A2C

)
+B(f2)∇A2C −∇B

(

f2∇A2C
)

︸ ︷︷ ︸

(34.55)
= 0

= f1R(A1, B)C + f2R(A2, B)C ,

como queŕıamos. A propriedade (34.156) é consequência evidente de (34.155) e (34.154). Provemos, por fim, (34.157).
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R(A, B)(h1C1 + h2C2) = ∇A

(

∇B(h1C1 + h2C2)
)

−∇B

(

∇A(h1C1 + h2C2)
)

−∇[A, B](h1C1 + h2C2)

(34.55)
= ∇A

(
B(h1)C1 + h1∇BC1

)
+∇A

(
B(h2)C2 + h2∇BC2

)

−∇B

(
A(h1)C1 + h1∇AC1

)
−∇B

(
A(h2)C2 + h2∇AC2

)

−[A, B](h1)C1 − h1∇[A, B]C1 − [A, B](h2)C2 − h2∇[A, B]C2

(34.55)
= A

(
B(h1)

)
C1 +B(h1)∇AC1 +A(h1)∇BC1 + h1∇A

(
∇BC1

)

+A
(
B(h2)

)
C2 +B(h2)∇AC2 +A(h2)∇BC2 + h2∇A

(
∇BC2

)

−B
(
A(h1)

)
C1 −A(h1)∇BC1 −B(h1)∇AC1 − h1∇B

(
∇AC1

)

−B
(
A(h2)

)
C2 −A(h2)∇BC2 −B(h2)∇AC2 − h2∇B

(
∇AC2

)

−[A, B](h1)C1 − h1∇[A, B]C1 − [A, B](h2)C2 − h2∇[A, B]C2

cancelamentos diversos
= h1

(

∇A

(
∇BC1

)
−∇B

(
∇AC1

)
−∇[A, B]C1

)

+h2

(

∇A

(
∇BC2

)
−∇B

(
∇AC2

)
−∇[A, B]C2

)

= h1R(A, B)C1 + h2R(A, B)C2 ,

como desejávamos provar.

34.A.2 Prova da Primeira Identidade de Bianchi, Proposição 34.8

Prova da Proposição 34.8. A demonstração faz uso da definição (34.86) do tensor de torção e da identidade de Jacobi
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(33.65).

R(A, B)C +R(C, A)B +R(B, C)A = ∇A

(
∇BC

)
−∇B

(
∇AC

)
−∇[A, B]C

+∇C

(
∇AB

)
−∇A

(
∇CB

)
−∇[C, A]B

+∇B

(
∇CA

)
−∇C

(
∇BA

)
−∇[B, C]A

= ∇A

(

∇BC −∇CB
)

+∇B

(

∇CA−∇AC
)

+∇C

(

∇AB −∇BA
)

−∇[A, B]C −∇[C, A]B −∇[B, C]A

(34.86)
= ∇A

(
T (B, C)

)
+∇B

(
T (C, A)

)
+∇C

(
T (A, B)

)

+∇A

(
[B, C]

)
+∇B

(
[C, A]

)
+∇C

(
[A, B]

)

−∇[A, B]C −∇[C, A]B −∇[B, C]A

= ∇A

(
T (B, C)

)
+∇B

(
T (C, A)

)
+∇C

(
T (A, B)

)

+
[

∇A

(
[B, C]

)
−∇[B, C]A

]

+
[

∇B

(
[C, A]

)
−∇[C, A]B

]

+
[

∇C

(
[A, B]

)
−∇[A, B]C

]

= ∇A

(
T (B, C)

)
+∇B

(
T (C, A)

)
+∇C

(
T (A, B)

)

+T
(
A, [B, C]

)
+ T

(
B, [C, A]

)
+ T

(
C, [A, B]

)

+
[
A, [B, C]

]
+
[
B, [C, A]

]
+
[
C, [A, B]

]

︸ ︷︷ ︸

(33.65)
= 0

= ∇A

(
T (B, C)

)
+∇B

(
T (C, A)

)
+∇C

(
T (A, B)

)

+T
(
A, [B, C]

)
+ T

(
B, [C, A]

)
+ T

(
C, [A, B]

)
,

como desejávamos mostrar.

34.A.3 Prova da Segunda Identidade de Bianchi, Proposição 34.9

Prova da Proposição 34.9. Usando o fato que ∇A∇B = ∇B∇A +R(A, B) +∇[A,B] podemos escrever

∇A

(

R(B, C)D
)

= ∇A∇B∇CD −∇A∇C∇BD −∇A∇[B,C]D

= ∇B∇A∇CD −∇C∇A∇BD

+R(A, B)∇CD −R(A, C)∇BD −R
(
A, [B, C]

)
D

+∇[A,B]∇CD −∇[A,C]∇BD −∇[B,C]∇AD

+∇[A, [B,C]]D , (34.A.1)
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onde, na segunda igualdade comutamos ∇A para a direita. De forma análoga, comutando-se novamente ∇A para a
direita, tem-se

∇B∇A∇CD −∇C∇A∇BD =
(

∇B∇C −∇C∇B

)

∇AD

+∇B

(

R(A, C)D
)

−∇C

(

R(A, B)D
)

+∇B∇[C,A]D −∇C∇[A,B]D

= R(B, C)∇AD +∇[B,C]∇AD

−∇B

(

R(C, A)D
)

−∇C

(

R(A, B)D
)

+∇B∇[C,A]D −∇C∇[A,B]D .

Inserindo-se isso em (34.A.1), obtém-se

∇A

(

R(B, C)D
)

+∇B

(

R(C, A)D
)

+∇C

(

R(A, B)D
)

= +R(A, B)∇CD −R(A, C)∇BD +R(B, C)∇AD

−R
(
A, [B, C]

)
D

+
(

∇[A,B]∇C −∇C∇[A,B]

)

D +
(

∇B∇[C,A] −∇[A,C]∇B

)

D

+∇[A, [B,C]]D .

Agora,
(

∇[A,B]∇C −∇C∇[A,B]

)

D +
(

∇B∇[C,A] −∇[A,C]∇B

)

D = R([A, B], C)D −R(B, [C, A])D +∇[[A,B], C]D −∇[B, [A,C]]D .

Inserindo isso acima, obtemos

∇A

(

R(B, C)D
)

+∇B

(

R(C, A)D
)

+∇C

(

R(A, B)D
)

= R(A, B)∇CD −R(A, C)∇BD +R(B, C)∇AD

−R
(
A, [B, C]

)
D +R([A, B], C)D −R(B, [C, A])D

+∇[A, [B,C]]D +∇[[A,B], C]D −∇[B, [A,C]]D .

Por fim, notemos que

∇[A, [B,C]]D +∇[[A,B], C]D −∇[B, [A,C]]D = ∇[A, [B,C]]+[B, [C,A]]+[C, [B,A]]D = 0 ,

devido à identidade de Jacobi (33.65). Portanto,

∇A

(

R(B, C)D
)

+∇B

(

R(C, A)D
)

+∇C

(

R(A, B)D
)

= R(A, B)∇CD +R(C, A)∇BD +R(B, C)∇AD

+R
(
[A, B], C

)
D +R

(
[C, A], B

)
D +R

(
[B, C], A

)
D .

Isso estabeleceu (34.166).



JCABarata. Notas de Aula. Versão de 4 de janeiro de 2024. Caṕıtulo 34 1834/2825

Observemos agora que

∇A

(
R
)
(B, C) +∇B

(
R
)
(C, A) +∇C

(
R
)
(A, B) = ∇A

(

R(B, C)
)

+∇B

(

R(C, A)
)

+∇C

(

R(A, B)
)

−R(A, B)∇C −R(C, A)∇B −R(B, C)∇A

−R(∇AB, C)−R(∇BC, A)−R(∇CA, B)

−R(B, ∇AC)−R(C, ∇BA)−R(A, ∇CB)

(34.A.2)
= −R(∇AB, C)−R(∇BC, A)−R(∇CA, B)

+R(∇AC, B) +R(∇BA, C) +R(∇CB, A)

+R
(
[A, B], C

)
+R

(
[C, A], B

)
+R

(
[B, C], A

)

= −R
(

∇AB −∇BA, C
)

−R
(

∇BC −∇CB, A
)

−R
(

∇CA−∇AC, B
)

+R
(
[A, B], C

)
+R

(
[C, A], B

)
+R

(
[B, C], A

)

(34.86)
= −R

(
T (A, B), C

)
−R

(
T (C, A), B

)
−R

(
T (B, C), A

)
,

que estabelece (34.167).

34.A.4 Prova da Proposição 34.10

Prova da Proposição 34.10. (De [327] e [468], com modificações e acréscimos). Para provar (34.170), provemos primeira-
mente que g

(
R(A, B)C, C

)
= 0. Como ∇ é um compat́ıvel com o tensor métrico, tem-se

g
(
∇A∇BC, C

)
= A

(

g
(
∇BC, C

))

− g
(
∇BC, ∇AC

)

=
1

2
A
(

B
(
g
(
C, C

)))

− g
(
∇BC, ∇AC

)
,

g
(
∇B∇AC, C

)
=

1

2
B
(

A
(
g
(
C, C

)))

− g
(
∇AC, ∇BC

)
,

g
(
∇[A, B]C, C

)
=

1

2
[A, B]

(

g
(
C, C

))

.

Logo,

g
(
R(A, B)C, C

)
= g

(
∇A∇BC, C

)
− g
(
∇B∇AC, C

)
− g
(
∇[A, B]C, C

)

=
1

2
A
(

B
(
g
(
C, C

)))

− 1

2
B
(

A
(
g
(
C, C

)))

− 1

2
[A, B]

(

g
(
C, C

))

= 0 .

Consequentemente, 0 = g
(
R(A, B)(C +D), (C +D)

)
= g
(
R(A, B)C, D

)
+ g
(
R(A, B)D, C)

)
, provando (34.170).
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A expressão (34.171) é um caso particular de (34.173) para conexões simétricas (em cujo caso, o tensor de torção T
e o tensor S são nulos). Passemos à prova de (34.173). A identidade de Bianchi (34.161) implica que

g
(
R(A, B)C, D

)
+ g
(
R(C, A)B, D

)
+ g
(
R(B, C)A, D

)
= g

(
S(A, B, C), D

)
,

g
(
R(A, B)D, C

)
+ g
(
R(D, A)B, C

)
+ g
(
R(B, D)A, C

)
= g

(
S(A, B, D), C

)
,

g
(
R(A, C)D, B

)
+ g
(
R(D, A)C, B

)
+ g
(
R(C, D)A, B

)
= g

(
S(A, C, D), B

)
,

g
(
R(B, C)D, A

)
+ g
(
R(D, B)C, A

)
+ g
(
R(C, D)B, A

)
= g

(
S(B, C, D), A

)
.

Verifique! Usando (34.170) e/ou a antissimetria de R, as linhas acima podem ser escritas como

g
(
R(A, B)C, D

)
+ g
(
R(C, A)B, D

)
+ g
(
R(B, C)A, D

)
= g

(
S(A, B, C), D

)
,

−g
(
R(A, B)C, D

)
+ g
(
R(D, A)B, C

)
− g
(
R(B, D)C, A

)
= g

(
S(A, B, D), C

)
,

g
(
R(C, A)B, D

)
− g
(
R(D, A)B, C

)
+ g
(
R(C, D)A, B

)
= g

(
S(A, C, D), B

)
,

−g
(
R(B, C)A, D

)
− g
(
R(B, D)C, A

)
− g
(
R(C, D)A, B

)
= g

(
S(B, C, D), A

)
.

Verifique! Somando-se as expressões acima, obtemos

2g
(
R(C, A)B, D

)
− 2g

(
R(B, D)C, A

)

= g
(
S(A, B, C), D

)
+ g
(
S(A, B, D), C

)
+ g
(
S(A, C, D), B

)
+ g
(
S(B, C, D), A

)
.

Verifique! Efetuando-se a permutação de letras A→ B → C → A e usando-se (34.165), obtemos

2g
(
R(A, B)C, D

)
− 2g

(
R(C, D)A, B

)

= g
(
S(B, C, A), D

)
+ g
(
S(B, C, D), A

)
+ g
(
S(B, A, D), C

)
+ g
(
S(C, A, D), B

)

(verifique!), provando (34.173).

34.A.5 Prova da Proposição 34.12

Demonstração. (Extráıda de [327]). Por hipótese, F1(A + C, B, A + C, B) = F2(A + C, B, A + C, B). Pela
multilinearidade de F1 e F2 e por (34.187)–(34.189), isso implica

F1(A, B, A, B) + 2F1(A, B, C, B) + F1(C, B, C, B) = F1(A, B, A, B) + 2F2(A, B, C, B) + F2(C, B, C, B)

(verifique!), o que, pela hipótese (34.196), diz-nos que

F1(A, B, C, B) = F2(A, B, C, B) , (34.A.2)

para todos A, B, C ∈ V. Essa mesma relação afirma que

F1(A, B +D, C, B +D) = F2(A, B +D, C, B +D)

para todos A, B, C, D ∈ V. Novamente pela multilinearidade de F1 e F2 e por (34.187)–(34.189), isso implica

F1(A, B, C, B) + F1(A, B, C, D) + F1(A, D, C, B) + F1(A, D, C, D)

= F2(A, B, C, B) + F2(A, B, C, D) + F2(A, D, C, B) + F2(A, D, C, D)
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(verifique!), o que, por (34.A.2), diz-nos que

F1(A, B, C, D) + F1(A, D, C, B) = F2(A, B, C, D) + F2(A, D, C, B) .

Isso pode ser reescrito como

F1(A, B, C, D)− F2(A, B, C, D) = F2(A, D, C, B)− F1(A, D, C, B)

(34.187)−(34.189)
= F1(B, C, A, D)− F2(B, C, A, D) .

Verifique! Ora, a igualdade assim obtida

F1(A, B, C, D)− F2(A, B, C, D) = F1(B, C, A, D)− F2(B, C, A, D)

implica também (pela troca de letras A→ B → C → A) que

F1(B, C, A, D)− F2(B, C, A, D) = F1(C, A, B, D)− F2(C, A, B, D) .

Assim, mostramos que a expressão F1(A, B, C, D) − F2(A, B, C, D) é invariante por permutações ćıclicas das três
primeiras letras. Logo,

3
(

F1(A, B, C, D)− F2(A, B, C, D)
)

= F1(A, B, C, D)− F2(A, B, C, D)

+F1(B, C, A, D)− F2(B, C, A, D)

+F1(C, A, B, D)− F2(C, A, B, D)

=
(

F1(A, B, C, D) + F1(C, A, B, D) + F1(B, C, A, D)
)

−
(

F2(A, B, C, D) + F2(C, A, B, D) + F2(B, C, A, D)
)

(34.195)
= 0 .

Logo, F1(A, B, C, D) = F2(A, B, C, D), como queŕıamos demonstrar.

34.B Propriedades Básicas de Coordenadas Normais de Rie-

mann. Prova da Proposição 34.18

Esta seção é dedicada à demonstração da Proposição 34.18, página 1799, a qual lista uma série de propriedades impor-
tantes das chamadas coordenadas normais de Riemann.

Prova da Proposição 34.18. I. Seja {b1, . . . , bm} uma base em TpM . Os elementos de Bp(0, r
′) ⊂ TpM são, portanto,

da forma x1b1 + · · · + xmbm, com (x1, . . . , xm) sendo as coordenadas normais de Riemann em expp
(
Bp(0, r

′)
)
. Seja

ǫ > 0 suficientemente pequeno. Para um dado i ∈ {1, . . . , m} o vetor tangente à curva (−ǫ, ǫ) ∋ xi 7→ exp
(
xibi

)
(aqui

não empregamos a convenção de Einstein) é, devido a (34.248),

d

dxi
expp

(
xibi

)
∣
∣
∣
∣
xi=0

= γ̇(0, p, bi) = bi .

Portanto, identificamos ∂
∂xi

∣
∣
p
= bi para cada i ∈ {1, . . . , m}. Com isso vemos que, no ponto p vale

gij
(34.3)
:= g

(

∂

∂xi

∣
∣
∣
∣
p

,
∂

∂xj

∣
∣
∣
∣
p

)

= g(bi, bj)
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para todos i, j ∈ {1, . . . , m}. No caso Riemanniano, se escolhermos a base {b1, . . . , bm} como ortonormal, valerá
gij = δij . No caso Lorentziano, se escolhermos a base {b0, . . . , bm−1} satisfazendo g(bi, bj) = ηij , com η sendo o tensor
métrico de Minkowski, teremos gij = ηij .

II. Considere-se a geodésica γ(t, p, v) = expp(tv). Ao ponto γ(t, p, v) ao longo dessa geodésica associamos as

coordenadas tv, ou seja, a uma m-tupla
(
x1(t), . . . , x1(t)

)
=
(
tv1, . . . , tvm

)
. Dessa forma ẍk(t) = 0 e ẋk(t) = vk e na

equação da geodésica (34.232), teremos

Γk
ij

(
tv1, . . . , tvm

)
vivj = 0, k = 1, . . . , m .

Em particular, para t = 0 (que corresponde ao ponto p), teremos Γk
ij(0)v

ivj = 0, k = 1, . . . , m. Nessa relação

Γk
ij(0) independe de v. Suponhamos que a conexão seja simétrica: Γk

ij(0) = Γk
ji(0). Pela Proposição 3.4, página 272,

conclúımos que Γk
ij(0) = 0 para todos i, j, k ∈ {1, . . . , m}.

Isso significa que, no caso de conexões simétricas, dado um ponto p ∈ M podemos sempre escolher um sistema de
coordenadas (as coordenadas normais de Riemann centradas em p) de tal forma que os coeficientes de uma dada conexão
se anulam nesse ponto nesse sistema de coordenadas.

Nota. Se a conexão não for simétrica, a conclusão é que Γk
ij(0) + Γk

ji(0) = 0. ♣

III. A relação
∂gkl

∂xi = 0 para todos i, j, k ∈ {1, . . . , m} é decorrência de II e da relação (34.95), página 1762.

IV. A prova segue a linha da demonstração do item II. Considere-se a geodésica γ(t, p, v) = expp(tv). Diferenciando-

se a equação geodésica (34.232), usando o fato que ẍk(t) = 0 (o que implica
...
x k(t) = 0), usando o resultado de II e

o fato que d
dtΓ

k
ij =

(
Γk

ij

)

,l
vl, com e ẋk(t) = vk, obtemos

(
Γk

ij

)

,l
vlvivj = 0. Assim, para cada k, a forma trilinear

σ(u, v, w) :=
((

Γk
ij),l +

(
Γk

jl

)

,i
+
(
Γk

li

)

,j

)

uivjwk definida em TpM é simétrica e satisfaz σ(v, v, v) = 0 para todo

v ∈ TpM . Pela Proposição 3.9, página 293, conclúımos que σ = 0, demonstrando IV.

V. A relação (34.250) segue de (34.179), página 1781, mais o fato de os coeficientes da conexão se anularem em p.
De (34.178), página 1780, segue, usando-se II, que

Rl
kij =

(
Γl

jk

)

,i
−
(
Γl

ik

)

,j
.

Trocando-se ciclicamente os ı́ndices j, k e i, obtemos também

Rl
ijk =

(
Γl

ki

)

,j
−
(
Γl

ji

)

,k
.

Subtraindo-se a segunda da primeira, obtemos

Rl
kij −Rl

ijk = −2
(
Γl

ki

)

,j
+
(
Γl

jk

)

,i
+
(
Γl

ji

)

,k
= −2

(
Γl

ki

)

,j
+
( (

Γl
kj

)

,i
+
(
Γl

ji

)

,k

)

(34.249)
= −2

(
Γl

ki

)

,j
−
(
Γl

ik

)

,j
= −3

(
Γl

ki

)

,j
.

Acima, usamos diversas vezes a simetria dos coeficientes da conexão em relação aos ı́ndices inferiores. Assim, temos que

(
Γl

ki

)

,j
= −1

3

(

Rl
kij −Rl

ijk

)

. (34.B.3)

De (34.95), página 1762, temos em todos os pontos da variedade

gkl,i = gjlΓ
j
ik + gkjΓ

j
il

e, assim, como os coeficientes da conexão e as primeiras derivadas dos coeficientes do tensor métrico anulam-se em p,
tem-se

gkl,im = gjl
(
Γj

ik

)

,m
+ gkj

(
Γj

il

)

,m
.

Usando-se agora (34.B.3), segue que

gkl,im = −1

3

[

gjl

(

Rj
ikm −Rj

kmi

)

+ gkj

(

Rj
ilm −Rj

lmi

)]

= −1

3

[

Rlikm −✘✘✘Rlkmi +Rkilm −✘✘✘Rklmi

]

.
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O cancelamento acima se deve à antissimetria dos coeficientes do tensor de curvatura de Riemann em relação à troca
dos dois primeiros ı́ndices (vide (34.183), página 1781). Assim, estabelecemos que

gkl,im = −1

3

[

Rlikm +Rkilm

]

.

Isso provou (34.253), página 1799.

VI. Naturalmente, vale para gij(x) a expansão em Taylor centrada em x = 0:

gij(x) = gij(0) +
1

2
gij,kl(0)x

kxl +O(3) , (34.B.4)

onde gij,kl(0) ≡
∂2gij
∂xk∂xl (0). Os termos de primeira ordem não contribuem devido ao item III. Usando-se (34.253), obtemos

gij,kl(0)x
kxl = −1

3

[

Rjkil(0)x
kxl +Rikjl(0)x

kxl
]

= −2

3
Rikjl(0)x

kxl ,

onde, na última igualdade, usamos a propriedade de simetria dos coeficientes do tensor de curvatura de Riemann em
relação à troca dos dois primeiros ı́ndices com os dois últimos (vide (34.186), página 1781). Com isso, a expansão (34.B.4)
fica

gij(x) = gij(0)−
1

3
Rikjl(0)x

kxl +O(3) ,

completando a demonstração da Proposição 34.18, página 1799.


