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Formas Diferenciais
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ORMAS diferenciais sao utilizadas de maneira importante na Geometria Diferencial, na Topologia Algébrica e em

diversas dreas da Fisica, como a Mecanica Cldssica, a Teoria da Relatividade Geral, a Teoria Cléssica de Campos

) e mesmo a Termodinamica. O presente capitulo, devotado ao seu estudo bdsico, faz uso de ideias, defini¢oes

e resultados apresentados e discutidos na Se¢ao 2.3.7, pagina 218, e na Secao 2.5.2, pagina 231. O leitor do presente

capitulo deve estar familiarizado com aquelas pdginas e com a notagao 14 introduzida. L& sao discutidas as nogoes de

subespagos antissimétricos de produtos tensoriais de espagos vetoriais e de dlgebras exteriores, que empregaremos aqui.

A leitura do presente capitulo dispensa em parte o material do Capitulo 34, pagina 1736, exceto no que concerne a
dualidade de Hodge, tratada na Sec¢ao 35.2, abaixo.

A teoria das formas diferenciais ¢é tao elegante que parece ter sido achada, nao inventada. A nogao de forma diferencial
foi introduzida por Elie Cartan! em [82], em uma investigagao sobre o uso de ideias de Algcbm Linear (mais precisamente,
de dlgebras de Grassmann?, apresentadas na Segao 2.1.7.4, pagina 140) na organizagao e generalizagio de resultados sobre
Célculo em R”. Cartan notou a utilidade de diversas propriedades de tensores antissimétricos e sua relevancia para a
extensio de resultados bem conhecidos do Célculo em R? e R? (como os conhecidos Teoremas de Green, Gauss e Stokes)
para o caso geral do Célculo em R™. A implementacao dessas ideias de Cartan a variedades diferencidveis é bastante
natural, mas foi feita posteriormente.

Formas diferenciais sao tratadas em vérios livros-textos devotados & Geometria Diferencial, como aqueles listados na
introdugio ao Capitulo 33, pagina 1667. Vide também [328]. Um excelente livro-texto sobre o uso de formas diferenciais
no Célculo em R™ ¢é [457] e, no mesmo contexto, vide também [77] ou mesmo [101] .

35.1 Formas Diferenciais

e Formas diferenciais em variedades

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m, seja p € M e seja T*M o espaco cotangente a M em p.

1Elie Joseph Cartan (1869-1951).
2Hermann Giinther Grassmann (1809-1877).
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Para n > 2 podemos definir uma representacao P, do grupo de permutagoes de n elementos, S, em (T;M )8", da
seguinte forma: se 7 é um elemento de S,,, definimos P, (7) : (T;]W)gn — (T;]\l)®n como sendo o operador linear que
a cada vetor da forma u; ® - -+ ® uy, com u; € T,M, j=1, ..., n,associa 0 vetor ur(1) ® -+ ® Ur(n). Isso significa que

P, (7) age em elementos gerais de (T;J\I) #" da forma

' ' !
P (m) (Zakuf®~-®uﬁ> = Zak?n(ﬂ) (e-out) = Zakuf;u) @ @ubi,
k=1 k=1

k=1

onde os ay’s sio elementos de R ¢ uf € TAM. E elementar constatar que Py, (m)P,(7') = P (77) para todos 7, 7 € Sy,
e que P,(id) =1, id sendo a identidade (elemento neutro) de S,. Isso confirma que P,, é uma representacao de S,, em

(T3M)®".

Seja A, n € Ny, o operador de antissimetrizagao em (T;]W) m’, definido por (vide (2.156, pagina 219))

1 . .
A, = o Z sinal (1) Py, () ,

TES,

onde sinal (7) é o sinal, ou paridade, de 7 € S, sendo S,, 0 grupo de permutagoes de n elementos. Para n = 0 definimos
Ay =1, o operador identidade e, igualmente, para n = 1 definimos A; = 1. As propriedades bésicas de A,, estao listada
na Proposigao 2.24, pagina 219. A mais relevante é (A,)? = A,, n € Ny, que indica que A,, é um projetor.
®r
Para 1 < r < m, denotaremos por A;(]\l), ou simplesmente por A o subespago antissimétrico (T;]W)A de

N NG
) CAT = )
(Tom) A= (o)

Note-se que A}) =T,M. Parar = 0 identificamos por conveniéncia Ag com o corpo R. Note-se também que A} = {0}
caso r > m.

Um elemento w,, € A} (M) ¢ dito ser uma r-forma ou uma r-forma diferencial. Uma r-forma w, € Aj(M) é, portanto,
um tensor antissimétrico de tipo (0, r) (e, portanto, “covariante”) e pode ser escrito em uma base local de coordenadas
como 1

Ay(M) 3w, = T_,Wm---ar(P)(dzm [p) Ao A (dar ) (35.1)

onde, denotando por simplicidade dz®|, por dz®, temos

dz® A Ada o= (1) Ay (da™ @ - @ datr) = Z sinal () dz~® @ - @ da~" |
TES,

com S, sendo o grupo de permutagdes de r elementos. As quantidades reais wq, ...q, (p), acima, sdo denominadas compo-
nentes da forma diferencial w, e sdo totalmente antissimétricas por permutacoes dos indices, ou seja, Wa,, ;) a, () (P) =
sinal (m)wa, ...q, (p) para cada m € S,.

Como jé comentamos na Segdo 2.3.7, pagina 218, A} (M) é um espago vetorial de dimensao ('T”) = (m:"—ry),r, e, como ja
notamos na mesma secao, Aj(M) e AJ'~"(M) tém a mesma dimensao sendo, portanto, (ndo-canonicamente) isomorfos.
Esse isomorfismo serd explorado mais abaixo quando da presenca de uma métrica em T M (ou, equivalentemente, em
T,M), levando & teoria do dual de Hodge.

Conforme apresentamos em (2.179), pagina 233, o espago T (T;]VI) de todos os tensores antissimétricos covariantes
é
Ta(TyM) = Re (TyM) @ AZ(M) @ - @ AJ(M) (35.2)
Na literatura, J4 (T;J\I) é também denotado por A (M), ou simplesmente A, e é denominado espago das formas sobre
T, M. Como vimos na Segdo 2.5.2, pagina 231, o espago vetorial A} tem dimensdo 2™ e é também uma dlgebra associativa
para o chamado produto exterior. Essa dlgebra é denominada dlgebra exterior de formas e dela trataremos agora.

e O produto exterior de formas e a algebra exterior de formas

Defina-se o produto A, : A4(M) x A7 (M) — AST"(M) por (vide (2.171, pagina 231)

+r)! ) .
Ty y = (qu) Agir(z @), (35.3)
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para x € A(M) e y € Aj(M). Note-se que, por essa defini¢ao, valera no caso ¢ = 0 que = € R e, portanto, = Ao, y :=
A,(m ® g/) =Ar (Ty) =zA, (y) = xy. Analogamente, no caso r = 0 teremos y € R e, portanto, x Aq 0 y = Aq (T ® y) =
Aq (yz) =yA, (z) = yz.

As propriedades elementares desse produto foram capturadas na Proposicao 2.30, pagina 232, que, por conveniéncia,
reproduzimos:

Proposigao 35.1 Com as defini¢oes acima valem,
1. O produto Ng,r : Af x A — AZ“ € bilinear, ou seja, satisfaz
(awvl + 112:1:2) Ngr Y = aa1 Np gy + Q22 Ng 7y € T Ng r (oqyl + azyg) = 1T N\g,r Y1 + @22 N, Y2,
para todos aq, ag € R, x, x1, v € Ag ey, Y1, Y2 € A;.
2. 0 produto Ny, : A x Aj — ASF" satisfaz
(z Ng, v y) Ngtr, s 2 = TNg, ris (1/ Ar. s z) . (35.4)
para todos x € Ag, ES A; ezeE A;‘,. FEssa propriedade é por vezes denominada pré-associatividade.

3. Para todos x € A} ey € A} vale
TAhgry = ()T YAy T (35.5)

Essa propriedade ¢ por vezes denominada comutatividade graduada. Caso q seja @mpar, isso implica © N q© = 0.
Para q par isso ndo € necessariamente verdade. Porém, para x1, ..., xq € T M, vale
(TL A Arg) Agog (LA ANag) =TL A ATg AT A Azg = 0

para todo g € IN. [m}

Fazendo uso das operagoes A,  definidas acima podemos fazer de Ay (M), definida em (35.2), uma dlgebra associativa
unital, com um produto denotado por A e definido por

(Sowbodtonod) s (Sabonooh) = Soa(bado oh)r(odo o)
k 1

kL

m q
S TL::1) SRR
k1

¢=0 Lr=0

= EmB [i <;mak) Arq-r (;ﬁzbfﬂﬂ . (35.6)

q=0 Lr=0
Acima, as somas em k e [ sdo finitas, os ay’s e 5;’s sdo niimeros reais e os aj' e bé sdo elementos de AJ(M).

E claro pela definicdo que A ¢é bilinear em seus fatores e, assim, define legitimamente um produto algébrico. A
associatividade do produto A decorre diretamente de (35.4) e sua demonstracao ¢ deixada como exercicio. Como exercicio
também fica a tarefa de constatar que o elemento 1 0@ --- @ 0 é a unidade de A;;(M ) para o produto A.

E. 35.1 Ezercicio. Prove as afirmagdes do tltimo paragrafo. o+

O espaco vetorial A (M) torna-se, assim, uma dlgebra associativa e unital denominada dlgebra exterior de T;M. Na
literatura, tanto os produtos Ag, » quanto o produto A sdo denominados produto exterior de formas.

As dlgebras exteriores definidas acima sdo um exemplo de dlgebras de Grassmann® (no caso, m + 1 graduadas),
apresentadas na Segao 2.1.7.4, pdgina 140.

3Hermann Giinther Grassmann (1809-1877).
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e O produto interior de formas

H4 também um outro produto 1itil que pode ser definido entre espagos A (M), o chamado produto interior de formas.
Para 1 <r <m e u € T,M define-se o operador linear I}, : A (M) — A,~" da seguinte forma: para cada w € Aj(M) a
(r — 1)-forma I7w ¢ o elemento de A7~ (M) tal que para todos vi, ..., v,—1 € T,M vale

(w, 1@ ®vr_1) = (W, uGV &S Bvp_1) . (35.7)
Honorificamente define-se também I = 0.

O produto interior de formas ocorre em certas relagoes envolvendo a derivada exterior de formas, a serem introduzidas

abaixo.

E. 35.2 Ezercicio. Mostre que a definicdo (35.7), quando expressa em coordenadas locais, fica

Lw = U Wayagea, dz® Ao Adz® € ATH(M) (35.8)

1
(r—1)!

para 1 <7 < m, com u = u”’% € T,M e com w = Lwayay.a,dz® A+ Ada® € Ap(M). 3

E. 35.3 Ezercicio. Demonstre as seguintes propriedades do produto interior:

It = 0, 0<r<m-1. (35.9)

I (wn Ary g w2) = (15'w1) Ary—1,m w2 4 (= 1) w1 Ay iy o1 12 (w2) (35.10)

para todos w1 € Ap (M) e wa € Aj2(M). Observe-se que a propriedade (35.10) ¢ similar a regra de Leibniz para derivadas, exceto pelo
fator (—1)" do lado direito. £

O produto interior pode ser estendido a todo A; (M) pelo operador linear I, : A, (M) — Aj(M) definido por

m m m

L@Pw = P (1) = P (15w, (35.11)
a=0 a=0 a=1

onde w* € Af(M) para cada a = 0, ..., m. Observe-se que a imagem de I,, é o subespago @T;Ol Ag(M) de Aj(M) =

@,y AL(M). Por (35.9), vale

a=0
m

m
(L) Pw = @ 1z 15w G29)

a=0 a=1
provando que (Iu)2 = 0 e, portanto, que I,, é nilpotente.
Sejam
wp = Zakaf{e}a’fﬂa---aaafn e Wy = Zﬁlbb@bll@”'ebin
k [
elementos de A7 (M). Entdo, vale a relagio

Lu(wiAw) = (Lwr) Aws+ (Gun) A (L) , (35.12)

onde G : Ay (M) — A (M), o chamado operador de graduagio, é o operador linear definido por

m m

G@‘lﬂ = @(71)10,,' .
J=0 J=0
Por exemplo, no caso m = 5, G((l(] GarBasBazPas® ag) =ag® (—a1) ®as ® (—az) ® as ® (—as). A demonstragao
de (35.12) é apresentada no Apéndice 2.A, pagina 249.

e Campos C*™ de formas

Até aqui definimos formas diferenciais no espago cotangente a um ponto p € M, T,M, mas podemos generalizar
todas as definigoes e resultados para campos (infinitamente diferencidveis) de formas. Para 0 < 7 < m uma aplicagio
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M > p = w, € Aj(M) é dita ser um campo C*° de r-formas se suas componentes locais wa,...a, (p), introduzidas em
(35.1) forem infinitamente diferencidveis em todas as cartas locais de coordenadas de M.

As definigoes de produto exterior e interior estendem-se naturalmente a campos de formas.

Denotaremos a cole¢ao de todos os campos infinitamente diferencidveis de r-formas por A"(M), sendo que, agora,
A°(M) = C>=(M), a colegio das fungdes infinitamente diferencidveis em M, e A (M) = 27*(M), a coleio dos campos
covetoriais infinitamente diferencidveis em M. O simbolo A*(M) denotars a correspondente dlgebra exterior. Tem-se,
generalizado (35.2),

A(M) = C®(M) @ Z*(M) B A (M) @ - & A™(M) . (35.13)

Naturalmente, para 1 <r < m, A"(M) = ((%'*(Af))g)r)A, pontualmente.

35.1.1 A Derivada Exterior de Formas

O ingrediente mais importante da teoria introduzida por Cartan em seu trabalho seminal [82] foi a nogdo de derivada
exterior de formas, que passaremos a apresentar e discutir.

Vamos comegar apresentando uma defini¢ao direta da nogao de derivada exterior de formas. Uma definicdo mais
abstrata e “axiomatica” serd discutida em seguida. Como antes, M representa uma variedade diferencidvel de dimensao
m € IN.

Para 0 < r < m define-se a aplicacio linear d, : A™(M) — A"™1(M) por

df = ;fa A, e AM)=C®(M), (35.14)
1 Oway.car 5 o o a a r
drw = ﬁWdI Adz®™ Adx® A Ndzt weAN (M), 1<r<m (35.15)

Adicionalmente, convenciona-se definir d,,, como sendo o operador nulo agindo em A™(M). Acima, f e w sdo represen-
tados em uma carta local de coordenadas, sendo w = %w,,,,‘.,,rdx“‘ Adx® A+ Adx® € A™(M). E facil demonstrar, e
recomendamos ao estudante fazé-lo, que as defini¢es (35.14)—(35.15) independem da particular carta local de coordena-
das empregada, sendo, portanto, intrinsecas.

Antes de prosseguirmos apresentando uma outra defini¢ao abstrata dos operadores lineares d,., demonstremos algumas
propriedades essenciais dos mesmos que decorrem das definigoes (35.14)—(35.15).

Proposicao 35.2 Com as defini¢oes (35.14)-(35.15) valem as sequintes propriedades:
1. Para 0 <r <m—1 tem-se dy11d, = 0.
2. Sewy € A" (M) ewy € A™>(M), vale

dryry (wl A wz) = (dmwl) Ary1,me w2 + (1) w1 Ay g1 (dr2w2) . (35.16)

A relagao (35.16) generaliza a regra de Leibniz para a derivada exterior. [m}

Prova. Prova do item 1. No caso 7 = m nao ha o que se provar, pois d,,, = 0, por defini¢do. Seja entdo 0 < r < m — 2.
Tomando w = Lwa, ..., dz™ Adz® A--- Adz® € A"(M), podemos escrever, por (35.15),

1 Owp,..p,.
dw = ———2 da Adab? A A dat
rl Jzh
r41t 9wny

. - b, .
o que nos faz concluir que as componentes de d,w sao 7 —755~. Assim,

52
1 0wy, sy

T da Ade™ Ad™ A A date (35.17)

dry1 (drw) =

Pwiyp .
Agora, W é simétrico pela troca by <+ by, enquanto que da A daP' é antissimétrico pela mesma troca. Isso

implica a nulidade do lado direito de (35.17), como desejdvamos provar.
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Prova do item 2. Sejam wy € A" (M) e wy € A2(M) representados em uma carta local de coordenadas por

1 1 .
. 1 ay a. _ 2 by br
w1 = T],wmma”dm A=~ Adx®r e wy = @Wb,-~-b,.2dz A Adz'2
onde w]}
a1-can
de wy e wsy, respectivamente, na carta de coordenadas considerada. Temos, usando implicitamente a pré-associatividade
dos produtos A,

e w;f‘_,_h sdo fungoes reais infinitamente diferencidveis definidas em M que representam as componentes
T2

1

1 2 . b b,
W1 Apy g W2 = . Wayapy Woy-by,y (dz‘” Ao ANz Apy oy dZP N N da 2) .
Portanto,
d _ 1 0, 2 dat A (e Azt At dabre
s (W1 Ary,r w2) = Tl 0 Way ooty Wy by, )AL A (AT N AT Ny oy da N - A d

eibni (10 1
Letbr (’_1' (wl )d.’l)l Adz™ A A dac”"l) Ari+1, 72 (Ewa_,_bwdﬂcb‘ ARERWA dzb’?)

Ot \7 0y

!

1 ;
+ (Ewél...ar, dzt Adz™ - A dz&"‘) A (7 (ng...m)dzb‘ ANAA drbw)

19 1 i Ly b b
= (ﬁ Oz (W ...ar,)dml Adzt A A dﬂ”u”) Ari+1,ra (Ewb,..vmd"j PAC Adae

n( L1 a ar 1.9 (5 i b b,
+ (=™ (mwm_m‘ dz® A - Nda 1) Ary,rat1 (7—2' poe (wb‘_“brg)dz Adx® Ao Ndx'm2

”
= (dn, 1L =)W Ayt (drpw2) -
(d wl) A1, w2 + (—1) " wa A (d mz)

onde, na peniltima igualdade, usamos que dz' A dx® A--- Adx®r = (=1)"dz™ A--- Adz®1 Adz'. Também usamos os
fatos que

dat A ((dx”‘ Ao A d.’r,“"l) Ary.ra (dm’“ Ao A dm’“z)) = <dz”' A (dx“‘ Ao A dx”"l)) Ary 41,72 (dm’” Ao /\dzb"z)
(na segunda igualdade) e que
((dx“‘ A-ee /\dl‘“”) /\d:L") Ari+1,ra (dwb‘ A-ee /\dwbri) = (dw“‘ A /\dz““l) Ary,ro41 (dwt A (dwb‘ A-e- Adwbr2)>

(na pentltima igualdade), que sao decorréncia direta da regra de pré-associatividade (35.4). |

e O exemplo de formas em R?

E instrutivo considerarmos o caso em que M = R*. H4 quatro possiveis formas nesse caso: adotando-se em R* um
atlas composto de uma tinica carta de coordenadas Cartesianas (', 22, 2°), temos:

1. As 0-formas sio fungdes f € C*°(R?).
2. As 1-formas sio todas da forma a = ar1dz! + aedz? + aszdz®, onde a1, as e az sdo fungdes de O (R?)

3. As 2-formas sdo todas da forma 8 = Brada! A dx? + Pozdr® Ada® + Bayda® A dat, onde Bra, Bos Ba1 sdo funcdes de
C>=(R?)

4. As 3-formas sio todas da forma v = y193dz' A dz? A dz®, onde 123 é uma funcio de C> (]1{3)4
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A agdo da derivada exterior em cada um dos casos acima é

of 1 Of o Of 3
dof = ﬁdz +wdz +ﬁdz s
_ (Oaz  Odar 4 9 Oag Doy P 3 Oay  Oag 3 i
dia = (Bm‘ _B.T,Q)dL Adx” + 92 98 da” N dx” + 97 oa dx® Ndz
0B2s | 9Bz | 9Pz 1 2 3
dof = (83:1 + 92 + 90 dz' ANdz® ANdz”
dgy = 0.
E. 35.4 Ezercicio importante. Verifique! *

O estudante iniciante deve contemplar a similaridade entre a derivada exterior de 0-formas e o operador gradiente,
entre a derivada exterior de 1-formas e o operador rotacional e entre a derivada exterior de 3-formas e o operador
divergente.

Além disso, estudante iniciante deve contemplar a similaridade entre a propriedade didyf = 0 e a familiar relagao
V x (Vf) =0, do célculo vetorial em R?, assim como similaridade entre a propriedade dadjar = 0 ¢ a bem conhecida
relagio V - (V x @) = 0, também do célculo vetorial em R®.

Os fatos acima relatados ajudam a revelar a elegancia da teoria das formas diferenciais e da nogéo de derivada exterior
de formas. Essa elegancia ird ainda se manifestar na teoria de integragao de formas.

e Definicao axiomaética da derivada exterior

Da forma como apresentamos a nogao de derivagao exterior, as propriedades listadas na Proposigao 35.2, pagina 1843,
sao propriedades derivadas das definigoes (35.14)-(35.15). E possivel, porém, expor as coisas de uma forma inversa, o
que ¢ o contetdo do Exercicio que segue:

E. 35.5 Ezercicio. Paracada 0 < r < m define-se a aplicagdo linear d,. : A"(M) — A"*'(M) por meio das seguintes propriedades:
1. Para toda f € C™(M), dof coincide com a 1-forma df induzida por f: para todo A € 2°(M) vale (dof, A) = (df, A) =
A(f) = Alt,ijl. essa lltima igualdade sendo a representacdo de A(f) em cartas locais de coordenadas®.
2. Para toda f € C*(M), vale dl(dof) =0.
3. Para todos wy € A" (M) e w2 € A" (M), vale

drygry (W1 Ary,ry w2) = (dry 1) Apyit,ry w2 4 (= 1) w1 Apy, iy g1 (drpw2) - (35.18)
4. dm =0.
Isto posto,

1. Mostre que (35.15) decorre dos postulados 1-4.

1. Mostre que os postulados 1-4 implicam diretamente que d,41d, =0 paracada 0 <r <m — 1.

O interesse na formulagdo da derivada exterior em termos dos postulados 1-4 se manifesta em dreas como a Topologia Algébrica e
a chamada Geometria Nao-Comutativa. *

35.1.2 Formas Exatas e Formas Fechadas

e Formas exatas e fechadas. O grupo de co-homologia de de Rham. O complexo de de Rham

O fato de valer d,+1 o d, = 0 conduz a diversas exploragoes que apenas delinearemos aqui.

1Vide (33.63), pagina 1706
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Uma r-forma ¢ é dita ser ezata se existir uma (r — 1)-forma & tal que ¢ = d,_1&. E claro que a colecao de todas as
r-formas exatas compde um subespago vetorial de A”(m) e esse subespago coincide com a imagem Im (d,_1) de d,_;.

Uma r-forma 60 ¢ dita ser fechada se d. = 0. B claro que a colecio de todas as r-formas fechadas compde um
subespago vetorial de A”(m) e esse subespago coincide com o nicleo Ker (d,.) de d;.

Claro estd que toda r-forma exata ¢ fechada (mas a reciproca nao ¢ necessariamente verdade) e isso significa que
Im (dy—1) C Ker (d,.).

A questao de se saber se uma forma fechada dada é exata é importante e, interessantemente, a questao de saber se
podem ou nao haver formas fechadas que nao sao exatas depende de propriedades “topoldgicas” especificas da variedade
diferencidvel M.

Como Im (d,—1) e Ker (d,) ndo sio necessariamente iguais, é interessante considerar seu quociente. O espago quoci-
ente®

H" (M) := Ker(d,)/Im (d,_1)

é denominado grupo® de co-homologia de de Rham”.

Em um caso hipotético em que, para um dado r, toda r-forma fechada fosse exata, ou seja, no caso em que Im (d,_1) =
Ker (d,), o correspondente grupo de co-homologia de de Rham H" (M) seria trivial: H"(M) = {0}. Dessa forma, no caso
geral, podemos dizer cum grano salis que H" (M) “mede” em que grau as r-formas fechadas deixam de ser exatas. Uma
outra razao por que os grupos H" (M) sao importantes é que eles sao invariantes por difeomorfismos e, portanto, podem
ser estudados no sentido de classificar variedades diferencidveis. Nao iremos nos aprofundar mais nesses importantes
temas aqui, que sao objeto de drea de estudo conhecida como Topologia Algébrica, e remetemos o estudante a literatura
pertinente. Para uma introdugao gentil a esses temas, vide e.g., [236]. Vide também [476].

0 encadeamento das aplicagdes d, : A" (M) — A™+1(M) pode ser pictorialmente representado pelo seguinte diagrama:

0 —s AOM) —doy Aty By o dmer s pmel(gy

dm—1 dm

A™(M) 0. (35.19)
Acima, i representa a inclusio de {0} em A°(M). A composigio de duas aplicacdes sucessivas (na diregio das flechas)
resulta na aplicagdo nula (consequéncia do fato que dy41 o d, = 0). Uma estrutura com essa propriedade ¢ dita ser
um complezo de cocadeias e o complexo de cocadeias especifico acima, que surge no contexto de formas diferenciais em
variedades, ¢ denominado complezo de de Rham. No caso em que Im (d,_1) = Ker (d,) para todo r, (35.19) ¢ dita ser
uma sequéncia exata.

e Pullbacks agindo sobre formas diferenciais

Na expressao (33.58), da pdgina 1699, vimos como se dé a acao de pullbacks sobre tensores tipo (0, r). Aquela
expressao se generaliza de forma imediada para formas diferenciais.

Sejam M7 e M, duas variedades difeomorfas e seja f : My — M, um difeomorfismo. Seja w € A"(Ms) uma r-forma
em My, expressa em ponto ¢ € My como wy = w;, ;. (q)dy;’ Ao A dg/ér. Em concordéancia com (33.58), o pullback de f
sobre w é dado por®

(f'w), = (w (F)) o ‘9"’“)(“;' Aeeondals € AT(My), (35.20)

Dz Jzir
sendo p = f~1(q) € My. Acima, (2!, ..., 2™) e (y', ..., y™) sdo sistemas de coordenadas locais em M; e Mo,
respectivamente, em torno dos pontos p e ¢, respectivamente, sendo ainda m a dimensao de M; e de M. Para nao
sobrecarregar as férmulas iremos frequentemente simplificar a notagao, omitindo, por vezes, referéncias aos pontos p € M,
eq= f(p) € M.

E. 35.6 Ezercicio. Justifique (35.20) com base em (33.58). £

5A nogio de quociente de dois espacos vetoriais ¢ introduzida na Secio 2.3.3, pagina 199, estendendo a nogio de quociente de grupos,
tratada no mesmo capitulo.

STrata-se, em verdade, de um espago vetorial (quociente) e, portanto, como tal, é um grupo Abeliano, dai a nomenclatura.

7Georges de Rham (1903-1990).

8Por simplicidade, usamos em (35.20) a mesma notagao f*, empregada para pullbacks usuais. Mais correto seria denota-lo por (f*)®r, o
que teria a vantagem de marcar a dependéncia com 7, mas evitamos fazé-lo.
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Lema 35.1 A aplicagio [* : A"(Ms) — A"(M,) definida em (35.20) é um isomorfismo. o

Prova. A linearidade de f* é evidente por (35.20). Se w e @ sao dois elementos de A"(M>) tais que f*w = f*®, entdo,

B ouir - it Hyir o )
por (35.20), w;, .., 557 oy = Wiy, o T §grs O que implica w;, ;= @, .., para todos os indices i1, -, iy,

implicando, por sua vez, w = @. Isso provou que f* é injetora. Para provar a sobrel]etlwdade tome-se 6 € A"(My),

jdxit A+ Adalr. Definindo-se w € A"(Mz) por w =6, ... ng: 32? dygt A /\dyér7 é facil

ver por (35.20) que f*w = 0 mostlando que a imagem de f* é todo A" (My). |

arbitrdrio, da forma 6,

o Pullbacks e derivadas exteriores
Vamos agora estabelecer um teorema de importancia fundamental.
Teorema 35.1 Sejam My e My duas variedades difeomorfas de dimensio m e seja f : My — My um difeomorfismo.

Para cada v = 0, ..., m, sejam 'd, e 2d, as derivadas esteriores definidas em A"(My) e A"(Ms), respectivamente.
Entao, vale

d, (/*w)p = f( Qd,w)p (35.21)

para cadar = 0, ..., m—1, onde f* € o pullback definido em (35.20). Notemos que a igualdade fundamental (35.21)
equivale a afirmagdo que o diagrama que seque é um diagrama comutativo:

AT(Mp) %5 ATI(My)

f‘J J,» . (35.22)

1
AT(My) — 25 ATL(0)
Além disso, para cada v, o isomorfismo f* mapeia bijetivamente Ker (zdr) em Kcr(ldr) e mapeia bijetivamente

Im (203,) em Im(ldr). Em outras palavras, o pullback f* mapeia bijetivamente formas exatas em formas ezatas e
formas fechadas em formas fechadas.

Segue desses fatos que se My e My forem variedades diferencidveis difeomorfas, entio seus respectivos grupos de
co-homologia de de Rham sao isomorfos. Especificamente, vale

H"(My) ~ H' (M),
para todor = 0, ..., m. [m}
Comentdrio. Um dos problemas fundamentais da Topologia Diferencial é identificar quando duas variedades sdo ou nao difeomorfas. O

Teorema 35.1 mostra-nos que se para duas variedades diferencidveis M; e Mz, de mesma dimensao, valer H"(My) % H"(Mz) para algum r,
ent3o elas ndo podem ser difeomorfas.

Prova do Teorema 35.1. Seguindo as defini¢oes acima, temos

. 9 1| ayir 3
Y (f'w), = 527 ( (f@))()z]‘ 44401]7_>dw;/\dzi, Ao Adal
_ (2 WO i p e AT 5
- (awj“’“'"“ (f(p))) (83:11 ...awjr)dzf)/\dzf) Ao ndzdo€ AI(My),  (35.23)

onde usamos repetidas vezes o fato que

9y )

———dx) ANdz) = 0,
Oxidxit P r 0,

pois a derivada parcial dupla é simétrica pela troca de indices j <+ j;, enquanto que dri) Adzj) & antissimétrico por essa

troca.
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Paralelamente, temos

J(Pdw),

o

0 i1 iy
(371%.--1, (g )> dyy A dy, A /\dyp]

0 q)) (F*dyg) A (f7dyyt) A= A (fdyy)

()y 1 (
7] Ay’ Iy Ay ) )
ww,,...,;7, ((1)) ( v 9y - sz-> day, Ndw) A - Ndayy
0

(
(

mWw%U@ﬁ(gxm

Comparando (35.23) a (35.24), constatamos a igualdade desejada

ld,.(f*w)p = f( Zd,.w)p . (35.25)

77) dad Ndadt Ao Adal o€ ATTH(My) (35.24)

Se w € A"(My) for exata, entdo w = %d,_1( para algum ¢ € A"~1(My). Por (35.25), teremos f*w = f*(2d,_1() =
Yd,_y (f*{)A, o0 que prova que f*w € A"(M;) é também exata. Reciprocamente, se f*w é exata, entdo existe § € A"~ (M)
tal que f*w = 'd,_16. Como f* é um isomorfismo, podemos definir o := (f*)719 € A" Y(My) e teremos f*w = 'd,_10 =
Y1 f*a = f*2d,_1a, o que implica w = 2d,_ja (novamente, pois f* é um isomorfismo), mostrando que w é exata.
Isso estabeleceu que f* mapeia bijetivamente Im (2(1,.,1) em Im (2(1,,,1)A

Se w € A"(My) for fechada, entdo 2d,w = 0. Portanto, por (35.25) teremos *d,.(f*w ) = f*(%d, w)p = 0, provando

que f*w € A"(M;) é também fechada. Reciprocamente, se f*w for fechada, entdao 0 = d f*w = f*2d,w, o que implica
2d,w = 0, pois f* é6 um isomorfismo. Isso mostrou que w é igualmente fechada e estabeleceu-se que Isso estabeleceu que
f* mapeia bijetivamente Ker( dr) em Ker( dr).

Dos fatos acima, ¢ imediato que H"(M;) ~ H"(M,) para cada r = 0, ..., m, completando a demonstracao. |

o Comentério sobre o Teorema de de Rham

Como expusemos, os grupos de co-homologia de de Rham H" (M), r = 0, ..., m, de uma variedade m-dimensional
M, sao associados ao complexo (35.19), produzido pelas derivadas exteriores d, agindo sobre r-formas diferenciais. Um
importante teorema, também devido a de Rham, afirma que cada grupo de co-homologia de de Rham de uma variedade
compacta M ¢ isomorfo a um outro grupo de co-homologia, denominado grupo de co-homologia singular. Tais grupos
sao associados a complexos de simplices definidos sobre M. Esse isomorfismo permite, em muitos casos de interesse,
determinar os grupos de co-homologia de de Rham por meio da determinacido dos grupos de co-homologia singulares,
que pode ser mais direta. O desenvolvimento desse importante tema estd além das atuais pretengdes destas Notas. Para
uma introdugao gentil ao assunto, recomendamos [236]. Vide também [62] e [476].

35.1.2.1 O Lema de Poincaré

Como mencionamos, a questao de identificar condigoes suficientes para que se possa garantir, ao menos localmente, que
uma forma fechada é exata, ¢ muito importante. Na Fisica essa questéo é relevante no Eletromagnetismo (quando o campo
eletromagnético pode ser descrito por meio de um potencial vetor?) ou na Fisica Quéntica (por exemplo na discussao
sobre a forma da equacao de Schrédinger? para uma particula carregada sob a acdo de um campo eletromagnético externo
ou no estudo do efeito efeito Bohm!*~Aharonov'!. Vide, e.g., [58]).

Nesse contexto, o chamado Lema de Poincaré'® desempenha um papel muito importante. Passemos ao seu enunciado
e & sua demonstracio.

9Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger (1887-1961).
10David Joseph Bohm (1917-1992).

yakir Aharonov (1932-).

12 Jules Henri Poincaré (1854-1912).
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e Abertos estrelados em R™

Um conjunto aberto U C R™ é dito ser um aberto estrelado'® se existir 7o € U tal que todo x € U possa ser
conectado a xy por um segmento de reta inteiramente contido em U, ou seja, se para cada x € U o segmento de reta
{0+ t(x — x0), t € [0, 1]} € R™ for um subconjunto de U.

Se U é um aberto estrelado, um tal ponto zo € U ¢é dito ser um centro de U. E facil ver, por exemplo, que se um
aberto U C R™ for convexo, entdo U ¢é estrelado e todo ponto de U é um centro.

e Resultados preliminares

Na demonstracao do Lema de Poincaré que apresentaremos faremos uso de alguns resultados que exporemos aqui.

Seja U um aberto estrelado de R™ e suponha que a origem 0 € R™ seja um centro de U. Defina-se para cada k € IN
a aplicagao linear &, : C>°(U) — C*°(U) dada por

1
(%f)(z) = / t=1 f(ta) dt (35.26)

0
z € U, f e C>U). Antes de prosseguir, observe-se que essa expressao estd bem definida com a hipétese que U é
estrelado e 0 é um centro de U, pois, com isso, o ponto tz pertence a U sempre que x € U e t € [0, 1].

Afirmamos que para cada k vale
;0
k+;y% (“Gf) (@) = f(z). (35.27)

De fato, pela definigao, vale para todo A € [0, 1],

(%rf)(Az) = /01 () dt = AR /Atk*‘f(m)dn

0

Derivando-se ambos os lados em relacao a A, teremos

mo 9(a A
L (@) ) = S 2O0) ()~ e / 71 f(t) dt+ A f ()

Oxl
iz 0

e tomando-se A = 1 obtém-se finalmente da tltima igualdade a relagao (35.27). Verifique!

Denotando-se por f; a derivada parcial de f em relagao & i-ésima coordenada, tem-se também que

m

m o1 1
%, k+;x1% @ = /O th=1 k+jz:t:cjf](t,x) dt = /0 %(t’“f(tm))dt = ()]s = fla).

j=1

Isso demonstrou que o operador diferencial k + Z;’:l ! % ¢é o operador inverso do operador integral ¢, em C>(U).

Observe-se também que para todo j

s @D@) = [ e = G

e, portanto, para cada j valem as seguintes relagdes de comutagao entre os operadores % e as derivadas parciais:

) d
G = 55% - (35.28)

e O Lema de Poincaré em R™

Vamos agora enunciar e demonstrar o Lema de Poincaré para abertos estrelados de R™, para posteriormente apre-
sentarmos generalizacoes desse resultado.

13 “Star-shaped”, em Inglés.
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Teorema 35.2 (Lema de Poincaré em R™) Seja U C R™ um aberto estrelado. Entao, H"(U) ~ {0} para todo
r=0, ..., m, ou seja, se B € A"(U) € tal que d,3 = 0, entio existe o« € A"~V (U) tal que B = dr—1c. Em outras
palavras, para cada v =0, ..., m, vale a afirmagdo que toda r-forma fechada em A" (U) é exata. [m}

Prova. Seguiremos as ideias da demonstragao de [236], mas com uma organizagio que cremos ser melhor. Para r = 0
nao hd o que se demonstrar. Tomemos r > 0.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que a origem 0 € R™ é um centro de U. Se tal nao for o caso e z for
um centro de U, podemos transladar U de —zq e obter o efeito desejado. Note-se que uma translagao ¢ um difeomorfismo
em R™ e, portanto, nao altera os grupos de co-homologia de seus abertos (Teorema 35.1, pagina 1847).

Seja w um elemento genérico de A™(U) da forma w = w,, , dz® A--- A dz® (aqui voltamos a usar a convengao e

Einstein). Defina-se um operador linear O, : A"(U) — A"~}(U) por
r
Orw = Z(*l)”l (z“"%. (wal_uw))dz“] Ao Adx® A Adzt
Jj=1

onde dz significa que esse fator é omitido da produtéria exterior. O operador %,., acima, foi definido em (35.26).

Para facilitar a organizagao, vamos dividir o restante da demonstragao em partes e subpartes.
Parte 1. Uma relagdo crucial.

Afirmamos que vale a seguinte relagao crucial:

Ory10dr+dp_100, = id, , (35.29)

onde id, é a aplicacao identidade em A"(U). A prova de (35.29) é a parte tecnicamente mais elaborada de toda a
demonstragao e requer uma andlise separada dos termos O, 0d, e dy—1 0 O,..
Parte Ia. Determinacgao de O,y 0d,.

Para w € A"(U) como acima, podemos escrever

Ow, 0w,
dyw = — L0 dyir it Adg®t A ANdztr = (1) e g N Adx® A dztrtt
Dxarit Dparit
e, assim,
r41 Ow e
- )il arar \ guon A A da At
Opi1(diw) = ;( 1) 9%, ( e )dz TA e Ada® A A da® A dztrt
(35.28) (&8 1)r+i-1ga, 1 Az oy Az A dgtr

= 2(7 ) Ll v ' (Way.a ) )dz™ Ao Ada® A A da lx

=

- p
= 2(—1)'”“11“] 6T3‘+J ({fr(wa]._.ar))dz“‘ Ao Adz® A Ada® A dz®r

j=1

+atrt ﬁaﬂ (gr (wa]___ar))dm“‘ A Adat

sendo que a ultima linha corresponde ao termo com j = 7 + 1 da linha anterior. Agora, na pentltima linha acima, onde
ocorre a somatéria para j variando entre 1 e r, vamos permutar o fator dz®+1 com os demais, colocando-o na primeira
posigao, com o que ganhamos um fator (—1)"~!, dado que hd r — 1 fatores diferenciais a serem permutados. Além disso,
em ambas as ultimas linhas vamos renomear o indice a,4; simplesmente por a. Ficamos com

r 0
Opi1(dw) = Z(fl)Jz Ja

’a
j=1

(%(walmar))dz“ Adz®™ A« Adz® A Adz

4 (%(wa]...u,‘))dw”‘ A-s Nzt (35.30)

+a o
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Parte Ib. Determinacao de d._1 0 O,..
Para w € A"(U) como acima, temos

r

dy—y (Orw> = Z(*l)rldr—l ((x"’gr(W{n...a,.))dm"" Ao Adz®s A A da® )
J=1
r 9 —
= ;(71)1 1% (I“Jgr(wal__ar))dza Adx® A Ndx® A NdxtT

N (1), (% (“ay..a ))dz“ Adz™ A Adz® Ao Adz®

=1

(%(wm“_a,_))dw“ Adz®™ A Adz® A A da®

r P
1)
—+ ]E:l( 1)~z p

- 2(71)1*1(gr(wm__m))dm“’ Adz™ A Adzs A A dat

=1

(%(walma,_))dz“ Adz™ A Adz Ao Ada®

d P
)il
+;( )

Na pentltima linha podemos comutar o fator dz® de volta & j-ésima posi¢ao (onde o mesmo fator fora omitido). Esse
processo custa um fator (—1)7~! e assim obtemos para a peniiltima linha

i (Wr(wa]_}_%))dz“‘ A= Ndx = r({%(wm“ﬂr))dz‘” A--s ANdxtr .

Jj=1
Dessa forma, concluimos que

dr,l(O,.w) = 7v(g,.(wahm))dx“'Au-Adw“T

- 2(71)-’1'“' ai"' (gr(wm__ar))dw“ Adz™ A Ada® A Ada® (35.31)
=1

Parte Ic. Completando a prova de (35.29).
Juntando (35.30) a (35.31), podemos constatar (faga-o!) que os termos das somatérias em j se cancelam e obtemos

Org1(drw) + dy (Orw) = T(gr (wa]___,h_))dx“‘ Ao Ndx® + ¢L“6% (gr(wa]___uv ))dx‘“ A Adatr

LD . -
<k+;]; (')z“) (gr(wa;...a,_))dz A Adx

(35.27)
= Way..a,

dz®™ A ANdzr = w,
demonstrando, assim, a relagao crucial (35.29).
Parte II. Completando a prova do Lema de Poincaré.

A relacao crucial
Oria(drw) +dy1 (O0) = w, (35.32)
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provada acima, ¢ valida para toda w € A"(U). Em particular, se w € A"(U) for fechada, ou seja, se valer d,w = 0, entdo
(35.32) diz-nos que
w = dpq0o,

com « € A""HU) dada por a = O,w. Isso mostra que toda r-forma fechada em U é também exata, completando a
demonstragao do Teorema 35.2, o Lema de Poincaré para abertos estrelados em R™. |

o Extensoes do Lema de Poincaré

O Lema de Poincaré para abertos estrelados em R™, Teorema 35.2, pagina 1850, juntamente com o Teorema 35.1,
pagina 1847, conduzem & seguinte consequéncia imediata, que nao requer demonstragao:

Corolario 35.1 Seja M wma variedade diferencidvel de dimensao m e suponha que M seja difeomorfa a um aberto
estrelado U C R™. Entao,
H"(M) ~ {0}

para todo r =0, ..., m. Portanto, vale também em M o Lema de Poincaré: toda r-forma fechada em A™(M) é também
ezxata. [m]

Uma variedade M ¢ dita ser suavemente contrativel a um ponto py € M se existir uma aplicacao infinitamente
diferencidvel H : M x [0, 1] — M tal que para todo p € M valham H(p, 0) = p e H(p, 1) = po. Abertos estrelados de
R™ sdo exemplos de variedades suavemente contrativeis a um ponto.

O Corolério 35.1 admite a seguinte generalizacao:

Teorema 35.3 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e suponha que M seja suavemente contrativel a um
ponto po € M. Entao,

H"(M) ~ {0}
para todo r =0, ..., m. Portanto, vale também em M o Lema de Poincaré: toda r-forma fechada em A™(M) é também
exata. m]

Uma demonstragio desse teorema, fazendo uso da teoria de integragio de formas, pode ser encontrada em [328]. O
Teorema 35.3 também pode ser demonstrado com uso do ji mencionado Teorema de de Rham, que afirma que os grupos
de co-homologia de de Rham H" (M) sio isomorfos aos grupos de co-homologia singulares de M, os quais sao definidos
por meio de complexos de simplices. O leitor pode acompanhar esses desenvolvimentos, por exemplo, em [236].

35.2 Dualidade de Hodge

A teoria das formas diferenciais foi desenvolvida até aqui sem o uso de um tensor métrico definido na variedade dife-
rencidvel considerada. Entraremos agora em um tema no qual um tensor métrico é empregado, o estudo da chamada
dualidade de Hodge.

Nesta secao faremos uso eventual da definigdo e de propriedades dos chamados simbolos de Levi-Civita e a eles
dedicamos o Apéndice 35.A, pigina 1865.

35.2.1 O Mapa Dual de Hodge

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdao m. J4& comentamos que os espagos A"(M) e A" "(M), com r €
{0, ..., m} possuem a mesma dimensdo (a saber (':) = (m%‘)w) e, portanto, sdo isomorfos. Ha muitos de tais
isomorfismos. A titulo de exemplo, um desses possiveis isomorfismos entre A”(M) e A" (M) é E, : A"(M) — A™~"(M)
dado por

E, (‘f’i,---z,dm“ A A dm”) = Azt A - A daim-r .

iedrg1egm—r
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Acima fizemos uso dos chamados simbolos de Levi-Civita, definidos em (35.A.1) ou (35.A.2), pagina 1865. Esse isomor-
fismo, porém, nao possui propriedades interessantes.

e Novos simbolos de Levi-Civita

Em havendo um tensor métrico g em M podemos definir novas classes de simbolos de Levi-Civita que serao empregados
na definigdo do mapa dual de Hodge e no estudo de suas propriedades Definimos,

by-eb biay |

N e = 0 0 s (35.33)

Note-se que o erguimento dos indices segue as convengoes usuais. Para uso futuro, afirmamos que no caso r = m vale a
seguinte relagao:
cbrbm g_lgbln-bm . (35.34)

onde g ¢é o determinante da matriz g;;, composta pelas componentes do tensor métrico (covariante). Isso decorre do fato
que

by biar

b g b

am — (glar...gmam )
g Cayoam = (g g 5u1-~-um)5b]»-»bm = 8 Cpyty, s

pois, pela férmula de Leibniz para o determinante de matrizes (vide (10.17), pagina 504), g'@t ... gmam €ayeray, €0
determinante da matriz ¢*, composta pelas componentes do tensor métrico contravariante, e esse determinante vale g~!.
Em particular,
e o= gley,, =g . (35.35)
Como dissemos, mais propriedades dos simbolos de Levi-Civita serao apresentadas no Apéndice 35.A, pagina 1865.

e O mapa dual de Hodge

Em havendo um tensor métrico g em M, é possivel definir um isomorfismo entre A" (M) e A™~"(M) com propriedades
de especial interesse, denominado isomorfismo de Hodge, operacio x de Hodge, mapa dual de Hodge, dualidade de Hodge'*
ou talvez outros nomes similares.

Podemos definir o chamado mapa dual de Hodge, como sendo a aplicagio linear H, : A"(M) — A™~"(M) dada por

1 £/ . ) .
I, (;Wn...l, dz™ A /\dm”’) = iﬂ Piyeriy€ dx? A Ndadmer (35.36)

(m —1)! g1 dmer
lel ¢ i tI'D(l lZidO 0T mera conve: ié cia,
(m—m ¢ p g

como ficard claro nas expressoes que obteremos adiante. E claro por (35.36) que J{, transforma as componentes ¢, ...;

Vel i1eir

i
T Pirin € Jiim

onde g é o determinante da matriz g;; que compde o tensor métrico. O fator

de uma r-forma nas COYIlpOIlCIltCS

. de uma (m — r)-forma.

e Propriedades bésicas do mapa dual de Hodge

Listemos algumas das propriedades basicas do mapa dual de Hodge.

Proposicao 35.3 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensio m. Seja r € {0, ..., m}. Para o mapa dual de
Hodge H,., definido em (35.36), valem as sequintes propriedades titeis:

1. Para 1l € A°(M), temos

Ho(1) = —Vﬁ‘f‘ €y, dait Ao Ndeim = \/lgldat A Ada™ € AT(M). (35.37)

2. Para ¢ = ¢,..,, dz' A--- Adz™ € A" (M), temos

X, (1191..;rndl.1 /\.”/\dwm) _ Vgl 4#1---,m ) (35.38)
m! g m!

148ir William Vallance Douglas Hodge (1903-1975).
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3. Para as composi¢oes Hy,—p 0 Hy : A"(M) — A"(M) e Hy 0 Hypeyp : A™"(M) — A™7 (M), temos:

Hopp 0 H, = (4)“%”% id, , (35.39)
HypoHpeyr = (71)“”*’)% id e (35.40)
Note-se que % = +1, caso o tensor métrico seja Riemanniano, e % = —1, caso seja Lorentziano.
4. Para todos w, ¢ € A"(M) vale
1
W Aromr ({}f,.(g)) = a0, SV gl A A da™ (35.41)

onde escrevemos w = Jw, ., dz A---ANda® e (= %(b]_“bv dabt Ao Ndzx e AT(M).
5. Para todos w, ¢ € A"(M) vale
@ Arimer (36000)) = CAnmer (3(@) - (35.42)

Comentirios. 1. Com (35.39) e (35.40) podemos identificar o operador inverso (H;) ™' : A™="(M) — A" (M) como sendo

(3)7" = (71)“’"*’)%9{,”4. (35.43)

Observe-se que (9{0)’1 = éj{m e (j{m)" - %HO_

II. Se M for compacta, orientével e sem fronteira as relagoes (35.41) e (35.42) mostram que

@ Do = [, (A (3600 L] s € A e

7!

17
= (Wayora, €M) Vgl dat - - da™ (35.44)

™ Jm
define uma forma bilinear em A"(M) que ¢ simétrica, (w, C);udgc = w );udgc e, no caso de g ser Riemanniano, positiva. »

Prova da Proposi¢do 35.3. Como 1 € A°(M), temos de (35.36)

Ho(1) = Vel i dat A Adaim = \/lg[ dat A---Ada™ € AT(M) .

m! B
Para ¢ = ¢, dzt A+ Ada™ € A™(M), temos

Hon(rmtrt Ao nda™) = g g o O VL (35.45)
g

A prova de (35.39) ¢ apresentada no Apéndice 35.B, pagina 1868. A relacao (35.40) é obtida de (35.39) pela troca
r (m—r).

As demonstragoes de (35.41) e de (35.42) (que é uma consequéncia elementar de (35.41)) sao apresentadas no Apéndice
35.C, pagina 1869. ]

e Comentario sobre outras notagoes para o mapa dual de Hodge

Advertimos o leitor que muitos textos empregam uma notagao simplificadora para o mapa dual de Hodge: ele é
denotado apenas por *, sem referéncia ao indice r, que indica sobre qual espago A"(M) ele age. Por essa razio o mapa
dual de Hodge é muitas vezes denominado operador estrela de Hodge (“Hodge star operator”). Uma relagiao como (35.39),
por exemplo, se expressa nessa notagao

% = (—1)T("’7T)‘g—| .
g
Neste texto evitaremos o uso dessa notagao simplificadora por entender que ela pode conduzir a mal-entendidos de
diversos tipos.
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35.2.2 A Coderivada Exterior

Conforme a definigdo da Secao 35.1.1, pagina 1843, a derivada exterior d,, r = 0, ..., m, é um mapeamento linear
d, : A" (M) — A1 (M). Com uso do mapa dual de Hodge podemos definir um operador dual & derivada exterior.

Definimos a coderivada exterior, ou codiferencial, como sendo o operador df : A”(M) — A"~1(M) definido por

b= (=) (Ho1)  odm 03, (35.46)

r

Na literatura, a coderivada exterior, ou codiferencial, d é também frequentemente denotada por 4.

A relacdo entre d e df pode ser esclarecida no seguinte diagrama comutativo:

Am=r(M) e Amert1 ()

%_ l(ﬂ’”)ﬂ 4 (35.47)

(~1md}

AT(M) ATY(M)

Por (35.43), (%,,1)71 = (—1)“’““"’””@Hm,r“ e, portanto, podemos também escrever

df = (=)D g od o,

lg|

Sucede ainda que r+ (r —1)(m —r+1) = [(r+ 1)m +1] +2(r —m —1) —r(r — 1) e como 2(r —m —1) e r(r — 1) sio
sempre nimeros pares, podemos escrever

ai = (71)<T+1>m+‘§| Hoys1 © Ay 0 H, . (35.48)

T

Escrevemos essa expressio pois a codiferencial di é muitas vezes definida dessa forma na literatura. A definicio (35.46),
porém, lhe é superior.

Dela podemos ver facilmente que dlfldl = 0. De fato,
df_ydl = —(H2) odmy10H 10 (M) odmp o, = —(Hy2)  0dmori10odm oM, = 0.

pois ja sabemos que dy,—p41dm—r = 0.
Em analogia & (35.19), pagina 1846, o encadeamento das aplicacdes df. : A”(M) — A"~'(M) pode ser pictorialmente
representado pelo seguinte diagrama:

i i 1 at i
0 <M a0y By S I gy P Amn) 0. (35.49)

Acima, i representa a inclusdao de {0} em A™(M). A composi¢io de duas aplicagdes sucessivas (na diregao das flechas)
resulta na aplicagao nula.

Para uso futuro exibimos a expressao explicita para dJ{ agindo em uma 1-forma w = w;dz? € A'(M), arbitraria:

1 9 1 9
dI (widz’) = —————(9"wjVlgl) = ———===(w'VIgl) - (35.50)
,/‘g|8r’( ) Vel [“)wl( )
A demonstracao pode ser acompanhada no Apéndice 35.D, pagina 1870.

e Formas coexatas e cofechadas
Para a codiferencial d' podemos introduzir defini¢des analogas as que apresentamos para a derivada exterior.
Uma r-forma « é dita ser uma forma coezata se o = dr_“ﬂ para alguma r + 1-forma £.

Uma r-forma « é dita ser uma forma cofechada se dfa = 0.
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De forma andloga ao que fizemos na definigdo da co-homologia de de Rham. definimos os grupos de homologia
associados a codiferencial por
H (M) := Ker (d})/Im (d},) .
Como as aplicagoes H,, r = 0, , m, sao isomorfismos de espagos vetoriais, é facil ver por (35.46) que Ker (dl) =

(i}{,.)AKer (dm—r) € Im (dIH) = (i}(r)ilKer (dm—r—1). Assim, concluimos que

H,(M) ~ Ker(dp—r)/Ker (dpm—r_1) = H" (M),
com o isomorfismo sendo dado por (9{,.)71. Assim, os grupos de homologia associados & codiferencial sdo isomorfos a
grupos de co-homologia associados & diferencial exterior. A contemplagio do diagrama comutativo (35.47), pagina 1855,

pode ajudar a compreensao desses fatos.

e O adjunto formal da derivada e da coderivada exterior

Uma das qualidades especiais da coderivada (e de toda a teoria da dualidade de Hodge) reside na seguinte proposicao:

Proposigao 35.4 Seja M uma variedade diferencidvel, compacta, orientdvel e sem fronteira e seja < ‘>:m» a forma
bilinear definida em (35.44), pdgina 1854. Entdo, vale
—1
I C L) Y (35.51)
para todos a € A""Y (M) e B € A"(M). Nesse sentido, podemos afirmar que di. ¢ o adjunto formal de d,_. m]

Demonstragdo. Temos que

(o, i)t = /M (a Ar1,mert1 }cT,l(d,f.;a)) = H)f/M (a Ar1,mert1 (dm,T}CT(ﬁ))).

Agora, pela regra de Leibniz para a derivada exterior (35.16), pagina 1843, vale
A1 (2 Avc1,mr 3 (B)) = (dr-10) Apymr 7 (B) + (=) '@ Arot,mrg1 (A3 (B)) -

Assim,

(o dif)ot, = [ (@) A 36008) = [ s (@A e 56,(5))
M M

Hodge
Pelo Teorema de Stokes, e pelo fato de M ser compacta, orientdvel e sem fronteiras, a segunda integral do lado direito é
nula. Assim,

35.4 T

(o, dip) " = /A (dr10) A 9:(8) “EY (diro, )

Hodge Hodge ’

completando a demonstragao. |

e A forma bilinear de Hodge no caso Riemanniano

Para M for compacta, orientdvel, sem fronteira, de dimensdo m e dotada de um tensor métrico g, definimos em
(35.44), pagina 1854, a forma bilinear de Hodge <», <>7 no espago das r-formas A”(M).

Hodge

No caso de o tensor métrico g ser Riemanniano, afirmamos que para toda o € A"(M) vale <a, O<>:Iom >0 e que se
<a, a>:'mge = 0 se e somente se & = 0. De fato, por (35.44), escrevendo em componentes o = %a“_““ dzit A - Adatr,

.

temos (a, @), = L [us (g, a,0®%) \/Igl dat - - dz™. Agora, como g é Riemanniano, para cada p € M podemos

encontrar um sistema de coordenadas onde g é diagonal: g;;f = §%. Nesse ponto, e nesse sistema de coordenadas, teremos
2
ayar m m " 9 A7 : N ay--a,.
Qg oo, 1 = Zu;:l e Za’v:l (aal,__ar) > 0. Como o lado esquerdo é invariante, provafnos que (aal_,_%a 1 ) >0
em todo sistema de coordenadas locais e em todo ponto de M. Como a medida de integragao é positiva, isso estabeleceu
r - v R
que <a, a>Hung > 0. Pela mesma razao <a, a>Hodgc = 0 implica ay, .., = 0 quase em toda a parte, e para todos os
possiveis indices. A continuidade de « implica, portanto, que suas componentes devem ser identicamente nulas.

Em resumo, provamos:
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Proposicao 35.5 Se M for compacta, orientdvel, sem fronteira, de dimensao m e dotada de um tensor métrico
Riemanniano g, a forma bilinear de Hodge < »>T define um produto escalar em A"(M). [m}

Hodge

35.2.3 O Operador de Laplace-de Rham

Na Secao 34.2.4, pagina 1771, descrevemos uma generalizagio do operador Laplaciano para fungdes agindo em variedades
diferencidveis dotadas de uma conexao de Levi-Civita, o chamado operador de Laplace-Beltrami. Fazendo uso do mapa
dual de Hodge vamos agora tratar de uma outra generalizagio para formas diferenciais (de grau qualquer) definidas em
uma variedade diferencidvel: o chamado operador de Laplace-de Rham.

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdao m e seja r € {0, ..., m}. O operador de Laplace-de Rham,
denotado por A = A, : A"(M) — A"(M) é definido por

A, = dl o de 4 doadl (35.52)

Se M for orientdvel, compacta e sem fronteira, é evidente por (35.51) que A, é um operador simétrico (formalmente

autoadjunto) em relagio & forma bilinear (-, <>:Mgc:

(O ArB) e = (Bras B, (35.53)
para todas o, 8 € A"(M).
E. 35.7 Ezercicio fdcil. Prove isso! Sugestdo: use (35.51)! *

Além disso, (35.51) e a simetria da forma bilinear (-, - informam-nos também que
’ ’ Hod;
odge
r—1
Hodge ’

r r—1  (35.51)

Hodge

1
Hodge

<a, Arax;::m = <a, d1+ld,.a> + (a, d7.,1d;r,a> (dra, dra> + <d10¢, d;’a>

Hodge
para todo o € A”(M). Assim, no caso de g ser um tensor métrico Riemanniano, concluimos que o operador de Laplace-de
Rham A, : A"(M) — A"(M) é um operador ndo-negativol®, pois nesse caso (d,a, dra>;:r:m >0e (dla, dlaﬁjg > 0.
Outras consequeéncias de (35.54) serao discutidas adiante.

E interessante obtermos uma férmula mais explicita em coordenadas locais para Agf, sendo f € C®(M) = A°(M).
Como A f = didof (pois d(’;f =0), o resultado ¢

1 9 . Of
- = ij 2 35.5
Aof \/@aw ( gl g Bm") . (35.55)

Isso é uma consequéncia imediata do fato que dof = %dw’ e da relagao (35.50).

O estudante deve aperceber-se do fato que (35.55) difere por um sinal da expressio correspondente para o operador
de Laplace-Beltrami (no caso de conexoes de Levi-Civita), expressao (34.145), pagina 1773. Isso se deve ao emprego de
diferentes convengoes de sinais nas defini¢bes do operador de Laplace-de Rham e do operador de Laplace-Beltrami, fato
que provavelmente tem meramente uma origem histérica.

35.2.3.1 Definindo Gradiente, Divergente e Rotacional Via Formas Diferenciais

Uma das qualidades especiais de formas diferenciais, da derivagao exterior e da coderivagao, é poder, no contexto de
variedades diferencidveis gerais dotadas de um tensor métrico, definir certos operadores diferenciais familiares ao Cédlculo
em R3, como o gradiente, o divergente, o rotacional, além do operador de Laplace-de Rham, apresentado logo acima.
Comentamos que uma outra via de definigao de tais operadores por meio de conexdes afins (exceto para o rotacional) é

15A positividade dos operadores de Laplace-de Rham A, pode parecer estranha a quem estd acostumado a ver —A como um operador
positivo no espago Euclidiano R™. Essa diferenga de sinais ¢ consequéncia de uma diferente convengao histérica. Vide também o comentério
que segue a equagao (35.55), adiante.
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seguida na Se¢ao 34.2.4, pdgina 1771. Em um certo sentido as defini¢des daquela se¢do sdo um tanto mais gerais, pois
aplicam-se também a conexdes que nao sejam de Levi-Civita. Conexdes de qualquer tipo ndo desempenham nenhum
papel no que segue.

e O gradiente de um campo escalar

Seja f € C®(M) = A°(M) um campo escalar definido em uma variedade diferenciivel de dimensio m. Definimos
seu gradiente em (34.134), pagina 1771), como sendo o campo vetorial dado por grad (f) := g# (dof).

As aplicagoes g# : AY(M) = 27*(M) — 2 (M) e gy : Z (M) — 2*(M) = A'(M), que sio inversas uma da outra,
foram definidas em (34.17) e (34.20), respectivamente (vide pdgina 1744).

e O divergente de um campo vetorial

Seja v € 2 (M), um campo vetorial definido em uma variedade diferencidvel de dimensao m. O divergente de v é
definido por

div (v) = (%0)’1(%_1(%1 (g,,(v)))) = —di(gy(v)) € A%M) = C=(M). (35.56)

e O rotacional de um campo vetorial

Seja v € 2°(M), um campo vetorial definido em uma variedade diferencidvel de dimensao m. O rotacional de v é
definido por
rot (v) = Ho (dl (gn(v))) € A"2(M). (35.57)

Como se vé, rot (v) é uma (m — 2)-forma.

e O Laplaciano de um campo escalar

Para f € C°°(M), definimos o Laplaciano de f com uso do divergente e do gradiente definidos acima:

Af = div(grad f) = dl(gg(grad f)) = —di(dof) = —(dido +dod}d)f = —Aof .
Observe-se que por essa defini¢ao o sinal sai correto!

e Verificando algumas propriedades das defini¢oes

Vamos agora verificar se e como os operadores diferenciais definidos acima satisfazem propriedades que lhes sao
comummente atribuidas no Calculo em R3.

Como no Calculo em R?, gostariamos de mostrar que também nesse caso geral tem-se rot (grad f) = 0. Isso de fato
¢é assim, pois
rot (grad f) = f}fz(dl(duf)) =0,
dado que dydg = 0.

Gostarfamos de mostrar também que div (rotv) = 0 para v € 2 (M). Mas rotv é uma (m — 2)-forma e, por isso, a
combinagao div (rotv) em geral ndo faz sentido, pois o divergente s6 estd definido sobre campos vetoriais. H4 um caso
especial, porém, no qual o cdlculo pode ser feito, fornecendo o resultado desejado.

Para m = 3 o rotacional rot v é uma 1-forma e, portanto, g (rot v) é um campo vetorial, do qual podemos calcular o
divergente. Assim,

div (gﬁ(rotv)) = 7d1(rotv) = ;7(11 (D{Q(dl(gu(v)))> = 7‘;5511 (di(({}fg)il(gu(v)))) =0,

pois d;d; = 0. Acima, usamos o fato que

Haod = %d; o (3)7", (35.58)

obtido de (35.48) para m = 3. Verifique!
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Por fim, ainda no caso m = 3 calculemos

rot (g’I (rot (1)))) = Ho (dl (f}Cg (dl en (1))))) (39.2%) %‘d; (dl (gu(v))

_ %' (81— dod}) (gp()) = % [ (g3(0)) + dodiv (v)] -
Dessa forma, temos finalmente

g* (rot (g" (rot (U)))) = % {grad (div (v)) + g (Al (gﬁ(v)))] .

Essa expressio generaliza uma bem conhecida expressao do Caleulo em R3: V x (V x v) = grad (divv) — Av (vide
(4.29), pdgina 300). Aqui devemos lembrar o fato ja apontado que, na convengio adotada, o sinal de Ay, definido sobre
1-formas, é o oposto do que deveria ser pela convengao usual.

e Férmulas explicitas para o Laplaciano, o gradiente, o divergente e o rotacional

Para propésitos mais praticos, é util expressar os diversos operadores diferenciais que introduzimos acima em com-
ponentes em sistemas locais de coordenadas.

Para f € C°°(M), temos para o operador Laplaciano obtido acima A f = —A f, onde A f foi fornecido explicitamente
em (35.55).

Para f € C°°(M), sabemos que

af\ o
. — (4
grad f = (g (')IJ) gy

em uma carta local de coordenadas. Essa expressio em nada difere do gradiente definido na Segéo 34.2.4, pagina 1771
(vide (34.138)).

E. 35.8 Ezercicio. Mostre que para o divergente definido em (35.56), vale

. 1 90 i -
dive = \/ﬁﬁ( lg|v ) s (35.59)
onde v = 1)‘% € %' (M) é um campo vetorial infinitamente diferencidvel. Sugestdo: use (35.50), pagina 1855. £

O estudante deve observar que a expressao (35.59) para o operador divergente em nada difere da expressao (34.143),
pagina 1772, obtida no contexto de conexoes de Levi-Civita.

Mostre que para o rotacional definido em (35.57), vale

Vgl iva izh O, J dm—
rotv = oo Eabjy-jm_s 9797 817: dx’t Ao Ada?m? (35.60)
v/ d ! ,
= le] iagioo Q01 ¥) 4\ gpinee ¢ ATE(M) (35.61)

m—2) Eabjy-jm-2 9 9 Drit

onde v = vi% € %' (M) é um campo vetorial infinitamente diferencidvel.

E interessante considerarmos o caso m = 3. Mostre que nessa situacdo obtém-se de (35.61) que

ia e O 9 )

g (rotv) = ( Il cave 99" 9" Tj‘]) i (35.62)
_ (Ve aw) o _ (Ve ) o .

- ( g Sk B ) Bt T g 9F T 0w ) ox (35.63)
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Vale comentar aqui que, como rot v é, nesse caso, uma 1-forma é a expressdo gu(mt v) que verdadeiramente descreve o campo vetorial
associado ao rotacional.

No caso m = 2 o rotacional rot v de um campo vetorial v = v’% € 2°(M) é uma 0-forma, ou seja, uma funcdo escalar. Constate
que o rotacional nesse caso é dado por

9(gi0 0"
rotv = +/|g] cap 979" % € A(M). (35.64)
'
Use (35.61). ES

e Férmulas explicitas no caso de variedades Riemannianas tridimensionais

E interessante para o estudante comparar a expressio (35.63) com a bem conhecida férmula (4.17), pdgina 299, para
o rotacional no espago Euclidiano R?.

E. 35.10 Ezercicio. Seja M uma variedade Riemanniana de dimens3o 3. Um sistema de coordenadas é dito ser ortogonal se o tensor
métrico g for diagonal gi; = (h1)2, parai=1, 2, 3, e gij =0casoi # j. Em R?, por plo, hd diversos sistemas de coordenadas que
tém essa propriedade (ex: coordenadas Cartesianas, esféricas, esféricas cilindricas, elipticas cilindricas, parabdlicas cilindricas, cénicas,
bipolares, esferoidais prolatas, esferoidais oblatas, parabélicas, toroidais, biesféricas, elipsoidais confocais, parabdlicas confocais etc. Vide
e.g., [20] e/ou [346] para uma lista talvez mais extensa). Mostre que em tal caso tem-se para o Laplaciano de uma fungdo f € C*(M)

_ 0 [0 (Mhedr\, o (hhorY, o (hhsof
A= piah, [azl ( I 01‘) * a2 ( T 012> t o ( ha 015)] : (35.65)

Além disso, mostre que para o gradiente, na base ndo-normalizada {% ﬁ, %} tem-se

AN RN RN AN )
grad f = ((m)2 azl) 2t ((h2)2 0z2) 222+ ((h3)2 Oz3> Pl

e para o divergente de um campo vetorial v = 'u’% € 2 (M)

1 2] 1 2] > 2] 3
Vv = e [w(hlhzhw ) + gz (hahahsv®) + o (hihahav®)
e para o rotacional de um campo vetorial v = 7.1’% € Z(M)
g“(rotv) =
1 ((ha)*v*)  9((h2)*?)\ @ o((ha)*v")  9((hs)*®)\ o . ((h2)*v?)  9((m)*")\ @
hihshs 92 0s® P 95 Oal 0x? oxt T 0a? 923 | -

Adverténcia. O leitor deve tomar um certo cuidado com as férmulas acima para o gradiente, divergente e rotacional, pois os vetores
de base %, % e % nao estdo normalizados. Se introduzirmos os versores (vetores normalizados a 1)

10 19 )

e 1= ——— ey 1= ——— ey = ———
hy Ozt ha 022 hs 0x3 "’

teremos, agora sim, g(ei,
cada indice a definimos 7'

= di;. O vetor v = 'u‘% se expressa nessa nova base como v = T'e; + ez + T-es, sendo que, para
2v" (sem a convengdo de Einstein aqui).

Para o Laplaciano a férmula (35.65) nio se altera, mas nessa nova base temos: para o gradiente, divergente e rotacional

; - (Lof Lof R
grad f = (}L1 Bwl) et (hz 31:2> e+ (hra 01‘3) €3 (35.66)
1 9 9 9 .
Voo = o [ﬁ(hzh;ﬁl) + w(hlhgﬁ) + @(mhﬁ)} , (35.67)

hihahs Ox? dz3 dz3 oz Ozt dz2

Plrote) = L Ka(hﬁf) B 6(};2?2)> - (a(hwl) B 8(h3? > - (0(;@2) B 0(;@')) hgex](35.68)
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H3 quem goste de expressar (35.68) como

hier hges hses

8 a a . (35.69)

g"(rotv) = 1 et
hihahs T T

o' hat® haT®

As expressdes (35.65), (35.66), (35.67) e (35.68) sdo lteis quando o desejo é expressar esses operadores diferenciais de forma explicita
em um sistema de coordenadas ortogonal em uma variedade tridimensional, por exemplo, em R®. Vide [20] e/ou [346] para diversos
exemplos. *

e Férmulas explicitas no caso de variedades Riemannianas bidimensionais

O caso de maior interesse em aplicagoes é aquele no qual o tensor métrico é Riemanniano e o sistema de coordenadas
é ortogonal, caso em que g é diagonal: g11 = (h1)?, goa = (h2)? e g1a = go1 = 0. Nessa situaciio temos para o operador

Laplaciano
.1 0 (hy Of 9 (hy Of ;
A= L’);El (hl ml) * o2 (hQ %2)| (35.70)

3 ars adiente. na base na 9 9
Além disso, para o gradiente, na base nao-normalizada {ﬁ EF}* tem-se

/1 9f\ 9 1 af\ o
wdf = () oo+ (s o

e para o divergente de um campo vetorial v = v* 6? € 2 (M)

Vv = ﬁ [%(mhzvl) + J%(hlhzvz)] .

Para o rotacional, temos segundo (35.64),
1 0 22 0 21
rotv = i [m ((hg) v ) i (()1,1) v ) .

E. 35.11 Ezercicio. Verifique as férmulas acima! o+

Se introduzirmos os versores (vetores normalizados a 1)

1 0 1 0
el ‘=27, € = ———,
hy Ozt ho 022
teremos g(e;, e;) = d;;. O vetor v = v ;2 se expressa nessa nova base como v = T'e; + T%ey sendo que, para cada

indice a definimos 7* = h,v® (sem a convengao de Einstein aqui). Com isso, teremos

(1 of 1 0f
gradf = (Eﬁ)elJr(EW)e% (35.71)
1[0/ o 1 .
LA [Trl (ha') + 25 (mz)], (35.72)
1 [0 9
oty = e [ﬁ<h2’l_72) —ﬁ(hﬁl)] } (35.73)

Novamente comentamos que (35.70), (35.71), (35.72) e (35.73) sao 1teis quando férmulas explicitas desses operadores
sdo requeridas.

Fh=12%
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35.2.4 Formas Harmonicas. O Teorema de Decomposicao de Hodge e o
Teorema de Hodge
Vamos nesta se¢ao tratar de temas cuja validade limita-se (até onde o conhecimento do autor lhe permite ver) a variedades

Riemannianas. A teoria das formas harmonicas e o Teorema da Decomposicao, que encontraremos adiante, foi uma das
motivagoes originais de Hodge ao desenvolver sua teoria da dualidade de formas diferenciais.

Doravante, nesta se¢ao, M serd uma variedade Riemanniana compacta, orientavel e sem fronteiras e de dimensao m.

e Formas harmoénicas

Uma r-forma ¢ € A”(M) é dita ser uma forma harménica se satisfizer A, = 0. E elementar constatar que a colegao
das r-formas harmonicas é um espago vetorial (real). Esse espaco é denotado por Harm" (M) sendo que, naturalmente,
Harm" (M) C A"(M). Note-se que, por defini¢io

Harm"(M) = Ker (A,) . (35.74)

Ao longo desta segao demonstraremos alguns fatos importantes sobre Harm" (M).
A relagao (35.54) e a Proposicao 35.5, pagina 1857, permitem-nos inferir, sem necessidade de demonstracio, o seguinte
resultado bdsico:

Lema 35.2 Seja M uma variedade Riemanniana, compacta, orientdvel e sem fronteiras e de dimensao m. Uma r-forma
¢ € A"(M) € harménica se e somente se satisfizer d.( =0 e di¢ =0, ou seja, se e somente se for fechada e cofechada.
a

Um coroldrio simples, mas fundamental para o Teorema de Decomposicao de Hodge, Teorema 35.4, pdgina 1862, é o
seguinte:

Corolario 35.2 Seja M wma variedade Riemanniana, compacta, orientdvel, sem fronteiras e de dimensao m. Entao,

(drrw, €)= 0, (35.75)

(dlp Q) = 0, (35.76)

(drorw, di ), = 0, (35.77)

para todas w € A""Y (M), ¢ € A"*H(M) e ¢ € Harm” (M). [m]

Prova. A prova faz uso de (35.51) e da afirmac¢ao do Lema 35.2 de que toda forma harménica é fechada e cofechada.

. r (3551 r—1 . t r o (35.51) 4l
Assim, (d,_1w, Qﬁndge = (w, dI.()HMgE =0, pois df¢ = 0. Analogamente, (d ¢, §>Hndge = (o, dTQHodge =0,
pois d,¢ = 0.

Finalmente, (d,_1w, di+14p>;ndgc (s5.51) (w, df,diﬂ\p);odgc = 0, simplesmente pois didiﬂ =0. ]

e O Teorema de Decomposi¢gao de Hodge

Chegamos agora a um dos resultados mais importantes da corrente segao.

Teorema 35.4 (Teorema de Decomposi¢ao de Hodge) Seja M uma variedade Riemanniana, compacta, orientdvel
e sem fronteiras e de dimensao m. Entdo, A"(M) possui a sequinte decomposi¢ao ortogonal:

A"(M) = Im (dy—1) ®Im (d!,,) ® Harm" (M) , (35.78)

com a soma ortogonal sendo no sentido do produto escalar de Hodge < '>jrmm em A"(M). [m}
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E importante observar que o Teorema de Decomposigao de Hodge, Teorema 35.4, estende parcialmente o Teorema
de Decomposigéo de Helmholtz, Teorema 44.3, pagina 2531, discutido na Secao 44.2, pagina 2531. Fazemos notar que
o Teorema de Decomposicio de Helmholtz é vélido para campos vetoriais definidos no espaco Euclidiano R?, que néo é
um espago compacto, e possui hipéteses adicionais que automaticamente eliminam a componente harmonica.

Prova do Teorema 35.4. Primeiramente, afirmamos que Im (A,) C (Harm" (M ))Lv onde o complemento ortogonal é no
sentido do produto escalar de Hodge (-, -)! em A"(M). De fato, por A, ser formalmente simétrico (vide (35.53)).

Hodge
vale
r

O

para todo a € A"(M) e todo ¢ € Harm"(M). Em verdade, é possivel provar que A, é inversivel no complemento
ortogonal de seu niicleo'6, que, por definigio ¢ Harm” (M) (vide (35.74)). Assim, para todo ¢ € (Harm’(M))L tem-se
¢ € Im (A;). Logo, A"(M) = Im (A,) ® Harm" (M), (com a soma direta ortogonal sendo no sentido do produto escalar
de Hodge).

Isso provou que todo w € A"(M) é da forma w = A,¢ + ¢, para algum ¢ € A"(M) e algum ¢ € Harm"(M).
Consequentemente, pela defini¢ao (35.52),
¢ = dlyy (o) +droa (dle) +.
Isso mostrou que todo elemento de A"™(M) é a soma de um elemento de Im (d,_1), de um elemento de Im (d:rH) e de
um elemento de Harm" (M).

As relagoes (35.75)(35.77) estabelecem justamente que esses trés subespagos Im (d,.,l)A, Im (lerl) e Harm" (M) sao
Hodge-ortogonais. Isso completa a demonstragao. |

e O Teorema de Hodge

O Teorema de Decomposicao de Hodge, Teorema 35.4, possui uma consequéncia, também estabelecida por Hodge,
que contém uma importante informacao sobre a rela¢ao entre os grupos de co-homologia de de Rham e o espago das
formas harmonicas. A saber, sob as devidas hipdteses, esses dois espagos vetoriais sao isomorfos.

Teorema 35.5 (Teorema de Hodge) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensio m, compacta, orientdvel e
sem fronteira. Entdo,
H"(M) ~ Harm’ (M) (35.79)

para todo r € {0, ..., m}. m]

Prova. Por defini¢iio, cada elemento de H" (M) é uma classe de equivaléncia da forma [w] = {w+d,_1¢, ¢ € A""1 (M)} C
A"(M), onde w € Ker (d,) e ¢ € A"~1(M).
Pelo Teorema de Decomposigao de Hodge, cada w + d,_1¢ € [w] pode ser escrito na forma w + d,_1¢ = d,_10w ¢ +

diﬂﬂw,(ﬁ + Yeo,pr Onde iy € ATTHM), Bup € ATTH(M) e vu,4 € Harm”(M). Como dyw = 0 e dyd,—1 = 0, segue
também que para todo ¢ € A"~H(M),

0 = di(wtdr18) = do(dr10ug+dl 1 Bug+700) = drdlyiBug,
pois drdy—1 = 0 ¢ pois d,yw,¢ = 0, j& que Y, ¢ harmonica. Assim, drdj.“b’w,(p = 0. Disso segue que

(35.51) 1
<di+1f3w.dn d1+lﬁw<'f)>;udge = (Bugs drd1»+15w,¢>;udge =0,

o que implica diﬂﬂw@ =0 e, portanto, w + d,—1¢ = dr—10w,¢ + Ye,¢-

16Por ser simétrico e positivo, A, possui, pelo Teorema de Extensdo de Friedrichs, Teorema 41.8, pagina 2379, ao menos uma extensio
autoadjunta e positiva Af agindo no espaco de Hilbert " construido completando-se A™(M) na norma induzida pelo produto escalar de
Hodge (-, ~>;Udgu. Por AF ser autoadjunto, vale .¢" = Ker (AF) @ Im (AF) (Teorema 41.10, pagina 2361). A restricio de AF a Im (AF)
tem inversa compacta, devido & compacidade de M. Essa inversa possui um niicleo integral (por ser compacta) e com ele é possivel provar a
invertibilidade de A, na sua imagem em A”(M).
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Vamos agora provar que 7,4 independe de ¢ e, portanto, é constante em toda a classe [w]. Tomando ¢’ € A"~ (M),
escrevamos w + dy_1¢’ = dy_10, ¢ + Yu,¢r- Valerd

(w+dro19) = (w+dro1¢) = dro1(Quop — Cusr) + Yot — Yoror -
Assim, Y6 — Yoo, = dr—1 (¢ — ¢ — e+ (prl) € Im (dr—1). Como 7,4 — Yu,¢r € Harm" (M), segue do Teorema da
Decomposicao de Hodge que Yu,¢ = Yuw,¢- Assim, podemos ignorar a dependéncia em ¢ e escrever apenas 7).
Depreendemos disso que existe uma aplicagao P, : H" (w) — Harm" (M) que associa Plw] = -

Afirmamos que P, é linear. Sejam a1, as € R. Entao, P, (al [w1]+a2[wz]) = P,.([a1w1+a2wQ]), mas para ¢ € A" (M),

(arw1 + agw2) +dr1¢ = a1(wr + dr_19) + az(wz + dr—19) + (1 — a1 — ag)d, 10

= dr71(a1awo + 20,6 + (1 —a1 — az)é”) + 1Y) + @2 Vws] 5
0 que mostra que
P, (a1[w1] + az[wa]) = Pr(larwr + aswa]) = a17w,] + 02Vwy) = @1Pr[w1] + a2 Prlws]

e estabelece a linearidade de P,.

Como toda ¥ € Harm" (M) satisfaz d,5 = 0, temos que Harm" (M) C Ker (d,) e temos [J] € H"(M). Evidentemente
P,[7] = 7. Isso mostra que P, é sobrejetora.

Afirmamos que as classes [w] € H"(M) sdo univocamente determinadas por P.[w] = 7). Suponhamos que haja
w, w' € Ker (d,) tais que P[w] = P[] =~ € Harm"(M). Para ¢, ¢’ € A""1(M), teremos w + dy—1¢ = dp_100,,6 +
ew +dr_1¢) =dr_1aur g+ Assim, w —w' = dT_l(awyd, — Qg + @ — ¢), o que significa que w — w’ € Im (d,—1) e,
portanto, implica [w] = [w'].

Concluimos disso que P, : H"(w) — Harm" (M) é também injetora e, portanto, é bijetora, ou seja, é um isomorfismo
linear entre H" (w) e Harm"(M). ]

O Teorema de Hodge, Teorema 35.5, pdgina 1863, tem uma consequéncia digna de nota: se a variedade M adicional-
mente for contrativel, entdao, segundo o Lema de Poincaré, Harm" (M) ~ {0}, ou seja, M nao possui formas harménicas
nao-triviais (ou seja, nao constantes).
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Apéndices

35.A Os Simbolos de Levi-Civita

Muito tdteis nas manipulagoes deste e de outros capitulos sao os chamados simbolos de Levi-Civita, para os quais obteremos
alguns resultados relevantes. Esses objetos foram introduzidos no estudo do Grupo de Permutagdes na Segao 21.2.1.1,
pagina 1088, mas reapresentaremos sua definigao aqui.

Os simbolos de Levi-Civita sao definidos por

0, caso ao menos dois dos indices sejam iguais,
€ayoam = (35.A.1)
sinal (ah ey am) , de outra forma,
com ay € {1, ..., m} para todo k, onde, caso ai, ..., a, sejam todos distintos, sinal (al, am) vale +1 caso a
m-upla (al, am) possa ser levada a m-upla (1, m) por um nimero par de permutacoes e —1 caso a m-upla
(al, ey a,,,) possa ser levada & m-upla (1, ey m) por um numero impar de permutagoes. Vide Se¢ao 21.2.1.1, pagina

1088.
A férmula de Leibniz (10.17), pdgina 504, para o determinante de uma matriz A € Mat (C, n), pode ser escrita em
termos dos simbolos de Levi-Civita:
det(A) = Au, - Anegy,
onde também empregamos a convengao de soma de Einstein, sendo que os indices [ variam no conjunto {1, ..., n}.

Os simbolos de Levi-Civita podem ser expressos de uma forma alternativa, a qual é muito mais itil. Seja A(al N am)
a matriz m x m cujo elemento ij é dado por

61”1 o (5]’J4m
A(al, am)ij = 5111] s ou seja, A(al, am) =
0", 0,
Entao, vale
€ayay, = det (A(al, am)) . (35.A.2)
Essa igualdade pode ser demonstrada constatando-se que ambos os lados sao iguais quando (a1, ey a,,,) = (1, ey m)
(em cujo caso A(as, ..., am) = L), que ambos os lados anulam-se quando ao menos dois dos indices (a1, ..., am)

sao iguais (um determinante anula-se quando duas colunas sio iguais) e que ambos os lados trocam de sinal quando dois
indices sao trocados (um determinante troca de sinal quando da troca de lugar de duas colunas).

Com uso de (35.A.2) podemos provar diversas relagoes tteis. E fécil ver, por exemplo, que para os elementos de
matriz da matriz produto A(al, ey am)A(bl, ey bm) vale

m
(RS INCTRRN ) IED SN
k=1
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Portanto,

a1 amEbibm

— det (A(aL o am)A (b, bm)) = det

= det (A(ab,ﬁ abm)) = Capyap,,

Essa relagao

€ayamEbi-bm = Eayy-ap,, (35.A.3)
tem alguma utilidade, mas talvez mais til seja a seguinte identidade:
o, o,
Cayoan oy, = det | : . (35.A.4)
bm bm
6 ay e 6 am
Sua prova. novamente, pode ser obtida por constatagao: ambos os lados coincidem caso (al, ey am) = (17 m)
ou caso (bl, bm) = (1, ey m) e satisfazem as mesmas propriedades de antissimetria quando da permutacao dos
indices a; ou dos indices b;. Fazendo by = a; temos, Suspendendo o uso da convengao de soma de Einstein,
a Sa
1 LR L
b b b
5 2(11 () 2&2 () 2(17"
€araz-amEarbaby = b (35.A.5)
bm bin bm
6 ay (S az e 6 Am
Expandindo o determinante do lado direito na sua primeira linha, teremos
m
— 141 sax
Caraz—amCarbaby = A+Z(71) J mFl
=2
onde
b b b b sb
6%, 6%, 072, 07, %,
A = det : : ¢ onde F} é o determinante da matriz
b b b b b
6 az e 6 QAm {S ay 6 az e 6 Qam
com a [-ésima coluna omitida, sendo [ = 2, ..., m. Note-se que A nao depende dos indices a; e b; e que F}; nao depende
dos indices a; e by. Escrevendo apenas a dependéncia nos indices a, temos F; = Fl(al, A2y ey ALy ey a,,,), onde o

chapéu indica a omissao.
Vamos agora somar sobre o indice a;. Temos

m m

m m
Z €araz-amEarby by = mAJrZ(*l)Hl Z ((Su]alﬂ) = mA*‘Z(*l)l“Fl(az, az, oo, Gy ey )
=2

a;=1 a;=1 =2
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Como se vé, devido ao fator 41, e a soma em a1, a dependéncia com a;, que fora omitida em F} ressurge na primeira
posi¢ao, o que significa dizer que a coluna omitida na matriz ressurge na primeira coluna. Recolocando essa coluna de
volta & I-ésima posicao, o que custa um fator (—1) (justifique!), obtemos

b 5b
6 2(12 o zam
F = (=1)'det = (-4
Apy A2y - ony ALy eney A e
b sbr
5 az o 0 "U'm
Dessa forma, temos
m m
D Cwrmanarbpt, = MA=D A = A, (35.A.6)
ar=1 1=2
e concluimos que
dbz(l? o ébzam
m
> CurasanCarby by = det
ar=1
b b
6 az o 5 "U'm

Prosseguindo indutivamente, é ficil generalizar isso e provar que

by b,
O ey e 0,
m m
Z Z €y trsr amEar arbri1 by rldet . (35.A.7)
a=1  a,=1
§om Sbum.
9 a0 0,

Prove isso! Para entender a génese do fator r! observe que para r = 2 tem-se, pelo mesmo proceder que levou

a (35.A.6),
m m m—1
SN cvraramCarbaty, = mA =Y A = (m—(m—-2)4 = 24", (35.A.8)
a1=1as=1 =2
Bhﬂ"i 51)3"171
onde agora A’ = det s : . A é o determinante de uma matriz (m — 1) x (m — 1), enquanto que A’ é o determinante
sbm sbm
a3 am

de uma matriz (m — 2) x (m — 2). Devido a essa redugdo do tamanho das matrizes, em (35.A.8) asomaem [vaide [ =2atém—1e
possui m — 2 termos, como I3 indicado. Na soma em a3 havera analogamente um fator 3 que se juntard ao fator 2 acima produzindo
3!, e assim por diante. Complete os detalhes. *

E. 35.13 Ezercicio. Compare a expressio (35.A.7) com as expressdes (4.7), (4.8) e (4.9), pagina 297, obtidas para o caso m = 3.
E

Usando o fato de que o determinante de uma matriz é igual ao de sua transposta, podemos substituir o determinante

brg1 bm
s apgr 0 8 apt1
em (35.A.7) por det : - : . De acordo com a defini¢do de determinante de uma matriz, podemos assim
W :
5 +‘ﬂw1 6bmum
reescrever (35.A.7) como
m m
— ol §brer b ar
DD Car et an Caranbe by, = PO 8 e (35.A.9)
ar=1  ap=1
com os indices I; variando no conjunto {r+1, ..., m}.
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35.B Composicao de Mapas de Hodge. Demonstracao de
(35.39)

Tomemos ¢ = ;. ; dat A--- Ada'r € A"(M). Pela definigao (35.36), pagina 1853,

) i i Vil i - mr
I (o (i, da™ Ao nda)) = B o Ko (da? A A )
(m—r)!
g i oG o .
— . - = A dakr
(m _ r)!r! Piy-win (€ g1 Jm—r" ki-ky dz"™t A Ada™ .
Agora, .
SARELCS JrJm—r — i dmer
& i dmer ook, € Gm ke
sendo que, no caso de (i1, -+, ir, ,j1, -+ jm—r) serem indices distintos vale
driefim—r . gi10 irar ar. jm—ram — inal (7 : . B -1
ghirdidmer = ghta. L gir@r gt g Carerararsyam = SMAL(i1, <o iy J1, o mer)8
pois glat ... grar g(rtDargs . gman €ayoayapyr--a, ¢ O determinante da matriz g%, do tensor métrico contravariante, que

vale g~ . Assim, no caso geral tem-se

ghiridmer = g_lgll"'lrfl"'.hnfr .
Portanto,
i i lg| 1 k k
o (3o (f1y.ci, ™ Ao A ™)) = el e L A AL
|g| (—1)" ") k k.
N EW%‘l-~-i,-5,n---jm,m---i,-f_n---fm,,rkl---krdm PA-AdE
PR U8
N1 Cr
5.4 1)r(m—r) .
(SJ: % E( ) T iy det : : dz® AN dar.
g r " ’ :
5k, &y,

O fator (—1)"(™=7) que surge na segunda linha é devido & transformagzo de €iyei
a transposi¢ao de m — r indices j sobre r indices i, ao todo r(m — r) transposigoe:
—1.

e Jrevsim iy iy QUE eVOlVE
sendo que cada uma rende um fator

De acordo com a definigdo de determinante,

(;uk] a8y,
. . — gL i
det S =4 ki, ) K, Sl
LA LR
com os indices I; variando em {1, ..., r}. Assim,
67"«1 511kr
. . _ i sin _ —
@iy det |0 = i 0 gy, 0 €ty = Phy ek Bty = TNk
8Ty e 8T,

devido a antissimetria das componentes de ¢ por permutagoes de indices, Assim, finalizando, concluimos que

Hyr (%:»(99)) _ f}fm,,»(ﬂ'fr(g,ai‘__“dz“ Ao Adair )) _ ‘:_‘(71>1-(1nﬂ-)wk‘___krdzkl A AdzFr = %‘(71),.(mf,.)¢ ,
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para todo ¢ € A"(M), o que estabelece que

5006 = Bl1ymnia,
g

Note-se que ‘? = +1, caso o tensor métrico seja Riemanniano, e %‘ = —1, caso seja Lorentziano.

35.C Demonstracao de (35.41) e (35.42)

Sejam w = %wal o, TN Ndz e ¢ = %an--br da® A---AdaPr elementos arbitrarios de A”(M). Entdo, pela definigao
de ¥, em (35.36), pigina 1853,

w,
W Anmer (3(0) = » lgly (o g e nda™) e (Cb,}".b, S g pe dﬂ,>
_ Vsl biwby ach dao A dat dgim—r
= m Way ooy Cby by € Gredmey AT N ATt ATt A A da .
Renomeando os indices j1 — api1, -+, Jm—r — Qm, Obtemos
Viel b o a
W AR m—r (%r(()) = m(%.---a,%]mb,ﬁb‘ "'am...um)dx LA Adptm
gl
= )2 (m—r) (Wa,ma, ¢h b*Ebl...byarﬂ‘,‘am)dza‘ Ao Adatm
Observe-se agora que A™(M) 3 da®™ A--- Adz =¢, ., de' A--- Ada™. Assim,
1 o
e (3610) = ) o o VR A A 500
De acordo com (35.A.9)
EpyobyariramEaream = EapprrambyebeCapsiramar-ar = (=T Gy = Ohq, €1y,
com os indices [ variando no conjunto {1, ..., r}. Inserindo isso de volta a (35.C.10), obtemos
1
W A m—r (i}Cr(Q) = e (wa],,_a ¢onhing ) Viglda' A A da™ (35.C.11)
r! g v
e disso obtemos que
1
@A (30(©) = 0y, € TR A A (35.0.12)

pois (1 gy =14 devido & antissimetria das componentes de (. Isso demonstrou (35.41).

O lado direito de (35.C.12) ¢ invariante pela troca w < ¢, e disso obtemos que

@ Armer (H(0)) = CArmer (@)

que é a relacao e (35.42), como desejdvamos.
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35.D Demonstracao de (35.50)

Vamos aqui obter a relagio (35.50), da pagina 1855, com w = w;dz’ € AY(M).

d’:w = dI (wqedz®)
6329 7\% Hon 0 dyn1 0 H1 (wada®)
35.36 i
P2 gy ot (Vg @i, e A A

g
_mgin]lmim,,%m o dp—1 ( gl g 0w, dait /\m/\dzmﬁ)

g 9 i a j -
= 7m5]“]m]w719{m [% (\/ gl g ’”w“) dz® Nda?t Ao A da?m ’]

9 i1jo ot 2 prus
Hom, [81"( gl g w“)dx Adax® A~ Ndx

77g £
‘g|(m _ 1)!“jnj1~-~jm71€ajj»~1mfn

(35.38) g lg| o
- - lg|(m — 1)! (Ejojl~~Jm71€'1]1-~-1m71) g Oz°

(35.4.7) ﬁ ((m _ 1)!5&7_0) % (\/Ey“j“wi,)

7(m—1)

( lg] g"]"w“) dz* Adz? A A da™

o (Vo)

que ¢ a expressao desejada.



