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A Fisica e também em diversas dreas da Matemética Aplicada, estamos muitas vezes interessados em resolver
problemas cuja solugado nao pode ser obtida exatamente. No caso de equagdes diferenciais, por exemplo, sao
muito raras as situagdes nas quais uma solugao pode ser expressa em termos de fungoes “clementares”, tais

como polinémios, exponenciais, logaritmos, senos, cossenos ou combinagoes finitas das mesmas. Na grande maioria dos

casos apresentam-se métodos de solugao em termos de aproximagoes que, sob hipéteses adequadas, podem estar tao
préximas quanto se queira da solugao correta. E, portanto, uma questdo importante desenvolver métodos de aproximar
fungoes com certas propriedades e ¢ disso, basicamente, que trataremos neste capitulo. Nao pretendemos aqui esgotar

o assunto, o que ademais seria impossivel, dada a sua extensao, mas tratar de dois tipos fundamentais de aproximagoes

de fungoes: as aproximagoes por polindmios e as aproximagoes por polinémios trigonométricos. Este ltimo tépico é o

dominio das chamadas séries de Fourier e suporemos que o leitor jd possua alguma familiaridade com seus aspectos mais

elementares e suas aplicagoes. Como veremos, aproximagoes por polindmios e por polinémios trigonométricos sao dois
assuntos relacionados. Ambos os métodos de aproximagao estdo também na raiz de muitos outros desenvolvimentos,
como na teoria dos espagos de Hilbert, e mesmo em temas mais abstratos, como na Algebra de Operadores. Sua utilizagao

préatica é enorme e ambos os assuntos tém dominado boa parte das aplicagoes da Matemadtica a problemas de Fisica e

de Engenharia desde o século XVIII.
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37.1 Nogoes de Convergéncia para Sequéncias de Fungoes

Em beneficio do estudante, vamos recordar brevemente na corrente se¢ao algumas das nogdes e resultados bésicos
sobre convergéncia de sequéncias de fungoes definidas em R (ou em subconjuntos de R), nogdes e resultados esses
que utilizaremos no que segue. Presumimos que o estudante ja tenha sido exposto a esses temas e um tratamento mais
detalhado que o nosso pode ser encontrado em quaisquer bons livros de Cdlculo ou Analise real. Algumas das nogoes
aqui tratadas sdo também desenvolvidas com muito mais detalhe no Capitulo 24, pagina 1296, mas a leitura prévia desse
capitulo, ainda que 1til, é dispensavel para o que segue.

Seja D um subconjunto de R. As seguintes nocoes de convergéncia sao de fundamental importancia:

a. Convergéncia pontual. Diz-se que uma sequéncia de fungoes f,, : D — C, definidas em D, converge pontualmente a
uma fungio f: D — C se para cada z € D valer lim f,(z) = f(z).
n—o0

b. Convergéncia uniforme. Diz-se que uma sequéncia de funcées f, : D — C converge uniformemente a uma fungao

FiD 5 Cse lim (sup |fula) - f<z>\) 0.
n—+00 ‘I‘El)

Se uma sequéncia f,, converge pontualmente a uma fungao f, entdo f é dita ser o limite pontual da sequéncia f,. Se
uma sequéncia f,, converge uniformemente a uma funcao f, entao f é dita ser o limite uniforme da sequéncia f,.

Além da convergéncia uniforme e pontual, hd diversas outras nogdes de convergéncia para sequéncias de fungoes, das
quais destacamos as duas seguintes. Sejam a e b € R com —oo < a < b < 0.

b
c. Convergéncia no sentido de L*([a, b], dz). Seja fn : [a, b] — € uma sequéncia de fungdes tais que / | fr(@)]d2 <
Ja
b
oo para todo n € IN. Seja também f : [a, b] — € com / |f(z)|dz < oo. Dizemos que a sequéncia f,, converge a f
a

b
no sentido de L' ([a, b], dz) se le | fu(z) = f(z)|dz = 0.
n—oo f,

d. Convergéncia no sentido de L*([a, b], dx). Seja fy :

[

b
, b] = € uma sequéncia de fungoes tais que / | fulz)|?de <

)|?da < oo. Dizemos que a sequéncia f,, converge a

b
oo para todo n € N. Seja também f : [a, b] — C com / [f(a

b
f no sentido de L2([a7 b], dz) se le / | fn [2dx = 0.
n—oo \| J,

Definigoes andlogas existem para o caso de sequéncias definidas, ndo em um intervalo finito [a, b], mas em intervalos
nao-finitos, como a reta real R ou a semirreta R .

Antes de falarmos sobre a importancia da convergéncia uniforme, apresentemos um critério importante para que se
tenha convergéncia uniforme de séries de fungoes.

e O teste /M de Weierstrass

Em muitas situagoes lidamos com séries de fungdes, ou seja, com sequéncias da forma s,

onde fj sao fungoes reais definidas em um certo dominio comum D C R. E muito importante nesses casos ter em maos
critérios que permitam saber se a sequéncia s,, converge uniformemente em D a alguma funcao. De particular utilidade
nesse contexto é um pequeno resultado devido a Weierstrass®, conhecido como teste M de Weierstrass, o qual fornece
condigoes suficientes para a convergéncia uniforme de uma série:

Proposigao 37.1 (Teste M de Weierstrass) Seja D C R, D ndo-vazio, e seja f, : D — C uma sequéncia de fungoes
definidas em D e tais que para cada k exista uma constante My, > 0 tal que | fr(x)| < My para todo x € D. Entao, se a

1Karl Theodor Wilhelm Weierstra (1815-1897).
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oo n
série Z Mj, for convergente, a sequéncia de fungées sp(z) := Z fr(x) converge uniformemente em D. [m}
k=0 k=0

oo n
Prova. Como a série Z M, é convergente, a sequéncia de somas parciais M,, := E M}, é uma sequéncia de Cauchy e,
k=0 k=0
portanto, para cada € > 0 existe N(e) € IN tal que |[M,, — M,,| < € sempre que n e m forem maiores que N(e). Como os
n n

M;.’s sdo positivos, para m < n tem-se |[M,, — M,,| = M, = M,,, = Z M. Assim, vale Z M. < e sempre que n
k=m+1 k=m+1
e m forem maiores que N (e).

Provemos primeiramente que a sequéncia s, converge pontualmente. Fixemos z € D e consideremos, para m < n,
n n n

a diferenga s, (x) — spm(z) = Z fr(x). Naturalmente, vale |s,,(2) — sm(2)] < Z |fr(z)] < Z M), < € sempre
k=m+1 k=m-+1 k=m+1

que n e m forem maiores que N(e). Isso provou que a sequéncia s, (z) ¢ uma sequéncia de Cauchy de ntimeros reais e,

portanto, converge a um nimero que denotamos por s(z). Como isso se dd para cada € D, concluimos que existe uma

funcao s : D — C a qual a sequéncia s, converge pontualmente.

Provemos agora que a sequéncia s, converge uniformemente a essa funcao s. Para cada x € D vale, como vimos,
|$n(2)—$m ()| < € sempre que n e m forem maiores que N (€). Logo, tomando nessa desigualdade o limite n — oo, teremos
[s(z) = sm(x)] < € sempre que m > N(e). Como isso vale para qualquer 2 € D, concluimos que sup,cp |$(2) — sp ()| < €
sempre que m > N(e) e isso estabelece que a sequéncia s,, converge uniformemente a s em D.

O leitor pode facilmente perceber que a Proposi¢ao 37.1 e sua demonstragao se deixam generalizar sem problemas para
séries de fungdes complexas definidas em dominios complexos D C C. Em verdade, a Proposicao 37.1 e sua demonstragao
se deixam facilmente generalizar ainda mais para séries de fungoes definidas em D C C assumindo valores em um espago
de Banach.

37.1.1 Importancia da Convergéncia Uniforme

Vamos discutir brevemente algumas das razoes da importancia da nogao de convergéncia uniforme. Como consequéncia
dessa discuss@o, obteremos uma série de resultados muito tteis que garantem condigdes suficientes para que se possa
trocar a ordem de operagoes envolvendo a tomada de limites, o cdlculo de derivadas e o cédlculo de integrais definidas,

trocas essas empregadas amitide em manipulagoes em Fisica e Matematica.

o Convergéncia uniforme e outras convergéncias

E evidente que em qualquer D a convergéncia uniforme de uma sequéncia f,, a uma func¢do f implica a convergéncia
pontual dessa sequéncia & mesma fungdo. No caso de intervalos [a, b] finitos, a convergéncia uniforme implica também
a convergeéncia no sentido de Ll([a, b], dﬂ')), pois vale, evidentemente,

b
[ @) - f@lds < s 150~ £ (5 0) (37.1)
a z€la, b)

e analogamente para a convergéncia no sentido de L2([a, b], dx). A reciproca dessas duas afirmagcdes, porém, ndo é
necessariamente verdadeira. Por exemplo, a sequéncia de fungoes definidas no intervalo [—1, 1] por

1 0<z[<y
fa(@) = "

1 2
0, +<lz[<1,

para n > 1, converge & fungdo nula no sentido de L! ([a,, b], dz) e no sentido de L?([a, b], dz) (justifique!), mas nio
converge uniformemente a essa funcao (justifique!).
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e Limites uniformes de fungées continuas em intervalos compactos

Um importante resultado que mencionamos é uma propriedade de grande relevancia de limites uniformes de funcées
continuas:

Proposigao 37.2 Seja D C R, nao-vazio, ¢ seja f, : D — C wma sequéncia de fungdes continuas que converge
uniformemente a uma fungao f : D — C. Entao, f € também continua. [m}

Prova. Para z, y € D quaisquer e n € IN qualquer, podemos escrever f(z) — f(y) = (f(z) = fu(2)) + (fa(2) — fa(y)) +
(a(y) = £()), do que se extrai | f(z) = f(y)| < |f(2) = ful@)| + [ fal(2) = fa(®)] + | fu(y) — f(y)|. Como a sequéncia £,
converge uniformemente a f, existe para cada ¢ > 0 um N(e/3) € N tal que {f(z) - fn(z)‘ <e/3e|f(y)— faly)| <e/3
desde que escolhamos n com n > N(e/3). Tomemos um tal n. Como a fungao f, é continua, existe d(e/3) tal que
|fn(x) = fu(y)] < €/3 desde que |z — y| < 6(¢/3). Assim, para cada € > 0 existe 6(¢/3) tal que |f(z) — f(y)| < € desde
que |z — y| < (e/3), provando a continuidade de f. ]

Resultados ainda mais fortes sao demonstrados na Proposicao 24.8, pagina 1309.

37.1.1.1 Troca de Ordem entre Limites e Integrais
No caso de intervalos finitos [a, b], a nogao de convergéncia uniforme é importante por fornecer condigdes suficientes para
garantir a inversao de ordem de limites e integrais. Mais especificamente, tem-se a seguinte afirmacao:

Proposigao 37.3 Seja uma sequéncia f, : [a, b] — C de fungdes continuas definidas em um intervalo compacto [a, b] C
R que converge uniformemente nesse intervalo a uma fungao f : [a, b] — C (a qual, pela Proposicio 37.2, é também
continua), entao vale

lim /ba fo(z)dz = /b“ ( lim fn(z)) dz = /ba f(z)dz (37.2)

n—oo n—o0

ou seja, € possivel inverter o limite pela integral definida. [m}

Prova. A demonstragao segue facilmente da observacao que

b
‘ / (fal@) - f(@))do

b 37.1
< [ - sl < <sup \fn(w)*f(w)\) (b—a).,

z€la,

b b
o que implica que le ‘/ fn(z)dzf/ f(z)dz

=0se lim ( sup ‘fn(z)*f(z)o =0. |
n— (@, b]

< \ z€la,

Fazemos notar que a condigao de convergéncia uniforme da sequéncia f,, é suficiente, mas nao necesséaria para validar
a inversao de limites em intervalos compactos descrita em (37.2). Citamos o importante exemplo de séries de Fourier
de fungodes periddicas, continuas e diferencidveis por partes. De acordo com o Teorema 37.13, pagina 1968, as condigoes
do Teorema de Fourier (Teorema 37.12, pagina 1967) sao suficientes para que a inversao de (37.2) seja valida para uma
série de Fourier, mesmo que nao impliquem em convergéncia uniforme dessa série.

A troca de limites por integrais definidas é uma operagéo frequentemente realizada em manipulacoes matematicas
e, nao raro, conduz a solugao de diversos problemas em Fisica. E, portanto, 1til conhecermos condigoes sob as quais
tal inversdo seja permitida. Alguns dos teoremas mais fortes nessa dire¢ao (com a integragao entendida no sentido de
Lebesgue) sao o Teorema da Convergéncia Monétona e o Teorema da Convergéncia Dominada, que apresentamos e
demonstramos na Secao 31.3.4, pagina 1543.

e Contraexemplos a se ter em mente

Caso a sequéncia de fungbes nao seja uniformemente convergente, entao nao é sempre possivel garantir a validade da
inversao entre a integral definida e a tomada do limite e essa inversao pode, em alguns casos, ser falsa. Um exemplo bem
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conhecido ¢é o da sequéncia de fungdes continuas

n’x 0§z§%,
fulz) = —nz +2n %STS% (37.3)
0, Z<gp<,

5

0

com n > 2, fungdes essas definidas no intervalo [0, 1]. Vide Figura 37.1, pagina 1930. E facil constatar que para cada
z € [0, 1] vale lim f,(z) = 0, sendo que esse limite ndo é uniforme, ji que f,(1/n) = n para cada n. Ocorre, porém,
n—oo

1 a a

que / fn(z)dx =1 para todo n. Logo, lim / fol(x)da # / ( lim f,,(w)) dzx, pois o lado esquerdo vale 1 ¢ o lado
) n—o0 b b n—»00

direito vale 0.

T
0 Un  2n 1
Figura 37.1: Gréfico de uma funcio f,, definida em (37.3). Observe que a drea do tridngulo vale 1 para todo n.

A hipétese feita na Proposicao 37.3 de que a sequéncia f,, converge uniformemente em um intervalo compacto também
nao é gratuita, como mostra o seguinte (contra-)exemplo: Seja f, : R — R a sequéncia de fungdes definidas por

fu(@) = ' (37.4)

0, de outra forma ,

oo
comn > 1. Entdo, f, converge uniformemente em toda R & fungdo identicamente nula (justifique!), mas / fa(z)dz =1
o0 o0 -
para todo n, mostrando que 1 = lim (/ fal) df) # / ( lim f, (1)) dr = 0.
n—oo \ J_oo oo \n—r00

E. 37.1 Ezercicio. Considere a sequéncia de fun¢des f,(z) = %c’”/", com n € N, definidas no intervalo [0, o). Mostre que essa
sequéncia de funcdes converge uniformemente a fungdo que é identicamente nula no intervalo [0, co). Mostre, calculando explicitamente
oo

ambos os lados, que vale lim / Jn(z)dz # / ( lim fﬂ(z)) dz.
n-o0 /o b \n-oo

Ainda que difiram, os limites lim / fn(z)dx e / (lim fn(x)) dx sdo finitos no exemplo acima. Considere, porém, o que
n—oo Jo 0 \nsoo

ocorre no caso da sequéncia de fungdes fn(z) = ﬁe’l/", com n € IN, definidas no intervalo [0, c0). Mostre que essa sequéncia
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o0
de fun¢des também converge uniformemente, a fun¢do identicamente nula, mas constate que, nesse caso, o limite lim / fu(z)dx
n—oo
Jo

sequer existe. *

37.1.1.2 Troca de Ordem entre Limites e Derivadas

A Proposicao 37.3 tem uma outra consequéncia util referente & possibilidade de inversao de limites por derivadas.

Proposigao 37.4 Seja f, : R = C, n € N, uma sequéncia de fungées continuas e diferencidveis com derivadas f),
também continuas. Suponhamos que a sequéncia f, convirja pontualmente a uma funcao f: R — C e que a sequéncia
de derivadas f], convirja uniformemente em cada intervalo compacto [a, b] C R a uma fungio g : R — C. Entao, g é

continua e f € diferencidvel, com f' = g.

. o . . q d (.
Assim, em outras palavras, vale, sob as hipdteses acima, lim ﬁ(z) = — ( lim f, (z)) m]
n—oo \ dx dr \n—x
Nota. Observamos que as conclusées da Proposicao 37.4 podem ser obtidas com hipéteses ainda menos restritivas. Vide, e.g., [306]. L)

Provada Proposicdo 37.4. A sequéncia de fungdes continuas f, converge uniformemente a g em cada intervalo compacto
la, b] C R e, assim, pela Proposicao 37.2, g é continua em todos esses intervalos e, portanto, é continua em todo R.

Tomemos um intervalo compacto [a, z] C R, com z € (a, b]. Como a sequéncia de fungdes continuas f;, converge
uniformemente nesse intervalo a fungao g, vale pela Proposicao 37.3 que limn oo [ fo(y)dy = [ g(y)dy. A integral do
lado esquerdo é f,(z) — fn(a). Como a sequéncia f,, converge pontualmente & fungdo f, teremos que limp, oo (fn(z) —
fula)) = f(z) — f(a). Assim, estabelecemos que f:g(y)dy = f(z) — f(a). O lado esquerdo é continuo e diferencidvel
em z em todo intervalo [a, b], a derivada sendo a fungdo continua g(x) (pelo Teorema Fundamental do Célculo). Logo,
o lado direito é também continuo e diferencidvel em z e sua derivada é f'(z) = g(z). |

37.1.1.3 Troca de Ordem entre Derivadas e Integrais

Tanto na Fisica quanto na Matemdtica em geral, ¢ muito comum encontrarmos situagdes nas quais temos uma fungao
¢(x, t) sendo integrada na varidvel z em um certo dominio, digamos de —co e +o0, resultando em uma fungio apenas

da varidvel ¢, e desejarmos calcular a derivada dessa fungao resultante da integral em relagao a variavel ¢, usando para
o0

- d > 0 . R .
tal a expressao 7 / ¢(z, t)de = a—f(:zr, t)dz, na qual, em um sentido formal, a derivagdo na varidvel ¢ ¢ trocada
00 —oo

de ordem com a integragao em x. Tal troca de ordem ¢ por vezes de grande utilidade em manipulacoes, por exemplo,
na teoria das equagoes diferenciais ordindrias e parciais. Na proposi¢ao que segue apresentaremos condigoes suficientes
para garantir que tal troca seja vélida.

Proposigao 37.5 Seja ¢ : R x R — C continua e suponhamos que a derivada parcial %‘f(a‘ t) exista para todos
(z, t) € R x R e seja igualmente continua.

Parte 1. Para todo intervalo compacto [a, b] C R a fungdo de t definida por ff d(x, t)dx é diferencidvel e vale

b b 9

o, t)de = | Z2(x, t) da . (37.5)

il
dt J, ot

Parte II. Vamos adicionalmente supor que valham as sequintes hipdteses:

o
a. / [¢(z, t)|dz existe para todo t € R;

—oo

> |0
b. /ﬂx‘a—(f(x t)

dx existe para todo t € R;
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[ 7]
c. a sequéncia de fungéoes F,(t) == / 9
Jiz)>n | OF

formemente para t em qualquer intervalo compacto [a, b] C R.

(z, t)‘ dz converge quando n — oo a fungdo identicamente nula, uni-

Entao, a fungdo de t definida por ff; ¢(z, t)dx € diferencidvel e vale

d [ > 9o P,
E/_m o(z, t)doe = ] E(l/‘, t) dw . (37.6)

Prova da Parte |. Para evitar confusoes na notagao, vamos no que segue denotar a derivada parcial g—f por ¢ e a derivada
ia] 2
parcial g‘f por ¢a.

Como ¢a(z, t) é continua, podemos escrever

/(: </ab¢g(z, T)dz) dr = /ab (/(:c‘ug(z, T)dT) dx |

trocando a ordem das integrais. Agora, fot ¢o(z, T)dr = S %‘f{z 7)dr = ¢(z, t) — ¢(z, 0) e o lado direito claramente
vale [: oz, t)do — ]: ¢(z, 0)dz. Com isso, estabelecemos que

/abm», t)de = /L<I>(T) dr+C, (37.7)

0
onde

b b
D(r) = / oz, T)dx e C = / ¢(z, 0)dz .
Ja Ja
Note-se que C' é constante, ou seja, independente de ¢.

E importante agora provarmos que ® : R — C é continua. Vamos provisoriamente restringir 7 ao intervalo compacto
[=T, T] para algum T > 0. Por hipétese, a fun¢do ¢2(z, 7) é continua e, portanto, uniformemente continua no dominio
compacto [a, b] x [T, T] C R?. Logo, para todo € > 0 existe d(z) tal que |p2(z, 7) — ¢2(a’, 7')| < € sempre que
|z — | < &(e) e |7 — 7| < 6(€). Em particular, vale que |¢a(z, 7) — ¢2(z, 7')| < € sempre que |7 — 7| < &(€). Logo, se
|7 —7'| < d(e), valerd

() - @(r')| =

/b ¢o(w, T)dx — /b o(w, 7')dz| < /ub ‘d)z(wﬁ 7) — $2(z, T)|dz < (b—a)e,

a Ja

o que prova que ¢ : [T, T] — C é continua. Como T > 0 é arbitrério, concluimos que ® : R — C ¢ continua, como
desejdvamos. A continuidade de ® permite afirmar que fol ®(7) dr é diferencidvel como funcao de t e de (37.7) concluimos

que f: ¢(x, t)dx é também diferencidvel como fungao de ¢ e vale

d [ "o
G [ o = a0 =[S nar,

como querfamos estabelecer. Isso termina a prova da Parte I.
00
Prova da Parte II. A hipdtese a garante a existéncia da fun¢ao f : R — C definida por f(t) := / ¢(z, t)dz. Para

—oo

n
n € N, defina-se também a sequéncia de fungoes f,,(t) := ¢(x, t)dx. Se provarmos que f,, converge pontualmente a
J—n

e - . " " < 04
f e que f, édiferencidvel e a sequéncia de derivadas f, converge uniformemente a E(x, t) dz para t em compactos
—oo

la, b] (sendo que essa integral existe pela hipétese hipétese b), entao poderemos evocar a Proposi¢ao 37.4, pagina 1931
n

e obter que lim o(z, t)dx é diferencidvel como funcao de t e que vale
n—oo |_.

a7/ n ek
% (ﬂlirgcﬁn o, t) dT) =] (2, t)dx,
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ou seja,
d [ " ¢
— x, t)de = —(x, t)dx
U ./—ood)(T ) dx ‘/7Oo o (2, t)dx
como desejamos.
Provemos entao que f, converge pontualmente a f. Tem-se |f,(t) — f(t)| = f\x\>n o(z, t)dz| < lzl>n |p(z, t)|dz.
ol>n |¢p(z, t)|dz = 0 (doutra forma ff; |¢p(z, t)| dx nao existiria),

provando que para cada ¢ vale lim,_, | f,(t) — f(t)|, 0 que diz que f, converge a f pontualmente.

Pela hipdtese a, tem-se para cada ¢t que limnﬁmf‘

1 »mos que f. é diferencidvel e a sequéncia de derivadas f’ converge uni smente a [ 22
Por fim, provemos que f, é diferenciavel e a sequéncia de derivadas f, converge uniformemente a f—oc ¢ (@, t)dx

para ¢t em compactos [a, b]. Que cada f, ¢ diferencidvel ¢ garantido pela Parte I, que garante também que f} () =
f_nn %}b(v‘ﬂ’ t)dx. Assim,

. > 9 O ¢
[A0) —/ 2, t)de| = / L, t)ydz| < / P (2, 1) dx .
oo Ot z|>n O z|>n | OF
Agora, pela hipétese c, f\z\>n, ‘Z)—‘f(x., t)|d:1: converge a zero uniformemente em compactos quanto n — oo. Logo,
fLt) — :c (an(‘L t) dx| converge a zero uniformemente em compactos quanto n — oo, completando a prova. |

37.2 Sequéncias Delta de Dirac

Uma nogao importante para o estudo de certas aproximagoes de fungoes ¢ a nogao de sequéncia delta de Dirac pois, como
serd ilustrado em diversos exemplos no que segue, muitos aproximantes de fungoes sao produzidos por tais sequéncias ou
por sequéncias andlogas. Sequéncias delta de Dirac sdo muito usadas em Fisica, assim como na Teorias das Distribuigoes
(vide Capitulo 38, pdgina 1996) e no estudo de equagoes diferenciais.

Dirac? introduziu essas sequéncias no contexto da Mecanica Quantica, mas a ideia subjacente ja podia ser encontrada
na demonstragao original de Weierstrass, datada de 1885, do teorema que leva seu nome sobre aproximagio polinomial
de fungdes continuas em intervalos compactos (Teorema 37.3, pagina 1939), assim como no trabalho de Fejér® de 1900
sobre o problema de convergéncia uniforme de polinomios trigonométricos associados a fungoes continuas e periédicas
(vide Teorema 37.9, pagina 1961). Essas ideias originam-se provavelmente do trabalho de Dirichlet? de 1828, também
sobre o problema de convergéncia das séries de Fourier (vide Proposigdo 37.9, pagina 1963).

e Sequéncias delta de Dirac. Definigao formal e propriedades

A nogao de sequéncia delta de Dirac, que introduziremos agora, ¢ de importancia central na discussao de métodos de
aproximacao de fungoes. Isso serd explicitado quando apresentarmos e demonstrarmos o Teorema 37.1 & pdgina 1936. A
nocao de sequéncia delta de Dirac ¢ também intimamente ligada & nogao de medida delta de Dirac (vide pagina 1440) e
a nogao de distribuigio delta de Dirac (vide pdgina 2051).

Definigao 37.1 (Sequéncias delta de Dirac) Uma sequéncia de fungées K, : R — R, n € N, ¢ dita ser uma
sequéncia delta de Dirac em R centrada em 0 se satisfizer:

oo

1. Para cadan € N, a funcao K,, € integrdvel, ou seja, / |Kp(z)|dx < co.
—co

2. Eziste uma constante X > 0 tal que para todo n € IN vale

| il < . (3738)

2Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
3Lipét Fejér (1880-1959).
4Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
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3. Para todo n € IN, vale
/ Kola)de = 1. (37.9)

J—o0

-6 oo
lim |:/ | Ky ()| dz +/ | Ky (z)] dz
n—oo | J_o 5

Uma sequéncia de fungoes de R em R ¢é dita ser uma sequéncia delta de Dirac em R centrada em zo € R se for da
forma T, K, onde K, é uma sequéncia delta de Dirac em R centrada em 0. Aqui, T, é o operador de translacao por
20, 0 qual associa a cada funcdo f: R — R & fungéo Ty, f definida por

(Tuof) (@) = f(z —w0) (37.11)

para todo € R. As fungoes K,, de uma sequéncia delta de Dirac sdo também denominadas nicleos de Dirac.

4. Para todo 6 > 0 vale
= 0. (37.10)

As condigoes 3 e 4 exigem que as fungoes K, tornem-se mais e mais “concentradas” em torno do ponto 0 & medida em
que n cresce, eventualmente com hm K,,(0) = 0co. O estudante deve atentar, porém, que esse dltimo limite nem sempre

é verdadeiro, pois podemos ter hm K (0) =0 e mesmo lim K,(0) = —oo! Essas diversas situagoes sao ilustradas nos
o0
exemplos que seguem.

¢ Exemplos de sequéncias delta de Dirac

Vamos a alguns exemplos elementares ilustrativos de sequéncias delta de Dirac segundo a definicao 37.1.
1. A sequéncia delta de Dirac Gaussiana. Este é talvez o exemplo mais importante e mais encontrado na “pratica”.
Seja a familia de fungoes Gaussianas dadas por (vide (38.171))

gn() = % e (37.12)

para n € N. E bem sabido que J=5 gn(z)dz = 1 (integral de Laplace). Como g, ¢ positiva e simétrica (i..
gn(z) = gn(—z) para todo z) resta provar, para mostrar que g, forma uma sequéncia delta de Dirac segundo a
0

definicao 37.1, que para todo § > 0 vale lim / gn(z)dz = 0. De fato, para todo a > 0
n—oc 5

e 2,2 n i 2 2
= omnia? gy VT ﬁ/o et gy
o

oo
_n2,2 N 2.2 502
el / ey 2naydy

0

2.2 N e 2.2
3 eV dy
T Jo

IN

®
|
3
2

. 1 oo o—n’a’
e / efds = S —— (37.13)
T Jo 2
e, portanto, para todo § > 0 vale
n 2 Sikd n—c0
e " dr < — 0. (37.14)

E interessante notar que para x # 0 tem-se lim g,(z) = 0 mas para z = 0 o limite ndo existe (diverge), pois
n—oo
n(0) = 2.

Esse exemplo sera generalizado mais abaixo.

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 37 1935/2825

2. Uma sequéncia tipo degrau. Um exemplo mais elementar é dado pela sequéncia

n, seme(—;—nA 21—")

\Ko(z) = (37.15)

0, de outra forma,

com n € IN. Todas as propriedades da defini¢ao 37.1 sao evidentes nesse caso. E interessante notar que para = # 0
tem-se lim K, (z) = 0 mas para = 0 o limite ndo existe (diverge), pois 1 K, (0) = n.
n—ro0

3. Outra sequéncia tipo degrau. Esse exemplo difere ligeiramente do anterior. Seja a sequéncia

n, sexe (0, 1),
Ko@) = ()

0, de outra forma,

com n € IN. Todas as propriedades da definigao 37.1 sdo evidentes nesse caso. E interessante notar que, em
contraste com os exemplos anteriores, vale para todo z € R que lim 3K, (z) = 0.
n—o0

4. Mais uma outra sequéncia tipo degrau. Esse exemplo difere ligeiramente do anterior. Seja a sequéncia

n, sexe (&, L+L),

3K (z) =
0, de outra forma,

com n € IN. Todas as propriedades da definicao 37.1 s@o evidentes nesse caso. E interessante notar que, em
contraste com os exemplos anteriores, o ponto = 0 nao faz parte do suporte de 3K,. Também vale aqui que
lim 3K, (z) = 0 para todo = € R.

n—oc

5. Sequéncias obtidas por re-escalonamento de /un(:ﬁes‘ de suporte compacto. Seja ¢ : R — R uma funcao integravel,

cujo suporte seja compacto e tal que L ©(s)ds # 0. Seja, para cada n € IN,
n nr
AKn(z) = Of( )

[t

E fécil provar que 4K, satisfaz as propricdadca da definicao 37.1 (fagal). A propriedade (37.8), por exemplo, é
satisfeita com K = (ffc \ds)/ (‘f7 s‘D, a propriedade (37.9) é evidente pela definicdo e a propriedade
(37.10) segue do fato de o suporte de 4K, ser compacto, sendo igual ao suporte de ¢ re-escalonado por um fator
1/n (por exemplo, se suppy = [a, b] entdo supp4K, = [a/n, b/n]). Note que 4K,(0) = np(0 /L

Portanto, 4K, (0) pode ser positivo e ou negativo (ou até mesmo nulo!). Note que o quporte de ¢ nao precisa

necessariamente conter o ponto z = 0!. Esse exemplo generaliza o das sequéncias 1K, e 2K, acima.

6. Sequéncias obtidas por re-escalonamento de fungoes de Schwartz. Seja f : R — R com f € .7(R) (para a definigao
das fungoes de Schwartz, vide Segao 38.1, pdgina 1997) e tal que fj; f(s)ds # 0. Seja, para cadan € IN,

_nf(nz)
/ f(s ds

E facil provar que 5K, satisfaz as propriedades da definicio 37.1 (Exercicio!). Note que 5K,,(0) = nf(0 /f s)ds.
Portanto, como no caso da sequéncia 4K,, o valor de 5K,(0) pode ser positivo e ou negativo ou até mesmo nulo
O caso da sequéncia Gaussiana g,, acima, é o caso particular onde f(z) = e € S (R).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 37 1936/2825

e Aproximando fungées por meio de sequéncias delta de Dirac

O fato importante sobre as sequéncias delta de Dirac é o seguinte teorema:

Teorema 37.1 Seja f: R — C uma funcao satisfazendo as sequintes condigoes:

1. f € uniformemente continua® em todo R, ou seja, para cada € > 0 existe §(€) > 0 tal que |f(z) — f(2')| < € sempre
que |z — 2'| < 4(e).

2. f € limitada em todo R, ou seja, sup{|f(z)|, = € R} < oo.

Seja K,, uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0 em R. Defina-se, para cada n € IN,
oo oo
Fuw) = [ K- dy = [ Kale =) dy.

Entao, a sequéncia F,, é uma sequéncia de fungoes uniformemente continuas e converge uniformemente a f em R:

lim ||f — Fllec = lim (sup |f(x) — Fn(z)|> =0.
n=ro0 n—00 \ seR

Antes de provarmos o teorema, facamos alguns comentarios. A condi¢ao de continuidade uniforme implica, evidente-
mente, a continuidade da func¢ao f. Uma condigdo suficiente para que f seja uniformemente continua é que f satisfaga
a condi¢do de Holder®: existem constantes Cy > 0 e v > 0 tais que para todos z e y € R vale

[f(@) = f)] < Cilz—y[". (37.16)

Dela estabelece-se facilmente a continuidade uniforme tomando d(e) = (Cl)’le%< E 1til mencionar que se f for dife-
rencidvel em todo R e f’ for limitada, ou seja, sup{|f'(z)|, 2 € R} < oo, entdo f satisfaz a condi¢ao de Holder (37.16)
com v =1 (nesse caso, f é dita ser Lipschitz’-continua). De fato, nesse caso, para x > y, arbitrdrios, vale

" p(s) ds

Y

If () = fly)l <

< [1reias < a{ire)serfle-2,

desigualdade essa também vélida se # < y. Portanto, vale a condigao de Holder (37.16) com v = 1 e Cy = sup{|f'(s)|, s €
R}. Com isso vemos que as fungdes do espago de Schwartz ./(R) (vide Se¢ao 38.1, pagina 1997) satisfazem as hipdteses
do Teorema 37.1.

Para certas sequéncias delta de Dirac especificas é possivel enfraquecer algumas restrigdes sobre as fungdes f menci-
onadas no Teorema 37.1, eventualmente com perda da uniformidade da convergéncia da sequéncia F,, & fungao f. Por
exemplo, para a sequéncia de fungées Gaussianas de (38.171) (que formam uma sequéncias delta de Dirac, como veremos
mais adiante) a restrigio que f seja limitada pode ser substituida pela restri¢io de que f ndo cresga mais rdpido no
infinito do que algum polindémio. Nesse caso F,, ainda convergird (eventualmente de forma nao-uniforme) a f. Deixamos
a prova dessa afirmagao como exercicio ao leitor.

Prova do Teorema 37.1. Observemos primeiramente que, como f ¢ limitada, definindo Cy := sup{|f(z)|, = € R}, teremos

o 00 o0 (37.8)
'1 Kn(y)f(z—y)dy' < [Tl -l < o [~ Kl oo

Isso mostra que as integrais que definem as fungoes F,, estao bem definidas.

Que cada F), é uniformemente continua prova-se da seguinte forma. Usando a continuidade uniforme de f, sabemos
que para cada € > 0 existe §(¢) tal que |f(z) — f(2')| < € sempre que para z e 2’ reais quaisquer tivermos |z — 2’| < §(e).

5A nogio de continuidade uniforme de fungdes em espagos métricos é tratada com mais detalhe na pagina 1613 e seguintes.
60tto Ludwig Holder (1859-1937).
7Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903).
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Seja, entdo € > 0 e , @’ € R quaisquer tais que |z — 2’| < d(¢). Teremos,
R0 = B = |~ (a0 =) i < [T IR0 - 56 0] ay

oo (37.8)
<o mawlay < e,

—oo

pois |(z —y) — (2' —y)| = & — 2’| < §(¢). Como isso vale para todo € > 0 e d(¢) independe de z, estabeleceu-se a
continuidade uniforme de F,.

Vamos agora escrever, usando (37.9),
f@) = Fua) = [~ (1)~ fla = ) Klw)
Para cada § > 0 podemos quebrar a tltima integral em trés intervalos:
[ - se- g ans [ (10 - e Ko o+ [0 - S @)

e denominaremos essas integrais I, II e III, respectivamente. Comecemos estudando a integral II. Para cada € > 0 teremos
pela continuidade uniforme |f(z) — f(z — y)| < € sempre que |y| < d(e€) e, portanto, escolhendo & = §(e)

IA

5
/5 |£(@) = £@— o) [Knw)| dy

S5
‘ / (@) = fa = ) Ko) dy

3 0 (37.8)
of Kl <[ Igawldy < e,
5 —

IN

Passemos agora as integrais I e I11. Como f é limitada, vale para a integral I,

—8 r—8
‘/ (f@) = S =) Kn) dy] < [ 17@) = a1l do < 260 [ Kalw)] dy

e, analogamente, para a integral 111,
00 oo
[ 6@ - sa- s o] < 200 [ ik,

Logo, por (37.10), podemos obter

< e

B N
‘ / (F(2) — f(o — 9)) Knly) dy + A (F(2) = £ — 1) Knly) dy

escolhendo n grande o suficiente, digamos n > N(¢), independente de z. Dessa forma, juntando as estimativas para as
integrais I, IT e IIT concluimos que |f(z) — Fy(x)| < (2 + X)e para n > N(¢), independente de z. Logo, ||f — F, |« =
sup{||f(z) — Fy(z)||, z € R} < (2+ K)e para n > N(e). Como isso vale para e > 0 arbitrdrio a demonstracio estd
completa. |

E. 37.2 Exercicio (fdcil). Seja 1K, a sequéncia delta de Dirac definida em (37.15) e seja f(z) = sen(z). Mostre que

Fo(z) = [00 1Kn(z —y) sen(y) dy = n [cos (zf %) — cos <z+ i)] (3769 sen(x) L(%") .

2n

sene

Usando o fato bem-conhecido que lim._o == = 1, mostre explicitamente que essa sequéncia de fungdes F,, converge uniformemente
em R a fungdo seno quando n — co. "
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e Generalizagio para mais dimensées

As ideias acima podem ser facilmente estendidas para mais dimensoes.

Definigao 37.2 (Sequéncias delta de Dirac em R™) Uma sequéncia de fungoes K, : R™ — R, n € IN, € dita ser
uma sequéncia delta de Dirac em R™ centrada em 0 € R™ se satisfizer:

1. Para cadan € N, a fun¢io K, € integrdvel, ou seja, / | Ky (2)| d" 2 < 0.
R

2. Eziste uma constante K > 0 tal que para todo n € IN vale

/ |Kp(z)|d™e < K. (37.18)
3. Para todo n € IN, vale A
/ K,(z)d"z = 1. (37.19)
JRrm
4. Para todo 6 > 0 vale
lim |Kp(z)|d™z = 0, (37.20)

"0 JRm\B;
onde Bs := {z € R™, |lz|| <} € a bola aberta de raio § > 0 centrada em 0 € R™.
Teorema 37.2 Seja f: R™ — C uma fungdo satisfazendo as sequintes condigoes:
1. f é uniformemente continua em todo R™, ou seja, para cada € > 0 existe 6(€) > 0 tal que |f(z) — f(2')] < € sempre
que ||z — 2'[| < d(e).
2. f é limitada em todo R™, ou seja, sup{|f(z)|, v € R™} < oo.

Seja K, uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0 em R™. Defina-se, para cada n € N,

Fa@) = [ Ka@)f@—y)dmy = / Koo —9)f(y) d™ .
Rm R

Entio, a sequéncia F,, é uma sequéncia de fung¢oes uniformemente continuas e converge uniformemente a f em R™:

nlglolC If=Fulleo = Jim, ( sup |f(x) — F,,(T)|> =0.

2ER™

Prova do Teorema 37.2. Observemos primeiramente que, como f é limitada, definindo Cy := sup{|f(z)|, = € R™},
teremos
8)

CoX .

U - m m (37.1
[ mse-nam] < [ gwiie-ley < o [ g S

Isso mostra que as integrais que definem as fungoes F), estdo bem definidas.

Que cada F, é uniformemente continua prova-se da seguinte forma. Usando a continuidade uniforme de f, sabemos
que para cada € > 0 existe d(€) tal que |f(z) — f(2’)] < € sempre que ||z — 2’| < d(€). Seja, entdo € > 0 e z, 2’ € R™
quaisquer tais que ||z — 2’| < d(¢). Teremos,

[Fn(2) = Fu(2)| =

[ mw(fa=—n - )y

< [ KI|re - - 16 )| ay

JR

(37.18)
<of Ikl "2 e,
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pois ||[(z —y) — (¢/ — y)|| = ||l — 2| < d(e). Como isso vale para todo € > 0 e d(¢) independe de z, estabeleceu-se a
continuidade uniforme de F,.

Vamos agora escrever, usando (37.19),

1@ = Fa@) = [ (f@) = S~ ) Kalw) "

Para cada ¢ > 0 podemos quebrar a tltima integral em duas regioes:
/ U@ 1@y + [ 0@ - 1= ) Kalw) vy (37.21)
R™\ B Bs

¢ denominaremos essas integrais I, II , respectivamente. Comecemos estudando a integral II. Para cada ¢ > 0 teremos
pela continuidade uniforme |f(z) — f(z — y)| < e sempre que |ly|| < d(¢) e, portanto, escolhendo & = d(¢)

/B (F@) = £ — 1) Kn(y) d™y

< /B |7@) = F(@ = )| [Kn(y)] d™y

5

- . (37.18)
< of iy < ¢ [ ey TS e
J Bj J Bj

Passemos agora a integral /. Como f é limitada, vale para a integral I,

/ (f(2) = F(@— ) Kny) d™y
R™\B;

< [ 1@t pligml ey < 260 [ gl
R™\Bs R™\ By
Logo, por (37.20), podemos obter

< e

/ (f(@) = flz —y)) Kn(y) d™y
R™\Bs

escolhendo n grande o suficiente, digamos n > N (e), independente de x. Dessa forma, juntando as estimativas para as
integrais I e II concluimos que |f(z) — F,(z)| < (2 + X)e para n > N(e), independente de z. Logo, ||f — Fy|ls =
sup{||f(z) — Fu(z)||, = € R™} < (24 K)e para n > N(e). Como isso vale para € > 0 arbitrario a demonstracao estd
completa. ™

37.3 Aproximagao de Fungoes por Polinémios

37.3.1 O Teorema de Weierstrass

Um dos teoremas fundamentais da Analise é o chamado Teorema de Weierstrass® que afirma que toda fungao continua
definida em um intervalo fechado e limitado [a, b] da reta real pode ser uniformemente aproximada nesse intervalo por
polindmios, ou seja, para todo € > 0 podemos encontrar um polinémio p tal que |pe(z) — f(z)| < € para todo z € [a, b].
Neste texto, fazemos uso desse importante teorema em diversas ocasides. Para futura referéncia enunciamos o teorema
da seguinte forma:

Teorema 37.3 (Teorema de Weierstrass) Seja f uma fungdo real ou complexa, continua em um intervalo fechado

e limitado [a, b] C R. Entdo, f pode ser aprozimada uniformemente por polinémios nesse intervalo, ou seja, para todo

€> 0 existe um polindmio pe tal que ||pe — [l = sup |pe(z) — f(z)| <e. o
z€[a,b]

8Karl Theodor Wilhelm Weierstra$ (1815-1897). O Teorema de Weierstrass data de 1885. A referéncia original pode ser encontrada em
[102].
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H4 intmeras demonstragoes do Teorema 37.3 na literatura. No Apéndice 37.A, pagina 1990, apresentamos uma prova
usando os chamados aprozimantes de Bernstein, dados, para uma fungio continua f, definida no intervalo [0, 1], pelos
polinémios de grau n

bl@) = gf (&) (5)ra-ayr

= Xn: Zi:o(*l)k’“/ %) (:) (Z:f)] k. (37.22)

k=0

O estudante pode interessar-se em saber que os aproximantes de Bernstein para fungdes continuas e os polinémios de
Bernstein (que definiremos no Apéndice 37.A, pagina 1990) estdo intimamente ligados as curvas de Bézier” e s splines
de Bézier, de ampla aplicagio atual em Computagao Grafica (as fontes que produziram as letras que o caro leitor 1& neste
mesmo momento foram geradas com tais curvas).

No Apéndice 37.B, pdgina 1994, apresentamos outra demonstragao instrutiva do Teorema 37.3 e que segue as ideias
originais de Weierstrass. Também muito interessante é a demonstragao encontrada em [171], talvez a mais elementar, e
que aparentemente ¢ devida a Lebesgue!®. Vide também [530]. Na referéncia [277] diversas demonstracdes do Teorema
37.3 podem ser encontradas.

Como discutiremos na Proposigao 37.8, pagina 1963, o Teorema de Weierstrass é equivalente a um outro Teorema
importante, o Teorema de Fejér (Teorema 37.9, pagina 1961), o qual é fundamental para a Teoria das Séries de Fourier
¢ afirma que fungoes continuas e periédicas podem ser aproximadas uniformemente por polinomios trigonométricos.

Muito importante também é o fato de o Teorema 37.3 poder ser generalizado ainda mais, a saber, de intervalos
compactos da reta como [a, b] C R para subconjuntos compactos da reta (como os conjuntos de Cantor, discutidos
na Segdo 29.3, pdgina 1472). Esse é o contetido do Teorema 37.18, pdgina 1981 o qual é consequéncia do importante
Teorema de Stone-Weierstrass, Teorema 37.16, pagina 1978, que também generaliza fortemente o Teorema 37.3. A Segao
37.5, pagina 1977, é dedicada ao Teorema de Stone-Weierstrass e suas algumas de suas consequéncias.

O Teorema 37.3 também ¢é valido para funcées continuas de vérias variaveis. Vide Teorema 37.5, pagina 1944.

No que segue, iremos provar uma forma mais forte do Teorema 37.3, a saber:
Teorema 37.4 (Teorema de Weierstrass) Seja f uma fungdo real ou compleza, continua em um intervalo fechado
la, b] C R e tal que suas k primeiras derivadas existam e sejam continuas nesse rvalo. Entdo, f pode ser aprozimada
uniformemente por polindmios nesse intervalo e suas k primeiras derivadas podem ser aprozimadas uniformemente pelas
derivadas desses polinomios, ou seja, para todo € > 0 existe um polinémio p. tal que

[P0 =10 = swp 1pO@) - fO@)] < e
el z€la, b]

para todo 0 <1 < k. O

Como o leitor pode perceber essa generaliza¢ao do Teorema 37.3 afirma que nao apenas é possivel aproximar unifor-
memente fungdes continuas em intervalos compactos por polinémios mas, no caso de a fungao ser k vezes diferenciavel, é
possivel encontrar aproximantes polinomiais cujas k primeiras derivadas também aproximam uniformemente as respec-
tivas derivadas da fungéo a ser aproximada.

Adiante, apresentaremos uma prova do teorema mais geral, Teorema 37.4. Seguiremos muito proximamente a demons-
tragio apresentada em [102], demonstragio essa aparentemente devida a Landau'' mas, para a facilidade do estudante,
acrescentaremos alguns detalhes'2.

Antes de iniciarmos a prova do Teorema 37.4 precisamos fazer um comentdrio sobre um fato que usaremos a respeito
de extensoes continuas de fungoes.

9Pierre Etienne Bézier (1910-1999).

10Henri Léon Lebesgue (1875-1941).

'Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938).

12Nossa prova é também ligeiramente mais precisa que a de [102], pois 14 o parametro § (vide abaixo) é tomado na forma 0 < § < 1 mas,
para evitar problemas em certos limites de integragao, o correto ¢ tomé-lo como faremos adiante.
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o Certas extensoes continuas de fungoes

Seja f uma funcio continua definida em um intervalo fechado limitado [a, b] assumindo valores reais ou complexos
e que tenha suas k primeiras derivadas igualmente continuas nesse intervalo. Seja um intervalo fechado limitado [, 8]
que contém [a, b] no seu interior, ou seja, com —o0o < a < a < b < § < co. Entdo, existe pelo menos uma fungio f
definida em [a, (] com as seguintes propriedades:

1. f coincide com f no intervalo [a, b].

2. f e suas k primeiras derivadas sdo continuas em [, f].

3. f e suas k primeiras derivadas anulam-se nos extremos « e 3 do intervalo [a, f].

A funcao f é, assim, uma extensao de continua de f ao intervalo [, ] cujas k primeiras derivadas sdo extensoes
continuas das respectivas k primeiras derivadas de f ao intervalo [o, 8]. Além disso, f e suas k primeiras derivadas
anulam-se nos extremos do intervalo [, 8] em que estio definidas.

Hé infinitas funcoes f com tais propriedades. Uma maneira de construir uma tal funcdo é escolhé-la de modo que
seja idéntica a f no intervalo [a, b], seja infinitamente diferencidvel nos intervalos [a, a) e (b, 8] mas de modo que
lim, o fO(x) = fO(a) no intervalo [a, a) e lim,_;, fO(z) = £ (b) no intervalo (b, §], para todo 0 <1< k.

Exemplo 37.1 Uma possivel escolha de uma fungio f com as propriedades acima é a seguinte:

f(x), a<z<b
Epk) (g .
fz) = (Z%(zfa)>ﬂx.a(w), alz<a

i

k
(Z 1) (z— b)l> (1-Fy p(z), b<z<p
=0

onde, para u < v, a fungao Fy, » : [u, v] = [0, 1] é definida por

1 * 1 1
Fy, »(a = = — N3 T T3 s <4
@) N/ e"p( —u? (y—v)?) doowsw

Nu, » sendo a constante de normalizagao

IN

v,

v 1 1
Nu, v 1= | dy.
/ﬁ’“’( w—up <y=u>2) Y

Essa fungdo F\,, » é continua, estritamente crescente, infinitamente diferencidvel no intervalo u < x < v e satisfaz

lim Fy o(x) = 0,  lm Fyo(@) =1, e lim £ (2) = lim F(z) = 0, VI>1.
Jm, lim Jim, Jm

Com isso, é facil ver que f satisfaz as propriedades requeridas: ¢ continua e k-vezes diferencidvel em [a, f] e satisfaz

floy =0 =7, o) = 0= 7Y@, viz1,
(37.23)
FO@) = O e OB = Y0, Vosisk,
além de, obviamente, ser uma extensao de f. ¢
E. 37.3 Ezercicio. Verifique as afirmagdes feitas acima. F
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Para o que segue, a forma especifica de f, como aquela do exemplo acima, nao serd relevante, apenas suas propriedades.

e Prova do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.4

Daqui por diante, consideraremos sem perda de generalidade que [a, b] C (0, 1), ou seja, tomamos 0 < a < b < 1,
e consideraremos f uma extensdo de f a todo o intervalo [0, 1] com as propriedades acima (adotando a =0 e 8 = 1).
Com uma tal funcdo podemos definir os polinémios

1
pul(z) = ﬁ/ﬂ Fl) [1— (u—2)2)" du (37.24)

com z € [a, b], onde, para v € [0, 1], definimos

Dy(y) = / [1-¢*]" dv.

A expressao D, (0) pode ser calculada explicitamente repetindo-se o procedimento de integracao por partes (vide (16.69),
pégina 877) e tem-se

(2n)!
@2n+ 1)1’
mas nao faremos uso dessa expressao aqui. Uma outra prova de (37.25), por uma mudanga de varidveis e com uso do
binémio de Newton, pode ser encontrada em (37.79), pagina 1961.

[1 _ 2"
2D,(0)
delta de Dirac como na Defini¢do 37.1, pagina 1933, mas a demonstracao que segue é muito préxima & do Teorema 37.1,

pagina 1936.

Dn(0) = (37.25)

A sequéncia de fungdes K,(z) = , definidas no intervalo [—1, 1], ndo forma exatamente uma sequéncia

Os p,, sdo claramente polinomios de grau menor ou igual a 2n. Como veremos, esses polindmios aproximam f com
as propriedades requeridas. Para mostrar isso, fixemos « € [a, b] e comecemos observando que

1 1-o
! / f(u) [],(u,w)Z]" du T ;/ flv+x) []7’02]” dv = A1+ Ay + Asz

@) = 55,1 Jo 20,(0) ),

com
-5 -5
Ay = #1(0)/,, flo+z)[L 71)2]ndv, Ay = ﬁ;(o)/ﬂs flo+a)[1 7112}”(17; R
(37.26)

1 1-w

3 n
Az = —r / flw+a)[1—v?]"dv,
2D, (0) J5 [ ]
onde § satisfaz 0 < § < min{a, 1 — b} e serd convenientemente fixado mais adiante'®. Vamos tratar de estimar cada
uma das trés expressoes A; acima. Como f ¢ continua no intervalo [0, 1], seu médulo assume um valor méximo, que
denotaremos por F, ou seja, em simbolos, F' := sup ‘f(JL)‘ Com isso podemos escrever que

z€[0, 1]

1 tre oyn F 1-e -
< — — v ) < —_— —
[As| < 3D.(0) /5 [f(v+ )| [1 v } dv < 3D,(0) /& [1 v ] dv

F Yoo o, Da(d) )
< ml [1-0v?"dv = F2Dl(0> ., (37.27)

onde, na tltima desigualdade, usamos que 1 —z < 1. De forma totalmente andloga, prova-se que vale também

D,,(0)
< .
Al < Fob.0

(37.28)

13Como 0 < § < min{a, 1—b} e x € [a, b], segue que —3 > —x ¢ § < 1 —x. Assim, os trés intervalos de integragiio em (37.26) sdo crescentes.
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O termo A; pode ser manipulado da seguinte forma. Usando a identidade

_ Du©) _ Jo[1=v*"dv+ Da(s) L2511 = 0?]" dv + 2D, (6)

D,(0) D, (0) - 2D,,(0)

escrevemos

t

1 - -
(m)x1+m/ﬂsf(7ﬁ+m)[lfu} dv

.5
— - f@pte + s | (Fot o - F@) (1=

De (37.27), (37.28) e (37.29) extraimos, assim, que para z € [a, b],

[pn(2) — f(I)l <

FDD:(((S) + ‘ ~(z)‘ g:ig; + —2D,1L(O) /:;’f(v-%—z) —f(z)‘ 1 —vﬂndv.

Como z € [a, b], podemos substituir f por f no lado esquerdo. Fora isso, |j(r)| < F e, assim, chegamos a

D,,(0) 1
D, (0)  2D,(0)

[pn(z) — f(z)] < 2F /; ‘f~(0+1) - f~(¢)‘ [1 7’02}” dv .

Observemos neste ponto que uma fungao que seja continua em um intervalo compacto, como f é uniformemente
continua nesse intervalo (Teorema 32.12, pagina 1614). Assim, para cada e > 0 dado podemos encontrar um § > 0,
pequeno o suficiente e independente de 2 de forma que |f(v + 2) — f(x)| < € desde que [v| < 6. Temos, portanto,

o) (& D), ¢ [T ey,
pua) = )] < 2P RG]

_ D, (6) € s — " dv
2F ,,(0)+—Dn(0)/0 [1 1" d

< 2F

Para fechar a demonstragao dessa parte, precisamos agora mostrar que para qualquer ¢ fixo com 0 < § < 1 a razao
D,,(6)/D,,(0) pode ser feita tdo pequena quanto se queira, fazendo-se n crescer. Como em [102], notamos que para
v € [0, 1] vale v? < v. Assim,

1 1
1
D, (0) = / (L—v?)"do > /(1—1))"dv -
0 Jo n+1
calculando explicitamente a tltima integral. Paralelamente,

Da(0) = /1(171;2>"dev < -y /1 dv = (1—@)"(1—-0) < (1-5)"

5 5
e, portanto,

< (n41)(1-6H)". (37.29)
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Como 0 < 1 — 62 < 1, o limite para n — oo do lado direito, acima, é zero. Assim, concluimos que para n grande o
suficiente, independente de z, tem-se |p,(z) — f(x)| < 2e. Isso estabelece que a sequéncia de polinémios p,, converge
uniformemente a f no intervalo [a, b]. Com isso provou-se o Teorema 37.3.

Vamos provar agora que para cada [ com 1 < < k as derivadas pﬁf) também convergem uniformemente as derivadas
F® quando n — co. Notemos que, pela defini¢io de p,,,

1 Lot n
pW(z) = M/u f(u)W[l—(u—z)Z} du .

Agora, devido ao fato de a fungao [1 —(u— 1)2]" ser simétrica pela troca u <> z, vale

!
g - "
Assim,
_1) 1 ! n
P(nl)(z) = Q(Dnl(>0)/0 f(u)% [1 - (u—z)z} du
int. por partes 1a O - u=1 (1)1 1 - o1 o
o D g L= @ —2)] u:0+m A PO g 1= (=) du.

=0, pois f(0)=F(1)=0

Repetindo-se | vezes o processo de integragao por partes e usando o fato que f e suas derivadas anulam-se em 0 e em 1,
por constru¢ao, obtemos,

1 v .
O(z) = ——— ) [1 - (u—2)*]" du.
W@ = sp [ 7O 1= =)
J& vimos, porém, que essa igualdade implica que pg) converge uniformemente a f(l> no intervalo [a, b] para n — co. Isso
completa a prova do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.4. |

e O Teorema de Weierstrass em varias varidveis

O Teorema 37.4 pode ser estendido para fungoes continuas definidas em retangulos compactos em R™ (em verdade,
em qualquer conjunto compacto em R™). Faremos uso desse fato mais adiante. A demonstracio ¢ muito semelhante &
do Teorema 37.4 mas ha algumas passagens delicadas e, por isso, reproduzimos a demonstragao com certo detalhe.

Teorema 37.5 (Teorema de Weierstrass) Seja f : R™ — C uma fungao real ou complezxa, continua em um retdngulo
fechado R := [a1, bi]x -+ X[am, by) CR™ e tal que suas K primeiras derivadas parciais existam e sejam continuas nesse
retangulo. Entao, f pode ser aprozimada uniformemente por polinémios nesse retangulo e suas K primeiras derivadas
parciais podem ser aprozimadas uniformemente pelas derivadas desses polinomios, ou seja, para todo € > 0 existe um
polinémio pe tal que para todo n-multi-indice o com 0 < |a| < K wvale

[D*pe = Dfllo = szg\Dapc(l')*D“f(I)\ <e.
o

Prova. Daqui por diante, consideraremos sem perda de generalidade que R := [a1, b1] X -+ X [am, bm] C (0, 1)™, ou
seja, tomamos 0 < ar < by < 1 para cada k, e consideraremos f uma extensio de f a todo o retangulo [0, 1]™ com a
propriedade de anular-se junto com suas K primeiras derivadas parciais na fronteira de [0, 1]™.
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Generalizando (37.24), definimos os polindmios em m varidveis

1 1 m

[ [ ) TT = = a?] dudu,
o 0 it

= 2D,

Pn(l’h ceey ‘Lm) OB

1—a1 l—zm _ m n
f(’l}]+(L'1,...,'Um+(L‘m)H[1*'U;ﬂ dvy -+ - dvp,
- o k=1 (37.30)
- 2m D, (0)™ o
com D, definido como na prova do Teorema 37.4, com (21, ..., Tp) € R, onde na segunda linha fizemos a ébvia
mudanca de varidveis vy = ug — x, para todo k.
Tomando um ¢ > 0 pequeno o suficiente (§ < minqai, ..., am,1 —by, ..., 1 — bm})ﬁ a ser precisado adiante,

podemos escrever a dltima expressdo em (37.30) na forma A; + Ay onde

A

5 8
/ / Flor+ a1, .o, U+ 2m) [1—@'?}"---[l—vfn}ndvl---dvm
_ -5 -4
2 = 2m D, (0)™

e A é a mesma integral, mas no conjunto complementar R = ([—zl, 1—a] X [~2pm, 1— zm]) \ [=4, §]™. A integral
A; pode ser majorada por

/ 1- vﬂn 1= v?n}n dvy - - - dvy,
R
2"’Dn(0)m ’

A < F

onde F := sup |f(z). A integral em R pode ser quebrada como soma de produtos de integrais unidimensionais,
z€l0, 1™
algumas da forma

. 71;:" [1—v2]" dug Jor L= v3])" dve + fOIﬂU” [1—v3]" du < 2 fol [1—v2]" do

2D,,(0) 2D,,(0) = 2D,,(0)

P T e
2D, (0) 2D, (0)
como provamos na demonstracao do Teorema 37.4, acima (vide (37.27)). Assim,

e sempre ocorrera ao um fator da forma

ou as i d imad. p Do)
s quais podem ser estimadas por 55-y,

= e Dal) G720
=M. =

Ay KF(n+1)(1-4%)"

sendo K uma constante dependente apenas da dimensao m.

O termo As pode ser manipulado analogamente & demonstragao do Teorema 37.4.

5 ) m
/ / f(v1+xl,....,vm-%—zm)H[l—vf,]n dvy -+ - dvpy,
-0 -5

A, = k=1
N 2m D, (0)™

= f(or .. 2m) (1 - gng)m

) 1)
/ / (f(u1+zl, Cs U+ T) 7];(114 ce xm)) H [171}%]" dvy -+ dvm,
-5 -8
+

2mD, (O)m
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Por (37.29), sabemos que g” ﬁg; — 0 para n — oo e, portanto, para qualquer € > 0 podemos achar n grande o suficiente

para que tenhamos

F@r oees am) = (@1, e o) (1 - %)m' <.

Uma funcéo que seja continua em um conjunto compacto, como f , é uniformemente continua nesse intervalo (Teorema
32.12, pdgina 1614). Assim, para cada ¢ > 0 dado podemos encontrar um ¢ > 0, pequeno o suficiente e independente de @
de forma que |f(v1+ a1, ..., Um+2m) — F(1, ..., Tm)| < € desde que |vi| < & para todo k. Assim, a integral do lado

il
direito de (37.31) pode ser majorada por e (1 — g:—g;) <e

Concluimos disso que

< KF(n+1)(1-6%)" +2¢.

‘Pn(zl-, s am) = fa o w)

Como |1 — 4] < 1, isso completa a demonstragao de que f é uniformemente aproximével por polinémios.

Vamos provar agora que para cada n-multi-indice a, com 1 < |a| < K, as derivadas Dp,, também convergem
uniformemente as derivadas D f quando n — co. Notemos que, pela defini¢ao de p,,

1 1 n
/0 /u Flut, -, um) DS (H (1 — (ux 7xk)2]"> duy -+ duy,

k=1
2mDn<0)m

D%y (21, ..., Tm) =

Agora, devido ao fato de a fungao [1 —(u— z)z]" ser simétrica pela troca u <> z, vale

D2 f[ 1 - (e —a)?]" = (-1)*IDg f[ [1— (ur —a)?]" .
k=1

k=1

Assim,
D° 7<CC x ) = (7>|‘ /1.../A1 /(u Uy )D |n| [] — (u —x, ) ]71 duy - - - duy,
Pnl(T1, -y T '”Dn(o)m | 1y v ooy Um )y L k— Tk L1 n -

Repetindo-se || vezes o processo de integragao por partes e usando o fato que f e suas derivadas anulam-se nas fronteiras
da integral miltipla acima, obtemos,

1 ! ! 2 . n
Dp(21, -0y Tm) = m/o /0 (fof) (u1, <oy um)H [1— (ux —ax)?]" dug - du, .
" k=1

J4 vimos, porém, que essa igualdade implica que D®p,, converge uniformemente a D“p,, f no intervalo [a, b] para n — cc.
Isso completa a prova do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.5. |

37.3.2 O Teorema de Taylor

Nesta segao apresentaremos o Teorema de Taylor, um dos teoremas bésicos do Cdlculo Diferencial, o qual enuncia
condigbes que permitem aproximar certas fungoes infinitamente diferencidveis por séries de poténcias absoluta e unifor-
memente convergentes em intervalos limitados da reta real. Se a fun¢ao que estamos interessados em aproximar nao for
infinitamente diferencidvel ou néo satisfizer as condicoes enunciadas abaixo, tem-se como alternativa o Teorema de Wei-
erstrass, que garante a possibilidade de se obter uma aproximagao uniforme por polinomios. O Teorema de Weierstrass é
estudado na Segao 37.3.1, pdgina 1939. A demonstra¢io do Teorema de Taylor segue de um simples raciocinio iterativo
que ora iniciamos.

Seja f : R — € uma funcao K-vezes diferenciavel, com K > 0. Pelo Teorema Fundamental do Célculo podemos
escrever

1) = )+ [ * ) dss (37.32)
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-
para todos = e xgp € R. Para K > 1 vale também para f’(s1) a mesma relagao f'(s1) = f'(zo) + / f"(s2) dsa. Dali,
Jao

temos

J@) = Ja)+ -0 o)+ [ ( [ s dSQ) dsy
= )+ )+ [ o070 (37.33)

£

pois, invertendo a ordem das integrais,

/l: ( T:I F(s2) d52> ds; = /1: 1 (s2) (/s: ds1> dsy = /;(x — 89) f"(s2) dsa .

Usando inducéo, esse resultado pode ser generalizado, conduzindo ao seguinte teorema:

Teorema 37.6 (Teorema de Taylor) Se f: R — C ¢é wma func¢do K wvezes diferencidvel (K > 1) em um dominio
conezo Q C R, entdo para todo N < K wale

N o x N

T — T xr—t e

fa) =Y (e—z) - 0 4(0)(zg) +/ o7 Nl) FNED@) dt (37.34)
a=0 ' zo :

para todos x e xy € Q. Essa expressao pode ser reescrita na forma

N
(T —20)" 1(a (@ =)Vt 1 1 5
flz) = ago a!O FO (o) + NO! /o (1—s)N N+ >(10+s(zfzg)) ds . (37.35)

As relagoes (87.34) e (37.35) sio denominadas identidades de Taylor. Os polinémios

N @)
TN/, 0) = Y P ARG

a=0
sao denominados polindémios de Taylor de ordem N centrados em xo da funcgao f e a expressio

@ (N _ g )NHL 1 )
Rl z0) = [Ty = SR g 0 e )

€ denominada resto da expansao de Taylor de f, ou férmula do resto da expansao de Taylor de f.

Suponhamos agora que f seja infinitamente diferencidvel e que exista wm intervalo compacto I(xo, 8) = [xo — B , 20 + 8],
B >0, tal que existem constantes M >0, C >0 e~y com 0 <~ < 1, tais que para todo y € I(zo, ) e todo k > 0 valha

|f<k)(y)| < MCH(R) . (37.36)
Entio, para todo x € I(xg, ) tem-se
fla) = 52 T gy (37.37)
a=0
sendo que a série do lado direito converge absoluta e uniformemente em I(xg, (). A série (37.37) é denominada série

de Taylor real de f centrada em xq. [m]

As origens do Teorema 37.6 remontam aos trabalhos de Taylor'* nos primérdios do Cdlculo Diferencial e Integral.
Taylor descobriu a série que leva seu nome entre 1712 e 1715, mas a importancia desse resultado s6 foi reconhecida por
Lagrange!® em 1772. A expressdo “série de Taylor” para designar a expansio (37.37) data de 1786, tendo sido cunhada

14 Brook Taylor (1685-1731).
15 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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por Lhuilier'®. Séries de Taylor para fungdes especificas (como a funciio arco-tangente) eram conhecidas antes de Taylor.
Sua contribuicao foi a de ter encontrado uma expansao vdlida para uma grande classe de fungoes. Taylor, um discipulo
de Newton!”, inventou também o método de integracio por partes, entre outras contribui¢oes seminais.

gragao por p G

Prova do Teorema 37.6. J& provamos essa afirmagao para K = 1 (relagao (37.32)) e para o caso K > 1 j& tratamos o caso
N =0e N =1 (relagoes (37.33) e (37.32)). Para efetuarmos a prova por indugao, suponhamos que a relagao

M

z —x0)* (- s1)M
flz) = ng(w(mopr/ %ﬂ‘”“)(sl)dsl

l
a0 a
s
valha para todo M com M < K — 1. Como fM+D (1) = fOM+1) (z0) +/ FM+2) (55 dsy, obtemos
£

M

Y T (g \M ’ @ (g \M 51
flx) = Z (z a}Tl)) f(a)(:c(])+ (/ (@ A;ll) d51> f(M+1)<m0>+/ (z ]u""l) (/ f(A4+2)(32)d52> ds,
— ! Jzo ! Jao ! Jeo
- S e gy G >+/I i / fO (s2) dsz ) ds
T4 R G V] A S V7 o Ay
M1, o, z M 51
-y %ﬂ‘”(zaw/ % (/ f<M+2>(32)d32> dsy
a=0 - o - o
Myl T RN
= > foom)l £ (o) + udé’l JOT) (s5) dsg
a=0 al L n
M+1 y
(T —20)" (0) T (@ —s)M e
- z W)+ [ e f (s2) dsa
2 |, QI+

sendo que na passagem da terceira para a quarta linha trocamos a ordem das integragoes. Isso prova, por indugao, a
validade de (37.34) para todo N < K.
Escrevamos agora t = o + s(x — xo) na integral de (37.34). Ficamos com & —t = (z — x0)(1 — ), dt = (x — x9)ds e

obtemos,

T @ =t (v (w—a)VH ? N p(N+1)
/Tan (t)dth 0(1—5) f (w0 + s(x —x0)) ds .
Isso provou (37.35).
Suponhamos agora que f seja infinitamente diferencidvel e que exista um intervalo compacto I(zg, 8) = [zo — 8,20 + ],
B >0, tal que existem constantes M >0, C' > 0 e com 0 < < 1, tais que para todo y € I(zo, ) e todo k > 0 valha
’f“‘)(y)’ < MR

Teremos,

SO + Yy’ ‘

1 1
‘/0 (178)Nf(N+1)(Io+S(.’E710)) ds| < AMCN“((N+1)!)7/O (1-s)Nds < M NT1

Logo, para z € I(zq, ), ou seja, para |z — xo| < 3, tem-se

‘min‘N-H CN+1((N+])!)‘Y ]\/f(ﬁC)NH
N! (N+1) ((N+1)!)H ’

oS T )
F) =3 = o)

a
a=0

<M

16Simon Antoine Jean Lhuilier (1750-1840).
17saac Newton (1643-1727).
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Como 1 —~ > 0, segue que o limite N — oo do lado direito da tltima expressao é zero, provando (37.37). Como o
lado direito da ultima expressao independe de 2 no intervalo I(zg, 3), a convergéncia é uniforme. Que a convergéncia ¢

absoluta segue também facilmente das mesmas desigualdades acima pois, pelas hipdteses, (ij‘))“ F @ (z0)| < M éﬁ)c;),:,

que é somdvel.

e A expansao de Taylor da fungao exponencial

A seguinte proposicao serd usada na discussao sobre a relagao entre o Teorema de Weierstrass e o de Fejér (Proposigao
37.8, pagina 1963):

Proposigao 37.6 A bem-conhecida expansio em série de Taylor centrada em xo = 0 da fungio f(x) = e**, com « € C,
oo .M
" a'x . .
dada por e** = g T converge uniformemente e absolutamente em cada intervalo [—3, B da reta real, com > 0.
n!

n=0

Assim, podemos afirmar que em todo intervalo [—B, 8] da reta real, com 8 > 0, a fungdo €** pode ser aprozimada
uniformemente por uma sequéncia de polinémios, a saber, por seus polinémios de Taylor. [m}

Prova. A fungio f(z) = ¢®* com a € C, constante, é infinitamente diferencidvel e sua k-ésima derivada é a*e®®. Como
[ 6 continua, ela é limitada em cada intervalo compacto da reta real. No intervalo [—8, ], 8 > 0, temos evidentemente
[e?| < ePIRe(@)] Assim, a condigdo (37.36) é satisfeita em cada intervalo [—f3, ], 8 >0, com M = ¢fRe(@ ¢ = a| e
~v = 0. A proposi¢ao segue, portanto, do Teorema de Taylor, Teorema 37.6, pagina 1947. |

e Alguns casos a se ter em mente

Para uma melhor compreensdo do Teorema de Taylor é importante estudar alguns casos especiais. Considere-se a
funcao f definida em R por

CJew(-2) . a0,

f(x)

0, z=0.

E facil verificar que essa funciio é continua e, mais que isso, que ¢ infinitamente diferencidvel. De fato, em z #0a
n-ésima derivada de f é da forma exp (7712) vezes um polinémio em 1/z (verifique!). Esse polindémio diverge quando
z — 0 mas o pré-fator exp (75) val a zero muito mais fortemente. Como consequéncia, f e todas as suas derivadas
anulam-se em = = 0. Assim, se calcularmos a série de Taylor (37.37) dessa func¢ao em zp = 0 a mesma seria identicamente
nula (), pois f(™)(0) = 0 para todo n > 0. Isso significa que a relagao (37.37) nao vale para essa funcio se zo = 0, pois
f é nao-nula, mas a série do lado direito é identicamente nula. O que se passa é que nio existe para essa fun¢ao nenhum
intervalo I(3, 0), ou seja, da forma [—f, ], 8 > 0, no qual valha a condigio (37.36) para todo k e todo z € I(8, 0).

Esse exemplo ensina-nos que uma funcao infinitamente diferencidvel pode ter uma série de Taylor centrada em um
ponto xg e convergente em uma regiao em torno de o, mas essa série ndo necessariamente converge a funcao em outros
pontos que nao xo. Para que a convergéncia a fungio se dé é necessdrio que sejam vélidas condigoes como (37.36), que
limitam o crescimento das derivadas da fun¢ao em uma vizinhanca de xq.

e Dois corolarios tteis
Os corolérios seguintes do Teorema de Taylor serdo utilizados neste texto.

Corolario 37.1 Se f : R — C for K wvezes diferencidvel e f(*)(x¢) = 0 para todo a =0, ..., N com N < K, entdo f
tem um zero de ordem N + 1 em xy e podemos escrever

f@) = (z —a0) " F(2)

onde F é (K — N — 1)-vezes diferencidvel. Em particular, se [ for uma fun¢io infinitamente diferencidvel, entao F
também o serd. m]
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Prova. As afirmagoes seguem diretamente de (37.35), notando que, pelas hipéteses, podemos diferenciar em  a expressao

1
/ (1- s)Nf(N“)(zo + s(x — mg)) ds sob o sfmbolo de integral. |
0
Corolario 37.2 Seja f : R" — C uma fungao infinitamente diferencidvel de n varidveis reais @ = (v1, ..., ) €
suponhamos que f(y) =0 em algum ponto y = (yl, B yn) € R™. Entao, podemos escrever
n
F@) = > (e — y) Fr(z) , (37.38)
k=1
onde as fungées Fy, sao infinitamente diferencidveis. [m}
Prova. Como f(y1, ..., yn) =0, vale

fla, ooy an) = [f(l'la vy n) = flyr, @2, ., Wn)]‘#[f(’!/lal‘m cooy @) = fy1, Y2, w3, ln)]

+o+ [f(?/l, s Yne1s Tn) = [y %)} ., (37.39)

ou seja,
n

flxr, ooy an) = [f(yl‘, e Uk—1y Thy e ) — f(Y1, oo YRy kg1 .- 'cn)} . (37.40)
k=1

Paracadak =1, ..., nafungdo f(y1, ..., Ye—1, Ths --- Tp)—f(Y1, -+ -1 Yks Thet1, ... Tn) 6 infinitamente diferencidvel
como fun¢ao de xy e anula-se em x; = yi. Portanto, pelo Coroldrio 37.1, podemos escrevé-la na forma

Frs oo Yooty Ths oo ) = F1 -0y Yhy Trgts - = (zr —yr)F(zr, oy ), (37.41)

onde Fj, é uma fungao infinitamente diferencidvel de z;. Como o lado esquerdo é uma fungao infinitamente diferenciavel
das demais varidveis, Fy, também o serd. Logo, (37.38) segue de (37.40) e de (37.41). u

e O Teorema de Taylor e o de Weierstrass

Os seguintes comentdrios sobre a relagao entre as afirmativas do Teorema de Weierstrass ¢ do Teorema de Taylor sao
de interesse para o estudante.

Ambos os teoremas estabelecem condigoes para que uma fungao possa ser uniformemente aproximada por polindmios
em intervalos compactos. As hipétese do Teorema de Weierstrass sao, porém, mais fracas, pois nele requer-se apenas
que a fungao a ser aproximada seja continua, enquanto que no Teorema de Taylor requer-se que a fungao seja continua
e infinitamente diferencidvel.

Assim, o Teorema de Weierstrass garante, por exemplo, a possibilidade de se aproximar a funcao f(z) = |z - %‘ por
polinémios uniformemente no intervalo [0, 1], por exemplo, pelos polindmios de Bernstein (vide (37.22))
“ p 1| (n
r_- "\ P (1 — )P 3
> - 2‘ (p) aP(1—z)" P . (37.42)

=0

Essa fungao f, contudo, nao possui uma expansao de Taylor centrada em zo = 1/2 (pois nao é diferencidvel nesse ponto)
nem outra expansao de Taylor centrada em outro ponto do mesmo intervalo [0, 1] convergird a fungéo em todo intervalo
(a expansao de Taylor de |z —1/2| centrada em, digamos, g = 3/4 é 1/4+ (x —3/4) = x—1/2, que s6 ¢ igual a |z —1/2|
para x > 1/2).

Uma diferenga notdvel entre os polindémios de Taylor e os polinémios aproximantes cuja existéncia o Teorema de
Weierstrass garante, é que os coeficientes dos primeiros sao fixos, nao dependendo do grau do polindémio aproximante.
I®(0)

k!

O k-ésimo coeficiente do polindémio de Taylor de grau N centrado em zp = 0 de uma funcio f é , que nao
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depende do grau N do polinémio. J4 os coeficientes dos polinémios aproximantes de Bernstein (37.22) ou dos polinémios
aproximantes de Landau (37.24) dependem em geral de k ¢ de N. O k-ésimo coeficiente do polinémio (37.22), por
exemplo, que aproxima uma fungao f no intervalo [0, 1], é dado por Z:':O(fl)’“”’f (%) (2[) (N"?) e depende de k e de
N.

Dessa forma, quando desejamos melhorar a aproximagao de uma fun¢ao por meio de seu polinomio de Taylor sé
precisamos acrescentar mais termos ao mesmo, aumentando seu grau mas sem alterar os coeficientes ja utilizados. Em
contraste, se quisermos melhorar a aproximagao de uma fungdo usando os polinémios aproximantes cuja existéncia é
garantida pelo Teorema de Weierstrass devemos aumentar o grau do polindémio e eventualmente modificar todos os
coeficientes do mesmo.

Comentamos, por fim, que o polinémio de Taylor, ou mesmo os polinémios de Bernstein ou de Landau, nem sempre
produzem o melhor aproximante polinomial uniforme de uma fungao f (continua e infinitamente diferencidvel) em um
intervalo compacto. A existéncia de um melhor aproximante uniforme polinomial inico em um intervalo compacto de
uma funcdo continua f é um teorema devido a Haar'® (vide [111], [492], [425] ou [329]) mas, infelizmente, ndo hd uma
férmula fechada conhecida que o determine.

e O Teorema de Taylor em varias varidveis

Se g : R™ — C é uma funcao de n varidveis reais, K-vezes diferencidvel em um certo dominio 2 C R™, podemos obter
o analogo do Teorema de Taylor por meio do seguinte procedimento. Seja f : R — C definida por f(t) := g(y + th), com
y, h € R" de modo que y e x = y + h pertencem a algum aberto convexo £y C Q (a convexidade é necesséria para que
se possa garantir que y + th pertenca a Qg para todo ¢ € [0, 1]). Para a a-ésima (a < K) derivada f()(t), vale

100 s iy 0

agl---ap! Oyt - - Oyn™ (

y+th) = > %(Dgg) (y+th), (37.43)

a€ENp

!
a @y, . an=0
a1+ dan=a

sendo que, acima, usamos a nota¢ao de multi-indices introduzida & pagina 943. Essa expressao segue facilmente, pela

d = 0
regra da cadeia, de i Z hk(,)—A, igualdade vélida quando aplicada a f(t) = g(y + th). Disso temos
k=1

Yk
o "9\ d al o
) = B +th) = B SRRy . ——) (Y7 5 I
pridQ) (; kayk> gy +th) a,,}z‘un:u oo n Byl‘---ayn”g(‘/ )
Snane

O Teorema de Taylor, Teorema 37.6, pdgina 1947, vale para a funcdo f na varidvel ¢ e se considerarmos o caso em
que t =1 e tp = 0 obteremos o seguinte:

Teorema 37.7 (Teorema de Taylor em n variaveis) Se g : R — C ¢ uma funcao K vezes diferencidvel (K > 1)
em um dominio conexo Qo C R"™, entdo para todo N < K wvale para y, © € Qo, com z =y + h,

N a o -1 :
o) =g+t =Y X L0+ X L) [(a-9Y (D50) st s, 6140
a=0aeNz aENR,, g

ou seja,

a

N RO ... han 9
) = ¢ +h) = 7"7
g(x) 9ly ) az:;] 0112":0 ol Oyl Oy (%)
ay+t+an=a

N+1

hot ... han r1 8N+1g
— — (N+1 1—s)N 2 sh) ds 4
Y e W [0 g o) ds (37
aytotan=N+1

comh=x—y.

18 Alfréd Haar (1885-1933).
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A relagao (37.45) é denominada identidade de Taylor. Os polindmios

Tnlgl(, y) = Z Z

a=0 aeNp

N a oy an
- < (0 — v o
(@1 =)™ (=0 —yn) ‘)

Ayt - Oyn

I
\g
\g

a=0 o1, an=0
artban=a

sao denominados polindémios de Taylor de ordem N centrados em y da funcao g e a expressio

_ ey 1 .
vlal(@, ) = D -y a]y) (N+1)/D (1 - )N (D) (y + sh) ds
a€ENY :
N+1 (-’lfl B yl)m (-’lfn - 7/n “n ()N“l]
- Z agl-ap! N+1>/ a=s" DYooy (y+sh)ds, (37.46)

@y, .. an=0
o tan=N+1

com h = x—y € denominada resto da expansao de Taylor de g, ou férmula do resto da expansao de Taylor de g. Podemos,
portanto, reescrever (37.45) e (37.44) na forma

9(z) = Tnlgl(z, y) + Rnlgl(z, y) - (37.47)

Suponhamos agora que g seja infinitamente diferencidvel e que exista uma bola compacta centrada em y e de raio

B >0 By, B) = {:1: (S

|z =yl < 6} tal que existem constantes M > 0, C > 0 ey com 0 < v < 1, tais que para

todo w € B(y, B) e todo n-multi-indice a« = (v, ..., ay) valha
olal [ ooyl (n—1)!
‘8 K % —w)| < Mol 9 Qn: (183 Ml M an!(n ') , (37.48)
Wit - Qwy ’Nn 1= (n+ |af —1)!

com |a| = ay + -+ + an. Entao, para todo x € B(y, B) tem-se

I I L S S Mo U

a=0 aeN? T an=o0
(x]+ tan=a

sendo que a série do lado direito converge absoluta e uniformemente em B(y, B). A série (37.49) é denominada série
de Taylor real de g centrada em y. m]

Prova. As primeiras afirmacdes seguem de (37.43) e do Teorema de Taylor para uma varidvel, Teorema 37.6, pdgina
1947. E fdcil verificar que, sob (37.48), o termo de resto (37.46) converge a zero para N — 0o ¢ a série (37.49) converge
absolutamente. |

Como ilustragao, os primeiros termos da série de Taylor centrada em y de uma fungao infinitamente diferencidvel g
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de duas varidveis sao

dg

%9 99

g(z) = g(y)+ (m *yl)a— s

Y1
2 2
(“;,yl) S+ (“;f’z) o+ (o1 m) (o2 - ) gt

y) + (l'z - ’yz)

+

3
(IZ - yz) &y
(y) + 30 B y)

(Il - y1)3 &g
3 oy

+(’”l*yl)2(m2*y2) ] @)J‘“’yl)(w?*?ﬂ)z o

21! g2y Y 191 102

+

W)+

37.4 Aproximagao de Funcgoes por Polinémios Trigonométricos

Em um dos trabalhos mais influentes da histéria da Fisica e da Matemética, “Théorie Analytique de la Chaleur”,
publicado em 1822, Fourier!'® langou as bases da teoria da difusdo do calor e, de maior interesse aqui, da teoria das séries
trigonométricas, posteriormente denominada, com mais generalidade, Anélise Harmonica.

A possibilidade de expandir certas fungdes em séries trigonométricas data dos trabalhos de Euler?® e de Daniel
Bernoulli?! sobre o problema da corda vibrante (vide Segao 43.5, pagina 2453), na primeira metade do século XVIIL.

Os primeiros trabalhos de Fourier sobre o problema da propagacao de calor e sobre o uso das séries de Fourier
datam do perfodo entre 1804 e 1807. Em dezembro desse tltimo ano Fourier apresentou ao Instituto Nacional de Paris
uma nota intitulada “Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps solides”, onde propunha que toda fungao
periddica poderia ser expandida em uma série trigonométrica, ideia inicialmente rejeitada, nao totalmente sem razao,
por um comité formado por Lagrange, Laplace, Monge e Lacroix. Parte do problema com a argumentagao de Fourier
era causado por uma certa confusio existente a época quanto ao que se entende por uma fungdo e pela auséncia de
demonstracoes matematicamente convincentes da parte de Fourier. O primeiro tratamento matematicamente correto da
convergéncia de séries de Fourier para uma certa classe de fungdes s6 foi fornecida por Dirichlet?? em 1828. Desde entdo o
estudo das séries de Fourier engendrou um sem-nimero de desenvolvimentos mateméticos importantes. Como exemplo,
citamos o desenvolvimento na nogao de integral de Riemann?®, a qual foi motivada pela necessidade de controle mais
preciso do decaimento dos coeficientes de séries de Fourier. Vide comentdrios da Se¢ao 31.1, pagina 1513.

Fourier chegou as expansdes que levam seu nome procurando solugoes de certas equagdes diferenciais ligadas ao
problema de propagagio de calor em sélidos?*. Essa associacdo entre séries de Fourier e equagdes diferenciais é de
interesse em diversas outras dreas da Fisica e o leitor poderd encontrar exemplos de seu uso nos problemas do Capitulo
43, péagina 2400. Nesta secao apresentaremos os resultados bdsicos da teoria da aproximacao de fungoes por séries
trigonométricas.

Para o leitor interessado em um texto mais aprofundado, a referéncia cldssica sobre séries trigonométricas ¢ [535].
Recomendamos também [262], [410], [396], [102] e [530]. Uma leitura muito estimulante é [277]. Para um excelente texto
em portugués, vide [148].

A Segao 37.6, pagina 1982, contém diversos exercicios sobre as séries de Fourier. Aplicagoes diversas da teoria podem
ser encontradas no Capitulo 43, pagina 2400.

19 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

20Leonhard Euler (1707-1783).

21 Daniel Bernoulli (1700-1782).

22Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).

23Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

24Fourier atuou também na politica e na administragao piiblica e dedicou-se a problemas de propagacdo de calor em fungao de seus interesses
em Metalurgia, em parte com o propésito de melhorar o processo de produgao de canhdes (Fourier foi um partidario oportunista de Napoledo)
e em parte movido por um legitimo interesse cientifico. Quando jovem participou da aventura napolednica no Egito, tendo trabalhado na
edigdo da célebre “Description de I'Egypte”, o livro-mae da Egiptologia, completada em 1810.
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37.4.1 Preliminares

e Fungoes T-periddicas

Se T > 0, uma fungao f : R — C ¢é dita ser T-periédica, ou periddica de periodo T, se f(z + T) = f(x) para todo
z € R. Assim, se f é T-periddica, vale T_pf = f, sendo T definida em (37.11). Evidentemente, se f : R — C ¢
T-periédica vale para todo z € R que f(z +nT) = f(z), onde n € Z, ou seja, vale T_,p f = f para todo n € Z.

Se uma fungao f : [=T/2, T/2) — C é definida apenas em um intervalo [~7/2, T/2), podemos sempre definir uma
sua extensdo®” T-periddica & toda reta real f : R — C por f(z +nT) = f(z) para todo x € [-T/2, T/2) e todo n € Z.
Por essa razio sempre consideraremos aqui fungoes definidas em todo R. Note que se f : [-T/2, T/2) — C é continua,
sua extensdo f : R — C s6 o serd se f(—T/2) = lim;_,p/ f(t), de outra forma serd apenas continua por partes, com
descontinuidades nos pontos # = T/2+nT com n € Z.

E também util recordar que se fo : R — C ¢ Ty-periddica, entao fi(z) = fo (%’ T) é Ty-periédica. Por essa razao,
convencionamos sé considerar aqui fungoes 2m-periddicas. Os resultados que seguirao podem ser estendidos a fungoes
T-periédicas por um simples re-escalonamento dos argumentos das fungoes.

Os seguintes resultados elementares serao usados algumas vezes no que segue:

Lema 37.1 Sejam P e f duas fungoes continuas e 2m-periddicas. Entao,

[ ra-wiwar = [ Pwse-va (37.50)
- -
para todo x € R. Em particular, vale
s T T+T
sy = [ se-wdr = [ s, (3751)
i -7 r—7
também para todo x € R. m}

Prova.
rz

[ ra-vsway =T [ PG dy

ot

= [ rwre-va- [T Pwse- s [ P60y

- -7

sy’ —2m ™ wtn ’ ’ 7 o " " "
L [ pasa-ndy- [P - 2mpe -y s+ [ PG dy

2

etdad i T T+
et [pgpe -y ay- [P ay [ PGSy

—m

o

= Py)f(z—y)dy .

—
Isso provou (37.50). A primeira igualdade em (37.51) é um caso particular de (37.50) para P constante igual a 1. A
segunda igualdade em (37.51) vem de uma mudanga de varidveis evidente (y — = — y). |

e Polinémios trigonométricos

Uma funcao definida em R que seja da forma

n
pa) = Y Ape™,

m=—n

25Para a definigio da nogio de extensio de uma fungio, vide pégina 61.
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com A,, € Cen € Ny, édita ser um polinémio trigonométrico de periodo 2w. Usando a bem conhecida férmula de
Euler ¢ = cos(f) + isen(d), todo polindmio trigonométrico no intervalo [—=, 7] pode ser escrito na forma alternativa
equivalente
a0 n n
Pe) = D+ D amcos(ma) + 3 busen(ina)
m=1 m=1
com a,, b, € C, a qual envolve as fungoes seno e cosseno.

No que segue, estabeleceremos, sob diversas hipéteses, resultados sobre convergéncia (pontual, uniforme ou no sentido
de L2((—m, 7), dx)) de sequéncias de polindmios trigonométricos.

o Séries trigonométricas, ou séries de Fourier

Dado um polinémio trigonométrico de periodo 2w

n ikx
e
z) = — 37.52
W = 3 m (37.52)
é facil constatar, usando as relagoes de ortogonalidade
/ eiln=mz gy — 2m0mm , M, NEZ, (37.53)
que os coeficientes pr podem ser expressos em termos de p por
T o—ikz
p = x)dx =: {(eg, p), 37.54
o= [ S=p@ds = (). 37.5)

cike

com ej(x) 1= o=

A relagao (37.54) tem o seguinte coroldrio evidente:

Corolario 37.3 Um polinomio trigonométrico € identicamente nulo se e somente se todos os seus coeficientes forem
nulos. [m]

Uma questao natural é saber sob quais circunstancias uma fungao 27-periédica f pode ser expressa como limite (em
um sentido a ser precisado) de uma sequéncia de polinémios trigonométricos:

elk‘x

) n ehr & -
flx) = lim k;ﬂ fk\/T_7r =: k;w fkm, (37.55)

com os coeficientes fi independentes de n e dados por

1 P—zkm

- _r V2T

Uma série como (37.55)—(37.56), caso o limite exista, é denominada série de Fourier.

T f@)dz =: (e, f) - (37.56)

Os coeficientes fj, sdo denominados coeficientes de Fourier da fungao f. De (37.56) vé-se que para que todos os
coeficientes de Fourier fj. de uma fungio f existam basta que f seja integravel em [—m, 7). Para f integravel e n € Ny
as somas parciais

g L ehe & ™ giky ; ik 45
n(f, x) = k;ﬂfk\/ﬁ = kZﬁ( ,,Ef@) 74) Wers (37.57)

sao denominadas somas parciais de Fourier da fungao f. A série de Fourier da fungao f se escreve entdao como o limite
ke

. . n gk X
Jim S (f, @) = T}LHOlck;nka = k;mfkm
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caso esse limite exista em algum sentido a ser precisado.

Observemos que alguns autores preferem escrever S, (f, ) na forma

n I
Su(fy ) = Z Feth | com F, = ﬁ/ e fy)dy, keZ.

k=-n

Como ji mencionamos, foi Fourier o primeiro a propor expressoes como (37.55)-(37.56). Coube a seus sucessores
estudar sobre quais hipéteses e em que sentido (37.55)-(37.56) sio vélidas. Uma questao que entao se coloca ¢ identificar
condigoes sobre f sob as quais a sequéncia de polindmios trigonométricos S,(f, =) convirja pontualmente & fungao f,
ou seja, para que o limite lim, o Sy (f, ) de (37.55) exista e seja igual a f para todo x € [—m, 7| ou quase em toda
parte. Devido ao largo emprego de séries de Fourier na resolucao de equagoes diferenciais, essa nao é apenas uma questao
académica. No que seguird, empenharemo-nos em apresentar respostas, ainda que parciais, a essa questao e a outras
congéneres.

e Um outro encontro com as séries de Fourier: a expansao de Laurent

Antes de prosseguirmos observemos que séries de Fourier convergentes ocorrem naturalmente no contexto da teoria
das fungoes analiticas de uma varidvel complexa.

Se g(z) é uma fungao analitica no interior de um anel Aq, = {z € C, a < |z| < b} C C, com 0 < a < b, ¢ bem sabido
da teoria das fungdes de varidvel complexa que g pode ser representada em A, por uma série de Laurent?® centrada em

zo=0:
9() = Y guz",

n=—o0
a qual é absolutamente convergente para z € Agp, sendo os coeficientes g, dados por

1 g(w)

9 = omi o wrtl

dw

para todo n € Z, com C sendo uma curva suave e fechada em A,, que d4 uma volta em torno de zp = 0 no sentido
anti-hordrio. Se tivermos a < 1 < b, o circulo unitdrio S* = {z € C, |z| = 1} estard inteiramente contido em A,p. Nesse
caso, se escolhermos z no circulo unitério |2| = 1, podemos escrever z = e com —7 < @ < 7. Definindo f(6) := g(e'?),
a expansao de Laurent fica
J0) = 3 g,
n=—o0

que é uma expansao de f em termos de uma série trigonométrica. Tomando a curva C' como sendo também o circulo
unitdrio (ou seja, tomando w = ¥ com —7 < ¢ < 7), a expressdo para os coeficientes g, fica

e [ o
2w ) .

Assim, obtemos para f a representagao

oo T —ing i
10 = % ([ Srae) S (3758)

Concluimos assim que se f(f) é a restri¢io ao circulo unitdrio de uma fungao analitica em Agq, com 0 < a <1 < b (no
caso, da fungao g), entao f possui a representagao em série de Fourier (37.58), a qual, sob as hipdteses, converge absoluta
¢ uniformemente para todo —m < # < w. Note que, sob essas hip6teses, f ¢ nao apenas continua, mas infinitamente
diferencidvel em relagao a 6.

No que seguird, veremos que condigdes mais fracas sobre f podem ser impostas, com resultados andlogos.

26Pjerre Alphonse Laurent (1813-1854).
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37.4.2 A Série de Fourier de Fungoes Periédicas de Periodo T

A expressio (37.57) apresenta a série de Fourier de uma fungao f integrdvel e periédica de perfodo 27. Se f for integrdvel
e T-periédica (com T > 0), as somas parciais de Fourier serao dadas para n € INg por

n i T/2 i25ky
Su(f, ) == — com = -_— dy , 37.59
(f, @) k-;nfk Wi T S VT fly)dy (37.59)

com lim S,(f, ) representando a série de Fourier de f, caso esse limite exista em algum sentido a ser precisado.
n—o0

E. 37.4 Euercicio. Obtenha (37.59) a partir de (37.57). Sugestdo: se f é T-periédica, entdo F'(z) := f (&) é 2m-periédica e a
ela se aplica (37.57). £

A série de Fourier de uma fungao T-periédica também pode ser expressa em termos de uma série de senos e cossenos.
Para as somas parciais de Fourier, tem-se

A S 2 2
Su(f, z) = 70 + WZZI [Am cos (%z) + By, sen (%z)] s (37.60)
com
2 (T2 2mm 2 (T2 2mm
A = 2 08 (y) d >0 » B, = — sen | ——— d; >1. 37.61
m =7 7T/2wb( T y)f(y) y, m20 ¢ Bn T/J/beﬂ( T y)f(y) y, m> (37.61)
Essas expressoes podem ser obtidas diretamente de (37.59) com uso da férmula de Euler e = cos (#1) +
isen (#z) sendo que os coeficientes A,, e B, relacionam-se com os coeficientes fi por
2fo St fm fm = fom
Ay = ==, A, = ——— B, = i——~, m>1,
0 Vol m JT m Nl )
do que obtemos também
VTA VT ) VT .
fo= 520 fn= 5 (An—iBn) e fom = - (An+iBn). m>1.
E. 37.5 Erercicio. Obtenha as expressdes acima. *

As expressoes (37.60)—(37.61) podem também ser obtidas pér meio das relagées de ortogonalidade das fungoes seno

e cosseno:
/'T/2 (Znﬂ' ) (mer ) d
cos | —y | sen | ——y | dy

Jory2 T T

I
o

n, m€ Ny . (37.62)

T/2 s ms ny,meN,

/ cos <2nTﬂ-y> cos (Zn;ﬂ-y) dy = zomm (37.63)
-T/2 Téo.m, n=0,meNy,
/2 2 2 T

/—T/Q sen (%y) sen (%y) dy 3 On,m » n, me Ny, (37.64)

validas para todo T' > 0. Acima, No = {0, 1, 2, 3, 4, ...} e N={1, 2, 3, 4, ...}.
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E. 37.6 Exercicio importante.  Demonstre as relacdes de ortogonalidade (37.62)—(37.64). Para tal use, por exemplo, as bem-
conhecidas identidades, conhecidas como férmulas de prostaférese®”:

sen(a+b) = sen(a)cos(b) + sen(b) cos(a) , (37.65)
cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) , (37.66)
1 e
sen(a) cos(b) = 5(3en(a +b) + sen(a — b)) s (37.67)
cos(a)cos(b) = %(cos(a +b) 4 cos(a — b)) s (37.68)
1 am o
sen(a)sen(b) = 3 ( cos(a — b) — cos(a + b)) s (37.69)

sen(a) + sen(b) = 2sen (%b) cos (u ; b (37.70)

)
08 (“ + b) ; (37.71)
)

sen(a) — sen(b) = 2sen

(37.72)

cos(a) —cos(b) = 2sen

(*+")
cos(a) 4 cos(b) = 2cos (a * b) cos (a —b
(+)

sen (" - “) . (37.73)

validas para todos a, b € C. *

E. 37.7 Ezercicio. Seja f: R — C uma fungdo T-periédica. Mostre que se f é real, entdo
fo = fox para todo k € Z .
Conclua disso que f é real, entdo sua série de Fourier é também real. Note que isso é evidente por (37.60)—(37.61). £

37.4.3 Polinémios Trigonométricos e Funcoes Continuas e Periédicas

e Sequéncias delta de Dirac periddicas

A definigdo que segue é naturalmente relacionada a definicao de sequéncia delta de Dirac a pagina 1933.

Definigao 37.3 (Sequéncias delta de Dirac periédicas) Uma sequéncia de fungéoes 2m-periddicas K, : R — R,
n € N, € dita ser uma sequéncia delta de Dirac 2m-periddica centrada em 0 se satisfizer:

x
1. Para cada n € N, a fun¢ao K,, € 2m-periddica e integrdvel no intervalo [—7, ], ou seja, / | Ky (2)] da < oo.

-
2. Eziste uma constante K > 0 tal que para todo n € IN vale
/ Ky (z)de < K. (37.74)
3. Para todo n € IN, vale
Ky(z)de = 1. (37.75)

” (“subtracao”). Nessa forma,
provavelmente eram conhecidas de muito antes. Elas podem ser facilmente demonstradas,

27Do grego “prosthesis” (“soma” as relagdes foram apresentadas pela primeira vez por
Johann Werner (“Vernerus”) (146

mesmo para argumentos complexos, com uso da férmula de Euler ¢ = cos +isend, 0 € C.
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4. Para todo 6 com 0 < § < vale
r—3 T
lim |:/ \K"(,r)|d,m+/ \K"(T)|d1:| =0. (37.76)
noo | s

Uma sequéncia de fungoes R — R ¢ dita ser uma sequéncia delta de Dirac periddica em R centrada em xp € R se for
da forma T, K, onde K, é uma sequéncia delta de Dirac em R centrada em 0 (com T, definida em (37.11)).
O seguinte fato sobre sequéncias delta de Dirac 2m-periddicas é de fundamental importancia para o que segue:

Teorema 37.8 Seja f : R — C uma fungao continua e 2w-periédica. Seja K, uma sequéncia delta de Dirac 27-periddica.
Defina-se

™

F(z) = Kn(z —y)f(y) dy

—m —m

37.50) [T
= Kn(y)f(x—y) dy
para todo n € IN. Entao, a sequéncia F,, é uma sequéncia de fungoes continuas e 2m-periddicas e converge uniformemente
a femR:
lim ||f — Fulle = lim sup|f(z) — F,(z)] = 0.
n—oo n—=00 LeR

Prova. Como f é continua no intervalo compacto [—, 7] ela é uniformemente continua nesse intervalo (Teorema 32.12,
pégina 1614) e, como é também periédica, em todo R. Isso permite-nos reproduzir a demonstragao do Teorema 37.1,
pagina 1936.
Observemos primeiramente que, como f é continua, ela é limitada e definindo Cy := sup{|f(z)|, =z € [-m, =]},
teremos
- i x ™ (37.74)
[ mwse-na| < [kl < o[ gl S o
- - —r
Isso mostra que as integrais que definem as fungdes F,, estdo bem definidas. Que cada F, é 2m-periédica ¢ evidente (se
nao for — Exercicio!).
Que cada F,, é continua prova-se da seguinte forma. Usando a continuidade uniforme de f, sabemos que para cada
€ > 0 existe 6(e) tal que |f(z) — f(2')| < € sempre que |z — 2’| < 6(€). Seja, entdo € > 0 e z, 2’ € R quaisquer tais que
|z — 2’| < §(e). Teremos,

B0 =B = | K (a0 =16 =) i < [ i1 - 16 - )]

™ (37.74)
<o i e,
pois |(z —y) — (¢/ —y)| =[x — 2| < (e). Como isso vale para todo € > 0, estabeleceu-se a continuidade de Fy,.
Vamos agora escrever, usando (37.75),
o
1@ = Fao) = [ (5@ flo = ) Knlw) dy
Para cada ¢ com 0 < § < 7 podemos quebrar a ultima integral em trés intervalos:
-5 § ™
| U@ =t v+ [ (10 - a0l dy+ (@)= fe-p)Katidy @r)
- -

e denominaremos essas integrais I, II e III, respectivamente.
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Comecemos estudando a integral II. Para cada € > 0 teremos pela continuidade uniforme | f(x) — f(z —y)| < € sempre
que |y| < d(e) e, portanto, escolhendo & = d(e)

IA

5 S5
/ (F(2) — F(@— ) Knly) dy / 7@ = 1o = )| 1) dy

-0

IN

5 7 (37.74)
o) mawl < e[ Kawlay "L xe.
-4 T

Passemos agora as integrais I e I11. Como f é limitada, vale para a integral I,

< [ 1@ - e -nliKwldy < 260 [ 1) dy

—m

-5
‘ 1 (F(2) - F(@— ) Knly) dy

e, analogamente, para a integral 111,

[ = s Ko

< 260 [ Kalw)] d,
)

Logo, por (37.76), podemos obter

< €

; .
‘ [ U@ e dy+ / (F) = F(@— ) Kn(y) dy

escolhendo n grande o suficiente, digamos n > N (¢), independente de z. Dessa forma, juntando as estimativas para as
integrais I, IT e II1 concluimos que |f(z) — F,(z)| < (2 + K)e para n > N(¢), independente de z. Logo, ||f — F, |« =
sup{|| f(z) — Fn(z)||, 2 € R} < (2+ K)e para n > N(e). Como isso vale para € > 0 arbitrario a demonstragao estd
completa. |

e Aproximagao de fungoes continuas 27-periédicas por polindmios trigonométricos. O Teorema de Fejér

A proposigio que segue e sua demonstragio sdo extraidas do tratamento de [410].

Proposicao 37.7 Para m € N defina-se

o) = 5 (M5) = e G

Moo [T () = [ (s (1))

—m —m

onde

Entao, a sequéncia K,, € uma sequéncia delta de Dirac de periodo 2.

As constantes Ny, sdo dadas por

(2m)! (2m —1)!!
N = 2mop sy = 2 (37.78)

para todo m € IN. o

Prova. E evidente que Kp,(xz) > 0 para todo m € N, que K,,(z) = K,,(—z) para todo = e que cada K,, é continua e
2m-periédica. Que flr K, (xz)dz =1 é também evidente pela defini¢ao do fator de normalizagdo N,,. Precisamos apenas
provar a propriedade 4 da definigdo de sequéncia delta de Dirac de periodo 27.
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A primeira coisa a fazer é obter uma estimativa para o fator de normalizagao Ny,. Como K,,(z) ¢ uma fun¢do par,
vale 1 =2 [ Ky (x)de. Assim, usando o fato que 1 > sen(z), vale

2 [T (1+cos(y)\" 2 /" 1+ cos(y)\™
- = —TRY) > 2 itV I
1 N /D ( 3 dy > N/, 3 sen(y) dy

usleos(y) _ 2 /2 e — 4
27N, Jo (m+1)Ny, ’

o que implica NL < 7”4—“. A segunda observagao é que

K (@) = i

(14 cos(x) sen(x) ,

m
2mN,,

que nos informa que K, é decrescente no intervalo [0, 7]. Portanto, se 0 < § < m vale para todo € [4, 7]

K@) < Kn(6) = i <1+C;S(5>>m - (m:l) (1+C20s(6)>m '

Logo, sup{ K, (z), z € [, 7|} < w (HC%M) e, como 1+cos(d) < 2paral < § < 7, segue que lim sup{K,,(z), z €
m—oo

x
[6, ]} = 0. Isso implica que lim | Ky (2)|dz = 0 e completa a demonstragio que K, forma uma sequéncia delta
m—»00 5

de Dirac 27-periddica.
Para provar (37.78), notamos que pelo binémio de Newton

2m

2m
t Lo aga i)™ 1 2m\ ip-mt
(cos (§>> = %(e 12 4 et/ ) = 227”1;0 » eilp=mit (37.79)

Com isso, (37.78) segue facilmente das relagoes de ortogonalidade (37.53). Uma outra prova de (37.78) por uma mudanga
de varidveis e repetindo-se o procedimento de integragao por partes pode ser encontrada em (16.69), pagina 877. |

Chegamos agora ao importante

Teorema 37.9 (Teorema de Fejér) Se f: R — C ¢ continua e 27w-periddica, entio f pode ser aprorimada uniforme-

mente em R por polinémios trigonométricos de periodo 2w, ou seja, para todo € > 0 existe um polinomio trigonométrico

2m-periddico pe tal que || f — pelloo < €, onde || f = pelloo = sup |f(x) — pe(z)|. o
z€R

Esse teorema foi primeiramente demonstrado por Fejér?® em 1900 em uma forma ligeiramente diferente, da qual
falaremos mais adiante. Conforme exposto na Se¢ao 17.3, pagina 931, o Teorema 37.9, acima, tem por implicagdo a
convergéncia da série de Fourier de (37.55) para funcdes f € L?([—m, 7], dz), com a convergéncia se dando no sentido
da norma de Lz([—ﬂ, 7, dz). Isso nao necessariamente implica a validade de (37.55) para todo ponto z € [—m, 7]
(convergéncia pontual). Em seguida apresentamos uma demonstragio independente do Teorema de Fejér, mas adiante
(Proposigao 37.8, pagina 1963) provaremos que o mesmo é equivalente ao Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pagina
1939.

Prova do Teorema 37.9. Unindo o Teorema 37.8 & Proposigao 37.7, concluimos que a sequéncia de fung¢des continuas e

2m-periédicas definida por
I z—y\\ 2"
Bt o) = - [ (s (550)) s an,

m € IN, aproxima uniformemente f em R. Por (37.79), segue que

2m
En(fy2) =Y var (i:n)fpfme“”*'””, (37.80)

= 22mNm

28Lip6t Fejér (1880-1959).
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onde

fe “Kfy)dy, ke, (37.81)

I
= — e
V2T \/—1(

sd0 os coeficientes de Fourier de f. Com (37.78), obtemos

u (m!)? e
En(f, x) = — )y —. 37.82
w0 = Y i b (37.582)
As expressoes (37.80) e (37.82) mostram que Ey,(f, =) ¢ um polinémio trigonométrico. |

A afirmagao a seguir é consequéncia do Teorema 37.9 e de (37.82).

Corolario 37.4 Se f: R — C € continua e 2w-periddica, entao f € univocamente determinada por seus coeficientes de
7

Fourier fi := \/%/ e f(y) dy, k € Z. [m]
T J—7

Prova. Por (37.82) vemos que f pode ser recuperada a partir do conhecimento dos coeficientes fr. Também pela

mesma expressio, vemos que se f e g sdo continuas, 27-periddicas e tém os mesmos coeficientes de Fourier, entao

En(f, ) = En(g, z) para todo z € R e todo m € IN. Assim, pelo Teorema 37.9, vale para todo z € R que

f(z) = lim E,(f, lim E,.(g, z) = g(x). |
m—oo m—»o0

o Comentarios sobre convergéncia pontual. Teoremas de Du Bois-Reymond e Carleson

O Teorema 37.9 afirma que f pode ser aproximada uniformemente por polindémios trigonométricos de periodo 2.
Surpreendentemente, porém, isso ndo implica que a série de Fourier S, (f,z) = >;__ fre™ de uma funcio continua f
seja convergente em todo ponto x.

O estudante deve atentar para o fato que, por (37.57) e (37.82), S, (f, x) e Ep(f, x) sdo polindémios trigonométricos
distintos. Assim, a aproximagao de f(z) continua e 2m-periédica pela sequéncia E,,(f, x), implicada pelo Teorema 37.9,
nao necessariamente implica a aproximagao de f(x) por sua série de Fourier Sy, (f, ).

De fato, em 1873 Du Bois-Reymond?” exibiu um exemplo de uma fungio continua e 27-periédica (e, portanto, para
a qual o Teorema 37.9 se aplica) cuja série de Fourier diverge em # = 0. Apesar de continua, a fungio de Du Bois-
Reymond nao é diferencidvel em z = 0 (ou mesmo Holder-continua). Esse comentdrio é importante pois, como veremos
no Teorema 37.12, pagina 1967, continuidade e diferenciabilidade sao suficientes para garantir a convergéncia pontual da
série de Fourier.

Os passos da construgao de Du Bois-Reymond podem ser acompanhados na referéncia [277] ou em [262]. O leitor inte-
ressado que tenha algum conhecimento de Teoria Quantica de Campos poderd deleitar-se em reconhecer que a construgao
de Du Bois-Reymond prenuncia certas ideias associadas a transformacoes de escala e de grupo de renormalizagao.

0 exemplo de Du Bois-Reymond pode ser agucado ainda mais. Em 1966 Kahane®® e Katznelson®' provaram que: dado
um, conjunto de medida nula E em [—m, 7], existe uma fungdo f continua e 2m-periddica tal que sup,,cy, |Sn(f, )| = oo
para todo x € E. Uma demonstracio dessa afirmacio pode ser encontrada em [262]%2.

O resultado mais importante sobre a questao da convergéncia pontual da série de Fourier de fungoes de quadrado
integravel é devido a Carleson®: se f ¢ uma funcio de quadrado integrdvel em [—m, 7|, sua série de Fourier converge
quase em toda parte, ou seja, pode divergir apenas em um conjunto de medida nula.

Como mencionamos, para que possamos garantir convergéncia da série de Fourier de uma fun¢ao f em todo ponto
x € [—m, 7| ndo basta requerer continuidade, sendo a adi¢io da condicao de diferenciabilidade suficiente para tal. A
afirmagao precisa serd apresentada nas paginas que seguem (Teorema 37.12, pagina 1967).

29Paul David Gustav Du Bois-Reymond (1831-1889).

30 Jean-Pierre Kahane (1926-).

31Yitzhak Katznelson (1934-).

32 A referéncia original é: J-P Kahane and Y. Katznelson, “Sur les ensembles de divergence des séries trignométriques”, Studia Mathematica,
26 305-306, (1966).

33Lennart Axel Edvard Carleson (1923-). A referéncia original é: L. Carleson, “On convergence and growth of partial sums of Fourier
series”. Acta Math., 116, 135-157 (1966).
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e O Teorema de Fejér e o Teorema de Weierstrass

Os teoremas de Fejér e de Weierstrass afirmam que uma func¢ao continua pode ser uniformemente aproximada quer
por polinémios quer por polinémios trigonométricos (se for também periddica). Talvez um tanto surpreendentemente
esses dois teoremas sao equivalentes.

Proposicao 37.8 O Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pdgina 1939, e o Teorema de Fejér, Teorema 37.9, pdgina
1961, sao equivalentes. [m}

Prova. Pelo Teorema de Fejér, Teorema 37.9, pagina 1961, os polindmios trigonométricos sao densos (na topologia
uniforme, i.e., na topologia da norma do supremo |||/ ) no conjunto das fungées continuas 27-periédicas. Pela Proposigao
37.6, pagina 1949, os mondémios trigonométricos e™*, n € Z, podem ser aproximados uniformemente no intervalo [—=, =]
por polinémios (mais especificamente, por seus polindmios de Taylor). Concluimos disso que os polinémios sao densos
nas fungdes continuas no intervalo [—m, x]. Por uma translagao, combinada a um re-escalonamento (operagoes que levam
polindémios em polindmios, vide a discussao que antecede o Teorema 37.20, pagina 1993), isso prova que os polindémios
sdo densos nas fungdes continuas em qualquer intervalo compacto [a, b] C R. Portanto, o Teorema de Weierstrass (ao
menos na versao do Teorema 37.3, pagina 1939) segue do Teorema de Fejér.

A reciproca é também verdadeira. Para prové-la seja f(6) uma fungao continua e 2m-periédica definida no intervalo
[=7, 7w]. Temos, naturalmente que f(—m) = f(m), devido & continuidade e & periodicidade. No retangulo fechado
R =[-1, 1]2 C R? defina-se a funcao F(z1, z2) = pf(f), sendo 1 < 21 < lel <z <1, comp= \/x%+1‘§ e
0 = arctan(xza/x1), ou seja, ¥ = pcosf e xy = psend. E claro que F ¢ continua e, pelo Teorema 37.5, pagina 1944, F
pode ser uniformemente aproximada em R por polinémios em z; e 3, ou seja, por polinémios em pcosé e psend. O
circulo unitdrio p = 1 esta inteiramente contido no retangulo fechado R e nele a funcao F' é igual a f. Concluimos disso
que f pode ser uniformemente aproximada por polindmios em cosf e senf, ou seja, por polindémios trigonométricos,
provando que o Teorema de Fejér segue do de Weierstrass. |

37.4.4 Convergéncia de Séries de Fourier

e Os niicleos de Dirichlet

Dado um polinémio trigonométrico p, vimos em (37.52)—(37.54) que podemos escrever

ple) = 3 (% / ) e”'%(y)dy) e = " Due—)pway,

k=—n o

onde, para cada n € INg, definimos
Dp(z) = — Y €. (37.83)

Essas funcoes D, sao denominadas nicleos de Dirichlet. Perceba-se que expressées como (37.55), (37.57) ou (37.58)
podem ser re-escritas na forma

Sult. o) = [ D -nfWdy,  f@) = lim / " Dol — ) () dy -

o m—o0

As questoes que colocamos acima a respeito das séries de Fourier podem ser respondidas com um melhor conhecimento
dos nucleos de Dirichlet. Suas propriedades basicas encontram-se enunciadas na proposi¢ao que segue.

Proposicao 37.9 Definindo
_ 1 o ;
Dy (z) = > k;f, e (37.84)

n € Ny, valem as sequintes afirmagées: cada D,, é uma fun¢do continua, par e 2m-periddica. Vale

Dy (z)de = 1 (37.85)

-7
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para todo n € Ny e vale a expressio mais explicita

Ls +3 m+1
Dp(z) = *w, 240, com Dy(0) = n 4 7
2r sen(3) 27

(37.86)

também para todo n € Ny. (]

Prova. Que cada D,, ¢ continua e 2r-periédica é evidente. Que cada D,, ¢ uma fungao par é evidente por (37.86), que
provaremos abaixo. A relagao (37.85) segue facilmente das relagoes de ortogonalidade (37.53), pois

- Lo n
Dy (x)de = — R = Opo = 1.
[ putwras Dy [ e 3

Para provar (37.86), escrevemos, para x # 0,

2n

n

_ 1 e _ ike
Dp(z) = o Z e = Z €
k=—1 k=0
e—inw [1 _ ¢il2n+l)z
T o [ 1—e* ]
1 e—ine _ gi(nt1)a 1 e~iln+1/2)z _ gi(n+1/2)x 1 sen ((n + %)1)
T oo 1—ei® T oo e~ir/2 — gix/2 T or sen (%)

Acima, na passagem da primeira para a segunda linha, usamos a bem-conhecida expressao da soma de uma progressio
geométrica

1 gmtl )
T (37.87)
valida para m € N e a # 1. Que Dy,(0) = (2n + 1)/27 é evidente pela definicao (37.84). | ]

Apesar de os ntcleos de Dirichlet nao serem uma sequéncia delta de Dirac 27-periédica, tal como definido & pagina
1958 (falta-lhe a propriedade 2 da defini¢io daquelas), é possivel provar que, sob hipéteses convenientes sobre a fungio
f, seus efeitos sao semelhantes aqueles descritos no Teorema 37.8, pagina 1959. As préximas paginas tratam disso.

e O Lema de Riemann-Lebesgue

Proposicao 37.10 Sejam fi os coeficientes de Fourier de uma fungdo continua e 2m-periddica f : R — C. Entao,
lim fr =0. a
k—doo

Prova. Se f é continua e 27-periédica e € > 0, existe, pelo Teorema 37.9, um polinémio trigonométrico 2m-periédico p.
tal que |f(2) — pe(x)| < € para todo z € [—m, 7]. Como pe é um polinémio trigonométrico, seus coeficientes de Fourier
i g anulam-se para todo |k| maior que um dado K (€) € N. Assim, para |k| > K (e) tem-se

B = A= [, pela

10 = |z [ s

Logo, provamos que para todo € > 0 existe N(¢) := K (e/v/27) > 0 tal que |fi| < € para todo |k| > N(e). Por definicio,
isso significa que . 11111 fr=0. =
—>+too

= |2 [ U@ e

< %l/:r\f(w)fpf(wﬂdx < Vire.

Essa proposigao pode ser fortemente generalizada.
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Teorema 37.10 (Lema de Riemann-Lebesgue) Seja f : [~m, 7] — C uma funcdo integrdvel (no sentido de Lebes-
gue). Entao, kmf fr=0. O
oo

Prova. Toda fungdo integravel pode ser aproximada por uma funcio continua e 27-periédica na norma L', ou seja, para
cada € > 0 existe uma funcao continua e 27-periédica f, tal que ffﬂ |f(z) — fe(z)|dz < e. Assim, de f:r fly)e v dy =
JZ(F W) = Few)) e dy + [T fe(y) €™ dy, obtemos

Vasd = | [ swea) < [ - sl [ rweta] < ooV

Pela Proposicao 37.10, podemos obter |(fc)r| < € tomando |k| grande o suficiente e, assim, para tais k’s vale |fi| <
(1 + ﬁ) ¢, completando a prova. | |

Nota. O Lema de Riemann-Lebesgue tem uma histéria interessante. Sua primeira demonstracao foi obtida por Riemann em uma tese,
apresentada a Universidade de Gottingen em 1854 e publicada em 1867, intitulada “Sobre a representabilidade de uma fungdo por uma
série trigonométrica”??, tese essa requerida para a obtengio do titulo de Privatdozent que lhe permitiria dar aulas na universidade (e cobrar
por elas dos alunos. A época, na Alemanha, somente professores titulares eram contratados das universidades e recebiam saldrios das
mesmas). As regras exigiam que o candidato redigisse uma tese e apresentasse um seminario sobre um tema diferente diante de uma banca.
O candidato propunha quatro temas para o semindrio dos quais um era escolhido pelo decano da institui¢do. Riemann propds trés temas
sobre Eletromagnetismo e um sobre Geometria. No caso de Riemann o decano era ninguém menos que Gauss, que escolheu o tema de
Geometria, pois soubera que Riemann tinha ideias bastante originais a respeito. A escolha nao poderia ter sido melhor, pois o seminério de
Riemann fez Histéria®® e lancou as bases do que hoje se denomina Geometria Riemanniana (vide Capitulo 33, pagina 1667, espacialmente a
5 34.1, pagina 1737), cuja importancia & Teoria da Relatividade Geral é bem-conhecida. Mas a t rita versava sobre a teorias das
séries de Fourier e para a obtengao dos seus resultados, em particular, do que hoje é conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue, Riemann
percebeu a necessidade de apresentar uma definigdo mais precisa da nogao de integral da que era empregada até entdo. Nascia af a chamada
integral de Riemann. O estudante podera acompanhar em [148] uma demonstracao do Lema de Riemann-Lebesgue préxima & linha original
de Riemann e aperceber-se da necessidade de precisdo da nocao de integral naquele contexto. Nossa demonstracao acima seguiu outras
linhas. Posteriormente, Lebesgue estendeu a nogao de integral de Riemann e reobteve uma prova do Teorema 37.10 para a classe das fungoes
integréaveis segundo Lebesgue.

e A condigao de Dini

O seguinte teorema, devido a Dini®®, generaliza resultados anteriores de Dirichlet e desempenha um papel impor-
tante no estudo da convergéncia de séries de Fourier. Suas consequéncias mais relevantes serdo enunciadas apds sua
demonstragao.

Teorema 37.11 (Condigao de Dini) Seja f: R — C integrdvel e 2m-periddica e seja x € R tal que
1. Existem os dois limites laterais lim flx+t)e Jim flxz+1), que denotamos por f(x4) e f(x_), respectivamente.
—04 —

2. Existe k > 0 tal que

/" s 9y o o (37.88)
0 Y
onde
D@, y) = fla+y)+f@—y) - (fles) + fla-))
Entao,

[+ )

Jim S (f, @) 2

340 titulo original é Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe”.
350 contetido do semindrio foi publicado sob o titulo “Sobre as hipéteses que fundamentam a Geometria” (“Uber die Hypothesen welche
der Geometrie zu Grunde liegen”).

36Ulisse Dini (1845-1918).
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Prova. Usando (37.50) podemos escrever S, (f, T) I Dl y f z— y)dy Como D,, é uma fungéo par, a tltima integral

pode também ser escrita como fﬁﬂ Dy(—y)flz—y)dy = [7 - Dn(y) f(x +y)dy. Assim, podemos escrever,
Sulf, @ / Da(y) (F(e+v) + £z 1) dy
Usando também (37.85), obtemos
sulfo )= LD [ pgste pyay = [ DuFste vy, (37.59)

A dltima igualdade provém do fato que Zf(z, y) = Zf(x, —y). Para 0 < § < 7 podemos escrever

fai) + f(ao)

5 s
sutso )= LELLED o )2yta )+ [ Du 5o, ) (37.90)

Comecemos nossa andlise pela primeira integral em (37.90). O integrando é

sen ((n+ %) 4 Dy(z, 4
Dy (y)Zy(z, y) = LM@[(I, y) = sen((n+%) y) [m} #
2

27 sen (%)

A fungao 7() é crescente em todo intervalo [0, 7] (mostre isso!) e, portanto, limitada superiormente por %(W) =1
msen(Z
Assim, naquele intervalo, | Dy, (y)Z¢(x, y)| < %% Logo, para primeira integral em (37.90) temos
p L% 125w )
W) 75, y) dy| < 5 | —————d
0 Y
Escolhendo & pequeno o suficiente podemos obter f M dy < € em fungio da condigao (37.88).
Com esse ¢ assim fixado, passemos agora & segunda mtegml em (37.90). Usando (37.86), a mesma fica
L 2@, ) L 294z, y)
— SUCTIVAN S AN 22N [ TP — oI g R RS 2An 91
3= | e om0 (Gt ) =g [ e s (0 (o) (37.90)
onde X5, ] € a fungao caracterfstica do intervalo [4, ]:
L oyelb,
X5, (y) =
0, y&ls 7.

+iy/2
Agora, as fungdes X5, ] (y) ( 21@:‘@(;;) )) s@o integraveis (note que a singularidade de W em y = 0 é eliminada

pelo fator x(s, ](y)). Assim, aplica-se o Lema de Riemann-Lebesgue, Teorema 37.10, e as integrais em (37.91) podem
ser feitas menores que qualquer € > 0 prescrito, tomando |n| grande o suficiente. Isso completa a demonstragao. |

e Condigdes de convergéncia pontual de séries de Fourier

Ap6s o Teorema 37.11 a questdo que naturalmente se coloca é saber para quais tipos de fungoes f a condigao de
Dini ¢ satisfeita. H4 duas classes de fungdes de maior interesse (especialmente no contexto de aplicagoes a equagoes
diferenciais): as continuas e as continuas por partes. As proposi¢oes que seguem retinem esses casos.

Proposicao 37.11 L. Suponha que f: R — C seja Holder’™ -continua em um ponto x € [—m, 7|, ou seja, satisfaca

If(@) = f)| < alz—y/® (37.92)

370tto Ludwig Holder (1859-1937).
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para todo y em um intervalo [v — K, x + K|, para algum k > 0, algum « > 0 e algum B > 0. Entdo, f satisfaz a condi¢io
de Dini (37.88) em x.

II. Se f: R — C ndo for continua em x mas existirem os limites laterais Lli%l fle+1t)=:f(zq) e Llhg\ flx+t)=
—0 —

f(z_) e de sorte que existam constantes k>0, My >0 e M_ >0 tais que

fatn=fed)| o, [femn=fa)| (3799)
Y Y
para todo 0 < y < Kk, entao a condi¢do de Dini (37.88) é satisfeita em x. [m}

Prova. I. Por (37.92), f é continua em z e, portanto, Z¢(z, y) = f(x +y) + f(x —y) — 2f(z). Assim, para y € [k, k]
valerd

) (37.92)
125, )l = |(f@+9) = f@) + (fe—9) = f@)| < |[fla+y) — @] +|f@ -9~ f@)] < 20l

Logo,

K ) K 2ak8
/ [Py (x, y)| dy < 2(1/ S dy = an?
0 Y Jo

I1. Para todo y € (0, ],

9w, )| @y = 1@) + (fa—y) - fa)|
Y Y

+ _ )| (37.93)
[fz+y) - | | f(a 1/) )| G7 M. M
y

o que claramente implica a condigao de Dini (37.88). |

Chegamos as consequéncias mais relevantes da Condigao de Dini:
Teorema 37.12 (Teorema de Fourier) A. Se f: R — C ¢ continua, diferencidvel para todo x € R e 2w-periddica,
entao
lim S,(f, @) = /(@)
n—o0
para todo x € R, ou seja, a série de Fourier de f converge pontualmente a f.

B. Se f: R — C € continua por partes e 2w-periddica e as derivadas laterais

F(zs) = lim flz+s)— flay) B Fles) = lim fle+s)— flzo)

s—0+ S s—=0— s

existirem para todo x € R, entdo
para todo x € R. [m}

Prova. A. Se f é continua e diferencidvel em x, entdo f é Holder-continua com B = 13% (justifique!). B. Se existem
f/(x4), como definidos acima, entao valem as relagdes em (37.93) (justifique!).

Que a série de Fourier de uma funcéo continua por partes converge ao valor médio (f(z4) + f(z—))/2 foi sugerido
pelo préprio Fourier, com base em diversos exemplos, em seu trabalho de 1822 “Théorie Analytique de la Chaleur” . A

380u seja, f ¢ Lipschitz-continua.



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 37 1968/2825

primeira demonstracio correta foi obtida por Dirichlet em 1828. Antes de Dirichlet, Poisson® e Cauchy?® apresentaram
demonstragoes falhas. A natureza nao-trivial dos erros desses autores ¢ discutida em [277].

e Inversao de integrais definidas com a série de Fourier

Na Secao 37.1, pagina 1927, mencionamos o fato basico que se tivermos uma sequéncia de fungoes f, que converge
uniformemente a uma func¢do f em um intervalo finito [a, b], entao valerd lim (/ fn(z)dx> = / ( lim fn(z)) dz
n—oo a a n—o00

(se as integrais existirem), ou seja, podemos inverter a tomada do limite da sequéncia pela integragio. Um ponto muito
interessante, e importante, sobre as séries de Fourier, é que, sobre condigoes adequadas, é possivel inverter a tomada do
limite por integrais definidas em intervalos finitos, mesmo quando as mesmas séries nao sao uniformemente convergentes.
Mas precisamente, mostraremos no que segue que as condi¢oes do Teorema de Fourier, Teorema 37.12, pagina 1967, sao
suficientes para garantir a possibilidade de se inverter a tomada do limite de séries de Fourier por integrais definidas em
intervalos finitos.

Teorema 37.13 Seja f : R — C wma fungdo 2m-periddica satisfazendo as condigoes A ou B do Teorema de Fourier,
Teorema 37.12. Seja S, (f, x) sua série de Fourier:

T ™

ik ok
Sn( k;"fk com  fr = - f(z) dx .

b b
Entao, para quaisquer a, b com —oo < a < b < 0o vale / f(z)dz = lim / Sy (f, x)dz, ou seja,
a n—oo Ja
ikb

b b Lk‘.L
frerae = m 3 [ e = 50 3 GG

#0

Comentamos que o teorema acima pode ser generalizado de modo a abarcar nao apenas as fungoes f que satisfacam
do Teorema de Fourier, mas também todas as fungoes f € Lz([fm, @, d;c) (vide Teorema 37.15, pagina 1977). Nesse
caso, a demonstragao é ainda mais simples que a que apresentamos a seguir, mas os pré-requisitos para sua elaboracao
sao mais avangados, pois faz-se uso da propriedade de completeza dos polindmios trigonométricos.

fo

Prova do Teorema 37.13. Seja a fungao F : R — C definida por F(s) = / (f(x) — dx. Essa integral estd bem
0

definida pois f é continua ou continua por partes, com limites laterais finitos, pela hipdtese que f satisfaz as condigoes A
ou B do Teorema de Fourier, Teorema 37.12. Pelas mesmas razoes F' é, para todo s € R, continua e diferencidvel, com

F'(s) = f(s) — == . (37.94)

Além disso, é facil provar que F é periddica de periodo 27. De fato, para todo s € R vale

F(s+2r) — F(s) = /:m (f(z) - %) dz = /; (f(z) - f_(]?) dr — 7: f(2)de —Varfo = 0,

sendo que na segunda igualdade usamos (37.51) (j& que o integrando ¢ 27-periddico) e na tltima igualdade usamos a
definicao de fy.

Com isso, estabelecemos que também a fungao F' satisfaz as hipéteses do Teorema de Fourier, e podemos escrever

iks n—iks
LQ R com Fj = / ¢ F(s)ds,
™

F(s) = lim
() = Jm 2. . Vr

39Siméon Denis Poisson (1781-1840).
40 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
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com a série de Fourier de F' convergindo pontualmente a F para todo s, j4 que F' é continua.

Observemos agora que, por integragao por partes, vale para todo k # 0,

= — 1 de 0 = Y p - F(em) - —iks g
H— ,W( ds )”5) ds = ——s= (F(m) —F(-m)) *7716\/27(/7,,6 F'(s) ds
=0
(799 ks o N, Sk
N zk\/2Tr _w ((s) m) =

Para calcular o coeficiente Fjy usamos o fato evidente que F'(0) = 0. Como F' é continua, sua série de Fourier converge

a F em toda parte (novamente pelo Teorema de Fourier). Calculando-a em s = 0, segue que 0 = hm Z Fy.,
vam T,

donde concluimos que

.

L fi

Fo = — lim Z B = *JK‘;%Z} ik
k#£0

k;&o

Como [; f(z)da = sfo. | F(s), provamos que

Var
sfo F Jr e
i = S+t .
/ f(z)de V2m "*00 ZL ik /21

e como ]:f(z)d [ flz)dx — lo f(x)dz, concluimos que
( —a)f i (et — eika)
+ lin e ¢ )
/ fte Var e Z ih2r
k:
como queriamos demonstrar. |

37.4.4.1 Séries de Fourier em Senos ou Cossenos para Fungées Definidas em Intervalos
Compactos

Aqui trataremos de um resultado da teoria das séries de Fourier que se refere a expansoes em séries de senos ou cossenos
de fungoes definidas em intervalos compactos, como o intervalo [0, L], L > 0. Esses resultados tém aplica¢oes na resolugao
de problemas de valor inicial de certas equagoes diferenciais parciais, como o problema da corda vibrante ou da equagao
de difusao, das quais trataremos no Capitulo 43, pdgina 2400. O principal resultado é a

Proposigao 37.12 Para L > 0, seja [ : [0, L] — C uma func¢io continua e diferencidvel ou continua por partes e tal
que as derivadas laterais

fl(zy) = hm flats) = flay) e fyo) = lim fly+s) = fly-)

S s—0— S

existam para todo x € [0, L) e todo y € (0, L], respectivamente. Entao, tem-se

1. Série de Fourier de senos. Para todo z € [0, L] vale
= ZAk sen (%x) s
k=1

onde, para x € [0, L],
)4 f (o
w’ Seﬂce(fL,L),

0, sex=0oux=1L.
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e onde

II. Série de Fourier de cossenos. Para todo x € [0, L] vale

> km
= Z By, cos (TL) , (37.95)
k=0
onde, para x € [0, L],
f(04), sex=0,
flz) = % . sexe(0, L), (37.96)
f(Lo), sex=1L,
e onde
1t 2 [t wk
By = — fly)dy e By := — cos | —vy ) fly)dy, parakeN. (37.97)
) ) L
[m]

Prova. Parte I. Para a demonstragao necessitamos considerar uma extensao 2L-periédica impar da fungao f. Defina-se
primeiramente f; : [-L, L] — C por

fl@), sexe (0, L),
fi(z) = 0, sex=0ousex ==L,
—f(-z), sexe(-L,0),
e defina-se f :R — C por f(T) = fi (:r mod 2L), z € R, o que equivale a dizer que se y € R ¢é da forma y = = + 2kL

com x € [—L, L] e k € Z, entio f(y) = f1(x).

A fungdo f é fmpar (ie., f(fz) = —f(z) para todo = € R), 2L-periédica e, em funcio das propriedades supostas de
continuidade e diferenciabilidade por partes da fungdo f, satisfaz as condigoes do Teorema de Fourier, Teorema 37.12,
pagina 1967. Justifique! Concluimos daquele teorema e de (37.59) que para todo = € R vale

oL ik

S+ i) el . / iy
T T = i s > ;. = . .
5 Jim Z i< AT om Je= | e fw)dy (37.98)
Agora, é evidente pela defini¢ao de f, e pelo fato de ser uma funcao impar, que
L —izk . L L
. e VTV - —i wk ~ /2 / (wk )
= —_— dy = — sen [ — y)dy = —iy\/— sen [ — dy . 37.99
Go= [t way = <z [ sen (B0} Fvan = o/ [ sen () say (37.99)
Disso extrai-se também que f,k = 7fk para todo k € Z. Com isso, a primeira equagio em (37.98) escreve-se

foa)  flo-) i (e - i) = ZAMH(—I),

2 2 sen ﬁy fly)dy .
= ifgh= 1 e ()

onde, para k € IN,
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O interesse por (37.98) se dé para x € [0, L], em cujo caso temos

f(04+), sex=0, —f(04), sexz=0,
flay) = f(zy), sexe(-L, L), e flao) = flxz=), sexe(-L, L),
—f(L-), sexz=1L, f(L-), sex=1L,

de onde obtemos, para z € [0, L],

faotfe) ) B sewe L D),
0, sex=0ouz=1L.

Isso provou a parte I.

Parte II. Para a demonstragio necessitamos considerar uma extensao 2L-periédica par da fungio f. Defina-se primei-
ramente fy : [-L, L] — C por

flz), sexel0, L],
h@) = () [0, Z]
f(-x), sexe[-L,0),

e defina-se f : R — C por f(z) =fi (L mod 2L) z € R, o que equivale a dizer que se y € R é da forma y = x + 2kL
com z € [~L, L] e k € Z, entio f(y) = f1(z).

A fungdo f é par (ie., f(—z) = f(z) para todo & € R), 2L-periédica e, em fungiio das propriedades supostas de
continuidade e diferenciabilidade por partes da fungdo f, satisfaz as condig¢oes do Teorema de Fourier, Teorema 37.12,
pagina 1967. Justifique! Concluimos daquele teorema e de (37.59) que para todo z € R vale

f f et - L og=igry
M%“ = lun Z f , com frp = [L em fly)dy . (37.100)

Agora, é evidente pela defini¢io de f, e pelo fato de ser uma funcdo par, que

= [ = gz [ eon(F) = 3 [ (F) s, (37.101)

Disso extrai-se também que f_j = fi para todo k € Z. Com isso, a primeira equagio em (37.100) escreve-se

onde

¢ onde, para k € IN,

L .
= \/;fk = %/0 COS(’”L—ky> fy)dy .

O interesse por (37.100) se da para x € [0, L], em cujo caso temos

f(04), sex=0, f(04+), sex=0,
flay) = flzy), sexe(-L, L), e flao) = flz=), sexe(-L, L),
f(L), sex=1L, f(L2), sex=L,
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de onde obtemos, para = € [0, L],
f(04), sex =0,
fa) + fa)
+ 3 = fle)+f(z) sexe(—L, L),
f(Lo), sex =1L
Isso provou a parte II. |

E. 37.8 Ezercicio. Seja L > 0. Usando, por exemplo, as férmulas de prostaférese (37.67)—(37.69), demonstre as relacdes seguintes
relagdes:

0, sen#m,
L
mmw nw ;
/0 cos (Ty> cos (Ty) dy = L, sen=m=0, m, n € No, (37.102)
% , sen=m#0,
- sen (Ey) sen (My) dy = L Om,n m, n €N (37.103)
o L L h 2 ] !
L 0, sen=m,
/ cos (My) sen (My) dy = m, n € No . (37.104)
0 L L éjL;(l—(—l)’"*”) sen#m,

A express3o (37.102) informa-nos que conjunto de fun¢des {Nm cos (%y), m € ]No}, com N, = \/% param #0e No = \/%

mm

é um conjunto ortonormal em Lz([(], L], dz). A expressdo (37.103) informa-nos que conjunto de fungdes {\/%scn (Ty) , meE ]N}

é um conjunto ortonormal em Lz([(), L], dz). De (37.104) vemos que as fungdes cos (%y) m € INo, ndo sdo sempre ortogonais a
todas as fungdes sen (“Ty), n € IN, no intervalo [0, L], pois o lado direito de (37.104) anula-se se e somente quando m + n for par.

E interessante ao estudante comparar as relagdes (37.102)~(37.104), acima, com as relacdes (37.62)—~(37.64), da pagina 1957.
Tanto o conjunto de fung¢des {\/%sen (?y) ,me lN} quanto o conjunto de fun¢des {Nm cos (”}—"y) , me INU}, com Np, = \/:

param # 0 e Ny = \/% sdo conjuntos ortonormais completos em LZ([O, L), dw), ou seja, compdem bases ortonormais completas
nesse espago. o+

37.4.5 Revisitando a Aproximacao Uniforme de Fungoes Continuas e Periédicas
por Polinémios Trigonométricos

37.4.6 Somas de Cesaro

Se ap,, m € N é uma sequéncia de niimeros complexos a expressao lim A,,, onde A4, é a sequéncia das somas parciais
n—ro0

n
A, = E am, caso o limite exista, define, como bem sabido, o que se denomina uma série, a série associada a sequéncia

m
am. Assim, uma série convergird se e somente se o limite da sequéncia formada pelas somas parciais acima convergir.
o n

Notacionalmente, uma série é também denotada por E Qm, caso o limite lim A, = lim E .y, exista.
n—o00 n—o00

m=0 m=0
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A soma de Cesaro* da sequéncia a,, (também denominada série de Cesaro, ou média de Cesdro, associada & sequéncia

@), ¢ definida por
1 oo

n
S = i 3,

m=0p=0

. 1
lim
n—oon 4 1

caso o limite exista. Como se vé, a série de Cesaro de uma sequéncia a,, é formada pelo limite (caso exista) da média
das somas parciais da sequéncia a,y,.

E facil demonstrar que se uma série converge a um valor a, entdo o limite de sua série de Cesaro também existe e
também vale a. De fato, se Ay, converge a a, entao para todo € > 0 existe N (¢) tal que [A,, —a| < € para todo m > N(e).
Tomando n > N (e), teremos

1 n 1 N(e) 1 n
D An—a = DAntity D Am—a
ntlis nt+l o el o
N(e) n
1 1 N(e) +1
= Ap+—— Am — —a.
At 3 o+ (H5T)
m=0 m=N(e)+1
N(e)
Para € fixo, o termo s Z A, vai a zero quando n — 00, pois o numero de termos somados é fixo. O termo
n
m=0

: 1 =
(Lﬁrl) a claramente também vai a zero quando n — oco. Por fim, para a soma (A — a) temos a

" ntl  on
majoracao

1 - 1 - 1 - n— N(e)
_— Ay — < An—a < — = — .
n+1 Z (Am —a) ~n+1 Z 1A a‘_n+1 Z ¢ nel <€
m=N(e)+1 m=N(e)+1 m=N(e)+1

Logo,

. 1
llzlis;p 1 E (Am —a)| < €

m=N(e)+1

. R . 1
< €. Como € > 0 ¢é arbitrario, estabelecemos que li

n
Assim, lim sup m E A, = a, como
n—oo noon+1 0=

1 n

— 3 A -

n+1 Z @
m=0

querl’amos provar.

O interessante sobre as séries de Cesaro ¢ que existem sequéncias cujas séries nao possuem limite, mas cujas séries de
Cesaro convergem. Um exemplo bésico ¢ a sequéncia a,, = (—1)™. Suas somas parciais valem A, = ((—1)" +1)/2, ou
seja, A, = 1sen épare A, =0 sen éimpar. Claramente lim, ., A, nao existe. Porém, sua série de Cesaro existe,
com

DO =

1 n
lim E A =
n—oo N + 1
m=0
como ¢ fécil constatar.
H4a diversos outros tipos de séries como a de Cesaro, que podem produzir somas convergentes para séries nao-

convergentes. O livro cldssico sobre esse assunto é “Divergent Series”, de G. H. Hardy*? [199], um estimulante texto, de
rara elegancia de estilo na literatura matematica.

' Ernesto Cesaro (1859-1906).
42Godfrey Harold Hardy (1877-1947).
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37.4.6.1 O Nucleo de Fejér

Vamos agora redemonstrar o Teorema 37.9, langando outra luz sobre seu significado.

Seja F,,(z) definida para todo = € R por

Fu(z) = n,}rl S Dule) . (37.105)

m=0

Como se vé, trata-se da média da soma parcial das sequéncia dos nicleos de Dirichlet, ao estilo das supracitadas médias
de Cesaro. Cada funcdo I, é denominada nicleo de Fejér®.

Para o que segue é importante estabelecer algumas propriedades dos nucleos de Fejér, o que é feito na préxima
proposicao, a qual estabelece que as fungoes F,, formam uma sequéncia delta de Dirac 2m-periddica.

Proposigao 37.13 Para todo n € Ng os niicleos de Fejér F, definidos em (37.105) satisfazem:

1. F, € continua, par e 27-periddica.
2. F,(z) > 0 para todo x € R.
1r
3. / Fo.(y)dy = 1.
4. Valem as formulas mais explicitas

2

(n+1)
1 sen (T x) n+1
F,(x) = x s F, = . 37.1
(@) 2m(n + 1) sen (£) z70 © 27 (37.106)
5. Para todo § com 0 < 6 < 7 vale
ILm sup {Fn(z)7 0 <|z| < TF} =0. (37.107)

Ou seja, para todo 6 com 0 < § < m a sequéncia de fungoes F,, converge uniformemente d fun¢ao nula na regido
[=m, =8JU]é, . [m]

Prova. O item 1 é evidente pelas propriedades correspondentes do ntcleo de Dirichlet (Proposigao 37.9, pdgina 1963). O
item 3 é evidente por (37.85).

43Lip6t Fejér (1880-1959).
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1 S n+1
Por (37.86), vale F,(0) = ) r;)@m +1="2 * (prove isso!) e para  # 0,
1 " sen ((m+ 3)x)
Fo(z) = 2
" 2m(n+1) mZ:(] sen (%)
1 i { ix/2 imx _ _—iz/2 7lm'L‘j|
= —_— 0Ty € € — € e :

4ri(n+1)sen(%) <=

n o o
_ in/2 ima _ —iv/2 —ima
4dmi(n+1)sen () [e D e ¢ D e }

m=0 m=0

(37.87) 1 gie/2 (12 elmiey %
N dmi(n+1)sen (%) | 1—e® )

_ -1 [ei(n+1)m _94 e—7(n+1)m}

8m(n+1) (sen (%))2

_ -1 . [ez(n+l)1‘/2 _ Eﬂ(nﬂ)l/a] 2
8m(n+1) (sen (%))

1 sen (@ I)

27(n +1) sen (%)

Isso estabeleceu o item 4 e, por conseguinte, o item 2. Para demonstrar o item 5, consideremos = € [d, 7] para algum
0 <4 < m. Por (37.106),

2
1 1
F(2) € —— | ———~ | - 37.108
Fn ()] 27(n + 1) (sen (%)) ( )
’ (3)
Agora, no intervalo [4, 7] tem-se Lli —X—) =- ) <00 que significa dizer que a funcao do lado direito de
£ sen(f) (Sen(i))
(37.108) ¢ decrescente e, portanto, assume seu valor méximo em z = 4, o inicio do intervalo [d, 7]. Logo,
2
[Fa(2)] < ! ! (37.109)
" = 27(n+1) \ sen (3)

Essa desigualdade vale também no intervalo [—7, —d], pois F;, é par. A desigualdade (37.109) implica que lim |F,(z)| =
n—o0o

0 uniformemente em [—m, =] U [§, ). ]

Estabelecemos que F), é uma sequéncia delta de Dirac 2w-periddica e, se f é uma fungdo continua e 27w-periédica

sabemos pelo Teorema 37.8, pagina 1959, que
7r
Eufa) = [ B =) ) dy
converge uniformemente a f em R. Claro estd que
1 no o 1 n
Fufo) = o3 Y [ Dl i@ dy = g 3 Suls ).

—o/ -7

77’-*—17717 m=0

mostrando que F,(f, =) é a média de Cesaro das somas parciais de Fourier. A afirmacgao que toda fun¢ao continua e
2m-periédica pode ser aproximada uniformemente pela média de Cesaro de suas somas de Fourier parciais é conhecida
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como Teorema de Fejér, resultado provado por aquele autor no ano de 1900. Naturalmente, isso diz que toda fungao
continua e 27-periédica pode ser aproximada uniformemente por um polinémio trigonométrico, fato que jé estudamos
sob a forma do Teorema 37.9, pagina 1961. A distingao entre o Teorema de Fejér e aquele teorema ¢ o tipo de niicleo de
Dirac usado em ambos os casos e o fato de o Teorema de Fejér trazer uma relacdo com as médias de Cesaro.

37.4.7 Séries de Fourier e o Espago de Hilbert L*([—7, 7], dx)

e Completeza dos polinémios trigonométricos. Identidade de Parseval

A teoria das séries de Fourier ¢ intimamente ligada & teoria dos espagos de Hilbert, que desenvolvemos no Capitulo

) . eine

39, pagina 2109. Nesse contexto desempenha um papel fundamental o fato de as fungdes e, (z) = \/?7 n € Z, formarem
T

um conjunto ortonormal completo em LZ([fﬂ', 7, dz) (para a defini¢io da nogao de conjunto ortonormal completo e

suas e propriedades, vide pagina 2128 e seguintes). Esse é o contetido do seguinte teorema:

Teorema 37.14 Seja H = L*([—m, 7], dx) o espago de Hilbert das fungées de quadrado integrdvel em [—m, w] em
relagio a medida de Lebesgue dx e cujo produto escalar € (f, g) = f[,ﬂ ] f(x)g(x)dz, f, g € H. Entdo, as fungoes

inz

e

en(z) = WS

. n € Z, compéem um conjunto ortonormal completo em H. Assim, para todo g € H vale

9= (e 9)en (37.110)
e
- 2
lol* = > [en 9)|°, (37.111)
sendo ||g|| :=+/{g, g) a norma de g em H. A convergéncia da série em (37.110) se dd em relagdo a norma || - || de H,
ou seja, tem-se
N
A flg = ZVM, g)en| = 0.

A demonstragao ¢é apresentada na Segao 17.3, pagina 931, como caso particular da Proposicao 17.8, pagina 933, e
com uso de resultados do Capitulo 39, pdgina 2109. Vide comentdrios que sucedem o enunciado da Proposigao 17.8.

A identidade (37.111) é denominada identidade de Parseval®, que a deduziu em 1805. Se, por exemplo, g for uma
fungao continua ou continua por partes em [—m, 7] (situagoes essas encontradas em muitas aplicagoes da teoria das séries
de Fourier, por exemplo, & solugio de equagdes diferenciais), teremos g € L? ([77r, ), dx) e, portanto,

> inx T —ina
e €
glz) = Y o com g, = ﬁg(m) de, VYnez,

n=-00

com a série convergindo no sentido da norma de Lz([*ﬂ, 7, dm), sendo que pela identidade de Parseval valerd

o

JC RIS

n=-—o00

Nos exercicios da Secao 37.6, pagina 1982, apresentamos alguns usos dessa identidade.

e Inversao de integrais definidas com a série de Fourier. Generalizagao para LZ([ﬂT7 7, dx)

Vamos agora apresentar um resultado que garante a possibilidade de inverter integrais de Lebesgue em intervalos
compactos de uma fungao de L? ([77r, 7, dJL) com sua série de Fourier, generalizando o Teorema 37.13, pagina 1968.

44Marc-Antoine Parseval de Chénes (1755-1836).
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—ikx
Teorema 37.15 Seja f € L?([—, 7, dT) e sejam fi = / e\/27 f(x)dz, k € Z, seus coeficientes de Fourier.
Jem, 7 V21

Entio, para quaisquer a, b com [a, b] C [—m, 7] vale

S b gike n ikb _ gika
r = li ¢ _ (—a)fo . Fr(e™®t — eiha) )
o S "lggok;nh’ B N :Z T (37.112)
k0

a integragdo do lado esquerdo sendo entendida no sentido de Lebesgque. Se g : R — C for uma periodizagdo de periodo
2m de uma fungdo f de LZ([fw, 7, dz), entao f[a. w9 dz é também dada pelo lado direito de (37.112), mas agora para
qualquer intervalo [a, b] com —oco < a < b < oco. [m]

Prova. Pelo Teorema 37.14, pdgina 1976, o conjunto e, (z) , n € Z, forma um conjunto ortonormal completo

n

em Lz([fw7 7, dl) e podemos escrever f = lim E frer com a convergéncia se dando no sentido da norma de
n—o0

k=—n
—ika
L?([-m, 7], dz), onde f := {ex, f :/ 67]”%davparatodolceZA
(I ], dz) &= (exs f) .H,w]\/ﬂ()

Seja X[q, o) & fungdo caracteristica do intervalo [a, b] (ou seja, X(q, 4)(*) =1 € x € [a, b] e X[, 4)(x) = 0 e z & [a, D]).
E evidente que Xja, ) € L*([=7, 7], dz) e que o produto escalar (x[q, 4, f) ¢ igual & integral de Lebesgue de f em [a, b]:
Xia, 0 f) = Jja, ) fdo. Logo,

. n n
./[LL b]fdl‘ = KXo f) = <X[a,b], nliﬂgckz fk6k> = nlglgokz Tr (Xia, 4] €x)
g =—n c=—n

n b ezkm
= Jim > I /LL mdl'

k=-n

V2r = ikV2m

k#0

®—a)fo ) " fe (czkb _ Czka)
 lim Y e

provando (37.112) para f € Lz([fm T, dx). Na terceira igualdade acima usamos a continuidade e a linearidade do
produto escalar.

Seja agora g : R — € for uma periodiza¢ao de periodo 2w de uma funcao f de Lz([fﬂ', 7, dz), e seja [a, b) um
intervalo compacto de R. Podemos escrever [a, b] = U ([a, bl N [nm, (n+ 2)#]), uma unido disjunta finita (pois
nez

la, b] é compacto) de conjuntos Borelianos (por serem intervalos fechados). Assim, / gdx = Z / gdx com
[a, b] nez ) An
A, = [a, b N [nm, (n+ 2)7], sendo a soma acima, ipso facto, finita. Em cada intervalo [nm, (n + 2)7] a fungao g é o
transladado de f. Assim, para cada n, devido & invariancia translacional da medida de Lebesgue, gdr = fdz,
J A J B,
com B,, sendo o conjunto A, transladado de —(n + 1)m: B, :=[a — (n — 1)m, b— (n — 1)x] N [, 7]. Ao lado direito
aplica-se agora (37.112) e disso segue facilmente a validade de (37.112) também para g. |

37.5 O Teorema de Stone-Welierstrass

A primeira versao do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, acima, afirma que qualquer funcdo continua f, real ou
complexa, definida em um intervalo compacto [a, b] pode ser uniformemente aproximada por polinémios definidos nesse
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intervalo. Em muitas aplica¢des (como na demonstragiao do Teorema Espectral. Vide Segao 40.9, pdgina 2302) estamos
interessados em aproximar fungoes continuas definidas em conjuntos compactos outros que nao simples intervalos, por
exemplo, em conjuntos de Cantor (vide Segao 29.3, pagina 1472). Uma generalizagao do Teorema 37.3 se faz, portanto,
necesséria. Uma forte generalizagio daquele teorema foi obtida por Stone?® em 1937 e dedicamo-nos agora a apresenta-la.

Se X é um espago topoldgico compacto, denotamos por C(X, R) (ou por C(X, C)) o conjunto de todas as fungoes
continuas em X assumindo valores em R (respectivamente, em C).

E bastante claro que uma combinagao linear complexa de fungoes continuas em X assumindo valores em C é novamente
uma funcao continua assumindo valores em C, assim como é claro que o produto usual de duas fun¢oes continuas em X
assumindo valores em C é novamente uma fungao continua em X assumindo valores em C. Isso significa que C(X, C)
¢ uma dlgebra complexa (por ser um espago vetorial complexo) em relagio ao produto usual de fungoes. Analogamente,
C(X, R) é uma &lgebra real em relagao ao produto usual de fungoes.

As dlgebras C(X, R) e C(X, C) sao dlgebras Abelianas (pois o produto usual de fungdes ¢ comutativo) e também
sao dlgebras unitais, pois a fungao constante igual a 1 pertence a C(X, R) e a C(X, C) e age como elemento neutro
da multiplica¢do. Denotamos a funcao constante igual a 1 também por 1. Que 1 é continua segue da observagao que a
pré-imagem de qualquer aberto em R ou C pela fungio constante ou é o conjunto vazio ou é todo X, que é aberto por
definicao.

Sabemos pelo Coroldrio 24.2, pagina 1325, que os conjuntos C'(X, R) e C(X, C) sdo completos na métrica uniforme
d~, definida por

doo(f, 9) = sup{|f(@) ~ g(a)], w € X}
para todas f, g € C(X, R) ou C(X, C). Observe que | f — gl = de(f, g) ¢ uma norma em C(X, R) ou em C(X, C).
Tudo isso significa que C(X, R) e C(X, C) sao dlgebras de Banach (para a norma || - ||~) Abelianas e unitais.
Uma subdlgebra B de C(X, R) (de C(X, C)) é um subespago vetorial real de C(X, R) (complexo de C(X, C)) que

¢é por si s6 uma &lgebra com relacao ao produto usual de funcées. B é dita ser unital se 1 € B. Dizemos que B separa
pontos se para cada par z1, o € X com x1 # x> existir uma funcio b € B tal que b(z1) # b(x2).

Se B é uma subélgebra complexa de C(X, C), dizemos que B é conjugada se a fungio complexo-conjugada b pertencer
a B sempre que b € B.
Teorema 37.16 (Teorema de Stjne-Weierstrass) 1. Seja X compacto e B uma subdlgebra de C(X, R) que seja
unital e que separe pontos. Entio, B = C(X, R), onde B € o fecho de B na topologia métrica definida pela norma |- || -
Assim, se ¢ € C(X, R) entdo para todo € > 0 existe b € B tal que sup |c(z) — b(z)| < e.
reX
II. Seja X compacto e B uma subdlgebra compleza de C(X, C) que seja unital, conjugada e que separe pontos. Entao,
B =C(X, C), onde B € o fecho de B na topologia métrica definida pela norma | - ||oo-
Assim, se ¢ € C(X, C) entao para todo € > 0 existe b € B tal que sup |c(x) — b(z)| < e. m]
zeX

Depois de apresentarmos a demonstracao desse importante teorema mostraremos como ele generaliza alguns resultados
que provamos anteriormente.

Prova do Teorema de Stone-Weierstrass. A parte IT segue da parte I e por isso trataremos da parte I (o caso real) primeiro.
Prova da parte I. O caso real.
A primeira observagao a fazer é que B é uma subdlgebra de C'(X, R). Isso se deve ao seguinte. Primeiramente do
fato que B C C(X, R) e C(X, R) é completa e, portanto, fechada (Proposicao 27.12, pgina 1432) segue que
B C C(X,R). (37.113)
Que B é uma algebra, segue da observagio que se f, e g, sio sequéncias de B que convergem a f e g, respectivamente,
na norma || - ||, entao

n—oo

— 0,

s +89)~ (s + Bo)|| _ < lal]ls =

Tt |ﬂ|||gfyn

oo

45Marshall Harvey Stone (1903-1989). Para comentérios sobre a génese do Teorema de Stone-Weierstrass, vide M. Stone, “A reminiscence
on the extension of the Weierstrass approximation theorem”, Historia Math. 3 (1976), 328.
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provando que of + Bg € B para todos a, 8 € R. Fora isso, fg — fugn = f(g9 = gn) + 9(f = fn) + (90 — 9)(f — fu) €
portanto,

n—oo

|£9= Fugn|_ < 1/llllg = gullsc + Igllcllf = Falloc + 190 = gllllf = fullow "= 0.

provando que fg € B.

oo

A segunda observagdo a fazer é que se h € B, entio |h| € B. Como h € B C C(X, R), a funcio X >z ~ |h(x)| € Ry
¢é continua (por ser a composicao das fungdes continuas h e | - |) e, portanto, pelo Teorema 32.16, pagina 1617, assume
um méaximo H em X.

Lembremos agora que pelo Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, a fungao |t| pode ser aproximada no intervalo

[0, H] uniformemente por polindémios, ou seja, existe para cada ¢ > 0 um polinémio p, tal que sup ‘M — I’e(t)| <e
telo, H)

Logo, para cada z € X vale ‘\h(z)\ 7p((h(z))‘ < € e, portanto, ”|h| 7p((h)H < e. E claro que p.(h) € B (pois B é
_ o
uma algebra). Isso estabeleceu que |h| € B, como queriamos.

Vamos agora introduzir para f, g € B os elementos fV g e f A g de B definidos por
. 1 1
fAg = min{f. g} = 5(F+g-1Fgl). fvg = max{f g} = 3(F+g+]f-9l). (37.114)

com os quais B adquire a estrutura de um reticulado. Vide Se¢io 2.1.2, pagina 109 e, em particular, o Exemplo 2.3,
pagina 110.

Sejah € C(X, R) e sejam r e s € X dois pontos distintos quaisquer de X. Afirmamos que existe uma fungio f, s € B
que é igual a h nesses dois pontos, ou seja, tal que

fros(r) = h(r) e frs(s) = h(s).
Para provar isso, lembremos que, como B separa pontos, existe uma func¢ao g € B tal que g(r) # g(s). Tomando
1
frs(@) = = [(h) = h())g(@) + () (r) = h()g(s))1]
ale) = s [ () (s)o(r) — h(r)g(s)

vemos facilmente que f;. s satisfaz as propriedades desejadas e é um elemento de B, pois esse ¢ um espago linear e contém
a fungao constante.

Desejamos provar que h € C(X, R) pode ser uniformemente aproximada por elementos de B. Para tal procedemos
da seguinte forma. Seja e > 0, arbitrario.

Como f, s e h coincidem no ponto s e ambas sio continuas, existe uma vizinhanga aberta V, de s tal que |f, (z) —
h(z)| < e para todo z € V;. Isso significa, que vale —e < f, s(z) — h(z) < € para todo @ € V5 e, em particular, obtém-se
disso que

Jros(x) > h(z) —e
vale para todo x € V.

E claro que a familia de abertos {Vs, s € X} cobre todo o conjunto X (pois, para cada s € X tem-se s € Vj, por
construcao). Como X é compacto, existe (pela defini¢do de compacidade, vide Secao 32.3, pagina 1599) uma familia

finita {V;,, ..., Vs, } que também cobre X. Naturalmente os pontos si, ..., s, € X sio distintos.
Ora, para cada k =1, ..., n tem-se, pela construgao,
Srose(®) > h(z) —€ (37.115)

para todo = € V;, . Segue disso que a fun¢ao f, definida por

fr= max{/,-,s], PN /1',.s’n} = frsa VeV frs,

satisfaz
fr(@) > h(xz) —¢ (37.116)
(37.115)
para todo = € X. De fato, em cada V;, vale f,(z) > fr s (z) >
é valida.

x) — € e como os Vg, cobrem todo X a afirmacao
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Pelos comentarios ao inicio da demonstragio sabemos que a fungio f, é um elemento de B C C(X, R) e, portanto,
é uma fungao continua.

O que faremos agora ¢ imitar aos passos acima para obter uma desigualdade oposta. Observemos primeiramente que
no ponto r vale f.(r) = h(r), pois

fr(r) = max{f,.ysl(r), e f,,sn(r)} = ma.x{h(r)7 L h(r), } = h(r).

Isso implica que existe uma vizinhanga aberta U, do ponto r tal que |f.(z) — h(z)| < € para todo z € U,, ou seja,
—e < fr(x) — h(x) < € para todo z € Uy, o que, em particular, afirma que

fr(x) < h(z)+e€

para todo z € U,. E claro que a familia de abertos {U,, r € X} cobre todo o conjunto X (pois, para cada r € X

tem-se 7 € U,, por construcao). Como X é compacto, existe uma familia finita {U,,, ..., U, } que também cobre X.
Naturalmente os pontos ry, ..., r, € X sao distintos.
Ora, para cada k =1, ..., m tem-se, pela construgao,
fro(x) < h(z)+e (37.117)

para todo z € Uy,. Segue disso que a fungao f definida por

fr=min{fr, o} = S A A S,
satisfaz
flx) < h(z)+e€ (37.118)

(37.117)
para todo = € X. De fato, em cada U,, vale f(z) < f..(x) < ~ h(z)+ € e como os U,, cobrem todo X a afirmagao ¢

vélida.
Pelos comentdrios ao inicio da demonstragio sabemos que a fungao f é um elemento de B C C(X, R) e, portanto, é
uma fungao continua.

Notemos agora que, (37.116) implica também que
flx) > h(z)—¢ (37.119)
para todo z € X, pois cada f, (), ... fr, (x) satisfaz essa desigualdade e f(z) ¢ o minimo deles. Provamos entdo que

(37.118) (37.119)
hz)—e < f(z) <  h@)+e
para todo @ € X, o que implica |f(z) — h(z)| < ¢ para todo « € X, o que implica || f — hlls < €.

Coletando nossos resultados, provamos que dado ¢ > 0 existe f € B tal que ||f — hl|w < €. Isso provou que todo
elemento de C(X, R) é uniformemente aproximdvel por um elemento de B. Pela Proposicao 27.11, pagina 1431 segue que
C(X, R) estéd contido no fecho de B (que ja ¢ fechado), ou seja, C(X, R) C B. Por (37.113), isso implica C(X, R) = B,
completando a prova da parte I.

Prova da parte II. O caso complezo.

Pelo mesmo raciocinio do caso I, temos também aqui que

B cCc CX,C). (37.120)

Como B ¢ conjugada, se b € B entdo b € B e, portanto, Re (b) = §(b+b) e Im (b) = (b — b) sdo também elementos

de B, j4 que B é um espago vetorial complexo. Note-se que tanto Re (b) quanto Im (b) sdo fungoes com valores em R

e, portanto, elementos de C(X, R). Vamos denotar por Bp o conjunto de todas as fungées Re (b) ou Im (b) para todos

os elementos b € B. Como Im (b) = —Re (ib), podemos alternativamente definir Br := {Re (b), b € B}. E evidente que
Br C Beque Bg C C(X, R).

Se by e by sdo elementos de B e a, 8 € R, teremos que aRe (b1) + BRe (b2) = Re (aby + Bby) € Br. Além disso,

Re (b1)Re (by) = %(Rc (b1b2) +Re (b@)) € Bp. Isso provou que By é uma dlgebra real. Naturalmente 1 € Bg, de modo
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que B ¢ também unital. Agora, se z1 e 22 sdo dois pontos distintos de X sabemos que existe b € B tal que b(z1) # b(22)
pois, por hipétese, B separa pontos. Mas isso implica ou que Re (b)(z1) # Re (b)(z2) ou que Im (b)(z1) # Im (b)(x2)
(ou ambos). Lembremos que Im (b)(z1) # Im (b)(x2) significa Re (ib)(z1) # Re (ib)(z2). Isso mostrou que Br também
separa pontos.

Como vemos, By, satisfaz as hipéteses da parte I e concluimos que toda fungao de C(X, R) pode ser uniformemente
aproximada por elementos de Bg. Seja agora h € C'(X, C). Podemos escrever h = Re (h) +iIm (h), com Re (h) e Im (h)
sendo funcdes reais e continuas e, portanto, elementos de C(X, R).

Escolhamos € > 0. Pela parte I e pelas consideracgoes acima, existem, by e by € Bp tais que HRe (h) — ble <e€/2e
[[tm (h) — ba|| < €/2. Logo, definindo b € B por b = by + iby, teremos

[ H(Rc(h)—bl) +i(1m(h,)762)||x < |[Re (k) = byl + |[Tm (h) = bal|, < .

Isso provou que todo elemento de C(X, C) é uniformemente aproximével por um elemento de B, ou seja, que C(X, C) C
B. Com (37.120) isso completa a demonstracao |

O seguinte teorema, devido a Kakutani’® e Krein!”, possui hipSteses ligeiramente diferentes das do Teorema de
g > ) T P g
Stone-Weierstrass para o caso real.

Teorema 37.17 (Teorema de Kakutani-Krein) Seja X compacto ¢ B um subconjunto de C(X, R) com as sequintes
propriedades: 1. B é um espago vetorial real, 2. B contém a unidade. 3. B separa pontos, 4. se f e g € B entdo
fAg=min{f, g} e fVg=max{f, g} (vide (37.114)) sio também elementos de B. Entio, B = C(X, R), onde B ¢ o
fecho de B na topologia métrica definida pela norma || - ||oc-

Assim, se ¢ € C(X, R) entdo para todo € > 0 existe b € B tal que sup |c(z) — b(z)| < e. O
zeX

Prova. As hipéteses acima diferem das da parte I do Teorema 37.16 pois ndo supomos aqui que B forma uma &lgebra
real, mas apenas que seja um espaco linear real e um reticulado com as operagoes bindrias f A g = min{f, g} e
fVg=max{f, g}. Contudo, observando a demonstragao da parte I do Teorema 37.16, notamos que a hipétese de B
ser uma algebra é usada apenas para justificar a existéncia de f A g e de fV g em B. Portanto, se assumirmos que tais
fAg=min{f, g} e fVg=max{f, g} sdo elementos de B, o resto da demonstragao segue sem modificacoes. |

e Generalizando o Teorema de Weierstrass para conjuntos compactos

Se a # 0 o polinémio p(z) = az, x € R, é bijetor e, portanto, separa pontos. Essa simples observacao mostra que se
C C R é compacto, entdo a algebra B de todos os polinémios em R restritos a C' satisfaz as hipéteses do Teorema de
Stone-Weierstrass, Teorema 37.16, pagina 1978. Concluimos que uma das consequéncias do Teorema de Stone-Weierstrass
¢é a seguinte generaliza¢ao do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pagina 1939:

Teorema 37.18 (Teorema de Weierstrass) Seja f uma fungdo real ou compleza, continua em um conjunto compacto

C C R. Entao, f pode ser aprozimada uniformemente em C' por polinémios, ou seja, para todo € > 0 existe um polinémio

pe tal que [[pe = fllog = 5p |pe() — f(2)] < e o
zeC

46Shizuo Kakutani (1911-2004).
47"Mark Grigorievich Krein (1097-1989).
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37.6 Exercicios Adicionais

N . - .. . . . . 2m 27
Sugestoes gerais. Em vérios exercicios abaixo deseja-se calcular integrais como fo ™ sen(2mnz)dr ou fu ™ cos(2mnz)dz,

para n, m € IN. Integrais assim podem ser calculadas usando-se repetidamente o método de integracao por partes, ex-

plorando o fato que, para n # 0, sen(2mnz) = —zt L cos(2mna) e cos(2mnz) = 3 £ sen(2wnz). Para integrais

< . . v _g-iv

envolvendo a fungao exponencial recomenda-se usar as férmulas de Euler para os senos e cossenos: seny = “——7—,
cosy = €A
y= 55—

Nos exercicios que seguem, evocaremos também o Teorema de Fourier, Teorema 37.12, pagina 1967.

E. 37.9 Ezercicio. Seja f a fungdo periédica de periodo 27 definida de forma que para 0 < z < 27 tenhamos

x
-, para0<z <7,
fa) =4 7
2——, param <z <2m.
™
Faga um esbogo do grafico dessa fungdo e determine sua expansdo em série de Fourier. &

E. 37.10 Ezercicio. Sejam L > 0 e xo tal que 0 < zo < L. Seja f a funcdo periédica de periodo L definida de forma que para
0 < x < L tenhamos

T
—, para0 <z <uzo,
flz) = LIO
—x
, parazg<z<L.
L—xo
Faga um esbogo do grafico dessa fungdo e determine sua expansdo em série de Fourier. *

E. 37.11 Ezercicio. Seja f a funcdo periédica de periodo 1 definida de forma que para 0 < z < 1 tenhamos

z, para0<az<1/2,
flz) =
0, paral/2<az<1.

Faca um esbogo do gréfico dessa fungdo e determine sua expansdo em série de Fourier. Segundo o Teorema de Fourier, a qual valor a
série deveria convergir no ponto x = 1/2? Verifique se tal é verdade. Ed

E. 37.12 Ezercicio. Seja f a fungio periédica de periodo 27 definida de forma que para 0 < x < 27 tenhamos f(z) = z*. Faga
um esbogo do grafico dessa fun¢do e determine sua expansio em série de Fourier. Segundo o Teorema de Fourier, a qual valor a série
deveria convergir no ponto = = 27?7 Verifique se tal é verdade. &

E. 37.13 Ezercicio. Seja f a fungdo periédica de periodo 27 definida de forma que para 0 < z < 27 tenhamos f(z) = (z — m)%
Faga um esbogo do gréfico dessa fun¢do e determine sua expansdo em série de Fourier. Essa série converge mais rapidamente que aquela
da fungdo do Exercicio E. 37.127 por qué? *

E. 37.14 Ezercicio. Seja f a fungdo periddica de periodo 27 definida de forma que para 0 < z < 27 tenhamos

) sen(x), para0<z<m,
f(z) =

0, param <z <27.

Faga um esbog¢o do grafico dessa funcdo e determine sua expansdo em série de Fourier. &
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E. 37.15 Ezer
seguinte forma:

Determine a expansio em série de Fourier da funcdo periédica de periodo 27 definida no intervalo [0, 27) da

cos(z), se0<z<m,
@) =

0, sem < T <2m.

Faga um esbogo do grafico da fungdo e dos primeiros aproximantes da série. £l

E. 37.16 Ezercicio. Calcule a série de Fourier da fungdo f(z) = (sen(x))?, que é periddica de periodo 7.

Essa fungdo é também periddica de periodo 2. Haverd alguma mudanga na série de Fourier se adotarmos seu periodo como sendo
2m ao invés de w? Justifique. &

E. 37.17 Ezercicio. Determine a expansio em série de Fourier da funcdo periédica de periodo 27 definida no intervalo [0, 27] da
seguinte forma:

sen(x) 2, 0<z<m,
sy = { =

0, sem<xz<2m.

Faga um esbogo do grafico da fung¢do e dos primeiros aproximantes da série. Ed

E. 37.18 Ezercicio. Determine a expansdo em série de Fourier da funcdo periddica de periodo 27 definida no intervalo [0, 27) da
seguinte forma:

@) = (cos(z))z, se0<z<m,

0, sem<ax<2m.

Faga um esboco do grifico da funcdo e dos primeiros aproximantes da série. *

E. 37.19 Ezerc

As chamadas funcées de Fresnel™, C(z) e S(x), sdo definidas por

C(z) = /Ol cos (t°) dt e S(z) = /UL sen(t%) dt

respectivamente®?, para todo = € R. As integrais acima sio ditas transcendentes por ndo poderem ser expressas em termos de somas,
produtos ou composi¢des finitas de fun¢des “elementares”, como polinémios, fun¢des trigonométricas, exponenciais e logaritmos. Outro
exemplo de uma integral transcendente é a chamara fung3o erro, denotada por erf(z) e definida por

2 1 2
erf(z) = —/ef” dt , reR.
@ =7
a. Mostre que

/ cos (12) dt = / sen(?) dt = /T (37.121)
o o 2\ 2

2
Sugestdo: Integre a fungdo de varidvel complexa e™*" ao longo da fronteira do setor circular 0 < 0 < w/4, 0 < r < R, faga R

s oo g2
tender ao infinito e use o fato que ‘[Ox e "dy = .

b. Mostre que )
/ 1% cos (22) dt = % (= 5011(12) — S(x))
0
e que

/0I t*sen(t?) dt = 7% (zcos (z°) — C(x)) .

Sugestdo: integragdo por partes.

48 Augustin-Jean Fresnel (1788-1827).
49 A5 fungdes de Fresnel sio também denominadas integrais de Fresnel.
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c. Considere a fungdo f: R — R, periédica de periodo 27 e definida de sorte que no intervalo [—m, ) tenhamos

0, —m<y<o0,
fly) =
VY, O<y<m
) ke
Determine sua série de Fourier S(f, =) = Z fk\/27' expressando os coeficientes de Fourier f; em termos das fun¢des de
T
[

Fresnel C'e S.

d. Expresse a série de Fourier obtida acima como uma série de senos e cossenos, ou seja, na forma

S(f, z) = % + ZA” cos(nx) + ZB,, sen(nx) .
n=1

n=1
Escreva os coeficientes A,,, n > 0 e B,, n > 1, em termos das fungdes de Fresnel C e S.
e. Mostre que a fungdo f, acima, ndo satisfaz as condi¢des do Teorema de Fourier, Teorema 37.12, pdgina 1967, mas satisfaz a
condicdo de Dini (vide Teorema 37.11, pagina 1965), ou seja, existe k > 0, pequeno o suficiente, tal que
/ NEZICR]]
Yy

0

dy < oo,
onde Zy(z, y) = f(x +y)+ f(z —y) — f(z4+) — f(z_). Explicite, com base nesse fato, a quais valores a série de Fourier de f
deve convergir em cada ponto.

f. Usando (37.121), obtenha o comportamento assintético dos coeficientes de Fourier de f.

E. 37.20 Ezercicio. Seja M > 0 e seja f a fungdo periédica de periodo 2M definida de forma que para —M < x < M tenhamos

M4z, para —M<z<0,
f@) =
M-z, para0<az<M.
Faga um esbogo do grafico dessa fungdo e determine sua expansdo em série de Fourier.
Usando o Teorema de Fourier e calculando a série no ponto x = 0, mostre que

- L )
- = I 19
; @oTe 5 (37.122)

Vocé saberia como obter essa identidade por outros meios? Ed

E. 37.21 Ezercicio. Seja M > 0 e seja f a fungdo periédica de periodo 2M definida de forma que para —M < z < M tenhamos

f(z) = x%. Faga um esbogo do gréfico dessa fungio e determine sua expansio em série de Fourier.
Usando o Teorema de Fourier e calculando a série no ponto @ = M, mostre que
o0 2
1 ks
3 z = (37.123)
n=1
Essa célebre identidade foi obtida por Euler em 1735. Essa expressdo também pode ser obtida com uso dos chamados nimeros de
Bernoulli (definidos na Secdo 6.1.3, pagina 353.). Vide expressdo (6.16), pagina 354. £

E. 37.22 Euzercicio. Seja f a fungio periédica de periodo 2 definida de forma que para 0 < z < 27 tenhamos f(z) = */".

a. Faca um esbogo do grafico dessa fungdo e determine sua expansdo em série de Fourier.
b. Usando o Teorema de Fourier e calculando a série no ponto x = 27, mostre que

o

1 3—e
—_— = —. 124
Z 1+ 472n? 4(e—1) @37.124)

n=1
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c. Usando o Teorema de Fourier e calculando a série no ponto @ = 7, mostre que

< (-n" 1 .
£ 1+ 4m2n? T2 \e !

£
E. 37.23 Ezercicio-dirigido. Seja f a fungdo periédica de periodo 27 definida de forma que para —7 < z < 7 tenhamos
f(z) := cos(azx),
onde a € R, a ¢ Z.
a. Determine a expansdo em série de Fourier de f.
b. Usando a expans3o obtida, mostre que
1 1
ez = sala mcotg (mar) | . (37.125)

Essa importante identidade vale para todo « ndo-inteiro. Ela é denominada férmula da cotangente de Euler, ou expansio em
fragbes parciais da funcdo cotangente, e foi obtida pela primeira vez por Euler em 1749, usando outros métodos. Para uma outra
elegante demonstracdo (devida a Herglotz*’) de (37.125) , vide Exercicio E. 6.17, pagina 376. Para uma demonstragio usando a
chamada representacio produto da fungio seno, vide Exercicio E. 7.5, pagina 393.

c. Usando a identidade (37.125), mostre que

SRR
= 4n? —1 2
Sugestio. Tome o = 1/2.
d. Usando a mesma identidade (37.125), mostre também que
o

z 1 I
6n2—-1 8

n=1

Sugestio. Tome a = 1/4.
e. Usando a identidade (37.125), mostre que para 8 € R, 8 # 0,

o 1 1 .
3 th(m8) — 3 ) - 37.126
; n+p 28 (” coth(m) ﬂ) (37.126)
e obtenha disso que
i - i : (37.127)
2atanh(a/2) L=+ (2mn)? ’ 37.

com a € R, a # 0. Sugestio. Tome o = if3 na identidade (37.125). O que justifica podermos fazer isso?
f. Reobtenha a identidade (37.124) tomando para tal 8 = (27)~'.
g. Usando os fatos acima, mostre que, para 3 n3o-inteiro,

n? T

5T 15 (coth(mB) — cotg (7)) .

Sugestdao. Explore o fato que
S S 2n°
n2—pB2  n24 B2 pt-pr

h. Mostre que, para 3 n3o-inteiro,

Z ﬁ = ﬁ (% - g (coth(mB) + cotg (ﬂﬂ))) .

n=1

Sugestdo. Explore o fato que
I S
n2 — B2 n2 + (2 - nd — B4 :

50Gustav Ferdinand Maria Herglotz (1881-1953).
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E. 37.24 Ezercicio. Para a > 0, fixo, seja g. a fungdo continua e periédica de periodo 1 que no intervalo 0 < z < 1 vale
1 .
ga(z) = cosh(alz— 3 . (37.128)

e2mima

o
a L
ga(z) = 2asenh (5) g TR (37.129)

m=—oc

Determine sua série de Fourier e obtenha

No Exercicio E. 38.40, pagina 2039, a identidade (37.129) € obtida a partir da chamada férmula de soma de Poisson. Compare também
(37.129)—(37.128) com os resultados do Exercicio E. 37.23, pagina 1985. ES

E. 37.25 Ezercicio. Seja M > 0 e seja f a fungdo periédica de periodo 2M definida de forma que para —M < x < M tenhamos

flz) = xZ—A:TI:.

a. Mostre que sua expansio em série de Fourier é dada por

n=1
Tomando z = 0, obtenha a identidade
o (71)n+1 - .
3 —r =1 (37.130)
n=1
b. Aplicando a identidade de Parseval para essa expansdo mostre que
Sien
n* 90

Essa célebre identidade foi obtida por Euler em 1735 e também pode ser obtida com uso dos chamados nimeros de Bernoulli
(definidos na Sec¢do 6.1.3, pagina 353.). Vide expressio (6.16), pagina 354.

c. Esta dltima identidade pode ser usada para determinar o valor de 7. Com o uso, por exemplo, de uma calculadora estime a série
da esquerda calculando a soma dos seus, digamos, 10 primeiros termos e verifique se a aproximagdo é boa.

0. Seja M > 0 e seja f a fungdo periédica de periodo 2M definida de forma que para —M < x < M tenhamos
fla) = 2% — Mz

a. Mostre que sua expansio em série de Fourier é dada por

12M° S (1) nmx
3 Z n3 SCH(IW)‘

n=1

b. Aplicando a identidade de Parseval para essa expansdo mostre que
P
“nb o945

Essa célebre identidade foi obtida por Euler em 1735 e também pode ser obtida com uso dos chamados niimeros de Bernoulli
(definidos na Se¢do 6.1.3, pagina 353.). Vide expressio (6.16), pagina 354.
c. Esta dltima identidade (assim como outras acima) pode ser usada para determinar o valor de 7. Com o uso, por exemplo, de uma

calculadora estime a série da esquerda calculando a soma dos seus, digamos, 10 primeiros termos e verifique se a aproximagéo é
boa.
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E. 37.27 Eze

. Algumas identidades trigonométricas.

a. Mostre que para todo nimero complexo a e para todo n € INg vale

Yok = e
k=0

iy —iy

b. Usando a férmula de Euler cos(y) = % e a identidade do item a, mostre que
- 1 sen((n+3)x
Zcos(kz) = = [l +M:| .
= 2 sen (E)

e —e

c. Usando a férmula de Euler sen(y) = % e a identidade do item a, mostre que

i

- _ 1 [sen(z) + sen(nz) — sen((n + 1)x)
;} sen(kz) = 2 [ 1 — cos(x) } '

d. Usando a identidade do item b, mostre que a sequéncia
n
ra(z) = Zk‘sen(kz)
k=0

converge quando n — oo apenas para = mm, onde m é um inteiro. Nesses pontos tem-se, claramente, 7,(z) = 0.

E. 37.28 Ezercicio. Considere a sequéncia
sn(z) = Zcos(?ﬂk!z),
k=0

Mostre que essa sequéncia diverge sempre que = é um nimero racional. Sugestdo. Lembre-se que todo ndmero racional é da forma p/q
com p e q inteiros e note que k!(p/q) é um inteiro sempre que k > ¢ (por qué?).

Usando o teste M de Weierstrass, mostre que a sequéncia de funcdes

n

to(z) = %sen(%rk!m)
k=1""

é uniformemente convergente. O limite é

0

1
t(z) = W sen(27k! z)

k=1
e t deve ser, portanto, continua. Note que, pelo visto acima, a sequéncia de derivadas t,,” = 27s, ndo é convergente. lsso sugere que t,
ainda que continua, n3o seja diferencidvel em parte alguma e, de fato, isso é correto. A prova que ¢t ndo é diferencidvel em parte alguma
é um tanto complexa e, interessantemente, usa ideias muito semelhantes as do grupo de renormalizacdo! A referéncia [277] contém
uma demonstra¢do de n3do-diferenciabilidade para uma fun¢do muito semelhante a nossa ¢t e recomendamos fortemente sua leitura ao

estudante interessado. Outro tratamento andlogo de séries de Fourier conduzindo a fun¢@es n3o-diferencidveis pode ser encontrado em
[460]. E

E. 37.29 Ezercicio dirigido. O propésito deste exercicio é o de determinar a série de Fourier da fungdo periédica de periodo 27
dada por f(6) = (cos 0)’({, 0 € R, onde 3 € C satisfaz Re () > —1. Como cos 6 é negativa nos intervalos (/2 + 2mj, 37 /2 + 27j),
j € Z, é necessario definir essa fungdo mais precisamente, indicando-se uma das ramificagdes de (—1)‘3 na sua defini¢do.

Definimos f : R — € como sendo a funcdo periédica de periodo 27 dada no intervalo (—7/2, 3m/2] por

0) = (cosé’)‘a, 0e(—m/2, /2],
¢|cost 2

0 € (/2 3m/2],
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onde ¢ := !0 | ¢ 7. Diferentes escolhas de | € Z correspondem a diferentes escolhas para (—1)5 no plano complexo. Note-se
que para Re (8) > —1 a fungdo f é integrdvel (e até continua caso Re () > 0). Seus coeficientes de Fourier sdo dados por

[ i
fo = \/TTr : /26 5(00&0 d6’+7/ H‘COSH}B
) n" i’
Com a mudanga de varidvel §' = @ — 7 a segunda integral fica ( \/)745 e (cosO')ﬂ df’. Logo,
2 Jors2

1+ (=D [ ag) J2 [
fn = <—m)‘/7ﬂ/26 B(COSG)ﬁ do = (1+(—1) ¢)\/;/0 (cos(?)fj cos(nf) df .

A integral do lado direito foi determinada no Exercicio E. 7.27, pagina 416. No caso presente, é mais conveniente usarmos a expressio
(7.128), e teremos

n 2 7r 1
fon = (1+(*1) ¢)\/;2ﬁ+1(5+1) B(%x w)

Essa expressdo evidencia que f, = f_, para todo n € Z e, por isso, podemos escrever a representacdo de Fourier de f como

1 [2 &
0) = - cos(nf) . 37.131
1) \/Ef0+ ﬂ_;,/n cos(nd) ( )
Pela definicdo da fun¢do beta, temos
1 __ r(g+2)
B (n+f+2? 37;&2) T (n+s+2) T (ﬁ*;ﬁ‘f’?) .
Assim,
TB+1) 1
fo= (L4 D70) =5 Tay onde Ta= (37.132)
2 (=550 (552)
Nota.Antes de prosseguirmos facamos uma observacdo relevante sobre a expressao (37.132). Caso 3 = 1, tem-se, naturalmente ¢ = —1 e o fator

1+ (-1 ) serd nulo para todo n par. Fora isso, alguns dos fatores T,, = W também serdo nulos. De fato, a fungdo 1/I'(z) anula-se

nos inteiros n3o-negativos. Assim, T, serd nulo sempre que n = +(2k + 3), k € Ny, ou seja, paran € {..., =7, =5, =3, 3, 5, 7, ...}, isto &,
para n impar e |n| > 3. Conclui-se disso que s6 serdo ndo-nulos os coeficientes f_1 e fi. Usando (37.132), é elementar constatar que fi1 = /%,

implicando que a representacdo de Fourier da fungdo f(0) = cos 6 seja %(e’m + e’”), como esperado. Esse teste indica a correcio de (37.132).
Nio é dificil provar, seguindo a mesma andlise, que para 8 € IN geral os coeficientes f, dados em (37 132) sdo todos nulos para |n| > 3 e fornecem

a representagio esperada para a expansio de Fourier de f(0) = (cosﬂ)ﬁ, a saber, (cosﬁ = 27 Z ( )61(2”75)9- Isso pode ser visto usando
(37.132) ou usando o resultado final (37.133), abaixo. Faca-o! &

Vamos agora analisar mais detalhadamente a expressdo para T, dada em (37.132) no caso de um j3 geral. Por (7.41), pagina 391,

podemos escrever . . p
1~ () sen(m(*=522) L (*=5=)
n T F(n+§+2) N

Como f, = f—n € T, = T_,, é suficiente tomarmos n € INg. H3 dois casos a tratar: n par e n impar.

1. Cason par. Paran =0, temos To =T' (%)72 Para n = 2k, k € IN, mostre, usando a bem conhecida relagdo I'(z+1) = 2I'(z)
e a identidade (7.41), que

T 7F<6+2)’2(2k+ﬂ+2) b B+2—2
2* 2 (B+2) LyB+2+2a°
Note que esta férmula é também correta para k = 0.

2. Caso n impar. Para n =2k + 1, k € INg, mostre, usando a bem conhecida relagdo I'(z + 1) = 2I'(z) e a identidade (7.41), que

L (B+1\" B+1—2a
TZ““*F( 2 ) (B+1)H3+1+2a
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Reunindo os resultados acima, a representacio de Fourier de f pode ser escrita como

X (1+6)(B+1) (1+0)T(B+D) &0 o Ty 8+2-2a]
10 = SrrEy * perareey a0 |1 e o ()
HL(B+1) & B+1—
2”(1(631)(1“ '”>‘ B [H B+1 +2 cos (2K +1)6) - (37.133)
k=0
Verifique! .
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Apéndices

37.A Prova do Teorema de Weierstrass Usando Poliné6mios
de Bernstein

Nesta segao demonstraremos o Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pagina 1939, fazendo uso dos chamados polinoémios
de Bernstein.

e Polinémios de Bernstein

Para cada n € INg, os chamados polinémios de Bernstein®® de grau n sao definidos por
B([]O](w) =1, B‘[,"](w) = (n) a’(I1—2)" 7, n>0, 0<p<n, peNy. (37.A.1)
p

O fato importante estabelecido na proposicao que segue diz respeito a independéncia linear dos n+ 1 polinémios B;L'L] (z),
0 < p < n para cadan > 0.

Proposicao 37.14 Paran > 0 as raizes de B,[)"](w) sao 0, 1, ou ambas, sendo que BL"'] (x) tem um zero de ordem p em

=0 e um zero de ordem n —p em x = 1.

Para cada n, os n+ 1 polinomios B,[f'](m), com 0 < p < n, sao linearmente independentes. [m}

Prova. As afirmagoes sobre as raizes sao evidentes e nao requerem demonstragao. Passemos & prova da independéncia
. = < . 0] . ~ .
linear. Para n = 0 nao hd o que provar, pois B[[) ](a:) # 0. Seja entdao n > 0. Vamos supor que existam constantes o,

0<p<mn, com
> apBli(z) = 0. (37.A.2)
p=0

Como Bgl] 0)#0e BL"] (0) =0 se p> 0, tomar z = 0 em (37.A.2) fornece ap = 0, de modo que (37.A.2) reduz-se a
> apBi(z) = 0. (37.A.3)
p=1

Tomando a primeira derivada dessa expressao, calculando-a em = = 0 e lembrando que cada B![,"] (z) tem um zero de
ordem p em z = 0, obtemos a; = 0. Prosseguindo dessa forma, obtém-se apds n + 1 passos que o, = 0 para todo
0<p<n. | |
|

A proposicio acima permite afirmar que para cada n, os polinomios B, com 0 < p < n, formam uma base no
» P tl

n

espaco de polindmios de grau n, ou seja, que todo polinémio de grau n pode ser escrito na forma Z GI,B,[)"](I), onde 6,
p=0

0 < p < n, sdo constantes. Essa ¢ a chamada forma de Bernstein, ou representacio de Bernstein, de polinémios de grau

n.

e Um resultados preliminar

O resultado a seguir é um tanto técnico, mas serd utilizado adiante em uma demonstra¢ao importante.

Lema 37.2 Sejam os polinémios de Bernstein definidos em (37.A.1). Entao, para cada n € Ny vale a seguinte identi-
dade:

i: (p —nx)? B][J"](a:) = na(l—x). (37.A.4)
p=0

51Sergi Natanovich Bernstein (1880-1968). Bernstein introduziu os polinémios que levam seu nome em trabalho de 1911 sobre o Teorema
de Weierstrass e interpolagdes polinomiais.
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Prova. Pelo binémio de Newton, vale
n
n
(z+y)" = ( ) aly" P (37.A.5)

para todo n € Ny e todos z, y € R. Para provar (37.A.4), apliquemos o operador diferencial

D, = Tzﬁ +x(l— ZnT)2 + nz?
- Cox2 0w -

a ambos os lados de (37.A.5). Para o lado esquerdo de (37.A.5), temos
D, ((z + y)") - nz [y +nz(l—(z+y)) 2} (x4 y)"?
(verifique!) e para o lado direito de (37.A.5), temos
- n - n
D zPy" P | = —nx 2( > Py P
m<;(p) y ) Zn(p () =y
p= p=
(verifique!). Igualando as expressdes acima, obtemos a identidade
2 < n
na [y +na(l—(z+y)) }(m )" = Y (- nm)z( ) Py
p=0 P

Tomando nesta expressao y = 1 — z, obtemos

n n

nz(l—z) = Z (p—nax)? (Z) P(1—z)" P = Z (p — nx)? Bl[)“] (2),

p=0 p=0

como queriamos provar. |

e Outras propriedades basicas dos polin6mios de Bernstein

A proposigao que segue estabelece mais alguns fatos basicos sobre os polinémios de Bernstein B,[)"](m). O estudante
deve observar que alguns dos fatos listados abaixo permitem perceber que os polindmios de Bernstein B,[)"] (z) assemelham-

se, em um certo sentido, a sequéncias delta de Dirac.

[

Proposicao 37.15 Os polinémios de Bernstein Bpn] tém as sequintes propriedades:

1. B,[)"](l') > 0 para todo z € [0, 1].
2. Para todo n > 0 vale

Bt(z) = 1. (37.A.6)
=0

]

3. Para n >0 cada polinomio B,[q”] (x) tem no intervalo [0, 1] wm mdzimo absoluto em x = £.

n

4. Para todo 6 > 0 e todo n > 0 vale a desigualdade

n
1
B"(z) < . Al
; b (@) < 462n (37.A.7)
1B —=l>s
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Prova. O item 1 é evidente. Tomando-se y = 1 — z, o binémio de Newton (37.A.5) fica

n

Lo 3 (e - S

=0

provando (37.A.6) e o item 2. O item 3 prova-se facilmente calculando a derivada de BL"] ().

Passemos & prova do item 4. Se para algum ¢ > 0 vale |2 — x| > §, entdo n26% < (p — nz)?, Logo,

n 1 n o
Z B][)n](z) _ = Z (nzéz)BL"](z)
\E’i‘\’m \%i:::l\]>5
< Y G-nePBE
e 2 p—nz)’B (x
127005
L&
< e (- e
=0
Br.A4) z(l-x) 1
N né? = 4né?’

completando a prova. Na ultima desigualdade usamos o fato que a fun¢ao z(1 — ) tem um mdximo absoluto em toda
reta real para x = 1/2, quando vale 1/4. |

e Prova do Teorema de Weierstrass no intervalo [0, 1]

Passemos agora & demonstragao do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pdgina 1939, no intervalo [0, 1] usando
polinémios de Bernstein.

Teorema 37.19 Seja uma fungdo continua f : [0, 1] — C. Entdo, os polinomios de grau n

e = 321 (2) 5l = 5 (2) (7)o,

ditos aproximantes de Bernstein da funcdo f, aprozimam uniformemente f no intervalo [0, 1], ou seja, para todo € > 0
existe N(e) tal que

7=, = gl -] < <
para todo n > N (e). m]
Prova. Usando (37.A.6), podemos escrever
f@) = tf'@) = 3 [f@) - £ (2)] Bl
p=0
implicando
_plnd Y _ ¢ (B)] i
@) =@ < 3 |r@) -1 (2)] Bl - (37.A.8)
p=0

Por ser continua, f é uniformemente continua no intervalo compacto [0, 1] (Teorema 32.12, pégina 1614), ou seja, Para
todo € > 0 existe § = d(e) tal que |f(z) — f(y)| < €/2 sempre que |v — y| < §. Assim, fixando € > 0 teremos que
|f(x) = £ (2)] < ¢/2 sempre que |z — 2| < 6.
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Vamos entao quebrar a soma em p no lado direito de (37.A.8) em dois pedagos: para p tais que |§ — :c} < §eparap
tais que |§ — J:} > ¢. Para a primeira soma, vale

u P € <« . € (37.A.6) € .
> - (B)] @ < 5 Y BP@) < Y BP@ Y S (37.A.9)
p=0 p=0 p=0
|12 —=|<s |8 —=|<s
Para a segunda soma teremos
S e — £ (2)] Bl S gl OTAT M :
Z ‘f(i) f(n)‘ BIl(@) < 2M Z: Bil@) "< o, (37.A.10)
|12 —x|>5 |12 —a|>5
onde M := sup |[f(z)|. Assim, provamos que
z€[0, 1]
—)| < M
[f@) @] < S+5=-
Portanto, para todo n tal que n > %, teremos Hf — bgc"] < €, completando a prova. |

e Generalizando para intervalos [a, b]

O Teorema 37.19 estabeleceu o Teorema de Weierstrass no intervalo [0, 1]. Para passar a um intervalo [a, b], com
b > a, basta notar que a aplicagao

0,1 3 2 — h(z) := (b—a)z+a € [a, b]
é continua e bijetora, tendo como inversa

y—a

la, 0] 3y = h7l(y) = " a

e [0, 1],

que ¢é igualmente continua. Fora isso, se p é um polinémio, (po h=')(z) = p (g:s) é também um polinémio.

Com isso, se f ¢ continuaem [a, b], a fungdo foh é continua em [0, 1] podendo, pelo Teorema 37.19, ser uniformemente
aproximada nesse intervalo pelos polinémios bE,”o]h. Logo, f pode ser uniformemente aproximada em [a, b] pelos polinémios

ch"] = b[f"o]h oh~!. Assim, o Teorema 37.19 se generaliza para

Teorema 37.20 Seja uma fungdo continua f : [a, b] — C. Entdo, os polinémios de grau n

Ss(0-ov) 5 (525)

S (oo a) (2) (22) (- (G22)

aprozimam uniformemente f no intervalo [a, b], ou seja, para todo € > 0 existe N(e) tal que

c[f"](m) = (b%h,oh’l)(x)

[#=. = o, i) —Ple] <«

para todo n > N(e). [m]
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37.B A Demonstracao de Weierstrass do Teorema de Weiers-
trass

Vamos nesta breve se¢@o apresentar mais uma demonstra¢ao do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3, pagina 1939.
Esta demonstracio segue essencialmente as mesmas ideias da demonstracio original de Weierstrass, obtida em 1885
quando seu autor completava 70 anos de idade, contrariando a nog¢ao de que contribuigdes importantes a Matematica
sdo privilégio de jovens.

Consideramos a prova abaixo instrutiva pela simplicidade de recursos e pelo uso que a mesma faz de uma sequéncia
delta de Dirac de fungdes Gaussianas. Nos restringiremos a funcges continuas definidas no intervalo compacto [—1, 1]
mas, como anteriormente, a generalizagdo para intervalos compactos gerais do tipo [a, b], com a < b nao apresenta
nenhuma dificuldade.

Seja f : [~1, 1] = € continua. Definindo g(z) := f(x) — I(z) com l(z) = MT — %7—12, temos, natural-
mente, que g é também continua. Como [ é um polindmio, ¢ suficiente provar que g pode ser uniformemente aproximada
por polinémios no intervalo [—1, 1]. Note-se agora que, pela defini¢ao, g(—1) = g(1) = 0 ¢, devido a isso, g possui uma
extensao ¢ continua e periédica de periodo 2 para toda R dada por ﬁ(?n + I) = g(z) paratodon € Z ez € [-1, 1].

Para uso futuro, definamos § := sup {|g(z)|, = € -1, 1]}. E evidente que ‘?](z)| < § para todo z € R.

Por ser continua no intervalo compacto [—1, 1], g é uniformemente continua (Teorema 32.12, pagina 1614) e, conse-
quentemente, § também o é, por ser uma extensao continua e periédica de g. Assim, aplica-se para § o Teorema 37.1,
pégina 1936, para qualquer sequéncia delta de Dirac (segundo a Defini¢ao 37.1, pagina 1933). Escolhemos considerar a

sequéncia delta de Dirac Gaussiana, definida em (37.12): K,(z) := % e’”2“”2, n € IN. Do Teorema 37.1 concluimos que

a sequéncia de fungoes
o i n 2 2
Gu(a) = / G Kn(z —y)dy = / i) —=e v dy
i) iy = [t 2=

converge uniformemente a § em toda reta real. Vamos agora restringir @ ao intervalo [—1, 1] e escrever a integral acima

como
e oy
J1+s —1-5

0o 144

(37.B.11)

com 0 < § < 1, fixo. A primeira integral em (37.B.11) pode ser majorada em médulo por

oo 3 —n?(z+1+6)* —n
2 n n2w? (37.13) g=n"(@ e
y 9/ Nt g, P T
z

—1-6
n 2
5[ Leemoray < <
e VT s VT 2 2

sendo que na ultima desigualdade usamos que x > —1. A segunda integral em (37.B.11) pode ser majorada em médulo
por

2 2 252
- S (37.13) = (1+d—7) e

o0 20 0? W > n
5/ aly —n*(y—x) dy “ 2 9/ Dt gy < < 7
Ji+s ( )\f J145-2 VT 2 2

—n2s2
sendo que na tltima desigualdade usamos que z < 1. Como “—— converge a zero para n — oo independente de z,
concluimos que as duas primeiras integrais em (37.B.11) convergem a zero para n — co uniformemente para todo x no
intervalo [—1, 1]. Logo, a terceira integral em (37.B.11),

(145 it gesy?
Hy(z) = - ) dy,

converge uniformemente em [—1, 1] & fungdo § (e, portanto, & fungao g).

Sabemos (Proposigao 37.6, pagina 1949) que a série de Taylor centrada em zero da fungéo exponencial converge
uniformemente 4 mesma em intervalos compactos como [0, (2 + §)3] (onde os valores de (y — x)? se encontram quando
y€[-1-4, 1+46] exe[-1, 1]). Logo, para cada n € IN as fun¢des H,, podem ser uniformemente aproximadas por

Hon@) = 3 CI [ ) aphay, men
n,m(T) = D N Wy, m .
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Agora, é bastante claro (expandindo (y — z)%* pelo binomio de Newton) que H, ,, é um polindmio em z. Assim,
concluimos do raciocinio acima que cada fungao H,, é uniformemente aproximdvel por polinémios no intervalo [—1, 1] e
que a fungao g é uniformemente aproximével pelas fungdes H, no mesmo intervalo. Isso prova que g é uniformemente
aproximédvel no intervalo [—1, 1] pelos polinémios Hy,, y,:

m (71)kn2k+1 1+ ok
g) = lim lim Hym(z) = 73520"}51502W W -0 dy
=0
(notar que a ordem dos limites nao pode ser trocada!) e a demonstracio do Teorema de Weierstrass, Teorema 37.3,
pagina 1939, estd completa.



