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Capitulo Suplementar: Rudimentos da Geometria
de Curvas e Superficies em R?
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CAPITULO suplementar que aqui se inicia tem por objetivo levantar alguns pontos da Teoria de Curvas e Su-
perficies que permitam embasar melhor certas nogoes geométricas, como a de conezao (“deriva¢io covariante”)
4 ou como a de curvatura, esta tratada de forma geral na Secao 35.3, pagina 1918. Alguns autores denominam os
temas aqui desenvolvidos Geometria Diferencial Cldssica, para contrasté-los com os desenvolvimentos que sucederam a
criacdo da nogéo abstrata de variedade diferenciavel e da Geometria Riemanniana. N&o se trata de um estudo exaustivo
da Teoria de Curvas e Superficies e, para tal, remetemos o leitor a grande variedade de livros-texto sobre o assunto,
como [524]%, [19], [398)], os excelentes [519] e [315] e, especialmente, [362]. E justamente o desejo de formular ideias de
forma mais intuitiva que nos leva a tratar apenas de curvas e superficies no espago tridimensional. Sempre que possivel,
apontaremos para possiveis generalizagoes.

Para um texto dedicado a Histéria da Geometria Diferencial até o inicio do séc. XX, recomendamos [526]. Vide
também [98].

Notamos que muito do material aqui apresentado precede historicamente os desenvolvimentos dos Capitulos 34, 35 e
36, tendo sido parcialmente superado por eles. Cremos, porém, que estudantes de Geometria Diferencial devam adquirir
alguma familiaridade com a Geometria de Curvas e Superficies em R?, pois esse conhecimento auxilia a compreensao de
temas gerais de Geometria e Topologia Diferencial e motiva seu estudo.

1Esse texto é também notével por suas notas histéricas. Seu autor, Dirk Jan Struik (1894-2000), é o mesmo autor de [525] ¢ de [526].
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37.1 Curvas Regulares em R?

Comegamos com o tratamento de curvas no espago tridimensional. Algumas das ideias que seguem sao ilustradas no
Exemplos da Segao 37.1.4, pagina 2034.

No que segue, e, e; ¢ e3 representam uma base ortonormal positivamente orientada de vetores em R3. No corrente
capitulo a- b indica o produto escalar usual de dois vetores a e b de R? ¢ ||al| = v/a- a denota a norma Euclidiana usual
de vetores de R®.

onde I é um intervalo aberto de R (eventualmente podemos ter I = R) e onde as fungdes zy(t), k l 2, 3, sao
continuas e infinitamente diferencidveis. Uma curva parametrizada infinitamente diferencidvel é dita ser regular se
X(t) = d1(t)e1 + d2(t)ez + 3(t)es nao se anular no intervalo I.

Uma curva parametrizada infinitamente diferencidvel é uma funcao I 3t — x(t) = z1(t)e1 + z2(t)es t)es € R?,

No que segue, trataremos basicamente de curvas regulares. Estritamente falando, a condi¢ao de infinita diferencia-
bilidade pode ser enfraquecida, na maioria dos resultados e defini¢des, considerando-se curvas trés vezes continuamente
diferencidveis ou mesmo trés vezes diferenciaveis por partes.

o Reparametrizagoes

Seja I 3t x(t) = z1(t)er + z2(t)es + z3(t)es € R® uma curva regular, como acima. Seja J C R um outro intervalo
aberto e 6 : J — I um difeomorfismo, ou seja, uma bijecio infinitamente diferencidvel com inversa também infinitamente
diferencidvel. A curva J 3 7 — y(r) = x(0(7)) = 21(0(7))e1 + 22(0(7))e2 + x3(0(7))es € R? é também uma curva
regular, com

y(r) = %(6(r)) 0'(7) . (37.1)
A curva y é dita ser uma reparametriza¢io da curva X.

Se escrevemos y(7) = y1(7)e1 + ya2(7)es + y3(7)es, valerd
y(r) = g1(7)er + ya(7)e2 + ys(7)es
Por (37.1), concluimos que, para k =1, 2, 3,

ge(r) = @x(0(7)) 0/'(7) . (37.2)

Observe-se que ambas as curvas parametrizadas I 3 ¢t — x(t) e J 3 7 +— y(7) tém a mesma imagem. Assim, com
um certo abuso de linguagem, podemos dizer que ambas as curvas sdo a mesma curva. Essa ideia pode ser formalizada
por uma rela¢ao de equivaléncia: dizemos que duas curvas parametrizadas regulares sao equivalentes se uma for uma
reparametrizagao da outra, no sentido expresso acima. Com isso, podemos identificar curvas regulares com suas classes
de equivaléncia por reparametrizagoes.

e Comprimento de uma curva

Pelas hip6teses, & % nao se anula no intervalo J. Se > 0 (< 0) dizemos que a reparametrizagao 6 preserva (reverte)

a orientagao da curva.

Considere-se uma curva parametrizada regular I 3 ¢ — x(t) = 21 (t)e1 + z2(t)es + x3(t)es € R? como acima e seja
(a, b) C I um subintervalo finito de I com a < b. Definimos o comprimento de arco (ou simplesmente o comprimento)
da curva no intervalo (a, b) como sendo a quantidade

/\/x(t—dt /\/.Ll % (d2(0)° + (3(0)” dt .

Se uma reparametrizagao 6 preserva a orientagdo da curva, seu comprimento é preservado por ela. De fato, com a
mudanca de varidveis t = 0(7),

\/7d 371)Al \/7 :Lb\/jmdt,

0-1(a)

provando a afirmagao.
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e O comprimento como um parametro

O comprimento de arco de uma curva, ou simplesmente, o comprimento de uma curva, pode ser utilizado como
parametro para descrevé-la e isso tem diversas utilidades.

Dada uma curva parametrizada regular I 3 t — x(t) = z1(t)e1 + 22(t)es + z3(t)es € R?, descrita por um pardmetro
t, fixemos nela um ponto o parametrizado por um valor, digamos ¢ = a, para ser a origem a partir da qual o comprimento

é definido. Definamos,
¢
s = 07'(t) = / Vx(u) - x(u) du , (37.3)
a
sendo eventualmente s < 0 se ¢ < a. Assim, temos a reparametrizacio t = (s) e s = 071(t). Vale,
) (t) = V) -x(1) . (37.4)

Denotemos por J 3 s — y(s) = y1(s)e1 + ya(s)ea + ys(s)es :=x(0(s)) € R* a mesma curva quando parametrizada por
5. Como 7' (6(s)) = s, segue pela regra da cadeia que (671)'(6(5))6'(s) = 1 e, portanto,

(37.5)

/—\
<
T
L
N
_
=
w

) fx(0s) -x(00s)

Isso, em particular, nos informa que 6’(s) > 0 para todo s e, portanto, a parametrizagao em s preserva a orientagao da
curva com a parametrizacao original.

Temos, entio?,
(37.1

Y(s) “EV 0 (9% (0(s) = (37.6)

0 que implica

y'(s)-y'(s) = 1. (37.7)
Isso significa que, na parametrizacio s, o vetor tangente y’(s) ¢ unitdrio. Diferenciando-se a mesma expressao com
relagdo a s, obtemos também

y'(s)-¥'(s) = 0. (37.8)
O significado disso, que serd explorado no que segue, é que o vetor y”(s) é, em cada ponto da curva, normal ao vetor
tangente & curva no mesmo ponto (podendo também ser o vetor nulo), sendo, portanto, um vetor do plano ortogonal a
curva, definido anteriormente.

e Os vetores tangente, normal e binormal (ou de torgao)

O vetor y’(s) aponta na dire¢io tangente & curva no ponto parametrizado por s, tendo por sentido aquele em que s
cresce. Dada sua relevancia, emprega-se uma notacao especial para mesmo:

t(s) = ¥'(s)
Por (37.7), temos [[t(s)|| = 1. Por ébvio, t(s) é denominado vetor tangente normalizado & curva no ponto y(s).
Caso y”(s) # 0, o vetor unitario
y"(s)
n(s) = o (37.9)
Iy

¢é denominado vetor normal principal, ou simplesmente vetor normal, & curva no ponto y(s). Ele nao estd definido em

pontos em que y”(s) = 0. Essa denominacao se deve & observagao que, por (37.8), n(s) - t(s) = 0. Claro estd que
[n(s)] = 1.

Isso tudo sugere definir-se mais um vetor:

b(s) = t(s) x n(s),

“rn “n

2Iremos doravante denotar as derivadas em relagio ao comprimento de arco s por
a outros parametros.

, reservando o ponto para derivadas em relacao
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denominado vetor binormal, ou vetor de tor¢do®. Sua interpretagao serd fornecida adiante. Observe-se que b(s) nao estd
definida quando n(s) nio estiver, o que ¢ o caso de uma linha reta.
Como t(s) e n(s) sao normalizados e ortogonais, segue que [|b(s)|| = 1.

Para cada ponto parametrizado por s na curva, a tripla de vetores (t(s), n(s), t(s)) compde uma base ortonormal e
positivamente orientada em R?, denominada tripla de Frenet*, ou triade de Frenet.

e O plano osculante

Uma nocao relevante no estudo de curvas é a do chamado plano osculante® a uma curva em um dado ponto. Para
cada s, trata-se do plano que passa pelo ponto y(s) que ¢ gerado pelos vetores ortogonais t(s) e n(s).

O plano osculante ndo estd definido nas situagoes em que y”(s) anula-se. Tal ocorre, por exemplo, se a curva
considerada for uma linha reta, onde o plano osculante pode ser definido arbitrariamente. Essa situagao, porém, é um
tanto excepcional para o que segue e serd tratada a parte. Exceto em tais casos patoldgicos, o plano osculante & curva
no ponto y(s) ¢ o plano

{y(s) +at(s) + Bn(s), a, BER} C R*.

e O plano normal e o plano retificador

Um pouco mais de nomenclatura. O plano normal a t(s) em y(s) é denominado plano normal ¢ curva no ponto y(s).
Trata-se do plano gerado por n(s) e b(s) no ponto y(s).

O plano gerado por t(s) e b(s) no ponto y(s) é denominado plano retificador, ou plano retificante, da curva nesse
ponto.

e Curvatura

Chegamos agora a uma das nogoes centrais na Geometria de Curvas e, em verdade, de toda a Geometria Diferencial.

Seja uma curva regular s — y(s) € R® parametrizada pelo comprimento de arco s, tal como exposto acima. Sua
curvatura no ponto y(s) é definida por

K(s) = [y"(s)] - (37.10)

No caso de uma linha reta convencionamos dizer que a curvatura é nula.

Pela defini¢ao (37.10) temos sempre k(s) > 0 (com a convengao que k(s) = 0 em linhas retas). Isso ¢ uma carac-
teristica de curvas. Em superficies com mais dimensoes a curvatura pode também assumir valores negativos.

Definimos também R(s) = 1/k(s), o chamado raio de curvatura. E relevante considerar que, pela defini¢io do vetor
normal principal n(s) dada em (37.9)

n(s) = - S)y”(s). (37.11)

Para esclarecer o significado da nogao de curvatura e de raio de curvatura introduziremos abaixo a nogao de circulo
osculante a uma curva em um dado ponto. Para tal, é relevante introduzir trés definigoes.

e Curvas que se cruzam, tangenciam e osculam

Sejam duas curvas si — yi1(s1) € R? e 59— ya(s2) € R3, ambas parametrizadas por seus comprimentos de arco, s;
e sg, respectivamente.

1. Dizemos que as curvas se_cruzam para um certo valor dos parametros, digamos s{ e 3, se y1(s}) = y2(s3).

30 uso da palavra “tor¢io” serd esclarecido adiante, mas adiantamos que nada tem a ver com a nogao de torgio introduzida na Segao
35.2.2, pagina 1902, associada & conexdes afins. Trata-se de uma coincidéncia infeliz de nomenclatura. Segundo [524], o termo originalmente
empregado na Geometria de Curvas era “flezdo”, mas foi modificado para “tor¢do” por influéncia de L. I. Vallée, em 1825. Segundo o mesmo
texto, o nome “binormal” foi cunhado por B. de Saint Venant (Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886)) em 1845.

4Jean Frédéric Frenet (1816-1900).

5 Alguns autores a denominam “triedro de Frenet”, nomenclatura que nao nos parece adequada.

SDo Latim “osculum”: “beijo”. A nogao foi originalmente definida por Johann Bernoulli (1667-1748).
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2. Dizemos que as curvas se tangenciam para um certo valor dos parametros, se y1(sy) = y2(s3) e y;(s?) = y5(s9) e,
portanto, se possuirem no ponto de cruzamento o mesmo vetor tangente: tl(s?) = tQ(sg), Ou seja, dizemos que as
curvas se tangenciam se se cruzarem com o mesmo vetor tangcntc7.

3. Dizemos que as curvas se_osculam para um certo valor dos pardmetros se y1(s?) = ya(s3), se t1(s)) = to(s3) e se
vi(s?) = y4(s3). Ou seja, dizemos que as curvas se osculam se se tangenciarem e suas derivadas coincidirem ao
menos até segunda ordem no ponto de tangéncia. Isso também implica que a curvatura das duas curvas é também
igual no ponto de tangéncia e implica que ambas tém o mesmo vetor normal principal no ponto de tangéncia:
n1(s?) = no(s9). A reciproca pode nio ser verdadeira: duas curvas que se tangenciam podem ter o mesmo vetor
normal principal no ponto de tangéncia mas nao se oscularem, caso suas curvaturas sejam distintas nesse ponto.
Vide Figura 37.1, pagina 2024.

Um exemplo relevante de curvas que se osculam sera visto logo adiante, quando apresentarmos a nogao de circulo
osculante a uma curva em um dado ponto.

Comentdrios. 12 Duas curvas somente se osculam num dado ponto se possufrem o mesmo plano osculante. 22 Por vezes, a condigdo de duas

curvas se tangenciarem em um ponto de cruzamento y1(s{) = y2(s3) é que valha t1(s9) = £t2(s3). Analogamente, a condigio de duas curvas

se oscularem em um ponto de tangéncia é y7/ (s9) = £y? (s9). Com essas definigdes, a condigdo de tangéncia ou a de osculagdo nao dependem

das particulares orientacdes das curvas.

Figura 37.1: Dois circulos orientados que se tangenciam, mas nao se osculam. No ponto de tangéncia, ambos tém o
mesmo vetor tangente (o vetor t indicado) e o mesmo vetor normal principal (o vetor n indicado), mas tém curvaturas
diferentes, por terem raios diferentes.

e O circulo osculante a uma curva e a nogao de curvatura

Seja uma curva regular s — y(s) € R? parametrizada pelo comprimento de arco s, tal como exposto acima.

Para esclarecermos o significado da nogao de curvatura e por que essa palavra ¢ associada e essa quantidade, considere-
se, para um s fixo, o circulo localizado no plano osculante, de raio R(s) e centrado no ponto y(s) + R(s)n(s). Esse circulo
é dado em termos do seu parametro de comprimento ¢ por

z(l) = (y(s) + R(s)n(s)) + R(s) [7 cos (%) n(s) + sen (ﬁ) t(s)} s (37.12)

com £ variando no intervalo [0, 27R(s)). Claro esté que o circulo passa pelo ponto y(s) da curva em £ = 0: z(0) = y(s).
Por (37.12), seu vetor tangente nesse mesmo ponto £ =0 é
Z'(0) = t(s).

TRecordar que ambos os vetores tangentes sido normalizados a 1.
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Por fim, também por (37.12), temos

2(0) = =L n(s) = r(s)n(s) “Y

RG) v (s) Hz"(O)” = K(s).

Vemos assim que a curvatura do circulo em ¢ = 0 (em verdade, em qualquer valor de £) é também k(s).

Resumindo, o circulo z(¢) em questao passa em ¢ = 0 pelo ponto y(s), possui 0 mesmo vetor tangente que a curva
y nesse ponto e possui também a mesma derivada segunda, o que também implica que o circulo e a curva possuem a
mesma curvatura nesse ponto comum. Esse circulo é denominado circulo osculante & curva no ponto y(s).

O raio desse circulo osculante é R(s) = 1/k(s) e isso nos permite entender por que essa grandeza é associada &
curvatura da curva no ponto em questdo. Quanto menor o valor de R(s) mais “encurvada’ a curva ¢ no ponto y(s) e
vice-versa.

37.1.1 Torcao. Férmulas de Frenet-Serret

e Torgao de uma curva

Por definigio, tem-se t(s) = y’(s) e n(s) = k(s)"'y”(s). Logo,

t'(s) = K(s)n(s). (37.13)
Vimos também que

b(s)-t(s) = 0, (37.14)

b(s)-n(s) = 0. (37.15)

De (37.14), obtém-se, diferenciando ambos os lados,

(3713 (37.15)

0 = b'(s)-t(s) + b(s) - t'(s) ) b'(s) - t(s) + b(s) - (k(s)n(s)) b'(s) - t(s) .
Assim, b(s) é ortogonal a t(s). Por outro lado, temos também 1 = b(s)-b(s) e diferenciando ambos os lados, concluimos
que b/(s) - b(s) = 0, o que significa que b’(s) é também ortogonal a b(s). Dessa forma, concluimos que b’(s) e n(s)
devem ser proporcionais. A tor¢ao 7(s) da curva considerada ¢ definida como a constante de proporcionalidade entre
esses dois vetores:

b'(s) = —7(s)n(s) . (37.16)
O sinal “—7é convencional. O significado da torgao serd apreciado adiante.

Observemos, por ora, que pelas convengoes aqui adotadas temos sempre £ > 0, mas 7 pode exibir qualquer sinal.
Em mais dimensoes a curvatura pode assumir valores negativos.

e As Férmulas de Frenet-Serret

As relagoes (37.13) e (37.16) podem ser complementadas por uma expressao para a derivada n’(s). Como vale a
normalizacio n(s) - n(s) = 1, vale n’(s) - n(s) = 0. Conclui-se disso que n’(s) encontra-se no subespago gerado por t(s)
e b(s):

n'(s) = ait(s) + asb(s) .
Determinemos essas constantes. Como t(s) - n(s) = 0, segue que t'(s) - n(s) + t(s) - n’(s) = 0 e, assim,

a; = n'(s)-t(s) = —t/(s) - n(s) G119 —k(s)n(s) -n(s) = —k(s).

Analogamente, como n(s) - b(s) = 0, segue que n'(s) - b(s) + n(s) - b'(s) = 0 e, assim,

(37.13)

as = n'(s)-b(s) = —n(s)-b(s) T(s)n(s) -n(s) = 7(s).

Dessa forma, temos

n'(s) = —k(s)t(s) + 7(s)b(s) . (37.17)
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Reunindo as equagdes (37.13), (37.16) e (37.17), obtemos o seguinte sistema fechado de equagdes diferenciais lineares
de primeira ordem e homogéneos para a triade (t(s), n(s), b(s)):

t'(s) = k(s)n(s), (37.18)
n'(s) = —k(s)t(s)+7(s)b(s), (37.19)
b'(s) = —7(s)n(s). (37.20)

Esse sistema ¢ conhecido como férmulas de Frenet®-Serret’. Duas das trés férmulas foram obtidas por Frenet em 1847
e as trés foram obtidas independentemente por Serret em 1851'C. Esse sistema expressa a evolugdo com s da tripla
(t(s), n(s), b(s)) e tem um papel fundamental no estudo de curvas em R*.

Comentdrio. As fungdes n e b podem ser até mesmo descontinuas em certos pontos! Uma tal situacao é apresentada no Exemplo 37.2, pagina
2035. As equagdes (37.18)-(37.20) fazem sentido, fora de tais pontos. Neles & anula-se.

Comentdrio. Ha um comentdrio relevante a se fazer sobre as férmulas de Frenet-Serret e suas solu¢des. Como, por definigao, b(s) := t(s) xn(s)
(e vale também n(s) = b(s) x t(s) e t(s) = n(s) x b(s)), as trés equagdes (37.18)-(37.20) aparentemente ndo sdo independentes. Sucede,
porém, que quaisquer solucées de (37.18)-(37.20) satisfazem essas relagdes se as mesmas forem impostas como condigdes iniciais e, portanto,
néo ¢é necessdrio impé-las separadamente, apenas para, digamos, s = 0. De fato, para as solugdes de (37.18)-(37.20) tem-se

= (b(s) —t(s) x n(s)) L) — (%t(s)) x n(s) — t(s) x (%n(s))

GT18)_(B720) . (5)n(s) — (n(s)n(s)) x n(s) — t(s) x (7 (s)t(s) + ‘r(.s‘)b(s))
= 0,

como trivialmente se constata. De forma andloga, vemos que n(s) — b(s) x t(s) e t(s) —n(s) x b(s) sdo constantes. Além disso,

d (t(s)~t(s)) = 2t(s) - (%t(s)) B2 4(5) - (k(s)n(s)) = 0

ds

pois, como vimos antes, t(s) e n(s) sao ortogonais, caso isso seja imposto como condigao inicial. Assim, ||t(s)H é constante e, analogamente,
|[n(s)|| e ||b(s)|| também o sdo, podendo ser normalizados a 1. Todos esses fatos serdo iluminados quando comentarmos, logo adiante, sobre
o caréter ortogonal da evolucao das solugdes com s.

e A solugao geral das equagoes de Frenet-Serret

O sistema (37.18)-(37.20) pode ser escrito em forma matricial. Para tal, definimos T(s) como sendo a matriz real
3 x 3 cujas colunas sejam os vetores t(s), n(s), b(s):

t1(s) ma(s) ba(s)
T(s) = ( ta(s) ma(s) bals) |
t(s) ms(s) b(s)

E fcil verificar (faga-o!) que as equagdes (37.18)-(37.20) podem ser escritas como

0 —r(s) 0
T'(s) = T(s)K(s), com  K(s) = (m) 0 4(5)) € Mat(R, 3). (37.21)
0 7(s) 0

E relevante observar que K(s) é uma matriz antissimétrica. A solugio da equacio T'(s) = T(s)K(s) pode ser obtida
com uso da série de Dyson (vide Se¢io 14.2.2, pagina 748). Seja J(s) a série de Dyson das matrizes transpostas K(s)7:

sl s pS1 Sn—1
I(s) = 1+Z/ / / K(51) K (52)7 - K(sn)7 dsndsn_r---ds:
n=170 Jo 0
Sabemos que 4.J(s) = K(s)TJ(s). Logo, 4.J(s)T = J(s)TK(s). Assim, vemos que, se tomarmos T(s) = T(0)J(s)T

s
teremos d%T(s) =T(0)J(s (s) = T(s)K(s), mostrando que a equacao diferencial é satisfeita, assim como a condigao

8 Jean Frédéric Frenet (1816-1900).
9Joseph Alfred Serret (1819-1885).
10Referéncias e mais comentarios histéricos podem ser encontrados em [524].
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inicial em s = 0. Para J(s)T temos
et S S1 Sp—1
J(s)T = “Z/ / / K(s,)K(sp_1)---K(s1) dspdsp_1---ds;y . (37.22)
n=170 0 0

Observe-se a reversao da ordem do produto de matrizes nos integrandos, devido a transposi¢ao matricial.

A expressao assim obtida para a solugao geral das equagoes de Frenet-Serret
T(s) = T(0)J(s)T, (37.23)
com J(s)” dado em (37.22), no entanto, ndo ¢ muito iluminante, exceto por dois aspectos:

12 Por K ser antissimétrica, segue que J(s)” é uma matriz ortogonal de determinante 1. De fato, como %J(s) =
K(s)"J(s) e LJ(s)T = J(s)TK(s), segue que L (J(s)TJ(s)) = J(5)TK(s)J(s) + J(s)TK(s)TJ(s) = 0, pois
K(s)" = —K(s). Isso estabeleceu que .J(s)”J(s) é constante. Por (37.22) J(0)” = 1 e, portanto, J(0) = 1, o que
implica J(s)"J(s) = 1 para todo s. Assim, det(J(s)) = =1 para todo s. Como det (J(0)) = det(1) = +1, segue
por continuidade que det(J(s)) = +1 para todo s. Logo, J(s)T € SO(3), o grupo de rotacdes em trés dimensoes,
tratado em detalhe na Secao 21.3.2, pdgina 1157.

2 No caso de K ser constante podemos encontrar férmulas explicitas para a solugao (37.23) das equagoes de Frenet-
Serret e para a curva y(s), o que faremos na Secao 37.1.2.1, pagina 2028. Isso se deve ao fato que, para K constante,
(37.22) reduz-se a J(s)” = exp (sK), como é bem sabido (vide Segio 14.2.2, pagina 748).

Decorre da observagio que J(s)” € SO(3) que a triade de vetores t(s), n(s) e b(s) evolui em s por rotagdes ortogonais
simultaneas em s, as mesmas para cada um desses vetores.

e O Teorema Fundamental de Curvas Espaciais

Sejam as fungdes k(s) e 7(s) dadas e continuas. O sistema de equagbes de Frenet-Serret (37.18)-(37.20) é um
sistema de equagoes lineares e homogéneas de primeira ordem com coeficientes continuos. O Teorema de Picard-Lindelof,
Teorema 12.2, pagina 716 (ou, com mais generalidade, o Teorema 26.4, pagina 1500), garante a existéncia e unicidade
de solugoes do problema de valor inicial envolvendo as equagdes Frenet-Serret (37.18)-(37.20) para condigdes iniciais que
envolvam valores da triade de Frenet, digamos, em s = 0: (t(O), n(0), b(())). As solugoes sao aquelas expressas acima
em (37.22)-(37.23).

O vetor t(s) corresponde & primeira coluna da matriz T(s). Portanto, segundo (37.23), t(s) é obtido multiplicando-se
a matriz de condigdes iniciais T(0) & primeira coluna da matriz J(s)7, dada em (37.22). Isso serd exemplificado em nosso
tratamento de hélices na Segdo 37.1.2, pégina 2028. Para a curva y(s) podemos usar a relacio y(s) = y(0) + [; t(s')ds’
e vemos que também y(s) é univocamente determinada pelas condigdes iniciais (£(0), n(0), b(0)) e y(0)'*.

Concluimos que, fixadas essas condigoes iniciais, toda curva regular é determinada univocamente por sua curvatura
K(s) e por sua tor¢do 7(s), supostas continuas. Esse resultado é referido na literatura como Teorema Fundamental de
Curvas Espaciais.

Exemplos de como proceder para obter a trfade de Frenet (t(s), n(s), b(s)) e a curva y(s) de forma explicita serdo
apresentados na Segao 37.1.2, pagina 2028.

e O vetor de Darboux
O wetor de Darbouz'? é definido por
Qp(s) = 7(s)t(s) + k(s)b(s) . (37.24)

Claramente trata-se de um vetor localizado no plano retificador da curva em cada ponto. Sua utilidade reside no
seguinte: com ele as equagoes de Frenet-Serret, equagoes (37.18)—(37.20), pagina 2026, podem ser escritas da seguinte

11Recordemos que ha apenas trés condigdes iniciais independentes, pois, como comentamos, deve-se impor, por exemplo, b(0) = t(0) x n(0).
12 Jean-Gaston Darboux (1842-1917).
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forma elegante:

t'(s) = Qp(s) xt(s), (37.25)
n'(s) = p(s) xn(s), (37.26)
b'(s) = Sp(s)xb(s). (37.27)

Deixamos ao diligente leitor a tarefa simples de verificar isso. As equagoes (37.25)—(37.27) sao por vezes denominadas
equagoes de Darbour, mas seu conteido, por assim dizer, é idéntico ao das equagoes (37.18)—(37.20). Sua relevancia é
interpretativa: das relagoes (37.25)-(37.27) vemos que o vetor de Darboux €p(s) representa um vetor de rotagao angular
intrinseca instantaneo em torno do qual os vetores da triade de Frenet (t(s), n(s), b(s)) giram instantaneamente. Isso
é também visivel na expressao (37.30), pagina 2028, para o vetor de rotagao unitério 77 do caso de curvas com curvatura
e torgao constantes (hélices circulares).

Com isso em mente, vemos de (37.24) que a curvatura £(s) “mede” a rotagio instantanea do par de vetores (t(s), n(s))
em torno do eixo b(s), preservando o plano de osculagao, mas encurvando a curva. Analogamente, a torgao 7(s) “mede”
a rotagao instantanea do par de vetores (n(s), b(s)) em torno do eixo t(s), preservando o plano normal, mas alterando o
plano retificante e o plano osculante, fazendo a curva deixar de ser plana, caso o fosse. Esses comentérios vao ao encontro
do que foi dito anteriormente a respeito da interpretagio da curvatura k(s) e da torgao 7(s) de uma curva.

37.1.2 Hélices Circulares e Hélices Gerais
Tlustraremos nesta se¢ao o método de solugao desenvolvido nas relagoes (37.22) e(37.23), tratando de uma classe especifica

de curvas espaciais: as hélices. Comegamos com o caso mais simples das hélices circulares na Segao 37.1.2.1. Na Se¢ao
37.1.2.2, pagina 2031, apresentamos a nogao geral de hélice e sua solugao.

37.1.2.1 Hélices Circulares

O significado da tor¢ao manifesta-se melhor em um caso particular de interesse por si s6: o caso de curvas com curvatura
e tor¢ao constantes, que podem ser explicitadas resolvendo-se as equagoes de Frenet-Serret, o que faremos adiante. Nessa
situagao de curvatura e torgao, a versao matricial (37.21) das equagoes de Frenet-Serret fica

T'(s) = T(s)K, com K == (% o %) , (37.28)
uma matriz constante. A solugao desse sistema é
T(s) = T(0)exp (sK) . (37.29)

Como K ¢ uma matriz real antissimétrica, a aplicagdo R 3 s + exp (sK), acima, é um subgrupo uniparamétrico do
grupo SO(3), grupo este tratado em detalhe na Se¢ao 21.3.2, pdgina 1157. Para elaborarmos mais a respeito, escrevamos

K = 7/ +kJs = 0if-J,

onde J; e J3 sdo duas das matrizes antissimétricas introduzidas em (21.101) e (21.103), pagina 1160, e sao geradores do
grupo SO(3), e onde

5 N 1
9= VK472 e i= (m, m, m) = 5(’? 0, k). (37.30)

E claro que ||17H = 1. Assim, segundo a interpretacao que apresentamos na Secao 21.3.2, pagina 1157,
exp (sK) = exp (z%f/'f) = R(ﬂs, i)

representa uma rota¢ao de um angulo ¥s em torno do eixo definido por 7.
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Vamos nos concentrar na primeira coluna da solugio (37.29), que nos fornece t(s). Fazendo uso da expressao matricial
explicita (21.113), pagina 1162, temos que a primeira coluna da matriz T(0) exp (sK) = T(0)R(9s, i) é

ti(s) tl(O)((l — cos(9s))n? + 005(198)) +n1(0) sen(Vs)ns + b1(0) (1 — cos(Vs))ms
t(s) = | to(s) | = tz(O)((l — cos(ds))n} + cos('l?s)) + n5(0) sen(ds)13 + ba(0)(1 — cos(9s))mns | - (37-31)
t3(s) t;;(())((l — cos(9s))n? + cos(l?s)) +n3(0) sen(Vs)ns + bz (0) (1 — cos(?s))ms

Acima, j& usamos o fato que 72 = 0 em (37.30). Assim, usando as expressdes para as demais componentes de 77 em
(37.30) (m = 7/9 e n3 = K/V), obtemos facilmente de (37.31) a expressao

7?2 KT
—t

t(s) = [02 (0)+ W1;(0)} + {%t(o) - ’;—;b(o)] cos(Vs) + %n(O) sen(ds) . (37.32)

Acima, usamos também o fato que ¥? — 72 = k2. Adiante, precisaremos também determinar o vetor normal principal
n(s). Por (37.18), pagina 2026, ele é dado por n(s) = Kk~ 1t/(s) e com (37.32) obtemos

n(s) = — [gt(o) — %b(())} sen(ds) + n(0) cos(ds) . (37.33)

Podemos usar a expressao (37.32) para identificar a curva y(s) com curvatura e tor¢do constantes. Sabemos que
t(s) :=y'(s) e, portanto, y(s) = y(0) + f(; t(s")ds’. Dal, calculando essa integral, temos

2
y(s) = (y(O) + ﬂ%n(o)) + [:;—Zt(()) + j;gbw)] s
2 T
+ (% ) — ’;—3b(o)) sen(ds) — %n(ﬂ) cos(¥s) . (37.34)

Verifique! A relagao (37.34) expressa, portanto, a forma geral de uma curva com curvatura e tor¢ao constantes. No que
segue, interpretaremos a forma dessa curva e veremos tratar-se de uma hélice circular.

A expressao (37.34) tem dois tipos de termos: um linear em s, no sentido do vetor

T2 KT
w = T4(0) + STh(0). (37.35)

termo esse que corresponde a primeira linha, e um termo oscilatério em s, que corresponde a segunda linha, de periodo

27 . :
L = R (37.36)

O termo oscilatério descreve um “movimento” circular e planar quando projetado no plano gerado pelos vetores ortogonais

K2 KT I3 o
v o= Et(o) - ﬁb(()) e W= 7ﬁn(0) . (37.37)
Note-se que ||v|| = ||w]|| = x/9¥%. Verifique! Assim, o raio desse circulo no plano v-w ¢é p := k/92. Esse movimento
circular projetado pode é parametrizado como
c(l) = vsen(s/p)+ wcos(s/p) , (37.38)

com { € [0, 2wp) sendo o pardmetro de comprimento desse circulo.

E também relevante observar que u- v = 0 (verifique!) e ¢ evidente que u-w = 0. Por fim, observe-se também que
u e proporcional ao vetor de Darboux: u = Z;Qp e que também vale [[u| = [7|/4.

io. Para o estudante vale colocar aqui o seguinte: o mencionado circulo ¢ a proje¢do da curva y(s) no plano v-w e tem raio
e nao nao pode ser confundido com o circulo osculante, descrito anteriormente. Esse ultimo encontra-se no plano gerado pelos
vetores t(s) e n(s) e tem raio k~!. Apenas no caso T = 0 (vide adiante) ambos coincidem.
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Para cada s, o centro do circulo (37.38) que é a projecio da curva y(s) no plano v-w e tem raio p 1= k /92 é

(y(o) + %n(o)) + [gtm) + Wb(o)] s

(37.33) e (37.34)
¥(s) + pn(s) =

+ (ﬁt(m - Fb( )) sen(ds) — %n(o) cos(®s)

Jrﬁi2 [%t(o) - %b(o)} sen(9s) + n(0) cos(9s) } (37.39)

2
- (v0) + 7n() + [%tm + ';—Zb(m] s (37.40)
= (0 + 55n(0) +su. (37.41)

ap6s cancelamentos evidentes em (37.39). Vé-se dessa expressao que o centro do circulo projetado move-se linearmente
com s.

Concluimos de todo o exposto acima que a trajetéria y(s), no caso de curvatura e tor¢do constantes nao nulas,
descreve uma hélice circular no espago localizada no cilindro de raio p := /92 em torno do eixo de simetria descrito
pela reta

K T2 KT
(y(O) + ﬁn(o)) + {@t(o) + ﬁb(m} A, AeR.
E. 37.1 Ezer Usando (37.12) obtenha o circulo osculante a hélice circular y(s) considerada. Constate que seu centro
y(s) + R(s)n(s) = y(s) + K 'n(s) também descreve uma hélice circular. £

e Passo de uma hélice circular

O passo da hélice é definido como o deslocamento de y(s) ao longo de um perfodo do movimento circular projetado,
e vale

72 KT 27|
L) =L 0 —b(0)| = Lu = —
y(s+ ¥(s) = L |-5t(0) + -5 b(0) u 7 Tal
com L := 2 /") sendo o periodo movimento circular projetado, definido em (37.36), e |[ul| = |7|/¥), como j4 comentamos.

Como o vetor u/||ul| tem norma 1, vemos que a distancia percorrida em um passo da hélice circular ¢ 27|7|/92. E de se
notar que essa expressao anula-se na auséncia de torcao.

e A inclinacao de uma hélice circular

A inclinagio de wm hélice circular é o dngulo a formado entre o vetor tangente t(s) e o eixo da hélice, definido pelo
versor u/|[ul|. Esse angulo pode ser obtido do produto escalar entre esses dois versores: cosa := (t(s) -u)/|lul|. Usando
(37.32) e (37.35), obtém-se facilmente

R 1COR S .

cosa : Tl 7 (37.42)
Verifique! Segue imediatamente disso que tana = /|7 E de se observar que o lado direito de (37.42) é constante em
s, o que significa que o angulo entre o vetor tangente t(s) é constante. Isso é uma caracteristica
das chamadas hélices gerais, ou hélices de inclinagao constante, classe a qual as hélices circulares pertencem. Vide Segao
37.1.2.2, pagina 2031. Para hélices de inclinagio constante a razio (s)/7(s) é constante em s. B de se observar também
que o lado direito de (37.42) é proporcional & torgao, o que mais uma vez vai ao encontro da interpretagao dessa grandeza:
se a tor¢ao de uma hélice circular for nula, a hélice nao possuira inclinagao e, portanto, serd planar.

e Hélices circulares dextrégiras ou levégiras

Retornemos as definigdes (37.35) e (37.37). Uma hélice circular é dita ser dextrdgira (ou dextrogira) se u- (wxv) >0
e é dita ser levdgira (ou levogira, ou ainda sinistrdgira ou sinistrogira) se u - (w X v) < 0. Isso significa que uma hélice
circular é dextrdgira (levdgira) se girar segundo a regra da mao direita (esquerda).
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Uma conta simples usando (37.35) e (37.37) mostra que u- (w x v) = k%7 /90°. Assim, a hélice circular é dextrdgira
se T > 0 e levogira se T < 0.

As nogoes de hélice circular dextrégira ou levégira sao importantes na Quimica Orgéanica, na Mineralogia, na Optica
e mesmo na Botanica e na Zoologia.

e Os casos de torcio nula e de curvatura nula

H4 dois casos especiais da solu¢do (37.34) a se analisar.

1. Caso 7 =0, kK > 0. Nesse caso a tor¢ao da curva é nula e temos, por (37.34),
(s) = )+ ln(O) + l(t(()) sen(sk) — n(0) co€(9n))
yis) =Y P Py sen (¢ 05 & .

Trata-se de um circulo situado no plano definido por t(0) e n(0), de raio 1/k e centrado no ponto y(0) + Ln(0).
2. Caso k =0, 7 # 0. Nesse caso a curvatura da curva é nula e temos, por (37.34),
y(s) = y(0) +t(0)s,
que descreve uma linha reta no sentido de t(0) passando pelo ponto y(0). Observe-se que essa expressio independe

da torgao 7.

Esses dois casos permitem ilustrar uma afirmagao frequentemente encontrada na literatura: a presenca de tor¢ao em
uma curva reflete sua incapacidade de ser planar e a presenca de curvatura reflete sua incapacidade de ser uma linha
reta. Em outras palavras, se a tor¢ao for nula a curva serd planar e se a curvatura for nula ela serd uma linha reta. Essa
interpretagao é corroborada com o uso do chamado vetor de Darbouz, introduzido acima.

37.1.2.2 Hélices Gerais, ou Hélices de Inclinacao Constante

Uma hélice geral, também denominada hélice de inclinacao constante, ¢ uma curva caracterizada por seu vetor tangente
t(s) manter um angulo constante com um versor a, ﬁxo (que podemos interpretar como o eixo de simetria da hélice).
Como veremos, isso se dd se e somente se a razao k(s)/7(s) = B for independente de s, um resultado frequentemente
denominado Teorema de Lancret'®. Vide [524] para mais detalhes histéricos.

Naturalmente, hélices circulares, tratadas na Se¢ao 37.1.2.1, pdgina 2028, sdo hélices de inclinagao constante, o que
se vé em (37.42) identificando-se a com u/||u|| ou no fato de naquele caso ter-se k e T constantes.

e Prova do Teorema de Lancret

Seguindo para tal [524] a argumentacio é a seguinte. Seja a um tal versor com a - t(s) = cos(a), constante em
s. Diferenciando-se em s e usando-se (37.18), obtemos a - n(s) = 0. Portanto, a estd localizado no plano retificador
e a = cos(a)t(s) + sen(a)b(s). Como a é suposto constante, diferenciando-se esta tltima igualdade em relagao a s e
usando-se (37.18) e (37.20), pdgina 2026, obtém-se 0 = cos(a)k(s)n(s) — sen(a)7(s)n(s) e, portanto, k(s)/7(s) = tan(a),
constante em s.

A reciproca também é verdadeira: se k(s)/T ( ) =: B é constante em s, entao existe um versor a com as qualida-
des especificadas. Para tal, defina-se tan(a) := k(s)/7(s), constante por hipétese. Vale, com isso, cos(a)k(s)n(s) —
sen(a)7(s)n(s) = 0 e, pelas relagoes (37.18) e (37420), vale %(cos(a)t(s) + sen(a)b(s)) = 0. Definindo-se a :=
cos(a)t(s) + sen(a)b(s), concluimos que trata-se de um vetor constante em s, com a- t(s) = cos(a), também constante,
concluindo a argumentacao.

e A solugao para o triada de Frenet de uma hélice geral

Nesse caso em que k(s)/7(s) é constante, ¢ ficil verificar (faca-o!) que as matrizes K(s) comutam para valores
diferentes de s. Com isso, a solugao de (37.21) fica

T(s) = T(0)exp (/ﬂSK(s’)d.s')

13Michel Ange Lancret (1774-1807).
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(vide (14.51), pdgina 767, da Segdo 14.5, pagina 765), sendo

[ was - (/0 ' r(s’)ds') S+ (/0 " w(s') ds’) 5= 1+ g (/0 | r(s’)ds’) i

com 7] 1= (el + ,Be;;), um vetor unitdrio. Para obtermos t(s) de forma explicita a situa¢ao ¢ similar & da solugao

1
T
(37.31), para a hélice circular, com o produto ¥s tendo agora de ser substituido por S(s) := /1 + 3° (fos T(s) ds’) e
com 7; e n3 dados agora por \/ﬁ e \/%, respectivamente. O resultado é

2 —
t(s) = [t(oHﬁb(U)] + [5 £(0) = Ab(0) A n(0)sen(S(s)) (37.43)

cos (5(s)) + ——
1+ 1+p5° ] (S() Vi+ @
e como n(s) = k(s)"1t'(s) ((37.18), pagina 2026), tem-se também

n(s) = — [ﬁtw)—b(m

\/W :| scn(S(s)) +n(0) cos (S(s)) i

E. 37.2 Euzercicio. Obtenha essas expresses e calcule o versor b(s) = t(s) x n(s). E

Como B = tan(«) e a é constante, temos a = cos(a)t(0) + sen(a)b(0) = (t(0) + Bb(0))/v/1 + 3%, e podemos, assim,
reescrever (37.43) como

B

= ! a ﬁ2t(0) — ﬁ b(O) COos S —n sen S
5) = N [ T ] (S(s)) + i (0)sen(S(s)) - (37.44)
Extrafmos disso que a expressdo para a curva y(s) = y(0) + [; t(s')ds’ ¢
N 1 B4(0) ~ Bb(0) B o
y(s) = ¥(0) + < v ) o [FEERR v+ Lm0, (37.45)

€(s) = /05 cos (S(s))ds’ = /05 cos (\/ 1+3° /05' 7(s") ds”) ds', (37.46)
S(s) = /s sen(S(s))ds’ = /0s sen <\/ 1+ 3% /05/ T(s”)ds”) ds’ . (37.47)

0

Deste ponto em diante, dependendo da fungao 7(s) que se considere, pode ser dificil, infelizmente, obter expressoes
explicitas para o lado direito de (37.46) ou (37.47) e para a curva y(s), ou para outras grandezas relevantes, e encer-
ramos aqui nossa exposigao sobre hélices gerais, ou hélices de inclinacdo constante, remetendo o leitor interessado em
desenvolvimentos posteriores & literatura pertinente, e.g., [524], [519] etc.

37.1.3 Curvatura e Tor¢gao em Termos de Outros Parametros

Em algumas aplicagdes é conveniente expressarmos e calcularmos a triade de Frenet (t, n, b), a curvatura k e a tor¢ao
T em termos de parametros outros que sao o comprimento de arco da curva, s. Tratemos disso nesta Segao.

Como antes, escrevemos s = 0~1(¢) e t = 6(s), com §~! definida em (37.3). Est4 claro por (37.6) que para o vetor
tangente normalizado temos

L0 (0) = y'(6' (1) = mxu). (37.48)
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Por (37.6), temos y'(s) = 0'(s)%(6(s)). Portanto, diferenciando em s essa expressio, obtemos

¥'(s) = 0" (5)%(6(s)) + (0/()*%(0(5)) .
donde obtemos
Y (071 @) = 07 (07 ()%() + (0’(9*1(15)))25&(15) . (37.49)
Vamos agora tentar reescrever essa relagdo em termos mais adequados.
Por um lado, (37.5) informa-nos que

vO) = N-OBEGR

Por outro lado, diferenciando-se (37.5) em relagdo a s e usando a prépria relagao (37.5), é facil ver que

0"'(s) = ———F——— e, portanto, 0"(07'(t) = 7Lx(t)2
(x(60)) - x(0(5)) ) (x(t)-x(t))
Assim, (37.49) fica

y”(971(t)) — _ X(t)x(t) ~%(t) + 1

(k(t) : X(t)>z x(t) - x(2)

A relagao (37.50) pode ser expressa de outra forma mais simples. Usando a bem conhecida relagio (4.14), pagina 323, ¢
facil constatar que podemos escrever

%(t) . (37.50)

Vi) = 7W (x(1) x (x(1) x %(1))) (37.51)

(87.48) ;(t)(t(b"l(t)) % (t(e—l(t)) % X(t>)) . (37.52)

Tx() - x
Como os vetores x(t) e x(t) x %(t) sdo ortogonais, temos que Hx(t) X (k(t) x %(t)) H = Hx(t)“ Hx(t) X x(t)H e, assim,

ool =

Portanto, temos para a curvatura (671 (t)) := ) y'(07(1)) H a expressao

_ =) x %(1)] .
ECIR

Essa importante férmula expressa a curvatura no ponto da curva parametrizado por ¢. Ela simplifica o cdlculo da
curvatura em diversas situagoes onde a expressao da curva em termos de um certo parametro ¢ é conhecida, mas nao a
expressao em termos do comprimento de arco s. Uma tal situagao se dd no caso tratado no Exemplo 37.2, pagina 2035,
e no caso da elipse, tratado no Exemplo 37.3, pagina 2036. Fora isso, expressoes muito similares para a curvatura sao
encontradas em variedades de dimensoes superiores em Geometrias Riemannianas.

K(071(1)) (37.53)

Pela definigdo (37.11), pagina 2023, temos também, para o vetor normal principal,

n(671(t)) = (x(t) x (k(t) x i(t))) . (37.54)

1
- TN < %@

Observe-se que esta expressao ¢ problemética caso x(t) e X(¢) sejam proporcionais um ao outro, como no caso da linha
reta. Doravante assumiremos que tal nao é o caso na curva considerada.
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Sabemos por (4.14), pagina 323, que x(t) x (%(t) x %(t)) = (%(t) - %(t))%(t) — Hx(t)||2x(t) Assim, podemos escrever

Sy E®
n(07(0) = () x %]

B UL N
[[s@)[[e(t) > )|

%(t) t). (37.55)

Com isso, temos
1

b(071(t)) = t(671(t)) x n(07(t)) = ———7 x(t) X X(t) . (37.56)
(671®) = ¢(07'(®) xn(07' (%) [FOEEQ]

Para encontrarmos uma expressao para a tor¢ao, o mais facil a se fazer é usar (37.20), pagina 2026, que nos informa

que 7(07(t)) = —n(67'(t)) - b'(67'(¢)). Diferenciando-se ambos os lados de (37.56) em relagio & t teremos, apds

computos simples, porém tediosos,

S RN 1 x e L (k() x k(1)) - (k(t) x X(t)) ) x &
B OO0 = X KO- 5 (1) % (1)
Por (37.3), pagina 2022, vale (§71)'(¢) = ||%(¢)||. Consequentemente,
o)) — Y sk - b (%(t) x %(t)) - (x(t) x ¥(2)) ) x &
b (9 (t)) = Hx(t)HHx(t) % X(t)H (t) X (t) B (t) X (t) .

. . FPNIES
<@l (0 %]
Tomando-se agora o produto escalar disso com n(é’l(t)) dado em (37.55) vemos, apés novos computos simples, porém
tediosos, que

%(t) - (%(t) x X(t))

(07 (1) = —n(07'(1) B (971 (1) = RO <50 @757

o Resumo dos resultados
Para futura referéncia capturamos os resultados desta Sec@o. Para a triade de Frenet, temos
1

t(071(t) —x(t) , (37.58)

CO) =

1

200 = oo <z@]

()'((t) X (%(t) x sc(t))) (37.59)

[0 g X050
[ty x %(8)]| (@) |[][%(2) x %(t)|

), (37.60)

b(07(¢)) m (t) % %(t) . (37.61)
Para a curvatura e a tor¢ao temos, respectivamente,
k(071 (1)) 7||"(|fi(i)i§t)” : (37.62)

X(0) - (%() x %(1))

) = [lx(t) x %(0)|*

(37.63)

37.1.4 Alguns Outros Exemplos

Exemplo 37.1 O Grifico da Fungédo cosh. Para a > 0, constante, considere-se o grifico da funcgdo a~' cosh(at), t € R, ao
qual corresponde, no plano e; — ez, a curva parametrizada

x(t) = tei+a 'cosh(at)es , sendo X%(t) = e1 + senh(at)ey , teR.
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O correspondente pardmetro de comprimento (tomando x(0) = (0, 1) como origem) é
¢ t
s =07 (t) = / V/1+ senh(at)?dt = / cosh(at)dt = a ' senh(at) .
0 0

Portanto, 6(s) = a~" argsenh(as) e 6'(s) = \/ﬁ
Com esse pardmetro, a curva em questdo se escreve como
y(s) = x(0(s)) = a 'argsenh(as)er +a '\/1+ (as)Zez.

Com isso, temos
1
t(s) == y'(s) = x(0(s))0'(s) = ———(e1 +ases) .
() = ') = %000 = ———s( )
E elementar constatar disso que t(s)-t(s) = 1, como esperado. Essa expressao fornece em qualquer ponto o vetor tangente & curva
normalizado.

Temos também 1

I 2
y'(s) = ———=5(—a’sei +aez).

(1 + (as 3/2 ( >
Assim, para cada s, a curvatura k(s) é dada por

_ " _ a

w6) = IO = T
Como a curva é planar, nao ha tor¢ao. O vetor normal principal é
(s 1
n(s) = Y (s) = 7(7&5614»@) .

[y’ &I 1+ (as)?

Novamente, ¢ elementar constatar disso que n(s)-n(s) = 1 e que n(s)-t(s) = 0. O vetor binormal ¢ dado por b(s) = t(s)xn(s) = es,
constante, como esperado de uma curva planar.

Por fim, temos os limites assintéticos lili" t(s) = tex e lirin n(s) = Fe;. Deixamos ao leitor a tarefa de interpretar
sorkoo sSrkoo

geometricamente esses limites. ¢

E. 37.3 Ezercicio. Obtenha o circulo osculante a cada ponto da curva acima. Use (37.12), pagina 2024. o+

Exemplo 37.2 Grafico da fungao t". Considere-se o gréfico da fungdo t", t € R, com n € N, n > 2, ao qual corresponde, no
plano e; — ez, a curva parametrizada

x(t) = ter+t"ez, sendo
x(t) = er+nt" e e
%) = nn—1)t""es.

t € R. Escolhendo-se a origem em ¢ = 0, tem-se,
t
s =0"'(t) = / V1+n2un—2du .
0

Exceto em alguns casos particulares, essa integral ndo pode ser expressa em termos de fungdes elementares, mas sim em termos
de funcoes hipergeométricas. Nao tentaremos calculd-la aqui, pois isso néo ser necessario para nossos propositos.

De acordo com (37.58), vale

- 1 n—
t(07' () = \/Tm(ernt 'e2)

e, por (37.59),

iy o (BN 1 R
n(07' ) = (\t\) S (e ).

Disso, obtém-se

b 0) = 10 @) <00 0) = () e
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Observe-se aqui que n e b sao descontinuas como funcao de ¢ em ¢ = 0 caso n seja fmpar, ou seja, quando o grafico da fungao t"
apresente um ponto de inflexao.

Também de acordo com (37.62)
n(n — D[t|" 2
(14 n2g2n—2)*2 "

Como a curva é planar, a tor¢ao é nula. Observe-se que curvatura k anula-se em ¢ = 0 exceto se n = 2, quando vale 2.

w(07 () =

Por fim, temos os limites assintéticos tEIinoot((')*l(t)) = ()" eo, tixglx n(07'(t)) = Fe1 e tiilinwb(ﬁfl(t)) = (£1)"es.
Justifique! ¢+

Exemplo 37.3 A Curvatura de Elipses. Consideremos no plano e; — ez uma elipse centrada na origem e de semieixos a > 0
e b > 0 paralelos a e; e ez, respectivamente, definida como o conjunto de todos os pontos ze; + yez com x e y sendo nimeros reais
tais que
PEY
a? b2
Podemos parametrizar seus pontos por um angulo ¢ medido a partir da origem e do eixo e; no sentido anti-horario. Vide Figura
37.2, pagina 2036.

=1.

S

Figura 37.2: Elipse centrada na origem e de semicixos a > 0 (na diregao horizontal, que corresponde a e1) ¢ b > 0 (na
diregao vertical, que corresponde a e3). O angulo ¢ é medido no sentido anti-hordrio a partir do eixo horizontal, como
indicado na figura. As coordenadas (z, y) de um ponto da elipse podem ser parametrizadas por ¢, na forma = = a cos(t)
ey = bsen(t).

Teremos, para essa parametrizagao

x(t) = acos(t)er + bsen(t)es ,
x(t) = —asen(t)er +bcos(t)es,
%(t) = —acos(t)e; —bsen(t)ey .

Se iniciarmos pelo ponto aei, que corresponde ao ponto ¢ = 0 na parametrizagao acima, a medida do comprimento de arco da
elipse situado entre 0 e t serd

t
s =07'(t) = / Va2 sen?(u) + b% cos?(u) du .
0

Infelizmente, esta integral nao pode ser calculada em termos de fungdes elementares (exceto quando a = b), mas pode ser expressa
em termos das assim chamadas integrais elipticas de segundo tipo. Nao o faremos aqui, por ndo ser necessirio para nossos
propositos.
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Vamos expressar a curvatura em um ponto parametrizado por ¢t usando a férmula (37.53), pagina 2033. Temos,
x(t) x x(t) = (absenQ(t) + abcosQ(t))eg = abes e k()] = Va2 sen?(t) + b2 cos?(t) .

Assim, por (37.53),

ab
(a2 sen?(t) + b2 cos? (t))a/2
Como a curva é plana nao hé torgao nesse caso. Observe-se que o raio de curvatura vale b2/a e az/b nos pontos correspondentes
at=0et=m/2, respectivamente.

r(07'(1) = (37.64)

Para os vetores tangente e normal principal temos, segundo (37.48) e (37.54), respectivamente,

1
1 — - - @ ( — o - - 35
t(07'(t) = Tt ) TP o ( asen(t)e; + bcoa(t)ez) s (37.65)
n(07'(t)) = ;( —bceos(t)er —a sen(l,)eg) s (37.66)
a? sen?(t) 4 b2 cos?(t)
b(07(t)) = es. (37.67)
A 1ltima relagao decorre da definigdo: b =t x n. ¢
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37.2 Superficies Regulares em R?

Nesta se¢ao vamos estender a nogao de curvatura, anteriormente desenvolvida para curvas no espago, para superficies
regulares bidimensionais no espaco tridimensional R3. Se considerarmos o campo de vetores ortogonais a cada ponto
da superficie vemos intuitivamente que esses vetores variam tao mais rapidamente quanto mais “curvada” a superficie
for. Assim, a variagao desse campo de vetores pode ser entendia como uma medida da prépria curvatura. Essas ideias
foram desenvolvidas por Gauss e estao na raiz de varios desenvolvimentos que se estendem além das circunstancias aqui
tratadas, as de superficies bidimensionais no espago tridimensional.

Para tal, apresentaremos uma série de equagdes estruturais da teoria de superficies (Segao 37.2.4, pagina 2047), cuja
relevancia se estende para além do nosso presente escopo.

Na Se¢ao 37.2.5, pagina 2060, apresentaremos também a nogao de derivagao covariante de campos vetoriais, tema ja
discutido na Secao 35.2, pdgina 1892, mas aqui seguiremos uma linha menos abstrata e mais préxima a raiz geométrica
dessa importante definigao.

o Brevissima nota histérica

Se simplificarmos longos desenvolvimentos histéricos que se estendem até a Antiguidade Classica, podemos afirmar
que o estudo da Geometria Cldssica de Superficies tem dois grandes pais fundadores. O primeiro é Monge'* e o segundo é
Gauss'. Monge foi pioneiro no estudo geométrico de solucdes de equacdes diferenciais parciais, assunto que desenvolveu-
se em uma forte linha de pesquisa atual. Outra de suas contribuices foi sua influéncia motivadora sobre uma série de
matemadticos e gedmetras franceses, que desempenharam papéis de grande importancia nos séculos XVIII e XIX. Muitos
dos nomes franceses mencionados no presente capitulo foram direta ou indiretamente inspirados por ele. Sua principal
contribuigao talvez tenha sido a de destacar a relevancia do estudo de curvas e superficies como objeto de interesse
matemadtico per se. Para Monge, porém, superficies eram sempre “encaradas como fronteiras de corpos sélidos” [524],
ou, em uma linguagem mais moderna, como mergulhos no espago tridimensional, e seu estudo era sempre extrinseco, ou
seja, sempre abordava superficies em termos das relagoes destas com o espago ambiente na qual se encontravam e nao
como objeto em si.

Uma grande e importante mudanga de concepgao foi trazida por Gauss. Fortemente inspirado por problemas classicos
de Geometria, mas também motivado por seus trabalhos em Geodesia (Gauss fora encarregado por cerca de dez anos
de conduzir trabalhos de mensuragao no reino de Hanover com o objetivo de construgao de estradas de ferro), Gauss
interessou-se pelo cardter intrinseco de superficies bidimensionais, dando menos énfase a relagdo das mesmas com o
espago ambiente na qual se encontravam e mais em inferir propriedades que possam ser obtidas internamente, através
da medigao de distancias e angulos dentro das préprias superficies. Essa visao tornar-se-ia decisiva para o surgimento
da Geometria Riemanniana, que Gauss viu nascer ao final de sua vida na hoje famosa apresentacio de Riemann'® sobre
o0 tema [445] (ou também [446]) e, posteriormente, com o surgimento da Teoria da Relatividade Geral.

As ideias geométricas de Gauss foram apresentadas em sua monografia “Disquisitiones generales circa superficies
curvas” (“Investigagdes gerais sobre superficies curvas”), de 1827, um dos textos mais influentes da histéria da Matematica
[183]. Escrito em Latim, como era o costume da época, esse texto possui vérias edigoes em Inglés e outras linguas (vide,
e.g., [184]). Nele encontram-se em forma pristina diversos dos desenvolvimentos que apresentaremos.

e O espacgo tangente e o tensor métrico induzido

A nocao de superficie regular foi introduzida na Segao 34.4.3, pagina 1861, e aqui consideraremos superficies regulares
bidimensionais orientadas em R®. Seja 8 uma tal superficie e seja V' um aberto em 8 com uma carta local de coordenadas
¢ : U — V que seja um homeomorfismo de um aberto U C R?2, diferencidvel ¢ com de injetora em todo U. Com uma
tal fungdo podemos rotular os pontos de 8 por ¢(u, v), com (u, v) € U. Denominaremos ¢ uma coordenatizagao ou
parametrizagao local de 8 pelos pontos de U.

O espaco tangente a 8§ em um ponto p = @(u, v) é o subespago de R? formado por todas as combinagdes lineares
reais dos vetores tangentes ¢, e @,: TS, := {ap, + fe,, @, § € R}. Denotaremos o vetores de T8, como agp, + B¢,
como vetores-coluna ().

«

O produto escalar usual em R3, que denotamos por “”, induz um produto escalar em TS,, que denotamos por

14Gaspard Monge, Conde de Péluse (1746-1818).
15 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
16Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
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g: T8, x T8, — R, da seguinte forma:

g((8): (1) = (apu+8p,) - (10, +30,) = a1, @+ (a8 + 51, - 0, + B0, -, - (37.68)

Podemos expressar esse produto escalar em forma matricial como

N Pu Py P | [
g(m. (})) = (a 5) . (37.69)
Pu Py Py Py ) \O

A matriz simétrica 2 X 2 que aqui comparece serd doravante denotada por

Pu Py Pu Py
G:= | T T (37.70)

Pu Po PuPu

Esse produto escalar comporéd o que posteriormente denominaremos a primeira forma fundamental da superficie 8.
O produto escalar g define um tensor métrico em 8, induzido pelo produto escalar usual em R3. Seguindo a prética
da literatura, elementos de matriz de G serao doravante denotados de duas formas, a saber,

g 912 E F
= , sendo Ei=¢, 0., Fi=p, 0, e G =0, p,. (37.71)

921 922 F G

G

O tensor métrico contravariante é definido pela matriz inversa de G, a qual é dada por

G = = . (37.72)

37.2.1 O Mapa de Gauss

Para o que segue, suporemos também que a superficie 8 seja orientdvel, no sentido dado na defini¢ao a pagina 1821.
Definimos a aplicacio Ns : U — TR? = R? como a associagio entre cada ponto de U ao versor normal & superficie
8 no ponto ¢(u, v) dado por

= v u, v o(u, v) . .
Ns(u, v) : ’%(u’ X v)ku( ) X @, (u, v) (37.73)

Nosso interesse na aplicagao Ny reside na intui¢do que a forma (e portanto, a curvatura) da superficie 8 afeta como
os vetores normais a 8§ variam de um ponto a outro. Essa intuigao serd perseguida no que segue.

A aplicagao G que a cada ponto de § associa o correspondente vetor normal Ng é denominada mapa de Gauss, ou
aplicagio de Gauss. Assim, para p € 8,
Gs(p) = Nsop '(p). (37.74)

Como Gg mapeia pontos de 8 em vetores unitarios de R?, podemos considerar Gg como uma aplica¢io de 8 na superficie
esférica $2. Trata-se, portanto, de uma aplicacio entre duas variedades diferencidveis.

E um exercicio relativamente simples constatar que, sob as hipéteses com as quais trabalhamos, a aplicagao Gg : § —
$2 é diferenciavel. Adiante, nos interessaremos pela aplicagdo diferencial dGs da aplicacio Gs : 8§ — $2, pois ela nos
levard a uma importante nogao de curvatura para cada ponto de 8.

Por ora, iremos apenas provar que Gg : 8§ — $2, definida em (37.74), é independente do sistema de coordenadas
¢ : U — V adotado em uma vizinhanca de cada ponto da superficie 8.
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Considere-se uma segunda carta local de coordenadas ¢’ : U — V', com VNV’ # 0. A fungao de transigao H :=
@' "oy esti definida como aplicacio de UNg ™! (VNV’) em U'Ng’ ' (VNV') e rege a mudanga de coordenadas (u, v) —
(«/, v'). Conforme nossa hipdtese sobre a orientabilidade de 8, assumiremos que o Jacobiano dessa transformacio seja
positivol”. Em tais pontos podemos podemos escrever, pela regra da cadeia,

B N VN T4
Pu = Puge TP © P = Pugs TP

donde obtemos imediatamente

Ou Ov v Jdu

, , (o OV Ou o'

Pu X Py = Pur X Py )

como facilmente se verifica. O fator entre parénteses na tltima linha é o Jacobiano da transformacao (u, v) +— (u/, v') e
é positivo, por hipétese. Assim, esse fator cancela-se em (37.73), levando-nos & conclusio que Ng (u, v) =Nj (u’, v’) e,
portanto,

Ns = Nsogp'op™!,

o que, por (37.74), implica a desejada invariancia de Gg em V N V'.

e A nogao de curvatura normal

Seja I 3 s+ y(s) € 8, com I sendo um intervalo aberto de R, uma curva regular parametrizada por seu comprimento
de arco s. Por simplicidade, vamos considera-la inteiramente contida em no aberto V' C 8. Naturalmente, podemos
considerd-la como uma curva regular em R*: I3 s y(s) = p(u(s), v(s)) € R?, sendo s — @~ (y(s)) = (u(s), v(s))
a “imagem” dessa curva em U.

O vetor tangente & curva, t(s) := y’(s), pertence, naturalmente, ao espago tangente & superficie 8 no ponto y(s) e
podemos escrevé-lo como combinagio linear dos vetores ¢, (u(s), v(s)) e @, (u(s), v(s)).

Seja n(s) = K(s)~'t/(s) o vetor normal principal & curva em um ponto p = @ (u(s), v(s)) € 8. Esse vetor possui
uma componente na dire¢do normal a § no ponto p e outra no plano tangente a 8 no ponto p. Estamos no que segue
especialmente interessados na componente normal a 8, pois essa nos traz informagoes sobre a curvatura da prépria
superficie. A componente tangencial sera relevante em nossa discussao sobre curvas geodésicas, na Se¢ao 37.2.6, pagina
2068.

Escrevemos t/(s) = kn(s) + ke(s), com ky, := (t/(s) - Ns (u(s), v(s)))Ns (u(s), v(s)) sendo a componente de t'(s) na
diregao normal a superficie e k; sendo a componente na dire¢ao tangencial a superficie. Escrevemos

kn(s) =t kn(s)Ns(u(s), v(s)),
definindo assim a chamada curvatura normal £,(s). A componente de n(s) normal a 8§ no ponto p é, portanto,

Kon(s)
K(s)

(n(s) - N (u(s), v(s)))Ns (u(s), v(s)) =

ou seja,

n"(:g) = n(s) - Ns(u(s), v(s)) .

Como t(s) e N (u(s), v(s)) sdo ortogonais, ou seja, satisfazem t(s) - N (u(s), v(s)) = 0, obtemos, por diferenciagio

t/(s) - N (u(s), v(s)) +t(s) - %NS (u(s), v(s)) =0,

donde se extrai ;
d

Kn(s) = —t(s)- %Ns (u(s), v(s)) = —=y'(s)- (ENS (u(s), ’U(S))) . (37.75)

As vérias definigoes e ideias acima estdo na origem de diversos desenvolvimentos sobre as nogoes de curvatura em
superficies e variedades.

17Se nao for, basta trocar o rétulo das coordenadas, u’ » v'.
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37.2.2 A Primeira e a Segunda Formas Fundamentais
Consideremos, como antes, uma curva regular ¢ — x(t) em 8, com o pardmetro ¢ em algum intervalo aberto adequado de

R. Se parametrizada em termos do seu comprimento de arco, a curva se expressa como s — y(s), sendo que identificamos
x(t) = y(s(t)) para todo ¢, onde, como em (37.3), pdgina 2022,

s(t) = 071(t) = / Vx(u) - x(u) du .

Nosso objetivo é usar a expressao (37.75) para expressar a curvatura normal em termos do parametro ¢ e de x(t) e suas
derivadas.

O primeiro passo importante é reescrever adequadamente a relagao (37.75), acima. Comecemos explicitando os
fatores que ocorrem no lado direito de (37.75). Como y(s) = ¢(u(s), v(s)), temos x(t) = ¢ (uc(t), ve(t)), onde
definimos u.(t) := u(s(t)) e ve(t) := v(s(t)). Com isso,

x(t) = @u(uclt), ve(t)) te(t) + @y (ue(t), ve(®)) de(t) e (37.76)
Y (s) = @, (uls), v(s))u'(s) + @, (uls), v(s))v'(s) . (37.77)
sendo que, pela regra da cadeia,
ac(t) = o/ (s(t) V() %(t) (37.78)
0o(t) = ' (s(t))VE() - %(t) . (37.79)

Vemos por (37.6), pgina 2022, que
(t). (37.80)

Por outro lado, tem-se

(%NS(“@% U(S))) (5) = (Ng)u(u(s), v(s)) u'(s) + (Ns), (u(s), v(s))v'(s) . (37.81)
Usando (37.78)-(37.79), segue que
({%Ns (u(s), v(s))) (s(t)) = {(Ns)u(ﬂm(t), ve(1)) te(t) + (N3 )o (ue(s), vels)) dﬂ(tﬂ x(t)l.x(t) ’ (37.82)

Reunindo as igualdades (37.80) e (37.82), temos por (37.75),

(1) - [(Ns)u(we(t), vel®)) iel®) + (Ns). (ue(), ve(®)) ie(t)]
%(t) - x(t) '

Kn(s(t)) = —
ou seja, usando (37.76),

(o) = ()’ pu - (Ns)u + (ie(t)ie(0) (2 - (Ns)o + 0, - (Ns)u ) + (3e(1)) "y - (Ns)o s
e (@e(0) @0 - + 2(ic()5c(8)) @y - 0, + (D)0, - @, ’ '

Acima, para ndo carregar as expressoes, omitimos referéncia aos pontos p(u, v) € 8 e (u, v) € U onde as diversas
quantidades sao calculadas.

Como ¢, € ¢, sdo vetores tangentes a 8, ambos séo ortogonais a Ng, ou seja, satisfazem ¢, -Ng =0e ¢, -Ng = 0.
Diferenciando ambas as identidades em relagao a u e v, obtemos

@0 (Ns)u = ~0,, N5, ©,-(Ns)y = 0, Ns, ©,-(Ns)y = —0,,-Ns, ¢, (Ns)u = —p,, Ns. (37.84)
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Disso se extrai
®, (Ns)y = =, Ns = ¢, (Ns)u, (37.85)

identidade que também usaremos adiante. Assim, podemos escrever

2

Kn(s(t)) = (37.86)

. 2 . . .
(12c(t))” P - N + 2(ie(t)c(1)) @ur - Ns + (0(t)) @y, - Ns
. 2 . . . 2 .
(1)) @u - o + 2(ac(®)oc(t)) @y - o + (5c() "0, - 0y
O denominador e o numerador dessa expressao recebem na literatura uma denominagao especial: sao chamados de
primeira e sequnda formas fundamentais da superficie 8, denotadas por | e Il, respectivamente: para (u, v) € U e

(3) € R? (o espago tangente T(,, ,)U de U no ponto (u, v)), definimos as formas bilineares

L= 1w, v, (5) = Pp,-p,+2080, -0, +8°¢, ¢, (37.87)

GuPu Pupu| [a ,
a B ) (37.88)

Po Py Pupy) \B

= 1l(u, v, (§) = a®>pu, Ns+2a8¢,, Ns+5%p,, Ns (37.89)

(37.90)

@uuNs ¢, Ns | [a
a p
Yo Ns ¢, Ns | \B

As formas | e Il sao claramente formas bilineares simétricas. A forma | é positiva pois | é x(t) - x(t) > 0 para uma
trajetéria com u.(t) = o e 0c(t) = 8 em algum ponto. e, portanto, o sinal de k,, ¢ determinado pelo sinal da forma Il
calculada na curva correspondente.
Vale observar que (supondo . # 0), temos por (37.86)
s L2
I PuuNs +2(0e/ tte) Py - Ns + (de/ the)” ¢y, - Ns

kn(s(t) = 5 = o/ U Yol (37.91)
() =7 o Pu+ 20/ 1) @y -y + (1] 1) @y P

e similarmente para o caso 0. # 0. Essa relagdo mostra que a curvatura normal em um dado ponto depende: 12 do ponto
em questao (através da dependéncia com uc(t) e v.(t)); 22 da razao 0.(t)/ i.(t). Esse ltimo fato significa que k, nao
depende da parametrizagio da curva (para uma outra parametrizagao t’' a razao 0.(t)/u.(t) é a mesma), mas depende
apenas da inclinagdo, no ponto em questao, da curva considerada, a curvatura normal &,, sendo constante, portanto, em
classes de equivaléncia de curvas como mesmo vetor tangente no ponto considerado.

e A primeira forma fundamental e o tensor métrico induzido

E agora um tanto redundante, porém, necessario, apontarmos para a associacao entre a primeira forma fundamental
e o tensor métrico induzido g, apresentado em (37.68)-(37.69), pdgina 2039, definido no espago tangente a 8. Para um
dado ponto com coordenadas u e v, temos

L= 1(u v (5) = g((3), (3) = (a8)G(F). (37.92)
Recordar que
g1 912 E F . gt g" 1 G -F
G = = e G = S = o-m (37.93)
921 922 F G 9= g -F E
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e O significado geométrico da segunda forma fundamental. A quddrica osculante

A segunda forma fundamental pode ser reescrita de forma mais adequada introduzindo-se a matriz!'®

Ju Jiz e f @uuNs ¢y, - Ng
J = = = . (37.94)

Jor Ja2 f g PouNs @, - Ns

Vemos, com ela que (37.90), similarmente a (37.92), pode ser reescrita em forma matricial como
(u, v, (3)) = («8)I(F).

Para clarearmos o significado geométrico da segunda forma fundamental, tomemos um ponto genérico p € 8 cujas
coordenadas, sem perda de generalidade, siao u = v = 0, ou seja, p = ¢(0, 0). Consideremos, seguindo [519], a expansao
em Taylor até segunda ordem de ¢ em torno desse ponto:

1 . 1
Plu, v) = (0, 0) +¢,(0, 0)u+ ¢, (0, 0)v+ 5¢,,(0, 0)u? + 04, (0, O)uv + 320 0, 0)o® +0(3)
sendo O(3) os termos remanescentes de terceira ordem e superiores. Os trés primeiros termos (0, 0) + ¢, (0, 0)u +
©,(0, 0)v definem o plano tangente a 8§ no ponto p = (0, 0). Assim, os demais termos representam o desvio da
superficie desse plano tangente na vizinhanga de p. Consideremos, entao, a projegao desse desvio na dire¢ao da normal
Ns (O, O) a superficie em p:

plu, v) = (Lp(u, ) — (0, o)) N (0, 0) (37.95)
= <%¢,uu(o, 0)u® + ,,, (0, O)uv + %%U(o, 0)1;2) -Ns(0, 0) + 0(3) (37.96)
= %(eu2 + 2fuv + gvz) +0(@3), (37.97)

Reconhecemos que os coeficientes dos termos quadraticos em u e v sao precisamente os da segunda forma fundamental
(comparar com (37.94)). Vemos assim que a segunda forma fundamental fornece informagoes sobre como a superficie se
curva, até em segunda ordem nos parametros, em relagao a um plano tangente em um dado ponto.

A superficie quddrica
1 .
©(0, 0) + ¢, (0, 0)u+¢,(0, 0)v+ 5 (euZ + 2fuv + gUQ) Ns(0, 0) , u, veER, (37.98)

¢ denominada superficie quddrica osculante, ou simplesmente a quddrica osculante, & superficie no ponto ¢(0, 0) e seu
significado é andlogo ao do circulo osculante, introduzido & pagina 2025, em nossa discussao sobre curvas: ele representa
a melhor aproximacao quadratica a uma superficie em relagao a um plano de tangéncia.

Para acrescentarmos mais informagoes relevantes sobre a quddrica osculante a uma superficie em um dado ponto,
precisamos introduzir as nogoes de curvaturas principais e de curvatura Gaussiana, o que faremos, apés preparativos, na
Segao 37.2.3.2, pagina 2046 e, em particular, pagina 2050.

e Nota histérica

As nogoes de primeira forma fundamental e seqgunda forma fundamental, e essas denominagoes, provém da ja citada
obra de Gauss [183, 184]. Especificamente, porém, a ideia subjacente & nogao de primeira forma fundamental, ou seja,
a nogao de métrica em superficies curvas, tem provavelmente muitos antecessores. A nogao de tensor métrico comegou
a tomar forma com a célebre apresentacao de Riemann de suas ideias geométricas [445], em 1868.

18 Assim como no caso do tensor métrico, ocorrem na literatura duas notagdes para os elementos de matriz de J, que sdo denotados como
Jijy i, j € {1, 2} ou como e, f e g, tal como disposto em (37.94), Faremos uso de ambas as notagoes.
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37.2.3 O Mapa de Gauss e sua Diferencial. O Operador de Forma

Fagamos neste momento algumas consideragoes sobre o mapa de Gauss, introduzido em (37.74). Trata-se de aplica¢ao
diferencidvel Gs : 8 — $2 entre as variedades 8 e $2 e, portanto, sua diferencial dGs mapeia os respectivos espagos
tangentes: dGg : TS — T$2. Essa relacio, porém, pode ser encarada de outra forma mais conveniente aos propédsitos
que seguem. Como Ggs - Gs = 1, segue que Gs - dGs = 0. Assim, para p € 8§ e v € T,8, arbitrario, segue que
(Gs)p - ((dGs),,v) = 0. Assim, (dGs),v é ortogonal ao vetor unitério (Gsg)p, normal a 8 em p. Mas isso significa dizer
que podemos encarar (dGsg),v como um elemento do espago tangente a 8 em p e, portanto, podemos ver (dGs), como
uma aplicacdo de T,8 em si mesmo e dGg : TS — T8.

De forma anéloga podemos considerar dNs como uma aplicacio entre TU ~ R? e TS. Se, como antes, u e v denotam
coordenadas Cartesianas em U, temos

dNs = ((Ns)u (Ns)u) )

de sorte que se (%) com «, 3 € R, éum vetor de T,U, para algum p € 8, temos

«
dNs = a(Ns), + B(Ns)y -

B

O estudante deve notar que os vetores (Ng), e (Ng), sdo, de fato, elementos do espago tangente & superficie no ponto
considerado. Isso é uma decorréncia do fato que Ng - Ng = 1, que implica Ng - (Ng), = 0 ¢ Ng - (Ng), = 0, indicando
que (Ng), ¢ (Ng), sdo ortogonais a Ng, que é normal & superficie.

A proposigao a seguir enuncia um fato de importancia fundamental para o que segue:
Proposigao 37.1 Em cada ponto p € 8 a aplicagao diferencial (dGs)y : T,8 — T,8 € autoadjunta em relagdo ao produto
escalar em Tp8. m]

Prova. Seja V uma vizinhanga aberta de p em § e, como antes ¢ : U — V uma carta local com U C R2, aberto.
Assumiremos que ¢~ !(p) = (0, 0).

Seja I um intervalo aberto da reta real, com 0 € I. Seja o : I — U uma curva regular em U e, para t € I, sejam
a(t) := ¢(a(t)) sua imagem em V. Vamos assumir que a(0) = p.

Consideremos Gg (a(t)). Diferenciando essa expressao em t, teremos

d

aGS(a(t)) = (dGS>a(n)a(t) = (st)o(T,)(dtp);(ll)é(t),

pois, por (37.74), (dGs), = (dNs)u-1()d(¢)™"),. Agora, (dcp);é)é(f,) = &(t) e, portanto,

%Gs(a(t)) = (dNs)apa(t) -

Com isso, obtivemos a igualdade

(AGs)ad(t) = (Ng)a@(t) . (37.99)

Consideremos as coordenadas Cartesianas u e v de U, introduzidas anteriormente. Vamos agora escolher a curva
at) = (:((f))) = (). Segue imediatamente de (37.99) que, para t =0,

(dGs)pp, = (dNs),0)(5) = (Ns)u (37.100)
com o lado direito calculado no ponto (u, v) = (0, 0) de U, que omitiremos doravante. Analogamente, para a curva
a(t) = (I“éf))) =(9), temos

(dGs)pp, = (ANs),0)(7) = (Ns)o - (37.101)
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Como ji comentamos, os vetores ¢, ¢ ¢, formam uma base em T,8. Além disso, devido a simetria do produto

escalar, valem evidentemente as relagoes @, ((dGs)pcp“) = ((dGs)pap“) P e Py, ((ng)pcp”) = ((ng),,gav) C Py
Assim, para provarmos que (dGs), ¢ autoadjunta ¢ suficiente mostrarmos que

o ([4Gs)p.) = @u- ([Gs)uep, ) - (37.102)
Agora,
bo- ((0Gs),0.) T oy (No)w OB g (Ng), I, (@G,
demonstrando (37.102) e completando a prova da Proposi¢ao 37.1. |

Na literatura, a aplicacao diferencial dGg é por vezes denominada operador de forma®, ou aplicagio de Weingarten®®,

nomenclatura aparentemente introduzida por Blaschke®'. Advertimos que alguns autores definem o operador de forma
como —dGg. Veremos no que segue a importante relagao entre o operador de forma e a segunda forma fundamental.

37.2.3.1 O Operador de Forma e a Segunda Forma Fundamental

A expressao (37.89), pagina 2042, para a segunda forma fundamental Il pode ser reescrita de diversas formas e apresen-
taremos uma que a relaciona ao operador de forma dGs. Usando novamente as relagdes (37.84), temos de (37.89)

Il = (ie(t))® Py - Ns + 2 (ic(£)9c(8)) oy - Ns + (8c(1))” @4, - Ns

= — (@) @y - (Ns)u + (@c(t)oc(t) @, - (N5 )y + (ie(t)ic(t)) @, - (Ns)u + (@c(t))* @, - (Ns)o| . (37.103)
Observemos agora que, como Ng = Gg o ¢ (por (37.74)), tem-se
(Ns)u = (dGs)p, e  (Ns), = (dGs)e, , (37.104)

sendo dGs : T8 — T$? ~ T8 a aplicacdo diferencial do mapa de Gauss Gg : 8 — $2, introduzido anteriormente (vide
(37.74), pagina 2039)22. Inserindo essas relacdes no lado direito de (37.103) e recordando que os vetores tangentes a §
sao dados por X(t) = ¢, tc(t) + @, 0(t), obtemos

Il = —x(t)- ((dGs)x(t)) . (37.105)
Verifique! Com isso, temos de (37.91),

I} x(t) - ((ng)x(t))
Kn(s(t) = - = —————F——22 | 37.106
W(s(0) = e (37.106)
expressao essa que fornece, em termos do operador de forma, a curvatura normal em um ponto p € § de uma curva que
passa por p com vetor tangente X.

e Teorema de Meusnier
H4 diversas consequéncias da expressao (37.106) que exploraremos adiante. Por ora, mencionemos o seguinte teorema,

histérica e conceitualmente relevante, devido a Meusnier?®, que o anunciou em 1776 e publicou em 1785.

Teorema 37.1 (Teorema de Meusnier) Curvas em 8 passando por um ponto p € 8 e que possuam a mesma reta
tangente nesse ponto tém a mesma curvatura normal em p. m]

Prova. E evidente de (37.106) que k,, depende apenas dos vetores tangentes normalizados ix/“x“, sendo invariante pela
troca de sinal. Assim, dada uma curva em 8 que passa em um determinado ponto p € 8, a curvatura normal k,, depende
em p apenas da reta tangente a curva nesse ponto. L

19Essa nomenclatura é esclarecida pelo fato de a “forma” de uma superficie ser intuitivamente associada & sua curvatura em cada ponto.
20 Julius Weingarten (1836-1910).

21Wilhelm Johann Eugen Blaschke (1885-1962).

22 A nogao de aplicagao diferencial entre variedades foi introduzida na Segdo 34.2.4.1, pagina 1837.

23 Jean Baptiste Marie Charles Meusnier de la Place (1754-1793).
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37.2.3.2 As Curvaturas Principais. A Curvatura Gaussiana e a Curvatura Média

Vamos agora apresentar algumas das defini¢oes centrais deste capitulo: as nogdes de curvaturas principais, curvatura
Gaussiana e curvatura média.

Como vimos, em cada ponto p da superficie 8, o operador de forma (dGs), é um operador simétrico no espaco
tangente T,8 ~ R? e pode, portanto, ser visto como uma matriz simétrica 2 x 2. Como tal, possui dois autovetores n},
e n%, ambos reais, com autovetores v,l) e vz € T,8, normalizados (ou seja, tais que vé . vzl, =1le vz . 1';2) = 1) que devem
(devido & simetria) ser ortogonais entre si: 1); . 7712, =0.

Os autovalores nll) e n; sdo denominados curvaturas principais de 8§ em p. As diregoes definidas por v;) e por v;f sao
denominadas dire¢ées principais de curvatura e sao, como comentamos, ortogonais entre si.

A grandeza

kS = det ((dGs),) = Kpr) (37.107)
é denominada curvatura Gaussiana (ou curvatura de Gauss) de 8 em p e a grandeza
1 KL+ K2
K= §Tr((dG5)p) = % (37.108)

é denominada curvatura média de 8 em p.

Essas diferentes nogoes de curvatura sao importantes no estudo de superficies, especialmente, como discutiremos, a
curvatura Gaussiana.

Segundo a defini¢ao (37.106), pagina 2045, a curvatura normal de uma curva que passa por um ponto p € 8§ com
vetor tangente w € T,8 (assumindo normalizagdo: w-w = 1) é k, = w- ((dGs),w). Pelo Teorema Espectral (vide
Secao 10.4, pagina 559), aplicado ao operador simétrico (dGs),, podemos escrever

(Kn)p = kp(w- v},)z + ki (w - v:)2 . (37.109)
Como (uf . vll,)z + (w v ) =1 (devido ao fato de {v 2} compor uma base ortonormal em T,8 e w ser normalizado),

vemos que K, ¢ uma combmaqao linear convexa das curvaturas principais nll, e n%.

Concluimos disso que a curvatura normal de qualquer curva em um dado ponto p estd sempre no intervalo fechado
definido pelas curvaturas principais em p, ou seja, (kn), € [k, ni]. Aqui assumimos sem perda de generalidade que
n,l, < nfr Fora isso, vemos também por (37.109) que a curvatura normal assume seus limites minimo ¢ méximo quando
o vetor tangente w aponta nas direcoes principais de curvatura, que sao ortogonais.

o Classificacdo de pontos segundo a curvatura Gaussiana

A curvatura Gaussiana e as curvaturas principais permitem classificar pontos da superficie bidimensional 8. Um
ponto p € 8 é dito ser
e Planar, se (dGg), = 0. Um ponto ¢ planar se e somente se suas duas curvaturas principais sao nulas;
e Fliptico, se nf > 0. Um ponto é eliptico se e somente se suas duas curvaturas principais sao nao nulas e tém o
mesmo sinal;

e Hiperbdlico, se nf < 0. Um ponto ¢é hiperbdlico se e somente se suas duas curvaturas principais sdo nao nulas e
tém sinais opostos;

o Parabolico, se nI(f =0 com (dGs), # 0. Um ponto é parabélico se e somente se uma de suas curvaturas principais
é nula e a outra ¢ nao nula.
Os pontos de um cilindro, por exemplo, sdo parabélicos.
Se as curvaturas principais de um ponto p € 8 forem iguais o ponto é dito ser um ponto umbilico**. Um ponto
umbilico, portanto, ou é eliptico ou planar. Todo ponto planar é umbilico.
Todos os pontos de uma esfera sao elipticos e umblhcos ((‘om m = n > 0 para todo p na esfera). Todos os pontos
de um plano sdo planares e, portanto, umbilicos (com ke = ke =0 para todo p no plano).

24Do Latim umbilicus: umbigo.
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E. 37.4 Egercicio. Fixemos a > 0. Mostre que todos os pontos do paraboloide z = au? + v2, com u, v € ]R sao elipticos. Quais
dos seus pontos sdo umbilicos? E no caso a = 1?7 O ponto de coordenadas u =0 e v =0 do hlperbolmde z=u*—v% comu, v €R,
é hiperbdlico. O que se pode afirmar sobre os demais pontos? &

E. 37.5 Eze 0. Considere-se a superficie definida por z = u® — 3uv?, com u, v € R. Mostre que o ponto de coordenadas u = 0

e v = 0 dessa superficie é planar e, portanto, umbilico, com ambas as curvaturas principais nulas. Mostre que todos os demais pontos
sdo hiperbdlicos. Essa superficie é denominada sela de macaco. £l

E. 37.6 Ezercicio. Um toro mergulhado em R? possui pontos umbilicos? *

37.2.4 As Equagoes Fundamentais da Teoria de Superficies

Para nos aprofundarmos em aspectos tedricos da teoria das superficies regulares em R* vamos agora apresentar dois con-
juntos de equagdes, denominadas equagoes de Weingarten e equagoes de Gauss que permitem expressar certas grandezas
geométricas associadas a uma superficie diretamente em termos de uma parametrizagdo que a descreva. Elas expressam
as derivadas em relagio aos pardmetros u e v dos vetores ¢, ¢, e Ng, que compdem uma base no espago ambiente R?
para cada ponto de 8.

Em um certo sentido, na teoria das superficies essas equagoes equivalem as Férmulas de Frenet-Serret para curvas,
apresentadas na Segao 37.1.1, pagina 2025. H4, porém, diferencas entre os dois conjuntos de equagdes, como comentare-
mos alhures.

Trataremos primeiramente das equacdes de Weingarten®, que as apresentou em 186126, para em seguida tratar das
equagdes de Gauss, que historicamente precedem as de Weingarten, tendo surgido em cerca de 1827 [183, 184].

Essas equagoes de Weingarten e as de Gauss serao empregadas na dedugao das relagoes de Gauss-Codazzi e Mainardi-
Codazzi, na Secao 37.2.4.3, pagina 2052, as quais preparam a demonstracao de um importante resultado: o chamado
Theorema Egregium de Gauss, tratado na Segao 37.2.4.4, pagina 2055.

Para uma apresentagao da histéria dos temas da corrente segdo, vide [98].

37.2.4.1 As Equagoes de Weingarten

Fixemos um ponto p € 8, com p = ¢(ug, vo) para algum (ug, vo) € U. Sabemos que ¢, e ¢, formam uma base (ndo
necessariamente ortonormal) em T,8 e, por (37.104), temos nessa base

(dGs)p, = (Ns)u ¢ (dGs)p, = (Ns), - (37.110)

Os lados direitos dessas expressoes sao também vetores de T,8 e, portanto, podemos também expressi-los na base
{®u: ¥} Escrevemos,

dGsp, = (Ns)u = chip, + %, ,
(37.111)

dGsp, = (Ns), = clyp, +chep, .

1
A - . . . . Lo ( e p
onde ¢';, i, j € {1, 2}, sdo coeficientes a serem determinados. Podemos com isso dizer que a matriz ((_2‘ C}) é a
1%

expressao de dGg na base {¢,,, ¢, }.

Comentdrio. A forma matricial dada em (37.111) merece um esclarecimento. Se, para algum p € 8, consideramos um vetor de T,8 da forma
ap,, +bp,, ou seja, com componentes a e 8 € R na base {¢,,, ¢, }, ou seja, um vetor representado como um vetor-coluna como (), entio,
segundo as convencoes de produtos de matrizes, a agao de dGg nesse vetor é dada por

@ et cl. « cla+clya
iGs . =" 2 (37.112)

B 2 2 \B cta+c?yp

25 Julius Weingarten (1836-1910).
260 trabalho original é: J. Weingarten. “Uber eine Klasse auf einander abwickelbarer Flichen”. Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik, 59: 382-393 (1861).
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. 1
O leitor deve observar a troca c!, <+ ¢, que ocorre entre (37.111) e (37.112). E assim mesmo. Com isso vemos que a matriz (22' C;)
1¢%

representa a agao do operador de forma dGg em vetores escritos na base {¢,,, ¢, }.

Por outro lado, se considerarmos um vetor genérico do espaco tangente, expresso na forma o, + 8¢, com a, § € R,
as expressoes (37.87) e (37.105) para a primeira e segunda forma fundamentais, calculadas nesse vetor, nos fornecem

(0, +Be) - (e, + Bp,)

= ¢, -9, +2aBp, 0, + 80, @,

o’E + 2a5F + B2G s
= —(ap, +Be,)- (dGs (o, + [ﬂpu))
= ~[a%e,- (dGse, ) + 2080, (1Gse,) + B¢, - (1Gse, )|

= ole+2apf+ %

Acima, usamos a simetria de dGg e, seguindo a nota¢ao empregada na maioria dos livros-textos, denominamos os
coeficientes das formas | e Il por

E=p, 0., F=9, 0, G=¢, 0, (37.113)
e
37.110 37.111 .
e = o, (1Gsp,) T2V o, (Ng), 2V B4R, (37.114)
=, (0Gsp,) T g, (Ng), T2V B4 EF 2 PG, (37.115)
37.110 37.111 .
g = o, (dGsp,) T2 ) o, (Ns), T2 F 4 2B (37.116)
A igualdade indicada por # decorre da identidade
(37.85)

—f = ¢, - (Ns)y @, (Ng)u = CIIF + 012G .

As relagoes (37.114)—(37.116) podem ser escritas de forma matricial:

e f E F| [y oY
_ = . (37.117)
f g F G A
Verifique! Assim,
-1
oy E F e f -1 G -F e f
= - = (37.118)
s a EG—F?
A, F G f g -F E f g
ou seja,
ety ey 1 fF —eG gF —{G (37110
EG_F 119)
) eF —fE fF—gE
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Retornando com isso a (37.111), escrevemos

fF — eG eF —fE

dGsp, = (Nsh = ge—mPet g (37.120)
oF — G F - gE

dGsep, = (Ns), = et Eg e P (37.121)

Essas relagoes sao denominadas equagoes de Weingarten. Elas permitem expressar a agao do operador de forma, ou seja,
das derivadas do vetor normal Ns, em termos diretamente da parametrizacao (u, v) € U, através das duas primeiras
derivadas de ¢ e de Ng. Para entender essas afirmagoes vale observar que, por (37.113), os coeficientes E, F e G dependem
das primeiras derivadas de ¢, enquanto que, por (37.84),
e=—¢, (Ns)u = ¢,, Ns, f=-¢,(Ns)y =, Ns, g=-¢,Nsh=¢,, Ns,
que dependem apenas das segundas derivadas de ¢ e de Ng.
P
Como j& comentamos, a matriz (Zg‘ 222) representa o operador de forma dGg na base {¢,, ¢,}. Assim, a relagio
1€
(37.119) expressa dGg nessa base:
1 fF —eG gF —fG
(37.122)
eF —fE f{F —gE
Essa expressao é uma maneira alternativa (matricial) de se apresentar as equagoes de Weingarten.

As relagdes (37.117) ou (37.118) fornecerao adiante, em (37.123), uma importante expressio explicita para a curvatura
Gaussiana em termos dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental.

e A férmula de Gauss para a curvatura Gaussiana

1o
A matriz (Z,‘ izz), introduzida em (37.112), representa o operador de forma dGg na base {¢,, @,}. Assim, seu
1e%

determinante é o determinante de dGs, o qual define a curvatura Gaussiana k¢ em (37.107). Com isso, tomando-se o
determinante dos dois lados da igualdade (37.117) ou (37.118), obtemos

G _ 8 — 2 ;

K¢ = moE (37.123)
relagdo essa que, sem surpresa, também pode ser obtida de (37.122). A importante relagio (37.123), a qual, como
diversas outras, recebe a denominagao de férmula de Gauss, expressa a curvatura Gaussiana em termos dos coeficientes
da primeira e da segunda forma fundamental. Trata-se de um importante achado de Gauss, originario das referéncias ja
citadas [183, 184], e que abriu portas para uma mirfade de desenvolvimentos na Geometria.

Adiante discutiremos alguns desses desenvolvimentos.

e A invaridncia da curvatura escalar por mudangas de coordenadas

Denotemos a primeira e a segunda formas fundamentais em notagao matricial:

g1 912 E F Ju iz e f
G = = e J = = . (37.124)

921 922 F G Jor Jaz f g

Com essas defini¢oes, podemos escrever a curvatura Gaussiana (37.123) na forma

Y det J
¢ = . 37.12
det G (37.125)

Se efetuarmos uma mudanca de coordenadas (u, v) - (u/, v') teremos @, = @, 2% + LPU% @, = Lpu% + <p,u%.

Devido as relagdes (37.113) e as primeiras igualdades em (37.114)-(37.116), é facil constatar que as matrizes G e J
transformam-se da seguinte forma:
G' = PGP e J = PTJP, (37.126)
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ou ou
onde P := (ﬁ % ) Verifique! Segue imediatamente disso que
au’ B’
o detJ’ (37.126) detJ I .
_ gt ~ kG 37.127
det G/ detG ( )

0 que atesta a invariancia da curvatura Gaussiana por mudangas de coordenadas, um fato, ademais, intuitivo e cuja
demonstracao releva o significado desse conceito. Mais adiante, encontraremos no Theorema Egregium de Gauss outra
propriedade de invariancia da curvatura Gaussiana.

e A quadrica osculante revisitada

A qualificagiao de pontos da variedade como planares, elipticos, hiperbdlicos ou parabdlicos, vista & pdgina 2046,
reflete-se em propriedades da quéddrica osculante, introduzida em (37.98), pagina 2043. Observe-se primeiramente que o
determinante Hessiano da quédrica osculante é eg — f2, que vem a ser também o determinante da matriz J. Como G é
uma matriz positiva, seu determinante também o é, que que significa que o sinal da curvatura Gaussiana em um dado
ponto é definido apenas por eg — f2, o determinante Hessiano da quadrica osculante.

Concluimos disso que se o ponto em questao ¢ eliptico, a quadrica osculante possui um minimo no ponto em questao.
Se o ponto em questao é hiperbélico, a quidrica osculante possui um ponto de sela no ponto em questao etc.

37.2.4.2 As Equagoes de Gauss

Os vetores @, Pup € Py, que encontramos anteriormente nao sao vetores do espaco tangente e, portanto, em cada
ponto, podem ser escritos como combinagéao linear dos vetores ¢,,, ¢, e Ng. Os vetores ¢, e ¢, ndo sao necessariamente
ortogonais entre si, mas sdo ortogonais ao vetor normalizado Ng. Assim, as componentes de @,,,,, ¥, € @,, ha direcio
de Ng sa0 ¢, - Ns = —¢, - (Ns)u =€, ¢,,-Ns = -, - (Ns), =f e ¢,,-Ns = —¢, - (Ns), = g, onde usamos (37.84)
e as definigoes (37.114)-(37.116).

Convencionamos escrever essas combinacoes lineares na forma

buu = ey +T%0p, +eNs (37.128)
Cuw = Tlae, +T%50, + N5, (37.129)
Co = Tloyp, + %0, +Ns . (37.130)

Sim, o estudante adivinhou corretamente que a notagao T para os coeficientes acima ¢ baseada naquela empregada
para os coeficientes de conexdes (simbolos de Christoffel), tema desenvolvido no Capitulo 35, pgina 1878. Por ora, cles
representam apenas coeficientes de uma decomposigao vetorial e a rela¢gdo com conexdes serd feita mais adiante.

Tomando-se o produto escalar de ¢, em (37.128) com ¢,,, obtemos

’ (37.113)
Cuu Py = Ty pu + 0y, = T'E+T?F. (37.131)
Analogamente, tomando-se o produto escalar de ¢,,,, em (37.128) com ¢,,, obtemos

(37.113)
CuuPo = T 0, + 00, 0, = T F4+T%,G. (37.132)

Tomando-se o produto escalar de ¢, em (37.129) com ¢,,, temos ainda

. : (B7.113) 1 o
Pup Py = 1 112‘Fu s+ 1 212‘Pv = 1 LB+ T2, (37.133)

Tomando-se o produto escalar de ¢,,,, em (37.129) com ¢,,, temos ainda

(37.113)
v Py = Doy 0 T 200, @, =" TIpF 4+ 12,6 (37.134)

Tomando-se o produto escalar de ¢, em (37.130) com ¢,,, temos

Puv Pu = Diony @y + T2, -, = DB+ TF (37.135)
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Por fim, tomando-se o produto escalar de ¢,,, em (37.130) com ¢,,, temos ainda
(37.113) .
Pop Po = Flzz‘Pu TPyt F22‘2LP17 “ Py = FlzzF + F222G : (37.136)

Todas as relagoes (37.131)-(37.136) serao empregadas adiante, mas o par de equagdes (37.131) e (37.132) permite
eliminar I'';; e I'?,;: escrevendo ambas em forma matricial

PuuPu| E F Iy
Puu = Po F G I’y
obtemos,
AT G “Fllewva| 1 Geuu Pu = Fpu - @y (37.137)
) ~ EG-TF? ~ EG-F? ' '
n -F E Puu* Po Ebuu @0 = Fouu - @
Procedendo de forma andloga para as equagoes (37.129) e (37.130), obtemos
T 1 [ Gew pu—Feuw o, Pl 1 [Geweu—Feu @, (37.138)
, | T EG—F? ¢ , | T EG-F? sk
Lt Epuu oo = Fou, - ¢u ) By, - ¢, —Feu, -y
E. 37.7 Euzercicio. Mostre isso! £

H4 ainda algumas manipulagdes que podem ser feitas nas solugoes de (37.137) e de (37.138). Segue diretamente das
definigoes de E, F e G que

1 1
Pun Pu = FBus Pu Py =GB @y, = Fu—gB,

1 1
PovPo = 3G P e = 560, Pupu = Fu— 3G (37.139)

E. 37.8 Ezercicio. Verifique! Use fato que Fu = ¢, @, + @ou  Po = Puu - P + %Eﬂ eofatoque Fy =9, -, + @, ¥, =
. iYe] &
Pov Pt 36w
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Inserindo-se as relagdes (37.139) em (37.137) e (37.138), obtemos, finalmente, apés alguns computos magantes,

Gy Py —Fou, -0, GE, - F(2F, — E,)

L. = =
1 EG — F? 2(EG - F2)
2 _ Eew e, —Fou, o, EQF, —E,) -FE,
1 EG - F2 2(EG-F2)
o Gew o eu—Fou @, GE, - FGy
12 EG - F2 2(EG — F2) ’
(37.140)
2 _ Eew- o, —Feu @,  EG,-FE,
12 EG — F? 2(EG — F2) ’
i _ Sewpu —Fey, e, GERE - Gu) —FG,
2 EG — F? 2(EG — F2)
r2. _ Eew - —Fo,, e, _ EG, —F(QF, —G.)
2 EG — F2 2(EG — F2)
E. 37.9 Ezercicio. Verifique! *
Comentamos adicionalmente que, por conveniéncia, é costume definir
rk, =Tk, (37.141)

para todos 4, j, k € {1, 2}.

As equacoes (37.128)-(37.130) com as solugdes (37.140) sao denominadas equagcoes de Gauss. Um dos fatos notéveis
sobre essas equagoes é que os lados direitos das vdrias igualdades em (37.140) dependem apenas dos coeficientes da
primeira forma fundamental (e suas derivadas), fato que serd relevante adiante.

E. 37.10 Ezen importante. Usando as relacdes (37.93), pagina 2042, que associam os coeficientes da primeira forma fundamental
aos coeficientes (covariantes e contravariantes) do tensor métrico induzido em 8, verifique por um célculo explicito que as relagdes (37.140)
reproduzem precisamente a definicdo (35.124), pagina 1909, dos simbolos de Christoffel da Geometria Riemanniana que, por sua vez,
representam as relacdes (35.133), pagina 1911, para os coeficientes de uma conexdo de Levi-Civita. Perceba-se, porém, que foram
caminhos distintos que levaram a essas expressdes, pois as férmulas (35.124) e (35.133) foram obtidas no estudo de conexdes afins, o
que n3o foi seguido no corrente capitulo. *

37.2.4.3 Relagoes de Gauss-Peterson-Mainardi-Codazzi para Superficies em R?

Colocando juntas as equagoes de Gauss (37.128)-(37.130) e de Weingarten (37.111), temos o sistema

Cuu = e, +T%,p, +eNs, (37.142)
Yw = Tliap, +T%0p, +Ns, (37.143)
o = Thyne, + 20, +eNs (37.144)
(Ns)u = chp,+iep,, (37.145)
(Ns)o = capy+cap, (37.146)

com 0s Fk,-j e 0s ci] dados em (37.140), pagina 2052, e (37.119), pagina 2048, respectivamente.

Podemos encarar (37.142)-(37.146) como um sistema de equagoes a derivadas parciais de primeira ordem em duas
varidveis independentes (u e v) para as fungdes vetoriais ¢,,, ¢, ¢ Ng. Como os vetores Ng tém norma 1, trata-se de
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13 equagdes para 8 fungdes incégnitas. Trata-se, de qualquer forma, de um sistema sobredeterminado de equagdes a
derivadas parciais tal como discutido na Se¢ao 18.7, pagina 1044. Condigoes de compatibilidade se fazem necessérias
para um tal sistema tal como apresentadas naquela Se¢ao (vide particularmente o Teorema 18.3, pagina 1045).

Relagoes de Gauss-Peterson-Mainardi-Codazzi, ou simplesmente Relagoes de Gauss-Codazzi, é o nome dado a essas
condigoes de compatibilidade. Para nds, elas serao fundamentais na demonstragao do importante Theorema Egregium
de Gauss, adiante. Vamos agora tratar de escrevé-las explicitamente.

As condigoes de compatibilidade, também ditas de integrabilidade, nesse caso sao:

Puww = Puvus Poww = Povu € (Ns)uw = (Ng)ou

ou seja,
a 1 2 6 1 2 9
o My, +T%,p, +eNs| = Bu M0, + %50, + fNs] | (37.147)
a 1 2 a 1 2 ‘
% [Mae, + T, +fNs] = B M0, + T2, + gNs) e (37.148)
9 1 2 ) 2
P [, +Fe,] = Pu [y, + Pap,] - (37.149)

O que devemos fazer agora ¢ expandir as derivadas em u e v nas relagdes (37.147)-(37.149) e nelas substituir as
derivadas @, Puvs Pov € (Ns)u, (Nsg), pelas correspondentes expressoes dadas nas equagoes de Gauss e Weingarten
(37.142)-(37.146). Apds calculos magantes, porém diretos, obtemos para (37.147):

ort,  ort,
u { 01111 - (’)u12 T2y =TT g + (ec!y — fcll)}

or? ar?,, : 5 \2 .
+ @, { avu - sz + Flurzlz + I‘211F222 - F112F211 - (an) + (9522 - fczl)}

+Ns{@—ﬁ+(rln—r212)f+r2ng—r112e} = 0. (37.150)

E. 37.11 Ezercicio. Verifique! *

Como ¢,, ¢, ¢ Ng sao linearmente independentes em cada ponto de 8, os cocficientes desses vetores em (37.150)
devem anular-se. Fora isso, ¢ facil verificar por (37.119) que

ec'y —fe!) = %F e ety — ) = *I;é__f;zE :
Assim, valem
82—;11 - 01(;_;12 + 02y — T2, + Eeé—:fFQZF =0, (37.151)
()Ig;:,ll — 01(;212 + T2 + T2 T2, — T T — (lez)2 - %E =0, (37.152)
% - %Jr (Tl — ) f4+ % g —Thpe = 0. (37.153)
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Repetindo o mesmo procedimento para as equagoes (37.148), obtemos

ar', Tl s eg—f2 3
01)12 - 01122 + (r112) + F212F122 - rlzzrlll - I‘2221—‘112 + h(} = 0, (374154)
orz, or: eg — f?
01/‘12 _ auzz ST LT, - Th,,T2, — B F2F =0, (37.155)
of  0Og .
v 67; + (Fllz - FZzz)“’ g —Tlype = 0. (37.156)

As relagoes (37.151)-(37.153) e (37.154)-(37.156) sdo as relagoes de compatibilidade procuradas e sao denominadas
relagoes de Gauss-Peterson-Mainardi- Codazzi®™

As relagoes (37.151)-(37.152) e (37.154)-(37.155) sao mais frequentemente denominadas relagoes de Gauss-Codazzi.
As relagoes (37.153) e (37.156), especificamente, sao denominadas relagées de Mainardi-Codazzi, ou relagoes de Codazzi
[524, 519]. Infelizmente nao hé uniformidade na literatura quanto a essas denominagoes.

E. 37.12 Ezercicio. Verifique as relagdes (37.151)-(37.153) e (37.154)-(37.156). "

Segundo [524], as relagdes (37.149), que sao as relagdes de consisténcia para as equagoes de Weingarten (37.145)-
(37.146), nao fornecem nada novo além do oferecido pelas relagoes (37.151)-(37.153) e (37.154)-(37.156).

e Nota sobre a nomenclatura

Segundo historiadores (vide e.g., [524] e [427]), Gauss nio escreveu as relagoes (37.151)-(37.156) de forma explicita
em [183, 184] (em 1827), mas tudo indica que elas eram do seu conhecimento. Peterson®® teria sido o primeiro (em
1853) a torna-las explicitas [427], sendo seguido de forma independente por Mainardi?® (em 1856) e por Codazzi*® (em
1868-1869). Como dissemos, alguns textos usam a denominagao relagoes de Mainardi-Codazzi apenas em referéncia
as equagoes (37.153) e (37.156). Alguns outros autores usam a denominacao relagoes de Gauss-Mainardi-Codazzi em
referéncia a generalizagoes em mais dimensoes.

e Mais férmulas de Gauss para a curvatura Gaussiana
O leitor atento deve j4 ter percebido o fato de as equagdes (37.151), (37.152), (37.154) e (37.155) conterem um termo
2
com o fator ];é:sz, o qual, segundo (37.123), pagina 2049, fornece a curvatura Gaussiana da superficie em cada um de
seus pontos. Assim, se assumirmos E, G ou F nao nulos (a0 menos um deve sé-lo, pois a primeira forma fundamental,
i.e., 0 tensor métrico, é ndao nulo), valem

S = % {81;;2 - o 5 Jr1—‘2121—‘112 7F211F122 s (37‘157)

kG = % [82’111 8F 2T 4 T TR, — Tl — (rzu)z] , (37.158)

&G — é [02122 _ ort a2 PPl T2, - (r112)2 _ F212F122:| ; (37.159)
U )

K¢ = % {82{22 - 6%22 + 11,02, —TL,,T% | . (37.160)

Essas férmulas também sdo denominadas férmulas de Gauss para a curvatura Gaussiana. O fato notével sobre
qualquer uma delas ¢ o seguinte: tendo em mente as relagoes (37.140), pagina 2052, para os coeficientes I“CIJA, vemos que

27Gaspare Mainardi (1800 1879). Delfino Codazzi (1824-1873). Karl Mikhailovich Peterson (1828-1881).

28Karl Mikhailovich Peterson, “Uber die Biegung der Flichen”, Doctoral thesis, Dorpat University (1853).

29G. Mainardi, “Sulla teoria, gcuomlc delle superficie”. Giornale dell'Istituto Lombardo, 9, pp. 385-398 (1856).

30D. Codazzi, “Sulle coordinate curvilinee d’una superficie e dello spazio” (Memoria terza). Annali di Matem., 2, pp. 269-287 (1868-1869).
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os lados direitos das relagoes (37.157)-(37.160) dependem apenas dos coeficientes da primeira forma fundamental (i.e.,
do tensor métrico) e das suas duas primeiras derivadas.

e O caso de coordenadas ortogonais

Um caso de particular interesse é aquele no qual as coordenadas u e v sdo ortogonais, ou seja, sao tais que ¢, - ¢, = 0.
Naturalmente, temos aqui F = 0 e com isso as relagoes (37.140) se simplificam para

Eqy ; B, E, : Gu Gu : Gy o 1
'y = 5 r’y = 3G 'y = R I’y = %G Iy = 9 Iy = G - (37.161)
Com isso, (37.158) fica k¢ = ;—é Lj—i (%) + % (%k) jc%} - %E% % (%})2] e ap6s manipulagoes macantes,

porém diretas, isso pode ser escrito na forma

E. 37.13 Ezercicio. Mostre isso! Sugestdo: paciéncia. £

A expressao (37.162) é uma das diversas férmulas obtidas por Gauss para expressar a curvatura Gaussiana. Sua
grande vantagem manifesta-se no fato que o lado direito apresenta-se como um divergente nas coordenadas ortogonais
u e v (lembrar que EG ¢, no caso, o determinante do tensor métrico), o que facilita o trabalho de calcular integrais da
curvatura Gaussiana em um dominio aberto da superficie e simplifica a demonstragao da versao local do Teorema de
Gauss-Bonnet, com uso do Teorema de Green.

37.2.4.4 Isometrias. O Theorema Egregium de Gauss

A consequéncia mais importante das equages de Gauss-Codazzi é o chamado Theorema Egregium de Gauss, cuja
demonstra¢ao apresentaremos agora. Para tal, é suficiente evocarmos apenas as relacoes (37.151)-(37.153), por exemplo
na forma (37.157)-(37.159), pagina 2054.

O Theorema Egregium (“Teorema notdvel”) de Gauss, anunciado em 1827 em [183, 184] (mas, segundo [526], conhecido
por seu descobridor desde 1822), é possivelmente o resultado mais importante da Geometria Diferencial de superficies e
discutiremos seu significado apds sua demonstragao. Seu impacto nao pode ser subestimado, pois esse teorema marcou
de forma seminal o estudo de resultados intrinsecos na Geometria Diferencial, essenciais para o posterior desenvolvimento
da Geometria Riemanniana e fundamentais na Teoria da Relatividade Geral.

Para a apresentagao do Theorema Egregium faz-se necessério introduzir a importante nogao de isometria (global ou
local) entre superficies.

e Isometrias globais e isometrias locais

Sejam 8 e R duas superficies regulares em R3. Um difeomorfismo ¥ : § — R é dito ser uma isometria global, ou
simplesmente uma isometria, se sua diferencial preservar os produtos escalares, ou seja, se para todo p € 8 e todos
u, v € T8 valer

(dVpu) - (d¥,v) = u-v.
Isso significa que dV preserva a primeira forma fundamental em cada ponto de 8, ou seja, preserva os produtos escalares
induzidos nos respectivos espagos tangentes.

Se existir uma isometria global U : § — R, dizemos que 8 e R sdo superficies globalmente isométricas, ou simplesmente
superficies isométricas.

Menos restritiva é a definicdo de isometria local. Seja ¢ € 8 e A; C 8§ uma vizinhanca aberta de ¢. Dizemos que
uma aplicagdo ¥ : A, — R é uma isometria local em p se existir uma vizinhanga aberta By, C R de ¥(q) tal que
U Ay — By seja uma isometria e, portanto, seja um difeomorfismo entre A, e By (q) que preserva produtos escalares.

Se houver uma aplicagao ¥ : § — R que seja uma isometria local para todo p € 8, dizemos que 8 e R sdo superficies
localmente isométricas.
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As defini¢oes acima demandam um esclarecimento. Claro estd que duas superficies globalmente isométricas sao local-
mente isométricas. A sutileza (e a necessidade) das defini¢oes acima reside no fato de a reciproca nao ser necessariamente
verdadeira. O exemplo a seguir ilustra isso:

Exemplo 37.4 Scjam 8§ = R? ¢ R o cilindro de raio 1 em R®*: R = {(zl, 2%, 2%) € R?| (z')2 + (zz)2 = 1}. Considere-se a
aplicacao ¥ : § — R dada por
U(z, y) = (cosz, sen, 1/) s
para cada (z, y) € R?. Essa aplicagio nio é um um difeomorfismo (ou sequer um homeomorfismo) por nio ser sequer bijetora.
Tomemos ¢ € R? com coordenadas (z0, yo) e seja Aq C R? a faixa aberta de largura 27 centrada em g:

Ay = {(@ ) ez —wo| <7} .

Restrita a Aq, ¥ é bijetora em sua imagem e, em verdade, é um difeomorfismo de A, em B, = \ll(Aq) C R, que difere do cilindro
pela eliminagdo de uma reta vertical:

‘P(A,,) =B, =R\ {(cus(zg — ), sen(zo — ), y), y € ]R} .

Verifique! Tem-se também que, para qualquer (z, y) € Aq,

—senz 0
AV(z,y) = cosz 0
0 1

Verifique! Segue imediatamente disso que se (§) e (§) sdo dois vetores arbitrérios do espago tangente T,R? com p = (z, y) € Aq,
teremos

—asenz —csenx
a c a c
AV (e, y) | ¥y = acosz || ccosx = ac+bd = . ’
b d b d
b d

provando que ¥ ¢ uma isometria local. Sucede, porém, que ¥ nao pode ser uma isometria global, por nao ser um difeomorfismo
de 8 em R, variedades que nao sao difeomorfas, na verdade, sequer homeomorfas. ¢

e O Theorema Egregium de Gauss e sua interpretagao

Podemos agora enunciar o

Teorema 37.2 (Theorema Egregium) Sejam 8 e¢ R duas superficies requlares. Seja p € 8 e seja ¥ : § — R uma
isometria local em p. Entao, nf = ng(m, ou seja, a curvatura Gaussiana € invariante por isometrias locais. [m]

Prova. Seja ¢ : U — 8 uma parametrizacdo de § em uma vizinhanca aberta de p, com U suficientemente pequeno.
Entdo, ¥ o ¢ : U — R ¢ uma parametrizagao de R em uma vizinhanca aberta de ¥(p). Sendo ¥ uma isometria local
em torno de p, os coeficientes da primeira forma fundamental sao preservados e sdo os mesmos em p e ¥(p), assim como
nos respectivos pontos das vizinhangas @(U) e ¥ o (U). Como a mesma parametriza¢ao nas coordenadas de U pode
ser empregada em ambos os abertos de 8 e R, concluimos de qualquer das férmulas (37.157)-(37.159), pégina 2054, que
a curvatura Gaussiana ¢ a mesma em p e ¥(p), pois, como ji comentamos, nos lados direitos delas comparecem apenas
os coeficientes da primeira forma fundamental e suas duas primeiras derivadas nos parametros de U. |

Como j4 mencionamos, Gauss descobriu esse teorema em 1827 apés uma série de computos cujo significado é dificil
interpretar hoje em dia. Ele, porém, imediatamente apercebeu-se de seu significado: ao afirmar que a curvatura Gaussiana
é dependente apenas dos coeficientes da primeira forma fundamental (e, portanto, dos coeficientes do tensor métrico
induzido) esse teorema afirma que essa curvatura pode ser determinada exclusivamente por medigoes intrinsecas de
comprimentos a angulos dentro da superficie, sem a necessidade de se particularizar a relagao desta com o espago ambiente
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no qual ela se encontra. Essa descoberta pode ter surpreendido Gauss (daf a denominagao “teorema notdvel”), mas
seu significado ndo passou-lhe desapercebido, dando origem & concepgdo moderna em torno do tratamento intrinseco da
Geometria Diferencial, que conduziu ao desenvolvimento da nogao de variedade diferencidvel, da Geometria Riemanniana
e da Teoria da Relatividade Geral.

O significado e a relevancia da invariancia da curvatura Gaussiana por isometrias pode ser ilustrado através de um
exemplo do dia-a-dia. Considere-se uma folha de papel sobre uma mesa. Pelo fato de a folha ser plana, sua curvatura
Gaussiana é nula em todos os seus pontos. Tomemos agora essa folha e curvémo-la no ar sem rasgé-la, esgarga-la, amassa-
la ou vincéd-la (e sem molhd-la), de sorte que as distancias entre seus pontos ao longo da supericie do papel permanegam
as mesmas. O Theorema Egregium afirma que a folha de papel assim transformada continua tendo curvatura Gaussiana
nula em todos os seus pontos, pois a transformacao aplicada nela ¢ uma isometria (preserva comprimentos e angulos).

Diversas outras aplicagoes menos triviais do Theorema Egregium podem ser encontradas na literatura ji citada
[362, 524, 519, 19, 315] e recomendamos sua leitura ao leitor interessado em explorar suas consequéncias.

37.2.4.5 As Equagoes Fundamentais em Notagao Tensorial. Relagao com o Tensor de
Curvatura

Para facilitar a comparacao dos resultados aqui apresentados com aqueles do Capitulo 35, pagina 1878, ou seja, com os
resultados da Geometria Riemanniana (e Pseudo-Riemanniana), vamos mostrar como as diversas férmulas que obtivemos
se deixam escrever em notagao tensorial. Faremos uso de diversas nogoes e relagoes apresentadas no Capitulo 35, sobretudo
as nocgoes de tensor de curvatura de Riemann, de tensor de Ricci etc.

e A primeira e a segunda formas fundamentais

Recordemos, primeiramente, a identificagdo das componentes da primeira forma fundamental com as componentes
(covariantes e contravariantes) do tensor métrico. Segundo (37.93), pagina 2042,

g = E, g12 = g =F, g2 = G

G . -F E
o gl = i g2 = g2 = g2 = o

G2 BG 12 (37.163)

Denotamos os coeficientes da segunda forma fundamental por .J;;. Especificamente, definimos

Jin Ji2 e f
Jor Jaz f g

Em (37.126) j& atestamos que as componentes g;; e Ji; transformam-se como tensores por mudangas de coordenadas.
Com essas definigoes, a relagao (37.118) ou (37.119), pagina 2048, fica simplesmente,
o= —g* Ty, (37.164)

com i, j € {1, 2} e com uso da convengao de Einstein (soma em k, com k =1 e k = 2). Naturalmente, isso implica

Jij = —girc

que equivale & relagao (37.117), pagina 2048.

A férmula de Gauss (37.123), pagina 2049, para a curvatura Gaussiana assume a forma k¢ = :::é onde detJ e
det G sao o determinante da matriz de elementos J;; e, respectivamente, g;;.

e Os simbolos de Christoffel

J4 comentamos no Exercicio E. 37.10, pdgina 2052, que as relagoes (37.140), pagina 2052, coincidem com os simbolos
de Christoffel para os coeficientes da conexao de Levi-Civita associada ao tensor métrico induzido e, portanto, por
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(35.133), pagina 1911, tem-se

1
ko= - .
“ 29 |07 T Bz Bal

Kkl %+5911 73%] _ {_k_
)

}, i, j, ke {1, 2},

sendo ' = u e 2 = v. Dessa forma, podemos entender que os coeficientes I, sdo coeficientes de uma conexao afim de
Levi-Civita.

E. 37.14 Ezercicio. Verifique isso usando (35.133), (37.140) e (37.163). E

e As equagoes de Weingarten e de Gauss

E também importante reconhecer a forma tensorial das relagbes Weingarten e de Gauss. As equagdes de Gauss
(37.128)-(37.130), pagina 2050, se expressam como

@y =Trep+JdyNs, i, jefl, 2},

sendo a soma feita com k variando em {1, 2}. Acima, usamos a notagao segundo a qual A; designa a derivada parcial
de uma fungao A em relagao a coordenada z*, i.e. A; = % e analogamente para as derivadas de ordem superior.
As equagdes (37.111), pagina 2047 se expressam como (Ns),; = ¢/, ; com i € {1, 2} (e sendo a soma feita com
j variando em {1, 2}) e, portanto, usando (37.164), as equagdes de Weingarten (37.120)-(37.121), pdgina 2049, ficam,
nessa notagao, )
(Ns)i = —g*Jue,, ie{l, 2},
sendo a soma feita com j e k variando em {1, 2}.

E também importante reconhecer a forma tensorial das relacdes de Mainardi-Codazzi (37.153) e (37.156) e de Gauss-
Codazzi (37.151)-(37.152) e (37.154)-(37.155).

e As equagbes de Mainardi-Codazzi

As relagoes de Mainardi-Codazzi (37.153) e (37.156), pagina 2053, assumem a forma

k k
Jiju = Tadey = Jay =TT - (37.165)
E. 37.15 Ezercicio. Verifique! Talvez o mais simples a se fazer seja expandir (37.165) e constatar a identidade com as relagdes
(37.153) e (37.156). Note-se que, devido a simetria de J;; e de Fk,_, em relacdo aos indices i e j, algumas das relagdes em (37.165) sdo

triviais. .

E. 37.16 Ezercicio. Usando (35.89), pagina 1901, verifique que as relagdes de Mainardi-Codazzi na forma (37.165) podem ser
escritas em termos de derivadas covariantes de J da seguinte forma:

Tua = Jay - (37.166)

Sugestdo: acrescente o termo 71"’”4[](]% a ambos os lados de (37.165) e compare o resultado a expressdo (35.89). o+

e As equagoes de Gauss-Codazzi e sua relagao com o tensor de curvatura de Riemann

Para tratar das equagoes de Gauss-Codazzi (37.151)-(37.152) e (37.154)-(37.155) é conveniente recordarmos as ex-
pressoes (35.192)-(35.193), pagina 1924, para as componentes do tensor de curvatura de Riemann associado a conexoes
de Levi-Civita:

ar', T
Rl = 5t = Sk 4 T, T T, (37.167)
= (), — @), + 7% — T, - (37.168)
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Tendo-as em maos, as relagdes (37.151)-(37.152) e (37.154)-(37.155) correspondem a i = 2 ¢ j = 1, sendo que para os
diversos casos de [ ¢ k, temos:

; - eg — f?

e caso l =1 ek =1, corresponde & equagao (37.151): RY,, = —WF s (37.169)
N - 2 eg — f2

e caso [ =2 e k =1, corresponde & equagio (37.152): R, = mE s (37.170)
N - 1 eg — 2

e caso [ =1 e k =2, corresponde & equagio (37.154): RYy, = 7WG s (37.171)
- 2 eg — 2

e caso | =2 e k =2, corresponde & equagao (37.155): R%,, = WF . (37.172)

Devido as propriedades de antissimetria das componentes le”. (vide Proposigao 35.11, pagina 1925), especificamente,
devido ao fato de valer R’,Cl-j = 7Rl,€jl para todos 4, j, k e [, as componentes indicadas em (37.169)-(37.172) sao todas
as componentes nao trivialmente nulas de le“.

As relagoes (37.169)-(37.172) sao a expressao das relagoes de Gauss-Codazzi em termos das componentes do tensor
de curvatura de Riemann. Essas relacdes também podem ser expressas em termos das componentes R, ;.. = gmlRl,”j.
Obtemos, apds computos simples,

Ry = 0, (37.173)
Ripp = detd, (37.174)
Ry = —detd, (37.175)
Ryps = 0. (37.176)

Novamente, observe-se que essas relagoes sao compativeis com as propriedades de simetria dos indices, expressas na
Proposigao 35.11, pagina 1925. Essas nos mostram também que, no presente caso bidimensional, apenas a componente
Ry915 é independente e ¢ igual ao determinante da segunda forma fundamental: detJ = eg — 2.

As relagdes (37.169)-(37.172) assumem um cardter mais interessante se expressarmos as componentes do tensor de
Ricci, introduzido na Segao 35.3.4, pagina 1929, cujas componentes se escrevem como R;; = R, (vide (35.222), pagina

ilj
1930). Temos assim, no caso corrente:

(37.170)  eg—f?

Ry = RY;+R%, “Eo—l (37.177)

Ris = Ryt Ry, 200 8=l p (37.178)
12 = 112 122 = EG_m2 .

Rar = Rlyy+ Re,, (00 2= (37.179)
22 = 212 o2 = EG_m .

sendo ainda Ra1 = Ry, devido a (35.224), pdgina 1930. De forma mais compacta (e relevante) podemos expressar essas
relagdes na forma

eg — 2
TBG- %
Por fim, podemos obter disso uma expressio para a chamada curvatura escalar, que é definida por Z := R'; = g% R;;
(vide (35.227), pagina 1931). Usando (37.180), temos

R = = k%, i, je{l,2}. (37.180)

R = —kCgg;; = —2kC . (37.181)
O sinal “~” nessa expressio provém do fato (jé observado alhures, vide Nota & pagina 1919) que, em nossa defini¢ao do

tensor de curvatura Riemann, seguimos a convengao mais comummente usada na Teoria da Relatividade Geral. Para a
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convengio da Geometria Riemanniana deverfamos trocar o sinal do tensor de curvatura Riemann e obterfamos % = +2kS.
De qualquer maneira, essa relagdo nos mostra que, no caso considerado, a curvatura Gaussiana essencialmente coincide
(a menos de um fator £1/2) com o escalar de curvatura.

Comentamos ainda que a igualdade (37.181) é mais uma manifestacio do Theorema Egregium de Gauss, pois a
curvatura escalar Z pode ser expressa em termos das componentes do tensor métrico e suas duas primeiras derivadas,
somente, como em (35.228), pagina 1931. Vide também (35.194), pagina 1924.

Outra decorréncia direta de (37.180) e (37.181) ¢ a relagao
1
2

Ela expressa uma particularidade de variedades bidimensionais: a nulidade do tensor de FEinstein, ji demonstrada no
Exercicio E. 35.31, pagina 1934. Como 14 indicado, essa propriedade vale também no caso pseudo-Riemanniano.

Rij— g% = 0, i, je{l,2}. (37.182)

Por fim, comentamos que a igualdade (37.181) expressa também a invariancia da curvatura Gaussiana por alteragoes
dos parametros que coordenatizam a superficie 8 (mudancas de coordenadas), o que sabemos ser vélido para a curvatura
escalar . Essa invariancia de k€ j4 fora demonstrada em (37.127), pagina 2050, e é mais uma evidéncia da relevancia
dessa nogao na teoria das superficies regulares bidimensionais orientadas.

37.2.5 Derivagao Covariante e seu Significado em Superficies
Nesta se¢ao discutimos como a nogao de derivagdo covariante surge no contexto da geometria de superficies. Essa nogao
foi introduzida de forma geral e abstrata na Secao 35.2, pagina 1892, do Capitulo 35, através da nogao de conezdo afim.

Nossa ideia ¢ fornecer uma base intuitiva para essa nocao, de sorte a justificar melhor aquela defini¢ao geral.

e Consideragoes preparatorias

Como antes, seja 8 uma superficie regular orientada em R? e seja ¢ : U — 8 um sistema de coordenadas em 8, com U
sendo um aberto em R2. Seja V um campo vetorial diferencidvel em § assumindo, em cada ponto, valores no respectivo
espago tangente. Assim, para cada p € 8, tem-se V}, € T,,8. Naturalmente, para cada p € 8 o vetor V}, é também um
elemento de R? e serd implicitamente considerado como tal no que segue.

Consideraremos uma carta de coordenadas locais em 8 que associa bijetivamente pontos de um aberto U C R? a
pontos de um aberto (U) C 8. Assim, para cada (u, v) € U denotamos por ¢(u, v) € § C R3. Para (u, v) € U
e para o correspondente ponto @(u, v) C 8 os vetores ¢, (u, v) e ¢,(u, v) compéem uma base (ndo necessariamente
ortonormal) em T, )8 e juntando-se ao vetor normal Ns(u, v) constitui-se uma base em R3.

O campo vetorial V pode ser também considerado em termos do campo V o ¢ que associa a cada ponto de (u, v) € U
um vetor V(u, v) € Ty(u, v)8. Dessa forma, o campo vetorial pode ser considerado como uma fungao V' (u, v) assumindo
valores em cada espago tangente T )8.

Em cada ponto p € 8, a derivada covariante do campo V na diregdo u (respectivamente, v), denotada por V,V
A(respe&, por V,V), ¢ definida como a projegao no plano tangente T,8 do vetor g—‘;(p) (respec., %(1})) No que segue,
iremos elaborar melhor essa defini¢ao.

(u, v

e Componentes contravariantes e covariantes de um vetor

Em termos dos vetores de base ¢, (u, v) e @, (u, v) escrevemos
V(u, v) = Viu, v)p,(u, v) + V21, 0)@,(u, v). (37.183)

Portanto, V1(u, v) e V2(u, v) denotam as componentes de V na base composta por ¢, (u, v) e ¢,(u, v). Essas
componentes sio denominadas componentes contravariantes do vetor V(u, v). Com elas, podemos representar o vetor
V(u, v)
V2 (u, v)
covariantes de V', que denotamos por Vi (u, v) e Va(u, v), definidas por

V(u, v) como um vetor coluna ( ) Para o que segue é conveniente definirmos também as chamadas componentes

Vi(u, v) Vi(u, v)
= G(u, v) ,

Va(u, v) V2(u, v)
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com G sendo a matriz métrica, definida em (37.124), pagina 2049.

Tomemos dois pontos p = @(ug, vo) € ¢ = @(u, v) com (ug, vy), (u, v) € U que sejam “préximos” (pois nosso
interesse é tomar ao final o limite (u, v) — (ug, vo)). Vamos agora definir um procedimento com o qual o vetor V,, € T,8
é associado a um vetor em T,8 (sic!).

Esse vetor, que denotaremos por (V),, consiste na projegao ortogonal de V,, sobre o plano tangente a 8§ no ponto
g. Assim, tudo se passa como se transportdssemos o vetor V, paralelamente a si mesmo no espago ambiente R? do
ponto p ao ponto ¢ e, em seguida, o projetdssemos sobre o plano tangente T,8. A Figura 37.3, pagina 2061, ilustra esse
procedimento.

Em termos mais precisos, se escrevermos V,, em termos da base composta pelos vetores ¢, (u, v), @,(u, v) e o vetor
normal Ng(u, v), vetores esses associados ao ponto ¢, terfamos

Vp = V(uo, vo) = V' (u, v)p,(u, v) + V2(u, v)p,(u, v) + V3(u, v)Ng(u, v), (37.184)

sendo V¥, k =1, 2, 3 as componentes de V (ug, 1) na base composta pelos vetores ¢, (u, v), @, (u, v) e o vetor normal
Ns(u, v). Assim,

(V)g = Ylu, v) = V'u, ), (u, 0) + V2, v)p,(u, v)
é a projecao de V, sobre o plano tangente T,8.

Ambos os vetores V(u, v) e V(u, v), estdo definidos no espaco tangente T,8 e nosso objetivo é estudar a diferenca
Vi, v) = V(u, v) = (Vi(u, 0) = U, 0)p,(u v) + (VE(u, 0) = V(u, 0))e,(u, v) -

Essa diferenga permite-nos uma comparacao (em um mesmo espago tangente) entre os vetores V(ug, vo) e V(u, v) e,
assim, quantificar a taxa de varia¢do dos mesmos, o que nos levard a definigdo de derivagao covariante. Para tal, preci-
samos de expressoes mais explicitas para as componentes V' (u, v) e V2(u, v) em termos das componentes ”originais” de
Vp, que sio V1 (ug, vo) e VZ(ug, vo).

TS

Figura 37.3: Descrigio esquemédtica do transporte paralelo de vetores. Aqui, 8 representa uma superficie regular (no
caso, uma curva regular em R?). Os pontos p e ¢ sdo pontos distintos de § e as linhas tracejadas T,8 e T,8 representam
os respectivos espacos tangentes. Um campo vetorial V' assume os valores V,, em T,8 (em vermelho) e V; em T,;8 (em
azul). O vetor Vj, é entdo transportado paralelamente a si de p a ¢ e projetado ortogonalmente em T,8, resultando no
vetor V, (em verde). Na diferenca V;, — V, ambos os vetores vivem no mesmo espago tangente T,8, resultando em um
vetor no mesmo espago tangente T,8, mesmo com a tomada do limite ¢ — p. O vetor obtido nesse limite é a derivada
covariante do campo V.
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e Preparagoes para a definicao de derivada covariante

Se retornarmos a (37.184) e tomarmos o produto escalar de ambos os lados pelos vetores de base ¢, (u, v) e @, (u, v),
obtemos, com as identificagoes (37.113),

V(ug, v0) - pu(u, v) = V'(u, v)E(u, v) + V3(u, v)F(u, v), (37.185)
V(uo, vo) - po(u, v) = V(u, v)F(u, v) + V*(u, v)G(u, v), (37.186)
ou, em forma matricial,
V(uo, vo) - ¢y, (u, v) E(u, v) Flu, v) | [ V' (u, v) V' (u, v)
= = G(u, v)
V(uo, vo) - ¢, (u, v) F(u, v) G(u, v) !{2(u, v) Zz(u, v)

com G sendo a matriz métrica, definida em (37.124). Disso extraimos que

Yu, v o, Vo) -+ Py (U,
i v) = G(u, v)7! Vo, w)- ol v) . (37.187)
V3(u, v) V(uo, vo) - ¢, (u, v)

Precisamos agora encontrar expressoes adequadas para V (ug, vo) - @, (u, v) e V(ug, vo) - ¢, (u, v). O primeiro passo
é escrever os vetores @, (u, v) e @, (u, v), que compdem uma baseT,8, em termos dos vetores ¢, (ug, vo) € @, (uo, vo),
que compdem uma base em T,8. Usando a expansao em série de Taylor em primeira ordem (em u — ug € v — vg) para
@, € p,, podemos escrever

eu(u, v) = @, (uo, Vo) + @y, (1o, vo)(u—uo) + @y, (o, vo)(v—10) +0(2), (37.188)
@, (u, v) = @, (ug, Vo) + Py (uo, m,)(u - u,g) + @, (w0, vo) (v — 1)0) +0(2). (37.189)
Com (37.188) e (37.183) (no ponto (ug, vg)), podemos escrever
V(uo, vo) - ¢, (u, v) =

(Vl(uo, )y (o, vo) + V(uo, o), (uo, vo)) : (‘Pu,(uo, 00) + Py (0, v0) (U = U0) + Py (10, v0) (v — Uo)) +0(2)
= [V, w)E(uo, v0) + V2(uo, v)F (o, o)
+(u — ) [uno, v0) (T4 E + T2, F) + V2(ug, ) (T, F + rZHG)}

+(v —wg) {v’ (uo, v0)(T"5E + T2,F) + V2 (uo, vo) (T 1oF + F212G)} +0(2), (37.190)

sendo que, acima, usamos as relagdes (37.131), (37.132), (37.133), (37.134) e (37.135). Analogamente, com (37.189) e
(37.183) (no ponto (ug, vg)), podemos escrever

V(ug, vo) - ¢, (u, v) =

(VI(U(I; v0)¢p., (1o, Vo) + VQ(U(h v0) @, (to, Un)) : (4PU(U(ls v0) + Py (U0, U())(U - U(]) + @y (o, I'l))(v - Uu)) +0(2)
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= [Vl(u“, v0)F (o, vo) + V2(uo, v0)G(uo, m,)}
+(u — ug) [Vl(u(), v0) (T ,E +T2,F) 4+ V2 (ug, vo) (T ,F + FQIQG)}

+(0 = 1) [V (o, 0) ("o + T25F) + V{1, 10)(I5aF + [G) | +0(2) (37.191)

Acima e abaixo, omitiremos, por simplicidade, a dependéncia com o ponto (ug, vg) das fungdes Fk”‘, E,FeG.

Novamente, é conveniente escrever (37.190) e (37.191) conjuntamente em forma matricial. Obtemos,

V (ug, v0) - ¢y (u, v) V' (ug, vo)

= {]12 + (u—uo)Ny + (v — ’UU)NQ}G(UU, V) +0(2),
V(uo, vo) - ¢y (u, v) V2 (ug, vo)
onde
ry ey PR AP
Ny = e Ny = . (37.192)
My TPy Iy T2y
E. 37.17 Ezercicio. Verifique a validade dessas relages! E]

Retornando com isso a (37.187), temos

. V(ug, vo)
= G(u, v) {12 + (u— o) Ny + (v — UO)NZ}G(UO, ) +0(2). (37.193)
V2 (u, v) V2(ug, vo)

V(u, v)

Em termos das componentes covariantes, obtemos disso

Vi (uo, vo) Vi(u, v) Vi(uo, vo)
- = —{(u — o) Ny + (v — UO)NQ} +0(2) (37.104)
Va(ug, vo) Val(u, v) Va(uo, vo)
e, portanto,
Vi(u, v) Vi(u, v) Vi(u, v) Vi(uo, vo) Vi(uo, vo)
_ _ _ —{(w—u0) N1+ (v-v0) N2 } +0(2) (37.195)
Va(u, v) Va(u, v) Va(u, v) Va(ug, vo) Va(ug, vo)
e A derivada covariante
As expressoes
Vi (ug, vo) Vi (uo, vo) 1 Vi(u, v) Vi(u, v)
Vi = V. = lim lim — s
u—rug v—vo U — Uy
Va(uo, vo) Va(uo, vo) U\t o))\ Ve, v)
Vi (uo, vo) Vi (uo, vo) 1 Vi(u, v) Vi(u, v)
Va = V, = lim lim —

v—vg u—ug U — Vg

Va(ug, vo) Va(ug, vo) Va(u, v) Va(u, v)
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(reparar na ordem em que os limites sio tomados) sdo denominadas derivadas covariantes das componentes covariantes
de V em relagao a u e v, respectivamente. Logo em seguida, obteremos expressoes mais explicitas para as mesmas.
Analogamente, as expressoes

V(uo, vo) V' (uo, vo) 1 Vi(u, v) Vi(u, v)
Vi = V. = lim lim — . (37.196)
u—rug v—vo U — Uy ; ;
V2(ug, vo) V2(ug, o) SR @ )\ o)
V*(ug, o) V*(uo, vo) 1 Vi(u, v) V(u, v)
Va = V, = li)m lgn P — , (37.197)
V2 (ug, vo) V2 (ug, vo) o ! 0 V2(u, v) V2 (u, v)

sao denominadas derivadas covariantes das componentes contravariantes de V' em relagdo a u e v, respectivamente.

Usando (37.195) e (37.192), segue disso que

Vi(uo, vo) 1 Vi(u, v) Vi(uo, vo) Vi (ug, vo)
Vau = lim lim — — Ni(uo, o)
uU—rug Vv U — uo
Va(uo, vo) Va(u, v) Va(uo, vo) Va(ug, vo)
G (o, vo) Iy TPy [ Va(uo, vo)
= - (37.198)
G2 (uo, vo) Iy T2, ) \ Va(uo, vo)
(acima, os simbolos de Christoffel siao calculados em (ug, v9)) e, analogamente,
Vi(uo, vo) 1 Vi(u, v) Vi (uo, vo) Vi (uo, o)
A = lim lim — — Na(ug, vo)
V=0 u—ue UV — Vg
Va(uo, vo) Va(u, v) Va(uo, vo) Va(uo, vo)
G2 (uo, wo) Iy T2, | [ Viluo, w)
= - . (37.199)
G2 (uo, vo) Ty, Ty ) \ Va(uo, vo)

Em notagao tensorial, renomeando as coordenadas como u = ' ¢ v = 22, usando a convencao de Einstein ¢ usando
a convencdo (37.141), pagina 2052, segundo a qual %y, = I'*,, k = 1, 2, as expressdes (37.198) e (37.199) se deixam

escrever como
OV

Ozt
Verifique! O leitor hé de perceber que essa relagao coincide com a expressao (35.88), pagina 1901, para o operador de
derivagao covariante (no caso aqui, para uma conexao de Levi-Civita) agindo nas componentes covariantes de um campo
vetorial (1-formas).

V.V = -1, Vi, i, ke{l, 2}. (37.200)

ik

e A derivada covariante de componentes contravariantes

As expressoes para a derivada covariante das componentes contravariantes de um vetor sao ligeiramente diferentes de
(37.198) e (37.199) ou da sua forma tensorial (37.200), mas podem ser obtidas daquelas por um procedimento similar.
Retornando a (37.193) e escrevendo G(u, v) = G(uo, vo) + (u — uo)Guy(uo, vo) + (v — v9)Gy(uo, vo) + O(2), 0 que

implica

G(u, v)™" = G(uo, vo) " = G(ug, v0) " |(u = u0)Gu(uo, vo) + (v — v0) Gy (uo, ’Uo)]G(Uo-, vw) ' +0(2),
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obtemos
Vi(u, v) Vi(u, v) V(u, v) V' (ug, vo)
V2(u, v) V2(u, v) V2(u, v) V2 (ug, vo)
. V' (ug, vo)
+ Guo, ) [(u—uo)(cu(w v) = MiG(uo, v0)) + (v =v0) (G (w0, v0) — NaG(uo, w)] +0(2).
V2(uo, vo)
(37.201)
Com as defini¢oes (37.196)-(37.197), obtemos
Vo, vo) B2 (uo, vo) V(uo, vo)
v =™ +G(uo, v0) ™! [Gu(uo, v0) = NiG(uo, vo)
>
V2(ug, vo) %(un, o) V2(uo, vo)
%(u“v o) Yy, Ty V¥ (ug, vo)
= + (37.202)
o ;
%(Uty UO) qu Ij212 VQ(ULL UO)
e
V(uo, vo) 63‘,/: (uo, vo) . V(ug, vo)
Vo = , + G(uo, v0)” " |Gu(uo, v0) — N2G(uo, vo)
V2(ug, vo) aavv (uo, vo) V2(u0, vg)
a(;/U‘ (uo, vo) ry,, 1, V1 (ug, vo)
_ . . (37.203)
2 ;
9= (uo, vo) [ TPy ) \V3(uo, vo)
Acima, fizemos uso das seguintes identidades, cuja demonstragao encontra-se no Apéndice 37.A, pagina 2072:
T! T
G’I[GM—NIG} = e B e (37.204)
FQI] FQIZ
T! T! y
G’I[G,, —NZG} = IV (37.205)
[% TPy
De (37.204) e (37.205) seguem trivialmente as relacoes
G, = NG-+GNT, (37.206)
G, = N,G+GN/, (37.207)
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que também empregaremos. Assim, em notagao matricial, temos

v o [V v

v, -2 4 NT i (37.208)
% ‘e V2
v o [V v

v, _ 9 + NI i (37.209)
Ve v Ve Ve

Em notagao tensorial, renomeando as coordenadas como u = ' e v = 22, usando a convencao de Einstein e usando
a convengio (37.141), pagina 2052, segundo a qual I'%,; = T*, k = 1, 2, as expressdes (37.203) e (37.203) (ou (37.208)-
(37.209)) se deixam escrever como

ovk

vh o
Viv Ot

§ )
+TE VI ke fl, 2}, (37.210)

Verifique! O leitor hd de perceber que essa relagao coincide com a expressao (35.63), pagina 1895, para o operador de
derivagao covariante (no caso aqui, para uma conexao de Levi-Civita) agindo nas componentes contravariantes de um
campo vetorial.

Podemos dessa forma escrever, agora em notagao vetorial (compare-se a (37.183), pagina 2060),

oVt S ov? .
ViV = ViVle, + ViV, = (aT +F1,jVJ) @yt (W +F%,VJ) ¢, ie{l, 2},

e A derivagao covariante V como uma conexao afim

A derivagao covariante apresentada acima define uma conexao afim, no sentido apresentado na Secao 35.2, pagina
1892: para dois campos vetoriais suaves A e B definimos V4B := A'V B+ A2V, B, com A' e A2 sendo as componentes
contravariantes de A. E elementar, nesse caso, verificar a validade das relagoes (35.55) e (35.56), pagina 1893.

37.2.5.1 O Transporte Paralelo ao Longo de uma Curva

Com as consideragoes acima podemos também definir a nogao de derivagao covariante ao longo de uma curva, nogao
introduzida no caso geral a pagina 1897.

Sejac: I3t c(t) €8 uma curva diferencidvel em R? inteiramente contida em 8, onde I é algum intervalo de R.
Denotamos por (u(t), v(t)) = <p’1(c(t)) € U a pré-imagem da curva no espago das coordenadas. Como sempre, vamos
supor que o intervalo I seja pequeno o suficiente para que nao haja autointerceptacoes da curva.

Seja V um campo vetorial no espaco tangente a 8 definido ao longo da imagem de ¢, ou seja, tal que V(p) € T,8 para
cada p na imagem da curva c. Seja V(t) = (V oc)(t) =V (c(t)) € TS, para todo t € I.

Se p = c(to) e ¢ = ¢(t) forem dois pontos da curva, suas imagens no espago de coordenadas serdo (u(t), v(t)) e
(ulto), v(to)), respectivamente.

A derivada covariante de V ao longo da curva ¢ é definida®' como a projecao no plano tangente do vetor % De
forma totalmente similar as defini¢des (37.196)-(37.197), temos

1

DT‘g(u(to)A v(to)) o 1 V(u(), v(t) B Y (ulto), v(to)) ) (37.211)
Y2 (ulto), v(to))

V() o®) | \P(ulto), o(to))
31Por simplicidade tratamos apenas das derivadas das componentes contravariantes de V.
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De acordo com (37.201), identificando-se (u, v) com (u(t), v(t)) e (uo, vo) com (u(to), v(to)), obtemos facilmente

1 "
DY (u(to), v(to)) N L (ulto), v(to))
2 2
B (ulto), v(to)) 4= (u(to), v(to))
du Iy 1—1]2 dv Iy Tl V1 (uo, vo)
+ | = (to) + —(to)
dt 2 2 dt 2 2 2
Py T 2y T%, V*(uo, vo)

sendo que, acima, empregamos as identidades (37.204)-(37.205). Como antes, os diversos coeficientes I"J 1 sao calculados
nas coordenadas (u(to), v(to)).

Em notagao matricial isso fica (verifique!)

DV a (v du o dv o !
= = — — — 37.21
at |, at |, [dt NE+ N } . (87.212)
\% V2
Novamente, podemos expressar essas relacoes em notacao tensorial, obtendo
DV* avk dz* y
o (to) = W(to)Jr W(to)vj(tg)l“klj((u(tg), v(te))), ke{l 2}, (37.213)

onde novamente identificamos 2! = u e 22 = v. O laborioso leitor ha de perceber que essa expressio coincide com
aquela apresentada em (35.69), pdgina 1898, quando do tratamento geral da nogao de derivagio covariante. E também
elementar verificar serem também vélidas as relagoes gerais (35.67), pagina 1897.

Em notacao vetorial, temos igualmente

DV Dv! Dv?

T @ ety e

37.2.5.2 A Conexao em Superficies é uma Conexao Métrica

Tratemos de um ponto muito relevante que nao poderiamos omitir: a conexao que introduzimos em nossa defini¢ao de
transporte paralelo em uma superficie é uma conexao métrica, satisfazendo a relagio (35.108), pagina 1906, da Proposigao
35.4.

Seja t + c¢(t) uma curva en 8, definida em algum intervalo aberto adequado de R, e sejam ¢ — A(t) e t — B(t)
dois campos vetoriais suaves sobre a curva (de sorte que, para cada t, o vetor A(t) é um vetor do espaco tangente
Te()S € 0 mesmo para o campo B). Seja (u(t), v(t)) = ¢~ (c(t)) as coordenadas em U do ponto c(t) da curva e seja

G(t) = G(c(t) = G(Lp(u(t), u(t))) o tensor métrico ao longo da curva.

. 1 1 . ~
Sejam (ﬁz) e (22) as componentes contravariantes de A e B. Segundo a notacéo que empregamos, o produto

escalar entre A e B se escreve em nota¢ao matricial como

1 T 1
A(t)- B(t) = g(A, B)(t) = (’A}Qg;) G(t)(;g;)A (37.214)
Temos o seguinte resultado:

Proposigao 37.2 Com as defini¢oes acima, a derivada em relagio ao pardmetro t do produto escalar g(A, B) satisfaz

%(g(& B)) =y (g/& B) +g (A, %B> ; (37.215)
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ou seja,
d DA DB
—(A(t)-B(t)) = (—(t)) - B(t A(t) - | —(t .
G- 5w) = (5H0) 5o+ a0 (50)
Sob a luz da relagio (35.108), pdgina 1906, da Proposi¢do 35.4, isso afirma que a conexdo V aqui considerada na

superficie 8 € uma conexdo métrica, ou Riemanniana. [m}

Prova. Usando (37.214) desejamos provar que

dloy en(zo)] = [2()] so(z)+ (o) o [2z0)] . w20

Pela regra de Leibniz, vale

Ay e (o)) =[aem] cn(ze) « (0) o0 [o(20)]

(37.217)
are\" [ d B(1)
+ (%) {dtG(t) (56)) -
Usando (37.212), podemos escrever
1 1 1
d|A DA du o dv o] |4 )
7 = 2 - [EM + ENZ] e (37.218)
A? A? A?
a|B' D | B du dv B!
— = — — | =N+ —NT . 21
dat |, dt [dt Lt E 2] (37:219)
B B? B?
Além disso, pela regra da cadeia,
d du dv (37.206)—(37.207) du T dv T
—G(t) = —G —G = — |GN. NG — |GN. NoG | . 37.220
aC = GGt & it [GNT + W] + G lenT + g (37:220)
Retornando com (37.218), (37.219) e (37.220) a (37.217) obtemos, apds cancelamentos elementares (verifique!),
a [rarwN™ o] _ [2awy]” Bl RO D
&t [(A’m) 60 (5)| = |@(0)] eo(0)+(50) e0 |F(20)] -
que ¢ o que desejdvamos ver estabelecido, pois isso equivale a (37.215). |

37.2.6 A Nocao de Curvatura Geodésica. Geodésicas

Aqui retomamos parcialmente a discussao de curvas regulares da Segdo 37.1, pagina 2021, mas consideraremos curvas
regulares dentro de superficies regulares. Nossa intengao é preparar a discussao sobre a nogao de geodésica e a discussao
do Teorema de Gauss-Bonnet em sua versao mais simples.

A nogao de curva geodésica ¢ também apresentada com mais generalidade na Se¢ao 35.4, pagina 1934.

e A curvatura normal e a curvatura geodésica de uma curva sobre uma superficie

Seja y(s), s € I, uma curva regular em uma superficie regular 8, parametrizada por seu comprimemto de arco s,
sendo I algum intervalo aberto de R. Naturalmente, a curva em questdo é também uma curva no espaco ambiente R?
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e seu vetor normal, segundo (37.11), pagina 2023, ¢ dado por n(s) := ﬁy”(s)ﬁ sendo £(s) := [|y”(s)||, a curvatura no
ponto y(s) (vide (37.10)).

Supondo a curva restrita a um aberto convenientemente “pequeno” de 8, a aplicagio inversa =" (y(s)) := (u(s), v(s))
define uma curva em um aberto U C R2, o espaco das coordenadas de 8, e define uma curva, também regular, nesse
espago.

Por definigao, o vetor unitdrio tangente a curva, t(s) := y'(s), é um vetor do espago tangente Ty()8. Como
y(s) = @(u(s), v(s)), temos

t(s) == ¥'(s) = u(s)pu(uls), v(s)) +v'(s)p, (uls), v(s)) -
Disso vemos que as componentes contravariantes de t(s) em T8 sdo
(t)' = w(s) e (b)) = v(s). (37.221)
Com isso, podemos explicitar a derivada covariante

Dt D(b)' D(t)?
T s T P (37.222)

sendo que, de acordo com (37.213), suas componentes contravariantes sao

D) d®)* i o,
ds ds +E(t) r

ke{1,2}, (37.223)

ij

onde identificamos 2! = u e z?

<

. Assim, usando (37.221) no lado direito, obtemos

. o
D(t 2k drt dad
,(,3 _ B e ke, (37.224)

Como todo vetor no espago ambiente, y”(s) possui uma componente no espago tangente a superficie § no ponto y(s),
Ty(5S, e uma componente na diregio normal a superficie, definida pelo vetor unitario Gg (y(s))ﬁ o mapa de Gauss,
introduzido em (37.74), pagina 2039. O vetor unitdrio tangente & curva, t(s) := y’(s), é um vetor do espago tangente
Ty(s)S € é normal a n(s). Assim, a componente de y”(s) no espaco tangente tem de ser ortogonal a t(s) e, portanto,
deve apontar na direcdo de c(s) := Gs(y(s)) x t(s), também um vetor unitério. Assim, podemos escrever

" .
¥'(s) = Ka(5)Gs(y(s)) + ky(s)c(s) . (37.225)

Os coeficientes k,(s) e kg4(s), assim definidos por essa decomposi¢ao, sao denominados, respectivamente, curvatura

normal e curvatura geodésica da curva y em s. A curvatura geodésica ¢ também denominada curvatura tangencial.

A nogao de curvatura normal foi introduzida a pégina 2040 e diversos desenvolvimentos foram apresentados nas
paginas subsequentes. A nomenclatura “curvatura geodésica” serd esclarecida adiante. A curvatura geodésica tem uma
interpretagao relevante e também desempenha um papel nas afirmagoes do Teorema de Gauss-Bonnet.

Antes de prosseguir com algumas elaboragoes sobre a curvatura geodésica, observemos que segue trivialmente de
(37.225) que

K(s)2 = Kn(s)? + Ky(s)?, (37.226)

e também que a curvatura geodésica satisfaz

Kg(s)

(37.225)

Y'() e(s) = /() (Gs (y(s)) x £(5)) -

e A curvatura geodésica e o transporte paralelo de t

Como y”(s) = 4-t(s) e ky(s)c(s) 6 a projecdo dessa derivada no plano tangente Ty ()8, concluimos que rg(s)c(s) 6,
segundo a definigao, a derivada covariante de t(s) ao longo da curva y(s):
Dt

Ky ()els) = o (s)
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Com isso, concluimos que a curvatura geodésica de uma curva satisfaz

ot = [0

‘ , (37.227)

sendo a derivagao covariante tomada ao longo da curva y(s).
E. 37.18 Ezercicio. Usando (37.222) e (37.224) e a definicdo (37.227), mostre que

2 d*z*  da® dzb d*a' dzt dzt
) = g [ X iy o ar & pt
(s () gt ( ds? + ds ds = ds? ds ds

(37.228)

sendo g1 as componentes do tensor métrico. Essa expressdo explicita a dependéncia da curvatura geodésica com a curva, com as
componentes do tensor métrico e com os simbolos de Christoffel, apontando ainda para o fato de a curvatura geodésica ser invariante
por isometrias. -

37.2.6.1 Curvas Geodésicas em Superficies

Chegamos, assim, ao importante conceito de curva geodésica, tratado na Segdo 35.4, pagina 1934, no contexto de
geometrias Riemannianas e pseudo-Riemannianas.

Definicdo. Uma curva regular s — y(s) em uma superficie regular 8, parametrizada por seu comprimento de arco
s (medido a partir de um ponto arbitrario) é dita ser uma curva geodésica, ou simplesmente, uma geodésica, se sua
curvatura geodésica for identicamente nula. Por (37.227), vemos que uma curva é geodésica se e somente se satisfizer
%(s) = 0 para todo s, com a derivagao covariante sendo tomada ao longo da prépria curva s — y(s).

Com isso, vemos por (37.224) que uma curva s — y(s) é geodésica se e somente se satisfizer

d*z® n dx* da?
ds? ds ds = Y

=0, k=1,2. (37.229)
'

Curvas geodésicas passando por dois pontos distintos também podem ser caracterizadas como as curvas que extremi-
zam (minimizam ou maximizam) a disténcia entre esses pontos (medidas ao longo das curvas) e as equagoes (37.229) nada
mais sao que as Equagoes de Euler-Lagrange para o funcional de comprimento de curvas quando a curva ¢ parametrizada
pelo comprimento de arco. Vide a discussao detalhada geral apresentada na Segao 35.4.2, pagina 1936. As Equagoes de
Euler-Lagrange sao apresentadas no contexto da Mecéanica Classica na Segao 47.5.1, pagina 2780.

Notas. A palavra geodésica provém de Geodesia, area da Geofisica que se ocupa da determinagio das dimensdes e forma da Terra, seu campo
gravitacional e sistemas de coordenadas. Gauss realizou muitos trabalhos praticos e teéricos nessa érea, derivando desses estudos diversas
ideias que culminariam porteriormente nas Geometrias Nao Euclidianas e, em particular, na Geometria Riemanniana. Nesse contexto, Gauss
dedicou-se também ao estudo de curvas geodésicas. Segundo [524], porém, foi Liouville32 quem cunhou a expressio curva geodésica, em
1844. Seu estudo, entretanto, iniciou-se muito antes do séc. XIX, podendo ter suas origens tragadas ao menos até as contribuigdes de Johann
Bernoulli®? sobre a curva braquistécrona (vide pagina 2841) ao final do séc. XVII, e que levaram em seguida a formulagao do problema da
determinagio de curvas de menor comprimento em superficies, com contribuigdes de Leibniz?* e Daniel Bernoulli®® e, posteriormente, de
Euler?. Vide [524], Capitulo 4, para mais referéncias histéricas a respeito da nocio de curva geodésica. Vide também [511] e [459]. A nogio
de curva geodésica é de importancia central na Teoria da Relatividade Geral onde, no caso de geodésicas tipo-tempo, descreve o movimento
em “queda livre” (i.e., sob auséncia de forcas externas) de um observador idealmente pontual.

A equagao (37.229) é denominada equagdo das geodésicas. Segundo [524], ela teria sido primeiramente derivada por Euler em 1732 no
caso particular de uma superficie definida por uma relagao como F(z, y, z) = 0, para alguma fungéo F : R? — R (por exemplo, para a esfera
de raio 1 centrada na origem terfamos F(z, y, 2) = 2% + y% + 22 — 1).

Em uma curva geodésica tem-se, supondo-se y”(s) nao nulo,

L & (37.225) .
" T Galy(s)

32 Joseph Liouville (1809-1882).

33 Johann Bernoulli (1667-1748).

34Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
35Daniel Bernoulli (1700-1782).

36Leonhard Euler (1707-1783).
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(pois, segundo (37.226), |ly”(s)|| := K(s) = ka(s)), ou scja, o vetor normal a uma curva geoddsica coincide em cada
ponto com o vetor normal & superficie.

Cabe ainda aqui um comentario sobre o conceito de curvatura geodésica, k4(s). Como esta se anula em curvas
geodésicas, podemos dizer que Ky(s) “mede” o quanto uma curva falha em ser uma geodésica. A essa nogio subjaz uma
intuigao relevante sobre o significado de nocao de curvatura geodésica. Como ja comentamos, em uma curva geodésica
o vetor normal coincide em cada ponto com o vetor normal a superficie. Podemos assim entender que toda a curvatura
de uma curva geodésica em uma superficie provém da curvatura da superficie. Em outras palavras, uma curva geodésica
em uma superficie nao possui curvatura “prépria” além daquela proveniente da superficie. Assim, uma curva geodésica
em uma superficie é analoga a uma linha reta, digamos, em R?, que é uma curva geodésica e desprovida de curvatura.

Exemplo 37.5 Naturalmente, sempre podemos obter as curvas geodésicas de uma dada superficie através da resolugio das
equagdes (37.229) em coordenadas adequadas. Para muitas superficies, esse é o tinico método disponivel. Em casos felizes onde
simetrias estejam presentes, argumentos mais simples podem ser empregados. Como exemplo, determinemos as curvas geodésicas
da esfera de raio 1 centrada na origem. Nesse caso, o vetor normal Gg (y(s)) é simplesmente o versor radial 7 a cada ponto.
Portanto, n = 7. Os chamados circulos mdzimos (ou grandes circulos) de uma esfera sao definidos como as intersecgdes entre a
esfera e os planos que contém a origem. Por construgao, esses circulos méximos tém como vetor normal em cada ponto precisamente
o versor radial 7. Assim, podemos identificar as curvas geodésicas da esfera com os circulos maximos. ¢

o Comentarios sobre a equagao das geodésicas

Seja ¢t — x(t) uma curva regular em uma superficie regular 8, parametrizada por um parametro genérico t, que
satisfaca % =0, sendo t = x seu vetor tangente. Assim, em coordenadas locais,

Ak datdad

— — I, =0, k=12. 37.230
dt? dt dt Y ’ ( )
Pela Proposicao 37.2, pagina 2067, segue da condigao % =0 que %(t(t) -t(t)) = 0 e, portanto, ||t(f)| é constante.

Assim, segundo (37.3), pdgina 2022, o parametro de comprimento de arco dessa curva é da forma s = at + b, sendo
a= Ht(t)H, constante, e b sendo uma constante que depende da escolha da origem da curva. Vemos com isso que (37.230)
também descreve uma curva geodésica e podemos, sem perda de generalidade, tomé-la como a equacao das geodésicas,
mesmo que tenhamos assumido que o pardmetro usado na defini¢io original (37.229) é o comprimento de arco. Note-se,
ademais, que (37.230) ¢ invariante por transformagoes lineares dos parametros: ¢ — at + b, com a e b constantes.

Outro comentédrio que fazemos é que a teoria das equagdes diferenciais ordindrias, sob as hipdteses de suavidade
com que trabalhamos, garante-nos®” a existéncia e a unicidade de solugdes das equacdes das geodésicas (como problema
de valor inicial), a0 menos em intervalos suficientemente “pequenos” do parametro t. Esses fatos sao discutidos na
Proposigao 35.15, pagina 1940, e no seu entorno.

a4 dddadad BREEEEEEEER]

A teoria geral das curvas geodésicas para conexoes afins é introduzida na Secao 35.4, pdgina 1934, e remetemos o
leitor aqueles desenvolvimentos.

37Vide Teorema de Picard-Lindelsf, Teorema 12.2, pégina 716, ¢ também a generalizagiio expressa no Teorema 26.4, pagina 1500.
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Apéndices

37.A Demonstragao das Relagoes (37.204) e (37.205)

Fazendo uso das diversas identidades expressas em (37.137) e (37.138), pagina 2051, ¢é fécil constatar que

G -F Puu Pu Puu Po

(37.192) Fln I‘211 - 1 PuuPu Puu Pu -~ a1
T . . | EG-F? - :
D Iy Puv Pu PuvPu) \-F E Puv Pu Puv ™ Pu
Verifique! Fora isso, temos que
(37.70) QLPuu cPu P Po T Pu Puw
G, =
Puu” Po T Pu Puo 200 Po
Assim, ¢ facil verificar que
atle _va 1 G =F| [ PuPu PuvPu
u 1 = BEG_F2
“FE J\Puu e Puo Py
N 1 Gy Py = Fuy -0y Gy @y —Fo, - 0, B Iy Ty (37.192)
- EG-F? I ) B v
Ebuu @0 = Fouu-0u E@u, -0, —Fou, -0, Iy Iy

sendo que na pentltima igualdade novamente usamos as diversas identidades expressas em (37.137) e (37.138), pagina

2051. Isso estabeleceu (37.204). A prova de (37.205) é totalmente andloga e é deixada como exercicio ao diligente leitor.

E. 37.19 Egercicio. Demonstre (37.204) e (37.205) usando, porém, (35.133), pagina 1911.
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