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OLOCADA no devido contexto a nogao de distribuigao é tao natural que parece ter sido descoberta, nao inventada.

Em abstrato, uma distribui¢ao é um funcional linear continuo em um certo espago topolégico que possua uma

estrutura diferencidvel, mas por trds dessa abstragao encontram-se ideias muito simples, origindrias do desejo

(ou necessidade) de estender a nogao de fun¢do, ou melhor, a nogao intuitiva de densidade, de modo a incluir, por

exemplo, densidades concentradas em pontos (e outros conjuntos de medida nula), permitindo ainda o emprego de pelo
menos parte da estrutura do cdlculo diferencial.

A nocdo de distribuigdo, foi introduzida em 1935 por Sobolev! sob o nome de “funcdo generalizada” e foi estudada
sistematicamente por Schwartz? a partir de 1948. Essa nogao desempenha um papel central em toda discussio moderna
sobre a teoria das equagoes diferenciais (lineares, ao menos). As ideias fisicas e matemdticas subjacentes & teoria das
distribuigdes originam-se dos trabalhos de Green®, Heaviside?, Dirac®, Weil® e possivelmente muitos outros.

Como a teoria das distribuigbes é intimamente ligada a teoria das transformadas de Fourier, dedicamos a Segao 38.2,
pagina 2011, ao seu estudo. Na Segao 38.3, pagina 2047, introduziremos a nogao de distribui¢ao em R™ apés alguma
preparagao breve. Em seguida trataremos de alguns exemplos. Apds isso, discutiremos a nogao de derivada de uma
distribuigdes para entao discutirmos equagoes diferenciais distribucionais. Isso nos remetera ao método da fungao de
Green.

Para uma introdugao pedagdgica e rica em exemplos & Teoria das Distribuigdes, vide [71]. Para um tratamento de
nivel intermedidrio, vide [395]. Uma introdugao acessivel (direcionada a aplicagdes na Teoria Quantica de Campos) pode
ser encontrada nos primeiros capitulos de [470]. Para um texto cldssico, vide [432]. Para textos mais avangados, vide
[175] ou o enciclopédico [233].

Omitiremos na presente versao o tratamento da noc¢ao de produto de distribuigées, de conjuntos de frente de onda e
outros itens préprios a uma discussdo mais avangada. Também com o intuito de manter a discussao tao simples quanto
possivel, omitiremos quase toda a discussao topolédgica sobre a natureza das distribui¢oes no contexto da teoria dos
espagos localmente convexos. Para isso remetemos o estudante interessado aos textos supracitados.

38.1 Funcgoes de Schwartz e Fungoes de Teste

o Funcoes infinitamente diferencidveis em R"

Diz-se que uma funcio” f : R" — C, é infinitamente diferencidvel em um dominio aberto @ C R™ se for continua

em ) e se todas suas as suas derivadas parciais de ordem finita existirem e forem continuas em €2, ou seja, se existirem
. - ol
e forem continuas para todo (z1, ..., x,) €  as fungdes ﬁ(m, ..., &p) para todos aq, ..., an € Np, sendo
s

laf =1+ + an.

O estudante deve ser alertado a nao confundir a nogao de diferenciabilidade infinita com a de analiticidade. Por
exemplo, a fungao f: R — R definida por

0, sex =0,
f(z) =

i/e2
e/ sex#0,

¢ infinitamente diferencidvel, enquanto funcao da varidvel real 2, mas néo é analitica em z = 0. A funcio de uma varidvel
. B -4 . . . . £
complexa z = x + iy definida por g(z) = e~ =% possui uma singularidade essencial em 2 = 0. Paraz =z € R, 2 #0, g é

4
idéntica a f, mas para z =iy, y € R, y # 0, tem-se g(iy) = e 7 que diverge para y — 0.

O conjunto de todas as fungdes infinitamente diferencidveis em (2 é frequentemente denotado por C*°(£2). E elementar
constatar que C*°(Q) é um espago vetorial: combinagoes lineares finitas de fungées infinitamente diferencidveis produzem

1Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989).

2Laurent-Moise Schwartz (1915-2002).

3George Green (1793-1841).

4Oliver Heaviside (1850-1925).

5Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).

6 André Weil (1906-1998).

"Em toda a presente secio trataremos, salvo mengio explicita, de fungdes que assumem valores complexos, mas o tratamento de fungoes
que assumem valores reais é idéntico, com resultados idénticos.
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novamente funcoes infinitamente diferenciaveis.

e O espago de Schwartz em R

O conjunto C*°(R) das fungdes infinitamente diferencidveis definidas em R e assumindo valores em C possui um
subconjunto que merece particular atencdo. Trata-se do conjunto das fun¢des de C*°(R) que, assim como suas derivadas,
decaem a zero no infinito mais rapido do que qualquer polindmio, ou seja, é o conjunto das fungoes f : R — C tais que

‘L_l‘n;lmpmf@ (@ =0 (38.1)

para todo polindomio p e todo g € INg. E facil ver que essa condigao equivale a condigao
lim (14 |z)™ |f(")(z)‘ -0 (38.2)
oo

|-

para todo m € Ny e todo ¢ € INy.

E um exercicio elementar provar que o conjunto das fungées com a propriedade (38.1) é um espago vetorial, ou seja,
se f e g satisfazem (38.1) para todo polinémio p e todo ¢ € Ny, entdo para todos os nimeros complexos a e b a fun¢io
af + bg também satisfaz (38.1) para todo polinémio p e todo ¢ € INg. Esse espago vetorial é denominado espago de
Schwartz em R e é denotado por .7 (R).

Fungdes como e, sen(.’lz)e’hs, (1- .1c5)e°°5(1)2”4 sao elementos de (R) (verifique!).

® ok kokk Kk ok

E. 38.1 Ezercicio. Para a > 0, fixo, considere a fungdo

ha(z) :=%, zeR.
(cosh (a:))
Mostre que hq é uma fungdo de Schwartz em R: h, € . (R), a > 0. o+

22 DA\ e . » . Lo
E. 38.2 Ezercicio. A fungdo f(z) =e " cos (e* ) é infinitamente diferencidvel e decai a zero mais rapido que qualquer polindmio

(ou seja, satisfaz lim ;|0 p() f(2) = 0 para qualquer polinémio p), mas ja a sua primeira derivada, f’, ndo satisfaz essa condicdo, ou
seja, ndo decai a zero mais rapido que qualquer polinémio quando  — +o0. Justifique essa afirmacdo. Isso implica que essa f ndo é
uma fung¢do de Schwartz. *

E. 38.3 Ezercicio. Seja f : R — R a fungdo definida por

1, paraz =0,
f(@) = .
1—e /%" paraz#0.

Mostre que f € infinitamente diferencidvel, decai a zero quando z — %00, mas ndo o faz mais répido que qualquer polindmio e, portanto
ndo é uma fungdo de Schwartz em R. *

E. 38.4 Ezercicio. As fungdes f, g : R — R definidas por

1—e ", paraz =0, —e ", paraz =0,

f@) =

e~ —e ", parax #0, e —e ", parax#0,

sdo fungdes de Schwartz em R? *
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e Convergéncia no espago . (R)

Devido & propriedade (38.2), vale para toda funciao f € .(R) que as quantidades definidas para cada m e ¢ € INg
por

1l q = sup {1+ o)™

sdo finitas e anulam-se todas se e somente se f for identicamente igual a zero. Para cada m, ¢ a expressio (38.3) define
uma seminorma em ¥ (R) (a nogao de seminorma é definida a pagina 267).

f9@)|, veRr} (38.3)

Esse fato permite introduzir uma nogao de convergéncia no espago .#(R). Dizemos que uma sequéncia de fungdes
fr € Z(R), k € N, converge a uma funcao f € . (R) se klim [ f& = fllm, ¢ = 0 para todos m e ¢ € INy. Essas ideias de
i—so0
convergéncia podem ser aprofundadas por meio da introdugao de nogoes topoldgicas apropriadas (introduzindo as nogoes
de espago localmente convexo e de espaco de Fréchet®), mas aqui iremos nos limitar a uma discussio elementar. Vide

referéncias citadas no inicio do presente capitulo.

Logo abaixo vamos indicar como o espago . (R) generaliza-se em mais dimensoes. Para tal faremos uso da notagao
de multi-indices, introduzida & pagina 943, e que aqui recordamos.

e Notagao de multi-indices

Devido & frequente ocorréncia de derivadas parciais mistas na teoria das distribuigoes é conveniente introduzir algumas

notagdes simplificadoras. Um n-multi-indice, ou simplesmente multi-indice, é uma n-upla a = (v, ..., a,) onde cada
a; é um nimero natural maijor ou igual a zero. A colegao de todos os n-multi-indices ¢, portanto, INj. A ordem de
um multi-indice o, denotada por |a|, é definida por |a| := a1 + -+ + @,. O multi-indice (0, ..., 0) é denominado
multi-indice nulo e denotado por 0. Dados dois n-multi-indices o = (a1, ..., ap) e 8= (B, ..., Bn) denotamos por
a+ f o n-multi-indice (a1 + B1, ..., &y + ).

Seja u um a fungdo de n varidveis 1, ..., @,. Dado um multi-indice & € N, denotamos por D®u ou por 0%u a

derivada parcial mista de v univocamente definida por

dlly
D% = 0% = ———F— ,
Ozt - Qg
sendo que, se 0 = (0, ..., 0) for o multi-indice nulo, define-se D%u := u. Note-se também que D*DPu = D*+Fy.

Dado um operador diferencial D* o valor de |a| é dito ser o grau de D*.

Neste texto denotaremos por M, o conjunto de todos os n-multi-indices de ordem menor ou igual a m € INy:
My, = {(oq, s, an) ENGL0< ol < m} = {(m7 e an) ENG,0< g+t ay, < HL} (38.4)
e denotaremos por N} o conjunto de todos os n-multi-indices de ordem igual a m € INy:

N" = {(m‘ ..., an) € NI, \a\:m} = {(011, ., an) €D, a1+---+an:m}. (38.5)

E de se notar a validade da relagao
D°DP = Dotf = DPpe |

onde, se v = (a1, ..., ap) e B=(B1, ..., Bn), denotamos a + B := (a1 + 1, ..., an + Bn) =B+ a.
Para um n-multi-indice @ = (a1, ..., ay) definimos o simbolo a! como sendo o produto
al = ay! -,
Para z € C" (ou R") da forma z = (21, ..., 2z,) ¢ um n-multi-indice & = (a1, ..., ay) definimos o sfmbolo z* como
sendo o produto
2% = 20 2y

Hé uma relagao de ordem parcial entre n-multi-indices. Se a e § sao n-multi indices, escrevemos a < 8 caso a; < 3;
para todo j € {1, ..., n} e, analogamente, escrevemos a < 8 caso a; < ; para todo j € {1, ..., n}. Dados dois

8Maurice René Fréchet (1878-1973).
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n-multi indices o e § definimos min{«, 8} como sendo o n-multi-indice cuja j-ésima componente é o minimo entre a
j-ésima de « e a de §:

min{a, 8} := (min{al, B}, ..., min{ay,, /3,1}) .
O n-multi indice max{c, 8} é definido analogamente.

A notagao de multi-indices permite expressar a regra de Leibniz, para derivadas parciais multiplas de produtos de
duas fungoes, de uma forma econémica. Se v é um n-multi-indice e f e g sdo duas fungdes de n varidveis que sejam ao
menos || vezes diferencidveis, entao vale

DU(fg) = Y e DD (3.6)

oEat, Ay =)

onde v e a, acima, sdo n-multi indices. Essa relagao pode ser facilmente demonstrada por indugao. Faga-o!

e O espago de Schwartz em R"

O conjunto C*°(R™) das fungoes infinitamente diferenciaveis definidas em R™ e assumindo valores em C possui um
subconjunto que merece particular atengao. Trata-se do conjunto das fungdes de C>°(R™) que, assim como suas derivadas,
decaem a zero no infinito mais rapido do que qualquer polinémio, ou seja, é o conjunto das fungdes f : R™ — C tais que

lim p(z)D°f(z) = 0. (38.7)
[lz[|—o0
para todo polinémio p(z) = p(z1, ..., xn) e todo multi-indice 4. Acima ||z]| = /2% + --- + 22 é a norma de z € R™.
facil ver que essa condig¢ao equivale a condigao
lim (14 ||lz)™|D?f(z)| = 0 (38.8)
[lz]|—o0
para todo m € INy e todo multi-indice 5.

E um exercicio elementar provar que o conjunto das fungdes com a propriedade (38.7) é um espago vetorial, ou seja,
se f e g satisfazem (38.7) para todo polinémio p e todo multi-indice 3, entdao para todos os niimeros complexos a e b a
funcao af + bg também satisfaz (38.1) para todo polinémio p e todo multi-indice 3. Esse espago vetorial é denominado
espago de Schwartz em R™ e é denotado por &/ (R"™).

e Convergéncia no espago . (R")

Devido & propriedade (38.7), vale para toda funciao f € .(R™) que as quantidades definidas para cada m € Ny e
cada multi-indice 3 por

. . B
1l = sup {1+ o))" | D" ()] , = € R" | (38.9)
sao finitas e anulam-se todas se e somente se f for identicamente igual a zero.
Esse fato permite introduzir uma nogao de convergéncia no espago .%(R™). Dizemos que uma sequéncia de funges
fr € Z(R"), k € N, converge a uma funcio f € . (R") se klim [[fx = fllm, 5 = 0 para todos m € Ny e multi-indice 3.
— 00
Como no caso do espago .’ (R), comentamos que essa nogao de convergéncia nos espagos .7 (R") estd ligada a nogoes
topoldgicas mais profundas, mas aqui iremos nos limitar a uma discussao elementar.

e Uma desigualdade tutil

Devido & definicio (38.9) vale, para cada g € Ny, e cada multi-indice 3, a desigualdade (1 + ||z||)?|D? f(x)| < [1fllq, 8
para todo z € R", o que implica

B £/ Hf q. B
[DPf(x)| < Qe (38.10)

para cada x € R™. Usaremos a desigualdade (38.10) de diversas formas no que segue.

e Fungoes infinitamente diferencidveis de suporte compacto

Define-se o suporte de uma funcao f : R™ — R ou f : R™ — C, denotado por supp f, como sendo o fecho do conjunto
de todos os pontos onde f nao se anula:

suppf = W
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(a barra horizontal denota o fecho do conjunto).

Fungbes que sejam infinitamente diferencidveis e tenham suporte compacto sao importantes na Teoria das Distri-
buigoes. Um exemplo de uma funciao desse tipo é a fungao

0, sex<aousex>b,
fler = SN sea<x<b
exp @ @ovr) sea<x s

onde —00 < a < b < oo. O suporte dessa fungao ¢ [a, b], um conjunto compacto, e a mesma é infinitamente diferencidvel
(verifique!). Para um gréifico esquemadtico dessa fungao, vide o lado esquerdo da Figura 38.1, pagina 2001. Outro exemplo
¢é a funcao

(38.11)

0, sex < —fBousex>f,

gla) = b se —aswsa, (38.12)

exb (~grty) [1- o0 (“ )|

T sca<zr<fouse —f<z<-—a,
P (’(a?—_zm’)

para 0 < a < 8 < oo. Observe que o suporte dessa fungio ¢ o intervalo [—8, ], que a fun¢do g ¢é igual a 1 no intervalo
[~a, @] (um subconjunto préprio de [—f3, 3]). Para um grafico esquemdtico dessa fungio, vide o lado direito da Figura
38.1, pagina 2001.

Figura 38.1: A esquerda, gréfico esquemdtico da funcio f definida em (38.11). A direita, grifico esquematico da fungio
g definida em (38.12).

E. 38.5 Ezercicio. Prove que a fungio g definida em (38.12) satisfaz 0 < g < 1 em toda a reta R. Sugestio: mostre que a funcdo
h(z) = (zz - ;3'2)72 é crescente para 0 < z < 3, o que implica (a2 - /32)72 < (.’t2 - [32)72 para a <z < f3. *

E. 38.6 Ezercicio. Prove que as funcdes f e g de (38.11) e (38.12), acima, s3o infinitamente diferencidveis. Sugestdo: no caso

da fungdo f mostre que as derivadas de fungdes como exp 7?3“)2 sdo sempre da forma exp (77(171@2) vezes um polindmio em
1 PPN . 1 . . .

- Esse polinémio diverge quando  — a mas o fator exponencial exp (—m— vai a zero mais rapidamente. Para g tem-se algo

andlogo. *

O conjunto de todas as fungoes infinitamente diferencidveis de suporte compacto definidas em R™ ¢ frequentemente
denotado por C§°(R™).

E facil constatar que o conjunto de todas fungdes infinitamente diferencidveis em R™ de suporte compacto forma
um espago vetorial: combinacgoes lineares finitas de fungoes infinitamente diferencidveis de suporte compacto produzem
novamente fungdes infinitamente diferencidveis de suporte compacto. Esse espago vetorial é frequentemente denotado
por Cg°(R™) ou por Z(R"). Os elementos de Z(R™), ou seja, as funcoes infinitamente diferencidveis em R™ de suporte
compacto, sao frequentemente denominadas funcées de teste®.

9Infelizmente, alguns autores também denominam fungdes de teste as fungdes de .7 (R™).
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E bastante claro pela definicdo que 2(R") C . (R™).

Como veremos na Secao 38.2, pagina 2011, transformadas de Fourier de fungoes do espaco de Schwartz .(R™) sdo
novamente fungoes do espago de Schwartz . (R™), fato esse de importancia em certos desenvolvimentos. Transformadas
de Fourier de fungoes de fungdes de Z2(R™) nao sio, em geral, elementos de Z(R"™).

e Convergéncia no espago Z(R")

E também possivel introduzir uma nogao de convergéncia em Z(R"). Dizemos que uma sequéncia ¢, k € IN, de
fungoes de Z(R™) converge a uma funcao ¢ de Z(R™) se as seguintes condigoes forem satisfeitas: 1. existe um conjunto
compacto K C R" tal que para todo k € IN grande o suficiente o suporte da diferenca ) — ¢ estd contido dentro de K;
2. para todo multi-indice 3 a diferenga D?p — D¢ converge uniformemente & funcio nula em K, o que equivale a dizer
que lim sup{ }D‘a(gak - 99)(1)| , T € K} =0.

k—oo

Por exemplo, a sequéncia de fungdes de Z2(R) dada por

! ! ara z € (—1, 1)
P~z ) paraw , 1),

1pr(x) =
0, paraz & (-1, 1),

k € IN, converge a funcao nula no sentido de convergéncia do espaco Z(R), definido acima, mas a sequéncia de fungoes
de 2(R) dada por

e exp (—m) , paraz € (—k, k),
20k(x) = (38.13)
0, para x & (—k, k),

k € IN, ndo converge a func¢ao nula no sentido de convergéncia do espago Z2(R), definido acima (pois a condigao 1 é
violada).

O estudante deve observar, porém, que tanto a sequéncia ;) quanto a sequéncia sy convergem a funcao nula no
sentido de convergéncia definido no espaco de Schwartz . (R). Vide Exercicio E. 38.7. Esses exemplos mostram que as
nogoes de convergéncia no sentido do espago .#(R) e no sentido do espago Z(R) sio diferentes!

E. 38.7 Ezercicio. Usando (38.3), mostre que klim [liokllm, ¢ =0e klim [l20k[m, ¢ = O para todos m, g € INy. Isso diz-nos que
>oo roo

tanto a sequéncia 1¢) quanto a sequéncia 2¢) convergem a fungdo nula no sentido da convergéncia em . (R). *

E. 38.8 Exercicio. Mostre que a sequéncia de fungdes de Z(R) definidas por 3¢k (z) := ¢(z — k), k € IN, onde

1
exp (—m) , paraz € (-1, 1),

0, paraz & (-1, 1),

ndo converge a fungdo nula no sentido de convergéncia do espaco Z(IR) e ndo converge a fun¢do nula no sentido de convergéncia do
espaco .7 (R). £

Como no caso do espago .7 (R"), comentamos que a nogao de convergéncia nos espagos Z(RR™) estd associada a nogoes
topolégicas mais profundas, mas aqui iremos nos limitar a uma discussao elementar. Vide referéncias citadas no inicio
da presente se¢ao.

Importante nessa discussao é a seguinte afirmagao:
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Proposicao 38.1 Se ¢ ¢ uma sequéncia de elementos de 2(R™) que converge a uma fungio ¢ € Z(R™) no sentido de
convergéncia de 2(R™), entdo o também converge a ¢ no sentido de convergéncia de ./ (R™). [m}

O exemplo da sequéncia 2y, de (38.13), acima, mostra que a reciproca da afirmagao dessa proposi¢ao nao é verdadeira,
pois 2¢, converge a fungao nula segundo .#(R) mas nao segundo Z(R) (vide Exercicio E. 38.7).
Prova da Proposi¢do 38.1. Considere-se uma sequéncia ¢y, de elementos de Z(R™) que converge a uma fungao ¢ € Z(R™)
no sentido de convergéncia de 2(R"™). Entao, existe um compacto K C R™ tal que ¢, — ¢ tem suporte contido em K
para todo k grande o suficiente. Para tais k’s e para valera

ler = elim, 1= sup {(1+ 2} [D (1 — @)(@)] , w € R*} = sup {(1+ [lal))™ |D (0 — ¢)(@)| , = € K}
= sup {(1+ 2™, @ € K fsup { |[D(px — 9)(@)] , w € K},

sendo m € Ny e 8 um multi-indice, ambos arbitrdrios. O fator sup {(1 + |lz[)™, z € K} ¢ finito (pois K é compacto) e

¢ independente do {ndice k. J4 o fator Sup{ ‘Dﬁ(wk - 99)(1:)| , T € K} converge a zero para k — 0o pois, por hipétese,

DP ¢y, converge uniformemente a D?¢. Isso provou que klim llox — @llm, g = 0 para todo m € Ny e todo multi-indice S3,
—>00

estabelecendo que ¢y também converge a ¢ no sentido de convergéncia de . (R"). |

e Uma proposigao util

A proposigao a seguir serd usada no que segue, por exemplo na discussio sobre a transformada de Fourier no espago
de Schwartz.

Proposigao 38.2 Se f € .Z(R"™) satisfaz f(a) = 0 para algum a = (a1, ..., a,) € R", entdo f pode ser escrita na
forma f(x) = Z(Lk —ag) fr(z), onde as fungoes fi sao também elementos de .7 (R™). [m]
k=1

Prova. Pelo Corolério 37.2, pagina 1950, sabemos que podemos escrever

n

flx) = Z(Ik — ar)hi(z)

k=1

onde as fungodes hy, sao infinitamente diferenciaveis. Isso nao implica, todavia, que sejam fungoes de Schwartz. Sabemos,

~ . T — ag ~ . . . io .
por outro lado, que as fungdes g, definidas por gi(z) := f (T>(7H2) sdo infinitamente diferencidveis exceto em = = a,

|z —a
e decaem, assim como suas derivadas, mais rapido que qualquer polinémio em z, pois f o faz. Fora isso, vale

n

. > (o —ar)?
D@ —age(@) = fl@) E——m— = f(2).

— 2
o=l

Seja agora uma fungao infinitamente diferencidvel e de suporte compacto x escolhida de modo que x(z) = 1 para
todo 2 em uma vizinhanga de a. Um exemplo seria a fungio x(z) = g (||lz — a||?), onde g é a funcdo definida em (38.12).
Defina-se para cada k

fu(@) = (1= x(@))gn(@) + x(@)hn(z) -
Como comentamos acima, g s6 nao é diferencidvel em z = a, mas 1 — y anula-se em uma vizinhanga de a. No
suporte de 1 — x as fungdes gy decaem, assim como suas derivadas, mais rdpido que qualquer polinémio em z. Assim, o
produto (1 — x)gi é uma fungao de Schwartz. J& hy. é infinitamente diferencidvel e o produto x(z)hi(z) ¢ infinitamente
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diferencidvel e de suporte compacto sendo, portanto, uma funcao de Schwartz. Isso provou que as fungoes fj sao de
Schwartz. Note-se agora que

n

S (o — ) (o) = (@) ok — ahela) + (- (@) > — a0)gr(e) = X))+ (1 x@)f @) = @),

k=1 k=1 k=1

completando a prova. |

e Operadores diferenciais lineares em 2(R")

Sejam aj, ..., ay fungdes infinitamente diferenciéveiq em R™ e sejam ', ..., oV multi-indices distintos, que

escrevemos em termos de suas componentes como of = (af, ..., ak) € NI para cada k=1, ..., N. A expressio que
a cada ¢ € Z(R™) associa uma fungio Ly € 2(R") dada por

N N alak
ok al"ly
= Y a@) (D7) @) = D an@) ———r (@),
k=1 k=1 Oxy' - Owy™
define um operador diferencial linear em 2(R™). Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £ por

N N a‘ak‘
Zak () Do Zak(z‘) —

o o
yrd =1 Oxy' - Oxn”

Podemos definir, o chamado operador diferencial linear dual de £, denotado por LT como sendo o operador diferencial
linear que a cada ¢ € Z(R"™) associa uma fungio £7¢ € Z2(R") dada por

N N L latlg
(£T) @) = 3 (11 (0 (a)) @) = 3 (-1

3 - (38.14)
k=1 k=1 ERRR o

E importante notar que, com as definigbes acima, vale para todas as fungoes ¢, ¢ € Z(R™) a seguinte relagao:

v = / (£70) (@) () d"x . (38.15)
(Verifique! Sugestdo: integracio por partes). A validade dessa relagio é a razdo de ser da defini¢io do operador dual £7.
Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £T por

N by ok N w01 (ag * )
L5 =3 ()ID ag + ) (@) = D (-

- = (), (38.16)
k=1 k=1 39:1‘ . aLn

onde o sfmbolo “+” indica a posi¢io ocupada pela fungio de 2(R™) sobre a qual LT atua.

Operadores diferenciais lineares podem ser definidos em .#(R™) sob condigdes mais restritivas. Para descrevé-los
precisamos introduzir a nog¢ao de fungao de crescimento polinomialmente limitado.

E. 38.9 Ezercicio. Prove, usando a definicdo (38.14) ou usando (38.15), que (LT)T =L. E

e Fungoes de crescimento polinomialmente limitado

Uma breve defini¢do: uma funcao g : R" — C ¢é dita ser uma fungdo de crescimento polinomialmente limitado se
existirem uma constante C' > 0 e um inteiro nao negativo m tais que, para todo z € R", vale

lg(@)] < CA+[lz])™ . (38.17)

Fagamos a observagao que se g é uma fungao infinitamente diferencidvel e de crescimento polinomialmente limitado,
entao suas derivadas nao sao necessariamente de crescimento polinomialmente limitado. Um exemplo a se ter em mente
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¢ a fungdo de uma varidvel real g(z) := sen (e‘z), que ¢ de crescimento polinomialmente limitado (pois |g(z)| < 1 para

. . 2 2 ~ . . . . . . .
todo # € R), mas sua derivada ¢ ¢'(z) := 2ze” cos (e“ ) que nao é de crescimento polinomialmente limitado (devido ao

fator 6'72).
e O espago Oy

Denotaremos por O (R™) a colegao de todas as fungdes infinitamente diferencidveis que, junto com todas as suas
derivadas, sejam de crescimento polinomialmente limitado:

Om(R™) = {g € C*(R™)| para todo n-multi-indice a existem C, > 0 e my € Ny
tais que para cada x € R" vale |[D%g(z)] < Co(1+ ||x\|)m} .

E um exercicio simples provar que se g € O5r(R") e f € .(R") entdo o produto gf é também uma funco de .5 (R"),
o mesmo valendo para produtos como (D%g)(D*f), para quaisquer n-multi-indices o e 3. Essa observagio conduz a
nogao de operador diferencial linear em .#(R"), da qual trataremos logo adiante.

e Operadores diferenciais lineares em .7 (R")

Sejam aq, ..., ay elementos de Op(R") e sejam «vq, ..., an n-multi-indices distintos que escrevemos em termos de
suas componentes como o = (a¥, ..., ak) € N§ para cada k =1, ..., N. A expressdo que a cada f € .(R") associa
uma funcao £f € . (R") dada por

M=

\a*\
(Lf)(@) = > ax(x) D Zak(r : _oF — (),

ooak
- Oxn

e
Il

define um operador diferencial linear em . (R™). Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £ por

Hlokl
k(2) D Z ax(z)

L= -
- T
=1 dxyt - Qap”

D@ﬁz

Com aq, ..., ay elementos de Op(R™) podemos definir também o chamado operador diferencial dual de £, denotado
por £T como sendo o operador diferencial que a cada f € . (R™) associa uma fungao LT f € .#(R") dada por

(L") = EN:H)MDQ o~ (1t (arf)
z) = (arf)(z Z — (). (38.18)
k=1 k=1 dxyt - Oxp”

E importante notar que, com as definicdes acima, vale para todas as funcdes ¢, ¢ € .%(R™) a seguinte relacio:
/ o(z) (L) (x) d"z = / (£T¢)(z) ¥(z) d"x . (38.19)
Rn Rn

(Verifique! Sugestdo: integracdo por partes). A validade dessa relagio ¢ a razao de ser da defini¢ao do operador dual £7.
Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £T por

N w01 (ay * )
E DD (g x ) (@) = 3 (1)l ‘ﬁ(ﬂf)
k=1 k=1 Qxyt - - Oxp”

onde o sfmbolo “+” indica a posi¢io ocupada pela fungio de .7 (R") sobre a qual £T atua.

E. 38.10 Erercicio. Prove, usando a definicio (38.18) ou usando (38.19), que (£7)" = £. *
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e Duas estruturas algébricas em .(R"). O produto pontual e o produto de convolugao

Se f e g sao dois elementos do espago . (R™) seu produto usual (f - g)(z) = f(z)g(x), também denominado produto
pontual, é igualmente um elemento do espago .(R™). Para ver isso, sejam dois n-multi-indices o e 3. Pela regra de
Leibniz (38.6), pagina 2000,

Bl

D(fg)(w)| < 1 [ D7 (D@D () @)
o1 paenpy, 102
B1+B2=5
(38.10) || B!
< armreaseE o g e lgl s
W aln 0+ el ,, 22, BBl
B1+B82=F8

Escolhendo ¢; e g grandes o suficiente (q1 + g2 > |a), segue que sup m"Dﬁ(fg)(x)‘ < 00, para todos « e 3, estabele-
zeR™

cendo, como se desejava, que f-g € ./ (R"). Isso demonstra também que o espago de Schwartz .#(R™) é uma &lgebra
com o produto pontual de fungoes. Trata-se de uma dlgebra Abeliana e associativa (para as defini¢oes, vide Segdo 2.1.6.3,
pagina 133).

Existe uma segunda maneira de fazer de .(R™) uma algebra Abeliana e associativa, a saber, por meio do chamado
produto de convolugao. Se f e g sdo dois elementos do espago . (R") define-se seu produto de convolugio, denotado por
[ * g, pela expressao

. 1
xg)(z) = ———
(F9)@) = oy [

O estudante deve ser advertido do fato que alguns autores (notadamente na Teoria das Probabilidades, vide comentario

a pagina 2010) definem o produto de convolugao sem o fator W na expressao acima. Cuidado é, portanto, necessario

flz—y)gly)d™y . (38.20)

ao se comparar expressoes de textos diferentes.

Provemos primeiramente que o lado direito de (38.20) existe e define um elemento de .(R™). De (38.10) (com 8 = 0)
tem-se que

[ Je-vales < Wlolgleo [ C
R R

» (U [l —yl)e (1 +[lyl)e

S / 1 o / 1 g
: Ol O\ fe W Tl =yl Y\ S T Tl

1 ' 1
- ————d™, / —d™y,
1 £llar0llglla [)\//'va (1 ylh2e J\/ re (14 |Jyll)2e2 Yy

< 0,

d"y

escolhendo ¢; e g» grandes o suficiente. Isso prova que a integral do lado direito de (38.20) converge absolutamente.
Notemos agora que para dois n-multi-indices a e §

D (0@l < G [ (Pl =) ¢

(38.10) ||f“2q,@H£lH2q,o/ 29| "
R (

- (2m)m/2 L+ [lz = ylDe(t + [ly])*
< M| £ll24, 81l9l124,0 |1
B (2m)n/2 1+ [zl ”

onde, na tltima passagem, usamos a desigualdade

1 M
d"y < s 38.21
o TR Y < T 8.21)
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valida para todo g grande o suficiente (a saber, ¢ > n), onde M > 0 ¢ uma constante. A demonstragao de (38.21) encontra-
se no Apéndice 38.A, pagina 2101. Concluimos que, tomando ¢ grande o suficiente (¢ > |a|) que sup |z*D?(f * g)(z)| <
z€R™

oo para todo « e 8, o que demonstra que f g € .Z(R™).

E. 38.11 Ezercicio. Alternativamente, prove as afirmacdes feitas acima com o uso da desigualdade (3.2), pagina 275. £

Essas consideragées provaram que .’ (R™) é uma dlgebra com o produto de convolugao. Para provarmos que a dlgebra
é Abeliana, ou seja, que f * g = g * f para todos f, g € .%(R"), notamos que

1
(2m)n/2

(F+0)6) = s [ 1= atay = [ twsta=ndy = @ n)@.

Para provarmos que a dlgebra ¢ associativa, ou seja, que (f * g) * h = f * (g * h) para todos f, g, h € ./ (R"), notamos
que

(0:h)@ = G [ G raE-n Y
— o L ([ ey wg )
v s (L e st - nare) nary
= o [0 ([ s mmay) e

B W /IR" flz —w)(g * h)(w)d"w

= (rrem)@.

A inversao da ordem das integracoes na passagem da terceira para a quarta linha, acima, ¢ justificada pelo répido
decaimento do integrando.

Vemos, entdo, que o espago de Schwartz .#(R™) é uma dlgebra Abeliana e associativa para o produto pontual e
para o produto de convolugao. Denotamos essas duas dlgebras por (& (R™), -) e (./(R"), *), respectivamente. Como
veremos adiante (Proposicao 38.10, pagina 2026), essas duas dlgebras sdo isomorfas, com isomorfismos sendo dado pela
transformada de Fourier ou sua inversa.

Os seguintes fatos serao usados no que seguira.
Proposicao 38.3 Seja R : . (R") — . (R") definida por (Rf)(z) = f(—=z) para toda f € #(R"™). Entio, R*> =1, onde

1 ¢ o operador identidade agindo em ./ (R™), ou seja, 1f = f para toda f € /(R™). Além disso, R(a*b) = (Ra) * (Rb)
e R(a-b) = (Ra) - (Rb) para duas func¢oes de Schwartz a e b quaisquer. m]

Prova. Exercicio! |

O espago das fungoes de Schwartz .’ (R™) e o espago das fungoes de teste Z(R™) sdo de fundamental importancia para
o tratamento de dois objetos de grande interesse, particularmente para o estudo de equagoes diferenciais: as transformadas
de Fourier e as distribuigoes.
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38.1.1 Funcgoes Gaussianas

Uma fun¢ao g : R — € que seja da forma g(z) = 'ye’"(“"’ﬁ)Q, z € R, coma>0er, §€C, éditaser uma fungio
Gaussiana'® (em uma varigvel). Fungdes Gaussianas sdo, naturalmente, fungdes de Schwartz. Elas desempenham um
papel especial na Teoria de Probabilidades (distribuigoes normais. Vide (38.27), pdgina 2010), na Mecanica Quantica
(o problema do oscilador harmoénico, estados coerentes) e na Mecanica Estatistica. Suas propriedades sao também de
interesse na teoria das transformadas de Fourier e na Teoria das Distribuigdes, como veremos. As transformadas de
Fourier de fungdes Gaussianas serdo estudadas na Segéo 38.2.1.2, pagina 2020.

E. 38.12 Ezer 7{1(1—5)24»9:5'

Gaussiana. Sugesta

Mostre que uma fun¢do da forma ~e z€R, coma>0ex, 3, € C, também é uma fungio
completar quadrados. "

e A integral Gaussiana

Mencionemos aqui um resultado importante, e muito bem conhecido, sobre integrais de fungées Gaussianas. Para

a>0efeR, vale
/ eov=A gy = JT (38.22)
e a

A integral do lado direito é frequentemente denominada integral Gaussiana.

Uma demonstragio elementar de (38.22) ¢ a seguinte. Observemos primeiramente que, para 8 real, o lado esquerdo
de (38.22) independe de 3, o que facilmente se vé pela mudanga de varidveis y — y+ 8. Seja agora I(a) := ffcm e’“”zdyA
Entao,

oo . oo ) o . 0 p2m .
I(a)? = (/ e’ dz) (/ e’ dy) = ” e~ @ +v?) drdy = / / e~ rdrdy
—c0 —c0 ; o Jo

R2
oo ) R oo -
Car u=r -
= 27r/ e rdr = w e Mdu = —,
Jo Jo a

de onde concluimos que I(a) = \/? como desejavamos. Na terceira igualdade, acima, passamos a integragio em R? de
coordenadas Cartesianas a coordenadas polares, com r = \/22 + y2 e ¢ = arctan(y/z).

Uma interessante demonstracao distinta da relagao (38.22), que nao usa o truque de transformar para coordenadas
polares a integracdo em R?, pode ser encontrada em [455].

O resultado (38.22) pode ser estendido ao plano complexo: para a € € com Re (a) > 0 e para € C, vale também

/ e =B? gy — \/E (38.23)
o a

onde y/a é o ramo principal da fungao raiz quadrada na regidao a € C com Re (a) > 0, ou seja, escrevendo a na forma
polar como a = pei?, com p>0e ¢ € (—7/2, 7/2), tem-se /a := \/ﬁewm.

Apreaz'entemos uma demonstragao dessa afirmacao. Primeiramente, observemos que, para cada y € R, o integrando
e~w=F)" ¢ uma fungio analitica de a e de 8 em todo o plano complexo. Segundamente, para y € R, a parte real de
—a(y — B)? 6 —Re (a)y? + 2Re (aB)y — Re (a?). Logo,

|c’“(""5>2| = exp ( —Re(a)y® + 2Re (aB)y — Re (a[ﬁz)) .

Isso torna evidente que para Re (a) > 0 a integral do lado esquerdo de (38.23) é absolutamente convergente. Por ser uma
integral absolutamente convergente de uma fungao analitica na regiao a € € com Re (a) > 0 e 3 € C, concluimos que o
lado esquerdo de (38.23) é uma funcao analitica de a e 3 nessa regiao. Finalmente, observemos que para a € C, fixo, e
com Re (a) > 0, a fungdo de 8 € C dada por

/°° e =B? gy _ /'oc e gy
Js Jow

10 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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é nula sobre o eixo real (por (38.22), como j4 comentamos) e, por ser analitica, ¢ nula'! para todo 8 € C. Analogamente,
no dominio a € € com Re (a) > 0 a fungio de a definida por

J—o00 a

anula-se no semieixo real onde a > 0. Logo, por analiticidade, anula-se também em toda o dominio @ € C com Re (a) > 0.
Isso estabelece a validade de (38.23) para a € C com Re (a) > 0 e para § € C.

Com a substitui¢ao 3 — —if3/(2a), é facil verificar que podemos reescrever (38.23) como

1 ~y . exp ( - ﬁ2/4a)
— / e W T gy = 2 (38.24)
V2T J oo \/ﬂ

Como veremos, o lado esquerdo de (38.24) representa a transformada de Fourier da fun¢ao Gaussiana e=9". Obteremos
essa mesma transformada de Fourier de diversas outras formas no que segue, mesmo para fungoes Gaussianas de vérias
varidveis. No Exercicio E. 38.60, pagina 2095, apresentamos uma demonstracao de (38.24) fazendo uso de integragao
complexa.

E. 38.13 Ezercicio. Para m € IN, mostre que

oo 2 0, m impar,
m_—ax
e dr =
—o0

Vztem (m =1, m par.

Sugestdo: Para m impar o resultado é dbvio. Para m par da forma m = 2n, com n € IN, mostre que

[m e g = (-1 /70C dine*"# dz = (-1)" dlfx” /7D< e dp = \/;r(fl)“dd?a*l/z = Vra VAT 2n — 1)
Justifique a inversdo de ordem da integral pelas derivadas na segunda igualdade. *

e A convolugao de fungoes Gaussianas

Denotaremos por 4(R) o espaco vetorial composto por combinagoes lineares finitas de fun¢des Gaussianas. Natu-
ralmente, ¢(R) é um subespago vetorial de .(R). Como o produto de duas fun¢oes Gaussianas é novamente uma
fungao Gaussianas (justifique!), segue que 4(R) ¢ também uma dlgebra em relagao ao produto usual de fungdes. Essa
dlgebra é denotada por (4(R), -). O exercicio a seguir revela que ¢ (R) é também uma &lgebra em relagao ao produto
de convolugao.

E—(‘(r—d)z

E. 38.14 Egercicio. Sejam f(z) := ema(==)? ¢ g(z
Mostre que

, onde a, b, c e d sdo constantes reais, sendo a > 0 e ¢ > 0.

(f*g)(x) = (38.25)

1 .
———— exp <7i(z —b— d)z) s
V2(a+c) a+c
ou seja, a convolu¢io de duas fun¢des Gaussianas é novamente uma fun¢do Gaussiana. Sugestdo. Complete quadrados no integrando
do lado esquerdo e use o resultado da integral Gaussiana (38.22).

A expressio (38.25) é também vilida para b e d complexos arbitrarios. Isso pode ser provado com métodos de integracdo complexa
ou com os métodos que desenvolveremos adiante. Uma argumentacdo talvez mais simples consiste em observar que, para a e c positivos
e fixos, ambos os lados de (38.25) sio funcdes analiticas inteiras de b e d e, portanto, devem ser iguais em toda parte, pois sdo iguais
quando b e d s3o reais. Que o lado direito de (38.25) é uma funcdo analitica inteira de b e d é evidente. Que o lado esquerdo de (38.25)
é uma fungdo analitica inteira de b e d segue do fato que o integrando é analitico nessas varidveis e do fato que a integral converge
absolutamente. Verifique! o+

1A argumentacio é a seguinte. Seja f uma funcdo analitica em um dominio aberto conexo 2 C € que intercepta a reta real em um intervalo
nao vazio aberto I = QN R e suponha que f seja nula em I. Entdo, f é nula em todo . Para ver isso, note que as derivadas reais de f [f
sao todas nulas, por hipétese. Como f é analitica em €2, as derivadas complexas de f coincidem em I com suas derivadas reais, todas nulas.
Logo a série de Taylor de f centrada em qualquer ponto de I é identicamente nula e, portanto, existe um aberto em C contendo I onde f é
identicamente nula. Isso implica que f ¢ identicamente nula em todo Q.
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Concluimos do exercicio E. 38.14 que (¢4(R), -) e (9(R), %) sao subdlgebras de (.#(R), -) e (#(R), *), respectiva-
mente.

Todas essas afirmagoes sobre fungoes Gaussianas generalizam-se de forma imediata para fungoes Gaussianas de varias
variaveis.
E. 38.15 Ezercicio. Demonstre a identidade ,
(s )" = frs (38.26)
onde, para A > 0, a funcdo fx é definida por fi(z) := (4)\)1/3,5/\:2' z € R. E

e A distribuigao normal de probabilidades

A expressao (38.25) contém uma informagio importante para o contexto da Teoria das Probabilidades. Para ¢ > 0,
e p € R, seja Nu, 0] a fungio definida em R por

Np, 02] (z) =

\/%cxp (—(7> , zeR. (38.27)

Essa fungao Gaussiana satisfaz / Nu, 02] (z)dx =1 (verifique!). Assim, como a fungdo N [, 0] é ndo negativa, ela

J—oo
representa uma (importante) distribuigao de probabilidades, denominada distribui¢do normal, ou distribui¢io Gaussiana.
Sua média (ou valor esperado) Eny,, o2) € sua variancia Vary(,, ,2) sio dadas, respectivamente, por

o 0o
Enpy, 02 1= / IN[/J,, 02} (z)dz = p, Vary(y, o2 = / (z 7#)21\/[”, 02](1') de = o%.

— —c
E. 38.16 Ezercicio importante. Prove essas duas igualdades! o+

O desvio padrao de uma distribuigao de probabilidades é definido como sendo a raiz quadrada de sua variancia e,
portanto, o desvio padrao da distribuigado normal N [;L, 02} é 0. Uma distribuigao normal ¢é, consequentemente, definida
univocamente por sua média e por seu desvio padrao (ou, equivalentemente, por sua variancia).

E. 38.17 Ezercicio. Mostre que os pontos de inflexdo da fungdo N [u, 02}, definida em (38.27), sdo ;4 o. Recordando, os pontos
de inflexdo de uma fungdo sdo aqueles onde sua derivada segunda anula-se e, portanto, sdo os pontos onde a derivada segunda da fungdo
troca de sinal e a fungdo passa de céncava a convexa, ou vice-versa. Vide Figura 38.2, pagina 2011. *

Ao aplicarmos relagao (38.25), pagina 2009, para a convolugao de duas distribuigoes normais, N[ul, aﬂ eN [ﬂg, ag} s
obtemos a seguinte rela¢ao:

5 - 1 -
N, oﬂ * N [z, Jﬂ = EN[M + 2, 0%+ Uﬂ . (38.28)
E. 38.18 Ezercicio muito importante. Verifique a validade disso a partir de (38.25)! *

Assim, se ignorarmos o fator 1/v/27 do lado direito, reconhecemos o fato importante que a convolucao de duas
distribui¢oes normais é novamente uma distribuigdo normal cuja média e variancia sdo dadas pela soma das médias e
das variancias das distribuigoes anteriores.

Comentdrio. O fator 1/v/27 do lado direito de (38.28) merece um comentario. Se tivéssemos omitido os fatores 1/v/27 na definicao do produto
de convolugao em (38.20), pagina 2006, a relacio (38.28) ficaria simplesmente, e mais elegantemente,

Nlu1, 03] % Np2, 03] = N [p1 + pa, 0f + 03] . (38.29)
Essa é a razio de por que a definicao de produtos de convolucao na Teoria de Probabilidades frequentemente omite os fatores 1/v/2m adotados

em (38.20). A defini¢do em (38.20) ¢ mais adequada ao tratamento de transformadas de Fourier, pois ela faz da transformada de Fourier um
homomorfismo algébrico entre o produto pontual e o de convolugao, como veremos.

Para a > 0, seja

pta
P(a, o) = / N[;L az}dz. (38.30)
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E bastante claro que P(a, o) independe de p. A grandeza P(a, o) representa a probabilidade de um evento descrito
pela distribuicao normal de probabilidades N [u, 02} ocorrer no intervalo [u — a, p+ al, ou seja, ocorrer no intervalo de
largura 2a centrado no valor médio p. E possivel determinar, calculando-se numericamente a integral em (38.30), que

P(o, 0) = 0,682689492, P(20, 0) = 0,954499736 , P(30, 0) = 0,99.7300204 ,

P(40, o) = 0,99993666 , P(50, 0) = 0,999999426697 .

Em palavras, isso significa que, em uma distribui¢ao normal, eventos que se desviem da média por no maximo um, dois,
trés, quatro ou cinco desvios padrao tém uma frequéncia de ocorréncia de aproximadamente 68, 27%, 95,45%, 99, 73%,
99,994% e 99,9999426697%, respectivamente.

2

(2m0?)” b

n

Figura 38.2: Grafico da distribui¢do normal de probabilidades N [;L, 02}, sendo indicados o valor médio p e o desvio
padrao o. O méximo da fungao é 1/v2rc2. O ponto de méximo da fungao coincide com o valor médio da fungao: p. A
“largura” da curva é proporcional a o e sua altura a 1/o. A 4rea sob a curva é 1 para qualquer valor de ;. e de 0. Os
pontos p £ o sao os pontos de inflexdo da curva.

38.2 Transformadas de Fourier

Nesta se¢ao apresentamos as definigoes e os resultados mais relevantes sobre as transformadas de Fourier no espago de
Schwartz. As transformadas de Fourier revelam toda a sua importancia e todo seu poder quando, aliadas & Teoria das
Distribuicoes, sao inseridas no contexto da teoria das equagoes diferenciais. Seu estudo é relevante também na Teoria
dos Espagos de Hilbert e na Teoria de Grupos, mas as mesmas tém interesse por si s6. No obitudrio que escreveu
em homenagem a G. H. Hardy'?, notério por sua paixdo pela matematica pura, em detrimento de suas aplicagdes,
Titchmarsh'® escreve'#, niao sem uma ponta de ironia: “Hardy had singularly little appreciation of science for one who
was sufficiently nearly a scientist to be Fellow of the Royal Society. [...] T worked on the theory of Fourier integrals under
his guidance for a good many years before I discovered for myself that this theory has applications in applied mathematics,

if the solution of certain differential equations can be called “applied”. I never heard him refer to these applications”™ .

A teoria das transformadas de Fourier é quase tdo antiga quanto a teoria das séries de Fourier (das quais tratamos
na Secao 37.4, pagina 1953) e, em verdade, derivou daquela. A relagdo entre ambas, porém, nem sempre é iluminante e
por isso nao iremos nos ater & mesma aqui. Para um excelente texto, rico em comentarios histéricos e aplicagoes, vide
[277]. Para uma introdugao elementar em lingua portuguesa, vide o também excelente [148].

12Godfrey Harold Hardy (1877-1947).

3Edward Charles Titchmarsh (1899-1963).

14, C. Titchmarsh. “Godfrey Harold Hardy”. The Journal of the London Mathamatical Society, 25, 81-101 (1950).
150p. cit., pag. 85.
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Uma funcdo f : R™ — C é dita ser uma fungio integrdvel em R™ se satisfizer ||

g [f(2)| dz < oo. Denotaremos por
L'(R™) o conjunto das funcdes integréveis (em R™)1S.

Se f ¢ uma funcio integravel (real ou complexa) definida em R", define-se a transformada de Fourier'™ de f como
sendo a fungao definida em R", denotada por F[f], dada por

ki = — W " .31
1) = G [ I@e s (38.31)
onde z = (1, ..., zn) ER™, y=(z1, ..., zp) ER" ey-x=z-y =215+ + Tpyn = (y, 2)i. A transformada de
Fourier conjugada de f, denotada por F¢[f], é definida por
1
FUfy) = flz)et ™ dng . (38.32)

2m)"/2 Jgn

Se denotarmos por R o operador que a cada fungio g(x) associa a fungao g(—z) (ou seja (Rg)(xz) = g(—=) para todo
z € R™) é evidente que para toda f integravel

Felf] = RIS - (38.33)
E também evidente pelas defini¢des que para toda f integravel

@D = 77 - (38.34)

Adverténcia. O estudante deve ser advertido quanto ao fato que a convengao que adotamos para a definigao de transfor-
mada de Fourier nao ¢, infelizmente, universal na literatura fisica e matemadtica. Alguns autores definem a transformada
de Fourier por F[f](p) := [ f(x) e~ d"z, omitindo o fator W" o qual reaparece elevado ao quadrado na definigao
da transformada de Fourier conjugada: F¢[f](p) := S f(x) et ¥ dme. Nessa convengio, F[f] = ﬁR(S’"[f]).
1 —ipz

@mnz R
Em livros de Fisica, especialmente nos de Mecanica Quantica e Teoria de Campos, é comum também introduzir-se um
fator h no expoente, que fica e~ ##/", Cuidado é, portanto, necessério ao comparar-se textos diferentes'®.

1
(2m)"

mas inserem um fator 27 no expoente e —i2rp-x

Outros autores omitem os pré-fatores do integrando, que fica e

e Transformadas de Fourier. Propriedades elementares

Antes de nos aprofundarmos na teoria das transformadas de Fourier é importante listarmos algumas de suas propri-
edades elementares.

A transformada de Fourier e a transformada de Fourier conjugada sao lineares: se f e g sdo duas fungoes integraveis
quaisquer e « e 3 sao niimeros complexos quaisquer, valem

Flaf + B89 = aF[f] + F(g] e Flaf+pgl = aF[f]+BF ]
Isso pode ser facilmente constatado pela definigao e é deixado como exercicio. Note que af + Sg também é integravel se
f e g o forem.

Seja a € R™. Se g é uma fungao integrdvel definida em R"™, denotemos por g, a funcao g,(z) := g(z — a), z € R™,
que consiste na fungao g transladada por a. Para a € R™ defina-se também a fungao e, por e,(z) := e ", x € R™.

E elementar constatar pelas definigdes que para toda g integravel valem
Flgal) = eca)Flglw) e Flgal(y) = e-aly) Fll(v), (38.35)
assim como

Fleagl(y) = Flglly +a) e Fleaglly) = Fglly—a) . (38.36)

Um outro fato importante sobre transformadas de Fourier de fungdes integraveis que mencionamos sem demonstragao
é o seguinte:

16 ecnicamente, é preciso requerer antes que uma fungio integravel f seja mensurdvel em relagio a medida de Lebesgue e a integral

considerada na defini¢do de fungdo integravel é a integral de Lebesgue em R™. Os espagos LP(R™) foram introduzidos na Segdo 31.4, pagina
1549, mas para manter a discussao em um nivel simples evitaremos ao méximo evocar resultados gerais da Teoria da Medida e Integragao
neste capitulo.

17 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

18 Alguns autores chegam a usar as diversas convengdes acima no mesmo texto!
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Teorema 38.1 Seja f € L'(R™). Se F[f](y) = 0 para todo y € R", entdo f(x) =0 para quase todo x € R™. u]

A demonstragio desse teorema encontra-se, por exemplo, em [410]. Esse teorema afirma que a transformada de
Fourier em L'(R™) é injetiva. Afirmacio semelhante serd demonstrada adiante para funcdes do espaco de Schwartz

(R,

e Ciélculo de algumas transformadas de Fourier elementares

Transformadas de Fourier podem ser explicitamente calculadas em diversos casos. O exercicio que segue ilustra as
situagoes mais simples.

E. 38.19 Ezercicio. Reunimos aqui alguns poucos casos de fun¢des cujas transformadas de Fourier podem ser calculadas por métodos
elementares. O caso de fun¢des Gaussianas serd tratado mais adiante.

a. Para a > 0, constante, seja X[—q, o] @ fungdo caracteristica do intervalo [—a, a]:

1, sex€|—a,a],
X[-a,a] =

0, sexd[—a,a.
Mostre que Xx[_q, 4] € integrvel em R para todo a > 0 e mostre que

F[X(-a,al] () = 2 sen(ay)

S (38.37)

I com a > 0, constante. Mostre que h, € integravel em R para todo a > 0 e mostre que

Ilh(w) = @ e

c. Seja fo(z) := ;Q%g com z € R, com a > 0, constante. Mostre que f, é integravel em R para todo a > 0 e mostre que

-
TRl = |3

b. Seja ha(z) =€

Sugestio. Método dos residuos.

d. Considere a fungdo f(z) definida por

0, sex <0,
f(z) =
e, sex>0.
Mostre que f é integravel em R. Mostre que
1 1
F = — -
W) = Z=vm

e mostre que JF|f] ndo é integrdvel em R.

e. A transformada de Fourier das funcdes de Bessel .J,,, m € Ny, foi determinada por meios elementares em (16.201), pagina 907,
resultando em

2 T (1) ()

P 7@ X[-1, 1] s

onde Ty, é 0 m-ésimo polinémio de Tchebychev (vide pagina 804) e x|_1, 1] € a funcdo caracteristica do intervalo [—1, 1]:

FlIm](u) = (=)™ (38.38)

1, uel-1,1],
Xi-1,1)(w) =
0, u¢[-1,1].

A relagio (38.38) deve ser entendida no sentido de transformadas de Fourier de distribuicdes temperadas, tal como discutido na
Secdo 38.3.6, pagina 2070. Outras transformadas de Fourier envolvendo fungdes de Bessel foram obtidas em (16.202) e (16.204),
pagina 907.
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Todas as expressdes acima serdo usadas neste texto. x

Em todos os exemplos acima, assim como no caso de transformadas de Fourier de fun¢oes Gaussianas, que trataremos
logo adiante, é possivel observar a seguinte regra qualitativa: se uma fungdo concentra-se em uma regiao “estreita”,
sua transformada de Fourier espalha-se por uma regiao “larga”, e vice-versa. O significado preciso dessa afirmagao sera
apresentado na Segao 38.2.1.5, pagina 2028, quando discutirmos a “relagao de incerteza” para transformadas de Fourier.
Vide (38.101) e (38.102).

e Transformadas de Fourier e integrabilidade

E importante observar que se f é uma fun¢ao integravel, sua transformada de Fourier nem sempre o é. Um exemplo a
se ter em mente ¢ o da funcao f(x) definida como sendo 1 no intervalo [—1, 1] e 0 fora desse intervalo. Como facilmente se
constata, sua transformada de Fourier é F[f](y) = \/g%u (Exercicio E. 38.19, item a) que nao é uma fungio integravel
(vide discussao & pdgina 1541). Outro exemplo (mais simples) é encontrado no item d do Exercicio E. 38.19, pdgina
2013. Assim, a transformada de Fourier pode ser definida no espaco das fungoes integréveis, mas ela ndo mapeia esse
espaco em si mesmo. Por razoes que serdao apreciadas no correr da nossa discussao, é fundamental para certos propésitos
definir a transformada de Fourier em certos espagos convenientes de fungoes, de sorte que F seja um isomorfismo desses
espagos, ou seja, uma aplicagao linear bijetora desses espagos em si mesmos. Héd pelo menos duas maneira de fazer isso.
Uma é restringindo a defini¢ao das transformadas de Fourier ao espago das fungoes de Schwartz .#(R™), o qual é um
subespaco do espago das fungoes integraveis. A outra é estendendo a definigdo da transformada de Fourier ao espago
das fungoes de quadrado integravel, onde a transformada de Fourier pode ser definida como um operador linear unitério.
O primeiro procedimento atraird mais nossa atengao neste capitulo. Para alguns comentarios sobre a transformada de
Fourier no espago das fungoes de quadrado integrével, vide Secao 38.2.2, pagina 2030.

38.2.1 Transformadas de Fourier no Espago de Schwartz

Como toda funcdo de Schwartz é integravel, as definicoes (38.31) e (38.32) (assim como (38.33)) valem naturalmente
para fungoes f € #(R™). O ponto fundamental dessa restrigdo as fungoes de Schwartz é que, como veremos logo
adiante, a transformada de Fourier leva bijetivamente fungoes de ./(R™) em fungoes de ./(R™). Como comentamos
e exemplificamos acima, isso ndo é sempre verdadeiro no espaco das fungoes integraveis. Além disso, estabeleceremos
que a transformada de Fourier ¢ uma aplicagdo continua na topologia de .#(R™), um fato relevante na Teorias das
Distribuigdes. O primeiro resultado que precisamos para provar essas afirmagoes é o seguinte:

Proposigao 38.4 Se f € S (R"), entio F[f] e FC[f] sao infinitamente diferencidveis, ou seja, sio elementos de C>°(R™)
e vale
(=)

&3 1 —ip-r gn (o3 —ipr gn
Dy (W/Rnf(z)e P z) = W/an fl@)ye " d"z, (38.39)

para todo n-multi-indice cv. [m}

Prova. A demonstracao para F¢[f] ¢ idéntica & demonstragao para F[f], de modo que trataremos apenas da segunda.
F[f](p) é dada pela integral W S f(@)e™P7d . O integrando f(z)e™"* é uma fungdo infinitamente diferencidvel
de p e tem-se Dy (f(x)eir) = (=i)lelz® f(z)e=*. Como f € #(R"), a fungio = f(z)e~"* ¢ também um elemento
do espago de Schwartz (como funcao de z), decaindo rapidamente a zero quando [z|| — oo. Com isso, é elementar
constatar que as condigoes da Proposigao 37.5, II, pagina 1931, sdo satisfeitas e, por aquela proposigao, (38.39) vale para
todo n-multi-indice o |

A aplicagao R definida para cada f € . (R™) por (RF)(z) = f(—x) ¢, evidentemente, uma aplicagao linear e inversivel
de #(R™) em si mesmo, a inversa sendo R~! = R. No espaco C>°(R") das fungdes infinitamente diferencidveis podemos
definir outras duas aplicagdes lineares que usaremos, as quais sao definidas para cada f € C*(R™) por

Eh@) = i@ e Q@) = wuf@) (38.40)
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paraa =1, ..., n. Claro estd que, para cadaa =1, ..., n,
P, = —iD, . (38.41)

Naturalmente, P, e Q, agem também nos elementos de . (R") (pois . (R™) C C*(R™)) e ¢ evidente pelas defini¢oes
que a imagem de P, e Q, por um elemento de .#(R") é novamente um elemento de .#(R™) (Exercicio!). Portanto, os
operadores P, e @, sao, para cada a, operadores lineares agindo em . (R").

E. 38.20 Ezercicio. Prove que os operadores P, e (), s3o, para cada a, operadores lineares e continuos agindo em .%(R"™), na
topologia desse espaco. o+

E muito fécil constatar que os operadores P, ¢ Q, satisfazem em C*°(R") as seguintes relagoes algébricas de co-
mutagao:

PoQo— QvPy = —idap (38.42)

QaQy — QvQa = 0,

PP, — PP, = 0,
para todos a, b e {1, ..., n}.
E. 38.21 Ezercicio fdcil. Prove isso usando as definicdes (38.40). "
Como antes, para um n-multi-indice o = (aq, ..., a,), definimos Q* := H:':l Q;(’ e PY = H;':l P]aﬂ

Com essa notagao as importantes relagoes de comutagio (38.42) podem ser generalizadas de uma forma que serd
usada adiante sendo, independentemente disso, de interesse geral. Afirmamos que para n-multi-indices arbitréarios « e 3
vale, fazendo-se uso da regra de Leibniz (38.6), pagina 2000,

anb _ Afpa _ (=)l
P PR e

0<y<min{a, 8}

QPP (38.43)
De fato, para f € C°(R™) temos

(P”‘Qﬂf)(l') _ (7i)\a\Da(zEf(x>) (38.6) (i)l Z ol

0<y<a

T V@) @)

_ _EPalB s pas
- ogqgn%{m 5 YW= N(B =) (Q f) ()

= (Q°pP~ _ gt s e
e +0<'y§r§{a, gy =B =) (Q '’ ﬂ{f) @)

Acima usamos o fato que D7 (27) = (BE!w)

2877 caso v < 3 sendo, de outra forma, igual a zero.

Retornando as transformadas de Fourier, a seguinte proposi¢ao enuncia propriedades importantes que serdo usadas
adiante.

Proposicao 38.5 Com as defini¢ées acima, valem as relagées
FPy = QuF e FQa = —PF (38.44)
para todo a =1, ..., n, como aplicagées de .7 (R™) em C=(R™). Além disso, vale a relagio

FR = RF (38.45)



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 38 2016,/2825

e também. as relagoes
RQ, = —Q.R e RP, = —FP,R (38.46)

para todoa=1, ..., n. [m}

Prova. Para f € .(R") vale, pela defini¢do, e usando integragao por partes,

() = —ie OF o)) eive gy — i e
FPuflly) = 1(2’”)"/2/” (Oaca 1,)) eV A"y = 1(27r)”/2 /n f(z) o d"x

a

= g [ @ e = Q) W),

provando que FP, = Q,F. Analogamente,

38.39)

1 iy g (38.39) 0 1 e )
TN = s | s @e v e O i (W [ e ) - (PRI .

provando que FQ, = —P,J. Para provar (38.45), notemos que para toda f € .%(R"™)

1

\e—iye gn, T2
fae e @2m)n/2 Jgn

FRf(y) = f@erve de = Ffy) = (RI) ) -

@72 Jg

A prova das relagoes (38.46) ¢ elementar. ]

Podemos agora provar a afirmagao feita acima de que a transformada de Fourier leva fungoes de Schwartz em fungoes
de Schwartz.

Proposicao 38.6 A transformada de Fourier F e a transformada de Fourier conjugada F¢ mapeiam &/ (R™) em &/ (R").
Por consequéncia, as relagdes estabelecidas na Proposi¢ao 38.5 sio vdlidas enquanto aplicagoes de ./ (R™) sobre si mesmo.
a

Mais adiante, no Teorema 38.3, pagina 2025, provaremos que F ¢ F¢ mapeiam bijetivamente .%(R™) sobre si mesmo
e que F¢ é a inversa de F em . (R™).
Prova da Proposicdo 38.6. Como ¢ = RJ, é suficiente tratar de F. Seja f € #(R"™). Consideremos a expressao
y"’Df?[f](y) =ilPlQ*PPF[f](y), onde o e § sdo n-multi-indices. Usando (38.44), temos

v DJIf1y) = T |(=)PQ°f | (y) .

A funcio g = (—i)/PIP*QP f é um elemento de .#(R™) e, portanto, vale |g(x)| < O”;L:HTQ’H)Q para todo ¢ > 0. Assim,
x
escolhendo ¢ grande o suficiente (¢ > n)
‘ 1 i —iy- lglla.0 [ 1
a8 iyw q, n
y*DIF [y S‘—/ g(x)e™* dhz| < /—dm<oo<
Dl < | f, o @) Joo T Tl

Isso estabeleceu que sup ‘y“’Df?[f](y)| < oo para todos os n-multi-indices v e 3, o que prova que F[f] € #(R"). N
yeERN N

Chegamos agora a mais uma importante propriedade da transformada de Fourier no espago de Schwartz.

Proposigao 38.7 A aplicagoes F e F€ sao aplicagoes lineares continuas de ./ (R™) sobre si mesmo. [m]
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Prova. Como ¥ = RF e R : S (R") — . (R") ¢ continua (justifique!), ¢ suficiente considerarmos F. Por (38.43) e
(38.44), temos para quaisquer n-multi-indices o e 3,

. S ) lalg!

o pfg B840 g0 g (3843) g _ Pl gnspas

QPPF T=T PPt EER T Y i 09T
0<y<min{a, 8}

Aplicando essa igualdade a uma fungao f € .(R™), arbitraria, temos

e Diaifle) = a0 ([ s e )

alp!

= (—g)ll+lal
0<~v<min{a, 8} 7

/ YDy ) e T dMy . (38.47)
R™

Agora, por (38.10), temos [y*~ 7DV f(y)| < ||flq a,«,% para todo ¢ € INg. Escolhendo-se ¢ = gg—- grande o

o
ly” 7

suficiente para que f]R" W d™y < oo, obtemos facilmente que
swp [o"DIFA@)| < Y Caprlf e
weR 0<y<min{a, 8}
alp! v

_ 181 — e . I )
OfldCAC,?(Y B,y = Ta=y)(F= Jgn TE™= d ,y sao cox{stantcs pOFlthﬁb finitas. Conclui éclquc as S(‘,IAlllAHOI mas H?meA, 8
sao limitadas por uma soma envolvendo um nimero finito de seminormas de f, com coeficientes positivos. Isso implica
a continuidade da transformada de Fourier ¥ em . (R"). |

E. 38.22 Ewercicio. Seja o operador H : ./ (R) — .7 (IR), definido por H := }(P? + Q?). Mostre, como consequéncia das relagdes
(38.44), que a transformada de Fourier ¥ e H comutam: FH = HJ. O estudante familiarizado com a Mecanica Quéntica haverd de
perceber que, com uma certa escolha de sistema de unidades, o operador H identifica-se com o operador Hamiltoniano do oscilador

harménico quéntico unidimensional. "

38.2.1.1 As Relagoes de Weyl e a Férmula de Baker-Campbell-Hausdorff

As relagoes de comutagao entre os operadores @) e P, estabelecidas anteriormente (vide (38.42)), podem ser expressas
de uma forma “exponencial”, devida a Weyl'?. Essas expressoes sio muito relevantes em certos desenvolvimentos,
notadamente na defini¢io das chamadas dlgebras CCR (veja, e.g., [73, 74]).

E. 38.23 Ezercicio. [Relagdes de Weyl] Para cada a = (a1, ..., an) € R" sejam U(a) : (R") — S(R") e V(a) : S (R") —
.#(R™) os operadores lineares definidos por

U@f)(@) = flz—a), (38.48)

(V(@)f) (@) = e f@), (38.49)

onde (a, z) denota o produto escalar usual entre vetores a = (a1, ..., an) e x = (21, ..., zn) de R™: (a, @) := a1x1 + - + anTn.
Mostre que valem as seguintes relagdes:

U@v(p) = e VU@, (38.50)

U(a)U(a") = U(a+d) = U(@)U(a), (38.51)

VVE) = Vb+Y) = VE)VEO) , (38.52)

U(a)F = 9FV(a), (38.53)

V(T = FU(-a), (38.54)

19Fermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).
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para todos a, b, a’, b’ € R™. As relagdes (38.50) sdo por vezes denominadas relacées de Weyl. *

E. 38.24 Ezercicio. Prove também a validade das seguintes relagdes:

QiU(a) = U(a)(Q)+a1) , (38.55)
PiV(a) = V(a)(P;+a1) , (38.56)
Q;V(a) = V()Q; , (38.57)
PiU(a) = U@)P; , (38.58)
para todos a € R" e j € {1, ..., n}. *

e A forma exponencial dos operadores U e V'

Os operadores definidos em (38.48) ¢ (38.49) e podem ser informalmente expressos em uma forma exponencial,
envolvendo os operadores @ e P.

De (38.49) podemos escrever V(a) = exp (ia Q) paraa € R, onde a- Q = a1Q1 + -+ - + @, Q. Para encontrarmos
expressao similar para U(a), fagamos algumas observagoes elementares.

Para a € R" fixo, defina-se U (t) = U(—ta), com ¢ € R. E elementar por (38.51) que Ua (t)U4(t') = U4 (t + t) para
todos ¢, ¢ € R. Além disso, ¢ claro que U4 (0) = 1. Assim, R 2 ¢ — U4 () é um grupo uniparamétrico. Seu gerador
agindo em uma fungao f € . (R") é, por definicao,

(ewr)@| - (Grerm)e@| - (@),

onde a-D = a1Dy + -+ + a, D,,. Na tltima igualdade usou-se a regra de cadeia. Disso obtemos a rela¢ao formal
Uq(t) = exp (ta- D) 821

t=0

exp (ita . P), coma-P=a1P+ -+ a,P,. Assim, tomando-se t = 1, temos

U(a) = exp(—ia-P), acR". (38.59)
Uma argumentagao totalmente similar confirma a identidade

V(a) = exp(ia-Q), a€eR". (38.60)

Comentirio. Uma outra argumentagio para (38.59) ¢ a seguinte. Seja F : R™ — C real analitica ¢ seja, para z, a € R", fixos, a fungio
H(t) := F(x + ta). Sabemos pela regra da cadeia que
dH d
Tr® = SP@+ta) = ((alD)F)(z +ta)

onde a- D =a1Dy +--- + anDn. Com isso a série de Taylor centrada em t = 0 de H pode ser escrita como

1 dn 1 n (38.41)
Fe+ta) = HE) = S = L FPle+1 =S 2 ((a-D)"F)@) = .D)F 2 ia- P)F)(z) ,
@tta) = HO = 32 5 Gor@rmm)| = 30 5((eD)F)@) = (e (o D)F)@) (exp (ia- PYF) (@)
novamente com a - P = a1 Py + -+ 4 an Pp. Com isso, podemos identificar U(a) = exp ( —ia - P). »

Com essa notagao, as relagoes (38.50)-(38.54) e (38.55)(38.58) ficam

P Q il b)ibQoiaP (38.61)
oiaPg—ia P i(ata) P eia/ Pe-iaP (38.62)
Qe Q  — GH)Q Qb (38.63)
e PF — FeieQ (38.64)
Qg el (38.65)
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para todos a, b, a’, V' € R", e

Qje P = TP (Q; +a;1) (38.66)
Pie'? = QP +a;1) (38.67)
Qie™? = ¢9Q; (38.68)
Piemiet = e7iPp (38.69)
para todos a € R" e j € {1, ..., n}.
No Fazemos notar que, no momento, as relagées (38.59) e (38.60) sdao formais (i.e., nao rigorosas), pois nao apresentamos a definicao

da exponenciagao dos operadores P e Q como operadores definidos no espago de Schwartz .#(R™). A melhor forma de fazer isso, em
é no contexto do espaco de Hilbert Lz(]R“, d™z), que tem o espago de Schwartz .%'(R™) como subespago denso. La, os operadores P;
e Q; sdo autoadjuntos e suas exponenciais podem ser definidas com uso do Teorema Espectral e as relagdes (38.61)-(38.65) e (38.66)—(38.69)
sdo justificadas com o Teorema de Stone e com o Teorema de Stone-von Neumann.

e A férmula de Baker-Campbell-Hausdorff para os operadores ) e P

Vamos agora apresentar uma dedugao informal para a chamada férmula de Baker-Campbell-Hausdorff para os ope-
radores @ e P. Essa formula é empregada no contexto da Mecanica Quantica.

Para a, b € R" fixos, defina-se
Wi(t) = exp (it2<a, b>/2) V(ta)U(~tb), teR.
Afirmamos que valem as duas propriedades que caracterizam um grupo uniparamétrico:
1. #u5(0)=1e
2. Wa (1) Wa,v(t2) = Wa,b(t1 + t2) para todos ti, ts € R.
A primeira afirmagdo é 6bvia e a segunda segue do seguinte computo: para ty, t2 € R,

HasltWanltz) = e (i(8 +83) (e 5)/2)V(Ha)U(-tb)V (2a)U(~ta)

(850Z(38.52) (7’,(/,1 +15)a, b>/2)v((tl F1)a)U (= (b + t2)b)

= Wao(t1 +12) .
Verifique! Acima usamos que U(—t1b)V (t2a) = exp (itltz(a, b))V(tzoL)U(ﬂf]b)7 devido a (38.50).
A acdo de #,,,(t) sobre uma fungao f € .#(R") é (verifique!)
(Wa,,,(z) f)(@ = exp (i3t2<(u by/2 +it(a, w)) Flo+1b).

Com isso, vemos que o gerador do grupo uniparamétrico R 3 ¢t — #, ,(t) agindo em f € .7 (R™) é

© (Fa)F) (@)

o = ifa, D)f(@)+ (b Df) @) = i((a-Q+b-P)f) (@),

t=0
onde a-Q=a1Q1+ - +anQn, b-D=b1D1+--+byDpeb- P=b1P+ -+ by Py
Disso obtemos a relagao formal
Wab(t) = exp (it(a SQ+0b- P)) .
Usando as relagdes (38.59)-(38.60), isso fica

exp (it2<a, b)/Q) et Qeitt P — oxp (it(a “Q+b- P)) .
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ou seja,
Qe P — oxp (it(a “Q+b-P)— it*(a, b)/?) R

que para t = 1 fica simplesmente

Qe P — oxp (z (a-Q+b-P)—ia, b)/?) . (38.70)
De maneira totalmente similar (ou, alternativamente, usando-se (38.61)), demonstra-se também que

P _ o (z’(w Q+b-P)+ila, b)/z) . (38.71)

Cada uma das expressoes (38.70)-(38.71) é por vezes denominada férmula de Baker-Campbell-Hausdorff?® para os ope-
radores e P. A justificativa para essa denominacao serd dada logo adiante.

Pelas razoes que apontamos, a demonstracao de (38.70)—(38.71) que apresentamos acima ¢ informal no contexto dos
operadores @ e P agindo no espago de Schwartz .(R"™). A demonstragao rigorosa de (38.70)—(38.71) ¢ feita no contexto
do espago de Hilbert L?(R", d"z), com emprego dos Teoremas de Stone e de Stone-von Neumann.

No caso de matrizes a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff foi detalhadamente discutida na Secao 11.5, pagina 651.
Vide (11.4), (11.69) ou a férmula mais geral (11.68). Naquele caso, a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff consiste na
afirmacao que se A e B sao matrizes de ordem n (e de norma suficientemente pequena), entiao vale

1
edeB = exp (A + B+ 5 [A, B} + soma de comutadores de ordem superior em A’s e B’s) .

Se admitirmos informalmente a validade da versao matricial dessa relagdo no presente contexto, com as matrizes A e B
substituidas pelos operadores ia - Q e ib - P, respectivamente, teriamos

1
el Qe P — exp (ia -Q+ib- P+ 5 [ia -Q, ib- P} + soma de comutadores de ordem superior em Q’s e P’s) .

Agora, como facilmente se vé, [ia - Q, ib- P} = —ia - bl. Devido a essa mesma relagao, os comutadores de ordem
superior em @Q’s e P’s sdao nulos. Com isso, a férmula de Baker-Campbell-Hausdorft para matrizes, se fosse aplicavel
aqui, forneceria

Qe P — oxp (z(a Q+b- P) — i{a, b)/2) R

que é precisamente a relagao (38.70). E importante, porém, notar que nao ha justificativa para se empregar a versao
matricial da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff no presente contexto: conforme discutido na mencionada Segao 11.5,
pagina 651, a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff matricial é vélida para matrizes de norma suficientemente pequena.
Os operadores ) e P, em contraste, nao sao operadores limitados enquanto operadores agindo no espaco de Hilbert
L*(R", d"z).

38.2.1.2 A Transformada de Fourier de Fung¢oes Gaussianas

As relagoes (38.44) sao tteis também por permitirem calcular facilmente a transformada de Fourier de algumas fungoes,
notadamente das fun¢oes Gaussianas. Exemplos relevantes sao exibidos nas proposigoes e nos exercicios que seguem.

Comegamos exibindo o fato de que uma particular fun¢ao Gaussiana tem a propriedade de ser invariante pela trans-
formada de Fourier.

I .
Proposigao 38.8 Seja g € . (R") a func¢io g(z) =exp [ — 3 sz . Entao, Fg=g e Fg=g. u]
j=1

20Henry Frederick Baker (1866-1956). John Edward Campbell (1862-1924). Felix Hausdorff (1868-1942).

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 38 2021/2825

Prova. Pela defini¢ao de g, é fcil constatar que para todo j =1, ..., n vale ng(T) = —z;9(x), ou seja, (P; —iQ;)g = 0.
J

Aplicando o operador F a essa igualdade e usando as relacoes (38.44), obtemos (Q; + iP;)§ = 0, onde § = Fg. Isso
significa que

%(1)+1 g(y) = 0

3!1, Y) T yi9\y) =

para todo j =1, ..., n. A solugao dessas equagoes é (justifique!)
i) = Aewn [ -33" 2
9y) = Aew (=35 v; |

onde A é uma constante. Assim, estabelecemos que Fg = Ag. Para determinar A calculemos ambos os lados dessa
igualdade em um ponto especifico. Como ¢(0) = 1, temos que

1 Im o\ g a=vEy 1 o) m
A = Ag(0) = Flg](0) = W/]R” exp 75210] d'z = m/m exp —Zy] d'y = 1.
g =1 JR =1
Isso provou que Fg = g. Como Rg = g, segue também que g = RFg = Rg = g. |

Lo

E. 38.25 Ezercicio. A igualdade F[g] = g para g(z) = exp <72 sz) pode também ser demonstrada usando integragdo no
j=1

plano complexo e o Teorema de Cauchy. Faga-o! Vide Exercicio dirigido E. 38.60, pagina 2095. Ed

Antes de estendermos os resultados da Proposigao 38.8, facamos um comentério sobre a mesma.

e Comentario sobre fungoes invariantes pela transformada de Fourier

A fungao Gaussiana g da Proposicao 38.8 nio ¢ a inica fun¢ao nao-nula que é invariante pela transformada de Fourier
e ha alguns exemplos bastante simples de fungoes com essa propriedade. Na Secao 38.2.2, pagina 2030, mostramos que
todas as funcoes de Hermite?! da forma hy,,, n € Ny, sdo invariantes pela transformada de Fourier. No exercicio dirigido
E. 38.66, pagina 2099, mostramos explicitamente que para a fungao de uma varidvel

1
cosh (/5 x)
vale F[h] = h, ou seja, essa fungao h também tem a si mesmo como transformada de Fourier.
Como veremos adiante (Exercicio E. 38.35, pagina 2035), se f € (R"), entdo h := f + F[f] + F*[f] + F3[f] também
satisfaz F[h] = h. Em verdade, veremos que h(z) = f(z) + f(—xz) + F[f](x) + F[f](—x) e, portanto, se f for uma funcio

fmpar, h serd identicamente nula mas, se f for par, teremos h(z) = 2f(z)+ 2F[f](x), que nio é necessariamente a fungao
nula. Por exemplo, para qualquer o > 0 a funcao

h(z) =

exp (— & a?)
V2a

¢é exatamente desse tipo (pela Proposicao 38.9, pagina 2022) e, portanto, vale para a mesma F[fo] = fo. Outro exemplo
é a funcao

fa(x) = exp (—aa?) +

hg(z)

B 1 N \/E 1
cosh (52) ~ V2 geosh (33)

B> 0, que também ¢ a soma de uma fungio par com sua transformada de Fourier (vide Exercicio E. 38.66, pagina 2099)
e, portanto, também satisfaz F[hg] = hg. No caso de R™, n > 2, pode-se provar que a fun¢ao Gaussiana g da Proposi¢ao
38.8 ¢ a unica fungao simultaneamente invariante pela transformada de Fourier e pela agao do grupo de rotagoes SO(n).

21As chamadas funcées de Hermite (Charles Hermite (1822-1901)), denotadas por hsm,, m € No, foram introduzidas na Se¢io 16.2.3.1,
pagina 887. Vide (16.110).
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e A transformada de Fourier de funcées Gaussianas

O resultado contido na proposi¢ido que segue é muito importante e refere-se a transformadas de Fourier de fungoes
Gaussianas gerais em R.

Proposigao 38.9 (Transformada de Fourier de Gaussianas em R) Sejam o > 0 e v € C, constantes. Entao,
para a fun¢ao

1 2
2 exp (~ 2 (v +17)°)
h(z) = exp(—az’+7z) , z€R, tem-se Fh(y) = 5 (38.72)
o
A relagao (38.72) diz-nos que a transformada de Fourier de uma fun¢ao Gaussiana é novamente uma fun¢ao Gaussiana.
[m]
Comentdrio. A expressio (38.72) pode ser demonstrada com uso de integracdo complexa (vide Exercicio E. 38.60, pagina 2095)%2, mas

apresentaremos aqui uma demonstracao alternativa, talvez mais simples, sem o uso dessa técnica. Em ambas as demonstracdes, no entanto,
faz-se uso do seguinte comentario. Para y real tem-se, por definicao,

Flhl(y)

- L /oo emoet —ilyting gy (38.73)
V2 J -
e o integrando, ou seja, a funcao exp (— az? —i(y + i'y)y;), é uma funcao inteira da varidvel y, ou seja, é uma fungao de y que é analitica em

ax

2
todo o plano complexo. A integral do lado direito é absolutamente convergente devido ao fator e~ . Por isso, aquela integral é igualmente

uma fungio inteira de y.

Demonstracdo da Proposi¢do 38.9. Seja h= Flh]. E facil constatar que a fungao h satisfaz (% + 2ax — 'y) h(x
portanto, satisfaz (P —2iaQ + i'y)h = 0. Usando (38.44), segue disso que h satisfaz (iP + i(Q + VY)) h =0, ou seja, h
satisfaz a equagao diferencial %fL(y) = 7% (y + i’y) }AL(y)4 A solugao dessa equagao é
2
i) = oot )
onde C' é uma constante de integracio a ser determinada. Para isso, lembremos (38.73) e escrevamos

2
o= (v+i) —aw?—ily+inT gy

1 =~
— e
V27 /ﬂx

Notemos que o lado esquerdo ¢ também uma fungao inteira de y e, portanto, a igualdade acima vale para todo y € C.

Calculando ambos os lados da igualdade em y = —i~, teremos
2
¢ [Tt ] e gy - B0
— e o provando que y) =
V21 ) V2a ’ V2a ’
que é o que desejavamos estabelecer. |

Comentdrio. A relagao (38.72) pode também ser obtida por integragao complexa. Vide Exercicio E. 38.60, pdgina 2095. No Exercicio E. 38.61,
pagina 2097, mostramos como reobter (38.72) por outros meios, a saber, usando a expansao de Taylor da fun¢do exponencial e propriedades
da Fungao Gama de Euler.
No Exercicio E. 38.63, pagina 2098, mostramos como as ideias da prova acima podem ser usadas para calcular a transformada de Fourier
4
da fungao e~7*", 4 > 0, em termos de uma expansao em série de poténcias. L)

Comentdrio. Vemos em (38.72) (para o caso v = 0) que a transformada de Fourier da fungdo Gaussiana h(z) = exp (—az?) ¢ a fungdo
Gaussiana F[h](y) = ﬁ exp (—ﬁyz). A “largura” da Gaussiana h é proporcional a 1/y/a, enquanto que a “largura” da Gaussiana Fh
é proporcional a v/4a. Isso ilustra mais uma vez a jd mencionada propriedade qualitativa das transformadas de Fourier: a de transformar
fungoes “largas” em “estreitas” e vice-versa. Essa importante propriedade serd justificada e discutida de forma mais aprofundada na Secao
38.2.1.5, pagina 2028, quando discutirmos o “principio de incerteza” para transformadas de Fourier. Vide (38.101) e (38.102). &

A afirmagcao da Proposi¢ao 38.9 pode ser ainda estendida para incluir o caso em que « é uma constante complexa,
mas com Re (o) > 0.

22Um terceiro método distinto serd apresentado no Exercicio E. 38.61, pagina 2097, usando a expansdo de Taylor da funcio exponencial e
propriedades da Fungao Gama de Euler.

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 38 2023/2825

Corolario 38.1 Sejam «, v € C, constantes, com Re («) > 0. Entdo, para a fung¢io
1 . \2
exp( =+iv) )
V2a

e com —1/2 < 0 < m/2, temos acima /a = |a|'/2e/2. u]

h(z) = exp(—aa®+vz), z€R, tem-se Flh)(y) = (38.74)

sendo que, para o =

Prova. Vamos denotar por €, o subconjunto de C composto pelos nimeros complexos de parte real positiva: Q4 :=
{z € C, Re(z) > 0}. A igualdade que desejamos estabelecer é

1 exp (—&(y+11)")
/ emoxt—ilytive g, o .
V2 ) V2a

—ax? | = e—Re (a)z?

(38.75)

Notemos que, se Re(a) > 0, entdo tem-se |e , 0 que ¢ suficiente para provar que a integral do lado
esquerdo em (38.75) é uma fungao analitica em « na regidao (2, pois o integrando é uma fungdo inteira de « e a integral
¢ absolutamente convergente para o € Q4. Agora, o lado direito de (38.75) ¢ igualmente uma fungao analitica de o na
mesma regido Q4 com /a = |a|/?e?/? para a = |ale?’ com —7/2 < 6 < /2. Portanto, como a igualdade (38.75) foi
estabelecida (na Proposicao 38.9) para o caso em que « é real e positivo, ela ¢ vdlida também em toda a regiao comum
de analiticidade Q. |

No Exercicio dirigido E. 38.60, pdgina 2095, demonstramos o Coroldrio 38.1 (ou seja, a igualdade (38.75) para
a, v € C, constantes, com Re (o) > 0) usando integragao no plano complexo e o Teorema de Cauchy.

O resultado apresentado no exercicio a seguir generaliza a Proposi¢ao 38.9. E também importante, por ser empregado
na Mecéanica Quantica, na Teoria Quantica de Campos e na Teoria de Probabilidades.

E. 38.26 Ezercicio importante. Seja A € Mat (R, n) uma matriz real, autoadjunta e positiva (isto é, tal que seus autovalores
sejam nidmeros positivos). Seja também v = (71, ..., ) € C". Considere a fun¢do h(z), € R", definida por

h(z) = exp ( —(z, Az) + (v, z>) s

onde (a, b) denota a forma bilinear usual entre vetores a = (a1, ..., an) e b = (b1, ..., bn) de C": (a, b) := a1bs + -+ + anbn.
Prove que a transformada de Fourier de h,

. 1 —(z, Ax)—i((y+iv), z) .
Fh)(y) = W/ne Y d'z, (38.76)
comy = (y1, ..., yn) € R", é dada por
Fh(y) L. p( 1<(y+i‘)) Ay +i )>) (38.77)
y) = —m————=cxp|—7 ) y+iv)) ) . .
/27 det(A) 4
Sugestdo. Use o seguinte fato. Como A ¢é real e autoadjunta, A pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal: TAT ! = D, com
D sendo diagonal e T ortogonal. Os elementos da diagonal de D s3o os autovalores de A (todos positivos). Faca na integral em (38.76)
a mudanga de varidvel y = Tz. Use também o resultado da Proposicdo 38.9. £l

38.2.1.3 Invertibilidade da Transformada de Fourier no Espaco de Schwartz

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados que culminarao com a demonstracao da existéncia da inversa da transfor-
mada de Fourier no espago de Schwartz e a identifica¢ao dessa inversa com a transformada de Fourier conjugada.

e O comutante de P, e Q,

O teorema estrutural que segue é de importancia central na teoria das transformadas de Fourier. Ele estabelece que
se um operador linear L agindo no espago de Schwartz comuta com as derivadas parciais e com as multiplicagdes pelas
coordenadas, entao esse operador L é um multiplo do operador identidade.
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Teorema 38.2 Seja L : .7 (R") — (R™) wm operador linear e continuo de .#(R") em ./ (R™) que comute com todos
0s P,’s e com todos os Q’s, ou seja, que satisfaga LQ, = QoL ¢ LP, = P,L para todo a =1, ..., n. Entiao, L é um
mailtiplo da identidade, ou seja, existe uma constante £ € C tal que L = (1. [m}

Nota. O estudante conhecedor da Teoria de Representacao de Grupos pode interessar-se em saber que hd uma ligagao profunda entre o
Teorema 38.2 e o Lema de Schur, Teorema 23.2, pagina 1265.

Prova do Teorema 38.2 (Adaptada de [253]). Tomemos um ponto a = (a1, ..., a,) € R™. Se f é uma funcio de Schwartz

n

que se anula em a, a Proposi¢io 38.2, pagina 2003, afirma que f(z) = E(zk — ag) fr(x), com as fj sendo também
k=1

fungoes de Schwartz. Temos, portanto, do fato que L é linear ¢ comuta com Qy, que L(Qr — ai) = (Qr — ax)L. Logo,

n

(LH@) = > (an — a)(Lfi) (@) -
k=1

e essa relagao diz-nos que (Lf)(a) = 0.

Para a € R", defina-se H, como o elemento de .#(R™) dado por H,(z) = exp <7 Z(I" —ap)? ), z € R™

k=1

Naturalmente, H,(a) = 1. Note-se que H, é a translagio por a da fun¢io gaussiana Hy e, portanto, a aplicagio
R"™ 3 aw— H, € .(R") é continua.

Para g € (R™), arbitréria, a fun¢do f(z) := g(x) — g(a)H,(x) ¢ uma fungio de Schwartz e anula-se em z = a. Logo,
pelas considerages acima, tem-se (Lf)(a) = 0, o que implica que

(Lg)(a) = £(a)g(a) , (38.78)

onde {(a) := L (H,) (a). E claro pela definicdo que £ nio depende da funcio g. E importante notar também que (38.78)
é valida para todo a € R™.

Igualmente importante é a observacio que a continuidade de L implica que ¢ é diferenciavel. De fato, para a, b € R"
defina-se {(a, b) := L (H,) (b). Para tornar claro o argumento, tomemos n = 1. E claro que ¢ ¢ diferencidvel na varidvel

b, pois LH, € .#(R). Mas 7 também ¢ diferencivel na dependéncia em a, pois o limite lim._,o %(LHH_e — LH(L) =
L(limcﬁo (Ha+( - Ha)) existe e é igual a L(('?QHQ), devido & continuidade de L. Agora, {(a) = /Z(a, a) e, portanto,
7 _ 7 7 i .y

U(a) = ((?al(a, b))b:a + (8bl(a, b)) b due estd bem definida.

Vamos provar agora que ¢ independe de a. A relagao (38.78) vale para toda funcio g do espago de Schwartz. Assim,

(38.78) vale para g e para suas derivadas Djg, j =1, ..., n. Logo, para todo a € R™ valem as relagoes
(Lg)(a) = £(a)g(a) (38.79)
e
(L(D;g))(a) = t(a)(D;g)(a), (38.80)
essa ultima para todo j =1, ..., n. Pela hipétese que L e D; comutam, teremos
(38.80) LD;=D;L (38.79) rogra do Leibniz
U(a)(Djg)(a) =" (L(Djg))(a) =" (Di(Lg))(a) "= (Dy(tg))(a) T ET 0a)(Dyg)(a) + g(a)(Dj)(a) -

Essa igualdade diz-nos que g(a)(D;f)(a) = 0 para todo a € R". Como g é arbitraria, isso diz-nos que D;{ anula-se
em toda parte, provando que ¢ ¢ constante. Assim, por (38.78), que vale para toda g € . (R™), segue que L = (1 em
Z(R"), completando a prova. ]

Nota. Uma outra prova mais direta de que £ é constante ¢ a seguinte. Tomemos por simplicidade n = 1. Como H,(x) = exp (—( ) tem-se
qHo(z) = —0y Ha(z). Logo, como por hipétese a diferenciagio em e L comutam (pois L ¢ P comutam), tem-se ,0(a, b) = 8o L(Hqa)(b) =
L(OaHa)(b) = (L(=iPHa))(b) = —i(PL(Ha))(b) = —8,L(Ha)(b) = —y(a, b). Assim, #(a) = (Bn,l(a, b)) ( ) =

(@i, 1)), + (bila, 1)), =0. 0 cason> 16 andlogo. s
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e A transformada de Fourier inversa

Na Proposicao 38.6, pagina 2016, provamos que F e F¢ sao operadores de .%(R™) em si mesmo. Vamos agora provar
que esses operadores sao sobrejetores (sua imagem ¢ todo . (R™)) e injetores (um-a-um). Mais que isso, provaremos que
um é o operador inverso do outro. Além disso, provaremos que 2 = R e F* = 1.

Teorema 38.3 F e F° sio isomorfismos de /' (R™) em .7 (R™), ou seja, sio aplicagoes lineares bijetoras de .7 (R™) em
S (R™). Mais especificamente, temos F~1 = F°, relagio essa vdlida em . (R™). Valem também em . (R") as relagoes

52 =R e gt =1. (38.81)

FEssas duas expressoes implicam também que > = F—1. [m}

Prova. Das relagbes (38.44) segue imediatamente que
F2P, = —P.F ¢ FQu = —Q.F (38.82)
Temos também que RQ, = —Q,R ¢ RP, = —P, R (vide (38.46)). Logo,
RF?Q, = —RQ.9* = Q.RF*> e RI*P, = —RP,5%> = P,R¥?.

Isso estabeleceu que o operador linear e continuo RF? comuta com os operadores Q, e P, para todo a. Pelo Teorema

38.2, pagina 2024, concluimos que RF? é um miltiplo da identidade, como operador agindo em .#(R™): RF? = (1 para

alguma constante ¢. Provemos agora que £ = 1. Para tal basta calcular RF? sobre uma fungio g € .%(R™) especifica e
n

1 ;
ver o que disso resulta. Escolhemos para g a fungao g(z) = exp ) Z

. Como vimos na Proposicao 38.8, pagina

=
2020, tem-se Fg = g. Fora isso, é evidente que Rg = g. Logo, RF?g = g, estabelecendo que £ = 1.
Provamos, portanto, que RF?* = 1. Como R? = 1, isso implica F2 = R e isso, por sua vez, implica que F* = 1 e

também que FRF GE5) gop — 1. Mais importante, porém é o fato que RF? = 1 diz-nos que (RF)F = F(RF) = 1.
Essas relagoes provam que I~ existe e vale I~ = RF = ¢, completando a prova. |

e A transformada de Fourier e a distribuigao delta de Dirac

Podemos nesse ponto antecipar alguns comentdrios a respeito do papel das transformadas de Fourier na Teoria das
Distribuiges. Se escrita explicitamente, a relagio F~1 [ff[f]] = f, vélida para toda f € #(R"), induz as seguintes
manipulagoes:

f0) = 5N = oy [ W@ = G [ ([ e ) e

sl e

sendo que a troca de ordem de integragao acima tem, em principio, significado apenas simbdlico. A igualdade

fly) = / I (ﬁ /R ne*“w*y“d"z) d"w,

obtida formalmente acima, diz-nos que
1

—iw—y)T g Sl 38.8¢
@ / e "z = S(w—y), (38.83)

onde § é a distribui¢do delta de Dirac em R"™. Como discutiremos, apesar de (38.83) ter sido obtida acima por um
procedimento formal (o estudante hd de observar que a integral do lado esquerdo de (38.83) nio é convergente, tendo,
portanto, apenas um significado simbélico), ela é correta se interpretada no sentido de distribui¢des. A expressao (38.83)
é muito 1til, sendo empregada em diversas dreas da Fisica, como na resolugao de equagoes diferenciais, em cédlculos de
secoes de choque na Fisica Quantica etc.
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38.2.1.4 Transformadas de Fourier, Produtos de Convolugao e Identidade de Plancherel

e Transformadas de Fourier e produtos de convolugao

Vamos agora estudar a relagao entre a transformada de Fourier e o produto de convolugao em . (R™). Pelas defini¢oes,
vale

o) = g [, U@

= Ffy) F9l(y) -

Provamos, portanto, que
Ff=g] = 11 Flg)
Como R(a-b) = (Ra) - (Rb) para duas fungoes de Schwartz a e b quaisquer (Proposigao 38.3, pagina 2007), segue disso
ede 5! = RF que
FHfxgl = TS 97,
Como essa relagdo vale para todos f, g € .#(R™), podemos substituir f — F[f] e g — Flg], obtendo F~ [F[f]+F[g]] = f-g
e disso segue que
F(f-gl = FfI=Tgl -
Como R(a#b) = (Ra) * (Rb) para duas fungdes de Schwartz a e b quaisquer (Proposi¢io 38.3, pagina 2007), segue disso
ede 37! = RF que
FU gl =TT gl

Para futura referéncia, reunimos os fatos provados acima na seguinte proposi¢ao:

Proposigao 38.10 Seja o produto de convolugio definido em .7 (R™) por
1 n, y
(F+0)@) = G [ fa =)'y (38.84)

com f, g € S (R™) e sejam a transformada de Fourier I e sua inversa I~ dadas por

W = s [ S0 e T = o [ e, (38.85)
para toda f € .7(R"). Entio, para todas f, g € #(R™) valem as relagées
Ff =gl = Tf]-Flgl, (38.86)
F U xg) = FUMN-F), (38.87)
Ff-9l = T =g, (38.88)
FHfg) = THAT g (38.89)
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Essas relagoes estabelecem que as dlgebras (#(R™), -) e (L (R"), %) (vide pdgina 2007) sio isomorfas, o isomorfismo
sendo dado pela transformada de Fourier. [m}

E. 38.27 Ezercicio para o estudante que conheca a distribui¢do de Dirac. Obtenha formalmente a relagdo F[f] x Fg] = F[f - g]
fazendo uso de (38.83). £

e A identidade de Plancherel

Em /(R") podemos definir um produto escalar por

(fs 9)¢ = - f)gy) d"y . (38.90)

E fcil constatar (faga-o!) que

(f, g = (@m)"2(R) +g)(0) = (2m)"/2(F + (R9)) (0)
e que
(f, 9be = @m)"*F[f 4] (0) . (38.91)
Logo,

@11, Tlahe = @m)"/2(RITD * FlgD)©0) = @m)"/2(TTUD * (F1gD) (0) = (@m)"/2(3[F] Tlg]) (0)

@589 (38.91)

2m)" 25 [F - g] (0)
onde, na terceira igualdade, usamos que (F-1[f]) = F [ﬂ , que segue de (38.34) e do fato que F~1 = Fe.

(f, 9¢»

A igualdade assim estabelecida (F[f], Flg])¢ = (f, 9)¢, vélida para todos f, g € & (R™), é denominada identidade
de Plancherel’®, ou teorema de Plancherel, para as transformadas de Fourier. Ela contém a importante informacao que
J é um operador isométrico em relagao ao produto escalar acima.

Substituindo f — F7![f] e g — F![g] na identidade de Plancherel, obtemos (f, g)c = (F'[f], T [g])¢ -
Substituindo apenas f — F~![f] na identidade de Plancherel, obtemos que (f, Flgl)¢ = (F'[f], 9)¢, que afirma
que F* = F~! (na linguagem de operadores duais (adjuntos) em espacos de Hilbert). Substituindo apenas g — F~1[g]
na identidade de Plancherel, obtemos que (F[f], g)¢ = (f, F7'[g])c-

Para futura referéncia reunimos os resultados provados acima na seguinte proposigao:

Teorema 38.4 (Teorema de Plancherel) Seja o produto escalar definido em ./ (R™) por
(f; 9)¢ = /'R fW)gly) dy
para todas f, g € S (R™) e sejam a transformada de Fourier F e sua inversa ¥~ dadas por
1 —iy-w n —1 _ 1 +iyw gn
W = o [ @ e T = g [ S,

para toda [ € . (R™). Entdo, para todas f, g € . (R™) valem as relagoes

G Flahe = (f 9> (38.92)
@ T e = () 9)es (38.93)
(£, Flohe = (TS, 9D s (38.94)

G 9)e = (f F 9he (38.95)

23Michel Plancherel (1885-1967). O trabalho original de Plancherel sobre a identidade que leva seu nome é: Michel Plancherel, “Contribution
a letude de la representation d’une fonction arbitraire par les integrales définies” Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, vol. 30, p.
298-335 (1910).
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Essas relagées estabelecem que T e F~' sio operadores isométricos para o produto escalar acima e que vale F* = F~1,

A relagio (38.92) é denominada identidade de Plancherel. o
O Teorema de Plancherel, Teorema 38.4, indica que a extensdo da transformada de Fourier a L2(R", d"z), que

discutiremos adiante, ¢ um operador unitério nesse espago de Hilbert.

E. 38.28 Ezercicio para o estudante que conhega a distribuigdo de Dirac. Obtenha formalmente a relagdo (F[f], Fg])¢ =

(f, 9)¢ fazendo uso de (38.83). £

Fagamos ainda um comentdrio elementar que utilizaremos posteriormente em nossa discussao sobre transformadas de
Fourier de distribuigées. Considere-se a forma bilinear w em . (R™) que a cada par f, g € (R™) associa

wlfo0) = (T a)e = [ St d'y.

Temos que w(f, iT[g]) = <T, f]'[g])c (38.99) <IJ"1 F} g>(‘, (38.34) <ﬂ'[f], g>c, estabelecendo que

w(f. Fll)] = w(F1f], 9) - (38.96)

e Os operadores P e () como operadores simétricos

Para futuro uso, demonstremos as seguintes propriedades importantes que relacionam os operadores P ¢ ) ¢ o produto

escalar (38.90) no espago de Schwartz: para todos f, g € .7(R") e todo a € {1, ..., n} valem
(f; Qug)e = (Qufs 9)¢» (38.97)
(f, Pag)y = (Pufs 9)g - (38.98)

A prova de (38.97) é elementar:
(. Qua)e = [ T@istgw) e = [ FTwgt) ¢ = (Quf g)e
Rn n
A relagao (38.98) pode ser facilmente provada via integragao por partes, mas vamos fazé-lo de uma forma mais elegante,
usando (38.44) e a identidade de Plancherel (38.92):

(f. Pagde “E (5, FPug)e “EY (51 QuIa)e “ET (QuTF T)e CEY (IP.1, T CEY (Pt 9

estabelecendo (38.98).
Na linguagem da Andlise Funcional, (38.97) e (38.98) informam que Q, e P, sdo operadores simétricos em . (R™).
Seguindo as defini¢oes (38.48)—(38.49) é trivial estabelecer que
U] U@g)e = (. )¢ eaue (V@) V(@)g)e = {f. 9)e - (38.99)
também para todos f, g € (R") e todo a € R™.

E. 38.29 Ezercicio. Prove isso! £

38.2.1.5 “Relacoes de Incerteza” para Transformadas de Fourier

J& comentamos, ao contemplar anteriormente alguns exemplos, que a transformada de Fourier de uma fungao “estreita” é,
em muitos casos, uma funcao “larga” e vice-versa. Vamos aqui tornar essa ideia mais precisa apresentando um resultado
similar as relagoes de incerteza, bem conhecidas da Mecéanica Quantica, e que discutimos no Capitulo 48, pagina 2736.
Para um tratamento dessa questdo com métodos similares, também no contexto das Transformadas de Fourier, vide [16]
ou [460].
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Seja f € #(R) uma fungao nao nula escolhida de sorte que <f, f>c =1 (o que sempre pode ser alcancado entre
fungdes nao nulas multiplicando-as por uma constante adequada). Por (38.92), segue também que <3" 1 Ff > c=1

De (38.42), segue que —i = (f, (PQ — QP)f). Por (38.97) ¢ (38.98), isso implica —i = (QPf, f)g — (f; QPf)¢-
Tomando o mddulo de ambos os lados dessa igualdade, temos

s

. . (38.97) . L 1/2
U< [(@P1, Dol + |1, QPG| = 21 @Pr)| “E7 2(@r, Pr)| < 2f(@r. @n)o| [P Pr)|
(38.100)
sendo que a ultima desigualdade ¢ uma decorréncia imediada da desigualdade de Cauchy-Schwarz (vide, e.g., (3.11),
pégina 261). Pela identidade de Plancherel (38.92) e pelas relacdes (38.44), temos (Pf, Pf), = (FPf, FPf), =
<Q1Tf, fof>c. Assim, (38.100) diz-nos que

‘1/2‘<Q?f, ng%‘l/z - 1

[@s, @f)e > 5. ousdn [ @) |8 @) 2 i (38.101)

Essa relagao expressa uma versao da “relagao de incerteza” procurada para transformadas de Fourier. Ela afirma que

(/:ﬂf(x)fdx> (sz2|f<p>\2dp) > 1 (38.102)

onde f(p) = J[f](p). Passemos a sua interpretacao.

Como ffooc {f(z)|2 dr=1e ffzc ‘f(p)‘z dp = 1, podemos interpretar as fun¢ées nao negativas ‘f(z){z e ‘f(p)|2 como
distribuigoes de probabilidade em R. Dessa forma, as grandezas ffooo z2|f(1)|2 dr e ffooo z2|f(1)|2 dx expressam as
médias da varidvel aleatéria x2 nessas duas distribuigdes. Portanto, (38.102) diz-nos que o produto dessas duas médias
sempre excede 1/4. Logo, se uma for “pequena” a outra deverd ser suficientemente “grande” de sorte a nao violar a
desigualdade (38.102).

Essa é a forma precisa de expressar essa propriedade qualitativa das transformadas de Fourier: se uma func¢ao f

oo

. L R . p 2 L JY . s .
torna-se mais “estreita”, ou seja, se o valor médio [ - .Lz‘f(‘l/)‘ dz diminui, entdo f deve tornar-se “larga”, ou seja, o

valor médio ffcoo p2|f(p) ‘2 dp deve crescer e vice-versa.

A relagdo (38.101) pode ser ainda mais generalizada e sua interpretacao aperfeicoada. Se nela realizarmos a substi-
tui¢do f — V(=b)U(—a)f, onde U ¢ V sao os operadores definidos em (38.48) e (38.49), respectivamente, com a, b € R,
obtém-se

(55, @-0)’Th)e| > 1

(5. (@ an)’s)| i

(38.103)

E. 38.30 Ezercicio. Prove isso. Utilize para tal relagdes de comutagio como (38.44) e (38.55)—(38.58), assim como as relacdes
(38.99). x

Assim, obtemos . -
([~ w-artrar as) ([~ o-vrliof a) = 1. (38.104)

Essa desigualdade é vélida para todos a, b € R, mas é elementar constatar (faga-o!) que o lado esquerdo atinge seu
minimo quando a e b igualam os valores médios de = nas distribuigdes de probabilidades definida por |f(z)|? e por |f(z)|?,
respectivamente: ag = ff; xlf(z)‘Q dx e by = ffooop|f'(p)|2 dp. Isso pode ser visto constatando, por exemplo, que

st o [ of oo ([ apore)

e analogamente para ff; (p— b)ﬂf{p)‘z dp. Assim, para essa escolha de a e de b, cada fator do lado esquerdo de (38.104)
iguala-se & variancia de z na respectiva distribuigdo de probabilidades. A equagao (38.104) afirma, portanto, que o
produto dessas duas variancias sempre excede 1/4.

Para futura referéncia capturamos as afirmagoes provadas acima na seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 38.11 (Relagoes de Incerteza em Transformadas de Fourier) Seja f € . (R) uma fungdo nao-nula
escolhida de sorte que <f, f>€ = ff; ‘f(z)‘zdz =1. Seja f = F[f] sua transformada de Fourier. Entdo, para todos

a, beR, vale . -
([w(rfa)z\(f(m)}2 dm) <1m<pfb)2|f(p)\2dp) > %1, (38.105)

sendo que o minimo do lado esquerdo é alcangado em ag = ffooc T‘f(:l‘)‘z dr e by = f_wmp|f(p)|2 dp. m]

E. 38.31 Ezercicio. Generalize o tratamento acima para transformadas de Fourier em .7 (R™). E
Kok ok Rk Kok K

Relagoes de Incerteza, no contexto da Fisica Quéntica, sao apresentadas (em vérias versdes) e discutidas na Sec¢ao
48.4, pagina 2743. O estudante deve comparar as similaridades e dissimilaridades dos métodos 14 empregados com os
usados acima.

38.2.2 A Transformada de Fourier em L?(R", dz)
Esta breve se¢ao, cuja leitura é dispensdvel para o material que lhe segue no corrente capitulo, é melhor compreendida
por estudantes familiarizados com a nogao de espago de Hilbert e com alguns fatos relativos a operadores agindo em

espagos de Hilbert. Vide Capitulo 39, pagina 2109 e Capitulo 40, pagina 2156.

o A transformada de Fourier em L?*(R", dz)

As chamadas fungoes de Hermite foram introduzidas na Segdo 16.2.3.1, pigina 887, e siao definidas por h.,(z) =

cmHm(.T,)e’ZQ/Q, com z € R e m € Ny, onde

1
e = —— (38.106)

V2mmly/T
e H,, sao os polinomios de Hermite. E bastante evidente que todas as fun¢oes de Hermite h,, sao elementos do espago de
Schwartz .%’(R). Na Secao 17.2, pagina 930, provamos também que essas fun¢ées formam uma base ortonormal completa
no espago de Hilbert L?(R, dz). Desse fato e do Teorema 39.8, pagina 2131, concluimos que .#(R) é um subespago denso
do espago de Hilbert L?(R, dz). A mesma afirmagdo se estende facilmente a mais dimensoes: .%(R™) é um subespago
denso do espago de Hilbert L2(R", dz).

A identidade de Plancherel informa-nos que a transformada de Fourier F é um operador unitério no espago de Schwartz
Z(R™). Como esse subespago de funcdes é denso em L2(R™, dz), segue do Teorema BLT, Teorema 40.1, pagina 2162,
que F pode ser univocamente estendida como operador unitério a todo L2(R", dx). Denotaremos essa extensio também
por F. E importante notar que essa argumentacao aplica-se também sem mudangas a transformada de Fourier inversa
F~1 e, portanto, também esta possui uma extensdo unitdria a todo L?(R", dz), a qual também denotamos por F~1.
Como ambos os operadores sio o inverso um do outro no subespaco denso .#(R™), concluimos que a extensio F—!
é também a inversa da extensdo F em L2*(R", dx) e vice-versa. Como F e F~! sdo unitdrias, temos evidentemente
F* =F =1 em L2(R", dx).

HA um ponto sutil na definicio da extensio de F a todo L*(R", dzx) que deve ser compreendido pelo estudante. Se
1 € L3(R", dx) podemos, pelas consideragdes acima, definir F1) univocamente como um vetor de L?(R", dz). Isso,
porém, nao garante que F possa ser expressa pela representacgao integral usual da transformada de Fourier

1 ’
FWlp) = W /,‘ (x)e P d (38.107)

pois a integral do lado direito pode nao estar definida (no sentido de Lebesgue). Lembrar que a integral do lado direito
56 estard definida se 1 € L'(R"™, dx). Assim, se ¢ € L*(R", dz) mas ¢ ¢ L'(R", dz) teremos F definida, mas a
representacao integral acima nao existird (no sentido de Lebesgue). Tal é o caso, da func¢ao definida em R dada por

i 1 e ¥, paray>0,
P(x) = - para a qual tem-se Fl(y) =

0, paray <0,
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com F[¢](0) arbitréria.

Mais adiante descreveremos uma forma de representar Fv para qualquer ¢ € L2(R", dz) em termos de uma série
(convergente em L?(R™, dz)) envolvendo as fungdes de Hermite.

e A transformada de Fourier em L?(R", dz) e algumas de suas relacoes algébricas

Comecemos com algumas defini¢oes que serao tteis no que segue.

Para a € R" definimos o operador T, : L>(R"™, dz) — L*(R", dz) por (T,h) (z) := h(x — a), com h € L*(R", dz).
Nao é dificil constatar que cada T, é unitdrio e T} = T, 1 = T_,. O operador T, implementa uma translacio por a nos
elementos de L2(R", dz).

Para a € R™ definimos o operador de multiplicacio e, : L2(R", dz) — L*(R", dz) por (e,h) (z) = e~ *h(x). Nio
¢ dificil constatar que cada e, é unitdrio e e} = e;! = e_,.

Definimos também o operador R : L2(R", dz) — L%(R", dz) por (Rh)(zx) = h(—z). E trivial constatar que R é
unitdrio e R* = R™! = R. O operador R implementa nos elementos de L*(R", dz) uma reflexdo sobre a origem em R".

Por fim, definamos o operador antilinear C' : L*(R", dz) — L?*(R"™, dz) por (Ch)(z) = h(z)). O operador C é
antiunitdrio, o que significa que

(. Cg)¢ = (9, Cf)e

para todos f, g € L*(R", dz).

E evidente pelas definigdes que valem as seguintes relagoes:

R* = 1, (38.108)
c? = 1, (38.109)
Re, = e_,R, (38.110)
Ceo = e_oC, (38.111)
CT_, = T..C, (38.112)
CR = RC. (38.113)

Afirmamos que valem também as seguintes relagoes algébricas entre esses operadores e a transformada de Fourier:

cF = g0, (38.114)
FT, = eF, (38.115)
Feo, = T oF, (38.116)
FR = RT =971, (38.117)
72 = R, (38.118)
F o= 1, (38.119)

para todo a € R". As relagdes acima j& foram estabelecidas para . (R™): (38.114) foi estabelecida em (38.34); (38.115)
e (38.116) foram estabelecidas em (38.35)-(38.36); (38.117) foi estabelecida em (38.45) e, por fim, (38.118) e (38.119)
foram estabelecidas em (38.81). Cada uma delas se estende a todo L2(R", dz) pois .#(R") é denso em L*(R", dz) e
pois todos os operadores envolvidos sao limitados.
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o A transformada de Fourier em L*(R", dz) e produtos de convolugido

Se f e g sdo elementos de L?(R™, dx) podemos definir seu produto de convolugio por

(f*g)(a) = W(w, RT ug)e, a€R". (38.120)

Essa definigdo pode parecer estranha e artificial, mas escrevendo-se explicitamente o lado direito de (38.120), temos
(fxg)(a) = ;/ f(@)gla—z) du,
(27-r)71/2 R

como facilmente se verifica. De fato, (RT_q9)(z) = (T_ag)(—2) = g(—z + a), donde segue facilmente a afirmagdao. E
facil constatar outrossim que
(f+9)(a) = (9 f)(a)

para todas f, g € L>(R", dx) e para todo a € R™. De fato, usando as relagdes (38.108)—(38.113), a unitariedade de R,
a antiunitariedade de C' e o fato que T} = T_,, segue que

@m)"2(f xg)(a) = (Cf. RT_ag)y = (TaRCS. g) = (CRT_af, g)¢
= (Cg, RT_of)e = 2m)"*(g% f)(a) -

E relevante notar, todavia, que f * g ndo é necessariamente um elemento de L2(R", dx) se f e g o forem.

Coloquemo-nos a seguinte questao: podem os resultados da Proposigao 38.10, pagina 2026, ser diretamente estendidos
do espago de Schwartz .#’(R™) ao espago de Hilbert L2(R"™, dz)? Uma evidente dificuldade reside no fato de que . (R™)
é uma dlgebra tanto com relagao ao produto pontual quanto em relagao ao produto de convolugao, enquanto que o espago
de Hilbert L2(R", dz) nio o é em relagio a nenhum dos produtos. Assim, se f, g sdo fungdes de L2(R™, dz), os produtos
fg e f*g nao necessariamente o sao e, portanto, nao é evidente sequer se a transformada de Fourier e sua inversa podem
ser aplicadas a ambas as fungoes.

Recordemos, porém, que se f e g sdo duas fungdes de L?(R™, dx) seu produto pontual é certamente um elemento de

. . 2 . .
LY(R™, dz) pois, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, (Jg [f(@)g(@)ldz)” < [o 1f (@)[Pde [g lg(x)?dz < co. Assim, se
f, g € L*(R™, dz) a transformada de Fourier e a transformada de Fourier conjugada do produto pontual fg existem e sdo

dadas por F[fg|(y) = W Jan f@)g(@)e @ Vda e F¢[fg](y) = W Jn f(2)g(x)e™ ¥ dz, respectivamente. Temos o
seguinte resultado:
Proposicao 38.12 Para todos f, g € L*(R™, dx) tem-se
N — L 11 1) F=L[1( ) o—iUT
(=)0 = s [ T T o) e (38.121)

A integral & direita estd bem definida pois, como jd comentamos, F~1[f] - F~1[g] € L'(R™, dx). A igualdade acima
estabelece que se f, g € L*(R", dx), entdo f* g € a transformada de Fourier de uma funcio de L'(R™, dx) (observar
que o lado direito de (38.121) é a transformada de Fourier de um elemento de L*(R", dx)). Como a transformada de
Fourier é invertivel em L*(R", dx), seque de (38.121) que

Ff]*Fgl = Ffql- (38.122)

Note-se que a transformada de Fourier do lado direito, F[fg], é entendida como a transformada de Fourier de um
elemento de L'(R", dx). Segue disso também que

T T gl = TSl (38.123)

sempre para f, g € L*(R", dz). [m]
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Incidentalmente, (38.121) fornece uma prova alternativa de que f * g = g * f para f, g € L*(R", dx).

Prova da Proposi¢do 38.12. Fazendo uso da unitariedade da transformada de Fourier em L?(R™, dz) e das relagdes
(38.108)-(38.113) e (38.114)(38.119), obtém-se

(38.120)

2m)"2(f * 9)(v) (Cf, RT_yg)e "2 (FCFf, FRT_yg), = (CT'f, e, g)

= / FUf) (@) Flg)(x) e~ du .

Verifique! Na tiltima igualdade nos limitamos a escrever explicitamente o produto escalar. A relagio (38.122) segue disso
substituindo-se f e g por F[f] e Flg], respectivamente, que também sio elementos de L?(R™, dz). A relacio (38.123) é
obtida tomando-se a conjugacao complexa ou aplicando-se o operador R a ambos os lados de (38.121) ou de (38.122). B

38.2.2.1 Mais Algumas Transformadas de Fourier Relevantes em Aplicagoes

Nosso propdsito nesta secao é justificar a validade de algumas identidades utilizadas com frequéncia em problemas de
Fisica, no computo de certas solu¢oes fundamentais (fungoes de Green) associadas a certas equagdes diferenciais lineares
nao-homogéneas:

O primeiro exemplo ¢ o seguinte. Seja w, um nimero complexo com Im (w,) > 0. Entao, vale

00 wt
/ C dw = 2miH(t)e ! (38.124)

oo W — Wy

onde H é a chamada fungao de Heaviside, que vale H(t) = 1 para t > 0 e H(t) = 0 para t < 0.

O integrando do lado esquerdo ndo é uma funcio integrdvel (ou seja, ndo é um elemento de L'(R, dz)) e a integral

elwt
do lado esquerdo deve ser entendida no sentido de integrais de Riemann indefinidas, ou seja, como lim / dw.
A—oo J_ 4w — Wy
Analogamente, para w, € C com Im (w,) < 0, vale
0o giwt )
/ dw = —2miH(—t)e™"", (38.125)
o W Wi

expressao esta que pode ser facilmente obtida de (38.124) tomando-se o complexo conjugado daquela (faga-o!). As
relagoes (38.124) e (38.125) podem ser conjuntamente escritas na forma

0o giwt
/ © dw = 2misgn (Im (m*))H(sgn (Im (m*))f) et (38.126)

oo W — Wk
onde sgn (Im (w.)) ¢ o sinal de Im (w,).

A relagio (38.124) pode ser obtida com uso do chamado “método dos residuos”, da teoria das fungdes de varidvel
complexa, mas seguiremos aqui um procedimento diferente. Considere-se a funcao f(t) := H(t)e™!, t € R. E elementar
constatar que, devido ao fato de f anular-se na semirreta real negativa (decorréncia do fator H na defini¢ao de f) e decair
exponencialmente para t — co (decorréncia de ter-se Im (w,) > 0), vale que f € L*(R, dz) e que f € L?(R, dz), ou seja,
f:ﬂ |f(t)‘dt e ff; }f(t) ‘zdt sdo ambas finitas. Consequentemente, a transformada de Fourier de f, que denotamos por
f(w) = F[f](w), w € R, ¢é dada por

1> . 1 [ 1 1
= — H(t)ewte™ ™t gt = —/ i)t g — . 38.127
f(w) V2 /700 ( )P ¢ V2 Jo ¢ IV2T W — Wy ( )

Verifique! Por ser a transformada de Fourier de uma funcio em L3(R, dz), f ¢é igualmente uma funcdo de L?(R, dz),
mas nio necessariamente de L*(R, dz).
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E. 38.32 Ezercicio. Constate explicitamente que para a funcio f dada em (38.127) tem-se f:o |f(w)‘2dw < o0, mas que

ffox ‘f(w)‘du diverge. Sugestdo: use o fato que, escrevendo-se wy = v + i, com ., By € R, tem-se |w — w.| = \/(w — aw)? + 7
e conclua que 1/ |w — w.| decai como 1/|w]| para |w| — oc. £

Assim, temos que F~! [ﬂ (t) = f(t) (no sentido de L*(R, dz)). Formalmente, essa igualdade se escreve como
ﬁ fjooo f(w)e"mdw = f(t), ou seja,

1 i 1 .
/ et dw = H(t)e™=" .

2mi o W — W

Essa j4 ¢ a identidade desejada (38.124), mas como f nao é integravel, é necessario dar um sentido mais preciso a
integraciio do lado esquerdo. Isso pode ser feito aproximando-se f em L2(R, dx) por funcdes em LY(R, dz)NL%(R, dx),
o que pode ser feito de diversas formas.

Uma possibilidade é considerar-se as fungoes Fa(w) = X[,A‘A](w)f'(w), para A > 0, onde x4, 4] ¢ a fungdo carac-
terfstica do intervalo [—A, A]. E evidente que F4 € LY(R, dz)NL2(R, dz) para todo A > 0 e é facil ver que F4 converge
na norma de L2(R, dx) & fungio f.

E. 38.33 Ezercicio. Verifique essas afirmagdes. &
Mais adiante, a pagina 2073, quando tratarmos de transformadas de Fourier de distribui¢ées temperadas regulares,
vamos encontrar uma outra justificativa, de natureza distribucional, para a identidade (38.124).
Uma outra situagao importante em aplicagoes envolve o computo de integrais como
/-oc it
S — (38.128)
oo W2 fw

com f3, 7 € C satisfazendo 32 # 4v. Escrevemos

1 3 1 1 [ 1 ]
W Bwty w-wi)(w-wo)  wi—w_ [w-wp) (w-w_)]’

onde w4 sdo as rafzes do polindmio w? + fw + 7, ou seja, wy = %( - B+ /B2 - 4“/) (aqui e no que segue as raizes
quadradas sdo tomadas no ramo principal). Inserindo isso em (38.128), teremos

00 —iwt 1 00 iwt 00 iwt
/ S ——_ 7[/ ¢ dw—/ ¢ dw]
oo W2 Pw Aty wp —wo [ oo w—wy o W — W
. omi ,
@8120) _ 2m [U+H(U+t)e“+‘ - a,H(a,t)ewJ] , (38.129)
Wy —w_

onde o4 := sgn (Im (w+)), o sinal da parte imagindria de w-. E facil constatar que o lado direito de (38.129) pertence a
L'(R, dt) N L3(R, dt).

e Exemplos de aplicagoes de (38.129)

Vamos aqui apresentar alguns usos de (38.129). A integral J4. .(t), abaixo, aparece no computo do chamado propa-
gador de Feynman de campos escalares relativisticos e as integrais K4 .(t) aparecem no computo de fungoes de Green
retardadas e avangadas, também no contexto de Teorias Quanticas de Campos relativisticas, ou no Eletromagnetismo.

Exemplo I. Um problema de interesse em aplicagdes é o computo da integral

oo ezwt
Tel(t) = / L (38.130)

J oo W2 — Wi +ie
onde wy > 0 e € > 0. Nesse caso =0, v = ﬂuﬁ +ice wy = i\/wg — ie. Claramente, sgn (Im (wi)) = F1 e teremos

Telt) = w;rl if [7H(7t)€h/mgﬂst _ H(t)6711/m571€f:| )
2

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 38 2035/2825

Analogamente, é fécil ver que

oo iwt i . v
J_d(t) = / e d m [H(r/)eu/wéﬁ»sz+H(7t)e—1\/mf,+wt

lw =
2 2 g -
oo WP — W — 1€ VwE + e

E. 38.34 Ezercicio. Verifique! "
Definindo-se J4(t) := lim Jy (t), teremos:
e—04

Jo(t) = 75—2[H(7t)e’““"+H(t)e”“’“*] e J(t) = %; H(t)e™ ot + H(—t)e~ot] . (38.131)

Exemplo II. Outro problema de interesse em aplicagdes é o computo da integral

o0 it
K t) = ———dw 38.132
) = [ e (38.132)
onde wp > 0 e € > 0. Nesse caso 8 = 2ie e ¥ = —w3 — €. Aqui we = Fwy — ie. Claramente, sgn (Im (wi)) =-1le,
portanto, segue de (38.129) que
2
Ky o(#) = “ZH(—t)sen(wot)e . (38.133)

wo

Verifique! De forma totalmente andloga, demonstra-se que

K_ (t) == /ao de = —Q—ﬂ'H(t) sen (wot)e ™ . (38.134)
: R e prs

Verifique!

De particular interesse sao os limites K4 (t) := 1i1(1]1 Ky (). Teremos:
e—04

Ki(t) = QIH(*t) sen (wot) e K_(t) = 72lH(t) sen(wot) . (38.135)
wo wo

38.2.2.2 A Transformada de Fourier em L?*(R", dz) e suas Propriedades Espectrais

e A transformada de Fourier em L?(R", dz). Representacio espectral

No exercicio e nas consideragoes que seguem estabelecemos que o espectro da transformada de Fourier no espago de
Hilbert L2(R™, dz) é composto pelas raizes quarticas da unidade: o(F) = {1, —i, —1, i} (vide também Teorema 40.15,
pagina 2212 e comentdrios que se lhe seguem). Em seguida, exibimos uma base ortonormal completa de autofungoes
em L%(R, dz): as funcdes de Hermite, introduzidas na Secdo 16.2.3.1, pdgina 887. Esse exercicio é melhor apreciado
pelo leitor familiarizado com o Teorema Espectral, quer na versdao para matrizes (Teorema 10.7, pagina 531), quer na
versao para operadores limitados em espagos de Hilbert (vide Teorema 40.46, pagina 2316, para o caso de operadores
autoadjuntos).

E. 38.35 Egercicio. Seja f € #(R"). Usando o fato que * = 1 (vide Teorema 38.3, pagina 2025), mostre que as fungdes ga,
a € 7, definidas por

ga = Y AUTVUGIf] = i f 4+ (<1 TS + (=) T (] + T

satisfazem F[g.] = (—i)"ga para todo a € Z (em verdade, como i* = 1, 56 os casos a = 0, 1, 2, 3 so independentes). Mostre também
que

3
f= %;(*i)uga = %(gofigl 7!]2+igg) .

Isso prova que toda fungdo de Schwartz pode ser escrita como combinagdo linear de quatro fungBes de Schwartz, as quais sdo autofunconas
da transformada de Fourier com autovalores (—i)* com a = 0, 1, 2, 3. Essa é uma versdo do chamado Teorema Espectral para as
transformadas de Fourier em &/ (R™).
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Mostre, usando as expressdes acima, que
3 1 3
F = (~i)€a, onde &, = ZZN*”"T*R
a=0 j=0
a=0, 1, 2, 3. Prove que

3
Z'Sa =1 e que €alh = ba.bEa
a=0

para todos a, b =0, 1, 2, 3, e conclua disso que os £,'s s3o os projetores espectrais de F.

E de se observar que as propriedades e relagdes estabelecidas acima valem n3o apenas para a transformada de Fourier F agindo em
.Z(R™), mas também para sua extensio agindo em L*(R", dx). Justifique! £

e A Transformada de Fourier em L?(R", dz) e as fungdes de Hermite

Como dissemos acima, as chamazdas fungoes de Hermite foram introduzidas na Segdo 16.2.3.1, pagina 887, ¢ sdo
definidas por hy, () := ¢ Hp(z)e™* /2, com z € R e m € Ny, onde ¢, ¢ dado em (38.106) e H,, sdo os polinémios de
Hermite. Em (16.117) provamos que podemos expressar cada hy, n € INg, na forma

d\" _.
hn(z) = co (2= ) /2, 38.136
@ = (o) e (38.136)
com z € R. Como h, € (R), e usando os operadores P e Q, podemos escrever (38.136) na forma
n
hn = cn (Q - iP) ho
com ho(z) = e~/ E claro por essa expressao, com uso de (38.44), que
n n
Flha] = eu( = P~iQ)"Tlho) = (~i)"cn(@—P) ho.
onde usamos o fato ji provado que Flhg] = ho (Proposi¢ao 38.8, pagina 2020). Portanto, provamos que

Flha] = (=i)"ha (38.137)

para todo n € INy e com isso estabelecemos que cada funcao de Hermite h,, é autofuncao da transformada de Fourier com
autovalor (—)". De acordo com (16.111), pagina 888, essas fungdes satisfazem ]fooc hn(x)h (2) do = 6y, para todos
n, m € Ny. Na Secao 17.2, pagina 930, provamos também que essas fung¢oes formam uma base ortonormal completa no
espaco de Hilbert L*(R, dx).

Nota. A equagio (38.137) ndo deve surpreender o leitor familiarizado com a Mecanica Quéantica pois, devido a (38.44), é facil ver que F

comuta com o “operador Hamiltoniano” do problema do oscilador harménico: H = %(P2 + Qz). Vide Exercicio E. 38.22, pagina 2017. Sendo
as fungoes de Hermite h,, autofungoes de H, elas devem ser também autofungoes de F.

As observagdes acima permitem-nos exprimir a transformada de Fourier sobre elementos de L?(R, dz) da seguinte
oo

forma. Seja 1) = Z (hn, V)¢ ha a decomposigio de 1 € L2(R, dr) na base ortonormal completa composta pelas funcdes
n=0

de Hermite, com (f, g)¢ := [ f(x)g(a)da sendo o produto escalar usual em L*(R, dx). Obtemos, entdo, por (38.137),

00 3 00
T = 3 ()" V) hn = I ()" Y (hintar V) hanta - (38.138)
n=0 a=0 n=0

onde usamos o fato que as fungoes de Hermite hy, s tém autovalores (—i)*, para todo n € Ny e todo k € {0, 1, 2, 3}.
A convergéncia das séries acima se d4 no sentido da norma de L?*(R, dz). A relagdo (38.138) permite exprimir a
transformada de Fourier de uma fungdo 1 arbitraria de L?(R, dz) e é vélida mesmo quando a integral (38.107), pagina
2030, nao estd definida.

Essa abordagem da teoria das transformadas de Fourier no espaco de Hilbert L?(R, dz) fazendo uso das fungdes de
Hermite é empregada no estudo de séries temporais e foi introduzida por Wiener®* (vide, e.g., [523]).

24Norbert Wiener (1894-1964).
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Vemos do exposto acima que os projetores espectrais €4, a =0, ..., 3, de F sdo dados, na notagao de Dirac?®, por
oo
€ = > |hanta){hantal
n=0
e que podemos escrever
3 3 oo
F =3 ()€ = D ()" |hanta)(hantal -
a=0 a=0 n=0

Essa & a representagao espectral da transformada de Fourier. Com a notagao de Dirac podemos igualmente escrever

F o= (=i)"[hn) (b

n=0
que é por vezes denominada representag¢io de Wiener da transformada de Fourier.

Com a posse dessas expressoes, abrem-se diversas possibilidades, como por exemplo, a de se definir poténcias ar-
bitrarias de transformadas de Fourier (também denominadas transformadas de Fourier fraciondrias), dadas para v € C
por

3 3 o
_jmer _jmay
F = Ze e, = g e 'z E |h4n+a><h4n+u‘-
a=0 a=0 n=0
* ok k

E. 38.36 Ezercicio. Considere-se a fungdo de Schwartz dada por

cosh (\/gz) '

Mostre que essa fungdo tem norma 1 no espaco de Hilbert L*(RR, dz), ou seja, mostre que

(h, }L>L2(|R,dr) = / h(z)?dz = 1.

Sugestdo: use a expressdo (38.297) do Exercicio dirigido E. 38.67, pagina 2100, e tome o limite y — 0. N3o esqueca o fator \/%7 da
transformada de Fourier!

o = (3"

No Exercicio dirigido E. 38.66, pagina 2099, demonstramos que a fun¢do h tem a si mesmo como transformada de Fourier: Fh = h.
Conclua disso que h é um elemento do fecho do subespago de L?(RR, dx) gerado pelas fungdes de Hermite cuja ordem é um miiltiplo de
4, ou seja, {han, n € No}.

Isso implica que a projecdo de h sobre as demais funcdes de Hermite é nula. Assim, vale <h, hk>
que implica que

L2(R, dz) = 0 para todo k impar, o

Tl W@z =0
-/—x cosh (ﬁa:) w(@)e =
para todo k impar (o que é trivial, pois h é uma funcdo par mas h; é uma fun¢do impar para todo k fmpar) mas vale também que
(h, }Lgﬂn)ﬂ(R ey = 0 para todo n € No, 0 que implica que

/m ;Fl’zmn(w)e*z}/2 dr =0
_ oo COsh (\/é )

para todo n € INo, uma relagdo que, aparentemente, nio se deixa demonstrar facilmente por meios diretos!

Segue das consideracdes acima que podemos escrever

o

T\ /4 1
(g) cosh (/5x) - Z (han, h>"2(“' da) han(@)

n=0

como a expansio de h na base ortonormal completa definida pelas fungdes de Hermite em L?(IR, dx). Obtenha de forma explicita os
coeficientes

m\1/4 > 1 _a2/2
han, B, =& ~n/ _ Hon(@)e=""? da
(ha L>L2(R. dx) ] C4 e cosh (y/27) an(@)e az
como fungdo de n (obs.: isso ndo é uma tarefa simples!). Os coeficientes c,,, sdo os dados em (38.106). *

25Nessa notagio 1) (¢| denota o projetor ortonormal sobre um vetor normalizado ¢ € L2(R, dx).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 38 2038,/2825

E. 38.37 Ezercicio.

No Exercicio dirigido E. 38.66, pagina 2099, demonstramos que a fun¢do do espaco de Schwartz

e = ()" e

tem a si mesmo como transformada de Fourier: Fh = h. Mostre que as fung¢des

Tn(z) = (Q*iP)”h(z) = (g)lM (17%>"m, n €Ny,

e
o\ T\ /4 d\" 1
Sn(z) = (Q+1P) h(z) = (g) (erE) ey et neN,
satisfazem
Frn = (=i)"rn e Fsp = i"sn
para todo n € INg -

38.2.3 Transformadas de Fourier: Tépicos Suplementares

Esta secao trata de alguns temas especiais envolvendo transformadas de Fourier. Nem todo o material dela sera utilizado
no presente capitulo (ainda que seja ttil alhures) e seu estudo possivelmente pode ser dispensado em uma primeira
leitura.

38.2.3.1 A Férmula de Soma de Poisson

Vamos aqui apresentar uma interessante conexao entre séries e transformadas de Fourier e alguns de seus usos. Trata-se
de uma relagao notével e de grande utilidade denominada férmula de soma de Poisson?®.

Proposigao 38.13 (Férmula de Soma de Poisson) Para cada g € ' (R) vale a identidade
o o
Z gz +n) = V2r Z Flg] (2mm)et2™me (38.139)
n=—oo m=—oo

para todo x € R. Em particular, vale a identidade

o o
Z g(n) = V2r Z Flg)(2mm) . (38.140)
Ambas as expressoes (38.139) e (38.140) sio denominadas férmula de soma de Poisson. o

As hip6teses sobre a fungao g podem ser ainda mais enfraquecidas. Vide Exercicio E. 38.38, logo adiante.

Prova da Proposi¢do 38.13. Em primeiro lugar, observemos que, devido ao rdpido decaimento de g, a série > o g(z+n)

converge absolutamente e uniformemente em compactos e, portanto, define uma fungao continua em R, que denotaremos
por G:

o

G(z) = Z glx+n).
n=—o0
E evidente pela definigio que G ¢ uma funcdo periédica e de periodo 1. Paralelamente, como | lg] € Z(R), podemos
afirmar também que a série V27 Y or___ F[g](2mm)e®™™* converge absolutamente e uniformemente em compactos e,
portanto, define uma fungao continua em R, que denotaremos por H:

H(z) = V2« i Flg] (2mm) e .

m=—o0

26Siméon Denis Poisson (1781-1840).
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E também evidente que H é uma fungao periédica e de perfodo 1, pois as fungoes €™ o sio.

Para provarmos, como desejamos, que G = H, é suficiente, pelo Coroldrio 37.4, pagina 1962, provarmos que os
coeficientes de Fourier de G coincidem com os de H, que sao obviamente dados por v27F[g](2rm) (vide (37.59), pagina
1957). De acordo com (37.59), o m-ésimo coeficiente de Fourier de G é dado por

12
G = / e BT G(y) dy
—1/2
/2 o
= / e~ i2mmy Z gly+n) | dy
~1/2 nne
o a1/2
(37.2) / =2 gy 4 ) dy
n=—oc” —1/2
N oo nt1/2
p=y+n / em2mmem) o) dp
nE e In—1/2
izmmn _y e nH2
= / e~ g(p) dp
n=—oo”/n=1/2
= / e g(p)dp = V2rF[g](2mm) ,
J-oo
completando a prova. |

E. 38.38 Ezercicio.  Mostre que as identidades (38.139) e (38.140) valem também para funcdes g que sejam diferencidveis e

satisfacam a seguinte propriedade: existe K > 0 tal que |g(z)| + |¢'(z)| < 1fx2 para todo x € R. Sugestdo: constate que todas as
manipulagdes da prova da Proposicdo 38.13 sdo validas sob a hipétese acima. Vide [148]. *

e Alguns usos da férmula de soma de Poisson

E. 38.39 Ezercicio. Usando a férmula de soma de Poisson (38.140) e o resultado do Exercicio E. 38.19, itens b e ¢, pagina 2013,

prove que para a > 0 vale
o

1 1 ‘
) a? 4+ (2rn)> ~ 2atanh(a/2) (38.141)

n=—o0

Compare (38.141) com (37.127). £

O resultado do Exercicio E. 38.39 pode ainda ser generalizado.

E. 38.40 Ezercicio. Usando a férmula de soma de Poisson (38.139) e o resultado do Exercicio E. 38.19, itens b e ¢, pagina 2013,
prove que para a > 0 vale

oo p2mims

3 T ha() , (38.142)

m=—oc

onde hq é a fungdo continua e periddica de periodo 1 que no intervalo [0, 1) vale

1 cosh (a (z — l))
ha(z) = —————— 222, 38.143
@) 2a senh (%) ( )
oo
Sugestdo: A somatdria Z emelmtal pode ser calculada da seguinte forma. Trata-se claramente de uma fungio periddica de periodo
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1. Podemos, portanto, restringir = ao intervalo [0, 1) e escrever

1 -
i emalm+al _ Z emalmtal 4 g=alel i emalm+al  _ Z galmta) 4 g—aw | i —a(m+w)
m=—oc m=—oc m=1 m=—oc m=1
o0
= e (4 Z omam
m=1
a
_ _—ax ar | —ax
= (e ) T
cosh (a (z -3
M . (38.144)
senh (E)
Na segunda igualdade em (38.144) usamos que para 0 < z < 1 vale [m+xz| = —(m+x) sempre que m < —1, que vale [m+az| = m+zx
sempre que m > 1 e que e”**! = e7**. A (ltima igualdade em (38.144) envolve apenas manipulagdes simples. Complete todos os
detalhes. L

E. 38.41 Ezercicio. A identidade (38.142)—(38.143) pode também ser obtida computando-se a série de Fourier da funcdo h 13
definida. Faga-o! (Exercicio E. 37.24, pagina 1986). £

38.2.3.2 Usos da Férmula de Soma de Poisson. A Fungao 0 de Jacobi

E. 38.42 Ezercicio. A chamada Fungio 6 de Jacobi””, denotada por 6, é definida por

0z, 1) = 3 eEmnemmit (38.145)

n=—oc

comz€ CeteCcomRe(t)>0.

a. Usando a férmula de soma de Poisson (38.140) e também (38.72), mostre que 6 satisfaz a seguinte relagdo:

0z ) = % 3 e EEm? (38.146)

n=—oo

Constate pela definicdo da fungdo 6 que

R (Y (e iy
Vi TVt t ot
e conclua de (38.146) que vale a identidade

e —iz 1
[/ ) = _—, = .14
o= o (E1), (@8.147)
para z € Cet € C com Re(t) > 0. Essa expressdo é denominada identidade funcional da funcdo 6 de Jacobi, ou relacio funcional
da fungdo 0 de Jacobi.

b. Observe que para z € C e t € C com Re(t) > 0 podemos escrever
0z, 1) = 1423 e ™ cos (2mnz2) . (38.148)
n=1

Disso vé-se facilmente que 0(z + 1, t) = 0(z, t) e que O(—=z, t) = 0(z, t). E também evidente por (38.148) que 0(z, ) é real se
z€ R et>0. Prove que para todo z € C vale

ilim 0z, t) =1, (teR).

De (38.145) ou de (38.148) vé-se que, para cada t € C com Re (t) > 0 fixo, a fungdo 0(z, t) é uma funcdo inteira de z, pois as
séries de (38.145) ou de (38.148) sdo séries de fungdes analiticas que convergem absoluta e uniformemente em compactos.

27Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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c. Consideremos agora z € R e t > 0. Mostre que
1/2
/ 6(z, t)dz = 1 (38.149)
—1/2

para todo ¢t > 0. Usando a periodicidade de 6(z, t) com relacdo a z e o fato que 6(z, t) = 6(—=z, t), mostre que para todo §
com 0 < d < 1/2 vale
-5 1/2 1-5
/ 0(z, t) dz+/ 0(z, t)dz = / 0(z, t) dz,
—1/2 5 5

1-6
lim 0(z, t)dz = 0. (38.150)

0 /s

e usando (38.146), mostre que

Conclua disso que para t — 0 a fung¢do 0(z, t) comporta-se como uma sequéncia delta de Dirac de periodo 1 centrada em z = 0.

A Funcdo 6 de Jacobi desempenha um papel em diversas dreas da Matemdtica (Teoria de Nimeros, Teoria de Grupos, teoria das
funcdes elipticas etc.) e da Fisica (teoria da difusdo do calor, Mecénica Quéntica, Teoria Quantica de Campos etc.). H3 uma extensa
literatura sobre a Fungdo 6 de Jacobi. Mais propriedades elementares e aplicagdes dessa fungdo podem ser estudadas, entre outros, em
[521], [102] e [201]. No Exercicio E. 43.46, pagina 2509, exibimos um problema fisico, o problema de difusdo de calor no circulo, no
qual a Fungdo 6 de Jacobi surge naturalmente. "

Notas. Frequentemente denota-se 6(0, t) por 0(t), t € C com Re (t) > 0. Assim, tem-se,

oo

2 1,/1 1 & =n2
o) == Y et e vale o) = —0 (7) == > e, (38.151)
e VEAE)
pela identidade funcional (38.147). Alguns autores definem a Fungéo 6 de Jacobi por
> 2
Wz, 7) = Y et (38.152)
n=—o0
com z, 7 € C mas Im(7) > 0. Tem-se, portanto, J(z, 7) = 0(z, —i7) e a relagao (38.146) fica
1
Wz ) = © , 7-) . (38.153)
T
Alguns textos denotam 9(z, 7) por Joo(z, 7), por oo(z, T) ou ainda por 63(z, 7). »

38.2.3.3 Transformadas de Fourier e Médias Angulares

Um tema especial relevante é o da transformada de Fourier de fungoes definidas em R™ que sejam invariantes por rotagoes.
Como veremos no que segue, surge no tratamento desse tema uma insuspeita conexao com a teoria das fungoes de Bessel,
introduzidas na Secao 15.2.3, pagina 820, sendo suas propriedades bésicas desenvolvidas na Se¢ao 16.2.7, pagina 898, e
na Secao 17.4, pagina 934.

e Transformadas de Fourier de fung¢oes radialmente simétricas

Uma fungao f : R" — C ¢é dita ser radialmente simétrica, ou esfericamente simétrica, se para todo R € O(n) (o
grupo ortogonal em R™. Vide Se¢ao 21.3.3.1, pdgina 1106) valer f(Rz) = f(x) para todo z € R™. Se f € .#(R™) é uma
fungao radialmente simétrica, é ficil ver que sua transformada de Fourier também o é. De fato, sabemos que para todo
R € O(n) vale (Rp) -z = p- (RTz). Logo,

Ff1(Rp) = W - (z)e”R)@ grg: = W/]Rn f(z)efip-(RTz) o
: 1
T [ Ry

W/R femrvdry = f)p) .

provando que F[f] é radialmente simétrica. Na peniltima igualdade usamos o fato que f é radialmente simétrica e o
fato que a medida d"x ¢ invariante por O(n).
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Se f : R" — C ¢é uma fungdo radialmente simétrica, entdo pode ser escrita na forma f(z) = f(||=[|) para todo
z € R", onde ||z = /22 + -+ + 22. Em diversas situacdes temos interesse em calcular a transformada de Fourier de
uma fungao radialmente simétrica f em termos apenas de sua dependéncia radial. Esse cdlculo é dependente da dimensao

n e exemplificaremos isso no que segue nos casos n =1, n =2 e n = 3. Em seguida trataremos do caso de n € IN geral.

Caso n = 1. Se f € .(R) ¢ radialmente simétrica, vale f(z) = f(—z) para todo 2 € R, pois o grupo O(1) consiste nos
elementos +1. Assim, uma fungao radialmente simétrica em uma dimensao é uma fungao par, e nesse caso, vale

= @/) fa)eos (k) do 2 Vgl [ 10 o) VE e

como facilmente se constata, onde J_;/; é a fungdo de Bessel de ordem —1/2 (vide Secao 15.2.3, pagina 820 e Segao
16.2.7, pagina 898). A razdo de expressarmos JF[f](p) em termos de uma fungdo de Bessel ficard mais clara com os casos
que seguem e com o Exercicio E. 38.43.

Caso n = 2. Seja f € .(R?) uma funcdo radialmente simétrica, ou seja, tal que f(z) = f(||z]|). Sua transformada de
Fourier F[f] é dada por

T0) = 3= [ F(lal)e ™

Para p # 0 a integral do lado direito pode ser mais facilmente calculada em coordenadas polares (p, ¢), adotando-se o
eixo horizontal na direcio de p € R?, com o que escrevemos p - « = ||p||||z|| cosp = ||p||pcos ¢ e obtemos

Fl/1(p) %/u ; F(p)e~ilplocose  dpde

>~ Lo cos
/0 f(p) <%/ e ”“””"“’dsO)pdﬂ

/ " fo)o(lpll)ods

(16.190)

onde Jy é a fungao de Bessel de ordem 0.

Resumindo, para f € . (IR?) radialmente simétrica com f(z) = f(||z||) para todo = € R?, vale
91w) = [ 1) B (Iele) pdp. (38.15)

Caso n = 3. Seja f € .#(R?) uma funcgdo radialmente simétrica, ou seja, tal que f(z) = f(HzH) Sua transformada de

Fourier F[f] é dada por
Fflp) = (2;)3/2/ F(llzll) e d®

Para p 7é 0 a integral do lado direito pode ser mais facilmente calculada em coordenadas esféricas (r, 0, ¢), adotando-se
0 eixo “z” na direcdo de p € R?, com o que escrevemos p - @ = ||p||||z|| cosf = ||p||r cos 6 e obtemos

1 oo o p2m
Ffllp) = W / / / F(r)eilplireos? 1.2 seng drdfde
ﬂ' o Jo Jo
= 1 /Do f(r) /7r e~ ilIPllreos® sengde | r2dr
@m)2 )y - 0
B 1/2 / f(r) (/ 7‘”"”'”517,&)7 dr

sen(lpl)
= 2 d
@ e / A e

28Com um certo abuso, mas tencionando evitar uma sobrecarga na notacio, utilizamos a mesma letra f para designar as fungdes f(z) e
f(llz]}), ainda que a primeira seja, estritamente falando, uma fungdo de n varidveis e a segunda de uma varigvel.

I3
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Resumindo, para f € .%(R?) radialmente simétrica com f(z) = f(||z||) para todo = € R3, vale

[ 2 sen([pllr) . Ja(lpln) o
?[f](p)f/o f(ﬂ(\/; il ) / f<< E )d (38.155)

com Jy /, sendo a fungao de Bessel de ordem 1/2.

O estudante é estimulado a comparar (38.154) a (38.155), observando as semelhancas entre ambas. O exercicio
dirigido que segue obtém a expressao geral da transformada de Fourier de uma fungao radial em n dimensoes, n > 2.
E. 38.43 Euzercicio dirigido. Prove que em R"™, n > 2, a transformada de Fourier de uma funcio radialmente simétrica f € . (R")
é dada por

Ffw) =

p € R™, onde Ji, é a funcdo de Bessel de ordem k.

P [T 0) dya () (38.156)

IplET

Trataremos especialmente do caso em que n > 3, pois os dois casos anteriores j& foram discutidos. Comecemos escrevendo a
transformada de Fourier F[f](p) = (2m)~"/? Sy F(lz]])e™"d"z em termos de coordenadas esféricas n-dimensionais, as quais foram
introduzidas na Secdo 4.4, pagina 304. Estas sdo: uma coordenada radial » € [0, co) e n — 1 coordenadas angulares ¢, 03, ...,0n,
onde ¢ € (—m, « e 03, ...,0n € [0, 7. Vide discussio da Secdo 4.4, pagina 304. O elemento de volume de integragdo é
7'""(senon)"d(sen0n71)”73 -+ (senfs)drdedts - - df,. Vide (4.45), pagina 307. Como fizemos no caso n = 3, escolhemos o
eixo principal na direcdo do vetor p (que assumimos ser ndo nulo), de sorte que 6, é o dngulo entre x e o eixo principal positivo (no
caso n = 3, acima. esse papel foi desempenhado pelo dngulo ). Com isso, p -z = ||p||||z| cosf, =. Sabendo que r = ||z| e
F(llzll)e = = f(r)e~ IPImecsn depende apenas das varidveis r e 0y, obtenha

Iflp) = Fu /°° (/7r g ilplir cos bn (sen@n)niz dﬂn) Fryr™ " dr, (38.157)
0 0

F, = (27\')7"/erl (/ (seuﬂ,,,l)"igdé)n,;> (/ (sen(?,L,Q)niAden,g) (/ (Senﬂg)deg) .
0 0 0

O integrando da transformada de Fourier ndo depende de ¢ e a integragdo nessa varidvel produz o fator 27 extra observado em Fi,.

onde

Vamos prosseguir determinando primeiro a integral em 6,, em (38.157). Com a mudanca de varidveis u = cos 6,,, temos

T 1
/ eﬂupurcosan(smanyfz a6, — / eilelre (g 7u2)"’2du.
0 -1

Essa (ltima integral pode ser extraida, com as devidas identificacdes, de (16.203), pagina 907. Obtenha

b il 2yn-2 Jar(r=2) (-2 A
e tIPlire (1 — )" du = /7l | = — Jusa—1(llpllr) -
[emras) (55 () omer o)

/ i) ,‘z‘/zH 1)(]/?1\\ 1) gy (38.158)

Com isso, escreva

onde G := /7l (251) 2"/27'F,,.
Para o célculo de F,,, e G, recordemos que, por (7.125), pagina 416, vale para todo m € IN,
T m T m+1
/ (san) df = f ( )
o m I'(z )

Assim, obtenha

Bl i DYV W*n/2+1<2\f) r(=2)r=)  red)
G = () e e e v T
e
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Na pendltima igualdade usamos a férmula de duplicagdo da funcdo Legendre, relagdo (7.53), pagina 394, com a identificacdo z = n/2—1.
Acima, usamos também que I'(1/2) = /7.

Assim, obtenha finalmente de (38.158)

T = e [, ) s (lohe) 57 dr

que é a prometida expressdo (38.156). Constate que para n =2 e n = 3 essa expressio coincide com as expressdes previamente obtidas
(38.154) e (38.155), respectivamente. E

e Transformadas de Fourier e médias angulares

Seja f € Z(R™). Como ¢ bem sabido, podemos expressar f na forma f(z1, ..., &) como fungdo de n coordenadas
Cartesianas de R" ou na forma f(r, ) em funcdo de coordenadas esféricas em R™, onde r = /2% + -+ + 22 e onde Q
é um conjunto de n — 1 coordenadas angulares que coordenatizam a superficie esférica de raio 1 em R", que denotamos
por $"71. No caso n = 2, por exemplo, podemos adotar Q = ¢, com —7 < ¢ < 7 e no caso n = 3 podemos adotar

=(0, ¢),com0<0<7e—7m<p<r (coordenadas esféricas). Para coordenadas esféricas em R™, com n > 2, vide
Secao 4.4, pagina 304.

Em $"~! existe uma medida de integragio invariante pela agdo do grupo de rotagdes O(n), a qual denotamos por
dQ),—1, e que é normalizada de sorte que fsnﬂ dQ,—1 = |$"7Y|, onde |$"!| denota a medida de area (ou volume, como
queira) de $"~1. Usando os exemplos acima, no caso n = 2 temos d); = dp e [$}| = 27 e no caso n = 3 temos
dQs = senfdfdy e |$?| = 4m. A expressdo geral de d2,—; em coordenadas esféricas ¢ dada em (4.46), pdgina 307.

Sabemos também do Lema 4.1, pagina 304, que para todo n € IN, n > 2, vale
27Tn/2
r(3)’

onde I' é a Fung¢io Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 378).

"t =

(38.159)

Com o uso da medida invariante d§2,,—; podemos definir uma média invariante (por O(n)) de fungdes de . (R™):
1
M) = g / P, Q) S (38.160)
gn-1

f € .Z®R"). M[f] é denominada média esférica de f, ou média angular de f. E bastante claro que M[f](r) pode ser
interpretada como a média de f sobre a superficie da esfera de R™ de raio r centrada em 0.

Note-se que M[f](r) = M[f](y/23 +--- + 22) e, portanto, M[f] pode ser também encarada como uma fungio definida
em R".

E 1til notar que a transformada de Fourier e sua inversa podem ser escritas em termos da média angular. De fato,
se h: R" — C é uma funcao integravel, temos

h(zy, ..., zy)d"z = / / Q) dQ_1 " dr = |S"T 1\/ M{R](r) v tdr .
R §n-1

Consequentemente, podemos escrever, para toda f € .7 (R™),

‘Sn—l‘ o0 . o |$n—l‘ 00 -
TIIw) = s [ MUFelt) e ) = G [T Mge o) o e (@saon
onde e,(z) = e7P*. Note-se que e,(z) = e,(p). Acima, p = (p1, ..., pn) € R™.

Como veremos, é ttil considerarmos a expressao 1\1[&,,](“17“) e afirmamos que a mesma é uma funcao apenas do
produto [|p]| ||z]|. Esse fato ¢ evidente se observamos que

1 . 1 .
Mlep)(l=ll) = ] /S LT A (0) = [ emilpllielicost 4o,y (x)

onde escrevemos p -« = ||p|| [|z|| cos@ e com 6 sendo o dngulo entre p e z. O dngulo € pode ser expresso em termos das
varidveis angulares €, _1(z) de 2 e, com isso, vemos que M e, ](||z||) depende apenas do produto [|p|| ||z||. Tendo isso em
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mente, definamos E(||p| ||«]|) por

|s" |
E(llpll ll) = or )n/zM[Ep](HIH)

Para uma funcao H de duas varidveis z, y € R" podemos tomar as médias M tanto com relagao a varidvel z quanto
em relagao a y. Denotaremos por M,[H] a média em relagao & dependéncia em = e por M,[H| a média em relagao a
dependéncia em y. Para a funcio e,(x) = e~ temos que

)" /2
Mley](llll) = \S") T E(lplllzl) = Myleal(lipl]) - (38.162)

Note-se que se f é uma fungio radial, ou seja, f(z1, ..., an) = f(||2])), teremos

51 / SOV E(lplr) e e / £ E(llplir) 7 tdr

Como vemos em (38.154) e (38.155), temos

2 sen(lpl ) _ (el =]
E(llel) = o(lpllel) paran=2  B(iplfel) = /20D Aol .,

[Pl 1l ViplH Izl
e, portanto,
sen([lp] [l[]) 7 Jia(lIpll 121
Mleyl(llz]]) = Jo(llpll ||l paran=2 e Mley|(||z]) = =4/= paran =3.
lep] (ll1]) o(llpllll=]]) lep] (ll2]1) e 2 /Iellel
(38.163)
No caso geral (n € N, n > 1), vemos de (38.156) que
21 (Ilpll | /2 21 (Ilp]l |
E(lpllll2) = L/) e Mle(lel) = 227 'T(n/2) L/) : (38.164)
(ol lz1l) (C2NED)
E. 38.44 Ezercicio. Mostre que para toda f € /(R") vale M [i}'[fﬂ = 3'[M[f]}. £

e Uma identidade importante

Vamos a seguir provar uma proposi¢ao (Proposi¢io 38.14) de importancia no estudo da propagagio de ondas em
d = 3 dimensdes espaciais e da qual faremos uso na Segao 43.4.4.1, pagina 2450. Antes precisamos do seguinte resultado:

Lema 38.1 Seja g € Z(R™) e, para y € R™ fizo, seja J\Ip[ey](HpH). Entao, a fun¢do de p € R"™ definida pelo produto
G(p) == g(p)Mpley](llpll) € também uma fungio de . (R™). o

Prova. Por (38.162) escrevemos

(38.162)

G0) = swMyle) (i) 2 a0l = o) [ e )

A expressao fS" L eV dQ,_q(y) é infinitamente diferencidvel em relagio as varidveis p, pois envolve a integral de
uma funcéo infinitamente diferencidvel em um conjunto compacto (cf. Teorema 37.5, pdgina 1931). Além disso, tem-se
(usando a notagao de multi-indices. Vide pdgina 1999)

Dﬁ/ eV 40, 1 (y) = / (D,‘fe*“""’) dQ—1(y) = (*i)w/ ye Y dQ, 1 (y) ,
§n1 gn—1 gn-1

onde D representa derivagdes em relagdo as varidveis p. Como |(—4)Pl| =1, [e=®¥| =1 ¢ [y?| < |ly||!°! (pois |yx| < |||l
para todo k =1, ..., n), segue que a iltima expressao pode ser limitada em médulo por ||y||/|$"~1|.
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E evidente, portanto, que G(p) ¢ infinitamente diferencidvel em p e, pela regra de Leibniz, tem-se (usando a notagao
de multi-indices)

D°6e) = X (D)0 [ e an, ).

P §n-1

a1 tan=a

E elementar constatar disso e dos comentérios acima que

DG < 57X D)l

Como g € .7(R"), segue que para todo N € IN existe C‘IZ‘ tal que [D*g(p)| < C\ad(l + Hp\|)7N, Vp € R", implicando
que para todo N € IN

o n— g -N n
DG < 18" Dyl [ @+l VpeR

a1, ag
ajtag=a

provando que G € . (R™). ]

Proposicao 38.14 Seja v € #(R") e consideremos a expressio F~1 [ff”[v]M[ey]] (z) com x, y € R". Entao, para cada

y € R™ a funcdo de x definida por F—1 [&"[v]M[e,]} () € um elemento de /(R™). Essa expressao depende de y apenas
por meio de ||y| e (o ponto mais importante) é igual & média da fungdo v na superficie da esfera em R™ de raio ||y||
centrada em x:

1
T IRIMIe)] @) = gy [ v ) da) (38.165)
gn—1
onde dQ,_1(y) € a medida de integra¢io invariante nas varidveis angulares que descrevem y € R™. [m]

Prova. Para cada y € R™ tem-se pelo Lema 38.1, acima, que F[v]M[e,] € #(R") e, portanto, sua transformada de
Fourier inversa F—1 [3‘[’0]]\1[6”]} estd bem definida e ¢ também uma fungao de .7 (R").

De forma mais explicita, =1 [?[v] M [ey]] (z) é dada por

1[50 1 _ L .
T IRIMIe]| @) = G [ TR Mol () e '
e, claramente, o lado direito depende de y apenas por meio da fungio Mle,](||pl|) = ‘2{; n]/l E(|lpll lyll), a qual depende

de y apenas por meio de seu médulo [|y||. Assim, F~! [J’[v][ﬂ[ey]] (z) é uma fungao de z e de |ly||. Vamos, por isso,

denotar F— 1[3’"[U]]\[[LU]} por X[v](x, [ly||). Teremos,
Klel(@, Iyl = T [FolMle))] @) = W /W”f le,)(Ipl) €7 d"p
(35.162) W /H Flol(p) My e (ly]) ¢ d"p
— [ﬁ [ stlwentn e ars] (i)

- M, [ﬁ /}R Tl(p) e d”p} (lyl) -
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1 i (2—1
Como, evidentemente, W / Fv](p) e (@) gnp — v(x — y), conclufmos que
)" n

Kbl Iyl = My oo =] (I0) = oy [ oo =) dcat)

Assim, contemplando essa tltima expressdo, vemos que X[v](z, [|y||) ¢ a média da fungio v tomada na superficie da
esfera em R™ de raio ||y|| centrada em z. ]

38.3 Distribuigoes e Distribuicoes Temperadas

e Funcionais lineares

Um funcional linear ¢, definido em um espago vetorial complexo V/, é uma aplicagao £ : V — C que satisfaz
lau+ Pv) = al(u) + BL(v)

para todos u, v € V e todos a, € C. Se V for um espago vetorial real a defini¢ao é andloga.

O conjunto de todos os funcionais lineares de um espaco vetorial V ¢ frequentemente dito ser o dual de V. E
importante observar que o dual de um espago vetorial é também um espago vetorial. Se {; e {3 sao funcionais lineares
em V entao, para todos ay, as € C a aplicacao de V' em C denotada por a;l; + aals e definida para cada v € V' por

(1ly + azbo)(v) = a1li(v) + azla(v)

¢é igualmente um funcional linear em V' (verifique!).

Se v € V e { é um funcional linear em V, ¢ muito conveniente denotar £(v) pelo simbolo (¢, v). Essa notacao ¢ 1til
por evidenciar a simetria da associagao entre os elementos de V' e de seu dual. As relagoes de linearidade, por exemplo,
se escrevem

(0, arvs + aova) = ar{l, vi) + az(l, v2)

com vy, vp €V, £ nodual de V e e ay, as € C, arbitrarios, e
(a1l + azls, v) = ai{l1, v) +ax(lz, v)

também com (;, ¢ no dualde V, v € V e aj, ap € C, arbitrérios.

No que segue, usaremos tanto a notacao ¢(v) quanto a notagao (¢, v). A expressao (¢, v) é por vezes dita ser o
“pairing”, ou emparelhamento, do funcional linear ¢ com o vetor v.

Os espagos vetoriais . (R") e 2(R"™) possuem, naturalmente, funcionais lineares. Os que nos irao interessar sao
aqueles que s@o continuos, como definiremos adiante.

E importante observar que, como Z(R™) C .#(R™), todo funcional linear em .%(IR™) é um funcional linear em Z(R™).
A reciproca, porém, nao é verdadeira. Por exemplo, a expressao

oo
Uyp) = / et o(w) du (38.166)
—oo
estd definida para todo ¢ € Z(R) (pois a integral do lado direito pode ser restrita ao suporte de ¢, que é compacto, e
a funcao et ¢ limitada em qualquer compacto) e define um funcional linear em Z(R™). Todavia, a integral do lado
direito ndo pode ser definida para toda funcio ¢ € .(R). Por exemplo, ela nio estd definida para a funcao ¢(z) = 677;2,
que é um elemento de & (R).

e Definindo a nogao de distribuigdo. O espago 2'(R")

Um funcional linear T definido no espago Z(R™) que seja continuo ¢ dito ser uma distribui¢do.
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Dizer que funcional linear T’ definido no espago Z(R") é continuo significa dizer que para toda a sequéncia ¢y,
de elementos de Z(R™) que convirja, no sentido definido na Secdo 38.1, pagina 1997, a uma fungiao ¢ € 2(R™) vale

lim T (k) = T(p), ou seja, lim T(pr) =T ( lim ,ok)
k—o0 k—oo k—o0

O conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos em Z2(R™), ou seja, de todas as distribuicdes, é denotado
por Z'(R™).

E importante observar que %2’(R™) é um espago vetorial. Se U e V sdo elementos de 2'(R™) entao, para todos
a, B € C a aplicacao de Z(R"™) em C denotada por aU + BV e definida para cada ¢ € 2(R™) por

(U +BV)(¢) = alU(p) + BV (p)
¢ igualmente um elemento de 2’(R™), ou seja, ¢ um funcional linear continuo no sentido da convergéncia em Z(R™).

E. 38.45 Ezercicio. Verifique as afirmagdes acima. &

No que segue, usaremos tanto a notagao T'(¢) quanto a notagao (T, ¢). A expressao (T, ¢) é por vezes dita ser o
“pairing”, ou emparelhamento, da distribuigdo T com a fungio ¢.

e Definindo a nogao de distribui¢ao temperada. O espago .7/(R")

Um funcional linear T definido no espago .'(R™) que seja continuo é dito ser uma distribuicao temperada.
Dizer que funcional linear T' definido no espacgo .(R™) ¢ continuo significa dizer que para toda a sequéncia ¢ de
elementos de .(R™) que convirja, no sentido definido na Segao 38.1, pdgina 1997, a uma fungao ¢ € .#(R™) vale

lim T'(px) = T(p), ou seja, lim T(px) =T ( lim 4,9;”.)‘
k—o0 k—o0 k—o0

O conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos em . (R™), ou seja, de todas as distribui¢oes tempe-
radas, é denotado por .#/(R™).

E importante observar que Z'(R™) é um espago vetorial. Se U e V sdo elementos de .#”(R") entdo, para todos
a, B € Ca aplicagao de .(R") em C denotada por aU + BV e definida para cada ¢ € . (R") por

(U +BV)(¢) = aU(p) + BV (p)
¢ igualmente um elemento de .#”(R™), ou seja, ¢ um funcional linear continuo no sentido da convergéncia em .&(R™).

E. 38.46 Ezercicio. Verifique as afirmagdes acima. o+

No que segue usaremos tanto a notagao T'(¢) quanto a notagio (T, ¢). A expressio (T, ¢) é por vezes dita ser o
“pairing”, ou emparelhamento, da distribuicao temperada 7" com a fungao ¢.

e A relagao de continéncia entre .7’(R") e 2'(R")

Antes de passarmos a exemplos facamos a seguinte observagao.

Proposicao 38.15 .&/(R™) C Z'(R"™), ou seja, toda di

bui¢ao temperada é também uma distribuicao. [m}

Prova. J4 comentamos acima que se T’ ¢ um funcional linear de ./(R™) entdao é também um funcional linear de 2(R").
Vamos supor que T’ seja um elemento de .#/(R™) e seja ¢ uma sequéncia de elementos de Z(R™) que converge a
@ € 2(R™) no sentido de convergéncia de 2(R™). Entao, pela Proposi¢ao 38.1, pdgina 2003, ¢) também converge a ¢
no sentido de convergéncia de .#/(R™). Como T é continua em .#(R™), isso significa que klEn T(pr) = T(p). Mas isso

o0
estd dizendo que T é continua em Z(R™), provando que T' € 2'(R"). Isso estabeleceu que ./ (R"™) C 2'(R™). ]

Devido a essa proposicao distribuigoes temperadas sao muitas vezes denominadas simplesmente distribuigoes, especi-
almente quando nao houver necessidade de distinguir as duas nogoes. Tratemos agora de exemplos.
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38.3.1 Primeiros Exemplos de Distribuicoes
Vamos comegar com um exemplo bésico de distribuigao.

e Distribuigoes regulares

Nosso primeiro exemplo trata de distribuigoes que nao sao necessariamente temperadas. Para ele precisamos de uma
definicdo. Uma fungdo h : R" — C é dita ser uma fun¢do localmente integrdvel se para todo compacto K C R" valer

|h(z)|d"z < oo. Naturalmente, fung¢des continuas sao localmente integrdveis, mas hd outros exemplos a se ter em
K
mente, como a funcio In|z| e como as fungdes (Inz)y e (In|z|)—, definidas por
Inz, paraz>0, 0, paraxz >0,
(Inz); = (Infz))- = (38.167)
0, paraz <0, Injz|, paraz<0.

Do fato que, para a > 0 tem-se foa Inzde = a(lna — 1) é elementar constatar (faga-o!) que essas trés fungoes sio
localmente integraveis.

Exemplo 38.1 [Distribuigdes regulares] Se h é uma fungao localmente integrdvel, a expressao
(Th, ©) = Tr(p) = / hz)p(z) d"z (38.168)
Jrn

para ¢ € Z(R™) define uma distribui¢do. Distribuigdes desse tipo sdo denominadas distribuicdes regulares. Que (38.168) estd
bem definida para todo ¢ € Z(RR") segue do seguinte argumento. Pelo fato de o suporte de ¢ ser compacto podemos restringir a
integral de (38.168) a esse suporte. Como ¢ ¢ limitado, segue que [, [h(2)||p(z)|d"z < sup{|p(z)|, 2 € R"} ."supp;,; [h(z)|d"x,
que é finito por hipétese.

Com isso, (38.168) define um funcional linear em Z(R™). Provemos que esse funcional linear é continuo. Para tal seja
or € Z(R") uma sequéncia de fungdes que converge a ¢ € Z(RR") no sentido de Z(R"). Entao, existe um compacto K C R™ tal
que supp (¢ — @) C K para todo k grande o suficiente e sup{|¢(z) — pr ()|, € R"} — 0 para k — co. Portanto, para todo k
grande o suficiente, vale

Tale—eu)l < / @)l ela) — gu(a)] d"e = / (@) [¢(2) — on(a)] d"a

< sup{lo(a) — pu(@)], x € ]R"}/K\h(:x)\ &'z

Como a integral do lado direito ¢ finita, concluimos que [Ty (¢ — k)| — 0 para k — oo e isso estabelece que Tj, é continua em
2(R") e, portanto, que é um elemento de Z'(R™).

Como mostra o exemplo de (38.166), nem toda distribui¢ao desse tipo é temperada. ¢

O conjunto de todas as distribui¢oes regulares em R” serd denotado por Zreg(R™):

@r’eg(]R") = {Th € 2'(R™), com h localmente integravel } .
Defina-se também
Doy, 1 R™) = {Th € Z'(R™), com h localmente integravel e k-vezes diferencidvel}

/
Dreg, 0o

00
(R™) = {Th € 2'(R™), com h localmente integravel e infinitamente diferenciével} = ﬂ @;ng (R™) .
k=1

e Distribuigoes temperadas regulares

A nogao de distribuicao regular pode ser adaptada ao espago de Schwartz.
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Exemplo 38.2 [Distribui¢des temperadas regulares] Se g é uma fungio (mensurdvel) de crescimento polinomialmente
limitado, satisfazendo (38.17) para algum C' > 0 e algum m € INg, a expressao

Mo ) = Tlh) = [ o@)f@) s (35.169)

para f € &(R") define uma distribui¢do temperada (e, portanto, uma distribui¢ao). Distribui¢oes desse tipo sdo denominadas
distribuigoes temperadas regulares e empregamos para as mesmas a mesma notagao usada na defini¢ao das distribuigdes regulares
em (38.168), pois em ambos os casos a distribuigao é definida como uma integral de um produto de uma fungao de teste com uma
fungao conveniente.

Que (38.169) estd bem definida para todo f € .(R") vé-se pelo seguinte argumento. Escrevemos

d" (3&27) C 1+ ||z|)™ d" <38<10) C — d" 38.170
[s@i@ias "< e [ aviaii@ias "L Ol | qrpmes e (38.170)

onde, na segunda desigualdade, usamos (38.10) com 8 = 0. Escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m + 1), a integral
do lado direito de (38.170) é finita, provando que o lado direito de (38.169) é uma integral absolutamente convergente para todo
fesRY).

Assim, (38.169) define um funcional linear em .(R™). Provemos agora que é continuo em .(R™). Para tal seja fr € . (R")
uma sequéncia de fungdes que converge a f € .(R") no sentido de .#/(R"). Teremos

(38.17)
T =0l < [ @I~ fe@l e L7 0 [ el @) - ol a7

e ! &
— Jk T T e—— T,
<" ol oo | e e

onde, na segunda desigualdade, usamos (38.10) com 3 = 0. Novamente escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m+1) a
integral do lado direito fica finita e concluimos que existe uma constante Co, independente de k, tal que |T4(f — fi)| < Co|lf—frllq.0-
Por hipétese, ||f — frllq,0 — 0 para k — oo e isso estabelece que T, é continua em . (R").

Nessa linha, outro exemplo que serd importante no que segue é fornecido pelas fungoes

n .
gn(x) = 7 e~ne? (38.171)
com n € IN. Essas fungoes sao continuas e limitadas e, portanto, sdo de crescimento polinomialmente limitado. Entao,
para cada n € IN,

Mo 1) = Tl = [ 0u@f(0) o (38.172)

define uma distribui¢ao em . (R).

e A distribuigdo de Heaviside

Considere-se a chamada fun¢do degrau (também denominada fun¢do de Heaviside*):

1, sex>0,
H(z) = (38.173)

0, sex<O0.

Como H ¢é mensuravel e de crescimento polinomialmente limitada, podemos com ela definir uma distribuigao temperada
regular, denominada distribui¢ao de Heaviside e denotada por Ty, dada por

Tu(f) = /700 H(z)f(z)dz = /0Oc f(z)de . (38.174)

fesMm).

290liver Heaviside (1850-1925).
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Denotaremos H*(y) = H(£y), y € R. De mancira andloga podemos definir as distribuigdes regulares Ty+. Claro
estd que T+ = Ty e que

ro0 0
T = [ o e Ta) = [ t@,
Jo —00
fesR).
e A distribuigao sinal
A chamada fung¢do sinal, denotada por “sgn” ou por “sinal”, é definida em R por
1, sex >0,
sgn (v) = 0, sex=0, (38.175)
-1, sex<0.

Com a mesma podemos definir a distribuigao regular, denominada distribui¢io sinal, por
0

Tean (f) : fl@)de = (Tar = Tu-)(f). (38.176)

[ sm@i@as - / " oy do -

—oo

f€.Z(R). Essa relagio
Tegn = T+ =Ty

serd usada adiante, assim como a relagao
sgn () = £(2H*(x) —1), z#0,

que implica
Tegn = i?THi,l/Q.

Teremos diversos encontros com a distribui¢ao de Heaviside e com a distribuic@o sinal no que segue, mas passemos
agora a uma outra distribuicao de importancia central na teoria das distribui¢ées e suas aplicagdes.

e A distribuigao delta de Dirac

A distribuicdo delta de Dirac centrada em zy € R™, ou simplesmente distribuicio de Dirac centrada em zp € R",
denotada por d;, ¢ definida como sendo a distribuicao temperada que a cada f € .#(R™) associa seu valor f(zo) no
ponto xg, ou seja,

(Oao: f) = 0ao(f) = f(a0) - (38.177)
E 6bvio que a 04, assim definida, é um funcional linear em ./(R™). Que é continua é facilmente visto pelo seguinte
argumento. Se f ¢ uma sequéncia de fungoes de .(R™) que converge a f € .(R™) no sentido de ./(R™), entdo, vale,
em particular, que ||f — fxllo,0 — 0 para k — oo. Logo,

(38.10)
026 (f = Sl = |f(wo) = fiulwo)l < IIf = fullo,0»
mostrando que |8, (f — fi)| = 0 para k — oo, 0 que estabelece a continuidade de d,, em .7 (R").

Nota para os estudantes mais avancados. Deve-se observar que a distribuigdo delta de Dirac, definida acima, e a medida delta de Dirac,
definida & pégina 1440 (vide pagina 1539 para a integracdo em relagio a essa medida), sio objetos matematicamente distintos, mas com
efeitos semelhantes. Compare (31.39), pagina 1539, & defini¢io (38.177), acima. Como veremos em breve, é possivel definir derivadas da
distribuigao delta de Dirac, mas nao da medida delta de Dirac. Em compensagao, a medida delta de Dirac permite integrar uma classe de
fungdes muito maior que o espago de Schwartz ./(R™). Vide comentério a pagina 1539. A restrigio da integral sobre a medida de Dirac a
uma classe especial de funcoes infinitamente diferencidveis (como .7 (R™)) define a distribuigdo de Dirac.

e “Fungoes generalizadas”. Uma notagao integral para distribuicoes

Distribuigoes da forma

T = [ s@se s (38.175)
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para uma fungao g como descrita acima, podem ser interpretadas como representando uma “média” da fungao f € Z(R™)
ponderada pela funcio g. Nem todas as distribuicoes sdo dessa forma, mas é costume representar diversas delas usando
uma notagao integral. Assim, uma distribui¢do 7' € .#/(R™) calculada em uma fungdo f € .(R™) pode ser também
representada na forma

) = [ s, (38.179)

Essa notagao ¢ simbdlica, pois pode nao existir uma fungao t(z) que a faga verdadeira, nem a integral do lado direito
pode ser entendida nos sentidos usuais de integracdo, como na integral de Riemann ou de Lebesgue. Apesar de ser
conceitualmente incorreta (devido as ressalvas acima e ao fato de distribuigdes nio serem fungoes), essa notacio ¢ 1til e
largamente empregada por permitir expressar certas propriedades de distribui¢oes de modo relativamente simples (por
exemplo, a linearidade e, como veremos na Secao 38.3.4, a diferenciabilidade). Essa notagao é muito popular em textos
de Fisica, mesmo aqueles matematicamente rigorosos, sendo usada para a distribuigao de Dirac (vide abaixo), ou para
as funcoes de n-pontos da Teoria Quantica de Campos (para tal, vide, e.g., [470], [254] ou [19]).

Nao raro, a “fun¢ao” t(x) é usada para denotar a prépria distribui¢do da qual se origina e as duas nogoes frequen-
temente se confundem. A “funcio” t(x) ¢ denominada fun¢do generalizada, denominagao com que foi introduzida por
Sobolev, como mencionado no inicio deste capitulo. Essas “funcoes generalizadas” assim definidas representam, como o
nome diz, uma espécie de extensao da nogao de fungio, pois a forma (38.179) parece representar uma generalizagao das
distribuigoes da forma (38.178), definidas com fungoes g legitimas.

Muitas distribuigoes (a delta de Dirac é um exemplo, como veremos) podem ser obtidas como limite de distribuioes
da forma Tj,, para certas sequéncias de funcoes h,. A “funcao generalizada” que representa a distribuicao limite pode,
assim, ser entendida como um limite (em um sentido a ser precisado) da sequéncia de funcoes h,,.

Um exemplo onde esse tipo de notacao ¢ frequentemente empregado ¢ a distribuicao de Dirac. E costume denotar
5:’;0 (f) por
Sun(f) = / 3z — 20)f (&) "= (38.180)
JRn
e, assim,
[ s - an)i(@) e = fa)

para toda f € #(R"). A “fun¢do generalizada” d(x — x¢) representa a distribui¢io de Dirac centrada em zy. Como
¢é facil de se ver, se d(x — x¢) fosse uma verdadeira fungao teria que ser nula em toda parte, exceto em z = z (pois
0, (f) deve ser nula para toda fungao de .’(R™) cujo suporte nao contém zg). Com isso, porém, a integral lado direito
de (38.180) seria identicamente nula e néo igual a f(zg), como desejado. Assim, o lado direito de (38.180) tem um
significado apenas simbdélico.

Essa simbologia permite, porém, discutir a nogao intuitiva que reside por trds da distribui¢ao delta de Dirac (e da
medida delta de Dirac). Essa intuigao é a de que a mesma representa a densidade de uma grandeza concentrada em um
tinico ponto. Assim, se temos, por exemplo, um ponto material de massa m localizado na posicao 2o € R? podemos dizer
que a densidade de massa desse ponto é dada por

plz) = mé(x —x), =z, x0 € R®. (38.181)

De fato, desejamos nesse caso que p(z) = 0 se z # zo (pois o ponto material estd concentrado apenas no ponto zg) e

que p(x)d3z = m (pois a massa total é m). Assim, se interpretada como uma fungio, d(z — x) deveria satisfazer a
3

hipétese de ser nula para todo x # x e divergir em x = xg, pois nesse ponto terfamos de ter uma densidade infinita.

Essa interpretagao é legitima e permite justificar intuitivamente muitas das manipulacoes efetuadas com a distribuigao

de Dirac.

Um outro subproduto dessa interpretacio da “funcio generalizada” §(z—xo) como uma densidade infinita concentrada
no ponto zo ¢ que a mesma pode ser obtida como limite (em um sentido a ser definido) de uma sequéncias de fungées que
representem densidades que vao concentrando-se sucessivamente no ponto zp. Essa ideia é capturada pelas chamadas
sequéncias delta de Dirac as quais dedicamos a Se¢ao 37.2.

e Translagoes em 2'(R")

Podemos definir o operador de translacdo por y € R"™, agindo no conjunto das funcées definidas em R™ com valores
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em C, como sendo o operador linear que a cada fungao h : R™ — C associa a fungao T,h : R™ — C definida por

(Tyh) (x) = h(z—vy). (38.182)
A aplicagao R" 5 y — T, implementa a agao do grupo de translagdes no conjunto das fungoes definidas em R"™ com
valores em C.

Se T é uma distribuicao em Z(R™) (ou em (R™)), é facil provar que, para cada y € R", a composicio T o T,
definida por

ToTy(f) = T(Tyf). (38.183)
é também uma distribuicdo em Z(R") (ou em #(R")). Denotaremos também T"o T, por T* T’ ou seja, definimos
T, T == ToT_, (38.184)
e, portanto,
(T,T)(f) = T(T-y(f)) (38.185)

para toda f € Z(R") (ou em . (R™)) e todo y € R™. Na notacao de emparelhamento,
(TyT, f) == (ToT_y, f) = (T, T_yf) (38.186)

e na notacao integral
T, T(f) = ToT_y(f) = /]Rn tx)f(x+y)d'z = /]R” tx—y)f(z) d"z.

Assim, se t(z) é a “funcao generalizada” que representa a distribuicio T' entdo t(z — y) é a “fungao generalizada” que
representa a distribuigao T;7".
A defini¢ao de T, T, acima, é talhada de forma que valha, na notagio de emparelhamento, a seguinte propriedade de
invariancia por translagoes:
(TT.T,H = (T (38.187)

De fato, (7,7, T, f (T, T_y(Tyf)) =T, f).

A propriedade (38.187) indica ser adequada a interpretagao de T, como sendo a agdo do grupo de translagoes no
espago de distribuigoes.

(38.186)
> =

Pelas defini¢oes e propriedades acima, ¢ fécil ver (verifique!) que, para distribuicoes regulares, tenha-se
'J';Tq = T(‘]’yg) (38.188)

e que para a distribui¢ao de Dirac vale
Tydo = 0y . (38.189)

e Sequéncias Delta de Dirac

As distribuices T, , com g, dada em (38.171), permitem mostrar outra caracterizacio de dy. Mostraremos mais
abaixo que para toda f de .7 vale

i Ty () = dim [ @) de = 50) = a) (38.190)
e, analogamente, -
lim gn(x —x0) f(x) dz = f(x0) = uy(f)

onde g, encontra-se definida em (38.171). Para entender o que esse resultado significa, note que:

1. Para todo z diferente de zero vale
lim g,(z) = 0. (38.191)
n—+o0
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2. Para todo n > 0 vale -
/ gn(z)de = 1. (38.192)

—oo

Esse ultimo resultado é facilmente provado usando a integral de Laplace: ffooo e dr = V.

Isso mostra que & medida em que n cresce, a funcéo g, tende a se comportar muito analogamente a uma densidade
concentrada em um tnico ponto, o ponto x = 0. Assim, a distribuigao delta de Dirac centrada em zero pode ser, em um
certo sentido, caracterizada como o limite de g, quando n vai para o infinito. Ainda que esse limite, matematicamente
falando, nao exista para a sequéncia de fungdes g, ele faz sentido para a sequéncia de distribui¢oes T, , geradas pelas
fungoes gn,.

As sequéncia de fungdes g, é um exemplo de uma classe de sequéncias de fungoes denominadas sequéncias delta de
Dirac, a qual é detalhadamente estudada na Segao 37.2, pagina 1933, cuja leitura recomendamos ao leitor nesse momento.
Vide, por exemplo, a Definigao 37.1, pagina 1933.

De fundamental importancia é o Teorema 37.1, pagina 1936, sobre a aproximagao de fung¢oes uniformemente continuas
e limitadas (como as fungées de Schwartz) por sequéncias de fungoes produzidas por convolugio com sequéncias delta de
Dirac.

Um corolério imediato daquele teorema, e de interesse para a teoria das distribuicoes é:

Coroldrio 38.2 Se K,, ¢ uma sequéncia delta de Dirac em R (vide Definicao 37.1, pdagina 1933) de fungoes polinomi-
almente limitadas, T, define uma distribuicao em . (R) (pelo Exemplo 38.2) e para todo f € .7 (R) vale

lim T, (f) = f(0) = do(f),
n-—00

o que permite escrever em .’ (R)

(38.188)

lim

O0pp = lim Tk, 0oT_,, = lim T, T s
20 Jm i, 0 Jm g, VK e (TugKn)

para todo xy € R. [m}

Assim, a distribui¢ao de Dirac d,, em R pode ser entendida como o limite das distribui¢oes T(,T Ka)- Uma afirmagao
TagKn
analoga é vélida em R™.

38.3.2 Outros Exemplos de Distribuigoes

Nesta se¢ao apresentaremos alguns exemplos especiais de distribuigoes, exemplos esses distintos dos apresentados acima.
Classes ainda maiores de exemplos surgirao quando tratarmos da nocao de derivada de distribuigdes na Secao 38.3.4,
péagina 2063.

38.3.2.1 A Distribuigao Valor Principal

e O valor principal de Cauchy de uma integral

No espaco R™, denotamos por B(y, r) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R™ B(y, r) := {T €
R"| [lz — yl| < r}, onde ||z — y|| = \/(z1 —y1)2 + -+ (¥n — yn)? ¢ a distancia Buclidiana usual em R". Denotamos
por B(y, r)¢ conjunto (fechado) complementar a B(y, r), ou seja, R™ \ B(y, r).

Seja uma fungao f singular em um ponto y e integrdvel nos conjuntos B(y, r)¢ para todo 7 > 0. Se o limite

lim f(z)d"z
r=0JB(y, r) (=)

existir seu valor ¢ dito ser o valor principal de Cauchy da integral [, f(z) d"z, ¢ ¢ denotado por VP [, f(z) d"z. Assim

VP flx)d'z = lim/ f(z)d'x
R B(y, r)°

r—0
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se o limite existir. Dizer que a integral de f existe no sentido de valor principal (de Cauchy) é dizer que o limite acima
existe.

Na discussao acima assumimos que f tenha apenas um ponto singular, mas nao ha qualquer dificuldade em estender
essa nogao para fungdes com um nimero finito de singularidades, subtraindo-se da regiao de integragao R™ bolas de raio
r centradas nesses pontos e tomando-se o limite » — 0, caso o mesmo exista.

Diversas integrais importantes podem ser definidas no sentido de valor principal. Na Eletrostética, por exemplo, o
potencial elétrico de uma distribui¢do de cargas p (suposta continua e de suporte compacto) é dada por

2 1 p(f’) 13 0.
oD = o f T

e a integral do lado direito deve ser entendida no sentido de valor principal, devido & singularidade no integrando em
7/ = 7. Vide a discussao sobre a solugao da equagao de Poisson no Capitulo 44, pdgina 2525.

No nosso contexto, a no¢ao de valor principal é importante por permitir definir uma distribuigao.

e A distribuigao valor principal de Cauchy

Para z¢ € R, fixo, define-se em Z(R) a distribui¢ao VP,, = VP (f) denominada distribuicao valor principal de

o
Cauchy centrada em x, por

<VPW ¢> = <VP (Lj%) ¢> = VP/IEimij@(I) d (38.193)

para toda ¢ € Z(R). Por razoes préticas, usaremos indistintamente a notagao VP, ou a notagio em termos de fungao
1

z—z0

generalizada VP ( ) para essa distribuigao.

Para mostrar que (38.193) define, de fato, uma distribuigao, provemos primeiramente que o limite que define o valor
principal acima existe de fato. Tomaremos xg = 0, sem perda de generalidade. Seja A > 0 grande o suficiente para que
[—A, A] contenha o suporte de ¢. Temos, para 0 < r < A,

/ Lowyde = /7"l (z)dz+/Alﬂ(z)dz
R\(r 0 T T Lae” A

" o(z) — 9(0) A (@) — 9(0) 1
[ gy [T dI+W<°></,Am

A —
Seja F(r) := / M dz. Temos que parar > 1’ > 0 vale F(r) — F(r') = /
- -

/Ol ©'(s) ds

e, portanto, |F(r) — F(r')| < |l¢llo,1|r — 7| < 2r||¢llo,1. Isso mostra que r — F(r) é uma rede de Cauchy e, portanto,
" p(x) = 0(0)
J—A x

le(@) — ¢(0)] =

< / ")l ds < ( sup W@)\}) lel < ligllo.s o] (38.195)
0 s€[0, a]

0

converge quando r — 0. Para a integral dx a analise é a mesma. Isso estabelece a existéncia do valor
principal acima.

Que (38.193) define um funcional linear em 2(R) é evidente. Que (38.193) é continua em Z(R) é provado pelo
seguinte argumento. Seja ¢, uma sequéncia em Z(R) que converge a 0 paran — oo e seja A > 0 tal que [—A, A] contém
o suporte de todas as fungoes ¢,, (tal existe pela defini¢do de convergéncia em Z(R)). Entéao,

<VP (%) } 7,> = VP/IR %gon(z) dz P2 i [/: #n(@) = en(0) dz+/TA #n() = n(0) dz} (38.196)

r—0 A x T
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Agora, por (38.195), dx

o (2)

o que prova a continuidade de VPy = VP (%), ja que [|¢n|

< |l¢nllo,1(A —r) e analogamente para a outra integral. Portanto,

/A $n (7;) - 99,1(0)

"

< 24]#nllo,1

0,1 — 0 para n — oco.

As distribuigoes VP, 9 € R, podem ser estendidas sem dificuldade a .%(R), sendo, portanto, distribuigdes tem-
peradas. As distribui¢oes VP, surgirdo adiante, por exemplo, quando calcularmos derivadas de certas distribuigoes ou
quando tratarmos de certos exemplos de equagoes diferenciais distribucionais e do método da funcao de Green.

e Uma relagao 1til para a distribuicao VP,

Se ¢ € . (R) podemos escrever, para todo r > 0

N - PR R

wotr T = T0 e Y y

dy .

_ /m oo +y) — (xo —y)
T y

Como ¢ é diferencidvel, o limite lim, o W

VP, @) = / wdy (38.197)
0 Y

existe e podemos escrever

para todo ¢ € S (R).
38.3.2.2  Distribuigoes do Tipo Parte Finita de Hadamard

e A nocgao de parte finita de integrais divergentes

Seja, como acima, B(r, y) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R" e seja B(r, y)¢ seu conjunto complementar.
Suponha que f : R™ — C seja integravel em B(r, y)¢ para cada r > 0 e suponhamos que para todo r > 0 possamos
escrever

[ i@ de=Fe)+00),
JB(r, y)°

onde lin})F('r) existe e ¢ finito, enquanto que D ¢é divergente para r — 0. Gostarfamos de definir a fun¢ao F, ou mais
T
precisamente o limite linb F(r), como a parte finita da integral [p, f(z) d"z e a fungdo D como sua parte divergente.
r—
Uma dificuldade evidente é a de caracterizar univocamente qual a funcdo D e qual a fun¢do F na decomposicao acima.
Em certos casos, se restringirmos as fungoes D a classes especificas de fungoes divergentes, a separagdo entre a parte

finita e a parte divergente do limite lim / f(z) pode ser feita de modo tnico.
0B, y)e
No que segue, apresentaremos uma classe de fungoes com tal propriedade e em seguida mostraremos que com a
correspondente defini¢ao de parte finita é possivel definir uma distribuigao.

e Uma classe de fungoes divergentes

Para apresentarmos a nogao de parte finita de uma integral divergente precisamos da proposicao a seguir. Afirmagao
que a mesma faz pode parecer 6bvia, mas a demonstragao é um tanto envolvente e é apresentada em detalhe no Apéndice
38.B, pagina 2102.

Proposigao 38.16 Seja R := {(z, y) € R?, 2 >0, y > 0 mas (z, y) # (0, 0)}. Seja (ar, b), k=1, ..., n, uma
colegao finita de n pares distintos de nimeros complexos com (Re (ak), Re (bk)) € ]R%r para todo k. Suponha que existam
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Inz)b nz)be
constantes ¢1, ..., ¢, € C tais que o limite lim (61 (In2) 4+ 4 cn( n ) ) exista e seja finito:
204 e Tn
1 by 1 by,

lim (el(“) oo, n2) ) —acC. (38.198)

204 x Lon
Entao, ey =---=c¢,=0ea=0. [m]

b
A colecao de todas as funcoes definidas em (0, oo) que sejam combinagdes lineares finitas de fungoes da forma (l';if)

com (Re (a), Re (b)) € R2 serd denotado aqui por 8. E claro pela definigio que Sz é um espaco vetorial complexo (e
mesmo uma algebra complexa com respeito ao produto usual de fungoes).

O seguinte coroldrio imediato ¢ essencial para o que segue.
Corolario 38.3 Se uma fungio f: (0, a) — C puder ser escrita na forma f = s+h com s € 8y e h tal que ﬁ%l h(zx)
204
existe e € finito, entao essa decomposicao é inica, ou seja, se também valer f =r+g comr € Sy e g tal que linox g(x) =0
x—04

existe e € finito, entao s =1 e g = h. [m}

Prova. Pela hipétese, se s+h =r+gcoms, r € Sy e lim h(z)e lim g(x) existem e sdo finitos, entao lim (h(z)—g(z))
=04 =04 =04

existe e ¢ finito. Logo, liIBl (s(z) - I(I)) = 0 existe e é finito. Pela Proposicao 38.16, isso implica que s = 7. |
=04

O ponto importante para nossa discussio que nos é ensinado pelo coroldrio acima é a observagao que se f : (0, a) — C
for uma fungao que diverge em zero de uma forma especifica, a saber, segundo uma funcio de 8y (a funcio s, acima),
entdo é possivel identificar univocamente a parte nao divergente de f (a fungio h, acima). Essa observagio é o germe de
uma importante definicdo introduzida por Hadamard®® em 1932 em um estudo sobre equagdes diferenciais parciais®', a
defini¢ao de parte finita de uma integral divergente. Muitos consideram esse trabalho de Hadamard como precursor da
Teoria de Renormaliza¢do, de importancia central na Teoria Quéantica de Campos. Historicamente, porém, nao é claro
se os primeiros desenvolvedores dessa teoria tivessem conhecimento daquele trabalho de Hadamard.

Comentamos, por fim, que certamente é possivel caracterizar a unicidade em uma classe maior de fungoes divergentes
que aquela do conjunto Sy, mas esse é o conjunto que demonstrou ser de maior interesse em aplicagoes & Teoria de
Distribuigoes e a Teoria das Equagoes Diferenciais.

e A parte finita de Hadamard de integrais divergentes

Seja, como acima, B(r, y) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R" e seja B(r, y)® seu conjunto complementar.
Suponha que f : R" — C seja integrdvel em B(r, y)° para cada r > 0. Dizemos que [, f(z) d"x possui uma parte
finita no sentido de Hadamard se para todo r > 0 pudermos escrever

[ o ae=rFe 0,
B(r, y)

onde liné F(r) existe e é finito, enquanto que D € 8y. Pelo Corolério 38.3 essa decomposigao ¢ tnica. A parte finita
r—

1iHll) F(r) é denominada parte finita de Hadamard da integral f]R“ f(z) d"x e estd, consequentemente, bem definida. A
r—
parte finita de Hadamard de [g,, f(x) d"z é denotada por PF/ f(z) d"a.

R"

Com uso da nogao de parte finita de Hadamard varias distribui¢oes novas podem ser definidas, como mostraremos
no que segue.

e As distribuigoes parte finita de Hadamard

Para m € Ny e 2y € R, definimos a distribuicao PF,, ,, por

> 1
(PFooms ) = PF [

——(z) dx ,
BRrEra

30 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).
31J. Hadamard, “Le Probleme de Cauchy et les Equation aux Dérivées Partielles”. Hermann et Cie, Paris, 1932.
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¢ € Z(R). Essas distribui¢oes sao denominadas distribuicées parte finita de Hadamard e para elas adotaremos também
a notagao de fungao generalizada PF,, ,,, = PF (m

Claro estd que PF,, ,,, é obtida de PF ,, por uma translacao por .

Que realmente se trata de uma distrib;i(;io pode ser Consteolctado pela seguinte argumentacao. Primeiramente, observe-
se que de acordo com as definigoes PF/ éga(z')dw = VP/ %@(w)dz e, portanto, PF (1) = VP (1), ou seja, PFy 1 =

N —
VPy. Analogamente, vale
PFeo,1 = VP4,

para todo zp € R.

Tl <1
Para m € IN, m > 1, consideremos a expressao /700 F@(r}dT +/T —p(z)dz, com r > 0. Vemos por integragao

m

por partes que a mesma vale

1 o(r) _1e(=7) 1 ! 1
e R B B SO e

e isso claramente mostra que

1 1 <1
PF/—oc 1.17197(‘7”) dr = ﬁP ./7oo x”ﬁw’(m) dx ,

(e () ) = s (e () )

Generalizando para um ponto zy qualquer, provamos que para m € N, m > 1,

1
m—1

ou seja

(PFag,m, ) = (PFug,m—1, ¢) - (38.199)

Dai, segue que, para todo m € IN,
1 -1
(PFavms ) = oy (VP #77) (38.200)
o que claramente mostra que PF,, . m € IN, é de fato uma distribuicao, pois VP, o é, como estabelecemos anterior-
mente. As distribui¢des PF,,, ,, podem ser estendidas sem dificuldade a . (R), sendo, portanto, distribui¢oes temperadas.

Daremos uma nova interpretacgao a identidade (38.200) ao falarmos da nogao de derivada de distribuigdes na Segao 38.3.4,
pégina 2063. Vide, por exemplo, a relagao (38.228), pagina 2068.

+ As distribuigdes PF (7)) e PF (#C2))

H(z)

£l

<PF<¥>v> = PF[ZMdI = PF/DN@M

Acima, H é a fungao de Heaviside definida em (38.173). Observe-se que, para r > 0,

/70o @ de = /TOC <d—{; ln(m)) p(z) de = —In(r)p(r) — /7Oo In(z) ¢’ (z) dz ,

Outra distribuigao relevante é a distribui¢ao PF ( ), definida por

0 que prova que

PF/OQ Mdl = - /OC In(z) ¢’ (z) dv (38.167) 7/00 (Inz)y ¢'(z)dz

0 z 0 —o0

<PF (M) ¢> = ~((ma)s, ¢, (38.201)

xT

e, portanto,
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estabelecendo que PF (#) é, de fato, uma distribuicao.

De maneira andloga, definimos a distribui¢ao PF (@) por

<PF (@) ¢> = PF/:; 7H(_?”<I) dz = PF[; @ dz

Escrevendo novamente, para r > 0,

/:r @ dz = /;; (%ln |x\) p(x) de = In(r)e(-r) — /: In|z| ¢ (z) dz ,

0o —

0 que prova que

0 (. 0 . 0
PF/ @) dr = —/ In |z| ¢ (z) dz (38.267) —/ (In|z])- ¢'(z) dz
o0 —o0

<PF (@) ;o> = —((lnla|)-, ¢), (38.202)

) é, de fato, uma distribuigao.

e, portanto,

H(-x)

estabelecendo que PF (

=

As distribuigoes PF (H(”)) e PF (H(L;l)) podem ser estendidas sem dificuldade a . (R), sendo, portanto, distribui¢oes
temperadas.

* k% %
Mais propriedades de distribuigdes tipo parte finita serao estudadas adiante quanto tratarmos de derivadas de distri-
buigoes.
~ 2. . . . . -~
38.3.3 Algumas Relacoes Uteis Envolvendo Distribuigoes

No que segue, apresentaremos duas relacoes envolvendo distribui¢oes as quais sao tteis, particularmente na Fisica
Quantica.

e A férmula de Breit-Wigner

Seja, para € > 0 e 29 € R, a funcao definida por

1 € P 1 1
l = — = — - s 38.203
z0,¢(2) m(x—20)? + €2 2m ((CC*ZE())‘Fif (mfm(,)fie) ’ ( )

com z € R. Como /,, . é positiva e vale foc

"o lag, (x)dr = 1 (verifique!), a fungio £y, . define uma distribuicao
de probabilidades, conhecida como distribuicio de Cauchy® (ou como distribuicio de Lorentz*®, como distribuicio de
Cauchy-Lorentz ou ainda como distribui¢do de Breit’*-Wigner®®) centrada em zy. Ela é empregada, por exemplo, na
teoria do espalhamento (ressonancias) na Mecanica Quantica e na Fisica das Particulas.

Como (4, ¢ continua e limitada, ela também define uma distribui¢do regular: T, .. Desejamos provar que em
' (R) vale

chir())sz& = 0z 5 (38.204)

ou, em termos da notagao com fungoes generalizadas,

1
o1 _ 38.205
6111% TF—((L‘ pREEwE I 0(z — o) - (38.205)

32 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
33Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).
34Gregory Breit (1899-1981).

35BEugene Paul Wigner (1902-1995).
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A identidade (38.204), especialmente na forma (38.205), ¢ conhecida como férmula de Breit- Wigner.

A demonstragao ¢ muito simples. Observemos que £y, (x) > 0 para todo z, que ff; Ly, e(x)dz = 1 para todo € > 0
e todo zp € R e observemos que para todo § > 0 vale

1 € w00 ] € -1 ) ™
- dr = ————5 5 dr = — (arctan (- | — 5 | ,
o6 T (T — x0)% 4 € o T (r—mg)2Fe€ T € 2

implicando que para todo § > 0 vale

rzo—8 r00
lim [/ lay, () da +/ lao, () d;r:| =0.
0 |0 zo+6

Pela Defini¢ao 37.1, pagina 1933, concluimos que £, . (para ¢ — 0) é uma sequéncia delta de Dirac centrada em g
e, pelo Teorema 37.1, pagina 1936, concluimos pela validade de (38.204) e (38.205) em fungoes do espago de Schwartz
Z(R).

e A férmula de Plemelj-Sokhotsky-Weierstrass

Para e € R, € > 0, vale

1 1 1 (x—uwo) 1 €
- = = i— .
m(z — x0) £ i€ W(mfzn)2+e2; 7 (x —x0)% + €2
Verifique! Logo, se definirmos ju,, () := %m € Kag,e(z) = %%, z € R, teremos ju, ¢ = Kag, e F Wag, e

com g, . definido em (38.203) e, assim,
Tige = Thage Filey,,. -
Com a férmula de Breit-Wigner (38.204) ja sabemos que lim,_,o Te,,, . = 0z, Vamos agora estudar o limite lim o T,

Para ¢ € /(R) temos

Kag, e

o0 1 [

1 (z — o) 1 [~ y
T, = = 20, e(T)p(x)de = — —————p(x)dr = — ey +a
@) = 2 [ rdae@as = < [ @ = - [ ey

1/°° s (w(y+zo)*¢(*y+zo)

— dy . (38.206
™ Y2+ €2 y ) v ( )

A funciio de y dada por £@tzol—e(zu+zo) é finito, por ¢

¢ integrdvel, pois ¢ € .#(R) e pois lim,_,q w

ser diferencidvel em zy. Além disso, vale que ?% < 1 para todo y € R. Logo, o integrando do lado direito de (38.206)

M . Aplica-se, portanto, o Teorema da Convergéncia Dominada,

é majorado pela fungao integravel "’0(

Teorema 31.6, pagina 1546, que nos permite escrever que

2 Loy + ) — o(—y +
i T. (o) = i 1/ y (v(yﬂbo) o( !/erbo)) dy
=0 o 0

m— 2 2
e—=0 T Yy +e€ Y

oo 2 G — —
_ 1/ [lim Y ](w(zﬁ—zu) o y+zo)> dy
T Jo Lm0y 4 €? y

_ 1/ (@(y+zn)fw(fy+ro)) dy LD 1<VP< 1 > 99> 7
T Jo Yy T T — g

imT,, . = lVP( ! ) .
e—=0 0 m T — o

ou seja,
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Com isso, provamos que

. 1 . .
Flgl(l] Tjge = ;VPZO Fidg, - (38.207)
Na notacao de fungoes generalizadas isso fica
1 1 1 1
lim — = —VP id(x — x) . 38.208
eg%ﬂ(.’l)f.’ll(])ii( ™ (.’I,‘fl‘[)) F id(@ — o) ( )

As relagdes (38.207) e (38.208) siao denominadas férmula de Plemel?® -Sokhotsky®” - Weierstrass®® (ou outros arranjos
de um, dois ou trés desses nomes).

1

As distribuigoes definidas pelo limite do lado esquerdo de (38.208) sdo frequentemente denotadas como ;m:

! ! = lim ! (38.209)
7 (x—x9) £i0 eT&w(z—.T,g):Eif’ ’
a igualdade sendo entendida no sentido de distribuigdes. Assim,
1 1 1 1
- = —VP i0(x — . 38.210
7 (z — xo) £i0 ™ (mfwn) F (@ —20) ( )

11
T 2ki0

A distribuigao pode também ser descrita de outra forma. Para e > 0 podemos escrever

oo .
/ eip(£atic) dp = + ?

o z+ie
Assim, .
11 F eEaEie) g
mx £ 10 =0 T Jo '

onde a distribui¢ao do lado direito ¢ definida sobre ¢ € Z(R) por

.o 0 o
i 2 [ ([ i) ap = iy [ i i = wiyf2 [ ot .
=0T Jo R 0 ™ Jo ™ Jo

A férmula de Plemelj-Sokhotsky-Weierstrass (38.210) pode ser escrita, portanto, na forma da identidade distribucional
oo ( 1
/ (a0 tio) g avp (—) 4 76(z — 20) . (38.211)
o z— 20
Essa expressao serd reencontrada na forma das expressoes (38.234) e (38.235), pdgina 2072, quando lidarmos com trans-
formadas de Fourier de distribuigoes.
e A distribuigao §(f(z))

A expressao 6(f(z)), que representa a composicao da distribuigao delta de Dirac com uma fungao (adequada) f,
ocorre amiude no trato com distribuigdes. No que segue, vamos encontrar uma identidade til para a mesma, a saber,
mostraremos que se f for diferencidvel e anular-se em um tnico ponto zy do seu dominio e valer f’(zg) # 0, tem-se, em
termos de fungoes generalizadas,

1
f’(Io)‘

E importante frisar que no denominador do lado direito ocorre o médulo de f'(z0), ndo apenas f’(zo).

5(f(x)) = 5z — x0) . (38.212)

Na demonstragao dessa igualdade algumas hipéteses adicionais (invertibilidade, diferenciabilidade) serdo supostas
sobre f. Mencionamos que essas hipGteses adicionais e a hipétese de que f tenha um tinico zero podem ser enfraquecidas.
Para isso, vide a identidade (38.216) e os comentérios ao final.

Seja f uma funcao definida em R satisfazendo as seguintes condigoes:

36 Josip Plemelj (ou Plemelji) (1873-1967).
37Yulian-Karl Vasilievich Sokhotsky (também grafado como Sochocki ou Sokhatsk) (1842-1927).
38Karl Theodor Wilhelm Weierstra (1815-1897).
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1. f é uma fungio bijetora e, portanto, é inversivel em toda parte, sendo f~! sua fungio inversa;

2. fe f~! sdo continuas e infinitamente diferencidveis em seus dominios de definicao;

3. f anula-se em um (tinico!) ponto xp em seu dominio de defini¢do. Assim, zg = f~1(0);

4. f’ ndo se anula em parte alguma, em particular, f/(zo) # 0.

Devido & tltima hipétese, tem-se f' > 0 ou f’ < 0, ou seja, ou f é uma fungio crescente ou decrescente. Com isso,
podemos estabelecer uma convengao. Caso f seja crescente, denotamos A = Lklzlmf(z) e B= IETCX, f(z) e, caso seja
f decrescente, denotamos A = IILHOlQ f(z) e B= LBIEINf(I) Note-se que A pode ser Foo e B pode ser 00, caso os

limites acima nao existam. Em todo caso, como f anula-se em um tnico ponto xg, teremos pela convengao acima que
A <0< B, seja f crescente ou decrescente.

Essa convencao para a definicdo de A e de B é iitil pela seguinte razéo. Seja H uma fungéo continua e que decaia a
zero suficientemente rdpido em +oo. Temos, pela mudanga de varidveis y = f(z),

B
/A H(y) m dy, para f crescente,

A
/B H(y) m dy, para f decrescente.

Lembrando que sempre vale que A < B, que f’ > 0 quando f é crescente e que f’ < 0 quando f é decrescente, podemos
sempre escrever que
oo i B 1
/ H(j(z)) dr = / H(y) — dy .
— A rw)|

Observe-se 0 médulo no denominador

f’(f’l(y)) ‘ Sua presencga decorre de termos A < B e de a integragao ser feita
de A a B, independente de a fungao f ser crescente ou decrescente.
Seja agora g,, n € IN, uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0 de fungoes localmente integréveis, por exemplo,
a sequéncia g, (z) = Z=e™™ . Afirmamos que as fungdes compostas g, o f sdo localmente integréveis. De fato, para
qualquer intervalo finito (a, b), com a < b, teremos
f(b) 1
a7 do = [

b
| / =

onde fizemos a mudanga de varidveis y = f(z). Pelas hipdteses, é evidente que o lado direito ¢é finito para todo intervalo
finito (a, b), provando que g, o f sido localmente integrdveis ¢ localmente integrdvel.

dy,

Podemos, portanto, considerar a sequéncia de distribui¢ées regulares Ty or € 2'(R). Valerd, para ¢ € Z(R),

0O B 1
(Tgnofs ) = / gn(f(2)) (z) dz = /A 9n(y) m o(f ) dy
Jooo . y

novamente pela mudanga de varidgvel y = f(z). Como g, é uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0, obtemos da
tltima expressao, tomando-se n — 0o,

1 1
lim <T nofs <,O> = 7&9(]”71(0)) = —— (o) -
nooo \ I f’(f*l(()))‘ f’(10)|
Concluimos disso que 1 1
lim Tgof = ————05-10) = ——0so - (38.213)
O ) R V)
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Lembrando que as fungdes g,,(z) convergem formalmente & fungio generalizada 6(x) (que representa a distribuigao
delta de Dirac centrada em 0), podemos expressar (38.213) em termos de fungdes generalizadas, obtendo

1

§(f(@) = T d(@—f7H0)) = 0z —20).
1) rao
Essa identidade 1
6(f(2)) = ———d(z — =), (38.214)
f’(IO)‘

onde zo é o ponto onde f se anula, é muito frequentemente encontrada em textos de Fisica e Engenharia. Ela representa
a afirmagao que

[ eita) e = o).
—oo f’(Io)’

E importante frisar que no denominador do lado direito ocorre o médulo de f/(z0), nio apenas f”(zo).
Assim, tem-se, por exemplo, para a € R, a # 0, constante, a identidade til
1
d(az) = —d(z), (38.215)

a

que segue do caso em que f(z) = ax.
As identidades (38.213) e (38.214) podem também ser expressas da seguinte formas:
1

f'(o)

oo f == O -

! d
oy =
(o]

O leitor pode facilmente constatar que a hipdtese que f seja definida em todo R pode ser enfraquecida. As relagoes
acima permanecem vélidas se f for definida em um intervalo aberto ou semiaberto de R, desde que nele continue sendo
inversivel e que se mantenham as condigoes de diferenciabilidade sobre f e sua inversa. Com isso em maos, ¢ também

possivel considerar o caso em que f possua um conjunto finito de zeros: {z1, ..., x,}. Nesse caso, tem-se
n 1
6(f(x) = D (@ —ax). (38.216)
k=1 |f’(xk)|

Naturalmente, deve ser mantida a hipétese que f/(xy) # 0 para cada k.

E. 38.47 Ezercicio. Estabeleca condi¢des precisas sobre f que garantam a validade de (38.216), dando sentido a distribuicdo
6(f(z)) quando f possua n zeros em R, a saber, os pontos z1, ..., Tn. &

Comentamos ainda que as diversas identidades obtidas acima sdo a base para a defini¢do da nogéo de distribui¢ao
delta de Dirac em variedades.

38.3.4 Derivadas de Distribuigoes

Uma das razoes pelas quais definimos distribui¢ées sobre espagos de fun¢oes infinitamente diferencidveis é que isso torna
possivel definir a no¢ao de derivada de uma distribuicio. Exemplos de interesse de derivadas de distribuigoes serao
apresentados na Segéo 38.3.4.1, pégina 2066, e na Secao 38.3.4.2, pagina 2067. Comecemos a discussdo com o caso
unidimensional.

Um dos aspectos mais atraentes que resultardo dessa empreitada serd a possibilidade de se oferecer um sentido
(distribucional) as derivadas de certas fungoes que nao sao diferencidveis no sentido tradicional. Outro aspecto atraente
serd a possibilidade de se estender a nogao de equagoes diferenciais (lineares, ao menos) para distribuigoes.
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o Derivadas de distribuicoes em R

Seja f um elemento de Z(R) (ou de ./(R)). Como é bem sabido, sua derivada em = € R é dada por
L1 o1 L1 .
P = lim=(fla+a) = f@) = lim = ((T-uf)@) ~ f@)) = lim ~((T-a—id) ) (@) -
Como T, representa a acdo do grupo de translagdes em Z(R) (ou de .(R)) e T, a correspondente agio do grupo de
translagoes em distribuigées (vide acima), é natural definir-se a derivada de uma distribuicao 7' € 2'(R) por
R Y, . .
T = 5%;(1& —id)T, (38.217)

caso esse limite exista. A existéncia do limite é facil de ser estabelecida pontualmente. De fato, se f for um elemento de

2(R) (ou de .#(R)), temos que

P P ey _ 11 oo o (Taf = f

L i) 7)) = L0 - 1) = L1 -1) = 7 (ML)
(THH(JL{? = /@) = lig% fla= u(z = /@) = —f'(x), sendo f’ um elemento de Z(R) (ou de .(R)), com a
convergéncia se dando também na topologia de Z(R) (ou de ./(R)). Portanto, a continuidade de 7" implica

7 T ‘-Tafff _ -
r) =y (BLL) - orgp.
Vemos com isso que a derivada de T" estd bem definida e vale
'(f) = =T(f)- (38.218)

Assim, distribui¢oes sdo sempre diferencidveis e, em verdade, infinitamente diferencidveis, como nao é dificil de se ver,
repetindo-se a argumentagcao.

Agora, lim
a—0

Antes de generalizarmos esses fatos, tratemos de mais uma motivagao para a relagao (38.218).

e Derivadas de certas distribuigées regulares em R

Seja g : R — € uma funcéo diferencidvel e localmente integrével, cuja derivada seja também localmente integravel.
Entao, por (38.168), T, e Ty definem distribuigoes regulares em Z(R). Notemos agora que para toda f de Z(R) vale

T = [ d@s@ds = - [ g = T, (38.219)

—o0 -0

(a segunda igualdade segue de integragdo por partes pois, pelas hipéteses, liril g(x)f(z) = 0). Seguindo a ideia de
a0

identificar uma distribuicdo com a “fungao generalizada” que a representa (vide discussdo & pdgina 2051), podemos
interpretar T, como sendo a derivada da distribuigdo T, e temos, novamente, portanto, Ty (f) = —T4(f').

Esses comentdrios motivam a definigdo da nogao de derivada de uma distribuicao geral.

e Definindo derivadas de distribuigoes em R

Definigao 38.1 Se T € 2'(R) ¢é uma distribui¢io qualquer, definimos sua derivada T' € 2'(R) como sendo a distri-
bui¢do dada por
T(f) = ~T(f) (38.220)
para toda f € Z(R). Assim, na notagao de emparelhamento,
(T, f) = (T, f) .
Note-se que, com isso, (38.219) informa-nos que para toda fungdo diferencidvel e localmente integrdvel g, cuja derivada
seja também localmente integrdvel, vale a sequinte relagdo entre distribuicoes requlares:

(Ty) =Ty .

Na notagio integral para distribuicoes, se t(x) é a “funcio generalizada” que representa T, temos

/OC t'(z) f(z) do = 7/06 t(z) f'(z) dx .

—oo —o0
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E um exercicio elementar constatar que T”, assim definida, é de fato uma distribuigdo. Fazendo uso do fato de
lidarmos com fungdes infinitamente diferencidveis podemos generalizar ainda mais essa defini¢ao

Definigao 38.2 Se T € Z'(R) é wma distribui¢ao qualquer e n € Ny, definimos a n-ésima derivada de T, denotada por
T € 9'(R), como sendo a distribui¢io dada por

TO(f) = (~1)'T () (38.221)
para toda f € 2(R). Assim, na notagio de emparelhamento,
(10, f) = (=1 (T, 1)

e na notagao integral, se t(z) € a “funcdo generalizada” que representa T,

[ @i de = o [ i) 1)

—oo

Novamente, é um exercicio elementar constatar que 7, assim definida, é de fato uma distribui¢ao. No sentido da
defini¢ao acima, distribui¢oes sdo infinitamente diferencidveis.

No que segue, denotaremos a derivada de uma distribui¢ao 7" por 7" ou também por ﬁTA Analogamente, a n-ésima

derivada T também serd por vezes denotada por #T

Mais consideragoes sobre a continuidade de derivadas de distribui¢oes regulares serao apresentadas logo adiante. E
importante notar que se T, for uma distribuicao regular, sua derivada Tg/ nao é necessariamente uma distribuicao regular
(a fun¢do g pode nao ser diferencidvel, ou sua derivadas pode nao ser localmente integravel). Um exemplo desse tipo é
discutido na Secio 38.3.4.2, logo adiante: para a funcio de Heaviside H, tem-se Ty’ = dg.

e Derivadas de distribui¢ées temperadas em R

Todos os comentdrios e defini¢des acima particularizam-se para distribui¢oes temperadas: se T' € .%/(R) definimos
sua n-ésima derivada por
(T, f) = (1" (T, ™), Ve R)
e, em especial, se g for uma func¢ao n vezes diferencidvel e de crescimento polinomialmente limitado cujas n primeiras
derivadas sao igualmente de crescimento polinomialmente limitadas, temos para distribuigées regulares

n) _
(Ty)( ) = Tgo
como facilmente se constata via integrac¢ao por partes. Mais consideragoes sobre a continuidade de derivadas de distri-
buigoes temperadas regulares serao apresentadas logo adiante.

E importante observar que pode ocorrcr4dc uma fungao g ser de crescimento polinomialmente limitado mas nao
suas derivadas. Considere-se g(z) = cos (e"' ), z € R. Essa funcao ¢é de crescimento polinomialmente limitado, mas
g'(z) = —dader” scn(e“) nao ¢é. Nesse caso (T,)" estd definida enquanto distribui¢ao temperada, mas Ty nao esté.

Esse tltimo exemplo é interessante, pois Ty estd, porém, definida como distribui¢do (néo temperada). Trata-se,
portanto, de um elemento de Z’'(R) que nao pertence a .%’(R). Em 2’(R) vale até a igualdade (T,)' = T/, a qual ndo
faz sentido em .#’(R).

e Derivadas parciais de distribuigées em R"

As definicoes acima estendem-se naturalmente a distribuigoes definidas em R™:

Definigao 38.3 Se T' € 2'(R") ¢é uma distribuicdo qualquer e o é um multi-indice, definimos a distribuicao D*T como
sendo a distribuicao em Z(R™) dada por

(DT)(f) = (D)1 T (D) (38.222)
para toda f € 2(R™). Assim, na notagio de emparelhamento,

(DT, f) = (=11, D)
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e na notagdo integral, se t(z) € a “funcdo generalizada” que representa T,

/,‘ (Dt) () f(x) d"a = (71)‘“'/ t(x) (D f)(x) d"a .

E um exercicio elementar provar, usando as definigdes acima, que DT é de fato uma distribuigao.

Uma vez entendido que distribuigoes sao objetos infinitamente diferencidveis, podemos também definir certos tipos
de equagoes diferenciais para distribuigoes, o que faremos mais adiante, limitando nossa discussao a equagoes lineares.

38.3.4.1 Alguns Exemplos de Derivadas de Distribuigoes

e Derivadas de distribui¢oes regulares

Seja h uma fungao localmente integravel em R™ e seja Tj, a correspondente distribui¢ao regular definida em (38.168).
Se 8 é um n-multi-indice, DPT}, é definida por

(DT 9) = DTalp) = (1P [ h@)(D%9)(0) e (38.223)
Rn
para todo ¢ € Z(R™). Que (38.223) estd bem definida para todo ¢ € Z(R™) segue do seguinte argumento. Pelo fato de
o suporte de ¢ ser compacto podemos restringir a integral de (38.223) a esse suporte. Como D?¢ é limitado, segue que

/ [h(z)]| |Dﬁ;p(z)| d"r < sup{!Dﬁw(z)L T e ]R”}/ [h(z)| d"z
R" supp

que ¢ finito por hipétese. Com isso, (38.223) define um funcional linear em 2(R™). Provemos que esse funcional linear ¢
continuo. Para tal seja ¢ € Z(R™) uma sequéncia de fungoes que converge a ¢ € Z(R™) no sentido de Z(R™). Entao,
existe um compacto K C R™ tal que supp (¢ — ¢r) C K para todo k grande o suficiente e para todo multi-indice 3,
tem-se que sup{|D?p(z) — DPpy(z)|, € R"} — 0 para k — co. Portanto, para todo k grande o suficiente, vale

DTt =l < [ @)l [D6(a) - DPuta)] e = [ @)l [Del) - DPnta)] e
JR" JK

< swp { |D*elo) ~ DPu(a)| v e w7} [ hta)] v
K
Como a integral do lado direito é finita, concluimos que }DﬂTh(',o — gak)‘ — 0 para k — oo e isso estabelece que DT,
¢é continua em Z2(R") e, portanto, que é um elemento de 2’(R™). Analogamente ao exemplo de (38.166), nem toda

distribuicao desse tipo é temperada.

e Derivadas de distribuicoes temperadas regulares

Seja g uma fungao (mensurdvel) e de crescimento polinomialmente limitado definida em R™, satisfazendo (38.17) para
algum C' > 0 e algum m € Ny. Seja T, a correspondente distribuicdo temperada regular definida em (38.169). Se § é
um n-multi-indice, DST_,7 é definida por

(DPT,, f) = DPTy(f) == (-1)1¥ /}Rng(z)D@f(z) d"z (38.224)

para f € . (R") define uma distribuigao temperada (e, portanto, uma distribui¢ao). Que (38.224) estd bem definida
para todo f € .7(R™) vé-se pelo seguinte argumento. Escrevemos

[l s e ¢ [ axieyprralae 2" ol [ L. (38229)
T xT T T " T xT 3 —_— xT . . 5]
. : R = 20 Jgu (4 i

Escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m + 1), a integral do lado direito de (38.225) ¢ finita, provando que o
lado direito de (38.224) é uma integral absolutamente convergente para todo f € .(R™).
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Assim, (38.224) define um funcional linear em . (R™). Provemos agora que é continuo em .#(R"). Para tal seja
fr € (R™) uma sequéncia de fungoes que converge a f € ./(R™) no sentido de .(R"). Teremos

) ) (38.17) )
DT 0= 0l < [ @D - @l e 2 C [ el D7 - S de
R" Rr
(38.10) 1
<" el = tdos [ e

Novamente escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m+1) a integral do lado direito fica finita e concluimos que
existe uma constante Cp, independente de k, tal que |DPT,(f — fk)‘ < Collf = frllq, 8- Por hipétese, ||f — frllq, 3 = 0
para k — oo e isso estabelece que DﬁTg é continua em & (R™).

e Derivadas da distribuigao de Dirac

Pelas defini¢oes acima podemos definir a derivada n-ésima da distribui¢do de Dirac centrada em o por
B = (1) by (£7) = (1) a)

para toda f € .7 (R).

38.3.4.2 Cdlculo da Derivada de Algumas Distribuigoes de Interesse
Para entender melhor o que as definigoes apresentadas acima para a nogao de derivada de uma distribuigao significam,
trataremos aqui de exemplos, dentre os quais, alguns de considerédvel interesse.

Considere-se a distribui¢do de Heaviside Ty definida em (38.174). Vamos mostrar que a derivada de Ty coincide
com a distribui¢do dy. Pela defini¢ao, para toda f € .7 (R),

() (1) = ~Tul) = - [ H@) @) de = - /0 T @) e = J0) - f(o0) = 10, (38.226)

Portanto, para toda f € #(R) tem-se (Tg) (f) = do(f). Isso mostra, fazendo-se uma analogia com (38.219), que a
distribuigao de Dirac pode ser entendida como a derivada da distribuigao associada a fun¢do degrau. Assim, apesar de
H(x) nao ser uma fungao diferencidvel (sua derivada ndo estd definida em & = 0), podemos interpretar sua derivada
H'(x) como uma “fungio generalizada”, a saber por meio da relagao

Ao notar que H' nao existe enquanto fungao mas existe enquanto “fungao generalizada” o estudante pode apreciar melhor
a relevancia dessa nogao.

E. 38.48 Ezercicio importante. Seja h a fun¢o continua mas com derivada descontinua (em = = 0) definida por

0, =<0,
h(z) = 12 ; L.
z, >0
Mostre que (T1)" = Ty (com H definida em (38.173)) e que (T1)” = do. Conclua, em termos de “fungdes generalizadas”, que valem

W' (z) = H(z) e K'(z) = d(x) .

O estudante deve atentar para o fato que a relagdo h’(z) = H(z) ndo deve ser entendida como uma igualdade entre fungdes, mas
entre “funcdes generalizadas”, pois k' ndo existe enquanto fun¢do (h ndo é diferencidvel em 0), ainda que H o seja. Ed

Esse exercicio mostra que a distribui¢ao de Dirac é a derivada (distribucional) segunda de uma fungao continua e
polinomialmente limitada, a saber, da fungdo h. Um teorema mais profundo da Teoria das Distribui¢des afirma que
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toda distribui¢io em . (R) é a derivada de ordem suficientemente grande de uma fungao continua e polinomialmente
limitada. Vide Teorema 38.5, pdgina 2069 e vide, e.g., [395] e [396]. Essa afirmagdo nao é valida para as distribui¢oes
em Z(R) (ache um contraexemplo!).

e As derivadas das distribuigées In ||, (Inz); e (In]z|)_

Como ja observamos, In || ¢ uma fungdo localmente integravel e, portanto, define uma distribuigao com (In |z|, ¢) :=
00
/ In |z| p(x)dz, 0 mesmo se dando com as fungdes (Inz); e (In|z|)— definidas em (38.167). No que segue, vamos

cz;lzcular as derivadas dessas distribuigoes e estabelecer que
d -~ 1 d -~ H(z) d -~ H(—x)
. Injz| = VP (;) , ﬂ(lnz)Jr = PF (—T ) e %(ln lz[)- = PF (—T . (38.227)

As duas tltimas relagoes foram estabelecidas em (38.201) e (38.202), respectivamente, de modo que falta-nos apenas
demonstrar a primeira. Observemos para tal que

d _ no_ . - ’ o 7
(il o) = ~aulel. o) = = i { [l oo+ [l e

~ lim {ln(r)t,a('r) ~In(r)p(—r) +/7dez+/:o

04 e dz} ’
Agora, In(r)p(r) = In(r)e(0) + MT In(r) e, portanto
o(r) —¢(0)  o(=r) — %9(0)) n(r) .

s T

In(r)e(r) — In(r)p(~7) = (

Quando 7 — 0, a expressao M converge a ¢'(0) e ﬂ;rw converge a —¢'(0). No entanto, lir%rlnr =0e,
T

portanto, lir% (In(r)e(r) = In(r)e(—r)) = 0 e disso conclufmos que
T

—r 0o 0o
<iln |z, ga> = lim {/ Mdl’“’/ Mdz] = VP/ de,
dx N [ N - T o T

demonstrando a primeira identidade em (38.227).

e As derivadas das distribuigoes VP,, e PF,,

Podemos ainda coletar alguns dos resultados anteriores e interpretd-los em termos de derivadas de distribui¢oes. Em
(38.199), por exemplo, estabelecemos que para m € N, m > 1,

(PFag,m—1)’ = —(m —1)PFuym

para todos m € IN e zg € R, ou seja,

d 1 1
& (emm) = P (Gmap) - mEN weR,

A relagao (38.200) pode ser lida como
(VPo) ™ = (1)~ 1) PRy (38.228)

para todos m € IN e 2y € R, ou seja, estabelecemos que

- VP ! = (=1)™m!PF 1 meWNy, zop € R
dx™ x—x0) " (x —xo)mtt ) 7 ) 0o o :

Junto com a primeira relagao em (38.227), isso estabeleceu também que

PF( 1 ) _ (=" am+t! (ln|w\)~, m e Ny .

pm+l m!  dxmt+1
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38.3.5 Alguns Resultados Estruturais sobre Distribuicoes
Nesta breve secao listaremos alguns resultados importantes sobre a natureza das distribuicoes e distribuicoes temperadas.
Suas demonstragoes serdao omitidas na presente versao deste texto por requererem um estudo mais aprofundado de

aspectos topolégicos que subjazem a teoria das distribuigoes.

e Suporte de Distribuigoes. Suporte singular de distribui¢oes

Recordemos que o suporte de uma fungao f: R™ — C, denotado por supp f C R"™, é o fecho do conjunto de todos os
pontos onde a fungiao nio se anula. Para distribuigdes existe uma nogao andloga. Dizemos uma distribuigao T' € 2'(R")
anula-se em um aberto Q C R" se T'(¢) = 0 para toda ¢ € Z(R") com suppp C Q. O suporte de uma distribuicio
T € 2'(R™), denotado por suppT’, ¢ o complemento da uniéo de todos os abertos onde T se anula. E evidente por essa
defini¢ao que suporte de uma distribui¢ao é um conjunto fechado. Para distribuigées temperadas a definigdo de suporte
¢ idéntica.

O suporte da distribuigao delta de Dirac centrada em g, d,,, é {xo}, como facilmente se constata. O mesmo vale
para suas derivadas (5&”, n € INg. O suporte de uma distribuigao regular T}, coincide com o suporte de h.
Dizemos que duas distribuigoes T3 e T5 sdo iguais em um aberto Q@ C R"™ se T} — T anula-se em €.

O suporte singular de wma distribuicio T € 2'(R™), denotado por sing suppT’, é o menor fechado de R™ em cujo
complemento 7' ¢ igual a uma distribuigio de Z/q, . (R"), ou seja, a uma distribuigao regular de uma fungao infinitamente
diferencidvel.

O suporte singular das distribuigoes 6;2) coincide com o suporte dessas distribuigoes, ou seja, é {zo}. O suporte da
distribui¢ao VP,, é R, mas seu suporte singular é {zo}.

E. 38.49 Ezercicio. Justifique essas afirmagdes. £

o Regularidade de distribuigoes

O resultado a seguir informa que toda distribui¢do temperada é uma derivada (de ordem grande o suficiente) de uma
distribuigao regular.

Teorema 38.5 Seja T € .'(R™). Entao, existe uma fungdo h definida em R", continua e de crescimento polinomial-
mente limitado, e um n-multi-indice 5 € N§ tais que T = DT}, ou seja,

() = 0 [ o) (D) (o) e

para toda f € S (R"). o

Uma demonstragio desse teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [395] e [396]. Um exemplo notério ¢ do, a
distribuigao delta de Dirac centrada em 0 em R. Vide Exercicio E. 38.48, pagina 2067.

O Teorema 38.5 nao é vélido no caso de distribuigdes em 2’(R™), como mostra o exemplo (de [395]) da distribui¢io
T € 2'(R) definida por T := Z D", = Z 5(")(1 —n). Justifique! Uma forma “local” do mesmo, porém, é

n=—o0 n=—oc
verdadeira:

Teorema 38.6 SejaT € Z'(R™). Entao, para cada compacto C C R™ existe uma fungdo continua h definida em C e um
n-multi-indice B € N (h e B podem depender de C) tais que T(p) = (DPT})(¢), para toda fungio de teste ¢ € Z(R™)
com suporte em C, ou seja,

T(p) = (-1)* /]R h(z) (D) (z) d"z (38.229)

para toda p € Z(R™) com suppp C C.

Um coroldrio evidente é que para distribuicées com suporte compacto as afirmagées acima valem globalmente: se
T € Z'(R™) possuir suporte compacto, entao existe uma fungdo continua h e um n-multi-indice § € INj tais que
T = DPTy, ou seja vale T(p) = (—=1)1P! [, h(z) (DP¢)(x) d"x para toda ¢ € Z(R™). u]
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Uma elegante demonstracio desse teorema (fazendo uso do Teorema da Representagao de Riesz, Teorema 39.4, pagina
2121) pode ser encontrada em [52]. Uma ilustragao de como o Teorema 38.6 é usado pode ser encontrada na demonstracao
da Proposicao 38.18, pagina 2077.

O teorema a seguir pode ser demonstrado a partir do Teorema 38.5. Vide, e.g., [52] ou [395].

Teorema 38.7 Seja T € .'(R") uma distribuicao temperada cujo suporte é {zo}, para g € R"™. Entdo, T é uma

combinagao linear finita da distribuicdo 0, e suas derivadas, ou seja, existem N € N, constantes ¢, € C, k=1, ..., N
N

e inteiros ndo negativos distintos n, € N, k=1, ..., N com0<n; <--- <ny, tais que ' = ch 5;7;#), o
k=1

38.3.6 Transformadas de Fourier de Distribuicoes Temperadas

Seja g € #(R") e seja T, a distribui¢do temperada definida em (38.169) por T,(f) = (T,, f) = S 9(2)f(x) d"z. De
acordo com (38.96) temos que <TgA Ff]) = <Tg‘[g], f> Essa observacao nos induz a definir a no¢ao de transformada
de Fourier de uma distribui¢do temperada seguindo o mesmo tipo de ideia que inspira a definicdo de derivadas de
distribuigdes. Se T' € .&/(R™) é uma distribui¢ao em R", definimos sua transformada de Fourier F[T] € .#/(R") como
sendo a distribuigao que a cada f € .7 (R™) associa

(FIT). ) = (T, 5111 -

Notemos que o lado direito, de fato, define um funcional linear continuo em .(R™) devido & Proposigao 38.7, pdgina
2016, que estabeleceu a continuidade de J.

Analogamente, a transformada de Fourier inversa de T' € .%/(R") ¢ definida por (F=![T], f) := (T, F~'[f]).

Com essas definicdes T ¢ F~1 passam a ser consideradas como aplicagdes lineares de .#/(R™) sobre si mesmo com
F~1 sendo a inversa de J.
38.3.6.1 Calculo de Transformadas de Fourier de Algumas Distribui¢ées Temperadas

Seja d, a distribuigao delta de Dirac centrada em y € R™. Por defini¢do, temos
S f) = = ) = ) de = T (f) = (e T
(F18,], ) -*<y~?[f]>*?[f](y)*w'wﬁ ! f(i)dsz e (f) = o] e [) s

onde e, ¢ a funcdo e, (z) := e~'®. Assim, provamos que

1

8] = Gy Tev > (38.230)

ou seja, na notagao de fungdes generalizadas,

q _ 1 —1y-p
TI0) = e
Em textos de Fisica ndo ¢é raro encontrar-se essa identidade escrita também na forma
1 —izp m,. 1 —iyp
W‘/]R”e 5(mfy)dmfwc .

E desnecessario repetir que a integral do lado esquerdo possui apenas um sentido simboélico. Apesar disso, relagoes como
essa tém um valor prético e sdo frequentemente empregadas.

De forma totalmente andloga, prova-se que

1

-1 —
F) = WTM'

(38.231)

JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 38 2071/2825

E. 38.50 Ezercicio. Verifique! E

Dessas relagoes concluimos que
()'[Tc,y] = (27r)"/2 dy e que T’I[Tcy] = (27r)"/2 dy -
Escrevendo essas relagdes de maneira formal como uma integral, temos
@Tl)n / . =2 wgny = §,(x) = 8z —y), (38.232)
tal como antecipado em (38.83). Novamente comentamos que essas integrais, ainda que possuam apenas significado
simbolico, sdo frequentemente empregadas em manipulagoes, especialmente em textos de Fisica.

As transformadas de Fourier de derivadas da distribuigao delta de Dirac sdo também féceis de se calcular. Para um
n-multi-indice «, temos

(F[D3,), f) = (D6, FIf]) = (=1)!*}(8,, D*Ff]) = (=i)*N3,, P*F(f]) = i*I(5,, FIQ 1)

ilel

. ilal glal
= AW = G /R S @) 0 = GmmTe ) = <(2;>n/2TC“'”’ d > ’

onde e,y ¢ a fungao

eay(T) = e T
ou seja,
N ilol 2g 92
D, = @ Teay - (38.233)
De forma totalmente andloga, prova-se que
—i)lel
rJr—l[D(y(sy] _ (=)

@2 Tea_y -
Em termos da notagao de fungoes generalizadas, a relagao (38.233) se deixa escrever como
el

FID*,](p) = WPQC_WP-

E. 38.51 Ezercicio. Verifique! £

Dessas relagoes concluimos que

F[T..._,] = il*l@m)"/2D°s, e que F U Te,_,] = (=i)lel2n)/2Des, .

Escrevendo essas relagbes de maneira formal como uma integral, temos
1
Caiy—o)wm, el o _ lelpagiy —
@ /Rnw e d"w = i''D36,(x) = {¥'Dgé(x —y),

expressao essa que também pode ser obtida formalmente de (38.232).

e A transformada de Fourier da distribui¢cao de Heaviside e outras associadas

E interessante determinarmos a transformada de Fourier da distribui¢ao de Heaviside, entre outras razoes, pois com
ela obtemos também a transformada de Fourier de outras distribuigoes. Seja Ty a distribui¢ao de Heaviside definida em
(38.174). Para ¢ € . (R) teremos

roo

(EITa) @) = Tule) = [ " Fel) dy = tim [~ eonstol ay

a0
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sendo que a ultima igualdade é justificada pelo fato que ™ < 1 para todo y € R, pelo fato que Flp] € S (R) C
Li(R, dz) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 31.6, pagina 1546. Agora,

[T emsitan = o= [Te ( [ et dz) w- o[ ( [ e dy) o) da

onde para a troca de ordem de integracio na tltima igualdade, usamos o Teorema de Fubini®?. Como f e~ WY dy =

a+u, temos

) = 2 [~ e = 22 (g e)

onde a distribuigio = 10 foi definida em (38.209), pdgina 2061, e satisfaz (38.210). Assim, com a identidade (38.210),
pagina 2061, estabelecemos que

—i 1 (38.210) —1i \/?
FTy) = ——= = —do . 38.234
Tul = o= Vor 2% ( )

De maneira anédloga prova-se que

_ i 1 (38.210) 1@ s
FUTy] = —— 219 L yp o - 235
Tl = oo vae Tty a% (35:25)

O estudante deve comparar (38.234) e (38.235) a (38.211).

Das expressoes (38.234)—(38.235) obtém-se facilmente as seguintes relagdes:

IR .
9[m] = FiV2r Ty e T {

xj:i()] = Fiv2r Ty= ,

sendo H*(y) = H(4y), ou seja, na notagio de fungdes generalizadas,

‘f[ L ](y) = FiV2rH(+y) e ’f"{ L ](y) = FiV2r H(Fy) .

x40 x +1i0

De (38.234)-(38.235) obtém-se também

. LT —
FIVP] = FivV2r Tpa_yys = —z\/;ng,, e FLIVPy] = +ivV2r Tys 10 = 1\/gngn,

2
F[Tegn | = 71'\/;VP0 .

Na notagao de fungoes generalizadas, as relagoes acima ficam

spe (Do = sve(nen-1) = -iffme (38.236)

g1 [VP (%)] W) = izﬁ( (4y) - %) - i\/gsgn(z), (38.237)

oo —iyw
VP/ - dv = Fmi (2H(+y) —1) = —misgn(y) . (38.238)

que implica

ou seja,

E. 38.52 Ezercicio. Obtenha todas as rela¢des acima. *

39Guido Fubini (1879-1943).
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E. 38.53 Ezercicio. Generalizando as expressdes acima, mostre que

. . ™ — . . ™
F[VPso] = Fiv2r T, (it 172 = 71\/;&0.% e F VP, = +iV2r T, o (HE1/2) = z\/ij .

2 w0
(38.239)
ou seja, que
F [VP (l 11 )} (y) = Fiv2mre 0¥ (H(iy) - %) = 7i\/§ef7m‘)”sgn (z) e (38.240)
—Zo
gt [VP <z _110>} (y) = Hiv2me™? <H(iy) — %) = i\/ge“l“ysgn (z), (38.241)
para todo zp € R. &
E. 38.54 Egercicio. Usando (38.228) e (38.239), mostre que
E£vV2r(=9)™ i)m
:,t[ppl_ﬂ.m] = - —————Tom- Lego(HE—1/2) (m7 0! Tom- Lesgsgn o
ou seja, em termos de fungdes generalizadas,
. +V2r (=)™, _ —i i
3PP ) ) = E2ICT ot a(ap) - 172) =[5 e ),
para todos zp € R e m € IN. Ll

e Transformada de Fourier de distribuigoes regulares. Revisitando (38.124)

Seja T, uma distribui¢do temperada regular associada a uma fun¢ao g, satisfazendo as propriedades previamente
definidas. A fungao g nao é necessariamente integravel. No entanto, podemos associar a ela uma transformada de
Fourier, definida da seguinte forma.

Uma fungao h : R™ — C é dita ser a transformada de Fourier distribucional de g se existir uma distribui¢ao temperada

regular Ty, tal que F[Ty] = Ty, ou seja, se valer
(Tg, TN = (Tw, £)

para toda f € .7/(R"™). Em um tal caso, escrevemos h = F[g] e as relagoes acima indicam que F[Ty] = Ty(q), sempre que
tal expressao faga sentido.

Analogamente, definimos F~*[Ty] = Tg- |g) sempre que tal igualdade faca sentido.

E importante notar que nem sempre F[Ty] ¢ uma distribui¢ao regular. Um exemplo ocorre no caso em que g é a
fungao de Heaviside, como vimos acima. Ainda assim, podemos em tais casos tratar F[g] como uma funciao generalizada.

Essas nogoes permitem langar um outro olhar sobre a identidade (38.124), pdgina 2033, que justificamos anteriormente
com base na nogao de transformadas de Fourier no espago L*(R, dz).

Seja w, um nimero complexo com Im (w,) > 0 e considere-se a funcio g(t) := H(t)e™+t, t € R. O rpido decaimento
de g quando [t| — co garante que podemos associar a g uma distribuicao temperada regular, T,, dada por
oo oo
T f) = [ aws@ya = [“ewtsoa. vresm).
—o0 0

Por defini¢ao, temos

T 1) = Ty 50D = [T e a0 = — [T e (/ e dw) at

~ o [ ([T ra) s - o [T,
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a inversio da ordem de integracio sendo devida ao répido decaimento de e ~#*

para t — oo e de f(w) para |w| — co. Essa
igualdade mostra que F[T,] é idéntica & distribui¢do temperada regular Tj, definida pela fungao h(w) : L

I S S
2 (W-we)

Assim, justifica-se escrever Flg](w) = h(w), w € R.
Se na igualdade (F[T,], f) = (Tn, f) substituirmos f — F1[f], obtemos (F[Ty), FLU = (Tg, ) =(Th, FLU,
ou seja,

FUTLL ) = (To, )

indicando que F~1[T}] é uma distribuigio regular e que podemos identificar, no sentido expresso acima, que F~1[R](t) =

g(t), ou seja,
1o eiwt
/ dw = H(t)e™*".

2mi o W — Wi

Esta é novamente a identidade (38.124), pagina 2033, justificada agora em termos distribucionais, ou seja, como uma
igualdade entre distribuigoes regulares temperadas.

38.3.7 Produtos de Distribuigoes

e Produtos tensoriais de distribuigoes

Dadas duas funcdes ¢, 1 € Z(R™) define-se seu produto tensorial*’, denotado por p®1) como sendo a fungao definida

em R?" por
(p@¥)(@ y) = e@)(y) -

E um exercicio elementar (faga-o!) mostrar que ¢ ® v assim definida é um elemento de Z(R?"). A colegdo de todas as
fungdes de 2(R?") que sejam combinagdes lineares finitas de produtos tensoriais de fungdes de Z(R™) é um subespago
linear de 2(R?") denotado por 2(R") ® 2(R"), o produto tensorial de 2(R"™) consigo mesmo. E relativamente ficil
provar usando o Teorema de Weierstrass (Teorema 37.3, pagina 1939) que Z2(R™) @ Z(R™) é denso em 2(R?"), ou seja,
toda funcdo de Z(R*") pode ser aproximada por fungdes na forma de somas finitas Y-, @i ()Y (y), com ¢k, ¥ € Z(R™)
para todo k. Omitiremos a demonstracao aqui.

Se T, U € 2'(R™), define-se o produto tensorial 7 ® U como o funcional linear definido em Z(R™) ® 2(R™) por

(TeU)pay) = T(U®) .

Claramente T ® U ¢é continua em cada um dos seus argumentos separadamente. Como Z(R") ® Z(R™) ¢ denso em
2(R?"), o produto tensorial T'® U pode ser estendido a todo 2(IR?") e, portanto, define uma distribui¢io nesse espago,

ouseja, T@U € 2'(R?"). Dessa forma, se ¢ e u denotam as “fungdes generalizadas” associadas a T e U, respectivamente,
é legitimo escrever, na notagao integral,

Te0)© = [ et v dedy
R2"
para toda ¢ € 2(R?"). Assim, a “fungio generalizada” associada a T ®@ U é t ® u.

e Produto de fungoes e distribuigoes

Ao contrdrio do caso de fungoes, o produto de duas distribuigdes pode ser definido sob circunstancias bastante
restritivas. Vamos discutir brevemente uma dessas circunstancias atendendo nosso interesse proximo de discutir equagoes
diferenciais distribucionais lineares. Sejam T € 2'(R"™) uma distribuicio e h € C°°(R™) uma funcio infinitamente
diferencidvel. Definimos o produto h - T’ como sendo a distribuigao que a cada f € Z(R™) associa

(h-T)(f) = T(nf). (38.242)
Na notacao de emparelhamento isso significa

(h-T, f) = (T, hf)

40No caso dos espagos . (R™) as definigdes sio analogas.
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e na notagao integral, se t é a “funcao generalizada” associada a T' e ht é a “fungao generalizada” associada a h- T,
/ (ht)(z) f(z) d"z = / t(x) <h(a:)f(:r)) d"x .
R R
Assim, a “fungdo generalizada” (ht)(x) é dada simbolicamente por h(z)t(z).
E. 38.55 Ezercicio. Mostre que h - T, definida em (38.242), com T' € Z'(R"™) e h € C*(R"), é de fato uma distribuic3o. £

Se T € &'(R™) ¢ uma distribui¢do temperada, podemos definir analogamente o produto kT por (h . T) (f):==T(hf)
(para toda f € 2(R™)) desde que h seja infinitamente diferencidvel e tenha crescimento polinomialmente limitado.

E. 38.56 Ezercicio. Mostre que h - T assim definida, com T' € .#/(R") e h € C*°(R") com crescimento polinomialmente limitado,
é de fato uma distribuicdo temperada. £l

e A regularizacao de uma distribuigao

Para p € 2(R™) e y € R", seja ¢, = (T,(Ry)) com T, definida em (38.182). A funcéo ¢, é tal que ¢, (z) = p(y — )
para todo z € R™.

Naturalmente ¢, é, para cada y € R", também um elemento de Z(R"). Se T' € 2'(R") a aplicagao
R">y — T(p,)eC

define uma funcao em R”, a qual é frequentemente denotada por T * . Assim,
(Tx)) = Tlo) = T(T,R) = [ tadoty )"z,

sendo que na tltima igualdade empregamos a notagao em termos de fungdes generalizadas, t(z) sendo a fungio genera-
lizada associada a T'. A funcao T * ¢ é dita ser a regulariza¢io da distribuicao T pela fungio de teste .

E de se notar também que se T é uma distribuigao regular, isto é, se T' = T), para h localmente integravel, teremos
Tx)o) = [ ety -a)d's = (e o).

E também interessante observar que para T € 2'(R") e ¢ € 2(R") tem-se
(T, ) = T(p) = T(po) = (T *(Rp))(0). (38.243)
Para atender a diversos propésitos futuros, vamos estudar algumas propriedades das fungoes 7' * . A primeira delas
refere-se a diferenciabilidade de T * .

Proposigao 38.17 Para T € 2'(R™) e ¢ € Z(R™) e com as defini¢oes acima a fungio T * ¢ € infinitamente dife-
rencidvel. Tem-se também
D¥(Tx¢) = (T*(D%)) = ((DT)*¢) (38.244)

para todo n-multi-indice . Por fim, vale a afirmagdo que se T' tem suporte compacto, entao T x ¢ é um elemento de

2(R™). o

Prova. Seja z € R" e considere-se a diferenca

y+2(z) —py(@) = @y +2z—2) -9y —2).
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Podemos escrever, usando a diferenciabilidade de ¢ e denotando ODTi(”L) por (Dye)(x),

1 1
d d
Oy+2(7) —py(z) = / E’vﬁyﬂz(l’) dt = / E%’(y +tz—x)dt
JO 0

noo1
;/0 (Dr) (y +tz — )z dt

n

n 1
> (Dip) (v — @) + Z/U {(Dw)(y +tz—x) — (Drp)(y — w)]Zk dt
k=1

k=1

sendo que na tltima igualdade apenas somamos e subtraimos o termo > j_; (Dklp) (y — )zk. Observemos agora que a
fungdo  — >, (DMJ) (y — x)z), assim como a fungao

T Z/o [(Dk,o)(y +tz—a) — (Drg) (y — L)} 21, dt (38.245)
k=1

sao elementos de Z(R™). Para a primeira fungao a afirmacao é evidente; para a segunda necessitamos apenas observar
12 que o lado direito de (38.245) é infinitamente diferencidvel em relagao a x (pois, sob as hipdteses, podemos diferenciar
sob o simbolo de integral. Vide Proposigao 37.5, pagina 1931) e 22 que o lado direito de (38.245) tem suporte compacto
como fun¢ao de z, pois as fungdes Dy tém suporte compacto.

Assim, ¢ legitimo escrevermos

n

T+~ T3 o)) = (T i =) = Y- (T (D), )+ (7. [ (D9), 0. - (D)) )] s

k=1

Observemos agora que a expressao ’<T, ful [(Dka,o)y“z - (Dk@)y] dt>‘ pode ser majorada da seguinte forma: sendo 7'
uma distribuigdo, existe para cada compacto K C R" e todo m € Ny uma constante Cf, ,, tal que

‘<T’ ./01 [(0x9),.1.. — (Do), ] dt>‘ < Cim s

w€K, [a]<m

A

D '/01 [(ka)y+tz(x) — (chp)y(x)} dt‘

INA

o1
Ck.m  sup / ‘(D“Dk(p) (y —x+tz) — (D"Diip) (y — J:)dt‘ dt .
0

z€K, |a|<m .

Em fun¢ao da continuidade uniforme de ¢ e suas derivadas, podemos, para cada € > 0, uma bola B. C R" centrada
em 0 tal que para todo z € B, (e, consequentemente, tz € B, para todo t € [0, 1]) teremos |(D”Dk.ap) (y—x+tz) —
(D*Drp) (y — z)| < e. Com isso, obtemos que

n

(T @)y +2) ~ T @)w) = 3 [(T. (Drg), )] 21+ (o)

k=1

o que demonstra que T x ¢ é diferencidvel e vale
Di(T xp)(y) = <TV (Dw)y> . (38.246)

A argumentagao acima pode ser repetida para demonstrar que 7" ¢ é diferencidvel um nimero finito arbitrario de vezes,
ou seja, é infinitamente diferencidvel.

Para provarmos (38.244) notemos, por um lado, que <T, (D;Cgp)y> = (T # (Dr))(y). Por outro lado, como RDj, =
—DyR, tem-se também

(1, (Des),) = (T TR (D)) = —(T, DT, (Re)) = (DT, T,(Rg)) = (DAT, ) = ((DKT)#)(w) -
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Portanto, de (38.246), teremos
Di(Tx9)(y) = (T+ (D)) (y) = (DkT) *¢)(y) -
Essa relagao pode ser agora usada como base para uma prova indutiva elementar de que
DT xp)(y) = (T*(D%))(y) = (D°T)*¢)(y)

para todo n-multi-indice «.

Para finalizarmos, a afirmagiao de que se T' tem suporte compacto, entdao T * ¢ é um elemento de Z(R™) ¢ evidente
pois (T ¢)(y) = T(py) = T(T,(Ryp)). Para todo y € R" com [|y|| grande o suficiente o suporte de ¢, = T, (Ry) serd
disjunto do suporte de T' e, portanto, (T * ¢)(y) serd nula. |

Ainda sobre as fungoes T' * ¢ vale o seguinte resultado que utilizaremos no que segue:

Proposigao 38.18 Seja T € Z'(R™). Entao, vale
Tx(px¢) = (T*@)xd (38.247)

para todos ¢, ¢ € 2(R"). m]

Prova. Recordemos, em primeiro lugar, que ¢ * ¢ € Z(R"), sendo, portanto, infinitamente diferencidvel e de suporte
compacto. Fixemos essas duas fungoes ¢ e ¢. Pela definigao, temos que

(T*(pxd)(y) = T((p*9)y),
com

(¢x @) = (pra)y—0) = [ wly—z-2)0() d".

Podemos evocar o Teorema 38.6, pagina 2069, e representar 7' em um compacto que contenha o suporte de ¢ * ¢ e de ¢
por (38.229), com 3 € INj e h continua. Com isso, teremos

(38.229)

(T (o) (0) 1 [ h@) (Do x0)) (@) e

1 [ ez ([ ot—z-) )
[ ([ 0o 20t avs) v

I8 (/ @Dy — 2 ) dz) o(z) vz

[ ([ re0re,o ) ote) vz

2 [ T 20l s

= (Tx9)*9)),

tal como querfamos provar. A inversdo de ordem de integragdo acima é facilmente justificivel pela compacidade do
suporte do integrando. |

A Proposigao 38.18 tem o seguinte coroldrio importante:
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Teorema 38.8 Z(R") ¢ denso em Z'(R™) no sequinte sentido: para cada T € Z'(R™) existe uma sequéncia de distri-
buigoes requlares Ty, , m € N, com hy, € Z2(R") tal que

(T.¢) = lim (Th,. )

para toda ¢ € 2(R™). [m]

Prova. Seja 12 € 2(R") tal que [W (z)d"xz =1 e defina-se para m € IN a sequéncia ¢,, € Z(R") dada por ¢, () :
m"p(mz). B evidente que S Em(@)d e =m™ [, p(ma)d s = [, e(x)d"z = 1. Além disso, se Bs := {z € R", |z]| <
0} é a bola aberta de raio d > 0 centrada em 0 € R", teremos

/ om(z)d"z = m" p(mz)d"z = / p(x)d"z
R™\Bs R™\ Bs R™\ Bns

de sorte que para cada § > 0 vale lim / om(z)d"e = lim p(z)d"z = 0, devido ao suporte de ¢ ser
m—00 Jpn\ By m~>oo' R\ Bons

compacto. Com isso, estabelecemos que ¢;,, m € IN, é uma sequéncia delta de Dirac em R™ segundo a Definicao 37.2,

pagina 1938. Do Teorema 37.2, pigina 1938, segue que para toda ¢ € Z(R") a sequéncia ¢,,, m € IN, definida por

o) = (Gus @) = [ cnle—pewdy = [ putota—ny

converge uniformemente a ¢ em R", pois toda ¢ € Z(R") satisfaz as condigoes do Teorema 37.2. Adicionalmente,
podemos também afirmar que para cada n-multi-indice o € INj a sequéncia D¢, converge uniformemente a D@, pois

D (x) = D (pm * ¢)(x) = DQ/ em@)d(x —y)d'y = / om(y) (Du¢) (z—y)d"y
R» R"
e D¢ também satisfaz as condigdes do Teorema 37.2. Segue dessas afirmagoes que se T' € Z'(R"), entao 1131 T(¢m) =
T ( lim q)m) =T(¢), devido & continuidade de T. Agora, temos que
m—ro0

@0 =T = Jin Tom) = Jin Ten o)

(38.243) hm (T* R<pm*@)))(o)

= lim l* R(Pm (R@)))()

m—oo

(38.247)

hm (T* Puﬂm (R<1>))(0)
~ lim / (T4 (Ren) (—9) (RO)w) 'y

YEV dlim [ (T (Rem))(y) 6(y) d"y

m—o0 Jpn

= lim (Th,. 9),

onde hy, :=T * (Rpm) € 2(R™). Isso completa a demonstragao. ]
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38.3.7.1 Produto de Convolucao de Distribuigoes
Vamos agora descrever como o produto de convolugao pode ser definido para distribuigoes dotadas de certas propriedades.
Seguindo uma estratégia ja empregada antes, comegamos considerando certas distribuigoes regulares adequadas para

depois tratarmos de generalizagoes.

e O caso de distribuigoes regulares

Comecemos com uma defini¢io. Dada uma fungao ¢ : R™ — C, denotamos por E[p] a fungdo definida em R™ x R™
assumindo valores em C definida por E[¢](z, y) := p(z +y).

Seja €(R™), o conjunto das fungdes continuas definidas em R", e seja p(R™), o conjunto das fungdes continuas e
de suporte compacto definidas em R". Sejam f1 € €(R") e f2 € €(R™) e sejam Ty, e Ty, as respectivas distribuicoes
regulares. No contexto de distribuigdes regulares é natural definirmos o produto de convolugio Ty, * Ty, de Ty, e Ty,
como sendo o elemento de 2’'(R™) definido por

Tr*Tr = Thep

Teremos, para cada ¢ € 2(R™),

T o) = [ em@eoas = [ ([ fe-nnmes) s s

2 [ s@n@eesnaedy = [ f@pw e ey,

R

Essa ultima expressao sugere que poderfamos escrever <'|'f]*f2 5 ¢> = <T_f, ®Ts,, E[Lp]) o que sugere definirmos o produto
de convolugao Ty, * Ty, das distribuigdes Ty, e Ty, por <TfJ * Ty, ¢> = <TfJ ®Tg,, E[<p]> Sucede, porém, que nao é
possivel dar uma interpretagao distribucional & integral [g.. [, f1(2) f2(y) E[¢)(x, y)d"xd"y, pois E[Lp] ainda que seja
uma fun¢ao infinitamente diferencidvel, ndo é um elemento de Z(R"™ x R") (¢(x + y) e suas derivadas nao caem a zero
quando & — 0o com x + y constante). Esse problema pode ser remediado de um modo adequado aos nossos propdsitos.

O suporte da funcao fi(z)f2(y)e(z + y) é um subconjunto compacto de

St faye = {(1, y) € R" x R"|z € supp (f1), y € supp (f2) ex+y € Supp(\,ﬁ)} .

Como f1 e ¢ tém suporte compacto, ndo ¢é dificil constatar que Sy, y, , ¢ um subconjunto compacto de R x R™.

Consideremos uma fungio auxiliar y € Z2(R" x R™) definida de sorte que x(z, y) = 1 para todos (z, y) contidos no
compacto Sy, 5, , (uma tal funcdo sempre existe, como jé observamos anteriormente). Teremos, naturalmente,

L[ s@neEde ey - [ 2)2(0) X(a, VERl(e, e dy
R™ & JRr

e como o produto xE[p] ¢ um elemento de Z(R™ x R™) (pois x o é e E[p] é infinitamente diferencidvel), é legitimo
escrevermos
(Treres 0) = (T7 © T xE[9]) -
Com isso, o produto de convolugao Ty, * Ty, das distribuicoes Ty, e Ty, ¢ o elemento de 2'(R™) tal que
(T T 9) = (T ® Tp, XElg]),
para cada ¢ € Z(R™). Utilizando essas ideias, vamos agora descrever como definir o produto de convolugao de uma certa
classe de distribuigoes.

e A condigao de suporte

Definicdo.  Dizemos que duas distribui¢oes Uy, Us € 2'(R™) satisfazem a condi¢do de suporte se para todo compacto
C C R" o conjunto

S(Uy, Uy, C) = {(9: y) € R™ ><Rn| x € supp (Ur), y € supp(Uz) ex +y € C}
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for um subconjunto compacto de R™ x R™. ®

Sejam Uy, Uy € 2'(R™) duas distribuigdes que satisfazem a condigio de suporte e seja C' C R" compacto. Denotamos
por 8(Uy, U, C) € Z(R™ x R™) o conjunto de todas as fungoes x € Z(R" x R") tais que x(z, y) = 1 para todo
(z, y) € S(Ur, Uz, C). A condigao de suporte compacto é importante por garantir que 8(Uy, Uz, C') é nao vazio para
todo C' C R™ compacto e, em particular, por garantir que S(Ul, Us, supp ((p)) é nao vazio para cada ¢ € 2(R™).

e Produto de convolugao de distribuigGes satisfazendo a condigao de suporte

Se Uy, Uy € Z'(R™) sdo duas distribuigdes que satisfazem a condigao de suporte, definimos seu produto de convolugéo,
denotado por Uj * Us, como sendo o elemento de 2'(R™) definido para cada ¢ € Z(R™) por

(U1 % Us, @) = (U1 ®@Us, xElg]), (38.248)

com y € S(Ul, Us, supp (\p)) E importante observar que a expressao do lado direito de (38.248) independe do
particular elemento y € S(Ul, Us, supp (¢)) tomado. De fato, se x e x sdo elementos de 8(Uy, Us, supp (p)) teremos
(x(z, y) = X'(z, y))p(x+y) =0se (z, y) € S(Ur, Uz, supp(p)).

e Algumas condigoes suficientes para a condi¢ao de suporte

Dada a relevancia da condigao de suporte para a definigao de produto de convolugao de distribuigdes é importante
termos uma lista de condigoes suficientes para que a mesma seja satisfeita.

Observe-se que S(Uy, Uz, C) é sempre fechado para C' compacto, mas nao é necessariamente limitado. De fato, se
f:R® x R™ — R™ for a funcio continua f(x, y) := = +y, entdo S(Uy, Uz, C) = f~HC)N (Supp(Ul) X supp (Ug)),
que é fechado pois f~(C), supp (Uy) e supp (Us) sdo fechados. Assim, para que tenhamos S(Uy, Uz, C) compacto é
necessario e suficiente que o mesmo seja um conjunto limitado de R™ x R™.

Se C ¢é compacto, entdo é limitado e D(C) := sup{|c||, ¢ € C} é finito. Se (z, y) € S(U, Uz, C), entdo
(2, y) € supp (U1) x supp (Uz) e 4+ y = ¢ para algum ¢ € C. Logo, |ly| < |lc[| + |lz|| < Co + ||z||. Se supp (U1) também
for compacto, teremos ||z|| < D(supp (U1)) = sup{|[|a/||, ' € supp (U1)} < co. Logo [ly| < D(C) + D(supp (U1)) o que
prova que S(Uq, Uz, C) ¢ limitado e, portanto, compacto.

Concluimos, portanto, que se supp (U1) ou supp (Usz) forem compactos a condi¢ao de suporte é satisfeita.

No caso de distribui¢des em R temos uma outra condigao util: se supp (U1) e supp (Usz) forem ambos limitados
inferiormente ou se forem ambos limitados superiormente, entao a condigao de suporte é satisfeita.

Para provarmos isso, vamos supor que existam a; e ax € R tais que supp (U1) C [a1, 00) e supp (Uz) C [az, o)
(o caso em que ambos sao limitados superiormente ¢ andlogo). Seja C C R compacto. Entdo, existe k& > 0 tal que
C C [k, k]. Se (z, y) € S(Uy, Uz, C) entdo —k < 4+ y < k e, portanto, y < k —x < k — a;. Logo, temos que
ay <y <k — a e, mutatis mutandis, temos também a; < x < k — as. Isso estabelece que S(Uy, Us, C) é limitado e,
portanto, compacto.

38.4 Equacgoes Diferenciais Distribucionais, Solugoes Funda-
mentais e Fungoes de Green

Nesta segao desenvolveremos algumas das ideias subjacentes as nogoes de solugao fundamental de um operador diferen-
cial, fungdes de Green etc. Trata-se provavelmente das mais importantes aplicacdes da nogao de distribui¢do. Alguns
problemas de interesse fisico sao também discutidos. Um tratamento mais pratico e informal pode ser encontrado na
Segao 43.11, pagina 2485.

e Operadores diferenciais lineares em 2'(R")

Reunindo as defini¢oes acima de derivada de uma distribui¢ao e produto de uma distribui¢do com uma fungao
infinitamente diferencidvel, podemos introduzir a no¢ao de operador diferencial linear agindo no espago de distribuigoes
2'(R™) (compare com a defini¢do de operador diferencial linear agindo no espago Z(R™) introduzida & pagina 2004).
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N

Sejam ay, ..., ay fungdes infinitamente diferencidveis em R™ e sejam o, ..., oV € IN§ multi-indices distintos. Seja

o operador diferencial

N . N gl
L = Eak(i} DY = Zak(z‘)
k=1 k=1

Oxy' - Oxn™
Se T € Z'(R™), define-se LT € Z'(R™) como sendo a distribui¢ao definida por
(£7) () = T(c70)
para toda ¢ € Z(R™), onde £ é o operador diferencial dual de £ definido em (38.14) e (38.16). E um exercicio simples

para o leitor provar que essa definigdo é plenamente consistente com as definigoes dadas acima de derivada de uma
distribuigao e produto de uma distribuigdo com uma fun¢ao infinitamente diferencidvel.

Na notagao de emparelhamento temos, assim,
(LT, @) = (T, L")
para toda T € 2'(R"™) e toda ¢ € Z(R"™).

e Operadores diferenciais lineares em .7/(R")

Operadores diferenciais lineares em .#’(R™) sao definidos analogamente, com a ressalva, j4 mencionada quando
definimos operadores diferenciais lineares em . (IR") & pagina 2005, que as fungdes ax e suas primeiras |a*| derivadas
devem ser de crescimento polinomialmente limitado.

e Produtos tensoriais de operadores diferenciais lineares

Se £ e M sdo operadores diferenciais lineares agindo em #(R") definimos seu produto tensorial £ ® M em 2(R*")
por
(£@M)Q) (@, 1) = LM, v)
para ¢ € Z2(R*"). No lado direito, acima os indices « e y sob os operadores £ ¢ M, respectivamente, servem apenas para
lembrar em relagdo a quais varidveis os operadores agem. Note-se que £, M, = M,L,.
Assim, se £ e M sao operadores diferenciais lineares agindo em Z(R™) e T, U € 2'(R™), definimos, (£ @ M) (T @ U)
como sendo a distribuigao tal que

((L M) (T® U))(C) = (T® U)( (67 & MT) 4)

para toda ¢ € 2(R?").

A definigao de produtos tensoriais de operadores diferenciais lineares agindo em . (R™) é analoga e néo requer maiores
comentarios.

e Equagées diferenciais ordindrias distribucionais

No caso de uma varidvel, podemos caracterizar uma equacao diferencial distribucional linear de ordem N da seguinte
forma. Se ag, a1, ..., ay sao fungoes infinitamente diferencidveis de uma varidvel real e B € 2(R) ¢ uma distribui¢ao
em R, a expressao

an - (T(N)) Fay_:- (T(N’l)) +otar- (T<1>) tao-T = B, (38.249)

define uma equagao diferencial distribucional para uma distribui¢ao 7. De acordo com as defini¢oes, se T satisfaz essa
equagao, entao

(*I)NT((GNf)(N)) + (71)‘V’1T(<a1v_1f)<”’1’) oot (—1)1T((a1f)(1)) +T(a0f) - B()
para toda f € Z(R), ou scja,

T((=)Y (av )™ + (DY an-a D™ 4 (D @)D +aof) = BU), (38.250)
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para toda f € Z(R). Se t e b denotam as “fungoes generalizadas” associadas a T e B, respectivamente, (38.249) pode
ser escrita na forma convencional
aN av-1

a,N(.'lr)mt(m) + a,N,l(x)Wt(:l:) +oe al(m)%t(ar) +ao(x)t(x) = b(x),

e, como em (38.250), isso significa que para toda f € Z(R),

00 N N —1
/tm[(—l)”d (anf) (@) + (-1)¥-1.2 (azvflf)(z)+---+(—1)]i(01f)(1)+(aof)(z)] da

dzN dx

= /OC b(z)f(z) dx .

—o0

e Equagées diferenciais parciais distribucionais

Equacoes diferenciais parciais para distribui¢des em R™ podem ser definidas analogamente. Se aq, ..., ay sdo fungoes

infinitamente diferencidveis em R”, B € 2'(R™) é uma distribuicio em R" e o', ..., &V sdo multi-indices distintos, a
expressao
N k
S - (D" T) =B (38.251)
k=1

define uma equagao diferencial distribucional linear para uma distribui¢ao 7". De acordo com as definigdes, se T" satisfaz
essa equagao, entdo para toda ¢ € 2(R"),

N N
S)IT(D (ang)) = Blg)  ouseja, T (Z(—l)‘a”w%w)) = B(p).
k=1 k=1
Assim, uma equagao diferencial linear distribucional para uma distribui¢ao incégnita T' € 2'(R™) ¢ da forma
LT = B,

para uma distribui¢do B € 2’(R") dada e para um operador linear dado £ na forma

N . N la*|
L= ar@) DT = Y an(n) ———r

k=1 k=1 Oxy’ - Qg

onde ay, ..., ay fungdes infinitamente diferencidveis em R™ e o', ..., oV sio multi-indices distintos. Assim, 7' deve
satisfazer para toda ¢ € Z(R")

T(ET¢) = Blg),  ousea, (1. £7¢) = (B, ¢).

Se t e b denotam as “fungdes generalizadas” associadas a T e B, respectivamente, (38.251) pode ser escrita na forma
convencional

N
Zan(z) (D"‘kt) (z) = bx), ou seja Li(z) = b(x),
k=1
e isso significa que para toda ¢ € Z2(R"),
/,‘ t(x) (L7 ) (x) d"z = /n b(z)p(z) d"x |

ou seja,

N k k
RC [Z(—l)'a D" (am(z)] e = [ a)eta) .

=~
I
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38.4.1 Solucgoes Fundamentais

e A distribuigao delta diagonal

Uma distribuicdo de interesse definida em 2(R?") é a distribuicio delta diagonal, ou distribui¢do delta de Dirac
diagonal, definida para ¢ € Z(R?*") por

3(¢) = '/W ((z, z)d"z .

Essa defini¢io pressupde uma decomposicao (ndo canonica) de R?" na forma R™ @ R™. Provar que realmente se trata
de uma distribuigio em Z(R?") é deixado como exercicio. E claro que

50 = [ 8@ =ue,v) ey

Essa tltima expressao mostra que a “fungio generalizada” associada & distribuic¢io delta diagonal é 6(z — y). Percebe-se
também que se ¢ é da forma ( = ¢ ® ¥, com ¢, ¥ € Z(R™), entao

o) = To) = Tuly),
com T, definida em (38.169).

e Solugoes fundamentais de operadores diferenciais lineares

Seja um operador diferencial linear £ da forma

N . N la*|
L = ax(x) DY = ap(z) ———
x Ozk ak
— — P S Toiec
k=1 k=1 1z n
onde aj, ..., ay sdo funcdes infinitamente diferencidveis em R" e o', ..., o sdo multi-indices distintos.

Seja h € Z(R™) e considere-se se a equagao diferencial nao-homogeénea
Lu=h. (38.252)
Equagoes desse tipo ocorrem com grande frequéncia na Fisica. Essa equagao inspira considerarmos a equagao diferencial

distribucional para U € 2'(R™) dada por
LU =Ty, (38.253)

onde T}, ¢ a distribui¢ao regular definida em (38.168).

Uma distribui¢io F' € 2'(R?") é dita ser uma solu¢do fundamental do operador diferencial linear L se
(L@1F =4, (38.254)

onde ¢ no lado direito é a distribuigao delta diagonal definida acima e 1 ¢ o operador identidade. Assim, se F' é uma
solugio fundamental do operador linear £, vale para toda ¢ € 2(R?")

F(L"®1)¢) = 8(C) -

Se uma solugao fundamental F do operador linear £ for fornecida, afirmamos que uma solugio U € Z2'(R") da
equacao distribucional (38.253) é dada por

U(p) = Flp®@h), pe2(R"). (38.255)
De fato, para todo ¢ € Z(R") teremos,
(LU)(p) = ULT9) = F(£Tp)@h) = (LRLF)(p@h) = d(p@h) = Tuly),

provando que LU = T}, como desejavamos.
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A existéncia de solugdes fundamentais para operadores diferenciais lineares nao é automaticamente garantida e para
tal diversos teoremas foram demonstrados, entre os quais encontra-se o importante teorema de Malgrange!!-Ehrenpreis*?
(demonstrado entre 1954 e 1955), o qual estabelece que operadores diferenciais lineares a coeficientes constantes sempre
possuem solugoes fundamentais. Vide, e.g., [530].

e A questao da unicidade de solugoes fundamentais

Se para um operador diferencial £, como acima, existir uma solugao fundamental F, esta pode nao ser unica. Se
g for localmente integravel e satisfizer (Lg)(z) = 0 para todo z € R™ (ou seja, se g for uma solugao forte da equagao
Lu = 0) valerd LT, = 0 pois, para todo ¢ € Z(R"),

T T n (3815
€T = T = [ o) @ o as 2 [ (@o)@ elo) ds = 0.
Concluimos disso que se F é uma solugio fundamental de £, entdo qualquer distribuigio de 2'(R?") da forma

F+T,®V,

com V € Z'(R™), arbitréria, serd também uma solugao fundamental de £.

38.4.1.1 Solugoes Fundamentais como Fungoes Generalizadas

A nogao de solugao fundamental do operador linear £ é talvez mais facilmente explicada em termos da “fungao genera-
lizada” F(z, y), =, y € R", associada & distribuicdo F agindo em Z(R*"). F é dita ser uma solu¢io fundamental do
operador linear £ se

LoF(z, y) = d(x—y), (38.256)
isto é
ol e A
> an(a) ————F(x, y) = Sz —y).
k=1 Oyt - 0xn”
Assim, para ¢ € 2(R?"),
/ (LxF(-n y))((-r, y)dizd'y = / C(z, z)d"x. (38.257)
R2n R

Em particular, para duas fungoes de teste quaisquer ¢, 1 € Z2(R™) tem-se

/m/n (LzF(z, y))s@(r)w(y) dzd'y = /nap(z)w(z) d"z, (38.258)

ou seja,

L L (ot )t ary = vt oty ave = 0.

A validade dessa relacao para todo ¢ € Z(R™) implica a validade no sentido de distribui¢oes da igualdade
[ (eer@ v vy = v (38.259)
para cada ¢ € Z(R™). Também de (38.258), obtemos
/“ /nF(m«, ?/)(ﬂf'v(ﬂﬂ))w(y) d*zdy = /]Rnsa(y)w(y) "y,

ou seja,

/rn [/HF(I v) (LIWI)) "z — w(y)} Ply) d'y = 0.

41Bernard Malgrange (1928-).
42Leon Ehrenpreis (1930-2010).
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A validade dessa relagao para todo ¢ € Z(RR™) implica a validade no sentido de distribui¢des das igualdades

/ F(z, y) (Lip(r)) d"z = o(y) ou, equivalentemente, / (L,F(w, y))ap(JL) "z = ¢(y), (38.260)
Re

Rn

para cada p € Z2(R"™). Comparar cuidadosamente com (38.259). O exemplo do operador Laplaciano em R? apresentado
a pagina 2087 ilustra bem as diversas relagoes acima.

e Solugoes fracas e solugoes fundamentais

Se uma fungio F(z, y), definida para z # y, for solugdo da equagdo diferencial £, F(z, y) = 0 na regido nao diagonal
z # y (comparar com (38.256). Uma tal solu¢ao é denominada solu¢do fraca da equagao diferencial em questdo), entao
a fun¢do F' serd uma solucao fundamental de £, se adicionalmente satisfazer a primeira relagao de (38.260) para toda
¢ € Z2(R™). Um exemplo disso serd discutido logo adiante (pagina 2087), quando tratarmos do operador Laplaciano em
R3.

e Mais comentdrios sobre a utilidade das solugées fundamentais. O método da fungio de Green

J& observamos que a nocao de solucao fundamental de um operador diferencial linear é 1til por oferecer solugoes
distribucionais & equagio (38.252)-(38.253). E 1til discutirmos isso empregando a notagao de fungiao generalizada. Se
U € 2'(R™) satisfaz (38.253), tem-se para todo ¢ € Z(R") que (LU)(¢) = Tr(p). Denotando por u(z) a fungio
generalizada associada a U, isso fica

((€u)(@) —h(a))pla) d*z = 0,
R
e temos no sentido distribucional a igualdade
(Lu)(z) = h(z), (38.261)
que corresponde a uma versao distribucional de (38.252). Como vimos em (38.255), podemos tomar U(yp) = F(¢ ® h),
igualdade essa que na notagao de fungdes generalizadas fica

/n u(z) p(z) d"z = /]Rz" F(z, y)p(x)h(y) d"zd"y, ouseja, u(z) = /Rzn F(z, y)h(y) d"y .

Com isso, (38.261) transforma-se em
[ £oPa bt d'y = hio),
JRren

em concordancia com (38.260) e com (38.256).

Em resumo, se F(z, y) é a fungdo generalizada associada a uma solugao fundamental F' do operador diferencial linear
L, entdo a equagao nao-homogeénea Lu = h com h € Z(R™) tem uma solugao distribucional dada por

u(z) = /1R2n F(z, y)h(y) d"y . (38.262)

O exposto acima reexpressa as consideragoes que fizemos entre (38.252) e (38.255).

Em muitos problemas, exige-se que a solugao da equagio Lyu(z) = h(x) satisfaga certas condigdes de contorno (de
Dirichlet, de Neumann ou mistas) na fronteira de um dominio aberto Q C R™. Solugoes fundamentais que conduzem
a solugdes que satisfacam condigdes homogéneas desses tipos sio denominadas fungées de Green*? (para condigdes de
contorno de Dirichlet, de Neumann ou mistas). O método de resolucio de equagoes diferenciais parciais sob tais condigoes
de contorno por meio da determinagao da fungao de Green adequada é denominado método da fun¢io de Green. O método
da fungao de Green é de grande relevancia em Fisica, como discutido na Segao 43.11, pagina 2485. Também no Capitulo
19, pagina 1019, encontramos o método da funcao de Green no tratamento do problema de Sturm-Liouville.

Uma questao importante é a de se saber quando o lado direito de (38.262) define uma funcao, ou seja, quando u é uma
solugdo forte da equagdo Lu = h ou, equivalentemente, quando a distribui¢do U dada em (38.255) é uma distribui¢ao
regular. O lado direito de (38.262) definird uma fungao se, por exemplo, F(z, y) for uma fungao definida quase em
toda parte, tal como no exemplo do operador Laplaciano, discutido a pagina 2087. Isso ocorre em diversos exemplos de
interesse, como veremos adiante e em exemplos da Se¢ao 43.11, especialmente quando £ for um operador eliptico. Uma

43George Green (1793-1841).
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parte importante da literatura matematica da teoria das equagoes diferenciais parciais lineares é dedicada a essa questao.
Mencionamos nesse contexto os importantes Teoremas de Weyl, de Friedrichs e de Hormander (vide, e.g., [530]).

e Uma propriedade de solug¢ées fundamentais

Dada uma solucdo fundamental F € 2'(R?") de £, podemos obter uma distribui¢io Fy € 2'(R"™) satisfazendo
LFy = do
por meio do seguinte procedimento. Para ¢ € Z(R™) fixo, defina-se Gy, € 2'(R") por Gy (¢) = F(p ® 9). Teremos
LGu(9) = Gy(ETe) = F((LT9)@w) = (CeDF)(paw) = deov) = Tu).
Assim, tomando-se ¢, € Z(R™), n € IN, uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0, podemos definir
Foly) = lim Gy, () = lim Fle®dn),

e teremos

LF(p) = Fy(LT9) = lim Gy, (LT¢) = lim (£Gy,)(p) = lim Ty (¢) = (),
n—oo n—o0 n—oo
mostrando que LFy = dp.

Como veremos, no caso em que o operador £ tem coeficientes constantes, a existéncia de uma distribuigao Fy € 2'(R™)
satisfazendo LFy = dy equivale & existéncia de uma solu¢ao fundamental satisfazendo (38.254).

38.4.1.2 O Caso de Operadores Lineares a Coeficientes Constantes

De grande importancia para o estudo de muitas das equagoes diferenciais encontradas na Fisica é a situagao na qual o
operador diferencial £ considerado (agindo em fungoes suficientemente diferencidveis em R™) tem coeficientes constantes,
ou seja, tem-se

N R N Hlakl
L= Y abD =Y ag—7F e (38.263)
k=1 = Oxyte-- oz
N K k N k olal
L= S (e = 3 (-nela ———, (38.264)
— — [ RRR:
k=1 k=1 1 n
com ag, k=1, ..., N, sendo constantes. Nesse caso vé-se claramente que £ = L7 se e somente se |a¥| for par para
todo k=1, ..., N.
Seja Fy € 2'(R™) uma distribuicao tal que
LFy = 8. (38.265)
Se uma tal Fj existir podemos definir uma solu¢ao fundamental F' de £ por
Flpoy) = (2m)"?Fy(p* (RY)) . (38.266)

para ¢, ¢ € 2(R™), onde (R¢)(z) := ¢(—z), ¢ € Z2(R"). De fato, teremos
(L@DF)(pey) = F(LT9) @) = @n)"2R((LTe) « (Ry)) = (2m)"/*F, (LT(Lp * (Rz/))))
= 2m)"P(LR)(p* (RY)) = (2m)"20(p* (Ry)) = / e(=y)p(-y)d"y

= [ ey = seon).
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estabelecendo que (£ ® 1)F = §, como querfamos. Acima, na terceira igualdade, usamos o fato que, se os coeficientes de
L forem constantes, valera

rr (o) o)) = [ W -pindy = 7 [ e —pundy = @R (a0 (s (7)) @)

E interessante expressarmos a distribui¢ao F' definida em (38.266) usando a notacao de fungdes generalizadas. Deno-
temos Fy(¢) por [, Fo(x)p(x)d"x. Teremos por (38.266)

Flowv) = (a) P R(ex () = [ R@)(os (B) @0z

= [ ([ A senaa)ay = [ Re- e e,
mostrando que F(z, y) = Fy(z —y).

As consideragoes acima mostram-nos também que dada uma distribui¢io Fy € 2'(R™) satisfazendo (38.265) e dada
h e 2(R"), a distribuigdo U dada por
Ulp) = )" *Fy(p* (Rh)), o€ 2(R"), (38.267)
satisfard
LU = Ty (38.268)

Em termos de fungoes generalizadas (38.267) fica
U(p) = / u(z)p(x)dz com u(z) = / Fo(z —y)h(y)d"y . (38.269)

Assim, uma distribuicdo Fy € 2'(R™) satisfazendo (38.265) fornece diretamente uma solugao distribucional & equagio
nao-homogénea (38.252)—(38.253).

Por essas razoes, dado um operador £ com coeficientes constantes, uma distribuicao Fy € 2'(R") satisfazendo
(38.265) ¢ também dita ser uma solugdo fundamental associada ao operador £. Na maioria dos livros-texto, a nogao de
solugdo fundamental para operadores diferenciais com coeficientes constantes é apresentada por meio de (38.265). Nossa
definigao (38.254) é mais geral e engloba a nogao de solugao fundamental para operadores diferenciais com coeficientes
nao necessariamente constantes.

e O exemplo do operador Laplaciano em R?

. , . E 2 9?2 2
Um exemplo importante se dd no caso do operador Laplaciano em R3: A = 97 + (;)T% + (?7%, para o qual vale AT = A,

como facilmente se constata pela definicao (38.16), pagina 2004 (vide (38.264)).

Para z, y € R® da forma = = (21, x2, 73) e y = (y1, Y2, ¥3), seja |z — yll := /(&1 — 91)? + (w2 — y2)? + (w3 — y3)*.
A funcao
1 1

dw ey

1 1
Ay [————] =0, z#y.
( 4w||mfyu) TRy

fo Cangtan) (0esto) 2 = st

para toda ¢ € Z(R™), como demonstramos com mais generalidade no Teorema 44.1, pdgina 2528, do Capitulo 44. Note
que a relagao acima permite escrever
1
A, (7> = —4md(z —vy),
lz =yl

F(z, y) = (38.270)

definida para z # y, satisfaz (verifique!)

Além disso, vale
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uma relagdo muito empregada, por exemplo, na Eletrostética.

A distribuigao F definida em 9(]}{6) associada A funcio F acima ¢
1 [ [ 1 o .

F () = —— 1 . .
B0 =5 ./Rs ./w oo @ v dedy, (eI

A integral acima é definida no sentido de valor principal. Note o leitor que a singularidade de F(z, y) em z = y ¢

integravel em R?, ou seja, a fungio Hriy” é localmente integravel em R3. Para mais detalhes a respeito da definigiao de

vide Capitulo 44, pagina 2525.

integrais envolvendo a funcao

Te—vll”

Vemos que a “fungdo generalizada” definida pela fungdo F(z, y) dada em (38.270) é uma solugao fundamental do
operador Laplaciano em R?. Uma outra solucio fundamental pode ser obtida somando & fungio F(z, y) uma outra
fungdo H(z, y), definida para todos z, y € R?, que seja uma funcdo harménica, ou seja, que satisfaca A, H(z, y) = 0
para todos z, y € R3. Com esse exemplo, percebemos que solugdes fundamentais de operadores diferenciais lineares nio
s30 necessariamente tnicas.

Observemos, antes de prosseguirmos, que nem todo operador linear tem por solugao fundamental uma fungio, como
no exemplo do Laplaciano, acima. Em muitos casos a solugao fundamental ¢ uma legitima distribui¢ao. Tal ocorre
especialmente no caso de operadores hiperbdlicos, como o operador de onda A — L%%, onde a solugao fundamental em
3+ 1 dimensoes envolve uma distribui¢ao de Dirac. Vide Segao 43.11.3.1, pagina 2493.

e Solugoes fundamentais e transformadas de Fourier

Como j4 discutimos, se possuirmos de uma distribuigao Fy € 2'(R") satisfazendo (38.265) entdo uma solugio
distribucional de (38.268) ¢é fornecida por (38.267). E importante, portanto, dispormos de meios de obter uma tal
distribuigdo Fj de modo mais explicito em casos particulares e, no que segue, discutiremos um método empregado
amiude em Fisica e que faz uso da transformada de Fourier.

Se £ ¢ um operador diferencial com coeficientes constantes, temos para todo f € . (R™) que

LTS = 571 [Pef],

onde P é um polinémio denominado polinémio caracteristico associado ao operador £. Se £ e LT sio da forma (38.263)

e (38.264), respectivamente, entao

N
Po(p) = Y (i) Narp” . peR".
k=1

E. 38.57 Ezercicio importante. Verifique! *
Vamos supor que para cada ¢ € . (R") tenhamos também
1
om0 [t € .
Pr

Como (£Fp)(f) = do(f) para toda f € .7 (R™), valerd também

(o) = (CR)) = FleTe) = R (6757 [5o010] ) = R (5 [9160) = o).

Logo, concluimos que a distribui¢ao Fy dada por
1
Rl = o (57 [gooal]) . e, (38.271)
c

seria uma soluc¢io fundamental associada a £. Naturalmente, nao é evidente que o lado direito de (38.271) defina uma
distribuigao, pois o polindémio caracteristico Pz pode ter zeros que atrapalhem esse propésito. Como veremos adiante,
porém, (38.271) pode ser usada em muitos exemplos de interesse em Fisica. De modo geral um resultado fundamental
devido a Hérmander**, do qual nio trataremos aqui, garante ser sempre possivel dar sentido & expressio (38.271).

4 Lars Valter Hérmander (1931-2012).
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B 1til reapresentar (38.271) de uma forma mais conveniente a certos propésitos. Fazendo uso da notagao de empare-
lhamento para distribuigoes, temos

i = (o o] = (0 ) 2 k() - (] )

Obtemos assim a igualdade

Folé) = W@ [%] a>> , (38.272)
ou seja,
Fy = WS’ {%] . (38.273)

Como comentamos, a distribui¢ao do lado direito pode ter de ser definida em termos de valores principais ou de partes
finitas, devido ao fato de P, poder eventualmente ter zeros sobre o eixo real.

Com (38.273) vemos que a fungao generalizada Fy(z) associada & solugao fundamental Fyy ¢ formalmente dada por

@ = 7| L@ = L / e (38.274)
RN G IV [ T S P Y :
Com isso, a solugio da equacao nao-homogénea Lu = h fornecida em (38.269) é também dada formalmente por
1 1
= ——7% F|— —y) h(y) d"y . 275
u(@) (2m)n/2 /nn [?i‘l (@ =) h(y) d"y (38.275)

Para certos operadores £ é possivel dar sentido matemadtico a (38.274) e (38.275), como veremos nos exemplos tratados
adiante, assim como na Segao 38.4.1.3 e, informalmente, na Segao 43.11, pdgina 2485. Nesses casos felizes as expressoes
(38.274) e (38.275) sao muito tteis para a obtencao de solugoes explicitas de equagdes diferenciais lineares a coeficientes
constantes e ndo-homogéneas, o que inclui muitos exemplos de interesse fisico, como os tratados nas segdes supracitadas.

Antes de analisarmos exemplos do uso de (38.271) precisamos fazer algumas colocagoes sobre aquela solugao.

e Comentarios sobre a solucao (38.271) ou (38.273)

Em primeiro lugar, cabe notar que (38.271) ou (38.273) nao definem univocamente uma solugao fundamental associada
a L, pois sempre podemos acrescentar ao lado direito uma distribuigao V' que seja solucao da equacao homogénea
(Le1)V=o0

Um segundo comentdrio, também pertinente & unicidade da solugdo (38.271), ou (38.273), e que particularmente
concerne casos em que £ é um operador hiperbélico (como o operador de onda, ou d’Alembertiano), é o seguinte. Como

j& comentamos, certos cuidados devem ser tomados para que se dé sentido ao lado direito de (38.271) ou de (38.273)

enquanto uma distribui¢do. Em certos casos a expressdo F~! [ﬁ? [q}]} tem de ser definida em termos de valores principais

(ou partes finitas), o que pode conduzir a certas ambiguidades e a diversas solugoes distintas da equacao (38.254). E
de se notar aqui que se houver duas solugoes distintas, F' e G de (38.254) combinagoes lineares do tipo AF' + (1 — \)G
fornecem também solugoes mais gerais. Assim, essas ambiguidades, se surgirem (e, de fato, surgem em equagoes de onda
nao-homogéneas, quando £ é hiperbélico, levando as chamadas fungdes de Green retardadas e avangadas), podem ser
bem vindas.

e Um exemplo ilustrativo

Consideremos a equagio diferencial linear nao-homogénea e a coeficientes constantes’®

(i% - ng) u(t) = h(t) . (38.276)

com wy € R, constante, e h € .7(R), uma fungio dada. Temos £ = Li —wo e Pe(p) =p—wo, p € R. Assim,

Fo(é) = b (frl {%9[@]]) = > j:c i[f]g;) dp = 5-(VPuy, 5T9]) = o (3VP.,, 9) .

457 equagdio (38.276), como toda EDO, ¢ hiperblica, ¢ o operador i<, — wy é hiperbélico, fatos mencionados ja na primeira linha de [234].



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 4 de janciro de 2024, Capitulo 38 2090/2825

Podemos agora prosseguir usando os resultados sobre transformadas de Fourier de distribui¢oes. Por (38.239), temos
1 (38.239) . L [ —iwot
Fo(¢) = ﬂ<§VPMU, q>> 2 ¢Z<T%(Hi,1/2), o> = Fi /ﬂo IOt (H () — 1/2) (1) dt ,
com H sendo a fungao de Heaviside (38.173). Reconhecemos que Fyy ¢ a distribuicao regular associada & func¢ao
Fy(t) = Fie ™! (H(+t) —1/2) . (38.277)

Devemos aqui fazer notar que v(t) = e~°! é uma solucio da equagio homogénea (1% —wg)v(t) = 0. Assim, reconhecemos
que podemos reduzir (38.277) ao par de solugdes

Fy(t) = Fie “'H(+t), (38.278)

como solugdes fundamentais associadas a £. As correspondentes solucoes particulares de (38.276) sao

00 t
up(t) = / Fo(t—th(t')dt' = —i/ e~ o= (¢! )at! (38.279)
o oo

u_(t)

/ Fo(t—thh(t')dt!' = +i / e~ o= () dt! . (38.280)
o0 t

A solugao u4 ¢ dita ser uma solugdio retardada, pois uy depende de valores de h(t') para t’ < t. J& a solugdo u_ ¢ dita
ser uma solugdo avancada, pois u— depende de valores de h(t') para t’ > t.

As solugoes avangada e retardada satisfazem a mesma equagio nao-homogénea (1% —wo)ux(t) = h(t). Assim, a
diferenga uy — u_ deve ser uma solugio da equagao homogénea (i% —wp)v(t) = 0. De fato, vemos de (38.279)-(38.280)
que

wi(t) —u_(t) = (7 ,;mg—l[h](%)) =it

é solugdo da equagio homogénea, devido ao fator e =™t (o fator —iv/27F 1 [h](wp) é uma mera constante multiplicativa,
pois independe de t).

Vemos explicitamente nesse caso simples, portanto, que a diferenga entre a solucao retardada e a avangada é uma
solugao da equagao homogénea.

E interessante comparar o problema que acabamos de tratar com outro similar, o da equagao

d
i— —ws | u(t) = h(t), (38.281)
dt
onde agora w, € C, constante com parte imagindria nao-nula, e onde, como antes, h € .(R), uma fungao dada. Vamos
escrever w,. = wp + iw, com wy € w reais e wy # 0.

Temos £ = 1% —ws e Pr(p) =p—ws, p € R. Aqui, (38.273) fica, para a fungao generalizada Fp,

1 1 1 [ et (38.126) . iwt
Fy(t) = ﬁff [i} t) = o . m dp =" isgn (wl)H(fsgn (ml)t)e t

onde sgn é a fungao sinal. Para cada w; hé, portanto, apenas uma solu¢ao, ao contrario do que vimos acima quanto w,
era real (e wy era nula). A solugdo aqui é ou retardada (quando w; < 0) ou avangada (quando wy > 0). Ao fazermos
formalmente |w;| — 0 recuperamos as solugoes fundamentais (38.278) dependendo do sinal de w; quando o limite é

tomado.
* k k

Os comentdrios dos exemplos acima sobre solugdes retardadas e avangadas sao relevantes, pois os mesmos fenémenos
sdo observados em outras equagoes hiperbdlicas, como a equagao de ondas forcadas Ou = h, que estudaremos oportuna-
mente.
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38.4.1.3 Alguns Exemplos Fisicamente Relevantes

Vamos agora ilustrar as ideias acima com alguns exemplos de interesse em Fisica. Um tratamento mais informal é
oferecido na Secao 43.11, pagina 2485.

e O oscilador harménico forcado unidimensional

at

¢é a bem-conhecida equagao do harménico forgado unidimensional (onde wy = \/k/m, k > 0 sendo a constante da mola e

m > 0 a massa da particula e h(t) = f(t)/m, com f sendo uma forma externa aplicada & particula, dependente apenas
>

Considere-se a equagao diferencial (d—l; +wd)u(t) = h(t), com wy > 0, constante, e h € .7(R) uma fungdo dada. Essa

de t). Adotando-se £ = % +w? temos nesse caso P (p) = —p? +wi = —(p—wo)(p+wo), p € R. E conveniente escrever

1 7;1< 1 )
Pz(p) 2w \p—wo pFwo/’

e com isso

Roo) = o (5 [ot] ) = 5 [ S gy - 2L " st (2 ) @

= 747:% (<VPW. ’f[¢]> - <VP,Wm 3"[¢]>) = 74;% <<&"[VPW]. ¢> - <?[VP,M,], ¢>> .

Podemos agora prosseguir usando os resultados sobre transformadas de Fourier de distribui¢es. Por (38.239), temos

1 38.239 ) I R .
%<5‘VPM,, ¢> (38.239) ¢t<T%(Hi,1/2), Q> = y/ e (H () — 1/2)0(t) dt e (38.282)
1 38.2: o

(VP ) OB (T s a, 0) = Fi / il (B () — 1/2)6(t) di (38.283)

com H sendo a fun¢io de Heaviside (38.173). O sinal a ser escolhido em (38.282) ¢ independente do de (38.283). HA4,
portanto, quatro possibilidades de escolha de sinais.
I. Escolha ——. Nesse caso Fy é a distribuigao regular associada a fungao
— ) 1
FRo(t) = — (e”““‘(H(t) —1/2) — et (H(t) - 1/2)) = —— sen(wot) (H (1) - 1/2) .
2wo wo

Como sen(wpt) é solugio da equagiao homogénea (% + wﬁ)u(t) = 0, podemos simplificar a solugdo acima para
1
Fy(t) = ——sen(wot)H(t) . (38.284)
wo

II. Escolha ++. Nesse caso Fj ¢ a distribuicao regular associada a fungao
. ) 1
Rt) = —— (e’“’“t(H(—t) —1/2) — et (H(—t) — 1/2)) = — sen(wot) (H(—t) = 1/2) .
2w wWo

Como sen(wot) é solugio da equagao homogénea (% + wg)u(t) = 0, podemos simplificar a solugao acima para
1
Fy(t) = — sen(wot)H(—t) . (38.285)
wo

II1. Escolha —+. Nesse caso Fy ¢ a distribuigao regular associada a funcao
—i

Bo(t) = 50 (e’”""t(H(t) —1/2) + o (H (—t) — 1/2)) ,
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) ’ ~ N ~ N 2 o - .
Como e~ ™ot ¢ et g30 solugdes da equagdo homogénea (# + wg)u(t) = 0, podemos simplificar a solugao acima para

T (et dortpr—p)) — L iy
Yo (a H(t)+ e H( t)) - sen(wot) H (t) + 0 C

iwot

Fo(t) =

onde usamos que H(t) + H(—t) =1 (o que é verdade exceto em ¢ = 0, um conjunto de medida nula). Assim, novamente
descartando o ltimo termo, por ser solugao da equagao homogénea, reobtemos a solugao (38.284).

IV. Escolha +—. Nesse caso Fy é a dieribui(;zio regular associada a func¢ao

Folt) = (&7 (H(=t) = 1/2) + " (H(t) = 1/2)) .

2@0
Como e~ ot ¢ et g3o solugdes da equagdo homogénea (% + wg)u(t) = 0, podemos simplificar a solugao acima para
i i i 1 i
Eo(t) = 7(,—wng ¢ ,zwnth) _ 2 OV H (—t) + ——eiwot |
o) = g (T H) + D) = sen(unt) H(—1) + 5=

onde usamos que H(t) + H(—t) =1 (o que é verdade exceto em ¢ = 0, um conjunto de medida nula). Assim, novamente
descartando o ltimo termo, por ser solu¢ao da equagao homogénea, reobtemos a solu(;éo (38.285).

H4, assim, duas particulares solucdes distintas para a equagao nao-homogénea ( fg +wd)u(t) = h(t):
L N Lo NS
Uper(t) = —— sen(wo(t —t'))h(t') dt e Ugo(t) = — sen(wo(t —t'))h(t') dt
Wo J—co Wo J¢
Essas sao as solugoes retardada e avangada, respectivamente.

E. 38.58 Ezercicio. Constate que

1 £ poe 1) e
Uret () — Uaw(t) = —— sen(wn(t — t/))h(t') dt' = 7M / cos (wnt/)h(t/) dt’ + M/ sen(wot/)h(t,) dt’
wo J —oo wo —oo wo —oo
e que essa é uma solugdo da equagdo homogénea (%:2- +w§)u(z) =0. &

e O exemplo do Laplaciano em R®. A equacgdo de Poisson revisitada

Consideremos a equagio de Poisson Au = h em R® com h € .#(R3). Nesse caso consideramos o operador £ = A
para o qual temos £ = A = £ e cujo polinémio caracteristico associado é Pa(p) = —||p||%, com p = (p1, p2, p3) € R% e
com [|p* = p? + p3 + 3.

Uma solugo fundamental Fy para A em R? serd tal que para toda ¢ € .%(R?) teremos (AFp)(p) = do(p). Assim,

como AT = A, vale Fy(Ap) = §o(). Tomemos ¢ da forma ¢ = F~! [ﬁfr’"[(f)]] ,com ¢ € Z(R3). Como AF ™! =F 1Py,
segue que

bo(e) = (AR)(g) = Fo(Ag) = Fo (As"*‘ [ﬁw}D = R (5 [510]) = Fo(@)-

Assim, estabelecemos que uma solu¢ao fundamental de A é a distribuigao Fj dada por
1
Fo(d) = b (’f" Lp—sf[qb]]) , ¢ (R . (38.286)
A

O lado direito da igualdade em (38.286) ¢ dado por

T Ak (271r) /upu<R (/ms & rela) d3w> ﬁdgp

= — lim T dp | ¢lx)die .
R—o0 (2)3 Js ( o<z PI? @)
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A inversdo da ordem das integrais é novamente permitida pelo Teorema de Fubini (daf ser necessdrio limitar a integral
em p para a regiao |[p|| < R). Para cada « # 0 calculamos a integral em p adotando um sistema de coordenadas esféricas
com eixo “z” na diregao de z, escrevendo

e—iTD #
/ TolE dp = / / / e~ irleleos? gy senfdfdyp = 27r/ / e~ rleleos 0 gy sengdo |
llpll<r —

sendo r = ||p||, ¢ € (—m, 7] o dngulo azimutal e € [0, 7] o angulo zenital. Agora, [; e~ "Il <=0 senfdh =

R sen(r|z||
ficamos com 47 [ %‘)

EGED) .

EE

‘ fR sens ds. Logo,

HL

‘ 7747,1- i - qens
Fo(p) = @) (,{lﬁm/ )/ o) Tl H

sens

. . 4 . .
Como, sabidamente, hm / ds = 3 (isso se prova facilmente pelo método dos residuos), concluimos que uma

solucdo fundamental de A em ]R3 é a distribuig¢ao Fy dada por

) 1 NG o
Fy(¢) = —E/RJ o(x) md%, e .7(R?).

Na notacio de fungdes generalizadas, a solugao fundamental de A em R? obtida acima é dada por

11 .
Fy(z) = ——— reR?.
@ = Tl
Conforme j& comentamos, uma solu¢ao fundamental mais geral é obtida adicionando-se a esta uma solugao u da equagao
de Laplace Au = 0. Do Teorema 44.1, pagina 2528, aprendemos, porém, que se exigirmos que u e seu gradiente decaiam
rapidamente a zero no infinito, entdo u deverd ser identicamente nula.

Com isso, a solugdo (38.267) de AU = Tj, com h € 7 (R?) serd

v = Jo o fon

€ Z(R?), como facilmente se constata, e concluimos que uma solugdo da equacdo de Poisson Au = h com h € .7 (R?)
é dada por

Essa solugao da equagao de Poisson é também obtida com mais generalidade (ou seja, com menos restrigoes a fungao h)
no Teorema 44.2, pagina 2529.

e O exemplo da equagao de difusao nao-homogénea

Consideremos a equag¢ao de difus@o nao-homogénea (5 - DA) u = h em R"! com h € #(R"*!). Nesse caso
consideramos o operador £ = m — DA para o qual temos £T —3— — DA e cu)o pohnomlo caracteristico associado é
P(po, p) = —ipo + D|pll*, com po € R, p = (p1, ..., pa) € R™ e com ||p[|* = pf + - +pj.

Uma solugao fundamental Fy para £ serd dada por Fy(¢) = do ( [ [45]]), ¢ € Z(R"*1). Assim, tomando yo € R
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ey=(y1, ..., yn) € R", teremos

N 1
Fo(¢) = do (57l [ﬁﬂ‘f’]})
_ 1 / (/ i Woro+yp) (1)) d"“y) L d"ttp
2m) 1 Jrner \Jgn+t 7 ) ®(p)
_ 1 / (/ e—z(ynnﬁry'p)(/)(y) d"“y) ;d"*lp
2m)" L Jrnin \Jgnss ipo — D|lp?

— lim lim —i(yoPo+y ) gy (y)) @1y 7(1 "
Ri-ro0 Raoroc (271)7F1 /|p”<R2/ (/J}Wl 2 4 — D|pl|? Podp

e—iyopo
— lim lim / / / —_— e~ WP(y) d"yd"p
Ry—o00 Ry—oo ( 27f @O <re Jro \ g, 10 *DHPHZ

Ry e~ Yoro

Agora, o limite lun / dpo pode ser calculado pelo método dos residuos, fornecendo

Ry ipo — Dl|p|?

R o —iY0Po
€ 2
lim / — _dpy = 2w H (yo)e Pwolrl
75 | g, 0~ DIpIP (ao) *

com H sendo a fungao de Heaviside (38.173). Verifique! Assim,

1 .
Fole) = lim —— / H (yo)e~ Prollel® e=ivp gy grttygmy
Ra—oo (27)™ Ipl<Rs JRAH1
- @ / o / e~ Pwlele=ivr grp ) H(yo)o(y) d"y
@72 Jpuin \ @072 Jn ! Y
(38.72) 1 / e ﬁﬁ‘y— —
=" o Hyo)———— | o(y) d" 1y .
@m)"2 Jrue (2Dyo)"/2
Assim, na notagao de fungoes generalizadas, a solugao fundamental do operador 9 _ DA é
_lwi?
e 1Dug
FU(!/D-, y) = H(y0)7n> YweR, yeR".
(471'Dy0)

Por (38.269), uma solugio da equagio de difusdo nio-homogénea (5 — DA)u = h em R"™ com h € (R"!) ¢,
portanto, dada por

u(t, ) = / Fo(t —yo, ©—y) h(yo, y) dyod"y = / / 7wh(llo~, y)d'ydyo; tER, zeR".
JRn+ n 47(D(t . y[))) v
(38.287)
E. 38.59 Ezercicio. Verifique explicitamente que
(5 -pa) (=02 | = e it ).
' (4nD(t — )"
*
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38.5 Exercicios Adicionais

E. 38.60 Ezercicio dirigido. [A transformada de Fourier de Gaussianas via integragao complexa]. Desejamos demons-
trar a igualdade (38.75)
S (yti 2)
1 / emaemilFiNT g exP( (v +1) )
V2T J oo V2a

para a e 7 € C com Re () > 0, usando desta vez métodos de integragio complexa. Acima a = |ale’, sendo —7/2 < 0 < /2 (pois
supomos Re (@) > 0) e v = /o] e’/2.

(38.288)

Mostre por completamento de quadrados que vale

o —i(y+i +iy)\ _ 1 2
az” —i(y+iv)z = a(erz e ) 4a(y+z,)
Logo,
1 L \2
o0 exp | — 3o (y + m)
L / e iy inT g0 7( = ) J, (38.289)
V2T J o V2T
onde

J o= /:cxp< a(zﬂ(y;”)) ) dz .

, mostre que podemos escrever
—az?
e dz
el

onde C := {z + i%, z € R} C C é uma linha reta no plano complexo paralela ao eixo real e com parte imagindria igual a
wo := Im (%) e orientada de x = —oo a x = 4-00. Vide Figura 38.3, pagina 2095.

Tomando-se z =z + i JJ’“)

J

Figura 38.3: A esquerda, o caminho de integragao C'. A direita, o caminho de integragao fechado R 4.

O passo seguinte é provar que

—az? i —aa?
/c dz = / e dx . (38.290)
c oo

3 _ 2
Ha = / e dz
Ra

onde Ra é o retingulo em C indicado na Figura 38.3, pdgina 2095. Como e~ é uma fungdo inteira (i.e., analitica em toda
parte) na varidvel z, a integral Ha € nula para todo A > 0, pelo Teorema de Cauchy. No entanto, Ha é a soma das integrais sobre
os quatro segmentos de reta orientados que compdem Ra. Constate que a integral sobre o segmento de reta horizontal superior é

Para tal, tome-se A > 0 e considere-se a integral

az?

A - 2 . . NP A _ag?
a=—[ a€ a(z+iw0)” gy Constate que a integral sobre o segmento de reta horizontal inferior é 14 := I s € " dx. Constate que
as integrais sobre os segmentos verticais do lado e esquerdo e direito sdo

rwo . rwg N
Ea = —i/ e AT gy e Dj = i/ oAty dy ,
o 0
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respectivamente. Constate que
2
‘ef"‘(iAﬂy) | = exp ( —Re (a(+A4 + iy)2))

e que

Re (a(iA + iy)Q) = —Re(a)(4% - y?) + 2Im (a)yA = —Re(a) (A + EZEZ;y>2 +

Obtenha disso que

w Jwol
/ ’ ee(EA+in)® dy‘ < / ’ exp ( —Re (a(+A+ 11/)2)) dy
o o

oo (a2 ) ) [ o ()

2 2
< |wol| exp (*Rc(a) (A + 11;1; EZ; y) + R‘Ca(‘a)wg>

e conclua disso que
lim E4 = lim Da = 0,
A-oo A-roo

ja que supomos Re (a) > 0. Conclua disso e do fato que Ha = 0 que

lim S4 = — lim la,
Ao A—roo

—az? had _ 2
/e Fdz = / e " da
Je Joo

Escrevamos a = |ale’’, sendo —7/2 < 6 < m/2, pois supomos Re () > 0. Vamos agora provar que

/ e dr = /T, (38.201)
J—oo @
com v/a = /[a]e’/?. Constate que vale

Ia— * —a? —i0/2 —lalz?
e de = 2 e dr = 2e e M dz
. 0 L

onde L é a semirreta em C indicada na Figura 38.4, pagina 2097.

ou seja, que

como queriamos mostrar.

2 - .
Para calcular [, e71*1*" dz tomamos novamente A > 0 e consideramos a integral

Ka ::/ el gy
La

Como e1°1=* ¢ uma funcdo inteira de z temos K4 = 0, pelo Teorema de Cauchy. A integral que define K4 é a soma das integrais nas
trés partes que compdem L : dois segmentos de reta e um arco de circulo. Vide Figura 38.4, pagina 2097. Constate que essas integrais
séo dadas por
) A N A N 0/2
14 = —519/2/ e dp, 24 = / el gp e 34 = / exp (*\aIAZeZW) dp .
Jo Jo Jo

Constate que

6/2
/ exp (*\(t\AQeQ"’) dy
0

e, portanto, que lima—o 34 = 0. Conclua do fato que K4 = 0 que temos lima 00 14 = —lima_,oc 24. Obtenha disso que

3a] = 12 o (—lal A2 cos R I _ 10l e
Al = < exp (—|a|A® cos (2¢)) dp < 5 exp (—|a|A% cos (0)) = 3¢
0

o

oo oo —i6/2
/ e’“”de _ ﬁfw/z/ ﬁ—\a\dep _¢ / / ﬁ—\a\ﬂzdp _ VT _ 1 T,
0 0 2 —oo 2+/|alei/2 2V
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A LA

0/2 012 3a

2 A

A

Figura 38.4: Esquerda: o caminho de integragao L, uma semirreta que parte da origem e estende-se ao infinito formando
um angulo de #/2 com a horizontal. Direita: caminho de integragao L4 e as trés partes que o compoem: o segmento de
reta 14 (que parte da origem, tem comprimento A e forma um angulo de 6/2 com a horizontal), segmento de reta 24
(idéntico ao intervalo [0, A] do eixo real) e o arco de circulo 34 (de raio A e abertura 6/2, centrado na origem).

o que implica (38.291). Reunindo (38.291), (38.290) e (38.289), estabeleca que

exp (*%ﬂ (y + 'i'y)2)

1 [T —aa?—iy+ine
e e dt = ————F~,
V2T /,x, V2a
que é a relagdo (38.288) ou (38.75), como desejado. Isto também completa uma demonstragdo alternativa do Coroldrio 38.1, pagina
2023. £

E. 38.61 Ezercicio dirigido. [A transformada de Fourier de Gaussianas usando séries de Taylor]. Sejam a > 0 e
7 € C, constantes, seja a fungdo h(z) := emont e ¢ #(R) e seja h := F[h] sua transformada de Fourier. Usando a expansio de
Taylor da exponencial, temos

; L[ as? (cipta L% ae? (30 D))" o
h(p) = \/?/ e TN g = \/TTr/ e (Z — dx
—oo J—oo n=0

L Cip )" [* s n
= — Z — e T adr .
o 1
Pl " e
Justifique a troca da série pela integral, acima. Note agora que os termos com n impar anulam-se, pois h é uma fung¢do par. Temos,
N 2m oo aw? 2
portanto, h(p) = \/;27 > % Ioe aa® y2m gy Agora,
= 2 = 2 —ac? 1 Rl 1 1 1
/ P 2/ L ]7/ e gy = —— I (m+3),
—oo 0 aztm™ Jg aztm 2
onde I' é a Funcdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 378). Usando, (7.19), pagina 385, obtenha disso
oo 2 7 ptin?
- 5 () -
2a = m! 4o 20
que € o resultado obtido em (38.72). "
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[A transformada de Fourier da fungao e’"’f4]. Seja v > 0, constante, seja a funcdo

h(z) = et e Z(R) e seja h := F|h] sua transformada de Fourier. Usando a expansdo de Taylor da exponencial, temos

; [ Gt ot [ ()" 1 —i) ,/w e
h = — e e "Pdy = / z'p" | do = — " e " g dx .
» = 7= 1 N Nir <T§ P ) = v

Justifique a troca da série pela integral acima Note agora que os termos com n impar anulam-se, pois h é uma fungdo par. Temos,
N ™ ”
portanto, h(p) = —= >0, (Zlm). p*™ [, e @™ da. Agora,

™ o ) o ©
/ e g2y = 2/ L P ;”/ eIt g = ]1 —I (l+ﬂ) s
—oc 0 27y i35 Jo 2yitE \4 2

onde I' é a Fun¢do Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 378). Portanto,

- 1 < (=)™ p*™ 1 m
h = — =L (-+=) . 38.292
(p) 7’%\/87@;) (2m)! % 113 ( )
Mostre, usando essa expansdo, que iL(p) é uma funcdo inteira na varidvel p. Essa expressdo permite vislumbrar a estrutura analitica de
h como fungdo de 1/v € C: a mesma possui um ponto de ramificagdo de ordem 1/4 em 1/y = 0.

No Exercicio E. 38.63 apresentamos uma outra estratégia para determinar h. "
E. 38.63 Ezercicio dirigido. [A transformada de Fourier da fungao e""’"/.]. Seja v > 0, constante, seja a fungdo
h(z) : et e Z(R) e seja h := F[h] sua transformada de Fourier. A fungdo h satisfaz h'(z) = 74'yzsh(z) ou seja, vale

Ph i7Q>h. Aplicando-se a transformada de Fourier a essa expressio e usando-se (38.44), obtém-se Qh = —4iyP*h, ou seja, hi (p)
satisfaz a equaco diferencial A""( (p) — Tﬂ,ph(p) =0.

As solugdes da equacio diferencial y”'(p) — apy(p) = 0 com a € C, constante, podem ser obtidas pelo método de expansio em série
de poténcias, pois trata-se de uma equagio diferencial ordindria linear regular de ordem trés (vide Secdo 14.6, pagina 736 e Secdo 15.1,

oo
pagina 794). Procurando-se solucdes na forma y(p) = E cnp™, mostre que os coeficientes ¢, satisfazem as relagdes de recorréncia
n=0

3 =0,  Copa = neNo. (38.293)

«
.« @ .
m+4d(n+4)(n+2) "
Como ¢ = 0, tem-se cap43 = 0 para todo k € INg. No caso especifico de /i temos iz/((]) = \;TLT ff; yh(y)dy = 0, pois h é uma fungdo
par. Portanto, interessa-nos impor que ¢; = 0, implicando c4,4+1 = 0 para todo k € INg e, com isso, poderdo ser ndo nulos apenas os
coeficientes cyi € capt2, k € INo, ou seja, os coeficientes co, c4, cs, c12, etc., todos proporcionais a ¢, e os coeficientes ¢z, ¢, cio0, Ci4,
etc., todos proporcionais a cz2. Usando as férmulas de recorréncia (38.293), mostre que

_ ot (4k —3)!M _ r@E-1WM
Cca = Wco e c‘m“famv:z, kelN.
Com isso, mostre que .
h(p) = Lihi(p, v) + I2ha(p, ), (38.294)
onde I; e I> sdo as constantes
. r(1/4) Sl r(3/4) NG
I = — 2% ds = —=—=, Iy = — se " ds = — = —f—,
! Var «/700 V8T 2 V2 oo V8 20(1/4)

T sendo a Fungdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 378), e onde
! N (4k — )M [ pt\* ) (k- /pt\*
hi(p, 7) = v <l+;7<4k)! n s ha(p, ) o= 27% Z (4k+2)l @ .

Mostre, usando essas expansdes, que h; e hy sdo fungdes inteiras da varidvel p. Mostre, usando as expansdes e propriedades da fungdo
Gama de Euler, que a expressio acima para h coincide com a de (38.292).

Essas expressGes também permitem vislumbrar a estrutura analitica de h como fungdo de 1/ € C: a mesma possui um ponto de
ramificacdo de ordem 1/4 em 1/ = 0. "
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E. 38.64 Eze

Usando as mesmas ideias do Exercicio E. 38.63, obtenha a transformada de Fourier da fun¢o exp ( —yzt 4+

az® + Ba? + 5:0), comy >0eaq, 3, 6 €C, em termos de expansdes em séries de poténcias. &

E. 38.65 Ezercicio. Usando as mesmas ideias dos Exercicios E. 38.61 ou E. 38.63, obtenha a transformada de Fourier da fungdo
€77 4 > 0, em termos de expansdes em séries de poténcias. *

E. 38.66 Eze

dirigido. Para 8 > 0, constante, seja a fungio

1
hie) = cosh (ﬂz) !

x € R. Sabemos do Exercicio E. 38.1, pagina 1998, que h € .#(R). Mostre que

Fhl(y) = \/?m (38.295)

Observe que segue facilmente disso que para a fungdo
ha) = — 21— vale 9] = h, (38.296)

cosh (\/g :L)

ou seja, essa fun¢do h tem a si mesma como transformada de Fourier!

Sugestées. Observe que h(z) =2 Logo,

1+e2f‘r'

lim I,

Fhl(y) = L/w P ey, =260 771”(1@ ( )
0= 7 [rram e [ et = g ().
a (3-idh)s

onde, para a > 0, I, := / Tre ds. Como descreveremos abaixo, o limite lim I, pode ser obtido considerando-se a integral
e a—00

complexa }{ F(z) dz, onde

€
F@) = e

e onde C, é o caminho de integracdo retangular fechado e orientado no sentido anti-horario indicado na Figura 38.5, pagina 2099.

2mi

Ca

U

Figura 38.5: O caminho de integracao retangular fechado orientado no sentido anti-horario C, no plano complexo. Aqui,
a > 0 é arbitrario.
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Constate que a integral no segmento horizontal inferior de C,, é precisamente I,. Mostre que a integral no segmento horizontal
superior de C, é e™/?1,. Mostre que as integrais nos segmentos verticais de C,, convergem a zero no limite a — oo. Conclua disso que

o o(3midh)s 1 .
| St = e [ f, re ]

Agora, a integral fo, F(z) dz pode ser calculada pelo método dos residuos. Observemos para tal que F(z) é da forma

1
F(z) = M7 com p(z) = elz7135)2 e q(z) = 1+¢€°
a(z)
As fungdes p e ¢ sdo fungdes inteiras (analiticas em toda parte) e ¢ tem zeros somente nos pontos z, = (2n + 1)mi, n € Z,
todos zeros simples (justifique essas afirmac@es!). H& um tnico desses zeros no interior do reténgulo delimitado pela curva Cy, a
saber o ponto zp = 7i. Sob essas circunstancias o Teorema dos Residuos informa-nos que ¢c (2) dz independe de a e que vale
fc ) dz = 27iRes F'(z), onde Res F(zo) é o residuo de ' em z;. Como ¢ tem um zero de ordem um em z vale, por uma férmula
bem conheada,
p(20)
Res F'(z0) =
G0 = )
(prove-a ou procure-a, e.g., em [89] ou [17]). Calculando o lado direito e reunindo os resultados, obtenha (38.295). *

E. 38.67 Ezercicio dirigido. Este exercicio estende o método empregado no Exercicio E. 38.66, pagina 2099. Para 3 > 0, constante,
seja a fungdo
1

(cosh (8 ;z))z '

x € R. Sabemos do Exercicio E. 38.1, pagina 1998, que ¢ € .(R). Mostre que

T (y) = \Em (38.297)
B?senh ( 5%

Sugestées. Observe que {(z) = 4—;— Logo,

o

e
e oy e LT[0 1 ().
e = V2 / (1 +€”T B l +es s B aer;

Uz) =

onde, para a > 0, I, := / L):ds. Como descreveremos abaixo, o limite lim I, pode ser obtido considerando-se a integral
e (1t e) o
complexa ]{ F(z) dz, onde
o (-igh)=
F(z) == m

e onde Cy é o caminho de integragdo retangular fechado e orientado no sentido anti-hordrio indicado na Figura 38.5, pagina 2099.

Constate que a integral no segmento horizontal inferior de C, é precisamente I,. Mostre que a integral no segmento horizontal
superior de C, é —e™/P1,. Mostre que as integrais nos segmentos verticais de C,, convergem a zero no limite @ — co. Conclua disso

que
oo (1—1%)5
/ 6—2(13 - [1i11] f F(z) dz} .
oo (14¢°) 1—em/f |amoo Jo,

Agora, a integral fcu F(z) dz pode ser calculada pelo método dos residuos. Observemos para tal que F(z) é da forma

F(z) = pz) s com p(z) = 17i39)2 e q(z) = (1+ 6:2)2
a(2)
As fungdes p e ¢ sdo fungdes inteiras (analiticas em toda parte) e g tem zeros somente nos pontos z, = (2n + 1)mi, n € Z, todos zeros
duplos (justifique essas afirmacdes!). Ha um tinico desses zeros no interior do retdngulo delimitado pela curva C,, a saber, o ponto zg = mi.
Sob essas circunstancias o Teorema dos Residuos informa-nos que fCa F(z) dz independe de a e que vale fcn F(z) dz = 2miRes F(z0),
onde Res F'(z9) € o residuo de F' em zo. Como ¢ tem um zero de ordem dois em zo vale, por uma férmula bem conhecida,

_ o P(20) _ 2p(20)q"" (20)
Res F(20) = 2(1”(20) 3 (q,,(z()))z

(prove-a ou procure-a, e.g., em [89] ou [17]). Calculando o lado direito e reunindo os resultados, obtenha (38.297). *
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Apéndices

38.A Prova de (38.21)

Nesta se¢ao demonstramos a desigualdade (38.21), pagina 2006, enunciada na proposigao que segue.

Proposicao 38.19 Para todo q grande o suficiente, a saber ¢ > n, vale para todo v € R™

" 1 M
dhy <
/u L+l =yl (1 + flyl)> (T + [l
onde M >0 € uma constante que depende de q e de n. Uma possivel escolha é M = 2’]/ (1 + Hy\|)7qd"y. o.
R

Prova. Observemos em primeiro lugar que adotando u = § e v = § — y na identidade do paralelogramo, equagao (3.31),
pagina 270, obtemos

1 5 T 2
o= ylI2+ Iyl = Sl +2 |3 -y - (38.A.1)

Observemos em segundo lugar que para todo a > 0 vale (14a)? = 1+2a+a? > 1+a?. Assim, (14 ||z —y))2(1+||y[))? >
(1+ 12— yl?)(1 + Iyl]?). Portanto,

A+ e —yl)*@ + Iyl

A%

(U Nl = yl?) (1 + llwl®)

= Ltllz =yl +lyll® + llz = yl* Iyl
> Tl =yl + )

LA 1 - 2
G8AD Sl +2 Hg - y” (38.A.2)

Logo,

\

p
d"y
(It [z — yH (T +lylh? )

q
S U
s \1+ QHLH”?H -’
q
= d'y,
/< QHZH”?HZ/H)

onde, na tltima passagem, fizemos a mudanga de variaveis y — y + 5. Agora,

i 1
/w L+ [l —yl)2a(1 + flyll)2

(38.A.2)

=~

1, . 2 1 1
1+ =|z||?+2 > 14 2 Ly02
QHIH + 2yl + QHIH + QHZIH

= Sl + 0+ 1)
> [+ e+ i)
> SO+l (1 lyl) -

-2
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Acima, na passagem da segunda para a terceira linha usamos o fato que (1+c?) > %(I‘FC)Z para todo ¢ € R, consequéncia
de 2(14¢?)—(14c¢)? = (¢c—1)? > 0. Na passagem da terceira para a quarta linha usamos o fato que para todos a, b € R
vale a? + b? > 2ab, consequéncia elementar da desigualdade (a — b)? > 0.

Retornando finalmente a (38.A.2), temos

q
1 2 24 1
d"y < / — | d"y = / d"y .
/w (A llz =yl (1 + llyl)> " ((H flll) (1 + H?JH)) ()" Jre (1 Nyl
Para ¢ grande o suficiente (¢ > n) a integral é finita, provando o que desejdvamos. |

38.B Prova da Proposicao 38.16

Esta secao ¢é dedicada a prova da Proposigao 38.16, pagina 2056. Essa demonstragao requer alguns lemas preparatérios,
com os quais iniciaremos a discussao. Algumas das afirmagoes que seguem podem ser um tanto ébvias para alguns, mas
isso é um tanto ilusério. Por essa razao apresentamos demonstragoes detalhadas. O leitor perceberd que algumas das
demonstragoes adiante seguem passos familiares & teoria das fungoes “almost”-periédicas (vide, e.g., [262]).

e Alguns fatos preparatorios

Lema 38.2 Sejam a, b € R. Entao, vale

1 27 ( ol ) 1, sea=b=0,
lim —/ ellarbint) g — (38.B.3)
T—oo T
0, sea#0.
Para a =0 vale o -
1 blnt 2e”M -1 bInT
= e dt = [ ————— ) e, 38.B.4
T /T e it )¢ ( )
1 /2T
e o limite T'— 0o sd existe para b= 0 (e vale 1). Para todo b € R wvale, porém, limsup T/ et gt > 0. [m]
T—oo T
12T
Prova. A afirmativa ¢é evidente para o caso a = b = 0. Seja, agora a # 0. Definamos F(T') := T / e (a”b]"t) dt. Para
T

t > 0 defina-se a fungdo f(t) := at +blnt. Como f'(t) =a+ %, f ¢ inversivel para todo ¢ grande o suficiente. Adotemos
entdo T grande o suficiente para garantir que f~'(¢) exista para todo ¢t > T. Fazendo a mudanga de varidvel s = f(t)
podemos escrever

) 1 [f@n) is 1 1 [f@en) is 1
FTZ*/ 67115:,/ e ————ds
T Jsr) FI(f1(s)) T Jr) “*ﬁ#(s)
1opfen y pfen
= — e”dsf—/ e ———~—ds.
aT Jgcr) al Jyery — af7(s)+b
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Assim,
1 f(2T) ] f(2T) 1
F(T)f—/ e®ds| < —/ 4‘115
‘ aT Jyr [alT Jyry laf=(s)+0

(ol
— sup
Jal SE[T, o0)

1 D I/ (2T) - £(T)|

af~1(s)+b T
18l sup 1 ‘ la|T + |b]In2
la] \seir, ooy [af ~2(s) + 0 T )

Como lim |f(t)| = oo tem-se também lim |f~!(s)| = co. Assim, lim sup = 0. Provou-se assim
oo s—+00 T—c0 \ se[T, o0)

1

1 pren GT(2T) _ if(T)
lim F(T) = lim — e¥ds = lim ———— =0
T—s00 T—oo aT () T—00 iaT

que

Para a = 0 um calculo simples mostra que
27 bin2
F(T) = 1 gibmt gy — (2677 1N g
T Jr T+ib
e o limite para T — oo ndo existe, exceto no caso b = 0. Vé-se também dessa expressao que nesse caso limsup |[F(¢)| > 0.
t—o0
|

O leitor pode perceber que a demonstragao acima pode ser estendida, por exemplo, substituindo f(t) = at + blnt
por fungoes f que sejam da forma f(t) = at + g(t) com ¢'(t) — 0 para t — co. Um exemplo sao fungdes do tipo
f(t) =at+blnt + cln(Int), definidas para t > 1. Essas extensoes forneceriam maior generalidade aos resultados que se
seguirao, mas nao trataremos delas aqui.

Lema 38.3 Seja {wp € R, k =1, ..., n} um conjunto de n > 1 nimeros reais distintos e sejam di, ..., d, € C,
n

constantes. Considere-se a fungao H(s) = E di, €'“**. Entao, uma condi¢ao necessdria e suficiente para que lim H(s)
§—00

k=1
exista e seja nulo € que dy = -+ =d,, = 0. [m]
Prova. Sed; = -+ =d,, = 0, é evidente que lim H(s) = 0, pois H ¢ a fungao nula. Vamos entéo supor que lim H(s) = 0.
§—00 §—00
Escolhamos um ! € {1, ..., n}. Temos que
1 /25 » LA E N ilwr—w)28 _ gilwr—w)S
= H(s)e ™ ds = dk—/ eilwn—ws — g 4 dy——r——
S Js ]; S Js ; i(wp — w)S
[
Logo,
1 28
— —iws g _
Shl& 5 /s H(s)e ds d; .

Agora, se lim H(s) = 0, o limite do lado esquerdo é nulo e, portanto, d; = 0. Como [ foi escolhido arbitrariamente,
§—00

segue que dy = ++- =d,, = 0. | |
Lema 38.4 Seja {(ax, br) € R%, k = 1,..., n} um conjunto de n elementos distintos de R, com n > 1, e sejam
ci, ..., ¢y € C, constantes. Considere-se a fung¢ao

G(t) = ch cilontrbiime)
k=1
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definida para t > 0. Entdo, hmwp |G(t)] =0 se e somente se ¢1 =+ = ¢, = 0. o
Prova. E evidente que se ¢; = -+ = ¢, = 0 entdo limsup |G(t)| = 0, pois nesse caso G ¢ a fungiio nula. Vamos entdo
t—o00

supor que limsup |G(t)| = 0.
t—o00

Escolhamos um indice [ € {1, ..., n}. Defina-se L como o conjunto de todos os indices k tais que aj = a; e seja L¢
o0 seu conjunto complementar, que é um subconjunto préprio de {1, ..., n}. Podemos escrever

i: o el((lkt‘#bk Int) 4 zn: . ei(akt#’bk nt) ‘

keLe keLe

—1—i(art+bint)

Multiplicando ambos os lados por T' e integrando entre 7" e 27", obtemos

2T 2T
1 Glt)e omilattbiing) g E ok / (ar—ar)t+(be—by) Int df+2(‘k—/ RS
T T keLe kel T
Note-se que

2T 2T i(br—b;)In2

_ 1 _ (38.B.4) 2¢(br—b0) 1\ ;
Z i((b=b) Int _ i((br—by) Int B i(br—b) InT
n / ik —bi )dt cl+§ CkT/[‘ e( K —bi )dt = Cl+§ Ck(41+7bk7b,) >e k—bi .

kEL keL
kAL kAL

127
Pelo Lema 38.2, sabemos que para k € L o limite Ilim T/ e‘(w’”“‘)t*(b*’b‘)l"t) dt é nulo. Pela hipGtese que
T—o0 T

21
limsup |G(t)| = 0 temos também que hm 0 G(t)e sifmtrnme) gy 0. Assim, concluimos que
t—o0 T
eilbi—b)n2 _ |
Jim ey e ( Sy | SR <0, 38.B.5
! §“(1+zbk—bl)> (385.5)

Pelo Lema 38.3 (tome s = InT) o limite acima s6 pode anular-se se todos os coeficientes forem nulos, ou seja, se ¢, = 0
para todo k € L. Com isso, estabelecemos que a soma que define G pode ser reduzida ao conjunto L° (que é um
subconjunto préprio de {1, ..., n}):

i xet (axt-+brint) )

keLe
Repetindo o argumento acima um ndmero finito de vezes provaremos que todos os coeficientes ¢, k = 1, ..., n, sdo
nulos. |
Lema 38.5 Seja {(ay, br) € R%, k=1,...,n} um conjunto de n elementos distintos de R?, com n > 1. Entdo, as
n fungoes e’(“"“b"l“ v) definidas para y > 0 sdo linearmente independentes, ou seja, se existirem constantes ¢y, € C,
n
k=1,...,n, tais que chei(a‘“y+bk my) 0 para todo y > 0, entdo cx, = 0 para todo k=1, ..., n. o
k=1
Prova. A afirmacéo é evidente pelo Lema 38.4. ]
Lema 38.6 Seja {(ax, br) € R%, k=1,...,n} um conjunto de n elementos distintos de R?, com n > 1, e sejam
¢1, ..., ¢y € C, constantes. Considere-se a fungio G(t Z cp e’ ““Hb’“ 1"') definida para t > 0.

k=1
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Sejam A e C duas funcoes definidas em (0, oo) tais que: 1. A(t)G(t) = C(t) para todo t € (0, 00), 2. Jim [A(t)] = oo
—00
e 3. C ¢ limitada, ou seja, sup |C(t)| < oo. Entdo, G e C sao identicamente nulas. m]
te(0, o)

Prova. Seja limsup |G(t)| = M > 0. Entao, existe uma sequéncia ilimitada ¢,, tal que lim |G(t,)| = M. Por outro lado,
t—00 n—oo0

para todo n gfande o suficiente (de forma que se garanta A(t,) # 0), tem-se G(t,) = C(t,)/A(t,). Como C é limitado,
vale para todo n que |C(t,)| < K para algum K > 0. Assim, |G(t,)| < K/|A(t,)|. Tomando o limite n — co de ambos
os lados, obtemos M = 0, pois hm 1/|A(tn)] = 0, por hipétese. Isso implica que hmqup |G(t)| = 0 e, pelo Lema 38.4

isso implica que G é 1dent1camente nula. Como A(t)G(t) = C(t), é vélida para todo t isso implica que C' é também
identicamente nula. ]

Com esses resultados & mao, passemos a demonstracao da Proposigao 38.16.

e Prova da Proposicao 38.16

Com z = e Y, a expressao (38.198) escreve-se
lim [r:;yb‘e‘“-“Jr Ay’ P““’] =a,
y—00

onde ¢, = cxei™*, ou seja,

hm Z‘, i(Im (a)y+Im (be) Iny) eRe (an)y+Re (bi) Iny _ (38.B.6)

Seja a relagao de ordem em ]REr (vide enunciado da Proposi¢dao 38.16) definida da seguinte forma: dizemos que
(a, b) = (a’, b') se a > a’ ouse a =a’ mas b> V. Isso faz de R3 um conjunto totalmente ordenado. Vamos supor que
(Re (ak,), Re (bx,)) seja o maximo (ndo necessariamente tinico) do conjunto

{(Re(al). Re (b)), .-, (Re(an), Re(bn))} CR2

segundo a relagio de ordem acima. Fatorando eR®(@xo)ytRe(bso)ny de (38.B.6) e notando que

lim eRe(a)y+Re (br) Iny,—Re(ax,)y—Re (bry) Iny —
y—00

caso (Re (a;), Re (b)) < (Re (ak,), Re (by,)) obtemos de (38.B.6) que

. . . i (1m (@m)y-+1m (b In .
y]ggocﬂcmow“““wﬂmf 3 C;nc( (@m)ytim (o) Iny) (38.B.7)
meM
onde M C {1, ..., n} é conjunto de todos os indices m tais que (Re(am), Re(bm)) = (Re(ak,), Re(bk,)) (como

ko € M, M é nao vazio). Agora, dos fatos que

1. lim eRe(arg)y+Re (big)ny

y—o0

00,

2. A fungao Z c;ne”(lm(“’”)y“m(h‘“)l" ¥) ¢ limitada no conjunto y > 0, pois |e!@m (am)y+Im (bm) Iy — 1 para todo
meM
y > 0.

(1m (@m)y+1m (b) Iny)

segue pelo Lema 38.6 que Z ce =0 para todo y > 0 e que a = 0.

meM
Pela defini¢io de M tem-se (Re (am), bm)) = (Re( amf . Re (b)) se m, m’ € M. Assim, como por hipétese,
os pares (ag, br) sdo todos distintos, segue que (I m (ay,), I m)) #* (Im ), I (byyy )) se m # m/, ambos em M.
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Portanto, pelo Lema 38.5, as fungoes e’(I“‘(”m)y“m(’m)lny), m € M, sao linearmente independentes e concluimos que
¢, =0 para todo m € M, o que evidentemente implica ¢, = 0 para todo m € M.

A soma em (38.B.6) pode assim ser reduzida ao conjunto complementar de M (que denotamos por M¢) e que é um
subconjunto préprio de {1, ..., n}. Logo, obtemos, agora com o = 0,

lim Z CLE7(Im(r)k)y«%»lm(bk)lny) eRe (a)y+Re (b) Iny _ ()
y—00
keMe

Repetindo a argumentacao acima um numero finito de vezes, concluimos que os coeficientes ¢, sao nulos para todo
k=1, ..., n, como queriamos provar. |
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