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" OLOCADA no devido contexto a nogao de distribuigao é tao natural que parece ter sido descoberta, nao inventada.
Em abstrato, uma distribuigao é um funcional linear continuo em um certo espago topoldégico que possua uma
estrutura diferencidvel, mas por tras dessa abstragao encontram-se ideias muito simples, origindrias do desejo
(ou necessidade) de estender a nogao de fungao, ou melhor, a nogio intuitiva de densidade, de modo a incluir, por
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exemplo, densidades concentradas em pontos (e outros conjuntos de medida nula), permitindo ainda o emprego de pelo
menos parte da estrutura do calculo diferencial.

A nocéo de distribuicdo, foi introduzida em 1935 por Sobolev! sob o nome de “fun¢io generalizada” e foi estudada
sistematicamente por Schwartz? a partir de 1948. Essa nocao desempenha um papel central em toda discussio moderna
sobre a teoria das equagoes diferenciais (lineares, ao menos). As ideias fisicas e matemdticas subjacentes a teoria das
distribuigdes originam-se dos trabalhos de Green®, Heaviside?, Dirac®, Weil® e possivelmente muitos outros.

Como a teoria das distribuiges é intimamente ligada a teoria das transformadas de Fourier, dedicamos a Se¢ao 38.2,
pagina 1866, ao seu estudo. Na Secao 38.3, pagina 1899, introduziremos a nogao de distribuicio em R™ apés alguma
preparagao breve. Em seguida trataremos de alguns exemplos. Apés isso, discutiremos a noc¢ao de derivada de uma
distribuigoes para entao discutirmos equagoes diferenciais distribucionais. Isso nos remeterd ao método da fungao de
Green.

Para uma introdugao pedagdgica e rica em exemplos & Teoria das Distribuigdes, vide [48]. Para um tratamento de
nivel intermedidrio, vide [251]. Uma introdugao acessivel (direcionada a aplica¢oes na Teoria Quantica de Campos) pode
ser encontrada nos primeiros capitulos de [303]. Para um texto cldssico, vide [279]. Para textos mais avangados, vide
[112] ou [154].

Omitiremos na presente versao o tratamento da noc¢ao de produto de distribuigoes, de conjuntos de frente de onda e
outros itens préprios a uma discussao mais avangada. Também com o intuito de manter a discussao tao simples quanto
possivel, omitiremos quase toda a discussao topolégica sobre a natureza das distribui¢oes no contexto da teoria dos
espacos localmente convexos. Para isso remetemos o estudante interessado aos textos supracitados.

38.1 Funcoes de Schwartz e Fungoes de Teste

e Fungoes infinitamente diferenciaveis em R"

Diz-se que uma fungao’ f : R™ — C, é infinitamente diferencidvel em um dominio aberto @ C R™ se for continua
em () e se todas suas as suas derivadas parciais de ordem finita existirem e forem continuas em €2, ou seja, se existirem
. - ol
e forem continuas para todo (z1, ..., x,) €  as fungoes 61,:‘?__7_62(’:,,(@, ..., &p) para todos aq, ..., an € Np, sendo
lal =ai +-+ap.
O estudante deve ser alertado a nao confundir a nocao de diferenciabilidade infinita com a de analiticidade. Por
exemplo, a fungao f: R — R definida por

0, sex =0,
fx) =

—1/2* -
e , sex#£0,

¢ infinitamente diferencidvel, enquanto fungao da varidvel real z, mas nao ¢ analitica em x = 0. A funcao de uma variavel
1
complexa z = x + iy definida por g(z) = e =% possui uma singularidade essencial em z = 0. Paraz =2z € R, 2 #0, g é
1

idéntica a f, mas para z =iy, y € R, y # 0, tem-se g(iy) = et que diverge para y — 0.

O conjunto de todas as fungdes infinitamente diferencidveis em 2 ¢ frequentemente denotado por C*°(Q2). E elementar
constatar que C'*°(£2) é um espago vetorial: combinagoes lineares finitas de fungoes infinitamente diferencidveis produzem
novamente fungoes infinitamente diferencidveis.

e O espago de Schwartz em R

O conjunto C*°(R) das fungoes infinitamente diferenciaveis definidas em R e assumindo valores em C possui um

1Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989).

2Laurent-Moise Schwartz (1915-2002).

3George Green (1793-1841).

4Oliver Heaviside (1850-1925).

SPaul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).

6 André Weil (1906-1998).

7Em toda a presente segdo trataremos, salvo mengao explicita, de fungdes que assumem valores complexos, mas o tratamento de funges
que assumem valores reais é idéntico, com resultados idénticos.
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subconjunto que merece particular aten¢ao. Trata-se do conjunto das fungoes de C*°(R) que, assim como suas derivadas,
decaem a zero no infinito mais réapido do que qualquer polindmio, ou seja, é o conjunto das fungoes f : R — C tais que

lim p(z)f@(x) = 0 (38.1)

| oo
para todo polinémio p e todo g € No. E facil ver que essa condigao equivale & condigao

‘l‘im (1+Jz)™ D) =0 (38.2)

para todo m € Ny e todo ¢ € No.

E um exercicio elementar provar que o conjunto das fun¢ées com a propriedade (38.1) é um espaco vetorial, ou seja,
se f e g satisfazem (38.1) para todo polindémio p e todo ¢ € Ny, entdao para todos os nimeros complexos a e b a fungio
af + bg também satisfaz (38.1) para todo polinomio p e todo g € Ny. Esse espago vetorial é denominado espago de
Schwartz em R e é denotado por . (R).

Fungdes como =", sen(z)e~22", (1 — 2%)e®s(@)°~=" s36 elementos de .7 (R) (verifique!).

KRk ok Kok ok

E. 38.1 Exercicio. Para a > 0, fixo, considere a fungao

ha(z) = %, zeR.
(cosh (J,))
Mostre que h, & uma funcdo de Schwartz em R: h, € .7(R), a > 0. *

E. 38.2 Exercicio. A fung@o f(z) =
(ou seja, satisfaz lim,|_. p(z)f(z) = 0 para qualquer polindmio p), mas ja a sua primeira derivada, f’, ndo satisfaz essa condic@o, ou
seja, ndo decai a zero mais rapido que qualquer polindmio quando = — +oo. Justifique essa afirmag@o. Isso implica que essa f ndo &
uma fungao de Schwartz. *

2 4\ . . . . . z . PRI
~* cos (e‘ ) & infinitamente diferenciavel e decai a zero mais rapido que qualquer polindmio

E. 38.3 Exercicio. Seja f : R — R a funcgo definida por

paraxz =0,

fx) = N
1—e Y% paraxz#0.

Mostre que f & infinitamente diferenciavel, decai a zero quando = — 400, mas nao o faz mais rapido que qualquer polindmio e, portanto
nao & uma fungdo de Schwartz em R. *

E. 38.4 Exercicio. As fungBes f, g: R — R definidas por

1—e ", paraz =0, —e T, paraz =0,

fl@) = ) g(z) =
_eml/w 1

e —e', paraz#0, e —e ', paraz#0,

sao fungbes de Schwartz em R? *

e Convergéncia no espago .7 (R)

Devido a propriedade (38.1), vale para toda funcio f € .(R) que as quantidades definidas para cada m e ¢ € Ng
por
Ilm.q = sup (1+[e)™ fD(2) , 2 €R (38.3)
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sdo finitas e anulam-se todas se e somente se f for identicamente igual a zero. Para cada m, ¢ a expressio (38.3) define
uma seminorma em .¥(R) (a nogao de seminorma é definida a pagina 206).

Esse fato permite introduzir uma nogao de convergéncia no espago .#'(R). Dizemos que uma sequéncia de fungoes
fr € Z(R), k € N, converge a uma funcao f € . (R) se klim [ f = fllm, ¢ = 0 para todos m e ¢ € Ny. Essas ideias de
i 500
convergéncia podem ser aprofundadas através da introdugao de nogoes topoldgicas apropriadas (introduzindo as nogoes
de espaco localmente convexo e de espaco de Fréchet®), mas aqui iremos nos limitar a uma discussio elementar. Vide

referéncias citadas no inicio do presente capitulo.
Logo abaixo vamos indicar como o espago . (R) generaliza-se em mais dimensoes. Para tal faremos uso da notagao
de multi-indices, introduzida & pagina 758, e que aqui recordamos.

e Notagao de multi-indices

Devido a frequente ocorréncia de derivadas parciais mistas na teoria das distribuigoes é conveniente introduzir algumas
notagoes simplificadoras. Um n-multi-indice, ou simplesmente multi-indice, ¢ uma n-upla a = (aq, ..., ;) onde cada
a; ¢ um nimero natural maior ou igual a zero. A colegao de todos os n-multi-indices ¢, portanto, Nij. A ordem de
um multi-indice «, denotada por |af, é definida por |« ay + -+ + a,. O multi-indice (0, 0) é denominado
multi-indice nulo e denotado por 0. Dados dois n-multi-indices o = (aq, ..., ap) e 8= (B, ..., B,) denotamos por
a+ o n-multi-indice (g + B1, ..., a, + Bn).

Seja u um a fungao de n varidveis 1, ..., @,. Dado um multi-indice & € N, denotamos por D®u ou por 0%u a
derivada parcial mista de u univocamente definida por

olely
T 0at 0l

n

sendo que, se 0 = (0, ..., 0) for o multi-indice nulo, define-se D% := u. Note-se também que D¥DPu = D+Py.

Dado um operador diferencial D o valor de |«| ¢é dito ser o grau de D®.

Neste texto denotaremos por M” o conjunto de todos os n-multi-indices de ordem menor ou igual a m € Ny:
m

My, = (a1, ..., an) ENG, 0<fa|<m = (a1, ..., ) ENG, 0< a1+ +a, <m (38.4)

e denotaremos por N o conjunto de todos os n-multi-indices de ordem igual a m € No:

Ny o= (a1, ..., an) ENG, Jal=m = (o, ....0a,) ENG, a1+ o, =m . (38.5)

E de se notar a validade da relagao
D*DF = D**F = DD~

onde, se & = (a1, ..., ay) e f=(B1, ..., Bn), denotamos o+ B := (a1 + B, ..., an + ) =B+ a.
Para um n-multi-indice @ = (a1, ..., ay) definimos o simbolo a! como sendo o produto
al = aq! !
Para z € C" (ou R") da forma z = (21, ..., z,) e um n-multi-indice & = (a1, ..., ®,) definimos o simbolo z* como
sendo o produto
o ay Qp
2% =zt ez

Ha& uma relagao de ordem parcial entre n-multi-indices. Se a e § sao n-multi indices, escrevemos a < 3 caso a;; < 3;
para todo j € {1, ..., n} e, analogamente, escrevemos a < 8 caso a; < ; para todo j € {1, ..., n}. Dados dois
n-multi indices o e 8 definimos min{«a, 8} como sendo o n-multi-indice cuja j-ésima componente é o minimo entre a
j-ésima de o e a de f3:

min{a, 8} := min{ay, B}, ..., min{a,, 8,}

O n-multi indice max{c, 8} é definido analogamente.

8Maurice René Fréchet (1878-1973).



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio e 21 de jusho de 2017 Capitulo 38 1856/2283

A notac¢ao de multi-indices permite expressar a regra de Leibniz, para derivadas parciais multiplas de produtos de
duas fungoes, de uma forma econémica. Se v é um n-multi-indice e f e g sao duas fungoes de n variaveis que sejam ao
menos |y| vezes diferencidveis, entao vale

7! o
[ DUNDT ) - (38.6)

D(fg) = A —a)

0<a<y

onde 7 e @, acima, sdo n-multi indices. Essa relacao pode ser facilmente demonstrada por inducao. Faca-o!

e O espago de Schwartz em R"

O conjunto C*°(R™) das func¢oes infinitamente diferenciaveis definidas em R™ e assumindo valores em C possui um
subconjunto que merece particular atengao. Trata-se do conjunto das fungoes de C*°(R™) que, assim como suas derivadas,
decaem a zero no infinito mais rapido do que qualquer polinémio, ou seja, é o conjunto das fungoes f : R™ — C tais que

lim p(z)D’f(z) = 0. (38.7)
[l =00
para todo polindmio p(z) = p(z1, ..., z,) e todo multi-indice 8. Acima ||z|| = 2+ -+ 22 é a norma de z € R™. E
facil ver que essa condigao equivale & condigao
im (14 [|)™ D’f(z) =0 (38.8)
[lz]|—o0

para todo m € Ny e todo multi-indice (.

E um exercicio elementar provar que o conjunto das fungdes com a propriedade (38.7) é um espago vetorial, ou seja,
se f e g satisfazem (38.7) para todo polinémio p e todo multi-indice 3, entdao para todos os niimeros complexos a e b a
fungao af + bg também satisfaz (38.1) para todo polindmio p e todo multi-indice 3. Esse espago vetorial é denominado
espaco de Schwartz em R™ e ¢ denotado por .(R™).

e Convergéncia no espago . (R")

Devido & propriedade (38.7), vale para toda funcio f € .(R™) que as quantidades definidas para cada m € Ny e
cada multi-indice 3 por

[ fllm, 5 = sup (L+|lz])™ D’ f(x) , z € R" (38.9)
sdo finitas e anulam-se todas se e somente se f for identicamente igual a zero.

Esse fato permite introduzir uma nogao de convergéncia no espaco .#'(R™). Dizemos que uma sequéncia de fungoes
[ € Z(R™), k € N, converge a uma fungao f € . (R") se klim [[f& = fllm, 8 = 0 para todos m € Ng e multi-indice 3.
—r00

Como no caso do espaco .’(R), comentamos que essa no¢ao de convergéncia nos espagos .#(R™) estd ligada a nogoes
topoldgicas mais profundas, mas aqui iremos nos limitar a uma discussao elementar.

e Uma desigualdade 1til

Devido & definicio (38.9) vale, para cada g € Ny, e cada multi-indice 8, a desigualdade (1 + [|z[|)?|D? f(2)| < || fll4, 5
para todo x € R™, o que implica

£ llq, 8
[DPf(x)| < N (38.10)

para cada @ € R™. Usaremos a desigualdade (38.10) de diversas formas no que segue.

e Fungoes infinitamente diferenciaveis de suporte compacto

Define-se o suporte de uma funcao f: R™ — Rou f: R™ — C, denotado por supp f, como sendo o fecho do conjunto
de todos os pontos onde f nao se anula:

supp f = w2 €R"| f(z) #0

(a barra horizontal denota o fecho do conjunto).
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Fungoes que sejam infinitamente diferencidveis e tenham suporte compacto sdo importantes na Teoria das Distri-
buigoes. Um exemplo de uma fungao desse tipo é a func¢ao

0, sex<aousex>b,
fla) = 1 1 (38.11)
exp —m—m , sea<z<b,
onde —00 < a < b < oo. O suporte dessa fungao ¢ [a, b], um conjunto compacto, e a mesma ¢ infinitamente diferencidvel
(verifique!). Para um grifico esquemadtico dessa fungao, vide o lado esquerdo da Figura 38.1, pagina 1857. Outro exemplo
é a funcao

0, sex < —fousex>f,
gy = b se —asTsa, (38.12)
exp 7(.1T1/32)‘5 1—exp 7(127*1“2)5

, sea<z<fouse —f << —a,

1

exp —

@77

para 0 < o < § < oo. Observe que o suporte dessa fungio ¢ o intervalo [—f, ], que a fun¢ao g ¢é igual a 1 no intervalo
[=a, @] (um subconjunto préprio de [—f3, 3]). Para um grafico esquemdtico dessa fungio, vide o lado direito da Figura
38.1, pagina 1857.

Figura 38.1: A esquerda, gréfico esquemdtico da funcio f definida em (38.11). A direita, grafico esquemdtico da fungio
g definida em (38.12).

E. 38.5 Exercicio. Prove que a funcdo g definida em (38.12) satisfaz 0 < g < 1 em toda a reta R. Sugestio: mostre que a funcao
h(z) = (2z° — %) " & crescente para 0 < = < 3, 0 que implica (a® — 52)’2 < (a? - ﬂz)*2 paraa < x < f. *

E. 38.6 Exercicio. Prove que as fungBes f e g de (38.11) e (38.12), acima, sao infinitamente diferenciaveis. Sugestio: no caso

da func@o f mostre que as derivadas de fungBes como exp (—ﬁ sao sempre da forma exp (—ﬁ) vezes um polindmio em

1
(@—a)’

analogo. *

&

Esse polindmio diverge quando = — a mas o fator exponencial exp (—ﬁg) vai a zero mais rapidamente. Para g tem-se algo

O conjunto de todas as fungoes infinitamente diferenciaveis de suporte compacto definidas em R™ ¢é frequentemente
denotado por C§°(R™).

E fécil constatar que o conjunto de todas funcdes infinitamente diferencidveis em R™ de suporte compacto forma
um espago vetorial: combinagoes lineares finitas de fungoes infinitamente diferencidveis de suporte compacto produzem
novamente fungoes infinitamente diferenciaveis de suporte compacto. Esse espago vetorial é frequentemente denotado
por C§°(R™) ou por Z(R™). Os elementos de Z(R™), ou seja, as fungdes infinitamente diferencidveis em R™ de suporte
compacto, sio frequentemente denominadas funcées de teste’.

9Infelizmente, alguns autores também denominam fungdes de teste as funcdes de ./ (R™).
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E bastante claro pela definicdo que 2(R") C .(R™).

Como veremos na Secao 38.2, pigina 1866, transformadas de Fourier de fungoes do espaco de Schwartz .(R™) sdo
novamente fungoes do espago de Schwartz . (R™), fato esse de importancia em certos desenvolvimentos. Transformadas
de Fourier de fungoes de fungoes de Z(R™) nao sio, em geral, elementos de Z(R™).

e Convergéncia no espago 7(R")

E também possivel introduzir uma nogao de convergéncia em Z(R™). Dizemos que uma sequéncia ¢, k € N, de
fungoes de Z(R™) converge a uma fungio ¢ de Z(R™) se as seguintes condigoes forem satisfeitas: 1. existe um conjunto
compacto K C R™ tal que para todo k € N grande o suficiente o suporte da diferenga ¢, — ¢ esta contido dentro de K;
2. para todo multi-indice 3 a diferenca D?py — D% converge uniformemente a funcio nula em K, o que equivale a dizer

que klim sup  DP(pr —p)(x) ,ze K =0.
—00
Por exemplo, a sequéncia de fungdes de Z(R) dada por

1
1—

1
—exp —

k

196(7) =
0, paraz ¢ (-1, 1),

k € N, converge & fun¢ao nula no sentido de convergéncia do espaco Z(R), definido acima, mas a sequéncia de funcoes
de 2(R) dada por

e exp para x € (—k, k),

.
T— (/b2
20k(x) = (38.13)

0, para x & (—k, k),
k € N, nao converge a func¢ao nula no sentido de convergéncia do espago Z(R), definido acima (pois a condigao 1 é
violada).

O estudante deve observar, porém, que tanto a sequéncia 1) quanto a sequéncia sy convergem a funcao nula no
sentido de convergéncia definido no espago de Schwartz .%(R). Vide Exercicio E. 38.7. Esses exemplos mostram que as
nogoes de convergéncia no sentido do espago .(R) e no sentido do espaco Z(R) sao diferentes!

E. 38.7 Exercicio. Usando (38.3), mostre que klim [liekllm, 4 =0e klim [l2¢k[m, ¢ = O para todos m, g € No. Isso diz-nos que
—oo —ro0

tanto a sequéncia 1¢) quanto a sequéncia ¢ convergem a fungdo nula no sentido da convergéncia em .7 (RR). *

E. 38.8 Exercicio. Mostre que a sequéncia de funcGes de Z(IR) definidas por sk (z) := ¢(z — k), k € IN, onde

1
exp (—m) , paraz e (-1, 1),

0, paraz ¢ (-1, 1),

nao converge a func@o nula no sentido de convergéncia do espaco #Z(IR) e nao converge a func@o nula no sentido de convergéncia do
espaco . (RR). *

Como no caso do espago . (R™), comentamos que a nogao de convergéncia nos espagos Z(R™) estd associada a nogoes
topolégicas mais profundas, mas aqui iremos nos limitar a uma discussao elementar. Vide referéncias citadas no inicio
da presente se¢ao.

Importante nessa discussao é a seguinte afirmagao:
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Proposicao 38.1 Se ¢y, é uma sequéncia de elementos de Z2(R™) que converge a uma fungio ¢ € Z(R™) no sentido de
convergéncia de Z(R™), entao ¢y também converge a ¢ no sentido de convergéncia de ./(R™). [m]

O exemplo da sequéncia oy, de (38.13), acima, mostra que a reciproca da afirmagao dessa proposi¢ao nao é verdadeira,
pois 2y converge a fungao nula segundo .#(R) mas nao segundo 2(R) (vide Exercicio E. 38.7).

Prova da Proposicdo 38.1. Considere-se uma sequéncia ¢y, de elementos de Z(R™) que converge a uma funcao ¢ € Z(R™)
no sentido de convergéncia de 2(R"™). Entao, existe um compacto K C R™ tal que ¢, — ¢ tem suporte contido em K
para todo k grande o suficiente. Para tais k’s e para valerd

ek = @lm.s = sup (1+[al)™ D*(pr = @)(@) , w R = sup (1+|z])" D(pr —¢)(z) , z€ K
=sw (1+|ez)", e K swp D(ps—9)@) ,xcK |

sendo m € Ng e 8 um multi-indice, ambos arbitrérios. O fator sup (1 + [|z[|)™, 2 € K ¢ finito (pois K ¢ compacto) e

¢ independente do fndice k. J& o fator sup  DP(¢p, — p)(z) , © € K converge a zero para k — oo pois, por hipétese,

DP¢py, converge uniformemente a D?¢. Isso provou que klim llox = @llm, g = 0 para todo m € Ny e todo multi-indice £3,
o0

estabelecendo que ¢y também converge a ¢ no sentido de convergéncia de .(R™). |

e Uma proposigao util

A proposigao a seguir sera usada no que segue, por exemplo na discussao sobre a transformada de Fourier no espago
de Schwartz.

Proposigao 38.2 Se f € .Z(R"™) satisfaz f(a) = 0 para algum a = (a1, ..., a,) € R", entdo f pode ser escrita na

forma f(x) = (zr — ax)fe(z), onde as fungoes fi sio também elementos de ./ (R™). m]
k=1

Prova. Pelo Corolario 37.2, pagina 1806, sabemos que podemos escrever

n

@) = (o —ap)hi(z)
k=1
onde as fungoes hy, sao infinitamente diferenciaveis. Isso nao implica, todavia, que sejam fungoes de Schwartz. Sabemos,
(wk—ap) oo i
W sao infinitamente diferencidveis exceto em = = a,

e decaem, assim como suas derivadas, mais rapido que qualquer polinémio em z, pois f o faz. Fora isso, vale

por outro lado, que as fungdes gj definidas por gi(z) := f(z)

n
(wx — ax)®
k=1

(k= ar)gr(z) = f(2) ——m— = f(2).
k=1 [+ — all

Seja agora uma fungao infinitamente diferencidvel e de suporte compacto y escolhida de modo que x(z) = 1 para
todo z em uma vizinhanga de a. Um exemplo seria a funcio y(z) = g ||z —al|* , onde g é a funcdo definida em (38.12).
Defina-se para cada k

Ji(@) = 1=x(@) gr(@) + x(@)hn () .

Como comentamos acima, g s6 nao é diferencidvel em =z = a, mas 1 — y anula-se em uma vizinhanga de a. No
suporte de 1 — x as fungoes gy decaem, assim como suas derivadas, mais rapido que qualquer polinémio em z. Assim, o
produto (1 — x)gi ¢ uma fungao de Schwartz. J& hy, ¢ infinitamente diferencidvel e o produto x(z)hi(z) ¢ infinitamente
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diferencidvel e de suporte compacto sendo, portanto, uma funcao de Schwartz. Isso provou que as fungoes fj sao de
Schwartz. Note-se agora que

(i —ap)fi(@) = x(=) (2 —ap)hp(z) + (1= x(@)) (25 —a)gr(z) = x(@)f(2) + (1 = x(@)f(2) = f(=),
k=1 k=1 k=1

completando a prova. |

e Operadores diferenciais lineares em Z(R")

Sejam ay, ..., ay fungdes infinitamente diferencidveis em R™ e sejam !, ..., o multi-indices distintos, que
escrevemos em termos de suas componentes como of = (¥, ..., k) € NI para cada k=1, ..., N. A expressio que
a cada ¢ € Z(R™) associa uma funcao Ly € Z(R™) dada por

N N k
k ol ‘Lp
Lo (@) = ale) DV (@) = ale) ——2— (@),
k=1 k=1 311 T Ozt

define um operador diferencial linear em Z(R™). Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £ por

N R N 0‘uk‘
L = ap(x) DY = ay(z) — -
k=1 k=1 Oxy’ - Dy

Podemos definir, o chamado operador diferencial linear dual de £, denotado por LT como sendo o operador diferencial
linear que a cada ¢ € Z(R™) associa uma fungao £7p € Z(R™) dada por
N N k

. . gletl
o @ = (D DY) @) = (-pe-L e

— (). (38.14)
k=1 k=1 Oxy -+ Oxp”

E importante notar que, com as definigoes de acima, vale para todas as fungoes ¢, ¥ € Z(R™) a seguinte relacao:

o(z) Ly)(z) d'z = LT () ¢(x) d"x . (38.15)
n Re

R
(Verifique! Sugestdo: integracdo por partes). A validade dessa relagio ¢ a razio de ser da defini¢io do operador dual £7.
Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £T por
N N k
T s gle|
£ = (—)IDY (g # ) (@) = (,1)\f¥’°\w "

— 2 (38.16)
k=1 k=1 Ot - Oann

onde o sfmbolo “+” indica a posi¢io ocupada pela funcio de 2(R™) sobre a qual £7 atua.
Operadores diferenciais lineares podem ser definidos em .#(R™) sob condigdes mais restritivas. Para descrevé-los
precisamos introduzir a no¢ao de fungao de crescimento polinomialmente limitado.

E. 38.9 Exercicio. Prove, usando a definigao (38.14) ou usando (38.15), que (LT)T =L. *

e Fungoes de crescimento polinomialmente limitado

Uma breve defini¢io: uma funcio g : R — C é dita ser uma funcao de crescimento polinomialmente limitado se
existirem uma constante C' > 0 e um inteiro nao-negativo m tais que, para todo =z € R", vale

lg(=)] < C+ =)™ . (38.17)

Fagamos a observagao que se g é uma funcao infinitamente diferencidvel e de crescimento polinomialmente limitado,
entao suas derivadas nao sao necessariamente de crescimento polinomialmente limitado. Um exemplo a se ter em mente
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¢é a fungao de uma varidvel real g(z) := sen e, que 6 de crescimento polinomialmente limitado (pois |g(z)] <1 para
todo z € R), mas sua derivada ¢ ¢/(z) := 2we®” cos e que nao é de crescimento polinomialmente limitado (devido ao

fator 612).
e O espago Oy

Denotaremos por O (R™) a colegao de todas as fungoes infinitamente diferencidveis que, junto com todas as suas
derivadas, sejam de crescimento polinomialmente limitado:

Om(R™) == g€ C®R") para todo n-multi-indice o existem C, > 0 e mq € Ng
tais que para cada z € R™ vale [D%g(z)| < Co(1 + ||z|)™

E um exercicio simples provar que se g € O5(R") e f € .(R") entdo o produto gf ¢ também uma funcao de .5 (R"),
0 mesmo valendo para produtos como (D%g)(D®f), para quaisquer n-multi-indices o e 3. Essa observagao conduz a
nogao de operador diferencial linear em .#(R™), da qual trataremos logo adiante.

e Operadores diferenciais lineares em .7 (R")

Sejam ay, ..., ay elementos de Oy (R™) e sejam «vy, ..., an n-multi-indices distintos que escrevemos em termos de
suas componentes como o = (a¥, ..., ak) € Ny para cada k=1, ..., N. A expressdo que a cada f € .¥(R") associa
uma funcao £f € . (R") dada por

N . N 5‘ak‘f
Lf (@) = ax(@)D* f(z) = anr) —(——(2),
k=1 k=1 Oz ' -+ Oz

define um operador diferencial linear em . (R™). Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £ por

N . N la*|
L= ap(x) DY = ax(z) — -
k=1 k=1 Oyt drn
Com aq, ..., ay elementos de O/ (R™) podemos definir também o chamado operador diferencial dual de £, denotado

por £7 como sendo o operador diferencial que a cada f € . (R™) associa uma fungao LT f € .7(R™) dada por

N N ok
C @ o= () ) = (e 2 led)
k=1 k=1 B - Oa”

(38.18)

E importante notar que, com as definicdes de acima, vale para todas as funcdes ¢, 1 € .7 (R™) a seguinte relacao:
o(z) L)(z) d"z = LT (x) ¢(x) dx . (38.19)
R" R"
(Verifique! Sugestao: integracio por partes). A validade dessa relagio ¢ a razao de ser da defini¢ao do operador dual £7.
Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £T por

. N K ® N ® a‘“”‘(uk *)
Lf = (F)ID N ax)) = (F)
k=1 k=1 Oxt-- dup”

onde o sfmbolo “+” indica a posi¢io ocupada pela funcio de .7 (R") sobre a qual £T atua.

E. 38.10 Exercicio. Prove, usando a definicdo (38.18) ou usando (38.19), que (LT)F =L. *



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio e 21 de jusho de 2017 Capitulo 38 1862/2283

e Duas estruturas algébricas em .(R"). O produto pontual e o produto de convolugao

Se f e g sao dois elementos do espago . (R™) seu produto usual (f - g)(z) = f(z)g(x), também denominado produto
pontual, é igualmente um elemento do espago .(R™). Para ver isso, sejam dois n-multi-indices o e 3. Pela regra de
Leibniz (38.6), pagina 1856,

Bl

S =D D@D (0) @)

D (fg)(@) <

81, B2EMTy
B1+82=5

(38.10) o]

Al
< —_— 7 5.
< (1 + o (1 + ||z||)9e ‘ BilBa! [1Nar, 8 9l gz, 52

B1, P2 €My
B1+B2=8

Escolhendo g; e gy grandes o suficiente (g1 + g2 > |a|), segue que sup z*DP(fg)(x) < oo, para todos a e 3, estabele-
zER™

cendo, como se desejava, que f-g € ./ (R™). Isso demonstra também que o espago de Schwartz .#(R™) é uma élgebra
com o produto pontual de fungoes. Trata-se de uma dlgebra Abeliana e associativa (para as defini¢oes, vide Secao 2.1.6.3,
pégina 95).

Existe uma segunda maneira de fazer de .#(R™) uma algebra Abeliana e associativa, a saber, através do chamado
produto de convolugao. Se f e g sao dois elementos do espago .(R") define-se seu produto de convolugio, denotado por
[ * g, pela expressao

1
xg)(z) = ———
(9@ = G

O estudante deve ser advertido do fato que alguns autores (notadamente na Teoria das Probabilidades, vide comentario
a pagina 1866) definem o produto de convolugao sem o fator W na expressao acima. Cuidado é, portanto, necessério

flz—y)gly)d™y . (38.20)

a0 se comparar expressoes de textos diferentes.

Provemos primeiramente que o lado direito de (38.20) existe e define um elemento de .’(R™). De (38.10) (com 3 = 0)
tem-se que

1
fle—y)gly) d"y < fllar,ollgllgz, 0 d"y
g TETVIW Wl ollglleeo =y mea+ Tole
Cauchy-Schwarz. 1 1
< [ fllgi,0ll9llgz, 0 — s d"y ————d"y
W laollsheso =y e (LT TP
1 1
= Wl ey Ly
woldlao T I e
< 0,

escolhendo ¢1 e g2 grandes o suficiente. Isso prova que a integral do lado direito de (38.20) converge absolutamente.
Notemos agora que para dois n-multi-indices o e 3
1

@DXfxg)e) < Goam et Difle—y) gl d'y

G100 [ fll2g sllglag.0 2|

s 72 2 54"y
(2m)" re (14 2 =yl + [lyll)*

< MiSl2a.sllgllze0 |z
B (2m)n/2 (T4l

onde, na tltima passagem, usamos a desigualdade

1 M

d"y < s 38.21
G P e Y D S P 7 (3821)
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valida para todo g grande o suficiente (a saber, ¢ > n), onde M > 0 ¢ uma constante. A demonstragio de (38.21) encontra-
se no Apéndice 38.A, pagina 1954. Conclufmos que, tomando ¢ grande o suficiente (¢ > |a|) que sup z®*D?(f * g)(z) <
z€R™

oo para todo « e 8, 0 que demonstra que f g € .7 (R").

E. 38.11 Exercicio. Alternativamente, prove as afirmacdes feitas acima com o uso da desigualdade (3.2), pagina 213. *

Essas consideragoes provaram que .’ (R™) é uma dlgebra com o produto de convolugao. Para provarmos que a dlgebra
é Abeliana, ou seja, que f * g = g * f para todos f, g € .%(R™), notamos que

1 n, y—=T—y 1
(9@ = 557 fle—yglydy ~ = T e

FWglx —y)d"y = (g+ f)(=).
Para provarmos que a dlgebra ¢ associativa, ou seja, que (f % g) * h = f* (g * h) para todos f, g, h € .(R™), notamos
que

1

(f*g)*h (z) = O e

(f *g)(z —y) h(y)d"y

! n n
- (27r)n R™ R™ f(z -v- w)q(w) d"w  h(y)d"y

wow—y 1
2m)" gn e

@z —w)glw —y)d"w h(y)d"y

1
= —_— T — v —y)h(y)d"” d"
G W k) dw

1 n,
= W ]Rnf(z—w)(g*h)(w)d w

= frlg=h) ().

A inversao da ordem das integragoes na passagem da terceira para a quarta linha, acima, é justificada pelo rapido
decaimento do integrando.

Vemos, entao, que o espago de Schwartz ./(R™) é uma dlgebra Abeliana e associativa para o produto pontual e
para o produto de convolugao. Denotamos essas duas dlgebras por (Z(R"™), -) e (/(R"), %), respectivamente. Como
veremos adiante (Proposicao 38.10, pagina 1879), essas duas dlgebras sdo isomorfas, com isomorfismos sendo dado pela
transformada de Fourier ou sua inversa.

Os seguintes fatos serdo usados no que seguira.
Proposicao 38.3 Seja R : S (R™) — Z(R™) definida por (Rf)(z) = f(—x) para toda f € ./ (R™). Entio, R* = 1,
onde 1 € o operador identidade agindo em .(R™). Além disso, R(a*b) = (Ra)* (Rb) e R(a-b) = (Ra)- (Rb) para duas
fungées de Schwartz a e b quaisquer. [m}

Prova. Exercicio! |

O espaco das fungoes de Schwartz . (R™) e o espago das fungoes de teste Z(R™) sao de fundamental importancia para
o tratamento de dois objetos de grande interesse, particularmente para o estudo de equagoes diferenciais: as transformadas
de Fourier e as distribuigoes.
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38.1.1 Funcgoes Gaussianas

Uma funcao g : R — C que seja da forma g(z) = q/e’“(m’ﬂ)Q, z € R, coma>0e~, §eC,éditaser uma funcio
Gaussiana'® (em uma varidvel). Fungdes Gaussianas sdo, naturalmente, fungoes de Schwartz. Elas desempenham um
papel especial em dreas como a Teoria de Probabilidades e a Mecanica Estatistica. Suas propriedades sao também de
interesse na teoria das transformadas de Fourier e na Teoria das Distribui¢oes, como veremos.

E. 38.12 Exercicio. Mostre que uma funggo da forma ve~ =902 5 ¢ R coma >0 e, 8, 6 € C, também & uma fungao
Gaussiana. Sugestdo: completar quadrados. *

e A integral Gaussiana

Mencionemos aqui um resultado importante, e muito bem conhecido, sobre integrais de fungoes Gaussianas. Para
a>0efeR, vale

e*a(yﬂ’i)z dy =

23]

(38.22)

—
A integral do lado direito é frequentemente denominada integral Gaussiana.

Uma demonstracao elementar de (38.22) é a seguinte. Observemos primeiramente que, para 3 real, o lado esquerdo

de (38.22) independe de 3, o que facilmente se vé pela mudanga de varidveis y +— y + 3. Seja agora I(a) := fzo e"‘y2dy.
Entao,
) oo ) oo ) Yy 0~ 2m )
I(a)® = e " dx e Wdy = If e @) dpdy = e " rdrdy
. —oo R 0o o
oo ., )
= 27 e rdr "= 1 e Mdu = —
0 0

de onde concluimos que I(a) = ? como desejavamos. Na terceira igualdade, acima, passamos a integracao em R? de
coordenadas Cartesianas a coordenadas polares, com r = 22 + y2 ¢ ¢ = arctan(y/x).

Uma interessante demonstragao distinta da relagao (38.22), que nao usa o truque de transformar para coordenadas
polares a integracdo em R?, pode ser encontrada em [294].
O resultado (38.22) pode ser estendido ao plano complexo: para a € C com Re (a) > 0 e para € C, vale também
e—aw—5)?

dy = s (38.23)

B

—oo

onde /a é o ramo principal da fungao raiz quadrada na regiao a € C com Re (a) > 0, ou seja, escrevendo a na forma
polar como a = pe'®, com p>0e ¢ € (—m/2, 7/2), tem-se /a := \/pe'?/?.

Apreientemos uma demonstragao dessa afirmacao. Primeiramente, observemos que, para cada y € R, o integrando
e~w=F)" ¢ uma fungio analitica de a e de 8 em todo o plano complexo. Segundamente, para y € R, a parte real de
—a(y — B)* é —Re (a)y* + 2Re (af)y — Re aB? . Logo,

e W=’ = exp —Re (a)y® + 2Re (af)y — Re af®

Isso torna evidente que para Re (a) > 0 a integral do lado esquerdo de (38.23) ¢ absolutamente convergente. Por ser uma
integral absolutamente convergente de uma func¢ao analitica na regiao a € C com Re (a) > 0 e § € C, concluimos que o
lado esquerdo de (38.23) é uma funcao analitica de a e 3 nessa regiao. Finalmente, observemos que para a € C, fixo, e
com Re (a) > 0, a fun¢ao de § € C dada por
oo S
e—aly=p)* dy — ey’ dy
oo oo

10Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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é nula sobre o eixo real (por (38.22), como j& comentamos) e, por ser analitica, ¢ nula'! para todo 8 € C. Analogamente,
no dominio a € C com Re (a) > 0 a fun¢do de a definida por

o 2
e~ dy —

—oo

BN

anula-se no semieixo real onde a > 0. Logo, por analiticidade, anula-se também em toda o dominio @ € C com Re (a) > 0.
Isso estabelece a validade de (38.23) para a € C com Re (a) > 0 e para § € C.

Com a substitui¢do 8 — —i3/(2a), é fcil verificar que podemos reescrever (38.23) como

1 oo
e—ayz—iﬁy dy =

V2T oo

exp — f%/4a

Ner (38.24)

Como veremos, o lado esquerdo de (38.24) representa a transformada de Fourier da fungao Gaussiana e~ Obteremos
essa mesma transformada de Fourier de diversas outras formas no que segue, mesmo para funcoes Gaussianas de varias
varidveis. No Exercicio E. 38.59, pagina 1948, apresentamos uma demonstracao de (38.24) fazendo uso de integragao
complexa.

E. 38.13 Exercicio. Para m € IN, mostre que

/00 m —o? 0, m impar,
z"e dr =
o /et (m =1, m par.

Sugestdo: Para m impar o resultado & dbvio. Para m par da forma m = 2n, com n € IN, mostre que

[m =05 gy = (C1)" - ;(1767(“2 do — (71>ndda" /ﬂc (e’ dz:ﬁ(il)ﬂ%afl/z — VFaYEmyTn(an S
Justifique a inversao de ordem da integral pelas derivadas na segunda igualdade. *

e A convolugao de fungoes Gaussianas

Denotaremos por 4(R) o espaco vetorial composto por combinagoes lineares finitas de fun¢oes Gaussianas. Natu-
ralmente, ¢(R) é um subespaco vetorial de .#/(R). Como o produto de duas fungoes Gaussianas é novamente uma
fungao Gaussianas (justifique!), segue que ¢(R) ¢ também uma dlgebra em relagao ao produto usual de fungoes. Essa
dlgebra é denotada por (4(R), ). O exercicio a seguir revela que ¥(R) é também uma &lgebra em relagao ao produto
de convolugao.

E. 38.14 Exercicio. Sejam f(z) := e *@9* e g(z) := ¢ “~D onde a, b, c e d sd0 constantes reais, sendo a > 0 e ¢ > 0.
Mostre que

1 g
—— exp <7L(z —b— d)z) , (38.25)
V2(a+c) a+tc
ou seja, a convolugao de duas fungBes Gaussianas & novamente uma funcao Gaussiana. Sugestdo. Complete quadrados no integrando
do lado esquerdo e use o resultado da integral Gaussiana (38.22).

(frg)(x) =

A expressao (38.25) & também valida para b e d complexos arbitrarios. Isso pode ser provado com métodos de integragdo complexa
ou com os métodos que desenvolveremos adiante. Uma argumentacao talvez mais simples consiste em observar que, para a e ¢ positivos
e fixos, ambos os lados de (38.25) sao fungBes analiticas inteiras de b e d e, portanto, devem ser iguais em toda parte, pois sao iguais
quando b e d sao reais. Que o lado direito de (38.25) & uma fungao analitica inteira de b e d & evidente. Que o lado esquerdo de (38.25)
& uma fungdo analitica inteira de b e d segue do fato que o integrando & analitico nessas variaveis e do fato que a integral converge
absolutamente. Verifique! *

1A argumentagio é a seguinte. Seja f uma fungio analitica em um dominio aberto conexo 2 C € que intercepta a reta real em um intervalo
nao-vazio aberto I = Q MR e suponha que f seja nula em I. Entdo, f é nula em todo Q. Para ver isso, note que as derivadas reais de f [;]
sdo todas nulas, por hipétese. Como [ é analitica em €2, as derivadas complexas de f coincidem em I com suas derivadas reais, todas nulas.
Logo a série de Taylor de f centrada em qualquer ponto de I é identicamente nula e, portanto, existe um aberto em C contendo I onde f é
identicamente nula. Isso implica que f ¢ identicamente nula em todo Q.
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Concluimos do exercicio E. 38.14 que (4(R), -) e (4(R), ) sao subdlgebras de (. (R), ) e (.#(R), *), respectiva-
mente.

Todas essas afirmagoes sobre fungoes Gaussianas generalizam-se de forma imediata para fungoes Gaussianas de varias
varidveis.

e A distribuicao normal de probabilidades

A expressao (38.25) contém uma informagao importante para o contexto da Teoria das Probabilidades. Para o > 0,
e p € R, seja Nu, 2] a fungio definida em R por

N, o? () = ;cxp 7;11)2 zeR (38.26)
’ ’ 2mo? 202 ’ ’ .
oo
Essa fungao Gaussiana satisfaz N i, 0% (z)dz =1 (verifique!). Assim, como a fungio N 1, 0 é nao-negativa, ela

—o0
representa uma (importante) distribuigio de probabilidades, denominada distribuicio normal, ou distribuicio Gaussiana.
Sua média (ou valor esperado) Eny,, 42 € sua variancia Varyy,, ,2) sdo dadas, respectivamente, por

Evpoor = aN o (@)de = p,  Varypon == (@—w)?N p, o (@) de = o?.
—o0 oo
E. 38.15 Exercicio importante. Prove essas duas igualdades! *

O desvio padrao de uma distribuicao de probabilidades é definido como sendo a raiz quadrada de sua variancia e,
portanto, o desvio padrao da distribui¢do normal N, 0% é 0. Uma distribuicio normal é, consequentemente, definida
univocamente por sua média e por seu desvio padrao (ou, equivalentemente, por sua variancia).

E. 38.16 Exercicio. Mostre que os pontos de inflexdo da fungao N [u, 02}, definida em (38.26), s@o 1 + 0. Recordando, os pontos
de inflexao de uma fun¢@o sao aqueles onde sua derivada segunda anula-se e, portanto, sao os pontos onde a derivada segunda da funcao
troca de sinal e a fungdo passa de cdncava a convexa, ou vice-versa. Vide Figura 38.2, pagina 1867. *

Ao aplicarmos relagio (38.25), pagina 1865, para a convolucio de duas distribuigoes normais, N i, 0 e N pa, o3 ,
obtemos a seguinte relagao:

5 5 1 5 5
Ny, 0 %N po, 05 = \/TN 1+ g, 0F + o3 . (38.27)
7r

E. 38.17 Exercicio muito importante. Verifique a validade disso a partir de (38.25)! *

Assim, se ignorarmos o fator 1/v/2n do lado direito, reconhecemos o fato importante que a convolucao de duas
distribui¢oes normais é novamente uma distribuigao normal cuja média e variancia sao dadas pela soma das médias e
das variancias das distribuigoes anteriores.

O fator 1/v/2m do lado direito de (38.27) merece um comentério. Se tivéssemos omitido os fatores 1/v/27 na defini¢io
do produto de convolugio em (38.20), pagina 1862, a relacao (38.27) ficaria simplesmente, e mais elegantemente,

N p1, 02 *N pg, 02 = N g+ p2, 02 +035 . (38.28)

Essa ¢ a razao de por que a defini¢ao de produtos de convolugao na Teoria de Probabilidades frequentemente omite os
fatores 1/v/2m adotados em (38.20). A defini¢ao em (38.20) é mais adequada ao tratamento de transformadas de Fourier,
pois ela faz da transformada de Fourier um homomorfismo algébrico entre o produto pontual e o de convolugéo, como
veremos.

38.2 Transformadas de Fourier

Nesta segao apresentamos as defini¢oes e os resultados mais relevantes sobre as transformadas de Fourier no espago de
Schwartz. As transformadas de Fourier revelam toda a sua importancia e todo seu poder quando, aliadas & Teoria das
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(27702) e

Figura 38.2: Grifico da distribui¢do normal de probabilidades N p, o2

, sendo indicados o valor médio p e o desvio
padrao o. O méximo da fungao é 1/v2rc2. O ponto de méximo da fung¢ao coincide com o valor médio da fungao: p. A

“largura” da curva é proporcional a o e sua altura a 1/0. A drea sob a curva ¢ 1 para qualquer valor de p e de o.

Distribuigoes, sao inseridas no contexto da teoria das equagoes diferenciais. Seu estudo é relevante também na Teoria
dos Espacos de Hilbert e na Teoria de Grupos, mas as mesmas tém interesse por si sé6. No obitudrio que escreveu
em homenagem a G. H. Hardy'?, notério por sua paixdo pela matemdtica pura, em detrimento de suas aplicagdes,
Titchmarsh'? escreve'®, ndo sem uma ponta de ironia: “Hardy had singularly little appreciation of science for one who
was sufficiently nearly a scientist to be Fellow of the Royal Society. |[...] I worked on the theory of Fourier integrals under
his guidance for a good many years before I discovered for myself that this theory has applications in applied mathematics,
if the solution of certain differential equations can be called “applied”. I never heard him refer to these applications”™ .

A teoria das transformadas de Fourier ¢ quase tdao antiga quanto a teoria das séries de Fourier (das quais tratamos
na Segao 37.4, pigina 1809) e, em verdade, derivou daquela. A relagao entre ambas, porém, nem sempre ¢ iluminante e
por isso nao iremos nos ater a mesma aqui. Para um excelente texto, rico em comentarios historicos e aplicagoes, vide
[185]. Para uma introdugao elementar em lingua portuguesa, vide o também excelente [99].

ma funcao f : ¢ dita ser uma func¢do integrdvel em se satisfizer ()| dz < co. Denotaremos por

Uma f R™ — C ¢ dit ¢ tegrdvel R™ tisfi R dz < Denot p
L'(R™) o conjunto das fungdes integrdveis (em R™)6.

Se f é uma fungio integravel (real ou complexa) definida em R”", define-se a transformada de Fourier'™ de f como
sendo a fungdo definida em R™, denotada por F[f], dada por

1
= z)e VT A 38.2
Ffy) GO e fla)e™¥ @ d (38.29)
onde v = (z1, ..., ) ER" y= (21, ..., ¥x) ER" ey =2 y=21y1 + + Tnyn = (y, T)g. A transformada de
Fourier conjugada de f, denotada por F¢[f], é definida por
c - 1 ) oty gn 0Q -
FUy) = B e fla)et™ ™ dha . (38.30)

Se denotarmos por R o operador que a cada fungio g(x) associa a fungao g(—z) (ou seja (Rg)(x) = g(—=) para todo
z € R™) é evidente que para toda f integravel

FeUfl = RIS - (38.31)

12Godfrey Harold Hardy (1877-1947).

BEdward Charles Titchmarsh (1899-1963).

14E, C. Titchmarsh. “Godfrey Harold Hardy”. The Journal of the London Mathamatical Society, 25, 81-101 (1950).

150p. cit., pag. 85.

16Tecnicamente, é preciso requerer antes que uma fungio integravel f seja mensurdvel em relagio & medida de Lebesgue e a integral
considerada na defini¢do de fungao integravel é a integral de Lebesgue em R™. Os espacos LP(R™) foram introduzidos na Segéo 33 4gina
1528, mas para manter a discussio em um nivel simples evitaremos ao maximo evocar resultados gerais da Teoria da Medida e Integragio
neste capitulo.

17 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).
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E também evidente pelas definigoes que para toda f integravel

@ =97 . (38.32)

Adverténcia. O estudante deve ser advertido quanto ao fato que a convencao que adotamos para a defini¢ao de transfor-
mada de Fourier nao ¢, infelizmente, universal na literatura fisica e matematica. Alguns autores definem a transformada
1

de Fourier por F[f](p) := g, f(x)e” " d"x, omitindo o fator T © qual reaparece elevado ao quadrado na defini¢ao
1

; : gada: FC 1 +ip- gn _ encio TNl — q
da transformada de Fourier conjugada: F¢[f](p) := @ Re f(x) et * d"z. Nessa convencio, F°[f] = WR(J'[)’])
1“/2 , mas inserem um fator 27 no expoente e~7'* do integrando, que fica e =277,
(2m)
Em livros de Fisica, especialmente nos de Mecanica Quantica e Teoria de Campos, ¢ comum também introduzir-se um
fator & no expoente, que fica e=?*/" Cuidado é, portanto, necessario ao comparar-se textos diferentes!.

Outros autores omitem os pré-fatores

e Transformadas de Fourier. Propriedades elementares

Antes de nos aprofundarmos na teoria das transformadas de Fourier é importante listarmos algumas de suas propri-
edades elementares.

A transformada de Fourier e a transformada de Fourier conjugada sao lineares: se f e g sao duas fungoes integrdveis
quaisquer e « e 3 sdo nimeros complexos quaisquer, valem
Flof +Bgl = oF[f]+8Flg] e Flaf+Bgl = aF°[f] + BF[g] .
Isso pode ser facilmente constatado pela definigao e é deixado como exercicio. Note que af + Sg também ¢ integravel se
f e g o forem.

Seja a € R™. Se g é uma fungio integravel definida em R™, denotemos por g, a fungio g,(z) := g(z — a), € R™,

que consiste na funcao g transladada por a. Para a € R™ defina-se também a fungao e, por e,(z) := e ", z € R™.
E elementar constatar pelas defini¢oes que para toda ¢ integrdvel valem
Flgalw) = ea)Flglw) e Flgally) = e-aly) Fll(v) (38.33)
assim como
Fleagl(y) = Flglly+a) e Fleagly) = Flglly —a) . (38.34)

Um outro fato importante sobre transformadas de Fourier de fungoes integraveis que mencionamos sem demonstragao
é 0 seguinte:

Teorema 38.1 Seja f € L'(R™). Se F[f](y) = 0 para todo y € R", entdo f(x) =0 para quase todo x € R™. O

A demonstragio desse teorema encontra-se, por exemplo, em [262]. Esse teorema afirma que a transformada de

Fourier em L'(R™) é injetiva. Afirmacdo semelhante serd demonstrada adiante para funcdes do espaco de Schwartz

Z(R™).

e Calculo de algumas transformadas de Fourier elementares

Transformadas de Fourier podem ser explicitamente calculadas em diversos casos. O exercicio que segue ilustra as
situagoes mais simples.

E. 38.18 Exercicio. Reunimos aqui alguns poucos casos de fung¢des cujas transformadas de Fourier podem ser calculadas por métodos
elementares. O caso de fungBes Gaussianas sera tratado mais adiante.

a. Para a > 0, constante, seja x[_., o & fungao caracteristica do intervalo [—a, a:
1, sexel[-a,al,

X[-a,a] =
0, sexd[—a,a.

18 Alguns autores chegam a usar as diversas convengdes acima no mesmo texto!
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Mostre que x[_., ) & integravel em R para todo a > 0 e mostre que

Ta, al @) = \/gw . (38.35)

b. Seja hq(z) = e~**l com a > 0, constante. Mostre que h, & integravel em R para todo a > 0 e mostre que

Tl = |2 s

c. Seja fa(z) := —2—, com z € R, com a > 0, constante. Mostre que f, & integravel em R para todo a > 0 e mostre que

—aly|
TRl = T

Sugestdo. Método dos residuos.
d. Considere a fung@o f(z) definida por
0, sex <0,
fz) =
e, sex>0.
Mostre que f € integravel em R. Mostre que
1

) = T

e mostre que F[f] ndo & integravel em RR.

e. A transformada de Fourier das fun¢Oes de Bessel .J,,, m € No, foi determinada por meios elementares em (15.201), pagina 726,
resultando em

2 Tn(u)

T X g(u)

onde 7', & o m-&simo polindmio de Tchebychev (vide pagina 623) e x;-1, 1j & a funggo caracteristica do intervalo [—1, 1]:

FlImlw) = (=)™ (38.36)

1,uel-1,1],
X(-1, 1(u) =
0, udg[-1,1].

A relag@o (38.36) deve ser entendida no sentido de transformadas de Fourier de distribuices temperadas, tal como discutido na
Sec@o 38.3.6, pagina 1923. Outras transformadas de Fourier envolvendo funcGes de Bessel foram obtidas em (15.202) e (15.204),
pagina 726.

Todas as expressoes de acima serdo usadas neste texto. £

Em todos os exemplos de acima, assim como no caso de transformadas de Fourier de fungoes Gaussianas, que
trataremos logo adiante, ¢ possivel observar a seguinte regra qualitativa: se uma fungao concentra-se em uma regiao
“estreita”, sua transformada de Fourier espalha-se por uma regiao “larga”, e vice-versa. O significado preciso dessa
afirmagao serd apresentado a pagina 1881, quando discutirmos o “principio de incerteza” para transformadas de Fourier.
Vide (38.85) e (38.86).

e Transformadas de Fourier e integrabilidade

E importante observar que se f é uma fungéo integravel, sua transformada de Fourier nem sempre o é. Um exemplo a
se ter em mente é o da fungio f(z) definida como sendo 1 no intervalo [—1, 1] e 0 fora desse intervalo. Como facilmente se

constata, sua transformada de Fourier é F[f](y) = %iy“u (Exercicio E. 38.18, item a) que nao é uma funcao integravel

(vide discussio & pagina 1522). Outro exemplo é encontrado no item d do Exercicio E. 38.18. Assim, a transformada de
Fourier pode ser definida no espago das fungoes integréveis, mas ela nao mapeia esse espago em si mesmo. Por razoes
que serao apreciadas no correr da nossa discussao ¢ fundamental para certos propdsitos definir a transformada de Fourier
em certos espacos convenientes de fungoes, de sorte que F seja um isomorfismo desses espagos, ou seja, uma aplicagao
linear bijetora desses espacos em si mesmos. Hé pelo menos duas maneira de fazer isso. Uma é restringindo a defini¢ao
das transformadas de Fourier ao espago das fungoes de Schwartz . (R™), o qual ¢ um subespago do espago das fungoes
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integraveis. A outra ¢ estendendo a defini¢ao da transformada de Fourier ao espago das fungoes de quadrado integravel,
onde a transformada de Fourier pode ser definida como um operador linear unitario. O primeiro procedimento atraira
mais nossa atencao neste capitulo. Para alguns comentérios sobre a transformada de Fourier no espago das fungoes de
quadrado integréavel, vide Secao 38.2.2, pagina 1882.

38.2.1 Transformadas de Fourier no Espago de Schwartz

Como toda fungdo de Schwartz ¢ integrdvel, as definigoes (38.29) e (38.30) (assim como (38.31)) valem naturalmente
para fungoes f € #(R™). O ponto fundamental dessa restrigao as fungoes de Schwartz é que, como veremos logo
adiante, a transformada de Fourier leva bijetivamente fungoes de .(R™) em fungoes de .#(R™). Como comentamos
e exemplificamos acima, isso nao é sempre verdadeiro no espago das fungoes integraveis. Além disso, estabeleceremos
que a transformada de Fourier ¢ uma aplicagao continua na topologia de .#(R™), um fato relevante na Teorias das
Distribui¢oes. O primeiro resultado que precisamos para provar essas afirmagoes é o seguinte:

Proposicao 38.4 Se f € 7(R™), entio F[f] e F[f] sao infinitamente diferencidveis, ou seja, sao elementos de C>°(R™)
e vale
Dy L flx)e™P* d"x = 7(7i)‘a‘ z f(x)e T d"x (38.37)
G g T Mo = oy, S @e .

para todo n-multi-indice «. O

Prova. A demonstragao para F¢[f] ¢ idéntica & demonstragao para F[f], de modo que trataremos apenas da segunda.
F[f](p) é dada pela integral W g f(@)ePTd "z, O integrando f(x)e™ """ é uma funcao infinitamente diferencidvel
de p e tem-se DY f(x)e " = (—i)l*lze f(z)e=*. Como f € #(R™), a funcio 2 f(x)e~* é também um elemento
do espago de Schwartz (como fungio de z), decaindo rapidamente a zero quando [|z|| — co. Com isso, ¢ elementar
constatar que as condigdes da Proposigao 37.5, 11, pagina 1787, sdo satisfeitas e, por aquela proposigao, (38.37) vale para
todo n-multi-indice a. |

A aplicagao R definida para cada f € .%(R") por (RF)(z) = f(—x) é, evidentemente, uma aplicagao linear e inversivel
de .(R™) em si mesmo, a inversa sendo R~! = R. No espago C™(R™) das fungdes infinitamente diferencidveis podemos
definir outras duas aplicagoes lineares que usaremos, as quais sao definidas para cada f € C*(R™) por

0 .
BNE) = oL@ o @uh@) = ral@ (38.39)
para a = 1, ..., n. Naturalmente, P, ¢ @, agem também nos elementos de .#(R") (pois .7(R") € C*(R")) e ¢

evidente pelas definigoes que a imagem de P, e Q, por um elemento de .#(R™) é novamente um elemento de .%(R™)
(Exercicio!). Portanto, os operadores P, e @, sdo, para cada a, operadores lineares agindo em .%(R™).

E. 38.19 Exercicio. Prove que os operadores P, e Q. sao, para cada a, operadores lineares e continuos agindo em .#(R"™), na
topologia desse espago. *

E muito fAcil constatar que os operadores P, e Q, satisfazem em C*>(R™) as seguintes relagoes algébricas de co-
mutagao:

P.Qy—QuvPy = —iday (38.39)
QaQp — QvQa = 0,
PPy — PP, = 0,
para todos a, b e {1, ..., n}.
E. 38.20 Exercicio facil. Prove isso usando as definicdes (38.38). *
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Como antes, para um n-multi-indice o = (a1, ..., @), definimos Q% := ;Lzl Q?” e PY = ;;1 P;%

Com essa notagao as importantes relagoes de comutagio (38.39) podem ser generalizadas de uma forma que serd
usada adiante sendo, independentemente disso, de interesse geral. Afirmamos que para n-multi-indices arbitrérios a e
vale, fazendo-se uso da regra de Leibniz (38.6), pagina 1856,

__C)alfl sy pay :
Ta-e-ne 7 R

0<y<min{a. 5} |

PeQP — QPP —
De fato, para f € C*°(R™) temos

(326) al DY 2P DS (x)

PUQPS (1) = (=)D 28 [ () (=)l

1 — |
0<y<a Y@=

(=i)hlalp! 8y pa—
- S o @ P (@)
0<y<min{a, ) y!(a =B —)!

Nlal s
i)7alpl f
- QP @)+ T @ ().
0<~<min{a, 8} 7 v V)
Acima usamos o fato que D7 2f = (ﬁé!ﬂ{)! 2877 caso v < f sendo, de outra forma, igual a zero.

Retornando as transformadas de Fourier, a seguinte proposigao enuncia propriedades importantes que serao usadas
adiante.

Proposicao 38.5 Com as defini¢oes acima, valem as relagoes

TP, = QaJ e FQ. = —FRF (38.41)
para todo a =1, ..., n, como aplicagoes de ./ (R™) em C*°(R™). Além disso, vale a relagio
FR = RF (38.42)
e também as relagoes
RQ, = —Q.R e RP, = —P,R (38.43)
para todo a =1, ..., n. [m}

Prova. Para f € ./(R") vale, pela defini¢dao, e usando integragao por partes,

1 de we

f@) =7

"

! f () e Wed's =i

FPuflly) = *i—(%)"ﬂ o Do, T e

1

= yaW - f(l')@iiy'z d"z = QJIf] (y) .

provando que FP, = Q,F. Analogamente,

(3837 . 0 1

‘o, @m2 g fl@)e W d"e = — PIf] (v),

1 .
FQuflly) = T g zof(x)e” V" d"x

provando que FQ, = —P,F. Para provar (38.42), notemos que para toda f € .%(R™)

b
(2.,.—)71/2

1

G g f@e T e = T = RIS @)

IIRf(y) = L femer
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A prova das relagoes (38.43) ¢ elementar. ]

Podemos agora provar a afirmagao feita acima de que a transformada de Fourier leva fungoes de Schwartz em fungoes
de Schwartz.

Proposicao 38.6 A transformada de Fourier I e a transformada de Fourier conjugada F¢ mapeiam . (R™) em .7 (R™).
Por consequéncia, as relagoes estabelecidas na Proposi¢io 38.5 sao vdlidas enquanto aplicagoes de ./ (R™) sobre si mesmo.
a

Mais adiante, no Teorema 38.3, pagina 1878, provaremos que F ¢ F¢ mapeiam bijetivamente .#(R™) sobre si mesmo
e que J¢ é a inversa de F em . (R"™).

Prova da Proposicdo 38.6. Como J¢ = RJ, ¢ suficiente tratar de F. Seja f € #(R"). Consideremos a expressao
y“Dﬁﬂ'[f](y) =il8lQ*PPF(f](y), onde a e § sio n-multi-indices. Usando (38.41), temos

v DYFflly) = F (=)P'PUQF (y).

A fungao g = (=i)IPIP*QP f é um elemento de .#(R™) e, portanto, vale |g(z)| < u”i“ﬁ para todo g > 0. Assim,
x
escolhendo ¢ grande o suficiente (¢ > n)
% 1 —iy- llgllq, 0 1
o phg < iy gy < q, a ]
VDI < G |, S S o T T C

Isso estabeleceu que sup y“D,‘jﬂ'[f](y) < 00 para todos os n-multi-indices a e 3, o que prova que F[f] € (R™). W
yeR™

Chegamos agora a mais uma importante propriedade da transformada de Fourier no espago de Schwartz.

Proposigao 38.7 A aplicagoes F e F€¢ sao aplicagoes lineares continuas de ./ (R™) sobre si mesmo. [m}

Prova. Como ¥ = RF e R : ./ (R") — .(R") ¢ continua (justifique!), ¢ suficiente considerarmos F. Por (38.40) e
(38.41), temos para quaisquer n-multi-indices o e f3,

(38.41) (38.40) (—i)Mlalp! ey
QpPfF V= 1Blgpaps P 1181 FQP TP
-1 @ =1 =B —=)!

0<~<min{a, 8}

Aplicando essa igualdade a uma funcao f € .(R™), arbitraria, temos

2 DIF(f)(a) = a®Df  f(y)e T dy
R
= (-~ Dy ey (3844)
Mo —N(B =) Y : : :
0<y<min{a, 8} NMa=DE =N g
Agora, por (38.10), temos [y*~ "DV f(y)| < || flla (,,.Y(l‘f‘ﬁ para todo ¢ € Ng. Escolhendo-se ¢ = g3_, grande o
-
suficiente para que p, W d"y < 0o, obtemos facilmente que
su]]lé’ “Lanff[f](f) < Ca, ﬂ,‘vaHq,aﬂvafv )
zER™

0<y<min{a, 5}

alp! |y?
S, Fa=B=7)! R™ (1+]y | X X . . i
sao limitadas por uma soma envolvendo um nimero finito de seminormas de f, com coeficientes positivos. Isso implica
a continuidade da transformada de Fourier ¥ em .(R™). ]

- ~ i . . .
onde Cy, g, = H)“‘L’” d"y sio constantes positivas finitas. Conclui-se que as seminormas ||F f|| .., 5
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E. 38.21 Exercicio. Seja o operador H : . (R) — . (RR), definido por H := %(P2 +Q2). Mostre, como consequéncia das relactes
(38.41), que a transformada de Fourier F e H comutam: FH = HJF. O estudante familiarizado com a Mecanica Quantica havera de
perceber que, com uma certa escolha de sistema de unidades, o operador H identifica-se com o operador Hamiltoniano do oscilador
harmdnico quantico unidimensional. £

e As relacoes de Weyl

As relagdes de comutacao entre os operadores @ e P, estabelecidas anteriormente (vide (38.39)), podem ser expressas
de uma forma “exponencial”, devida a Weyl'?. Essas expressoes sio muito relevantes em certos desenvolvimentos,
notadamente na definicio das chamadas dlgebras CCR (veja, e.g., [50, 51]).

E. 38.22 Exercicio. [Relagoes de Weyl] Para cada a = (a1, ..., a,) € R" sejam U(a) : #(R") — #(R") e V(a) : #(R") —
. (RR") os operadores lineares definidos por

(U@f)@) = flz—a), (38.45)

V(@) f)@) = @), (38.46)

onde (a, z) denota o produto escalar usual entre vetores a = (a1, ..., a,) e x = (21, ..., z,) de R™: (a, z) := a1x1 + -+ + anTn.
Mostre que valem as seguintes relagdes:

U@V (k) = e ““Yvb)U(a), (38.47)

U(a)U(a') = Ua+ad) = Ula)U(a), (38.48)

VOVE) = V+Y) = VEHV(E) (38.49)

U(@)F = FV(a), (38.50)

V()F = FU(-a), (38.51)

para todos a, b, a’, b’ € R". As relagGes (38.47) sdo por vezes denominadas relagées de Weyl. *

E. 38.23 Exercicio. Prove também a validade das seguintes relagGes:

QuU(a) = Ula)(Qy+asl) , (38.52)
PV(a) = V(a)(P+al) , (38.53)
QV(a) = V()Qv , (38.54)
PU@) = U(a)P, , (38.55)
paratodos a € R" ebe {1, ..., n}. *

38.2.1.1 A Transformada de Fourier de Fungoes Gaussianas

As relagoes (38.41) sdo titeis também por permitirem calcular facilmente a transformada de Fourier de algumas fungdes,
notadamente das fun¢oes Gaussianas. Exemplos relevantes sao exibidos nas proposigoes e nos exercicios que seguem.

Comegamos exibindo o fato de que uma particular fungao Gaussiana tem a propriedade de ser invariante pela trans-
formada de Fourier.

1
Proposicao 38.8 Seja g € .7 (R") a fungio g(x) = exp -3 JL? . Entao, Fg=g e Fg=g. [m]

19Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).
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2 (1) = —59(2), ou seja, (P ~iQ;)g = 0.
Aplicando o operador F a essa igualdade e usando as relacoes (38.41), obtemos (Q; + iP;)§ = 0, onde § = Fg. Isso
significa que

Prova. Pela defini¢ao de g, é facil constatar que para todo j =1, ..., n vale gT"

0§ o
%(y)ﬂug(y) =0

para todo j =1, ..., n. A solugao dessas equagoes ¢ (justifique!)

R 1
9) = Aexp =5 i
=1

onde A é uma constante. Assim, estabelecemos que Fg = Ag. Para determinar A calculemos ambos os lados dessa
igualdade em um ponto especifico. Como ¢(0) = 1, temos que

1 1 = 1
A = Ag(0) = Flg](0) = ——— exp —= JL? d'e =T — exp — yj d'y =1.

(2m)/2 ga 2 /2 g

Isso provou que Fg = g. Como Rg = g, segue também que g = RFg = Rg = g. |

E. 38.24 Exercicio. A igualdade F[g] = g para g(z) = exp (—% sz pode também ser demonstrada usando integragao no

plano complexo e o Teorema de Cauchy. Faga-o! Vide Exercicio dirigido E. 38.59, pagina 1948. *
Antes de estendermos os resultados da Proposigao 38.8, facamos um comentério sobre a mesma.

e Comentario sobre fungoes invariantes pela transformada de Fourier

A fungao Gaussiana g da Proposicao 38.8 nio ¢ a unica fun¢ao nao-nula que é invariante pela transformada de Fourier
e ha alguns exemplos bastante simples de fungoes com essa propriedade. Na Secao 38.2.2, pagina 1882, mostramos que
todas as fungdes de Hermite?® da forma ha,, n € N, sio invariantes pela transformada de Fourier. No exercicio dirigido
E. 38.65, pagina 1952, mostramos explicitamente que para a fungao de uma varidvel

h(z) =

Q
o
Z
=
ol

T

vale F[h] = h, ou seja, essa fungao h também tem a si mesmo como transformada de Fourier.

Como veremos adiante (Exercicio E. 38.34, pégina 1888), se f € .(R"), entdo h := f + F[f] + F*[f] + F3[f] também
satisfaz F[h] = h. Em verdade, veremos que h(x) = f(z) + f(—z) + F[f](x) + F[f](—x) e, portanto, se f for uma fungao
fmpar, h serd identicamente nula mas, se f for par, teremos h(xz) = 2f(x) 4+ 2F[f](x), que ndo é necessariamente a fun¢ao
nula. Por exemplo, para qualquer o > 0 a funcao

fa(®) = exp —az?

¢é exatamente desse tipo (pela Proposicao 38.9, pdgina 1875) e, portanto, vale para a mesma F[fq] = fo. Outro exemplo
é a funcao

B> 0, que também ¢ a soma de uma fungio par com sua transformada de Fourier (vide Exercicio E. 38.65, pagina 1952)
e, portanto, também satisfaz F[hg] = hg. No caso de R™, n > 2, pode-se provar que a fun¢ao Gaussiana g da Proposi¢ao
38.8 é a unica fungao simultaneamente invariante pela transformada de Fourier e pela agao do grupo de rotagoes SO(n).

20As chamadas funcies de Hermite (Charles Hermite (1822-1901)), denotadas por hy,, m € No, foram introduzidas na Se¢io 15.2.3.1,
pégina 706. Vide (15.110).
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e A transformada de Fourier de fun¢oes Gaussianas

O resultado contido na proposicao que segue ¢ muito importante e refere-se a transformadas de Fourier de fungoes
Gaussianas gerais em R.

Proposigao 38.9 (Transformada de Fourier de Gaussianas em R) Sejam o > 0 e v € C, constantes. Entao,
para a fun¢ao

.2
) exp 7i Y+ oy
h(z) == exp —az®+~yx , z€R, tem-se Flhl(y) = — (38.56)
o
A relagao (38.56) diz-nos que a transformada de Fourier de uma fun¢ao Gaussiana é novamente uma fun¢ao Gaussiana.
a
Comentdrio. A expressio (38.56) pode ser demonstrada com uso de integracdo complexa (vide Exercicio E. 38.59, pagina 1948)?1, mas

apresentaremos aqui uma demonstracao alternativa, talvez mais simples, sem o uso dessa técnica. Em ambas as demonstracées, no entanto,
faz-se uso do seguinte comentario. Para y real tem-se, por definigao,

Flh](y) —aa?i(y+ing gy (38.57)

1 ro0

- L / e
V2 J oo

e o integrando, ou seja, a fungio exp (— ax? — i(y + i'y)y:), é uma funcao inteira da varidvel y, ou seja, é uma funcao de y que é analitica em

. P . . —az? . . 4
todo o plano complexo. A integral do lado direito é absolutamente convergente devido ao fator e~**". Por isso, aquela integral é igualmente

uma fungiio inteira de y. Py

Demonstracio da Proposicio 38.9. Seja h = Flh]. E facil constatar que a funcdo h satisfaz % + 20w —7 h(z) =0e,
portanto, satisfaz P — 2ia@ + iy h = 0. Usando (38.41), segue disso que h satisfaz iP + ;—Q(Q + i) h=0,o0u seja, i

satisfaz a equagao diferencial %fL(y) = —217 Y+ iy il(y) A solugao dessa equagao é

2
h(y) = Ceia v+

onde C' é uma constante de integracao a ser determinada. Para isso, lembremos (38.57) e escrevamos
Sl iy 1 P —ilyrin)s
Ce—da vHvT o’ —ily+ineT g,

V2T o

Notemos que o lado esquerdo é também uma fungao inteira de y e, portanto, a igualdade acima vale para todo y € C.

Calculando ambos os lados da igualdade em y = —i~y, teremos
1 oo B 1 R e dw VY :
C = — e dr = — provando que hly) = ——
V2T —x V2a ! W) V2a ’
que é o que desejavamos estabelecer. | |

Comentdrio. A relagao (38.56) pode também ser obtida por integragao complexa. Vide Exercicio E. 38.59, pdgina 1948. No Exercicio E. 38.60,
pagina 1950, mostramos como reobter (38.56) por outros meios, a saber, usando a expansao de Taylor da fun¢ao exponencial e propriedades
da Fungao Gama de Euler.
No Exercicio E. 38.62, pagina 1951, mostramos como as ideias da prova acima podem ser usadas para calcular a transformada de Fourier
4
da fungao e 7*", 4 > 0, em termos de uma expansiao em série de poténcias. L)

Comentdrio. Vemos em (38.56) (para o caso v = 0) que a transformada de Fourier da funcdo Gaussiana h(z) = exp (—az?) ¢ a fungdo
Gaussiana J[h](y) = \/% exp (—iyz). A “largura” da Gaussiana h é proporcional a 1/\/a, enquanto que a “largura” da Gaussiana Th

é proporcional a V4a. Isso ilustra mais uma vez a ji mencionada propriedade qualitativa das transformadas de Fourier: a de transformar
fungoes “largas” em “estreitas” e vice-versa. Essa importante propriedade sera justificada e discutida de forma mais aprofundada na pagina
1881, quando discutirmos o “principio de incerteza” para transformadas de Fourier. Vide (38.85) e (38.86).

A afirmacao da Proposi¢ao 38.9 pode ser ainda estendida para incluir o caso em que « é uma constante complexa,
mas com Re (o) > 0.

21Um terceiro método distinto serd apresentado no Exercicio E. 38.60, pagina 1950, usando a expansio de Taylor da funcio exponencial e
propriedades da Fungao Gama de Euler.
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Corolario 38.1 Sejam «, v € C, constantes, com Re («) > 0. Enldo, para a fung¢io

) exp —z5 Y+ z’y
h(z) == exp —az® +~vx , z€R, tem-se Flhl(y) = 7, 38.58
(z) P 7 (1](v) o (38.58)
sendo que, para o = |ale’ com —7/2 < 6 < 7/2, temos acima \/a = |a|'/?e?/2. [m]

Prova. Vamos denotar por €. o subconjunto de C composto pelos nimeros complexos de parte real positiva: Q :=
{z € C, Re(z) > 0}. A igualdade que desejamos estabelecer é

> exp —g5 Y+
1 emar—ily+inT g # . (38.59)
V2T 2
Notemos que, se Re(a) > 0, entdo tem-se |e™ az? | = e~Re(a)s? , 0 que é suficiente para provar que a integral do lado

esquerdo em (38.59) é uma fun¢ao analitica em a na regido 24, pois o integrando ¢ uma fungao inteira de o e a integral
¢ absolutamente convergente para o € 4. Agora, o lado direito de (38.59) ¢ igualmente uma fungiao analitica de o na
mesma regido Q4 com /a = |a|'/2¢/? para a = |ale” com —7/2 < 6 < 7/2. Portanto, como a igualdade (38.59) foi
estabelecida (na Proposicao 38.9) para o caso em que « é real e positivo, ela é vdlida também em toda a regiao comum
de analiticidade Q. |

No Exercicio dirigido E. 38.59, pdgina 1948, demonstramos o Coroldrio 38.1 (ou seja, a igualdade (38.59) para
a, v € C, constantes, com Re (o) > 0) usando integragao no plano complexo ¢ o Teorema de Cauchy.

O resultado apresentado no exercicio a seguir generaliza a Proposicao 38.9. E também importante, por ser empregado
na Mecanica Quantica, na Teoria Quantica de Campos e na Teoria de Probabilidades.

E. 38.25 Exercicio importante. Seja A € Mat (R, n) uma matriz real, autoadjunta e positiva (isto €, tal que seus autovalores

sejam nimeros positivos). Seja também ~ = (71, ..., v») € C". Considere a funggo h(x), x € R", definida por
h(z) = exp ( —(z, Az) + (v, 1>) s
onde (a, b) denota a forma bilinear usual entre vetores a = (a1, ..., an) e b= (b1, ..., bn) de C": (a, b) := aabs + -+ + anbn.
Prove que a transformada de Fourier de h,
1 _ _

Th(y) = G / o~ (@ An)=illyrin, @) gny (38.60)
comy = (y1, ..., yn) € R, & dada por

y) = L L i Ly :

Fh(y) = SR exp ( 4<(y +iv), A" (y+ L"/)>) . (38.61)

Sugestao. Use o seguinte fato. Como A & real e autoadjunta, A pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal: TAT~* = D, com
D sendo diagonal e T" ortogonal. Os elementos da diagonal de D s@o os autovalores de A (todos positivos). Faca na integral em (38.60)
a mudanca de variavel y = Tz. Use também o resultado da Proposi¢cao 38.9. *

38.2.1.2 Invertibilidade da Transformada de Fourier no Espaco de Schwartz

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados que culminarao com a demonstracao da existéncia da inversa da transfor-
mada de Fourier no espago de Schwartz e a identifica¢ao dessa inversa com a transformada de Fourier conjugada.

e O comutante de P, e Q,

O teorema estrutural que segue ¢ de importancia central na teoria das transformadas de Fourier. Ele estabelece que
se um operador linear L agindo no espago de Schwartz comuta com as derivadas parciais e com as multiplicagoes pelas
coordenadas, entao esse operador L é um multiplo do operador identidade.
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Teorema 38.2 Seja L : .7 (R") — &/ (R™) um operador linear e continuo de . (R™) em ./ (R™) que comute com todos
0s P,’s e com todos os Q,’s, ou seja, que satisfaca LQ, = Q.L ¢ LP, = P,L para todo a =1, ..., n. Entao, L é um
maltiplo da identidade, ou seja, existe uma constante £ € C tal que L = (1. [m}

Nota. O estudante conhecedor da Teoria de Representagao de Grupos pode interessar-se em saber que ha uma ligagio profunda entre o
Teorema 38.2 e o Lema de Schur, Teorema 25.2, pdgina 1249.

Prova do Teorema 38.2 (Adaptada de [166]). Tomemos um ponto a = (a1, ..., a,) € R™. Se f é uma funcio de Schwartz
que se anula em a, a Proposicao 38.2, pagina 1859, afirma que f(z) = (zr — ak) fr(z), com as fi sendo também

k=1
fungoes de Schwartz. Temos, portanto, do fato que L é linear e comuta com Qy que L(Qr — ai) = (Qr — ai)L. Logo,

n

CHE) = (@x—a)(Lf@) .-

k=1
e essa relagao diz-nos que (Lf)(a) = 0.
n
Para a € R", defina-se H, como o elemento de .#(R") dado por H,(z) = exp — (z —ag)® , = € R™
=1
Naturalmente, H,(a) = 1. Note-se que H, é a translacio por a da fun¢ao gaussiana H, e, portanto, a aplicagao

R">aw H, € .(R") ¢ continua.
Para g € .(R™), arbitréria, a fungao f(z) := g(z) — g(a)Hy(x) é uma funcao de Schwartz e anula-se em = = a. Logo,
pelas consideragoes de acima, tem-se (Lf)(a) = 0, o que implica que
(Ly)a) = La)g(a), (38.62)
onde {(a) := L (H,) (a). E claro pela defini¢io que ¢ ndo depende da funcdo g. E importante notar também que (38.62)
¢é valida para todo a € R™.

Tgualmente importante é a observagao que a continuidade de L implica que ¢ é diferencidvel. De fato, para a, b € R™
defina-se £(a, b) := L (H,) (b). Para tornar claro o argumento, tomemos n = 1. E claro que ¢ ¢ diferencidvel na varidvel

b, pois LH, € .7(R). Mas 7 também é diferencivel na. dependéncia em a, pois o limite lim,_, % ¢ LHyy e~ LH, =
L lime,o Hype — H, existe e é igual a L 9,H, , devido & continuidade de L. Agora, ¢(a) = Z(a, a) e, portanto,
(a) = 8.0(a, b) . + yl(a, b) b e estd bem definida.

—a —a

Vamos provar agora que £ independe de a. A relagio (38.62) vale para toda funcio g do espago de Schwartz. Assim,

(38.62) vale para g e para suas derivadas Djg, j =1, ..., n. Logo, para todo a € R™ valem as relagbes
(Lg)(a) = £(a)g(a) (38.63)
e
L(Djg) (a) = La)(Djg)(a) , (38.64)
essa ultima para todo j =1, ..., n. Pela hipétese que L e D; comutam, teremos
(38.64) LD;=D;L (38.63) rogra de Leibniz y
U(a)(Djg)a) =" L(Djg) (a) "="" Dj(Lg) (a) "= Dyltg) (a) "= 4(a)(Dyg)(a) + g(a)(Dj)(a) -

Essa igualdade diz-nos que g(a)(D;f)(a) = 0 para todo a € R™. Como g é arbitraria, isso diz-nos que D;¢ anula-se
em toda parte, provando que ¢ é constante. Assim, por (38.62), que vale para toda g € .(R™), segue que L = (1 em

Z(R™), completando a prova. | |
Nota. Uma outra prova mais direta de que £ é constante ¢ a seguinte. Tomemos por simplicidade n = 1. Como H,(x) = exp (— — ) tem-se
OqHa(a) = =8 Ha(x). Logo, como por hipétese a diferenciagio em @ e L comutam (pois L e P comutam), tem-se dqf(a, b) L(Hu)(b)

L(OaHa)(b) = (L(=iPH.))(b) = —i(PL(Ha))(b) = —8,L(Ha)(b) = —yi(a, b). Assim, £'(a) = (aa a, b)) ) =

- (o,j,(a, b))b:a + (a,,z’(a, b))b:a =0. O caso n > 1 6 andlogo. &
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e A transformada de Fourier inversa

Na Proposigao 38.6, pigina 1872, provamos que F e F¢ sio operadores de .(R™) em si mesmo. Vamos agora provar
que esses operadores sao sobrejetores (sua imagem ¢ todo . (R™)) e injetores (um-a-um). Mais que isso, provaremos que
um é o operador inverso do outro. Além disso, provaremos que 72 = R e F* = 1.

Teorema 38.3 F e F° sdio isomorfismos de /' (R™) em .7 (R™), ou seja, sio aplicagoes lineares bijetoras de . (R™) em
Z(R™). Mais especificamente, temos T~ = F¢, relacio essa vdlida em . (R™). Valem também em .7 (R™) as relagdes

F2 = R e gt =1. (38.65)

FEssas duas expressées implicam também que I3 = F~1. [m}

Prova. Das relagbes (38.41) segue imediatamente que
TP, = —P,F> o F2Q, = —Q.7F? (38.66)
Temos também que RQ, = —Q.R e RP, = —P, R (vide (38.43)). Logo,
RF’Qu = —RQ.F* = QuRF* e RF°P, = —RP,F* = P,RF*.

Isso estabeleceu que o operador linear e continuo RF? comuta com os operadores @, e D, para todo a. Pelo Teorema

38.2, pagina 1877, concluimos que RF? é um miltiplo da identidade, como operador agindo em .#(R™): RF? = (1 para

alguma constante ¢. Provemos agora que £ = 1. Para tal basta calcular RF? sobre uma fungio g € .%(R™) especifica e
n

1 .
ver o que disso resulta. Escolhemos para g a fungao g(z) = exp ) Tf
=1

. Como vimos na Proposi¢ao 38.8, pagina
j=
1873, tem-se Fg = g. Fora isso, é evidente que Rg = g. Logo, RF?g = g, estabelecendo que £ = 1.
Provamos, portanto, que RF? = 1. Como R? = 1, isso implica 2 = R e isso, por sua vez, implica que F* = 1 e

também que FRF ©5.42) F2R = 1. Mais importante, porém é o fato que RF? = 1 diz-nos que (RF)F = F(RF) = 1.
Essas relagoes provam que I~ existe e vale 7~ = RF = ¢, completando a prova. |

e A transformada de Fourier e a distribuigao delta de Dirac

Podemos nesse ponto antecipar alguns comentdrios a respeito do papel das transformadas de Fourier na Teoria das
Distribuices. Se escrita explicitamente, a relagio F~1 F[f] = f, vilida para toda f € #(R"), induz as seguintes
manipulagoes:

1 y 1 iew iy-a
fly) = 5715 (v) = @2 Ff)(@)e™ e dhe = 2" me n flw)e™ W d"w eV d"e
1 —i(w—y)z jn n
= W - f(w) . e d"z d'w,

sendo que a troca de ordem de integragao acima tem, em principio, significado apenas simbdélico. A igualdade

1
) = fw) i gy gy
Rn 27)" ga
obtida formalmente acima, diz-nos que
1 —i(w—y)z n N :
—_— e wrdiy = §(w—y), (38.67)
2m)" g

onde § é a distribui¢ao delta de Dirac em R™. Como discutiremos, apesar de (38.67) ter sido obtida acima por um
procedimento formal (o estudante hé de observar que a integral do lado esquerdo de (38.67) nao é convergente, tendo,
portanto, apenas um significado simbélico), ela é correta se interpretada no sentido de distribui¢des. A expressao (38.67)
é muito 1til, sendo empregada em diversas areas da Fisica, como na resolugao de equagoes diferenciais, em cédlculos de
segoes de choque na Fisica Quantica etc.
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38.2.1.3 Transformadas de Fourier, Produtos de Convolugao e Identidade de Plancherel

e Transformadas de Fourier e produtos de convolucao

Vamos agora estudar a relagao entre a transformada de Fourier e o produto de convolugio em . (R™). Pelas defini¢oes,
vale

1 —iyz g
Flf=glly) = @ ]Rn(f*g)(f)e e dt
= ! flz —w)gw)d"w e ¥ d"x
@™ g me

1 iy

= @ flz—w)e *d"z g(w)d"w
T R"™ Rn

T—rtw 1 1 3 —iy- —iy-w
= —_— —_— fl@)e Ve d s eV g(w) d"w

(2,”)”/2 R (QW)TL/Z Re

= —_— flx)e ¥ dre

~iyw o 0) dhw
@M ga € g(w) d"w

1
2m)/2 gn

= Flf Il -
Provamos, portanto, que
Ff =g = F1f]-Flg]
Como R(a-b) = (Ra) - (Rb) para duas fungoes de Schwartz a e b quaisquer (Proposigao 38.3, pagina 1863), segue disso
ede 57! = RT que
FHfxgl = TS5l
Como essa relagdo vale para todos f, g € . (R™), podemos substituir f — F[f] ¢ g — F[g], obtendo T~ F[f]*Flg] = f-g
e disso segue que
FIf gl = F1+Flgl -
Como R(a#b) = (Ra)* (Rb) para duas fungdes de Schwartz a e b quaisquer (Proposicio 38.3, pagina 1863), segue disso
ede T = RTF que
TS gl =TT g

Para futura referéncia, reunimos os fatos provados acima na seguinte proposi¢ao:
Proposigao 38.10 Seja o produto de convolugio definido em . (R™) por
1 n aq @
(fx9)(@) = @ e flz—y)gly)d"y (38.68)
com f, g € S (R™) e sejam a transformada de Fourier F e sua inversa F~1 dadas por

1 1

(9m)n/2 — Fiya gn !
@2m)"/2 ga 02 L. f(z)e T, (38.69)

Ifly) = f@)e e de e T =

para toda f € .#(R™). Entdo, para todas f, g € .7 (R™) valem as relagoes

Flf =gl = TF[f]-Fg. (38.70)
F U fxg = FU-F ), (38.71)
Ff-gl = Ff1=Fql, (38.72)
FUf-gl = FTUAxF ] (38.73)
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Essas relagoes estabelecem que as dlgebras (#(R™), -) e (L (R™), %) (vide pdgina 1863) sio isomorfas, o isomorfismo
sendo dado pela transformada de Fourier. [m}

E. 38.26 Exercicio para o estudante que conheca a distribuicdo de Dirac. Obtenha formalmente a relagao J|f] « J[g] = F[f - g]
fazendo uso de (38.67). *

e A identidade de Plancherel

Em /(R") podemos definir um produto escalar por
(f, 9)¢ = Fwgly) d'y . (38.74)

E fécil constatar (faga-o!) que

(f, )¢ = @m)"2 (Rf)xg (0) = (2m)"™* T (Rg) (0)

(f, 9be = @m)"?F T-g (0). (38.75)

(&), Flahe = @m)"* (BRI * (Fl9)) (0) = @m)"* T * (Flg)) (0) = 2m)"* FF «TFg] (0)

(38.72) (38.75)

@m)"7 F-g (0) (. 9
onde, na terceira igualdade, usamos que (F=1[f]) =F F , que segue de (38.32) e do fato que 1 = F¢,

A igualdade assim estabelecida (F[f], Flgl)¢ = (f, 9)¢, vélida para todos f, g € & (R™), ¢ denominada identidade
de Plancherel’?, ou teorema de Plancherel, para as transformadas de Fourier. Ela contém a importante informacao que
J é um operador isométrico em relagao ao produto escalar acima.

Substituindo f — F'[f] e ¢ — F![g] na identidade de Plancherel, obtemos (f, ¢)¢ = (F'[f], F'g])c -
Substituindo apenas f — F~'[f] na identidade de Plancherel, obtemos que (f, Flgl)¢ = (F'[f], 9)¢, que afirma
que F* = F~! (na linguagem de operadores duais (adjuntos) em espacos de Hilbert). Substituindo apenas g — F~'[g]
na identidade de Plancherel, obtemos que (F[f], g)¢ = (f, F~![g])c-

Para futura referéncia reunimos os resultados provados acima na seguinte proposigao:

Teorema 38.4 (Teorema de Plancherel) Seja o produto escalar definido em &/ (R™) por
[0 ¢ = N F(w)aly) d"y

para todas f, g € Z(R™) e sejam a transformada de Fourier F e sua inversa ¥~ dadas por

) = g | SO e T = g e
para toda [ € .7 (R™). Entdo, para todas f, g € . (R™) valem as relagoes
FNF9l e = L9e> (38.76)
T T el e = fides (38.77)
L5l e = FUL 9 s (38.78)
Fflge = £ ¢- (38.79)

22Michel Plancherel (1885-1967). O trabalho original de Plancherel sobre a identidade que leva seu nome é: Michel Plancherel, “Contribution
a letude de la representation d’une fonction arbitraire par les integrales définies” Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, vol. 30, p.
298-335 (1910).
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FEssas relagoes estabelecem que F e F~1 sdo operadores isométricos para o produto escalar acima e que vale F* = F~1.
A relagao (38.76) é denominada identidade de Plancherel. [m]

O Teorema de Plancherel, Teorema 38.4, indica que a extensdo da transformada de Fourier a L2(R™, d"z), que
discutiremos adiante, é um operador unitério nesse espaco de Hilbert.

E. 38.27 Exercicio para o estudante que conhega a distribuicao de Dirac. Obtenha formalmente a relagdo (F([f], Fg])¢ =
(f, 9)¢ fazendo uso de (38.67). *

Facamos ainda um comentario elementar que utilizaremos posteriormente em nossa discussao sobre transformadas de
Fourier de distribuigoes. Considere-se a forma bilinear w em . (R™) que a cada par f, g € .%(R™) associa

wif,9) = f,9¢= . fWgy) d*y .
Temos que w f, Flg] = [, Flg] ¢ G8T8) g1 T.9 ¢ (58.32) I/, 9 > estabelecendo que
w f Flgl ] =w3lflg . (38.80)

e Os operadores P e () como operadores simétricos

Para futuro uso, demonstremos as seguintes propriedades importantes que relacionam os operadores P e () e o produto

escalar (38.74) no espago de Schwartz: para todos f, g € &(R*) e todo a € {1, ..., n} valem
[iQag ¢ = Qaf, 9 - (38.81)
fiPag ¢ = Fafig - (38.82)

A prova de (38.81) ¢ elementar:
£.Qu o= T@ag@) @ = 0@ @' = Qufg -

R®

A relacao (38.82) pode ser facilmente provada via integracao por partes, mas vamos fazé-lo de uma forma mais elegante,
usando (38.41) e a identidade de Plancherel (38.76):

(38.76) 38.41) (38.81) (38.41) (38.76)

f. Pag o 51, FPg o =V 55 QuFg o "BV Quif 99 o UV gRf g o PV Pufig .

estabelecendo (38.82).
Na linguagem da Andlise Funcional, (38.81) e (38.82) informam que @, e P, sdo operadores simétricos em . (R™).

Seguindo as defini¢oes (38.45)—(38.46) ¢ trivial estabelecer que
Ul)f, Ula)g o = f, 9 ¢ e que Via)f, Via)g ¢ = f. 9 ¢ (38.83)
também para todos f, g € .7 (R") e todo a € R™.

E. 38.28 Exercicio. Prove isso! *

e O “Principio de Incerteza” para transformadas de Fourier em .7 (R)

J4 comentamos, ao contemplar anteriormente alguns exemplos, que a transformada de Fourier de uma funcao “es-
treita”, é uma fungao “larga” e vice-versa. Vamos aqui tornar essa ideia mais precisa. Para um tratamento dessa questao
com métodos similares, vide [297] ou [10].

Seja f € .(R) uma fun¢do nao-nula escolhida de sorte que f, f c=1 (o que sempre pode ser alcancado entre
fungdes nao-nulas multiplicando-as por uma constante adequada). Por (38.76), segue também que JFf, Ff = 1.
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De (38.39), segue que —i = f, (PQ — QP)f (. Por (38.81) e (38.82), isso implica —i = QPf, f o — f, QPf .
Tomando o mddulo de ambos os lados dessa igualdade, temos
(38.81) 1/2 1/2
V< QPR fo+ LQPfo =2 QP o “ 2 @ Pf, <2 QL Qf o PLPSf,
(38.84)
sendo que a ultima desigualdade ¢ uma decorréncia imediada da desigualdade de Cauchy-Schwarz (vide, e.g., (3.11),
pégina 201). Pela identidade de Plancherel (38.76) e pelas relagoes (38.41), temos Pf, Pf = JIPf, FPf =

QFf, QFf . Assim, (38.84) diz-nos que

2

1/2 1/ 1 ) ) . 1
QLQf ¢ QFLQFf o = 5. ousga,  f.QY o TLQWS . > 7. (38.85)
Essa relacao expressa a “relagao de incerteza” procurada. Para entendé-la, observe-se que ela afirma que
o 2 > A\ 2 1
a? f(z) " da P fp) dp > 7, (38.86)
o . 4

onde f(p) = F[f](p). Passemos & sua interpretagao.

2 22 . N . 2 a2

Como fooc flz) "de=1e fooc f(p) ~ dp =1, podemos interpretar as fun¢oes nao-negativas f(z) ~e f(p) = como
R - . N2 B2

distribuigoes de probabilidade em R. Dessa forma, as grandezas fio 22 f(z) " dw e fio 22 f(z) © do expressam as

médias da varidvel aleatéria 2 nessas duas distribuigoes. Portanto, (38.86) diz-nos que o produto dessas duas médias

sempre excede 1/4. Logo, se uma for “pequena” a outra deverd ser suficientemente “grande” de sorte a nao violar a

desigualdade (38.86).

Essa é a forma precisa de expressar a propriedade qualitativa das transformadas de Fourier. Se f é uma fungao
“estreita”, ou seja, para a qual o valor médio *_a? f(x) 2 dv 6 “pequeno”, entao f deve ser “larga”, ou seja, deve

) vl o )

fornecer um valor médio  *_a? f(z) ~ da “grande” e vice-versa.

A relagao (38.85) pode ser ainda mais generalizada e sua interpretacao aperfeigoada. Se nela realizarmos a substituigao
f—=V(=b)U(—a)f,onde U eV sdo os operadores definidos em (38.45) e (38.46), respectivamente, com a, b € R, obtém-
se

1
£ Qoat’f, Ff, Q-b1’Ff . > T (38.87)
E. 38.29 Exercicio. Prove isso. Utilize para tal relagdes de comutagao como (38.41) e (38.52)—(38.55), assim como as relagBes
(38.83). *

Assim, obtemos
> 2 2 > 2 p N2 1
(x—a)® f(x) " dz =07 f@)"dp = . (38.88)

—o0 —c0
Essa desigualdade ¢ vélida para todos a, b € R, mas é elementar constatar (faga-o!) que o lado esquerdo atinge seu
minimo quando a e b igualam os valores médios de x na distribuicio de probabilidades definida por |f(z)|? e |f(x)[?,
respectivamente: a = f;T f(x) Pdreb = fooo;v /(T) % dz. Nesse caso, cada fator do lado esquerdo iguala-se a
variancia de x na respectiva distribuicao de probabilidades. A equagao (38.88) afirma, portanto, que o produto dessas
duas variancias sempre excede 1/4.

E. 38.30 Exercicio. Generalize o tratamento de acima para transformadas de Fourier em .7 (R™). *
) kk skokok skokk kok ok

O Principio de Incerteza, no contexto da Fisica Quantica, é discutido na Secao 42.4.1, pagina 2222. O estudante deve
comparar os as similaridades e dissimilaridades dos métodos 1l empregados com os usados acima.

38.2.2 A Transformada de Fourier em L?(R", dx)

Esta breve se¢ao, cuja leitura é dispensavel para o material que lhe segue no corrente capitulo, é melhor compreendida
por estudantes familiarizados com a nogao de espago de Hilbert e com alguns fatos relativos a operadores agindo em
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espagos de Hilbert. Vide Capitulo 39, pagina 1962 e Capitulo 40, pagina 1999.

e A transformada de Fourier em L?(R", dz)

As chamadas fungées de Hermite foram introduzidas na Secao 15.2.3.1, pagina 706 e sao definidas por hy,(z) :=

cmHm(z)e"'”z/? com z € R e m € Np, onde .
_— (38.89)
2mmly/m

Cm,

e H,, sao os polinomios de Hermite. E bastante evidente que todas as fungoes de Hermite h,, sao elementos do espago de
Schwartz . (R). Na Secao 16.2, pdgina 745, provamos também que essas fungoes formam uma base ortonormal completa
no espaco de Hilbert L?(R, dz). Desse fato ¢ do Teorema 39.7, pigina 1980, concluimos que .#(R) é um subespaco denso
do espaco de Hilbert L?(R, dz). A mesma afirmagdo se estende facilmente a mais dimensdes: .7 (R™) é um subespaco
denso do espaco de Hilbert L2(R", dx).

A identidade de Plancherel informa-nos que a transformada de Fourier § é um operador unitédrio no espago de Schwartz
Z(R™). Como esse subespago de funcdes é denso em L?(R™, dz), segue do Teorema BLT, Teorema 40.1, pagina 2005,
que F pode ser univocamente estendida como operador unitdrio a todo L?(R", dz). Denotaremos essa extensao também
por J. B importante notar que essa argumentagao aplica-se também sem mudangas a transformada de Fourier inversa
F~1 e, portanto, também esta possui uma extensdo unitdria a todo L?(R™, dz), a qual também denotamos por F~!.
Como ambos os operadores sio o inverso um do outro no subespaco denso .%(R™), concluimos que a extensio F!
é também a inversa da extensdo F em L2(R", dx) e vice-versa. Como F e F~! sdo unitdrias, temos evidentemente
F* =F 1 em L*(R", dz).

H4 um ponto sutil na definicio da extensio de F a todo L*(R", dz) que deve ser compreendido pelo estudante. Se
¢ € L2(R™, dr) podemos, pelas consideragdes de acima, definir 1) univocamente como um vetor de L*(R™, dz). Isso,
porém, nao garante que F1) possa ser expressa pela representacao integral usual da transformada de Fourier

1 ipa :
Flylp) = T e P(z)e” " d" s, (38.90)
pois a integral do lado direito pode nao estar definida (no sentido de Lebesgue). Lembrar que a integral do lado direito
56 estard definida se ¢ € LY(R™, dx). Assim, se ¢ € L}(R", dz) mas ¢ ¢ L'(R", dr) teremos F1) definida, mas a
representacao integral de acima nao existird (no sentido de Lebesgue). Tal é o caso, da fungao definida em R dada por

i 1 eV, paray>0,
P(x) = Tmati’ para a qual tem-se FWl(y) =

0, paray <0,

com F[¢](0) arbitraria.

Mais adiante descreveremos uma forma de representar Fv para qualquer ¢ € L*(R", dz) em termos de uma série
(convergente em L?(R", dx)) envolvendo as fungdes de Hermite.

e A transformada de Fourier em L?(R", dz) e algumas de suas relagdes algébricas

Comecemos com algumas definigoes que serao uteis no que segue.

Para a € R definimos o operador T, : L?(R", dx) — L*(R", dz) por (T,h) (z) := h(z — a), com h € L*(R", dz).
Nao ¢ dificil constatar que cada T, é unitdrio ¢ T = T;' = T_,. O operador T, implementa uma translagdo por a nos
elementos de L*(R", dx).

Para a € R™ definimos o operador de multiplicagio e, : L*(R", dx) — L*(R", dz) por (e,h) (x) = e~**h(x). Nao
¢ dificil constatar que cada e, é unitdrio e e} = e;! =e_,.

Definimos também o operador R : L2(R", dz) — L*(R", dz) por (Rh)(x) = h(—z). E trivial constatar que R &
unitdrio e R* = R~! = R. O operador R implementa nos elementos de L2(R", dr) uma reflexdo sobre a origem em R™.

Por fim, definamos o operador antilinear C' : L*(R", dx) — L*(R™, dx) por (Ch)(x) = h(z)). O operador C é
antiunitdrio, o que significa que

f:Cg o= 9.Cf ¢
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para todos f, g € L*(R", dx).

E evidente pelas defini¢oes que valem as seguintes relagoes:

R? = 1, (38.91)
c? o= 1, (38.92)
Re, = e_.R, (38.93)
Ce, = e_,C, (38.94)
CT., = T.,C, (38.95)
CR = RC. (38.96)

Afirmamos que valem também as seguintes relagoes algébricas entre esses operadores e a transformada de Fourier:

cF = gC (38.97)
FT, = eF, (38.98)
Feo = T oF, (38.99)
FR = RF =91, (38.100)
72 = R, (38.101)
Fto= 1, (38.102)

para todo a € R™. As relagoes acima jd foram estabelecidas para . (R™): (38.97) foi estabelecida em (38.32); (38.98) e
(38.99) foram estabelecidas em (38.33)—(38.34); (38.100) foi estabelecida em (38.42) e, por fim, (38.101) e (38.102) foram
estabelecidas em (38.65). Cada uma delas se estende a todo L?*(R", dz) pois #(R") é denso em L*(R", dz) e pois
todos os operadores envolvidos sao limitados.

e A transformada de Fourier em L?(R", dz) e produtos de convolugio

Se f e g sdo elementos de L?(R", dr) podemos definir seu produto de convolugio por

fxg (a) == Cf., RT_a9 ¢ aceR". (38.103)

1
(27\—)n/2
Essa defini¢ao pode parecer estranha e artificial, mas escrevendo-se explicitamente o lado direito de (38.103), temos

1

f*ﬂ(a):WR

fo)gla—a)de,

como facilmente se verifica. De fato, (RT_,9)(x) = (T_ag)(—z) = g(— + a), donde segue facilmente a afirmacio. E
facil constatar outrossim que

fxg (@) = g«f (a)
para todas f, g € L?(R", dz) e para todo a € R". De fato, usando as relagdes (38.91)-(38.96), a unitariedade de R, a
antiunitariedade de C' e o fato que T} = T_,, segue que

@m)"/? fxg(a) = Cf RT_ug o = TuRCf, g , = CRI_uf. g

= Cg, RT of o = 202 g« f (o).
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E relevante notar, todavia, que f* g nio é necessariamente um elemento de L?(R™, dz) se f e g o forem.

Coloquemo-nos a seguinte questao: podem os resultados da Proposi¢ao 38.10, pagina 1879, ser diretamente estendidos
do espago de Schwartz .#(R™) ao espago de Hilbert L?(R"™, dz)? Uma evidente dificuldade reside no fato de que .7 (R™)
é uma dlgebra tanto com relagao ao produto pontual quanto em relagao ao produto de convolugao, enquanto que o espago
de Hilbert L(R", dz) nio o é em relagio a nenhum dos produtos. Assim, se f, g sio fungoes de L*(R™, dx), os produtos
fg e f+*g nao necessariamente o sao e, portanto, nao é evidente sequer se a transformada de Fourier e sua inversa podem
ser aplicadas a ambas as fungoes.

Recordemos, porém, que se f e g sdo duas fungoes de L?(R™, dx) seu produto pontual é certamente um elemento de
L'(R™, dx) pois, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, . | f(x)g(x)|dz ?< R |f(2)*dx R lg(x)[2dz < co. Assim, se
f.g € L*(R", dz) a transformada de Fourier e a transformada de Fourier conjugada do produto pontual fg existem e sao
dadas por F[fg(y) = W re f(@)g(x)e " Vda e T¢[fgl(y) = W re f(2)g(x)e™ Vdz, respectivamente. Temos o
seguinte resultado:

Proposicao 38.11 Para todos f, g € L*(R™, dx) tem-se

1

T e F SN ) T g)(w) e " da (38.104)

fxg (y) =

A integral & direita estd bem definida pois, como jd comentamos, F~1[f] - F~'[g] € L'(R™, dx). A igualdade acima
estabelece que se f, g € L*(R", dx), entdo f* g é a transformada de Fourier de uma funcdo de L*(R™, dx) (observar
que o lado direito de (38.104) é a transformada de Fourier de um elemento de L*(R", dz)). Como a transformada de
Fourier ¢ invertivel em L*(R™, dx), seque de (38.104) que

Ff1=Flg] = Flfg]- (38.105)

Note-se que a transformada de Fourier do lado direito, F[fg], ¢é entendida como a transformada de Fourier de um
elemento de L'(R", da). Segue disso também que
FUfF g = FUfgl, (38.106)

sempre para f, g € L*(R", dz). [m}

Incidentalmente, (38.104) fornece uma prova alternativa de que f x g = g * f para f, g € L2(R", dx).

Prova da Proposi¢do 38.11. Fazendo uso da unitariedade da transformada de Fourier em L?(R™, dz) e das relagdes
(38.91)-(38.96) e (38.97)-(38.102), obtém-se

(38.103)

@m)"2 fxg () Cf RT-yg o """ FCf, TRTyg o = CTf, e,T70g ¢

= T T () e da
e

Verifique! Na tltima igualdade nos limitamos a escrever explicitamente o produto escalar. A relacao (38.105) segue disso
substituindo-se f e g por F[f] e Flg], respectivamente, que também sio elementos de L?(R™, dz). A relacio (38.106) é
obtida tomando-se a conjugagao complexa ou aplicando-se o operador R a ambos os lados de (38.104) ou de (38.105). W

38.2.2.1 Mais Algumas Transformadas de Fourier Relevantes em Aplicagoes

Nosso propésito nesta segao ¢ justificar a validade de algumas identidades utilizadas com frequéncia em problemas de
Fisica, no computo de certas solugoes fundamentais (fungoes de Green) associadas a certas equagoes diferenciais lineares
nao-homogéneas:

O primeiro exemplo é o seguinte. Seja w, um nimero complexo com Im (w,) > 0. Entao, vale

o0 ezwt

dw = 2miH ()" (38.107)

oo W W
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onde H é a chamada fun¢ao de Heaviside, que vale H(t) = 1 para t > 0 e H(t) = 0 para t < 0.

O integrando do lado esquerdo ndo ¢ uma funcio integrdvel (ou seja, ndo é um elemento de L'(R, dz)) e a integral
A

eiwt

do lado esquerdo deve ser entendida no sentido de integrais de Riemann indefinidas, ou seja, como Alim dw.
Y

0 |4 W—wy
Analogamente, para w, € C com Im (w,) < 0, vale

o giwt
dw = —2miH(—t)e™"", (38.108)

o W — Wy
expressao esta que pode ser facilmente obtida de (38.107) tomando-se o complexo conjugado daquela (faca-o!). As
relagoes (38.107) e (38.108) podem ser conjuntamente escritas na forma

oo clwt

dw = 2misgn Im(w,) H sgn Tm(w,) t ™! (38.109)
oo W — Wa

onde sgn Im (w.) ¢ o sinal de Im (w.).

A relagio (38.107) pode ser obtida com uso do chamado “método dos residuos”, da teoria das fungdes de varidvel
complexa, mas seguiremos aqui um procedimento diferente. Considere-se a funcio f(t) := H(t)e™~t, t € R. E elementar
constatar que, devido ao fato de f anular-se na semirreta real negativa (decorréncia do fator H na defini¢ao de f) e decair
exponencialmente para t — oo (decorréncia de ter-se Im (w,) > 0), vale que f € L'(R, dx) e que f € L*(R, dz), ou seja,

fooc f(t)dte f; f(t) %t sio ambas finitas. Consequentemente, a transformada de Fourier de f, que denotamos por
f(w) = Ff)(w), w € R, é dada por
2 1 > 1 o 1 1
W) = —— H(t)ete~ ™t g — —— efl(m*h}*)t dt = .
) =7 HO Vo N
Verifique! Por ser a transformada de Fourier de uma funcio em L?(R, dz), f ¢é igualmente uma funcdo de L?(R, dz),
mas nio necessariamente de L'(R, dx).

(38.110)

E. 38.31 Exercicio.  Constate explicitamente que para a funcdo f dada em (38.110) tem-se ff; |f(w)\2dw < o0, mas que
I |f(w)]dw diverge. Sugestdo: use o fato que, escrevendo-se w. = . + if., COM av., B € R, tem-se |w — w.| = \/(w — a.)? + 52

e conclua que 1/ |w — w.| decai como 1/|w| para |w| — oo. *
Assim, temos que 71 f (t) = f(t) (no sentido de L2(R, dz)). Formalmente, essa igualdade se escreve como
\/% fooo f'(w)c“"‘dw = f(t), ou seja,
1 o 1 . .
— et dw = H(t)e" .
AW _ o W — Wy

Essa ja ¢ a identidade desejada (38.107), mas como f nao ¢é integravel, é necessario dar um sentido mais preciso a
integracdo do lado esquerdo. Isso pode ser feito aproximando-se f em L?(R, dz) por fungdes em L'(R, dz)NL?(R, dz),
o que pode ser feito de diversas formas.

Uma possibilidade ¢ considerar-se as fungoes Fa(w) = x[—a, a)(w)f(w), para A > 0, onde x[—4, 4] ¢ a fungao carac-
terfstica do intervalo [—A, A]. E evidente que Fy € LY(R, dz)NL2(R, dx) para todo A > 0 e é fcil ver que F4 converge
na norma de L?(R, dz) a funcio f.

E. 38.32 Exercicio. Verifique essas afirmages. *

Mais adiante, a pagina 1926, quando tratarmos de transformadas de Fourier de distribui¢oes temperadas regulares,
vamos encontrar uma outra justificativa, de natureza distribucional, para a identidade (38.107).

Uma outra situagao importante em aplicagoes envolve o computo de integrais como
oo it

————d 111
oo W2t Bw Aty @ (38.111)
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com f3, v € C satisfazendo 32 # 4v. Escrevemos

1 1 1 1 1

3

W+ puty  (Wowp)w-—w-) wy-—w. (w-wy) (wW—w-)

onde w4 sdo as rafzes do polinémio w? + fw + 7, ou seja, wy = % — B+ B%2—4y (aqui e no que segue as raizes
quadradas sao tomadas no ramo principal). Inserindo isso em (38.111), teremos
oo —iwt o iwt oo iwt
e 1 e e
————dw = dw — dw
oo W2 Bw Aty Wy —Wo oW — Wy oo W — W
38.109 2mi ;
@8200 =M o H oyt '~ H ot -1 | (38.112)
Wy —wo

onde o4 :=sgn Im(wy) , o sinal da parte imagindria de w.. E f4cil constatar que o lado direito de (38.112) pertence a
LY(R, dt) N L3(R, dt).

e Exemplos de aplicagoes de (38.112)

Vamos aqui apresentar alguns usos de (38.112). A integral J4 .(t), abaixo, aparece no computo do chamado propa-
gador de Feynman de campos escalares relativisticos e as integrais Ky (¢) aparecem no computo de fungoes de Green
retardadas e avangadas, também no contexto de Teorias Quanticas de Campos relativisticas, ou no Eletromagnetismo.

Exemplo I. Um problema de interesse em aplicagoes é o computo da integral

00 iwt
Ji e (t) = —F——dw, 38.113
oe(t) o w2 —wi e “o ( )
onde wy >0 e e > 0. Nesse caso 3 =0, y = —wf +ic e wy =+ wi — ie. Claramente, sgn Im(wy) = F1 e teremos
J+7F(t) — +Z 7H(7t)61\/w§—ist _ H(t)e—z\/w%—iet
wg — e
Analogamente, ¢ ficil ver que
h et i in/w2+iet —iy/w2tiet
J_ e (t) = o dw = — H(t)e'V@OTe 4 H(—t)e Vot
—oo W — Wy — € wi + e
E. 38.33 Exercicio. Verifique! *
Definindo-se Jo(t) := lim Jy (), teremos:
0y
mi iwot —iwot i iwot —iwot
Ji(t) = —— H(—t)e™"" + H(t)e ™ e J_(t) = — H(t)e"™ " + H(—t)e ™" . (38.114)
wo Wo

Exemplo II. Outro problema de interesse em aplicagoes é o computo da integral

oo it
Ky (t) = — 38.115
L) = (3.115)
onde wy > 0 e e > 0. Nesse caso 8 = 2ie e ¥ = —w3 — €. Aqui we = Fwy — ie. Claramente, sgn Im (ws) = —1 e,
portanto, segue de (38.112) que
2
K ((t) = IH(ft) sen wot e . (38.116)
wo
Verifique! De forma totalmente andloga, demonstra-se que
oo iwt 9
K_ . (t) = %dw = 7—ﬂ-H(t) sen wot e . (38.117)
oo (W —i€)2 — Wi wo
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Verifique!
De particular interesse sao os limites K4 (t) := lirél K4 (t). Teremos:
e—04
27 . 27
K, (t) = —H(—t)sen wot e K_(t) = —=—H(t)sen wol . (38.118)
wo wo

38.2.2.2 A Transformada de Fourier em L?(R", dz) e suas Propriedades Espectrais

e A transformada de Fourier em L?(R", dz). Representacio espectral

No exercicio e nas consideragoes que seguem estabelecemos que o espectro da transformada de Fourier no espago de
Hilbert L?(R™, dx) é composto pelas rafzes quarticas da unidade: o(F) = {1, —i, —1, i} (vide também Teorema 40.15,
pagina 2053 e comentdrios que se lhe seguem). Em seguida, exibimos uma base ortonormal completa de autofuncoes
em L?(R, dr): as fungdes de Hermite, introduzidas na Secdo 15.2.3.1, pdgina 706. Esse exercicio é melhor apreciado
pelo leitor familiarizado com o Teorema Espectral, quer na versio para matrizes (Teorema 9.6, pdgina 382), quer na
versao para operadores limitados em espacos de Hilbert (vide Teorema 40.46, pagina 2155, para o caso de operadores
autoadjuntos).

E. 38.34 Exercicio. Seja f € .#(R"). Usando o fato que * = 1 (vide Teorema 38.3, pagina 1878), mostre que as fungdes g,
a € Z, definidas por

3
ga = AN = 0+ () T+ ()T + )

satisfazem F[g.] = (—i)*g. para todo a € Z (em verdade, como i* = 1, s 0s casos a = 0, 1, 2, 3 sdo independentes). Mostre também
que
1< 1
_ 1 ey Lo .
I=9 ;( i)'9a = 3 (go igy — g2 + zga) .
Isso prova que toda fun¢@o de Schwartz pode ser escrita como combinag@o linear de quatro fungGes de Schwartz, as quais sao autofungonas

da transformada de Fourier com autovalores (—i)* com a = 0, 1, 2, 3. Essa & uma versao do chamado Teorema Espectral para as
transformadas de Fourier em .//(R™).

Mostre, usando as expressoes acima, que
3 1 3
T=3 (i), onde g, = gy iR
a=0 =0

a=0, 1, 2, 3. Prove que

3

Z & =1 e que Ealh = 0a,bEa

=0

para todos a, b =0, 1, 2, 3, e conclua disso que os £,’s sa0 0s projetores espectrais de J.

E de se observar que as propriedades e relacBes estabelecidas acima valem n@o apenas para a transformada de Fourier & agindo em
Z(R™), mas também para sua extensdo agindo em L?(R", dx). Justifique! *

e A Transformada de Fourier em L?(R", dr) e as fungdes de Hermite

Como dissemos acima, as chama}das fungoes de Hermite foram introduzidas na Segao 15.2.3.1, pagina 706, e sdo
definidas por A, (x) = cqmHp(x)e * /2 com x € R e m € Np, onde ¢,, ¢ dado em (38.89) e H,, sio os polinomios de
Hermite. Em (15.117) provamos que podemos expressar cada h,, n € Ng, na forma

e
e /2 (38.119)

hn(w) = en o=

com z € R. Como h,, € .7(R), e usando os operadores P e @, podemos escrever (38.119) na forma

hn = 0 Q—1iP ho
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com hoy(z) = e=="/2. E claro por essa expressdo, com uso de (38.41), que
Fha) = cn —P—iQ Flho] = (~i)'ea Q—iP ho,
onde usamos o fato ji provado que F[hg] = ho (Proposigao 38.8, pdgina 1873). Portanto, provamos que
Flha] = (=i)"ha (38.120)

para todo n € Ny e com isso estabelecemos que cada fun¢ao de Hermite h,, é autofuncao da transformada de Fourier com
autovalor (—i)". De acordo com (15.111), pagina 707, essas fungdes satisfazem j; hn(2)hn () dzz = 8y, para todos
n, m € Ng. Na Secao 16.2, pagina 745, provamos também que essas funcoes formam uma base ortonormal completa no
espago de Hilbert L2(R, dx).

Nota. A equacao (38.120) nao deve surpreender o leitor familiarizado com a Mecénica Quantica pois, devido a (38.41), é fécil ver que J
comuta com o “operador Hamiltoniano” do problema do oscilador harménico: H = %(P2 + Q2>. Vide Exercicio E. 38.21, pagina 1873. Sendo
as fungdes de Hermite h, autofungdes de H, elas devem ser também autofuncées de J.

As observagdes de acima permitem-nos exprimir a transformada de Fourier sobre elementos de L?(R, dz) da seguinte
S

forma. Seja ¢ = (hn, )¢ hy a decomposicao de i € L?(R, dx) na base ortonormal completa composta pelas fungoes
n=0
de Hermite, com (f, g)¢ :=  f(2)g(x)dx sendo o produto escalar usual em L*(R, dz). Obtemos, entdo, por (38.120),

o0 3 00
Fp = (=) Vg hn = (=) (Pantar P)o hanta s (38.121)

n=0 a=0 n=0

onde usamos o fato que as funcgoes de Hermite hy, 15 tém autovalores (—i)¥, para todo n € Ny e todo k € {0, 1, 2, 3}.
A convergéncia das séries acima se dd no sentido da norma de L?(R, dx). A relagio (38.121) permite exprimir a
transformada de Fourier de uma funcio ¢ arbitraria de L?(R, dz) e é vilida mesmo quando a integral (38.90) nao estd
definida.

Essa abordagem da teoria das transformadas de Fourier no espaco de Hilbert L?(R, dz) fazendo uso das fungdes de
Hermite é empregada no estudo de séries temporais e foi introduzida por Wiener? (vide, e.g., [337]).

Vemos do exposto acima que os projetores espectrais €,, a =0, ..., 3, de F sio dados, na notagio de Dirac?*, por
o
&a = hanta  hanta
n=0

e que podemos escrever

F = (=1)'€ = (=i)* hanta hanta -
a=0 a=0 n=0

Essa & a representagao espectral da transformada de Fourier. Com a notagao de Dirac podemos igualmente escrever

F= (=) hy hn

n=0
que é por vezes denominada representagao de Wiener da transformada de Fourier.

Com a posse dessas expressoes, abrem-se diversas possibilidades, como por exemplo, a de se definir poténcias ar-
bitrarias de transformadas de Fourier (também denominadas transformadas de Fourier fraciondrias), dadas para v € C
por

. —iTa —iTgr
o= e T g, = e 2 hanta  hanta
a=0 a=0 n=0

kK ok

23Norbert Wiener (1894-1964).
24Nessa notagio 1) (1| denota o projetor ortonormal sobre um vetor normalizado ¢ € L?(R, da).
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E. 38.35 Exercicio. Considere-se a funcao de Schwartz dada por
T\ 1/4 1
hz) = (= . —
@) (8) cosh (\/gx)

Mostre que essa fungdo tem norma 1 no espago de Hilbert L?(IR, da), ou seja, mostre que

= 2
(h, h)m(m){”) = [w h(z) de = 1.

Sugestdo: use a expressao (38.280) do Exercicio dirigido E. 38.66, pagina 1953, e tome o limite y — 0. Nao esqueca o fator ﬁ da
transformada de Fourier!

No Exercicio dirigido E. 38.65, pagina 1952, demonstramos que a func@o 4 tem a si mesmo como transformada de Fourier: Fh = h.
Conclua disso que h & um elemento do fecho do subespaco de Lz(ll{7 dz) gerado pelas fungBes de Hermite cuja ordem & um midiltiplo de
4, ou seja, {han, n € No}.

Isso implica que a projecdo de h sobre as demais fungBes de Hermite & nula. Assim, vale <h, h;c> = 0 para todo & impar, 0

que implica que

L2(R, dx)
oo 1 n
—————Hi(z)e " P dz = 0
./,,C cosh (\/gr) w(@)e ‘
para todo k& impar (o que & trivial, pois 2 & uma fungdo par mas h; & uma fungdo impar para todo k& impar) mas vale também que

(h, hz+4n>L2(R_ iy = 0 para todo n € No, 0 que implica que

- 1 H —?/2 g0

/796 W 24an(2)e r =0

para todo n € INo, uma relagdo que, aparentemente, na@o se deixa demonstrar facilmente por meios diretos!
Segue das consideragOes acima que podemos escrever

o

ks 1/4 1
(g) cosh (\/gx) - ;Umm h>b2(lKv dz) han () ,

como a expansdo de / na base ortonormal completa definida pelas fungdes de Hermite em L?(R, dz). Obtenha de forma explicita os
coeficientes

m\1/4 i 1 _22/2
B, h) :(7) /71{ ™
{han, >LZ(B' dz) 8 cn oo cosh (/3 1) e ’
como fungdo de n (obs.: isso ndo & uma tarefa simples!). Os coeficientes ¢,,, sao os dados em (38.89). *

E. 38.36 Exercicio. No Exercicio dirigido E. 38.65, pagina 1952, demonstramos que a fun¢@o do espago de Schwartz

L 1

1/4
hiz) = (§> cosh (y/5z)

tem a si mesmo como transformada de Fourier: $h = h. Mostre que as funcdes

L\" T\ 1/4 d\" 1
ro(z) = (Q — zP) h(z) = (g) (z - E) W s n € No ,
e
S\ m\ /4 d\" 1
sn(z) 1= (Q +'LP) h(z) = (g) (er E) h( 7z (\/§r) s n € No,
satisfazem
Frn = (—=i)"rn e Fsp = i"sn
para todo n € INo *

38.2.3 Transformadas de Fourier: Toépicos Suplementares

Esta secao trata de alguns temas especiais envolvendo transformadas de Fourier. Nem todo o material dela sera utilizado
no presente capitulo (ainda que seja ttil alhures) e seu estudo possivelmente pode ser dispensado em uma primeira
leitura.
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38.2.3.1 A Férmula de Soma de Poisson

Vamos aqui apresentar uma interessante conexao entre séries e transformadas de Fourier e alguns de seus usos. Trata-se
de uma relagio notével e de grande utilidade denominada férmula de soma de Poisson®.

Proposicao 38.12 (Férmula de Soma de Poisson) Para cada g € /' (R) vale a identidade
o 0
g(x+n) = Vor Flg] 27m e2™me (38.122)
para todo v € R. Em particular, vale a identidade
oo 0
g(n) 2T Flg] 2mm . (38.123)

n=-—o00 m=—o00

Ambas as expressoes (38.122) e (38.123) sio denominadas férmula de soma de Poisson. o

As hip6teses sobre a fungao g podem ser ainda mais enfraquecidas. Vide Exercicio E. 38.37, logo adiante.

Prova da Proposi¢do 38.12. Em primeiro lugar, observemos que, devido ao rdpido decaimento de g, asérie -~ g(z+n)

converge absolutamente e uniformemente em compactos e, portanto, define uma func¢ao continua em R, que denotaremos
por G:

)
G(z) = gz +n).
n=—co
E evidente pela defini¢do que G é uma fungao periédica e de periodo 1. Paralelamente, como Flg] € .(R), podemos
afirmar também que a série /27 o Flgl(2mm)e™?™ ™ converge absolutamente e uniformemente em compactos e,
portanto, define uma fungao continua em R, que denotaremos por H:

o
H(z) = V2w Flg] 2mm e me
m=—oc
E também evidente que H é uma funcio periédica e de periodo 1, pois as funcdes e’>™™ o so.

Para provarmos, como desejamos, que G = H, é suficiente, pelo Coroldrio 37.3, pagina 1818, provarmos que os
coeficientes de Fourier de G coincidem com os de H, que sdo obviamente dados por v27F[g](2mm) (vide (37.59)). De
acordo com (37.59), 0 m-ésimo coeficiente de Fourier de G é dado por

12
Gn = e Gly) dy
—1/2
12 o0
_ oi2mmy gly+n) dy
—1/2 n=—oc
) 00 1/2
37.2 ;
e e MY gy +n) dy
n=—co ~1/2
. o nt1/2
£ e 2mmEm g(p) dp
n=—oc n-1/2
R
= e () dp
o M=1/2
o0 -
= eI g(pydp = V27F|g] 2mm
—c0

25Siméon Denis Poisson (1781-1840).
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completando a prova. u

E. 38.37 Exercicio.  Mostre que as identidades (38.122) e (38.123) valem também para fungdes g que sejam diferenciaveis e

satisfagam a seguinte propriedade: existe K > 0 tal que |g(z)| + |¢/(v)] < £ para todo = € R. Sugestdo: constate que todas as
manipulagBes da prova da Proposi¢cao 38.12 sao validas sob a hipotese acima. Vide [99]. *

e Alguns usos da férmula de soma de Poisson

E. 38.38 Exercicio. Usando a formula de soma de Poisson (38.123) e o resultado do Exercicio E. 38.18, itens b e ¢, pagina 1868,
prove que para a > 0 vale

oo

1 1 ‘
2 a2+ (2mn)? ~ 2atanh(a/2) (38.124)

n=—oco

Compare (38.124) com (37.123). *

O resultado do Exercicio E. 38.38 pode ainda ser generalizado.

E. 38.39 Exercicio. Usando a formula de soma de Poisson (38.122) e o resultado do Exercicio E. 38.18, itens b e ¢, pagina 1868,
prove que para a > 0 vale

2mimae
€

me = ha(z), (38.125)

m=—c

onde h, & a fung@o continua e periddica de periodo 1 que no intervalo [0, 1) vale

icosh (a (z - %)) )

8.12
2a senh (% ) ® %)

ha(z) =

oo
Sugestdo: A somatoria Z emalm*el pode ser calculada da seguinte forma. Trata-se claramente de uma funcg@o periodica de periodo

m=—oo

1. Podemos, portanto, restringir = ao intervalo [0, 1) e escrever

s 1 o -1 o
z ﬁ—a\m+aﬂ — Z e—a\m-ﬁ»x\ + e—a\a;\ + Z P—a\m+f — Z f:a(m+m) + e % + Z ﬁ—a(m-'»x)
m=—o0 m=—o0 m=1 m=-—oc m=1
= e + (e(u + e—(u) Z e~om
m=1
N e’
l—e @
cosh (a (z — %
= cosh (a (2 — 7)) . (38.127)
senh (%)
Na segunda igualdade em (38.127) usamos que para 0 < x < 1 vale |m+xz| = —(m-+xz) sempre que m < —1, que vale |m+z| = m+x
sempre que m > 1 e que ¢ *1*l = ¢%*_ A {ltima igualdade em (38.127) envolve apenas manipulagBes simples. Complete todos os
detalhes. *

E. 38.40 Exercicio. A identidade (38.125)-(38.126) pode também ser obtida computando-se a série de Fourier da fungao h la
definida. Faga-o! (Exercicio E. 37.24, pagina 1842). *

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio e 21 de jusho de 2017 Capitulo 38 1893/2283

38.2.3.2 Usos da Férmula de Soma de Poisson. A Funcao  de Jacobi

E. 38.41 Exercicio. A chamada Fungso 6 de Jacobi”®, denotada por 6, & definida por

0z 1) = 3 Emmemt (38.128)

n=—oc
comz e Cete CcomRe(t)>0.

a. Usando a formula de soma de Poisson (38.123) e também (38.56), mostre que ¢ satisfaz a seguinte relagao:

0(z, t) = % S eEet (38.129)
Constate pela definicao da fungao 6 que
1 = T (oomy? 1
- F -
i x

e conclua de (38.129) que vale a identidade

0(z, 1) = %9 (’T’Z %) , (38.130)

paraz € Cet e C com Re(t) > 0. Essa expressao & denominada identidade funcional da funco 6 de Jacobi, ou relacdo funcional
da fungdo 6 de Jacobi.
b. Observe que para z € C e t € C com Re (t) > 0 podemos escrever

oc
Oz, t) = 142 Z e cos (2mnz) . (38.131)
n=1

Disso vé-se facilmente que 6(z + 1, t) = 6(z, t) e que 6(—=z, t) = 6(z, t). E também evidente por (38.131) que 6(z, t) & real se
z€Ret>0. Prove que para todo z € C vale

zlgro]o Oz, t) =1, (teR).

De (38.128) ou de (38.131) vé-se que, para cada ¢t € C com Re (t) > 0 fixo, a funcdo 6(z, ¢) & uma funcdo inteira de z, pois as
séries de (38.128) ou de (38.131) sao séries de fun¢Bes analiticas que convergem absoluta e uniformemente em compactos.

. Consideremos agora z € R e t > 0. Mostre que

<}

1/2
/ 0(z, t)dz = 1 (38.132)
-1/2

para todo ¢ > 0. Usando a periodicidade de 6(z, ¢) com relag@o a z e o fato que 6(z, t) = 6(—=z, t), mostre que para todo §
com 0 < § < 1/2 vale

_s 1/2 1-5
/ 0(z, t) dz+ / 0(z, t)dz = / 0(z, t) dz,
J1y2 Js Js

e usando (38.129), mostre que

r1-6
lim/ 0(z, t)dz = 0. (38.133)
t—0 5
Conclua disso que para ¢ — 0 a fungg@o 6(z, t) comporta-se como uma sequéncia delta de Dirac de periodo 1 centrada em z = 0.

A Fung@o 6 de Jacobi desempenha um papel em diversas areas da Matematica (Teoria de Nlmeros, Teoria de Grupos, teoria das
funcDes elipticas etc.) e da Fisica (teoria da difus@o do calor, Mecanica Quantica, Teoria Quantica de Campos etc.). Ha uma extensa
literatura sobre a Funca@o ¢ de Jacobi. Mais propriedades elementares e aplicacBes dessa fungao podem ser estudadas, entre outros, em
[335], [71] e [133]. No Exercicio E. 21.42, pagina 1007, exibimos um problema fisico, o problema de difus@o de calor no circulo, no qual
a Funcdo 0 de Jacobi surge naturalmente. *

26Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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Notas. Frequentemente denota-se 6(0, t) por 0(t), ¢ € C com Re (t) > 0. Assim, tem-se,

i 2 1 1 1 i xn?
o(t) = em ™t e vale o(t) = —0 (7) = = e (38.134)
e Vit Vi
pela identidade funcional (38.130). Alguns autores definem a Fungio 6 de Jacobi por
> 2
Iz, ) = Z e2minz+imn®T , (38.135)

n=—o0

com z, 7 € € mas Im(7) > 0. Tem-se, portanto, ¥(z, 7) = 0(z, —iT) e a relagao (38.129) fica

i ,l) ) (38.136)

Alguns textos denotam ¥(z, 7) por Yoo(z, 7), por foo(z, 7) ou ainda por 03(z, 7). &

38.2.3.3 Transformadas de Fourier e Médias Angulares

e Transformadas de Fourier de fung¢oes radialmente simétricas

Uma funcao f : R™ — C ¢ dita ser radialmente simétrica se para todo R € O(n) (o grupo ortogonal em R™. Vide
Segao 22.2.4, pagina 1044) valer f(Rz) = f(z) para todo z € R™. Se f € .7(R") é uma fungao radialmente simétrica, ¢
facil ver que sua transformada de Fourier também o é. De fato, sabemos que para todo R € O(n) vale (Rp)-z = p- (RTz).
Logo,

1

F1f)(Rp) = —(%ﬁm @y = e ) i

—RTa 1 .
TE G SR Ry

1 1
= — ye PVd"y = F(fl(p) .
GO e f(y) Y [f1(p)

provando que F[f] é radialmente simétrica. Na peniltima igualdade usamos o fato que f ¢é radialmente simétrica e o
fato que a medida d"z é invariante por O(n).

Se f : R® — C é uma funcio radialmente simétrica, entdao pode ser escrita na forma®’ f(z) = f ||z| para todo
z € R" onde ||z = 22+ ---+22. Em diversas situacoes temos interesse em calcular a transformada de Fourier de
uma fungao radialmente simétrica f em termos apenas de sua dependéncia radial. Esse cdlculo ¢ dependente da dimensao
n e exemplificaremos isso no que segue nos casos n = 1, n = 2 e n = 3. Em seguida trataremos do caso de n € N geral.
Caso n = 1. Se f € .7(R) ¢ radialmente simétrica, vale f(z) = f(—x) para todo 2 € R, pois o grupo O(1) consiste nos
elementos +1. Assim, uma fungao radialmente simétrica em uma dimensao é uma funcao par, e nesse caso, vale

2 > (14.121)
- =

511p) = f@ycos ol de W@ e VEdr,

0
como facilmente se constata, onde J_;/; é a fungao de Bessel de ordem —1/2 (vide Secao 14.2.3, pagina 639 e Secao
15.2.7, pagina 717). A razao de expressarmos F[f](p) em termos de uma funcio de Bessel ficard mais clara com os casos
que seguem e com o Exercicio E. 38.42.

Caso n = 2. Seja f € (R?) uma fungio radialmente simétrica, ou seja, tal que f(z) = f |lz|| . Sua transformada de
Fourier F[f] é dada por
Flflp) =

- el e~ @2y
3 el e

27Com um certo abuso, mas tencionando evitar uma sobrecarga na notagio, utilizamos a mesma letra f para designar as fungdes f(z) e
f(”a:H), ainda que a primeira seja, estritamente falando, uma funcéo de n varidveis e a segunda de uma varidvel.
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Para p # 0 a integral do lado direito pode ser mais facilmente calculada em coordenadas polares (p, ¢), adotando-se o
eixo horizontal na direcio de p € R?, com o que escrevemos p - = = ||p||||z| cosp = ||p||p cos ¢ e obtemos

1 oo ow ‘
N = F(p)eIPleeose b dpde
- L " —il|pllpcos ¢
= o) 5o e do pdp

-

(15.190) i
= F()do llpllp pdp
onde Jy é a fungao de Bessel de ordem 0.

Resumindo, para f € .#(R?) radialmente simétrica com f(z) = f ||z para todo = € R?, vale
oo
@) = ) Jo liple pdp- (38.137)
0

Caso n = 3. Seja f € .#(R®) uma funcgdo radialmente simétrica, ou seja, tal que f(z) = f |lz|| . Sua transformada de
Fourier F[f] é dada por

Ifp) =

1 .
—ipx 53
Ty ! el e

Para p # 0 a integral do lado direito pode ser mais facilmente calculada em coordenadas esféricas (r, 0, ¢), adotando-se
0 eixo “z” na direcdo de p € R?, com o que escrevemos p - @ = ||p||||z|| cos@ = ||p||r cos 6 e obtemos

1 o o 2
Fflp) = W 0o o F(r)emilplireos? 1.2 song drdfde
1 o .
= —(2 i f(r) eillPlireos® gon0dp  r2dr
77 0 0
weso 1% b il gy 2
= W . f(r) ]e du 7 dr
2 o sen [pllr
= - fr rodr .
@7, IOl

Resumindo, para f € . (R?) radialmente simétrica com f(z) = f ||z para todo x € R®, vale

o

dr = f(r)
0

oo

e = S 2

0

sen [pllr_ ,
lIpllr

Tus lole
D lplr 2y, (38.138)
pllr

com Ji /5 sendo a fungao de Bessel de ordem 1/2.

O estudante ¢ estimulado a comparar (38.137) a (38.138), observando as semelhangas entre ambas. O exercicio
dirigido que segue obtém a expressao geral da transformada de Fourier de uma funcao radial em n dimensoes, n > 2.

E. 38.42 Exercicio dirigido. Prove que em R", n > 2, a transformada de Fourier de uma funcdo radialmente simétrica f € .’ (R")

& dada por
. S S A N n/2 2g 120
TG = g )70 Taallpl) 2 ar, (38.130)

p € R", onde J,. & a fungdo de Bessel de ordem k.

Trataremos especialmente do caso em que n > 3, pois os dois casos anteriores ja foram discutidos. Comecemos escrevendo a
transformada de Fourier F[f](p) = (2m)~"/2 Jin F(llz]l)e”"“d" 2 em termos de coordenadas esféricas n-dimensionais, as quais foram
introduzidas na Secd@o 4.4, pagina 240. Estas sao: uma coordenada radial » € [0, co) e n — 1 coordenadas angulares ¢, 03, ..., 0.,
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onde ¢ € (—m, 7] e 03, ...,0, € [0, w]. Vide discussdo da Se¢@o 4.4, pagina 240. O elemento de volume de integracdo &
" (sen, )" 2 (senfp—1)""2 - - (sena)drdipdds - -- d6,,. Vide (4.44), pagina 243. Como fizemos no caso n = 3, escolhemos o
eixo principal na direcao do vetor p (que assumimos ser nao-nulo), de sorte que 6,, & o @ngulo entre = e o0 eixo principal positivo (no
caso n = 3, acima. esse papel foi desempenhado pelo @ngulo ). Com isso, p -« = ||p|| ||z cosf, =. Sabendo que r = ||z| e
F(llzl))e " = f(r)e~"IPI"cos®n depende apenas das variaveis r e 6,,, obtenha

Fflp) = Fu /0DO (/07r e ilPlircoson (senf,,) "oz den) Fryrtar, (38.140)

F, = (2m) /2t (/Ow(scnen,l)"*de",2> (/oﬁ(scnen,z)""'den,z) (/Ow(scn93)d93> .

O integrando da transformada de Fourier ndo depende de ¢ e a integragao nessa variavel produz o fator 27 extra observado em F,.

onde

Vamos prosseguir determinando primeiro a integral em 6,, em (38.140). Com a mudanca de variaveis u = cos 6,,, temos

/7 e llplroosn (senOn)niZ db, = /1 eﬂupum(l - uz)nizdu .
0 -1

Essa Gltima integral pode ser extraida, com as devidas identificacBes, de (15.203), pagina 726. Obtenha

1 7 n/2-1
/ ef'”””m(l — '112)"72d'zl Var (n 1) (—2 ) Jujz-1(llpllr) -
—1

lIplir

Com isso, escreva

o / 1) D2 Injz-a(llpllr) oo dr (38.141)

Tan/2—1
(lplr)"

onde Gy, := /wl’ (HTA) on/2-1p
Para o calculo de F}, e G, recordemos que, por (7.115), pagina 317, vale para todo m € IV,
" , T (mt
/ (send) "o = 2ﬁ—( ) .
: ")

Assim, obtenha

e (11 gy e VR T (AT (25 T ()
G = var ()2 e O e e
)
(%)

1 gn—3 n n—1 (7.53)
= —— |—I'(=--1)T = T 2) =1.
(n—S)![ﬁ (z ) ( 2 )} 5)' (=2
Na peniiltima igualdade usamos a formula de duplicaca@o da funcao Legendre, relag@o (7.53), pagina 296, com a identificacdo z = n/2—1.

Acima, usamos também que I'(1/2) = /.
Assim, obtenha finalmente de (38.141)

T = G [, 0 s (lohe) 572 dr

que & a prometida expressao (38.139). Constate que para n = 2 e n = 3 essa expressao coincide com as expressoes previamente obtidas
(38.137) e (38.138), respectivamente. *

[

e Transformadas de Fourier e médias angulares

Seja f € #(R™). Como é bem sabido, podemos expressar f na forma f(z1, ..., ;) como fungio de n coordenadas
Cartesianas de R™ ou na forma f(r, ) em funcdo de coordenadas esféricas em R™, onde r = 2% + -+ + 22 e onde
é um conjunto de n — 1 coordenadas angulares que coordenatizam a superficie esférica de raio 1 em R", que denotamos
por S"~1. No caso n = 2, por exemplo, podemos adotar Q = ¢, com —7 < ¢ < 7 e no caso n = 3 podemos adotar

=(0, p),com0<0<7e—7m<p<n (coordenadas esféricas). Para coordenadas esféricas em R™, com n > 2, vide
Secao 4.4, pagina 240.
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Em S"~! existe uma medida de integragio invariante pela acdo do grupo de rotagdes O(n), a qual denotamos por
dQy,—1, e que é normalizada de sorte que ¢, _, dQ,—1 = [S"~1], onde |S"~!| denota a medida de drea (ou volume, como
queira) de S"~!. Usando os exemplos de acima, no caso n = 2 temos dQ; = dyp e |S'| = 27 e no caso n = 3 temos
dQs = senfdfdy e |S?| = 4. A expressdo geral de d€2,— em coordenadas esféricas ¢ dada em (4.45), pdgina 243.

Sabemos também do Lema 4.1, pagina 240, que para todo n € N, n > 2, vale

onn/2

51| = o
2

(38.142)

onde T' ¢ a Fung¢io Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 280).
Com o uso da medida invariante dQ,_; podemos definir uma média invariante (por O(n)) de fun¢ées de .#(R™):

1
51 g

M[f](r) = flr, Q) dQ,—1 (38.143)
f € .Z(R"). M[f] é denominada média esférica de f, ou média angular de f. E bastante claro que M[f](r) pode ser

interpretada como a média de f sobre a superficie da esfera de R™ de raio r centrada em 0.

Note-se que M[f](r) = M[f] a?+---+a2 e, portanto, M[f] pode ser também encarada como uma fungao definida
em R"™.

E 1til notar que a transformada de Fourier e sua inversa podem ser escritas em termos da média angular. De fato,
se h: R™ — C ¢ uma fungao integravel, temos

o o
h(z1, ..., zp)d'e = h(r, Q) dy, 17" tdr = |S"7Y Mh)(r) 7 Ldr .
R 0 gt o

Consequentemente, podemos escrever, para toda f € . (R"™),

_ \5 oo ) n—1 1 _ [ n—1
TIw) = s | MUFelt) e TSG) = e MIfenJ) o, (384)
onde e,(z) = e . Note-se que e,(z) = e,(p). Acima, p = (p1, ..., pn) € R™.

Como veremos, é 1til considerarmos a expressiao Mle,| ||z]| e afirmamos que a mesma é uma fun¢ao apenas do
produto [|p| ||z]|. Esse fato ¢ evidente se observamos que

1 1
- —ipa - =illp|l =] cos &
Mlep] ||| ] e =P dQy, 1 (z) = Eai emillplllizleos? go () |
onde escrevemos p - x = [|p| [|x|| cos@ e com 6 sendo o &ngulo entre p e z. O angulo 6 pode ser expresso em termos das
varidveis angulares Q,,_1(z) de x e, com isso, vemos que M[ep] |z|| depende apenas do produto ||p| |z||. Tendo isso em
mente, definamos E(||p|| [|z]|) por
_ st
E lplllel = o Mles] Il -

Para uma funcao H de duas varidveis z, y € R" podemos tomar as médias M tanto com relagao a varidvel z quanto
em relagao a y. Denotaremos por M,[H] a média em relagao & dependéncia em = e por My[H| a média em relagao a
dependéncia em y. Para a funcgio e,(x) = e'”* temos que

} (2m/ }
Me[ep] |zl = 5] @ g izl = Mpyle.] lIpll - (38.145)
Note-se que se f é uma funcao radial, ou seja, f(z1, ..., x,) = f ||z| , teremos

Iflp) = . @ E plr vt e TTfp) = . F@)E |lpllr " tdr .

Como vemos em (38.137) e (38.138), temos

Eplllzl = Jo lpllllll  paran=2 e E [p|laf = = paran =3

E sen ||p|| ||z Jije el =
™ lpll Izl [INES
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e, portanto,

sen |[p|l |||l iz |pll 2]l

Mley] [l = Jo [Ipll =]l paran=2 e M[e)] |z = W = §W paran =3.

(38.146)
No caso geral (n € N, n > 1), vemos de (38.139) que
oz |Ipll (| nja— 21 |Ipll [l
Epllle] = =S e Mg flall = 2727 0(n/2) SEm—C (38.147)
[l ]I FNIE]

E. 38.43 Exercicio. Mostre que para toda f € . (R") vale M[J[f]] = F[M[f]]. *

e Uma identidade importante

Vamos a seguir provar uma proposi¢ao (Proposi¢ao 38.13) de importancia no estudo da propagacao de ondas em
d = 3 dimensoes espaciais e da qual faremos uso na Segao 21.4.4.1, pdgina 951. Antes precisamos do seguinte resultado:
Lema 38.1 Seja g € .7 (R™) e, para y € R™ fizo, seja Myle,] |p|| . Entdo, a fun¢io de p € R™ definida pelo produto
G(p) := g(p)Myley] [Ipll € também wma fungio de .#(R™). [m]

Prova. Por (38.145) escrevemos

(38.145)
G(p) = gp)Mpley] llpll =

9()Myley] NIyl = 9(p) wa dQ—1(y) -

A expressao g,_; e Y dQ,_1(y) ¢ infinitamente diferencidvel em relagao as varidveis p, pois envolve a integral de
uma funcao infinitamente diferencidvel em um conjunto compacto (cf. Teorema 37.5, pdgina 1787). Além disso, tem-se
(usando a notagao de multi-indices. Vide pagina 1855)

D? eV A,y (y) = DEe™Y d0, 1(y) = (—i))7! yPeT Y dQ, 1 (y)
gn-1 gn—1 gn—1
onde D representa derivagoes em relagio as varidveis p. Como (=)l =1, [e=®¥| =1 ¢ [y°| < [ly||'®! (pois |yx| < ||yl
para todo k =1, ..., n), segue que a iltima expressao pode ser limitada em médulo por ||y||/|S™~1|.

E evidente, portanto, que G(p) ¢ infinitamente diferencidvel em p e, pela regra de Leibniz, tem-se (usando a notagiao
de multi-indices)
D°G(y) = Do) () e A, ().
e gn—1
oy tanZa
E elementar constatar disso e dos comentarios acima que
|DG(p)| < [8"] 1Dg(p)] [yl .

ay, ag
ajtag=a

Como g € #(R"), segue que para todo N € N existe Cfy tal que [D*g(p)| < C¥ | L+ |p|| V. ¥p e R, implicando
que para todo N € N

o n— sl -N n
|D*G(p)| < (8" lyl'*=cly, 1+l =, VpeR

provando que G € ./ (R™). |

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio e 21 de jusho de 2017 Capitulo 38 1899/2283

Proposicao 38.13 Seja v € ./ (R™) e consideremos a expressio T~ Fv]Mle,] (z) com z, y € R™. Entdo, para cada

y € R" a funcio de x definida por F~1 Fv]M[e,] (¥) € um elemento de .#(R"). Essa expressio depende de y apenas

através de ||y|| e (o ponto mais importante) € igual a média da fung¢io v na superficie da esfera em R™ de raio |ly||
centrada em x:

1
F7! F]Mle,] (z) = 5T v(z —y) d_1(y) , (38.148)
gn-1
onde dQ,_1(y) € a medida de integracio invariante nas varidveis angulares que descrevem y € R™. [m}

Prova. Para cada y € R™ tem-se pelo Lema 38.1, acima, que F[v]M[e,] € .#(R™) e, portanto, sua transformada de

Fourier inversa F~' F[v]M[e,] estd bem definida e é também uma funcio de .(R™).

De forma mais explicita, =1 F[v|M[e,] (z) é dada por

— 1 ipeT gn
T I () = G TI0) M) Il
e, claramente, o lado direito depende de y apenas através da fungao Mle,] ||p|| = (é’;)j,/fE [Ipll Iyl s a qual depende de

y apenas através de seu médulo [|y||. Assim, F~! Fv]M[e,] (z) é uma funcdo de z e de [|y||. Vamos, por isso, denotar

F=1 Fv]M[e,] (x) por K[v](z, [ly]). Teremos,

1

Kl lyll) = 57" TlMle,] (x) = @

N Fv](p) Ajp[ey] llpl| e™*d"p
(38.145) 1

@ e Flo)(p) Myley) llyll e d"p

1

- M, ——
Yo@emn/? g,

FWlp) ep(y) e d"p |yl

1

- My G

Flol(p) e d"p lyl

Como, evidentemente, Flvl(p) e @y gry = v(z — y), concluimos que

1
2m)/2 R

K[z, llylh) = My v(z—y) [yl v(@ —y) dQp-1(y) -

1
TS e

Assim, contemplando essa tltima expressio, vemos que X[v](z, [Jy||) ¢ a média da fungio v tomada na superficie da
esfera em R™ de raio ||y|| centrada em z. ]

38.3 Distribuicoes e Distribui¢oes Temperadas

e Funcionais lineares

Um funcional linear ¢, definido em um espago vetorial complexo V', é uma aplicagao ¢ : V' — C que satisfaz
lau+ Pv) = al(u) + Bl(v)

para todos u, v € V e todos a, 8 € C. Se V for um espago vetorial real a defini¢cao é andloga.
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O conjunto de todos os funcionais lineares de um espago vetorial V' é frequentemente dito ser o dual de V. E
importante observar que o dual de um espago vetorial é também um espago vetorial. Se {1 e {5 sao funcionais lineares
em V entao, para todos oy, as € C a aplica¢ao de V em C denotada por a;lq + aaly e definida para cada v € V' por

(a1l + azls)(v) = aili(v) + asla(v)

¢ igualmente um funcional linear em V' (verifique!).

Se v € V e £ é um funcional linear em V, é muito conveniente denotar £(v) pelo simbolo (¢, v). Essa notacao é ttil
por evidenciar a simetria da associagao entre os elementos de V' e de seu dual. As relagoes de linearidade, por exemplo,
se escrevem

(0, cyva + aova) = a1 (l, vi) + aa(l, v2)

com vy, vo € V, £ nodual de V e e ay, as € C, arbitrarios, e
(a1l + asly, v) = ai{ly, v) + as(ls, v)

também com ¢y, 5 no dual de V, v € V e ay, ay € C, arbitrarios.

No que segue, usaremos tanto a notagao £(v) quanto a notagio (¢, v). A expressiao ({, v) ¢ por vezes dita ser o
“pairing”, ou emparelhamento, do funcional linear ¢ com o vetor v.

Os espagos vetoriais . (R") e 2(R") possuem, naturalmente, funcionais lineares. Os que nos irao interessar sao
aqueles que sao continuos, como definiremos adiante.

E importante observar que, como Z(R™) C .(R"), todo funcional linear em .#(R™) é um funcional linear em Z(R™).
A reciproca, porém, nao é verdadeira. Por exemplo, a expressao

Up) = e p(w) da (38.149)

estd definida para todo ¢ € Z(R) (pois a integral do lado direito pode ser restrita ao suporte de ¢, que é compacto, e
a funcao etr' ¢ limitada em qualquer compacto) e define um funcional linear em Z(R™). Todavia, a integral do lado
2

direito nao pode ser definida para toda funcio ¢ € .%(R). Por exemplo, ela nio esta definida para a funcio ¢(z) = e,

que é um elemento de & (R).

e Definindo a nogao de distribui¢ao. O espago Z'(R")

Um funcional linear T definido no espaco Z(R™) que seja continuo é dito ser uma distribui¢do.
Dizer que funcional linear 7' definido no espago Z(R™) ¢ continuo significa dizer que para toda a sequéncia ¢, de
elementos de Z(R™) que convirja, no sentido definido acima, a uma fungao ¢ € Z(R") vale klim T(¢r) = T(p), ou seja,
i—»00

lim T(pg) =T lim ¢y
k—oo k—ro00

O conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos em Z(R™), ou seja, de todas as distribuicoes, é denotado
por Z2'(R™).

E importante observar que %’(R™) é um espago vetorial. Se U e V sdo elementos de 2'(R™) entao, para todos
a, € Ca aplicacio de Z(R™) em C denotada por aU + BV e definida para cada ¢ € Z2(R™) por

(aU + BV)(¢p) = aU(p) + BV ()
¢ igualmente um elemento de Z’(R™), ou seja, ¢ um funcional linear continuo no sentido da convergéncia em Z(R™).

E. 38.44 Exercicio. Verifique as afirmag®es acima. *

No que segue, usaremos tanto a notacao 7'(¢) quanto a notacao (T, ¢). A expressao (T, ¢) é por vezes dita ser o
“pairing”, ou emparelhamento, da distribui¢ao 7" com a funcao ¢.

e Definindo a nogao de distribuigao temperada. O espago .7/(R")

Um funcional linear T" definido no espago .’(R™) que seja continuo é dito ser uma distribuicao temperada.
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Dizer que funcional linear 7' definido no espago .#(R™) ¢é continuo significa dizer que para toda a sequéncia ¢j, de
elementos de . (R™) que convirja, no sentido definido acima, a uma funcao ¢ € ./(R") vale klim T(¢r) = T(p), ou seja,
00
lim T(pp) =T lim ¢y
k—o0 k—oo

O conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos em . (R™), ou seja, de todas as distribui¢oes tempe-
radas, ¢ denotado por .#/(R™).

E importante observar que .%/(R™) é um espaco vetorial. Se U e V siio elementos de .#”(R™) entdo, para todos
«, B € C a aplicacao de .(R™) em C denotada por aU + BV e definida para cada ¢ € .(R™) por

(aU +BV)(p) = aU(p) + BV (¥)
¢ igualmente um elemento de .#”/(R™), ou seja, ¢ um funcional linear continuo no sentido da convergéncia em . (R™).

E. 38.45 Exercicio. Verifique as afirmagBes acima. *

No que segue usaremos tanto a notacao 7'(¢) quanto a notagao (7', ). A expressao (T, ¢) é por vezes dita ser o
“pairing”, ou emparelhamento, da distribuicao temperada 7" com a fungao ¢.

e A relagao de continéncia entre ./(R") e 2'(R")

Antes de passarmos a exemplos fagamos a seguinte observagao.
Proposigao 38.14 .7/(R") C 2'(R"), ou seja, toda distribui¢ao temperada é também uma distribuicao. [m}
Prova. J& comentamos acima que se 7' ¢ um funcional linear de .%(R™) entao é também um funcional linear de 2(R™).
Vamos supor que 7' seja um elemento de .#'(R™) e seja ¢ uma sequéncia de elementos de Z(R™) que converge a
¢ € Z(R™) no sentido de convergéncia de Z(R™). Entao, pela Proposicao 38.1, pagina 1859, ¢, também converge a ¢
no sentido de convergéncia de ./(R™). Como T é continua em .#(R™), isso significa que klim T(pr) = T(p). Mas isso
—r00

estd dizendo que T é continua em Z(R™), provando que T € 2'(R™). Isso estabeleceu que .'(R™) C 2'(R™). |

Devido a essa proposicao distribuigoes temperadas sao muitas vezes denominadas simplesmente distribuigoes, especi-
almente quando nao houver necessidade de distinguir as duas nogoes. Tratemos agora de exemplos.

38.3.1 Primeiros Exemplos de Distribuicoes
Vamos comegar com um exemplo basico de distribuigao.

e Distribuigoes regulares

Nosso primeiro exemplo trata de distribuigdes que nao sao necessariamente temperadas. Para ele precisamos de uma
definicdo. Uma fungao h : R" — C ¢é dita ser uma fun¢do localmente integrdvel se para todo compacto K C R™ valer

|h(z)|d"z < oo. Naturalmente, func¢oes continuas sao localmente integrdveis, mas hd outros exemplos a se ter em
K
mente, como a funcio In|z| e como as fungdes (Inz)y e (In|z|)_, definidas por
Inz, paraz>0, 0, paraz >0,

(Inz)y = (In|z])- = ! (38.150)
0, parax <0, Injz|, paraxz<O0.

Do fato que, para a > 0 tem-se Oa Inzdr = a(lna — 1) é elementar constatar (faga-o!) que essas trés fungoes sio
localmente integraveis.

Exemplo 38.1 [Distribuigdes regulares] Se h é uma fungio localmente integrdvel, a expressao

(Th, ©) = Trip) = /nw hz)p(z) d"z (38.151)
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para ¢ € Z(R™) define uma distribui¢do. Distribuigdes desse tipo sdo denominadas distribuicBes regulares. Que (38.151) estd
bem definida para todo ¢ € Z(RR") segue do seguinte argumento. Pelo fato de o suporte de ¢ ser compacto podemos restringir a
integral de (38.151) a esse suporte. Como ¢ é limitado, segue que [i,, [h(z)||¢(z)|d"z < sup{|p(z)], z € R" [h(z)|d"z,
que é finito por hipétese.

Hisuppeo
Com isso, (38.151) define um funcional linear em Z(R™). Provemos que esse funcional linear é continuo. Para tal seja
wr € Z(R") uma sequéncia de fungdes que converge a ¢ € Z(IR™) no sentido de Z(R"). Entao, existe um compacto K C R™ tal

que supp (¢ — ¢r) C K para todo k grande o suficiente e sup{|¢(z) — ¢r(z)|, z € R"} — 0 para k — co. Portanto, para todo k
grande o suficiente, vale

Tt —e0l < [ W@l - e@lds = [ ho)le@) - o)l ae

< s {lo@) -l s e R} [ o)l s
K
Como a integral do lado direito ¢ finita, conclufmos que |Tn (¢ — ¢x)| — 0 para k — oo e isso estabelece que Tj, ¢ continua em
Z(R™) e, portanto, que é um elemento de 2'(R").

Como mostra o exemplo de (38.149), nem toda distribui¢do desse tipo é temperada. X

O conjunto de todas as distribuioes regulares em R" serd denotado por Zreg(R™):

Plog(R") == Ty € Z'(R"), com h localmente integrével
Defina-se também
Dreg, n(R") := Tp € 2'(R"), com h localmente integravel e k-vezes diferencidvel
e
)
Deg, o(R") = Tnp € Z'(R"), com h localmente integrével e infinitamente diferenciavel = ros, 1(R™)
k=1

e Distribuigoes temperadas regulares

A nogao de distribuicao regular pode ser adaptada ao espaco de Schwartz.

Exemplo 38.2 [Distribui¢des temperadas regulares] Se g ¢ uma funcdo (mensurdvel) de crescimento polinomialmente
limitado, satisfazendo (38.17) para algum C' > 0 e algum m € INo, a expressao

To ) =Tl = [ o@)f@ ds (38.152)

para f € (R") define uma distribui¢cao temperada (e, portanto, uma distribui¢ao). Distribuicoes desse tipo sdao denominadas
distribuicOes temperadas regulares e empregamos para as mesmas a mesma notacao usada na defini¢do das distribuigdes regulares
em (38.151), pois em ambos os casos a distribui¢do é definida como uma integral de um produto de uma funcéo de teste com uma
fungao conveniente.

Que (38.152) estd bem definida para todo f € .%(R") vé-se pelo seguinte argumento. Escrevemos

n, G8AD m n, @810 1 n -
[ s@is@ias T e [ aslaym i@l e CL7 il [ g @ (38.153)
R R™ we (1 [lz]])
onde, na segunda desigualdade, usamos (38.10) com 8 = 0. Escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m + 1), a integral
do lado direito de (38.153) é finita, provando que o lado direito de (38.152) ¢ uma integral absolutamente convergente para todo
fesRY).

Assim, (38.152) define um funcional linear em .%(RR"™). Provemos agora que é continuo em .%(R"). Para tal seja fr € & (R")
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uma sequéncia de fungdes que converge a f € .%(R™) no sentido de .7 (R"). Teremos

38.17)

T =l < [ @@ - f@las L e [ a1 - )l d

(38.10) o 1 4
< CO|f = fx —— d"z,
<7 = oo || e e

onde, na segunda desigualdade, usamos (38.10) com 3 = 0. Novamente escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m+1) a
integral do lado direito fica finita e concluimos que existe uma constante Co, independente de k, tal que |T4(f — fx)| < Collf—fxllq.0-
Por hipétese, ||f — fkllq,0 = 0 para k — oo ¢ isso estabelece que Ty ¢ continua em .7 (R"). g

Nessa linha, outro exemplo que serd importante no que segue é fornecido pelas fungoes

n 2,2

gn(z) = ﬁeﬂ‘ “, (38.154)

com n € N. Essas fungoes sao continuas e limitadas e, portanto, sao de crescimento polinomialmente limitado. Entao,
para cada n € N,

oo

(Tgos ) = Tg.(f) = gn(2)f () dz (38.155)

—o0

define uma distribuigao em .%(R).

e A distribuigao de Heaviside

Considere-se a chamada fun¢do degrau (também denominada fun¢do de Heaviside®®):

1, sex>0,
H(z) = (38.156)

0, sex<0.

Como H é mensuravel e de crescimento polinomialmente limitada, podemos com ela definir uma distribui¢ao temperada
regular, denominada distribui¢ao de Heaviside e denotada por Ty, dada por

Tu(f) = H(x)f(z)de = fx)dx . (38.157)
—oo 0
fesR).
Denotaremos H*(y) = H(+y), y € R. De maneira aniloga podemos definir as distribuigoes regulares Tp=. Claro
estd que Ty+ = Ty e que

£ 0
Tu+(f) = f(x)dz € Tu-(f) = f(z)dz,

0 —o0

fesR).

e A distribuigao sinal

A chamada func¢ao sinal, denotada por “sgn” ou por “sinal”, é definida em R por

1, sex >0,
sgn(z) == 0 sex=0, (38.158)
-1, sex<0.

280liver Heaviside (1850-1925).
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Com a mesma podemos definir a distribui¢ao regular, denominada distribuicao sinal, por
o o 0
Tegn (f) = sgn (z)f(z)dx = flz)de — fla)de = Tye —Ty- (f). (38.159)

—00 0 —o0

f € .7(R). Essa relagao
Tsgn = T+ —Tp

serd usada adiante, assim como a relagao
sgn(z) = &+ 2H*(z) -1 , z#0,

que implica
Tsgn = 2Ty« 12

Teremos diversos encontros com a distribui¢ao de Heaviside e com a distribui¢ao sinal no que segue, mas passemos
agora a uma outra distribui¢ao de importancia central na teoria das distribuigoes e suas aplicagoes.

e A distribuigao delta de Dirac

A distribuicao delta de Dirac centrada em zy € R™, ou simplesmente distribuicio de Dirac centrada em zy € R™,
denotada por d,, ¢ definida como sendo a distribui¢io temperada que a cada f € .(R™) associa seu valor f(zg) no
ponto xg, ou seja,

(Oag, f) = 0ap(f) = f(20) . (38.160)

E 6bvio que a 0.4, assim definida, é um funcional linear em .%/(R™). Que é continua é facilmente visto pelo seguinte
argumento. Se f ¢ uma sequéncia de fungoes de .(R™) que converge a f € .%(R™) no sentido de ./(R™), entdo, vale,
em particular, que ||f — fillo,0 — 0 para k — oo. Logo,

(38.10)
020 (f = fi)l = |f(zo) = fu(xo)] < |If = fillo.o,
mostrando que |8, (f — fi)| = 0 para k — oo, 0 que estabelece a continuidade de §,, em .7 (R™).

Nota para os estudantes mais avangados. Deve-se observar que a distribuigao delta de Dirac, definida acima, e a medida delta de Dirac,
definida & pdgina 1429 (vide pagina 1520 para a integracdo em relacio a essa medida), sdo objetos matematicamente distintos, mas com
efeitos semelhantes. Compare (33.39), pagina 1520, & definicio (38.160), acima. Como veremos em breve, é possivel definir derivadas da
distribuigao delta de Dirac, mas nao da medida delta de Dirac. Em compensagao, a medida delta de Dirac permite integrar uma classe de
fungées muito maior que o espago de Schwartz /(R™). Vide comentério & pagina 1520. A restrigao da integral sobre a medida de Dirac a
uma classe especial de funcoes infinitamente diferencidveis (como .7 (R™)) define a distribuigdao de Dirac. L3

e “Fungoes generalizadas”. Uma notagao integral para distribui¢oes

Distribui¢oes da forma
To(f) = gl@)f(z)dx (38.161)
Rn
para uma fun¢ao g como descrita acima, podem ser interpretadas como representando uma média da fungao f € Z(R™)
ponderada pela fun¢ao g. Nem todas as distribui¢oes sao dessa forma, mas é costume representar diversas delas usando
uma notagao integral. Assim, uma distribui¢ao 7' € ./(R™) calculada em uma fungao f € .(R™) pode ser também
representada na forma

T(f) = (2)f(z) d"x . (38.162)

t
R»
Essa notagiao ¢ simbdlica, pois pode nao existir uma fungao t(x) que a faga verdadeira, nem a integral do lado direito
pode ser entendida nos sentidos usuais de integragao, como na integral de Riemann ou de Lebesgue. Apesar de ser
conceitualmente incorreta (devido as ressalvas de acima e ao fato de distribui¢oes nao serem fungoes), essa notagao é 1til
e largamente empregada por permitir expressar certas propriedades de distribui¢oes de modo relativamente simples (por
exemplo, a linearidade e, como veremos na Segao 38.3.4, a diferenciabilidade). Essa notagao ¢ muito popular em textos
de Fisica, mesmo aqueles matematicamente rigorosos, sendo usada para a distribuigao de Dirac (vide abaixo), ou para
as fungoes de n-pontos da Teoria Quantica de Campos (para tal, vide, e.g., [303], [167] ou [12]).
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Nao raro, a “fun¢ao” t(z) é usada para denotar a prépria distribui¢do da qual se origina e as duas nogoes frequen-
temente se confundem. A “funcao” t(z) é denominada fungdio generalizada, denominac¢ao com que foi introduzida por
Sobolev, como mencionado no inicio deste capitulo. Essas “funcoes generalizadas” assim definidas representam, como o
nome diz, uma espécie de extensio da nocao de fungao, pois a forma (38.162) parece representar uma generalizacao das
distribuigées da forma (38.161), definidas com fungoes g legitimas.

Muitas distribuices (a delta de Dirac é um exemplo, como veremos) podem ser obtidas como limite de distribuigoes
da forma Tj,, para certas sequéncias de fungoes h,. A “funcao generalizada” que representa a distribuicao limite pode,
assim, ser entendida como um limite (em um sentido a ser precisado) da sequéncia de fungoes h,,.

Um exemplo onde esse tipo de notacio é frequentemente empregado ¢ a distribuigio de Dirac. E costume denotar
0z (f) por

Ono(f) = O(a — @) f(x) d"x (38.163)
Rn

e, assim,
8z —w0)f(x) d™x = f(zo)
Rn

para toda f € Z(R™). A “funcao generalizada” §(z — x() representa a distribui¢ao de Dirac centrada em zy. Como
é facil de se ver, se d(x — x¢) fosse uma verdadeira fungao teria que ser nula em toda parte, exceto em z = z (pois
0, (f) deve ser nula para toda fungao de .(R™) cujo suporte nao contém zq). Com isso, porém, a integral lado direito
de (38.163) seria identicamente nula e ndo igual a f(xg), como desejado. Assim, o lado direito de (38.163) tem um
significado apenas simbdlico.

Essa simbologia permite, porém, discutir a nogao intuitiva que reside por trds da distribui¢ao delta de Dirac (e da
medida delta de Dirac). Essa intui¢do é a de que a mesma representa a densidade de uma grandeza concentrada em um
tnico ponto. Assim, se temos, por exemplo, um ponto material de massa m localizado na posicio zo € R® podemos dizer
que a densidade de massa desse ponto é dada por

plx) = md(z — xo), z, zg € R%. (38.164)

De fato, desejamos nesse caso que p(z) = 0 se & # xo (pois 0 ponto material estd concentrado apenas no ponto ) e

que plx)d*z = m (pois a massa total ¢ m). Assim, se interpretada como uma fungio, &(z — x0) deveria satisfazer &
3

R
hipétese de ser nula para todo = # x e divergir em = = z(, pois nesse ponto terfamos de ter uma densidade infinita.
Essa interpretagéo ¢ legitima e permite justificar intuitivamente muitas das manipulagoes efetuadas com a distribuicao
de Dirac.

Um outro subproduto dessa interpretagio da “fungio generalizada” §(z—zo) como uma densidade infinita concentrada
no ponto zg ¢ que a mesma pode ser obtida como limite (em um sentido a ser definido) de uma sequéncias de fungées que
representem densidades que vao concentrando-se sucessivamente no ponto zp. Essa ideia é capturada pelas chamadas
sequéncias delta de Dirac as quais dedicamos a Se¢ao 37.2.

e Translagoes em 7'(R")

Podemos definir o operador de translagao por y € R™, agindo no conjunto das fungdes definidas em R™ com valores
em C, como sendo o operador linear que a cada fungao h : R™ — C associa a fungao T,h : R" — C definida por

(Tyh) (z) == h(z—y). (38.165)

A aplicagao R"™ 5 y + T, implementa a agao do grupo de translagoes no conjunto das fungoes definidas em R" com
valores em C.

Se T' ¢ uma distribuicdo em Z(R") (ou em #(R")), é ficil provar que, para cada y € R", a composicao T o T,
definida por
ToTy(f) = T(T,f), (38.166)

¢ também uma distribuicao em Z(R") (ou em #(R")). Denotaremos também 7" o T, por T* T’ ou seja, definimos
T, T == ToT_, (38.167)

e, portanto,
T,T (f) =T T-y(f) (38.168)
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para toda f € Z(R™) (ou em . (R™)) e todo y € R™. Na notagiao de emparelhamento,
(TIT, f) == (ToT_y, f) = (T, T_yf) (38.169)

e na notagao integral

T,T(f) = ToT_y(f) tz)flx+y) d'z = tlz—y)f(z) d"z .
Rn Rn
Assim, se t(z) ¢ a “fungao generalizada” que representa a distribuigao T' entdo t(z — y) é a “funcdo generalizada” que
representa a distribuicao T;7".
A defini¢ao de T, T, acima, ¢ talhada de forma que valha, na notagio de emparelhamento, a seguinte propriedade de
invariancia por translagoes:
(T,1, 7,f) = (T, f) (38.170)

De fato, (7,7, T,f) T, Ty T,f =(T, f).

A propriedade (38.170) indica ser adequada a interpretacao de T, como sendo a acdo do grupo de translagées no
espago de distribuigoes.

(38.169)

Pelas defini¢oes e propriedades acima, é facil ver (verifique!) que, para distribui¢oes regulares, tenha-se
Tl = Tz, (38.171)
e que para a distribuig¢ao de Dirac vale

Tido = 8y . (38.172)

e Sequéncias Delta de Dirac

As distribuigoes T, , com g, dada em (38.154), permitem mostrar outra caracterizacao de dp. Mostraremos mais
abaixo que para toda f de .7 vale

oo

Jim Ty () = fim o gu@)f() dz = f(0) = 8(f) (38.173)
e, analogamente, -
Jim galo—w0)f(@)do = fla) = Su(f)

onde g, encontra-se definida em (38.154). Para entender o que esse resultado significa, note que:

1. Para todo x diferente de zero vale

lim gn(z) = 0. (38.174)
n—oc
2. Para todo n > 0 vale -
gn(z)dz = 1. (38.175)
—o0

Esse tltimo resultado é facilmente provado usando a integral de Laplace: :o e dy = V.

Isso mostra que a medida em que n cresce, a fungao g, tende a se comportar muito analogamente a uma densidade
concentrada em um tnico ponto, o ponto z = 0. Assim, a distribui¢ao delta de Dirac centrada em zero pode ser, em um
certo sentido, caracterizada como o limite de g, quando n vai para o infinito. Ainda que esse limite, matematicamente
falando, nao exista para a sequéncia de fungées g, ele faz sentido para a sequéncia de distribuigoes T, , geradas pelas
fungoes gy,

As sequéncia de fungoes g, é um exemplo de uma classe de sequéncias de fungoes denominadas sequéncias delta de
Dirac, a qual é detalhadamente estudada na Segao 37.2, pagina 1789, cuja leitura recomendamos ao leitor nesse momento.
Vide, por exemplo, a Defini¢ao 37.1, pagina 1789.

De fundamental importancia é o Teorema 37.1, pagina 1792, sobre a aproximagao de fung¢oes uniformemente continuas
e limitadas (como as fungées de Schwartz) por sequéncias de fungoes produzidas por convolugio com sequéncias delta de
Dirac.

Um corolério imediato daquele teorema, e de interesse para a teoria das distribuicoes é:

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio e 21 de jusho de 2017 Capitulo 38 1907/2283

Corolario 38.2 Se K,, ¢ uma sequéncia delta de Dirac em R (vide Defini¢cao 37.1, pdgina 1789) de fungoes polinomi-
almente limitadas, T, define uma distribuicao em & (R) (pelo Exemplo 38.2) e para todo f € ./ (R) vale

Jim Tr, (f) = f(0) = do(f),

o que permite escrever em .’ (R)

G5 T

Opp = lim Tk, 0T _,, = lim T, T Y
20 o, 0 m g, Tk e (TugKn)

para todo zo € R. [m}

Assim, a distribuicao de Dirac d,,, em R pode ser entendida como o limite das distribuicoes T(tr Ka) Uma afirmacao
woKn

andloga é vélida em R™.

38.3.2 Outros Exemplos de Distribuicoes

Nesta se¢ao apresentaremos alguns exemplos especiais de distribuicoes, exemplos esses distintos dos apresentados acima.
Classes ainda maiores de exemplos surgirao quando tratarmos da nocao de derivada de distribuigoes na Sec¢ao 38.3.4,
pagina 1916.

38.3.2.1 A Distribuigao Valor Principal

e O valor principal de Cauchy de uma integral

No espaco R™, denotamos por B(y, r) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R": B(y, r) == z €
R" |z —y| <7 ,onde |z —y|| = (21 —y1)2+: -+ (@, — yn)? é a distancia Euclidiana usual em R™. Denotamos
por B(y, r)¢ conjunto (fechado) complementar a B(y, r), ou seja, R™ \ B(y, r).

Seja uma funcao f singular em um ponto y e integravel nos conjuntos B(y, )¢ para todo 7 > 0. Se o limite

lim f(z)d"z
r—0 B(y, r)e ()

existir seu valor é dito ser o valor principal de Cauchy da integral ,, f(x) d"z, e é denotado por VP .. f(z) d"x. Assim

VP fl@)d"z = lim flx) d"x
Rn r—0 B(y, r)°
se o limite existir. Dizer que a integral de f existe no sentido de valor principal (de Cauchy) é dizer que o limite acima
existe.
Na discussao acima assumimos que f tenha apenas um ponto singular, mas nao ha qualquer dificuldade em estender
essa no¢ao para fungdes com um nimero finito de singularidades, subtraindo-se da regiao de integragao R™ bolas de raio
r centradas nesses pontos e tomando-se o limite » — 0, caso 0o mesmo exista.

Diversas integrais importantes podem ser definidas no sentido de valor principal. Na Eletrostética, por exemplo, o
potencial elétrico de uma distribui¢ao de cargas p (suposta continua e de suporte compacto) é dada por

e a integral do lado direito deve ser entendida no sentido de valor principal, devido & singularidade no integrando em
7’ = 7. Vide a discussao sobre a solugao da equagao de Poisson no Capitulo 20, pdgina 887.

No nosso contexto, a no¢ao de valor principal é importante por permitir definir uma distribuigao.
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e A distribuigao valor principal de Cauchy

Para z¢ € R, fixo, define-se em Z(R) a distribui¢ao VP,, = VP

Cauchy centrada em x, por

e denominada distribui¢ao valor principal de

1 1
¢ = VP

VP, o = VP , ,
xr—x0 RT— T

o(x) do (38.176)

para toda ¢ € Z(R). Por razoes préticas, usaremos indistintamente a notagao VP, ou a nota¢io em termos de func¢io

generalizada VP para essa distribuicao.

1
T—xo

Para mostrar que (38.176) define, de fato, uma distribui¢io. Provemos primeiramente que o limite que define o valor
principal acima existe de fato e para isso, tomaremos zy = 0, sem perda de generalidade. Seja A > 0 grande o suficiente
para que [—A, A] contenha o suporte de . Temos, para 0 < r < A,

L) a Tl Lo
—p\xr xr = —p\r) axr —plx X
R\(—r, 1) T 4z A
- A —r A
— o(x) — ¢ 1 1
= e@) =20 4y T E@ =00 4o ) Sde+  Sdr (38.177)
-A €z r AT s T
=0
4 plw) = 0(0) ' ¢(0)
Seja F(r) := dz. Temos que para r > 1" > 0 vale F(r) — F(r') = — dx. Agora,
@ @
le(x) —9(0)] = X ¢(s)ds < . o' (s)] ds < sup 'zl < lelloa ol (38.178)
@ i s€l0, x

e, portanto, [F(r) — F(r')| < |l¢nllo, 1] — 7| < 2|[¢@nllo,17. Isso mostra que 7 + F(r) ¢ uma rede de Cauchy e, portanto,
(@) = 2(0)
_A x

converge quando r — 0. Para a integral dr a andlise é a mesma. Isso estabelece a existéncia do valor

principal acima.
Que (38.176) define um funcional linear em 2(R) é evidente. Que (38.176) é continua em Z(R) é provado pelo
seguinte argumento. Seja ¢, uma sequéncia em Z(R) que converge a 0 para n — oo e seja A > 0 tal que [—A, A] contém
o suporte de todas as fungdes ¢, (tal existe pela definicdo de convergéncia em Z(R)). Entéo,
(38.177)
R

1 1 " on(@) —on A on(@) — on
VP = g, = VP Zpn(z) d lim M dx + M
xr RT r—0 _A T - T

da (38.179)

A $n (1) - ‘f"‘n(o)

Agora, por (38.178), dz < |l¢nllo,1(A —7) e analogamente para a outra integral. Portanto,

”

1
VP — e < 2lenllon

o que prova a continuidade de VPo = VP 1 js que [l¢nllo,1 — 0 para n — oo.

As distribuigoes VP,,, 9 € R, podem ser estendidas sem dificuldade a .#(R), sendo, portanto, distribuigdes tem-
peradas. As distribui¢oes VP, surgirao adiante, por exemplo, quando calcularmos derivadas de certas distribuigoes ou
quando tratarmos de certos exemplos de equagoes diferenciais distribucionais e do método da funcao de Green.

JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio e 21 de jusho de 2017 Capitulo 38 1909/2283

e Uma relagao 1til para a distribuicao VP,

Se ¢ € 7 (R) podemos escrever, para todo r > 0

zo—T

xT
el@) . Py + o)
|z—ao|>r T = L0 —o0 T —Zo zo+r £ — L0 —o0 Y r Y

plzoty)—p(ro—y)

7 existe e podemos escrever

Como ¢ é diferenciavel, o limite lim,
VP, o) — %W dy (38.180)
0 [
para todo ¢ € ' (R).
38.3.2.2  Distribuigoes do Tipo Parte Finita de Hadamard

e A nogao de parte finita de integrais divergentes

Seja, como acima, B(r, y) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R™ e seja B(r, y)° seu conjunto complementar.
Suponha que f : R™ — C seja integrdvel em B(r, y)¢ para cada r > 0 e suponhamos que para todo 7 > 0 possamos
escrever

1(@) d"a = F(r) + Dlr)
B(r, y)©
onde lin}) F(r) existe e é finito, enquanto que D é divergente para r — 0. Gostariamos de definir a funcao F, ou mais
T
precisamente o limite lim F(r), como a parte finita da integral ., f(z) d"z e a fungio D como sua parte divergente.
r
Uma dificuldade evidente é a de caracterizar univocamente qual a fun¢ao D e qual a fun¢ao F na decomposi¢ao acima.
Em certos casos, se restringirmos as fungoes D a classes especificas de fungoes divergentes, a separagao entre a parte
finita e a parte divergente do limite lim f(z) pode ser feita de modo tnico.
r—0 B(r, y)©

No que segue, apresentaremos uma classe de fungdes com tal propriedade e em seguida mostraremos que com a

correspondente defini¢do de parte finita é possivel definir uma distribuigao.

e Uma classe de funcoes divergentes

Para apresentarmos a nocao de parte finita de uma integral divergente precisamos da proposicao a seguir. Afirmagao
que a mesma faz pode parecer ébvia, mas a demonstragao ¢ um tanto envolvente e é apresentada em detalhe no Apéndice
38.B, pagina 1955.

Proposigao 38.15 Seja R% := (z, y) € R%, >0, y > 0 mas (z, y) # (0, 0) . Seja (ay, by), k=1, ...,
colecao finita de n pares distintos de nimeros complexos com Re (ay), Re (br) € Ri para todo k. Suponha que existam

n, uma

Inxz)b Inz)br .
constantes c1, ..., ¢, € C tais que o limite 1i161 c ( ﬂ‘) +- 4 cn( ﬂ) exista e seja finito:
204 z xn
. Inz)b Inz)bn

zlg& &) ( Tru) +o 4 ’n( T"z = acC. (38.181)
Entao, a =0 ecy =---=¢, =0. [m]
)P
A colegao de todas as fungoes definidas em (0, 00) que sejam combinagdes lineares finitas de fungoes da forma (l':r—j)

com Re(a), Re(b) € Rﬁ serd denotado aqui por Sg. E claro pela definigdo que 8y é um espago vetorial complexo (e
mesmo uma algebra complexa com respeito ao produto usual de fungoes).

O seguinte coroldrio imediato ¢é essencial para o que segue.
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Corolario 38.3 Se uma fungio f: (0, a) — C puder ser escrita na forma [ = s+h com s € Sy e h tal que lirg h(zx)
=04
existe e € finito, entao essa decomposicao € inica, ou seja, se também valer f =r+g comr € 8y e g tal que linol g(z) =0
04
[m]

existe e € finito, entao s =1 e g = h.

Prova. Pela hipétese, se s+h =r+gcoms, r € 8y e lim h(z)e lim g(z) existem e sio finitos, entao lim (h(z)—g(z))
x—04 x—04 x—04

existe e é finito. Logo, lin[r)l (s(xz) — r(xz)) = 0 existe e é finito. Pela Proposicao 38.15, isso implica que s = r. |
=04

O ponto importante para nossa discussao que nos é ensinado pelo coroldrio acima é a observagao que se f : (0, a) — C
for uma fun¢ao que diverge em zero de uma forma especifica, a saber, segundo uma funcio de 8y (a funcao s, acima),
entdo é possivel identificar univocamente a parte nao-divergente de f (a fungao h, acima). Essa observagio ¢ o germe de
uma importante definicdo introduzida por Hadamard?® em 1932 em um estudo sobre equagdes diferenciais parciais®, a
defini¢ao de parte finita de uma integral divergente. Muitos consideram esse trabalho de Hadamard como precursor da
Teoria de Renormaliza¢ao, de importancia central na Teoria Quantica de Campos. Historicamente, porém, nao é claro
se os primeiros desenvolvedores dessa teoria tivessem conhecimento daquele trabalho de Hadamard.

Comentamos, por fim, que certamente é possivel caracterizar a unicidade em uma classe maior de fungoes divergentes
que aquela do conjunto S, mas esse é o conjunto que demonstrou ser de maior interesse em aplicagoes a Teoria de
Distribuigoes e a Teoria das Equagoes Diferenciais.

e A parte finita de Hadamard de integrais divergentes

Seja, como acima, B(r, y) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R™ e seja B(r, y)© seu conjunto complementar.
Suponha que f : R" — C seja integrdvel em B(r, y)¢ para cada r > 0. Dizemos que p, f(z) d"x possui uma parte
finita no sentido de Hadamard se para todo r > 0 pudermos escrever

flx) d"z = D(r) + F(r),
B(r, y)°
onde lin(l] F(r) existe e ¢ finito, enquanto que D € 8y. Pelo Coroldrio 38.3 essa decomposigao é tnica. A parte finita
r—
lian(r) ¢ denominada parte finita de Hadamard da integral . f(x) d" e estd, consequentemente, bem definida. A
>

parte finita de Hadamard de ., f(x) d"z é denotada por PF flz) d"a.
R~
Com uso da nogao de parte finita de Hadamard vérias distribuigoes novas podem ser definidas, como mostraremos
no que segue.

e As distribuicoes parte finita de Hadamard

Param € N e zp € R, definimos a distribuigao PF m por
1 i 1
PF 7(1" e ¢ = PF N 7(92 T p(z) dx

¢ € 2(R). Essas distribuigoes sao denominadas distribui¢oes parte finita de Hadamard.

No que segue denotaremos por vezes PF por PFu, m. Claro esta que PF., ., é obtida de PFg ,, por uma

1
(x—xo)™
translagao por zq.
Que realmente se trata de uma distribui¢ao pode ser constatado pela seguinte argumentacao. Primeiramente, observe-
oo o

1 1
se que de acordo com as defini¢oes PF —p(x)dr = VP —p(z)dx e, portanto, PF f =VP f , ou seja, PFg y =
L T "

VPy. Analogamente, vale
PFs,1 = VP,

29 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).
303, Hadamard, “Le Probleme de Cauchy et les Equation aux Dérivées Partielles”. Hermann et Cie, Paris, 1932.
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para todo zp € R.

-1 |
Para m € N, m > 1, consideremos a expressao —mw(w)dx + ——¢(x)dz, com r > 0. Vemos por integracao
oo T™ .o T
por partes que a mesma vale
L) B G NS R R
P (=™ | + o1 . L (z) do + . e (z) dz

e isso claramente mostra que

© 1 oy
PF B mmtp(z) dz = m——IPF - mmfﬁ"(x) dx |
ou seja
1 1 1
PF — 9 =—— PF —— ¢
zm m—1 gl

Generalizando para um ponto zy qualquer, provamos que para m € N, m > 1,

(PFag,m, ) = (PFag,m—1, ¢') - (38.182)

m—1
Dai, segue que, para todo m € N,
(PFaims #) = e VP, ") (38.183)
(m—1)!
o que claramente mostra que PF,, ,,, m € N, é de fato uma distribuicao, pois VP, 0 é, como estabelecemos anterior-

mente. As distribui¢oes PF,,, ,, podem ser estendidas sem dificuldade a . (R), sendo, portanto, distribui¢oes temperadas.
Daremos uma nova interpretagao a identidade (38.183) quando falarmos da nogao de derivada de distribuigoes, adiante.

o As distribuigdes PF &) ¢ pp 2C2)

T

Outra distribuicao relevante é a distribuicao PF H_,(f) , definida por
1 oo Pl
pr 112) pr @) ;o pp
x e z

Acima, H é a fungao de Heaviside definida em (38.156). Observe-se que, para r > 0,

o0 o0 o0
#@) dx = 4 In(z) ¢(z)de = —In(r)p(r) — In(x) ¢’ (x) dz ,
- T - dx -
0 que prova que
00 o
PF #lz) dr = — In(z) ¢'(z) dz @5250) (Inz)y ¢'(z)da
0 €z 0 —o0
e, portanto,
H
PF iz) Lo = — (na), ¢ | (38.184)

estabelecendo que PF @ é, de fato, uma distribuicao.

De maneira andloga, definimos a distribui¢ao PF @ por

PF , o = PF
z o z e T
Escrevendo novamente, para r > 0,
. d -
#lz) dr = —In|z| ¢(z)de = In(r)e(—r) — In|z| ¢ (z) dz ,
o T oo dm .
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0 que prova que

0 0 00
PF ) dr = — In |z| ¢ (z) dz (#8.150) _ (In|z])— ¢'(z) dz
-0 T —oo —oo
e, portanto,
H(—
PF (J, ) o = — (Infz))-, ¢ , (38.185)
estabelecendo que PF Htw) é, de fato, uma distribuicao.

As distribuigoes PF ) o pp Hw) podem ser estendidas sem dificuldade a . (R), sendo, portanto, distribui¢oes

x x

temperadas.
* k% %

Mais propriedades de distribuigdes tipo parte finita serao estudadas adiante quanto tratarmos de derivadas de distri-
buigoes.
38.3.3 Algumas Relacoes Uteis Envolvendo Distribuigoes

No que segue, apresentaremos duas relagoes envolvendo distribuigoes as quais sao tteis, particularmente na Fisica
Quéntica.

e A férmula de Breit-Wigner

Seja, para € > 0 e zp € R, a fungao definida por

1 € i 1 1
0 (2 = L - - . 38.186
wo.¢(®) m(x —x0)? + € 21 (z—mo) +ie (v —m9)—te ( )

com z € R. Como 0, . ¢ positiva ¢ vale f; Loy, e(x)dz = 1 (verifique!), a funcdo £, . define uma distribuicao
de probabilidades, conhecida como distribuicio de Cauchy®* (ou como distribuicio de Lorentz*?, como distribui¢do de
Cauchy-Lorentz ou ainda como distribuicio de Breit®>-Wigner’*) centrada em xg. Ela é empregada, por exemplo, na
teoria do espalhamento (ressonancias) na Mecanica Quantica e na Fisica das Particulas.

Como £y, ¢ continua e limitada, ela também define uma distribui¢ao regular: Ty, . Desejamos provar que em

Z'(R) vale

lmTe, . = bu (38.187)
ou, em termos da notagao com funcoes generalizadas,
1 €
lim —————— = 0(z — o) . (38.188)

0T (2 —x0)? + €2

A identidade (38.187), especialmente na forma (38.188), é conhecida como fdrmula de Breit- Wigner.

A demonstragao ¢ muito simples. Observemos que £y, () > 0 para todo x, que :o lyo,e(x)dx =1 para todo € > 0
e todo zp € R e observemos que para todo § > 0 vale

* 1 € 700 € -1 ) ™
s dv = — 5 dv = — arctan - -
zots T (T —20)2 + € oo T(r—m)?+e€ T € 2

implicando que para todo § > 0 vale
z0—5 00

lim Uy, e(z) do + Lyg,e(x)dz = 0.

e—0 o To+s

31 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
32Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).
33Gregory Breit (1899-1981).

34Bugene Paul Wigner (1902-1995)
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Pela Defini¢ao 37.1, pagina 1789, concluimos que £, . (para ¢ — 0) é uma sequéncia delta de Dirac centrada em g
e, pelo Teorema 37.1, pagina 1792, concluimos pela validade de (38.187) e (38.188) em fungoes do espaco de Schwartz
Z(R).

e A férmula de Plemelj-Sokhotsky-Weierstrass

Para e € R, € > 0, temos

1 1 1 (z—ux) 1 €

7 (x — x0)? + €2 l‘/r(z—zo)2+e2A

7 (z — xo) + i€

1_ (z—xo
7 (x—w0)2+e2?

Logo, se definirmos jy,, (z) := %(TTIU)M € Kay,e() = x € R, teremos joo, e = Kag,e + lag,e cOM Loy e
definido em (38.186) e, assim,

T]lu.s = TNIU,E + in:zu e

Com a férmula de Breit-Wigner (38.187) jd sabemos que lim,_,o Tt,,,. = 0zy- Vamos agora estudar o limite lime o T,
Para ¢ € .7(R) temos

Kag,e®

o 1 >

_1 _ 1 (& — o) _ y
Thog.ol9) = 2 Faclolpl@)de = 2 o gel@)de = o0 orgey e dy
0 2 . o) _
_1 y Pyt o) = oyt z0) (58 159)
o Yte y

o) —o(—ytz0) £ < . .
W ¢ integrével, pois ¢ € .7(R) e pois lim, o

ser diferencidvel em zy. Além disso, vale que yQy:CQ < 1 para todo y € R. Logo, o integrando do lado direito de (38.189)
elytao) —e(—yto)
Y .

A funcao de y dada por w é finito, por ¢

é majorado pela fungao integravel Aplica-se, portanto, o Teorema da Convergéncia Dominada,

Teorema 33.6, pagina 1526, que nos permite escrever que

I 2 o
i Te, . (¢) = lim & v oyt —el-yte)
e "0 eS0T o yP+e? y
S . 2?/2 Pyt o) —pl-ytz)
Ty 0y +e? y
_ 17 ey +m) — o=y + w0) gy O Loy 1 o
T 0 y ™ T — 0
ou seja,
lim T, = lVP !
e—=0 00 ™ T —To
Com isso, provamos que
. 1 .
eh_r’rlx]T]TO.E = ;VPM F iy, - (38.190)
Na notagao de fungoes generalizadas isso fica
1 1 1 1
lim — = —VP i0(z — xg) . 38.191
FE:fl)Tr(If.’Eo)iiE ™ T — g F id(@ — o) ( )

As relagdes (38.190) e (38.191) sio denominadas formula de Plemelf®®-Sokhotsky®s - Weierstrass®™ (ou outras com-
binagoes de um, dois ou trés desses nomes).

35 Josip Plemelj (ou Plemelji) (1873-1967).
36yulian-Karl Vasilievich Sokhotsky (também grafado como Sochocki ou Sokhatsk) (1842-1927).
37Karl Theodor Wilhelm Weierstra (1815-1897).
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As distribuicoes definidas pelo limite do lado esquerdo de (38.191) sao frequentemente denotadas como %m:

1 1 1 1
— = lim — 38.192
7 (x — x0) £1i0 elar%w(mfmg)iie’ ( )
a igualdade sendo entendida no sentido de distribuigoes. Assim,
1 1 1 1
—— = = i0(x — . 38.193
7 (z — xo) £i0 ™ T — o F 0@ —20) ( )

A distribuigao %ﬁ pode também ser descrita de outra forma. Para ¢ > 0 podemos escrever

Doelp(iuxl»ze) dp = Lt

0 x +ie
Assim,
l 1 = lim il eFip(akic) dp ,
max £1i0 =0 T '

onde a distribui¢dao do lado direito ¢ definida sobre ¢ € Z(R) por

oo oo

lim o(x)eFPEED) dp dp = lim i
e

e~ PE y — T
I L e P Fel(p) dp = Fi

EIEN
ERRM|

. UOO Flel(p) dp .

A férmula de Plemelj-Sokhotsky-Weierstrass (38.193) pode ser escrita, portanto, na forma da identidade distribucional

Ooeip EHa—w0)+0 gy 4y

. pra— +7é(z — x0) - (38.194)

Essa expressao serd reencontrada na forma das expressoes (38.217) e (38.218) quando lidarmos com transformadas de
Fourier de distribuigoes.

e A distribuigao § f(z)

A expressao & f(x) , que representa a composi¢ao da distribui¢do delta de Dirac com uma fun¢io (adequada) f,
ocorre amitude no trato com distribui¢oes. No que segue, vamos encontrar uma identidade 1til para a mesma, a saber,
mostraremos que se f for diferencidvel e anular-se em um tnico ponto zo do seu dominio e valer f’(zq) # 0, tem-se, em

termos de fungdes generalizadas,
1
6 flz) = ——d(xz—x) . (38.195)

f'(xo)
E importante frisar que no denominador do lado direito ocorre o médulo de f/(x0), ndo apenas f'(x).

Na demonstracao dessa igualdade algumas hipéteses adicionais (invertibilidade, diferenciabilidade) serdo supostas
sobre f. Mencionamos que essas hip6teses adicionais e a hipétese de que f tenha um tnico zero podem ser enfraquecidas.
Para isso, vide a identidade (38.199) e os comentérios ao final.

Seja f uma fungao definida em R satisfazendo as seguintes condigoes:

1. f é uma fungio bijetora e, portanto, é inversivel em toda parte, sendo f~! sua fungio inversa;
2. fe f~! sio continuas e infinitamente diferencidveis em seus dominios de definigao;

3. f anula-se em um (tinico!) ponto xp em seu dominio de defini¢do. Assim, zg = f~1(0);

4. f’ ndo se anula em parte alguma, em particular, f/(zo) # 0.

Devido & tltima hipétese, tem-se f' > 0 ou f’ < 0, ou seja, ou f é uma fungio crescente ou decrescente. Com isso,
podemos estabelecer uma convengao. Caso f seja crescente, denotamos A = lim f(z) e B= lim f(z) e, caso seja
T——00 T—+00

[ decrescente, denotamos A = lim f(z) e B = lim f(z). Note-se que A pode ser Foo e B pode ser +oo, caso 0s
z—00 ZT——00
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limites acima nao existam. Em todo caso, como f anula-se em um tnico ponto xg, teremos pela convengao acima que
A <0< B, seja [ crescente ou decrescente.

Essa convengao para a definigao de A e de B é 1itil pela seguinte razao. Seja H uma fungio continua e que decaia a
zero suficientemente rdpido em +oo. Temos, pela mudanga de varidveis y = f(z),

B
1
H(y) —————— dy, para [ crescente,
7w
oo
H f(z) dz =
—o0
4 1
H(y) ———— dy, para f decrescente.
B =

Lembrando que sempre vale que A < B, que f’ > 0 quando f é crescente e que f’ < 0 quando f é decrescente, podemos

sempre escrever que
o0 B 1
H f(x) de =  H(y) ————dy.
oo a £ )

Observe-se 0 médulo no denominador f’ f~'(y) . Sua presenca decorre de termos A < B e de a integragio ser feita

de A a B, independente de a fungao f ser crescente ou decrescente.

Seja agora g,, n € N, wma sequéncia delta de Dirac centrada em 0 de fungoes localmente integréveis, por exemplo,
a sequéncia g, (z) = % e~ ™" Afirmamos que as fungoes compostas g, o f sdo localmente integraveis. De fato, para
qualquer intervalo finito (a, b), com a < b, teremos

b O] 1

. gn flx) do = ) |gn ()] W dy ,

onde fizemos a mudanga de varidveis y = f(x). Pelas hipdteses, é evidente que o lado direito ¢é finito para todo intervalo
finito (a, b), provando que g, o f sido localmente integrdveis ¢ localmente integrdvel.
Podemos, portanto, considerar a sequéncia de distribui¢ées regulares Ty of € Z'(R). Valerd, para ¢ € Z(R),
B B 1 .
Tguofs ¢ = gn f(@) e(@)de = guly) —————¢ [T'(y) dy,
oo 4 )
novamente pela mudanca de varidvel y = f(z).

Como g,, é uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0, obtemos da dltima expressao, tomando-se n — oo,

. 1 _ 1
lim Tgor ¢ = —————¢ f7H0) = ——— () -
e frf710) J'(xo)
Concluimos disso que
i 1 1 )
Jim To,0r = e 5-10) = T S - (38.196)

Lembrando que as fungdes g,,(z) convergem formalmente & fungao generalizada 6(x) (que representa a distribuigao
delta de Dirac centrada em 0), podemos expressar (38.196) em termos de fungoes generalizadas, obtendo

5 f@) = ——— 5[0 = ——dw—ar).
I f10) f'(x0)
Essa identidade 1
6 fl) = ——d(x—x0), (38.197)
I (o)
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onde zy é o ponto onde [ se anula, é muito frequentemente encontrada em textos de Fisica e Engenharia. Ela representa

a afirmagao que
B

. 1
p()d () do = —— p(ao) -
—o0 f'(@o)
E importante frisar que no denominador do lado direito ocorre o médulo de f/(xo), ndo apenas f'(x).

Assim, tem-se, por exemplo, para a € R, a # 0, constante, a identidade 1til

Sar) = L o), (38.198)

lal

que segue do caso em que f(z) = ax.
As identidades (38.196) e (38.197) podem também ser expressas da seguinte forma:
1 1

dpof = ————p-100) = —— gy -
T AT

O leitor pode facilmente constatar que a hipdtese que f seja definida em todo R pode ser enfraquecida. As relagoes
acima permanecem vélidas se f for definida em um intervalo aberto ou semiaberto de R, desde que continue sendo
inversivel e que se mantenham as condicoes de diferenciabilidade sobre f e sua inversa. Com isso em maos, é também

possivel considerar o caso em que f possua um conjunto finito de zeros: {x1, ..., @,}. Nesse caso, tem-se
" 1
§ flz) = — 8z —ay) . (38.199)
k=1 f'(zk)

Naturalmente, deve ser mantida a hipétese que f'(zy) # 0 para cada k.

E. 38.46 Exercicio. Estabeleca condicBes precisas sobre f que garantam a validade de (38.199), dando sentido a distribuicao
5(f(x)) quando f possua n zeros em R, a saber, 0s pontos z1, ..., Z,. £

Comentamos ainda que as diversas identidades obtidas acima sao a base para a definigdo da no¢ao de distribui¢ao
delta de Dirac em variedades.

38.3.4 Derivadas de Distribuicoes

Uma das razoes pelas quais definimos distribui¢oes sobre espagos de fungoes infinitamente diferencidveis ¢ que isso torna
possivel definir a no¢ao de derivada de uma distribuicao. Exemplos de interesse de derivadas de distribuigoes serao
apresentados na Secao 38.3.4.1, pagina 1919, e na Segao 38.3.4.2, pagina 1920. Comecemos a discussao com o caso
unidimensional.

Um dos aspectos mais atraentes que resultarao dessa empreitada serd a possibilidade de se oferecer um sentido
(distribucional) &s derivadas de certas fungdes que nao sao diferencidveis no sentido tradicional. Outro aspecto atraente
serd a possibilidade de se estender a nogao de equagoes diferenciais (lineares, ao menos) para distribuigoes.

e Derivadas de distribui¢coes em R

Seja f um elemento de Z(R) (ou de .#(R)). Como ¢ bem sabido, sua derivada em 2 € R ¢ dada por

F@) = mE feta)—f@) = lmE Tof (@) fl@) = lim> To—id f (2).

a—0a a—0 a a—0a
Como T, representa a acao do grupo de translacées em Z(R) (ou de .#(R)) e T, a correspondente agio do grupo de

translagoes em distribuigées (vide acima), é natural definir-se a derivada de uma distribuicio 7' € 2'(R) por

1
T = lim = T, —id T, (38.200)

a—0 a
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caso esse limite exista. A existéncia do limite ¢ facil de ser estabelecida pontualmente. De fato, se f for um elemento de
Z2(R) (ou de . (R)), temos que

Jof = f

a

LT () = s LT ()T = - T@H-TG) =T

Taf)(@) = flw) fla= 02 —f@ —f'(z), sendo f’ um elemento de Z(R) (ou de .#(R)), com a

a a—0
convergéncia se dando também na topologia de 2(R) (ou de .(R)). Portanto, a continuidade de T" implica

= lim

Agora, lim
a—=0

T'(f) = lim T Tf=f _ —T(f") .
a—0 a
Vemos com isso que a derivada de T' estd bem definida e vale
T'(f) = =T(f"). (38.201)

Assim, distribui¢oes sao sempre diferencidveis e, em verdade, infinitamente diferencidveis, como nao ¢é dificil de se ver,
repetindo-se a argumentagao.

Antes de generalizarmos esses fatos, tratemos de mais uma motivagao para a relacao (38.201).

e Derivadas de certas distribui¢oes regulares em R

Seja g : R — C uma fungao diferencidvel e localmente integravel, cuja derivada seja também localmente integréavel.
Entao, por (38.151), T, e Ty definem distribuigoes regulares em Z(R). Notemos agora que para toda f de Z(R) vale
oo B
Tg(f) = g@)f(@)de = = g(@)f'(z)dz = —T4(f') (38.202)
o —o0
(a segunda igualdade segue de integracao por partes pois, pelas hipéteses, hT g(z)f(z) = 0). Seguindo a ideia de
xr—Etoo
identificar uma distribuicdo com a “fungao generalizada” que a representa (vide discussao & pdgina 1904), podemos
interpretar T, como sendo a derivada da distribuicao T, e temos, novamente, portanto, T;(f) = —T4(f’).

Esses comentarios motivam a defini¢ao da nogao de derivada de uma distribuigao geral.

e Definindo derivadas de distribui¢coes em R

Definigao 38.1 Se T € 7'(R) ¢é uma distribuicio qualquer, definimos sua derivada T' € 2'(R) como sendo a distri-
bui¢do dada por

T'(f) == =T(f") (38.203)
para toda f € Z(R). Assim, na notagio de emparelhamento,
(T, f) = =T f) .

Note-se que, com isso, (38.202) informa-nos que para toda fungio diferencidvel e localmente integrdvel g, cuja derivada
seja também localmente integravel, vale a sequinte rela¢ao entre distribui¢oes regulares:

(Ty) = Ty .

Na notagao integral para distribuigoes, se t(x) € a “fungdo generalizada” que representa T, temos

E um exercicio elementar constatar que 7’, assim definida, é de fato uma distribuigdo. Fazendo uso do fato de
lidarmos com fungdes infinitamente diferencidveis podemos generalizar ainda mais essa defini¢ao
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Definigao 38.2 Se T € 2'(R) ¢é wma distribui¢io qualquer e n € Ny, definimos a n-ésima derivada de T, denotada por
7" € 9'(R), como sendo a distribuicio dada por

TON(f) = (-1 f™ (38.204)
para toda f € P(R). Assim, na notagio de emparelhamento,

TW, f = ()" T, O
e na notagdo integral, se t(x) é a “funcao generalizada” que representa T,

- t(")(z) flz)dz = (—-1)" - t(z) f) (z) da .

—oo —oo

Novamente, é um exercicio elementar constatar que 7, assim definida, ¢ de fato uma distribui¢ao. No sentido da
defini¢ao acima, distribui¢ées sdo infinitamente diferencidveis.

No que segue, denotaremos a derivada de uma distribui¢ao 7" por T’ ou também por %T. Analogamente, a n-ésima

derivada T também sera por vezes denotada por dd%nTA

Mais consideragoes sobre a continuidade de derivadas de distribui¢oes regulares serao apresentadas logo adiante. E
importante notar que se T, for uma distribuicao regular, sua derivada T, nio é necessariamente uma distribuicao regular
(a funcao g pode nao ser diferencidvel, ou sua derivadas pode nao ser localmente integrével). Um exemplo desse tipo é
discutido na Segiio 38.3.4.2, logo adiante: para a funcio de Heaviside H, tem-se Ty’ = &.

e Derivadas de distribuigoes temperadas em R

Todos os comentdrios e definigoes de acima particularizam-se para distribui¢oes temperadas: se T’ € .%”/(R) definimos
sua n-ésima derivada por
™, f = ()" T, M, VfeZ(R)
e, em especial, se g for uma fungao n vezes diferenciavel e de crescimento polinomialmente limitado cujas n primeiras
derivadas sao igualmente de crescimento polinomialmente limitadas, temos para distribuigcoes regulares

(Tg)(") = T_(,M) 5
como facilmente se constata via integra¢ao por partes. Mais consideragoes sobre a continuidade de derivadas de distri-
buicoes temperadas regulares serao apresentadas logo adiante.

E importante observar que pode ocorrer4de uma fungao g ser de crescimento polinomialmente limitado mas nao
suas derivadas. Considere-se g(z) = cos e , z € R. Essa funcdo é de crescimento polinomialmente limitado, mas
g'(z) = —4z3¢m" sen e" nao 6. Nesse caso (Ty)" esté definida enquanto distribui¢ao temperada, mas Ty nao est.

Esse tltimo exemplo é interessante, pois Ty estd, porém, definida como distribui¢ao (néo temperada). Trata-se,
portanto, de um elemento de Z'(R) que nao pertence a .%/(R). Em 2'(R) vale até a igualdade (T,)' = T/, a qual ndo
faz sentido em .7’(R).

e Derivadas parciais de distribui¢oes em R"

As defini¢oes de acima estendem-se naturalmente a distribuicoes definidas em R™:

Definigao 38.3 Se T € Z'(R™) é uma distribui¢ao qualquer e o é wm multi-indice, definimos a distribuicao DT como
sendo a distribuicao em 2(R™) dada por

DT (f) := (=1)l°lT Doy (38.205)
para toda [ € Z(R™). Assim, na notagao de emparelhamento,

(DT, f) = (=1)°K(T, D*f)
e na notagdo integral, se t(x) é a “funcao generalizada” que representa T,

D t(x) f(x) d"x = (=1)! t(x) Df (z)d"z.
Rr Rn
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E um exercicio elementar provar, usando as defini¢des acima, que DT é de fato uma distribuigao.

Uma vez entendido que distribuigdes sao objetos infinitamente diferencidveis, podemos também definir certos tipos
de equagoes diferenciais para distribuigoes, o que faremos mais adiante, limitando nossa discussao a equagoes lineares.

38.3.4.1 Alguns Exemplos de Derivadas de Distribuigoes

e Derivadas de distribuigoes regulares

Seja h uma fungao localmente integravel em R™ e seja T}, a correspondente distribuicao regular definida em (38.151).
Se  é um n-multi-indice, D?T;, é definida por

(D°Th, ¢) = DPTi(e) == (=Dl h@)D’ ¢ (z)d"x (38.206)

Rn
para todo ¢ € Z(R™). Que (38.206) estd bem definida para todo ¢ € Z(R™) segue do seguinte argumento. Pelo fato de
o suporte de ¢ ser compacto podemos restringir a integral de (38.206) a esse suporte. Como D?¢ é limitado, segue que

(@ lp(@)|d"e < sup |DPp(a)], v € R [h(z)| d"z

|h
R supp ¢

que ¢ finito por hipétese. Com isso, (38.206) define um funcional linear em Z2(R™). Provemos que esse funcional linear ¢
continuo. Para tal seja ¢, € Z(R™) uma sequéncia de funcoes que converge a ¢ € Z(R™) no sentido de Z(R™). Entao,
existe um compacto K C R™ tal que supp (¢ — ¢) C K para todo k grande o suficiente e para todo multi-indice £,
tem-se que sup{| D%y (x) — Dy (z)|, © € R"} — 0 para k — oo. Portanto, para todo k grande o suficiente, vale

D*Talp—¢) < [h@)] Dpla) - DPpu(a) d'a = [h(a)] DPpla) - DPpu(x) d'a
R K
< sup  DPp(x) — DPpy(z) , 2 € R® |h(x)| d"x .
K
Como a integral do lado direito é finita, concluimos que DPTj,(p — ) — 0 para k — oo e isso estabelece que DT,
¢ continua em Z(R™) e, portanto, que ¢ um elemento de 2’(R™). Analogamente ao exemplo de (38.149), nem toda

distribuigao desse tipo é temperada.

e Derivadas de distribuigoes temperadas regulares

Seja g uma fungao (mensurdvel) e de crescimento polinomialmente limitado definida em R™, satisfazendo (38.17) para
algum C' > 0 e algum m € No. Seja T, a correspondente distribuicao temperada regular definida em (38.152). Se § é
um n-multi-indice, D/jTg é definida por

(DPT,, £y = DT,(f) == (=11 g(@)D°f(z) d"= (38.207)
R
para f € .(R") define uma distribui¢ao temperada (e, portanto, uma distribui¢ao). Que (38.207) estd bem definida

para todo f € . (R™) vé-se pelo seguinte argumento. Escrevemos

5 (38.17) B (38.10) 1
lg@)[[D°f(@)] d"z < C  (A+|[lz[)™[D°f(2)| d*x < Clflles  Fomem ¢z (38.208)
R" R" re (1 [2])
Escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m+ 1), a integral do lado direito de (38.208) é finita, provando que o
lado direito de (38.207) é uma integral absolutamente convergente para todo f € &/(R").

Assim, (38.207) define um funcional linear em .#(R™). Provemos agora que é continuo em .#(R™). Para tal seja
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[ € 7 (R™) uma sequéncia de fungoes que converge a f € ./(R™) no sentido de .(R™). Teremos

P (38.17) B
DT (f = fi) < lg(@)|[D°(f = fi)(x)| d"x Ee L+ llz)™ [DP(f = fi) ()] d"a

R™ R

RERRCITR .
- o —— a4 T .
= Med @+ el

Novamente escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m+1) a integral do lado direito fica finita e concluimos que
existe uma constante Cy, independente de k, tal que DT, (f — fi) < Collf — fullq, 5. Por hipétese, | f — fillq.s — 0

para k — oo e isso estabelece que DPT, é continua em .7 (R").

e Derivadas da distribui¢ao de Dirac

Pelas defini¢oes de acima podemos definir a derivada n-ésima da distribui¢do de Dirac centrada em xo por
D) = ()" 6ay S = ()" (o)

para toda f € . (R).

38.3.4.2 Calculo da Derivada de Algumas Distribuigoes de Interesse

Para entender melhor o que as defini¢oes apresentadas acima para a nogao de derivada de uma distribui¢ao significam,
trataremos aqui de exemplos, dentre os quais, alguns de considerdvel interesse.

Considere-se a distribui¢ao de Heaviside Ty definida em (38.157). Vamos mostrar que a derivada de Ty coincide
com a distribui¢ao dy. Pela defini¢ao, para toda f € . (R),

oo oo

Tw)' () = ~Tulf) = - H(@)f'(2)dz = = f'(x)dz = f(0) = f(e0) = f(0). (38.209)

—0oo 0

Portanto, para toda f € #(R) tem-se (Ty) (f) = do(f). Isso mostra, fazendo-se uma analogia com (38.202), que a
distribuigao de Dirac pode ser entendida como a derivada da distribui¢ao associada a funcao degrau. Assim, apesar de
H(z) nao ser uma fungao diferencidvel (sua derivada nio estd definida em 2 = 0), podemos interpretar sua derivada
H'(x) como uma “fungio generalizada”, a saber através da relagao

Ao notar que H' nao existe enquanto fungao mas existe enquanto “fungao generalizada” o estudante pode apreciar melhor
a relevancia dessa nogao.

E. 38.47 Exercicio importante. Seja h a fun¢@o continua mas nao diferenciavel (em = = 0) definida por

Mostre que (T,)" = Ty (com H definida em (38.156)) e que (T.)” = do. Conclua, em termos de “fungBes generalizadas”, que valem
K(z) = H(z) e W'(z) = o(x) .

O estudante deve atentar para o fato que a relagdo h’(z) = H(xz) ndo deve ser entendida como uma igualdade entre fungGes, mas
entre “funcBes generalizadas”, pois k' ndo existe enquanto funcao (h ndo é diferenciavel em 0), ainda que H o seja. *

Esse exercicio mostra que a distribui¢ao de Dirac ¢ a derivada (distribucional) segunda de uma fungao continua e
polinomialmente limitada, a saber, da fungao h. Um teorema mais profundo da Teoria das Distribui¢oes afirma que
toda distribui¢io em . (R) é a derivada de ordem suficientemente grande de uma fungao continua e polinomialmente
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limitada. Vide Teorema 38.5, pdgina 1922 e vide, e.g., [251] e [252]. Essa afirmagdo nao é valida para as distribui¢oes
em Z(R) (ache um contraexemplo!).

e As derivadas das distribuigées In |z|, (Inz); e (In]z|)_

Como ja observamos, In |z| ¢ uma fungao localmente integravel e, portanto, define uma distribui¢ao com (In |z|, ¢) :=

- In|z| p(x)dz, 0 mesmo se dando com as fungdes (Inz); e (In|z|)— definidas em (38.150). No que segue, vamos
(:z;lz({ﬂar as derivadas dessas distribuicoes e estabelecer que
1 d H(x)

d d
1 rl = VP . ] ,, . PF ] €T . PF
nlz| = , p (Inz)y = e (Infz))- =

i (;”) (38.210)

As duas tultimas relagoes foram estabelecidas em (38.184) e (38.185), respectivamente, de modo que falta-nos apenas
demonstrar a primeira. Observemos para tal que

—r 00
%hllx‘, v = —(lnlz|, ¢') = 7'13& ﬂoln |z’ (@)dz + ) In ||’ (z)dx
i 5 _ e, % el)
= 7_13(1]14r In(r)e(r) — In(r)e(—r) + e dr + T dx
Agora, In(r)p(r) = In(r)e(0) + Mrln(r) e, portanto
o(r) — (0 —r) — (0
In(r)e(r) — In(r)e(—r) = £(r) =2(0) _ o(=r) = #(0) rin(r) .
r r
Quando 7 — 0, a expressao M converge a ¢'(0) e w converge a —¢'(0). No entanto, lin}) rinr =0 e,
r—
portanto, lin%) In(r)e(r) — In(r)e(—r) =0 e disso concluimos que
T
—r ) ; 00 ;
iln lz|, ¢ = lim Mdt‘# de = VP de,
dx r—0 T - T o T

demonstrando a primeira identidade em (38.210).

e As derivadas das distribuigoes VP, e PF,  ,,

Podemos ainda coletar alguns dos resultados anteriores e interpreta-los em termos de derivadas de distribui¢oes. Em
(38.182), por exemplo, estabelecemos que para m € N, m > 1,

!

PFay 1 = —(m—1)PFu m
para todos m € N e 2y € R, ou seja,
d 1 1
ZPF —— = —gPF ——  eN, 2 €R.
ar (@ —zo)™ m (z — o) +1 m » Lo
A relagao (38.183) pode ser lida como
VP, Y = (21 — 1)1 PRy (38.211)
para todos m € N e zg € R, ou seja, estabelecemos que
dm 1 1
— = (-1)"m!PF ———— No, z0 €R.
g pr— (=1)™m gyt m € Np, g €

Junto com a primeira relagao em (38.210), isso estabeleceu também que

1 (—1)ym @mt
PF e e === In|z| m € No .
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38.3.5 Alguns Resultados Estruturais sobre Distribuigoes
Nesta breve secao listaremos alguns resultados importantes sobre a natureza das distribuicoes e distribuicoes temperadas.
Suas demonstracoes serdo omitidas na presente versao deste texto por requererem um estudo mais aprofundado de

aspectos topoldgicos que subjazem a teoria das distribuigoes.

e Suporte de Distribuigées. Suporte singular de distribuigoes

Recordemos que o suporte de uma fungao f: R™ — C, denotado por supp f C R™, é o fecho do conjunto de todos os
pontos onde a fungio nio se anula. Para distribuigoes existe uma nogao andloga. Dizemos uma distribuigao 7' € 2'(R™)
anula-se em um aberto Q C R™ se T'(¢) = 0 para toda ¢ € Z(R™) com suppp C Q. O suporte de uma distribui¢io
T € 2'(R™), denotado por suppT', ¢ o complemento da uniéo de todos os abertos onde T se anula. E evidente por essa
defini¢ao que suporte de uma distribui¢ao ¢ um conjunto fechado. Para distribui¢oes temperadas a definigao de suporte
¢ idéntica.

O suporte da distribuigao delta de Dirac centrada em g, d,,, ¢ {xo}, como facilmente se constata. O mesmo vale
para suas derivadas (59;), n € Ng. O suporte de uma distribuigao regular T}, coincide com o suporte de h.

Dizemos que duas distribuigoes 77 e T5 sao iguais em um aberto Q@ C R™ se T} — T5 anula-se em Q.

O suporte singular de uwma distribuicio T € 2'(R™), denotado por sing suppT’, é o menor fechado de R™ em cujo
complemento T ¢ igual a uma distribuigao de 7, (R™), ou seja, a uma distribui¢ao regular de uma funcao infinitamente
diferencidvel.

eg, oo

O suporte singular das distribui¢oes 6;7;) coincide com o suporte dessas distribui¢oes, ou seja, é {zo}. O suporte da
distribuicao VP,, ¢ R, mas seu suporte singular é {zo}.

E. 38.48 Exercicio. Justifique essas afirmag®es. *

e Regularidade de distribuigoes

O resultado a seguir informa que toda distribui¢ao temperada é uma derivada (de ordem grande o suficiente) de uma
distribuicao regular.

Teorema 38.5 Seja T € ./ (R™). Entio, existe uma funcio h definida em R™, continua e de crescimento polinomial-
mente limitado, e um n-multi-indice 5 € N§ tais que T = DT}, ou seja,

7(f) = (-1 - h(z) D’f (x)d"x

para toda f € S (R™). [m]

Uma demonstracio desse teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [251] e [252]. Um exemplo notério ¢ dy, a
distribuicao delta de Dirac centrada em 0 em R. Vide Exercicio E. 38.47, pagina 1920.

O Teorema 38.5 nao ¢ valido no caso de distribui¢oes em 2’(R™), como mostra o exemplo (de [251]) da distribuicao
T € 2'(R) definida por T := D"6, = 60 (z — n). Justifique! Uma forma “local” do mesmo, porém, ¢

n=—o0 n=—o0
verdadeira:
Teorema 38.6 SejaT € Z'(R™). Entao, para cada compacto C C R™ existe uma fungdao continua h definida em C e um
n-multi-indice 5 € N (h e 3 podem depender de C) tais que T(p) = DPTy (), para toda fungio de teste p € P(R™)
com suporte em C, ou seja,
T(p) = (=) h(z) DPp (x) d"x (38.212)
R

para toda ¢ € Z(R™) com suppyp C C.

Um corolario evidente é que para distribuicoes com suporte compacto as afirmagées de acima valem globalmente:
se T € Z'(R™) possuir suporte compacto, entio existe uma fungao continua h e um n-multi-indice 3 € N{ tais que

T = DPTy, ou seja vale T(p) = (1)1l | h(z) D (x)d"x para toda ¢ € Z(R™). m]
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Uma elegante demonstracio desse teorema (fazendo uso do Teorema da Representagao de Riesz, Teorema 39.3, pagina
1970) pode ser encontrada em [35]. Uma ilustragdo de como o Teorema 38.6 é usado pode ser encontrada na demonstragao
da Proposigao 38.17, pagina 1930.

O teorema a seguir pode ser demonstrado a partir do Teorema 38.5. Vide, e.g., [35] ou [251].

Teorema 38.7 Seja T € ' (R"™) uma distribui¢cao temperada cujo suporte é {xo}, para zo € R™. Entio, T € uma

combinacao linear finita da distribuicdo 0, e suas derivadas, ou seja, existem N € N, constantes ¢, € C, k=1, ..., N
N

¢ inteiros nao-negativos distintos n, € N, k=1, ..., N com 0 <nj <--- <ny, tais que T = ck 5;204 O
k=1

38.3.6 Transformadas de Fourier de Distribuigoes Temperadas

Seja g € 7 (R") e seja Ty a distribuigao temperada definida em (38.152) por T,(f) = T,, [ = g, g(z)f(x)d"z. De
acordo com (38.80) temos que Ty, F[f] = Tgyy, f . Essa observagao nos induz a definir a nogao de transformada
de Fourier de uma distribui¢ao temperada seguindo o mesmo tipo de ideia que inspira a definicao de derivadas de
distribuigées. Se T' € .#/(R™) ¢ uma distribui¢do em R™, definimos sua transformada de Fourier F[T] € .#/(R™) como
sendo a distribuigao que a cada f € .7 (R™) associa

I, f o= T, 5]

Notemos que o lado direito, de fato, define um funcional linear continuo em .#(R™) devido & Proposicao 38.7, pagina
1872, que estabeleceu a continuidade de J.

Analogamente, a transformada de Fourier inversa de 7' € . (R™) é definida por L’F’l[T], f =T, 7’1[f] .

Com essas definigdes T ¢ F~1 passam a ser consideradas como aplicagoes lineares de .#/(R™) sobre si mesmo com
F~1 sendo a inversa de .

38.3.6.1 Calculo de Transformadas de Fourier de Algumas Distribui¢ées Temperadas

Seja d, a distribuigao delta de Dirac centrada em y € R™. Por defini¢ao, temos

L @) A = T () = T f

Floy), f = 0y, FIf] = Fflly) = W . @y e (2mn/z

onde e, é a funcdo e, (z) := e~ '*. Assim, provamos que

Floy) = ﬁT . (38.213)
ou seja, na notagao de fungoes generalizadas,
TOE) = e
(2m)n/2
Em textos de Fisica nao é raro encontrar-se essa identidade escrita também na forma
W - e P (x —y) d'w = mc*wp .

E desnecessdrio repetir que a integral do lado esquerdo possui apenas um sentido simbélico. Apesar disso, relagoes como
essa tém um valor prético e sao frequentemente empregadas.

De forma totalmente andloga, prova-se que

1

—1 —
Tl = Gy e

(38.214)
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E. 38.49 Exercicio. Verifique!

*
Dessas relagoes concluimos que
FT_,] = @m)"%5,  eque  FTUT.] = (2m)"/34,.
Escrevendo essas relagoes de maneira formal como uma integral, temos
1 i(y—a)- .
@ TNt = §y(x) = 0z —y), (38.215)

tal como antecipado em (38.67). Novamente comentamos que essas integrais, ainda que possuam apenas significado
simbolico, sao frequentemente empregadas em manipulagoes, especialmente em textos de Fisica.

As transformadas de Fourier de derivadas da distribui¢ao delta de Dirac sao também féceis de se calcular. Para um
n-multi-indice «, temos

FID3,), f = D, F[f] = (- 6, D°Ff] = (=) 5, POFf] =il 5, FQf]
Jal o ilel —iyw () an, il , il
= il"FQ*f](y) = B € Ve f(x) d'w = WTaa,y(f) = WT%‘W fo

onde eqy € a funcao eq () = % "'", ou seja,

ilad

F(D%6,] = e Tees (38.216)

De forma totalmente aniloga, prova-se que

_j)lal
F-1[D%s,) = %TE“W.

Em termos da notagao de funcoes generalizadas, a relagio (38.216) se deixa escrever como

glal L
TD)0) = G

E. 38.50 Exercicio. Verifique!

Dessas relagoes concluimos que

FTe._,] = il*l@2m)"/2D"5, ¢ que F T ] = (=) @m)"/2D%s, .

Escrevendo essas relagoes de maneira formal como uma integral, temos

G g T w = D26y (@) = DR —y).
expressao essa que também pode ser obtida formalmente de (38.215).

e A transformada de Fourier da distribuicao de Heaviside e outras associadas

E interessante determinarmos a transformada de Fourier da distribui¢ao de Heaviside, entre outras razoes, pois com
ela obtemos também a transformada de Fourier de outras distribuigoes. Seja Ty a distribuigao de Heaviside definida em
(38.157). Para ¢ € .(R) teremos

ITul (0) = Tu@e) = Tlel) dy = iy " 5Tl .

a>0
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sendo que a tltima igualdade é justificada pelo fato que e~ < 1 para todo y € R4, pelo fato que Flp| € Z(R) C
Li(R, dz) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 33.6, pagina 1526. Agora,
Temgly)dy = = e gy de dy = —— e mmdy oz dr,
V21 o o V2T oo 0
onde, para a troca de ordem de integracio na tltima igualdade, usamos o Teorema de Fubini®®. Como ODC e~ WY dy =

1
s temos

- 1 —i 1
J[T p) = lim —opx)dr = —— ——,
OTale) = iy 2o e de = S e

onde a distribuigio —2 foi definida em (38.192), pagina 1914, e satisfaz (38.193). Assim, com a identidade (38.193)
estabelecemos que

—i 1 (38.193) —1i k3
F[Ty) = - = VPo+ —do. 38.217
(T V2rx —i0 Var ! 2% ( )

De maneira anédloga prova-se que

_ i 1 (38193 i T
FTh = =" —VP —do . 38.218
[Tu] Jor 0 Jon o+ 0 ( )

O estudante deve comparar (38.217) e (38.218) a (38.194).

¥}

Das expressoes (38.217)—(38.218) obtém-se facilmente as seguintes relagoes:

1 1

F = FiV2rT gt = FiV2r Ty,
x| vEmime e zxi0  vemhaE
sendo H*(y) = H(£y), ou seja, na notagio de fungdes generalizadas,
1 1
= FiV2r H(+ g1 = FiV2r H .
o W = FiVarH(xy) e T W o= FVarH(Fy)

De (38.217)—(38.218) obtém-se também

FIVP] = FiV2r Tye_ypp = —i gngn e FLUVPY] = £ivV2r Tys qyp = i gngn i
que implica 7
2
FTegn = —i =VPg.
™
Na notacao de fungoes generalizadas, as relagoes de acima ficam
1 ) 1 T
FVP = (y) = Fiverm H(iy)—i = —i §sgn(w) e (38.219)
z
. 1 . 1 T
FL VP = (y) +iv2m H(:ty)fi =i Esgn(zy (38.220)
x
ou seja,
0o —iyw
VP de = Fmi 2H(+ty)—1 = —wisgn(y) . (38.221)
—oo

E. 38.51 Exercicio. Obtenha todas as relagdes de acima.

38Guido Fubini (1879-1943).
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E. 38.52 Exercicio. Generalizando as expressoes de acima, mostre que

- LT Py LT
F[VPso] = Fiv2r T, i+ -1/2) = 71\/;1,%59“ e T VP, = +iV2r T, o (HE1/2) = z\/;TF

2SN 5
(38.222)
ou seja, que
F [VP (1: jwo)} (y) = Fiv2me 0¥ (H(iy) - %) = —i\/gefm’”sgn (z) e (38.223)
gt [VP ('r j;to)} (y) = Hiv2me™? (H(iy) — %) = i\/geﬂz"ysgn (z), (38.224)
para todo zo € R. *
E. 38.53 Exercicio. Usando (38.211) e (38.222), mostre que
27 (=)™ ™ i)
ff[PFl-ﬂ.m] = WTQ""IHO(’#’UZ) = o 1)!Tqueﬂnsgn s
ou seja, em termos de funcBes generalizadas,
. +/2m (=)™ 1 i T (=)™ 1 —in,
F[PFug,m](p) = le)? p" e TP (H (£p) — 1/2) = \/;ﬁp” LeT im0 san (p)
para todos z0 € R e m € IN. *

e Transformada de Fourier de distribuicoes regulares. Revisitando (38.107)

Seja T, uma distribuicao temperada regular associada a uma funcao g, satisfazendo as propriedades previamente
definidas. A fungao g nao é necessariamente integravel. No entanto, podemos associar a ela uma transformada de
Fourier, definida da seguinte forma.

Uma funcao h : R" — C é dita ser a transformada de Fourier distribucional de g se existir uma distribui¢ao temperada
regular Ty, tal que F[Ty] = Ty, ou seja, se valer

<T9, ?[fD = <Th~ f>

para toda f € .7/(R™). Em um tal caso, escrevemos h = F[g] e as relagoes acima indicam que F[T,] = Ty, sempre que
tal expressao faca sentido.

Analogamente, definimos F~1[T,] = Tg-14 sempre que tal igualdade faca sentido.

9]
E importante notar que nem sempre F[T,] é uma distribuicao regular. Um exemplo ocorre no caso em que g é a
fungao de Heaviside, como vimos acima. Ainda assim, podemos em tais casos tratar F[g] como uma funciao generalizada.
Essas nogoes permitem langar um outro olhar sobre a identidade (38.107), que justificamos anteriormente com base
na nogao de transformadas de Fourier no espago L*(R, dx).

Seja w, um nimero complexo com Im (w,) > 0 e considere-se a fungio g(t) := H(t)e™~!, t € R. O répido decaimento
de g quando [¢| — co garante que podemos associar a g uma distribuicdo temperada regular, T,, dada por

o /) = g@F®)dt = . etftydt,  Vie S(R).
Por defini¢ao, temos
_ _ 7 N S —iwt
T[Tyl 1) = (Ty, TUD = ,© I dt = 7=, ¢ ﬂof(w)e dw dt

1 0 S

= — Wt gt fw) dw =

5
B
|
3
5l
B
|
3
©
|
£
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a inversdo da ordem de integragao sendo devida ao rdpido decaimento de e~ para t — oo e de f(w) para |w| — co. Essa

igualdade mostra que JF[T,] é idéntica & distribui¢do temperada regular T, definida pela fungao h(w) := ﬁm
Assim, justifica-se escrever Flg](w) = h(w), w € R.

Se na igualdade (F[T,], f) = (Tp, f) substituirmos f — F~1[f], obtemos (F[T,], F~'[f]) = (T4 f) = (Tn, Ff]),
ou seja,

FUTLL ) = (To £

indicando que F~1[T}] é uma distribui¢io regular e que podemos identificar, no sentido expresso acima, que F~![R](t) =
g(t), ou seja,

1 S} ciw/.

dw = H(t)e™!.

2T _ o W — Wy

Esta ¢ novamente a identidade (38.107), justificada agora em termos distribucionais, ou seja, como uma igualdade entre
distribuigoes regulares temperadas.

38.3.7 Produtos de Distribuigoes

e Produtos tensoriais de distribuigoes

Dadas duas funcdes ¢, 1 € Z(R"™) define-se seu produto tensorial*®, denotado por p®1) como sendo a fungdo definida

em R?" por
pOU (@ y) = e@)b(y) .

E um exercicio elementar (faga-o!) mostrar que ¢ ® v assim definida é um elemento de Z(R?*"). A colegio de todas as
fungées de 2(R?") que sejam combinagdes lineares finitas de produtos tensoriais de fungdes de 2(R™) é um subespago
linear de 2(R2") denotado por Z(R"™) © 2(R™), o produto tensorial de 2(R™) consigo mesmo. F relativamente facil
provar usando o Teorema de Weierstrass (Teorema 37.3, pagina 1795) que Z(R™) @ Z(R™) é denso em 2(R?"), ou seja,
toda funcdo de Z(R?") pode ser aproximada por funcoes na forma de somas finitas ;. ¢x () (y), com ¢k, Vi € Z(R™)
para todo k. Omitiremos a demonstra¢ao aqui.

Se T, U € 2'(R™), define-se o produto tensorial T ® U como o funcional linear definido em Z(R™) ® 2(R™) por
(TeU)pav) = T(PU[).
Claramente T ® U é continua em cada um dos seus argumentos separadamente. Como Z(R") ® Z(R") é denso em
2(R?"), o produto tensorial T'® U pode ser estendido a todo Z(R?") e, portanto, define uma distribuicio nesse espago,

ouseja, T@U € 2'(R?"). Dessa forma, se t e u denotam as “funcdes generalizadas” associadas a T e U, respectivamente,
é legitimo escrever, na notagao integral,

TeU)Q = H)ul)(, y) dzdy
R2n
para toda ¢ € 2(R?"). Assim, a “fungio generalizada” associada a T ®@ U é t @ u.

e Produto de fungoes e distribuigoes

Ao contrdrio do caso de fungoes, o produto de duas distribuigoes pode ser definido sob circunstancias bastante
restritivas. Vamos discutir brevemente uma dessas circunstancias atendendo nosso interesse proximo de discutir equagoes
diferenciais distribucionais lineares. Sejam T € 2'(R™) uma distribuicdo e h € C*°(R™) uma fun¢ao infinitamente
diferencidvel. Definimos o produto h - T’ como sendo a distribuigao que a cada f € Z(R™) associa

h-T (f) = T(hf). (38.225)
Na notagao de emparelhamento isso significa

(h-T, f) = (T, hf)

39No caso dos espagos .7 (IR™) as definicdes sdo andlogas.
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e na notagao integral, se t é a “funcao generalizada” associada a T' e ht é a “fungao generalizada” associada a h- T,

(ht)(z) f(z) d"z = t(z) h(z)f(z) d'z.

R" R"
Assim, a “fungao generalizada” (ht)(x) é dada simbolicamente por h(z)t(z).
E. 38.54 Exercicio. Mostre que h - T', definida em (38.225), com 7' € 2'(R"™) e h € C*=(R"), & de fato uma distribuigdo. *
Se T € .'(R™) é uma distribui¢io temperada, podemos definir analogamente o produto h-T por h-T (f) :=T(hf)
(para toda f € 2(R™)) desde que h seja infinitamente diferencidvel e tenha crescimento polinomialmente limitado.

E. 38.55 Exercicio. Mostre que /- 1" assim definida, com 7" € .#/(R™) e h € C**(IR™) com crescimento polinomialmente limitado,
€ de fato uma distribuicdo temperada. *

e A regularizacao de uma distribuigao

Para p € 2(R™) e y € R", seja ¢, = (T,(Ry)) com T, definida em (38.165). A funcao ¢, é tal que ¢ () = p(y — )
para todo z € R™.

Naturalmente ¢, ¢, para cada y € R™, também um elemento de Z(R"). Se T' € 2'(R") a aplicagao
R">y — T(p,) €C

define uma fun¢ao em R”, a qual é frequentemente denotada por T * . Assim,

(Txp)y) == T(py) = T Ty(Rp) = t(@)ply —o)d"x,

Rn

sendo que na tltima igualdade empregamos a notagao em termos de fungoes generalizadas, t(z) sendo a funcao genera-
lizada associada a T'. A fungao T * ¢ é dita ser a regularizacdo da distribuicao T pela funcdo de teste .

E de se notar também que se T é uma distribui¢ao regular, isto é, se T' = T, para h localmente integravel, teremos

(Thxo)(y) = . h(@)ely —x)d'z = (h*p)(y) .

E também interessante observar que para T' € Z/(R™) ¢ ¢ € Z(R™) tem-se
(T, @) = T(p) = T(po) = T*(Rp) (0). (38.226)
Para atender a diversos propésitos futuros, vamos estudar algumas propriedades das fungoes T * . A primeira delas
refere-se a diferenciabilidade de T" * .

Proposigao 38.16 Para T € 7'(R™) e ¢ € Z(R™) e com as definigoes de acima a fungdo T * ¢ € infinitamente
diferencidvel. Tem-se também
D¥Txp) = Tx(D%) = (DT)x¢p (38.227)

para todo n-multi-indice «. Por fim, vale a afirmagao que se T tem suporte compacto, entao T x ¢ é um elemento de

2(R™). m]

Prova. Seja z € R" e considere-se a diferenca

y+2(x) —py(@) = @y +2z—2) -9y —2).
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Podemos escrever, usando a diferenciabilidade de ¢ e denotando a%%(x) por (Dry)(z),

1 1
d d
Oy+2(2) — py(z) = E’%ﬁt:(w) dt = Ev(y +tz—a)dt
0 0

n 1

Drp (y+tz—z)z, dt

= Dryp (y— )z + Drp (y+tz—z)— Dpp (y—x) 2 dt,
k=1 k=1 0

sendo que na tltima igualdade apenas somamos e subtrafmos o termo  _; Dyy (y — 2)z. Observemos agora que a
fungdo x +— |, Diy (y — )z assim como a fungio

nooq
T — Dy (y+tz—x)— Dpp (y—x) 2 dt (38.228)
k=1 0

sao elementos de Z(R™). Para a primeira fungao a afirmacao é evidente; para a segunda necessitamos apenas observar
12 que o lado direito de (38.228) ¢ infinitamente diferencidvel em relagao a = (pois, sob as hipéteses, podemos diferenciar
sob o simbolo de integral. Vide Proposicao 37.5, pagina 1787) e 2¢ que o lado direito de (38.228) tem suporte compacto
como fun¢ao de x, pois as fungoes Dy tém suporte compacto.

Assim, ¢ legitimo escrevermos

(Txp)y+2) = (T*p)(y) = (T, pyt=—py) = T, Dyp, + T, . Dig .~ Drp, dt 2.
k=1
Dy

01 yhts T Dy y dt  pode ser majorada da seguinte forma: sendo T'

uma distribuicao, existe para cada compacto KX C R™ e todo m € No uma constante Cx, ,, tal que

Observemos agora que a expressao 71,

1 1
T, Dy — Dy dt < Cgm sup Dy Dy, z) — Dy x) dt
, @ it e, S SR @ (@) e (@)
1
< Cg,m sup DDy (y—x+tz) — DDy (y—ax)dt dt.

z€K, la|<m 0

Em funcao da continuidade uniforme de ¢ e suas derivadas, podemos, para cada ¢ > 0, uma bola B. C R™ centrada
em 0 tal que para todo z € Be (e, consequentemente, tz € B, para todo ¢t € [0, 1]) teremos D®Dyp (y — x + tz) —
DDy (y —z) <e. Com isso, obtemos que

(Txp)y+2) = (T*o)(y) = T, Dy, zi+ole).
k=1

o que demonstra que T x ¢ é diferencidvel e vale
Dp(Tx@)y) = T, Drp, - (38.229)

A argumentacao de acima pode ser repetida para demonstrar que 7" * ¢ ¢ diferencidavel um ndmero finito arbitrario de
vezes, ou seja, ¢ infinitamente diferenciavel.
Para provarmos (38.227) notemos, por um lado, que 7T, Dyyp , = T x (Dry) (y). Por outro lado, como RDj, =

—DyR, tem-se também

T, Dry , = T, T,R Dyp = — T, DyT, Rp = DiT,T, Rp = (DiT, ¢,) = (DiT)*¢ (y) .
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Portanto, de (38.229), teremos
De(Txo)(y) = Tx(Drp) (y) = (DeT) ¢ (y) -
Essa relagao pode ser agora usada como base para uma prova indutiva elementar de que
DT x@)(y) = T+ (D%) (y) = (DT)x¢ (y)

para todo n-multi-indice a.

Para finalizarmos, a afirmagao de que se 7' tem suporte compacto, entao 7" * ¢ é um elemento de Z(R™) é evidente
pois (T'x ¢)(y) = T(¢y) =T Ty(Ry) . Para todo y € R™ com ||y|| grande o suficiente o suporte de ¢, = T,(Ry) serd
disjunto do suporte de T' e, portanto, (T * ¢)(y) serd nula. |

Ainda sobre as fungoes T * ¢ vale o seguinte resultado que utilizaremos no que segue:

Proposicao 38.17 Seja T € Z'(R™). Entao, vale
Tx(px¢) = (T*p)*d (38.230)

para todos ¢, ¢ € 2(R™). [m]

Prova. Recordemos, em primeiro lugar, que ¢ = ¢ € Z(R"™), sendo, portanto, infinitamente diferencidvel e de suporte
compacto. Fixemos essas duas fungoes ¢ ¢ ¢. Pela definigao, temos que

Tx(pxd) (y) =T (px9)y ,

com
oly—z—2)p(z)d"z .
Re

(pxd)y(x) = (pxd)(y—=)

Podemos evocar o Teorema 38.6, pagina 1922, e representar 7' em um compacto que contenha o suporte de ¢ * ¢ e de ¢
por (38.212), com 3 € Nj e h continua. Com isso, teremos

Taloxd) () P27 (<17 @) DAew o) @) da
= (=)’  h@)D] oly—a—2)p(z)d"z d"z
R" R
= h(z) (DP)(y —a — 2)¢(2) &z d"x
R" R"

= h@)(DPo)y — = —a) d"z §(z) d"
R* R

= h(z)(DPg)y—s(z) "z (z) d"=
R R"

»2 (T @)y - 2)6(z) "z
-

= (Txp)xd (y),

tal como querfamos provar. A inversao de ordem de integracao acima ¢ facilmente justificivel pela compacidade do
suporte do integrando. ]

A Proposicao 38.17 tem o seguinte coroldrio importante:
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Teorema 38.8 Z(R") ¢ denso em Z'(R™) no sequinte sentido: para cada T € Z'(R™) existe uma sequéncia de distri-
buigoes regulares Ty, , m € N, com hy,, € 2(R™) tal que

(T,6) = Im_(Th,, ¢)
para toda ¢ € Z2(R™). [m]

Prova. Seja ¢ € Z(R") tal que p, ¢(z)d"z = 1 e defina-se para m € N a sequéncia ¢, € Z(R") dada por ¢, (z) =
p(z)d"z = 1. Além disso, se Bs := {z € R", |z|

A

m™o(mz). E evidente que R Pm(@)d e =m" o p(ma)d"e =
0} é a bola aberta de raio d > 0 centrada em 0 € R", teremos

Rm™

n

om(z)d"s = m p(ma)dz = p(z)d"
R™\Bjs R™\Bj R™\Bums

de sorte que para cada § > 0 vale lim om(z)d e = lim p(z)d"z = 0, devido ao suporte de ¢ ser
m—

o R"\Bs 7% RM\Bus
compacto. Com isso, estabelecemos que ¢,,, m € N, é uma sequéncia delta de Dirac em R™ segundo a Definicao 37.2,
pagina 1794. Do Teorema 37.2, pagina 1794, segue que para toda ¢ € Z(R") a sequéncia ¢,,, m € N, definida por

bdm(x) = (om*d)(x) = om(z—y)o(y)d'y = om(y)p(z —y)d"y
R™ R™

converge uniformemente a ¢ em R", pois toda ¢ € Z(R") satisfaz as condigoes do Teorema 37.2. Adicionalmente,
podemos também afirmar que para cada n-multi-indice o € Nij a sequéncia D¢, converge uniformemente a D@, pois

Dm(z) = D*(pm * ¢)(x) = D* . em(y)o(z —y)dy = . em(y) D¢ (z—y)d"y

e D¢ também satisfaz as condigoes do Teorema 37.2. Segue dessas afirmagoes que se T' € Z'(R"), entao lim T(¢,,) =
m—o0

T lim ¢, =T(¢), devido a continuidade de T". Agora, temos que
m—ro0
T, ¢) = T(¢) = lim T(pp) = lim T @6
(38.226)

lim T x R(pm*¢) (0)

m—o0

- lim T (Rep)* (Ro) (0)

m—oo

G820 i T (Rpm) * (Rg) (0)

m—o0

= lim T* (Rem) (—y) (R)(y) d"y

m=o0 g

EY dim o T (Rew) () éy) d'y

M=o pn

= Jlim (Th,, 9),

onde hy, :=T * (Rpym) € 2(R™). Isso completa a demonstragao. |
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38.3.7.1 Produto de Convolugao de Distribuigoes
Vamos agora descrever como o produto de convolugao pode ser definido para distribuigoes dotadas de certas propriedades.
Seguindo uma estratégia ja empregada antes, comegamos considerando certas distribuigoes regulares adequadas para

depois tratarmos de generalizagoes.

e O caso de distribuigoes regulares

Comecemos com uma defini¢io. Dada uma fungao ¢ : R™ — C, denotamos por E[p] a fungio definida em R™ x R™
assumindo valores em C definida por E[¢](z, y) := p(z +y).

Seja €(R™), o conjunto das fungdes continuas definidas em R", e seja 6p(R™), o conjunto das fungdes continuas e
de suporte compacto definidas em R". Sejam f; € €(R") e fo € €(R™) e sejam Ty, e Ty, as respectivas distribuigoes
regulares. No contexto de distribuigdes regulares ¢ natural definirmos o produto de convolugao Ty, * Ty, de Ty, e Ty,
como sendo o elemento de 2'(R™) definido por

Tr*Tr = Thep

1

Teremos, para cada ¢ € Z(R"),

file =y)fo(y)d"y o(z)d"z

Theps = fi*fo (@) p(z)d'z =
" R R"

R

e fi@) faly) e +y)dwdy = f1(@) fa(y) Ele(w, y) dad"y .
R" Rn R" R»

Essa tltima expressao sugere que poderfamos escrever Ty.p,, ¢ = Tp®Ty,, E[p] o que sugere definirmos o produto
de convolugao Ty, * Ty, das distribui¢oes Ty, e Ty, por Ty x Ty, ¢ = Tg ®@ Ty, E[p] . Sucede, porém, que nao é
possivel dar uma interpretacao distribucional & integral ., . fi(#)f2(y) E[¢](z, y) d"zd"y, pois E[¢], ainda que seja
uma fungao infinitamente diferencidvel, ndo ¢ um elemento de Z(R™ x R™) (¢(x + y) e suas derivadas nao caem a zero
quando & — oo com x + y constante). Esse problema pode ser remediado de um modo adequado aos nossos propésitos.

O suporte da fun¢ao fi(z)f2(y)e(z + y) é um subconjunto compacto de
Spifae = (x,y) €R" xR € supp (f1), y € supp (f2) e +y € supp ()

Como f; e p tém suporte compacto, nao é dificil constatar que Sy, f, » é um subconjunto compacto de R™ x R™.
¥ p T s q fi, f2, 0 ) P

Consideremos uma fungio auxiliar y € 2(R" x R™) definida de sorte que x(z, y) = 1 para todos (z, y) contidos no
compacto Sy, 5, , (uma tal fungao sempre existe, como jé observamos anteriormente). Teremos, naturalmente,

o fi@) f2(y) Elpl(@, y)d"zd"y = - Ji(@) f2(y) x(z. »E[P] (2, y) d"zd"y

Rn Rr
e como o produto E[p] ¢ um elemento de Z(R™ x R™) (pois x o é e E[p] é infinitamente diferencidvel), é legitimo
escrevermos

Ther v = Tp@Tp, xElp]
Com isso, o produto de convolugio Ty, * Ty, das distribuicées Ty, e Ty, é o elemento de Z'(R™) tal que
TrtTp e = TneTph, xEl

para cada ¢ € Z(R™). Utilizando essas ideias, vamos agora descrever como definir o produto de convolugao de uma certa
classe de distribuicoes.

e A condigao de suporte

Definigao. Dizemos que duas distribuicoes Uy, Us € 2'(R™) satisfazem a condicio de suporte se para todo compacto
C C R" o conjunto

S(Uy, Us, C) := (x, y) € R"xR" x € supp(Uy), y € supp(U2) ez +yeC
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for um subconjunto compacto de R™ x R™. ®

Sejam Uy, Us € 2'(R™) duas distribuigdes que satisfazem a condigio de suporte e seja C' C R™ compacto. Denotamos
por 8(Uy, U, C) C Z(R™ x R™) o conjunto de todas as fungoes x € Z(R" x R") tais que x(z, y) = 1 para todo
(z, y) € S(Ur, Uz, C). A condigao de suporte compacto é importante por garantir que 8(Uy, Us, C') é ndo-vazio para
todo C' C R™ compacto e, em particular, por garantir que 8 Uy, Us, supp(¢) ¢ niao-vazio para cada ¢ € Z2(R™).

e Produto de convolugao de distribuigées satisfazendo a condigao de suporte

Se Uy, Uy € Z'(R™) sdo duas distribuigdes que satisfazem a condigao de suporte, definimos seu produto de convolugéo,
denotado por Uy # Us, como sendo o elemento de 2'(R™) definido para cada ¢ € 2(R™) por

Uy Us, ¢ = Ui ®@Us, xE[g] , (38.231)

com x € 8 Uy, Us, supp(p) . E importante observar que a expressio do lado direito de (38.231) independe do
particular elemento x € 8 Uy, U, supp(p) tomado. De fato, se x e X’ sdo elementos de 8 Uy, Us, supp (¢) , teremos
X(@, y) = xX'(z. y) p(x+y) =0se (z, y) €S Ur, Uz, supp(p) .

e Algumas condigoes suficientes para a condi¢ao de suporte

Dada a relevancia da condigao de suporte para a definigao de produto de convolugao de distribuigdes é importante
termos uma lista de condigoes suficientes para que a mesma seja satisfeita.

Observe-se que S(Uy, Us, C) é sempre fechado para C' compacto, mas nao é necessariamente limitado. De fato, se
f:R" x R" — R" for a funcio continua f(z, y) := = +y, entdo S(Uy, Ua, C) = f~HC) N supp (U1) x supp (Ua) ,
que é fechado pois f~1(C), supp (Uy) e supp (Us) sdo fechados. Assim, para que tenhamos S(Uy, Us, C) compacto é
necessario e suficiente que o mesmo seja um conjunto limitado de R™ x R™.

Se C' é compacto, entdao é limitado e D(C) := sup{|/c[|, ¢ € C} é finito. Se (z, y) € S(Ui, Uz, C), entdao
(2, y) € supp (U1) x supp (Uz) e x4+ y = ¢ para algum ¢ € C. Logo, |ly| < |lc[| + |lz|| < Co+ ||z]|. Se supp (U1) também
for compacto, teremos ||z|| < D supp (U1) = sup{||2’||, ' € supp (U1)} < co. Logo |ly|| < D(C)+ D supp (U1) o que
prova que S(Uq, Uz, C) ¢ limitado e, portanto, compacto.

Concluimos, portanto, que se supp (U) ou supp (Us) forem compactos a condigao de suporte é satisfeita.

No caso de distribui¢oes em R temos uma outra condigao til: se supp (Uy) e supp (Usz) forem ambos limitados
inferiormente ou se forem ambos limitados superiormente, entao a condi¢ao de suporte é satisfeita.

Para provarmos isso, vamos supor que existam a; e ax € R tais que supp (Uy) C [a1, 00) e supp (Uz) C [az, o)
(o caso em que ambos sao limitados superiormente é andlogo). Seja C' C R compacto. Entao, existe k& > 0 tal que
C C [k, k]. Se (z, y) € S(Uy, Uy, C) entdo —k < x4y < k e, portanto, y < k —x < k — a;. Logo, temos que
ay <y <k —a e, mutatis mutandis, temos também a; < x < k — as. Isso estabelece que S(Uy, Us, C') ¢é limitado e,
portanto, compacto.

38.4 Equacgoes Diferenciais Distribucionais, Solucgoes Funda-
mentais e Fungoes de Green

Nesta segao desenvolveremos algumas das ideias subjacentes as nogoes de solugao fundamental de um operador diferen-
cial, fungdes de Green etc. Trata-se provavelmente das mais importantes aplicacoes da nogao de distribui¢ao. Alguns
problemas de interesse fisico sao também discutidos. Um tratamento mais pratico e informal pode ser encontrado na
Secgao 21.11, pagina 986.

e Operadores diferenciais lineares em 2'(R")

Reunindo as definigoes de acima de derivada de uma distribuigao e produto de uma distribui¢ao com uma fungao
infinitamente diferenciavel, podemos introduzir a nog¢ao de operador diferencial linear agindo no espago de distribuigoes
2'(R™) (compare com a defini¢do de operador diferencial linear agindo no espago Z(R™) introduzida & pagina 1860).
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Sejam ay, ..., ay fungdes infinitamente diferencidveis em R™ e sejam o', ..., o € NJ multi-indices distintos. Seja
o operador diferencial
N R N 0‘uk‘
L= a@)D" = aple) — o
02 . gt
k=1 k=1 Ty T

Se T € Z'(R"™), define-se LT € Z'(R™) como sendo a distribui¢ao definida por
LT (p) =T L%

para toda ¢ € 2(R™), onde L7 ¢ o operador diferencial dual de £ definido em (38.14) e (38.16). E um exercicio simples
para o leitor provar que essa definicdo ¢ plenamente consistente com as definigoes dadas acima de derivada de uma
distribuicao e produto de uma distribuigdo com uma fungao infinitamente diferencidvel.

Na notagao de emparelhamento temos, assim,
(LT, ¢) = (T, LTy)
para toda T € 2'(R™) e toda ¢ € Z(R™).

e Operadores diferenciais lineares em .7/(R")

Operadores diferenciais lineares em .#’/(R™) sao definidos analogamente, com a ressalva, j4 mencionada quando
definimos operadores diferenciais lineares em . (R") & pagina 1861, que as fungdes aj e suas primeiras |a*| derivadas
devem ser de crescimento polinomialmente limitado.

e Produtos tensoriais de operadores diferenciais lineares

Se £ e M sdo operadores diferenciais lineares agindo em #2(R™) definimos seu produto tensorial £ @ M em 2(R?")
por

(£ eM)Q) (@ y) = LM, y)

para ¢ € Z2(R?"). No lado direito, acima os indices « e y sob os operadores £ e M, respectivamente, servem apenas para
lembrar em relagao a quais variaveis os operadores agem. Note-se que £, M, = M,L,.

Assim, se £ e M sao operadores diferenciais lineares agindo em Z(R™) e T, U € 2’'(R™), definimos, (£ @ M) (T @ U)
como sendo a distribui¢ao tal que

(LeM)(Tel) () = (Tel) £LTeM ¢
para toda ¢ € 2(R?").
A definigao de produtos tensoriais de operadores diferenciais lineares agindo em . (R™) é analoga e néo requer maiores

comentarios.

e Equagoes diferenciais ordindrias distribucionais

No caso de uma variavel, podemos caracterizar uma equagcao diferencial distribucional linear de ordem N da seguinte
forma. Se ag, a1, ..., ay sao fungdes infinitamente diferencidveis de uma varidvel real e B € 2(R) ¢ uma distribui¢ao
em R, a expressao

av- TN tay_1- T Y 4.iqpa- T 440-T = B, (38.232)

define uma equacao diferencial distribucional para uma distribui¢do T'. De acordo com as defini¢oes, se T satisfaz essa
equacao, entao

DNT (an )N+ (DY (ava YTV ok (DT (@)Y 4T aof = B(f)
para toda f € Z(R), ou seja,

T (- (an )™ + (DY anr )YV 4k (D) @)Y Faof = B(f), (38.233)
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para toda f € Z(R). Se t e b denotam as “fungoes generalizadas” associadas a T e B, respectivamente, (38.232) pode
ser escrita na forma convencional
aN AN-1

(l;v(.r)mt({b) + aN,l(x)dIﬁt(x) 4+ 4 al(m)%t(:c) +ao(x)t(x) = b(x),

e, como em (38.233), isso significa que para toda f € Z(R),

> N Y not AV 1 d
te) (=1)" o (anf) (@) + (D) g (anv-1f) (@) + -+ (21 = (a1 f) (@) + (aof) () da
o x dx dx
oo
= b(z)f(z) dx .
—o0
e Equagoes diferenciais parciais distribucionais
Equacoes diferenciais parciais para distribui¢oes em R™ podem ser definidas analogamente. Se aq, ..., ay sdo fungoes
infinitamente diferencidveis em R”, B € 2'(R™) é uma distribuicio em R e o', ..., oV sdo multi-indices distintos, a
expressao
N
&
a,- D*T =B (38.234)
k=1

define uma equacao diferencial distribucional linear para uma distribuicdo T'. De acordo com as definicoes, se T satisfaz
essa equagao, entao para toda ¢ € 2(R"),

N N
(~DI"IT D" (arp) = Blp)  ousea, T (=D)IID*"(ap) = Blp).
k=1 k=1
Assim, uma equagao diferencial linear distribucional para uma distribui¢ao incégnita T' € 2'(R™) ¢ da forma

LT = B,

para uma distribui¢io B € 2’(R™) dada e para um operador linear dado £ na forma

N R N a‘ak‘
L= a@D" = @) (07
k=1 k=1 Oxy ' -+ Oy
onde ay, ..., ay fungdes infinitamente diferencidveis em R™ e o', ..., oV sio multi-indices distintos. Assim, 7' deve
satisfazer para toda ¢ € Z(R™)
T(L"¢) = B(p),  ouseja, (T, LTp) = (B, o).

Se t e b denotam as “fungoes generalizadas” associadas a T' e B, respectivamente, (38.234) pode ser escrita na forma

convencional
N

an(x) D"t (z) = bx), ou seja Li(z) = b(z),
k=1
e isso significa que para toda ¢ € 2(R"),

ou seja,
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38.4.1 Solugoes Fundamentais

e A distribuigao delta diagonal

Uma distribui¢io de interesse definida em Z(R?") é a distribui¢do delta diagonal, ou distribuicio delta de Dirac
diagonal, definida para ¢ € Z(R*") por

3(¢) = - C(z, z)d"z .

Essa defini¢io pressupde uma decomposicao (ndo-canénica) de R?" na forma R™ @ R™. Provar que realmente se trata

de uma distribuigio em Z(R?") é deixado como exercicio. E claro que

5O = bw—y)(e, y) dedy.

R2n

Essa tltima expressao mostra que a “fungio generalizada” associada & distribui¢io delta diagonal é 6(x — y). Percebe-se
também que se ¢ é da forma ¢ = ¢ ® 1), com ¢, 1 € Z(R"), entao

6o = Te() = Tu(e),

com T, definida em (38.152).

e Solugoes fundamentais de operadores diferenciais lineares

Seja um operador diferencial linear £ da forma
N o N a‘ak‘
L= ap(z) DY = ar(r) ————
i
k=1 k=1 Oy -+ Oxy
onde aj, ..., ay sao funcoes infinitamente diferencidveis em R e o', ..., o sdo multi-indices distintos.
Seja h € Z(R™) e considere-se se a equagao diferencial nao-homogeénea
Lu = h. (38.235)
Equagoes desse tipo ocorrem com grande frequéncia na Fisica. Essa equagao inspira considerarmos a equagao diferencial
distribucional para U € 2'(R™) dada por
LU =Ty, (38.236)

onde T}, ¢ a distribui¢ao regular definida em (38.151).

Uma distribuigio F' € 2'(R?") é dita ser uma solucdo fundamental do operador diferencial linear L se
(L@1F =46, (38.237)

onde 6 no lado direito é a distribui¢ao delta diagonal definida acima e 1 ¢ o operador identidade. Assim, se F' é uma
solugio fundamental do operador linear £, vale para toda ¢ € 2(R?")

F Te1)¢ = 8.

Se uma solucio fundamental F' do operador linear £ for fornecida, afirmamos que uma solugio U € 2'(R") da
equagao distribucional (38.236) é dada por

U(p) = Fle®h), pe2(R"). (38.238)
De fato, para todo ¢ € Z(R™) teremos,
(LU)(p) = ULTp) = F (LTp)@h = (LQF (p&h) = d(pah) = Tu(p),

provando que LU = T}, como desejavamos.
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A existéncia de solugoes fundamentais para operadores diferenciais lineares nao é automaticamente garantida e para
tal diversos teoremas foram demonstrados, entre os quais encontra-se o importante teorema de Malgrange**-Ehrenpreis*!
(demonstrado entre 1954 e 1955), o qual estabelece que operadores diferenciais lineares a coeficientes constantes sempre
possuem solugoes fundamentais. Vide, e.g., [341].

e A questao da unicidade de solugoes fundamentais

Se para um operador diferencial £, como acima, existir uma solugao fundamental F', esta pode nao ser unica. Se
g for localmente integravel e satisfizer (Lg)(xz) = 0 para todo z € R™ (ou seja, se g for uma solugao forte da equagao
Lu = 0) valerd LT, = 0 pois, para todo p € Z(R"),

(£Ty)(p) = TQ(LT@) = g(z) (£T9)(x) d"x (38.15)
R .

(Lg)(x) plx) d*z = 0.

Concluimos disso que se F é uma solugio fundamental de £, entdo qualquer distribuigio de 2'(R?") da forma
F+T,@V,

com V € Z2'(R"), arbitréria, serd também uma solu¢ao fundamental de £.

38.4.1.1 Solugoes Fundamentais como Fungoes Generalizadas

A nogao de solugao fundamental do operador linear £ é talvez mais facilmente explicada em termos da “fungao genera-
lizada” F(z, y), =, y € R", associada & distribuicio F agindo em 2(R?*"). F é dita ser uma solu¢io fundamental do
operador linear £ se
LoF(z, y) = 0z —y), (38.239)
isto é
glokl
1) ————F(z,y) = dz—y).

k=1 Oyt - Oxn”
Assim, para ¢ € 2(R?"),

LoF(x, y) ¢(z, y)d"zd"y = ((z, z)d"z . (38.240)

R2n R

Em particular, para duas fungoes de teste quaisquer ¢, 1 € Z(R™) tem-se
LoF(z, y) o(@)(y) d*zd'y = p(x)y(z) d"x (38.241)
R" Rn R"
ou seja,

o B ) B) 'y 0a) ) d = 0.

A validade dessa relacao para todo ¢ € Z(R™) implica a validade no sentido de distribuicoes da igualdade
LyF(x, y) ¥(y) d'y = ¥(x) (38.242)
R
para cada ¢ € Z(R™). Também de (38.241), obtemos
F(z, y) LLp(x) v(y) d*zd'y =  oy)dly) d'y,
R® R" R
ou seja,

- Fz, y) Lle(@) d'w—ely) v(y)d'y = 0.

40Bernard Malgrange (1928-).
“1Leon Ehrenpreis (1930-2010).
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A validade dessa relagao para todo ¢ € Z(R™) implica a validade no sentido de distribui¢des das igualdades

F(z, y) LTp(x) d"z = ¢(y) ou, equivalentemente, LoF(z, y) plz)d'z = ¢(y), (38.243)

R Rn

para cada p € 2(R"). Comparar cuidadosamente com (38.242). O exemplo do operador Laplaciano em R® apresentado
a pagina 1940 ilustra bem as diversas relagoes de acima.

e Solugoes fracas e solugoes fundamentais

Se uma fungio F(z, y), definida para z # y, for solu¢ao da equagao diferencial £, F(z, y) = 0 na regiao nao-diagonal
x # y (comparar com (38.239). Uma tal solugao é denominada solug¢io fraca da equacio diferencial em questio), entao
a fun¢ao F' serd uma solucao fundamental de £, se adicionalmente satisfazer a primeira relagao de (38.243) para toda
¢ € Z2(R™). Um exemplo disso serd discutido logo adiante (pagina 1940), quando tratarmos do operador Laplaciano em
R?,

e Mais comentdrios sobre a utilidade das solugoes fundamentais. O método da funcao de Green

J& observamos que a nocao de solucao fundamental de um operador diferencial linear é 1til por oferecer solugoes
distribucionais & equacao (38.235)-(38.236). E 1til discutirmos isso empregando a notagao de fungio generalizada. Se
U € Z'(R™) satisfaz (38.236), tem-se para todo ¢ € Z(R") que (LU)(p) = Tir(p). Denotando por u(z) a fungio
generalizada associada a U, isso fica

(Cu)(&) — h(a) o@) "z = 0.
Rn
e temos no sentido distribucional a igualdade

(Lu)(x) = h(z), (38.244)

que corresponde a uma versao distribucional de (38.235). Como vimos em (38.238), podemos tomar U(yp) = F(¢ ® h),
igualdade essa que na notagao de fungoes generalizadas fica

u(@)p(x) d's = F(z, y)p()h(y) d"zd"y, ouseja, u(z) = F(z, y)h(y) d"y .
R» R2" R27

Com isso, (38.244) transforma-se em
LoF(w, y)h(y) dy = h(z)
R2"
em concordancia com (38.243) e com (38.239).

Em resumo, se F(z, y) é a fungio generalizada associada a uma solugao fundamental F' do operador diferencial linear
L, entdo a equacao nao-homogénea Lu = h com h € Z(R™) tem uma solucao distribucional dada por

u(z) = o F(x, y)h(y) d"y . (38.245)

O exposto acima reexpressa as consideragoes que fizemos entre (38.235) e (38.238).

Em muitos problemas, exige-se que a solugao da equacao £ u(x) = h(x) satisfaga certas condigdes de contorno (de
Dirichlet, de Neumann ou mistas) na fronteira de um dominio aberto  C R™. Solugoes fundamentais que conduzem
a solucdes que satisfacgam condigoes homogéneas desses tipos sio denominadas fungdes de Green? (para condigdes de
contorno de Dirichlet, de Neumann ou mistas). O método de resolucio de equagoes diferenciais parciais sob tais condigoes
de contorno através da determinagao da fungao de Green adequada é denominado método da fun¢ao de Green. O método
da funcao de Green é de grande relevancia em Fisica, como discutido na Se¢ao 21.11, pdgina 986. Também no Capitulo
18, pagina 829, encontramos o método da fungao de Green no tratamento do problema de Sturm-Liouville.

Uma questao importante é a de se saber quando o lado direito de (38.245) define uma funcao, ou seja, quando u é uma
solugdo forte da equagao Lu = h ou, equivalentemente, quando a distribui¢ao U dada em (38.238) é uma distribui¢ao
regular. O lado direito de (38.245) definird uma fungao se, por exemplo, F(z, y) for uma fungao definida quase em
toda parte, tal como no exemplo do operador Laplaciano, discutido a pagina 1940. Isso ocorre em diversos exemplos de
interesse, como veremos adiante e em exemplos da Se¢ao 21.11, especialmente quando £ for um operador eliptico. Uma

“2George Green (1793-1841).
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parte importante da literatura matematica da teoria das equagoes diferenciais parciais lineares é dedicada a essa questao.
Mencionamos nesse contexto os importantes Teoremas de Weyl, de Friedrichs e de Hormander (vide, e.g., [341]).

e Uma propriedade de solugdes fundamentais

Dada uma solucdo fundamental F € 2'(R?") de £, podemos obter uma distribui¢io Fyy € 2'(R™) satisfazendo
LFy = &
através do seguinte procedimento. Para ¢ € Z(R") fixo, defina-se Gy € Z'(R") por Gy(¢) = F(¢ ® 1)). Teremos
LGy(p) = Gy(£Tp) = F (LTp) @4 = (LQDF (pay) = dpay) = Tylp).
Assim, tomando-se ¢, € Z(R™), n € N, uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0, podemos definir
Folp) = lim Gy, (@) = lim Flp @),

e teremos

LEy(p) = Fo(£T9) = lim Gy, (LT¢) = (LGy,)(p) = lim Ty, () = do(e) ,

lim
n—o00
mostrando que LFy = dp.

Como veremos, no caso em que o operador £ tem coeficientes constantes, a existéncia de uma distribuigao Fy € 2'(R™)
satisfazendo LF, = dy equivale & existéncia de uma solu¢ao fundamental satisfazendo (38.237).

38.4.1.2 O Caso de Operadores Lineares a Coeficientes Constantes

De grande importancia para o estudo de muitas das equagoes diferenciais encontradas na Fisica é a situagao na qual o
operador diferencial £ considerado (agindo em fungoes suficientemente diferencidveis em R™) tem coeficientes constantes,
ou seja, tem-se

N . N la*l
L = arp, DY = ay ———— e (38.246)
k=1 k=1 Ozyt .- Oapn
N i N Hlatl
7= (-l D = (—pletla —F (38.247)
he1 f=1 Ox{t - Qapr

com ay, k=1, ..., N, sendo constantes. Nesse caso vé-se claramente que £ = L7 se e somente se || for par para
todo k=1, ..., N.

Seja Fy € Z'(R™) uma distribuicio tal que

LFy = 0. (38.248)

Se uma tal Fyy existir podemos definir uma solugao fundamental F' de £ por
Flo@y) = (2m)"*Fy ¢ (Ry) . (38.249)

para ¢, ¢ € 2(R"™), onde (R¢)(z) := ¢(—z), ¢ € Z(R"). De fato, teremos
LDF (p0¢) = F LTp)ed = @) R (LTo)x (Re) = @n)"?F L7 o= (Ry)

= @nAER) ox (RY) = @0 px(R) = e(-nu(-p)dy
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estabelecendo que (£ @ 1)F = §, como querfamos. Acima, na terceira igualdade, usamos o fato que, se os coeficientes de
L forem constantes, valera

@m)"* (L)« Ry () = ]Rn(ﬁ"'w)(z—y)w(—y) 'y = L7 . ple—yl(—y)d'y = @m)"* LT px(RY) (2).

E interessante expressarmos a distribuicio F definida em (38.249) usando a notagio de fungoes generalizadas. Deno-
temos Fy(¢) por ., Fo(z)p(x)d"z. Teremos por (38.249)

Flp®1) = (2n)"*Fy o (Rp) = . Fo(z) ¢+ (Ry) (x)d"x

= Fy@)ple —y)(-y)d'z d'y = Fo(z —y)e(z)y(y) d"zd"y
R®  Rn R R
mostrando que F(z, y) = Fy(z —y).
As consideragoes de acima mostram-nos também que dada uma distribuicio Fy € 2'(R") satisfazendo (38.248) ¢
dada h € 2(R"), a distribui¢io U dada por

Ulp) = (2m)"*Fo ¢« (Rh) ,  pe2(R"), (38.250)
satisfard
LU =Ty (38.251)

Em termos de fungoes generalizadas (38.250) fica

U(p) = u(z)p(x)d com u(z) = Fo(z —y)h(y)dy . (38.252)
R R
Assim, uma distribuicao Fy € 2'(R™) satisfazendo (38.248) fornece diretamente uma solugao distribucional & equagio
nao-homogénea (38.235)(38.236).

Por essas razoes, dado um operador £ com coeficientes constantes, uma distribuicio Fy € 2'(R™) satisfazendo
(38.248) ¢ também dita ser uma solugdo fundamental associada ao operador £. Na maioria dos livros texto, a nog¢ao de
solugao fundamental para operadores diferenciais com coeficientes constantes é apresentada através de (38.248). Nossa
definigao (38.237) é mais geral e engloba a nogao de solugao fundamental para operadores diferenciais com coeficientes
nao necessariamente constantes.

e O exemplo do operador Laplaciano em R?

Um exemplo importante se dd no caso do operador Laplaciano em R3: A = % + % + g—;, para o qual vale AT = A,
1 H 3
como facilmente se constata pela definicao (38.16), pagina 1860 (vide (38.247)).

Para z, y € R da forma x = (21, 22, 73) e y = (Y1, ¥o, Y3), seja ||z —y|| :=  (z1 —y1)2 + (22 — y2)2 + (23 — y3)>.
A funcao
1 1
F(r, y) = ———— (38.253
@9 = e )

definida para = # y, satisfaz (verifique!)

11
A ||z =yl

- TFY.
Além disso, vale
1 1 ,
——— Qup(a) Pz = (y)
R3 4[|l — y|| ’
para toda ¢ € Z(R™), como demonstramos com mais generalidade no Teorema 20.1, pdgina 890, do Capitulo 20. Note
que a relagao acima permite escrever
1
ll =yl

2

= —Armd(z —y),
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uma relacao muito empregada, por exemplo, na Eletrostatica.
A distribuicdo F definida em 2(R°) associada & funcio I de acima é

1

1 - .
(F, () = —— Tz, y) Pxd’y, (e I(RC).
A g g llz—yll '
A integral acima é definida no sentido de valor principal. Note o leitor que a singularidade de F(z, y) em z =y é
integravel em R?, ou seja, a fungio m é localmente integravel em R3. Para mais detalhes a respeito da definigiao de

integrais envolvendo a fungao m, vide Capitulo 20, pdgina 887.

Vemos que a “funcao generalizada” definida pela fun¢ao F(z, y) dada em (38.253) é uma solu¢ao fundamental do
operador Laplaciano em R3. Uma outra solucio fundamental pode ser obtida somando & fungio F(z, y) uma outra
fungdo H(z, y), definida para todos z, y € R?, que seja uma funcdo harménica, ou seja, que satisfaca A, H(z, y) = 0
para todos z, y € R3. Com esse exemplo, percebemos que solugoes fundamentais de operadores diferenciais lineares nio
s20 necessariamente tnicas.

Observemos, antes de prosseguirmos, que nem todo operador linear tem por solugao fundamental uma fungao, como
no exemplo do Laplaciano, acima. Em muitos casos a solu¢ao fundamental é uma legitima distribuigao. Tal ocorre
especialmente no caso de operadores hiperbdlicos, como o operador de onda A — (lz% onde a solugao fundamental em
3+ 1 dimensoes envolve uma distribuicao de Dirac. Vide Segao 21.11.3.1, pagina 994.

e Solugoes fundamentais e transformadas de Fourier

Como jd discutimos, se possuirmos de uma distribuicao Fy € 2'(R") satisfazendo (38.248) entdao uma solugio
distribucional de (38.251) é fornecida por (38.250). E importante, portanto, dispormos de meios de obter uma tal
distribuigao Fj de modo mais explicito em casos particulares e, no que segue, discutiremos um método empregado
amitde em Fisica e que faz uso da transformada de Fourier.

Se £ ¢ um operador diferencial com coeficientes constantes, temos para todo f € .(R™) que
LTS = 57 Pef],

onde P é um polindémio denominado polinémio caracteristico associado ao operador L. Se £ e LT sao da forma (38.246)
e (38.247), respectivamente, entao

N
Pelp) = (=) ap™ . peR.
k=1
E. 38.56 Exercicio importante. Verifique! *
Vamos supor que para cada ¢ € .%(R™) tenhamos também

o =g %?[(p] € Z(R").
L

Como LFy (f)=0do(f) para toda f € (R™), valerd também

1
bole) = LFo (p) = Fo(&"g) = By £797" 5-916] = F 57 51 = Fo(9).
Logo, concluimos que a distribui¢ao Fy dada por
1
Fo@) = 57 596 .  ocIRY, (38.254)
c

seria uma solugiao fundamental associada a £. Naturalmente, nio ¢ evidente que o lado direito de (38.254) defina uma
distribuicao, pois o polinémio caracteristico Pz pode ter zeros que atrapalhem esse propésito. Como veremos adiante,
porém, (38.254) pode ser usada em muitos exemplos de interesse em Fisica. De modo geral um resultado fundamental
devido a Hérmander®®, do qual nio trataremos aqui, garante ser sempre possivel dar sentido & expressio (38.254).

“3Lars Valter Hormander (1931-2012).
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E iitil reapresentar (38.254) de uma forma mais conveniente a certos propdsitos. Fazendo uso da notagao de empare-
lhamento para distribuigoes, temos

(38.214) 1

1 1 1 1
Fo(¢) = 6o, 7' ?—L7[¢] = ', E?’[dﬁ] Ti. TP_/;?M = 5o T o5 00

Obtemos assim a igualdade

Fo(¢) = ——— T — 0o , (38.255)
ou seja,

Fy = (38.256)

- F
2mn/2” P,
Como comentamos, a distribui¢ao do lado direito pode ter de ser definida em termos de valores principais ou de partes
finitas, devido ao fato de P, poder eventualmente ter zeros sobre o eixo real.
Com (38.256) vemos que a funcao generalizada Fy(z) associada & solugao fundamental Fyy é formalmente dada por
1 1 1 ey
= ——F — () = —— e -
@mm/2 " Pe @m)" g Pely)
Com isso, a solucio da equacao nao-homogénea Lu = h fornecida em (38.252) é também dada formalmente por
1 1
[ — F —
@2m)n/2 g Pe
Para certos operadores £ é possivel dar sentido matemadtico a (38.257) e (38.258), como veremos nos exemplos tratados
adiante, assim como na Segao 38.4.1.3 e, informalmente, na Se¢ao 21.11, pdgina 986. Nesses casos felizes as expressoes
(38.257) e (38.258) sao muito tteis para a obtencao de solugoes explicitas de equagdes diferenciais lineares a coeficientes
constantes e ndo-homogéneas, o que inclui muitos exemplos de interesse fisico, como os tratados nas segoes supracitadas.

Fy(z) d"y . (38.257)

u(z) (z —y) h(y) d"y . (38.258)

Antes de analisarmos exemplos do uso de (38.254) precisamos fazer algumas colocagoes sobre aquela solugao.

e Comentarios sobre a solucgao (38.254) ou (38.256)

Em primeiro lugar, cabe notar que (38.254) ou (38.256) nao definem univocamente uma solugao fundamental associada

a L, pois sempre podemos acrescentar ao lado direito uma distribuigao V' que seja solu¢ao da equacao homogénea
Lol V=0

Um segundo comentdrio, também pertinente & unicidade da solugao (38.254), ou (38.256), ¢ que particularmente

concerne casos em que £ é um operador hiperbélico (como o operador de onda, ou d’Alembertiano), é o seguinte. Como

jé comentamos, certos cuidados devem ser tomados para que se dé sentido ao lado direito de (38.254) ou de (38.256)

enquanto uma distribui¢ao. Em certos casos a expressao F—! ﬁfr’ [¢] tem de ser definida em termos de valores principais

(ou partes finitas), o que pode conduzir a certas ambiguidades e & diversas solugoes distintas da equagao (38.237). E
de se notar aqui que se houver duas solugoes distintas, F' e G de (38.237) combinagoes lineares do tipo AF + (1 — \)G
fornecem também solugoes mais gerais. Assim, essas ambiguidades, se surgirem (e, de fato, surgem em equagoes de onda
nao-homogéneas, quando £ ¢é hiperbélico, levando as chamadas fungoes de Green retardadas e avangadas), podem ser
bem vindas.

e Um exemplo ilustrativo

Consideremos a equagao diferencial linear nao-homogénea e a coeficientes constantes®*

d
za —wo u(t) = h(t), (38.259)
com wy € R, constante, ¢ h € .7(R), uma fungio dada. Temos £ = ’i% —wo ¢ Ps(p) =p—wo, p € R. Assim,
‘ 1 L > Felp) 1 1
Fo(p) = & R = — ——dp = — VP, = — Puos
0(@) o ¥ Pr Il 2T _o P—wo P 27 0> Il 2 FVPu, ¢

A equagio (38.259), como toda EDO, é hiperbdlica, e o operador i —wo é hiperbélico, fatos mencionados ja na primeira linha de [155].
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Podemos agora prosseguir usando os resultados sobre transformadas de Fourier de distribui¢oes. Por (38.222), temos

1 38.222
Fo(d) = 5= VPy, ¢ "2

.
> Fi To, mt-1/2, ¢ = Fi e 0 H(£t) —1/2 ¢(t) dt,

com H sendo a fungao de Heaviside (38.156). Reconhecemos que Fyy ¢ a distribuicao regular associada & func¢ao
Fo(t) = Fie ™" H(£t)—1/2 . (38.260)

Devemos aqui fazer notar que v(t) = e~°t é uma soluciio da equagio homogénea 1% —wp v(t) = 0. Assim, reconhecemos
que podemos reduzir (38.260) ao par de solugoes

Fu(t) = Fie “'H(+t), (38.261)

como solugdes fundamentais associadas a £. As correspondentes solucoes particulares de (38.259) sao

00 t

up(t) = Fot—thh()dt = —i e 0 pydr | (38.262)
. oo
oo o )

u () = F_(t—thh(t)dt' = +i e ot np)ar . (38.263)
— 00 t

A solugao uy ¢ dita ser uma solugio retardada, pois uy depende de valores de h(t') para t’ < t. J4 a solugio u_ ¢ dita
ser uma solugdo avancada, pois u— depende de valores de h(t') para t’ > t.

As solugoes avancada e retardada satisfazem a mesma equagao nao-homogénea ’LL% —wo us(t) = h(t). Assim, a
diferenga u4 —u_ deve ser uma solugao da equagao homogeénea i% —wp v(t) = 0. De fato, vemos de (38.262)(38.263)
que

ur(t) —u_(t) = —ivV2rF k) (wy) et

é solugdo da equagio homogénea, devido ao fator e =t (o fator —iv/27F 1 [h](wp) é uma mera constante multiplicativa,
pois independe de t).

Vemos explicitamente nesse caso simples, portanto, que a diferenga entre a solugao retardada e a avangada é uma
solucao da equagao homogeénea.

E interessante comparar o problema que acabamos de tratar com outro similar, o da equagao

d
za —we u(t) = h(t), (38.264)
onde agora w, € C, constante com parte imagindria nao-nula, e onde, como antes, h € .#(R), uma fungao dada. Vamos
escrever w. = wp + iw, com wy € w reais e wy # 0.

Temos £ = 1% —we e Pe(p) =p—ws, p R Aqui, (38.256) fica, para a funcao generalizada Fy,

1 1 1 2 et (38.109)

- F — () = — L g B
V2or Pe ® 2T oD — ws P

onde sgn ¢é a fungao sinal. Para cada wy hé, portanto, apenas uma solugao, ao contrario do que vimos acima quanto w.
era real (e wy era nula). A solucido aqui ¢ ou retardada (quando w; < 0) ou avangada (quando wy > 0). Ao fazermos
formalmente |w;| — 0 recuperamos as solugoes fundamentais (38.261) dependendo do sinal de w; quando o limite ¢
tomado.

Fo(t)

—iwat
’

isgn wi H —sgn wy te

* ok ok

Os comentarios dos exemplos de acima sobre solugoes retardadas e avangadas sao relevantes, pois os mesmos fenémenos
sao observados em outras equagoes hiperbdlicas, como a equagao de ondas forcadas Ou = h, que estudaremos oportuna-
mente.
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38.4.1.3 Alguns Exemplos Fisicamente Relevantes

Vamos agora ilustrar as ideias de acima com alguns exemplos de interesse em Fisica. Um tratamento mais informal é
oferecido na Secao 21.11, pdgina 986.

e O oscilador harménico forcado unidimensional

Considere-se a equacao diferencial & +w? u(t) = h(t), com wy > 0, constante, e h € .7(R) uma funcio dada. Essa

dt
¢ a bem-conhecida equagiao do harménico forgado unidimensional (onde wy = k/m, k > 0 sendo a constante da mola e
m > 0 a massa da particula e h(t) = f(t)/m, com f sendo uma forma externa aplicada & particula, dependente apenas
de t). Adotando-se £ = % +w? temos nesse caso P (p) = —p? +wi = —(p —wo)(p+wo), p € R. E conveniente escrever
1 -1 1 1

Pelp) 2w p—wo p+uwo
e com isso
o) =6 77 ool = o SO0 L T gy

2T oo —P2Hwi ATWo oo p—wo p+uwo

— Y T - VP, T8 = ——

Arwg

FVPul, ¢ = FIVP_ul, @

Amwg

Podemos agora prosseguir usando os resultados sobre transformadas de Fourier de distribuigoes. Por (38.222), temos

Logvp,, 6 @22 47 S et ()~ 12 6(t) d 38.265
P wor @ = Fi Te, (ut-172), ¢ = Fi e (£t) = 1/2 ¢(t) dt e (38.265)
1 3. =
5o TPy 0 O i T, ey 6 = F et H(k) - 1/2 ¢(1) dt (38.266)
e

com H sendo a fungio de Heaviside (38.156). O sinal a ser escolhido em (38.265) ¢ independente do de (38.266). H4,
portanto, quatro possibilidades de escolha de sinais.
I. Escolha ——. Nesse caso Fy é a distribuigao regular associada a fun¢ao

Rolt) = i Ot () 1/2 — e H( —1/2 = 7wivosen(w0t) Ht) —1/2

Como sen(wpt) é solugio da equagiao homogénea % +w? u(t) =0, podemos simplificar a solugao acima para
1
Fy(t) = ——sen(wot)H(t) . (38.267)
wo
II. Escolha ++. Nesse caso Fj é a distribuicao regular associada a fungao

Fyt) = 2170 e [(—f) — 1/2 — et [(—t) —1/2  — wiusen(wot) H(—t)—1/2

Como sen(wot) é solugio da equagio homogénea % +w? u(t) =0, podemos simplificar a solugio acima para
1
Fy(t) = — sen(wot)H(—t) . (38.268)
wo

III. Escolha —+. Nesse caso Fy ¢ a distribuigao regular associada a funcao

Fo(t) = i et J(1) — 1/2 + ¢t H(—t) —1/2
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iwot

~ ~ ~ ~ 2 . . ~ .
Como e~ ot ¢ ¢ sao solugdes da equagao homogénea (}17 + w3 u(t) = 0, podemos simplificar a solugio acima para

—1 Jiwot

Fo(t) =

1 —i
— T H () F e H (1) = —— HH(t) + —
%o e (t) +e (—t) P sen(wot) H (t) + o

onde usamos que H (t) + H(—t) =1 (o que é verdade exceto em ¢ = 0, um conjunto de medida nula). Assim, novamente
descartando o dltimo termo, por ser solugao da equacao homogénea, reobtemos a solucao (38.267).
IV. Escolha +—. Nesse caso F é a distribui¢ao regular associada a funcao
Fo(t) = —— e~0t H(—t) —1/2 +e™t H(t)—1/2
2wo
Como e~ ™0t e 0! 530 solugdes da equacio homogénea % +w? u(t) =0, podemos simplificar a solugio acima para
i i i 1 i
Fo(t) = =— e ™ H(—t)+e“'H(t) = —s tH(—t) + ——e'o"

00) = g e TH(—) + () = —sen(wot) H(—1) + 5
onde usamos que H(t) + H(—t) =1 (o que é verdade exceto em ¢ = 0, um conjunto de medida nula). Assim, novamente
descartando o tltimo termo, por ser solugao da equagao homogénea, reobtemos a solugao (38.268).

Ha, assim, duas particulares solugoes distintas para a equagao nao-homogénea % +wi u(t) = h(t):
[ N g P> N g
Upet(t) 1= —— sen wo(t —t') h(t") dt e Ugy(t) == — sen wo(t —t') h(t') dt" .
Wo oo wWo ¢

Essas sao as solugoes retardada e avangada, respectivamente.

E. 38.57 Exercicio. Constate que

trer(t) —an(t) = —— [ sen(wo(t — £))h(t') di’ = 7% / cos (wot ) h(t') dt’ + LS:”"J ) / sen(wot')A(¢) dt’
wo J_ 0 —oo 0 —o0
e que essa & uma solugao da equagao homogénea (di:f + wg)u(t) =0. -

e O exemplo do Laplaciano em R®. A equacgdo de Poisson revisitada

Consideremos a equagio de Poisson Au = h em R3 com h € . (R3). Nesse caso consideramos o operador £ = A
para o qual temos £ = A = £ e cujo polinémio caracteristico associado é Pa(p) = —||p||%, com p = (p1, p2, p3) € R® e
com [p]? = 2 + 23+ 13-

Uma solugao fundamental Fy para A em R? serd tal que para toda ¢ € .7(R?) teremos AFy (p) = do(y). Assim,
como AT = A, vale Fy(Ap) = 5y(¢). Tomemos ¢ da forma ¢ = F~* ﬁ?[d)] ,com ¢ € Z(R?). Como AF~! =F~1Py,
segue que

I = R 575l = R).
A

Assim, estabelecemos que uma solu¢ao fundamental de A é a distribuigao Fj dada por
1
Pa

do(y) = AFy (p) = Fo(Ap) = Fy AT}

Fo(¢) = 60 F7' ==F¢] , ¢eZ(RY). (38.269)

O lado direito da igualdade em (38.269) ¢ dado por

1 . 1 .
do FU T = - - eTTPY(r) dPr ——d°
R el P o w0 Y

1
= — lim

. 1
- e wrh(z)dPy ——=dp
Rooo (2m)% <k RS lIplI?

1 e P
— lim ——=

- ——dp ¢(x)dPx.
B G w pen WECY 0@
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A inversio da ordem das integrais é novamente permitida pelo Teorema de Fubini (daf ser necessdrio limitar a integral
em p para a regiao ||p|| < R). Para cada x # 0 calculamos a integral em p adotando um sistema de coordenadas esféricas
com eixo “z” na diregao de z, escrevendo

T ™ « R © R
jrfp = e~ rleleos0 g senfdfdy = 27 e~ rleleos 0 gy senfd
llpll<R [Ipll -7 0 0 0o 0

sen ]

sendo 1 = ||p||, ¢ € (—, 7] o dngulo azimutal ¢ € [0, 7] o angulo zenital. Agora, e~ 17l senddh = 2 T ©

R sen || R g
ficamos com 4w ﬂ dr = T 5ens ds. Logo,
0 Al = 0 s ’
47 ) R sens 1 .
Fo(¢) = —75—=5 lim ds o(x) —d*z .
(2m)* ros g R3 LE3
R sens

Como, sabidamente, lim
R0

solucdo fundamental de A em R® ¢ a distribuicao Fy dada por

T . . . .
ds = 3 (isso se prova facilmente pelo método dos residuos), concluimos que uma

1 1

Fy(¢) = () md%, oe.Z(RY).

AT Rs

Na notacio de fungdes generalizadas, a solugao fundamental de A em R? obtida acima é dada por

11 .
R) = ———, aeR’
dr ]|
Conforme ji comentamos, uma solucao fundamental mais geral é obtida adicionando-se a esta uma solugao u da equagao
de Laplace Au = 0. Do Teorema 20.1, pagina 890, aprendemos, porém, que se exigirmos que u e seu gradiente decaiam
rapidamente a zero no infinito, entdo u deverd ser identicamente nula.

Com isso, a solucio (38.250) de AU = T, com h € .7 (R?) serd

1 h(a')

4t M) B - d:{m,
R3 dm o [lz -2/ #()

Ulp) =

¢ € .7(R?), como facilmente se constata, e concluimos que uma solugao da equacdo de Poisson Au = h com h € .7 (R?)
¢é dada por

Essa solugao da equagao de Poisson é também obtida com mais generalidade (ou seja, com menos restrigoes a fungao h)
no Teorema 20.2, pigina 891.

e O exemplo da equagao de difusao nao-homogénea

Consideremos a equagdo de difusio ndao-homogénea % —~DA u = hem R com h € #(R""!). Nesse caso

consideramos o operador £ = % — DA para o qual temos £T = 7% — DA e cujo polinomio caracteristico associado é
P(po, p) = ~ipo + Dp||*, com pg € R, p=(p1, ..., pu) € R™ e com [[p||* = pf + -+ .

Uma solugdo fundamental Iy para £ serd dada por Fy(¢) = 6y F~* %?[4&] , ¢ € Z(R™1). Assim, tomando yo € R
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ey=(yi, ..., yn) € R", teremos

R() = &% 57 3910

1
2m)" 1 Rasr Rent

1
—i(yopo+yp) 4 n+1 mt1
e o(y)d" 'y d"'p
) P(p)

S UL i e

= — lim lim _ " e”(y"”“*y'p)qb(?/)d"“y ;dpqd”p
Ri—oo Ra—oo (2m)" Ly p g gen ’ ipo — D||p||?

= — lim lim —— e dpo e~V Po(y)d™Hyd"p .
Ri=oo Ry—oo (2m)" Ly p mett g, ipo — D|pl1?
Ry ,—iyopo

Agora, o limite Rlim dpo pode ser calculado pelo método dos residuos, fornecendo
100

_r, o — Dllp|?
Ry e~ WoPo

2
lim ———dpy = QWH(yO)e*DynHPH ,
Ri=voo g, ipo = Dpl?

com H sendo a funcao de Heaviside (38.156). Verifique! Assim,

1
Fole) = lim H(yo)e™Pollel® e=ivp o) qntydnp

Bamoo (2M)" pj<ry ot

1 1 —Dy 2 —iyp gn n.
ST e G ¢ )
Rnt1 Rn

Jlv)I
(38.56) 1 e 4Duo
=" oo H(yo) 5

I @ d’n,+l .
@2 ps Dyo " Ay) v

Assim, na notagao de fungoes generalizadas, a solugao fundamental do operador gt — DA ¢

Fo(yo, y) = H(y[))in N weR, yeR".
47 Dyg

Por (38.252), uma solugio da equagio de difusio nio-homogénea % — DA u = hem R"! com h € #(R") ¢,
portanto, dada por

Iz —yl|*

t ~ID(i-vg)
u(t, ) = Fo(t —yo, v —y) h(yo, y) dyod"y = éh(yg, y) d"ydyo; t€ER, zeR™.

e B 4zD(t—yo) "
(38.270)
E. 38.58 Exercicio. Verifique explicitamente que
9 & 1D e L‘/;)
(& - DAx) H(t —yo) ——ee=| = 3(t —y0)d(z —y).
(4D(t— )"
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38.5 Exercicios Adicionais

E. 38.59 Exercicio dirigido. [A transformada de Fourier de Gaussianas via integragao complexa]. Desejamos demons-
trar a igualdade (38.59)
1 L \2
oo exp <——”(y+m) )

L/ pment—itrine g\ TV ) i (38.271)

NOZ N . 2a
para a e v € C com Re(a) > 0, usando desta vez métodos de integragdo complexa. Acima o = |ale’®, sendo —7/2 < 6 < 7/2 (pois
supomos Re (@) > 0) e v = /[a] /2.

Mostre por completamento de quadrados que vale

. 2
—ad? —i(y+ i) = — MUK a) AN SN
az” —i(y+iy)r = a<z+z o > 4(l(y+z,) .
Logo,
i . \2
oo exp (== (y+i7)
L / gmastmirine g 7( to ) ) (38.272)
V21 J V2
onde

J = /j:cexp <—0 (a+1%)2) dx .

Tomando-se z = « + i 32 'mostre que podemos escrever

Za
Cas?
J:/e‘“dz
c

onde C := {z + i(”;{:"*), z € R} € C & uma linha reta no plano complexo paralela ao eixo real e com parte imaginaria igual a

wo = Im (‘-”;;”) e orientada de = —oco a © = +o0. Vide Figura 38.3, pagina 1948.

-4 A

Figura 38.3: A esquerda, o caminho de integragao C'. A direita, o caminho de integragao fechado R 4.

O passo seguinte & provar que

/e*”’z2 dz = / e da . (38.273)
(e} —o0

—az?
Ha ::/ e dz
Ra

onde R4 & o retangulo em C indicado na Figura 38.3, pagina 1948. Como e & uma fungdo inteira (i.e., analitica em toda
parte) na variavel z, a integral Ha & nula para todo A > 0, pelo Teorema de Cauchy. No entanto, Ha & a soma das integrais sobre
0s quatro segmentos de reta orientados que compdem R4. Constate que a integral sobre o segmento de reta horizontal superior &
Sai=— fi‘ e~o+iw0)® g Constate que a integral sobre o segmento de reta horizontal inferior & 14 := ffA e~*" 4z, Constate que
as integrais sobre os segmentos verticais do lado e esquerdo e direito sao
/“‘” omalariy)? dy,
o

wo R
Ea = —i/ e~ AT gy e
o

Para tal, tome-se A > 0 e considere-se a integral
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respectivamente. Constate que
2
‘efﬂ(i/\ﬂ”) | = exp ( —Re (a(+A + iy)z))

e que

2 2
Re (a(iA + Ly)z) = 7Re(a)(A2 - yz) +2Im (a)yAd = —Re(a) (Ai grc] EZ; ’l/) + Rlsi(L)yZ .

Obtenha disso que
wo 5 lwol
/ eotEArin? dy‘ < / exp ( —Re (a(+A + iy)z)) dy
0 0
_ Im(a) \*) /! laf?_ -
= exp < Re (o) (Ai Re(a) y) /0 xp ( jo (Q)y dy

Im(a) \*, o
< |wol| exp <7Rc(a) (A + Re(a) y) —+ Re (a)wé>

e conclua disso que
lim E4 = lim Da = 0,
A—o0 A—o0

ja que supomos Re (a) > 0. Conclua disso e do fato que Ha = 0 que

lim S4 = — lim la,
Ao A—roo

2 o 2
/ e dz = / e " dx
Je J—oso
como queriamos mostrar.

Escrevamos o = |ale’, sendo —7/2 < 6 < m/2, pois supomos Re (a) > 0. Vamos agora provar que

o ) —
/ e dg = I, (38.274)
J—oo @
com /a = \/Jale’®/2. Constate que vale

0 aa? 0 _aa? —ioj2 [ —|a|s?
e de = 2 e dr = 2e e dz ,
U Jo L

ou seja, que

onde L & a semirreta em C indicada na Figura 38.4, pagina 1950.

2 . .
Para calcular [, e~'*!*" dz tomamos novamente A > 0 e consideramos a integral

L ~lalz?
Ky = e dz .
La

como e~ 1*1=* & uma func@o inteira de z temos K4 = 0, pelo Teorema de Cauchy. A integral que define K4 & a soma das integrais nas
trés partes que compdem L.4: dois segmentos de reta e um arco de circulo. Vide Figura 38.4, pagina 1950. Constate que essas integrais
sao dadas por

. i6/2 4 —ap? L B —lalp? 0 . o/ 2 2ip
1a == —e e dp, 24 = e dp e 34 1= exp (—|a|A% dy .
Jo Jo Jo
Constate que

-6/2
/ exp (*\(i\Azez"p) dy
o

e, portanto, que lima— 34 = 0. Conclua do fato que K4 = 0 que temos lima—o 14 = —lima_ o 24. Obtenha disso que

00 o0 —if/2 )
/ oy — e45/2/ el gy = ! / Y P Vi Oy
o o 2 Jow 2/lale??/2 2V a

_ 0] —rea?
= G

"|61/2
[34] = < / exp (—\a\Az cos (2¢)) dp < % exp (*‘/Y‘Az cos (0))
Jo
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L
1
A
LA
8/2 6/2 34
A
2A

Figura 38.4: Esquerda: o caminho de integracao L, uma semirreta que parte da origem e estende-se ao infinito formando
um angulo de #/2 com a horizontal. Direita: caminho de integragao L4 e as trés partes que o compoem: o segmento de
reta 14 (que parte da origem, tem comprimento A e forma um angulo de 6/2 com a horizontal), segmento de reta 24
(idéntico ao intervalo [0, A] do eixo real) e o arco de circulo 34 (de raio A e abertura 6/2, centrado na origem).

o que implica (38.274). Reunindo (38.274), (38.273) e (38.272), estabeleca que

exp (*ﬁ (y + 'i'y)z)

;/ emot—ityrime g T\ eV )

V21 J V2a ’

que & a relag@o (38.271) ou (38.59), como desejado. Isto também completa uma demonstracao alternativa do Corolario 38.1, pagina
1876. *

E. 38.60 Exercicio dirigido. [A transformada de Fourier de Gaussianas usando séries de Taylor]. Sejam a > 0 e

~ € C, constantes, seja a fung@o h(z) := emon e ¢ Z(R) e seja b= J[h] sua transformada de Fourier. Usando a expansao de
Taylor da exponencial, temos

i 1 R S N (=ip+7)"
h(p) = ﬁ/,me e de = 7= ZO o dx

*U)Jr (ip+N" [T —as? n
\/EZ / e " dx .

n=0 -

Justifique a troca da série pela integral, acima. Note agora que os termos com n impar anulam-se, pois h & uma func@o par. Temos,
: 2m
portanto, A(p) = ﬁ o & '(T;,:;)l I e " 22" d. Agora,

= aa? 2m * _ae? 2m t=ax? 1 L meloa 1 1
e M de = 2 e Mde = —— e "R dt = —T (m+ 5,
e 0 az*™m Jo aztm 2

onde I" & a Fungdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 280). Usando, (7.19), pagina 287, obtenha disso

oo . E _+in?
W) = = Zi(ﬁﬂmz)" B
20 £ m! da V2a

que & o resultado obtido em (38.56). *
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E. 38.61 Exercicio dirigido. [A transformada de Fourier da funcao e’"’ﬁ]. Seja v > 0, constante, seja a funcao
h(z): -t e Z(R) e seja b= F[h] sua transformada de Fourier. Usando a expansao de Taylor da exponencial, temos

o) = - [Tt gy = L [T et i(ﬂd",,H ge — L i(—z‘)”,n " e g
W(p) = \/E OQe e dx \/E oct ] xp .L—m ] ¥4 xe x dx .
Co J— n=0 n=0 e

Justifique a troca da série pela integral, acima. Note agora que os termos com n impar anulam-se, pois h & uma fungao par. Temos,

portanto, h(p) = AT, ((271,3)",’ PP e 1 P . Agora,

<, e, =2t 1 o m 1 1
/ e P dy = 2/ e g dy L ﬁ/ eHATE g = e (_ +E) >
. o 2yi*% Jo 2yitE 4 2

onde I" & a Fungdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 280). Portanto,
- ( )™ p?m 1 m
h — -+ . 38.27¢
u(p) = 11 Z @m)l 5 =l (7+3 (38.275)

Mostre, usando essa expansao, que h(p) & uma fungdo inteira na variavel p. Essa expressao permite vislumbrar a estrutura analitica de
h como fung@o de 1/ € C: a mesma possui um ponto de ramificacdo de ordem 1/4 em 1/ = 0.

No Exercicio E. 38.62 apresentamos uma outra estratégia para determinar . *
E. 38.62 Exercicio dirigido. [A transformada de Fourier da fungao e"’“]. Seja v > 0, constante, seja a func@o
h(z) = e -t e Z(R) e seja h := F[h] sua transformada de Fourier. A fungdo h satisfaz h'(x) = —471311(1) ou seja, vale

Ph = 4mQ3h Aplicando-se a transformada de Fourier a essa expressao e usando-se (38.41), obtém-se Qh = —4iyP? h, ou seja, Al (p)
satisfaz a equagdo diferencial A" (p) — ph(p) =0.

As soluges da equagdo diferencial ¥/ (p) — apy(p) = 0 com « € €, constante, podem ser obtidas pelo método de expansdo em série
de poténcias, pois trata-se de uma equagao diferencial ordinaria linear regular de ordem trés (vide Se¢ao 13.6, pagina 556 e Sec¢ao 14.1,

o

pagina 613). Procurando-se solugBes na forma y(p) = Z cnp™, mostre que os coeficientes ¢, satisfazem as relacBes de recorréncia
n=0

«

3 =0, b —
s Cned (n+4)(n+4)(n+2)

S n € No . (38.276)

Como ¢z = 0, tem-se ca+3 = 0 para todo k € INo. No caso especifico de & temos iz’((]) = % f:@ yh(y)dy = 0, pois h & uma funcao
par. Portanto, interessa-nos impor que c¢1 = 0, implicando car+1 = 0 para todo k& € INo e, com isso, poderao ser nao-nulos apenas 0s
coeficientes car € car+2, k € INo, ou seja, os coeficientes co, ca, cs, c12, etc., todos proporcionais a co, € 0s coeficientes ¢z, ¢, c10, cia,
etc., todos proporcionais a c2. Usando as formulas de recorréncia (38.276), mostre que

ek —3)m YL i
C4k7awco e C4k+2—am02, kelN.
Com isso, mostre que .
h(p) = Liha(p, v) + Lz2ha(p, 7) , (38.277)
onde 71 e I> s&0 as constantes
r(1/4) “1 [, r(3/4) N
I = — e ds = —=~, I = — s%¢ " ds = — = —=—,
. V2 «/700 V8w 2 V2 oo V8w 2I°(1/4)

T sendo a Fungdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 280), e onde

) (k=3 (p*\* P & (4k — D [ p*\*
R 1/4(”2 (i) (m))’ el ) —QT<“ZW(T/)>

Mostre, usando essas expansdes, que hy e h, sdo funcles inteiras da variavel p. Mostre, usando as expansOes e propriedades da funggio
Gama de Euler, que a expressao de acima para h coincide com a de (38.275).

Essas expressGes também permitem vislumbrar a estrutura analitica de / como fungdo de 1/ € C: a mesma possui um ponto de
ramificagao de ordem 1/4 em 1/ = 0. *
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E. 38.63 Exercicio. Usando as mesmas ideias do Exercicio E. 38.62, obtenha a transformada de Fourier da funcao exp ( —yz* +

az® + Ba? + 51), com~y >0eaq, 3, 6 €C, em termos de expansoes em séries de poténcias. *

E. 38.64 Exercicio. Usando as mesmas ideias dos Exercicios E. 38.60 ou E. 38.62, obtenha a transformada de Fourier da funggo
a*”’”r’, ~ > 0, em termos de expansOes em séries de poténcias. *

E. 38.65 Exercicio dirigido. Para 3 > 0, constante, seja a fungao

1

h(@) = cosh (ﬂz)

s

2 € R. Sabemos do Exercicio E. 38.1, pagina 1854, que h € .(R). Mostre que

Fh(y) = \/E . (38.278)
2 Bcosh (% %)
Observe que segue facilmente disso que para a fungao
1
h = — vale Jh] = h, 38.279
@) cosh (\/ga:) ) ! ( )
ou seja, essa fung@o A tem a si mesma como transformada de Fourier!
Sugestbes. Observe que h(x) = 2 <o

1+e

1 ;2
2 © €Ty, s=2pe 1 o o2 7iz7) 1
= — P = 3 — 1i I.) .,
o m/ﬂc e 5var /,x e % = e ()

1

a

)s
ds. Como descreveremos abaixo, o limite lim I, pode ser obtido considerando-se a integral
a—oo

onde, para a > 0, I, := / e

—a

complexa }{ F(z) dz, onde
Ca

e(5—idh)=

1+e2
e onde C,, & o caminho de integrac@o retangular fechado e orientado no sentido anti-horario indicado na Figura 38.5, pagina 1952.

F(z) ==

2T

Ca

Figura 38.5: O caminho de integracao retangular fechado orientado no sentido anti-horario C, no plano complexo. Aqui,
a > 0 ¢ arbitrario.
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Constate que a integral no segmento horizontal inferior de C, & precisamente I,. Mostre que a integral no segmento horizontal
superior de C,, & e™/°1,. Mostre que as integrais nos segmentos verticais de C,, convergem a zero no limite a — oc. Conclua disso que

oo (5—igh)s
e(z7135 1 .
/ T ds = 15 omls ngl;o ia F(z) dz} .

—o0

Agora, a integral §. F(z) dz pode ser calculada pelo método dos residuos. Observemos para tal que F(z) & da forma

F(z) = M7 com p(z) = eGigg)> e q(z) = 1+¢€".
a(z)
As fungbes p e ¢ sao fungDes inteiras (analiticas em toda parte) e ¢ tem zeros somente nos pontos z, = (2n + 1)7i, n € Z,
todos zeros simples (justifique essas afirmagGes!). Ha um Gnico desses zeros no interior do retangulo delimitado pela curva C., a
saber, 0 ponto zo = 7i. Sob essas circunstancias o Teorema dos Residuos informa-nos que fca F(z) dz independe de a e que vale
¢La F(z) dz = 2miRes F(z0), onde Res F'(z0) & o residuo de I em zo. Como ¢ tem um zero de ordem um em zo vale, por uma formula
bem conhecida,

p(20)
Res =
(eo) ' (20)
(prove-a ou procure-a, e.g., em [61]). Calculando o lado direito e reunindo os resultados, obtenha (38.278). *

E. 38.66 Exercicio dirigido. Este exercicio estende o método empregado no Exercicio E. 38.65, pagina 1952. Para 3 > 0, constante,
seja a funcdo

1
o) = ———,
(cosh (8 1:))
z € R. Sabemos do Exercicio E. 38.1, pagina 1854, que ¢ € ./(R). Mostre que
Ty = \/? — . (38.280)
2 32 senh (%%)
SugestGes. Observe que £(x) = 4% Logo,
1+e28z

4 o 207 iz =282 1 \/E oo ((A-igg)s 1 /2
Fle :—/ ——e Wdx =" = —/ ————ds = —/=(lim L) ,
(I Vor ) (1+625f)ze v BN 7w ) (1+cv)2“ EAR: (agr;c )

onde, para a > 0, I, := / ds. Como descreveremos abaixo, o limite lim I, pode ser obtido considerando-se a integral
a0

complexa }{ F(z) dz, onde
Cu
F( ) e(171‘2%)1
2) = —4m
(1 + e’)z
e onde C,, & o caminho de integracd@o retangular fechado e orientado no sentido anti-horario indicado na Figura 38.5, pagina 1952.

Constate que a integral no segmento horizontal inferior de C, & precisamente 1,. Mostre que a integral no segmento horizontal
superior de C, & —e™/#1,. Mostre que as integrais nos segmentos verticais de C,, convergem a zero no limite a — co. Conclua disso

que
oo (1—igh)s
/ 6—2{15 = ;/ﬁ [limf F(z) dz} .
. (1 +€s) 1—em a—eo Jo,

Agora, a integral f(;u F(z) dz pode ser calculada pelo método dos residuos. Observemos para tal que F(z) é da forma

As funcBes p e ¢ sao fungBes inteiras (analiticas em toda parte) e ¢ tem zeros somente nos pontos z, = (2n + 1)mi, n € Z, todos zeros
duplos (justifique essas afirmag@es!). Ha um Gnico desses zeros no interior do retangulo delimitado pela curva C., a saber, o ponto zo = mi.
Sob essas circunstancias o Teorema dos Residuos informa-nos que fca F(z) dz independe de a e que vale 5&0“ F(z) dz = 2miRes F(zo),
onde Res F'(z0) & o residuo de F' em zo. Como ¢ tem um zero de ordem dois em zo vale, por uma formula bem conhecida,

P'(20)  2p(20)q"(20)

7"(20) 3 (g (z0))°

(prove-a ou procure-a, e.g., em [61]). Calculando o lado direito e reunindo os resultados, obtenha (38.280). *

Res F(z0) = 2
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Apéndices

38.A Prova de (38.21)

Nesta secao demonstramos a desigualdade (38.21), pdgina 1862, enunciada na proposicao que segue.
Proposicao 38.18 Para todo q grande o suficiente, a saber ¢ > n, vale para todo v € R™

1 N M
re (L4 2 =yl (1 + [lyl))> (1l

d"y <

q

onde M > 0 é uma constante que depende de q e de n. Uma possivel escolha é M = 24 1+ |yl “dy. o.
Rn

Prova. Observemos em primeiro lugar que adotando u = § e v = § na identidade do paralelogramo, equagao (3.31),
pagina 210, obtemos

1 T 2
e =yl* +lyl* = Sl +2 5 -y (38.A.1)

Observemos em segundo lugar que para todo a > 0 vale (14 a)? = 1+2a+a% > 1+a% Assim, (1+ ||z —y)2(1+[|y[))? >
(1 + 1z — yI?)(1 + ). Portanto

At llr =yD*@+ 1y = Lo =yl* 1+ ]yl

= Ttz =yl + lyl® + llz = yl* 1yl

> 1z =yl + vl
38.A. 1 5 c 2
GSAD L Setre 2oy (38.A.2)
2 2
Logo,
1 " 1 K "
d"y = — d"y
re (14 [lz =yl (1 + [ly[)* re (L4 [lz =yl + [lyl)?
.
(38.4.2) 1
< P
w1+l 2 5y
q
— 1 ny R

2
w1 gl + 21yl

=

onde, na 1ltima passagem, fizemos a mudanca de varidveis y — y + 5. Agora,

1, o 2 T, o 1y o
- > — -
Lt gllalP +2wl® > 1+ gllel® + 5yl
1
= 5 14l + 14yl
1
z 3 (1 ) + (2 + [l l)?
1
2 S+l @+l
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Acima, na passagem da segunda para a terceira linha usamos o fato que (1+c?) > %(1 +¢)? para todo ¢ € R, consequéncia
de 2(1+¢?) = (1+¢)? = (c—1)? > 0. Na passagem da terceira para a quarta linha usamos o fato que para todos a, b € R
vale a® 4+ b? > 2ab, consequéncia elementar da desigualdade (a — b)? > 0.

Retornando finalmente a (38.A.2), temos

1 2 21 1
d"y < —_———  d"y = d"y .
re (L4 |z = ylD?e(1 + [lyl)* re L2l T4yl L] © me 1+ [lyll
Para ¢ grande o suficiente (¢ > n) a integral é finita, provando o que desejdvamos. |

38.B Prova da Proposicao 38.15

Esta se¢ao é dedicada a prova da Proposi¢ao 38.15, pagina 1909. Essa demonstracao requer alguns lemas preparatorios,
com 0s quais iniciaremos a discussao. Algumas das afirmagoes que seguem podem ser um tanto ébvias para alguns, mas
isso é um tanto ilusério. Por essa razao apresentamos demonstragoes detalhadas. O leitor perceberd que algumas das
demonstragoes adiante seguem passos familiares & teoria das fungoes “almost”-periédicas (vide, e.g., [174]).

e Alguns fatos preparatorios

Lema 38.2 Sejam a, b € R. Entao, vale

. 1 2T1a/,+blnl 1, sea=b=0,
Tlgréc T e dt = (38.B.3)
T 0, sea#0.

Para a =0 vale o -
% et g — 2611:—;1 b (38.B.4)

T i

12T
e o limite T'— 0o sd existe para b= 0 (e vale 1). Para todo b € R wvale, porém, limsup T et gt > 0. [m]
T—o0 T
1T

Prova. A afirmativa ¢é evidente para o caso a = b = 0. Seja, agora a # 0. Definamos F(T') := — el It gt Para

T
t > 0 defina-se a fungao f(t) := at +blnt. Como f'(t) =a+ %, f ¢ inversivel para todo ¢ grande o suficiente. Adotemos
entdo T grande o suficiente para garantir que f~'(¢) exista para todo ¢t > T. Fazendo a mudanga de varidvel s = f(t)
podemos escrever

) 1 f@?) ; 1 1 f@e?) ; 1
F(T) = = ef——————ds = = e ——ds
Tt Ff1s) Ty a+ 7=ty
1 fen by fen 1
= — eds — — e —————ds.
al’ ) al pery — af () +b
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Assim,
1 f2r) [b] f(2T) 1
- — eds < — ——— ds
al' [alT jory  af~i(s)+0
b 1 27) — f(T
S /@) - 4(7)|
la|  ser, o0y af 71 (s) +b T
b] 1 la|T + |b]In2
— sup — .
lal e, o0y af7H(s) + b T
Como tl;nolo [f(t)] = oo tem-se também Shﬂr{)lc [f71(s)| = oo. Assim, Th_r};c SE?;];) )50 = 0. Provou-se assim
que
1sen GHFET) _ if(T)
lim F(T) = lim — eds = lim ————— =0
T—o0 T—oo aT  p(r) T— o0 iaT
Para a = 0 um célculo simples mostra que
12T 9eibin2 _ | o
F(T) = — bt g ibin T
T =7 ¢ [T

e o limite para 7' — oo nao existe, exceto no caso b = 0. Vé-se também dessa expressao que nesse caso limsup |F(¢)] > 0.
t—o00

O leitor pode perceber que a demonstragao acima pode ser estendida, por exemplo, substituindo f(¢) = at + blnt
por fungoes f que sejam da forma f(t) = at + g(t) com ¢'(t) — 0 para t — co. Um exemplo sao fungdes do tipo
f(t) =at+bInt + cln(Int), definidas para t > 1. Essas extensoes forneceriam maior generalidade aos resultados que se
seguirdao, mas nao trataremos delas aqui.

Lema 38.3 Seja {wp € R, k = 1,...,n} um conjunto de n > 1 nimeros reais distintos e sejam di, ..., d, € C,
n
constantes. Considere-se a fungao H(s) = dy, €%, Entio, uma condi¢do necessdria e suficiente para que lim H(s)
§—00
k=1
exista e seja nulo é que dy = -+ =d,, = 0. [m]
Prova. Sed; = -+ =d,, = 0, é evidente que lim H(s) = 0, pois H ¢ a fungao nula. Vamos entdo supor que lim H(s) = 0.
8§—00 §—00
Escolhamos um [ € {1, ..., n}. Temos que
12 n 1 2 no gilwn—w)28 _ gilwr—wn)S
= H(s)e "™ ds = dp— eilwn—w)s — g 4 dp——————————
S s et S 5 - i(w — w)S
[
Logo,
1 28 »
lim — H(s)e ™ ds = d; .
S=00 S g (©) !
Agora, se lim H(s) = 0, o limite do lado esquerdo é nulo e, portanto, d; = 0. Como [ foi escolhido arbitrariamente,
§—00
segue que dy = -+ =d,, = 0. | ]
Lema 38.4 Seja {(ax, br) € R%, k = 1,..., n} um conjunto de n elementos distintos de R?, com n > 1, e sejam
ci, ..., ¢y € C, constantes. Considere-se a funcao
n
G) = cpel anttbeIn
k=1
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definida para t > 0. Entdo, limsup |G(t)| = 0 se e somente se ¢; = -+ = ¢, = 0. O
t—o0
Prova. E cvidente que se ¢; = -+ = ¢, = 0 entdo limsup |G(t)| = 0, pois nesse caso G ¢ a fungiio nula. Vamos entdo
t—o00

supor que limsup |G(t)| = 0.
t—o00

Escolhamos um indice [ € {1, ..., n}. Defina-se L como o conjunto de todos os indices k tais que aj = a; e seja L®
o0 seu conjunto complementar, que ¢ um subconjunto préprio de {1, ..., n}. Podemos escrever

n n

i anttbplnt i apt+byInt

G(t) Cpe

cre
keLe keLe

—i ait+bInt

Multiplicando ambos os lados por T~ e e integrando entre 7" e 27", obtemos

27 . n 12T n 12T
Gt)e™ at+bilnt gy Chm et (ak—at+r=b)Int g4 e ol (bk=b)Int gy
keLe T kel T r

Sy

T

Note-se que

n 27 n 27 n i(bp—b)In2 _
Ckl ol Gemb)nt gy o Ck_l o Gembnt gy (8B 2e" R 1 filbe—b) InT
keL T keL T KeL 1+ Z(bk - b’)
kAL kAL

T
i (ax—an)t+(be—b)Int

1
Pelo Lema 38.2, sabemos que para k € L o limite Tlim T dt é nulo. Pela hipdtese que
—00

T
I }
limsup |G(t)| = 0 temos também que lim — G(t)e " @ttbint gy — 0. Assim, concluimos que
t—00 T—o0 T

n

lim ¢+ Cy
T—o0 el 1+i(br — br)
o

i(br—by)In2
2¢i(br—bi)In2 _ | ilbe—b) T _ (33.8.5)

Pelo Lema 38.3 (tome s = InT') o limite acima s6 pode anular-se se todos os coeficientes forem nulos, ou seja, se ¢ = 0
para todo k € L. Com isso, estabelecemos que a soma que define G pode ser reduzida ao conjunto L° (que ¢ um

subconjunto préprio de {1, ..., n}):
n

G(f) _ el apt+by Int
kelLe
Repetindo o argumento de acima um nimero finito de vezes provaremos que todos os coeficientes ¢, k=1, ..., n, sao
nulos. |
Lema 38.5 Seja {(ay, br) € R%, k= 1,...,n} um conjunto de n elementos distintos de R?, com n > 1. Entdo, as

n fungoes ¢ *YTEMY definidas para y > 0 sio linearmente independentes, ou seja, se existirem constantes ¢ € C,
n

i axytbylny

k=1,...,n, tais que cpe =0 para todo y > 0, entao ¢, =0 para todo k =1, ..., n. [m}
k=1
Prova. A afirmacéao é evidente pelo Lema 38.4. ]
Lema 38.6 Seja {(ax, br) € R%, k = 1,..., n} um conjunto de n elementos distintos de R?, com n > 1, e sejam
n
c1, ..., ¢n € C, constantes. Considere-se a func¢io G(t) = Cp gt arttbilnt definida para t > 0.

k=1
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Sejam A e C' duas fungées definidas em (0, o) tais que: 1. A(t)G(t) = C(t) para todo t € (0, ), 2. tle [A(t)] = 00
3

e 3. C ¢ limitada, ou seja, sup |C(t)| < oo. Entdo, G e C sao identicamente nulas. [m]
te(0, o)

Prova. Seja limsup |G(t)| = M > 0. Entao, existe uma sequéncia ilimitada ¢,, tal que lim |G(t,)| = M. Por outro lado,
t—o00 n—oo0

para todo n grande o suficiente (de forma que se garanta A(t,) # 0), tem-se G(t,,) = C(t,,)/A(t,). Como C ¢ limitado,

vale para todo n que |C(t,)| < K para algum K > 0. Assim, |G(t,)| < K/|A(tn)|. Tomando o limite n — oo de ambos

os lados, obtemos M = 0, pois lim 1/|A(t,)| = 0, por hipétese. Isso implica que limsup|G(t)| = 0 e, pelo Lema 38.4
n-oo 100

isso implica que G é identicamente nula. Como A(t)G(t) = C(t), é vilida para todo ¢, isso implica que C' é também
identicamente nula. ]

Com esses resultados & méo, passemos a demonstracao da Proposicao 38.15.

e Prova da Proposicao 38.15

Com z = e Y, a expressao (38.181) escreve-se

lim C’belealy ot C:I?aneawy = a,
y—ro0
onde ¢}, = cxe’™*, ou seja,
n
lim el Im (ax)y+Im (b)) Iny Re (an)y+Re () Iny _ (38.B.6)
y—roo
k=1

Seja a relacao de ordem em Ri (vide enunciado da Proposicao 38.15) definida da seguinte forma: dizemos que
(a, b) > (a’, b') se a > a’ ouse a =a’ mas b > V. Isso faz de R% um conjunto totalmente ordenado. Vamos supor que
Re (ak,), Re (br,) seja o mdximo (nio necessariamente tinico) do conjunto

Re(a1), Re(b1) , ..., Re(an), Re(b,) CRZ

segundo a relacio de ordem acima. Fatorando eRe (axo)v+Re () Iny g (38.B.6) e notando que

lim eRe (@)y+Re (b) Iny ,~Re (ak, Jy—Re (biy) Iny _
y—ro0

caso Re(a;), Re (b)) < Re(aw,), Re(by,) obtemos de (38.B.6) que

lim eRe (@rg)y+Re (big) Iny gt m(an)y+Im (b)) Iny (38.B.7)
y—oo m ’ o
meM
onde M C {1, ..., n} é conjunto de todos os indices m tais que Re(a,), Re(b,) = Re(ak,), Re(bg,) (como
ko € M, M é nao-vazio). Agora, dos fatos que
1. lim eRe(ar)y+Re (brg)Iny —
y—o0 ’
2. A fungao e tm (@m)y+tm (b)Y ¢ Jimitada no conjunto y > 0, pois e (@m)yHm bu)iny — 1 para todo
meM
y > 0.
segue pelo Lema 38.6 que e tm (@m)yim (b)Y — 0 para todo y > 0 e que a = 0.
meM

Pela defini¢io de M tem-se Re(am,), Re (b)) = Re(am), Re (b)) se m, m’ € M. Assim, como por hipétese,
os pares (ay, by) sdo todos distintos, segue que Im (an,), Im (by) # Im(ap), Im(by) se m # m/, ambos em M.
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Portanto, pelo Lema 38.5, as fungdes e ™ (@m)vtim(bm)Iny 0y 11 56 linearmente independentes e concluimos que
), = 0 para todo m € M, o que evidentemente implica ¢, = 0 para todo m € M.

A soma em (38.B.6) pode assim ser reduzida ao conjunto complementar de M (que denotamos por M¢) e que é um

subconjunto préprio de {1, ..., n}. Logo, obtemos, agora com « = 0,
lim c;cez(lm(ah.)yﬂm(hk)lny) eRe (a)y+Re (be)Iny _
Y—00
keMe

Repetindo a argumentacao de acima um ntmero finito de vezes, concluimos que os coeficientes ¢j sao nulos para todo
k=1, ..., n, como queriamos provar. |



JCABarata. Notas para um Curso de Fisica-Matematica. verio e 21 de jusho de 2017 Capitulo 38 1960/2283

Parte IX

Analise Funcional
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