Capitulo 41
Nocoes Basicas Sobre Espacgos de Hilbert
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M espago vetorial H sobre o corpo dos complexos e dotado de um produto escalar u, v € H — (u, v) € C é dito
ser um espaco de Hilbert' se for completo em relagao & métrica d definida por esse produto escalar:

d(u, v) = lu—v|| = V{u—v, u—0), u, veIH. (41.1)

Advertimos o estudante que dentre as propriedades definidoras de espagos de Hilbert destaca-se ndo apenas a existéncia de
um produto escalar, mas também a propriedade de completeza, sem a qual muitas propriedades geométricas fundamentais
desses espagos nao seriam validas, como o Teorema do Melhor Aproximante e o Teorema da Decomposi¢ao Ortogonal.
Vide adiante.

As nogoes de espagos de Banach e de Hilbert foram introduzidas na Segao 25.5, pagina 1464. Sobre a origem da nogao
abstrata de Espago de Hilbert, vide nota histérica & pagina 1465.

Espacos de Hilbert desempenham um papel fundamental em toda a Fisica Quéntica® e em vérias areas da Ma-
temaética. Historicamente sua importancia na Fisica Quantica foi apontada por diversos autores, mas foi especialmente
von Neumann® quem mais claramente destacou sua relevancia para a prépria interpretagio probabilistica daquelas teorias
fisicas*. Exemplos de espacos de Hilbert sdo os espagos de dimensao finita C", o espago 2, das sequéncias de quadrado
somavel, estudado na Segao 25.5.1, pagina 1466, e os espacos L2(M, dpu), das fungdes de quadrado integravel em relagio
a uma medida g definida em um espago mensurdavel M. Esses espagos foram estudados na Secao 32.4, pagina 1695.

Nas primeiras secoes deste capitulo estudamos aspectos topoldgicos e geométricos gerais de espagos de Hilbert, che-
gando & importante nogao de conjunto ortonormal completo (ou base ortogonal completa). Na Secao 41.2.2, pagina 2322,
somos apresentados ao importante Teorema da Representagao de Riesz, Teorema 41.4, pgina 2324, que afirma que todo

!David Hilbert (1862-1943).

2H4 um dito corrente (e anénimo) que afirma que a Mecanica Quantica é uma agradével pretexto para o estudo dos espagos de Hilbert...

3John von Neumann (1903-1957).

4 Nota histérica. Dois dos trabalhos seminais de von Neumann a respeito sio: J. von Neumann, “Uber die Grundlagen der Quantenme-
chanik”, Mathematische Annalen, 98, 1-30 (1927) e J. von Neumann, “Allgemeine Eigenwerttheorie Hermiteschen Funktionaloperatoren”,
Mathematische Annalen, 102, 49-131 (1929). Vide também o livro cldssico [401].
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espago de Hilbert pode ser identificado com seu dual topolégico, ou seja, com o conjunto de seus funcionais lineares e
continuos. A Secao 41.3, pagina 2340, desenvolve algumas construgoes que podem ser realizadas com espagos de Hil-
bert, tais como somas diretas e produtos tensoriais, e apresenta a constru¢ao do chamado espago de Fock, também de
relevancia para a Fisica Quantica.

Para a leitura deste capitulo uma certa familiaridade com a nogao de produto escalar ¢ de norma ¢ necessaria, assim
como ¢é necessario conhecer a desigualdade de Cauchy-Schwarz. O conceito de produto escalar foi apresentado na Segao
3.1.3, pdgina 272, e o conceito de norma foi introduzido na Secao 3.2, pdgina 276. A desigualdade de Cauchy-Schwarz foi
demonstrada com toda generalidade (para formas sesquilineares positivas) no Teorema 3.1, pagina 270, mas para facilitar
o leitor, apresentamos agora uma demonstragao mais simples e rdpida, especifica para produtos escalares.

e A desigualdade de Cauchy-Schwarz revisitada

A importante desigualdade de Cauchy®-Schwarz® é a afirmacio que para quaisquer u, v € I tem-se
[(u, 0)] <l o]l - (41.2)

Sua primeira demonstragao geral é devida a von Neumann (vide trabalhos citados na nota-de-rodapé 4, pagina 2312).

Para prova-la, observemos em primeiro lugar que a desigualdade acima é trivialmente véalida nos casos em que
(u, v) =0, ou em que |Jul| = 0, ou em que |lv|| = 0. Consideremos, entdo, que (u, v) # 0, |Jul| # 0 ¢ ||v]| # 0. Nesse caso,
¢é evidente que, para todo a € C vale, pela positividade da norma,

2
1
0 < ’ iv - —u
ol
Expandindo-se o lado direito, isso fica
« 1 @ 1 2
0 < <—U — U, U — —u> = la*4+1-——Re (a u, v ) R (41.3)
ol ™ Tl Tl Tl e (e 2
ou seja,
2Re (afu, ©)) < (Jaf* +1)]ul o] (41.4)
Essa relacao vale para todo a@ € C. Se, em particular, escolhermos a = |(u v)}/(u, v), teremos |a| = 1 e (41.4)

(u, 0)| < Jlull 0]

transforma-se na afirmacao que , como queriamos provar.

O lema a seguir indica uma condi¢do necesséria e suficiente para que a igualdade seja vélida na desigualdade de
Cauchy-Schwarz (41.2). Essa condigao, ainda que simples, é relevante em algumas situagoes.

Lema 41.1 A igualdade |(u, v)‘ = |lul| ||v]| € vdlida se e somente se existirem constantes A1, A2 € C tais que Ayu+Aov =
0, ou seja, se e somente se u e v forem vetores linearmente dependentes. [m}

Prova. Novamente podemos supor sem perda de generalidade que u e v sdo nao nulos. Se u = Av para algum A € C é
evidente que tem-se a igualdade |<u, v)| = |lu|| ||v]|. Para provar a reciproca, recordemos que (41.3) informa que

' I

para qualquer o € C. Seja <u, 17> = |<u, v>|e"’ a decomposi¢ao polar do nimero complexo <u, v> e escolhamos o = ™.
O lado direito de (41.5) ficard

2
= la?+1-

2

Re (n(<u, v>) (41.5)

o
—U — U
ol el

2
2— ——(u, v)|.
Fager
Se supormos que ‘(u, v)l = |lul| ||v]] & Gltima expressdo anula-se e (41.5) informa que
e

—v——u = 0
1

5 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
SHerman Amandus Schwarz (1843-1921).
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ou seja, informa que u e v sao linearmente dependentes. |
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue também o seguinte resultado elementar, porém util:
[[ull = sup{‘(v, u)|, veH, |lv|| < 1} . (41.6)

Para provar isso, notemos primeiramente que essa igualdade é trivialmente valida caso u = 0, pois ai ambos os lados
anulam-se. Consideremos u # 0. Por um lado,

=[G

Por outro lado, para v € H com |[[v|| < 1 tem-se por (41.2) que ‘(v, u)| < |lull, mostrando que sup{‘(v7 u)‘ v €

< sup{‘(@, u)|, veH, v < 1} .

H, |lv]| = 1} < |lu||, completando a prova de (41.6).

41.1 Aspectos Topoldgicos Basicos de Espacgos de Hilbert

Por defini¢ao, um espago de Hilbert H é um espago métrico com a métrica dada em (41.1) e, portanto, existe uma
topologia métrica naturalmente definida em H. E a essa topologia a que normalmente nos referiremos quando falarmos
de convergéncia de sequéncias e de continuidade de fungoes em .

Assim, dizemos que uma sequéncia {z, },en de vetores de um espago de Hilbert 3 converge a um vetor = de H se
para todo € > 0 existir N(e) € N tal que ||z — ;|| < € para todo i > N(¢). Em outras palavras, = lim, e T, s¢ €
somente se lim; . ||z — ;|| = 0.

O estudante deve ser advertido que ha outras topologias de interesse no estudo dos espagos de Hilbert, como a
topologia fraca induzida pelos produtos escalares. Nem todas essas topologias de interesse sao métricas. No estudo
introdutério que pretendemos nesse capitulo tais topologias nao serao consideradas.

e Conjuntos fechados em espagos de Hilbert

Como lidaremos muito frequentemente com o fecho de subconjuntos de um espago de Hilbert H e com propriedades
de conjuntos fechados de H vale a pena lembrar nesse contexto as seguintes caracterizagoes de tais conceitos, validas em
espacos métricos gerais (vide pdgina 1575):

1. O fecho C de um subconjunto C' de um espago de Hilbert H coincide com o conjunto de todos os vetores de H que
sao pontos limite de sequéncias convergentes formada por elementos de C.

2. Um subconjunto F de um espago de Hilbert H é fechado se toda sequéncia convergente formada por elementos de
F convergir em 3 a um vetor que também ¢ elemento de F.

e O fecho de um subespago linear é também um subespago linear

Vamos ilustrar os conceitos acima mostrando um simples resultado do qual faremos uso adiante. Seja E um subespago
de um espago de Hilbert 3. Vamos mostrar que seu fecho E é tamhém um subespago de 3. Para isso devemos mostrar
que se =, y € E, entio qualquer vetor de I que seja da forma z = ax + fy, com a, 3 € C, é também elemento de E.
Se x e y € E, entdo existem duas sequéncias x; e y;, i € IN, de vetores de E tais que 2; — « e y; — y. Como E é um
subespaco, todos os vetores z; = ax; + Jy; sdo também elementos de E. B facil, porém, mostrar que z; — z. De fato

Iz = zll = ||(ax + By) — (cx; + By)|| = ||a(z —2:) + By —wi)|| < lel ||z — || + 18] |ly — v -

Agora, por hipétese, tanto ||z — ;|| quanto ||y — ;|| vao a zero quando i — oo, mostrando que z; — z. Isso mostra,
entao, que elementos como z sao pontos limite de sequéncias de elementos de E' (no caso {z;}icw) e, portanto, pertencem
também ao fecho de E que é, portanto, um subespago de H.

Subespagos de dimensao finita de um espago de Hilbert sdo sempre fechados, como sera visto na Proposigao 41.6,
pagina 2328. Porém, chamamos a atengao do leitor para o fato de que em espagos de Hilbert de dimenséo infinita pode
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haver subespagos (também de dimensdo infinita) que néo sio fechados. Um exemplo instrutivo serd visto no Exercicio
E. 41.3, pagina 2319.

e Uma propriedade da norma

Se a e b sdo dois vetores de um espago vetorial normado V' (como um espago de Hilbert, por exemplo), entao vale que

la=ol—=1oll| < llall - (41.7)
Para mostrar isso, notemos que a relagao [|a — b|| < [|a| + ||b]| implica ||a|| > [ja — b|| — ||b]|. Com a substitui¢ao
b — a — b, tiramos também que ||a|| > ||b|| — [la — b]|. As duas desigualdades dizem que |a|| > ||la — b|| — ||b]| |, como

queriamos provar.

e Continuidade da norma e do produto escalar

De acordo com a defini¢ao de continuidade de fungées entre espagos métricos (vide discussao a pagina 1656) uma
funcao f: H — C, de um espago de Hilbert I nos niimeros complexos é continua se para toda sequéncia convergente de
vetores {x; };ew a sequéncia de nimeros {f(z;)}iew for também convergente e

Jim ) = 1 (Jim o)

Um exemplo banal de uma tal fun¢io continua ¢ a norma f(z) = ||z||. De fato, se x, — x, isso significa que
||z; = z|| = 0. Logo, ‘f(z) - f(zl)‘ = ‘HI” — |l@i]l|. Mas, pela desigualdade (41.7), tomando-se a = = — z; e b = —a;,
concluimos

|f(@)~ f(@)| < o=

como o lado direito vai a zero quando ¢ — oo, concluimos que

= =l

lim f(z,) = f(lim 1‘”) = f(z), ou seja, lim ||z, = H lim w,
n—oo n—o0 n—o0 n—o0

demonstrando a continuidade da norma.

H& um outro exemplo igualmente banal, mas importante. Seja ¢ € H um vetor fixo e seja a funcao f : H — C dada
por

f@) = (¢, z).

Que f é continua pode ser demonstrado com uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 3.1, pégina 270), que
diz que se x,, — x, entao

|f@) = @] = (6, @=2)| < lollla—ai
e o lado direito vai a zero quando i — oo, demonstrando a continuidade. Analogamente, fixando-se ¢ € H, a fungao

f(z) = (x, ¢) ¢ continua.

E. 41.1 Ezercicio. Sejam {z, € H, n € N} e {yn € H, n € IN} duas sequéncias de vetores em um espaco de Hilbert H que
convergem a vetores = e y de J{, respectivamente (ou seja, limy, o0 [|[Zn — 2| = 0 € limn— 00 ||yn — y|| = 0). Mostre que

lim (o, yn) = (2, y) - (41.8)

n—
Sugestdo. Mostre que podemos escrever
(Tns Yn) = (2, y) = (2o — @, yn) + (2, Yo —y) -

Mostre também que se {z, € H, n € IN} é uma sequéncia convergente de vetores em J{, entdo existe uma constante M > 0 tal que
||[zn]| < M para todo n € IN. Use esses fatos, mais a desigualdade de Cauchy-Schwarz, para completar a prova. E
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41.2 Aspectos Geométricos Basicos de Espacos de Hilbert

e Conjuntos convexos

Seja V um espaco vetorial (sobre os reais ou complexos). Uma combinagao linear de dois vetores z e y € V que seja
do tipo Az + (1 — A)y com A € [0, 1] é dita ser uma combinagio linear conveza de x e y. Um conjunto A C V' é dito ser
um conjunto convezxo se para todo x, y € A e todo A € [0, 1] o vetor Az + (1 — \)y também for elemento de A.

Note-se que qualquer subespago de V' é também um conjunto convexo.

e O Teorema do Melhor Aproximante

O seguinte teorema é de importéncia fundamental na teoria dos espagos de Hilbert. O mesmo é um caso particu-
lar do Teorema 25.6, pdgina 1481, vdlido para espagos normados uniformemente convexos, mas apresentamos abaixo
uma demonstragao especifica para o caso de espagos de Hilbert, o que permite o uso simplificador da identidade do
paralelogramo.

Teorema 41.1 (Teorema do Melhor Aproximante) Seja A um subconjunto convexo e fechado de um espago de
Hilbert 3. Entao, para todo x € H existe um vetor y € A tal que a distancia ||z — y|| entre v e y € igual a minima
distancia possivel entre x e A, ou seja,

r—y|| = inf [z -9 .
lz =yl Jnf, = —y'll
Fora isso, esse vetor y é o tinico vetor em A com essa propriedade.

No caso particular em que x = 0, concluimos disso que existe um vetor y em A, 1inico, cuja norma € a menor possivel
dentre os elementos de A: |ly|| = infyea |y/]- o

Prova. A ideia da demonstragido é construir um vetor y com a propriedade mencionada a partir de uma sequéncia
de Cauchy de vetores de A, mostrar que essa sequéncia converge a um vetor de A, mostrar que esse vetor satisfaz a
propriedade de minima distancia mencionada e, por fim, mostrar sua unicidade.
Seja D > 0 definida como
D = inf ||lz—4] .
i fla /|
Para cada n € N seja y,, € A um vetor com a propriedade que

1
lz =yl < D*+~.
n

Notemos que tais vetores sempre existem. Se tal ndo fosse o caso, ou seja, se para algum n, digamos ng, nao existisse
1

nenhum vetor 3’ em A tal que ||1:7y’H2 <D?+ ﬁ isso significaria que para todo ' € A valeria que H.’z:—y’H2 > D%+ o
Mas isso contraria a defini¢do de D como o infimo de IIT - y’H, y € A
Vamos agora provar que toda sequéncia y,, como acima é uma sequéncia de Cauchy em H. Para tal, usaremos a
identidade do paralelogramo (vide pagina 280) e o fato de A ser convexo.
A identidade do paralelogramo diz que para todos a, b € H tem-se que
lla+01%+lla—blI* = 2fall*+ 2] (41.9)
Adotemos, entao, a =z — y, e b =z — y,,. Teremos que
122 = @+ ) [* + = val> = 2]z = gal” + 22— yin”
Isso pode ser reescrito (verifique) como

2
Ym + Yn
T —

2

g = 3all® = 2\|z—ynu2+2uz—ymu2—4H

T — yn\lz < D? + L para todo n , ficamos com

n

Usando agora o fato que
2

1 1
lym — w0l < 4D2+2(7+—) 74Hr7M
n m 2
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Notemos agora também que y"‘;”" € A pois o lado esquerdo é uma combinagao linear convexa de elementos de A e A é

um conjunto convexo. Assim, pela defini¢ao de D,

2
wa ymtn|* o po
2
Portanto, temos que
11 1 1
[ym = ynll* < 4D* 42 (7 + 7) —4D? = 2 (, T ,) .
nom noom

O lado direito pode ser feito arbitrariamente pequeno, tomando-se m e n ambos grandes o suficiente. Ora, isso diz-nos
precisamente que {y, }nen ¢ uma sequéncia de Cauchy.

Com essa informagao, e lembrando que 3 é um espago métrico completo, segue que y,, converge a um elemento y € H.
Na verdade podemos dizer também que y € A, pois fizemos a hipétese que A é fechado (lembre-se da caracterizacao de
conjuntos fechados em espagos métricos da pdgina 1575).

Uma vez encontrado esse y € A, vamos mostrar que ||z — y|| = D. De fato, para todo n vale que

1
lz =yl = [[@=yn) = @ =v)|| < lz—yall+ly—vall < /D> + =+ ly—ynl -
n

Tomando-se n — 0o, e usando o fato que y, converge a y, concluimos que ||z — y|| < D (verifique!). Por outro lado, é
evidente pela defini¢do de D que ||z — y|| > D, pois y € A. Dali, segue que ||z — y|| = D, como queriamos provar.

Resta-nos demonstrar que esse y é o unico elemento de A com essa propriedade. Para tal, vamos supor que haja
outro y' € A com ||z — || = D e usemos novamente a identidade do paralelogramo (41.9), mas agora com a =z — y e
b=x —y'. Teremos que

2z =+ )"+ ly—y'I” = 2lz—yl? +2|e—y/|* = 4D?,

ou seja,
2
2 2 y+y
L R |
Como %”/ € A, por ser uma combinagao linear convexa, segue que
. 112
2
e, portanto,
2
lv—v|" <o,
0 que s6 é possivel se y = y/. |

e Complementos ortogonais

Se E é um subconjunto de um espaco de Hilbert J, define-se seu complemento ortogonal E* como o conjunto de
todos os vetores de H que sao ortogonais a todos os vetores de E:

Et = {ye%) (y, z) = (JparatodoweE}.

Temos a seguinte proposigao:

Proposigao 41.1 O complemento ortogonal E+ de um subconjunto E de H ¢é um subespaco linear fechado de H. O
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Prova. Que E* é um subespaco é fcil de se verificar pois se =, y € E*, entdo, para quaisquer o, 8 € C,
(aw+ By, 2) = @z, 2)+Bly, 2) = 0

para todo z € E, o que mostra que ax + Sy € E+. Que E+ é um conjunto fechado segue do seguinte argumento. Se i,
é uma sequéncia de elementos de E+ que converge a um x € H, entdo, para todo z € E vale

(x, z) = <7)1L11;Cw", z> = lim (xn, z) = 0, (41.10)

pois (x,, z) = 0 para todo n, ja que z, € E+. Isso prova que z € E*, que é assim, fechado. Na peniiltima igualdade
em (41.10) usamos a continuidade do produto escalar. |

Faremos adiante uso do seguinte lema:

Lema 41.2 Se A e B sdo dois conjuntos de um espaco de Hilbert H e A C B, entdo, B+ C A*. [m}

Prova. Por definicdo, se y € B+, y é ortogonal a todo elemento de B. Como A é subconjunto de B, y é também ortogonal
a todo elemento de A, ou seja, y € AL | |

E. 41.2 Ezercicio elementar. Mostre que se J{ é um espaco de Hilbert entdo H{* = {0} e {0}* = 3. Aqui, {0} denota o subespago
composto apenas pelo vetor nulo. £l

e O Teorema da Decomposicao Ortogonal

O Teorema do Melhor Aproximante, que apresentamos acima, tem uma consequéncia importante. Como todo su-
bespaco linear de um espago de Hilbert é convexo, segue que subespagos lineares fechados satisfazem as hipéteses do
teorema. Assim, se M é um subespago linear fechado de um espago de Hilbert H vale para todo z € H que existe um
y € M tnico tal que

z—y| = inf [[z—¥].
le—ul = g fle /|
Usaremos esse fato para demonstrar o seguinte teorema, de importéancia central na teoria dos espagos de Hilbert:

Teorema 41.2 (Teorema da Decomposi¢iao Ortogonal) Seja M um subespago linear fechado de um espago de Hil-
bert 3. Entdo, todo x € H pode ser escrito de maneira tinica na forma x =y + 2z, comy € M e z € M*. O vetor y é
tal que ||z — y|| = infy e ”JL - y’H, ou seja, € o melhor aproximante de x em M. [m}

Prova. Vamos escolher y como o elemento de M tal que [« — y|| = infy e ||z — ¢/||, cuja existéncia foi garantida pelo
Teorema 41.1, pagina 2316. Se definirmos z := 2 — y, tudo que nos restaria fazer é provar que z € M+ e que tais y e z
s80 tinicos. Vamos provar primeiro que z € M+, o que equivale a provar que (z, y') = 0 para todo y’ € M. Isso é feito
indiretamente, observando primeiro que, pela defini¢ao de y, vale que

o —yl> < [le—y—M|

para todo A € C e todo y' € M, ja que y + Ay’ € M, pois M é um subespago. Essa tltima relagao diz, pela definigao de
z, que
P 2
21 < [lz = /||

para todo A € C. Escrevendo o lado direito como <z -\, z— /\y'> e expandindo, teremos
2
212 < 20 = 2Re(Az v')) + MBS

ou seja, .
Me(Mz 1)) < WPy (41.11)
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Agora, como todo niimero complexo, (z, ') é da forma (z, y') = }(z, y’)‘e’“, para algum « real. Como (41.11) vale
para todo A € C, vale em particular para A da forma A = te™**, onde escolhemos ¢ > 0. Inserindo esse A em (41.11), a
mesma fica )
2z )| < 2yl
ou seja,
t 2
0] < S

desigualdade esta que vale para todo t > 0. Ora, isso s6 ¢ possivel se o lado esquerdo é nulo: |(z, 1/)‘ =0. Como y' é
um elemento arbitrario de M, isso demonstra que z € M+, como querfamos.

Demonstrar a unicidade da escolha de y e z é bem facil. Suponha que também possamos escrever z = y’ + 2’ com

Yy € Mez € Mt Terfamos y + 2 = ' + 2/, ou seja, y —y' = 2/ — 2. Agora, o lado esquerdo é um elemento de M,
) ‘ L n 29 . P n

enquanto que o lado direito ¢ um elemento de M+ (por qué?). Porém, o tnico elemento que M e M+ podem ter em

comum ¢ o vetor nulo (por qué?), o que implica y =y e z = 2. |

41.2.1 Fechos e Complementos Ortogonais. Somas Diretas de Subespacos
Fechados

Discutiremos nesta segao algumas propriedades de subespagos de espagos de Hilbert, incluindo a nogao de soma direta
de subespagos fechados.

e Fechos e complementos ortogonais

A proposicgao a seguir contém uma afirmagao importante que serd amplamente utilizada no que segue.

Proposicao 41.2 Seja E o fecho de um subespago E de um espago de Hilbert 3. Entdo, E = (EL)L, 0 que, en

passant, informa que E também é um subespaco linear de H. Em particular, se E é um subespaco fechado de 3, entio
i

E=(E+)". o

Prova. Notemos primeiramente que £ C (EL)L, pois (EL)L é o conjunto de todos os vetores perpendiculares a cada
elemento de E* e todo elemento de F tem essa propriedade. Como (E*)L é um conjunto fechado (pela Proposigao 41.1,

pégina 2317), segue que E C (EL)L pois, por defini¢io, E é o menor fechado que contém E.

Vamos agora provar a relagao oposta, ou seja, que E> (EL)L. Para isso vamos mostrar que todo elemento de (EL)L
est4 no fecho de E. Seja x € (EL)L. Como E é um subespaco linear fechado, a ele se aplica o Teorema de Decomposicao
Ortogonal e podemos afirmar que z pode ser escrito como 2 =y + 2z comy € E e z € (E)L Se provarmos que z = 0,
teremos estabelecido que z =y € E, que é o que queremos. Para isso, notemos que

(@, 2) = {y, 2+l

Como (y, z) =0 (poisy € E e z € (E)*), segue que |z||> = (z, 2). Queremos agora provar que esse produto escalar é
nulo, o que implica z = 0.

Como E C E segue pelo Lema 41.2, pigina 2318, que (E)L c Et. Logo, z € E*. Como = € (EL){, segue
imediatamente que x e z sao perpendiculares, completando a prova. |

E. 41.3 Ezercicio. Seja o espago de Hilbert /> das sequéncias de quadrado somdavel (vide Secdo 25.5.1, pagina 1466), e seja 0 C (2
o subconjunto definido em (25.42), pagina 1466, composto pelas sequéncias que possuam apenas um nimero finito de componentes

ndo-nulas: 0 := {a = (a1, a2, as, ...), com a, € C e a, =0, exceto para um conjunto finito de n's}.

1. Mostre que D é um subespaco de /> e que ndo é de dimens3o finita.

2. Mostre que 9 = {0}, o subespago de f> composto apenas pelo vetor nulo.
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3. Conclua do Exercicio E. 41.2, pagina 2318, que (DL)L =l.
Logo, pela Proposicdo 41.2, pagina 2319, temos que 0 = £2. Como d é um subconjunto préprio de £, vemos que d n3o é um subespago

fechado de /. £

Se U e e V sao subespagos de um espago de Hilbert H, entao sua interse¢io U NV é também um subespago de H,
como ¢ muito facil constatar (combinagoes lineares de dois elementos de U NV sio elementos de U e de V e, portanto,
de UN V). Note que a unidao U UV nao é necessariamente um subespago!

E. 41.4 Ezercicio simples. Justifique essas observa¢des. *

O lema a seguir contém um resultado elementar, mas frequentemente evocado:
Lema 41.3 Se U e V sao subespagos de um espago de Hilbert H, entdo
wuv)t =utnvt. (41.12)

Sabemos que UL N VL ¢ um subespaco de H e, como UL e V- sdo subespacos fechados, sua interseccio também o € e
concluimos que (U U V)L ¢ também um subespago fechado, mesmo se U ou V ndo o forem. [m}

Prova. Se z € UL N V" entio, evidentemente, € U+ e 2 € V. Mas isso implica que = € (U U V)*, pois UUV é
composto por elementos de U ou de V. Assim, mostramos que U+ NV+ C (UUV)*.

Por outro lado, se y € (UU V), entio y € Ut ey € V. Logo, y € U+ N V=+e, portanto, estabelecemos que
(UUV)t c U nV*. Isso completa a demonstragio. u

e Mais sobre subespagos de espagos de Hilbert. Somas diretas de subespagos fechados

Vamos agora apresentar mais algumas defini¢oes e propriedades de subespagos de espagos de Hilbert, incluindo
subespagos fechados. Elas sao relevantes em muitos desenvolvimentos, como na Fisica Quantica e, em particular, naquilo
que veio a ser chamado de Légica Quantica. A propriedade de associatividade da soma direta de subespagos fechados,
estabelecida logo adiante, é relevante na discussao de um importante exemplo de reticulado ortocomplementado tratado
na Secao 41.4, pagina 2350.

Se U e V sdo dois subespagos de um espago de Hilbert H, definimos

U+V = {u+v, uelU veV}. (41.13)
E bastante claro que U + V, assim, definido, é também um subespaco de H, dito ser a soma dos subespacos U e V. E
claro também que vale U +V =V 4+ U.
Se U e V forem subespagos fechados de H sua soma U +V nao é necessariamente um subespaco fechado. Um exemplo
é exibido no Apéndice 41.B, pagina 2356. Definimos sua soma direta por
UpV =U+V. (41.14)
Dessa forma, vemos que @, assim definida, é uma operagao (i.e., uma fungao bindria) no conjunto dos subespagos fechados
de H, pois o lado direito de (41.14) é também um subespaco fechado de K.
Note-se que, pelo comentado acima, vale a comutatividade da operacao de soma direta de subespagos fechados:

UeV=VaU. (41.15)

O subespago nulo 0 = {0} C 3 é também fechado e ¢ elementar constatar que se U ¢ um subespaco fechado, vale
igualmente
U0 =080 =U. (41.16)

Se U e V sao dois subespagos (nao necessariamente fechados) de um espaco de Hilbert (, sua interseccao U NV é
igualmente um subespago de H, como é elementar constatar. Se U e V forem subespagos fechados de H, U NV sera
igualmente um subespago fechado de H (por ser a intersec¢ao de dois conjuntos fechados).

O teorema a seguir relaciona somas diretas e inserseccoes de subespagos de um espaco de Hilbert e mostra que a
operagao de soma direta de subespagos fechados é associativa.
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Teorema 41.3 Se U e V sdo subespacos de um espago de Hilbert H, entdio
Unv c (Ut+vhH*t c TnV. (41.17)
Se U eV sio fechados, ou seja, se U =U eV =V, entdo, por (41.17),
Unv = (Ut+vhH*t. (41.18)
Portanto, substituindo U — U+ e V — V* nessa relagdo, temos
vtnvt = (U+V)L = U+, (41.19)

vdlida para U e V fechados. Tomando-se o complemento ortogonal de ambos os lados, obtemos, também para U e V'
fechados,

(ULm/i)l —TUTV, (41.20)

ou seja,
L (41.12)

UeV = (ULmVL) (Uuv)H*-. (41.21)

De (41.20) decorre também que se U, V e W sao subespagos fechados, entdo

U+V+W =U+V+W, (41.22)

ou seja,
UeV)eW =Us(VaoWw), (41.23)
provando que a operag¢io de soma direta de subespagos fechados de um espago de Hilbert é associativa. m}

Comentdrio. De (41.23) segue que o conjunto dos subespagos fechados de um espago de Hilbert é um monéide” comutativo sob a operagio
de soma direta (o elemento neutro sendo o subespaco nulo: {0}. Vide (41.16)). Com isso, o conjunto dos subespagos fechados de um espago
de Hilbert pode ser feito um grupo com uso da construgéo de Grothendieck®, Segiio 2.6.1, pagina 246. Essa observagao é o inicio da chamada
K-teoria. )

Prova do Teorema 41.3. Precisamos apenas provar (41.17)-(41.20) e (41.22).
I. Prova de (41.17)-(41.20).

Sejam U e V subespagos de H. Seja w € (UL + VL)L. Entio, w é ortogonal a todo U+ e a todo V+ (ambos sio
subespagos de U+ + V*4). Assim, w € (UL)L n (Vl)L =TUNV. Dessa forma, vemos que

Ut+VvhH* c TnV. (41.24)
Por outro lado, seja s € UNV. Se x € UL 4+ V| arbitrario, entdo = v’ + ' com v’ € U+ e v’ € V*. Disso segue
que (s, x) = (s, u') + (s, v'). Ambos os termos, porém, sio nulos, pois v’ € UL, mas s € U e pois v’ € V*+, mas s € V.
Concluimos que s € (UL + VL)L e, consequentemente, estabecebemos que
Unv c (Ut+vh*t. (41.25)
Temos assim, por (41.24) e (41.25),
Unv c (U+vY*t c TNV, (41.26)

demonstrando (41.17).

7A nogao de mondide é introduzida na Secao 2.1.3, pagina 127.
8 Alexander Grothendieck (1928-2014).
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Se U e V sio fechados (i.e., U =U e V = V), (41.26) diz-nos que
unv = (Ut+vht.
Tomando-se o complemento ortogonal disso, obtemos
Unvyt =t yvt.

Substituindo-se U — U+ e V — V1, extraimos disso

Utnvh)t =T+V =T+V,
provando (41.20).
II. Prova de (41.22).

Sejam U, V e W subespagos fechados de H. Seguindo as defini¢oes, temos

1 1
Uevyew =T rv+w 29 ((U T v) n Wi)
1
(20 ( U+nvh)n WL)

- (TtAvin WL)L

I+

(tnvh mw)L

*

= (UL nvt mwi)L .

Na passagem indicada por * usamos apenas o fato de U+ e V+ serem fechados (Proposicio 41.1, pagina 2317), assim
como sua intersecgao. Na passagem indicada por #* usamos a associatividade da intersecao de conjuntos.

Assim, estabelecemos que
1
UeV)eWw = (ULmvL mwi) (41.27)

1
Como (U V)eW =W o (UaV), temos também W o (U V) = (UL nv+ ﬂI/VL) . Se nessa igualdade procedermos
as substituigdes W — U, U — V e V — W, obtemos

1 1
vevew) = (vinwt nut) = (vtavi awt) Y20 weview,

completando a prova da associatividade da operacao @ no conjunto dos subespacos fechados de K. |

41.2.2 Funcionais Lineares e o Dual Topolégico de um Espaco de Hilbert

e Funcionais lineares

Um funcional linear | definido em um espago de Hilbert H é uma fungao cujo dominio é um subespaco vetorial & de
H assumindo valores complexos, [ : € — C, e de tal forma que para todo z, y € € e todo a, S € C tem-se

oz + By) = al(z) + Bl(y) -
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e Funcionais lineares continuos

De grande importancia sdo os funcionais lineares continuos definidos em H. Estes sdo funcionais lineares com dominio
igual a H e tais que se {; };en ¢ uma sequéncia de vetores que converge a = € H, entao vale

im I(wn) = z(nlgr; wn) = I(2).

Se I e I’ sdo funcionais lineares sobre H definimos para «, 8 € € um funcional linear al + 31’ como sendo o funcional
linear que a cada x € H associa o ntimero ol (z)+ AU’ (z). E elementar mostrar que o funcional al+ B’ é também continuo.
O conjunto de todos os funcionais lineares continuos de um espago de Hilbert 3 é também, portanto, um espago vetorial
que denotaremos por H*. O espago H* é denominado o dual topoldgico de H.

e Funcionais lineares limitados

Um funcional linear ! sobre um espago de Hilbert H é dito ser limitado se existir uma constante M > 0 tal que para
todo x € 3 vale
[t@)] < Mllz]| .

A seguinte proposi¢ao mostra que os conceitos de funcional linear continuo e de funcional linear limitado sdo idénticos.

Proposicao 41.3 Em um espago de Hilbert H um funcional linear é continuo se e somente se for um funcional linear
limitado. [m]

Prova. Se [ é um funcional linear limitado e se {z;},cn ¢ uma sequéncia de vetores que converge a = € H, entao

i) = Uzj)| = [z —2;)| < Mz —

e o lado direito vai a zero quando j — oo, provando que [ é continuo.

Suponhamos reciprocamente que ! é um funcional linear continuo. Entao, para um e > 0 fixo existe § > 0 tal que
[l(v)] < € para todo vetor v com ||v|| <. Seja u um vetor nao-nulo qualquer de H. Entao,

u
v o= 0—
[l
é tal que [|v]| = d. Logo, como [ ¢ linear, vale que
iz(u)‘ - 'l <5L)‘ < e
[l [l
Assim,
i) < % Jull,
provando que [ ¢ limitado (podemos adotar M = €/4). ]

Mencionamos que a Proposigao 41.3 pode ser generalizada: uma aplica¢ao linear entre dois espagos normados é
continua se e somente se for limitada (Proposigao 42.1, pagina 2361).

41.2.2.1 O Teorema da Representacao de Riesz
Um exemplo de funcional linear continuo ¢ o seguinte. Seja ¢ € H um vetor fixado. Defina-se entao,
lop(x) == (o, 2), Ve eXH .

E evidente que lp ¢ um funcional linear e que [y ¢ continuo, pela continuidade do produto escalar (vide pagina 2315).

Esse exemplo nao foi colocado aqui apenas como ilustragao, pois demonstraremos agora que todo funcional linear
continuo em um espago de Hilbert ¢ da forma I(z) = (¢, x) para algum ¢ de H. Esse resultado, conhecido como
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Teorema da Representacio de Riesz, ou simplesmente como Lema de Riesz’, é um dos resultados fundamentais da
teoria dos espacos de Hilbert e do mesmo muitas consequéncias serao extraidas, especialmente na teoria de operadores
lineares em espacos de Hilbert. O Teorema da Representacio de Riesz foi originalmente obtido em 1907 por Riesz'® e,
independentemente, por Fréchet!!. Vide [449] para as referéncias originais e para uma demonstracdo distinta da que
apresentamos abaixo.

Vamos a seu enunciado e demonstragao.
Teorema 41.4 (Teorema da Representacao de Riesz) Sejal um funcional linear continuo em um espago de Hilbert

H. Entao, existe ¢ € I, wunico, tal que
l(z) = (¢, x), VeeXH.

Prova. Seja [ um funcional linear continuo em um espaco de Hilbert 3. Seja N C 3 o nicleo de [, ou seja, o conjunto
de todos os vetores de H que s@ao anulados por I:

N o= {yeaq ly) = o}A

Vamos mostrar que N é um subespaco linear fechado de H. Que N é um subespaco ¢é elementar pois, se z, y € N, entao
l(az + By) = ad(z) + Bl(y) = a0 + B0 = 0. Que N é fechado pode ser visto pelo fato que podemos caracterizar N como
a imagem inversa do niimero 0 de € por I: N = {~1({0}). O conjunto {0}, constituido por um tnico ponto, é fechado
em C e fungoes continuas sio tais que sua imagem inversa mapeia fechados em fechados (vide pagina 1653). Logo, N é
fechado.

E. 41.5 Ezercicio. Mostre também que N ¢é fechado, demonstrando que se x; é uma sequéncia de elementos de N que converge a
z € H entdo, pela continuidade, vale I(z) = 0, provando que = € N. *

Caso N seja idéntico a H, isso significa que I(z) = 0 para todo z € H e o teorema estaria provado, adotando-se para
tal ¢ = 0.

Vamos supor que N # H. Como N é fechado, pelo Teorema da Decomposi¢ao Ortogonal todo z € H é da forma
r=y+zcomy € Neze N- Como N # H, devem existir elementos ndo-nulos em N1, doutra forma terfamos
x =1y € N para todo z € .12

Seja, entdio, zg um vetor ndo-nulo de N+. B obvio que I(zo) # 0. Para qualquer vetor u € H vale que I(zo)u — I(u)zo
é um elemento de N, pois

l(l(zo)u - l(u)zo) = 1(20)l(u) — l(u)l(z0) = 0.
Assim, como I(zp)u — I(u)zo é um elemento de N e zp ¢ um elemento de N+, ambos sio ortogonais entre si, ou seja,
0 = (z0, I(z0)u — l(u)zo) -

Isso diz, porém, que
0 = 1(z0){(z0, w) = I(u)] 0%,

ou seja,
U(20) U(20)
Hu) = = (20, u) = S 20, U ) .
= e G0 = \ T ™
Definindo
U(20)
— 20,
= Taol?

9Essa nomenclatura ¢ inadequada, por provocar confusio com o ndo menos importante Lema 42.26, pagina 2554, que também recebe o
nome de Lema de Riesz.

10Frigyes Riesz (1880-1956).

11 Maurice René Fréchet (1878-1973).

12Fazemos notar ao estudante que é somente neste pardgrafo, interessantemente, que a condigio de continuidade de ! é usada, a saber, por
meio da afirmativa que N é fechado e que, portanto, N é formado por algo além do vetor nulo (caso I nao seja identicamente zero). Note-se
também o uso importante que foi feito do Teorema da Decomposigao Ortogonal na demonstragio.
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fica provado que para todo u € H vale l(u) = (¢, u), como desejdvamos estabelecer.

Por fim, para demonstrar que tal ¢ é inico, suponhamos que exista um outro ¢’ tal que também valha l(u) = (¢', u),
para todo u € H. Terfamos, entio, (¢, u) = (¢', u), ou seja, (¢ — ¢', u) = 0 para todo u € H. Como essa relagao vale
para todo u € 3, vale também para u = ¢ — ¢'. Logo, 0 = (¢ — ¢', ¢ — ¢') = ||¢ — ¢'||? e, portanto, ¢ = ¢'. |

Incidentalmente, o Teorema da Representacao de Riesz diz-nos que, fora o caso em que [ é identicamente nulo, tem-se
sempre que N é um subespaco unidimensional de 3(, a saber, o subespaco gerado pelo vetor ¢.

41.2.3 Conjuntos Ortonormais Completos em Espacos de Hilbert

e Conjuntos ortonormais

Um conjunto E de vetores de um espago de Hilbert é dito ser um conjunto ortonormal se a norma de todos os seus
elementos for igual a 1 e se vetores distintos de E forem ortogonais entre si, ou seja, ||ul| = 1, Yu € E e (u, v) =
0, Yu, v € E com u # v.

Vamos a alguns exemplos. No espago de Hilbert L? ([O«, 2m], dm) o conjunto

{e (z) = LP”‘" ne Z} (41.28)
n e
é um conjunto ortonormal de vetores. No espago de Hilbert ¢ das sequéncias de quadrado somével (vide Secao 25.5.1,
pégina 1466), as sequéncias €], = 0y, n, formam um conjunto ortonormal de vetores. Podemos representa-las como

e = [0,...,0,1,0 ...], n>1. (41.29)

No espaco de Hilbert Lz([fl, 1], da;) um conjunto ortonormal é formado pelos polinémios de Legendre'® (normalizados):

{Qn(w) = 2n2+1Pn(ac), ne]N} ,

pois, como é bem sabido'?, valem para os polinémios de Legendre P,(z), definidos por

ln/2) ,

1 d (~1)*@n—28) o

P(z) = ——(@*-1)" = A= A n
@ = Foprge @~V kz:% 20l(n — k) (n — 2k)1

as relagoes

1
2
[1 Py ()P () do = mdn,m .

No espago de Hilbert L?(R, dz), de particular importancia para a Mecanica Quéntica, hd vérios conjuntos ortonormais
bem-conhecidos, como por exemplo

1 2
hy(@) = ———=H,(z)e " /%, Noy ,
{m T @ ey
onde H,,, n € Ny, sdo os polinomios de Hermite'®
L2 d e

dan ¢

Hy(x) = (<1

13 Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
14 Definigio e propriedades dos polinémios de Legendre sio estudadas nas Segdes 15.1.2 e 16.2.1, paginas 844 e 916, respectivamente.
15Charles Hermite (1822-1901).



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 6 de julho de 2025 Capitulo 41 2326/3042

0s quais satisfazem
ro0
/ Hy(2) Ho(2)e™™ do = 2™mIy/m b r -
J—oo

Para mais propriedades das fungdes mencionadas acima, vide Capitulo 16, pagina 904.

A%

No Apéndice 41.A, péagina 2354, exibiremos um exemplo instrutivo de um conjunto infinito contdvel de funcoes
ortonormais em um espago de Hilbert separdvel que nao forma, porém, uma base ortonormal completa: as fungoes de
Rademacher. Nesse fato nao ha nada de especial: qualquer base ortonormal completa infinita tem um subconjunto
também infinito e ortonormal, e que nao é completo (ex: tome-se as fungoes e, de (41.28) com n par). As fungoes de
Rademacher, porém, possuem um interesse especial devido a sua relevancia na teoria das aproximagoes de funcoes.

e O espago das fungoes almost-periédicas. Uma digressao

Ha espagos de Hilbert onde, em contraste com os exemplos acima, existem conjuntos ortonormais -contaveis de
vetores. Um exemplo importante é o espaco AP(R), das fungoes ditas almost-periédicas em R. Sem entrarmos em
detalhes (para um tratamento completo, vide e.g. [293] e [107]), sdo denominadas almost-periddicas as fungoes f : R — C

que podem ser escritas como limites uniformes de séries trigonométricas como
JO) = Y fact, teR, (41.30)
nez
onde f, sdo constantes e {wy,, n € Z} ¢ um subconjunto contével arbitrdrio de R. As constantes w,, sdo denominadas
frequéncias de f e as constantes f, sdo denominadas amplitudes. Um caso particular importante é aquele no qual as
frequéncias w, sdo da forma w, = nw, para algum w > 0, denominado frequéncia fundamental. Como o estudante
facilmente reconhece, fungdes como

Ft) =" fae™" teR,

nez
sdo periédicas de perfodo 27/w e a série do lado direito é a série de Fourier'® de f. Se a série do lado direito converge
uniformemente, f é continua (justifique!). Assim, AP(R) contém as fungoes continuas e periédicas. O conjunto AP(R)
contém também fungdes nao-periédicas. Por exemplo, fungdes como
F(t) = 2cos(wit) +2cos(wat) = et 4 el giwat 4 gmiwat | w1 >0ewy >0, (41.31)

sao elementos de AP(IR), mas sdo periddicas se e somente se a razio ws/wiy for um nimero racional. Se wa/w; for
racional da forma ws/wi = p/q com p e ¢ inteiros e primos entre si, entdo a f dada acima é periédica de periodo
T = 2np/wy = 2mq/wy.

E. 41.6 Ezercicio. Justifique todas as afirmagdes acima. Em particular, prove que a funcio f de (41.31) ndo é periddica se wa/w:
for irracional. -

Um exemplo de uma fungio de AP(R) que ndo ¢é periédica ¢
F(t) = 2cos(V2t) + 2cos(t) = ¢V 4V 4 it it

que nao é periddica, pois v2 & Q.

Fungoes como a f de (41.31) nao sao periédicas se wy/w; for irracional. Como, porém, todo nimero irracional pode
ser aproximado por sequéncias de niimeros racionais, uma tal f possui perfodos aproximados (mas nao exatos!). Essa ¢
a origem da denominagao de tais fungdes como almost-periédicas'”.

Foi demonstrado por H. Bohr (vide nota histérica, abaixo) que o conjunto AP(R) gera um espago de Hilbert com
produto escalar dado por

(Fhap = Jim o [ Ta)de. (1132)

16 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).
1"Em Portugués seria mais adequado dizer “quase-periédicas”. Porém, essa nomenclatura é usada em varias linguas para designar um certo
subconjunto de fungées de AP(R). Por isso optamos pelo barbarismo “almost-periédicas”.
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E um exercicio facil mostrar que o conjunto de fungdes
{ea(z) = ", a€R} C AP(R) (41.33)
¢ um conjunto ortonormal em relagio ao produto escalar (41.32). Trata-se, claramente, de um conjunto nao-contével.

E. 41.7 Ezercicio. Mostre que (ea, €a),p = 1 para todo a € R e que (eq, €3),p = 0 para todos a, 8 € R com a # f. "

Nota histérica. A teoria das fungdes almost-periddicas reais foi originalmente desenvolvida por H. Bohr!®, irmao do fisico N. Bohr!?, em
vérios trabalhos publicados entre 1924 e 192620, H. Bohr, porém, menciona dois predecessores: Bohl?!, em tese publicada em 1893, e
Esclangon??, em tese de 1904, os quais obtiveram resultados semelhantes sobre as fungdes ditas “quase-periédicas”, um caso especial das
funcdes almost-periédicas estudadas por H. Bohr23.

Os trabalhos de H. Bohr podem ser encontrados na edi¢ao em trés volumes [65] de suas obras completas. Bohr nio conhecia previamente os
trabalhos anteriores de Bohl e Esclangon sobre as fungoes quase-periédicas e menciona ter sido chamado a atengao sobre existéncia dos mesmos
por Hadamard?*. H. Bohr distinguiu-se também pelo desenvolvimento da teoria das fungdes almost-periédicas de uma varidvel complexa. O
conceito foi posteriormente generalizado por von Neumann?® para fungdes definidas em grupos. Para definigdes e alguns resultados nesse caso
geral, vide [590]. &

e O Teorema de Pitigoras

Proposicao 41.4 Seja E = {e1, ..., e,} um conjunto ortonormal finito de um espago de Hilbert H e sejam A1, ..., A\,
nimeros complexos. Entao,
n 2 n
D Aecall = >l
a=1 a=1
a
Prova. .
n 2 n n n n n
Dodaeal| = (D Naear Do Mer) = DD Radeleas @) = > |[Al?,
a=1 a=1 b=1 a=1b=1 a=1
pois (€q, €p) = 0q,b- |

A proposicio acima é denominada Teorema de Pitdgoras®® por ser uma Gbvia generalizagao do bem-conhecido teorema
da Geometria Euclidiana??.

e Conjuntos ortonormais e séries convergentes

Exploraremos aqui uma consequéncia do Teorema de Pitdgoras da qual faremos uso adiante. Trata-se de uma condigao
necessaria e suficiente para que certas sequéncias formadas por combinagoes lineares de elementos de um conjunto
ortonormal contdvel de um espago de Hilbert 3 sejam convergentes, sequéncias estas muito comummente encontradas
na Mecanica Quantica e outras aplicagoes da teoria dos espagos de Hilbert.

18Harald August Bohr (1887-1951).

19Niels Henrik David Bohr (1885-1962).

200s trabalhos pioneiros de H. Bohr sdo: H. Bohr. “Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. I”, Acta Mathematica 45, (1924) 29-127.
“Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. II”, Acta Mathematica 46, (1925) 101-214. “Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen.
111", Acta Mathematica 47, (1926) 237-281.

21Pjers Bohl (1865-1921).

22Ernest B. Esclangon (1876-1954).

230s trabalhos pioneiros de Bohl e Esclangon sio: P. Bohl. “Uber die Darstellung von Funktionen einer Variabeln durch trigonometrische
Reihen mit meheren einer Variabeln proportionalen Argumenten”. Magisterdissertation, Dorpat (1893). P. Bohl. “Uber eine Differentialglei-
chung der Stérungstheorie”. Journal de Crelle 181, (1906) 268-321. E. Esclangon. “Les Fonctions Quasi-Périodiques”. T! Paris (1904).
E. Esclangon. “Nouvelles Recherches sur les Fonctions Quasi-Périodiques”. Annales de 1'Obser. de Bordeau, (1919).

24 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).

25John von Neumann (1903-1957).

26Pitigoras de Samos (ci. 569 A.C. — ci. 475 A.C.).

2"Euclides de Alexandria (ci. 325 A.C. - ci. 265 A.C.).
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Proposicao 41.5 Seja H um espago de Hilbert e {en, n € IN} wm conjunto ortonormal contdvel em H. Entdo, uwma
n o
sequéncia de vetores s, = Z Aa€a, n € N, converge em H se e somente se Z \)\u|2 < 00. [m}

a=1 a=1

Prova. Se s, converge é uma sequéncia de Cauchy. Isso significa que para todo € > 0 existe N(e) tal que para todo m e n
maiores que N (e) tem-se ||s,, — s || < €. Vamos supor sem perda de generalidade que m < n. Pelo Teorema de Pitdgoras

Z Aa€a

a=m+1

2 n

= D el = =l (41.34)

a=m+1

5 = sall® =

n
onde [, :== E [Aa|?. Concluimos que |l,,, — I,| < €2 para todo m e n maiores que N (e), ou seja, l,, ¢ uma sequéncia de

a=1

oo
Cauchy de nimeros reais e que, portanto, converge. Assim, Z [Aa|? < 0.
a=1
S
Vamos provar a reciproca. Se Z |)\a\2 < o0, entao [,, é limitada superiormente e, por ser uma sequéncia monotona-
a=1
mente crescente, converge (por qué?). Assim, [,, ¢ uma sequéncia de Cauchy. A mesma identidade (41.34) nos diz, entao,
que s, é uma sequéncia de Cauchy em H e, portanto, converge a um vetor de H. |

n oo
Seguindo o costume, denotaremos o limite da sequéncia s, = E Aa€q POT E Aa€q. Esse limite deve ser sempre
a=1 a=1

entendido no sentido de convergéncia em norma no espago de Hilbert em questao.

e Subespagos gerados por conjuntos ortonormais finitos

Seja E = {ey, ..., ey} um conjunto ortonormal finito de um espago de Hilbert . E elementar verificar que o

n
conjunto € de todos os vetores de H que sejam da forma Z Aa€q para A\, complexos é um subespago de H, denominado
a=1

subespaco gerado por E.
Recordemos que, pelo procedimento de ortogonalizagao de Gram-Schmidt discutido na Segao 3.3, pagina 286, todo
subespaco de dimenséo finita de H possui ao menos um conjunto ortonormal finito que o gera.

Proposigao 41.6 Seja H um espago de Hilbert. Se & C H é um subespago gerado por wm conjunto ortonormal finito
(ou seja, se & é um subespago de dimensao finita), entdo & é um conjunto fechado. [m}

Prova. Seja {7'};ew uma sequéncia de elementos de € que converge a x € H. Cada z' é da forma

n

i i,

T = E A€ -
a=1

Vamos provar que para cada a a sequéncia {\.};en é uma sequéncia de Cauchy de nimeros complexos. Se {z'};en é
convergente, entdo ¢ uma sequéncia de Cauchy. Logo, para todo € > 0 existe N(e) tal que ||z — 27| < ¢ para todos
i, j > N(e). Assim, para i, j > N(e)

2

n n
@ > ot = = [0 - M| = SN - NP
a=1 a=1
Mas isso diz que para i, j > N(¢) vale para cada a € {1, ..., n} que [X, — X| <e. Assim, {\,}ien ¢ uma sequéncia de

Cauchy de ntimeros complexos e, portanto, cada uma dessas sequéncias converge a um nimero complexo A,. Seja

n
F— E Aa€a -
a=1
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Claramente 2’ é um elemento de €. Vamos mostrar que, na verdade, 2’ = z. Para tal, basta mostrar que x' converge a
2’ e lembrar a unicidade de pontos limite em espagos métricos, como um espago de Hilbert (vide Corolério 31.1, pdgina
1641). Mostrar que z* converge a 2’ ¢ trivial, pois

n 2 n
i /112 i 2
llat = a/* = |[3 - = Aadea| = DAL= Adl
a=1 a=1
e como A\, — A, o lado direito fica arbitrariamente pequeno quando i — co. Logo, 2 — 2’ e, portanto, 2’ = . |

Vamos estudar algumas propriedades de conjuntos ortonormais finitos ou contéveis, a mais importante sendo as
desigualdades de Bessel, & qual chegaremos logo adiante. O primeiro passo é a seguinte proposigao ttil.

Proposigao 41.7 Seja E = {e1, ..., e,} um conjunto ortonormal finito de um espago de Hilbert H e sejam Ay, ..., A\,
nimeros complexos. Entao, para todo x € H vale que

n 2 n n
=3 Naeal| = el + D0 e — leaw ) =D [tea, @] (41.35)
a=1 a=1 a=1

a
Prova. Expandindo o lado esquerdo de (41.35), temos
n 2 n n
xfz)\,,ea = <m72)\aeﬂ,, mfz)\beb>
a=1 a=1 b=1
n n n 2
= lzl® =" Molws en) = Y Aalea, @ +|[D Maca
b=1 a=1 a=1
n
= ol + 3 (Nalea @) — Ralear )+ Al
a=1
n ,
= Jal?+ > (ltear @) = Aalea, )
a=1
n n )
= 2?4+ (ha = (ear ©) (= (eas ) =Y [{€a, )|
a=1 a=1
n , & ,
= 22+ e = (ews @] =D [(ew 0], (41.36)
a=1 a=1
que é o que desejdvamos mostrar. | |

e Melhores aproximantes em subespacos de dimensao finita

A Proposicao 41.7 tem consequéncias importantes que exploraremos a seguir. Uma delas é 1til em problemas de
aproximagao em espagos de Hilbert e em problemas variacionais, de relevancia, por exemplo na Mecanica Quantica.

Lembremos primeiramente que, dado um subespago de dimensao finita de um espago de Hilbert, é sempre possivel
encontrar nele, pelo procedimento de Gram-Schmidt (vide Se¢ao 3.3, pdgina 286), um conjunto ortonormal de vetores
que gera esse subespaco. Temos entao o seguinte:
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Proposicao 41.8 Seja E = {e1, ..., e,} wm conjunto ortonormal finito de um espago de Hilbert H e seja x € H.
Entio, o melhor aprozimante de x no subespago de dimensdo finita € gerado pelos vetores {e1, ..., e,} € o vetor
y = Z (e, z) ey . (41.37)
k=1

A distancia ||z — y|| entre & e seu melhor aprozimante y satisfaz

lz=yl2 = lzI? =3 lea 2] (41.38)

a=1

Prova. J& vimos acima (Proposi¢ao 41.6, pagina 2328) que o subespago & gerado pelo conjunto ortonormal finito
E = {ey, ..., ey} 6 fechado. Aplica-se, portanto, o Teorema do Melhor Aproximante (Teorema 41.1, pagina 2316) e
podemos afirmar que para todo x € H existe um e somente um y € € tal que a distancia ||z — y|| é a menor possivel.

n
Porém, todo 3’ € & é da forma y' = Z/\“e“‘ Logo, por (41.35),

a=1

Iz =912 = al® + Y [Aa = (e o) = (ea, )] (41.39)
a=1 a=1

E evidente que o lado direito assume seu valor minimo quando A, = (e,, @) para todo a entre 1 ¢ n. Assim, y =
0

Z (eq, w)eq. Por (41.39), segue imediatamente disso a relagao (41.38). |

a=1

e As desigualdades de Bessel

Seja, como acima, & o subespago de dimensao finita gerado pelo conjunto ortonormal finito £ = {ey, ..., e,}. Para
z € H o melhor aproximante em € ¢é o vetor y dado em (41.37) e a distancia || — y|| satisfaz (41.38). Como ||z —y|| > 0,
o lado direito de (41.38) é nao-negativo e chegamos & seguinte conclusao:

Proposigao 41.9 (Desigualdades de Bessel) Para todo x € H e para todo conjunto ortonormal finito {e1, ..., en}
vale N
2 2
> lfeas )* < fal®- (41.40)
a=1

Se E = {en, n € N} é um conjunto ortonormal contdvel, vale também para todo x € H,

(ear )" < llall? . (41.41)

M3

8
Il
—

Note que (41.41) segue trivialmente do fato de (41.40) valer para todo n. As desigualdades (41.40) e (41.41) sao
conhecidas como desigualdades de Bessel’®. Como veremos em breve, as mesmas desempenham um papel importante na
teoria dos espagos de Hilbert.

e Uma consequéncia da desigualdade de Bessel

A desigualdade de Bessel, acima, possui uma consequéncia um tanto surpreendente, cuja importancia serd revelada
quando discutirmos a nogao de conjunto ortonormal completo, logo adiante (particularmente no Teorema 41.7, pdgina
2332). Essa consequéncia ¢ a afirmagio expressa no seguinte teorema:

28Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846).
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Teorema 41.5 Seja B um conjunto ortonormal de um espago de Hilbert 3. Entao, para cada y € H, o conjunto de
todos 0s eq € B tais que {eq, y) # 0 é um conjunto contdvel. [m}

Note-se que nao esta excluido que o conjunto ortonormal B, no enunciado acima, seja nao-contével.
Prova. Vamos escrever B = {e,, a € A}, onde A ¢ algum conjunto niao-vazio de indices, ndo necessariamente contdvel.
Comecemos lembrando que se {eq,, ..., €q, } ¢ um subconjunto finito de B, entao a desigualdade de Bessel (41.40)
garante que para cada y € I tem-se

m

2
> Keaw 0 < Il (41.42)
a=1

E claro que para cada y € H o conjunto B pode ser escrito como a seguinte uniao disjunta:

B = 2zvuBY (41.43)

com
ZY = {ea € B| (ea, y) = 0} e BY = {e(. € B| {ea, y) # O} .

E igualmente claro que podemos escrever BY como

o0
BY = | BY, (41.44)

n=1

2 Iyl lyl?
By = {QEB' |<em ‘U>| €<7L+1’ n |

E. 41.8 Ezercicio. Convenca-se que (41.43) é verdadeira e que aquela unido é disjunta, assim como a unido em (41.44). £

onde, paran =1, 2, ...,

Desejamos mostrar que BY ¢ um conjunto contavel. A observacgao crucial é que cada BY é um conjunto finito. De
fato, podemos facilmente mostrar que cada BY tem no maximo n elementos. Mostramos isso por contradi¢do com a
desigualdade de Bessel (41.42). Vamos supor que houvesse em BY mais que n elementos e tomemos em BY um conjunto

{€ars -+ €ansy } com n+1 elementos. Como todos sao elementos de BY, tem-se que
e s
(Caws )" > 175
para todo a =1, ..., n+ 1. Logo,
n+tl 2
llyl
> Keaw ) > (4 1) 25 = ol
a=1

contrariando a desigualdade de Bessel (41.42). Assim, cada BY pode ter no maximo n elementos.

Isso diz-nos que BY = J;7; BY ¢ um conjunto contével (eventualmente até finito), completando a demonstragio. W

e Conjuntos ortonormais completos

Chegamos agora ao importante conceito de conjunto ortonormal completo em um espago de Hilbert.

Definicdo. Um conjunto ortonormal B de vetores em um espago de Hilbert H é dito ser um conjunto ortonormal
completo em H, ou uma base ortonormal completa em JH, se o unico vetor de H que é ortogonal a todos os vetores de B
for o vetor nulo. [

Notemos que B da defini¢ao acima nao precisa ser necessariamente um conjunto finito ou contavel. De fato, como
veremos, ha espagos de Hilbert que sé admitem conjuntos ortonormais completos nao-contéveis.

Conjuntos ortonormais completos desempenham um papel de grande importancia no estudo de espagos de Hilbert e
suas aplicagoes. Vamos estudé-los aqui. Primeiramente demonstremos que eles sempre existem.
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Teorema 41.6 Todo espago de Hilbert possui pelo menos um conjunto ortonormal completo. [m}

Prova. A demonstragio faz uso do Lema de Kuratowski-Zorn (vide pdgina 85). Seja € a cole¢io de todos os conjuntos
ortonormais de um espaco de Hilbert H. Podemos introduzir em & uma ordem parcial, denotada por “=<”, dizendo que
E; < Ey se Ey C Es, para dois conjuntos ortonormais Fy e Es.

Seja {Ea, @ € A} um conjunto linearmente ordenado em € pela relagao de ordem acima. Isso significa que ou
E, C Eg ou Eg C E, para quaisquer a, 3 € A. Esse conjunto {E,, a € A} possui um majorante em €, a saber, o

conjunto ortogonal obtido tomando-se a unido de todos os Fa, ou seja, U,cp Fa-

E. 41.9 Ezercicio. Por que razdo [J,., Ea é também um conjunto ortonormal? *

Assim, concluimos que em €, com a relacao de ordem dada acima, vale sempre que qualquer conjunto linearmente
ordenado possui um majorante em €. Ora, essas sdo precisamente as hipéteses do Lema de Kuratowski-Zorn e, assim,
concluimos que existe um elemento maximal B em &, ou seja, um conjunto ortonormal que nao esta contido propriamente
em nenhum outro conjunto ortonormal.

Vamos, entao, mostrar que esse B é um conjunto ortonormal completo. Para tal vamos supor o oposto, ou seja, vamos
supor que haja y € H nao-nulo, com, digamos, ||y|| = 1, que seja ortogonal a todos os elementos de B. Claramente, y nao
pode pertencer a B, pois para isso teria que ser ortogonal a si mesmo, ou seja, |1/H2 = (y, y) = 0. Se um tal y existisse,
entdo By = B U {y} seria também um conjunto ortonormal (por qué?) que contém B como subconjunto préprio. Ora,
isso contraria o fato que B é maximal. Logo, tal y néo existe e B é um conjunto ortonormal completo. |

O seguinte exercicio ilustra a discussao acima.

E. 41.10 Ezercicio. Mostre que no espaco de Hilbert {5 das sequéncias de quadrado somavel, o conjunto de vetores E = {e", n € N},
onde os vetores e" s3o definidos em (41.29), forma um conjunto ortonormal completo de vetores. E

E. 41.11 Ezercicio. Um conjunto ortonormal em um espago de Hilbert separdvel, mesmo que possuindo a cardinalidade de IN, ndo
é necessariamente um conjunto ortonormal completo. Para cada m € Z considere-se ¥ (%) = X(m, m+1)(%), a funcdo caracteristica
do intervalo [m, m + 1). Constate que {t,,, m € Z} é um conjunto ortonormal em L*(R, dx). Constate, porém, que a funcio
f(z) = sen(2mx)xo, 1)(x) é um elemento ndo-nulo de L*(R, da) e ¢ ortogonal a todos os vetores 1y,. £

A importancia dos conjuntos ortonormais completos reside no fato que todo vetor de um espago de Hilbert pode
ser escrito como limite de sequéncias de vetores obtidos por combinagoes lineares finitas de elementos de um conjunto

ortonormal completo. Desse tema fundamental da teoria dos espacos de Hilbert trataremos agora.

e A decomposigao de vetores em termos de conjuntos ortogonais completos

Chegamos agora ao resultado mais importante sobre conjuntos ortogonais completos e que é a verdadeira razao de
ser de sua defini¢ao.

Teorema 41.7 Seja y um vetor de um espago de Hilbert H e B um conjunto ortonormal completo em H. Como
vimos acima (Teorema 41.5, pdgina 2331), o subconjunto de B definido por BY = {eq € B| (ea, y) # 0} € um conjunto
contdvel. Vamos escrever os elementos de BY como e,, com a € N. Entao, vale que

n

y = lim > {ea,, v)ea, (41.45)
e 2o
e que
> 2
Iyl = > lean 0] - (41.46)
a=1
[m]

A expressao (41.46) pode ser interpretada como uma generalizagao do Teorema de Pitdgoras para dimensao infinita.
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Prova do Teorema 41.7. Pela desigualdade de Bessel (41.41) sabemos que Z ‘(ea", y){z < |ly|l?. Pela Proposicao 41.5,

a=1
n

pagina 2328, isso diz-nos que a sequéncia de vetores s,, = E (€an, V) €a, converge em H a um vetor que chamaremos
a=1

de y':

n oo

Y o= m Y (eay v)ea, = Y {cas ¥)ea, -

a=1 a=1
Queremos provar que ' = y. Para tal, tomemos um elemento arbitrario e, em B e calculemos o produto escalar
(e, y —y'). H4 dois casos a considerar: 1. e, € BY e, portanto, & = «y, para algum k € IN e 2. e, ¢ BY e, portanto,
(eas y) =0 e a # ay, para todo k € IN.

No caso 1 temos, usando a continuidade do produto escalar,

(ear ¥/} = < T > (e, w) > ~ Jim < > o w) > = (o) = fearv).  (4047)

a=1 a=1

41.47
Logo, {cas = ¥') = (eas ) — (ear ') =7 0.

No caso 2 temos também

{ear ¥) = < Jm 3 (ea, ) > = lm ) (o 9) (Car ca,) = 0,

a=1 a=1
pois & # ay, para todo k e, portanto, (eq, €a,) = 0. Logo, (€a, ¥ — ') = (€a, y) — (€a, ¥') =0—0=0.

Em ambos os casos o resultado é o mesmo, ou seja, (eq, y —y') = 0 para todo e, € B. Pela defini¢cio de B como
conjunto ortonormal completo, o tinico vetor ortogonal a todos os elementos de B é o vetor nulo. Logo, y = y/'.

n
Por (41.37), o vetor mais préximo de y no subespaco gerado por {eq,, ..., €qa,} é Z (€ans Y)€a,- Segue de (41.38)
que o=t
n 2 n 5
Y= (o Wea|| = WP =D [{can: v)]
a=1 a=1
- 2
Tomando-se o limite 7 — 0o o lado esquerdo vai a zero, como vimos, e, portanto, |jy||> = Z |(caa, y)} . |
a=1
oo

E importante dirigir a atengiio do estudante para o fato que na expressio y = Z (€an, Y) €a, asoma é realizada em

a=1
elementos de BY que, para cada y, é um conjunto contével (pelo Teorema 41.5, pagina 2331). Mas BY depende de y e,
assim, para y’s diferentes comparecem conjuntos diferentes de vetores e, € B na soma. Isso é importante no caso de o
conjunto ortonormal completo B ser nao-contavel. Se B for contdvel podemos fazer a soma sobre todos os elementos de
B pois os elementos de Z¥ nao contribuem.

Apesar de termos demonstrado que todo espago de Hilbert possui um conjunto ortonormal completo, demonstrar que
um conjunto ortonormal B dado concretamente ¢ um conjunto ortonormal completo pode ser um problema envolvente
que requer um trabalho cuidadoso de andlise. Tal é o caso, por exemplo, do conjunto ortonormal (41.28) do espago de
Hilbert L2([0, 2x]). E bem sabido, e facil de se verificar, que o conjunto (contdvel) de vetores {e,(z) = ‘:/‘; n € Z}
é um conjunto ortonormal. Demonstrar que é completo, porém, envolve mais trabalho e requer uso do teorema do
qual trataremos no préximo tépico abaixo, que discute caracterizagoes alternativas do conceito de conjunto ortonormal
completo. Para a demonstragao de completeza de alguns conjuntos ortonormais de fungoes especiais de interesse, incluindo

o conjunto {e,(z) = %, n € Z} em L%([0, 27]), vide Capitulo 17, pagina 975.

e Conjuntos ortonormais completos e bases topolégicas

Em um espago vetorial V' a varredura linear (“linear span”) de um conjunto nao-vazio A C V ¢ a colegio, denotada
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por span (A), de todos os vetores de V' que podem ser escritos como uma combinagao linear finita de elementos de A:
span (A) = {77 S V| v=Aa+ -+ Apa,, paraalgumn € N, para \; € Ceaq; € A} . (41.48)

E elementar constatar que para A ndo-vazio span (A) ¢ um subespaco de V, em verdade, o menor subespago vetorial
de V' que contém A, pois é também elementar constatar que se £ é um subespaco linear de V tal que A C E, entao
span (A) C E e, portanto, span (A) estd contido na intersecgao de todos os subespagos E com A C E e como span (A)
¢ um subespago que também contém A, concluimos que span (A) = ﬂ E.
B smeipaco

Em um espaco vetorial topolégico V' um conjunto B C V ¢é dito ser uma base topoldgica de V' se seus subconjuntos
finitos forem compostos somente por vetores linearmente independentes e se span (B) for um conjunto denso em V', ou
seja, se seu fecho for V: span (B) =V.

O teorema que demonstraremos a seguir mostra, entre outras coisas, que em um espaco de Hilbert um conjunto
ortonormal B é uma base topoldgica se e somente se ele for um conjunto ortonormal completo.

Teorema 41.8 Se B = {e,, a € A} € um conjunto ortonormal em wm espago de Hilbert H, entdo sao equivalentes as
sequintes afirmativas:

1. B € um conjunto ortonormal completo de H.

2. B ¢é uma base topoldgica de 3, ou seja, span (B) = H.

8. Para todo y € H o conjunto BY = {eu € B| (ea, y) # O} ¢ contdvel e vale |y||* = Z |(ea, 1/)|2 m]
ea€BY

Prova. Que 1 implica 2 e que 1 implica 3 ji foi demonstrado acima (Teorema 41.7, pagina 2332). Resta demonstrar que
3 implica 1 e que 2 implica 1.

Primeiramente, mostremos que 3 implica 1. Isso é feito supondo que 3 vale e que 1 nao vale e mostrando que isso leva
a um absurdo. Se B nao for um conjunto ortonormal completo, entao existe um vetor z € 3 nao-nulo que é ortogonal a
todo elemento de B, ou seja, (eq, &) = 0 para todo e, € B. Por 3, isso implica que

2 = 32 =
lal* = > [eas )" =0,
ea€EBT
uma contradigao.

Por fim, mostremos que 2 implica 1. Isso é feito supondo que 2 vale e que 1 nao vale e mostrando que isso leva a
um absurdo. Se B nao é uma base ortonormal completa, entao existe um vetor z € H nao-nulo que é ortogonal a todo
elemento de B, ou seja, (e, *) = 0 para todo e, € B. Entdo, o conjunto {z}+ é um subespaco linear fechado que
contém B e span (B) (por qué?). Como span (B) é, por definigao, o menor fechado que contém span (B), vale também
que span (B) C {z}*. Como {z}* é um subconjunto préprio de H (pois ndo contém x nem o subespago gerado por z),
concluimos que span (B) é um subconjunto préprio de H, uma contradigdo com a hipStese que 2 é verdadeiro. |

A equivaléncia provada acima entre bases topoldgicas e conjuntos ortonormais completos justifica o fato de conjuntos
ortonormais completos serem também denominados bases ortonormais completas.

e Espacos de Hilbert separaveis

Recordemos duas nogoes introduzidas na Segao 28.4, pagina 1575.

Seja um espaco X dotado de uma topologia 7. Dizemos que um conjunto A C X é denso em X se o fecho de A for
igual a X, ou seja, se ndo houver outro conjunto fechado que nao X contendo A. Um espago topolégico X é dito ser
separdvel se possuir um subconjunto denso contével.

Definimos acima a nogao de varredura linear de um conjunto A C H, que denotamos por span (A). Um conceito
associado ¢ o de varredura linear por racionais de um conjunto A C H, que denotamos por spanq(A): a colecao, de
todos os vetores de H que podem ser escrito como uma combinagao linear finita por racionais de elementos de A:

spangq(A4) = {v S V‘ v =ria1 + -+ rpa,, para algum n € N, parar; € QCea; € A} s
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onde QC denota o conjunto de todos os numeros complexos racionais, ou seja, de todos os nimeros complexos cujas
partes real e imaginaria sao racionais.

Como QC ¢é denso em C, é claro que todo elemento de span (A) pode ser aproximado (na topologia de 3{) por
elementos de span g(A). De fato, se {(rj)m, m € N} é uma sequéncia de nimeros em QC que aproxima \; € C, entdo
(r1)mai + - -+ + (Tn)m@n aproxima Ajaj + - - - + A\, @, na norma de H, pois

H((h)mul + o (ra)man) = (Mar + -+ Anan)

‘ - H “rl)m - )\1)@1 oot (("'n)"’, - )\n)an

< |rD)m = M| laall + -+ + [ n)m = An] llaall

que converge a zero para m — 0o. Isso significa que para todo A C H vale spang(A) D span (A) e, consequentemente,
spanq(A) D span (A). No entanto, como spanq(A) C span (A), vale também que spang(A) C span (A). Logo,
span g(A) = span (A).

Assim, pelo Teorema 41.8, concluimos que B C H é uma base ortonormal completa se e somente se span g(B) = H.

Se A C H for contavel, ¢ muito fécil ver que span g(A4) ¢ também contdvel (por ser uma unido contavel de conjuntos
contaveis). Logo, se B for um conjunto ortonormal completo contével, o conjunto spanq(B) é um conjunto contével
denso em H. Concluimos disso que H serd um espago topoldgico separdvel se possuir um conjunto ortonormal completo
contavel.

A reciproca é também verdadeira: se um espago de Hilbert H for um espago topolégico separavel, entao todo conjunto
ortonormal completo de J é contdvel. Para ver isso, vamos supor que 3 scja separavel e seja D C H contavel e denso

em H: D = H. Seja também B um conjunto ortonormal completo em H. Notemos que

Bp = |J B*

zeD

é contdvel, por ser uma unido contdvel de conjuntos contéveis (pois D é contdvel, assim como cada B*, pelo Teorema
41.5, pagina 2331.). Pelo Teorema 41.7, pagina 2332, cada € D é um elemento de span (B*). Concluimos disso que
D C span (Bp). Logo, como D ¢ denso em H, segue que H = span (Bp). Agora, Bp é um conjunto ortonormal (por
ser subconjunto de B). Logo, concluimos pelo Teorema 41.8 que Bp é um conjunto ortonormal completo.

Disso concluimos também que B = Bp, pois se Bp fosse um subconjunto préprio de B haveria v € B, v # 0, que nao
pertence a Bp. Como B é um conjunto ortonormal, segue que v é ortogonal a todos os elementos de Bp. Isso contraria
o fato provado que Bp é um conjunto ortonormal completo. Vimos, entdo, que todo conjunto ortonormal completo de
um espago de Hilbert separavel deve ser contével.

Resumimos nossas conclusoes na seguinte proposigao:

Proposigao 41.10 Se um espaco de Hilbert H possui um conjunto ortonormal completo contdvel, entdo é um espago
topoldgico separdvel (ou seja, possui um subconjunto contdvel denso). Por outro lado, se um espago de Hilbert H for
separdvel, entdo todos os seus conjuntos ortonormais completos sao contdveis. [m}

O seguinte coroldrio é evidente:

Corolario 41.1 Se um espago de Hilbert H possui um conjunto ortonormal completo contdvel, entio todos os demais
conguntos ortonormais completos de H sao contdveis. [m}

Nesse contexto, a seguinte observagao é relevante:

Proposigao 41.11 Se um espago de Hilbert H possui um conjunto ortonormal nao-contdvel, entao H nao é separdvel.
[m]

Prova. Seja C' um conjunto ortonormal nao-contavel de H. Se C' for um conjunto ortonormal completo nao ha o que
provar. Se nio o for, podemos, evocando o Lema de Zorn, acrescentar elementos a C' pertencentes a C- de modo a obter
um conjunto ortonormal completo. Esse conjunto ortonormal completo nao pode ser contavel, pois contém C. |
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Os espagos de Hilbert L2([a, b], dz), L?([a, b], r(z)dz) com r positiva e integravel no intervalo [a, b], assim como
L?(R, dz), sio separdveis. Esses fatos decorrem dos resultados apresentados no Capitulo 17, pagina 975. O espago de
Hilbert AP(R) das fungdes almost-periédicas ¢ nao-separdvel, pois possui um conjunto ortonormal nao-contdvel, a saber,
aquele de (41.33).

Finalizamos mencionando que no caso de espagos de Hilbert separdveis podemos refrasear o Teorema 41.7, acima, da
seguinte forma:

Teorema 41.9 Sejay wm vetor de um espago de Hilbert separdvel H e B wm conjunto ortonormal completo (e, portanto,
contdvel) em H. Vamos escrever os elementos de B como e, com a € N. Entao, vale que

n

y = lim Z{ea, Y) €aq (41.49)
oo £
e que
. > 9
Iyl = > [(eas 0] (41.50)
a=1
a

A tnica diferenga em relacio ao Teorema 41.7 é que agora as somas acima nio precisam mais ser restritas apenas aos
elementos de BY, mas sio feitas sobre todos os elementos de B, independente do vetor y € H considerado. Eventualmente
alguns termos dessas somas serao nulos (tal é o caso se para um dado @ tivermos e, € ZY, ou seja, (€4, y) = 0), mas isso
nao alterard o resultado.

41.2.4 Conjuntos Totais

Um subconjunto T de um espago de Hilbert 3 é dito ser um congunto total de I se T+ = {0}. Como o estudante percebe,
toda base ortonormal completa em um espago de Hilbert é um conjunto total do mesmo espago. Os dois conceitos, porém,
nao podem ser confundidos. A seguinte proposicao é relevante nesse contexto por fornecer uma caracterizacao alternativa
importante da nogao de conjuntos totais.

Proposigao 41.12 Um subconjunto T de um espago de Hilbert H € total se e somente se span (T) for um conjunto
denso em H (isto €, span (T) = H), ou seja, se e somente se todo elemento de H puder ser aprozimado na norma de H
por uma sequéncia de vetores compostos por combinagoes lineares finitas de elementos de T. m}

Prova. Suponhamos que T+ = {0}. Como T C span (7), teremos pelo Lema 41.2, pigina 2318, que T+ O span (T)* e
que (‘IL)L C (span (‘J’)l)l. Como span (T) é um subespago de H, podemos aplicar a Proposi¢ao 41.2, pagina 2319, e
teremos span (J) = (span (“J')l)L ») (‘J’l)L = {0} = K, implicando que span (T) = K.

Vamos agora supor que span (T) = H. Se 2 € T+, entdo vale, naturalmente, que = € span (T)*, pois os elementos
de span (T) sdo combinagdes lineares finitas de elementos de T. Logo, {z} C span (7)* e {z}* D (span (':]“)l)L =
span (T) = , implicando que {z}* = H. Como z € I, isso estd dizendo, em particular, que (z, z) = 0 e, portanto,
x = 0. Logo, provou-se que T+ = {0}. |

41.2.4.1 Um Exemplo no Espago L*(R, dx)

O exemplo de conjunto total que agora discutiremos ¢é relevante na Mecanica Quantica, a saber, na discussao de propri-
edades dos chamados estados coerentes.

Comecemos nossa discussao recordando algumas propriedades das chamadas diferencas finitas de funcoes.
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e Diferencas finitas

Seja h > 0, fixo. Dada uma fungdo F' : R — C, definimos recursivamente as n-ésimas diferencas finitas A} F = A"F,
n € INg, como sendo as fun¢oes definidas por

(A°F)(y) = Fly), (A'F)(y) == Fly+h)=F(y), (A"F)(y) = (A" 'F)ly+h)-A""Fly), n>2.
E facil ver que
A"F)(y) = S (1" (") Py + k) -
e = S ()

Se F for infinitamente diferencidvel, teremos, para todo n € IN,

S . (A"F)(y)
P = g S

Além disso, o Teorema do Valor Intermedidrio para diferengas finitas (vide e.g. [241], Th. 60.1, pag. 353) afirma que no
intervalo (y, y + nh) existe um ponto & tal que

A"F)(y) n
( hn) = F"(). (41.51)
e Fungoes Gaussianas

Consideremos o espago de Hilbert L?(R, dz) (aqui, dz representa a medida de Lebesgue em R), cujo produto
escalar denotaremos por (-, ). Seja x uma funcdo de L2(R, dr). Para a € R, definamos x, como sendo a funcio
Xa(7) = x(@ — a). Evidentemente x, € L?(R, dz), pois a medida de Lebesgue em R ¢é invariante por translagoes.

Seja g(z) = ee” e, com a convengao acima, seja g, a funcao em R definida para cada a € R por g,(z) := e~ (@),
Trata-se da chamada funcdo Gaussiana centrada em a. Cada funcio g, é, naturalmente, um elemento de L?(R, dx),
pois [ ga(z)?da = \/7/2.

A proposicao que segue demonstra uma propriedade de fungoes Gaussianas que serd usada adiante.

Proposicao 41.13 Seja ¢ € L2(R, dz). Entdo, a funcio G definida para a € R por

Gla) = /R ) ga(a) da

€ infinitamente diferencidvel e para cada n € IN vale

ar

6 = g [T s = [ 90 T e = [ T Hoo = aaulo)d

onde H, € o n-ésimo polinomio de Hermite. Note-se que a integral do lado direito é finita, pois H,(x — a)ga(x) €
L3(R, dz), enquanto fungio de . o

Prova. O ponto central da demonstragao é provar que sob’ as hipéteses de acima vale para todo n € IN a inversao repre-
sentada pela igualdade :a% / $(x) golz)de = /]Rm (;i—nnga (z) dz. Para tal faremos uso do Teorema da Convergéncia
Dominada, Teorema 32.6, pigina 1692.

Para a € R definamos

a

Ky(a) = A@dungu(;n)d;n.

Vamos provisoriamente restringir @ a um intervalo aberto finito (o, 8) com —00 < a < 8 < 00.

Seja n € N e seja h € (0, 1/n). Podemos, entdo, escrever

roto) = [T (i, S
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com A"gq,(z) definido como a n-ésima diferenca finita na varidvel a:
Aoga(z) = ga(z) . Alga(x) = gatn(®) — ga(2) Aga(z) = AnilgaJrh(w) - A"flga(ﬂ—“) , =2,

com

n
n, () — k(T -
Agule) = S awsinto)
k=0
Por definicao, a razao % converge a %ga(z) quando h — 0, o limite existindo pontualmente para todo z € R (o
que ¢ suficiente para os propdsitos que teremos adiante, a saber, para o Teorema da Convergéncia Dominada). Por ser

uma soma finita de elementos de L?(R, dz), A™g, é também um elemento desse espago.

Por (41.51), podemos escrever
/'l/)T 7)(17 = / (x) a (z) dz
hn c R dan 9" amt .

para algum & € (a, a + nh). A chamada férmula de Rodrigues para os polinomios de Hermite (vide (16.108), pdgina
934), informa-nos que #ga(z) = Hy(xz — a)g.(z) (com H, sendo o n-ésimo polinémio de Hermite). Assim,

Agy ()
hn

Observe-se agora que

o) = V@) (Halw - ge(@)) -

Definamos agora
Oy () = sup {‘Hn(z —y)lgy(2), y € (o, B+ 1)} .
E fécil de ver que ©,, € L3(R, dx) e é evidente que

Amgq(z)
h"

[

(Hale —Oge@)| <

¥@)| Onla) (41.52)

para todo = € R e qualquer ¢ € (a, a+nh) C (a, 8+1). Como ¢ e ©,, sdo elementos de L?(R, dz), a fungio majorante
‘L)(”I‘)| O, (z) do lado direito de (41.52) é um elemento de L'(R, dz) (pela desigualdade de Cauchy-Schwarz). Assim,
podemos afirmar que

. A"G(a) A A"ga(x) A"ga(x)
I}g)% h hm / v hn o hn de
dn
= ﬁ!]a(f) dr =

sendo que na segunda igualdade evocamos o Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 32.6, pdgina 1692, para
justificar a troca de limites pela integral. Isso estabeleceu que LZl—"G(u) existe para todo a € (a, 8) e que vale

ar

Gl = /W Ha( — )ga(2) do

Como as afirmagdes acima valem para qualquer intervalo (o, ), a restri¢io de a a esse intervalo é agora dispenséavel. Bl

e Conjuntos totais de fungoes Gaussianas

A afirmagao mais importante que desejamos estabelecer na presente segio é a seguinte: para qualquer intervalo aberto
I = (a, B) C R a colegdo de todas as fungdes Gaussianas centradas em pontos de I é um conjunto total em L?(R, dx).
Esse é o contetido do teorema que segue.
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Teorema 41.10 Para cada intervalo aberto (o, 3) C R, com —oo < a < 3 < 00, 0 conjunto T(o, gy := {g,,, a€ (a, B)}
¢ um conjunto total em L*(R, dx). Consequentemente, Tg := {ga, a € R} ¢ também um conjunto total em L*(R, dx).
a

Passemos a demonstracao desse teorema, apds a qual adicionaremos alguns comentarios pertinentes.
Prova do Teorema 41.10. Tomemos um intervalo aberto (o, 8) C R. Seja ¢ € ‘J'(t_ 5 Entao, vale (¢, g,) = 0 para
todo a€ ( /3), ou seja, fIR T) ga(x) dz = 0. Isso obviamente implica que para todo n € IN e todo a € (a, ) vale
da,, flR ) dz = 0. Pela Proposicao 41.13, pagina 2337, teremos

/¢ ) 9a() dzx /¢7 n(z —a)ge(z) do .

/ @) Halo — a)ga(e) do = /R FoFa) Ha(o)e™ do = (9-a, W),

Assim, estabelecemos que

onde VU, (z) := Hn(m)e’my. Como j& comentamos (vide Secao 17.2, pagina 978), os vetores ¥, € L*(R, dz), n € NN,
formam uma base ortogonal completa em L?(R, dz). Disso, concluimos que ¢, deve ser o vetor nulo em L?(R, dz),
por ser ortogonal a todos os elementos de uma base ortogonal de L*(R, dz). Isso implica que ¢ é o vetor nulo em
L3(R, dz), provando que “Tla) 8= {0} e, portanto, que T(4, g) := {ga> @ € (o, 8)} ¢ um conjunto total em L*(R, dz).
Como Tg D T4, ), concluimos que T é também um conjunto total em L*(R, dx). |

o Comentérios ao Teorema 41.10. Um teorema devido a Wiener

Temos cinco comentdrios a fazer sobre o Teorema 41.10. O primeiro comentdrio concerne um aspecto um tanto
surpreendente do Teorema 41.10, a saber, que para fungoes Gaussianas a coledo T(q, g) = {ga, @ € (o, B)} é um
conjunto total, ndo importa o quao pequeno seja o intervalo finito (a, 8) com —oco < a < § < 0o. O ponto surpreendente,
ou contraintuitivo, é que as fungdes de T4, g) sdo Gaussianas centradas em (o, ) e que, portanto, decaem rapidamente
fora desse intervalo. Assim, pode parecer estranho que uma fungao de L*(R, dz) e que tenha, digamos, um méximo
acentuado longe do intervalo (o, 3) possa ser aproximada na norma de L?(R, dz) por combinagdes lineares finitas de
elementos de T(q, g). O fato que ilude nossa intuigao, e que esclarece o que se passa, é que diferencas finitas de fungdes
de T(a, ) podem ter méximos fora do intelvalo (a, B). Por exemplo, se tomarmos h “pequeno” o suficiente, entiao
A"g,(z) é aproximadamente dada por h™ da” —ga(x) = h"H,(x — a)ga(z), cujos méximos (como fungio de z) podem estar
arbitrariamente “longe” de a para n crescente.

O segundo comentério é que o Teorema 41.10 estabelece que todo vetor de L2(R, dx) pode ser aproximado na norma
desse espago por combinagdes lineares finitas de Gaussianas centradas em (a, 3) (ou em R). Como L?*(R, dz) é um
espaco de Hilbert separdvel (isto é, possui uma base ortonormal contével) e como tais cole¢oes de Gaussianas compoem
conjuntos nao-contaveis, diz-se que T(,, g) ou Tr sao bases sobrecompletas, ou supercompletas, de L*(R, dx).

O terceiro comentério é que a afirmagao que Tr = {gq, a € R} (a colegao de todos os transladados da fungao

2 . . . N . P ~ .
Gaussiana g(z) = e~ ) é um conjunto total de L?(R, dx) é de relevancia em Mecanica Quantica no estudo dos
chamados estados coerentes.

O quarto comentério é que o Teorema 41.10, ainda no caso de fungdes Gaussianas, pode ser generalizado ainda mais,
como mostra o exercicio que segue.

E. 41.12 Ezercicio. Seja A um subconjunto de R que possua pelo menos um ponto de acumulagdo em R. Mostre que T4 =
{ga, a€ A} é um conjunto total em L*(R, dx). Sugestio: se xo é um dos pontos de acumulagdo de A, entdo é possivel aproximar as
22

derivadas de e em xo por combinagdes lineares de elementos de T4. *

O quinto comentario é que um aspecto do Teorema 41.10 pode ser substancialmente generalizado, a saber, se 1) é
um vetor de L%(R, dz) cuja transformada de Fourier tem suporte em toda a reta real R, entdo a colegio {14, a € R}
de todos os transladados de ¥ é um conjunto total de L?*(R, dz). Esse teorema, que enunciamos e demonstramos a
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seguir (Teorema 41.11), é um caso particular de um Teorema tecnicamente mais elaborado devido a Wiener?? (vide [459],
Teorema 9.4).

Recordemos que, conforme discutido na Segdao 39.2.2, pagina 2196, a transformada de Fourier F é invertivel (em
verdade, unitaria) em L?(R, dx).

Teorema 41.11 (Wiener) Seja ¢ € L*(R, dz) tal que supp (T[U]) =R. Entdo, a cole¢io T := {1p,, a € R} de todos
os transladados de 1) € um conjunto total de H = L*(R, dz). m]

Prova. Seja ¢ € T+. Entdo, por hipétese, (¢, 1q)sc = [R d(x)(x — a)de = 0 para todo a € R. A integral se escreve
como fR o(x)YT (a — z)dx = \/ﬁ(} * wp)(a), onde “+” denota o produto de convolucio, definido em (39.20), pagina
2172, e onde denotamos por ¥ o vetor de L(R, dx) dado por 9?(z) = ¢(—x). Assim, vale que ¢ * )" é nula em toda
parte. Logo, evocando-se (39.122), pagina 2198, e fazendo uso do Teorema 39.1, pagina 2179, concluimos que o produto
TP T pP] = -1 [¢]F[¢] é uma fungdo nula quase em toda parte. Como supp (F[¢]) = R, segue que F[@] é nula
quase em toda parte, implicando que ¢ também o é. |

Note-se que a fun¢ao Gaussiana g satisfaz as hip6teses do enunciado do Teorema 41.11. Contudo, ao contréario do que
se passa com a fun¢ao Gaussiana, ndo é permitido em geral restringir as translacées no enunciado do Teorema 41.11 a um
aberto finito («, ) com —co < a < 8 < 00, ou seja, a cole¢io {1, a € (o, B)} ndo é necessariamente um conjunto total
em L%(R, dx) para qualquer ¢ € L*(R, dx) nido-nulo que possua uma transformada de Fourier com suporte em todo
R. Se, por exemplo, ¥ = x|_1, 1), a fungéo caracteristica do intervalo [—1,1], sua transformada de Fourier tem suporte
em todo R (vide e.g. (39.37)), mas as fungoes ¢, com a € («, ) terdo suporte contido (propriamente) no intervalo
[a =1, B+ 1] e, evidentemente, serdo todas ortogonais a funcdes de L?(R, dz) com suporte fora de [a — 1, B+ 1].

41.3 Somas Diretas e Produtos Tensoriais de Espacos de Hil-
bert. Espacgos de Fock

Nesta se¢ao vamos apresentar construgoes de espagos de Hilbert que podem ser feitas a partir de certas colegdes dadas
de espacos de Hilbert, tais como sua soma direta, seu produto tensorial e os chamados espagos de Fock. Todas essas
construgoes sao de importancia na Fisica Quéntica.

41.3.1 Somas Diretas de uma Colecao Finita de Espagos de Hilbert

Na Secao 2.3.4, pagina 211, apresentamos a construcao da soma direta de uma cole¢do finita de espacos vetoriais sobre
um mesmo corpo. Nenhuma estrutura topoldgica foi entao considerada, ou seja, 14 tratou-se de uma construgao de uma
soma direta algébrica de espagos vetoriais. No caso de espagos de Hilbert podemos introduzir um produto escalar e uma
norma nessa soma direta algébrica e verificar que o espago assim construido é também um espago de Hilbert.

Para n € N, sejam 3;, j =1, ... n, espagos de Hilbert sobre o mesmo corpo dos complexos e sejam (-, ~)j e|l-[;os
respectivos produtos escalares e normas. A soma direta J(; @ - - - @, foi definida na Secao 2.3.4, pdgina 211, e consiste
no produto Cartesiano Hj x --- x H,, dotado da estrutura linear

(i, ooy ) +B(d1, -y dn) = (a1 +Bo1, -y A+ Bdn)
que faz de H; x --- x H,, um espago vetorial sobre C. Acima, a, € C e (1[)14 zbn) e (451, O,L) sdo elementos
de H; x -+ x H,,. Nesse espago vetorial os vetores (1[)1, A wn) passarao a ser denotados por 1 & -+ @y,
O espago vetorial assim constituido pode ser dotado de um produto escalar definido por

n

= Z(l/’k, )y, -

k=1

<w1@---®wn, ¢1(D---(D¢n>

29Norbert Wiener (1894-1964).
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Deixamos para o leitor o exercicio simples de verificar que a expressao acima realmente define um produto escalar em
Hy @ -+ @ H,. A norma associada a esse produto escalar é dada, obviamente, por

1@ DYy

, n
=3 Iz - (41.53)
k=1

Um ponto importante é que H; @ - - - @ H,,, com o produto escalar acima, ¢ automaticamente um espago de Hilbert
(sem a necessidade de completamento). De fato, seja ¢} @ - @ ¥4, j € IN uma sequéncia de Cauchy em H; @ --- @ 3,
em relagao a norma definida em (41.53). Entéao, para todo e > 0 existe N(e) € IN tal que

< &

Pi- eyl - e oyl

2
s

. 2 .
sempre que a e b forem maiores que N(e). Agora, o lado esquerdo vale Y°'_, ||1/z,‘3 — wZHK e, portanto, concluimos que
, b2 . .
para cada k € {1, ..., n} vale HUZ - UZHk < €2 sempre que a e b forem maiores que N (). Isso informa-nos que, para
cada k € {1, ..., n}, as sequéncias {1}, j € N} sdo de Cauchy em H}, e, portanto, convergem a um vetor Wy, € Hy. E
agora trivial constatar que

e ey, -the -,

N n
lim = Z lim Hu,‘c‘ — ‘II;.,Hz =0,

a—ro0 s oo

provando que a sequéncia de Cauchy ¥§ @ --- @ 9%, a € N, converge a ¥ @ --- ® ¥,, € H; & --- @ H,, e, portanto,
provando que toda sequéncia de Cauchy em H; @- - -®FH,, converge nesse mesmo espagco. Isso estabeleceu que a soma direta
algébrica Hy @ - - @ H,, ja é, per se, um espago de Hilbert, sem a necessidade de operagdes adicionais, como a restri¢ao
a subespacos lineares adequados ou a tomada de completamentos canonicos. Nesse aspecto, as demais construgoes que
apresentaremos no que segue sao distintas.

41.3.2 Somas Diretas de uma Colecao Contavel de Espagos de Hilbert

A estrutura acima — a soma direta de finitos espagos de Hilbert pode ser adaptada para somas diretas contaveis de
espagos de Hilbert, mas cuidados sdo necessarios.

Na Secao 2.3.4, pagina 211, apresentamos a construgio da soma direta de uma colecao contével de espacos vetoriais
sobre um mesmo corpo. Nenhuma estrutura topoldgica foi entao considerada, ou seja, la tratou-se de uma construgao de
uma soma direta algébrica de espagos vetoriais. No caso de uma colegao contdvel espagos de Hilbert podemos introduzir
um produto escalar e uma norma definidas em um subespago adequado de sua soma direta algébrica e verificar que esse
subespago adequadamente definido é igualmente um espago de Hilbert, o qual, pode assim ser interpretado como o soma
direta topologica da colecao contével de espacos de Hilbert considerados.

Para n € N, sejam 3(;, com j € IN, espagos de Hilbert sobre o mesmo corpo dos complexos e sejam (-, -); e | - [|;
os respectivos produtos escalares e normas. A soma direta algébrica @;-_, H, foi definida na Se¢io 2.3.4, pagina 211,
e consiste no produto Cartesiano szl J,, ou seja, na colecao de sequéncias IN 3 n +— 1, € 3, que frequentemente
denotaremos como (z/)lA P2, s, ), com ¢; € H; para cada j € N, dotada da estrutura linear

aWn, Yo, Yy, o)+ B(61, b2, by, o.) 1= (avy+B61, ava+ Boa, avs+Bés ), (4150)

para todos a, B € C.
Se U = ('wh o, 3, ) € )(Zil H,, o vetor ¢; é dito ser a componente de ¥ em ;.

Vamos demonstrar que o subconjunto de ;- ; ¥, definido por

&({Hn, neN}) = PH, = {\I/ = (d1, Yo, ¥s, ...) € @DHa| DIl < oo} (41.55)
n=1 n=1 n=1
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é um espaco de Hilbert?® com o produto escalar

3 i), 5 (41.56)

<q” ¢'>G = Z<U7 ’

j=1
onde ¥V = (z/)l, Yo, V3, ) ed= (0,51, b2, O3, ) sdo elementos de @, H,.
Hé diversas coisas a se demonstrar aqui. Em primeiro lugar, é preciso estabelecer que @, H, ¢, de fato, um

subespago linear de @, ; H,. Para tal, note-se que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para o produto escalar em
H,, vale

oo+ Bonlls, = (ot +Bbn, avhu+Bn),, = lof [ul]* + 8P |6nl|” +2Re (@8, 0u),)

) i . 2 (5.58) ; ;
< Jaf?{[n]* +1821n >+ 21al 181 [éall ]| = (alllvall +18116all)” <" 2(lallwn]* + 182l6a]") -

Logo, para cada N € IN vale

N s N ) N )
2 llan+Bonll, < 2l 3 funll” + 2181 3 llén]|” -
n=1 n=1 n=1

Assim, se (1, 2, V3, ) e (¢1, ¢2, o3, ) forem elementos de @, ;H,, o limite N — oo do lado direito é finito,

provando que também a combinagao linear (chw + 81, aps + Boa, ais + Bos, ) é elemento de ﬁ%n. Isso
estabeleceu que @}Cn é um subespago linear de @, ; H,, segundo a mesma estrutura linear definida em (41.54).
Vale notar que (41.56) estd bem definida para todos ¥, ¢ € @9{7“ pois, usando diversas vezes a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, tem-se
>
|

ji=1

Sa

.| = Tlval ol <

- 2 | 2
2 lwslly (| 2o Nleslly < oo
i=1 i=1

mostrando que a série do lado direito de (41.56) é absolutamente convergente (e, portanto, convergente) para todos
U, ded, Hy.

50 2

Que (41.56) define uma forma sesquilinear Hermitiana em @, ; J(,, segundo a estrutura linear definida em (41.54) é
um fato de constatagio elementar, deixada como exercicio. Do fato que

ols = [ o v, )Hi = (1, 2 s, ) s (1, G ) = guwiug’ (41.57)

vé-se trivialmente que (41.56) é uma forma sesquilinear nao-negativa e vé-se trivialmente que ||\Il||6 = 0 se e somente se

W for o vetor nulo. Isso estabeleceu que (41.56) define um produto escalar em @;. 3, e que (41.57) define uma norma
nesse espago.

Para futuro uso, notemos também que para cada k € IN a expressao

M=

Wl = || (01 0o vs, ..) 5112 (41.58)

S,k

j=1

define uma seminorma em @zo:l?{w E ébvio que ||\Il||6 8 < H\IJHG para cada k e para todo ¥ € @?;19{”. Também é

6bvio que H\IIHS . ¢ ndo-descrescente quando k cresce, sendo que limy—c0 H\IIHG = H\IIHG para todo ¥ € )7 | H,.

30No que segue usaremos tanto o simbolo G((f}fn, n e ]N}) quando @ff:ﬂ'(" para denotar o espago de Hilbert associado a soma direta
dos espagos {Hn, n € IN}.
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O ponto nao-trivial agora é estabelecer que @, ;H, é completo na norma dada por (41.57). Esse é o contetido do
Teorema de Riesz-Fischer, que enunciaremos e demonstraremos a seguir.

e Completeza. O Teorema de Riesz-Fischer para a soma direta contavel de espacos de Hilbert

Vamos agora estabelecer que @, H, é completo na norma dada por (41.57). Essa afirmaco, especialmente na sua
forma mais geral, em espacos de fun¢des mensuraveis (tratada na Segéo 32.4.2, pagina 1700), é conhecida como Teorema
de Riesz*'-Fischer’? e data de 1907.

Seja {U™},,en, uma sequéncia de vetores de @Z;H{ﬂ, Indicaremos por " a componente de ¥™ em J{;, ou seja,
escrevemos ¥ = ('1/1{’" Py, Py, L ) Assim, convencionamos que em cada ;" o indice superior indexa a sequéncia e
o inferior indexa a componente de cada elemento da sequéncia no respectivo espago ;.

Suponhamos que {¥"}men seja uma sequéncia de Cauchy em @, ;H, na métrica induzida pela norma definida em
(41.57). Isso significa que para todo € > 0 existe um inteiro N(e) > 0 tal que [[¥™ — U™|| < € sempre que m, n > N(e).
Assim, se m, n > N(e), é facil ver que, para os elementos ¥ e ! isso significa que

1/2

.
[l - < > g - = " —vs < €.
j=1

Isso diz-nos que, para cada i € N fixo, a sequéncia {¢?'},en ¢ uma sequéncia de Cauchy em H; e, portanto, converge.
Seja 1; € H; o limite dessa sequéncia.

O vetor U = (¥1, 2, ¥3, ...) € @yry Hn é um forte candidato a ser o limite da sequéncia {¥"},en na métrica
definida pela norma (41.57). Colocamo-nos, entao, as seguintes questoes: 1. Serd ¥ também um elemento de @:11?(7,,?
2. Se a resposta a pergunta anterior for positiva, serd que a sequéncia U™, m € IN, converge ao vetor ¥ na norma
(41.57)? Se a resposta a essas perguntas for positiva, estard provado que @, ;H, ¢ completo.

Seja € > 0 arbitrdrio. Vamos definir uma sequéncia crescente de nimeros inteiros e positivos Ny (e), k =1, 2, 3, ...
com Npiy1(€) > Ni(e), da seguinte forma: Ny (e) é tal que ||[¥™ — U"|| < €/2* para todos m, n > Ni(¢). Note que uma
tal sequéncia Ny (e) sempre pode ser encontrada pois, por hipétese, {U"},,en é uma sequéncia de Cauchy. Vamos agora
escolher uma sequéncia crescente de indices ny < ny < -+ < np_1 < Ny < --- tais que ni > Ni(€). A essa sequéncia
estd associada a subsequéncia {¥™ }en.

Para simplificar a notagdo, denotaremos ®* = W™, k=1, 2, 3, ..., com ®" = (q&’f, @5, b, ) Tem-se

€

[ - 2flls < 5

(41.59)

pois 1y e ni41 sdo maiores que N(e). Note que para cada 4, ¢¥ converge a v; quando k — oo.
Com essas definigoes, teremos para todo k > 1 que (verifique!)

k—1

oF — Pl — Z [@H»l 7(1:,1] )

=1

31 Frigyes Riesz (1880-1956).
32Ernst Sigismund Fischer (1875-1954).
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Utilizando as seminormas

| |l&,n, definidas em (41.58), teremos

", =

&,n

k—1
!+ Z [¢t+1 _ (1)1}
=1

&,n

k—1
< el + 2l =l
=
k—1
< flotflg + Y[l - o
=1
k-1 P oo €
< Jeflls+d 5 <ot +D 5 = @'lg +e.
=1 =1
Assim,
||®kH6,n < ||ot|s +e- (41.60)

1/2
querdo & n k(|2 soma finits kg sim. : ke - .
Note que o lado esquerdo é [Zi:l | ||7} e envolve uma soma finita de ||¢¥||}s. Assim, como cada ¢f converge a ¢;
quando k — oo temos, tomando o limite £ — oo,

n 1/2 n
. 2
Jim. [;WM = [; loll?

Como o lado direito de (41.60) nao depende de k, concluimos que ||‘~IIHG S H‘Pl

S

i=1

1/2
= [[9lls

.n

HG + € para todo n € IN. Agora, isso

diz que

2
< (1et+e)

Yi

para todo n € IN. O lado direito ndo depende de n. Como o lado esquerdo é uma sequéncia crescente e limitada (pelo
lado direito), segue que o lado esquerdo converge quando n — co. Isso prova entdo que > i, [|1;]|? < oo, ou seja, que

5
Ve D, Hn-

Resta-nos agora responder a segunda pergunta colocada & pagina 2343 e mostrar que a sequéncia W™ converge a ¥
em relagao a norma || - |-

Repetindo o raciocinio que levou a (41.60), apenas mantendo ®' do lado esquerdo desde o inicio, concluimos que
H<I>""—<I>l HG ,, < €. Novamente, usando o mesmo argumento acima, podemos tomar o limite k — oo e obter H\II—(bl HG n s

e. Como o lado direito independe de n, segue pelo mesmo raciocinio de acima que H\Il - tI>1H s S Isso significa® que
para todo € > 0 existe ®! € @, K, tal que ||\II — ¢! HG < e. Como @' ¢ escolhido como um elemento da sequéncia

U™ isso prova que ¥ = lim,,—,» U na topologia definida pela norma || - ||s.

Com isso, provamos que @:’Zli}fn é completo na norma definida em (41.57) e, portanto, ¢ um espago de Hilbert com
relacdo ao produto escalar definido em (41.56).

E. 41.13 Ezercicio. Seja Sy o subconjunto de @, , H, composto por vetores (¥1, 2, 13, ...) tais que apenas uma colecdo
finita das componentes 1 é ndo-nula. Verifique que Go é um subespago vetorial de @, H,. Verifique que as expressdes (41.56) e
(41.57) definem um produto escalar e uma norma, respectivamente, em &o. Mostre que @D, H, é o fecho de & na topologia dessa

norma. Note que isso ndo implica por si s6 que @~ H, seja completo. Discuta esse ponto. &
E. 41.14 Ezercicio. Constate que o espaco ¢> — das sequéncias complexas de quadrado somdvel — que foi discutida na Secdo
25.5.1, pagina 1466, corresponde a construgdo da soma direta acima com J{; = C para todo j € IN. &

330 estudante aqui talvez tenha que recordar a maneira como ®! = U™ foi definido no paragrafo que antecede (41.59).
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41.3.3 Produtos Tensoriais de uma Colecao Finita de Espacos de Hilbert

Na Secao 2.3.4, pagina 211, apresentamos a construcao do produto tensorial de uma colegao finita de espagos vetoriais
sobre um mesmo corpo. Nenhuma estrutura topolégica foi entao considerada, ou seja, 14 tratou-se da construgao de um
produto tensorial algébrico de espagos vetoriais. No caso de espagos de Hilbert podemos introduzir um produto escalar
e uma norma nesse produto tensorial algébrico com o qual, via completamento canénico, podemos construir um espago
de Hilbert que pode ser interpretado como o produto tensorial topoldgico de (finitos) espacos de Hilbert.

Para n € IN, sejam H;, j = 1, ... n, espagos de Hilbert sobre o mesmo corpo dos complexos e sejam (-, <>] ell-|;
os respectivos produtos escalares e normas. O produto tensorial algébrico H; ® - -+ ® H,, foi definido na Secao 2.3.5,
pagina 214. Naquela constru¢ao nenhuma estrutura topoldgica foi considerada, ou seja, 14 tratou-se de uma construgao
de um produto tensorial algébrico dos espagos vetoriais 3y, ..., H,. Vamos aqui introduzir um produto escalar e uma
norma nesse produto tensorial algébrico e construir dessa forma um produto tensorial topolégico desses espagos que seja
também um espago de Hilbert.

Para simplificar a exposicao, consideraremos primeiramente o caso (n = 2) de dois espagos de Hilbert H; e 3. O
leitor se aperceberd que a generalizagao para n > 2 é imediata e nao apresenta dificuldades especiais.
Sejam ¥ e ® vetores de H; @ Hy da forma ¥ = Y1 auxr @ G e @ = 37, fi& @ ¢y, com m, n € N, elementos

arbitrarios de 3, ® H,, onde o0s ay’s e os §;’s sao nimeros complexos e onde Xk, & € Hy e (x, ¢ € Ho para todos k e
1. Definimos o produto escalar entre esses vetores por

k=1 =1 k=11=1

(¥, @)y g, = <Z Xk @ Crs Zﬁz§1®w> = S @B &), (G 1), - (41.61)
36890

E muito f4cil provar (faga-o!) que o lado direito define uma forma sesquilinear em H; ® H, e que essa forma é Hermitiana.
Porém, a propriedade de ela ser nao negativa e a propriedade que afirma que <\IJ, \IJ>%®9{2 = 0 se e somente ¥ = 0
demandam demonstragao.

Para isso, escrevamos ¥ = 3°7'_ | axx®( e notemos primeiramente que os vetores {x1, ..., X} geram um subespago
&1 de dimensao finita de H; e que, analogamente, os vetores {1, ..., (,} geram um subespago £, de dimensao finita
de Hy. Para certos M, N € N, sejam {1, ..., ¥a} e {1, ..., ¢n} bases ortonormais em &; e €, respectivamente.
Escrevendo

M N
Xk = Y Arata e G = Y Buds,
a=1 b=1
com Agq, By € C, temos

M N n
=3 <Z akAkaBkb> Y @y - (41.62)

a=1b=1 \k=
Note-se aqui que o conjunto de vetores {Uu ® ¢y, a € {1, ..., M}, be {1, ..., N}}7 é um conjunto ortonormal
de vetores segundo a forma sesquilinear (41.61) (pois (Y ® ¢p, Ve ® da)q, P ey (o ) (Db Gb)y = BacOba) €

portanto, é também um conjunto de vetores linearmente independentes, sendo assim uma base ortonormal no espago de
dimensao finita & ® €.

Com isso, segue imediatamente de (41.62) que

(v, ‘I’>:H1®r){2 = ZZ

a=1b=1

2

m
> o AkaBro

k=1

m
Isso mostra que <\Il, \P>%J®}(2 > 0 e disso vemos também que <‘Il, \IJ>J{J®:H2 = 0 se e somente se Z ayAga By = 0 para
todos a e b, o que, por (41.62), é vélido se e somente se ¥ = 0. =

Com isso, o produto tensorial algébrico H; @ Hs é dotado de um produto escalar e, portanto, de uma norma, dada
por H‘I’HZ}{,QM{; = /(¥, q’>9ﬁ®5{2' Definimos o espago de Hilbert associado como sendo o completamento de H; @ Ho

por essa norma. Esse espaco de Hilbert serd denotado por H;®3Hy ou®* por ‘,]3(5]*(1‘ 9{2).

34Nos dias de hoje é comum ainda designar esse espago por H1&@Hz.
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Como dissemos, essa construgao generaliza-se automaticamente para o caso n > 2 e, com isso, cai definido o produto
tensorial topoldgico de n espagos de Hilbert Hy, ..., 3,, todos sobre o mesmo corpo €. Denotaremos esse espaco de
Hilbert por

P(Ha, ooy H) = HRIHEE - BH, .

e Nota de adverténcia sobre produtos tensoriais de espagos de Hilbert

Uma nota de adverténcia para estudantes mais avangados.

Na Teoria das Categorias, a no¢ao de produto tensorial de dois espagos de Hilbert pode ser definida em termos do
que se denomina uma propriedade universal, que nesse caso vem a ser o seguinte: dados dois espacos de Hilbert H;
e Hy sobre, digamos, o corpo dos complexos, seu produto tensorial seria um espago de Hilbert H{ com as seguintes
propriedades: existe uma aplicagao bilinear continua 8 : H; @ Hy — H tal que para toda aplicacao bilinear continua
@ Hy @ Hy — K, com K sendo um espago de Hilbert, existe uma aplicacao linear tnica x : H — K tal que x o 8 = ¢,
ou scja, tal que o diagrama

H

ﬁ \
oM, —— X
comuta.

Conforme observado por Garrett em [196], no caso em que H; e Hs nao siao de dimensao finita tal espago H e tal
mapa bicontinuo § néo existem e, portanto, ndo existem produtos tensoriais na categoria dos espacos de Hilbert com
aplicagoes lineares continuas. Esse discussao é interessante por mostrar que nem sempre é possivel definir objetos por
propriedades universais.

Em nossa apresentagao, assim como em toda a literatura a respeito, construimos H;®@H, pelo completamento do
produto tensorial algébrico H; ® Hs em uma norma adequada. Como observado por Garrett, porém, H; ®Hs nao satisfaz
a propriedade universal acima caso 3, e Hs nao sejam de dimensao finita (essencialmente por haver operadores de Hilbert-
Schmidt que néo sdo tipo-trago) e nenhum espago de Hilbert 3 o faz. Nossa construgio de H;®@H, corresponde a uma
propriedade universal distinta daquela acima, na qual aplica¢oes bilineares continuas sao substituidas por aplicagoes
fracamente Hilbert-Schmidt. Vide, e.g., [285].

E ainda relevante observar que o produto tensorial H;®Hz que construimos tem relevancia por si s6, ainda que nao
corresponda ao desejo expresso em uma propriedade universal geral.

e Os subespacos simétricos e antissimétricos de um produto tensorial

Um caso de interesse especial na construgao acima é aquele no qual todos os espagos de Hilbert 3(;, j =1, ..., n,
sao iguais a um espago de Hilbert H, dado. Nessa situagdo podemos apresentar mais uma defini¢ao relevante: a dos
subespacos simétricos e antissimétricos de um produto tensorial. Usaremos isso mais adiante quando apresentarmos as
defini¢ao de espagos de Fock simétricos e antissimétricos.

Para lidar com esse caso vamos introduzir as notagoes

HO" = H@ @K e HE = HT - BH,
N N

com as convencdes notacionais H®0 = H®0 = € e HO!' = H®! = K.

Na Segao 2.3.7, pagina 230, apresentamos a definigao dos operadores de simetrizagao e antissimetrizagao em produtos
tensoriais algébricos de um mesmo espago vetorial. Vamos agora trazer aquela discussao para o presente contexto de
produtos tensoriais de espagos de Hilbert.

Paran > 2 podemos definir uma representacio P,, do grupo de permutagoes de n elementos, S,, em H®", da seguinte
forma: se m é um elemento de S, definimos P, (7) : H®" — H®" como sendo o operador linear que a cada vetor da
forma uy ® - - - ® up, associa 0 vetor Uy (1) @ - -+ @ Ur(y). Isso significa que P, (7) age em vetores gerais de H®™ na forma

1 1
Pn(m) (Zaku’f®~“®uﬁ> = Zaku’;(l)®~“®uﬁ(n) s
k=1 k=1
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onde os ay’s sio elementos de €. E elementar constatar que P, (7)P, (') = P, (x7') para todos 7, 7' € S, e que
P,(id) = 1, id sendo a identidade (elemento neutro) de S,. Isso confirma que P,, é uma representagio de S,, em H®".

Paran =0 en =1 convencionamos que S,, é o grupo trivial (contendo apenas a identidade) e que em ambos os casos
P,(id) = 1, o operador identidade.

Dado que vale

<u£r(l)®”'®u5r(n)‘r “i(l) ®‘“®u5}(n)>w®ﬂ = <“Zr(1)«, “i(1)>"'<“{r(n)a “};}(n)> = <“J1s “f)@% “]E>

— J J k k
= <u1®'~®un, Uy Q- @D Uy, geon

temos,

1
J J k k
= <Z“J‘"7]r<1>®“‘®“3r<n>’ Dokt ®"'®“«(n>>
j=1 H®n

FOn

1 1
=2 > do <u’n<1>®"'®“’w<n>v “5<1>®"'®“ﬁ<n>>wn =2 D ma <“§®“'®“‘Zw “’f®"'®“5>;,{®n

2

! !
= <E ajul @ Qu, g (yku]f@f?"'@uﬁ> =
j=1 k=1

HEn

L
E aku’f®~'®uz
k=1

Fcen

provando que P, (7) é uma isometria para todo m € S,,. Como P, (7) tem uma inversa (que é P, (71"1))7 vemos que ele
pode ser estendido como operador unitério a todo H®™, pois H®" é denso em H*®". Como de costume, denotaremos
essa extensdao também por Py, (7).

Definimos agora o operador de simetriza¢ao S, : HO — HE ¢ o operador de antissimetrizagio A, : HO — HO™,
para n > 2, por

1 1 .
8y = pl Z P (m) e Ap = o Z sinal (7) P, (1) , (41.63)
TESy €S,
respectivamente, onde sinal () ¢ o sinal, ou paridade, de 7 € S,. Paran = 0 e n = 1 definimos 8§y = Ay = 1 e

81 = A1 =1, o operador identidade. Temos os seguintes fatos algébricos sobre esses operadores:

Proposicao 41.14 Com as definigoes e convengoes acima, valem as sequintes afirmagoes:

1. 8,Pn(m) = Pp(m)8n = 8, para todo n >0 e todo ™ € Sy,.

2. ApPp(m) = Pp(m)A, = sinal (m)A,, para todo n >0 e todo 7™ € S,
3. 82 = 8, para todon > 0.
4. Ai = A, para todon > 0.

5. 8 An = An8n =0 para todon > 2. Paran =0 en =1 valem $,A, = A,S, = 1.
6. Para todo n > 0 os operadores lineares 8,, e A, sao operadores limitados e autoadjuntos em O

Os fatos que 82 = 8, e A2 = A,,, mais o fato de esses operadores serem autoadjuntos, dizem-nos que S, e A, sdo
projetores ortogonais. O
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Prova. A demonstragao dos itens de 1 a 5 ¢é idéntica & da Proposicao 2.24, pagina 230, e nao precisa ser repetida
aqui. Quanto ao item 6, que §8,, e A,, sdo operadores limitados é evidente, por serem combinagoes lineares finitas de
unitdrios — os operadores P, (). Fora isso, da unitariedade de P, () e do fato de ser uma representagao de S, segue
que P (7)* =Py (n)"L =P, (7r’1). Assim, como a associacio S, > 7+ 71 € S, é bijetora, segue que
. 1 1 1
s = LY P = LY v = 5,

n
TESn TESn

mostrando que §8,, é autoadjunto. A demonstragao para A,, é idéntica. |

Pelo Exercicio E. 42.19, pagina 2391, os subespagos
HE" = Ran(S,) e K" := Ran(A,) (41.64)
sdo dois subespacos fechados de H®" e sio interpretados como os subespacos dos vetores simétricos, respectivamente,
antissimétricos por permutagoes.

Como 8, A, = A,8, = 0, para n > 2 concluimos também que nesse mesmo caso temos Hg" C Ker (Ay) e J—f?” =
Ker (8,,). Pela Proposigio 42.12, pagina 2389, temos Ker (8,,) = (9(?")l e Ker (A,) = (%f”){ Assim, concluimos que

HI" (f}fg")L e HI" (9(?”)l para todon > 2. (41.65)

5 Fo\ L % Foy L . - L
Para n = 2 temos Hg~ = (i}f“}fz) e HG? = (i}f%z) , pois 82 + A» = 1, como se vé diretamente da definicdo (41.63).
Para n > 3 as inclusoes em (41.65) sdo prdprias, pois, como também se vé de (41.63), o projetor ortogonal 8,, + A,
nao é igual & identidade, mas é o projetor sobre o subespago dos vetores invariantes por permutagoes pares (i.e., com
sinal (1) = 1).

e O determinante de Slater
Seja H = L2(RY, d'z) e sejam 1, ..., ¢y vetores de H. O vetor ¢1®---®@d, € HO" é representado pela fungio de n-

bn(Tn) € L*(R™, d"z), ap € R k=1, ..., n. Ovetor ¢1@a---@adp = A, (o‘l®~ - ~®¢n) eHT,

¢é representado pela fungao de n-varidveis

varidveis ¢q (z1) - -

Ol(ﬁh) ¢n,<331>

1 ) ) 1 1 . 3 .
] Z sinal () gr(1) (€1) -+ Pr () (Tn) = W ﬁdct : - : . (41.66)

TESy
G1(Tn) o Pnlrn)

~ . . . ~ -1/2, , . . -
A expressao entre colchetes (incluindo o fator de nomalizagao (n!) / ) é denominada determinante de Slater®® na
Mecénica Quéntica, tendo sido introduzida por esse autor em 19293 (e, anteriormente, por Heisenberg e Dirac) como
forma de dar conta da antissimetria da fun¢ao de onda de estados de n-particulas Fermionicas idénticas.

E. 41.15 Ezercicio. Constate a validade da igualdade em (41.66). Use a férmula de Leibniz, eqs. (3.11) ou (10.17), paginas 268
ou 551, respectivamente. *

41.3.4 Os Espacgos de Fock

Os chamados espagos de Fock’™3® sao utilizados na Mecanica Quantica, na Fisica da Matéria Condensada, na Mecénica
Estatistica Quantica (notadamente em sistemas Fermionicos e de spin, na rede), na Teoria Quantica de Muitos Corpos e
na Teoria Quantica de Campos, assim como na Teoria de Grupos e nas Algebras de Operadores (dlgebras CAR e CCR).

35 John Clarke Slater (1900-1976).

36]. Slater and H. C. Verma. “The Theory of Complex Spect
37Vladimir Aleksandrovich Fock (1898-1972).

38 referéncia original é: V. Fock, “Konfigurationsraum und zweite Quantelung”. Zeitschrift fiir Physik, 75, 622-647 (1932).

", Physical Review, 34 (2), 1203-1322 (1929).
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Definimos o chamado espago de Fock associado a uma colegao {H;, j € IN} de espacos de Hilbert como sendo a soma
direta (topolégica) dos produtos tensoriais topolégicos H @ - - - @H,,, ou seja,

=R
{3, jeN}) = Ce (@ (@ @m))
n=1
ou, na outra notacao,
3({7.jen}) = co 6({‘;3(%1, e ), e ]N}) A
A inclusao do espago de Hilbert C entre os somandos acima decorre de uma convengao util proveniente da Fisica Quantica.

Trata-se, pela prépria construgao, de um espago de Hilbert. Seus vetores sdo da forma (wo, U1, Y12, Y123, )
com 1)y € C, Y1 € Hy, V12 € Hi®@Ha, Y123 € H1@H2RH;3 e, genericamente, 1., € H1® - - - @H,, n € N, satisfazendo

-
P+ |k

Iy ol g, < (41.67)
n=1
Dados ¥, ¢ € S({?Cj, jE ]N}), definimos seu produto escalar por
<\11, ‘I’>S = Yoo +Z <E>1,.,713 ¢1...n>%@”@%n . (41.68)

n=1

Uma situagao de particular interesse, especialmente nas aplicagoes supracitadas a Fisica Quéntica, é aquela em que
todos os espagos de Hilbert J{; sao iguais: H; = I, para todo j e algum espago de Hilbert .

O espago de Fock associado a 3, que denotaremos simplesmente por § (1}(), é definido por
.
F(3) = P,
n=0
Seus vetores sao da forma ((/}0, Y1, Y12, 123, ), com g €C, Yy €He pn€ HE" e NN, satisfazendo

-
[vhol® + Z H'l/fl..-nuitgn < oo
n=1

Dados ¥, ® € F(H), definimos seu produto escalar por
v, cI>> = 1hopo + < o T,> .
< L) Yodo n21 Yiom Plm), o

e Os Espagos de Fock simétrico e antissimétrico

De grande relevancia para a Fisica Quantica, devido ao cardter exclusivamente Bosonico ou Fermionico de estados
de particulas idénticas em 3 + 1 dimensoes espago-temporais, sao os chamados espagos de Fock simétrico (ou Bosonico)
ou antissimétrico (ou Fermionico), os quais passamos a definir.

O chamado espaco de Fock simétrico e o chamado espago de Fock antissimétrico, gerados pelo espago de Hilbert 3,
sao definidos, respectivamente, por

Fs(3) = PHT e Fa@®) = PG,
n=0

onde 9{?” e f}f%”, os subespacos simétricos e antissimétricos de H®", respectivamente, foram definidos em (41.64), pagina
2348. Claramente, §s(H) e Fs(H) sdo dois subespagos de F(3().
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Os subespagos § g (9{) efa (9{) nao sio ortogonais. Devido a (41.65), pagina 2348, se ¥ = (¢

1, Y12, Y123, ) e

Fs(H) e ® = (</’07 1, P12, D123, ) € Fa(H), com gy, o €C, e thr n € %g" e gr.n € 9@" , Vn € IN, temos,

<\IJ, ®>§(9() = Yogo + (1, O1)gc -

([lon)]

Os espagos de Fock §s(H) e §a(H) sdo o ponto de partida para a definigdo das chamadas dlgebras CCR e CAR
(4lgebras de relagoes candnicas de comutagao e de anticomutacao), duas classes importantes de dlgebras C*. Trataremos
das mesmas futuramente (vide, e.g., [80]).

41.4 Colegoes de Subespagos Fechados como Reticulados Or-
tomodulares

A nocao de reticulado foi introduzida na Segao 2.1.2, pagina 119, e as nogoes de reticulados ortocomplementados e reticu-
lados ortomodulares foram introduzidas na Se¢ao 2.1.2.2, pdgina 126. Para a leitura desta segdo uma certa familiaridade
com esses conceitos é necessaria.

A nogao de reticulado ortocomplementado surge de forma muito relevante em discussoes sobre o veio a ser chamado
Légica da Fisica Qudntica. Vamos apresentar um exemplo que dd um gosto dessa aplicagdo. Nogdes sobre espagos de
Hilbert (especialmente o Teorema 41.3, pdgina 2321) e sobre operadores limitados agindo em espagos de Hilbert (tema
tratado no Capitulo 42, pagina 2359) também sdo requeridas no restante desta Segao. Por exemplo, falamos um pouco
sobre projetores ortogonais agindo em espagos de Hilbert & pagina 2391.

e Projetores ortogonais agindo em espacgos de Hilbert

Seja H um espaco de Hilbert e seja O o conjunto de todos os projetores ortogonais em H, ou seja, dos operadores
lineares P agindo em H tais que P = P* ¢ P2 = P. O operador identidade T3¢ ¢ o operador nulo, Og¢, sdo também
projetores ortogonais.

Para P € O, seja Hp = PH = Ran (P), a imagem de H por P. O conjunto Hp é um subespago linear fechado de H
(vide Exercicio E. 42.19, pdgina 2391). Para o operador nulo, tem-se g, = {0}, o subespago nulo de 3.

Reciprocamente, se V é um linear fechado de H, o Teorema da Decomposigao Ortogonal, Teorema 2.2, pigina 125,
garante que todo ¢ € H pode ser decomposto de forma tinica como ¢ = by + by, sendo Py € V e ¢hyr € VL. Defina-se
o0 operador Py por Pyt := thy, a componente de 1 em V. E facil verificar que Py é um operador linear e que é um
projetor ortogonal: Py = (Py)* e (Py)? = Py. Para V = {0}, o subespago nulo de 3, temos Pyoy = Og¢, 0 operador nulo
agindo em J.

E. 41.16 Ezercicio. Verifique as afirmagdes feitas acima. o+

Assim, podemos associar O bijetivamente ao conjunto dos subespagos vetoriais fechados de H. Doravante, salvo
mengao em contrario, vamos rotular cada projetor ortogonal pelo subespaco fechado no qual ele projeta os vetores de .

Observagdo. Vale comentar que o produto de dois projetores ortogonais P e @ nem sempre é um projetor ortogonal. De fato, (PQ)*
Q*P* = QP e, assim, a condicio (PQ)* = PQ é cumprida se e somente se QP = PQ, em cujo caso teremos também (PQ)? = PQPQ
P2Q? = PQ, que é a propriedade de idempoténcia. Resumindo, se P e Q sdo projetores ortogonais seu produto PQ é um projetor ortogonal
se e somente se PQ = QP.

Por exemplo, se P = Py e Q = Py para dois subespacos fechados V e W, tem-se para 1) € H que PyPywi € V, mas PyPyi € W. Dessa
forma, se VN'W = {0}, os dois vetores PyPyy e Py Pyt s6 podem ser iguais se forem ambos nulos, o que se d& se V C W, o que equivale
(pelo Lema 41.2, pagina 2318, e pela Proposicdo 41.2, pagina 2319) a W C V.

Outra possibilidade para Py Pyt = PyPyv é termos V C W (ou vice-versa). De fato, se por exemplo V C W, entdo PyPywiy = Py e
também Py Pyt = Pyt).

Esses comentdrios motivam as defini¢des que seguem em (41.69). L)
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e Somas diretas de subespacos fechados em espagos de Hilbert

Na Secao 41.2.1, pagina 2319, apresentamos a noc¢ao de soma direta de dois subespagos vetoriais fechados de um
espago de Hilbert H: se U e V sdo subespagos vetoriais fechados de H, definimos sua soma direta por

UdV :=U+V,

onde U+ V:={u+v € HuelU, veV}eondeU+V denota o fecho de U+ V. Na mencionada Segao é provado que

U+V= (uL n \F)L e que a operagao @ ¢ comutativa e associativa (Teorema 41.3, pdgina 2321).

e Fazendo o conjunto de projetores ortogonais um reticulado

Afirmamos que O é um reticulado, com operagoes A e V definidas por:
PyVPw := Pygw e PyAPw := Pynw . (41.69)

O elemento 1 é o operador identidade em H, 1g¢, e o elemento 0 é o operador nulo em H: 0g¢. Antes de prosseguir,
observemos que, devido & bijetividade entre O e a colegao dos subespagos fechados de 3, podemos considerar que (41.69)
induz operagoes de reticulado na cole¢ao de subespagos fechados de H, a saber,

VVW = VaW e VAW :=VNW. (41.70)
Verifiquemos que O ¢, de fato, um reticulado sob as operagoes (41.69):

e PyV Py = Pygy = Py e Py A Py = Pyny = Py, verificando a idempoténcia (2.7);

e as propriedades Py A Py = Pw A Py e Py V Py = Pw V Py sao 6bvias pele definigao (41.69), verificando a
comutatividade (2.8).

e Verifiquemos a primeira das propriedades de associatividade (2.9): PyA(PyAPw) = (PuAPy)APy. Desenvolvendo
o lado esquerdo, temos

Py A (PyAPw) = PulPvaw = Punvnw) = Pauavynw = (PuA Py) A Py,

devido & associatividade da intersecgao. Para verificar a segunda propriedade de associatividade (2.10), Py V (Py V
Py) = (Py V Py) V Py desenvolvemos:

PyV (PyV Pyw) = PuV (Pvaw) = Pugvaw) Pugview = (PuV Py)V Py .

Acima, usamos a ja mencionada associatividade da soma direta de subespagos fechados, demonstrada no Teorema
41.3, pagina 2321.

Para demonstrar a propriedade de absorvéncia devemos estabelecer que para projetores ortogonais Py e Py, valem
Pun(PuvPy) = Py e PuV(PuAPy) = Py, (41.71)

ou seja,
Pyrev) = Pu e Pugunv) = Pu- (41.72)

Mas, como U é fechado, UN (U V) =UNU+V) =UN U+ V) =U = U. Isso provou a primeira relagio em
(41.72). Para demonstrar a segunda, observemos que U@ (UNV) =U+ (UNV) =U=U, pois U+ (UNV) = U,
ja que UN'V é um subespago vetorial de U.

Isso estabeleceu que O ¢ um reticulado sob as operagoes definidas em (41.69).

e Comentario sobre a relagao de ordem no reticulado dos projetores ortogonais

Antes de prosseguirmos, fagamos um comentdrio sobre a relagao de ordem Py = Py. Segundo a defini¢ao de relagao
. - - 41.69 .
de ordem em reticulados (2.13), pagina 121, Py < Py significa que Py = Py A Py (aL.69) Pynv. Assim, Py < Py se e

somente se U = UNYV, o que ocorre se e somente se U C V. Assim, em O a relagao de ordem coincide com a relagao de
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inclusdo dos subespagos fechados de H. Segundo (2.13), tem-se equivalentemente Py < Py se ¢ somente se V=U® V,
0 que também é verdadeiro se e somente se U C V.

e Fazendo o conjunto de projetores ortogonais um reticulado ortocomplementado

Afirmamos que O é um reticulado ortocomplementado. A operacao de ortocomplementaridade é definida em O por
(Py)t = Py. = 1y — Py
Verifiquemos as propriedade requeridas & ortocomplementaridade:
1. ((Pv)l)l = (Py+)* = (Py), pois V++ =V, por este ser fechado. Isso verifica a propriedadede involugao.
2. (Py)* V Py = Pyigy = Py = Ly, pois V2 @V = VI 1V = 30 Além isso, (Py)" A Py = Pyiny = Py = Os.
Isso verifica a propriedade de complementaridade.

3. Vamos supor que Py < Py, ou seja, Py = Py A Py, o que, por nossas definigoes significa Py = Pynv. Temos que
(Py)* A (Py)t = Pys APy. = Pyiye. Agora, por (41.20), pagina 2321, temos UL NV = (U + V)*+ = (U V)*L.

1
Assim, estabelecemos que (Pu)® A (Py)* = Pygv)r = (Puev)t = (PuV Py)*t = ((Pu A Py)V Pv) , sendo que
aqui usamos a hipétese Py = Py A Py. Agora, pelas propriedades de simetria e de abservéncia, (Py A Py) V Py =

PyV(PyAPy) @L Py. Assim, provamos que (Py)*A(Py)* = (Py)*, que equivale a afirmar que (Py)* < (Py)*.

Em resumo, estabececemos que se Py =< Py, entdo (Py)* < (Py)* demonstrando a propriedade de inversio de
ordem.

Uma forma menos algébrica e mais “geométrica” de provar a mesma coisa, e que vai ao encontro da ideia por tras
da relagao de ordem, é a seguinte. Vimos que Py =< Py implica U C V. Tomando-se o complemento ortogonal

dessa relagao, temos V= C UL e isso informa que V- = V- N UL, Tsso se expressa em termos dos projetores pela

igualdade Py: = Pyiqyo (a159) Py. A Pyi, que equivale & afirmacio que Py. < Py, ou seja, (Py)*: < (Py)*,

como desejavamos.

Isso estabeleceu que a operagao L é, de fato, uma operagao de ortocomplementaridade e, consequentemente, que o
conjunto dos projetores ortogonais em subespagos fechados de um espago de Hilbert é um reticulado ortocomplementado.

e Reticulados de projetores ortogonais sao também ortomodulares

O reticulado O, dos projetores ortogonais em um espago de Hilbert 3, nao é, em geral, uma algebra Booleana, pois
carece, em geral, da propriedade de distributividade para as operagoes A e V. Porém, ele satisfaz uma versao mais fraca
da distributividade, a chamada propriedade ortomodular (2.21), pagina 127, sendo, assim um reticulado ortomodular.

Desejamos provar que o reticulado O, dos projetores ortogonais em um espago de Hilbert H, é também um reticulado
ortomodular, ou seja, satifaz a propriedade (2.21), pagina 127, que neste caso assume a forma:

Se Py < Py, ouseja, se U C 'V, entao Py V (Pul A P\;) = Py.

Sejam U e V dois subespagos fechados de um espago de Hilbert H e vamos entao supor que U C V, o que implica
V- c UL, Temos que
Py V (Pyr APy) = PuV Priny = Pugueny) - (41.73)
Como U, V e Ut sdo fechados,

1 . 1 1
Ue Ut ny) 42 (uL AUt n V)i) L) (uL nu uvL)) 124 ((uL AW Ut N vi)) ,

sendo que na ultima igualdade usamos a propriedade distributiva para intersecgoes de unides descrita na segunda relagao
de (1.24), pagina 65. Agora, U NU = {0} e UL NVL = VL, pois V+ € UL. Assim, mostramos que U & (Ut NV) =

(VL)L = V. Retornando com isso a (41.73), estabelecemos que, caso U C V, ou seja, caso Py < Py, entao
PyV (Pyr APy) = Py.

Isso é precisamente a propriedade ortomodular de desejavamos estabelecer.
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41.5 Exercicios Adicionais

E. 41.17 Ezercicio. Determine para quais valores de a € IR a funcdo fa (z) = ® pertence: (i) ao espaco de Hilbert L2((0, 1), dz);
(if) a0 espago de Hilbert L2((0, o), dx); (iii) ao espago de Hilbert L*((1, cc), dz). "

Q=

E. 41.18 Ez - Determine para quais valores de a € R a fungdo fa(z) = x“e™" pertence: (i) ao espago de Hilbert
L?((0, 1), dx); (ii) ao espago de Hilbert L*((0, oo), dx); (iii) ao espago de Hilbert L*((1, oo), da). "

E. 41.19 Egercicio. Construa um exemplo de uma fungio f € L*(R,dx) com as seguintes propriedades: (i) f é limitada em todo
intervalo finito (—a, a) com 0 < a < oo; (i) f ndo é limitada em R. "

E. 41.20 Ezercicio. Construa um exemplo de uma fun¢3o satisfazendo as propriedades do exercicio anterior e que seja também
continua. -

E. 41.21 Ezercicio. Prove que a bola aberta de raio 1 e a bola fechada de raio 1 de um espaco vetorial normado s3o convexas. *

E. 41.22 Ezercicio. Prove que o fecho de um conjunto convexo de um espago vetorial normado é também convexo. &
E. 41.23 Ezercicio. Mostre que todo espaco de Hilbert separavel é isometricamente isomorfo ou a algum C” ou a /s. &
E. 41.24 Ex Seja € um conjunto n3o-vazio, fechado e convexo de um espa¢o de Hilbert 3{. Mostre que existe em C um
tinico vetor v cuja norma é minima e que para tal v valem as propriedades Re((xA, r— 1.)) >0e Re((v, T — v}) > 0 para todo = € C.
Interprete o significado dessas desigualdades. £l
E. 41.25 Ezercicio. Seja o espaco vetorial C" e denote-se por (a, b)¢ := @ib1 + -+ + @Gnbn, para a, b € C", o produto escalar
usual em C". Usando o Lema de Riesz, mostre que todo produto escalar w(z, y) (com z, y € C") definido em C" é da forma (z, Ay).
para alguma matriz autoadjunta (em relagio ao produto escalar usual) e de autovalores positivos A. Ed

E. 41.26 Ezercicio. Mostre que os espacos de Fock C & (@:C:l (5’(1@* . ‘@f}fn)) também podem ser definidos como o comple-
tamento de C & (ea?j;l (%1 ®® &cw)) na norma definida pelo lado esquerdo de (41.67), pégina 2349. *
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Apéndices

41.A Um Exemplo: os Sistemas de Rademacher e de Walsh

As chamadas fun¢ées de Rademacher®®, denotadas por r,, com n € INy, sdo as definidas em R por

rp(x) := sinal (sen(?"ﬂ'z)) s (41.A.1)
onde, aqui, definimos, para y € R
1, sey>0,
sinal (y) = 0, sey=0, (41.A.2)
-1, sey<O0.

Podemos também escrever, para n € Ny,

(-1)F, sexe (&, B paraalgum k€ Z ,

ro(z) = (41.A.3)
0, de outra forma.
E. 41.27 Ezercicio. Verifique! *
Observe-se que pela defini¢io (41.A.1) tem-se que todas as fungdes ., tém perfodo 1 e vale
ra(z) = 19(2"x), Ve €R, n €Ny .

No que segue, estaremos interessados na restri¢ao das fungdes de Rademacher ao intervalo [0, 1]. Para gréficos dessas
funcoes, vide Figura 41.A.1, pagina 2354.

O conjunto de fungées # = {r, : [0, 1] = {—1, 0, 1}, n € Ny} é denominado sistema de Rademacher.

Figura 41.A.1: Da esquerda para a direita, graficos esqueméticos das fungdes de Rademacher rg, r1, 72 e rs no intervalo
[0, 1.

Notemos que no intervalo [0, 1] a fungdo ro vale 1, exceto nos pontos 0 e 1, onde se anula. Intuitivamente as
fungoes r, sao definidas da seguinte forma. Para cada n particiona-se o intervalo [0, 1) em 2" intervalos de largura
igual [k/?", (k+1)/2"), com k=0, ..., 2" — 1. Em seguida, define-se r,, em cada intervalo (k/2", (k + 1)/2") como
sendo (—1)*, ou seja, 1, ¢ definido alternadamente como +1 ou —1, comegando com +1 no primeiro intervalo (0, 1/2").

39Hans Adolph Rademacher (1892-1969).
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Nos demais pontos de [0, 1], que sdo pontos de descontinuidade, r, é definido como 0. Para r,41 cada intervalo
(k/2", (k+ 1)/2") ¢é dividido ao meio e 7,41 troca de sinal em cada metade, sempre comegando com o sinal +1 no
intervalo (0, 1/2"*1) e seguindo alternadamente nos demais. Cada 7,41 também se anula nos pontos de descontinuidade.

Vamos agora provar que % é um conjunto ortonormal em L2 ([O, 1], dz). Em primeiro lugar, é claro que fol (rn(z))zdz =
1, j4 que (rn(w))2 s6 difere de +1 em um conjunto finito de pontos do intervalo [0, 1] (a saber, nos 2" + 1 pontos da

. . .2
forma k/2" com k=0, ..., 2"). Consideremos agora as integrais [; 7 (2)rn(z)dz, com 0 < n < m. Podemos escrever

o1 2" -1 (k+1)/2" 2" -1 ~(k+1)/2™
/ P (@) (2) do = Z / rn (@) () da (4143 Z (—l)k/ rm(2) do .
0 o Jk/2n o Jkj2n
Agora,
koks1y C (L'j“’l o+l
on’  9n - gm’ 9m .
jmgmng
Assim,
(k+1)/2" 2 RS 2m 1 2Tk )
/ T () do = Z / rm(x) do @43 — Z (=1 =0
k/2n e difem EA e

pois o nimero de somandos é (2"’””(/6 +1) = 1) = (2™7"k) 4+ 1 =2™"", que ¢ um nimero par.

Portanto, estabelecemos que valem as relagoes de ortogonalidade

1
/ (@) (@) d2 = dpn
0

para todos m, n € Ny e, portanto, o sistema de Rademacher % ¢ um conjunto ortonormal em LQ([O, 1], dl)

Apesar de ser um conjunto ortonormal infinito, # nao é um conjunto ortogonal completo, pois hé elementos de
L2([0, 1], dz) ortogonais a todas os elementos de 2.

Um exemplo de um tal elemento é a fungdo f(z) = ri(x)r2(z). Afirmamos que fol ro(z)f(z)dz = 0. De fato,
para n = 0, 79 é uma constante e a afirmacdo é uma decorréncia da ortogonalidade de 7 e ro. Para n = 1 temos
fol ro(z) f(x)de = fol (7‘1(.’1?))27‘2(.7))(1.’1) = fol ro(x)dz = 0, pois ra e 1o sdo ortogonais. O caso n = 2 ¢ idéntico.

Tomemos, portanto, n > 3. A funcao rirp é constante em cada intervalo (k/47 (k + 1)/4) (onde 73 também é
constante). Agora, flle)/‘l rn(z) dz = 0, pois

2" 2(k+1)—1

[k/4, k+1)/4) = |J [2]7 j;ﬂl) ,

j=2""2k

sendo o lado direito a unidio de (2"72(k + 1) — 1) — (2"72k) + 1 = 2"~ intervalos (um niimero par), todos de mesmo
comprimento, e de sorte que em cada um deles r,, vale (—1)7 (exceto em um nimero finito de pontos, onde vale 0).

Além da funcio 7179 hd uma colegdo infinita contdvel de outras fungdes em L? ([0, 1], dx) que também s@o ortogonais
ao sistema de Rademacher, todas formadas por produtos finitos de fungdes de Rademacher distintas. Essa afirmacao
baseia-se na seguinte generalizacio dos fatos expostos acima: para todo a € Nen; € Ny (j = 1, ..., a) com
0<ny <ng<--- < ng vale

1
/ oy () rp, (2) de = 0.
0

A demonstragiio é a seguinte: quebramos a integral no intervalo [0, 1] em 2"~! integrais nos intervalos (k/2"=~', (k +

1)/2m=1), k=0, ..., 2"«~! — 1, todos de igual comprimento. Agora, é facil ver que as fungdes rn, (), ..., Tn,_, ()
sao constantes em cada um desses intervalos (pois, como n, ¢ maior que n; para todo j =1, ..., a — 1, a particao que
compde o suporte da funcio ry,, () ¢ mais fina que o suporte das ry,, (), ..., rn,_, (x)). Assim, para cada k,

(k+1)/2ma "t (k1)/2ma =1
/ Ty (T) Ty (T)rp, (x) do = const./ Tng () dz = 0,
k/2na—1 k/2na—1
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pois 7y, () tem sinal trocado em cada metade do intervalo (k/2"~!, (k+1)/2m~1).

Com isso, é facil provar por indugao (faga-o!) que o sistema
W = {7‘"] s, a €Ny €WNg, j=1, ..., a, com 0<n; <ng<--- <nu}

é um conjunto ortonormal em Lz([O, 1], dz). Esse sistema ¢ denominado sistema de Walsh*® e é possivel demonstrar
que se trata de uma base ortonormal completa em L2([0, 1], dz). Para mais detalhes, vide [234], [172] ou o trabalho
original [565]. Vide também [517].

41.B Exemplo de Subespagos Fechados Cuja Soma nao é Fe-
chada

Conforme prometido em nossa discussao sobre a soma U + V' de dois subespagos de um espaco de Hilbert (vide (41.13),
péagina 2320), mostremos uma situagao, extraida de livros-textos, na qual U e V sdo fechados, mas U + V néo é. Na lide
com operadores nao limitados, outros exemplos podem ser encontrados, mas desejamos manter a discussao aqui em um
nivel o mais elementar possivel.

O espaco de Hilbert que consideraremos é £2(IN), o espago de Hilbert das sequéncias complexas de quadrado somével.
Tomaremos
o
U = {an € C,n €N, com a, = 0 para todo n par e Z \a2m,+1|2 < oo} N
m=0

ou seja,

oo

U := {(al, 0, as, 0, as, ...) com Z‘GQ"“‘Z < oo} .

n=0
Em palavras, U é composto por todas as sequéncias de quadrado somdvel cujas componentes pares se anulam. O
subespago U é fechado por ser o complemento ortogonal do subespago

™
{(0, ba, 0, by, 0, ...) b, € C para todo n € IN, com Z ban|? < oo}

n=1
composto por todas as sequéncias de quadrado somavel cujas componentes impares se anulam.

O subespago V' que consideraremos ¢ formado por todas as sequéncias {¢, € C,n € N} € (2(IN) com a seguinte
peculiaridade: para cada k € IN, fmpar, tem-se c;11 = k~'cx. Assim, sao independentes apenas as componentes fmpares
dos elementos de V', sendo as componentes pares determinadas por seus antecessores. Um tipico elemento de V é

(e1, e1, 3, 37'es, e5, 5 es, er, T ler, o) .

Naturalmente, a condicdo de uma tal sequéncia estar em ¢2(IN) significa

o

S (+@En+17?)

n=0

2
capt1]® < oo

V é fechado, pois se (f1, f2, f3, ---) € V, entdo pode ser aproximado em norma por um elemento de V, ou seja, para
todo € > 0 existe (c1, c1, c3, 37'es, 5, 5 les, -+ ) € V tal que

& > Z ‘frn - Cm|2 = Z (‘/21171 - CZn—l‘g + }/271 —(@2n— 1)7162nﬂ|2) .
m=1

n=

Com isso, vemos que para cada n € IN vale

fono1 —can-1| < € e |fon—(2n—1)"tega| < €.
|

40 Joseph Leonard ” Joe” Walsh (1895-1973).
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Assim, vale para cada n € IN,
|f2n —(2n— 1)71f2n,71‘ < ‘fzr, —(2n— 1)71(:%,1‘ + ‘(2n — 1)71c2n,1 —(2n— l)flfQ",,1| < (1 + (2n — 1)71)6 .
Logo, para cada n € IN vale fo, — (2n — 1)7! fa,—1 = 0, provando que a sequéncia {f, € C, n € N} estd em V.

E. 41.28 Ezercicio. Verifique! F

Uma vez posto que U e V sao fechados, mostremos que U + V' contém o espago das sequéncias finitas 9, definido em
(25.42), pagina 1466. Vide também Exercicio E. 41.3, pagina 2319. De fato, os elementos de U + V sdo da forma

a—1 —1 —1
(u1+c17(:1,a3+03,3 cs, a5+ c¢5, 5 cs, a7 +c7, T C7,"'>.

Vemos claramente que essa sequéncia pode ter elementos identicamente nulos a partir de qualquer N € IN dado se
escolhermos a,, ¢ ¢, nulos para m grande o suficiente. Assim, @ C U +V e, portanto, pelo exposto no Exercicio E. 41.3,
pagina 2319, £2(N) =3 C U + V. Isso estabelece que U + V = (2(IN).

Vamos agora provar, porém, que U + V é um subconjunto préprio de ¢2(IN). Considere-se, para tal, a sequéncia

a, =n~', n €N, que certamente é um elemento de ¢?(IN). Afirmamos que essa sequéncia nio é um elemento de U + V.
Se assim fosse, deverfamos ter na k-ésima posigao, com k par: (k — 1)"lcx_; = k=1, Assim, para todo k par, valeria
Cp_1 = % Com isso, porém, é impossivel de a sequéncia {c,, n € N} ser um elemento de ¢?(IN).

Conclufmos, assim, que U +V é um subconjunto préprio de £2(IN), ainda que U + V = ¢2(IN). Se U+ V fosse fechado
valeria U +V = U + V = (3(IN) o que vimos ser impossivel, pois hd vetores em ¢?(IN) que ndo estio em U + V. Dessa
forma, U + V nao ¢ fechado.



